


ریاضی علوم دانشکده
عددی آنالیز دکتری رساله

عددی حل برای بدون شبکه باروش های دیفرانسیل معادلات از تصادفیرده ای و قطعی جزئی مشتقات
ایزدپناه کمیل نگارنده:

راهنما استاد
فروش مس علی دکتر

مشاور استاد
ناظمی علیرضا دکتر

۱۴۰۰ مهر
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به: تقدیم
دلبندم فرزند و عزیزم همسر مادرم، و پدر

د



سپاس گزاری...

نعمت های با و بوده من یاری گر زندگی تمام در همیشه که را مهربان خداوند سپاس
جناب خود، راهنمای استاد زحمات از آغاز در است. نهاده منت من بر خودش فراوان
صمیمانه ناظمی علیرضا دکتر آقای جناب مشاور، استاد و مس فروش علی دکتر آقای
مجموعه این ایشان ارزنده ی راهنمایی های بدون قطعاً که می نمایم قدردانی و تشکر

نمی رسید. انجام به
امیدبخش گرمای و سرشار عاطفه پاس به عزیزم همسر خصوص به و مادرم و پدر از
وجود تمام با صمیمانه و سپاسگزارم بود ه ا      ند من پشتیبان بهترین که وجودشان،

دارم. دوستشان
قدردانی و تشکر بوده اند من یاری گر دشوار راه این در نحوی هر به که عزیزانی تمامی از

می کنم.

ایزدپناه کمیل
۱۴۰۰ مهر

ه



نامه تعهد
کامپیوتر علوم و کاربردی ریاضی رشته روزانه دکتری دانشجوی ایزدپناه کمیل اینجانب
حل برای بدون شبکه روش های عنوان با پایان نامه نویسنده شاهرود، دانشگاه ریاضی علوم
راهنمایی تحت ، تصادفی و قطعی جزئی مشتقات با دیفرانسیل معادلات از رده ای عددی

می شوم: متعهد فروش مس علی
برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط پایان نامه این در تحقیقات ●

است.
شده استناد استفاده مورد مرجع به پژوهش گران، دیگر پژوهش های نتایج از استفاده در ●

است.
مدرک نوع هیچ دریافت برای دیگری فرد یا خود، توسط کنون تا پایان نامه، این مطالب ●

است. نشده ارایه هیچ جا در امتیازی یا
نام با مستخرج مقالات و دارد، تعلق شاهرود صنعتی دانشگاه به اثر، این معنوی حقوق ●
خواهد چاپ به “ Shahrood University of Technology “ یا “ شاهرود صنعتی دانشگاه “

رسید.
بوده اند، تاثیرگذار پایان نامه اصلی نتایج آوردن به دست در که افرادی تمام معنوی حقوق ●

می گردد. رعایت پایان نامه از مستخرج مقالات در
آنها) بافت های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در ●

است. شده رعایت اخلاقی اصول و ضوابط است، شده استفاده
افراد شخصی اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در ●
شده رعایت انسانی اخلاق اصول و رازداری اصل است)، شده استفاده (یا یافته دسترسی

است.
ایزدپناه کمیل
۱۴۰۰ مهر

نشر حق و نتایج مالکیت
برنامه های کتاب، مستخرج، ( مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام ●
شاهرود صنعتی دانشگاه به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم افزارها رایانه ای،

شود. ذکر مربوطه علمی تولیدات در مقتضی، نحو به باید مطلب این می باشد.
نمی باشد. مجاز منبع ذکر بدون پایان نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده ●

و



چکیده
حل شعاعی پایه ای توابع روش از استفاده با غیرخطی موج تصادفی معادله موجود رساله در
گسسته شعاعی پایه ای توابع درونیابی از استفاده با را موج تصادفی معادله ابتدا است. شده
تا می بریم بهره معادله زمانی سازی گسسته برای زمانی انتگرال گیر روش از و کرده مکانی سازی
مثال چند ارائه با کنیم. معرفی موج تصادفی معادله عددی حل برای را صریحی تکراری روش
با بیضوی تصادفی معادله همچنین است. شده پرداخته شده معرفی تکراری روش بررسی به
شده حل درونیاب متحرک مربعات کمترین بر مبتنی گالرکین المان بدون روش از استفاده
تقریب شکل توابع از و نوشته را بیضوی تصادفی معادله گالرکین ضعیف فرم ابتدا است.
انجام را شده ارائه روش خطای آنالیز است. شده استفاده درونیاب متحرک مربعات کمترین
برای جدید ایده یک نهایت در می کنیم. بررسی را خطا آنالیز درستی مثال چند ارائه با و داده
را آن خطای آنالیز و کرده معرفی را گالرکین المان بدون روش در اساسی مرزی شرایط اعمال
تقریب در اساسی مرزی شرایط جدید ایده این در داده ایم. قرار بررسی مورد مثال، چند ارائه با
گالرکین المان بدون روش در حاصل تقریب از سپس و شده اعمال متحرک مربعات کمترین

است. شده استفاده

پایه ای توابع  روش تصادفی، و قطعی جزئی مشتقات با دیفرانسیل معادلات کلیدی:  کلمات
بدون روش و درونیاب متحرک مربعات کمترین روش متحرک، مربعات کمترین روش شعاعی،

گالرکین المان

ز
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مطالب فهرست
ک تصاویر فهرست

م جداول فهرست

س پیشگفتار

۱ اولیه مفاهیم و تعاریف ۱
۱ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . توابع نرم های و فضاها ۱ .۱
۲ . . . . . . دو) نرم در (تقریب پیش⁃ هیلبرت فضاهای در تقریب ۱ .۱ .۱
۳ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نرمال معادلات ۲ .۱ .۱
۳ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . یکه متعامد دستگاه ۳ .۱ .۱
۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . مایرهوبر⁃کورتیس قضیه و هار فضای ۲ .۱
۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . متغیره چند چند جمله ای ها ی ۳ .۱
۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تصادفی حسابان ۴ .۱
۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . احتمال مقدمات ۱ .۴ .۱
۹ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تصادفی فرآیند های ۲ .۴ .۱
۹ . . . . . . . . . . . . . . . . . جزئی مشتقات با دیفرانسیل معادلات ۵ .۱
۱۰ . . . . . . . . . . . . . تصادفی جزئی مشتقات با دیفرانسیل معادلات ۶ .۱

۱۵ شبکه بدون روش های با تقریب ۲
۱۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ۱ .۲
۱۷ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شعاعی پایه ای توابع ۲ .۲
۱۹ . . . . . . . . . . . . . . . . . متحرک مربعات کمترین تقریب روش ۳ .۲
۲۲ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . وزن تابع انتخاب ۱ .۳ .۲
۲۵ . . . . . . . . . . . . . درونیاب متحرک مربعات کمترین تقریب روش ۴ .۲

ط



مطالب فهرست ی
۳۱ شعاعی پایه ای توابع روش از استفاده با خطی غیر موج تصادفی معادله عددی حل ۳
۳۱ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ۱ .۳
۳۲ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پیشنهادی روش شرح ۲ .۳
۳۳ . . شعاعی پایه ای توابع از استفاده با معادله مکانی سازی گسسته ۱ .۲ .۳
۳۴ . . . . . . نمایی زمانی انتگرال گیر روش به زمانی گسسته سازی ۲ .۲ .۳
۳۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . عددی نتایج ۳ .۳
۴۲ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گیری نتیجه ۴ .۳

۴۳ گالرکین المان بدون روش با بیضوی تصادفی دیفرانسیل معادله حل ۴
۴۳ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ۱ .۴
۴۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خطا آنالیز و طیفی تقریب ۲ .۴

بیضوی تصادفی معادله برای درونیاب گالرکین المان بدون روش خطای آنالیز ۳ .۴
۴۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
۵۰ . . . . درونیاب گالرکین المان بدون روش با تصادفی بیضوی معادله حل ۴ .۴
۵۲ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . عددی نتایج ۵ .۴
۶۱ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گیری نتیجه ۶ .۴

۶۵ گالرکین المان بدون روش در اساسی مرزی شرایط اعمال برای جدید ایده یک ۵
۶۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ۱ .۵

معادلات حل برای گالرکین المان بدون روش در اساسی مرزی شرایط اعمال ۲ .۵
۶۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تصادفی جزئی مشتقات با
۶۸ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خطا آنالیز ۳ .۵
۷۲ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . عددی نتایج ۴ .۵
۷۸ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گیری نتیجه ۵ .۵

۸۳ مراجع



تصاویر فهرست
۱۲ . . . . . . .t = ۱ زمان در یک بعدی موج معادله برای دقیق جواب نمودار ۱ .۱
۱۲ . . . . .t = ۱ زمان در تصادفی یک بعدی موج معادله برای جواب نمودار ۲ .۱

ایجاد و نقاط پخش نحوه در متناهی عناصر روش با شبکه بدون روش تفاوت ۱ .۲
۱۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شبکه
۱۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . محلی دامنه های ۲ .۲
۳۲ . . . . . . . . . . . . . . . . آن کاربردهای و مختلف موج های طول ۱ .۳
۳۷ . . . . . . . . . . . . خطی. مدل برای مکانی مربعات میانگین خطای ۲ .۳
۳۸ . . . . . . . . . . . . خطی. مدل برای زمانی مربعات میانگین خطای ۳ .۳
۳۹ . . . . . . . . . . . . . . اندرسون مدل مکانی مربعات کمترین خطای ۴ .۳
۴۰ . . . . . . . . . . . . . . اندرسون. مدل زمانی مربعات کمترین خطای ۵ .۳
۴۰ . . . . . . . ساین⁃گوردن. معادله برای مکانی مربعات کمترین خطای ۶ .۳
۴۱ . . . . . . . ساین⁃گوردن. معادله برای زمانی مربعات کمترین خطای ۷ .۳

با ۱ .۵ .۴ مثال لگاریتمی خطای و معیار انحراف مطلق، خطای ، میانگین ۱ .۴
۵۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .qx = ۰٫۰۳۱۳

با ۲ .۵ .۴ مثال جواب لگاریتمی و مطلق خطای معیار، انحراف میانگین، ۲ .۴
۵۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .qx = ۰٫۰۳۱۳

با ۳ .۵ .۴ مثال جواب لگاریتمی و مطلق خطای معیار، انحراف میانگین، ۳ .۴
۶۰ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .qx = ۰٫۰۳۱۳
۶۱ .qx = ۰٫۰۶۲۵ با ۴ .۵ .۴ مثال جواب مطلق خطای و معیار انحراف میانگین، ۴ .۴
۶۲ . . . . . . . . . . . . . . . . . . .۴ .۵ .۴ مثال جواب لگاریتمی خطای ۵ .۴
۶۲ . . . qx = ۰٫۰۶۲۵ با ۵ .۵ .۴ مثال مطلق خطای و معیار انحراف میانگین، ۶ .۴
۶۳ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .۵ .۵ .۴ مثال لگاریتمی خطای ۷ .۴
۷۳ . . . . . . . . . . . . . . . ۱ .۴ .۵ مثال برای خطا سوبولف نرم نمودار ۱ .۵

ک



تصاویر فهرست ل
qx = با ۱ .۴ .۵ مثال برای خطا مطلق قدر و دقیق جواب عددی، جواب ۲ .۵

۷۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۰٫۰۰۱۹۵۳۱۲۵
۷۵ . . . . . . . . . . . . . . . ۲ .۴ .۵ مثال برای خطا سوبولف نرم نمودار ۳ .۵

qx = با ۲ .۴ .۵ مثال برای خطا مطلق قدر و دقیق جواب عددی، جواب ۴ .۵
۷۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۰٫۰۰۱۹۵۳۱۲۵
۷۸ . . . . . . . . . . . . . . . ۳ .۴ .۵ مثال برای خطا سوبولف نرم نمودار ۵ .۵
۷۹ qx = ۰٫۰۱۵۶ با ۳ .۴ .۵ مثال برای خطا مطلق قدر و دقیق جواب عددی، جواب ۶ .۵
۸۱ . . . . . . . . . . . . . . . ۴ .۴ .۵ مثال برای خطا سوبولف نرم نمودار ۷ .۵
۸۲ qx = ۰٫۰۱۵۶ با ۴ .۴ .۵ مثال برای خطا مطلق قدر و دقیق جواب عددی، جواب ۸ .۵



جداول فهرست
۱۸ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شعاعی توابع معروف ترین از برخی ۱ .۲
۳۳ . . . . . . . . . . . . . . وندلند فشرده محمل با شعاعی پایه ای توابع ۱ .۳

∆t = ۲−۹,∆x = ۲−۹ با RBF روش و FDMSTM روش جواب مقادیر ۲ .۳
۳۷ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .۱ .۳ .۳ مثال برای

∆t = ۲−۹,∆x = ۲−۹ با RBF روش و FDMSTM روش جواب مقادیر ۳ .۳
۳۹ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .۲ .۳ .۳ مثال برای

∆t = ۲−۹,∆x = ۲−۹ با RBF روش و FDMSTM روش جواب مقادیر ۴ .۳
۴۱ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .۳ .۳ .۳ مثال برای

qx = با ۱ .۵ .۴ مثال برای جواب دقیق و تقریبی میانگین مقادیر جدول ۱ .۴
۵۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .۰٫۰۳۱۳
۵۴ . . . . . . .۱ .۵ .۴ مثال برای شده ارائه روش آمده بدست خطای تخمین ۲ .۴

qx = با ۲ .۵ .۴ مثال برای جواب دقیق و تقریبی میانگین مقادیر جدول ۳ .۴
۵۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .۰٫۰۳۱۳
۵۶ . . . . . . .۲ .۵ .۴ مثال برای شده ارائه روش آمده بدست خطای تخمین ۴ .۴

qx = با ۳ .۵ .۴ مثال برای جواب دقیق و تقریبی میانگین مقادیر جدول ۵ .۴
۵۷ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .۰/۰۶۲۵
۵۷ . . . . . . .۳ .۵ .۴ مثال برای شده ارائه روش آمده بدست خطای تخمین ۶ .۴

qx = با ۴ .۵ .۴ مثال برای جواب دقیق و تقریبی میانگین مقادیر جدول ۷ .۴
۵۸ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .۰/۰۶۲۵
۵۹ . . . . . . .۴ .۵ .۴ مثال برای شده ارائه روش آمده بدست خطای تخمین ۸ .۴

qx = با ۴ .۵ .۴ مثال برای جواب دقیق و تقریبی میانگین مقادیر جدول ۹ .۴
۵۹ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .۰/۰۶۲۵
۶۰ . . . . . . .۵ .۵ .۴ مثال برای شده ارائه روش آمده بدست خطای تخمین ۱۰ .۴
۷۲ .qx = ۰٫۰۰۱۹۵۳۱۲۵ با ۱ .۴ .۵ مثال برای دقیق و تقریبی جواب مقادیر جدول ۱ .۵

م



جداول فهرست ن
۷۵ .qx = ۰٫۰۰۱۹۵۳۱۲۵ با ۲ .۴ .۵ مثال برای دقیق و تقریبی جواب مقادیر جدول ۲ .۵

qx = با ۳ .۴ .۵ مثال برای جواب دقیق و تقریبی میانگین مقادیر جدول ۳ .۵
۷۷ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .۰٫۰۱۵۶۲۵

qx = با ۴ .۴ .۵ مثال برای جواب دقیق و تقریبی میانگین مقادیر جدول ۴ .۵
۸۰ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .۰٫۰۱۵۶۲۵



پیشگفتار
مانند پدیده ها از بسیاری مدل سازی در تصادفی و قطعی جزئی مشتقات با دیفرانسیل معادلات
بسیاری در دلیل همین به می گیرند، قرار استفاده مورد غیره و سیال جریان گرما، صوت،
تا گرفته مهندسی مختلف رشته های و مکانیک فیزیک، مانند گوناگون علمی زمینه های از
غیره و بورس اقتصاد، مالی، ریاضیات مانند اقتصادی زمینه های یا و پزشکی و زیست شناسی
این به طور کلی هستیم. نیازمند معادلات نوع این حل به بنابراین هستند. استفاده مورد
عددی روش های یا نیمه تحلیلی روش های از باید یا دارند تحلیلی جواب یا معادلات نوع
به می توان معادلات نوع این حل برای عددی روش های جمله از ببریم. بهره آنها حل برای
روش های طیفی۴، روش های محدود۳، حجم متناهی۲، عناصر متناهی۱، تفاضلات روش های

کرد. اشاره غیره و شبکه۵ بدون
که است طبیعی این می کند. بازی کاربردی ریاضیات در مهمی بسیار نقش تقریب، مفهوم
تقریبی، جواب آوردن بدست برای باشیم. معادلات نوع این جواب برای تقریب بهترین دنبال
شعاعی۶، پایه ای توابع روش های جمله از شده اند معرفی کنون تا متفاوتی شبکه بدون روش های
از روش ها این در غیره. و متحرک۸ مربعات کمترین تقریب گالرکین۷، المان بدون روش
اساس بر تقریب آن به جای و نمی شود استفاده متناهی المان های به عنوان ناحیه شبکه بندی
این در می شود. مشخص شده   اند پراکنده ناحیه درون مناسب کیفیت با که نقاط از مجموعه ای
کمترین و گالرکین المان بدون روش شعاعی، پایه ای توابع جمله از شبکه بدون روش رساله،
و قطعی جزئی مشتقات با معادلات از رده ای عددی حل برای را درونیاب متحرک مربعات

می دهیم. قرار مطالعه مورد تصادفی،
و فضاها جمله از مقدماتی مفاهیم و تعاریف اول فصل در است. فصل پنج شامل رساله این
آورده شده است. جزئی مشتقات با دیفرانسیل معادله های و تصادفی حسابان توابع، نرم های
شعاعی، پایه ای توابع روش خاص به طور و بدون شبکه روش های با تقریب چگونگی دوم فصل در

1Finite Difference Method
2Finite Element Method
3Finite Volume Method
4Spectral Methods
5Meshfree Methods
6Radial basis functions
7Element free Galekin method
8Moving least square

س



پیشگفتار ع
فصل در کرده ایم. بیان را درونیاب متحرک مربعات کمترین و متحرک مربعات کمترین روش 
معادله چهارم فصل در است. شده حل شعاعی پایه ای توابع روش با تصادفی موج معادله سوم
حل درونیاب متحرک مربعات کمترین بر مبتنی گالرکین المان بدون روش با تصادفی بیضوی
بدون روش در اساسی مرزی شرایط اعمال برای جدید ایده یک نیز پنجم فصل در است. شده

است. شده معرفی را گالرکین المان



۱ فصل
اولیه مفاهیم و تعاریف

این تعاریف می دهیم. توضیح اختصار به را نیاز مورد مفاهیم برخی و اولیه تعاریف فصل این در
است. شده بیان [۲۵ ،۱۳ ،۱۲ ،۱] مراجع از فصل

توابع نرم های و فضاها ۱ .۱
برای زیرا می شود، گرفته نظر در نرم دار فضاهای در را دیفرانسیل معادلات جواب های همواره
این در است. نیاز فضاهایی چنین به کرد بررسی را آمده بدست تقریب همگرایی بتوان اینکه

است. شده پرداخته نیاز مورد نرم های و فضاها معرفی به بخش
پیوسته [a, b] بازه  روی آنها m مرتبه مشتق که است توابعی مجموعه ی Cm[a, b] .۱ .۱ .۱ تعریف

باشد.
روی نرم ها شناخته شده ترین از یکی است. بی نهایت بعد با است فضای خطی یک C[a, b]

می شود؛ تعریف زیر به صورت f ∈ C[a, b] هر ا زای به که است بینهایت نرم فضا، این
∥f∥∞ := max

x∈[a,b]
|f(x)|.

است. نرم دار فضای خطی یک (C[a, b], ∥.∥∞) دوتایی
باشد. همگرا آن در کوشی دنباله  هر هرگاه گوییم باناخ را (V, ∥.∥) فضای .۲ .۱ .۱ تعریف



اولیه مفاهیم و تعاریف ۲
است. باناخ فضای یک (C[a, b], ∥.∥∞) که کرد ثابت می توان

x ∈ (a, b) هر برای اگر می شود نامیده وزن تابع w : (a, b) → R پیوسته تابع .۳ .۱ .۱ تعریف
.۰ < ∫ b

a w(x)dx <∞ و w(x) > ۰ باشیم، داشته
هر و f, g, h ∈ V هر برای اگر است داخلی ضرب یک ⟨·, ·⟩ : V ×V → C نگاشت .۴ .۱ .۱ تعریف

باشیم داشته α ∈ C

،⟨f + g, h⟩ = ⟨f, h⟩+ ⟨g, h⟩ .۱
،⟨αf, g⟩ = α⟨f, g⟩ .۲

،⟨f, g⟩ = ⟨g, f⟩ .۳
.⟨f, f⟩ > ۰ داشته باشیم f ̸= ۰ هر برای .۴

نمود، تعریف زیر به صورت V روی نرم یک می توان
∥f∥ := ⟨f, f⟩

۱۲ .

داریم، f, g ∈ V هر برای کوشی⁃شوارتز). (نامساوی ۱ .۱ .۱ لم
|⟨f, g⟩| ≤ ∥f∥∥g∥. (۱ .۱)

کنید. رجوع [۱] به برهان.
پیش ⁃ فضای شود، القا داخلی ضرب توسط آن نرم که فضای خطی نرم داری .۵ .۱ .۱ تعریف

گویند. هیلبرت فضای آن به باشد، باناخ فضای یک واگر می شود نامیده ۱ هیلبرت
داخلی ضرب توسط  ∥.∥۲ زیرا است، پیش⁃ هیلبرت فضای یک (Cd, ∥.∥۲

) فضای .۱ .۱ .۱ مثال
می توان همچنین می شود. القا می شود، تعریف x, y ∈ Cd بردار دو روی که ⟨x, y⟩ :=

∑
xkyk

است. هیلبرت فضای یک (Cd, ∥.∥۲
) بنابراین است. کامل فضای یک فضا، این نمود ثابت

دو) نرم در (تقریب پیش⁃ هیلبرت فضاهای در تقریب ۱ .۱ .۱
این از بود. خواهیم متناهی بعد با فضای خطی زیر یک در تقریب بهترین به دنبال بخش این در
در آن از متناهی بعد با زیرفضای خطی یک را U ⊂ V و پیش⁃ هیلبرت فضای یک را V بعد به
خواهیم ∥v∥۲ := ⟨v, v⟩

۱۲ به نسبت U در v ∈ V برای تقریب بهترین یافتن درصدد و گرفته نظر
بود.

1pre-Hilbert



۳ توابع نرم های و فضاها
آن از متناهی بعد با زیرفضای یک U و پیش ⁃هیلبرت فضای یک V کنید فرض .۱ .۱ .۱ قضیه
u ∈ U هر برای اگر فقط و اگر است دو نرم به نسبت U در v ∈ V تقریب بهترین u∗ باشد.

باشیم، داشته
⟨v − u∗, u⟩ = ۰.

کنید. رجوع [۱] به برهان.

نرمال معادلات ۲ .۱ .۱
v ∈ V تقریب بهترین u∗ = α۰u۰ +α۱u۱ + . . .+αnun و U := span{u۰, u۱, . . . , un} کنید فرض
طبق است. α = (α۰, α۱, . . . , αn)

T بهینه بردار یافتن معادل u∗ تقریب بهترین یافتن باشد.
داریم، ۱ .۱ .۱ 〉قضیه

v −
n∑

j=۰
αjuj , u

〉
= ۰, ∀u ∈ U .

بنابراین
n∑

j=۰
αj⟨uj , uk⟩ = ⟨v, uk⟩; k = ۰, ۱, . . . , n. (۲ .۱)

گفته نرمال معادلات دستگاه آن به که می دهد تشکیل خطی معادلات دستگاه یک (۲ .۱) رابطه
یکتا جواب دارای دستگاه این می باشد، یکتا و موجود تقریب بهترین اینکه به توجه با می شود.

می آید. بدست ۱ .۱ .۱ قضیه از استفاده با تقریب خطای است.
آنگاه باشد v تقریب بهترین u∗ اگر .۱ .۱ .۱ نتیجه

∥v − u∗∥۲۲ = ∥v∥۲۲ − ∥u∗∥۲۲ = ∥v∥۲۲ −
n∑

j=۰
αj⟨v, uj⟩. (۳ .۱)

کنید. رجوع [۱] به برهان.

یکه متعامد دستگاه ۳ .۱ .۱
یعنی کنند صدق کرونکر دلتای خاصیت در {u۰, u۱, . . . , un} پایه  اعضای اگر

⟨uk, uj⟩ = δkj =


۱, k = j,

۰, k ̸= j,

شکل به (۲ .۱) نرمال معادلات دستگاه جواب آنگاه
αk = ⟨v, uk⟩, k = ۰, ۱, . . . , n, (۴ .۱)



اولیه مفاهیم و تعاریف ۴
می آید. به دست

باشیم، داشته j و k هر برای اگر

⟨uk, uj⟩ =


ck ̸= ۰, k = j,

۰, k ̸= j,

از تقریب بهترین ضرایب باشد، متعامد پایه  اگر است. متعامد دستگاه گوییم ، ck = ∥uk∥۲۲ که
رابطه،

αk =
⟨v, uk⟩
∥uk∥۲۲

, k = ۰, ۱, . . . , n,

می شود. ایجاد یکه متعامد دستگاه کنیم تقسیم √ck بر را uk هر اگر می آیند. بدست
یک v ∈ V هر برای اگر گویند کامل V در را {u۰, u۱, . . .} یکه متعامد دستگاه .۶ .۱ .۱ تعریف

بطوریکه، داشته باشد وجود vn ∈ span{u۰, u۱, . . . , un} با {vn}n∈N دنباله 
lim
n→∞

∥v − vn∥۲ = ۰.
مورد دقت با تقریب بهترین یافتن برای لازم شرط یکه، متعامد دستگاه یک بودن کامل

است. نظر
می شود، تعریف نیز دیگری به صورت یکه متعامد دستگاه بودن کامل گاهی .۱ .۱ .۱ ملاحظه
دستگاه اعضای تمام بر که باشد عضوی تنها صفر عضو اگر است کامل یکه متعامد دستگاه یک

است. عمود

مایرهوبر⁃کورتیس قضیه و هار فضای ۲ .۱
فضای V ⊂ C(Ω) اگر باشد. نقطه n حداقل شامل ناحیه ای Ω ⊂ Rd کنیم فرض .۱ .۲ .۱ تعریف
برای هر گاه می شود، نامیده Ω روی n⁃بعدی هار فضای یک V باشد، Ω روی n⁃بعدی برداری
f۱ , f۲ , · · · , fn ∈ R دلخواه مقادیر و x۱,x۲, · · · ,xn ∈ Ω دلخواه متمایز نقاط از مجموعه هر
رابطه k = ۱ ,۲ , · · · , n هر برای به طوریکه باشد داشته وجود s ∈ V تابع یک وتنها یک

می شود. گفته درونیاب تابع یک s تابع به باشد. برقرار s(xk) = fk

.[۱۳] هم ارزند زیر گزاره های .۱ .۲ .۱ قضیه
است. n⁃بعدی هار فضای یک V .۱

دارد. ریشه (n− ۱) uحداکثر ∈ V\ {۰} هر .۲



۵ متغیره چند چند جمله ای ها ی
داریم: V از u۱ , u۲ , · · · , un پایه هر و x۱ , x۲ , · · · , xn ∈ Ω نقاط از مجموعه هر برای .۳
نقاط روی شده انتخاب پایه بر مبتنی واندرموند ماتریس [uj(xk)] که det [uj(xk)] ̸= ۰

می باشد. شده فرض
حداقل شامل Ω ⊂ Rd مجموعه ،d ⩾ ۲ برای کنید فرض (مایرهوبر⁃کورتیس). ۲ .۲ .۱ قضیه

.[۱۳] ندارد وجود Ω روی nبعدی ⩾ ۲ هار فضای هیچ آنگاه باشد درونی نقطه  یک

متغیره چند چند جمله ای ها ی ۳ .۱
فرض می دهیم. نشان Pq(Rd) نماد با را Rd روی q حداکثر درجه از چندجمله ا ی ها یی فضا ی
یک α = (α۱, α۲, · · · , αd) ∈ Nd۰ و xj ∈ R آن، در که x = (x۱, x۲, · · · , xd) یعنی x ∈ Rd کنیم،

می شود، تعریف زیر صورت به   xα این صورت در باشد اندیسه چند
xα = x

α۱۱ x
α۲۲ · · ·xαd

d , |α| = α۱ + α۲ + · · ·+ αd , α! = α۱!× α۲!× · · · × αd!,

αi < βi باشیم، داشته ۱ ≤ i ≤ d هر برای اگر ، α < β گوییم، β و α اندیسه های چند برای و
نشان Dαf نماد f هموار کافی به اندازه  تابع برای می شود). تعریف شکل همین به ،≤ (رابطه

می شود، تعریف زیر به صورت که است f جزئی مشتقات دهنده
Dαf =

∂|α|f

∂x
α۱۱ · · · ∂xαd

d

.

فضای یک نمی توانند متغیره، چند چند جمله ا ی ها ی فضای مایرهوبر⁃کورتیس قضیه بنابر
بنابر این دارد. وجود امکان این یک متغیره چند جمله ای های در حالی  که در دهند تشکیل هار
با m = dimPq(Rd) که X = {x۱ ,x۲ , · · · , xm} نقاط از دلخواه مجموعه هر روی درونیابی
نقش چند جمله ا ی درونیاب وجود این با نیست. پذیر امکان Pq(Rd) فضای چند جمله ای ها ی
آنها برای که کنیم نقاط از مجموعه ا ی به محدود را خود چه اگر دارد، بالاتر ابعاد در مهمی

باشد. امکان پذیر درونیابی
:[۱۳] .۱ .۳ .۱ قضیه

خطی اند. مستقل α ∈ Nd۰ و x ∈ Rd که xα تک جمله ای های .۱
dimPq(Rd) =

(
d+q
d

) .۲
Pq(Rd)⁃یکتا را ،n ≥ dimPq(Rd) با X = {x۱,x۲, · · · ,xn} ⊂ Rd مجموعه .۱ .۳ .۱ تعریف
xjها تمام روی که باشد Pq(Rd) چندجمله ا ی تنها صفر، چندجمله ا ی اگر گوییم، ۱ حل کننده

است. صفر
1Unisolvent



اولیه مفاهیم و تعاریف ۶
با درونیابی آنگاه باشند حل کننده یکتا جواب فضای در شده توزیع نقاط مجموعه اگر

می باشد. یکتا و پذیر امکان چندجمله ای ها از استفاده
نامساوی x ∈ Rd هر برای هرگاه می شود، نامیده معین مثبت A متقارن ماتریس .۲ .۳ .۱ تعریف
xTAx ≥ نامساوی x ∈ Rd برای هرگاه می شود نامیده نیمه معین مثبت و باشد بر قرار xTAx > ۰

باشد. بر قرار ۰
هم مرتبه B ماتریس یک اگر گوییم، (غیرتکین) نامنفرد۱ را A مربعی ماتریس .۳ .۳ .۱ تعریف
اگر فقط و اگر است غیرتکین A مربعی ماتریس .AB = BA = I به طوریکه، باشد موجود آن با

.detA ̸= ۰

تصادفی حسابان ۴ .۱
دیفرانسیل معادلات شناخت برای که تصادفی فرآیند های و احتمال مفاهیم تبیین به بخش این در

می پردازیم. داریم، نیاز آنها به تصادفی جزئی مشتقات با

احتمال مقدمات ۱ .۴ .۱
هرگاه: گویند جبر −σ یک را Ω نمونه فضای زیر مجموعه های از مجموعه ای M .۱ .۴ .۱ تعریف

،Ω ∈ M .۱
است)، A متمم Ac) Ac ∈ M آنگاه A ∈ M اگر .۲

.(⋃∞
i=۱Ai) ∈ M آنگاه A۱, A۲, . . . ∈ M اگر .۳

احتمال اندازه تابع یک را P باشد، Ω نمونه فضای روی جبر −σ یک M فرض .۲ .۴ .۱ تعریف
هرگاه می گوییم

،P : M → [۰, ۱] .۱
،P(Ω) = ۱ .۲

،P(Ac) = ۱ − P(A) .۳
آنگاه: باشند مجزا دو به دو پیشامد های A۱, A۲, . . . اگر .۴

P
(⋃∞

i=۱Ai

)
=

∞∑
i=۱

P (Ai).

1Nonsigular



۷ تصادفی حسابان
شامل جبری −σ M نمونه، فضای Ω آن در که را (Ω,M,P) مرتب تایی سه .۳ .۴ .۱ تعریف

می نامیم. احتمال فضای یک را است احتمال اندازه تابع P و Ω زیر مجموعه های
M−اندازه پذیر را F : Ω → R تابع باشد احتمال فضای یک (Ω,M,P) فرض .۴ .۴ .۱ تعریف

باشیم؛ داشته O مثل R باز زیرمجموعه هر برای هرگاه می نامیم
F−۱ (O) = {ω ∈ Ω : F (ω) ∈ O} ∈ M.

 
متغیر یک را X : Ω → R تابع باشد، احتمال فضای یک (Ω,M,P) فرض .۵ .۴ .۱ تعریف

باشیم، داشته r ∈ R هر برای هرگاه می نامیم تصادفی
X−۱ ((−∞, r]) = {ω ∈ Ω, X (ω) ⩽ r} ∈ M.

توزیع تابع را FX : R → [۰, ۱] تابع باشد تصادفی متغیر یک  X : Ω → R اگر .۶ .۴ .۱ تعریف
هرگاه، می نامیم X تصادفی متغیر با متناظر

FX(x) = P ((−∞, x]) = P ({ω ∈ Ω : X (ω) ⩽ x}) , ∀x ∈ R.

فضا این روی X۱, X۲, . . . , Xn تصادفی متغیرهای و (Ω,M,P) احتمال فضای .۷ .۴ .۱ تعریف
می شود، تعریف زیر به صورت که را FX۱,X۲,...,Xn : Rn → [۰, ۱] تابع بگیرید، نظر در را

FX۱,X۲,...,Xn(x۱, x۲, . . . , xn) = P {ω ∈ Ω : X۱ (ω) ⩽ x۱, X۲ (ω) ⩽ x۲, . . . , Xn (ω) ⩽ xn} ,

هرگاه؛ می نامیم مستقل را تصادفی متغیر های و می نامیم توأم توزیع تابع را
FX۱,X۲,...,Xn(x۱, x۲, . . . , xn) = FX۱ (x۱)FX۲ (x۲) . . . FXn (xn) .

تابعی fX هرگاه می نامیم X تصادفی متغیر احتمال چگالی تابع را fX تابع .۸ .۴ .۱ تعریف
باشیم، داشته و باشد نامنفی

P (a ⩽ X ⩽ b) =

b∫
a

fX (x) dx,

داریم، باشد پیوسته تابعی fx اگر و FX (x) =
∫ x
−∞ fX (u)du بنابراین

fX (x) =
dFX (x)

dx
.

تعریف زیر صورت به (Ω,M,P) احتمال فضای Xدر تصادفی متغیر ریاضی امید .۹ .۴ .۱ تعریف
می شود،

E(X) =

∫
Ω
X(ω)dPω,



اولیه مفاهیم و تعاریف ۸
باشد، R روی پیوسته تابعی X اگر و

E(X) =

∫
R
xfX(x)dx,

است. احتمال چگالی تابع fX آن در که
می شود، تعریف زیر صورت به که نامیده X تصادفی متغیر واریانس را σ۲

X .۱۰ .۴ .۱ تعریف
σ۲
X = E(X − E(X))۲ = E(X۲)− E(X)۲.

داریم، دهیم نشان E(X) = µ با را ریاضی امید اگر
σ۲
X = E(X۲)− µ۲.

می نامیم، تصادفی متغیر معیار انحراف را واریانس جذر و
σX =

√
σ۲
X .

نمایش Cov(X۱, X۲) نماد با را کواریانس X۱, X۲ تصادفی متغیر دو برای .۱۱ .۴ .۱ تعریف
می شود، تعریف زیر صورت به که می دهند

Cov(X۱, X۲) = E [(X۱ − E(X۱))(X۲ − E(X۲))] = E(X۱X۲)− E(X۱)E(X۲).

به یا است σ۲ واریانس و µ میانگین با نرمال توزیع دارای X تصادفی متغیر .۱۲ .۴ .۱ تعریف
باشد، زیر صورت به آن احتمال چگالی تابع هرگاه X ∼ N(µ, σ۲) اختصار

f (x) =
۱

σ
√۲π exp

(
−(x− µ)۲

۲σ۲
)
.

یک) احتمال با (همگرایی .۱۳ .۴ .۱ تعریف
هرگاه می نامیم X به همگرا یک احتمال با را {Xn}n⩾۱ مانند تصادفی متغیر های از دنباله یک

P
{
ω ∈ Ω : lim

n→∞
|Xn (ω)−X (ω)| = ۰} = ۱.

مربع) میانگین در (همگرایی .۱۴ .۴ .۱ تعریف
این در هستند متناهی E(X۲) و E(X۲

n) که باشد تصادفی متغیر های دنباله {Xn}n⩾۱ فرض
هرگاه است همگرا X به مربع میانگین در {Xn}n⩾۱ دنباله صورت

lim
n→∞

E
[
|Xn −X|۲

]
= ۰.

احتمال) در (همگرایی .۱۵ .۴ .۱ تعریف
باشیم، داشته ϵ > ۰ هر برای هرگاه

lim
n→∞

P {ω ∈ Ω : |Xn (ω)−X (ω)| ⩾ ε} = ۰,
می باشد. احتمال در X به همگرا {Xn}n⩾۱ دنباله می گوییم



۹ جزئی مشتقات با دیفرانسیل معادلات

تصادفی فرآیند های ۲ .۴ .۱
تصادفی) (فرآیند .۱۶ .۴ .۱ تعریف

تصادفی فرآیند یک را (Ω,M,P) احتمال فضای روی X(t, ω) تصادفی متغیر های از مجموعه ای
برای و است تصادفی متغیر یک X(t, ·) ثابت t هر برای است. زمان متغیر t آن در که می نامیم

است. نمونه ای مسیر یک X(·, ω) ثابت ω هر
وینر) (فرآیند .۱۷ .۴ .۱ تعریف

باشد: زیر شرایط دارای هرگاه می نامیم وینر فرآیند یک را {W (t) : t ⩾ ۰} تصادفی فرآیند
.W (۰) = ۰ .۱

[۰, T ] بازه از افراز هر برای دیگر عبارت به باشند. هم از مستقل W (t) : t ⩾ ۰ نموهای .۲
نموهای t۰ = ۰ < t۱ < t۲ < . . . < tn < T مانند

W (t۱)−W (t۰),W (t۲)−W (t۱), . . . ,W (tn)−W (tn−۱),

باشند. هم از مستقل
توزیع دارای W (t)−W (s) ، t ⩾ s هر برای یعنی باشند گاوسی توزیع دارای آن نموهای .۳

باشد. t− s واریانس و صفر میانگین با نرمال
سفید) (اختلال .۱۸ .۴ .۱ تعریف

می نامیم، سفید اختلال را زمان به نسبت وینر فرآیند مشتق
dW (t)

dt
= ξ (t) → dW (t) = ξ (t) dt.

جزئی مشتقات با دیفرانسیل معادلات ۵ .۱
زیر شکل به عبارتی باشد. جواب فضای Ω و صحیح عدد یک k فرض .۱ .۵ .۱ تعریف

F (Dku(x), Dk−۱u(x), . . . , Du(x), u(x), x) = ۰, (x ∈ Ω), (۵ .۱)
که، می شود نامیده k مرتبه از جزئی مشتات با دیفرانسیل معادله یک

F : Rnk × Rnk−۱ × · · · × R× Ω → R,

است[۱۲]. مجهول تابع u : Ω → R و شده داده
اولیه) (شرایط .۲ .۵ .۱ تعریف

یک می کند، مشخص (t = ۰) شروع زمان در را آن جزئی مشتقات یا تابع مقادیر که شرایطی
می شود. نامیده اولیه شرط



اولیه مفاهیم و تعاریف ۱۰
مرزی) (شرایط .۳ .۵ .۱ تعریف

شرط می کند، مشخص جواب ناحیه مرز در را آن جزئی مشتقات یا تابع مقادیر که شرایطی
می شود. نامیده مرزی

و مجهول متغیر وابسته، متغیر به نسبت معادله که گویند خطی را معادله ای .۴ .۵ .۱ تعریف
گویند. غیرخطی را آن صورت این غیر در باشد. خطی آن مشتقات

تقسیم بندی زمان متغیر به نبودن یا بودن وابسته نظر از جزئی مشتقات با دیفرانسیل معادلات
دوم، اول، مرتبه به نیز آنها در موجود مشتق مرتبه نظر از معادله ها این همچنین می شوند.
وابسته غیر معادلات لاپلاس و پواسون معادلات مثال برای می شوند. تقسیم بندی غیره و سوم
تمام البته هستند. زمان به وابسته معادلات موج و گرما معادلات درحالی که هستند زمان به

دارند. دو مرتبه از حداکثر مشتقات زیرا می باشند دوم مرتبه از آنها
دوم مرتبه معادله .۵ .۵ .۱ تعریف

a
∂۲u
∂x۲ + b

∂۲u
∂x∂y

+ c
∂۲u
∂y۲ + d

∂u

∂x
+ e

∂u

∂y
+ fu+ g = ۰ (۶ .۱)

را باشد وابسته یا مستقل متغیر از تابعی است ممکن g و ثابت ضرایب a, b, c, d, e, f آن در که
و سهموی باشد صفر اگر بیضوی، را معادله باشد منفی b۲ − ۴ac علامت اگر بگیرید. نظر در

می نامیم. هذلولوی باشد مثبت اگر
هستند. بیضوی معادلات نوع از لاپلاس و پواسون معادله .۱ .۵ .۱ مثال

∂۲u
∂x۲ = g,

∂۲u
∂x۲ = ۰. (۷ .۱)

است. سهموی نوع از گرما معادله
∂u

∂t
=
∂۲u
∂x۲ . (۸ .۱)

باشد. می هذلولوی نوع از موج معادله
∂۲u
∂t۲ =

∂۲u
∂x۲ (۹ .۱)

تصادفی جزئی مشتقات با دیفرانسیل معادلات ۶ .۱
این بپردازیم. تصادفی جزئی مشتقات با دیفرانسیل معادلات معرفی به می خواهیم بخش این در
آید. می وجود به قطعی۱ دیفرانسیل معادله به تصادفی عامل یک شدن اضافه از معادلات نوع
انتگرال خصوص به تصادفی انتگرال های معرفی نیازمند معادلات نوع این حل و معرفی برای

هستیم. ایتو
1deterministic



۱۱ تصادفی جزئی مشتقات با دیفرانسیل معادلات
ایتو) (انتگرال .۱ .۶ .۱ تعریف

به و می نامند ایتو انتگرال یک را ∫ T۰ X (t) dW (t) انتگرال باشد تصادفی فرآیند یک X(t) اگر
می کنند، تعریف زیر ∫شکل T

۰ X (t) dW (t) = lim
n→∞

n−۱∑
i=۰

X (ti)
(
W
(
ti+۱

)
−W (ti)

)
.

است: زیر خواص دارای ایتو انتگرال
بودن): (خطی .۱

داریم؛ a, b ثابت های و X(t), Y (t) تصادفی فرآیند های ∫برای T

۰ (aX (t) + bY (t)) dW (t) = a

∫ T

۰ X (t) dW (t) + b

∫ T

۰ Y (t) dW (t) .

صفر) (میانگین .۲
است. صفر برابر ایتو انتگرال ریاضی امید

E

(∫ T

۰ X (t) dW (t)

)
= ۰.

(ایزومتری) .۳

E

(∫ T

۰ X (t) dW (t)

)۲
=

∫ T

۰ E(X (t))۲dW (t).

تصادفی) دیفرانسیل (معادله .۲ .۶ .۱ تعریف
به شکل معادله

dX (t) = a (t,X (t)) dt+ b (t,X (t)) dW (t) ,

تصادفی فرآیند یک X(t) یعنی معادله این جواب می نامند. تصادفی دیفرانسیل معادله یک را
است، زیر به شکل معادله این انتگرالی فرم می باشد.

X (t) = X (۰) +
∫ t

۰ a (s,X (s)) ds+

∫ t

۰ b (s,X (s)) dW (s).

تصادفی) جزئی مشتقات با دیفرانسیل (معادله .۳ .۶ .۱ تعریف
معادله یک به اگر شدیم، آشنا قطعی جزئی مشتقات با دیفرانسیل معادلات با قبل بخش در
یک کنیم اضافه سفید اختلال مانند تصادفی عامل یک قطعی جزئی مشتقات با دیفرانسیل
صورت به تصادفی عامل گاهی می شود. حاصل تصادفی جزئی مشتقات با دیفرانسیل معادله
رساله این در که می شود ظاهر جمع صورت به گاهی و آن مشتقات یا مجهول تابع با ضرب
باشد. شده ظاهر معادله در جمعی صورت به تصادفی عامل که هستیم معادلاتی حل دنبال به

بگیرید: نظر در را زیر یک بعدی موج معادله مثال برای
∂۲u
∂t۲ − ∂۲u

∂x۲ = ۰, (۱۰ .۱)



اولیه مفاهیم و تعاریف ۱۲
به ۰ ≤ x ≤ ۱ و t = ۱ زمان در آن برای جواب یک نمودار و است مجهول تابع u(x, t) آن در که

است. ۱ .۱ شکل

.t = ۱ زمان در یک بعدی موج معادله برای دقیق جواب نمودار :۱ .۱ شکل

موج معادله حاصل، معادله باشد داشته وجود تصادفی عامل یک (۱۰ .۱) معادله در اگر حال
زیر شکل به معادله شود اضافه معادله به سفید اختلال یک اگر مثال برای است. تصادفی

بود: خواهد
∂۲u
∂t۲ − ∂۲u

∂x۲ =
∂۲W
∂x∂t

. (۱۱ .۱)
جدیدی جواب محاسبه، بار هر با تصادفی، جزئی مشتقات با دیفرانسیل معادلات برای

است. (۲ .۱) شکل به ۰ ≤ x ≤ ۱ و t = ۱ در ها جواب این از یکی نمودار می آید. به دست

.t = ۱ زمان در تصادفی یک بعدی موج معادله برای جواب نمودار :۲ .۱ شکل

که ندارد همواری نمودار و است نوسانی بسیار معادله نوع این جواب نمودار که می شود مشاهده
می باشد. هموار قطعی حالت در معادله جواب نمودار در حالی که است. آن بودن تصادفی علت به
حالت در در حالی که می آید به دست یکسانی جواب معادله حل هر بار با قطعی حالت در همچنین
بلکه نیست جواب نبودن یکتا معنای به این البته می شود. حاصل متفاوتی جواب های تصادفی



۱۳ تصادفی جزئی مشتقات با دیفرانسیل معادلات
شود اعمال تصادفی نمونه یک معادله، حل بار هر در اگر و است آن تصادفی ماهیت خاطر به

بود. خواهد یکسان آمده دست به جواب





۲ فصل
شبکه بدون روش های با تقریب

مقدمه ۱ .۲
مساله جواب دامنه تمام برای جبری معادلات دستگاه یک ایجاد برای روشی شبکه، بدون روش

می باشد. دامنه گسسته سازی برای شده تعریف پیش از شبکه هیچ بدون
دامنه مرز روی و درون را نقاطی مساله، جواب دامنه روی شبکه ایجاد به جای روش این در

.[۳۲] باشند داشته یکدیگر با ارتباطی که نیست نیازی نقاط این می کنیم. پخش جواب
شبکه، بدون روش های جواب محاسبه روند

جواب، ناحیه گرفتن نظر در .۱
نقاط)، کردن (پخش نقاط ایجاد .۲

شکل، توابع ساختن .۳
معادلات، دستگاه ایجاد و معادله گسسته سازی .۴

دستگاه، حل .۵
تقریبی. جواب محاسبه .۶

در متناهی عناصر روش با شبکه بدون روش تفاوت می توانید ۲. ۱(آ) و ۲. ۱(ب) شکل های در
کنید. مشاهده را شبکه ایجاد و نقاط پخش نحوه



شبکه بدون روش های با تقریب ۱۶

متناهی عناصر روش شبکه (ب) شبکه بدون روش شده پخش نقاط (آ)
شبکه ایجاد و نقاط پخش نحوه در متناهی عناصر روش با شبکه بدون روش تفاوت :۱ .۲ شکل

به صورت را جواب تابع داد. انجام را جواب تابع تقریب یا درونیابی باید نقاط پخش از بعد
متفاوت شده انتخاب  روش به توجه با شکل توابع می نویسیم. شکل توابع از ترکیب خطی
چند می توانید ۲ .۲ شکل در که باشند ۲ سراسری یا ۱ محلی می توانند شکل توابع بود. خواهند
داریم: را زیر خطی ترکیب شکل، تابع بودن محلی فرض با کنید. مشاهده را محلی دامنه نمونه

u(x) =
n∑

i=۱
uiϕi(x) = ΦT (x)Us,

مجهول که xi نقطه در تابع مقادیر ui و است x نقطه محلی دامنه درون نقاط تعداد n آن در که
چون که هستند شکل توابع ϕi(x)ها همچنین است. uiها تمام شامل برداری Us و هستند

هستند. صفر x نقطه محلی دامنه از خارج در شده اند فرض محلی
با و آورد به دست معادلات دستگاه یک مساله در فوق تقریب یا درونیابی اعمال با باید اکنون

آورد. به دست را تقریبی جواب نهایت در و کرده محاسبه را مجهول ضرایب دستگاه حل

محلی دامنه های :۲ .۲ شکل
1Local
2Global



۱۷ شعاعی پایه ای توابع
عبارت اند آنها از بعضی که می کنند تقسیم بندی مختلف جنبه های از را شبکه بدون روش های
تقسیم بندی دو)، هر ترکیب یا هم محلی ضعیف، (فرم بندی فرمول روند اساس بر تقسیم بندی از:
و نقطه ای درونیابی انتگرالی، نمایش متحرک، مربعات (کمترین تابع تقریب روش اساس بر

دامنه. نمایش اساس بر تقسیم بندی و دیگر) درونیابی های
می زنند. تقریب پراکنده نقاط در تابع مقادیر بر حسب را مفروض تابع بدون شبکه، روش های
باید گاهی مایرهوبر⁃کورتیس قضیه به توجه با اما باشد، دلخواه می تواند نقاط این توزیع

شود. یکتا تقریب که باشد حاکم نقاط روی شرایطی
هندسی شکل به که است این متناهی عناصر روش های به نسبت بدون شبکه روش های برتری

دارند. بالاتر ابعاد به هزینه تری کم و ساده تر تعمیم و نیستند وابسته دامنه

شعاعی پایه ای توابع ۲ .۲
شود، گرفته نظر در Bk پایه ای توابع از خطی ترکیب بطوریکه باشد f تابع درونیاب Sf اگر

یعنی:

Sf (x) =

n∑
k=۱

ckBk (x), (۱ .۲)

در که می شود، تبدیل AC = F خطی معادلات دستگاه یک حل به درونیابی مساله آنگاه
.F = [f۱, f۲, . . . , fn]T , C = [c۱, c۲, . . . , cn]T و Ai,k = Bk(xi) آن

باشد. معکوس پذیر A ماتریس اگر فقط و اگر است یکتا جواب داراي دستگاه
بعدی یک فضای در . است معکوس پذیر A ماتریس باشد، هار فضاي یک جواب فضای اگر
همیشه بالاتر ابعاد در که می دانیم ۲ .۲ .۱ قضیه به توجه با اما است شده تضمین درونیاب وجود
ماتریس این معکوس پذیری می توانند شعاعی پایه ای توابع اما نیست معکوس پذیر ماتریس این

کنند. تضمین را
شعاعی): (تابع .۱ .۲ .۲ تعریف

بطوریکه باشد موجود φ : [۰,∞) → R مانند تابعی هرگاه است شعاعی تابع یک ϕ : Rs → R تابع
است. Rs فضای در نرم یک ∥·∥ آن در که ϕ(x) = φ (∥x∥)

شعاعی): پایه ای توابع ) .۲ .۲ .۲ تعریف
ϕi(x) = φ(∥x− xi∥) صورت به که {ϕi}mi=۱ شعاعی توابع آنگاه باشد شعاعی تابع یک φ کنید فرض

است. اقلیدسی نرم ∥·∥ می نامند. شعاعی پایه ای توابع را می شوند تعریف
.[۴ ،۲ ،۶] شده اند آورده ۱ .۲ جدول در آن ها از برخی دارند. وجود زیادی شعاعی توابع

است. شکل پارامتر c و r = ∥x− xk∥



شبکه بدون روش های با تقریب ۱۸
شعاعی توابع معروف ترین از برخی :۱ .۲ جدول

تعریف تابع نام
φ(r) =

√
r۲ + c۲ چندربعی

φ(r) = (
√
r۲ + c۲)−۱ معکوس چندربعی

φ(r) = (−۱)k+۱r۲k log(r) باریک صفحه اسپلاین
φ(r) = r۲k+۱ مخروطی اسپلاین
φ(r) = exp(−cr۲) گاوسی

داریم، بگیریم نظر در شعاعی پایه ای توابع نوع از را پایه ای توابع (۱ .۲) درونیابی در اگر

Sf (x) =

N∑
j=۱

λjφ(∥x− xj∥), (۲ .۲)

در که Aλ = F داشت خواهیم Sf (xi) = f (xi) , ۱ ⩽ i ⩽ N یعنی درونیابی شرایط اعمال با که
می شوند، تعریف زیر به شکل درونیاب ماتریس درایه های آن

Ai,j = φ(∥xi − xj∥), ۱ ≤ i, j ≤ N,

λ = [λ۱, λ۲, . . . , λN ]T , F = [f۱, f۲, . . . , fN ]T .

یکتا و موجود Sf درونیاب آنگاه باشد معکوس پذیر ،A ماتریس یعنی درونیاب، ماتریس اگر
چون داریم، بهتری عددی شرایط باشد، مثبت معین درونیاب ماتریس اگر بود. خواهد
هستند. معکوس پذیر مثبت معین ماتریس های همچنین هستند. مثبت آن ویژه مقادیر تمامی
مثبت معین درونیاب ماتریس به منجر که گرفت نظر در را شعاعی توابع می توان بنابراین

می شوند.
و N ∈ N هر برای هرگاه گویند مثبت معین نیمه را ϕ : Rd → C پیوسته تابع .۳ .۲ .۲ تعریف

باشیم، داشته λ ∈ CN هر و X = {x۱, x۲, . . . , xN} ⊆ Rd هر
N∑
i=۱

N∑
j=۱

λiλ̄jϕ (xi − xj) ⩾ ۰.

باشیم، داشته λ ∈ CN\۰ هر برای هرگاه است مثبت معین ϕ تابع همچنین
N∑
i=۱

N∑
j=۱

λiλ̄jϕ (xi − xj) > ۰.



۱۹ متحرک مربعات کمترین تقریب روش
باشد زوج ϕ تابع اگر فقط و اگر است مثبت معین ϕ : Rd → R پیوسته تابع [۱۳] .۱ .۲ .۲ قضیه

باشیم، داشته {x۱, x۲, . . . , xN} متمایز دو به دو نقاط و λ ∈ RN\۰ هر و N ∈ N هر برای و
N∑
i=۱

N∑
j=۱

λiλjϕ (xi − xj) > ۰.

یعنی آن نظیر تابع گاه هر است مثبت معین Rd روی φ : [۰,∞) → R تابع .۴ .۲ .۲ تعریف
باشد. مثبت معین ،x ∈ Rd هر برای ϕ(x) = φ(∥x∥)

درونیاب ماتریس های اگر می شود نامیده مثبت معین تابع یک که است ذکر به لازم
می شود نامیده مثبت معین نیمه تابع یک ترتیب همین به و باشند مثبت معین نظیرش
شعاعی تابع اگر بنابراین باشند. مثبت معین نیمه آن به نظیر درونیاب ماتریس های  هرگاه
معین شده ایجاد درونیاب ماتریس باشد، مثبت معین تابع یک درونیاب، در استفاده مورد
در و معکوس پذیری هم و است مناسب عددی محاسبات جهت از هم که بود خواهد مثبت

می شود. تضمین درونیاب یکتایی و وجود نتیجه

متحرک مربعات کمترین تقریب روش ۳ .۲
۱۹۸۱ سال در بار اولین برای ۱ⅯⅬS اختصار به و متحرک مربعات کمترین تقریب روش
رویه های برای ، [۱۴] ۱۹۶۸ سال شپارد۴در مقاله از الهام با لنکستر۳و سالکائوسکاس۲و توسط
معادلات و دیفرانسیل معادلات حل برای گسترده به طور آن از پس ، [۱۵] شد معرفی چندبعدی

گرفت. قرار استفاده مورد انتگرال
می شود. بنا مساله، دامنه روی پراکنده نقاط از دسته ای روی متحرک مربعات کمترین روش
را X = {x۱,x۲, ...,xN} ⊂ Ω مانند پراکنده نقاط از مجموعه ای باشد، Ω ⊂ Rd کنیم فرض
شوند. پراکنده مساله، دامنه در تصادفی یا منظم به طور می توانند نقاط این بگیرید، در نظر
گسسته مربعات کمترین مساله یک ، x ∈ Ω نقطه هر در تابع مقدار تقریب برای ⅯⅬS روش

است. دو نرم در تقریبات بهترین مساله همان که می کند حل را موضعی وزن دار
نقطه ای به وابسته وزن این که می شود گرفته در نظر wj وزن گره، نقطه هر برای ⅯⅬS روش در
مرتبط وزن ، xj ∈ Ω برای مثال، برای بزنیم. تقریب آن در را تابع مقدار می خواهیم که است

متحرک). وزن همان می شود(یعنی داده نمایش wj(x) به صورت را x نقطه در xj گره با
در را u(x) می خواهیم باشد. شده داده xj نقاط در u تابع مقادیر {uj}Nj=۱ می کنیم فرض حال

.(q ≪ N) بزنیم تقریب (Pq(Rd)) q درجه از حداکثر چند جمله ای های فضای
بگیرید. در نظر Pq(Rd) فضای برای پایه ای به عنوان P = {p۱(x), p۲(x), ..., pm(x)} مجموعه

1Moving Least Square
2Salkauskas
3Lancaster
4Shepard



شبکه بدون روش های با تقریب ۲۰
نشان uh(x) نماد با ، x ∈ Ω دلخواه نقطه هر در را u متحرک مربعات کمترین روش به تقریب

می شود، گرفته در نظر (۳ .۲) رابطه به صورت u تابع از uh(x) ∈ Pq(Rd) تقریب و می دهند
uh (x) :=

m∑
k=۱

ak(x)pk(x), (۳ .۲)

می شود، بیان (۴ .۲) به صورت x ∈ Ω هر برای (۳ .۲) رابطه ماتریسی شکل
uh(x) = PT (x)a(x), (۴ .۲)

می شود، داده نمایش زیر به صورت و بوده ضرایب بردار a(x) آن، در که
a (x) = [a۱(x) a۲(x) · · · am(x)]T ,

باشد، می زیر به شکل پایه بردار ، PT (x) و
PT (x) = [p۱(x) p۲(x) · · · pm(x)] .

به نسبت u(x) تابع تقریب بهترین uh(x) که شود مشخص گونه ای به باید a(x) ضرایب بردار
aj(x) ضرایب است کافی منظور این به باشد. Pq(Rd) اعضای بین از وزن دار گسسته مربعی نرم

شود. کمینه است، شده تعریف (۵ .۲) به شکل که J(x) تابع آن ازای به که بیابیم طوری را
J(x) =

n∑
j=۱

wj(x)
(
PT (xj)a(x)− uj

)۲
, (۵ .۲)

.wj(x) > ۰ که به طوری است Ω در گره هایی تعداد n و jام گره با مرتبط وزن wj(x) آن در که
نوشت. (۶ .۲) ماتریسی شکل به می توان را (۵ .۲) رابطه

J(x) = [Pa(x)−U]T W [Pa(x)−U] , (۶ .۲)
آن، در که

P =


PT (x۱)
PT (x۲)...
PT (xn)


n×m

, W =


w۱(x) ۰ · · · ۰

۰ w۲(x) · · · ۰
... ... ... ...
۰ ۰ · · · wn(x)


n×n

, U =


u۱
u۲...
un

 ,

که معنا این به باشد، ∇aJ = ۰ باید شود کمینه J(x) آن ازای به که a(x) ضرایب تعیین برای
P TW (Pa(x)−U) = ۰,

می گردد. (۷ .۲) رابطه به منجر این و
P TWPa(x) = P TWU. (۷ .۲)



۲۱ متحرک مربعات کمترین تقریب روش
فرض با

A(x) := P TWP =
n∑

j=۱
wj(x)P(xj)P

T (xj),

B(x) := P TW =
[
w۱(x)P(x۱) w۲(x)P(x۲) · · · wn(x)P(xn)

]
,

نامیده لحظه ماتریس Am×m ماتریس آن در که می شود نوشته (۸ .۲) به صورت (۷ .۲) رابطه  
می شود.

A(x)a(x) = B(x)U. (۸ .۲)
ماتریس معادل طور به یا باشد نامنفرد A ماتریس که است تعریف خوش زمانی ⅯⅬS تقریب

داریم، (۸ .۲) رابطه بنابر باشد. m مرتبه از ستونی کامل رتبه دارای P
a(x) = A−۱(x)B(x)U, (۹ .۲)

داریم، x ∈ Ω هر برای (۴ .۲) در (۹ .۲) جایگذاری با
uh(x) = ΦT (x)U =

n∑
j=۱

ϕj(x)uj , (۱۰ .۲)

آن، در که
ΦT (x) = PT (x)A−۱(x)B(x), (۱۱ .۲)

هر ΦT (x) تعریف و (۱۱ .۲) به توجه با .ΦT (x) = [ϕ۱(x) ϕ۲(x) · · · ϕn(x)] آن، در که
است. نمایش قابل (۱۲ .۲) به صورت ΦT (x) عنصر

ϕj(x) =
m∑
k=۱

pk(x)
[
A−۱(x)B(x)

]
kj
, (۱۲ .۲)

می شوند. نامیده xj گره با متناظر ⅯⅬS تقریب شکل۱ توابع ϕj(x)ها، که
باشیم، داشته k = ۱,۲, · · · ,m برای و wj(x) ∈ Cr(Ω) باشیم، داشته j = ۱,۲, · · · , n برای اگر
.[۲۶] است. s و r مینیمم t آن در که ϕj(x) ∈ Ct که، کرد ثابت می توان آنگاه pk(x) ∈ Cs(Ω)

می آید[۲۷]. به دست زیر به صورت ϕj(x) شکل توابع جزئی مشتق
ϕj,k(x) =

m∑
i=۱

[
pi,k

(
A−۱(x)B(x)

)
ij
+ pi

(
A−۱

,k (x)B(x) +A−۱(x)B,k(x)
)
ij

]
, (۱۳ .۲)

به دست زیر به صورت که می باشد xk به نسبت A معکوس مشتق A−۱
,k =

(
A−۱)

,k
آن، در که

می آید.
A−۱

,k = −A−۱A,kA
−۱, (۱۴ .۲)

1Shape Functions



شبکه بدون روش های با تقریب ۲۲
است. ∂( )

∂xk
بیانگر، (( ),k

) کاما، نماد که
گاوس۱می باشد وزنی تابع می گیرد، قرار استفاده مورد ⅯⅬS تقریب در که وزنی توابع از نوع یک

می شود، تعریف زیر به شکل که

wj(x) =



exp

(
−
(
dj
α

)۲)
− exp

(
−
(
hj
α

)۲)

۱ − exp

(
−
(
hj
α

)۲) , ۰ ≤ dj ≤ hj ,

۰, dj > hj ,

(۱۵ .۲)

کنترل ثابت که است آزاد پارامتر یک α ، (xj و x بین اقلیدسی (فاصله dj = ∥x−xj∥ آن، در که
در تابع این می باشد. xj گره با متناظر پشتیبان۲ دامنه اندازه hj و بوده wj وزن تابع ساختار

است. C۰ رده ی

وزن تابع انتخاب ۱ .۳ .۲
هموار به ، uh(x) همواری آن پیرو و می باشند ⅯⅬS شکل توابع که ϕj(x)ها بودن هموار
کمترین تقریب در مهمی نقش وزن توابع بنابر این هستند. وابسته وزن تابع و پایه توابع بودن
(نقطه x نقطه از چه هر که می شود انتخاب طوری وزن تابع رو این از دارند. متحرک مربعات
دورتر معین فاصله یک از که نقاطی وزن و شوند کمتر و کمتر نقاط وزن ، شویم دورتر تقریب)
فرض منظور، این به نشوند. گرفته بکار x نقطه در تابع تقریب برای و شود صفر هستند،
پراکنده ای نقاط مجموعه X = {x۱,x۲, · · · ,xN } ⊂ Ω̄ و Rd در کراندار باز ناحیه Ω می کنیم
بگیرید بطوریکه، در نظر را xj مرکز به Λj گوی ، xj پراکنده نقاط از یک هر برای حال باشد.

Ω̄ ⊂
N⋃
j=۱

Λj ,

یک IN := {Λj}Nj=۱ این صورت در می شود. تعریف hj = max
x∈∂Λj

{∥x− xj∥} شکل به Λj شعاع و
می شود. نامیده Ω̄ از متناهی باز پوشش

IN باز پوشش برای واحد۳ توابع از افراز یک W := {wj}Nj=۱ توابع از رده ای .۱ .۳ .۲ تعریف
باشد، زیر خواص دارای هرگاه می شود، نامیده

s = ∞ یا s > ۰ ،wj ∈ Cs۰(Rd) .۱
supp(wj) ⊆ Λ̄j .۲

1Gaussian Weight Function
2Support Domain
3Partition Of Unity Subordinated



۲۳ متحرک مربعات کمترین تقریب روش
wj(x) > ۰, ∀x ∈ Λj .۳

.
∑N

j=۱wj(x) = ۱, ∀x ∈ Ω̄ .۴

معمول روش یک دارد، وجود گوناگونی روش های واحد، توابع از افراز یک ساخت برای
ϕ : [۰,+∞) −→ R یک   متغیره، تابع برای یعنی می باشد ۱ پایا ⁃ انتقال وزن تابع از استفاده

داد، قرار می توان
w (xj ,x) = ϕ(r), r =

∥x− xj∥۲
δ

,

صفر آن خارج و مثبت [۰, ۱] بازه روی که است پیوسته ای نزولی تابع ϕ و مقیاس پارامتر δ که
w(xj ,x) مقدار باشد δ از بیشتر xj از آنها اقلیدسی فاصله که x نقاط برای بنابر این می باشد.
I(x) = {j : ∥x− xj∥۲ ≤ δ} اندیس های فقط ، x نقطه هر برای رو این از است. صفر برابر

هستند. فعال ، x در تابع تقریب برای
و (۱۵ .۲) گاوسی وزن توابع هستند، استفاده مورد ⅯⅬS تقریب در که وزنی توابع جمله از

می شوند[۳۲]. داده نمایش (۱۶ .۲) به صورت که می باشند اسپلاینی توابع

wj(x) =


۱ − ۶

(
dj
δ

)۲
+ ۸

(
dj
δ

)۳
− ۳

(
dj
δ

)۴
, ۰ ≤ dj ≤ δ,

۰, dj > δ,

(۱۶ .۲)

هستند. C۲ همواری رده  در توابع این که

و باشد حل کننده Pq(Rd)⁃یکتا مجموعه یک X = {x۱,x۲, · · · ,xn} اگر .۱ .۳ .۲ لم
{p۱(x), p۲(x), · · · , pm(x)}

ماتریس آنگاه باشد Pq(Rd) برای پایه ای

P =


p۱(x۱) p۲(x۱) · · · pm(x۱)
p۱(x۲) p۲(x۲) · · · pm(x۲)... ... ... ...
p۱(xn) p۲(xn) · · · pm(xn)

 ,

است[۱۳]. کامل۲ رتبه از

ⅯⅬS روش بودن تعریف خوش شرط متحرک، مربعات کمترین تقریب روند به توجه با
باشد. پذیر معکوس ،A(x) یعنی لحظه، ماتریس که است این

1Translation-Invariant Weight Function
2Full Rank



شبکه بدون روش های با تقریب ۲۴
مجموعه که است این A(x) معکوس پذیری برای کافی و لازم شرط .۱ .۳ .۲ قضیه

{xj ∈ X : j ∈ I(x)} ,

باشد[۱۳]. حل کننده یکتا ⁃ Pq(Rd)

است لازم باشد حل کننده یکتا ⁃ Pq(Rd) مجموعه یک {xj ∈ X : j ∈ I(x)} اینکه برای
کافی و است لازم شرط یک تنها این اما .( Pq(Rd) بعد اندازه باشد(به نقطه m شامل حداقل
محمل در لازم نقطه تعداد این که کرد اختیار بزرگ آنقدر را δ باید x هر برای بنابر این نیست.
گرفته در نظر نقاط فاصله ماکزیمم از ضریبی δ معمولا خاطر همین به گیرد. قرار وزن تابع
ناحیه درون طوری را آن بتوان که باشد گویی بزرگترین شعاع h = hX,Ω کنیم فرض می شود.

عبارتی، به نباشد. xj نقطه هیچ شامل که داد قرار
h = hX,Ω := max

x∈Ω
min۱≤j≤N

∥x− xj∥۲,

را c وضریب δ = ch می دهیم قرار معمولا صورت این در می گوییم. X تراکم۱ اندازه را آن و
گیرد. وزن)قرار (تابع ω محمل در نقطه m حداقل که می کنیم تعیین طوری

نماد با را انفصال۲ فاصله ،X = {x۱,x۲, · · · ,xN} پراکنده نقاط مجموعه برای .۲ .۳ .۲ تعریف
می شود، تعریف زیر به صورت که می دهند نشان qX

qX :=
۱
۲min

i ̸=j
∥xi − xj∥۲.

اگر، می نامیم c ثابت به نسبت شبه⁃یکنواخت۳ Xرا مجموعه همچنین
qX ≤ hX,Ω ≤ cqX .

به همچنین و xj نقاط پراکندگی کیفیت به ⅯⅬS تقریب همگرایی مرتبه .۱ .۳ .۲ ملاحظه
یکنواخت X نقاط ندارد لزومی چه اگر دارد. بستگی q یعنی ، پایه چندجمله ای های درجه

باشند. شبه⁃یکنواخت حداقل است بهتر اما باشند،
از دور Ω کلی ناحیه ی یک برای حل کنندگی یکتا شرط آوردن به دست نظری، بحث در
صدق کنند، داخلی مخروط شرط در که ناحیه هایی به را خود باید این رو از است، دسترس

کرد. محدود
زاویه اگر می شود، نامیده داخلی۴ مخروط شرایط دارای Ω ⊆ Rd مجموعه .۳ .۳ .۲ تعریف
باشد موجود ξ(x) واحد بردار ،x ∈ Ω هر برای که شود یافت r > ۰ شعاع و θ ∈

(۰, π۲
)

مخروط، به  طوریکه
C (x, ξ(x), θ, r) =

{
x+ λy : y ∈ Rd, ∥y∥۲ = ۱,yT ξ(x) ≥ cos(θ), λ ∈ [۰, r]} ,

1Fill Distance
2Sepration Distance
3Quasi-Uniform
4Interior Cone Condition



۲۵ درونیاب متحرک مربعات کمترین تقریب روش
باشد. شده محاط Ω در

روی حل کنندگی یکتا به و آورده به دست مخروط روی را حل کنندگی یکتا شرط حقیقت در
نقطه  هر و مرکز بین واصل خط که می شود استفاده خاصیت این از بین این در می رسیم. Ω

به را متغیره چند چندجمله ای های سپس دارد. قرار آن درون کاملا́ مخروط، درون دیگر
یکتا شرط ۱ مارکوف نامساوی کمک به و داده کاهش خط این روی متغیره یک چندجمله ای

می شود. بررسی را حل کنندگی
و θ زاویه با داخلی مخروط شرایط با فشرده مجموعه ای Ω ⊆ Rd کنید فرض .۲ .۳ .۲ قضیه
شبه⁃ مجموعه یک X و ⋃

x∈Ω
B
(
x,۲τh۰

) بستار Ω∗ که فرض کنید همچنین باشد. r شعاع
آن، در که باشد hX,Ω ≤ h۰ تراکم اندازه با یکنواخت

h۰ =
r

τ
, τ =

۱۶(۱ + sin θ)۲q۲
۳ sin۲ θ ,

داریم، u ∈ Cq+۱(Ω∗) هر برای به طوریکه دارد وجود c ≥ ۰ ثابت −u∥∥∥آنگاه uh
∥∥∥
L∞(Ω)

≤ chq+۱
X,Ωmax

x∈Ω∗
∥Dαu(x)∥L∞(Ω∗) , |α| = q + ۱,

.[۱۳] بود خواهد O
(
hq+۱) همگرایی مرتبه باشد هموار کافی اندازه به u اگر یعنی

شود حل جداگانه دستگاه یک باید x نقطه هر در u تقریب برای که باشید داشته یاد به
برابر Pq(Rd) پایه اعضای تعداد با که m برابر A(x) ماتریس بعد اما است، هزینه پر کاری که
می شود. استفاده را پایین درجه از چند جمله ای های از پایه یک MLS تقریب در معمولا است.
بزرگ معادلات دستگاه یک حل بجای MLS تقریب در و است کوچک A ماتریس بعد یعنی
از که می شود حل کوچک بعد با معادلات دستگاه چندین شعاعی)، پایه توابع روش (مانند

است. کاراتر محاسباتی لحاظ
برای {xβ

}
۰≤β≤q

پایه معمولا، متحرک مربعات کمترین روش به تقریب در .۲ .۳ .۲ ملاحظه
استفاده

{
(x− y)β

h|β|

}
۰≤β≤q

, شده مقیاس و یافته انتقال پایه از اگر اما شود. می استفاده Pq(Rd)

کار P ماتریس تشکیل در پایه این که است ذکر به لازم است. پایدار تر MLS تقریب شود،
،y بجای پذیرد، صورت تقریب آن در است قرار که نقطه ای و x بجای xj این بنابر می رود.
پایداری و A(x) ماتریس وضعیت ضریب در پایه نوع این انتخاب تاثیر [۳۳] در می گیرد. قرار

است. شده بررسی کامل جزئیات با الگوریتم

درونیاب متحرک مربعات کمترین تقریب روش ۴ .۲
توابع .[۱۵] شد ارائه سالکائوسکاس و لنکستر توسط درونیاب متحرک مربعات کمترین روش
در متحرک مربعات کمترین روش خلاف بر درونیاب متحرک مربعات کمترین روش شکل

1Markov inequality



شبکه بدون روش های با تقریب ۲۶
مرزی شرایط می توان ویژگی این از استفاده با بنابراین می کنند، صدق کرونکر دلتای خاصیت

کرد. اعمال مستقیم به صورت دیفرانسیل معادلات حل در را اساسی
تعداد N که باشد Ω ⊂ Rn کراندار دامنه در نقاط از مجموعه ای X = {x۱,x۲, . . . ,xN} فرض
دامنه می دهد. نشان را اقلیدسی نرم ∥ · ∥ و ،xI نقطه تاثیر دامنه شعاع ρI پارامتر است. نقاط

می شود. تعریف ΩI = {x : ∥x− xI∥ ≤ ρI , x ∈ Ω} به شکل xI نقطه تاثیر
به τx اندیس مجموعه ، x ∈ Ω شده داده نقطه برای باشد. ρ = maxxI∈X {ρI} کنید فرض

می شود تعریف زیر شکل
τx = {I| ∥x− xI∥ ≤ ρI ,x ∈ X}.

داده نمایش uh(x) نماد با u(x) تقریب تابع باشد. Ω در میدان متغیر از تابعی u(x) کنید فرض
خاصیت در درونیاب متحرک مربعات کمترین روش در uh(x) تقریب اینکه منظور به می شود.

بگیرید، نظر در را زیر به شکل منفردی وزن تابع کند، صدق درونیابی

w(x,xI) = w(x− xI) =


∥x−xI

ρI
∥−α, ∥x− xI∥ ≤ ρI ,

۰, ,سایر
(۱۷ .۲)

است. زوج صحیح عدد یک α پارامتر که
به صورت، را داخلی ضرب

⟨f, g⟩x =
∑
I∈τx

w(x,xI)f(xI)g(xI), ∀f, g ∈ C۰(Ω), (۱۸ .۲)

است، زیر به شکل نیز x در متناظر نرم می کند. مشخص را Ω در نقطه یک x که می کنیم تعریف

∥f∥x =

[∑
I∈τx

w(x,xI)f
۲(xI)

] ۱۲
. (۱۹ .۲)

مشخص را پایه ای توابع تعداد m̄+۱ که باشند پایه ای توابع p۰(x) ≡ ۱, p۱(x), . . . , pm̄(x) فرض
شکل به p۰(x) ابتدا می سازیم. پایه ای توابع این از استفاده با را جدیدی پایه ای توابع می کند.

می شود، نرمال زیر
p̃۰(x; x̄) = ۱[∑

I∈τx w(x,xI)
] ۱۲
. (۲۰ .۲)

می شوند، ساخته زیر به صورت p̃۰(x; x̄) بر عمود جدید پایه ای توابع سپس
p̃i(x; x̄) = pi(x̄)− Spi(x), i = ۱,۲, . . . , m̄. (۲۱ .۲)

می شود، تعریف زیر به صورت که است خطی اپراتور یک Spi که
Spi(x) =

∑
I∈τx

v(x,xI)pi(xI), (۲۲ .۲)



۲۷ درونیاب متحرک مربعات کمترین تقریب روش
و

v(x,xI) =
w(x,xI)∑

J∈τx w(x,xJ)
. (۲۳ .۲)

.[۱۵] است. زیر خاصیت های دارای v(x,xI) تابع
و v(x,xI) ∈ C∞(Ω̄), آنگاه شود، استفاده (۱۷ .۲) وزن تابع از اگر .۱ .۴ .۲ لم

v(xI ,xJ) = δIJ , ∀I, J ∈ τx, .۱
∑

I∈τx v(x,xI) = ۱, ∀x ∈ Ω, .۲
∀x ∈ Ω, ۰ ≤ v(x,xI) ≤ ۱, و v(x,xI) = ۰ اگر فقط و اگر x = xJ , J ̸= I, .۳

∂v(xI ,xJ )
∂x = ۰, ∀I, J ∈ τx. .۴

و لنکستر کند، صدق درونیابی خاصیت در که uh(x) تقریب تابع فرم آوردن بدست برای
کردند، تعریف زیر به صورت را محلی تقریب [۱۵] سالکائوسکاس

uh(x, x̄) = p̃۰(x; x̄)a۰(x) +
m̄∑
i=۱

p̃i(x; x̄)ai(x), (۲۴ .۲)

پایه ای توابع مجهول ضرایب ،ai(x), i = ۱,۲, . . . , m̄ و است x تاثیر دامنه در نقطه یک x̄ که
روش با u(x̄) وتابع uh(x, x̄) محلی تقریب تابع بین تفاضل شده، داده x یک برای هستند.
زیر به صورت وزنی گسسته L۲ نرم منظور به این می شود. کمینه سازی وزنی مربعات کمترین

می شود، تعریف
J(x) =

∑
I∈τx

w(x,xI)
[
uh(x,xI)− uI

]۲
, (۲۵ .۲)

هر برای xI و شده داده نمایش (۱۷ .۲) در که است فشرده محمل با وزنی تابع ،w(x,xI) که
کمینه سازی با می باشد. uI = u(xI) و دارد قرار آنها تاثیر دامنه در x که هستند نقاطی I ∈ τx

داریم، (۲۵ .۲) در شده داده نمایش وزنی گسسته L۲ نرم

⟨u(·)− uh(x, ·), p̃۰⟩x = ۰, (۲۶ .۲)
⟨u(·)− uh(x, ·), p̃i⟩x = ۰, i = ۱,۲, . . . , m̄. (۲۷ .۲)

نوشت، زیر به صورت می توان را (۲۷ .۲) و (۲۶ .۲) تعامد، دلیل به
a۰(x) = ⟨u, p̃۰⟩x, (۲۸ .۲)

a۰(x)⟨p̃۰, p̃j⟩x +
m̄∑
i=۱

ai(x)⟨p̃i, p̃j⟩x = ⟨u, p̃j⟩x, j = ۱,۲, . . . , m̄. (۲۹ .۲)



شبکه بدون روش های با تقریب ۲۸
داریم، داخلی، ضرب تعریف و (۲۰ .۲) به توجه با

p̃۰(x; x̄)a۰(x) = ۱[∑
I∈τx w(x,xI)

] ۱۲
⟨u, p̃۰⟩x =

∑
I∈τx

v(x,xI)uI = Su. (۳۰ .۲)

می شود، نوشته زیر به شکل (۲۹ .۲) بنابراین

m̄∑
i=۱

ai(x)⟨p̃i, p̃j⟩x = ⟨u− Su, p̃j⟩x, j = ۱,۲, . . . , m̄. (۳۱ .۲)

کرد. ساده می توان را (۳۱ .۲) زیر، لم به توجه با
داریم، x ∈ Ω هر برای شود، استفاده (۱۷ .۲) وزن تابع از اگر .۲ .۴ .۲ لم

⟨Su, p̃i⟩x = ۰, i = ۱,۲, . . . , m̄. (۳۲ .۲)
کنید. رجوع [۳۷] به اثبات مشاهده  برای برهان.

کرد، ساده زیر به شکل می توان را (۳۱ .۲) ،(۲ .۴ .۲) لم به توجه با
m̄∑
i=۱

ai(x)⟨p̃i, p̃j⟩x = ⟨u, p̃j⟩x, j = ۱,۲, . . . , m̄. (۳۳ .۲)

نوشت، زیر به شکل می توان را (۳۳ .۲)
A(x)a(x) = Fw(x)u, (۳۴ .۲)

که
aT (x) = (a۱(x), a۲(x) . . . , am̄(x)), (۳۵ .۲)

uT = (u۱, u۲, . . . , uN ), (۳۶ .۲)

A(x) = Fw(x)F
T (x), (۳۷ .۲)

F(x) =


p̃۱(x;x۱) p̃۱(x;x۲) . . . p̃۱(x;xN )

p̃۲(x;x۱) p̃۲(x;x۲) . . . p̃۲(x;xN )

... ... ... ...
p̃m̄(x;x۱) p̃m̄(x;x۲) . . . p̃m̄(x;xN )

 , (۳۸ .۲)



۲۹ درونیاب متحرک مربعات کمترین تقریب روش
و است m̄×N ماتریس یک Fw(x) = ω̄kJ(x)m̄×N و

ω̄kJ(x) =



w(x,xJ)p̃k(x;xJ), x ̸= xJ ,

∑
I∈τx,I ̸=J

w(xJ ,xI) [pk(xJ)− pk(xI)] , x = xJ .

(۳۹ .۲)

کنیم، محاسبه زیر به شکل را مجهول ضرایب می توانیم پس
a(x) = A−۱(x)Fw(x)u. (۴۰ .۲)
آورد، بدست زیر به شکل می توان را محلی تقریب تابع آنگاه

uh(x, x̄) = Su+

m̄∑
i=۱

ai(x)p̃i(x; x̄). (۴۱ .۲)

می آید، بدست زیر به صورت u(x) تابع سراسری درونیاب تقریب تابع بنابراین

uh(x) = Su+
m̄∑
i=۱

ai(x)gi(x) ≡ Φ(x)u =
N∑
I=۱

ϕI(x)u(xI), (۴۲ .۲)

است. شکل توابع از ماتریسی Φ(x) که
Φ(x) = (ϕ۱(x), ϕ۲(x), . . . , ϕN (x)) = vT + pT (x)A−۱(x)Fw(x), (۴۳ .۲)

آن در که
vT = (v(x,x۱), v(x,x۲), . . . , v(x,xN )), (۴۴ .۲)

pT (x) = (g۱(x), g۲(x), . . . , gm̄(x)), (۴۵ .۲)

gi(x) = pi(x)− Spi(x). (۴۶ .۲)
زیر به شکل درونیاب متحرک مربعات کمترین روش شکل توابع اول مرتبه جزئی مشتق آنگاه

هستند، محاسبه قابل
ϕ,i(x) = vT

,i +pT
,i (x)A

−۱(x)Fw(x)+pT (x)A−۱(x)Fw,i(x)+pT (x)A−۱
,i (x)Fw(x), (۴۷ .۲)

که
Fw,i(x) = ω̄kJ,i(x)m̄×N , (۴۸ .۲)



شبکه بدون روش های با تقریب ۳۰

ω̄kJ,i(x) =


w,i(x,xJ)p̃k(x;xJ) + w(x,xJ)p̃k,i(x;xJ)(x), x ̸= xJ ,∑
I∈τx,I ̸=J

w,i (x,xI) [pk (xJ)− pk (xI)] , x = xJ ,
(۴۹ .۲)

A−۱
,i (x) = −A−۱(x)A,i(x)A

−۱(x). (۵۰ .۲)
مربعات کمترین روش در آن مشتق و تقریب تابع سپس و آنها مشتق و شکل توابع بنابراین

می شوند. محاسبه بالا به شکل درونیاب متحرک
m̄× m̄ مرتبه  از ماتریس یک A(x) ماتریس درونیاب، متحرک مربعات کمترین روش در
(۳۴ .۲) رابطه  باشد، m̄ برابر A(x) ماتریس رتبه  اگر می کند. ایفا را مهمی نقش که می باشد

. دارد یکتا جواب
x ∈ Ω هر برای می کنیم فرض درونیاب، متحرک مربعات کمترین روش بکارگیری در این بنابر
Pq(Rd) مجموعه  یک {xI ∈ X, I ∈ τx} مجموعه  دیگر، بیان به است وارون پذیر A(x) ماتریس

باشد. حل کننده یکتا ⁃



۳ فصل
غیر موج تصادفی معادله عددی حل

پایه ای توابع روش از استفاده با خطی
شعاعی

مقدمه ۱ .۳
رادیویی امواج نمونه، برای دارند. فراوانی کاربرد های جزئی مشتقات با دیفرانسیل معادلات
دارند، تلویزیون و رادیو مانند تصویری و صوتی رسانه های در فراوانی کاربردهای امروزه که
امواج هستند، مایکروفر دستگاه های با ما از بسیاری آشپزخانه های مهمان امروزه که ریزموج ها
برای فرابنفش امواج از هستند، استفاده مورد دور راه از کنترل دستگاه های در که فروسرخ
می شود، استفاده غیره و صنعتی لوازم و پزشکی تجهیزات خوراکی، مواد آب، کردن عفونی ضد
قرار استفاده مورد پزشکی تشخیص در که رادیولوژی عکس های گرفتن برای ایکس اشعه از
بسیاری و هستند استفاده مورد هسته ای صنعت در که گاما امواج می شود، استفاده می گیرند،

برد. نام آن برای می توان را دیگر کاربردهای از
جمله آن از دارند. فراوانی کاربردهای نیز تصادفی جزئی مشتقات با دیفرانسیل معادلات
اشاره غیره و بورس هواشناسی، مکانیک، مهندسی مالی، ریاضیات در آنها کاربرد به می توان
ⅮNA رشته یک حرکت مدلسازی در تصادفی موج معادله کاربرد به می توان مثال برای کرد.



شعاعی پایه ای توابع روش از استفاده با خطی غیر موج تصادفی معادله عددی حل ۳۲

آن کاربردهای و مختلف موج های طول :۱ .۳ شکل

سطح در شوک امواج حرکت یا باد حرکت تأثیر تحت شده آویخته سیم یک حرکت مایع، یک در
کرد. اشاره خورشید

شبکه بدون روش از استفاده با را بعدی یک تصادفی موج معادله می خواهیم فصل این در
کنیم. حل شعاعی پایه ای توابع

پیشنهادی روش شرح ۲ .۳
بگیرید، نظر در را زیر یک بعدی موج معادله



∂۲u
∂t۲ (x, t) =

∂۲u
∂x۲ (x, t) + f + σ

∂۲W
∂x∂t

(x, t) (x, t) ∈ (۰, ۱)× [۰, T ],
u(۰, t) = u(۱, t) = ۰ t ∈ [۰, T ],
u(x, ۰) = u۰ , ∂u∂t (x, ۰) = v۰ x ∈ (۰, ۱),

(۱ .۳)

سفید اختلال یک ∂۲W
∂x∂t

(x, t) و هستند x, t, u(x, t) از توابعی f, σ و نهایی زمان T > ۰ که
و α > ۱۲ برای v۰ ∈ Hβ[۰, ۱] و u۰ ∈ Hα[۰, ۱] همچنین است. (Ω,M,P) احتمال فضای روی
قرار بررسی مورد [۸ ،۷ ،۳] مراجع در (۱ .۳) معادله جواب یکتایی و وجود می باشند. β > − ۱۲

است. گرفته



۳۳ پیشنهادی روش شرح

شعاعی پایه ای توابع از استفاده با معادله مکانی سازی گسسته ۱ .۲ .۳
استفاده (۱ .۳) دیفرانسیل معادله جواب تقریب برای شعاعی پایه ای توابع از می خواهیم اکنون
۲ بدوضع و ۱ چگال ماتریس با دستگاه یک به منجر اغلب شعاعی توابع که آنجا از کنیم.
شده استفاده شکل تابع به عنوان وندلند۳ فشرده محمل با شعاعی پایه ای توابع از می شوند،
که است ذکر شایان مشاهده کنید. ۱ .۳ جدول در می توانید را توابع این از بعضی لیست است.

است. صفر بازه این خارج در و است (۱ − r)l برابر ۰ ≤ r < ۱ در (۱ − r)l+

وندلند فشرده محمل با شعاعی پایه ای توابع :۱ .۳ جدول

C۰ φ(r) = (۱ − r)+

C۲ φ(r) = (۱ − r)۳
+(۳r + ۱)

C۴ φ(r)
.
= (۱ − r)۵

+(۸r۲ + ۵r + ۱)

است زیر به شکل که وندلند مقیاس شده فشرده محمل با شعاعی پایه ای توابع از اینجا در
φ[α](r) = φ(r/α), α > ۰,

ماتریس با دستگاهی به منجر فشرده محمل داشتن دلیل به توابع این شده است. استفاده
کاهش را حاصل دستگاه ماتریس بدوضعی و بودن چگال مشکل حدی تا که می شوند نواری

می دهد. 
مکانی گسسته سازی را (۱ .۳) معادله (۲ .۲) شکل به درونیاب از استفاده با می خواهیم اکنون
به عنوان ۰ = x۱ < x۲ < x۳ < . . . < xN−۱ < xN = ۱ گرفتن نظر در با بنابراین کنیم.
را زیر تقریب وندلند، فشرده محمل با شعاعی تابع به عنوان φ(r) و دامنه روی پخش شده نقاط

داشت: خواهیم
u(x, t) ≈

N∑
j=۱

λj(t)φ
[α](rj), (۲ .۳)

داریم: xi, ۱ ≤ i ≤ N نقاط در (۲ .۳) گرفتن نظر در با .rj = ∥x−xj∥ =
√

(x− xj)۲ آن در که

u(xi, t) ≈
N∑
j=۱

λj(t)φ
[α](rij), (۳ .۳)

داریم: ماتریسی فرم به تبدیل با .rij = ∥xi − xj∥ =
√
(xi − xj)۲ که

u(t) = Aλ(t), (۴ .۳)
1dense matrix
2ill-conditioned
3Wendland’s Compactly Supported RBF



شعاعی پایه ای توابع روش از استفاده با خطی غیر موج تصادفی معادله عددی حل ۳۴
همچنین .u(t) = [u(x۱, t), . . . , u(xN , t)]T , Aij = φ[α](rij), λ(t) = [λ۱(t), . . . , λN (t)]T که
تعریف صفر ها سطر باقی برای و (Ad)ij = Aij ,۲ ≤ i ≤ N − ۱ صورت به را Ad ماتریس

داریم: (۱ .۳) در (۲ .۳) جایگذاری با می شود.
N∑
j=۱

λ̈j(t)φ
[α](rj) =

N∑
j=۱

λj(t)∇۲φ[α](rj) + f(x, t, u) + σ(x, t, u)
∂۲W
∂x∂t

. (۵ .۳)

داشت: خواهیم ∂
∂t

W (xi+۱,t)−W (xi,t)

xi+۱−xi
با xi هر در ∂۲W

∂x∂t تقریب و نقاط تمام در (۵ .۳) محاسبه با

Aλ̈(t) = ∇۲Adλ(t) + F (t) +Bσ(t)
dW (t)

dt
, (۶ .۳)

که
δxi = xi+۱ − xi,

F (t) = [۰, f(x۱, t, u(x۱, t)), . . . f(xN−۱, t, u(xN−۱, t)), ۰].
W (t) = [۰,W۲(t), . . . ,WN−۱(t), ۰]T و σ(xi,t,u(xi,t))√

δxi
درایه های با قطری ماتریس Bσ(t)یک همچنین

است. استاندارد وینر فرآیند یک Wi(t) که می باشد
کنیم: بازنویسی (۷ .۳) شکل به را (۶ .۳) معادله می توانیم C۲(t) = Ċ۱(t) = λ̇(t) تعریف با


dC۱(t) = C۲(t)dt,
dC۲(t) = A−۱∇۲AdC۱(t)dt+A−۱F (t)dt+A−۱Bσ(t)dW (t).

(۷ .۳)

نوشت: زیر شکل به را (۷ .۳) معادله می توان C(t) = [C۱(t), C۲(t)]T تعریف با همچنین

dC(t) =MC(t)dt+ F(t)dt+ L(t)

 ۰
dW (t)

 , (۸ .۳)

و F(t) = [۰, F (t)] ∈ R۲N که

M =

 ۰ I

A−۱∇۲Ad ۰
 و L(t) =

۰ ۰
۰ A−۱Bσ(t)

 .

صدق زیر معادله در (۸ .۳) جواب که داد نشان می توان [۲۵] ایتو فرمول از استفاده با
می کند،

C(t) = etMC(۰) +
∫ t

۰ e(t−s)MF(s)ds+

∫ t

۰ e(t−s)ML(s)

 ۰
dW (s)

 . (۹ .۳)



۳۵ پیشنهادی روش شرح

نمایی زمانی انتگرال گیر روش به زمانی گسسته سازی ۲ .۲ .۳
کنیم. زمانی گسسته سازی را (۹ .۳) گسسته نیمه معادله می کنیم سعی اینجا در

زمان های tn = n∆t, n = ۱,۲, . . . , Nt و باشد زمانی انتگرال گیر زمانی گام ∆t = T/Nt فرض
و [tn, tn+۱] بازه روی (۸ .۳) معادله برای (۹ .۳) ۱ خفیف جواب به نگاه با باشند. شده گسسته
تکراری روش می توان بازه ها) ابتدای در انتگرال ده ها کردن ثابت (با انتگرال ها گسسته سازی
داده ایم. توضیح را آن آوردن بدست چگونگی ادامه در کرد. تعریف ([۱۰ ،۹] (مشابه را زیر صریح

C(tn) = etnMC(۰) +
∫ tn

۰ e(tn−s)MF(s)ds+

∫ tn

۰ e(tn−s)ML(s)

 ۰
dW (s)

 ,

≈ etnMC(۰) +
∫ tn

۰ e(tn−tn)MF(tn)ds+

∫ tn

۰ e(tn−tn)ML(tn)

 ۰
dW (s)

 ,

= etnMC(۰) + F(tn)tn + L(tn)

 ۰
W (tn)−W (۰)

 ,

= etnMC(۰) + F(tn)tn + L(tn)

 ۰
W (tn)

 , (۱۰ .۳)
و

C(tn+۱) = etn+۱MC(۰) +
∫ tn+۱

۰ e(tn+۱−s)MF(s)ds+

∫ tn+۱

۰ e(tn+۱−s)ML(s)

 ۰
dW (s)

 ,

≈ etn+۱MC(۰) +
∫ tn+۱

۰ e(tn+۱−tn)MF(tn)ds+

∫ tn+۱

۰ e(tn+۱−tn)ML(tn)

 ۰
dW (s)

 ,

= etn+۱MC(۰) + e∆tMF(tn)tn+۱ + e∆tML(tn)

 ۰
W (tn+۱)−W (۰)

 ,

= etn+۱MC(۰) + e∆tMF(tn)tn+۱ + e∆tML(tn)

 ۰
W (tn+۱)

 . (۱۱ .۳)

داریم (۱۱ .۳) از حاصل عبارت کردن کم و e∆tM در (۱۰ .۳) کردن ضرب با
C۰ := C(۰),

Cn+۱ := e∆tMCn +∆te∆tMF(tn) + e∆tML(tn)

 ۰
∆Wn

 .

∆Wn = W (tn+۱) −W (tn) و است بعدی N بردار یک مولفه هر و Cn =: [λn; λ̇n]T اینجا در
(مشتق دقیق جواب از (λ̇n ≈ λ̇(tn) ) λn ≈ λ(tn) عددی تقریب بنابراین هستند. وینر نمو های

1mild solution



شعاعی پایه ای توابع روش از استفاده با خطی غیر موج تصادفی معادله عددی حل ۳۶
تقریب پس می آید. بدست tn = n∆t گسسته زمان های در (۶ .۳) مکانی گسسته معادله جواب)
با را xi, ۱ ≤ i ≤ N پراکنده نقاط و tn = n∆t گسسته زمان های در (۱ .۳) معادله دقیق جواب

می آوریم. بدست (۴ .۳) u(tn) = Aλ(tn) ≈ Aλn از استفاده

عددی نتایج ۳ .۳
بگیرید: نظر در را زیر سفید نویز با خطی معادله ابتدا

.۱ .۳ .۳ مثال

∂۲u
∂t۲ =

∂۲u
∂x۲ +

∂۲W
∂x∂t

, (x, t) ∈ (۰, ۱)× [۰, T ],
u(۰, t) = u(۱, t) = ۰, t ∈ [۰, T ],
u(x, ۰) = sin(πx) , ∂u∂t (x, ۰) = ۰, x ∈ (۰, ۱),

(۱۲ .۳)

عددی تقریب از استفاده با را بالا تصادفی جزئی مشتقات با دیفرانسیل معادله جواب
دیگر روش یک توسط آمده بدست جواب های مقایسه، برای آورده ایم. بدست شده داده شرح
.[۱۱] است آمده در نمایش به نیز کرانک⁃نیکلسون⁃مارویاما روش یعنی زمانی گسسته سازی

Cn+۱ = Cn +
∆t

۲ M(Cn+۱ + Cn) + ∆tF(tn) + L(tn)

 ۰
∆Wn

 .

خیلی مکانی و زمانی گام های با (FDM STM) [۹] مرجع روش با را مساله دقیق جواب اینجا در
مرجع در روش همگرایی زیرا کرده ایم. محاسبه ∆texact = ۲−۹,∆xexact = ۲−۹ یعنی کوچک
متلب افزار نرم در و تصادفی نمونه ۱۰۰۰ روی ریاضی امید همچنین است. شده اثبات [۹]
محاسبات در expm و sqrtm ،funm جمله از متلب ماتریسی توابع همچنین شده اند. محاسبه
Tend = ۱ زمان در مربعات میانگین خطای از مکانی خطای برای شده اند. استفاده عددی

کرده ایم. استفاده
sup

۰≤x≤۱
√
E[|uapproximate(x, Tend)− uexact(x, Tend)|۲].

∆t = ۲−۹,∆x = ۲−۹ با RBF و FDMSTM روش با جواب نمونه یک مقادیر ۲ .۳ جدول در
متفاوت مقادیر برای را مکانی مربعات میانگین خطای ۲ .۳ شکل در است. شده داده نمایش
مورد شعاعی پایه ای توابع روش مکانی همگرایی مرتبه که دید می توان داده ایم. نمایش ∆x

FDM STM روش خطای اما است. بیشتر FDM STM روش مکانی همگرایی مرتبه از استفاده
خطای تقریبا کوچک کافی اندازه به ∆x برای البته است. شعاعی پایه ای توابع روش از کمتر

شده است. اختیار ∆t = ۲−۹ موارد همه برای که کنید توجه دارند. یکسانی مکانی



۳۷ عددی نتایج

.۱ .۳ .۳ مثال برای ∆t = ۲−۹,∆x = ۲−۹ با RBF روش و FDMSTM روش جواب مقادیر :۲ .۳ جدول
RBF FDMSTM x

−۰/۰۰۱۳۲۶۸۴۷۹۷۴۶۹۴۴۵ −۰/۰۱۲۶۹۴۰۶۸۵۲۲۱۰۶۴ ۰/۰۰۱۹۵۳۱۲۵
−۰/۲۷۰۲۳۱۴۲۶۴۶۴۹۶۳ −۰/۲۷۳۴۱۹۹۴۹۹۴۶۰۳۷ ۰/۱۰۱۵۶۲۵
−۰/۴۳۵۱۸۴۴۶۰۳۰۳۷۴۰ −۰/۴۵۱۴۷۱۷۳۰۸۱۸۹۲۷ ۰/۲۰۱۱۷۱۸۷۵
−۰/۵۵۹۲۳۶۹۲۰۵۳۲۷۰۷ −۰/۵۶۶۱۸۵۱۹۸۰۶۷۲۱۱ ۰/۳۰۰۷۸۱۲۵
−۰/۶۶۱۲۵۱۹۲۴۰۲۹۹۱۸ −۰/۶۵۵۳۴۳۲۷۶۳۸۱۵۲۰ ۰/۴۰۰۳۹۰۶۲
−۱/۰۱۹۱۹۰۳۰۴۲۳۰۵۷ −۱/۰۵۳۷۱۳۴۱۹۲۶۶۶۴ ۰/۵
−۰/۹۳۲۹۰۲۱۴۳۴۳۱۴۷۷ −۰/۹۲۰۵۱۳۶۲۴۳۵۲۶۵۲ ۰̸۵۹۹۶۰۹۳۷۵
−۰/۷۶۱۴۰۵۹۳۱۳۴۳۹۱۶ −۰/۷۶۵۲۵۱۴۵۲۲۳۰۵۸۴ ۰̸۶۹۹۲۱۸۷۵
−۰/۹۱۵۴۰۸۲۶۸۴۹۳۱۳۸ −۰/۹۰۳۴۰۰۸۰۴۰۶۰۵۳۴ ۰̸۷۹۸۸۲۸۱۲۵
−۰/۴۵۴۹۲۴۴۰۳۱۸۰۴۸۵ −۰/۴۷۲۴۵۱۴۷۹۲۶۵۴۸۳ ۰̸۸۹۸۴۳۷۵
−۰/۰۳۵۶۴۵۸۸۴۰۸۵۱۷۰۱ −۰/۰۶۱۰۹۲۶۷۶۳۹۳۶۳۳۶ ۰̸۹۹۸۰۴۶۸۷۵
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خطی. مدل برای مکانی مربعات میانگین خطای :۲ .۳ شکل



شعاعی پایه ای توابع روش از استفاده با خطی غیر موج تصادفی معادله عددی حل ۳۸
خطای ۳ .۳ شکل در کرده ایم. استفاده مربعات کمترین خطای از نیز زمانی خطای برای
روش و FDM STM روش که دید می توان داده ایم. نمایش مختلف روش سه برای را زمانی
سه هر در که کنید توجه دارند. یکسانی زمانی خطای تقریبا شعاعی پایه ای توابع بر مبتنی

شده است. اختیار ∆x = ۲−۹ مورد
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خطی. مدل برای زمانی مربعات میانگین خطای :۳ .۳ شکل

.[۹] می گیریم نظر در را اندرسون بعدی یک تصادفی موج معادله حال
.۲ .۳ .۳ مثال

∂۲u
∂t۲ =

∂۲u
∂x۲ + u(x, t)

∂۲W
∂x∂t

, (x, t) ∈ (۰, ۱)× [۰, T ],
u(۰, t) = u(۱, t) = ۰, t ∈ [۰, T ],
u(x, ۰) = sin(۲πx) , ∂u∂t (x, ۰) = sin(۳πx), x ∈ (۰, ۱),

(۱۳ .۳)

∆t = ۲−۹,∆x = با RBF و FDMSTM روش با جواب نمونه یک مقادیر ۳ .۳ جدول در
مدل در ∆x برای مکانی مربعات کمترین خطای ۴ .۳ شکل در است. شده داده نمایش ۲−۹
∆x کوچک مقادیر برای که دید می توان اول مثال مشابه است. آمده در نمایش به اندرسون
که کنید توجه دارد. FDM STM روش خطای به نزدیک خطایی شعاعی پایه ای توابع روش

است. شده انتخاب ∆t = ۲−۹
مثال مشابه است. شده داده نمایش ۵ .۳ شکل در اندرسون مدل زمانی خطای همچنین
مورد سه هر در دارد. FDM STM روش با مشابهی زمانی خطای شعاعی پایه ای توابع روش اول

است. ∆x = ۲−۹



۳۹ عددی نتایج

.۲ .۳ .۳ مثال برای ∆t = ۲−۹,∆x = ۲−۹ با RBF روش و FDMSTM روش جواب مقادیر :۳ .۳ جدول
RBF FDMSTM x

۰/۰۰۱۶۴۲۳۷۵۹۸۸۵۹۸۳۲ ۰/۰۰۸۹۲۰۳۳۶۳۰۶۴۱۸۲۹ ۰/۰۰۱۹۵۳۱۲۵
۰/۵۶۶۹۶۱۵۰۷۵۱۳۴۳۶ ۰/۵۶۳۴۸۸۳۲۶۷۳۷۱۹۶ ۰/۱۰۱۵۶۲۵
۰/۷۴۱۲۸۸۹۰۶۰۲۸۴۶۵ ۰/۷۳۱۴۵۶۵۱۶۲۲۵۴۳۸ ۰/۲۰۱۱۷۱۸۷۵
۰/۷۷۱۹۳۵۱۳۳۰۲۲۳۷۶ ۰/۷۷۰۰۹۸۵۵۰۱۸۰۴۶۰ ۰/۳۰۰۷۸۱۲۵
۰/۴۰۷۹۰۸۸۷۳۶۱۵۶۶۲ ۰/۴۰۷۴۷۹۸۲۷۸۸۱۶۵۳ ۰/۴۰۰۳۹۰۶۲
−۰/۰۵۶۸۵۰۸۹۵۶۹۰۱۳۲۱ −۰/۰۶۴۶۲۴۹۱۴۷۷۳۶۹۰۶ ۰/۵
−۰/۷۳۵۷۲۷۷۸۰۳۷۳۵۲۳ −۰/۷۴۰۸۱۵۷۱۴۴۳۳۲۷۱ ۰̸۵۹۹۶۰۹۳۷۵
−۰/۹۱۶۸۲۳۴۲۶۸۶۲۳۷۹ −۰/۹۱۱۴۳۶۸۵۴۱۱۳۳۳۱ ۰̸۶۹۹۲۱۸۷۵
−۰/۸۹۵۴۷۷۴۱۱۴۹۲۰۳۸ −۰/۸۹۹۵۵۱۳۱۹۷۰۰۳۶۲ ۰̸۷۹۸۸۲۸۱۲۵
−۰/۵۸۳۹۳۱۱۰۲۵۴۷۰۱۲ −۰/۵۹۱۹۱۶۵۳۷۳۳۵۴۱۴ ۰̸۸۹۸۴۳۷۵
−۰/۰۰۲۸۳۱۶۲۲۰۶۷۳۳۳۲۳ −۰/۰۰۰۹۶۴۸۱۶۹۴۲۲۵۸۳۹۷ ۰̸۹۹۸۰۴۶۸۷۵
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. اندرسون مدل مکانی مربعات کمترین خطای :۴ .۳ شکل



شعاعی پایه ای توابع روش از استفاده با خطی غیر موج تصادفی معادله عددی حل ۴۰
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اندرسون. مدل زمانی مربعات کمترین خطای :۵ .۳ شکل

.[۹] است شده آورده تصادفی ساین⁃گوردن معادله مثال سومین عنوان به .۳ .۳ .۳ مثال

∂۲u
∂t۲ =

∂۲u
∂x۲ − sin(u(x, t))− sin(u(x, t))

∂۲W
∂x∂t

, (x, t) ∈ (۰, ۱)× [۰, T ],
u(۰, t) = u(۱, t) = ۰, t ∈ [۰, T ],
u(x, ۰) = sin(۲πx) , ∂u∂t (x, ۰) = sin(۳πx), x ∈ (۰, ۱),

(۱۴ .۳)

∆t = ۲−۹,∆x = با RBF و FDMSTM روش با جواب نمونه یک مقادیر ۴ .۳ جدول در
ساین⁃ معادله مکانی مربعات کمترین خطای ۶ .۳ شکل در است. شده داده نمایش ۲−۹
می باشد. قبلی مثال دو مشابه نتایج که است. شده داده نمایش ∆xمختلف مقادیر برای گوردن
قبل مثال دو مشابه کاملا که است. شده داده نشان ۷ .۳ شکل در زمانی خطای همچنین

است. شده انتخاب ∆x = ۲−۹ هم باز است.

گیری نتیجه ۴ .۳
تصادفی موج معادله مکانی گسسته سازی برای شعاعی پایه ای توابع روش از فصل این در
روش با تقریبا مکانی خطای کوچک کافی اندازه به ∆x برای دادیم نشان کردیم. استفاده
شعاعی توابع پایه ها شعاعی، پایه ای توابع روش در که آنجا از اما است. یکسان [۹] مرجع
را بالاتر ابعاد به معادله تعمیم بنابراین می باشند جواب ناحیه و معادله بعد از مستقل هستند،
مطالعات برای این و نداریم جواب ناحیه شبکه بندی به نیازی که چرا داد انجام می توان ساده تر

بود. خواهد توجه مورد آتی



۴۱ گیری نتیجه

.۳ .۳ .۳ مثال برای ∆t = ۲−۹,∆x = ۲−۹ با RBF روش و FDMSTM روش جواب مقادیر :۴ .۳ جدول
RBF FDMSTM x

۰/۰۱۲۱۹۷۳۲۶۰۱۴۲۳۰۳ ۰/۰۱۱۷۸۱۵۲۸۴۶۹۱۵۵۹ ۰/۰۰۱۹۵۳۱۲۵
۰/۵۰۵۶۶۵۵۷۱۷۴۲۶۳۶ ۰/۵۱۲۷۹۵۶۱۴۸۵۰۸۶۸ ۰/۱۰۱۵۶۲۵
۰/۷۶۳۶۱۵۳۰۲۰۱۹۵۴۲ ۰/۷۵۶۰۵۹۳۹۵۸۵۸۷۸۶ ۰/۲۰۱۱۷۱۸۷۵
۰/۹۷۸۴۳۵۸۳۷۴۱۹۲۹۱ ۰/۹۷۷۲۶۶۹۸۷۹۵۹۸۹۸ ۰/۳۰۰۷۸۱۲۵
۰/۵۴۹۴۰۷۴۱۷۹۷۰۸۵۹ ۰/۵۵۲۱۷۴۸۰۳۶۴۷۳۸۹ ۰/۴۰۰۳۹۰۶۲
۰/۰۱۴۲۷۶۸۸۲۹۲۴۸۴۰۲ ۰/۰۰۸۵۸۳۹۱۸۹۰۸۸۹۳۵۰ ۰/۵
−۰/۶۶۶۳۹۶۳۴۶۷۶۲۸۳۸ −۰/۶۷۴۴۱۸۶۱۶۷۳۵۰۲۲ ۰̸۵۹۹۶۰۹۳۷۵
−۰/۹۱۰۲۸۸۹۳۳۵۷۹۹۷۷ −۰/۹۰۱۸۶۳۸۶۹۸۳۳۶۶۹ ۰̸۶۹۹۲۱۸۷۵
−۰/۹۷۶۰۱۳۵۲۹۳۵۹۹۸۹ −۰/۹۶۹۲۶۵۶۱۹۰۹۷۵۲۱ ۰̸۷۹۸۸۲۸۱۲۵
−۰/۵۸۴۸۷۰۷۳۸۷۳۹۴۸۳ −۰/۵۸۷۰۳۴۹۱۳۲۷۵۲۱۱ ۰̸۸۹۸۴۳۷۵
−۰/۰۳۵۸۶۱۹۴۷۷۰۸۳۲۶۶ −۰/۰۲۶۶۱۳۹۹۶۲۴۳۰۶۹۳ ۰̸۹۹۸۰۴۶۸۷۵
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ساین⁃گوردن. معادله برای مکانی مربعات کمترین خطای :۶ .۳ شکل



شعاعی پایه ای توابع روش از استفاده با خطی غیر موج تصادفی معادله عددی حل ۴۲
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ساین⁃گوردن. معادله برای زمانی مربعات کمترین خطای :۷ .۳ شکل



۴ فصل
بیضوی تصادفی دیفرانسیل معادله حل

گالرکین المان بدون روش با

مقدمه ۱ .۴
دادند قرار استفاده مورد را (ⅯⅬS) متحرک مربعات کمترین روش سالکائوسکاس و لنکستر
مرتبه با شکل توابع آوردن بدست درونیاب متحرک مربعات کمترین تقریب برتری .[۱۵]
(ⅯⅬS) تقریب شکل توابع است. پایین مرتبه پایه های از استفاده در سازگاری و بالا همواری
همکارانش و بلیچکو۱ ،(ⅯⅬS) تقریب پایه بر .[۳۸] کنند تولید بالا دقت با جوابی می توانند
بدون روش همگرایی و خطا آنالیز چنگ۳ .[۲۷] کردند معرفی را گالرکین۲ المان بدون روش
شرایط اعمال برای را گالرکین المان بدون روش موکرجی۴ .[۲۸] داد انجام را گالرکین المان
را متحرک مربعات کمترین روش پایه ها کردن متعامد با چنگ .[۳۱] بخشید بهبود مرزی
شکل توابع چون .[۳۰ ،۲۹] کرد معرفی را مرزی۵ المان بدون روش آن پایه بر و داد بهبود
توابع این بر مبتنی شبکه بدون روش های نمی کنند، صدق کرونکر دلتای خاصیت در (ⅯⅬS)

1Belytschko
2element-free Galerkin method
3Cheng
4Mukherjee
5boundary element-free method



گالرکین المان بدون روش با بیضوی تصادفی دیفرانسیل معادله حل ۴۴
ضرایب روش یا پنالتی۱ روش مانند مرزی شرایط اعمال برای دیگری روش های از باید شکل

کنند. استفاده لاگرانژ۲
معرفی را (IⅯⅬS) درونیاب متحرک مربعات کمترین روش (ⅯⅬS) روش پایه بر لنکستر
را یافته ای بهبود گالرکین المان بدون روش IⅯⅬS روش از استفاده با کالویچ۳ .[۱۵] کرد
رن۴ .[۱۶] بود اعمال قابل مستقیم صورت به اساسی مرزی شرایط آن در که کرد معرفی
گالرکین المان بودن روش درونیاب، متحرک مربعات کمترین روش بهبود با همکارانش و
و میرزایی .[۲۰ ،۱۷ ،۱۹ ،۱۸] کردند معرفی را مرزی المان بدون یافته بهبود روش و درونیاب
کردند پایدارسازی را (ⅯⅬS) روش شده، مقیاس و یافته انتقال پایه های معرفی با همکارانش
روش و ⅯⅬS روش در ضرایب ماتریس دترمینان و حالت عدد بین رابطه [۲۲] در .[۲۱ ،۲۲]
پایه های از اگر که شده اثبات [۲۱] در همچنین است. شده اثبات (SⅯⅬS) شده پایدار ⅯⅬS
و کراندار ضرایب ماتریس ویژه مقدار کوچکترین شود، استفاده شده مقیاس و یافته انتقال
پایدار نظری جنبه از SⅯⅬS روش که می دهد نشان این و می باشد تراکم اندازه از مستقل
کرد معرفی را (SIⅯⅬS) درونیاب SⅯⅬS روش و بخشید بهبود را SⅯⅬS روش لی۵ است.

.[۲۳] است انفصال فاصله از مستقل ضرایب ماتریس دترمینان و حالت عدد که داد نشان و
متحرک مربعات کمترین درونیاب بر مبتنی گالرکین المان بدون روش ما فصل این در

می بریم. کار به بیضوی تصادفی جزئی مشتقات با معادلات عددی حل برای را شده پایدار

خطا آنالیز و طیفی تقریب ۲ .۴
آنالیز و تصادفی بیضوی جزئی مشتقات با دیفرانسیل معادله طیفی تقریب [۲۴] به توجه با

است. زیر شکل به آن خطای
−∆u(x, ξ) = f(u(x, ξ)) + ẆQ(x, ξ) x ∈ D , ξ ∈ Ω, (۱ .۴)

u(x, ξ) = ū(x, ξ), x ∈ ∂D , ξ ∈ Ω, (۲ .۴)
f : R → R و ∂D قاعده با مرز با کراندار دامنه D ⊆ Rd و است احتمال فضای (Ω,M,P) که
Q کوواریانس عملگر با گاوسی اختلال یک ẆQ همچنین است. شیتس لیپ پیوسته تابع یک

است.
می کنیم. استفاده سوبولف فضای نمایش برای (Hr, ∥·∥r) نماد از r ∈ N برای

Hr :=

v : ∥v∥Hr :=
( ∑

|k|≤r

∥Dkv∥۲) ۱۲
<∞

 .

1penalty method
2Lagrange multiplier
3Kaljević
4Ren
5Li



۴۵ خطا آنالیز و طیفی تقریب
آن نرم و داخلی ضرب که باشد D روی انتگرال پذیر مربعی توابع فضای H۰ := H و r = ۰ که
صفر ∂D روی آن عناصر که است H۱ زیرفضای یک H۱۰ همچنین هستند. ∥·∥ و ⟨·, ·⟩ ترتیب به

می کنیم. استفاده درونیابی فضای نمایش برای (Ḣs, ∥·∥s) نماد از s ∈ R برای هستند.
Ḣs :=

v : ∥v∥s :=
( ∑

k∈N+

λsk⟨v, φk⟩۲) ۱۲
<∞

 ,

می شود. تعریف نامنفی دیریکله لاپلاسی سیستم۱ ویژه یک {(λk, φk)}k∈N+ که
هرگاه است (۱ .۴) معادله جواب یک u

u = A−۱f(u) +A−۱ẆQ, (۳ .۴)
است. نامنفی دیریکه لاپلاسی وارون A−۱ = (−∆)−۱ که

Q فرض می شود. مشخص Q کوواریانس عملگر توسط یکتا صورت به ẆQ گاوسی اختلال
یعنی باشد {(σk, ψk)}∞k=۱ ویژه منظومه دارای

Qψm = σmψm, m ∈ N+,

بعد نامتناهی اختلال بسط بنابراین دهد. تشکیل H در کامل یکه متعامد پایه یک {ψk}∞k=۱ که
داشت: خواهیم زیر به صورت را ẆQ

ẆQ(ω) =
∞∑

m=۱
Q

۱۲ψmηm(ω), ω ∈ Ω, (۴ .۴)
.[۲۵] هستند مستقل و نرمال تصادفی متغیر های {ηm}∞

m=۱ که
بگیرید: نظر در را زیر فرض های

یعنی است شیتس لیپ پیوسته f .۱ .۲ .۴ فرض
∥f∥Lip := sup

u,v∈R,u ̸=v

|f(u)− f(v)|
|u− v|

<∞.

است. کوچکتر زیر پوانکاره نامساوی در γ مثبت ثابت از ∥f∥Lip همچنین
∥∇v∥۲ ≥ γ∥v∥۲, ∀v ∈ H۱۰.

به دارد احتمال که f روی کلی فرض های تحت (۱ .۴) معادله تعریفی خوش که کنید توجه
ثابت دو یعنی است، شده گرفته نظر در [۵] در که است، معبتر نیز باشد وابسته مکان متغیر

داریم، u, v ∈ R هر و x ∈ D هر برای بطوریکه موجودند L۲ و L۱ < γ مثبت
⟨f(x, u)− f(x, v), u− v⟩ ≥ −L۱|u− v|۲,

و
|f(x, u)− f(x, v)| ≤ L۲(۱ + |u− v|).

می شود. نصف همگرایی مرتبه حالت این در
1eigensystem



گالرکین المان بدون روش با بیضوی تصادفی دیفرانسیل معادله حل ۴۶
بطوریکه دارد وجود β ∈ [۰,۲] پارامتر یک .۲ .۲ .۴ فرض
∥A

β−۲۲ ∥L۰۲ <∞,

∥·∥L۰۲ و هستند H به Q ۱۲ (H) از هیلبرت⁃اشمیت عملگرهای فضای L۰۲ := HS(Q
۱۲ (H),H) که

است. آن متناظر نرم
(PNu, v) = (u, v) که باشد VN به H از تصویر عملگر PN : H → VN = span{φm}N

m=۱ فرض
جایگزین آن طیفی تصویر با که باشد (۳ .۴) معادله جواب uN و باشد، u ∈ H, v ∈ VN هر برای

است: شده
uN = A−۱f(uN ) +A−۱PNẆ

Q, N ∈ N+. (۵ .۴)
دارای (۱ .۴) معادله باشند. برقرار ۲ .۲ .۴ و ۱ .۲ .۴ فرض های و p ≥ ۱ فرض .۱ .۲ .۴ قضیه

است. u ∈ Lp(Ω;Hβ) یکتای جواب
کنید. مراجعه [۲۴] به برهان.

به uN , N ∈ N+ و u و باشند برقرار ۲ .۲ .۴ و ۱ .۲ .۴ فرض های و P ≥ ۱ فرض .۲ .۲ .۴ قضیه
N از مستقل C ثابت و uN ∈ Lp(Ω; Ḣ۲) آنگاه باشند، (۵ .۴) و (۳ .۴) معادله جواب های ترتیب

بطوریکه هستند موجود
E
[
∥uN∥p۲

]
≤ Cλ

(۲−β)p۲
N

(۱ +
∥∥∥Aβ−۲۲

∥∥∥p
L۰۲

)
. (۶ .۴)

r − ۱ مرتبه تا کراندار مشتق های دارای f کنید فرض همچنین است. ریاضی امید E[·] که
و uN ∈ Lp(Ω; Ḣr+۱) آنگاه است، شده کراندار γ توسط آن اول  مشتق و r ≥ ۲ که باشد

E
[
∥uN∥p

r+۱
]
≤ Cλ

(r+۱−β)p۲
N

(۱ +
∥∥∥Aβ−۲۲

∥∥∥p
L۰۲

)
. (۷ .۴)

بعلاوه
(E [∥u− uN∥p])

۱
p ≤ Cλ

−β۲
N+۱(۱ +

∥∥∥Aβ−۲۲
∥∥∥p
L۰۲
). (۸ .۴)

کنید. مراجعه [۲۴] به برهان.

برای درونیاب گالرکین المان بدون روش خطای آنالیز ۳ .۴
بیضوی تصادفی معادله

فرض
Vρ = {v|v ∈ Span{ϕI}, ∂D روی v = ۰},



۴۷ بیضوی تصادفی معادله برای درونیاب گالرکین المان بدون روش خطای آنالیز
کردن پیدا (۵ .۴) معادله تغییراتی مساله باشند، گالرکین المان بدون روش شکل توابع ϕIها و

بطوریکه، است uN ∈ H۱ یک
a(uN , v) = (f, v) + (PNẆ

Q, v), ∀v ∈ H۱۰, (۹ .۴)
آن در که

a(u, v) =

∫
D
∇u×∇vdD +

∫
D
uvdD ,

(f, v) =

∫
D
fvdD ,

(PNẆ
Q, v) =

∫
D
PNẆ

QvdD .

است، کورسیو۲ و کراندار H۱۰ سوبولف فضای روی a(·, ·) دوخطی۱ فرم که کرد ثابت می توان
که به گونه ای هستند موجود ᾱ > ۰, M̄ <∞ ثابت های یعنی

|a(u, v)| ≤ M̄∥u∥H۱∥v∥H۱ , ∀u, v ∈ H۱۰, (۱۰ .۴)
a(u, v) ≥ ᾱ∥v∥۲

H۱ , ∀v ∈ H۱۰. (۱۱ .۴)
uρN ∈ Vρ جواب کردن پیدا (۱ .۴) معادله برای (IEFG) درونیاب گالرکین المان بدون روش

بطوریکه است
a(uρN , v) = (f, v) + (PNẆ

Q, v), ∀v ∈ Vρ. (۱۲ .۴)
IEFG روش و (۹ .۴) تغییراتی مساله جواب های ترتیب به uN , uρN کنید فرض .۱ .۳ .۴ قضیه

داریم: آنگاه باشند، (۱۲ .۴)
a(uN − uρN , v) = ۰ ∀v ∈ Vρ, .۱

a(uN − uρN , uN − uρN ) = infv∈Vρ a(uN − v, uN − v), .۲
∥uN − uρN∥H۱ ≤ C infv∈Vρ ∥uN − v∥H۱ . .۳

داریم v ∈ Vρ هر برای (۱۲ .۴) و (۹ .۴) تفاضل با برهان.
a(uN − uρN , v) = a(uN , v)− a(uρN , v) = ۰,

داریم بگیرید، نظر در را ∥u∥E =
√
a(u, u) انرژی نرم حال

∥uN − uρN∥۲
E = a(uN − uρN , uN − uρN ),

= a(uN − uρN , uN − v) + a(uN − uρN , v − uρN ),

= a(uN − uρN , uN − v), (v − uρN ∈ Vρ),

≤ ∥uN − uρN∥E∥uN − v∥E . شوارتز) (نامساوی
1bilinear form
2coercive



گالرکین المان بدون روش با بیضوی تصادفی دیفرانسیل معادله حل ۴۸
هر برای ∥uN − uρN∥E ≤ ∥uN − v∥E نامساوی آن، تقسیم با باشد ∥uN − uρN∥E ̸= ۰ اگر
گرفتن اینفیمم با است. بدیهی نامساوی این ، ∥uN − uρN∥E = ۰ اگر می آید. بدست v ∈ Vρ

داریم v ∈ Vρ روی
∥uN − uρN∥E ≤ inf

v∈Vρ

∥uN − v∥E .

پس v ∈ Vρ چون
inf
v∈Vρ

∥uN − v∥E ≤ ∥uN − uρN∥E .

بنابراین
∥uN − uρN∥E = inf

v∈Vρ

∥uN − v∥E ,

یعنی
a(uN − uρN , uN − uρN ) = inf

v∈Vρ

a(uN − v, uN − v).

داریم سوم مورد برای
ᾱ∥uN − uρN∥۲

H۱ , ≤ a(uN − uρN , uN − uρN ), (۱۱ .۴) به توجه با
= a(uN − uρN , uN − v) + a(uN − uρN , v − uρN ),

= a(uN − uρN , uN − v), (v − uρN ∈ Vρ),

≤ M̄∥uN − uρN∥H۱∥uN − v∥H۱ . (۱۰ .۴) به توجه با
بنابراین

∥uN − uρN∥H۱ ≤
M̄

ᾱ
∥uN − v∥H۱ .

داریم v ∈ Vρ تمام روی گرفتن اینفیمم با
∥uN − uρN∥H۱ ≤

M̄

ᾱ
inf
v∈Vρ

∥uN − v∥H۱ .

می کند. کامل را اثبات این که
می شود تعریف زیر صورت به IⅯⅬS روش درونیاب عملگر

Iu = Su+

m∑
i=۱

ai(x)gi(x) = ΦTu.

دارند وجود Ck ثابت و C ′
k(x) کراندار تابع آنگاه باشد، u ∈ Hm+۱ اگر داریم [۳۵ ،۳۴] در

که به گونه ای
∂|k|

∂k۱∂k۲ . . . ∂kn
ΦI(x) = C ′

k(x)ρ
−|k|
x , ∥Iu− u∥Hk ≤ Ckρ

m+۱−|k|∥u∥Hm+۱ , (۱۳ .۴)
.k = (k۱, k۲, . . . , kn), ۰ ≤ |k| ≤ m آن در که

به را H۱ نرم و انرژی نرم خطای تخمین ،∥uN − uρN∥۲
E = a(uN − uρN , uN − uρN ) فرض با

داریم. زیر صورت



۴۹ بیضوی تصادفی معادله برای درونیاب گالرکین المان بدون روش خطای آنالیز
(۱۲ .۴) و (۹ .۴) جواب های ترتیب به uρN و uN و u ∈ Hm+۱ که کنید فرض .۲ .۳ .۴ قضیه

بطوریکه، دارند وجود ρ از مستقل C۲ و C۱ ثابت های آنگاه باشند،
∥uN − uρN∥E ≤ C۱ρm∥u∥Hm+۱ ,

∥uN − uρN∥H۱ ≤ C۲ρm∥u∥Hm+۱ .

داریم، (۱۳ .۴) معادله و ۱ .۳ .۴ قضیه به توجه با برهان.
∥uN − uρN∥E = a(uN − uρN , uN − uρN ),

= inf
v∈Vρ

a(uN − v, uN − v),

≤ a(uN − IuN , uN − IuN ),

≤ M̄∥uN − IuN∥۲
H۱ ≤ C۱ρ۲m∥uN∥۲

Hm+۱ ,

∥uN − uρN∥H۱ ≤ C inf
v∈Vρ

∥uN − v∥H۱ ,

≤ C∥uN − IuN∥H۱ ,

≤ C۲ρm∥uN∥Hm+۱ .

(۱۲ .۴) و (۹ .۴) جواب های ترتیب به uρN و uN و باشد u ∈ Hm+۱ که کنید فرض .۳ .۳ .۴ قضیه
بطوریکه، است موجود ρ از مستقل C ثابت آنگاه باشند،

∥uN − uρN∥L۲ ≤ Cρm+۱∥uN∥Hm+۱ .

باشد زیر معادله ،جواب φ ∈ H۱۰ ∩H۲ فرض g ∈ L۲ هر برای برهان.
a(φ, v) = (g, v) ∀v ∈ H۱۰,

داشت، خواهیم را زیر تخمین  آنگاه
∥φ∥H۲ ≤ ∥g∥L۲ . (۱۴ .۴)

داریم، v = uN − uρN اگر
a(φ, uN − uρN ) = (g, uN − uρN ), (۱۵ .۴)

داریم، ۱ .۳ .۴ قضیه به توجه با vρ ∈ Vρ هر برای و
a(vρ, uN − uρN ) = ۰. (۱۶ .۴)

که، می شود نتیجه (۱۶ .۴) و (۱۵ .۴) معادله به توجه با
a(φ− vρ, uN − uρN ) = (g, uN − uρN ). (۱۷ .۴)



گالرکین المان بدون روش با بیضوی تصادفی دیفرانسیل معادله حل ۵۰
آنگاه، شوند اختیار g = uN − uρN و vρ = Iφ اگر

∥uN − uρN∥۲
L۲ = (uN − uρN , uN − uρN ),

= a(φ− Iφ, uN − uρN ), (۱۷ .۴) به توجه با
≤ M̄∥φ− Iφ∥H۱∥uN − uρN∥H۱ , (۱۰ .۴) به توجه با
≤ M̄C۱ρ∥φ∥H۲C۲ρm∥uN∥Hm+۱ . ۲ .۳ .۴ قضیه و (۱۳ .۴) به توجه با (۱۸ .۴)

داشت، خواهیم (۱۸ .۴) و (۱۴ .۴) معادله به توجه با
∥uN − uρN∥L۲ ≤ Cρm+۱∥uN∥Hm+۱ .

می کند. کامل را اثبات این که
ترتیب به uρN و uN و باشند برقرار ۲ .۲ .۴ و ۱ .۲ .۴ فرض های و p ≥ ۱ اگر .۴ .۳ .۴ قضیه

بطوریکه، دارند وجود λN و ρ از مستقل C ثابت آنگاه باشند، (۱۲ .۴) و (۹ .۴) جواب های
(
E∥uN − uρN∥p

) ۱
p ≤ Cρ۲λ

۲−β۲
N

(۱ +
∥∥∥Aβ−۲۲

∥∥∥
L۰۲

)
. (۱۹ .۴)

مشتق که باشد، m ≥ ۲ برای m − ۱ مرتبه تا کراندار مشتقات دارای f که کنید فرض بعلاوه
آنگاه، باشد γ به کراندار آن اول

(
E∥uN − uρN∥p

) ۱
p ≤ Cρm+۱λ

m+۱−β۲
N

(۱ +
∥∥∥Aβ−۲۲

∥∥∥
L۰۲

)
. (۲۰ .۴)

که، می دانیم ۳ .۳ .۴ قضیه به توجه با برهان.
∥uN − uρN∥L۲ ≤ Cρ۲∥uN∥H۲ , (۲۱ .۴)

و
∥uN − uρN∥L۲ ≤ Cρm+۱∥uN∥Hm+۱ . (۲۲ .۴)

همچنین و است صحیح (۱۹ .۴) که دید می توان (۲۱ .۴) و (۶ .۴) معادله به توجه با بنابراین
است. برقرار (۲۰ .۴) که دید توان می (۲۲ .۴) و (۷ .۴) به توجه با

گالرکین المان بدون روش با تصادفی بیضوی معادله حل ۴ .۴
درونیاب

گالرکین المان بدون روش از استفاده با بیضوی، تصادفی دیفرانسیل معادله بخش این در
را اساسی مرزی شرایط که است این IEFG روش برتری های از یکی است. شده حل درونیاب

کرد. اعمال مستقیم به صورت می توان



۵۱ درونیاب گالرکین المان بدون روش با تصادفی بیضوی معادله حل
معادله

−∇۲u(x) + bu(x) = g(x) + ẆQ(x), ∀x ∈ D , (۲۳ .۴)
یعنی، دیریکه نوع از مرزی شرایط و

u(x) = ū(x), ∀x ∈ ∂D , (۲۴ .۴)
b شیتس، لیپ پیوسته تابع یک g ∈ L۲(D) و است مجهول تابع یک u(x) که بگیرید نظر در را
است. Q کوواریانس عملگر و صفر میانگین با گاوسی اختلال ẆQ و معلوم ū مثبت، ثابت یک

است، زیر به شکل (۲۴ .۴) و (۲۳ .۴) معادله گالرکین ضعیف ∫فرم
D
δ(∇u)T · ∇udD + b

∫
D
δuT · udD =

∫
D
δuT · g(x)dD +

∫
D
δuT · ẆQ(x)dD . (۲۵ .۴)

می توان زیر به شکل را x اختیاری نقطه در u(x) مجهول تابع SIⅯⅬS روش به توجه با
داد، نمایش

u(x) ≈ uh(x) = Φs(x)u =

N∑
I=۱

ϕsI(x)uI , (۲۶ .۴)

دارند. قرار x نقطه فشرده دامنه در که است نقاطی تعداد N که
داشت، خواهیم (۲۵ .۴) معادله در (۲۶ .۴) جایگذاری ∫با

D
δuT (BBT )udD + b

∫
D
δuT (Φs)T (x) · Φs(x)udD =∫

D
δuT (Φs)T (x) · g(x)dD +

∫
D
δuT (Φs)T (x) · ẆQ(x)dD .

که
BT =

[
∇ϕs۱ (x) ∇ϕs۲ (x) · · · ∇ϕsN (x)

]
,

داریم است، اختیاری δu آزمون تابع چون
Ku = F, (۲۷ .۴)

که
KIJ =

∫
D
∇ϕsI · ∇ϕsJdD + b

∫
D
ϕsI · ϕsJdD , (۲۸ .۴)

FI =

∫
D
Φs
I(x) · g(x)dD +

∫
D
Φs
I(x) · ẆQ(x)dD . (۲۹ .۴)

زیرا است معکوس پذیر همچنین و است متقارن ماتریس یک K ماتریس تعریف، به توجه با
K =

∫
D
(∇ϕs)T · ∇ϕsdD + b

∫
D
(ϕs)T · ϕsdD ,



گالرکین المان بدون روش با بیضوی تصادفی دیفرانسیل معادله حل ۵۲
داریم z اختیاری بردار هر برای و

zTKz = zT
(∫

D
(∇ϕs)T · ∇ϕsdD + b

∫
D
(ϕs)T · ϕsdD

)
z,

=

∫
D
zT (∇ϕs)T · ∇ϕszdD + b

∫
D
zT (ϕs)T · ϕszdD ,

=

∫
D
(∇ϕsz)T · ∇ϕszdD + b

∫
D
(ϕsz)T · ϕszdD ,

=

∫
D
∥∇ϕsz∥۲۲dD + b

∫
D
∥ϕsz∥۲۲dD ,

در و است مثبت معین K ماتریس ،پس zTKz > ۰ داریم b ثابت بودن مثبت خاطر به بنابراین
است. یکتا و موجود (۲۷ .۴) دستگاه جواب دلیل همین به است. معکوس پذیر نتیجه

نقطه ای هیچ در SIⅯⅬS روش شکل توابع اما است تکین پراکنده نقاط در وزن تابع اگرچه
کرد. محاسبه لژاندر گاوس روش توسط می توان را عددی انتگرال گیری های نیستند. تکین
اساسی مرزی شرایط هستند، کرونکر دلتای خاصیت دارای SIⅯⅬS روش شکل توابع چون

کرد. اعمال (۲۷ .۴) دستگاه در مستقیم صورت به می توان را
دلخواه نقاط در شده ارائه روش وسیله به را (۲۳ .۴) جواب الگوریتم این .۱ .۴ .۴ الگوریتم

می کند. محاسبه جواب دامنه
پراکنده. نقاط ایجاد .۱

.(۴۷ .۲) و (۴۳ .۲) معادله از استفاده با پراکنده نقاط در ϕi,∇ϕi, i = ۱,۲, . . . , N محاسبه .۲
.(۲۹ .۴) و (۲۸ .۴) معادله های توسط K,F ماتریس های محاسبه .۳

.(۲۷ .۴) دستگاه در مرزی شرایط اعمال .۴
.Ku = F شده اصلاح دستگاه حل .۵

.(۴۲ .۲) معادله از استفاده با دلخواه نقطه در جواب محاسبه .۶

عددی نتایج ۵ .۴
موجود اختلال چگونه که می دهیم توضیح خلاصه صورت به عددی نتایج بخش شروع از قبل

نوشت، می توان  (۴ .۴) معادله به توجه با می زنیم. تقریب را تصادفی دیفرانسیل معادله در
ẆQ(x, ω) =

∞∑
j=۱

σ
۱۲
j ψj(x)ηj(ω), x ∈ D , ω ∈ Ω,

داریم، ∫پس
D
Φs
I(x) · ẆQ(x, ω)dD =

∞∑
j=۱

σ
۱۲
j ηj(ω)

∫
D
Φs
I(x) · ψj(x)dD .
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زد، تقریب زیر به شکل می توان را فوق بسط ∫که

D
Φs
I(x) · ẆQ(x, ω)dD ≈

J∑
j=۱

σ
۱۲
j ηj(ω)

∫
D
Φs
I(x) · ψj(x)dD .

عملگر با گاوسی اختلال می شود: گرفته نظر در اختلال مدل دو زیر عددی مثال های در
s ∈ R با Q = Λ−s را کوواریانس عملگر همبسته مدل در همبسته۱. مدل و Q = I کواریانس

می کنیم. اختیار است  Λ = −∇۲ که
Dev(u) و Eu محاسبه برای باشند. معیار انحراف و میانگین نماد Dev(u) و Eu فرض

کرد. استفاده مونته⁃کارلو۲ روش از می توان

E(u) ≈ ۱
m

m∑
k=۱

û(wk), Dev(u) ≈

√√√√√ ۱
m

m∑
l=۱

û(wl)−
۱
m

m∑
k=۱

û(wk)

۲
. (۳۰ .۴)

دید می توان راحتی به EẆQ = ۰ چون بگیرید. نظر در را (۲۴ .۴) و (۲۳ .۴) معادله های
است. زیر معادله یعنی نظیر قطعی معادله دقیق جواب Eu که

−∇۲Eu(x) + bEu(x) = g(x), ∀x ∈ D ,

Eu(x) = ū(x), ∀x ∈ ∂D .

(۳۱ .۴)

کرده ایم: استفاده زیر خطاهای از شده ارائه روش همگرایی دادن نشان برای
L∞ − error = ∥Eu− E(u)∥∞, RMS − error =

۱√
N

∥Eu− E(u)∥۲ . (۳۲ .۴)
(۳۱ .۴) معادله جواب یعنی است گاوسی اختلال غیاب در دقیق جواب Eu که کنید توجه
تعریف (۳۰ .۴) معادله در که است میانگینی است شده ظاهر (۳۲ .۴) معادله در که E(u) اما ،

است. شده
و مرزی شرایط است. Eu به همگرا نقاط افزایش با E(u) که دادیم نشان زیر مثال های در

همچنین شده اند. محاسبه دقیق جواب روی از نیز g تابع
qx = max۱≤i≤N

min۱≤j≤N,j ̸=i
∥xi − xj∥۲.

m̂ = ۱ بگیرید. نظر در D = [۰, ۱] روی را b = ۰ با (۲۳ .۴) بعدی یک معادله .۱ .۵ .۴ مثال
ū = sin(πx) گاوسی اختلال غیاب در مثال این دقیق جواب می کنیم. اختیار Q = Λ−۱ و
خطاهای است. شده آورده ۱ .۴ جدول در جواب تقریبی و دقیق میانگین مقادیر جدول است.

است. شده مشخص ۲ .۴ جدول در مثال این برای شده محاسبه
همچنین همگراست. شده ارائه روش که فهمید می توان ۱ .۴ خطای نمودار و ۲ .۴ جدول از
نمایش به ۱ .۴ شکل در مثال این جواب معیار انحراف و مطلق خطای جواب، میانگین تقریب

است. آمده در
1correlated
2Monte-Carlo
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.qx = ۰٫۰۳۱۳ با ۱ .۵ .۴ مثال برای جواب دقیق و تقریبی میانگین مقادیر جدول :۱ .۴ جدول

تقریبی میانگین دقیق میانگین x

۰̸۰۹۸۰۳۳۵۸۳۶۱۷۵۴۴۰ ۰̸۰۹۸۰۱۷۱۴۰۳۲۹۵۶۰۶ ۰̸۰۳۱۲۵
۰̸۱۹۵۱۲۰۴۹۰۴۷۹۸۱۷ ۰̸۱۹۵۰۹۰۳۲۲۰۱۶۱۲۸ ۰̸۰۶۲۵
۰̸۴۷۱۴۳۹۱۴۲۱۲۹۹۴۸ ۰̸۴۷۱۳۹۶۷۳۶۸۲۵۹۹۸ ۰̸۱۵۶۲۵
۰̸۷۰۷۱۴۰۷۰۰۴۷۷۷۲۱ ۰̸۷۰۷۱۰۶۷۸۱۱۸۶۵۴۸ ۰̸۲۵
۰̸۸۸۱۹۲۶۶۲۶۷۲۱۵۵۴ ۰̸۸۸۱۹۲۱۲۶۴۳۴۸۳۵۵ ۰̸۳۴۳۷۵
۰̸۹۸۰۷۸۶۹۰۸۰۳۴۶۹۱ ۰̸۹۸۰۷۸۵۲۸۰۴۰۳۲۳۰ ۰̸۴۳۷۵
۰̸۹۹۵۲۱۲۳۴۶۷۸۲۷۱۲ ۰̸۹۹۵۱۸۴۷۲۶۶۷۲۱۹۷ ۰̸۵۳۱۲۵
۰̸۹۲۳۹۶۳۴۵۹۰۰۶۱۸۴ ۰̸۹۲۳۸۷۹۵۳۲۵۱۱۲۸۷ ۰̸۶۲۵
۰̸۷۷۳۱۳۹۶۶۴۸۶۳۱۳۸ ۰̸۷۷۳۰۱۰۴۵۳۳۶۲۷۳۷ ۰̸۷۱۸۷۵
۰̸۵۵۵۷۲۳۷۸۹۵۹۵۹۱۰ ۰̸۵۵۵۵۷۰۲۳۳۰۱۹۶۰۲ ۰̸۸۱۲۵
۰̸۲۹۰۳۹۷۲۷۵۶۳۲۱۲۹ ۰̸۲۹۰۲۸۴۶۷۷۲۵۴۴۶۲ ۰̸۹۰۶۲۵
۰̸۰۹۸۰۵۵۶۲۲۳۶۸۱۳۷۳ ۰̸۰۹۸۰۱۷۱۴۰۳۲۹۵۶۰۸ ۰̸۹۶۸۷۵

.۱ .۵ .۴ مثال برای شده ارائه روش آمده بدست خطای تخمین :۲ .۴ جدول
RMS − error L∞ − error qx

۹̸۲۵۸۳e−۰۴ ۱̸۵۱۹۸e−۰۳ ۰̸۲۵
۷̸۰۸۰۹e−۰۴ ۱̸۰۰۵۲e−۰۳ ۰̸۱۲۵
۴̸۶۳۹۵e−۰۴ ۷̸۴۲۹۰e−۰۴ ۰̸۰۶۲۵
۷̸۶۶۴۷e−۰۵ ۱̸۵۳۵۶e−۰۴ ۰̸۰۳۱۳

جواب ū = (۱ − x۲) که کنید فرض یک بعدی معادله از دیگر مثالی عنوان به .۲ .۵ .۴ مثال
و m̂ = ۳ و b = ۱ همچنین باشد. D = [۰, ۱] روی گاوسی اختلال غیاب در (۲۳ .۴) معادله
مشخص ۳ .۴ جدول در جواب تقریبی و دقیق میانگین مقادیر می کنیم. اختیار Q = Λ−۱/۲

است. شده
همچنین می دهند. نشان را روش همگرایی ۲ .۴ لگاریتمی خطای نمودار و ۴ .۴ جدول

آمده اند. در  نمایش به ۲ .۴ شکل در مطلق خطای و معیار انحراف میانگین،

دقیق جواب و b = ۱ فرض بگیرید. نظر در D = [−۱, ۱] روی را (۲۳ .۴) معادله .۳ .۵ .۴ مثال
و دقیق میانگین مقادیر باشد. Q = I و m̂ = ۴ همچنین باشد. ū = (۱ − x۲) cos(πx) مسئله

است. شده مشخص ۵ .۴ جدول در جواب تقریبی
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.qx = ۰٫۰۳۱۳ با ۱ .۵ .۴ مثال لگاریتمی خطای و معیار انحراف مطلق، خطای ، میانگین :۱ .۴ شکل
.qx = ۰٫۰۳۱۳ با ۲ .۵ .۴ مثال برای جواب دقیق و تقریبی میانگین مقادیر جدول :۳ .۴ جدول

تقریبی میانگین دقیق میانگین x

۰̸۹۹۹۰۶۲۴۹۹۹۵۹۴۶۶ ۰̸۹۹۹۰۲۳۴۳۷۵۰۰۰۰۰ ۰̸۰۳۱۲۵
۰̸۹۹۶۱۴۰۷۷۴۳۲۹۹۲۶ ۰̸۹۹۶۰۹۳۷۵۰۰۰۰۰۰۰ ۰̸۰۶۲۵
۰̸۹۷۵۴۶۹۴۴۱۶۸۲۷۷۷ ۰̸۹۷۵۵۸۵۹۳۷۵۰۰۰۰۰ ۰̸۱۵۶۲۵
۰̸۹۳۷۱۹۰۴۵۸۰۴۶۹۱۴ ۰̸۹۳۷۵۰۰۰۰۰۰۰۰۰۰۰ ۰̸۲۵
۰̸۸۸۱۴۶۳۸۷۷۷۰۱۹۵۴ ۰̸۸۸۱۸۳۵۹۳۷۵۰۰۰۰۰ ۰̸۳۴۳۷۵
۰̸۸۰۸۳۶۸۶۸۹۹۱۶۳۰۷ ۰̸۸۰۸۵۹۳۷۵۰۰۰۰۰۰۰ ۰̸۴۳۷۵
۰̸۷۱۷۷۲۳۷۱۴۳۷۶۲۱۸ ۰̸۷۱۷۷۷۳۴۳۷۵۰۰۰۰۰ ۰̸۵۳۱۲۵
۰̸۶۰۹۳۷۷۷۳۸۲۰۹۶۲۰ ۰̸۶۰۹۳۷۵۰۰۰۰۰۰۰۰۰ ۰̸۶۲۵
۰̸۴۸۳۵۲۸۱۲۴۹۳۰۶۹۰ ۰̸۴۸۳۳۹۸۴۳۷۵۰۰۰۰۰ ۰̸۷۱۸۷۵
۰̸۳۴۰۱۰۴۴۸۲۰۱۱۳۵۳ ۰̸۳۳۹۸۴۳۷۵۰۰۰۰۰۰۰ ۰̸۸۱۲۵
۰̸۱۷۹۰۲۴۲۲۶۷۲۷۸۴۴ ۰̸۱۷۸۷۱۰۹۳۷۵۰۰۰۰۰ ۰̸۹۰۶۲۵
۰̸۰۶۱۶۷۸۵۹۴۰۶۶۵۰۸۰ ۰̸۰۶۱۵۲۳۴۳۷۵۰۰۰۰۰۰ ۰̸۹۶۸۷۵
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.۲ .۵ .۴ مثال برای شده ارائه روش آمده بدست خطای تخمین :۴ .۴ جدول
RMS − error L∞ − error qx

۳̸۶۰۹۵e−۰۳ ۵̸۵۸۱۰e−۰۳ ۰̸۲۵
۹̸۱۲۶۲e−۰۴ ۱̸۶۸۲۲e−۰۳ ۰̸۱۲۵
۳̸۸۲۸۱e−۰۴ ۶̸۷۰۶۳e−۰۴ ۰̸۰۶۲۵
۲̸۱۳۲۴e−۰۴ ۳̸۸۴۸۹e−۰۴ ۰̸۰۳۱۳
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.qx = ۰٫۰۳۱۳ با ۲ .۵ .۴ مثال جواب لگاریتمی و مطلق خطای معیار، انحراف میانگین، :۲ .۴ شکل
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.qx = ۰/۰۶۲۵ با ۳ .۵ .۴ مثال برای جواب دقیق و تقریبی میانگین مقادیر جدول :۵ .۴ جدول
تقریبی میانگین دقیق میانگین x

−۰/۱۱۹۴۹۴۶۶۳۱۲۰۱۷۰ −۰/۱۱۸۷۶۶۹۶۷۵۴۸۸۲۹ −۰/۹۳۷۵
−۰/۲۱۷۵۶۶۵۷۹۱۸۲۱۸۵ −۰/۲۱۶۵۳۴۲۶۵۴۳۲۳۳۳ −۰/۸۷۵
−۰/۲۹۲۸۴۰۳۹۳۱۸۰۹۲۹ −۰/۲۹۲۹۷۶۴۹۰۰۶۸۹۳۱ −۰/۶۸۷۵
۰̸۰۰۰۱۶۱۷۲۳۸۳۹۴۹۳۳۵۰ ۴̸۵۹۲۴۲۵۴۹۶۸۰۲۵۷e−۱۷ −۰/۵
۰̸۵۰۱۴۳۲۲۴۶۴۰۲۸۶۱ ۰̸۵۰۱۳۱۵۳۲۷۴۵۱۲۸۲ −۰/۳۱۲۵
۰̸۹۱۰۱۱۸۸۱۸۹۸۴۱۴۹ ۰̸۹۰۹۴۴۳۹۱۴۸۱۵۷۹۸ −۰/۱۲۵
۰̸۹۷۷۷۹۹۴۳۸۵۴۳۷۶۰ ۰̸۹۷۶۹۵۴۰۸۷۹۰۱۶۵۵ ۰̸۰۶۲۵
۰̸۶۶۳۳۱۰۲۴۶۴۱۲۲۷۱ ۰̸۶۶۲۹۱۲۶۰۷۳۶۲۳۸۸ ۰̸۲۵
۰̸۱۵۷۹۲۲۷۲۹۳۲۶۸۷۷ ۰̸۱۵۷۷۴۸۸۱۵۰۶۷۷۲۹ ۰̸۴۳۷۵
−۰/۲۳۳۰۵۴۵۵۱۲۱۵۸۵۸ −۰/۲۳۳۱۹۷۷۱۶۵۹۷۴۷۷ ۰̸۶۲۵
−۰/۲۸۳۳۵۲۷۳۰۶۱۵۲۸۹ −۰/۲۸۲۵۶۹۷۵۱۰۵۵۹۴۳ ۰̸۸۱۲۵
−۰/۱۱۹۴۹۴۶۶۳۱۲۰۱۶۶ −۰/۱۱۸۷۶۶۹۶۷۵۴۸۸۲۹ ۰̸۹۳۷۵

.۳ .۵ .۴ مثال برای شده ارائه روش آمده بدست خطای تخمین :۶ .۴ جدول
RMS − error L∞ − error qx

۱̸۰۲۷۱e−۰۱ ۱̸۵۳۱۸e−۰۱ ۰̸۵
۲̸۹۰۹۱e−۰۲ ۴̸۴۹۵۳e−۰۲ ۰̸۲۵
۲̸۲۳۸۹e−۰۳ ۳̸۹۰۹۹e−۰۳ ۰̸۱۲۵
۵̸۳۶۲۳e−۰۴ ۱̸۱۲۴۱e−۰۳ ۰̸۰۶۲۵
۱̸۲۲۹۲e−۰۴ ۲̸۶۴۲۳e−۰۴ ۰̸۰۳۱۳



گالرکین المان بدون روش با بیضوی تصادفی دیفرانسیل معادله حل ۵۸

.qx = ۰/۰۶۲۵ با ۴ .۵ .۴ مثال برای جواب دقیق و تقریبی میانگین مقادیر جدول :۷ .۴ جدول
تقریبی میانگین دقیق میانگین (x,y)

۰/۰۰۹۶۱۴۸۴۴۴۲۳۹۳۶۵۹ ۰/۰۰۹۶۰۷۳۵۹۷۹۸۳۸۴۷۸ (۰/۰۳۱۲۵, ۰/۰۳۱۲۵)
۰/۰۵۴۴۹۷۸۲۹۰۴۳۹۱۳۳ ۰/۰۵۴۴۵۵۴۰۵۴۹۲۸۰۹۰ (۰/۰۳۱۲۵, ۰/۱۸۷۵)
۰/۰۸۶۵۱۰۷۴۴۱۶۵۳۶۰۰ ۰/۰۸۶۴۴۳۴۰۰۳۲۷۲۵۶۲ (۰/۰۳۱۲۵, ۰/۳۴۳۷۵)
۰/۰۹۸۰۹۳۵۰۰۷۰۴۱۵۱۲ ۰̸۰۹۸۰۱۷۱۴۰۳۲۹۵۶۰۶ (۰/۰۳۱۲۵, ۰/۵)
۰/۰۸۶۵۱۰۷۴۴۱۶۵۳۵۸۸ ۰̸۰۸۶۴۴۳۴۰۰۳۲۷۲۵۶۲ (۰/۰۳۱۲۵, ۰/۶۵۶۲۵)
۰/۰۵۴۴۹۷۸۲۹۰۴۳۹۰۹۱ ۰̸۰۵۴۴۵۵۴۰۵۴۹۲۸۰۹۰ (۰/۰۳۱۲۵, ۰/۸۱۲۵)
۰/۰۰۹۶۱۴۸۴۴۴۲۳۹۳۶۳۷ ۰̸۰۰۹۶۰۷۳۵۹۷۹۸۳۸۴۸۰ (۰/۰۳۱۲۵, ۰/۹۶۸۷۵)
۰/۰۷۵۸۲۷۳۰۱۴۵۱۲۵۲۲ ۰̸۰۷۵۷۶۸۲۷۴۰۸۳۴۷۳۰ (۰/۲۸۱۲۵, ۰/۰۳۱۲۵)
۰/۴۲۹۷۹۶۱۷۰۲۹۰۹۹۰ ۰̸۴۲۹۴۶۱۵۹۷۷۰۱۳۲۴ (۰/۲۸۱۲۵, ۰/۱۸۷۵)
۰/۶۸۲۲۶۵۴۶۲۳۷۸۹۶۰ ۰̸۶۸۱۷۳۴۳۵۶۳۸۴۱۶۰ (۰/۲۸۱۲۵, ۰/۳۴۳۷۵)
۰/۷۷۳۶۱۲۶۶۸۱۱۳۹۶۳ ۰̸۷۷۳۰۱۰۴۵۳۳۶۲۷۳۷ (۰/۲۸۱۲۵, ۰/۵)
۰/۶۸۲۲۶۵۴۶۲۳۷۸۹۵۸ ۰/۶۸۱۷۳۴۳۵۶۳۸۴۱۶۰ (۰/۲۸۱۲۵, ۰/۶۵۶۲۵)
۰/۴۲۹۷۹۶۱۷۰۲۹۰۹۶۲ ۰/۴۲۹۴۶۱۵۹۷۷۰۱۳۲۴ (۰/۲۸۱۲۵, ۰/۸۱۲۵)
۰/۰۷۵۸۲۷۳۰۱۴۵۱۲۵۱۵ ۰/۰۷۵۷۶۸۲۷۴۰۸۳۴۷۲۸ (۰/۲۸۱۲۵, ۰/۹۶۸۷۵)
۰/۰۹۷۶۲۱۱۵۳۶۸۶۵۷۸۱ ۰/۰۹۷۵۴۵۱۶۱۰۰۸۰۶۴۱ (۰/۵۳۱۲۵, ۰/۰۳۱۲۵)
۰/۵۵۳۳۲۵۷۴۴۰۳۷۶۲۲ ۰/۵۵۲۸۹۵۰۱۰۴۹۴۸۲۲ (۰/۵۳۱۲۵, ۰/۱۸۷۵)
۰/۸۷۸۳۵۸۳۲۵۸۶۹۷۱۶ ۰/۸۷۷۶۷۴۵۷۲۴۰۶۹۱۶ (۰/۵۳۱۲۵, ۰/۳۴۳۷۵)
۰/۹۹۵۹۶۰۰۲۶۵۶۶۲۵۰ ۰/۹۹۵۱۸۴۷۲۶۶۷۲۱۹۷ (۰/۵۳۱۲۵, ۰/۵)
۰/۸۷۸۳۵۸۳۲۵۸۶۹۷۱۴ ۰/۸۷۷۶۷۴۵۷۲۴۰۶۹۱۶ (۰/۵۳۱۲۵, ۰/۶۵۶۲۵)
۰/۵۵۳۳۲۵۷۴۴۰۳۷۵۸۴ ۰/۵۵۲۸۹۵۰۱۰۴۹۴۸۲۲ (۰/۵۳۱۲۵, ۰/۸۱۲۵)
۰/۰۹۷۶۲۱۱۵۳۶۸۶۵۷۶۶ ۰/۰۹۷۵۴۵۱۶۱۰۰۸۰۶۴۴ (۰/۵۳۱۲۵, ۰/۹۶۸۷۵)
۰/۰۶۲۲۲۹۸۵۸۰۶۶۸۰۹۹ ۰/۰۶۲۱۸۱۴۱۵۵۵۷۹۹۸۹ (۰/۷۸۱۲۵, ۰/۰۳۱۲۵)
۰/۳۵۲۷۲۴۶۰۱۳۳۷۱۷۴ ۰/۳۵۲۴۵۰۰۲۴۷۰۸۸۶۷ (۰/۷۸۱۲۵, ۰/۱۸۷۵)
۰/۵۵۹۹۲۰۷۹۴۶۸۹۲۸۵ ۰/۵۵۹۴۸۴۹۲۷۲۶۳۷۰۸ (۰/۷۸۱۲۵, ۰/۳۴۳۷۵)
۰/۶۳۴۸۸۷۵۰۹۰۳۷۴۵۲ ۰/۶۳۴۳۹۳۲۸۴۱۶۳۶۴۶ (۰/۷۸۱۲۵, ۰/۵)
۰/۵۵۹۹۲۰۷۹۴۶۸۹۲۸۲ ۰/۵۵۹۴۸۴۹۲۷۲۶۳۷۰۸ (۰/۷۸۱۲۵, ۰/۶۵۶۲۵)
۰/۳۵۲۷۲۴۶۰۱۳۳۷۱۶۰ ۰/۳۵۲۴۵۰۰۲۴۷۰۸۸۶۷ (۰/۷۸۱۲۵, ۰/۸۱۲۵)
۰/۰۶۲۲۲۹۸۵۸۰۶۶۸۰۹۸ ۰/۰۶۲۱۸۱۴۱۵۵۵۷۹۹۹۰ (۰/۷۸۱۲۵, ۰/۹۶۸۷۵)



۵۹ عددی نتایج

.۴ .۵ .۴ مثال برای شده ارائه روش آمده بدست خطای تخمین :۸ .۴ جدول
RMS − error L∞ − error qx

۱̸۷۳۲۳e−۰۲ ۵̸۱۹۷۰e−۰۲ ۰̸۵
۳̸۶۹۵۹e−۰۳ ۹̸۲۵۵۶e−۰۳ ۰̸۲۵
۲̸۹۶۹۹e−۰۴ ۶̸۱۶۵۹e−۰۴ ۰̸۱۲۵
۸̸۱۱۴۰e−۰۵ ۱̸۸۶۰۹e−۰۴ ۰̸۰۶۲۵

.qx = ۰/۰۶۲۵ با ۴ .۵ .۴ مثال برای جواب دقیق و تقریبی میانگین مقادیر جدول :۹ .۴ جدول
تقریبی میانگین دقیق میانگین (x,y)

۰/۴۱۳۸۴۸۶۵۷۷۳۲۷۱۴ ۰/۴۱۳۸۱۸۳۵۹۳۷۵۰۰۰ (−۰/۸۷۵,−۰/۸۷۵)
۰/۲۶۷۴۱۰۳۸۳۶۵۴۳۵۱ ۰/۲۶۷۳۳۳۹۸۴۳۷۵۰۰۰ (−۰/۸۷۵,−۰/۳۷۵)
۰/۲۳۸۱۲۶۲۴۷۹۲۰۷۹۴ ۰/۲۳۸۰۳۷۱۰۹۳۷۵۰۰۰ (−۰/۸۷۵, ۰/۱۲۵)
۰/۳۲۶۰۰۶۹۲۹۹۶۱۹۷۰ ۰̸۳۲۵۹۲۷۷۳۴۳۷۵۰۰۰ (−۰/۸۷۵, ۰/۶۲۵)
۱/۵۱۷۴۱۰۳۸۳۶۵۴۳۶ ۱̸۵۱۷۳۳۳۹۸۴۳۷۵۰۰ (−۰/۳۷۵ − ۰/۸۷۵)
۰/۹۸۰۴۷۰۶۴۱۴۷۸۲۴۲ ۰̸۹۸۰۲۲۴۶۰۹۳۷۵۰۰۰ (−۰/۳۷۵,−۰/۳۷۵)
۰/۸۷۳۱۶۹۰۰۴۷۲۵۰۳۹ ۰̸۸۷۲۸۰۲۷۳۴۳۷۵۰۰۰ (−۰/۳۷۵, ۰/۱۲۵)
۱/۱۹۵۳۳۶۳۷۴۳۶۸۰۹ ۱̸۱۹۵۰۶۸۳۵۹۳۷۵۰۰ (−۰/۳۷۵, ۰/۶۲۵)
۱/۷۶۵۷۰۶۰۹۷۱۷۳۴۳ ۱̸۷۶۵۶۲۵۰۰۰۰۰۰۰۰ (۰,−۰/۸۷۵)
۱/۱۴۱۰۱۲۴۶۶۱۴۴۸۱ ۱̸۱۴۰۶۲۵۰۰۰۰۰۰۰۰ (۰,−۰/۳۷۵)
۱/۰۱۶۰۱۸۸۳۹۴۴۱۲۸ ۱̸۰۱۵۶۲۵۰۰۰۰۰۰۰۰ (۰, ۰/۱۲۵)
۱/۳۹۰۸۱۲۷۱۹۶۸۸۰۴ ۱/۳۹۰۶۲۵۰۰۰۰۰۰۰۰ (۰, ۰/۶۲۵)
۱/۳۲۴۲۸۹۲۵۲۰۱۷۰۲ ۱/۳۲۴۲۱۸۷۵۰۰۰۰۰۰ (۰/۵,−۰/۸۷۵)
۰/۸۵۵۷۳۰۶۸۰۳۴۸۷۱۲ ۰/۸۵۵۴۶۸۷۵۰۰۰۰۰۰۰ (۰/۵,−۰/۳۷۵)
۰/۷۶۲۰۰۸۵۹۱۳۵۰۸۲۰ ۰/۷۶۱۷۱۸۷۵۰۰۰۰۰۰۰ (۰/۵, ۰/۱۲۵)
۱/۰۴۳۱۶۰۴۲۷۹۱۷۸۷ ۱/۰۴۲۹۶۸۷۵۰۰۰۰۰۰ (۰/۵, ۰/۶۲۵)
۰/۴۱۳۸۴۸۶۵۷۷۳۲۷۱۲ ۰/۴۱۳۸۱۸۳۵۹۳۷۵۰۰۰ (۰/۸۷۵,−۰/۸۷۵)
۰/۲۶۷۴۱۰۳۸۳۶۵۴۳۵۲ ۰/۲۶۷۳۳۳۹۸۴۳۷۵۰۰۰ (۰/۸۷۵,−۰/۳۷۵)
۰/۲۳۸۱۲۶۲۴۷۹۲۰۷۹۳ ۰/۲۳۸۰۳۷۱۰۹۳۷۵۰۰۰ (۰/۸۷۵, ۰/۱۲۵)
۰/۳۲۶۰۰۶۹۲۹۹۶۱۹۶۸ ۰/۳۲۵۹۲۷۷۳۴۳۷۵۰۰۰ (۰/۸۷۵, ۰/۶۲۵)



گالرکین المان بدون روش با بیضوی تصادفی دیفرانسیل معادله حل ۶۰
.۵ .۵ .۴ مثال برای شده ارائه روش آمده بدست خطای تخمین :۱۰ .۴ جدول

RMS − error L∞ − error qx

۶̸۴۹۰۱e−۰۳ ۱̸۹۴۷۰e−۰۲ ۰̸۵
۳̸۷۴۰۹e−۰۳ ۶̸۶۴۷۶e−۰۳ ۰̸۲۵
۶̸۴۶۵۹e−۰۴ ۱̸۹۹۱۲e−۰۳ ۰̸۱۲۵
۲̸۰۴۹۴e−۰۴ ۴̸۱۱۶۲e−۰۴ ۰̸۰۶۲۵

است. مشاهده قابل خوبی به ۳ .۴ لگاریتمی نمودار و ۶ .۴ جدول در روش همگرایی
مثال این برای شده ارائه روش لگاریتمی و مطلق خطای معیار، انحراف میانگین، همچنین

است. شده رسم ۳ .۴ نمودار در
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.qx = ۰٫۰۳۱۳ با ۳ .۵ .۴ مثال جواب لگاریتمی و مطلق خطای معیار، انحراف میانگین، :۳ .۴ شکل

همچنین بگیرید. نظر در را D = [۰, ۱] × [۰, ۱] روی (۲۳ .۴) دو بعدی معادله .۴ .۵ .۴ مثال
مقادیر .Q = Λ−۱ و m̂ = ۱ بعلاوه بگیرید. نظر در ū = sin(πx) sin(πy) را دقیق جواب و b = ۰
جدول در روش همگرایی است. شده مشخص ۷ .۴ جدول در جواب تقریبی و دقیق میانگین



۶۱ گیری نتیجه
و استاندارد انحراف میانگین، نمودار ۴ .۴ شکل در است. مشاهده قابل ۵ .۴ نمودار و ۸ .۴

است. شده رسم جواب مطلق خطای
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.qx = ۰٫۰۶۲۵ با ۴ .۵ .۴ مثال جواب مطلق خطای و معیار انحراف میانگین، :۴ .۴ شکل

فرض بگیرید. نظر در را D = [−۱, ۱] × [−۱, ۱] روی (۲۳ .۴) دو بعدی معادله .۵ .۵ .۴ مثال
m̂ = ۱ و باشد ū = (۱−x۲)(۱+y۲) گاوسی اختلال غیاب در معادله دقیق جواب و b = ۰ کنید
مشخص ۹ .۴ جدول در جواب تقریبی و دقیق میانگین مقادیر شوند. اختیار Q = Λ−۱/۲ و
همگراست. شده ارائه روش که می دهند نشان ۷ .۴ لگاریتمی خطای و ۱۰ .۴ جدول است. شده

هستند. مشاهده قابل ۶ .۴ شکل در مطلق خطای و معیار انحراف میانگین، نمودار

گیری نتیجه ۶ .۴
دیفرانسیل معادله عددی حل برای شده پایدار درونیاب گالرکین المان بدون روش فصل این در
و می برد بهره جواب دامنه در پراکنده نقاط از شده معرفی روش شد. معرفی بیضوی تصادفی
می آورد. بدست شده پایدار درونیاب متحرک مربعات کمترین روش از استفاده با را جواب تقریب



گالرکین المان بدون روش با بیضوی تصادفی دیفرانسیل معادله حل ۶۲
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.۴ .۵ .۴ مثال جواب لگاریتمی خطای :۵ .۴ شکل
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qx = ۰٫۰۶۲۵ با ۵ .۵ .۴ مثال مطلق خطای و معیار انحراف میانگین، :۶ .۴ شکل



۶۳ گیری نتیجه
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.۵ .۵ .۴ مثال لگاریتمی خطای :۷ .۴ شکل

بدون روش این برتری های از یکی می دهند. نشان را شده ارائه روش دقت عددی مثال های
درونیاب آن دیگر برتری و نداریم جواب دامنه بندی شبکه به نیازی که است آن بودن شبکه
صورت به اساسی مرزی شرایط می شود باعث که است آن متحرک مربعات کمترین تقریب بودن

شوند. اعمال مستقیم





۵ فصل
شرایط اعمال برای جدید ایده یک
المان بدون روش در اساسی مرزی

گالرکین

مقدمه ۱ .۵
مشتقات با معادلات حل برای شده شناخته شبکه بدون روش یک گالرکین المان بدون روش
کرونکر دلتای خاصیت در متحرک مربعات کمترین تقریب شکل توابع چون است[۲۷]. جزئی

نیست. متناهی عناصر روش سادگی به اساسی مرزی شرایط اعمال نمی کنند، صدق
فرم اصلاح پایه بر گالرکین المان بدون روش در اساسی مرزی شرایط اعمال برای ایده هایی
لاگرانژ ضرایب روش دارند. وجود نیچه روش و جریمه روش لاگرانژ، ضرایب روش مانند ضعیف
روش دراین روش هاست. پرکاربردترین از یکی گوناگون، مساله های در آن اعمال راحتی علت به
لاگرانژ ضریب درونیابی فضای می شود. تعریف لاگرانژ ضریب نام به جدید مجهول تابع یک
بالاتری درجه با فضای به قبول قابل جواب به رسیدن برای زیرا شود، انتخاب دقت به باید
سمت به گسسته سازی از حاصل دستگاه شود بیشتر آزادی درجه چه هر طرفی از و داریم نیاز
عددی پارامتر یک انتخاب به نیاز نیچه و جریمه روش دیگر طرف از می رود. پیش شدن منفرد
باید شوند اعمال مناسبی به شکل اساسی مرزی شرایط اینکه برای جریمه روش در دارند.



گالرکین المان بدون روش در اساسی مرزی شرایط اعمال برای جدید ایده یک ۶۶
می شود منتهی بدوضع دستگاه یک به این عمل در کرد. استفاده را پارامتر از بزرگی مقادیر
بدوضعی مشکل نیچه روش جریمه روش خلاف بر می دهد. کاهش را روش کاربرد پذیری که
چون نیست جریمه روش یا لاگرانژ ضرایب روش به سادگی نیچه روش اعمال چه گر ندارد را

است[۳۶]. متفاوت مساله هر برای ضعیف فرم اصلاح
شد[۱۵]. ارائه سالکائوسکاس و لنکستر توسط درونیاب متحرک مربعات کمترین روش
متحرک مربعات کمترین روش خلاف بر درونیاب متحرک مربعات کمترین روش شکل توابع
مرزی شرایط می توان ویژگی این از استفاده با بنابراین هستند، کرونکر دلتای خاصیت دارای
مرزی شرایط اعمال برای جدید ایده یک فصل این در کرد. اعمال مستقیم صورت به را اساسی
تابع سپس می شود اعمال مجهول تابع تقریب در مرزی شرایط ابتدا شد. خواهد ارائه اساسی
بیضوی جزئی مشتقات با معادلات حل برای گالرکین المان بدون روش در شده اصلاح تقریب

می شود. اعمال مستقیم صورت به مرزی شرایط بنابراین می شود. برده کار به

المان بدون روش در اساسی مرزی شرایط اعمال ۲ .۵
تصادفی جزئی مشتقات با معادلات حل برای گالرکین

بیضوی جزئی مشتق با معادله
−∇۲u(x) + bu(x) = g(x), ∀x ∈ Ω, (۱ .۵)

دیریکله، مرزی شرایط با
u(x) = ū(x), ∀x ∈ ∂Ω, (۲ .۵)

است. معلوم ū و نامنفی ثابت یک b ،g ∈ L۲(Ω) مجهول، تابع u(x) که بگیرید نظر در را
می باشد، زیر به شکل (۲ .۵) و (۱ .۵) معادله گالرکین ضعیف ∫فرم

Ω
δ(∇u)T · ∇udΩ + b

∫
Ω
δuT · udΩ =

∫
Ω
δuT · g(x)dΩ. (۳ .۵)

دلخواه نقطه در u(x) مجهول تابع تقریب درونیاب، متحرک مربعات کمترین روش به توجه با
است، زیر به شکل x

u(x) ≈ uh(x) = Φ(x)u =
N∑
I=۱

ϕI(x)uI , (۴ .۵)

می توانیم می دهند. پوشش را x نقطه آنها فشرده محمل دامنه که است نقاطی تعداد N که
داریم، بنابراین کنیم. تقسیم مرزی و درونی نقاط دسته دو به را نقاط این

uh(x) =

Ni∑
I=۱

ϕI(x)uI +

Nb∑
I=۱

ϕI(x)uI , (۵ .۵)



با معادلات حل برای گالرکین المان بدون روش در اساسی مرزی شرایط اعمال
۶۷ تصادفی جزئی مشتقات

در (۲ .۵) مرزی شرایط اعمال با هستند. مرزی و درونی نقاط تعداد ترتیب به Nb و Ni که
داریم (۵ .۵)

uh(x) =

Ni∑
I=۱

ϕI(x)uI +

Nb∑
I=۱

ϕI(x)ūI = Φi(x)u+Φb(x)ū, (۶ .۵)

که
u = (u(x۱), u(x۲), . . . , u(xNi)),

ū = (ū(x۱), ū(x۲), . . . , ū(xNb
)),

Φi(x) = (ϕ۱(x), ϕ۲(x), . . . , ϕNi(x)),

Φb(x) = (ϕ۱(x), ϕ۲(x), . . . , ϕNb
(x)).

می شود. اعمال مجهول تابع تقریب در اساسی مرزی شرایط بنابراین
داریم، (۳ .۵) ضعیف فرم در Φi(x)u و Φi(x)u+Φb(x)ū با ترتیب به δu و u جایگزینی ∫با

Ω
δuT (∇Φi)

T (x)(∇Φi(x)u+∇Φb(x)ū)dΩ

+ b

∫
Ω
δuT (∇Φi)

T (x) · (Φi(x)u+Φb(x)ū)dΩ =

∫
Ω
δuT (Φi)

T (x) · g(x)dΩ. (۷ .۵)

می آید، بدست زیر به شکل نهایی گسسته معادله است، دلخواه δu آزمون تابع که آنجا از

Ku = F− Lū, (۸ .۵)

آن در که

K =

∫
Ω
(∇Φi)

T (x)(∇Φi)(x)dΩ + b

∫
Ω
(Φi)

T (x)(Φi)(x)dΩ, (۹ .۵)
L =

∫
Ω
(∇Φi)

T (x)(∇Φb)(x)dΩ + b

∫
Ω
(Φi)

T (x)(Φb)(x)dΩ, (۱۰ .۵)
F =

∫
Ω
(Φi)

T (x)g(x)dΩ. (۱۱ .۵)

می یابد، تقلیل زیر دستگاه به (۸ .۵) همگن مرزی شرایط حالت در

Ku = F. (۱۲ .۵)

زیرا، می باشد معین مثبت متقارن ماتریس یک K ماتریس

K =

∫
Ω
(∇Φi)

T (x)(∇Φi)(x)dΩ + b

∫
Ω
(Φi)

T (x)(Φi)(x)dΩ,



گالرکین المان بدون روش در اساسی مرزی شرایط اعمال برای جدید ایده یک ۶۸
داریم، z دلخواه بردار برای و

zTKz = zT
(∫

Ω
(∇Φi)

T (x)(∇Φi)(x)dΩ + b

∫
Ω
(Φi)

T (x)(Φi)(x)dΩ

)
z

=

∫
Ω
zT (∇Φi)

T (x)(∇Φi)(x)zdΩ + b

∫
Ω
zT (Φi)

T (x)(Φi)(x)zdΩ∫
Ω
(∇Φiz)

T (x)(∇Φiz)(x)dΩ + b

∫
Ω
(Φiz)

T (x)(Φiz)(x)dΩ

=

∫
Ω
∥∇Φiz∥۲۲dΩ + b

∫
Ω
∥Φiz∥۲۲dΩ,

و مثبت معین K ماتریس پس ،zTKz > ۰ داریم b ثابت بودن نامنفی به توجه با بنابراین
یکتاست. و موجود (۸ .۵) دستگاه جواب نتیجه در است. معکوس پذیر

با داد. انجام گاوسی عددی انتگرال گیری با می توان را شبکه بدون روش در انتگرال گیری
آوریم. بدست نظر مورد نقاط در را عددی جواب می توانیم (۸ .۵) دستگاه حل

خطا آنالیز ۳ .۵
است، زیر به شکل معمولی سوبولف فضای نماد (Hr, ∥.∥r) فضای r ∈ N برای

Hr :=

v : ∥v∥Hr :=
( ∑

|k|≤r

∥Dkv∥۲) ۱۲
<∞

 .

داخلی ضرب که است Ω روی ۲ مرتبه از انتگرال پذیر توابع فضای H۰ := H باشد، r = ۰ اگر
زیر فضایی عنوان به H۱۰ نماد از همچنین می دهیم. نمایش ∥·∥ و ⟨·, ·⟩ نمادهای با را آن نرم و

هستند. صفر ∂Ω روی عناصرش که می کنیم استفاده H۱ از
به طوری که، است u ∈ H۱ تایع یک یافتن (۱ .۵) معادله با متناسب تغییراتی مساله

a(u, v) = (g, v), ∀v ∈ H۱۰, (۱۳ .۵)
و

a(u, v) =

∫
Ω
∇u×∇vdΩ + b

∫
Ω
uvdΩ,

(g, v) =

∫
Ω
gvdΩ.

ثابت های زیرا است کورسیو و کراندار H۱۰ فضای روی a(·, ·) خطی فرم که داد نشان می توان
به طوری که، موجودند ᾱ > ۰, M̄ <∞

|a(u, v)| ≤ M̄∥u∥H۱∥v∥H۱ , ∀u, v ∈ H۱۰, (۱۴ .۵)
a(u, v) ≥ ᾱ∥v∥۲

H۱ , ∀v ∈ H۱۰. (۱۵ .۵)



۶۹ خطا آنالیز
کنیم، فرض همچنین

Vρ = {v|v ∈ Span{ϕI}, ∂Ω روی v = ۰},
هستند. گالرکین المان بدون روش شکل توابع ϕI که

به طوری که است uρ ∈ Vρ تابع یک یافتن (۱ .۵) معادله با متناسب گالرکین ضعیف فرم
a(uρ, v) = (g, v), ∀v ∈ Vρ. (۱۶ .۵)

المان بدون روش و (۱۳ .۵) تغییراتی مساله جواب های ترتیب به uρ, u فرض .۱ .۳ .۵ قضیه
داریم، بنابراین باشند، (۱۶ .۵) گالرکین

a(u− uρ, v) = ۰ ∀v ∈ Vρ .۱
a(u− uρ, u− uρ) = infv∈Vρ a(u− v, u− v) .۲

.∥u− uρ∥H۱ ≤ C infv∈Vρ ∥u− v∥H۱ .۳
داریم v ∈ Vρ هر برای (۱۳ .۵) از (۱۶ .۵) تفاضل با برهان.

a(u− uρ, v) = a(u, v)− a(uρ, v) = ۰.
داریم، حال می شود. تعریف ∥u∥E =

√
a(u, u) به شکل انرژی نرم

∥u− uρ∥۲
E = a(u− uρ, u− uρ),

= a(u− uρ, u− v) + a(u− uρ, v − uρ),

= a(u− uρ, u− v), (v − uρ ∈ Vρ),

≤ ∥u− uρ∥E∥u− v∥E . شوارتز) (نامساوی
∥uN − uρN∥E ≤ داریم v ∈ Vρ هر برای آن بر کردن تقسیم با uN∥باشد − uρN∥E ̸= ۰ اگر
از گرفتن اینفیمم با است. بدیهی نامساوی این uN∥باشد − uρN∥E = ۰ اگر . ∥uN − v∥E

داریم، v ∈ Vρ

∥uN − uρN∥E ≤ inf
v∈Vρ

∥uN − v∥E .

داریم، v ∈ Vρ چون
inf
v∈Vρ

∥uN − v∥E ≤ ∥uN − uρN∥E .

بنابراین،
∥uN − uρN∥E = inf

v∈Vρ

∥uN − v∥E ,

یعنی،
a(uN − uρN , uN − uρN ) = inf

v∈Vρ

a(uN − v, uN − v).



گالرکین المان بدون روش در اساسی مرزی شرایط اعمال برای جدید ایده یک ۷۰
داریم، ۳ بند برای

ᾱ∥u− uρ∥۲
H۱ ≤ a(u− uρ, u− uρ), (۱۵ .۵) به توجه با

= a(u− uρ, u− v) + a(u− uρ, v − uρ),

= a(u− uρ, u− v), (v − uρ ∈ Vρ),

≤ M̄∥u− uρ∥H۱∥u− v∥H۱ . (۱۴ .۵) به توجه با
بنابراین،

∥u− uρ∥H۱ ≤
M̄

ᾱ
∥u− v∥H۱ .

داریم، v ∈ Vρ هر روی گرفتن اینفیمم با
∥u− uρ∥H۱ ≤

M̄

ᾱ
inf
v∈Vρ

∥u− v∥H۱ .

می شود. کامل اثبات بنابراین
می کنیم، تعریف زیر به صورت را متحرک مربعات کمترین روش درونیاب عملگر

Iu = Su+

m∑
i=۱

ai(x)gi(x) = ΦTu.

به طوری که، دارند وجود Ck ثابت و C ′
k(x) کراندار تابع آنگاه u ∈ Hm+۱ اگر داریم [۳۵ ،۳۴] از

∂|k|

∂k۱∂k۲ . . . ∂kn
ΦI(x) = C ′

k(x)ρ
−|k|
x , ∥Iu− u∥Hk ≤ Ckρ

m+۱−|k|∥u∥Hm+۱ , (۱۷ .۵)
.k = (k۱, k۲, . . . , kn), ۰ ≤ |k| ≤ m که

مستقل C۲ و C۱ آنگاه باشند، (۱۶ .۵) و (۱۳ .۵) جواب های ترتیب به uρ, u فرض .۲ .۳ .۵ قضیه
به طوری که، دارند وجود ρ از

∥u− uρ∥E ≤ C۱ρm∥u∥Hm+۱ ,

∥u− uρ∥H۱ ≤ C۲ρm∥u∥Hm+۱ .

داریم، (۱۷ .۵) و ۱ .۳ .۵ قضیه از استفاده با برهان.
∥u− uρ∥۲

E = a(u− uρ, u− uρ),

= inf
v∈Vρ

a(u− v, u− v),

≤ a(u− Iu, u− Iu),

≤ M̄∥u− Iu∥۲
H۱ ≤ C۱ρ۲m∥u∥۲

Hm+۱ ,

∥u− uρ∥H۱ ≤ C inf
v∈Vρ

∥u− v∥H۱ ,

≤ C∥u− Iu∥H۱ ,

≤ C۲ρm∥u∥Hm+۱ .



۷۱ خطا آنالیز

مستقل C ثابت آنگاه (۵. ۱۶)باشند، و (۱۳ .۵) جواب های ترتیب به uρ, u فرض .۳ .۳ .۵ قضیه
به طوری که، دارد وجود ρ از

∥u− uρ∥L۲ ≤ Cρm+۱∥u∥Hm+۱ .

جواب φ ∈ H۱۰ ∩H۲ فرض f ∈ L۲ هر برای برهان.

a(φ, v) = (g, v), ∀v ∈ H۱۰,

داریم، آنگاه باشد،

∥φ∥H۲ ≤ ∥f∥L۲ . (۱۸ .۵)

داریم، v = u− uρ اگر

a(φ, u− uρ) = (f, u− uρ), (۱۹ .۵)

داریم ۱ .۳ .۵ قضیه به توجه با دلخواه vρ ∈ Vρ برای

a(vρ, u− uρ) = ۰. (۲۰ .۵)

که می رسیم نتیجه این به (۲۰ .۵) و (۱۹ .۵) معادلات به توجه با

a(φ− vρ, u− uρ) = (f, u− uρ). (۲۱ .۵)

داریم، آنگاه f = u− uρ و vρ = Iφ اگر حال

∥u− uρ∥۲
L۲ = (u− uρ, u− uρ),

= a(φ− Iφ, u− uρ), (۲۱ .۵) به توجه با
≤ M̄∥φ− Iφ∥H۱∥u− uρ∥H۱ , (۱۴ .۵) به توجه با
≤ M̄C۱ρ∥φ∥H۲C۲ρm∥u∥Hm+۱ . ۲ .۳ .۵ قضیه و (۱۷ .۵) به توجه با (۲۲ .۵)

داریم، (۲۲ .۵) و (۱۸ .۵) معادلات به توجه با

∥u− uρ∥L۲ ≤ Cρm+۱∥u∥Hm+۱ .

می شود. اثبات قضیه این بنابراین



گالرکین المان بدون روش در اساسی مرزی شرایط اعمال برای جدید ایده یک ۷۲
.qx = ۰٫۰۰۱۹۵۳۱۲۵ با ۱ .۴ .۵ مثال برای دقیق و تقریبی جواب مقادیر جدول :۱ .۵ جدول
تقریبی جواب دقیق جواب x

۰/۰۰۶۱۳۶۵۲۹۰۴۳۱۴۰۰۰ ۰/۰۰۶۱۳۵۸۸۴۶۴۹۱۵۴۰۰ ۰/۰۰۱۹۵۳۱۲۵
۰/۳۱۳۶۸۱۷۳۷۴۰۷۷۵۰ ۰/۳۱۳۶۸۱۷۴۰۳۹۸۸۹۲ ۰/۱۰۱۵۶۲۵
۰/۵۹۰۷۵۹۶۹۶۰۵۳۹۰۳ ۰/۵۹۰۷۵۹۷۰۱۸۵۸۸۷۴ ۰/۲۰۱۱۷۱۸۷۵
۰̸۸۱۰۴۵۷۱۹۰۲۱۶۷۸۴ ۰̸۸۱۰۴۵۷۱۹۸۲۵۲۵۹۵ ۰/۳۰۰۷۸۱۲۵
۰̸۹۵۱۴۳۵۰۱۱۵۰۱۵۴۵ ۰̸۹۵۱۴۳۵۰۲۰۹۶۹۰۰۸ ۰/۴۰۰۳۹۰۶۲۵
۰̸۹۹۹۹۹۹۹۹۰۰۳۸۸۵۱ ۱ ۰/۵
۰̸۹۵۱۴۳۵۰۱۱۵۰۰۵۱۷ ۰̸۹۵۱۴۳۵۰۲۰۹۶۹۰۰۸ ۰̸۵۹۹۶۰۹۳۷۵
۰̸۸۱۰۴۵۷۱۹۰۲۱۵۶۴۹ ۰̸۸۱۰۴۵۷۱۹۸۲۵۲۵۹۵ ۰̸۶۹۹۲۱۸۷۵
۰̸۵۹۰۷۵۹۶۹۶۰۵۳۱۸۳ ۰̸۵۹۰۷۵۹۷۰۱۸۵۸۸۷۴ ۰̸۷۹۸۸۲۸۱۲۵
۰/۳۱۳۶۸۱۷۳۷۴۰۷۳۵۸ ۰/۳۱۳۶۸۱۷۴۰۳۹۸۸۹۱ ۰̸۸۹۸۴۳۷۵
۰/۰۰۶۱۳۶۵۲۹۰۴۳۱۳۲۱۴ ۰/۰۰۶۱۳۵۸۸۴۶۴۹۱۵۴۸۰ ۰̸۹۹۸۰۴۶۸۷۵

عددی نتایج ۴ .۵
و آمده اند بدست مساله دقیق جواب روی از g تابع و مرزی شرایط زیر مثال های در

qx = max۱≤i≤N
min۱≤j≤N,j ̸=i

∥xi − xj∥۲.

همگرایی مرتبه شده، ارائه مثال های روش خطای مرسوم سوبولف نرم محاسبه با همچنین
می کنیم. مشخص آنها برای را مشتق و تابع

∥u− uh∥Hk :=

∑
|α|≤k

∫
Ω

(
Dα(u− uh)

)۲
dΩ

 ۱۲
. (۲۳ .۵)

تا را پایه ها بگیرید. نظر در Ω = [۰, ۱] روی را b = ۰ با اول درجه از (۱ .۵) معادله .۱ .۴ .۵ مثال
این برای مرزی شرایط است. u = sin(πx) مسئله این دقیق جواب می گیریم. نظر دوم مرتبه
است. شده مشخص ۱ .۵ جدول در تقریبی و دقیق جواب مقادیر می باشد. همگن نوع از مثال

است. شده داده نمایش ۱ .۵ شکل در مثال این برای آمده بدست خطای تخمین
همچنین کرد. مشاهده می توان را مقاله این در شده ارائه روش همگرایی ۱ .۵ شکل در
همچنین می باشد. ۲ آن مشتق همگرایی مرتبه و ۳ جواب همگرایی مرتبه که می دهد نشان

است. شده داده نمایش شکل۵. ۲ در خطا مطلق قدر و دقیق جواب عددی، جواب



۷۳ عددی نتایج
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۱ .۴ .۵ مثال برای خطا سوبولف نرم نمودار :۱ .۵ شکل

نظر در Ω = [۰, ۱] روی b = ۱ با را اول درجه از (۱ .۵) معادله مثال این در .۲ .۴ .۵ مثال
است. u = exp(x) مثال این دقیق جواب است. شده گرفته نظر در دوم مرتبه تا پایه ها بگیرید.
۲ .۵ جدول در تقریبی و دقیق جواب مقادیر است. شده فرض ناهمگن مثال این مرزی شرایط

است. شده گزارش را سوبولف خطای نمودار ۳ .۵ شکل است.در شده مشخص
همگرایی مرتبه که کرد مشاهده می توان می شود. تایید نیز ۳ .۵ شکل توسط روش همگرایی
مطلق قدر و دقیق جواب عددی، جواب همچنین است. ۲ آن مشتق همگرایی مرتبه و ۳ جواب

است. شده داده نمایش ۴ .۵ شکل در خطا

فرض بگیرید. نظر در Ω = [۰, ۱]× [۰, ۱] روی را دوم درجه از (۱ .۵) معادله اکنون .۳ .۴ .۵ مثال
و اول مرتبه از را پایه ها باشد. u = sin(πx) sin(πy) به شکل مساله این دقیق جواب و b = ۰
در تقریبی و دقیق جواب بگیرید.مقادیر نظر در همگن نوع از را مساله این برای مرزی شرایط
مثال این برای روش خطای سوبولف نرم نمودار ۵ .۵ شکل در است. شده مشخص ۳ .۵ جدول

است. شده رسم
این جواب برای همگرایی مرتبه و همگراست روش این که می دهد نشان نیز ۵ .۵ شکل
خطا مطلق قدر و دقیق جواب عددی، جواب همچنین است. ۱ جواب مشتق برای و ۲ مثال

است. شده داده نمایش ۶ .۵ شکل در

بگیرید. نظر در Ω = [−۱, ۱]× [−۱, ۱] روی را دوم درجه از (۱ .۵) معادله اکنون .۴ .۴ .۵ مثال
مرتبه از را پایه ها باشد. u = (۱ − x۲)(۱ + y۲) به شکل مساله این دقیق جواب و b = ۰ فرض
و دقیق جواب مقادیر بگیرید. نظر در همگن نوع از را مساله این برای مرزی شرایط و اول
مثال این برای روش خطای سوبولف نرم نمودار است. شده مشخص ۴ .۵ جدول در تقریبی

است. شده رسم ۷ .۵ شکل در
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qx = ۰٫۰۰۱۹۵۳۱۲۵ با ۱ .۴ .۵ مثال برای خطا مطلق قدر و دقیق جواب عددی، جواب :۲ .۵ شکل



۷۵ عددی نتایج

.qx = ۰٫۰۰۱۹۵۳۱۲۵ با ۲ .۴ .۵ مثال برای دقیق و تقریبی جواب مقادیر جدول :۲ .۵ جدول
تقریبی جواب دقیق جواب x

۱/۰۰۱۹۵۵۲۴۰۲۱۸۵۹ ۱/۰۰۱۹۵۵۰۳۳۵۹۱۰۰ ۰/۰۰۱۹۵۳۱۲۵
۱/۱۰۶۸۹۹۰۹۷۹۶۱۸۴ ۱/۱۰۶۸۹۹۰۹۷۴۲۳۶۶ ۰/۱۰۱۵۶۲۵
۱/۲۲۲۸۳۴۹۲۹۰۴۶۱۷ ۱/۲۲۲۸۳۴۹۲۸۵۱۵۸۱ ۰/۲۰۱۱۷۱۸۷۵
۱̸۳۵۰۹۱۳۷۹۷۳۵۸۰۱ ۱̸۳۵۰۹۱۳۷۹۶۸۲۰۹۴ ۰/۳۰۰۷۸۱۲۵
۱̸۴۹۲۴۰۷۵۵۶۰۵۶۴۲ ۱̸۴۹۲۴۰۷۵۵۵۴۹۵۸۰ ۰/۴۰۰۳۹۰۶۲۵
۱̸۶۴۸۷۲۱۲۷۱۳۰۳۰۶ ۱̸۶۴۸۷۲۱۲۷۰۷۰۰۱۳ ۰/۵
۱̸۸۲۱۴۰۷۱۷۴۹۰۱۳۹ ۱̸۸۲۱۴۰۷۱۷۴۲۳۲۶۴ ۰̸۵۹۹۶۰۹۳۷۵
۲̸۰۱۲۱۸۰۰۷۸۳۱۹۳۷ ۲̸۰۱۲۱۸۰۰۷۷۵۵۶۳۱ ۰̸۶۹۹۲۱۸۷۵
۲̸۲۲۲۹۳۴۴۰۱۱۶۶۹۶ ۲̸۲۲۲۹۳۴۴۰۰۲۷۷۸۱ ۰̸۷۹۸۸۲۸۱۲۵
۲/۴۵۵۷۶۲۹۸۳۲۲۸۶۱ ۲/۴۵۵۷۶۲۹۸۲۱۷۷۸۱ ۰̸۸۹۸۴۳۷۵
۲/۷۱۲۹۷۷۳۰۷۵۰۰۵۹ ۲̸۷۱۲۹۷۷۸۶۵۶۰۰۱۵ ۰̸۹۹۸۰۴۶۸۷۵
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۲ .۴ .۵ مثال برای خطا سوبولف نرم نمودار :۳ .۵ شکل
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qx = ۰٫۰۰۱۹۵۳۱۲۵ با ۲ .۴ .۵ مثال برای خطا مطلق قدر و دقیق جواب عددی، جواب :۴ .۵ شکل



۷۷ عددی نتایج

.qx = ۰٫۰۱۵۶۲۵ با ۳ .۴ .۵ مثال برای جواب دقیق و تقریبی میانگین مقادیر جدول :۳ .۵ جدول
تقریبی میانگین دقیق میانگین (x,y)

۰/۰۰۲۴۰۷۶۲۴۳۹۹۹۳۹۰۰ ۰/۰۰۲۴۰۷۶۳۶۶۶۳۹۰۱۵۶ (۰/۰۱۵۶۲۵, ۰/۰۱۵۶۲۵)
۰/۰۳۱۱۲۸۰۴۴۵۰۲۷۴۰۳ ۰/۰۳۱۱۲۸۲۰۳۰۶۲۸۴۲۹ (۰/۰۱۵۶۲۵, ۰/۲۱۸۷۵)
۰/۰۴۷۵۹۶۹۳۵۱۶۹۷۸۹۰ ۰/۰۴۷۵۹۷۱۷۷۶۱۹۱۶۷۱ (۰/۰۱۵۶۲۵, ۰/۴۲۱۸۷۵)
۰/۰۴۵۳۳۲۳۸۹۱۰۴۸۰۶۲ ۰̸۰۴۵۳۳۲۶۲۰۰۱۹۰۳۱۰ (۰/۰۱۵۶۲۵, ۰/۶۲۵)
۰/۰۲۵۲۲۵۶۹۷۵۲۸۱۸۹۳ ۰̸۰۲۵۲۲۵۸۲۶۰۲۲۹۰۴۹ (۰/۰۱۵۶۲۵, ۰/۸۲۸۱۲۵)
۰/۰۳۱۱۲۸۰۴۴۵۰۲۷۴۰۲ ۰̸۰۳۱۱۲۸۲۰۳۰۶۲۸۴۲۹ (۰/۲۱۸۷۵, ۰/۰۱۵۶۲۵)
۰/۴۰۲۴۵۲۷۸۸۹۷۷۰۰۵ ۰̸۴۰۲۴۵۴۸۳۸۹۹۱۹۳۶ (۰/۲۱۸۷۵, ۰/۲۱۸۷۵)
۰/۶۱۵۳۷۸۱۷۷۸۴۰۶۷۸ ۰̸۶۱۵۳۸۱۳۱۲۴۵۵۴۶۴ (۰/۲۱۸۷۵, ۰/۴۲۱۸۷۵)
۰/۵۸۶۰۹۹۹۸۵۳۲۳۹۸۶ ۰̸۵۸۶۱۰۲۹۷۰۸۰۱۴۰۹ (۰/۲۱۸۷۵, ۰/۶۲۵)
۰/۳۲۶۱۴۱۶۶۶۹۸۵۱۱۱ ۰̸۳۲۶۱۴۳۳۲۸۲۸۶۲۸۱ (۰/۲۱۸۷۵, ۰/۸۲۸۱۲۵)
۰/۰۴۷۵۹۶۹۳۵۱۶۹۷۸۸۵ ۰̸۰۴۷۵۹۷۱۷۷۶۱۹۱۶۷۱ (۰/۴۲۱۸۷۵, ۰/۰۱۵۶۲۵)
۰/۶۱۵۳۷۸۱۷۷۸۴۰۶۷۳ ۰/۶۱۵۳۸۱۳۱۲۴۵۵۴۶۴ (۰/۴۲۱۸۷۵, ۰/۲۱۸۷۵)
۰/۹۴۰۹۵۵۸۳۹۱۳۱۱۱۳ ۰/۹۴۰۹۶۰۶۳۲۱۷۴۱۷۸ (۰/۴۲۱۸۷۵, ۰/۴۲۱۸۷۵)
۰/۸۹۶۱۸۷۴۵۵۷۲۱۰۱۴ ۰/۸۹۶۱۹۲۰۲۰۷۲۲۷۱۳ (۰/۴۲۱۸۷۵, ۰/۶۲۵)
۰/۴۹۸۶۹۳۱۸۸۹۷۵۹۸۷ ۰/۴۹۸۶۹۵۷۲۹۲۲۰۵۰۵ (۰/۴۲۱۸۷۵, ۰/۸۲۸۱۲۵)
۰/۰۴۵۳۳۲۳۸۹۱۰۴۸۰۵۴ ۰/۰۴۵۳۳۲۶۲۰۰۱۹۰۳۱۰ (۰/۶۲۵, ۰/۰۱۵۶۲۵)
۰/۵۸۶۰۹۹۹۸۵۳۲۳۹۷۹ ۰/۵۸۶۱۰۲۹۷۰۸۰۱۴۰۹ (۰/۶۲۵, ۰/۲۱۸۷۵)
۰/۸۹۶۱۸۷۴۵۵۷۲۱۰۰۸ ۰/۸۹۶۱۹۲۰۲۰۷۲۲۷۱۳ (۰/۶۲۵, ۰/۴۲۱۸۷۵)
۰/۸۵۳۵۴۹۰۴۲۷۸۳۲۶۱ ۰/۸۵۳۵۵۳۳۹۰۵۹۳۲۷۴ (۰/۶۲۵, ۰/۶۲۵)
۰/۴۷۴۹۶۶۵۸۳۵۸۲۱۵۶ ۰/۴۷۴۹۶۹۰۰۲۹۶۸۰۰۳ (۰/۶۲۵, ۰/۸۲۸۱۲۵)
۰/۰۲۵۲۲۵۶۹۷۵۲۸۱۸۸۸ ۰/۰۲۵۲۲۵۸۲۶۰۲۲۹۰۴۹ (۰/۸۲۸۱۲۵, ۰/۰۱۵۶۲۵)
۰/۳۲۶۱۴۱۶۶۶۹۸۵۱۰۸ ۰/۳۲۶۱۴۳۳۲۸۲۸۶۲۸۱ (۰/۸۲۸۱۲۵, ۰/۲۱۸۷۵)
۰/۴۹۸۶۹۳۱۸۸۹۷۵۹۸۲ ۰/۴۹۸۶۹۵۷۲۹۲۲۰۵۰۵ (۰/۸۲۸۱۲۵, ۰/۴۲۱۸۷۵)
۰/۴۷۴۹۶۶۵۸۳۵۸۲۱۵۵ ۰/۴۷۴۹۶۹۰۰۲۹۶۸۰۰۳ (۰/۸۲۸۱۲۵, ۰/۶۲۵)
۰/۲۶۴۳۰۰۲۸۵۲۹۳۶۰۶ ۰/۲۶۴۳۰۱۶۳۱۵۸۷۰۰۱ (۰/۸۲۸۱۲۵, ۰/۸۲۸۱۲۵)
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۳ .۴ .۵ مثال برای خطا سوبولف نرم نمودار :۵ .۵ شکل

همگرایی مرتبه همچنین . کرد مشاهده را روش همگرایی می توان نیز ۷ .۵ شکل به توجه با
مطلق قدر و دقیق جواب عددی، جواب است. ۱ جواب مشتق برای و ۲ مثال این جواب برای

است. شده داده نمایش ۸ .۵ شکل در خطا

گیری نتیجه ۵ .۵
گالرکین المان بدون روش در اساسی مرزی شرایط اعمال برای جدید ایده یک فصل این در

شد. ارائه بیضوی جزئی مشتقات با معادلات حل برای
هستند: زیر قرار از لاگرانژ ضرایب روش اشکال های ترین مهم
می یابد. افزایش معادله گسسته سازی از حاصل دستگاه بعد .۱

ماتریس است، مثبت معین نیمه و متقارن گسسته سازی از حاصل اصلی ماتریس اینکه با .۲
استاندارد روش های بنابراین نیست. مثبت معین دیگر ولی است متقارن نیز سراسری

برد. کار به نمی توان را مثبت معین و متقارن ماتریس های برای خطی
اما آید، بدست قبولی قابل جواب تا باشد کافی دقت دارای باید λ ضریب گسسته سازی .۳
سمت به شود، بزرگ خیلی لاگرانژ ضرایب تعداد که زمانی معادله، از حاصل دستگاه
مجهول و λ لاگرانژ ضریب برای درونیابی فضای حقیقت، در می رود. پیش شدن منفرد
شود. تضمین تقریب همگرایی تا کند صدق بابوشکا⁃برزّی شرط در باید u یعنی اصلی
دو جریمه روش است. معادلات مختلف انواع برای کارگیری به قابل راحتی به جریمه روش
متقارن حاصل دستگاه اینکه دوم و نمی یابد افزایش دستگاه بعد که این یکی دارد، واضح برتری



۷۹ گیری نتیجه
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گرچه باشد. بزرگ کافی اندازه به α و متقارن اصلی ماتریس اینکه شرط به است مثبت معین و
است شده اعمال ضعیف صورت به دیریکله مرزی شرایط دارد: مهم اشکال دو جریمه روش
معمول طور به حاصل ماتریس و می کند) کنترل را مرزی شرایط اعمال چکونگی α (پارامتر

می یابد). افزایش α افزایش با ماتریس حالت (عدد است بدوضع
می شود منجر اصلی ماتریس با بعد هم دستگاه یک به نیچه روش ضعیف فرم گسسته سازی
اندازه به α و متقارن اصلی ماتریس که شرطی به است مثبت معین و متقارن حاصل ماتریس و
می یابد، افزایش α افزایش با ماتریس حالت عدد جریمه، روش همانند گرچه باشد. بزرگ کافی
مرزی شرایط مناسب اعمال و همگرایی تضمین جهت به α بزرگ مقادیر به نیازی عمل در
فرم وضع نیچه روش اصلی مشکل نیست. روش این اصلی مشکل ماتریس حالت عدد نیست.

است. آن ضعیف
علت می یابد(به کاهش اصلی ماتریس به نسبت حاصل ماتریس بعد شده ارائه روش در
نیست اضافی پارامتر به نیازی بالاتر. و بعدی دو حالت های در خصوص به متغیرها) کاهش
همچنان ماتریس نمی یابد. افزایش ماتریس حالت عدد و نیست مساله ای پارامتر انتخاب پس
و متقارن ماتریس های حل برای خطی روش های بنابراین می ماند باقی مثبت معین و متقارن

هستند. استفاده قابل همچنان مثبت معین
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Aabstract

In this thesis, the nonlinear stochastic wave equation is solved using the method of ra-

dial basis functions. First, we apply the stochastic wave equation to spatial discretization

using interpolation of the radial basis functions and use the time integrator method for

the temporal discretization of the equation to introduce an explicit iterative method for

the numerical solution of the stochastic wave equation. The introduced repetitive method

is examined by providing some examples. Also, the stochastic elliptic equation is solved

using the element free Galerkin method based on the interpolating moving least squares.

First, Galerkin’s weak form of the stochastic elliptic equation is formed and the shape func-

tions of the interpolating moving least squares are used. We perform the error analysis of

the proposed method and check the error analysis by providing some examples. Finally,

we introduce a new idea for applying essential boundary conditions in the element free

Galerkin method and examine its error analysis with some examples. In this new idea,

the essential boundary conditions are applied to the moving least squares approximation,

and then the resulting approximation is used in the element free Galerkin method.

Keywords: Deterministic and stochastic partial differential equations, Radial basis func-

tions method, Moving least squares method, Interpolating moving least squares method,

Element free Galerkin method
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