


ریاضی علوم دانشکده
مالی گرایش مالی، ریاضی رشته

ارشد کارشناسی پایان نامه

اختیار گذاری قیمت در جدید دیفرانسیلروش معادله طریق از کسریمعامله زمان جزئی
یاسینی زینب نگارنده:

راهنما استادان
دسترنج الهام جمدکتر باقری میر محمد دکتر

مشاور استاد
حجازی رضا سید دکتر

۱۳۹۹ مهر
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بـه нقدѓم
ώܧ܊باђم مادر و ѝدر

Эڗۊۖباҗی و Ζداکار و دˡϫوز یاوری Ј̙واره زўدҊی دϣوار ی ھای و ϓڥҎی ھا در کـه
Пوده اўد. بـراѓم ٣ϐګؐن و ψح˼م

اϔت. ժن زўدҊی در اϯ҈ی Әϧف Юشانـه کـه ۳̖Јرم
عـزیـزم فـرزўدان و

ز



سپاسگزاری

اوست اختیار در ما روح و جسم که است بی همتایی یگانه مختص سپاس و حمد
است. نهاده وجودمان در را دانش و علم مسیر در پوییدن و

و بوده من حامی و پشتیبان همواره که مادرم و پدر دستان بر می زنم بوسه آغاز در
هستم. زحماتشان مدیون را موفقیت هایم

و دسترنج الهام دکتر خانم عزیزم راهنمای استادان از می کنم قدردانی و تشکر سپس
به حجازی رضا سید دکتر آقای گرامی مشاور استاد و جم میرباقری محمد دکتر آقای
در صبورانه که فرد صاحبی حسین آقای از وهمچنین کشیدند برایم که زحماتی پاس

کردند. یاری ام این کار انجام

شدم. کامران خود همت منتهای بر خدا از کردم طلب چه هر که خدا شکر

یاسینی زینب
۱۳۹۹ مهر

ح



نامه تعهد
ریاضی علوم دانشکده مالی ریاضی رشته ارشد کارشناسی دانشجوی یاسینی زینب اینجانب
اختیار گذاری قیمت در جدید روش عنوان با پایان نامه نویسنده شاهرود، صنعتی دانشگاه
و دسترنج الهام راهنمایی تحت ، کسری زمان جزئی دیفرانسیل معادله طریق از معامله

می شوم: متعهد جم باقری میر محمد
برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط پایان نامه این در تحقیقات ●

است.
شده استناد استفاده مورد مرجع به پژوهشگران، دیگر پژوهش های نتایج از استفاده در ●

است.
مدرک نوع هیچ دریافت برای دیگری فرد یا خود، توسط کنون تا پایان نامه، این مطالب ●

است. نشده ارائه هیچ جا در امتیازی یا
نام با مستخرج مقالات و دارد، تعلق شاهرود صنعتی دانشگاه به اثر، این معنوی حقوق ●
خواهد چاپ به “ Shahrood University of Technology “ یا “ شاهرود صنعتی دانشگاه “

رسید.
بوده اند، تاثیرگذار پایان نامه اصلی نتایج آوردن به دست در که افرادی تمام معنوی حقوق ●

می گردد. رعایت پایان نامه از مستخرج مقالات در
آنها) بافت های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در ●

است. شده رعایت اخلاقی اصول و ضوابط است، شده استفاده
افراد شخصی اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در ●
شده رعایت انسانی اخلاق اصول و رازداری اصل است)، شده استفاده (یا یافته دسترسی

است.
یاسینی زینب
۱۳۹۹ مهر

نشر حق و نتایج مالکیت
برنامه های کتاب، مستخرج، ( مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام ●
شاهرود صنعتی دانشگاه به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم افزارها رایانه ای،

شود. ذکر مربوطه علمی تولیدات در مقتضی، نحو به باید مطلب این می باشد.
نمی باشد. مجاز منبع ذکر بدون پایان نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده ●

ط



چکیده
طریق از سوئیچینگ رژیم مدل تحت توان معامله اختیار قیمت گذاری به رساله، این در
نمونه، عنوان به  ادامه در است. شده  پرداخته کسری زمان جزئی دیفرانسیل معادله حل
ذکر مدل تحت پایه دارایی به عنوان طلا مثقال شاخص روی توان معامله اختیار قیمت گذاری
بورس بازار در طلا مثقال شاخص اخیر سال ۲ اطلاعات منظور بدین شده است. انجام شده
است. گرفته انجام ۱۳۹۷ سال ابتدای از داده ها مشاهده با قیمت گذاری و شده استخراج ایران

می کند. کنترل را بازار نوسانات شده معرفی مدل که شده است داده نشان پایان در

اختیارمعامله توان، معامله اختیار قیمت گذاری ناوردا، فضای زیر سوئیچینگ، رژیم کلیدی: کلمات
کسری. زمان جزئی دیفرانسیل معادله اروپایی،

ک



مطالب فهرست
س تصاویر فهرست
ف جداول فهرست
۱ مقدمات و مفاهیم ۱
۱ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ۱ .۱
۲ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تحقیق انجام ضرورت ۲ .۱
۲ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نیازها پیش ۳ .۱
۲ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . احتمال و اندازه نظریه ۱ .۳ .۱
۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تصادفی فرآیند ۲ .۳ .۱
۷ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مارتینگل  ۳ .۳ .۱
۷ . . . . . . . . . . . . . . . . ویژگی ها و تعریف براونی: حرکت ۴ .۳ .۱
۹ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ایتو انتگرال ۴ .۱
۱۱ . . . . . . . . . . . . . . . . بعدی یک حالت در ایتو فرمول ۱ .۴ .۱
۱۱ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کلی حالت در ایتو فرمول ۲ .۴ .۱
۱۲ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اندازه تغییر ۵ .۱
۱۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مالی مفاهیم ۶ .۱
۱۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . معامله اختیار ۱ .۶ .۱
۱۸ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آربیتراژ ۲ .۶ .۱
۲۰ . . . . . . . . . . . . . جزئی مشتقات با دیفرانسیل معادلات ۳ .۶ .۱

۲۳ سوئیچینگ رژیم مدل ۲
۲۳ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تحقیق پیشینه ۱ .۲
۲۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ۲ .۲
۲۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پیوسته زمان مارکوف زنجیر ۳ .۲
۲۷ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . سوئیچینگ رژیم ۴ .۲

م



مطالب فهرست ن
۲۸ . . . . . . . . . . سوئیچینگ رژیم مدل تحت توان اختیار قیمت گذاری ۵ .۲

۳۳ ناوردا فضای زیر روش با توان معامله اختیار گذاری قیمت ۳
۳۳ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ۱ .۳
۳۴ . . . . . . . . . . . ناوردا فضای زیر روش با دقیق جواب یافتن ۱ .۱ .۳

۴۵ ایران طلای بازار در عددی نتایج ۴
۵۳ مراجع
۵۷ انگلیسی به فارسی واژه نامه



تصاویر فهرست
۱۷ . . . . . . . . اروپایی. معاملات اختیار فروش یا خرید از حاصل بازدهی ۱ .۱
۲۷ . . . . . . . . . . . . . . . . . . جهان اخیردر قرن نیم در طلا قیمت ۱ .۲
۳۷ . . . . . . . . . t = ۲ σو = ۱, r = ۰٫۵ ،(b)s = ۲ σو = ۱, r = ۰٫۵ (a) ۱ .۳

σ۱ = ، (۲۸ .۳) معادله در V۱ (b) ،(۱۸ .۳) معادله در V۱ از نمایشی (a) ۲ .۳
۰٫۴, σ۲ = ۰٫۳, r۱ = ۲, r۲ = ۰٫۲, q۱۲ = ۰٫۳, q۲۱ = ۰٫۳, c۱ = c۲ = c۳ =

۴۱ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . c۴ = ۱
σ۱ = ،(۲۸ .۳) معادله در V۱ (b) ،(۱۸ .۳) معادله در V۲ از نمایشی (a) ۳ .۳
۰٫۴, σ۲ = ۰٫۳, r۱ = ۲, r۲ = ۰٫۲, q۱۲ = ۰٫۱, q۲۱ = ۰٫۳, c۱ = c۲ = c۳ =

۴۲ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . c۴ = ۱
σ۱ = ،(۲۸ .۳) معادلات برای آلفا مختلف مقادیر از نمایشی ۴ .۳

۴۲ . . . . . ۰٫۴, σ۲ = ۰٫۳, r۱ = ۲, r۲ = ۰٫۲, q۱۲ = ۰٫۱, q۲۱ = ۰٫۳, α = ۰٫۲
۴۳ . . . . . . . (c)V۱(t, s), α = ۰٫۵, (d)V۲(t, s), α = قبل۰٫۵ شکل ادامه ۵ .۳
۴۳ . . . . . . . (e)V۱(t, s), α = ۰٫۸, (f)V۲(t, s), α = ۰٫۸ قبل شکل ادامه ۶ .۳
۴۶ . . . . نظر مورد بازه در طلا مثقال شاخص سالانه تحولات جامع نمودار ۱ .۴
۴۸ q۱۲ = ۰٫۱, q۲۱ = ۰٫۳, c۱ = c۲ = c۳ = c۴ = ۱ ،(۱۸ .۳) معادله از V۱ نمایش ۲ .۴
۴۹ q۱۲ = ۰٫۱, q۲۱ = ۰٫۳, c۱ = c۲ = c۳ = c۴ = ۱ ،(۱۸ .۳) معادله از V۲ نمایش ۳ .۴
۵۰ q۱۲ = ۰٫۱, q۲۱ = ۰٫۳, c۱ = c۲ = c۳ = c۴ = ۱ ،(۲۸ .۳) معادله از V۱ نمایش ۴ .۴
۵۱ . . . . . q۲۱ = ۰٫۳, c۱ = c۲ = c۳ = c۴ = ۱ ،(۲۸ .۳) معادله از V۲ نمایش ۵ .۴

س



جداول فهرست
۴۹ . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۲ .۴ نمودار از حاصل مقادیر از برخی ۱ .۴
۵۰ . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۳ .۴ نمودار از حاصل مقادیر از برخی ۲ .۴
۵۱ . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۴ .۴ نمودار از حاصل مقادیر از برخی ۳ .۴
۵۲ . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۵ .۴ نمودار از حاصل مقادیر از برخی ۴ .۴

ف



۱ فصل
مقدمات و مفاهیم

مقدمه ۱ .۱
و تجزیه مالی، و پولی سازمان های در ریسک مدیران و مالی تحلیلگران پژوهشگران، برای

دارد. ویژه ای اهمیت بهادار اوراق تحلیل
و سهام قرضه، اوراق جمله از بهادار اوراق تحلیل و تجزیه در ریاضی مدل یک داشتن بدون
همچنین و نیست ساده ای کار آن تشخیص که داد خواهد رخ ظریف اشتباهاتی مشتقه اوراق

کرد. چشم پوشی آن از نمی توان
با اقتصاددانان و ریاضیدانان کمک به و ریسک و مالی تحلیلگران و پژوهشگران اخیراً
تغییرات که کنند طراحی جدیدی مدل های توانسته اند ریاضی پیشرفته ی تکنیک های از استفاده

می کند. توصیف را بازار ناگهانی
قیمت تعیین در و است مالی بازار های در مدل ها مشهورترین از یکی شولز بلک⁃ مدل
خصوصیات پیش بینی در مدل این نقص اما دارد. مهمی نقش بالا ریسک دارای دارایی های

است. بازار ناگهانی نوسانات و دارایی ها درآمد های در شده مشاهده مهم
در که می کند تبعیت هندسی براونی حرکت فرآیند از پایه دارایی قیمت بلک⁃شولز مدل در
پیش بینی به قادر دلیل همین به است. شده فرض ثابت دارایی قیمت جابجایی و نوسانات آن

نیست. قیمت تغییرات در تصادفی یا دینامیک رفتار توضیح یا و



مقدمات و مفاهیم ۲

تحقیق انجام ضرورت ۲ .۱
عدم و نوسانات و بازار ها بر حاکم شرایط دلیل به سرمایه گذاری و اقتصادی بازار های فعالان
در را آن ها است ممکن که هستند مواجه ریسک هایی با بازار همواره آتی وضعیت از اطمینان
مناسبی راهکار های که است بوده  این بر تلاش همواره منظور بدین دهد. قرار زیان معرض
سرمایه بازار فعالان روی پیش ریسک های عبارتی به و شود اتخاذ ریسک ها این پوشش برای

شوند. مدیریت

نیازها پیش ۳ .۱
مطالب می پردازیم. اولیه اصطلاحات و مفاهیم برخی بیان به خلاصه طور به فصل، این در
و [۴] ،[۳] مراجع از است، شده مشخص روشنی به که مواردی جز به فصل این در شده ارائه

شده اند. گرفته [۸]

احتمال و اندازه نظریه ۱ .۳ .۱
نظریه دیگر عبارت به است. ریاضیات دیدگاه از احتمالی رویدادهای مطالعه ی احتمال، نظریه

دارد. سروکار تصادفی وقایع تحلیل با که است ریاضیات از شاخه ای احتمال
توانی مجموعه  از ناتهی زیرمجموعه ای F و ناتهی مجموعه ای Ω کنید فرض .۱ .۳ .۱ تعریف

هرگاه است Ω روی میدان ⁃σ یک F باشد، Ω مجموعه
، Ω ∈ F .۱

،Ac ∈ F آنگاه A ∈ F اگر .۲
.
∞⋃
i=۱

Ai ∈ F آنگاه A۱, A۲, A۳, · · · ∈ F اگر .۳
شده تولید σ⁃میدان باشد، بازه ها تمام مجموعه ی F و (Rn (یا Ω = R اگر .۲ .۳ .۱ تعریف

می دهند. نشان B با و گویند بورل σ⁃میدان را F توسط
باشد، Ω ناتهی مجموعه ی زیرمجموعه های از σ⁃میدان یک F کنید فرض .۳ .۳ .۱ تعریف

هرگاه گوییم اندازه یک را µ : F → [۰,+∞] تابع
،۰ ≤ µ(A) ≤ ∞ باشیم؛ داشته A ∈ F مجموعه هر برای .۱

،⋃
n≥۱

An ∈ F به طوری که باشد F هم از جدا دو به دو اعضای از دنباله ای {An}n≥۱ اگر .۲
باشیم؛ داشته آنگاه

µ(
⋃
n≥۱

An) =
∑
n≥۱

µ(An).



۳ نیازها پیش
اعضای از {An}n≥۱ دنباله هرگاه گوییم σ⁃متناهی را µ : F → [۰,+∞] اندازه .۴ .۳ .۱ تعریف
داشته n ≥ ۱ هر برای و X =

⋃
n≥۱

An به طوری که باشد داشته وجود F هم از جدا دو به دو
باشیم؛

µ(An) <∞.

باشد، آن زیرمجموعه های از σ⁃میدانی ،F و ناتهی مجموعه ای Ω کنید فرض .۵ .۳ .۱ تعریف
گویند. اندازه پذیر فضای یک را (Ω,F) مرتب زوج

می نامیم. اندازه فضای را (Ω,F , µ) سه تایی آنگاه باشد F روی اندازه ای µ اگر
نقطه ای (جرم دیراک اندازه باشد. اندازه پذیر فضای یک (Ω,F) کنید فرض .۶ .۳ .۱ تعریف

می شود. تعریف زیر به صورت A ∈ F مجموعه هر برای x ∈ E نقطه یک به مربوط دیراک)

δx(A) =


۱ x ∈ A,

۰ x /∈ A.

روی رادون اندازه .E ⊂ Rd و باشد Rd روی بورل میدان ⁃σ ،B کنید فرض .۷ .۳ .۱ تعریف
باشیم: داشته فشرده اندازه پذیر مجموعه ی هر برای به طوری که است µ اندازه یک (E,B)

B ∈ B, µ(B) <∞.

هر برای هرگاه گوییم اندازه پذیر را f : (Ω,F) → (Y,B) ،fمقدار حقیقی تابع .۸ .۳ .۱ تعریف
باشیم: داشته B σ⁃میدان از B

f−۱(B) = {w ∈ Ω : f(w) ∈ B} ∈ F .

روی علامت دار اندازه یک باشد. اندازه پذیر فضای یک (Ω,F) کنید فرض .۹ .۳ .۱ تعریف
هرگاه است V : F → [−∞,+∞] چون تابعی (Ω,F)

،V (∅) = ۰ .۱
بپذیرد، را −∞ یا +∞ مقادیر از یکی حداکثر V .۲

،⋃
n≥۱

An ∈ F به طوری که باشند F در هم از جدا دو به دو اعضای از دنباله ای {An}n≥۱ اگر .۳
باشیم: داشته آنگاه

V (
⋃
n≥۱

An) =
∑
n≥۱

V (An).

است. علامت دار اندازه یک اندازه، هر بنابراین
قسمی که به باشد تابعی f : Ω → [−∞,∞] و باشد (Ω,F) روی اندازه یک µ اگر .۱ .۳ .۱ مثال
علامت دار اندازه یک V (E) =

∫
E fdµ آنگاه باشد متناهی ∫ f−dµ و ∫ f+dµ مقدار دو از یکی

است.



مقدمات و مفاهیم ۴
باشد. Ω ناتهی مجموعه ی زیرمجموعه های از σ⁃میدان یک F کنید فرض .۱۰ .۳ .۱ تعریف

هرگاه گوییم احتمال اندازه یک را P : F → [۰, ۱] ،P تابع
،P (Ω) = ۱ .۱

،⋃
n≥۱

An ∈ F به طوری که باشند Fدر هم از جدا دو به دو اعضای از دنباله ای {An}n≥۱ اگر .۲
باشیم: داشته آنگاه

P (
⋃
n≥۱

An) =
∑
n≥۱

P (An).

می نامیم. احتمال فضای را (Ω,F , P ) تایی سه
{Ft}t∈I نماد با و گویند فیلتر یک را σ⁃میدان ها از صعودی دسته ی هر .۱۱ .۳ .۱ تعریف
شمارش ناپذیر یا شمارش پذیر می تواند که است اندیس گذار مجموعه ی I آن در که می دهند نمایش

باشد.
احتمال فضای یک را {Ft}t≥۰ فیلتر به شده مجهز (Ω,F , P ) احتمال فضای .۱۲ .۳ .۱ تعریف

می دهند. نشان (Ω,F , {Ft}t≥۰, P ) با و می نامند فیلترشده
این روی دیگری احتمال اندازه Q و احتمال فضای یک (Ω,F , P ) کنید فرض .۱۳ .۳ .۱ تعریف

باشد، فضا
،A ∈ F هر برای اگر

P (A) = ۰ ⇒ Q(A) = ۰,
A ∈ F هر برای اگر همچنین .Q≪ P می نویسیم و است پیوسته مطلقا P به نسبت Q آنگاه

P (A) = ۰ ⇐⇒ Q(A) = ۰,
.Q ∼ P می نویسیم و هستند معادل اندازه های P و Q گوییم

صورت این در Xباشد. از زیرمجموعه ای A و ناتهی Xمجموعه ای کنید فرض .۱۴ .۳ .۱ تعریف
می کنیم. تعریف زیر صورت به  x ∈ X هر برای را ۱A : X → {۰, ۱} یعنی ،X در A مشخصه تابع

۱A(x) =


۱ x ∈ A,

۰ x ∈ X −A.

مجموعه هر می توان و نیست الزامی ولی است معمول تر چند هر {۰, ۱} مجموعه انتخاب البته
عضو هر به و یک عدد A مجموعه عضو هر به تابع این کرد. انتخاب نیز را دیگر عضوی دو
نسبت را صفر مقدار ندارند تعلق A به ولی هستند X به متعلق که عناصری یعنی X − A

می دهد.



۵ نیازها پیش

تصادفی فرآیند ۲ .۳ .۱
را (R,B) اندازه پذیر فضای به (Ω,F , P ) احتمال فضای از اندازه پذیر تابع هر .۱۵ .۳ .۱ تعریف

گوییم. تصادفی متغیر یک
با که X توسط شده تولید σ⁃میدان باشد، تصادفی متغیر یک X کنید فرض .۱۶ .۳ .۱ تعریف

می کنیم. تعریف زیر به صورت را می شود داده نشان F(X) نماد
F(X) = {X−۱(A) : A ∈ B}.

تصادفی فرآیند یک تصادفی، متغیرهای از ناشمارا) یا (شمارا خانواده هر .۱۷ .۳ .۱ تعریف
می شود. نامیده

تابع باشد. (Ω,F , P ) احتمال فضای روی تصادفی متغیر یک X کنید فرض .۱۸ .۳ .۱ تعریف
است. زیر صورت به x حقیقی عدد هر برای می شود، داده نشان FX با که X توزیع

FX(x) = PX(−∞, x] = P{X ≤ x},

می شود. نامیده تصادفی متغیر توزیع و است B روی X توسط شده القا اندازه ی PX آن در که
مسیر ،w ∈ Ω هر برای باشد. (Ω,F) روی تصادفی فر آیند {Xt}t≥۰ کنید فرض .۱۹ .۳ .۱ تعریف

می شود. نامیده فرآیند مسیر که می کند تعریف را زمان از تابعی X(w) : t→ Xt(w)

هرگاه می گوییم سازگار {Ft}t≥۰ فیلتر به نسبت را {Xt}t≥۰ تصادفی فرآیند .۲۰ .۳ .۱ تعریف
باشد. اندازه پذیر Ft به نسبت Xt ،t ≥ ۰ هر برای

است. سازگار آن به نسبت X تصادفی فرآیند که است فیلتری کوچک ترین طبیعی، فیلتر
ریاضی امید بگیرید. نظر در را (Ω,F , P ) احتمال فضای Xروی تصادفی متغیر .۲۱ .۳ .۱ تعریف

می شود. تعریف زیر صورت به  X انتظار) مورد (ارزش
E(X) =

∫
Ω
X(ω)dp(ω),

.E|X| طوری که ∞> به
می شود. تعریف زیر به صورت X تصادفی متغیر واریانس .۲۲ .۳ .۱ تعریف

V ar(X) = E(X۲)− [E(X)]۲.

است. زیر به صورت Y Xو تصادفی متغیر دو کوواریانس .۲۳ .۳ .۱ تعریف
Cov(X,Y ) = E(X)E(Y ).



مقدمات و مفاهیم ۶
هرگاه: می نامند هم از مسقل را Y Xو تصادفی متغیر دو .۲۴ .۳ .۱ تعریف

E(XY ) = E(X)E(Y ).

بود. خواهد صفر آنها کوواریانس آنگاه باشند مستقل تصادفی متغیر دو اگر
است. زیر به صورت Y Xو تصادفی متغیرهای همبستگی ضریب .۲۵ .۳ .۱ تعریف

ρ(X,Y ) =
Cov(X,Y )√
V ar(X)V ar(Y )

.

Z و F از σ⁃میدان زیر یک D و احتمال فضای یک (Ω,F , P ) کنید فرض .۲۶ .۳ .۱ تعریف
D⁃اندازه تصادفی متغیر یک D شرط به Z امید باشد. انتگرال پذیر و نامنفی تصادفی، متغیری

داریم: D ∈ D هر برای و می دهیم نشان E(Z|D) با را آن که است (Ω,F) روی ∫ پذیر
D
E(Z|D)dP =

∫
D
ZdP.

شرطی: امید خواص .۱ .۳ .۱ ملاحظه
.E(X|D) ≥ ۰, a.s آنگاه، X ≥ ۰ اگر .۱

.E(X + Y |D) = E(X|D) + E(Y |D), a.s .۲
.E(aX|D) = aE(X|D), a.s داریم: a ∈ R هر برای .۳

.E(X|D) = E(X), a.s آنگاه D = {Ω,∅} اگر .۴
.E(E(X|D۲)|D۱) = E(X|D۱), a.s آنگاه باشد، D۲ از میدان σ زیر یک D۱ اگر .۵

.E(E(X|D)) = E(X), a.s .۶
(Ω,F) روی T تصادفی متغیر باشد. اندازه پذیر فضای یک (Ω,F) کنید فرض .۲۷ .۳ .۱ تعریف
می شود نامیده {Ft}t≥۰ به نسبت توقف زمان یک می کند، اختیار [۰,∞] از را خود مقادیر که

.{T ≤ t} ∈ Ft باشیم: داشته ،t ≥ ۰ هر برای هرگاه
فیلتر به نسبت Tn ،n ≥ ۱ هر برای و تصادفی فرآیند یک {Xt} کنید فرض .۲۸ .۳ .۱ تعریف
صورت به و می دهیم نشان XTn(t) نماد با را شده متوقف فرآیند باشد. توقف زمان {Ft}t≥۰

می کنیم. تعریف زیر
∀w ∈ Ω, XTn(w) = XTn∧t(w).

[a, b] ⊂ R از افراز یک P = {a = t۱ < t۲ < · · · < tn+۱ = b} کنید فرض .۲۹ .۳ .۱ تعریف
می شود. تعریف زیر صورت به P بر f تابع تغییر باشد.

V arP (f) =
n∑

i=۱
|f(ti+۱)− f(ti)|.



۷ نیازها پیش
می شود. نامیده متناهی تغییر با [a, b] بازه بر f تابع آنگاه باشد متناهی supP V arP (f) اگر

تغییر با f تابع آنگاه باشد متناهی تغییر با بازه، هر بر و شده تعریف R یا [a, b] بازه بر f تابع اگر
است. متناهی

متناهی تغییر با یک، احتمال با آن مسیرهای هرگاه گویند متناهی تغییر با را تصادفی فرآیند
می شود. خوانده نامتناهی تغییر با فرآیند این صورت غیر در باشد

مارتینگل  ۳ .۳ .۱
هرگاه گوییم مارتینگل {Ft}t∈Z+ فیلتر به نسبت را {Mt}t∈Z+ تصادفی فرآیند .۳۰ .۳ .۱ تعریف

باشد، سازگار {Ft}t∈Z+ فیلتر به نسبت {Mt}t∈Z+ .۱
باشد، انتگرال پذیر Mt ،t هر برای .۲

.E(Mt+۱|Ft) =Mt, a.s. باشیم داشته t ≥ ۱ هر برای .۳
است. آن فعلی مقدار مارتینگل، یک آینده مقدار برای پیش بینی بهترین دیگر، بیان به

ویژگی ها و تعریف براونی: حرکت ۴ .۳ .۱
معادلات و مدرن احتمال نظریه ی سنگ بنای و تصادفی فرآیندهای اساسی ترین از براونی حرکت
روبرت افتخار به را هستند معلق آب سطح در که گیاهان گرده نامنظم حرکت است. دیفرانسیل
نامنظم حرکت میلادی ۱۸۲۷ تابستان در بار نخستین برای که اسکاتلندی گیاه شناس ،۱ براون
آلبرت میلادی ۱۹۰۵ سال در نامیدند. براونی حرکت کرد، مشاهده را آب در معلق گیاهان گرده
به کرد. معرفی آب مایع مولکول های به گرده دانه های برخورد حاصل را حرکت این ۲ انیشتین
هستند، نامنظمی حرکت دارای مایعات یا و گازها در موجود مولکول های و ذرات دیگر، عبارت
حرکت، این به دهند جهت تغییر یکدیگر با برخورد با و کنند حرکت می توانند طرف هر به یعنی
مباحث به حتی و شده بیشتر براونی حرکت کاربرد گستره آن از پس می گویند. براونی حرکت
نوربرت میلادی ۱۹۱۸ سال در است. شده وارد نیز سهام قیمت مدل سازی مانند مالی ریاضیات
کرد. بررسی کامل به طور را براونی حرکت الگوی آمریکایی، نابغه و برجسته ریاضیدان ۳ وینر
گفته نیز وینر فرآیند امروزه که را براونی حرکت مطلوب فرآیند میلادی ۱۹۲۳ سال در وی

.[۶] [۱۱]و می شود بیان زیر به صورت که کرد سازی مدل می شود
براونی فرآیند یک را (Ω,F , P ) احتمال فضای بر {Bt}t≥۰ تصادفی فرآیند .۳۱ .۳ .۱ تعریف

کند. صدق زیر ویژگی های در هرگاه گوییم استاندارد براونی حرکت یا استاندارد
1Robert Brown
2Albert Einstein
3Norbert Wiener



مقدمات و مفاهیم ۸
،B۰ = ۰ .۱

صفر میانگین با نرمال توزیع دارای Bt − Bs تصادفی متغیر ،s ≤ t که s و t هر ازای به .۲
باشد. t− s واریانس و

مستقل ،۰ ≤ t۱ ≤ t۲ ≤ · · · ≤ tn برای Btn − Btn−۱ , · · · , Bt۲ − Bt۱ تصادفی متغیرهای .۳
باشند. هم توزیع و

است. زیر شرح به براونی فرآیند اساسی ویژگی دو
داریم: ،۰ ≤ s ≤ t هر برای که معنی این به است مارتینگل یک براونی حرکت .۱

E[Bt|Fs] = Bs.

برهان.
E[Bt|Fs] = E[Bt −Bs +Bs|Fs],

= E[Bt −Bs|Fs] + E[Bs|Fs],

= ۰ +Bs = Bs.

،۰ ≤ s ≤ t هر برای همچنین
E[BsBt] = min{s, t}.

داشت؛ خواهیم ،s < t برای برهان.
E[BtBs] = E[(Bt −Bs +Bs)Bs],

= E[Bt −Bs]E[Bs] + E[B۲
s ],

= ۰ + s = s.

.t ∧ s = min{s, t} آن در که E[BtBs] = t ∧ s بنابراین
و نامنظم بسیار براونی حرکت مسیرهای است. پیوسته مسیرهای دارای براونی حرکت .۲
نامتناهی تغییر آن مسیرهای و نیستند پذیر مشتق مثال برای اند. پیش بینی قابل غیر

هستند.
فرآیند صورت این در باشد. استاندارد براونی حرکت یک {Bt}t≥۰ کنید فرض .۳۲ .۳ .۱ تعریف

می کند صدق زیر معمولی دیفرانسیل معادله در که {Xt}t≥۰ تصادفی
dXt = αXtdt+ σXtdBt,

می گویند. هندسی براونی حرکت را هستند ثابت مقادیر α, σ آن در و



۹ ایتو انتگرال
است. برقرار زیر روابط X۰ = x۰ فرض با {Xt}t≥۰ هندسی براونی حرکت برای .۱ .۳ .۱ قضیه

.E(Xt) = x۰ exp(αt) .۱
.Xt = x۰ exp{(α− ۱۲σ۲)t+ σBt} .۲

شود. رجوع [۸] به برهان

ایتو انتگرال ۴ .۱
به  دست زمان به نسبت را می کند حرکت جوی آب سطح در که ذره ای حرکت معادله می خواهیم
و باد وزش که ضرباتی دلیل به ،(T > ۰) و t ∈ [۰, T ] ،t لحظه در ذره مکان که آنجا از آوریم.
زیر به صورت آن معادله است)، (تصادفی نیست مشخص می کنند وارد آن به آب مولکول های

بود: خواهد
dXt

dt
= b(t,Xt) + σ(t,Xt)( ,(نوفه (۱ .۱)

مانند تصادفی فرآیند ۱ نوفه و هستند [۰,∞]× Ω روی شده داده حقیقی توابع σ و b آن در که
می کند. صدق زیر شرط سه در که است Zt

باشند. هم از مستقل Zt۲ و Zt۱ ،t۱ ̸= t۲ که t۱, t۲ ∈ [۰, T ] هر برای ●
بستگی t به t۱ ≤ t۲ ≤ · · · ≤ tn ≤ T ،Ztn+t, . . . , Zt۱+t تصادفی متغیرهای توأم توزیع ●

باشد. نداشته
.E(Zt) = ۰ ،t ∈ [۰, T ] هر برای ●

رابطه گسسته سازی با است. [۰, T ] فاصله از افرازی ۰ = t۰ < t۱ < · · · < tm = T کنید فرض
داشت: خواهیم (۱ .۱)

Xtk+۱ −Xtk = b(tk, Xtk)∆tk + σ(tk, Xtk)∆tkZk.

لذا می باشد. براونی فرآیند است پیوسته مسیرهای دارای که ویژگی ها این با فرآیندی تنها
نوشت: می توان

Xt = X۰ +
k−۱∑
j=۰

b(tj , Xj)∆tj +
k−۱∑
j=۰

σ(tj , Xj)∆Bj .

داریم. را زیر رابطه باشد داشته وجود ∆t→ ۰ وقتی بالا عبارت راست طرف حد اگر
Xt = X۰ +

∫ t

۰ b(s, w)ds+

∫ t

۰ σ(s, w)dBs.

1Noise



مقدمات و مفاهیم ۱۰
کنیم. محاسبه را زیر انتگرال های است لازم {Xt} فرآیند کردن پیدا برای روشنی به ∫بنابراین T

s
f(t, w)dBt(w),

برای است. [۰,∞) × Ω روی حقیقی تابعی f و استاندارد بعدی یک براونی فرآیند Bt(w) که
می کنیم. طی را زیر مراحل هدف این به رسیدن

یعنی باشد. ابتدایی تابعی ϕ : [۰,∞)× Ω → R کنید فرض اول گام
ϕ(t, w) = X(w)Π(a,b](t), a, b ∈ [۰,∞),

می کنیم؛ تعریف این صورت ∫در t

a
ϕ(s, w)dBs =

∫ t

a
X(w)χ[a,b)(t)dBs(w) = X(w)[Bb∧t(w)−Ba∧t(w)],

.x ∧ y = min{x, y} ،x, y ∈ R هر برای آن در که
یعنی باشد. [۰,∞)× Ω روی ساده تابعی f کنید فرض دوم گام

f =
n∑

j=۰
ϕi,

می کنیم تعریف صورت این در هستند. ابتدایی توابع ها ϕi آن در که
∫ t

a
fdBs =

n∑
j=۰

∫ t

a
ϕidBs. (۲ .۱)

با توابع از رده ای ،[۰,∞) × Ω مجموعه روی f(t, w) توابع از P۲ رده ی .۱ .۴ .۱ تعریف
است. زیر ویژگی های

است، B⁃ اندازه پذیر × F ،(t, w) → f(t, w) تابع ●
باشد، Ft⁃اندازه پذیر ،f(t, .) تابع ،t هر ازای به ●

.E[ ∫ T۰ f۲(s, w)ds] <∞ ،T ≥ ۰ هر برای ●
آنگاه باشد، ابتدایی و کران دار ϕ(t, w) تابع اگر .( ۱ ایتو ایزومتری ) ۱ .۴ .۱ لم

E

[(∫ T

s
ϕ(t, w)dBt(w)

)۲]
= E

[ ∫ T

s
ϕ۲(t, w)dt

]
.

کنید. رجوع [۲۹] به برهان.
1Ito



۱۱ ایتو انتگرال
،f ∈ P۲ برای زیرا کنیم تعریف f ∈ P۲ هر برای را ∫ T

s f(t, w)dBt می توانیم اکنون سوم گام
میل f به که است موجود {ϕn}n≥۰ مانند ابتدایی توابع از دنباله ای قبل لم به توجه با

کرد؛ تعریف می توان پس ∫می کند. T

۰ fdBt = lim
n→∞

∫ T

۰ ϕndBt.

می نامند. ایتو انتگرال را اخیر انتگرال که

بعدی یک حالت در ایتو فرمول ۱ .۴ .۱
تصادفی انتگرال یک باشد. (Ω, F, P ) روی استاندارد براونی حرکت یک {Bt}t≥۰ کنید فرض

صورت به و است (Ω, F, P ) روی Xt تصادفی فرآیند یک بعدی، یک
Xt(ω) = X۰(ω) +

∫ t

۰ u(s, ω)ds+

∫ t

۰ v(s, ω)dBs.

گیری مشتق با یا u, v : [۰,∞)× Ω → R آن در که
dXt = udt+ vdBt,

آنگاه ،Yt = g(t,Xt) دهیم اگرقرار می شود. بیان
dYt =

∂g

∂t
(x, t)dt+

∂g

∂x
(x, t)dXt +

۱
۲
∂۲g
∂x۲ (x, t)(dXt)

۲,

می شود. محاسبه زیر قوانین مطابق و (dXt)
۲ = (dXt) · (dXt) آن در که

dBt · dBt = dt, dt · dt = dt · dBt = dBt · dt = ۰.

کلی حالت در ایتو فرمول ۲ .۴ .۱
باشد. زیر تصادفی دیفرانسیل معادله جواب {Xt}t≥۰ کنید فرض
dXt = µ(Xt, t)dt+ σ(Xt, t)dBt,

دارای f(Xt, t) فرآیند آنگاه .f(x, t) ∈ C ۲([۰,∞)× Rn) که می کنیم فرض به گونه ای را f تابع
می شود. شناخته بعدی چند ایتو فرمول به که می باشد زیر تصادفی دیفرانسیل معادله

df(x, t) =
∂f

∂t
dt+

n∑
i=۱

∂f

∂xi
dXi +

۱
۲

n∑
i=۱

n∑
j=۱

∂۲f
∂xixj

dXidXj .

یعنی براونی، حرکت های بودن مستقل فرض با
dWi · dWi = dt, i = ۱,۲, . . . , d,
dWi · dWj = ۰, i ̸= j.



مقدمات و مفاهیم ۱۲
داریم:

df(x, t) =

∂f
∂t

+

n∑
i=۱

µi
∂f

∂xi
+

۱
۲

n∑
i,j=۱

Cij
∂۲f
∂xixj

 dt+

n∑
i=۱

σi
∂f

∂xi
dBi.

اندازه تغییر ۵ .۱
و باشد نامنفی تصادفی متغیر یک Z و احتمال فضای یک (Ω,F ,P) کنید فرض .۱ .۵ .۱ قضیه

می کنیم؛ تعریف A ∈ F برای E [Z ] = ۱
P̃(A) =

∫
A
ZdP.

آنگاه باشد، نامنفی تصادفی متغیر یک X اگر این، علاوه بر است. احتمال اندازه یک P̃ آنگاه
Ẽ[X] = E[XZ].

داریم: باشد، مثبت تصادفی متغیر Z اگر همچنین
Ẽ[Y ] = E

[
Y

Z

]
.

کنید. رجوع [۳۳] به برهان.
باشد. P معادل احتمال اندازه P̃ و احتمال فضای یک (Ω,F ,P) کنیم فرض .۱ .۵ .۱ تعریف

که باشد مثبتی تصادفی متغیر Z اگر
P̃ (A) =

∫
A
ZdP.

Z آنگاه
که می شود نامیده P به نسبت P̃ ۱ رادون⁃نیکودیم مشتق

Z =
dP̃

dP
.

(Ω,F) روی شده تعریف معادل احتمال اندازه های P̃ و P اگر (رادون⁃نیکودیم). ۲ .۵ .۱ قضیه
داشته A ∈ F هر وبرای E[Z] = ۱ به طوری که دارد وجود Z مثبت تصادفی متغیر آنگاه باشند،

باشیم:
P̃ (A) =

∫
A
ZdP.

کنید. رجوع [۳۳] به برهان.
1Rodon­Nikodym



۱۳ اندازه تغییر
روی براونی حرکت یک ، ۰ ≤ t ≤ T ،B(t) کنید فرض بعدی). تک ۱ (گیرسانوف ۳ .۵ .۱ قضیه
همچنین باشد. براونی حرکت برای فیلتر یک ،۰ ≤ t ≤ T ، F(t) و (Ω,F ,P) احتمال فضای

می کنیم؛  تعریف باشد. سازگار F(t) فرآیند یک θ(t) کنید فرض
Z(t) = exp

{
−
∫ t

۰ θ(u)dB(u)− ۱
۲
∫ t

۰ θ۲(u)du
}
,

B̃(t) =

∫ t

۰ θ(u)du+B(t).

اگر
E

[∫ t

۰ θ۲(u)Z۲(u)du
]
<∞,

B̃ ،P̃ احتمال اندازه تحت و E[Z] = ۱ ،P احتمال اندازه تحت آنگاه ، Z = Z[T ] دهیم قرار و
است. براونی حرکت یک

کنید. رجوع [۳۳] به برهان.
کنید فرض d⁃بعدی). (گیرسانوف ۴ .۵ .۱ قضیه

B(t) =
(
B۱(t), B۲(t), · · · , Bd(t)

)
, ۰ ≤ t ≤ T,

فیلتر یک ،۰ ≤ t ≤ T ،F(t) و (Ω,F ,P) احتمال فضای روی d⁃بعدی براونی حرکت یک
فرآیند یک ،θ(t) =

(
θ۱(t), θ۲(t), · · · , θd(t)

) کنید فرض همچنین باشد. براونی حرکت برای
می کنیم؛ تعریف باشد سازگار F(t) d⁃بعدی

Z(t) = exp

{
−
∫ t

۰ θ(u)dB(u)− ۱
۲
∫ t

۰ θ۲(u)du
}
,

B̃j(t) =

∫ t

۰ θj(u)du+Bj(t).

است. براونی حرکت یک B̃ ، P̂ احتمال اندازه تحت (۳ .۵ .۱) قضیه شرایط گرفتن نظر در با
کنید. رجوع [۳۳] به برهان.

یک P تحت X و معادل احتمال اندازه های Q و P اگر (گیرسانوف⁃میر). ۵ .۵ .۱ قضیه
بود خواهد Q تحت نیم مارتینگل یک X آنگاه باشد، X = M + A تجزیه با نیم مارتینگل

آن در که دارد X = L+ C به فرم تجزیه ای و
Lt =Mt −

∫ t

۰
۱
Zs

⟨Z,M⟩s,

است. متناهی تغییرات با فرآیند یک Q تحت C = X − L و Q⁃مارتینگل یک
1Girsanov



مقدمات و مفاهیم ۱۴
زیر مرزی مقدار مسئله ی برای جوابی F کنید فرض .( ۱ فاینمن⁃کاک (قضیه  ۶ .۵ .۱ قضیه

باشد.
∂F

∂t
(t, x) + µ(t, x)

∂F

∂x
(t, x) + ۱۲σ۲(t, x)∂

۲F
∂x۲ (t, x) = ۰,

F (T, x) = ϕ(x).

فرآیند کنید فرض همچنین
σ(s,Xs)

∂F

∂x
(s,Xs),

است. زیر تصادفی دیفرانسیل معادله جواب X آن در که است L۲ به متعلق
dXs = µ(Xs, s)ds+ σ(Xs, s)dWs,

Xt = x.

می باشد. زیر به صورت نمایشی دارای F این صورت در
F (t, x) = E[ϕ(XT )|Xt = x].

کنید. رجوع [۲۵] به برهان.
در که باشد اروپایی اختیار یک قیمت V کنید فرض فاینمن⁃کاک). (کاربرد ۷ .۵ .۱ قضیه

می کند. صدق زیر مرزی مقدار مسئله ی
∂V

∂t
(t, s) + µ(t, s)

∂V

∂s
(t, s) + ۱۲σ۲(t, s)∂

۲V
∂s۲ (t, s) = ۰,

V (T, s) = P (s).

قیمت و باشد استاندارد براونی فرآیند Bt اگر است. T زمان در اختیار بازده P (s) آن در که
کند پیروی زیر دیفرانسیل معادله  از پایه دارایی

dSt = µ(t, St)dt+ σ(t, St)dBt,

است. زیر به صورت نمایشی دارای V آنگاه
V (t, St) = E[P (ST )|St = s].

،V برای ایتو فرمول بنابر برهان.
dV (t, St) =

∂V (t, St)

∂t
dt+

∂V (t, St)

∂St
dSt +

۱
۲
∂۲V (t, St)

∂S۲
t

(dSt)
۲.

می گیریم؛ نتیجه فوق معادله در آن جایگذاری و ،dSt تصادفی دیفرانسیل معادله به توجه با
dV (t, St) =

(
∂V (t, St)

∂t
+ µ(t, St)

∂V (t, St)

∂St
+

۱
۲σ۲(t, St)∂

۲V (t, St)

∂S۲
t

)
dt+σ(t, St)

∂V (t, St)

∂St
dBt.

1Finman­kak Theorem



۱۵ مالی مفاهیم
فرض به توجه با

∂V (t, St)

∂t
+ µ(t, St)

∂V (t, St)

∂St
+

۱
۲σ۲(t, St)∂

۲V (t, St)

∂S۲
t

= ۰,
بنابراین

dV (t, St) = σ(t, St)
∂V (t, St)

∂St
dBt.

نوشت؛ می توان تساوی طرف دو از انتگرال گیری با
V (t, St) = V (T, ST )−

∫ T

t
σ(u, Su)

∂V (u, Su)

∂Su
dBu.

داریم؛ dBt ∼ N(۰, dt) و σ(t, St)∂V (t, St)

∂St
∈ L۲ اینکه به توجه با و

E

[∫ T

t
σ(u, Su)

∂V (u, Su)

∂Su
dBu|St = s

]
= ۰,

بنابراین و
V (t, St) = E[V (T, ST )|St = s].

نوشت؛ می توان ،V (T, ST ) = P (ST ) اینکه به توجه با
V (t, St) = E[P (ST )|St = s].

مالی مفاهیم ۶ .۱
شده است. تشریح و معرفی مالی ریاضیات به مربوط نیاز مورد مفاهیم بخش، این در

معامله اختیار ۱ .۶ .۱
مالی، بازارهای در سرمایه و پول جریان های برای که است ریاضیات از شاخه ای مالی ریاضیات
توصیف به ریاضی ابزارهای کمک به دیگر، عبارت به می کند. مطالعه و طراحی ریاضی مدل های
فروش و خرید محل مالی بازارهای می پردازد. مالی بازارهای مختلف رفتارهای سازی مدل و
قراردادهایی قرضه اوراق و سهام نظیر پایه دارایی های فروش و خرید بر و علاوه هستند  دارایی ها

می گیرند. قرار توجه مورد نیز مالی مشتقات عنوان تحت
خریداری را آنها سرمایه گذار یک که دارایی ها سایر یا سهام از مناسب ترکیبی .۱ .۶ .۱ تعریف
ریسک کردن تقسیم سهام، سبد تشکیل از هدف می نامند. پرتفوی یا سهام سبد را است کرده
را دیگر سهام ضرر می تواند سهم یک سود صورت این در است. سهم چند بین سرمایه گذاری

کند. جبران



مقدمات و مفاهیم ۱۶
احتمال عادی شرایط در تا می شود انتخاب به صورتی و ریسک کاهش منظور به پرتفوی

شود. صفر به نزدیک شده) خریداری سهام های (شامل دارایی ها همه بازده کاهش
زیر به صورت h پرتفوی ارزش فرآیند بگیرید. نظر در را h = (x, y) پرتفوی .۲ .۶ .۱ تعریف

می شود. تعریف
V h
t = xBt + ySt, t = ۰, ۱.

ورق یک قیمت فرآیند Bt و t زمان در ( تصادفی (فرآیند سهم هر قیمت فرآیند St آن در که
است. t زمان در ( قطعی (فرآیند قرضه

داشته ،t = ۰, ۱, . . . , T − ۱ برای هرگاه گوییم تامین خود را پرتفوی استراتژی .۳ .۶ .۱ تعریف
باشیم؛

xt(۱ +R) + ytSt = xt+۱(۱ +R) + yt+۱St,

شده تشکیل t − ۱ زمان در که xt(۱ + R) + ytSt قدیم پرتفوی ارزش از استفاده با عبارتی به
داد. تشکیل t لحظه در xt+۱(۱ +R) + yt+۱St ارزش به جدید پرتفوی می توان است،

نمی شود برداشت آن از پولی و نمی شود وارد پولی گاه هیچ تامین خود پرتفوی در واقع در
بود. خواهد پرتفوی ارزش در تغییر تنها و

هرگاه می شود نامیده T سررسید زمان با مشروط ادعای یک X تصادفی متغیر .۴ .۶ .۱ تعریف
می کند. دریافت را X تصادفی مقدار t = T در ادعا این دارنده .X ∈ FT

موضوع دارایی فروش یا خرید ( الزام (نه حق آن دارنده به که را قراردادی .۵ .۶ .۱ تعریف
می گویند. معامله اختیار می دهد مشخص تاریخ در و معین قیمت به را قرارداد

قیمت با را قرارداد موضوع دارایی که می دهد را حق این آن دارنده به ( (فروش خرید اختیار
و خرید اختیارهای از یک هر (بفروشد). کند خریداری آن از قبل یا مشخص تاریخ در و معین
تاریخ در فقط اروپایی اختیار کرد. تقسیم آمریکایی و اروپایی حالت دو به می توان را فروش
سررسید، از قبل زمان هر در می توان را آمریکایی اختیار حالی که در است، اجرا قابل سررسید

کرد. اجرا سررسید در یا
و خرید نیز معامله اختیار قرضه، اوراق و سهام نظیر پایه دارایی بر علاوه  مالی بازارهای در
آن عادلانه ی قیمت تعیین معامله، اختیار قیمت گذاری مسئله حل از منظور می شود. فروش

می شود. داده نشان πt با که است t ∈ [۰, T ] لحظه در
حالت در سررسید تاریخ در پایه دارایی قیمت بودن تصادفی به توجه با می خواهیم اکنون
می کنیم فرض کنیم. بررسی را اروپایی معامله های اختیار در سرمایه گذار سرمایه ی بازده ، کلی
قیمت را ST و توافقی قیمت را K اگر نمی باشد. دخیل اینجا در سرمایه گذاری اولیه مبلغ که
اروپایی خرید اختیار یک در خرید موقعیت از حاصل بازده بدانیم، سررسید زمان در پایه دارایی

از: است عبارت
max{ST −K, ۰}.



۱۷ مالی مفاهیم

اروپایی. معاملات اختیار فروش یا خرید از حاصل بازدهی :۱ .۱ شکل
به ترتیب است کرده اتخاذ اروپایی خرید اختیار یک در فروش موقعیت که سرمایه گذاری بازده

بود. خواهد زیر
−max{ST −K, ۰} = min{K − ST , ۰}.

کرده اتخاذ اروپایی فروش اختیار یک در خرید موقعیت که سرمایه گذاری بازده ترتیب این به
می باشد. زیر به صورت است

max{K − ST , ۰}.
است. زیر به صورت اروپایی فروش اختیار قرارداد در فروش موقعیت دارنده بازده همچنین

−max{K − ST , ۰} = min{ST −K, ۰}.
استاندارد، معامله های اختیار بر علاوه می دهند. نشان را حالات این ۱ .۱ شکل نمودارهای
یا غیراستاندارد معامله اختیار قراردادهای دارند. وجود نیز غیراستاندارد معامله های اختیار
که می دهند به دست را بازده هایی قواعد، سری یک از استفاده با که هستند اختیاراتی نامتعارف،
اختیارات جمله از نیست. آسان و ساده استاندارد معامله اختیار همچون بازده ها این محاسبه
دسته ای برد. نام را ۳ مانع و گذشته به ۲ متکی اختیار ،۱ آسیایی اختیار می توان غیراستاندارد
وابسته آن، بازده که اختیاری می باشند. توان معاملات اختیار غیراستاندارد، اختیارات از دیگر
ST اگر می نامند. استاندارد توان معامله اختیار را است m > ۰ از توانی با پایه دارایی قیمت به
اختیار از حاصل بازده بدانیم، توافقی قیمت را K و T > ۰ سررسید تاریخ در پایه دارایی قیمت

از: است عبارت استاندارد m⁃ام توان خرید
max{Sm

T −Km, ۰}.
1Asian option
2Look back option
3Barrier option



مقدمات و مفاهیم ۱۸
است. زیر به صورت استاندارد m⁃ام توان فروش اختیار از حاصل بازده ترتیب، به همین و

max{Km − Sm
T , ۰}.

معامله های اختیار به نسبت که توجهی قابل نفوذ قدرت دلیل به توان معامله های اختیار
یک برای زیرا شده اند. سرمایه گذران و معامله اختیار خریداران توجه جلب باعث دارند، معمولی
به خصوص بیشتر بازده داشتن به دلیل توان معامله های اختیار بازار، در تیزبین سرمایه گذار
دارد. معمولی معامله های اختیار از بیشتری کارایی شاخص ها، و خارجی ارز تبادلات بازار در
شده توافق قیمت با معلوم زمان در پایه دارایی آن موجب به که قراردادی .۶ .۶ .۱ تعریف
معامله اختیار قرارداد می گویند. استاندارد مالی مشتق یک را گیرد قرار معامله مورد مشخص

است. مالی مشتقات انواع از یکی
پیامدهای و زیان به منجر مشخص کاری انجام عدم یا انجام آن در که را احتمالی .۷ .۶ .۱ تعریف
که منتظره ای غیر رویدادهای مالی ادبیات در می نامند. ریسک گردد ناخواسته و ناخوشایند

می گویند. ریسک را می شود بدهی ها یا دارایی ها ارزش در تغییر باعث معمولا
در آن ها سود میزان که هستند دارایی هایی ریسکی دارایی های کلی طور به .۸ .۶ .۱ تعریف

معامله. اختیار و سهام مانند نباشند، مشخص قبل از قطع به طور سررسید
قطع به طور سررسید در آن سود میزان سرمایه گذرای هنگام در که دارایی .۹ .۶ .۱ تعریف
دارایی قرضه اوراق و بانک ها در اشخاص سرمایه گذاری سپرده های مانند می شود، مشخص

می نامند. ریسک بدون

آربیتراژ ۲ .۶ .۱
هر برای که φ خودتأمین مالی سبد از است عبارت ، آربیتراژ فرصت یک .۱۰ .۶ .۱ تعریف

،t ∈ [۰, T ]
P (Vt(φ) ≥ ۰) = ۱,
P (VT (φ) > V۰(φ)) ̸= ۰.

آبیتراژ می گویند. آربیتراژ فرصت را ریسک شدن متحمل بدون سود، آوردن به دست امکان
قیمت یک با بورس یک در سهامی اگر است. سرمایه گذاران برای انگیز وسوسه استراتژی یک
قیمت به که می شود، وسوسه آربیتراژکننده رسد، فروش به متفاوت قیمت با دیگر بورسی در و
کاهش بالا قیمت های و افزایش پایین قیمت های درنتیجه بفروشد، بالا قیمت با و بخرد پایین
سبدهای قاعدتاً می کنند. پیدا ادامه برسند تعادل به قیمت ها که زمانی تا روند این و می یابد
عملکرد و شده عمل وارد سرعت به کننده ها آبیتراژ وگرنه باشند یکسان قیمت دارای باید یکسان

می رساند. تعادل به را قیمت ها آن ها،



۱۹ مالی مفاهیم
⁃اندازه پذیراست. FT و نامنفی تصادفی متغیر یک مشروط، ادعای یک .۱۱ .۶ .۱ تعریف

φ خودتأمین مالی سبد هرگاه می نامیم دست یافتنی را H مشروط ادعای .۱۲ .۶ .۱ تعریف
که باشد موجود

VT (φ) = H, a.s.

می شود. نامیده H برای ریسک پوشش یک φ این صورت در
غیر در بود. خواهد کامل بازار باشد دست یافتنی مشروط، ادعای هر هرگاه .۱۳ .۶ .۱ تعریف

است. ناکامل بازار این صورت
اندازه اگر فقط و اگر است آربیتراژ از عاری مدل قیمت گذاری). اول اساسی (قضیه ۱ .۶ .۱ قضیه

باشد. موجود مارتینگل احتمال
کنید. رجوع [۸] به برهان.

(وجود ریاضی مفهوم یک و آربیتراژ) بدون بازار (وجود اقتصادی مفهوم یک بین قضیه این
می کند. ایجاد ارتباط ( مارتینگل احتمال اندازه

آنگاه باشد، آربیتراژ از عاری بازار کنیم فرض قیمت گذاری). دوم اساسی (قضیه ۲ .۶ .۱ قضیه
باشد. بفرد منحصر مارتینگل اندازه اگر تنها و اگر است کامل بازار

کنید. رجوع [۸] به برهان.
بازده های مورد در اطمینان عدم اندازه گیری برای معیاری سهم، یک تلاطم .۱۴ .۶ .۱ تعریف
سال یک طول در سهم بازده معیار انحراف سهم یک قیمت تلاطم واقع در است. سهم آن

است.
گرفته، قرض دهنده از که پولی از استفاده بابت قرض گیرنده، توسط که نرخی .۱۵ .۶ .۱ تعریف
معینی مدت برای پول مبلغی هرگاه مثال، عنوان به  . می گویند. بهره نرخ را می شود پرداخت
دریافتی مبلغ از بیش که می پردازد وام دهنده به وام گیرنده آینده در مبلغی شود، داده وام
مبلغ ما به التفاوت نسبت به صورت می توان را بهره نرخ یا اضافی پرداخت این بود. خواهد اولیه
ترتیب بدین کرد. بیان دریافتی پول کل به معین دوره یک پایان در پرداخت باز مبلغ و دریافتی
برابر سالانه بهره نرخ گردد، دریافت ریال ۳۲۰ سال پایان در و شود داده وام ریال ۳۰۰ هرگاه

درصد. ۲۰ با بود خواهد
(۳۲۰ − ۳۰۰)/۱۰۰ = ۰/۲۰.

آتی سال های در دارایی قیمت برای شده پیش بینی رقم هر تنزیل). (نرخ ۱۶ .۶ .۱ تعریف
زمان عامل حذف برای می باشد. حال زمان در سالانه سود نرخ با سرمایه گذاری یک برابر
تنزیل ضریب از استفاده با می گردد کسب آتی سال های در که را دارایی ارزش محاسبات، در



مقدمات و مفاهیم ۲۰
به عنوان محاسبات در که r سالانه بهره نرخ حالت این در می نماییم. تبدیل روز ارزش به e−rt

در تنزیل نرخ به عنوان را می باشد ریسک بدون بورس بازار یک در سرمایه گذاری بهره نرخ
را تنزیل فرآیند باشد. R(t) سازگار فرآیند یک بهره، نرخ کنید فرض لذا . [۲۸] می گیرند نظر

می کنیم. تعریف زیر به صورت
D(t) = e−

∫ t۰ R(s)ds.

باشیم؛ داشته هرگاه .۱۷ .۶ .۱ تعریف
باشند. معادل احتمال اندازه دو P و Q .۱

باشد. مارتینگل Q تحت D(t)S(t) شده تنزیل دارایی قیمت فرآیند .۲
می گوییم. خنثی ریسک اندازه را Q احتمال اندازه

می باشد. e−rt تنزیل نرخ بهره، نرخ بودن ثابت صورت در

جزئی مشتقات با دیفرانسیل معادلات ۳ .۶ .۱
متغیرهای به که علوم سایر و مهندسی فیزیک، مسائل در جزئی مشتقات با دیفرانسیل معادلات
معادله آنها معروف ترین از می آیند. پدید حاکم قوانین به کارگیری با وابسته اند، مکان و زمان
نام می توان را شرودینگر معادله و پواسن معادله لاپلاس، معادله حرارت، انتقال معادله موج،

برد.
نامعلوم تابع مشتقات شامل معادله یک جزئی، مشتقات با دیفرانسیل معادله .۱۸ .۶ .۱ تعریف

است. Rd (d ≥ ۲) از باز مجموعه ای زیر Ω که است u : Ω → R

جزئي یا و پاره ای نسبی، مشتق باشد. x, y, z, t مستقل متغیرهای از تابع یک u کنید فرض
با (x, y, z, t) نقطه در x به نسبت را u

lim
h↓۰

u(x+ h, y, z, t)− u(x, y, z, t)

h
,

t متغیر باشد. موجود بالا حد اینکه بر مشروط می دهیم، نشان Dx(u) با و می کنیم تعریف
است. منفی غیر همواره و می شود ظاهر زمان متغیر به عنوان جزئي دیفرانسیل معادلات در
از نقطه یک (x, y, z) و می شوند استفاده مکان متغیرهای به عنوان x, y, z متغیرهای همچنین

است. فضا
y و x مستقل متغیر دو از u تابع برای جزئی مشتقات با دیفرانسیل معادله یک کلی صورت

می باشد. زیر به صورت
F
(
x, y, u,

∂u

∂x
,
∂u

∂y
,
∂۲u
∂x۲ ,

∂۲u
∂y۲ , . . .

)
= ۰.

مشتقات با دیفرانسیل معادله باشد، خطی آن مشتقات و u به نسبت F تابع که صورتی در
این غیر در و خطی جزئی مشتقات با دیفرانسیل معادله یک فوق معادله در شده تعریف جزئی

[۳] بود. خواهد غیرخطی جزئی مشتقات با دیفرانسیل معادله یک  صورت



۲۱ مالی مفاهیم
موجود مشتق مرتبه بیشترین به توجه با می توان را جزئی مشتقات با دیفرانسیل معادله

کرد. دسته بندی نیز معادله در
عبارت است از: دو مرتبه خطی جزئی مشتقات با دیفرانسیل معادله یک کلی صورت

A(x, y)
∂۲
∂x۲u+B(x, y)

∂۲
∂x∂y

u+C(x, y)
∂۲
∂y۲u+D(x, y)

∂

∂x
u+E(x, y)

∂

∂y
u+F (x, y)u = G.

برابر جزئی مشتقات با دیفرانسیل معادله تعریف دامنه از (x, y) نقطه هر در ما صورتی که در
می نامیم. ناهمگن را معادله این صورت غیر در و همگن را معادله باشد، صفر

مقدار اینکه حسب بر xy صفحه از مفروض ناحیه هر در را فوق معادله دیگر سوی از
∆ = B۲ − ۴ac

سهموی هذلولوی، اساسی نوع سه به ترتیب به  باشد، منفی یا و صفر مثبت، ناحیه سراسر در
.[۳۰ می کنند[۳، دسته بندی بیضوی و





۲ فصل
سوئیچینگ رژیم مدل

تحقیق پیشینه ۱ .۲
(سهام) پایه دارایی بازار ساختاری شکست های روی بر تجربی مطالعات اکثر اخیر سال های در
و اعراب جنگ ،(۱۹۷۰) دهه در نفت قیمت در شدید نوسانات و تغییرات است. یافته تمرکز
ورشکستگی آمریکا، علیه بر نفت صادرکننده عربی دولت های نفتی تحریم و اسرائیل(۱۹۷۳)،
یا و ایران(۱۹۸۱) به عراق تجاوز و ایران(۱۹۷۹) شاهنشاهی نظام سقوط سهام(۱۹۷۸)، بازار
در تغییر باعث که است اتفاق هایی از نمونه ای شرقی(۱۹۹۷) آسیای کشورهای در مالی بحران
مدل دارد را تغییر این اندازه گیری و توضیح توانایی که مدلی می شود. مالی زمانی سری فرآیند

است. سوئیچینگ رژیم
متغیر چندین از پیچیده زمانی سری های ویژگی های دقیق به طور سوئیچینگ رژیم مدل
انجام پژوهش های و تحقیقات می کند. محاسبه را غیره و ارز نرخ و بهره نرخ جمله از مهم،
به نسبت را مدل این برتری و داده توسعه سوئیچینگ رژیم مدل های با را اقتصادسنجی شده،

است. کرده ثابت مدل ها سایر
استفاده مورد مشتقات و سهام بازارهای از بسیاری در سوئیچینگ رژیم مدل ترتیب بدین
گرفتن نظر در روش، این در شده گرفته کار به اصلی ایده ی .[۱۶]،[۸]،[۱۰] است گرفته قرار
بازار بازده  در سوئیچینگ رژیم احتمالی وجود بررسی با ۱ هیشیما است. رژیم رفتار تغییرات

1Hichima



سوئیچینگ رژیم مدل ۲۴
تشخیص سهام بازارهای نوسانات تمامی در را رژیم رفتار تغییر توسعه یافته اقتصاد پنج سهام
به دارد. وجود مالی بازار هر در رژیم یک از بیش می کند ثابت ۱ وانگ مقاله ی .[۷] داد
مؤلفه ی یک با که مدل هایی به وسیله پایه دارایی های قیمت های پویای تغییرات او گفته ی
شده مشاهده پدیده این بارها شوند. توصیف می توانند بهتر شده اند، ترکیب سوئیچینگ رژیم
تغییر آمدن وجود به باعث معمولا˟ تجارت چرخه توسعه و بحران بین تغییر مرحله یک که است

می شود[۷]. مالی شاخص های دیگر و بهره نرخ سهام، بازگشت در معناداری
بازده سوئیچینگ رژیم فرآیند یک که زمانی ۲ بلک⁃شولز معادله با قیمت گذاری خطای
رژیم با اختیارات قیمت گذاری همچنین، می شود. محاسبه بهتر می کند، کنترل را پایه دارایی

می دهد. نشان را تجربی مطالعات بیشتر در تلاطم تاثیر سوئیچینگ
پژوهش های از استفاده با سوئیچینگ رژیم مدل پارامترهای تخمین برای اقتصادی روش های
سوئیچینگ رژیم مدل های که شده است ثابت پژوهش ها این در داده شده اند. توسعه گذشته
.[۱۱] می کنند توصیف بهتر رژیمی تک مدل به نسبت را متغیر چندین از زمانی سری های رفتار
تابع یک رژیم هر در ثابت گام های با سوئیچینگ رژیم مدل یک مطالعه با ۳ همیلتون
سپس و ساخت پارامترها تخمین برای رژیم ها در احتمال پایه ی بر را لگاریتمی نمایی درست 

.[۲۱] کرد ماکزیمم را آن
سوئیچینگ، رژیم مدل که داد نشان بهره، نرخ های مطالعه با (۱۹۹۶) ۴ گرای همچنین
می دهد[۷]. نشان است، ثابت واریانس آنها در که مدل هایی از بهتر را نوسانات پیش بینی های
در بودن احتمال برحسب تخمین گرای، و همیلتون توسط مسئله کردن مدل دوباره با
پنج درخت یک ۵ بولن گردید. ساده مشاهده، قابل داده های روی شرطی به صورت خاص رژیم
می تواند آمریکایی و اروپایی اختیار قیمت از تقریبی برای که رژیم دو حالت برای را جمله ای

کرد[۷]. طراحی شود، استفاده
اختیارات مطالعه و خنثی ریسک گذاری قیمت اصل کارگیری به با ۶ الیوت و بافینگتون
شبیه جزئی دیفرانسیل معادلات از سیستم یک به سوئیچینگ رژیم مدل با آمریکایی و اروپایی

.[۱۱] یافتند دست اختیار قیمت در ⁃شولز بلک معادله
هموار کران شرایط دقت با که جزئی دیفرانسیل معادله از سیستمی روی بر ۷ یاو مطالعات
.[۳۵] است شده تقریبی روش های توسعه موجب می کند، انتخاب اختیار قیمت تقریب برای را

1Wang
2Black­Scholes
3Hamilton
4Gray
5Bollen
6Buffingron and Elliott
7Yao et al



۲۵ مقدمه

مقدمه ۲ .۲
محدودیت هایی ایجاد باعث که است فرضیاتی دارای شولز بلک⁃ مدل شد، گفته قبلا که  همانطور
بهره نرخ آن در که است این پایه دارایی مدل در محدودیت ها این از یکی شود. می بازار در
توضیح را بازار تصادفی رفتار نمی تواند دلیل همین به است. شده فرض ثابت نوسان پذیری و
رفع مارکوف تصادفی فرآیند از استفاده با را محدودیت این داریم نظر در بخش این در دهد.
را کند می تبعیت سوئیچینگ رژیم مدل از که پایه دارایی برای قبول قابل مدل یک و کنیم
در نوین مدل یک مذکور، پایه ی دارایی روی توان اختیار یک بستن با همچنین کنیم. ارائه
صدق جزئی معادله دیفرانسیل یک در مذکور مدل می کنیم ثابت و به دست آورده مشتقات بازار

کند. می

پیوسته زمان مارکوف زنجیر ۳ .۲
همیلتون توسط که است زمانی سری غیرخطی مدل های از یکی سوئیچینگ مارکوف مدل
روی تصادفی متغیر یک ،t ≥ ۰ هر برای ،Xt کنید فرض مدل این در است. شده ارائه (۱۹۸۹)
مجموعه ی صورت این در بگیرد. S مجموعه از را خود مقادیر و باشد (Ω,F , P ) احتمال فضای

است. S حالت فضای روی تصادفی فرآیند یک {Xt, t ≥ ۰}
مجموعه در مقادیرش با ،(Ω,F , P ) احتمال فضای روی {Xt, t ≥ ۰} تصادفی فرآیند یک
هر برای اگر است، پیوسته زمان مارکوف زنجیر می شود)، نامیده حالت فضای (که S شمارشی
حالات از متناظر مجموعه و ۰ ≤ t۱ < t۲ < · · · < tn < tn+۱ زمان های از متناهی دنباله ی

باشد. برقرار زیر رابطه ی ،S در i۱, i۲, . . . , in−۱, i, j

P (Xtn+۱ = j|Xt۱ = i۱, · · · , Xtn = i) = P (Xtn+۱ = j|Xtn = i), (۱ .۲)
آن در که

P (Xt۱ = i۱, · · · , Xtn−۱ = in−۱, Xtn = i) > ۰.
،۰ ≤ s ≤ t ،s هر برای و می شود نامیده مارکوف خاصیت (۱ .۲) رابطه
P (s, i, t, j) := P (Xt = j|Xs = i), i, j ∈ S. (۲ .۲)

در j حالت به فرآیند انتقال احتمال بیانگر P (s, i, t, j) می باشد. زنجیر انتقال تابع(احتمال)
باشد. i حالت در s زمان در که وقتی است t زمان

i, j ∈ S هر برای باشد. مارکوف زنجیر یک از انتقال تابع P (s, i, t, j) کنید فرض .۱ .۳ .۲ قضیه
داریم ۰ ≤ s ≤ t و



سوئیچینگ رژیم مدل ۲۶
،P (s, i, t, j) ≥ ۰ .۱

،∑j∈S P (s, i, t, j) = ۱ .۲
،P (s, i, t, j) = δi,j .۳

داریم؛ ۰ ≤ s ≤ v ≤ t و i, j ∈ S هر برای .۴
P (s, i, t, j) =

∑
k∈S

P (s, i, v, j)P (v, k, t, j).

پیشین شده مشاهده مقدار به تنها آن فرآیند که دارد را پایه خاصیت این مارکوف زنجیر یک
مدل های از استفاده در مهم مزیت چندین است. مستقل گذشته عوامل دیگر از و است وابسته
وابستگی عدم دلیل به فرآیندها اغلب در که است آن مزایا این از یکی دارد. وجود مارکوف
نمود. تعبیر را الحاقی چگالی تابع می توان راحتی به آن، گذشته تاریخ و کنونی وضعیت بین

شد. خواهد یافتنی دست  زمانی نقطه چندین از بعد فرآیند این برای انتقال ماتریس بنابراین
زیر شرط در ۱ .۳ .۲ قضیه شرایط علاوه بر اگر است، استاندارد انتقال تابع یک .۱ .۳ .۲ تعریف

باشد. صادق نیز
lim
t↓s

P (s, i, t, j) = δi,j .

s ≥ و۰ i ̸= j حالت دو هر برای آنگاه باشد، استاندارد تابع یک P (s, i, t, j) کنید فرض حال
داشت؛ خواهیم

است. منفی و موجود qii = limt→s+
P (s,i,t,j)−۱

t−s ●
است. متناهی و نامنفی موجود qij = limt→s+

P (s,i,t,j)
t−s ●

می شود). نامیده انتقال نرخ qij) qi(s) := −qii(s) > ۰ که ∑j ̸=i qij(s) < qi(s) ●
[۰,∞] روی شده تعریف مقدار حقیقی تابع qij کنید فرض ،i, j ∈ s هر برای .۲ .۳ .۲ تعریف
،t ≥ ۰ و i, j هر برای اگر است ناهمگن انتقال نرخ ماتریس ،Q(t) := [qij ] ماتریس باشد.

باشیم؛ داشته
،qij(t) ≥ ۰ i ̸= j ●

،۰ ≤ qi(t) := −qii(t) <∞ ●
.∑j∈S qij(t) ≤ ۰ ●

گوییم. کار محافظه را Q(t) تابع آنگاه ،∑j∈S qij(t) = ۰ و ۰ ≤ tو i ∈ s اگر
همگن ،Q ماتریس آنگاه ،( qij(t) = qij (یعنی باشد t از مستقل Q(t) برای qij مولفه هر اگر



۲۷ سوئیچینگ رژیم
همگن انتقال نرخ ماتریس یک از نیز پایان نامه این در .Q := [qij ] داریم و می شود نامیده

است. شده استفاده زیر شرایط با کار محافظه
qij ≥ ۰, i ̸= j,

qii ≥ ۰, qii = −
∑
j ̸=i

qij .

سوئیچینگ رژیم ۴ .۲
سری) (رفتار پایه دارایی دینامیک که می شود باعث پارامترها از بسیاری در ناگهانی تغییرات
که مالی زمانی سری های در و کلانی اقتصاد هر در مطلب این کند. تغییر چشمگیری به طور

.[۳۱] می شود دیده دارند، طولانی کافی اندازه به دوره های
تعریف دیگر رژیم به رژیم یک از معادله یک در سوئیچ به عنوان اغلب مدل، در بی ثباتی
سری در را رژیم یک فقط که گرفتند نظر در را مدل هایی محققین برخی ابتدا در شده است.
آن ها در سوئیچ احتمال که شد طراحی رژیم یک از بیش با مدل هایی سپس باشد، دارا داده ها
است قادر مدل این شده است. معرفی سوئیچینگ رژیم مدل با وابستگی این و است وابسته

.[۱۲ بگیرد[۲۴، نظر در را اقتصادی رژیم های تکراری و متناوب تغییرات
مشاهده اخیر دهه چند در طلا سهام قیمت شکست از نمونه هایی ۱ .۲ شکل در مثال، به عنوان

می شود.

جهان اخیردر قرن نیم در طلا قیمت :۱ .۲ شکل
شود. توصیف زیر هندسی براونی فرآیند با را سهم این قیمت رفتار که کنید فرض حال

dSt = µStdt+ σStdWt, (۳ .۲)
اینجا در باشد. هندسی فرآیندبراونی W و پایه دارایی پذیری نوسان σ و بهره نرخ µ آن در که

شده است. فرض ثابت نوسان پذیری و بهره نرخ



سوئیچینگ رژیم مدل ۲۸
در را فوق نمودار در موجود شکست باید چگونه که است آن می رسد ذهن به که سوالی

کنیم؟ لحاظ مدل سازی
می کنند. تبعیت زیر مدل از ۱۹۷۹ سال از قبل تا داده ها عموما

dSt = µ۱Stdt+ σ۱StdWt, (۴ .۲)
می شوند. مدل زیر به صورت داده ها ،۱۹۷۹ سال از بعد و

dSt = µ۲Stdt+ σ۲StdWt, (۵ .۲)
مدل ها این در پیش بینی نحوه ی اما می کنند. توصیف را نمودار خوبی به فوق معادلات لذا
می تواند نیز آینده در که است واضح است، کرده تغییر گذشته در فرآیند یک اگر نیست. معلوم
به را رژیم در تغییر می توان بنابراین شود. گرفته نظر در پیش بینی در باید این و کند تغییر

گرفت. نظر در تصادفی متغیر یک  عنوان
رژیم که است، گرفته قرار Xt مشاهده ی قابل غیر تصادفی متغیر تاثیر تحت فرآیند کنید فرض
معناست Xtبدین = ۲ و می باشد اول رژیم در فرآیند Xtیعنی = ۱ دراین صورت می شود. نامیده
به صورت می توان را (۵ .۲) و (۴ .۲) معادلات توضیحات، این با دارد. قرار دوم رژیم در فرآیند که

نوشت. زیر
dSt = µXtStdt+ σXtStdWt, (۶ .۲)

σ۲ و µ۲ برابر به ترتیب دوم رژیم در و σ۱ و µ۱ برابر به ترتیب اول رژیم در σXt و µXt آن در که
می باشد.

متناهی تعداد برای و شد طراحی بالا به صورت رژیم دو برای پایه دارایی دینامیک ترتیب بدین
نوشت. می توان را زیر دینامیک رژیم

dSt = µiXtStdt+ σiXtStdWt, i = ۱,۲, ..., n.
متغیر یک برای مدل ساده ترین شود. توصیف Xt تصادفی متغیر برای فرآیندی است نیاز حال

است. گسسته مقدار مارکوف زنجیر تصادفی
شود. مراجعه [۲۱] و [۸] به بیشتر بررسی برای

سوئیچینگ رژیم مدل تحت توان اختیار قیمت گذاری ۵ .۲
اول اساسی قضیه طبق ندارد. وجود آربیتراژ فرصت یعنی است، کارا بازار که فرض کنید
فرض است. هم ارز معادل، مارتینگل اندازه یک وجود با آربیتراژ فرصت عدم قیمت  گذاری،
دو شامل مالی بازر همچنین شده است، داده (Ω,F , P ) خنثی ریسک احتمال فضای کنید



۲۹ سوئیچینگ رژیم مدل تحت توان اختیار قیمت گذاری
گرفته نظر در زیر به صورت Bt ریسکی غیر دارایی دیگری و St ریسک دارایی یکی دارایی،

شده اند.
dBt = rXtBtdt,

dSt = rXtStdt+ σXtStdWt. (۷ .۲)
{Xt, t ≥ ۰} مقدار پیوسته⁃متناهی زمان مارکوف زنجیر با اقتصادی وضعیت آن ها، در که

فرض کنید؛ شود، کاسته مسئله کلیت از آنکه بدون حال می گردد. معین
Xt ∈ {e۱, e۲, . . . , eM}, ei = (۰, . . . , ۰, ۱, ۰, . . . , ۰) ∈ RM ,

است. زیر دینامیک دارای که
Xt = X۰ +

∫ t

۰ QXsds+Mt. (۸ .۲)
رابطه در همچنین، می باشد. Xt برای پیوسته زمان نیم⁃مارتینگل نمایش (۸ .۲) معادله
نمایش زیر به صورت که دارند بستگی اقتصاد از {Xt, t ≥ ۰} به نوسان  پذیری و بهره نرخ (۷ .۲)

می شوند. داده
rXt = (r۱, r۲, . . . , rM ),

σXt = (σ۱, σ۲, . . . , σM ).

زیر به صورت K توافقی قیمت و T رسید سر با توان خرید اختیار یک قیمت ،t ∈ [۰, T ] زمان در
می باشد.

V (St, t, T,Xt) = EQ[e−
∫ T
t ruduV (T )|St = s,Xt = x], (۹ .۲)

= EQ[e−
∫ T
t rudu(Sm

T −Km)+|St = s,Xt = x]. (۱۰ .۲)
داریم؛ ،Ṽ (St, t,Xt) = e−

∫ T۰ ruduV (St, t, T,Xt) کنید فرض حال
Ṽ (St, t,Xt) = EQ[e−

∫ T۰ rudu(Sm
t −Km)+|St = s,Xt = x],

= EQ[e−
∫ T۰ rudu(Sm

t −Km)+|Gt]. (۱۱ .۲)
.[۱۶] است Q اندازه تحت مارتینگل یک Ṽ نتیجه در .Gt = σ{Su, Xu : u ≤ t} آن در که

می دهیم؛ قرار
Ṽ (St, t) = (Ṽ (St, t, e۱), . . . , Ṽ (St, t, eM )),

است). داخلی ضرب نماد < ., . > آن در (که ،Ṽ (St, t,Xt) =< Ṽ (St, t), Xt > بنابراین
نوشت؛ می توان Ṽ برای ایتو فرمول بردن به کار با

Ṽ (St, t,Xt) = Ṽ (St, ۰, Xt) +

∫ t

۰
∂Ṽ

∂u
du+

∫ t

۰
∂Ṽ

∂S
(ruSudu+ σuSudWu)

+
۱
۲
∫ t

۰
∂۲Ṽ
∂S۲ (σuSu)

۲du+

∫ t

۰ < Ṽ , dXs > . (۱۲ .۲)
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دیگر به عبارت

dṼt =
∂Ṽ

∂t
dt+ rtSt

∂Ṽ

∂S
dt+

۱
۲σ۲

t S
۲
t

∂۲Ṽ
∂S۲ dt+ σtSt

∂Ṽ

∂S
dWt+ < Ṽ , dXt > . (۱۳ .۲)

است مارتینگل است، (تصادفی) دیفرانسیلی نمایش دارای که X تصادفی فرآیند .۱ .۵ .۲ لم
باشد. زیر به صورت آن تصادفی دیفرانسیل نمایش اگر فقط و اگر

dXt = g(t)dWt.

باشد. نداشته dt حسب بر عبارتی یعنی
شود. رجوع [۸] به برهان.

آنکه به توجه با
dXt = QXtdt+ dMt. (۱۴ .۲)

dt حسب بر عبارات که می شود استنباط لم۲. ۵. ۱ به توجه با همچنین است، مارتینگل Mt و
لذا هستند. صفر برابر (۱۳ .۲) رابطه در

∂Ṽ

∂t
+ rtSt

∂Ṽ

∂S
+

۱
۲σ۲

t S
۲
t

∂۲Ṽ
∂S۲ + < Ṽ ,QXt >= ۰. (۱۵ .۲)

نوشت؛ می توان اخیر رابطه در ،Ṽ = e−
∫ T۰ ruduV جایگذاری با

∂(e−
∫ T۰ ruduV )

∂t
+ rtSt

∂(e−
∫ T۰ ruduV )

∂S

+
۱
۲σ۲

t S
۲
t

∂۲(e−
∫ T۰ ruduV )

∂S۲ + < (e−
∫ T۰ ruduV ), QXt >= ۰.

آن در که
∂(e−

∫ T۰ ruduV )

∂t
=
∂(e−

∫ T۰ rudu)

∂t
V + e−

∫ T۰ rudu∂V

∂t

= −rtV e−
∫ T۰ rudu + e−

∫ T۰ rudu∂V

∂t
.

نتیجه در
e−

∫ T۰ rudu(−rtV +
∂V

∂t
+ rtSt

∂V

∂S
+

۱
۲σ۲

t S
۲
t

∂۲V
∂S۲ + < V,QXt >) = ۰. (۱۶ .۲)

می دهیم؛ قرار
Xt = ei,

rXi = ri,

σXi = σi,



۳۱ سوئیچینگ رژیم مدل تحت توان اختیار قیمت گذاری
همچنین

Vi = V (St, t, T, ei), V = (V۱, V۲, . . . , VM ).

می کند. صدق زیر سوئیچینگ رژیم دیفرانسیل معادله در V لذا
− riVi +

∂Vi
∂t

+ riSt
∂Vi
∂S

+
۱
۲σ۲

i S
۲
t

∂۲Vi
∂S۲ + < V, Qei >= ۰. (۱۷ .۲)

دارایی قیمت رفتار پس می باشد. خطی سهموی جزئی دیفرانسیل معادله یک اخیر، معادله
آمده است. به دست مشتقات بازار در نوین و پویا مدل یک و شده مدل سازی فوق صورت به پایه

می کند. صدق جزئی دیفرانسیل معادله یک در مذکور مدل که شد ثابت همچنین





۳ فصل
با توان معامله اختیار گذاری قیمت

ناوردا فضای زیر روش

کسری، زمان جزئی دیفرانسیل معادله حل با توان معامله اختیار قیمت گذاری بخش، این در
رژیم مدل از پایه دارایی قیمت که می شود انجام شرطی با قیمت گذاری این شده است. انجام
مارکوف زنجیره فرآیند یک به ریسکی پایه دارایی های درحالیکه می کند، پیروی سوئیچینگ

است. وابسته

مقدمه ۱ .۳
ترکیب به وسیله اقتصادکلان در چشمگیری تغییرات شامل مارکوف سوئیچینگ رژیم بازارهای
روی اطلاعات از حاصل نتایج ندرت به حقیقت، در است. شده مداوم مارکوف زنجیر یک
ناکامل سوئیچینگ رژیم بازارهای یقین، به می گذارد. اثر چارچوبی چنین در سهام قیمت
قیمت گذاری می رود. شمار به مهمی موضوع سوئیچینگ رژیم قیمت گذاری بنابراین، هستند.
.[۳۴ ،۱۴ ،۷] می شود استفاده مالی بازارهای در ریسک کاهش برای عمده به طور معامله اختیار
درواقع می شود. محسوب مالی بازارهای در مهم موضوعی اختیارمعامله قیمت گذاری بنابراین،
به زیادی نوشته های است. یافته توسعه شولز و بلک توسط اختیارمعامله قیمت گذاری روش
مدل از ساده استخراج یک [۲۷] در مثال به عنوان است. شده داده اختصاص آن ها مدل



ناوردا فضای زیر روش با توان معامله اختیار گذاری قیمت ۳۴
⁃ بلک مدل در عمده چالش یک است. شده ارائه بلک⁃شولز اختیارمعامله قیمت گذاری
نیست واقعیت با مطابق که است شده فرض ثابت بهره نرخ و تلاطم نرخ که است این شولز

.[۹]
مدل از زیادی بسط های باشد نزدیک تر بازار واقعیت به که مدل هایی آوردن به دست برای
قیمت از توصیف بهترین سوئیچینگ رژیم مدل آن ها میان از است. شده ارائه شولز ⁃ بلک

.[۲۰ ،۱۸ ،۱۷ ،۱۶ ،۱۵ ،۱۴ ،۱۱] دارد را ریسکی دارایی 
حل برای و می شود نامیده ناوردا فضای زیر که است شده پرداخته روشی به فصل، این در

است[۳۲]. شده استفاده اختیارمعامله قیمت گذاری به مربوط دیفرانسیل معادلات
است، ریسکی پایه دارایی قیمت افزایش به وابسته توان اختیارمعامله برای زیان و سود
توان، معامله اختیار مالی، بازار یک در تیزبین سرمایه گذار یک برای .β > ۰ توان زمانیکه

.[۲۲] دارد معمولی معاملات اختیار با مقایسه در بیشتری عایدی

ناوردا فضای زیر روش با دقیق جواب یافتن ۱ .۱ .۳
می کنیم. آوری یاد دیفرانسیل معادلات برای را ناوردا فضای زیر روش خلاصه به طور ابتدا، در

بگیرید. نظر در را زیر دیفرانسیل معادله
ut = F [u] ≡ F (u,Du,D۲u, . . . ) = ۰, (۱ .۳)

.Du = {ut, ux}, D۲u = {uxx, uxt, utt} و است دیفرانسیلی عملگر یک F آن در که
است. زیر به صورت که یافته خطی ترکیبات از شده تولید فضا ی زیر یک

Wn =< f۱(x), . . . , fn(x) >=
{ n∑

i=۱
cifi(x)

}
,

آن در که است، C یا R روی برداری فضای یک Wn ،fi(x) خطی مستقل پایه ای تابع n با
هستند. دلخواه و ثابت c۱, c۲, . . . , cn

گفته ناوردا F دیفرانسیلی عملگر تحت Wn متناهی بعد با خطی فضای به .۱ .۱ .۳ تعریف
،u ∈Wn هر ازای به اگر می شود

F [Wn] ⊆Wn, F [u] ∈Wn.

جواب لذا است، شده ارائه Wn ناوردا فضای زیر از fi(x) توابع از مجموعه  ای که آنجائی از
زیراست. به صورت t ∈ R هر برای (۱ .۳) معادله دقیق

u(x, t) = C۱(t)f۱(x) + · · ·+ Cn(t)fn(x) ∈Wn, (۲ .۳)
مرتبه تکاملی t به نسبت فوق معادله حالتیکه در .fi(x) ∈Wn و است مجهول Ci(t) آن در که

مانند: باشد اول
ut = F [u] ≡ F (u, ux, uxx, . . . ), (۳ .۳)



۳۵ مقدمه
داریم: ،u ∈Wn هر ازای به یعنی است ناوردا F تحت Wn آنگاه

F [u] = ψ۱(C۱, . . . , Cn)f۱ + · · ·+ ψn(C۱, . . . , Cn)fn ∈Wn, (۴ .۳)
می شود. مشخص Wn روی F [u] ضرایب از بسطی با ψi آن در که

زیر دستگاه در Ci(t) ضرایب و است (۱ .۳) معادله برای ناوردا فضای زیر یک Wn بنابراین
می کنند. صدق

dC۱(t)
dt = ψ۱(C۱(t), . . . , Cn(t)),

...
dCn(t)

dt = ψn(C۱(t), . . . , Cn(t)).

(۵ .۳)

نوشت. زیر به صورت را (۱۷ .۲) معادله کسری زمان تعمیم می توان
∂αVi
∂tα

= riVi − riS
∂Vi
∂S

− ۱
۲σ۲

i S
۲∂۲Vi
∂S۲ −

∑
i ̸=j

qij(Vi − Vj) = ۰, i = ۱, ...,M, (۶ .۳)

(۶ .۳) معادله بنابراین .M = ۱ که کنید فرض است. کاپوتو کسری مشتق ∂αVi
∂tα آن در که

شود. نوشته زیر فرم به می تواند
∂αV

∂tα
= rV − rS

∂V

∂S
− ۱

۲σ۲S۲∂۲V
∂S۲ = ۰, (۷ .۳)

می شود. حاصل زیر معادله از F̂ [v] خطی عملگر بنابراین
F̂ [V ] = rV − rS

∂V

∂S
− ۱

۲σ۲S۲∂۲V
∂S۲ ,

به (۶ .۳) معادله برای دقیق جوابی است، بوده ناوردا فضای زیر W۲ =< ۱, S۲ > که آنجائی از
است. موجود زیر شکل

V (t, S) = A(t) + S۲B(t). (۸ .۳)
لذا؛

dαA

dtα
= rA(t),

dαB

dtα
= −B(t)(r + σ۲). (۹ .۳)

فرض راحتی برای همچنین .A(۰), B(۰) ̸= ۰ که کنید فرض مسئله، کلیت از کاستن بدون
زیر به صورت (۶ .۳) معادله دقیق جواب α = ۱ برای .α ∈ (۰, ۱) و A(۰) = B(۰) = ۱ که کنید

بود. خواهد
V (t, S) = C۱ert + S۲C۲e−(σ۲+r)t, (۱۰ .۳)

هستند. ثابت و دلخواه c۱, c۲ آن در که



ناوردا فضای زیر روش با توان معامله اختیار گذاری قیمت ۳۶
نوشت می توان (۸ .۳) معادله طرف دو از لاپلاس تبدیل گرفتن با حاضر حال در

sαL
{
A(t)

}
− sα−۱A(۰) = rL

{
A(t)

}
,

L
{
A(t)

}
=

sα−۱
sα − r

,

داریم
A(t) = Eα,۱(rtα),

است. ۱ لفر میتاگ تابع Eα,β(.) آن در که

Eα,β(rt
α) =

∞∑
i=۰

ritαi

Γ (αi+ β)
.

مشابه به طور
B(t) = Eα,۱(−(σ۲ + r)tα).

است. زیر به صورت (۷ .۳) معادله دقیق جواب یک بنابراین،

V (t, S) = Eα,۱(rtα) + S۲Eα,۱(−(σ۲ + r)tα). (۱۱ .۳)

طرفی از
E۱,۱(z) =

∞∑
i=۰

zk

Γ (k + ۱) = ez.

نوشت. زیر به صورت می توان را (۱۱ .۳) معادله در آمده به دست جواب α = ۱ برای رو این از

V (t, S) = ert + S۲e−(σ۲+r)t,

در α مختلف مقادیر برای جواب از نمایشی است. (۹ .۳) معادله دقیق جواب همان دقیقا که
. شده است داده نشان (۱ .۳) شکل شکل 

1Mittage ­leffer



۳۷ مقدمه

t = ۲ σو = ۱, r = ۰٫۵ ،(b)s = ۲ σو = ۱, r = ۰٫۵ (a) :۱ .۳ شکل

و پایه دارایی قیمت گرفتن نظر در ثابت با اختیار ارزش تغییرات تاثیر ، (a) شکل به توجه با
می شود مشاهده همان طوری که است. شده داده نمایش α تأثیر و زمان گرفتن نظر در متغیر
مقادیر برای اختیار ارزش مقدار سررسید تاریخ به شدن نزدیک و زمان گذر با شکل این در

است. یکسان تقریبا و مشابه α مختلف
قیمت بودن متغیر و زمان گرفتن نظر در ثابت با اختیار ارزش تغییرات تاثیر (b) شکل در
شکل این در می کنید مشاهده طوری که همان است. شده داد نمایش آلفا تاثیر و پایه دارایی

می یابد. افزایش هم معامله اختیار ارزش مقدار اختیار قیمت افزایش با
زمان جزئی مشتقات با دیفرانسیل معادلات (۶ .۳) معادله در M = ۲ دادن قرار با حال

داشت. خواهیم زیررا کسری

∂αV۱
∂tα

= r۱V۱ − r۱S
∂V۱
∂S

− ۱
۲σ۲۱S۲∂۲V۱

∂S۲ − q۱۲(V۱ − V۲) = ۰, (۱۲ .۳)
∂αV۲
∂tα

= r۲V۲ − r۲S
∂V۲
∂S

− ۱
۲σ۲۲S۲∂۲V۲

∂S۲ − q۲۱(V۲ − V۱) = ۰. (۱۳ .۳)
به که W۲,۲ =< ۱, S۲ > × < ۱, S۲ > فضای زیر برای دقیق جوابی می توان مشابه روشی با

یافت. زیر شکل به دارد اشاره (۱۲ .۳) معادله برای دقیق جواب یک
V۱(t, s) = A۱(t) + S۲A۲(t),

V۲(t, S) = B۱(t) + S۲B۲(t).

مشتقات با دیفرانسیل معادلات آن ها، مجدد بازسازی و (۱۲ .۳) معادلات در جواب دادن قرار با
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می آیند. به دست زیر کسری

dαA۱
dtα

= q۱۲A۱(t) + r۱A۱(t)− q۱۲B۱(t), (۱۴ .۳)
dαB۱
dtα

= q۲۱B۱(t) + r۲B۱(t)− q۲۱A۱(t). (۱۵ .۳)
dαA۲
dtα

= q۱۲A۲(t)− r۱A۲(t)− σ۲۱A۲(t)− q۱۲B۲(t), (۱۶ .۳)
dαB۲
dtα

= q۲۱B۲(t)− r۲B۲(t)− σ۲۲B۲(t)− q۲۱A۲(t). (۱۷ .۳)
برای دقیق جوابی بنابراین یافت. را A۱(t), A۲(t), B۱(t), B۲(t) مقادیر می توان α = ۱ وقتی

است. زیر به صورت (۱۲ .۳) معادلات
V۱(t, S) = C۳ exp

(
q۱۲ + q۲۱ + r۱ + r۲ +

√
X

۲ t

)

+ C۴ exp
(
q۱۲ + q۲۱ + r۱ + r۲ −

√
X

۲ t

)

+ S۲
[
C۱ exp

(
−σ۲۱ − σ۲۲ + q۱۲ + q۲۱ − r۱ − r۲ +

√
Y

۲ t

)]

+ S۲C۲
[
exp

(
−σ۲۱ − σ۲۲ + q۱۲ + q۲۱ − r۱ − r۲ −

√
Y

۲ t

)]
,

V۲(t, S) = C۳
(
q۱۲ − q۲۱ −

√
X + r۱ − r۲۲q۱۲

)
exp

(
q۱۲ + q۲۱ + r۱ + r۲ +

√
X

۲ t

)

+ C۴
(
q۱۲ − q۲۱ +

√
X + r۱ − r۲۲q۱۲

)
exp

(
q۱۲ + q۲۱ + r۱ + r۲ −

√
X

۲ t

)

+ S۲C۲
(
σ۲۲ − σ۲۱ + q۱۲ − q۲۱ − r۱ + r۲ +

√
Y

۲q۱۲

)

× S۲ exp
(
−σ۲۱ − σ۲۲ + q۱۲ + q۲۱ − r۱ − r۲ −

√
Y

۲ t

)

+ S۲C۱
(
σ۲۲ − σ۲۱ + q۱۲ − q۲۱ − r۱ + r۲ −

√
Y

۲q۱۲

)

× S۲ exp
(
−σ۲۱ − σ۲۲ + q۱۲ + q۲۱ − r۱ − r۲ +

√
Y

۲ t

)
. (۱۸ .۳)

آن در که
X = q۲۱۲ + ۲q۱۲q۲۱ + ۲q۱۲r۱ − ۲q۱۲r۲ + q۲۲۱ − ۲q۲۱r۱ + ۲q۲۱r۲ + r۲۱ − ۲r۱r۲ + r۲۲,

Y = σ۴۱ − ۲σ۲۱σ۲۲ + σ۴۲ − ۲q۱۲σ۲۱ + q۱۲σ۲۲ + q۲۱σ۲۱ − ۲q۲۱σ۲۲ + ۲r۱σ۲۱
− ۲r۱σ۲۲ − ۲r۲σ۲۱ + ۲r۲σ۲۲ + q۲۱۲ + ۲q۱۲q۲۱ − ۲q۱۲r۱ + ۲q۱۲r۲ + q۲۲۱
+ ۲q۲۱r۱ − ۲q۲۱r۲ + r۲۱ − ۲r۱r۲ + r۲۲.



۳۹ مقدمه
نوشت. می توان لاپلاس تبدیل روش از استفاده با .α ∈ (۰٫۱) می دهیم قرار

sαL{A۱(t)} − sα−۱A۱(۰) = q۱۲L{A۱(t)}+ r۱L{A۱(t)} − q۱۲L{B۱(t)}, (۱۹ .۳)
sαL{B۱(t)} − sα−۱B۱(۰) = q۲۱L{B۱(t)}+ r۲L{B۱(t)} − q۲۱L{A۱(t)}. (۲۰ .۳)

نوشت، می توان بنابراین .A۱(۰) = A۲(۰) = B۱(۰) = B۲(۰) = ۱ می دهیم، L{A۱(t)}(sαقرار − q۱۲ − r۱) + q۱۲L{B۱(t)} = sα−۱,
L{B۱(t)}(sα − q۲۱ − r۲) + q۲۱L{A۱(t)} = sα−۱.

فرض کنید، ابتدا در فوق جبری معادلات دستگاه حل برای
L{A۱(t)} =

sα−۱(sα − q۲۱ − r۲ − q۱۲)
(sα − q۱۲ − r۱)(sα − q۲۱ − r۲)− q۱۲q۲۱

, (۲۱ .۳)
نتیجه در

L{A۱(t)} =
s۲α−۱

s۲α + sα(−q۱۲ − r۱ − q۲۱ − r۲) + q۱۲r۲ + q۲۱r۱ + r۱r۲
(۲۲ .۳)

+
sα−۱(−q۲۱ − r۲ − q۱۲)

s۲α + sα(−q۱۲ − r۱ − q۲۱ − r۲) + q۱۲r۲ + q۲۱r۱ + r۱r۲
. (۲۳ .۳)

می شود. استفاده [۲۳] در شده مطرح لم از لاپلاس، تبدیل از A۱(t) تابع کردن پیدا برای
داریم α ⩽ β, α > γ, a ∈ R, S(α−β) > |a|, |Sα + aSβ| > |b| برای .۱ .۱ .۳ لم

L−۱
[

sγ

sα + asβ + b

]
= xα−γ−۱ ∞∑

n=۰

∞∑
k=۰

(−b)n(−a)k
n+ k

k


Γ (K(α− β) + (n+ ۱)α− γ)

xk(α−β)+nα. (۲۴ .۳)

نوشت می توان فوق لم از استفاده با

A۱(t) =
∞∑
n=۰

∞∑
k=۰

(−q۱۲r۲ − q۲۱r۱ − r۱r۲)n(q۱۲ + q۲۱ + r۱ + r۲)k
n+ k

k

 t(۲n+k)α

×
( ۱
Γ (kα+ ۲αn+ ۱) − (q۱۲ + r۲ + q۲۱)

tα

Γ (kα+ ۲αn+ α+ ۱)
)
.

B۱(t) =
∞∑
n=۰

∞∑
k=۰

(−q۱۲r۲ − q۲۱r۱ − r۱r۲)n(q۱۲ + q۲۱ + r۱ + r۲)k
n+ k

k

 t(۲n+k)α

(۲۵ .۳)
×
( ۱
Γ (kα+ ۲αn+ ۱) − (q۱۲ + r۱ + q۲۱)

tα

Γ (kα+ ۲αn+ α+ ۱)
)
.



ناوردا فضای زیر روش با توان معامله اختیار گذاری قیمت ۴۰
داریم؛ (۱۴ .۳) معادلات طرف دو روی لاپلاس تبدیل به کارگیری با مشابه، به طور

L
{
A۲(t)

}
=

sα−۱(sα − q۱۲ + r۲ − q۲۱ + σ۲۲)
(sα − q۱۲ + r۱ + σ۲۱ )(sα − q۲۱ + r۲ + σ۲۲)− q۱۲q۲۱

,

L
{
B۲(t)

}
=

sα−۱(sα − q۱۲ + r۱ − q۲۱ + σ۲۱ )
(sα − q۱۲ + r۱ + σ۲۱ )(sα − q۲۱ + r۲ + σ۲۲)− q۱۲q۲۱

. (۲۶ .۳)

جواب های اخیر لم از استفاده با و فوق معادله طرف دو از گرفتن معکوس ۱ لاپلاس تبدیل با
می شود. حاصل زیر

A۲(t) =
∞∑
n=۰

∞∑
k=۰

(q۱۲r۲ + q۲۱r۱ − r۱r۲ + q۲۱σ۲۱ + q۱۲σ۲۲ − r۱σ۲۲ − r۲σ۲۱ − σ۲۱σ۲۲)n

× (q۱۲ + q۲۱ − r۱ − r۲ − σ۲۱ − σ۲۲)k
n+ k

k

 t(۲n+k)α

×
( ۱
Γ (kα+ ۲αn+ ۱) − (σ۲۲ − q۱۲ + r۲ − q۲۱)

tα

Γ (kα+ ۲αn+ α+ ۱)
)
.

B۲(t) =
∞∑
n=۰

∞∑
k=۰

(q۱۲r۲ + q۲۱r۱ − r۱r۲ + q۲۱σ۲۱ + q۱۲σ۲۲ − r۱σ۲۲ − r۲σ۲۱ − σ۲۱σ۲۲)n

× (q۱۲ + q۲۱ − r۱ − r۲ − σ۲۱ − σ۲۲)k
n+ k

k

 t(۲n+k)α

×
( ۱
Γ (kα+ ۲αn+ ۱) − (σ۲۱ − q۱۲ + r۲ − q۲۱)

tα

Γ (kα+ ۲αn+ α+ ۱)
)
. (۲۷ .۳)

جواب های همان دقیقا (۱۴ .۳) معمولی دیفرانسیل معادلات از آمده به دست جواب های نتیجه در
است. (۱۲ .۳) دیفرانسیل معادلات دقیق

V۱(t, S) =
∞∑
n=۰

∞∑
k=۰

(−q۱۲r۲ − q۲۱r۱ − r۱r۲)n(q۱۲ + q۲۱ + r۱ + r۲)k
n+ k

k

 t(۲n+k)α

×
( ۱
Γ (kα+ ۲αn+ ۱) − (q۱۲ + r۲ + q۲۱)

tα

Γ (kα+ ۲αn+ α+ ۱)
)

+ S۲ ∞∑
n=۰

∞∑
k=۰

(q۱۲r۲ + q۲۱r۱ − r۱r۲ + q۲۱σ۲۱ + q۱۲σ۲۲ − r۱σ۲۲ − r۲σ۲۱

− σ۲۱σ۲۲)n(q۱۲ + q۲۱ − r۱ − r۲ − σ۲۱ − σ۲۲)k
n+ k

k

 t(۲n+k)α

×
( ۱
Γ (kα+ ۲αn+ ۱) + (σ۲۲ − q۱۲ + r۲ − q۲۱)

tα

Γ (kα+ ۲αn+ α+ ۱)
)
. (۲۸ .۳)

1Laplas



۴۱ مقدمه

V۲(t, S) =
∞∑
n=۰

∞∑
k=۰

(−q۱۲r۲ − q۲۱r۱ − r۱r۲)n(q۱۲ + q۲۱ + r۱ + r۲)k
n+ k

k

 t(۲n+k)α

×
( ۱
Γ (kα+ ۲αn+ ۱)n − (q۱۲ + r۲ + q۲۱)

tα

Γ (kα+ ۲αn+ α+ ۱)
)

+ S۲ ∞∑
n=۰

∞∑
k=۰

(q۱۲r۲ + q۲۱r۱ − r۱r۲ + q۲۱σ۲۱ + q۱۲σ۲۲ − r۱σ۲۲ − r۲σ۲۱

− σ۲۱σ۲۲)n(q۱۲ + q۲۱ − r۱ − r۲ − σ۲۱ − σ۲۲)k
n+ k

k

 t(۲n+k)α

×
( ۱
Γ (kα+ ۲αn+ ۱) + (σ۲۱ − q۱۲ + r۱ − q۲۱)

tα

Γ (kα+ ۲αn+ α+ ۱)
)
.

هستند. ناوردا فضای زیر روش از استفاده با آمده به دست جواب های دو هر (۲۸ .۳) معادلات

، (۲۸ .۳) معادله در V۱ (b) ،(۱۸ .۳) معادله در V۱ از نمایشی (a) :۲ .۳ شکل
σ۱ = ۰٫۴, σ۲ = ۰٫۳, r۱ = ۲, r۲ = ۰٫۲, q۱۲ = ۰٫۳, q۲۱ = ۰٫۳, c۱ = c۲ = c۳ = c۴ = ۱



ناوردا فضای زیر روش با توان معامله اختیار گذاری قیمت ۴۲

،(۲۸ .۳) معادله در V۱ (b) ،(۱۸ .۳) معادله در V۲ از نمایشی (a) :۳ .۳ شکل
σ۱ = ۰٫۴, σ۲ = ۰٫۳, r۱ = ۲, r۲ = ۰٫۲, q۱۲ = ۰٫۱, q۲۱ = ۰٫۳, c۱ = c۲ = c۳ = c۴ = ۱

معادله دو جواب های مجموعه که می شود مشاهده ۳ .۳ و ۲ .۳ شکل های به توجه با
دارند. هم به نزدیک و مشابه مقادیر مدت بلند در (۲۸ .۳) (۳. ۱۸)و

،(۲۸ .۳) معادلات برای آلفا مختلف مقادیر از نمایشی :۴ .۳ شکل
σ۱ = ۰٫۴, σ۲ = ۰٫۳, r۱ = ۲, r۲ = ۰٫۲, q۱۲ = ۰٫۱, q۲۱ = ۰٫۳, α = ۰٫۲



۴۳ مقدمه

(c)V۱(t, s), α = ۰٫۵, (d)V۲(t, s), α = قبل۰٫۵ شکل ادامه :۵ .۳ شکل

(e)V۱(t, s), α = ۰٫۸, (f)V۲(t, s), α = ۰٫۸ قبل شکل ادامه :۶ .۳ شکل

(۲۸ .۳) معادله از استفاده با رژیم دو معامله اختیار ارزش ، ۶ .۳ و ۵ .۳ ، ۴ .۳ های شکل در
مقادیر آلفا مقدار افزایش با می کنید مشاهده که همان طور است. شده مشخص α تغییرات با

می شوند. نزدیک یکدیگر به مدت بلند در جواب دو هر معامله اختیار ارزش





۴ فصل

ایران طلای بازار در عددی نتایج

گرفتن نظر در با سوئیچینگ رژیم مدل تحت توان معامله اختیار قیمت  گذاری بخش، این در
شده است. انجام ایران بازار در پایه دارایی عنوان به طلا مثقال یک

برای که است پیچیده چالشی پرتلاطم، بازار یک به عنوان طلا بازار در اختیار گذاری قیمت 
اختیار قیمت  گذاری [۵] در مثال به طور شده است. ارائه مختلفی راه حل های چالش این حل
بازار در اختیار قیمت  گذاری [۱۳] در و آن، مشتقات از برخی و هستون مدل  تحت طلا بازار در
قیمت پذیری تغییر در مؤثر عوامل بررسی به [۱] در و کسری هستون مدل تحت ایران طلای

شده است. پرداخته طلا سکه آتی

تا ۱۳۹۶̸۱۲̸۲۹ تاریخ از طلا مثقال شاخص سالانه تحولات جامع نمودار ۱ .۴ شکل در
است. مشاهده قابل بازار این نوسانات آن پی در و ۱۳۹۸̸۱۲̸۲۹

۴۵



ایران طلای بازار در عددی نتایج ۴۶

نظر مورد بازه در طلا مثقال شاخص سالانه تحولات جامع نمودار :۱ .۴ شکل

شده گرفته نظر در اختیار قیمت گذاری شروع زمان ۱۳۹۷ سال ابتدای پایان نامه این در
سادگی برای است. ساله دو سررسید و دو توان با توان معامله  اختیار قیمت  گذاری هدف، و
S = ۰٫۶۶۵ پایه دارایی اولیه قیمت بنابراین شده اند. تقسیم ۱۰۸ بر شاخص مقادیر محاسبات

می باشد. ST = ۲٫۶۱۳ برابر ۱۳۹۸ سال انتهای در واقعی قیمت طرفی از است.
مدل های از استفاده طلا بازار در موجود نوسانات از ناشی ریسک پوشش روش های از یکی
هستند. مدت بلند حافظه ی دارای مدل پارامترهای کسری، مدل های در که چرا است. کسری
تصادفی، سری یک از غیر تصادفی زمانی سری یک تشخیص برای مناسب ابزاری هرست توان
پدیده های به تدریج به هرست آزمون و مطالعه روش است. آن توزیع نوع گرفتن درنظر بدون
منظمی الگوی یک از است ممکن ولی می رسند، نظر به تصادفی ظاهر در که نیز دیگری

است. شده داده تعمیم باشند، برخوردار
کرد. تعریف را زیر رابطه آمار، در نصف قاعده از استفاده با هرست

(
R

S
)n = a · nα (۱ .۴)

تعداد n ثابت، عدد a زمانی، سری معیار انحراف S شده، مقیاس تجدید دامنه R آن در که
نوشت. زیر به صورت می توان را بالا فرمول است. هرست توان α و مشاهدات

log(
R

S
)n = log a+ α log n (۲ .۴)

منحنی شیب محاسبه کمک به و دهد می نشان را پیاپی پیشامد دو همانندی هرست توان
آمده به دست مقدار می آید. به دست n تغییرات حوزه در رگرسیون روش از استفاده با و log R

S
logn

رگرسیون، یک انجام با می توان عمل، در است. الگو متناوب گردش دوره میانگین نمایان گر
باشد، (۰٫۵) برابر توان مقدار اگر هرست نتایج طبق کرد، برآورد را α هرست توان ضریب



۴۷
و ناهمواری میزان زمانی سری های فراکتالی بعد همچنین دارد. مستقل فرآیند یک بر دلالت
۲ برابر صفحه یک برای و ۱ برابر خط یک فراکتالی بعد .[۲۶] می دهد نشان را آن نوسانات
توان و فراکتالی بعد رابطه دارد. قرار ۲ و ۱ بین زمانی سری یک فراکتالی بعد بنابراین است،

آید. می به دست زیر رابطه از زمانی سری یک هرست
D = ۲ − α

سری یعنی گیرد، قرار ۱ و ۰٫۵ بین هرست توان اگر است. هرست توان α و فراکتال بعد D
مقدار یک با برابر هرست توان اگر، نهایت در و بود خواهد مدت بلند حافظه با پایدار زمانی

دارد. فرآیند ناپایداری بر دلالت شد، کمتر ولی مثبت
کرد. استفاده نیز زیر رابطه از می توان هرست توان محاسبه برای

هرست توان = قیمت تغییرات دامنه لگاریتم
ماهیانه قیمت های معیار انحراف . (۳ .۴)

نشان که شده محاسبه α = ۰٫۹۲۸۸۹۳۶۳۶ برابر نظر مورد بازه در هرست توان مقدار
است. مدت بلند حافظه با و پایدار فرآیندی دهنده ی

پایان  نامه این در پایه دارایی قیمت نوسانات از ناشی ریسک پوشش برای که دیگری روش
است. رژیم گزینی راهبرد از استفاده شده، معرفی

اجتماعی اقتصادی، سیاسی، متعدد عوامل از متأثر ریسکی دارایی یک عنوان به طلا قیمت
دشوار باشد، طلا آن پایه دارایی که را اختیاری ارزش  گذاری می شود سبب امر این است. و...

کند.
به خصوص مدل پارامتر های که است این بر فرض قیمت  گذاری، کلاسیک مدل های در
مالی و اقتصادی زمانی، سری های از بسیاری در اما هستند. ثابت دوره یک طول در تلاطم
دوره هایی آن دنبال به و می باشند شدید بسیار نوسانات دوره هایی در که می شود مشاهده

می گذارند. سر پشت را اندک تغییرات
و مستقل توزیع ویژگی یعنی است. خوشه ای نوسانات می دهد نشان اولیه بررسی های
سری های در جداگانه رژیم های وجود فرض با می گردد. نقض واریانس همسانی و یکسان
پایه دارایی بر تاثیرگذار پارامترهای سایر و نوسانات در نامتقارن رفتارهای وجود می توان زمانی

کرد. توجیه را
و شده اند گرفته نظر در جداگانه رژیم دو عنوان به ۱۳۹۸ و ۱۳۹۷ سال های پژوهش این در

شده است. برآورد زیر صورت به نیاز مورد پارامترهای
این در گرفته است. قرار استفاده مورد متنوعی روش های ریسک بدون بازده محاسبه برای
قبل روز به روز هر قیمت نسبت لگاریتم از استفاده با روزانه بازده ابتدا دوره هر در پایان نامه
گرفته نظر در سال آن بازده به عنوان سال روزهای تمام بازده میانگین سپس و شده محاسبه

شده است.



ایران طلای بازار در عددی نتایج ۴۸
برآورد r۲ = ۰٫۴۱ برابر ۱۳۹۸ سال در و r۱ = ۰٫۲۷ برابر سال۱۳۹۷ در (r) انتظار مورد بازده
شده است، برآورد بیشتر ۱۳۹۷ سال از ۱۳۹۸ سال بازده مقدار اینکه به توجه با شده است.

باشد. بیشتر ۱۳۹۷ سال از ۱۳۹۸ سال در اختیار ارزش داشت انتظار می توان
و شده تقسیم بندی ماهانه بازه های زیر به ساله یک بازه هر ابتدا نوسانات محاسبه برای
شده است. گرفته نظر در ماهانه نوسان به عنوان و شده محاسبه ماه هر معیار انحراف سپس

شده است. گرفته نظر در بازه سالانه نوسان برابر سال هر در ماهانه نوسانات میانگین
نوسانات می دهند نشان زیر مقادیر شده است. محاسبه زیر به صورت سال هر نوسان مقادیر

می باشند. نزدیک هم به تقریبا سال دو

σ۱ = ۰٫۳۸۹۹۱۵۱۱۷, σ۲ = ۰٫۲۴۲۴۱۰۶۷۱.

شده اند. گرفته نظر در معاملاتی هزینه ی بدون معاملات اختیار محاسبات، در راحتی برای
سال های داده های روی بر سوم فصل در آمده به دست جواب های فوق مقادیر از استفاده با

گرفته است. قرار بررسی مورد ایران در طلا مثقال شاخص ۱۳۹۸ ⁃۱۳۹۷
مقدار روی بر (۱۸ .۳) معادله در توان معامله اختیار قیمت تغییرات ۳ .۴ و ۲ .۴ شکل های در
ثابت مقادیر معادله این در می شود. مشاهده ۱۳۹۸ ⁃۱۳۹۷ سال های در طلا مثقال شاخص کل
منظور زیر شکل های در شده اند. گرفته نظر در q۱۲ = ۰٫۱, q۲۱ = ۰٫۳ و یک برابر c۴ و c۱, c۲, c۳

است. سال یک t واحد هر از

q۱۲ = ۰٫۱, q۲۱ = ۰٫۳, c۱ = c۲ = c۳ = c۴ = ۱ ،(۱۸ .۳) معادله از V۱ نمایش :۲ .۴ شکل



۴۹

q۱۲ = ۰٫۱, q۲۱ = ۰٫۳, c۱ = c۲ = c۳ = c۴ = ۱ ،(۱۸ .۳) معادله از V۲ نمایش :۳ .۴ شکل

با اختیار قیمت افزایش روند رژیم دو هر در که می شود مشاهده ۳ .۴ و ۲ .۴ شکل های در
رژیم در اما است. یافته  افزایش منطقی و منظم به صورت دارایی اولیه قیمت و سررسید افزایش
مقادیر سایر هستند. قبول قابل غیر مقادیر این که شده  منفی حاصل، مقادیر از بخشی دوم
ریسک بدون بهره از ناشی زیادی حد تا اختلاف این نیستند. استناد قابل و بوده کم بسیار نیز

نیست. چشم پوشی قابل نیز مدل خطای تاثیر هرچند می باشد. ۱۳۹۸ سال در بالا
دو این در می شوند. مشاهده فوق نمودارهای از نمونه مقادیر برخی ۲ .۴ و ۱ .۴ جدول در
حاصل مقادیر و نبوده کارآمد بررسی، مورد بازار در α = ۱ فرض با مدلی که است واضح جدول

می باشند. خطا دارای شده،

۲ .۴ نمودار از حاصل مقادیر از برخی :۱ .۴ جدول

سررسید
پایه دارایی ۰٫۱ ۰٫۳ ۰٫۵ ۰٫۷ ۱

۰٫۵ ۰٫۲۵۳ ۰٫۲۵۰ ۰٫۲۴۸۹ ۰٫۲۴۸۷ ۰٫۲۴۹
۱ ۰٫۳۸۴ ۰٫۳۸۶ ۰٫۳۸۸ ۰٫۳۹۲ ۰٫۳۹۷

۱٫۵ ۰٫۶۰۳ ۰٫۶۱۳ ۰٫۶۲۲ ۰٫۶۳۲ ۰٫۶۴۲
۲ ۰٫۹۰۹ ۰٫۹۳۱ ۰٫۹۴۸ ۰٫۹۶۷ ۰٫۹۸۸

۲٫۵ ۱٫۳۰۳ ۱٫۳۴۰ ۱٫۳۶۸ ۱٫۳۹۹ ۱٫۴۳۲
۳ ۱٫۷۸۵ ۱٫۸۴۰ ۱٫۸۸۲ ۱٫۹۲۶ ۱٫۹۷۲



ایران طلای بازار در عددی نتایج ۵۰

۳ .۴ نمودار از حاصل مقادیر از برخی :۲ .۴ جدول

سررسید
پایه دارایی ۰٫۱ ۰٫۳ ۰٫۵ ۰٫۷ ۱

۰٫۵ −۰٫۵۰۲ −۰٫۳۹۸ −۰٫۳۴۱ −۰٫۲۹۰ −۰٫۲۴۷
۱ −۰٫۴۷۴ −۰٫۳۶۸ −۰٫۳۰۸ −۰٫۲۵۶ −۰٫۲۱۰

۱٫۵ −۰٫۴۲۷ −۰٫۳۱۷ −۰٫۲۵۴ −۰٫۱۹۹ −۰٫۱۵۰
۲ −۰٫۳۶۱ −۰٫۲۴۵ −۰٫۱۷۸ −۰٫۱۱۹ −۰٫۰۶۵

۲٫۵ ۰٫۲۷۷ −۰٫۱۵۳ ۰٫۰۸۱ ۰٫۰۱۱ ۰٫۰۴۳
۳ −۰٫۱۷۴ −۰٫۰۴۱ ۰٫۰۳۷ ۰٫۱۰۹ ۰٫۱۷۷

در را ایران در طلا مثقال شاخص کل مقدار قیمتی تغییرات روند ۵ .۴ و ۴ .۴ شکل های در
می کنید. مشاهده قبل بخش (۲۸ .۳) معادلات روی بر نظر مورد بازه

q۱۲ = ۰٫۱, q۲۱ = ۰٫۳, c۱ = c۲ = c۳ = c۴ = ۱ ،(۲۸ .۳) معادله از V۱ نمایش :۴ .۴ شکل
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q۲۱ = ۰٫۳, c۱ = c۲ = c۳ = c۴ = ۱ ،(۲۸ .۳) معادله از V۲ نمایش :۵ .۴ شکل

و سررسید افزایش با اختیار، ارزش رشد روند که می شود دیده ۵ .۴ و ۴ .۴ شکل های در
قبل، مدل برخلاف همچنین کرده است. رشد منطقی و منظم طور به پایه دارایی اولیه قیمت
برخی ۴ .۴ و ۳ .۴ جدول های در هستند. استناد قابل و نبوده واقعی غیر اعداد حاصل، نتایج

شده اند. محاسبه  شکل دو این برای نمونه مقادیر

۴ .۴ نمودار از حاصل مقادیر از برخی :۳ .۴ جدول

سررسید
پایه دارایی ۰٫۱ ۰٫۳ ۰٫۵ ۰٫۷ ۱

۰٫۵ ۰٫۷۴۱ ۱٫۰۲۵ ۱٫۱۵۵ ۱٫۲۳۵ ۱٫۲۶۱
۱ ۱٫۱۴۴ ۱٫۵۳۰ ۱٫۷۲۸ ۱٫۸۷۶ ۱٫۹۷۲

۱٫۵ ۱٫۸۱۶ ۲٫۳۷۱ ۲٫۶۸۲ ۲٫۹۴۴ ۳٫۱۵۷
۲ ۲٫۷۵۷ ۳٫۵۴۹ ۴٫۰۱۸ ۴٫۴۴۰ ۴٫۸۱۷

۲٫۵ ۳٫۹۶۷ ۵٫۰۶۳ ۵٫۷۳۶ ۶٫۳۶۳ ۶٫۹۵۱
۳ ۵٫۴۴۶ ۶٫۹۱۵ ۷٫۸۳۶ ۸٫۷۱۴ ۹٫۵۵۵



۵ .۴ نمودار از حاصل مقادیر از برخی :۴ .۴ جدول

سررسید
پایه دارایی ۰٫۱ ۰٫۳ ۰٫۵ ۰٫۷ ۱

۰٫۵ ۰٫۹۵۰ ۱٫۱۶۲ ۱٫۲۴۸ ۱٫۲۸۷ ۱٫۲۷۷
۱ ۱٫۳۲۸ ۱٫۶۴۶ ۱٫۸۰۴ ۱٫۹۱۷ ۱٫۹۸۵

۱٫۵ ۱٫۹۵۶ ۲٫۴۵۲ ۲٫۷۳۱ ۲٫۹۶۸ ۳٫۱۶۳
۲ ۲٫۸۳۶ ۳٫۵۸۲ ۴٫۰۳۰ ۴٫۴۳۹ ۴٫۸۱۳

۲٫۵ ۳٫۹۶۸ ۵٫۰۳۴ ۵٫۶۹۹ ۶٫۳۳۰ ۶٫۹۳۵
۳ ۵٫۳۵۰ ۶٫۸۰۸ ۷٫۷۳۹ ۸٫۶۴۱ ۹٫۵۲۸

۱۳۹۸ سال ریسک بدون بهره اینکه وجود با اختیار، ارزش که می شود دیده فوق جداول در
است. هم به نزدیک و یکسان تقریبا رژِیم دو هر در است، زیاد رژیم دو هر نوسانات و بوده بالاتر
می توان است شده برآورد α = ۰٫۹۲۸۸۹۳۶۳۶ هرست، توان مقدار اینکه به توجه با همچنین
است. مدت بلند حافظه با پایدار زمانی سری لذا دارد قرار و۱ ۰٫۵ بین هرست توان چون گفت،
طلا بازار مانند پرتلاطمی بازار نوسانات است توانسته شده معرفی مدل گفت، می توان واقع در

کند. کنترل را
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Abstract

In this thesis, power options pricing are driven via time­fractional PDE when the dynamic of un­

derlying asset price follows a regime switching model. Then power option pricing under these

models has been driven on Iranian gold market. So in this study, gold weight index information

for tow years has been restored and drivided for two periods of one years. Finally, it has been

shown that the considered model can control the market volatilities.

keywords:Invariant subspace, Regime switching, Option pricing, Eauropen option, Time Frac­

tional Partial differential equation.
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