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که: فرشتگانی مهربان به تقدیم
دانستن، غرور و لذت بودن، باور ناب لحظات
تمام و رسیدن عظمت خواستن، جسارت
مدیون زندگیم، زیبای و یکتا های تجربه

آنهاست. سبز حضور
مهربانیش سایه که عزیزم همسر به تقدیم
اسوه که او باشد، می زندگیم سار سایه
را مسیر مشکلات و بوده تحمل و صبر

نمود. تسهیل برایم

ز



واسطه به و آفرید خاک از را انسان که پاک آفریدگار نام به
وسیله را دانش آنگاه و داد رجحان موجودات برتمام عقل
ما به که سپاس را پروردگار بزرگ داد. قرار عقل تکامل

کردی. عطا آموختن استعداد
جناب قدر عالی استاد از را خود لسانی و قلبی تشکر
رساله این راهنمایی زحمت که علیشاهی میثم دکتر آقای
از رساله انجام مراحل تمامی در و گردیدند دار عهده را
دارم می ابراز نمودم استفاده ایشان مدبˁرانه های راهنمایی
سعادت و صحت با توأم را ایشان افزون روز توفیقات و

خواستارم.
چگونه و انسانیت الفبای که عزیزم مادر پدرو از سپاس با
که خوبم همسر از همچنین و آموختند من به را زیستن
کشید تصویر به برایم را صبر واژه زندگی ناهموار مسیر در

کرد. روشن را دلم چراغ چشمانش امید وبرق
تهیه در نحوی به کدام هر که دوستانی سایر از پایان در
نموده تشکر اند داشته همکاری جانب این با مجموعه این

خواهانم. متعال خداوند از را آنها همه موفقیت و

ثانی رضایی الهه
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نامه تعهد
دانشگاه ریاضی علوم کاربردی ریاضی رشته دکترای دانشجوی ثانی رضایی الهه اینجانب
در احاطه گری و تحمیلی اعداد برای کران هایی تعیین عنوان با پایان نامه نویسنده شاهرود،

می شوم: متعهد علیشاهی میثم راهنمایی تحت ، گراف ها
برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط پایان نامه این در تحقیقات •

است.
شده استناد استفاده مورد مرجع به پژوهش گران، دیگر پژوهش های نتایج از استفاده در •

است.
مدرک نوع هیچ دریافت برای دیگری فرد یا خود، توسط کنون تا پایان نامه، این مطالب •

است. نشده ارایه هیچ جا در امتیازی یا
نام با مستخرج مقالات و دارد، تعلق شاهرود صنعتی دانشگاه به اثر، این معنوی حقوق •
خواهد چاپ به “ Shahrood University of Technology “ یا “ شاهرود صنعتی دانشگاه “

رسید.
بوده اند، تاثیرگذار پایان نامه اصلی نتایج آوردن به دست در که افرادی تمام معنوی حقوق •

می گردد. رعایت پایان نامه از مستخرج مقالات در
آنها) بافت های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •

است. شده رعایت اخلاقی اصول و ضوابط است، شده استفاده
افراد شخصی اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •
شده رعایت انسانی اخلاق اصول و رازداری اصل است)، شده استفاده (یا یافته دسترسی

است.
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نشر حق و نتایج مالکیت
برنامه های کتاب، مستخرج، ( مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
شاهرود صنعتی دانشگاه به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم افزارها رایانه ای،

شود. ذکر مربوطه علمی تولیدات در مقتضی، نحو به باید مطلب این می باشد.
نمی باشد. مجاز منبع ذکر بدون پایان نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده •

ط





چکیده
تحمیلی، عدد محاسبه می باشد. گراف یک پوچی ماکزیمم برای بالا کران یک تحمیلی عدد
گراف هایی  دارند. قرار NP‐سخت مسائل کلاس در همبند تحمیلی عدد و کلی تحمیلی عدد
این در هستند. موازی ٢‐مسیر و مسیر گراف های ترتیب به دارند ٢ یا ١ برابر تحمیلی عدد که
تحمیلی عدد برای بالا کران یک و می کنیم تعریف را موازی k‐مسیر گراف های ابتدا ما رساله
موازی k‐مسیر گراف های کلی تحمیلی عدد برای بالایی کران و موازی ٣‐مسیر گراف های
عدد و ٣ حداکثر درجه ماکزیمم که می پردازیم گراف هایی رده بندی به سپس می دهیم. ارائه
تحمیلی عدد که ٣ حداکثر درجه ماکزیمم ویژگی با گراف ها ادامه، در دارند. ٣ با برابر تحمیلی
عدد که گراف هایی ما همچنین می کنیم. دسته بندی را است ٣ حداکثر آن ها پوچی ماکزیمم و
گراف هایی رده بندی نتیجه یک عنوان به و می کنیم رده بندی نیز را دارند ٢ با برابر کلی تحمیلی

می دهیم. ارائه را دارند ٢ با برابر همبند تحمیلی عدد که

پوچی ماکزیمم همبند، تحمیلی عدد کلی، تحمیلی عدد تحمیلی، عدد کلیدی: کلمات

ک





پایان نامه از مستخرج مقالات لیست

1. Alishahi M., Rezaei-Sani E. (2020), ”Graphs with total forcing number two, revis-

ited” Journal of Algebraic Systems, Accepted

2. Alishahi M., Rezaei-Sani E., and Sharifi E. (2020), ”Maximum nullity and zero

forcing number on graphs with maximum degree at most three” Discrete Applied

Mathematics, 284, pp 179-194
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تصاویر فهرست
را یکدیگر cb و ad یال دو آن در R٢ که و R١ موازی مسیرهای با موازی ٢‐مسیر گراف یک از نمایشی ٢. ١

١٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . می کنند. قطع
١٢ .P ١ : v١, P ٢ : v٢, P ٣ : v٣v۴, P ۴ : v۵ موازی مسیرهای با K۵ موازی ۴‐مسیر گراف از استاندارد نمایش ٢. ٢

و P ′ : x٣, x۴, x۵, x۶, x٧ مسیر دو ولی هستند قطعه P٢ : x٧, x١, x٢, x٣ و P١ : x۵, x۶, x٧ مسیر دو ٣. ١
١٨ . است. گراف این برای کلی تحمیلی مجموعه یک {x١, x٢} مجموعه نیستند. قطعه P ′′ : x٣, x۴, x۵

٢۴ . . . . . . . . . . . است. بد S به نسبت R١ زنجیر از x راس این که فرض با S از نمایشی ١ .۴
٢۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . باشد. y = a یا y ̸= a این که فرض با S از نمایشی ٢ .۴
٢٧ . . . . . . . . . . . ندارد. yR٢a مسیر در همسایه ای z راس این که فرض با S از نمایشی ٣ .۴
٢٨ . . . . . . . . . . . . . است. بدیهی غیر یا بدیهی R٣ زنجیر این که فرض با S از نمایشی ۴ .۴
٢٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . باشد. c = a یا c ̸= a این که فرض با S از نمایشی ۵ .۴
٣٠ . . . . . . . . . دارد. zR٣c مسیر در همسایه یک حداکثر y راس این که فرض با S از نمایشی ۶ .۴
٣٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . است. y ̸= a این که فرض با S از نمایشی ٧ .۴
٣٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .١. ٢ .۴ لم در S زنجیر مجموعه از نمایشی ٨ .۴
٣۴ . . . . . است. S به نسبت نامطلوب راس یک R١ زنجیر از x راس این که فرض با S از نمایشی ٩ .۴
٣۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . باشد. y ̸= a یا y = a این که فرض با S از نمایشی ١٠ .۴
٣٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . باشد. z ̸= d یا z = d این که فرض با S از نمایشی ١١ .۴

d′ = nextR٣ (d) به طوری که باشد داشته a′ یا d′ همسایه یک c = x′ راس این که فرض با S از نمایشی ١٢ .۴
٣٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . باشد. a′ = nextR٢ (x′) و

P ٢ مسیر روی v١, v٢ همسایه دو ،P ١ مسیر از u راس این که فرض با P ٢ و P ١ مسیرهای از نمایشی ١٣ .۴
۴٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . باشد. داشته
۴٠ . . . . . . . . . . . . . . .١٣ .۴ شکل در شده داده نشان P ٢ و P ١ مسیرهای از نمایشی ١۴ .۴

راس دو و یال دو به چپ سمت شکل در پررنگ راس و ضخیم یال هر تقسیم از راست سمت شکل ١۵ .۴
۴٢ . . . . . . . . . . . . . . . نیاید. به وجود قاطع ها بین تقاطعی به طوری که شده حاصل

همسایه اش و z بین یال به طوری که ،R١ بالای در واقع R٣ = (z)z بدیهی زنجیر و R١, R٢ از نمایشی ١۶ .۴
۴٣ . . . . . . . . . . . . . . . باشد. عمودی قاطع یک باشد) داشته وجود (اگر R٢ روی

ف



تصاویر فهرست ص
قاطع اند به صورت آن ها بین یال های به طوری که ١۶ .۴ شکل در R٣ و R١, R٢ زنجیرهای از نمایشی ١٧ .۴

۴٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نمی کنند. قطع را ویکدیگر
۴۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . F (G) = M(G) + ١ = ٣ ویژگی با گراف های خانواده ١٨ .۴







پیشگفتار
تمام تقریبا ٢٠ام قرن طی در است. گراف نظریه در کاربردی مفاهیم از یکی گراف آمیزی رنگ
با نمی کند. تغییر زمان طی در گراف آمیزی رنگ یک یعنی بود، ایستا گراف آمیزی های رنگ
می دهد اجازه که شد پدیدار گراف آمیزی رنگ در جدیدی تغییرات اخیر سال های در وجود این
به عبارتی شود. تعدیل اجرایش طول در مشخصی بازه های در گراف یک از آمیزی رنگ یک
واحد اولیه آمیزی رنگ یک بر مبنی بسیاری متفاوت آمیزی های رنگ است ممکن گراف یک

باشد. داشته
وابسته اش، گرافی پارامتر و تحمیلی فرایند پویا، آمیزی رنگ فرایندهای مشهورترین از یکی
برای بالا کران کردن پیدا پارامتر، این تعریف انگیزه و ایده ابتدا در می باشد. تحمیلی عدد
در که بود گراف یک مرتبه مینیمم برای پایین کران کردن پیدا به عبارتی یا و پوچی ماکزیمم

می پردازیم. آن ها تعریف به ادامه
n×n متقارن ماتریس های تمام شامل Sn(G) مجموعه ،G راسی n گراف یک در کنید فرض
درایه های که شود (توجه G باشد در یال یک ij اگر تنها و اگر ai,j ̸= ٠ که: ویژگی باشد این با
نشان mr(G) با که را G گراف مرتبه مینیمم حال ندارند). محدودیتی ماتریس ها این قطری
مشابه به طور و می کنیم تعریف Sn(G) در متقارن ماتریس های مرتبه مینیمم با برابر می دهیم
ماتریس های پوچی ماکزیمم با برابر می دهیم نشان M(G) با که را G گراف پوچی ماکزیمم
و mr(G) + M(G) = n داریم G گراف هر برای به وضوح می دهیم. قرار Sn(G) در متقارن

.M(G) ≥ ١
باز مساله یک گراف یک مرتبه مینیمم عبارتی به یا و پوچی ماکزیمم محاسبه آنجایی که از
پارامترها این برای کران هایی تعیین دارد، ماتریس ها از نامتناهی تعداد ارزیابی به نیاز و است
بنیاد توسط شده برگزار کارگاه در ٢٠٠۶ سال در بار اولین است. اهمیت دارای محققان برای
تحمیلی عدد و تحمیلی فرایند معرفی به [٢۵] در خطی جبر محققان از گروهی آمریکا، ریاضی
پوچی ماکزیمم برای بالایی کران آن از استفاده با و پرداختند است رساله این اصلی موضوع که
آن از و شد ظاهر [١٢] در ٢٠٠٧ سال در دوباره تحمیلی عدد آن از بعد نمودند. ارائه گراف یک
در بسیاری نتایج و گرفت قرار مختلف علوم در محققان از بسیاری مطالعه و توجه مورد بعد به
از پس و پرداخت کلی تحمیلی عدد مطالعه و معرفی به [١٧] در داویلا شد. حاصل آن مورد
نمود تعریف را همبند تحمیلی عدد [٨] در بریمکو همراه به آن، درباره ارزشی با نتایج کسب

ش



پیشگفتار ت
می شوند. کران دار زیادی گرافی پارامترهای آن کمک با که

فرایند سپس و می پردازیم نیاز مورد مقدماتی تعاریف بیان به ابتدا رساله، این اول فصل در
مفاهیم این تعریف برای اولیه انگیزه ادامه در و می کنیم معرفی را آن با مرتبط مفاهیم و تحمیلی
است. بعد فصول برای نیاز مورد که می کنیم ارائه را آن ها برای آمده بدست نتایج از برخی و
آن از بعد و پردازیم می قوی گر احاطه مجموعه و احاطه گر مجموعه تعریف به فصل انتهای در

می کنیم. بیان را تحمیلی مجمموعه و قوی احاطه گر مجموعه بین رابطه
نتایج بیان به ابتدا ادامه در و نموده تعریف را موازی k‐مسیر گراف های دوم، فصل در
مجموعه روی بر مطالعه از حاصل نتایج سپس و گراف ها از خانواده این روی بر مطالعه از حاصل

است. رسیده چاپ به [٢] در فصل این در شده ارائه نتایج می پردازیم. تحمیلی زنجیرهای
یک به عنوان ادامه در و کرده بندی رده را ٢ کلی تحمیلی عدد با گراف ها سوم، فصل در
این در شده ارائه نتایج می کنیم. ارائه را ٢ همبند تحمیلی عدد با گراف ها رده بندی نتیجه

است. رسیده چاپ به [١] در فصل
را است ٣ آن ها تحمیلی عدد که ٣ حداکثر درجه ماکزیمم با گراف ها تمام چهارم، فصل در
ماکزیمم ویژگی با گراف ها دسته بندی به نتیجه، این از استفاده با ادامه در و می کنیم رده بندی
ارائه نتایج می پردازیم. است ٣ حداکثر آن ها پوچی ماکزیمم و تحمیلی عدد که ٣ حداکثر درجه

است. رسیده چاپ به [٢] در فصل این در شده



١ فصل
مقدمه

مقدماتی تعاریف ١. ١
برای ادامه در و می باشند ساده و جهت دار غیر متناهی، شده ارائه گراف های تمام رساله این در

کرد. خواهیم استفاده [k] = {١,٢, . . . , k} استاندارد نماد از ،k طبیعی عدد هر
E(G) متناهی مجموعه و رئوس از V (G) متناهی مجموعه یک شامل G = (V,E) گراف یک
نمایش n := |V (G)| با که می باشد G گراف مرتبه١ ،V (G) مجموعه اندازه می باشد. یال ها از
خواهیم نشان m := |E(G)| با که می باشد G گراف اندازه٢ ،E(G) مجموعه اندازه و می دهیم
باشد. vw ∈ E(G) اگر هستند مجاور۴ یا همسایه٣ ،G گراف در v, w ∈ V (G) راس دو داد.
بسته۶ همسایگی و N(v) := {w : vw ∈ E(G)} به صورت v ∈ V (G) راس باز۵ همسایگی
با که v ∈ V (G) راس درجه٧ می شود. تعریف N [v] := N(v) ∪ {v} به صورت v ∈ V (G) راس
درجه٩ ماکزیمم و درجه٨ مینیمم می باشد. degG(v) := |N(v)| با برابر می دهیم نشان degG(v)
باشد صفر آن درجه که گراف یک از راسی می دهیم. نشان ∆ و δ با به ترتیب نیز گراف رئوس

1order
2size
3neighbor
4adjacent
5open neighborhood
6closed neighborhood
7degree
8minimum degree
9maximum degree



مقدمه ٢
تولید S توسط که است گرافی S روی القایی٢ زیرگراف ،S ⊆ V (G) برای می نامیم. تنها١ راس
از آمده به دست گراف زیر بیان گر G − S گراف همچنین می دهیم. نمایش G[S] با و می شود
یال هر برای می باشد. V \ S روی القایی گراف زیر به عبارتی یا می باشد؛ G از S رئوس حذف
آن از uv یال حذف با تنها که می باشد G از گرافی زیر بیانگر نیز G − uv گراف ،uv ∈ E(G)

است. شده حاصل
می باشد v١, . . . , vn رئوس از متناهی مجموعه می دهیم نمایش Pn با که راسی n مسیر٣ یک
،i = ١, . . . , n−١ تمام برای vivi+١ یال های و i ̸= j تمام برای vi ̸= vj باشیم داشته به طوری که
Pvi = v٠ · · · vi ،i ∈ [m] که G در P = v٠ · · · vm مسیر هر برای همچنین باشد. داشته وجود

می باشند. viP = vi · · · vm و
v١vn اضافی یال همراه به v١, . . . , vn مسیر یک می دهیم، نمایش Cn با که راسی n دور۴ یک
G از یال یک C از وتر۵ یک ،G در C = v١, . . . , vn = v١ دور یک برای می باشد. ،n ≥ ٣ که

می سازد. مجاور هم به را آن راس دو ولی نیست C از یالی که می باشد
هم با آن از راس جفت هر که است گرافی می دهیم نمایش Kn با که راسی n کامل۶ گراف

می باشد. یال فاقد گرافی تهی٧ گراف حالی که در مجاورند
گراف آن راس هر از که است مسیری دارای که می باشد همبند گرافی ، همیلتونی٨ گراف
یال هایش که است رسم قابل گونه ای به صفحه یک در که گرافی به گذرد. می بار یک تنها
گراف، از نمایشی چنین به و می شود گفته مسطح٩ گراف کنند، قطع راس ها در تنها را یکدیگر
که است مسطحی گراف بیرونی١٠ مسطح گراف یک گویند. صفحه در شده محاط گراف
و باشند دایره داخل آن یال های که نحوی به داد قرار دایره یک روی را آن راس های می توان
این عکس اما است مسطح بیرونی مسطح گراف هر که است بدیهی نکنند. قطع را یکدیگر

نیست. درست مطلب
باشد. حقیقی اعداد روی متقارن n در n ماتریس های تمام مجموعه Sn(R) می کنیم فرض
با گراف یک می دهیم نمایش G(A) با که A با متناظر گراف ،A =

(
aij

)
∈ Sn(R) برای

(توجه می باشد {vivj : aij ̸= ٠, ١ ≤ i < j ≤ n} یال مجموعه و {v١, . . . , vn} رئوس مجموعه
گراف متقارن ماتریس های مجموعه همچنین ندارد). G(A) تعریف در نقشی A قطر که شود
که G گراف مرتبه١١ مینیمم می شود. تعریف S(G) = {A ∈ Sn(R) : G(A) = G} به صورت G
مشابه به طور و می باشد S(G) در متقارن ماتریس های مرتبه مینیمم می دهیم نشان mr(G) با

1isolated vertex
2induced subgraph
3path
4cycle
5chord
6complete graph
7empty graph
8Hamiltonian graph
9planar graph

10outerplanar graphs
11minimum rank



٣ آن با مرتبط تعاریف و صفر تحمیلی فرایند
در متقارن ماتریس های پوچی ماکزیمم می دهیم نشان M(G) با که G گراف پوچی١ ماکزیمم

.M(G) ≥ ١ و mr(G) +M(G) = n داریم G گراف هر برای به وضوح است. S(G)

آن با مرتبط تعاریف و صفر تحمیلی فرایند ١. ٢
،F ⊆ V (G) کنیم فرض میکنیم: تعریف بدین صورت صفر٢ تحمیلی فرایند ،G گراف یک در
گراف رئوس بقیه و است رنگی F در راس هر صفر، گام .در باشد آغازی رئوس مجموعه یک
داشته غیررنگی همسایه یک دقیقا vکه رنگی راس هر ،i ≥ ١ که i گام در هستند. رنگی غیر

کند. می تحمیل را آن به عبارتی یا و می کند رنگی را آن باشد،
رنگی iام گام در که گراف از رئوسی مجموعه ،١ ≤ i هر برای .V٠ = F می دهیم قرار
تغییر ایجاد امکان که می یابد ادامه زمانی تا فرایند این می دهیم. نشان Vi علامت با را می شوند

می گوییم. شده٣ مشتق مجموعه رنگی رئوس مجموعه به فرایند، پایان در نباشد. جدیدی
که Fمی باشد ⊆ V (G) رنگی آغازی مجموعه یک ،G برای صفر۴ تحمیلی مجموعه یک
راس هر برای .V (G) =

∪
Vi به عبارتی Vباشد (G) با برابر آن با متناظر شده مشتق مجموعه

که باشید داشته توجه می دهیم. نمایش kF (v) با را می شود رنگی آن در v که گامی ،v ∈ V (G)

.kF (v) = i آنگاه v ∈ Vi اگر و v ∈ Vi هرگاه kF (v) = i

صفر۵ تحمیلی عدد را G گراف صفر تحمیلی های مجموعه کوچک ترین از یکی اعضای تعداد
یک F (G) اندازه از صفر تحمیلی مجموعه هر به همچنین می دهیم. نمایش F (G) با و گوییم

می گوییم. F‐مجموعه۶ (G)

گراف یک به عبارتی یا باشد تهی گراف یک G اگر تنها و اگر F (G) = |V (G)| که است واضح
اختصار جهت به صفر“ ”تحمیلی جای به ”تحمیلی“ کلمه از رساله این در باشد. یال فاقد

می کنیم. استفاده

و تحمیلی مجموعه های تعریف برای اولیه انگیزه ١. ٣
آن روی شده انجام مطالعات

و کرده جلب خود به را مختلف علوم محققان از بسیاری علاقه و توجه تحمیلی مجموعه های
بیان به اینجا در اند. داده اختصاص خود به را مختلف حوزه های در بسیاری مقالات موضوع

1maximum nullity
2zero forcing process
3drived set
4zero forcing set
5zero forcing number
6F (G)-set



مقدمه ۴
گراف علم به جبر خطی علم از آن شدن وارد و تحمیلی مجموعه های پیدایش چگونگی داستان

می پردازیم.
اولین برای کارگاه این در که نمود برگزار کارگاهی آمریکا ریاضی بنیاد ،٢٠٠۶ سال اکتبر در
اصلی انگیزه شد. آورده [٢۵] در آن با متناظر تحمیلی عدد و تحمیلی فرایند تعریف رسما بار
پوچی ماکزیمم برای بالا کران یک تعیین آن، با متناظر تحمیلی عدد و تحمیلی فرایند معرفی
زیر گزاره در که بود گراف یک مرتبه مینیمم برای پایین کران یک تعیین دیگر عبارت به یا

است. شده آورده

آنگاه باشد تحمیلی مجموعه یک S ⊆ V و گراف یک G = (V,E) اگر [٢۵] .١. ٣. ١ گزاره
.n−mr(G) = M(G) ≤ F (G) به ویژه .M(G) ≤ |S|

محاسبه حالی که در دارد ها ماتریس از نامتناهی تعدادی ارزیابی به نیاز M(G) محاسبه
علاقه مند محققان بنابراین است. ماتریس ها از متناهی مجموعه ارزیابی نیازمند تحمیلی عدد
خانواده هایی مذکور مقاله در دانستند. مفید بسیار را بالا گزاره پوچی، ماکزیمم موضوع به
خانواده از تعدادی عبارتی به یا و می سازند برقرار را ١. ٣. ١ گزاره تساوی حالت که گراف ها از
بیان به زیر قضیه در که شد، ارائه نیز دارند برابر پوچی ماکزیمم و تحمیلی عدد که گراف هایی

می پردازیم. آن

.F (G) = M(G) آنگاه باشد زیر گراف های خانواده از هریک عضو G اگر [٢۵] .١. ٣. ١ قضیه
است. ۶ حداکثر آن ها مرتبه که هایی گراف .١

.Cn و Kn, Pn های گراف خانواده .٢
همیلتنی. گراف های .٣

راس. n روی ابرمکعب هر .۴

و است مشکل برقرارند ١. ٣. ١ گزاره تساوی حالت در که گراف هایی تمام کردن رده بندی
می پردازیم. آن بیان به زیر در که شد ارائه باز مساله عنوان به مذکور مقاله در مهم این

تعیین را می کنند صدق F (G) = M(G) تساوی در که گراف هایی خانواده [٢۵] .١. ٣. ١ مسآله
کنید.

در مقاله این این که وجود با شد. ظاهر دوباره [١٢] در تحمیلی عدد ،٢٠٠٧ آگوست در
شد. اثبات و ارائه مقاله این در نیز زیر گزاره بود، گراف یک مرتبه مینیمم کردن کران دار مورد

.δ ≤ F (G) آنگاه باشد δ درجه مینیمم با گراف یک G اگر [١٢] .١. ٣. ٢ گزاره



۵ آن روی شده انجام مطالعات و تحمیلی مجموعه های تعریف برای اولیه انگیزه
محققان از بسیاری علاقه و توجه مورد تحمیلی فرایند ،[١٢] و [٢۵] مقالات انتشار از بعد
شاخه های در ولی آمد بوجود پوچی ماکزیمم مسایل الهام گیری از تحمیلی فرایند گرفت. قرار
کوانتوم سیستم های کنترل ریاضی، در [٢٠] کد نظریه و [۵] گراف نظریه مانند علوم از متنوع
جمله از و گرفت قرار استفاده مورد ... و [١١] کامپیوتر در منطقی مدارهای ،[١٢] فیزیک در
خصوصیات بیان به که مقالاتی اولین از یکی شد. مختلف علوم در محبوب گرافی پارامترهای
مقاله این در آن ها .[۶] بود ٢٠٠٩ سال در همکارانش و باریولی١ مقاله پرداخت تحمیلی فرایند

برآمدند. زیر پرسش های به پاسخ درصدد
دارد؟ وجود بفرد منحصر تحمیلی مجموعه کوچکترین با گرافی آیا .١

مجموعه کوچک ترین هر عضو v به طوری که دارد وجود v ∈ V راس یک و G گراف یک آیا .٢
باشد؟ G تحمیلی

نمودند. اثبات را زیر های قضیه ابتدا آن ها جهت بدین
یک نیز S از معکوس٢ هر آنگاه باشد G از تحمیلی مجموعه یک S اگر [۶] .١. ٣. ٢ قضیه

است. تحمیلی مجموعه
∩

S∈ZFS(G)

S = ϕ آنگاه باشد یک از بزرگ تر مرتبه از همبند گراف یک G اگر [۶] .١. ٣. ٣ قضیه
است. G برای تحمیلی مجموعه های کوچک ترین تمام مجموعه بیان گر ZFS(G) که

داشت. را زیر نتایج می توان ١. ٣. ٣ و ١. ٣. ٢ قضیه های از استفاده با حال
مجموعه مینیمم دارای به طوری که ندارد وجود یک از بزرگ تر مرتبه از همبند گراف

باشد. یکتا تحمیلی
مینیمم هر عضو آن راس یک به طوری که ندارد وجود یک از بزرگ تر مرتبه از همبند گرافی

باشد. گراف آن از تحمیلی مجموعه
این از استفاده با شد. آورده [۶] در نیز تحمیلی٣ زنجیرهای مفهوم بالا، قضایای بر علاوه
در همچنین دانست. را تحمیلی مجموعه شدن پخش یا و رنگ آمیزی مسیر می توان زنجیرها
عدد و شود داده می نمایش P (G) با که پوششی۴ مسیرهای عدد بین رابطه بیان به زیر، قضیه

پرداختند. تحمیلی
.P (G) ≤ F (G) این صورت در باشد. گراف یک G کنیم فرض [۶] .۴ .١. ٣ قضیه

پارامتر روی اختصاصی مطالعه به بیشتری علاقه محققان جامعه ٢٠١١ تا ٢٠٠٩ سال از
نظریه حوزه  در تکنیک هایی رو۵، ،٢٠١٠ سال در مثال برای دادند. نشان تحمیلی فرایند گرافی

1Brailoli
2reversal
3forcing chains
4path cover number
5Row



مقدمه ۶
رده بندی دو و کرد پیشنهاد برشی راس یک تنها با گراف هایی تحمیلی عدد محاسبه برای گراف

.[٢٣] داد ارائه را زیر
این صورت در باشد. n ≥ ٢ مرتبه از همبند گراف یک G کنیم فرض [٢٣] .١. ٣. ٣ گزاره

.G = Kn اگر تنها و اگر است F (G) = n− ١
گراف یک G اگر تنها و اگر F (G) = ٢ است، گراف یک G این  که فرض با [٢٣] .۴ .١. ٣ گزاره

باشد. موازی ٢‐مسیر
باشد تنها راس فاقد F هرگاه باشد. G از تحمیلی مجموعه یک F و گراف یک G کنیم فرض
کلی تحمیلی مجموعه های که است واضح است. G برای کلی١ تحمیلی مجموعه یک F گوییم
مجموعه های کوچک ترین از یکی اعضای تعداد شود. می تعریف تنها راس فاقد گراف های برای
کوچک ترین هر می دهیم. نمایش Ft(G) با و می نامیم کلی٢ تحمیلی عدد را کلی تحمیلی

می نامیم. Ft(G)‐مجموعه٣ یک را کلی تحمیلی مجموعه
به هنینگ۵ و داویلا .[١٧] شد مطالعه و معرفی داویلا۴ توسط ابتدا کلی تحمیلی عدد
گراف هر برای که دادند نشان و [١۴] پرداختند درختان در کلی تحمیلی مجموعه های مطالعه
.[١٣] است برقرار Ft(G) ≤ (

∆

∆+ ١)n نامساوی ،∆ درجه ماکزیمم و n ≥ ٣ مرتبه از G همبند
٣‐منتظم گراف های در را کلی تحمیلی مجموعه های و تحمیلی مجموعه های آن ها همچنین

.[١۶] نمودند بررسی نیز آزاد۶ پنجه
یک را F باشد، همبند F ⊂ V (G) تحمیلی مجموعه یک روی القایی زیرگراف هرگاه
تحمیلی های مجموعه که است واضح بنابراین می نامیم. G برای ٧ همبند تحمیلی مجموعه
مجموعه های کوچک ترین از یکی اعضای تعداد می شوند. تعریف همبند گراف های برای همبند
تحمیلی عدد می دهیم. نمایش Fc(G) با و می نامیم همبند٨ تحمیلی عدد را همبند تحمیلی
پارامترهای .[٨] گرفت قرار مطالعه مورد و معرفی داویلا و بریمکو٩ توسط ابتدا همبند
گراف، یک از پوششی مسیرهای عدد و برگی١١ عدد قوی١٠ احاطه گر عدد پوچی، ماکزیمم
مانند Fc(G) محاسبه ببینید). را [١۵ ،٨]) می شوند کران دار همبند تحمیلی عدد توسط
قرار NP‐سخت تصمیم گیری مسائل کلاس در همگی واقع در و است مشکل Ft(G) و F (G)

گراف های برای حتی پارامترها این کردن کران دار و رده بندی بنابراین .[٩ ،٣ ،٢۴ ،١٩] دارند
[٢٣] در n−١ و ٢ ،١ تحمیلی عدد با گراف ها رده بندی منظور بدین است. اهمیت دارای خاص
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٧ تحمیلی مجموعه با آن ارتباط و قوی احاطه گر مجموعه
با گراف ها داویلا و بریمکو است. شده انجام [٢۵] در n− ٢ تحمیلی عدد با گراف  رده بندی و

.[٨] نمودند بیان را زیر باز مساله و کردند رده بندی را n− ١ و ١ همبند تحمیلی عدد
را باشند n − ٣ و n − ٢ ،٣ ،٢ آن ها همبند تحمیلی عدد که گراف هایی تمام .١. ٣. ٢ مسآله

می باشد). گراف مرتبه n) کنید مشخص
مورد بعدی فصل های در که می پردازیم دیگر شده اثبات و مهم نتایج بیان به ادامه در

می پردازیم. زیر بدیهی گزاره بیان به ابتدا می گیرند. قرار استفاده
G اگر تنها و اگر F (G) = ١ این صورت در باشد. گراف یک G کنیم فرض [١۶] .۵ .١. ٣ گزاره

باشد. مسیر یک
پوچی ماکزیمم مطالعه برای ابزار یک به عنوان تحمیلی عدد کردیم بیان قبلا که همان طور
G گراف یک پوچی ماکزیمم که می کند بیان شد، ذکر پیشتر بعدی گزاره شد. تعریف گراف ها

گیرد. پیشی F (G) از نمی تواند
.M(G) ≤ F (G) این صورت در باشد. گراف یک G کنیم فرض [٢۵] .۶ .١. ٣ گزاره

شد. ارائه ،۵ .١. ٣ گزاره از قوی تر نتیجه ای بعد قضیه در رو این از
تنها و اگر M(G) = ١ ،G این صورت در باشد. گراف یک G کنیم فرض [٢۵] .۵ .١. ٣ قضیه

باشد. مسیر یک G اگر
ولی می  باشد ماتریس نامتناهی تعداد ارزیابی به نیاز ،M(G) محاسبه برای آنجایی که از
علاقه مند محققان است، لازم گراف متناهی تعداد بررسی تنها تحمیلی عدد محاسبه برای
گراف  ها که است مشهور دانستند. مفید بسیار را ۶ .١. ٣ گزاره گراف یک پوچی ماکزیمم به
ماکزیمم با گراف های رده بندی منظور به .[٢۵] هستند مسیرها دقیقا ١ پوچی ماکزیمم با
(برای کردند معرفی گراف نوع ۶ شامل F گرافی خانواده یک همکارانش و جانسون١ ،٢ پوچی

نمودند. اثبات را بعد قضیه و ببینید) را [٢٢] در B١ جدول بیشتر جزئیات
G اگر تنها و اگر M(G) = ٢ این صورت در باشد. گراف یک G کنیم فرض [٢٢] .۶ .١. ٣ قضیه

باشد. F خانواده از گراف یک یا موازی مسیر دو گراف یک

تحمیلی مجموعه با آن ارتباط و قوی احاطه گر مجموعه ۴ .١
عضوی با یا باشد S در یا v ∈ V (G) رأس هر هرگاه .S ⊆ V (G) و باشد گراف یک G کنیم فرض
کوچک ترین اندازه به می نامیم. G گراف در احاطه گر٢ مجموعه یک S آنگاه باشد مجاور S از

1Johnson
2dominating set



مقدمه ٨
نمایش ،γ(G) علامت با و گوییم G گراف احاطه گری١ عدد ،G گراف در احاطه گر مجموعه
پیدا مساله است. گراف نظریه در پرکاربرد و اساسی مفاهیم از یکی احاطه گری عدد می دهیم.

است. NP‐کامل مسائل از احاطه گری عدد کردن
آن تعریف ضرورت به ابتدا ادامه در که است قوی احاطه گری احاطه گری، از دیگری نوع

می پردازیم.
می شوند، کنترل گران قیمت اندازه گیری دستگاه های توسط الکتریکی شبکه های آنجایی که از
نصب شبکه کل بر نظارت برای دستگاه ها این که شبکه در مطلوب جایگاه های حداقل تعیین
احاطه مجموعه های شامل مساله این است. اهمیت دارای و سودمند اقتصادی نظر از شوند
مدل گراف یک با می توانند الکتریکی شبکه های واقع در می باشد. گراف نظریه در قوی گر
اندازه گیری دستگاه های که (مکان هایی الکتریکی های گره  بیان گر آن رئوس به طوری که شوند
هم به را گره ها این که است انتقالی خطوط بیان گر یال ها و گیرند) قرار آن جا در می توانند

می سازند. مربوط
کمینه مجموعه یک کردن پیدا شامل گراف ها در قوی احاطه گری مساله مدل، این در
این فیزیکی نظرشبکه از شود. گزاره خاص قوانینی با گراف کل به طوری که است رئوس از
کل بر نظارت منظور به اندازه گیری دستگاه های که است مکان هایی شامل کمینه مجموعه

گیرند. قرار باید هزینه کمترین با شبکه
می کنیم. بیان زیر به صورت را G گراف برای قوی احاطه گری مجموعه تعریف حال

در S توسط آمده بدست رئوس ،(P i
G(S))i≥٠ مجموعه های ،S ⊆ V (G) مجموعه یک برای

می کنیم. تعریف زیر به صورت را گام ها که هستند گام i‐امین

P ٠
G = N [S].١

P i+١
G = ∪{N [v] : v ∈ P i

G(S) s.t |N [v] \ P i
G(S) |≤ ٢.{١

قرار لذا و P j
G = P i٠

G ،j ≥ i٠ هر برای آنگاه P i٠
G = P i١+٠

G باشیم داشته i٠ یک برای اگر
. P∞

G = P i٠
G می  دهیم

.P∞
G (G) = V هرگاه می شود نامیده G برای ٢ گرقوی احاطه مجموعه یک S

قوی٣ احاطه گر عدد ،G گراف قوی احاطه گر مجموعه های کوچک ترین از یکی اندازه به
می دهیم. نمایش γP (G) با و می گوییم

گزاره تحمیلی، فرایند و قوی احاطه گر مجموعه تعریف بررسی با ،[١٨] در دیگران و دین
نمودند. ارائه را می باشد مفهوم دو این بین رابطه بیان گر که را زیر

N [S] روی تحمیلی فرایند اجرای با ،G گراف روی قوی احاطه گر مجموعه [١٨] .١ .۴ .١ گزاره
برای قوی احاطه گر مجموعه یک S ⊆ V (G) مجموعه یک می شود. توصیف نیز S ⊆ V (G) که

باشد. G برای تحمیلی مجموعه یک N [S] اگر تنها و اگر است G
1domination number
2power dominating set
3power domination number



٩ تحمیلی مجموعه با آن ارتباط و قوی احاطه گر مجموعه
پیدا ای مرحله دو فرایند یک از استفاده با گراف ها از هایی خانواده قوی احاطه گری عدد
برای الگویی ارائه با معمولا˟ بالا کران می شود. تعیین پایین کران یک و بالا کران یک کردن
قوی گر احاطه مجموعه یک شده ساخته مجموعه اینکه اثبات با همراه مجموعه، یک ساخت
خاصی خانواده ساختاری خصوصیات از استفاده با معمولا˟ پایین کران آید. می بدست است،
یافتن بنابراین است. طولانی و فنی بسیار روند یک شامل اغلب و شود می یافت گراف ها از

است. فراوان اهمیت دارای قوی گری احاطه عدد برای خوب کران های
مکعب، ابر یک قوی احاطه گری عدد برای پایین کران کردن پیدا منظور به دیگران و دین

دادند. ارائه را زیر مفید قضیه
احاطه گر مجموعه یک S = {u١, . . . , uk} و تنها راس فاقد گراف یک G اگر [١٨] .١ .۴ .١ قضیه

آنگاه باشد G برای قوی
Z(G) ≤

k∑
i=١

deg(ui).

به گراف ها از خاصی خانواده مطالعه برای تنها را ١ .۴ .١ قضیه دیگران و دین درحالی که
بود عمومی پایین کران یک آوردن به دست در آغازی نقطه دیگران و بنسن برای بردند، کار

گرفتند. نتیجه ١ .۴ .١ قضیه از را زیر قضیه آن ها که به طوری
برای قوی احاطه گر مجموعه یک S = {u١, . . . , uk} و ناتهی گراف یک G اگر [٧] .٢ .۴ .١ قضیه

آنگاه باشد G⌈
Z(G)

∆(G)

⌉
≤ γP (G)

است. دقیق کران این و
قوی احاطه گری عدد نتایج در می توان را تحمیلی عدد نتایج قضیه این از استفاده با واقع در
چندان دو را تحمیلی عدد روی بر مطالعه اهمیت قضیه این همچنین برعکس. و برد به کار

نمود.





٢ فصل
اولیه نتایج

k‐مسیر گراف های ابتدا می پردازیم. بعد فصول برای نیاز مورد اولیه نتایج بیان به فصل این در
از حاصل نتایج ادامه در می کنیم. ارائه را آن برای آمده به دست نتایج و نموده تعریف را موازی

می کنیم. بیان را تحمیلی های زنجیر مجموعه روی بر مطالعه

موازی k‐مسیر گراف های ٢. ١
نمودند. تعریف زیر به صورت را موازی ٢‐مسیر گراف های [٢٢] در همکارانش و جانسون

راس القایی مسیر دو اگر است موازی ٢‐مسیر گراف یک G ̸= Pn گراف [٢٢] .٢. ١. ١ تعریف
به صفحه در G گراف و بپوشاند را G گراف رئوس همه به طوری که باشد داشته وجود مجزا
یال های موازی، خط های به صورت مسیر دو این گرفتن نظر در با که باشد رسم قابل نحوی
انتهای در جز که کرد رسم منحنی) (نه راست خطوط با نحوی به بتوان را مسیر دو این بین

نکنند. قطع را یکدیگر یال ها

می باشد. موازی ٢‐مسیر گراف یک مجزا، مسیر دو اجتماع گفت می توان خاص به طور
،k ≥ ١ برای را موازی١، k‐مسیر گراف  های تعمیم، یک عنوان به رساله این در ما حال

می کنیم. تعریف زیر به صورت
1k-parallel paths



اولیه نتایج ١٢

a
R١ :

b

c
R٢ :

d
می کنند. قطع را یکدیگر cb و ad یال دو آن در R٢ که و R١ موازی مسیرهای با موازی ٢‐مسیر گراف یک از نمایشی :٢. ١ شکل

v٣ v۴

v١

v٢

v۵
.P ١ : v١, P ٢ : v٢, P ٣ : v٣v۴, P ۴ : v۵ موازی مسیرهای با K۵ موازی ۴‐مسیر گراف از استاندارد نمایش :٢. ٢ شکل

،k ≥ ٢ هر برای می گیریم. نظر در مسیر یک تنها را موازی ١‐مسیر گراف .٢. ١. ٢ تعریف
القایی مسیر k و نباشد موازی k)‐مسیر − ١) اگر است موازی k‐مسیر گراف یک G گراف
صفحه در G گراف و بپوشاند را G گراف رئوس همه به طوری که باشد داشته وجود مجزا راس
یال های موازی، خط های به صورت مسیر k این گرفتن نظر در با که باشد رسم قابل نحوی به
یکدیگر یال ها انتهای در جز که کرد رسم منحنی) (نه راست خطوط با بتوان را مسیر k این بین

نکنند. قطع را
G گراف برای استاندارد١ نمایش یک را G گراف برای ٢. ١. ٢ تعریف در شده ارائه نمایش
است ممکن G گراف یک که کنید توجه ببینید. را ٢. ١ و ٢. ٢ شکل مثال برای می نامیم.
k‐مسیر گراف یک از خاص استاندارد نمایش یک در باشد. داشته استاندارد نمایش چندین
دو که یال هایی به و هستند نمایش این موازی مسیرهای تعریف در شده بیان مسیر k موازی،

گوییم. قاطع٢ دارند قرار مجزا مسیر دو روی انتهایشان
مسطح گراف هر آنجاییکه از دارد. راس k حداقل موازی k‐مسیر گراف هر که است واضح
قطع کنند را یکدیگر انتهایی نقاط در تنها یال ها که نمود رسم می توان چنان صفحه یک در
،k ≤ n که موازی k‐مسیر گراف یک n مرتبه از مسطح گراف هر گرفت نتیجه می توان ،[٢١]
موازی n‐مسیر گراف یک n مرتبه از مسطح غیر گراف یک گفت می توان به وضوح است.
مرتبه از کامل گراف های مانند گراف هایی می دهیم نشان زیر گزاره در وجود این با نمی باشد.

نمی باشند. موازی k‐مسیر گراف های خانواده در ،k ∈ [n] هر برای که دارند وجود n ≥ ۶
k‐مسیر گراف های خانواده در Kn گراف های ،k ∈ [n] هر و n ≥ ۶ هر برای .٢. ١. ١ گزاره

ندارند. قرار موازی
گراف یک Kn به طوری که باشند داشته وجود k ∈ [n] و n ≥ ۶ کنیم فرض خلف) (فرض برهان.
یک Kn آنجایی که از می  گیریم. درنظر را آن از استاندارد نمایش یک باشد. موازی k‐مسیر

1standard drawing
2segment



١٣ موازی k‐مسیر گراف های
مرتبه از باید موازی مسیر هر هستند؛ القایی مسیرهای موازی، مسیرهای و است کامل گراف
مسطح غیر گراف های و است غیرمسطح گراف یک Kn این که به بنا به علاوه باشد. دو یا یک
بنابراین گرفت. نتیجه را k ≤ n − ١ می توان نیستند موازی n‐مسیر گراف یک ،n مرتبه از
مسیر یک تنها که کنیم ادعا می  توانیم حال دارد. P٢ با یکریخت مسیر یک حداقل Kn گراف
که می کنند قطع را یکدیگر P٢ مسیر دو بین قاطع های غیراین صورت در زیرا داریم، P٢ موازی
P ١, . . . , P (n−٢) موازی مسیر (n−٢) بنابراین است. تناقض در بودن موازی k‐مسیر فرض با
Kn رئوس تمام مجموعه دارد. وجود P٢ با یکریخت P (n−١) مسیر یک تنها و P١ با یکریخت
،Kn استاندارد نمایش در V روی القایی زیرگراف می نامیم. V را P (n−١) در آن راس یک به جز

است. تناقض در n ≥ ۶ فرض با که می باشد، Kn−١ با یکریخت مسطح گراف یک
می پردازیم. موازی ٣‐مسیر گراف های تحمیلی عدد تعیین به بعد، گزاره در

مجموعه خاص، به طور .F (G) = ٣ آنگاه باشد موازی ٣‐مسیر گراف یک G اگر .٢. ١. ٢ گزاره
می دهد. F‐مجموعه (G) یک تشکیل ،G از استاندارد نمایش هر چپ سمت در واقع رئوس

موازی ٣‐مسیر گراف هر برای دهیم نشان است کافی ۴ .١. ٣ گزاره و ۵ .١. ٣ گزاره به بنا برهان.
در را Q٣, Q٢, Q١ موازی مسیرهای با G گراف یک از استاندارد نمایش یک .F (G) ≤ ٣ ،G
برای یعنی باشند؛ نمایش در موقعیتشان با مطابق آن ها اندیس های به طوری که می گیریم نظر
چپ سمت در واقع رئوس به ترتیب را z, y, x همچنین باشد. Qj مسیر بالای Qi مسیر ،i < j

است G برای تحمیلی مجموعه یک F = {x, y, z} می کنیم ادعا می گیریم. نظر در Q٣, Q٢, Q١
می پردازیم. ادعا این اثبات به |V (G)|+ |E(G)| روی استقرا با است. کامل اثبات آن به بنا که
فرض ندارد). یال G حالت این (در است برقرار ادعا به وضوح |V (G)|+ |E(G)| = ٣ حالت برای
آنگاه باشد راسی یک مسیر یک Qi که باشد داشته وجود i ∈ [٣] اگر .|V (G)|+|E(G)| ≥ ۴ کنیم
می کنیم فرض بنابراین است. G برای تحمیلی مجموعه یک F که داد نشان می توان آسانی به
داشته وجود v ∈ {x, y, z} اگر دارند. راس دو حداقل Q٣ و Q٢ ،Q١ مسیرهای از هرکدام که
G−v برای تحمیلی مجموعه یک F ′ = (F \{v})∪{u} استقرا به بنا آنگاه ،deg(v) = ١ که باشد
F بودن تحمیلی مجموعه است نظر مورد که همان طور و است)، v همسایه تنها u) می باشد
حال .deg(v) ≥ ٢ داریم v ∈ {x, y, z} هر برای می کنیم فرض این رو از می دهد. نتیجه را G برای
واضح دارد. را e یال یک حداقل ،F روی القایی گراف زیر ،G[F ] که می گیریم درنظر را حالتی
مجموعه یک F یعنی ندارد؛ گراف شدن تحمیل وضعیت روی تغییری یال این حذف که است
فرض به عنوان باشد. G− e برای تحمیلی مجموعه یک F اگر فقط و اگر است G برای تحمیلی
از جفت هیچ به طوری که می گیریم نظر در دو حداقل را z و y, x رئوس از هرکدام درجه خلف
z یا دارد Q٣ روی همسایه یک x راس یا که است مشهود آسانی به نباشند. مجاور هم با آن ها
روی z′ همسایه یک x راس که می کنیم فرض حالات تشابه به بنا دارد. Q١ روی همسایه یک
به صورت را Q٣, Q٢, Q١ است. واقع z′ چپ سمت در Q٣ در z راس که داریم توجه دارد. Q٣
Q٢ خط و xz′ قاطع تقاطع نقطه a کنیم فرض می گیریم. نظر در R٢ فضای در موازی خط سه



اولیه نتایج ١۴
داریم. تقاطع یک این صورت غیر در چون ندارد Q١ روی همسایه ای z راس به وضوح باشد.
چپ سمت در Q٢ روی y راس و دارد a چپ سمت در Q٢ روی y′ همسایه یک z راس بنابراین
دارد قرار Q١ روی ونه Q٣ روی نه که دارد همسایه یک y راس که است واضح حالا می باشد. y′

است. تناقض یک که

k‐مسیر گراف های کنیم، ثابت می توانیم قبل لم اثبات با مشابه روشی با .٢. ١. ١ ملاحظه
است. ٣. ١ .۴ حدس تایید جهت در که دارند k حداکثر تحمیلی عدد موازی

مشخص را مسیرها تعداد با موازی k‐مسیر گراف های کلی تحمیلی عدد بین رابطه حال
می کنیم.

این و Ft(G) ≤ ٢k آنگاه باشد تنها راس فاقد موازی k‐مسیر گراف یک G اگر .٢. ١. ١ نتیجه
است. قوی کران،

رئوسی مجموعه ،٢. ١. ١ ملاحظه به بنا می گیریم. نظر در G از استاندارد نمایش یک برهان.
می دهند. تشکیل G برای تحمیلی مجموعه یک دارند قرار موازی مسیرهای چپ سمت در که
مجموعه یک در را دارند قرار چپ سمت در که راسی دو موازی مسیر هر در اگر که است واضح
مسیرهای در که داریم توجه است. G برای TF‐مجموعه یک حاصل مجموعه دهیم قرار
نظر در مجاورش رئوس از یکی همراه به را مسیرها این راس تنها ما ،P١ با یک ریخت موازی
در گراف یک را G است. قوی کران این می دهیم نشان حال .Ft(G) ≤ ٢k بنابراین می گیریم.
یک G که است واضح است. شده تشکیل ٢ حداقل مرتبه از مجزا مسیر k از که می گیریم نظر
می باشد مسیر هر از راس دو حداقل شامل TF‐مجموعه هر و است موازی k‐مسیر گراف

.Ft(G) = ٢k بنابراین ،Ft(G) ≤ ٢k آنجایی که از .Ft(G) ≥ ٢k این صورت در که

تحمیلی زنجیرهای ٢. ٢
F آغازی رئوس مجموعه با تحمیلی فرایند در باشد. F‐مجموعه (G) یک F می کنیم فرض
رئوس توسط است ممکن راس آن درحالی که می کند تحمیل را راس یک حداکثر راس هر
شود. افراز R١, . . . , R|F | (دنباله) زنجیر١ |F | به می تواند V (G) بنابراین شود. تحمیل متفاوتی
vj و v٠ ∈ F گفت می توان ،Ri = (v٠, v١, . . . , vk) مثال به طور زنجیرها این از کدام هر در
زنجیر٢ مجموعه یک S = {R١, . . . , R|F |} مجموعه می شود. تحمیل ،j ∈ [k] که vj−١ توسط
برای ،Ri = (v٠, v١, . . . , vk) زنجیر هر در نیست. یکتا لزوما که می باشد G برای F با متناظر

1chain
2chain set



١۵ تحمیلی زنجیرهای
تعریف را prevRi

(vj) = vj−١ ،j ∈ [k] هر برای و nextRi(vj) = vj+١ ،j ∈ {٠, . . . , k − ١} هر
راس آخرین و v شامل S در تحمیلی زنجیر بیان گر ترتیب به end(Ri) و chainS(v) می کنیم.
،Ri = (v٠, v١, . . . , vk) زنجیر هر که گفت می توان ساده، گزاره یک به عنوان می باشند. Ri زنجیر
به است. القایی مسیر یک G[V (Ri)] عبارتی به می کند، القا G در Pi = v٠v١ . . . vk مسیر یک
،j٢ > j١ + ١ که vj١ , vj٢ ∈ V (Ri) مجاور راس دو اگر که کنید توجه اثباتش، توضیح منظور
رنگی غیر vj٢ همسایه اش می کند تحمیل را vj١+١ راس vj١ که زمانی آنگاه باشد داشته وجود
باشد داشته راس یک هرگاه می شود گفته بدیهی١ زنجیر، یک به می باشد. ممکن غیر که است

می شود. تعریف نیز بدیهی٢ غیر زنجیر آن به توجه با و
مجموعه یک باشد. F‐مجموعه (G) یک F و ∆(G) ≤ ٣ با گراف یک G می کنیم فرض
از کدام هر شد بیان که همان طور می گیریم. نظر در F با متناظر S = {R١, . . . , R|F |} زنجیر
S برای شرایطی می خواهیم ۴ فصل در ما واقع در است. G در القایی مسیر یک زنجیرها این
آن موازی مسیرهای که باشد داشته وجود G از استاندارد نمایش یک به طوری که کنیم پیدا
چپ سمت در واقع رئوس مجموعه رساله این در باشید داشته توجه باشند. زنجیرها این دقیقا
،یک Ri زنجیر هر در را تحمیلی فرایند بنابراین دهند. می تشکیل را F مجموعه زنجیرها این
روی v و u یعنی u <Ri v دیگر عبارت به می کند القا Ri رئوس روی راست به چپ از ترتیب
کلیدی گزاره و تعریف ادامه در است. زنجیر روی v از قبل u به طوری که دارند قرار Ri زنجیر

می کنیم. ارائه را ذیل
S = {R١, R٢, . . . , Rn} و G گراف برای F‐مجموعه (G) یک F می کنیم فرض .٢. ٢. ١ تعریف
٣k مرحله تا جزئی تحمیلی های زنجیر مجموعه باشد. آن با متناظر تحمیلی زنجیر مجموعه یک

به طوری که است S ′ = {R′١, R′٢, . . . , R′
n} مسیرهای مجموعه ،S از

end(R′
i) ∈ Ri ،i ∈ [n] هر برای •

Ri end(R
′
i) = R′

i end(R
′
i) ،i ∈ [n] هر برای •

max {kF (end(R′
i))}

n
i=١ = k •

.kF (v) > k ،v ∈ V (G) \ (
∪n

i=١ V (R′
i)) هر برای •

می کنیم. ارائه را زیر بدیهی گزاره تحمیلی، زنجیر مجموعه تعریف و قبل تعریف به بنا
R = {R١, R٢, . . . , Rn} و G گراف از F‐مجموعه (G) دو ،F٢ و F١ می کنیم فرض .٢. ٢. ١ گزاره
P = اگر باشند. آن ها با متناظر زنجیر مجموعه دو ترتیب به R′ = {R′١, R′٢, . . . , R′

n} و
و k مرحله تا جزئی زنجیرهای مجموعه ترتیب به P ′ = {P ′١, P ′٢, . . . , P ′

n} و {P١, P٢, . . . , Pn}

باشند برقرار ∪n
i=١ V (Pi) =

∪n
i=١ V (P ′

i ) و end(Pi) = end(P ′
i ) به طوری که باشند R′ و R از k′

1trivial
2non-trivial
3partial chain set up to step k



اولیه نتایج ١۶
مجموعه یک {R′′١ , R′′٢, . . . , R′′

n} مجموعه ،i ∈ [n] که R′′
i = Pi end(P

′
i )R

′
i گرفتن نظر در با آنگاه

می باشد. F١ با متناظر تحمیلی زنجیر
با متناظر بدیهی غیر و بدیهی زنجیرهای تعداد بررسی به نیاز ٣ فصل اصلی نتایج اثبات برای
می  پردازیم. زیر ساده گزاره بیان به ابتدا منظور بدین داریم. G گراف یک از F‐مجموعه (G) یک
به طوری که باشد F‐مجموعه (G) یک F و ناتهی گراف یک G می کنیم فرض .٢. ٢. ٢ گزاره
دارد. بدیهی زنجیر k − ١ حداکثر F با متناظر S زنجیر مجموعه هر این صورت در .F (G) = k

k با برابر گراف مرتبه بنابراین دارد. بدیهی زنجیر k ،S می کنیم فرض خلف) (فرض برهان.
است. تناقض یک که ،k = |F | ≤ |V (G)| − ١ = k − ١ می دانیم اما است.

مهمی نقش می آید بعد فصل های در که اثبات هایی در ولی دارد واضحی اثبات بعد لم اگرچه
می کند. ایفا را

متناظر زنجیر مجموعه یک S و F‐مجموعه (G) یک F گراف، یک G می کنیم فرض .٢. ٢. ١ لم
هر برای آنگاه ،u <R v و u, v ∈ R ∈ S به طوری که باشند راس دو v و u اگر باشد. F با

.kF (w) < kF (v) ،w ∈ N(u) \ V (R)

nextR(u) به جز u راس همسایه های تمام می کند، تحمیل را nextR(u) ،u راس زمانی که برهان.
است رنگی ،v از قبل آن پی در و nextR(u) راس شدن رنگی از قبل w بنابراین هستند. رنگی

.kF (w) < kF (v) دهد می نتیجه که
می گیریم. نتیجه لم این از راحتی به را بعد لم دو

متناظر زنجیر مجموعه یک S و F‐مجموعه (G) یک F گراف، یک G می کنیم فرض .٢. ٢. ٢ لم
دارند، قرار S از R٢, R١ متمایز زنجیر دو روی ترتیب به v و u که uv یال هر برای باشد. F با

.v′ <R٢ v و u <R١ u
′ ، v′ ∈ R٢ ، u′ ∈ R١ به طوری که ندارد وجود u′v′ یال هیچ

متناظر زنجیر مجموعه یک S و F‐مجموعه (G) یک F گراف، یک G می کنیم فرض .٢. ٢. ٣ لم
به طوری که باشد داشته وجود cd و ab یال و R١, R٢, R٣ ∈ S متمایز زنجیر سه اگر باشد. F با
و a <R١ u به طوری که ندارد وجود uv یال هیچ آنگاه ،c <R٢ b و d ∈ R٣ ،a ∈ R١, b, c ∈ R٢

.v <R٣ d



٣ فصل
کلی تحمیلی عدد با گراف  های رده بندی

٢

در نمودند. رده بندی را n−٢ و ٢ همبند تحمیلی عدد با گراف های [١٠] در همکارانش و بریمکو
یک به عنوان ادامه در و کرده رده بندی را Ft(G) = ٢ ویژگی های با گراف های ابتدا ما فصل این
جزئی پاسخ یک ما دیگر به عبارتی می کنیم. رده بندی را Fc(G) = ٢ ویژگی با ها گراف نتیجه،

می باشد. [١٠] در شده ارائه اثبات از کوتاه تر ما اثبات به طوری که می دهیم ١. ٣. ٢ مساله به

مقدماتی نتایج ٣. ١
معرفی کنیم. را F٢ و F١ گرافی خانواده دو داریم نیاز فصل این در

گذرنده دوری هیچ شامل که همیلتونی بیرونی مسطح گراف های تمام خانواده .٣. ١. ١ قرارداد
می دهیم. نمایش F١ علامت با را نباشند وتر سه حداقل از

CG با فصل این در که دارد همیلتونی دور یک تنها G ∈ F١ هر که است واضح بنابراین  
G ∈ F١ گراف هر برای فصل این در می باشد. CG از وتر یک G از وتر یک و می دهیم نمایش
،CG در P uv‐مسیر یک در می گیریم. نظر در را آن از مشخص بیرونی مسطح نمایش یک
باشد داشته دو درجه ،G گراف در مسیر این روی راس هر و باشد G گراف از وتر یک uv اگر



٢ کلی تحمیلی عدد با گراف  های رده بندی ١٨

x١

x٢ x٣
x۴
x۵

x۶x٧
P ′′ : x٣, x۴, x۵ و P ′ : x٣, x۴, x۵, x۶, x٧ مسیر دو ولی هستند قطعه P٢ : x٧, x١, x٢, x٣ و P١ : x۵, x۶, x٧ مسیر دو :٣. ١ شکل

است. گراف این برای کلی تحمیلی مجموعه یک {x١, x٢} مجموعه نیستند. قطعه

باشد نداشته وتری G اگر ببینید). را ٣. ١ (شکل می گوییم G از قطعه١ یک مسیر، این به آنگاه
یک داریم توجه می گیریم. درنظر قطعه یک به عنوان G تمام آنگاه باشد دور یک به عبارتی یا
حداقل از گذرنده دوری شامل G این که فرض به بنا و می باشد راس سه شامل حداقل قطعه

است. متفاوت قطعه دو تنها دارای وتر، یک حداقل با G ∈ F١ گراف هر نمی باشد، وتر سه
می شود حاصل F١ گرافی خانواده در گراف یک از F٢ گرافی خانواده در گراف هر .٣. ١. ٢ قرارداد

دیگر به عبارت باشد. شده حذف آن از قطعه یک در یال یک به طوری که
F٢ = {H : H = G− e s.t G ∈ F١, باشد G از قطعه یک به متعلق e ∈ G}

وتر سه حداقل از گذرنده دوری شامل که F١ خانواده گراف های ویژگی این به بنا اینجا، در
داریم. را زیر بدیهی گزاره نیستند،

اگر تنها و اگر است قطعه یک به متعلق CG از یال هر ،G ∈ F١ گراف هر برای .٣. ١. ١ گزاره
.|E(G)− |E(CG)| ≤ ١

به متعلق های گراف Ft(G)‐مجموعه ها ی از ویژگی هایی اثبات به بعدی، لم دو در ما
دارند. کلیدی نقش ما اصلی نتیجه اثبات در لم دو این می پردازیم. F١ ∪ F٢ خانواده

و اگر است Ft(G)‐مجموعه یک {u, v} ⊆ V (G) مجموعه ،G ∈ F١ گراف هر برای .٣. ١. ١ لم
باشد. داشته قرار G گراف از قطعه یک در v و u رئوس همچنین و uv ∈ E(CG) اگر تنها

گراف کنیم فرض ندارد. وجود اثبات برای چیزی آنگاه باشد نداشته وتری G گراف اگر برهان.
رئوس درجه آنجایی که از باشد. Ft(G)‐مجموعه یک {u, v} ⊆ V (G) و دارد وتر یک حداقل G

را y و x رئوس .uv ∈ E(CG) رو این از و باشد وتر یک نمی تواند uv است سه حداقل وتر هر
به CG دور روی v و u از حرکت با به طوری که می گیریم نظر در سه حداقل درجه با راس دو اولین
به عبارتی و است وتر یک xy که است واضح باشند. نیز v یا u با برابر می توانند و می رسیم آن ها
y و x رئوس شدن تحمیل از بعد تحمیلی فرایند غیراین صورت در .xy ∈ E(G) \ E(CG)  داریم
بنابراین است. تناقض یک که نمی باشد تحمیلی مجموعه یک {u, v} و کند پیدا ادامه نمی تواند

دارند. قرار قطعه یک در v و u رئوس
1section



١٩ مقدماتی نتایج
دورهای برای گزاره به وضوح می کنیم. استفاده لم عکس حالت اثبات برای استقرا از حال
می باشد وتر یک حداقل و راس n ≥ ۴ با گراف یک G کنیم فرض بنابراین است برقرار وتر بدون
برقرار وتر یک حداقل دارای و راس n از کمتر با F١ خانواده از گراف هر برای گزاره همچنین و
P : x١, . . . , xt قطعه به v و u رئوس به طوری که می گیریم نظر در را uv ∈ E(CG) حال است.
برای deg(xi) = ٢ ،i ∈ [t − ١] برای xi+١ = v و xi = u به طوری که است متعلق G گراف از
گراف برای تحمیلی مجموعه یک {u, v} وضوح به  است. G از وتر یک x١xt و ٢؛ ≤ i ≤ t − ١
باشد. G′ = G − {x٢, . . . , xt−١} برای تحمیلی مجموعه یک {x١, xt} اگر تنها و اگر است G
G′ برای تحمیلی مجموعه یک {x١, xt} دهیم نشان است کافی اثبات شدن کامل برای بنابراین
است. واضح گزاره باشد دور یک G′ اگر است. F١ خانواده از عضوی G′ که داریم توجه است.
می کنیم ادعا دارد. قطعه دو حداقل گرفت نتیجه می توان که است وتر دارای G′ کنیم فرض
سه حداقل درجه با راس دو اولین را w٢ و w١ منظور بدین دارند. قرار G از قطعه یک در xt و x١
توانند می  و رسیم می  آن ها به ،CG′ دور روی xt و x١ از حرکت با که به طوری  می گیریم درنظر
می کنیم فرض خلف) (فرض .w١w٢ ∈ E(G′) که کنیم اثبات باید حال باشند. نیز v یا u با برابر
شامل G که می شود نتیجه سادگی به حالا هستند. G′ از متفاوت وتر دو w٢z٢ و w١z١ که
از بنابراین می باشد. غیرممکن که است w٢z٢ و x١xt ،w١z١ وتر سه حداقل از گذرنده دور یک
{x١, xt} گفت می توان استقرا فرض از استفاده با دارند قرار G′ از قطعه یک در xt و x١ آنجایی که

می باشد. کامل اثبات نتیجه در و است G′ برای تحمیلی مجموعه یک
گراف باشد. آن از قطعه یک S = z١, . . . , zt و F١ خانواده از گراف یک H کنیم فرض .٣. ١. ٢ لم

S باشد. قطعه در یال یک xy به طوری که می گیریم نظر در را G = H − xy ∈ F٢

باشد. آن برای کلی تحمیلی مجموعه یک G از یال هر اگر تنها و اگر ندارد وتر H گراف .١
مجموعه یک uv ∈ E(CH) یال است، وتر یک حداقل دارای H گراف این که فرض با .٢
داشته قرار H از ،S با متفاوت ای قطعه در v و u رئوس اگر است G برای کلی تحمیلی

باشند.
است مسیر یک G که است واضح است. وتر بدون دور یک H گراف کنیم فرض ابتدا برهان.
عکس حالت اثبات برای حال است. آن برای کلی تحمیلی مجموعه یک آن از یال هر رئوس و
مجموعه یک G گراف یال هر رئوس کنیم فرض می کنیم. استفاده خلف برهان از اول گزاره
دور یک دارای G گراف است واضح باشد. وتر یک حداقل با دور یک ،H گراف و کلی تحمیلی
باشند تحمیلی مجموعه یک باید اش همسایه و a راس می باشد. یک درجه از a راس یک و

است. ممکن غیر حالت این دارد نیز سه درجه با راس G آنجایی که از ولی
دارای H آنجایی که از می کنیم. استفاده |V (H)| روی استقرا از ، دوم گزاره اثبات برای
کنیم فرض است. درست به وضوح گزاره ،|V (G)| = ۴ زمانی که .|V (G)| ≥ ۴ داریم است وتر
باشد. برقرار راس n از کمتر با H گراف هر برای گزاره و باشد راس n ≥ ۵ با گراف یک H



٢ کلی تحمیلی عدد با گراف  های رده بندی ٢٠
دارند. قرار H گراف از S قطعه با متفاوت ای قطعه در v و u رئوس و uv ∈ E(CH) می دانیم
می گیریم نظر در H گراف از P : x١, x٢, . . . , xt قطعه به متعلق را v و u رئوس منظور بدین
x١xt و ٢ ≤ i ≤ t − ١ برای deg(xi) = ٢ ،i ∈ [t − ١] یک برای xi+١ = v و xi = u به طوری که
تنها و اگر است G برای تحمیلی مجموعه یک {u, v} مجموعه به وضوح باشد. H از وتر یک

باشد. G′ = G− {x٢, . . . , xt−١} برای تحمیلی مجموعه یک {x١, xt} اگر
برای تحمیلی مجموعه یک {x١, xt} که دهیم نشان است کافی اثبات تکمیل برای حال
از H ′ که داریم توجه ابتدا می گیریم. نظر در را H ′ = H − {x٢, . . . , xt−١} گراف است. G′

این می باشد. وتر سه حداقل از گذرنده دوری شامل H ′ این صورت غیر در زیرا است F١ خانواده
آنگاه باشد دور یک H ′ اگر دارد. H ∈ F١ با تناقض که می شود محسوب نیز H از دوری دور،
بنابراین است. G′ = H ′ − xy برای تحمیلی مجموعه یک {x١, xt} است، مدنظر که همان طور
استقرا فرض از استفاده برای G′ = H ′−xy آنجایی  که از دارد. وتر یک حداقل H ′ می کنیم فرض
نیز xt و x١ همچنین و دارند تعلق H ′ از مشخص قطعه یک به y و x که کنیم اثبات داریم نیاز
،{x, y}∩{x٢, . . . , xt−١} = ∅ آنجایی که از دارند. قرار H ′ از y و x قطعه با متفاوت ای قطعه در
و است H ′ از قطعه یک همچنان است) شده نامیده S لم فرض در (که y و x شامل قطعه
نتیجه می توان بنابراین دارند. تعلق H ′ از قطعه یک عنوان به S به y و x که گفت می توان
قرار S در xt و x١ نیست، دور یک H ′ آنجایی که از داریم، توجه .G′ = H ′ − xy ∈ F٢ که گرفت

ندارند.
قرار H ′ از مشخص قطعه یک در xt و x١ دهیم نشان است کافی اثبات اتمام برای حال
که به طوری  می گیریم درنظر سه حداقل درجه با راس دو اولین را w٢ و w١ منظور بدین دارند.
حال باشند. نیز xt یا x١ با برابر توانند می  و رسیم می  آن ها به CH′ دور روی xt و x١ از حرکت با
w٢z٢ و w١z١ که کنیم فرض خلف) (فرض می باشد. w١w٢ ∈ E(H ′) که کنیم اثبات است نیاز
حداقل از گذرنده دور یک شامل H که است واضح این صورت در هستند. H ′ از متفاوت وتر دو
است. باطل خلف فرض و غیرممکن حالت این که می دانیم می باشد w٢z٢ و x١xt ،w١z١ وتر سه
گفت می توان استقرا فرض از استفاده با دارند قرار H ′ از قطعه یک در xt و x١ آنجایی که از حال

می باشد. کامل اثبات نتیجه در و است G′ برای تحمیلی مجموعه یک {x١, xt}

عدد با گراف ها و ٢ کلی تحمیلی عدد با گراف ها ٣. ٢
٢ همبند تحمیلی

٢ کلی تحمیلی عدد با گراف ها رده بندی اثبات و بیان به ابتدا قبل لم های کمک به حال
می پردازیم.

G ∈ اگر تنها و اگر Ft(G) = ٢ این صورت در باشد. گراف یک G کنیم فرض .٣. ٢. ١ قضیه
.F١ ∪ F٢ ∪ {P٢}



٢١ ٢ همبند تحمیلی عدد با گراف ها و ٢ کلی تحمیلی عدد با گراف ها
|E(G)| ∈ زمانی که می کنیم. استفاده |E(G)| روی استقرا از گزاره اول طرف اثبات برای برهان.
m ≥ ٣ از کمتر با گراف هر برای گزاره که می کنیم فرض است. برقرار به وضوح گزاره ،{١,٢}
به عنوان F = {u, v} و Ft(G) = ٢ یال، m مشخصات با گراف یک را G باشد. برقرار یال
آنجایی که از و uv ∈ E(G) که است واضح می گیریم. نظر در آن، برای Ft(G)‐مجموعه یک
دو درجه u مثال طور به آن رئوس از یکی حداقل است، G برای تحمیلی مجموعه یک {u, v}
w که را خود رنگی غیر همسایه تنها u راس ،F روی تحمیلی فرایند از گام اولین در دارد.
در همچنان (اگر vw یال کردن اضافه و u راس حذف از را G′ گراف می کند. تحمیل می نامیم
.|E(G′)| ≤ |E(G)|−١ داریم این صورت در که می آوریم به دست G گراف در نباشند)، مجاور G

به بنا باشد. Ft(G‐مجموعه
′) یک باید {w, v} است، Ft(G)‐مجموعه یک F آنجایی که از

گرفت. نتیجه را G ∈ F١ ∪ F٢ ∪ {P٢} می توان آن به بنا که G′ ∈ F١ ∪ F٢ ∪ {P٢} استقرا
G ∈ F١ زمانی که .G ∈ F١ ∪ F٢ ∪ {P٢} کنیم فرض گزاره دوم طرف اثبات برای حال
،{u, v} مجموعه ،٣. ١. ١ لم به بنا می کنیم. انتخاب را G در قطعه یک از uv یال یک است،
دور یک شامل G یا n ≥ ٢ که G = Pn آنگاه G ∈ F٢ ∪ {P٢} اگر است. Ft(G)‐مجموعه یک
است F٢ خانواده از گرافی G دوم حالت در است. برقرار گزاره به وضوح اول حالت در می باشد.
تعریف در G = H − xy به طوری که دارد وجود H ∈ F١ گراف یک ،F٢ خانواده تعریف به بنا و
قطعه است. قطعه دو دارای H است، دور یک دارای G آنجایی که از می کند. صدق F٢ خانواده
می کنیم. انتخاب قطعه آن در uv یال یک و می گیریم نظر در را y و x شامل قطعه با متفاوت

می باشد. Ft(G)‐مجموعه یک {u, v} مجموعه ٣. ١. ٢ لم به بنا
را ٢ همبند تحمیلی عدد با گراف هایی ،٣. ٢. ١ قضیه از نتیجه یک به  عنوان ادامه در

می کنیم. رده بندی
G ∈ اگر تنها و اگر Fc(G) = ٢ این صورت در باشد. گراف یک G کنیم فرض .٣. ٢. ١ نتیجه

.(F١ ∪ F٢) \ {Pn : n ≥ ٣}
یک همبند تحمیلی عدد آنجایی که از .Fc(G) = ٢ که باشد گراف یک G کنیم فرض برهان.
اندازه از همبند تحمیلی مجموعه هر که کنیم توجه نیست. مسیر یک G می باشد؛ ١ مسیر،
گراف ،٣. ٢. ١ قضیه به بنا و Ft(G) = ٢ بنابراین است. کلی تحمیلی مجموعه یک ،٢ حداقل

دارد. قرار F١ ∪ F٢ گرافی خانواده در G

می دانیم و نیست مسیر یک G آنجایی که از .G ∈ (F١∪F٢)\{Pn : n ≥ ٣} کنیم فرض حالا
٣. ٢. ١ قضیه به بنا .Fc(G) ≥ ٢ داریم ،[٨] است مسیر یک H گراف اگر تنها و اگر ،Fc(H) = ١
٢ اندازه از کلی تحمیلی مجموعه هر این  که به توجه با و گرفت نتیجه را Ft(G) = ٢ می توان

است. کامل اثبات و داریم را Fc(G) ≤ ٢ است همبند تحمیلی مجموعه یک





۴ فصل
در تحمیلی عدد و پوچی ماکزیمم

درجه ماکزیمم ویژگی با گراف های
٣ حداکثر

نشان و کردند رده بندی را ٣ تحمیلی عدد با سه منتظم گراف های تمام همکارانش و اکبری
نتیجه از تعمیم یک عنوان به فصل این در .[۴] می باشد ٣ گراف ها این پوچی ماکزیمم که دادند
رده بندی را است ٣ آن ها تحمیلی عدد که ٣ حداکثر درجه ماکزیمم با گراف ها تمام آن ها،
دسته بندی ما ادامه، در دهیم. می ١. ٣. ١ مساله به جزئی پاسخ یک آن از استفاده با و می کنیم
٣ حداکثر آن ها پوچی ماکزیمم و تحمیلی عدد که ٣ حداکثر درجه ماکزیمم ویژگی با گراف  ها

می کنیم. ارائه را است

مقدماتی نتایج ١ .۴
زنجیر مجموعه یک S و ∆(G) ≤ ٣ ویژگی با G گراف برای F‐مجموعه (G) یک F کنیم فرض
به طوری که باشند داشته وجود R١, R٢ ∈ S بدیهی غیر زنجیر دو اگر باشد. آن با متناظر تحمیلی
به می نامیم. بد١ ،S به نسبت v راس آنگاه باشد داشته R٢ روی مجاور غیر همسایه دو v ∈ R١

1bad



٣ حداکثر درجه ماکزیمم ویژگی با گراف های در تحمیلی عدد و پوچی ماکزیمم ٢۴
یکی به طوری که است همسایه سه با بدیهی، غیر زنجیر یک از راسی v بد راس یک دیگر عبارت

می باشند. دیگر زنجیر از مجاور غیر راس دو دیگر دوتای و می شود تحمیل v توسط آنها از
یک S و F‐مجموعه (G) یک F اگر .∆(G) ≤ ٣ و باشد گراف یک G کنیم فرض .١. ١ .۴ لم
زنجیر یک از ابتدایی راس یک S به نسبت بد راس هر آنگاه باشند F با متناظر زنجیر مجموعه

است. S در بدیهی غیر
به توجه با باشد. S به نسبت بد راس یک x ∈ R١ و S در زنجیر یک R١ کنیم فرض برهان.
مسیر یک R١ و ∆(G) ≤ ٣ آنجایی که از دارد. راس دو حداقل و غیربدیهی R١ بد، راس تعریف
در x راس همسایه دو را a, b ∈ R٢ باشد. R١ از انتهایی یا ابتدا راس یک باید x است، القایی
کنیم فرض کلیت از شدن کم بدون باشد. S در زنجیر یک R٢ ̸= R١ به طوری که می گیریم نظر
b و a آنجایی که از باشد. R٢ روی شده القا ترتیب در x همسایه اولین a یعنی ،a <R٢ b که
در R١ زنجیر انتهایی راس را x خلف) (فرض .a <R٢ nextR٢(a) <R٢ b داریم نیستند متوالی
نتیجه در باشد. رنگی باید x راس می کند تحمیل را nextR٢(a) راس a زمانی که می گیریم. نظر
شود. تحمیل x توسط می تواند گام این در b راس می باشد، R١ راس آخرین x آنجایی که از

است. تناقض یک که باشند واقع زنجیر یک روی نمی توانند b و nextR٢(a) بنابراین
‐F (G) یک آنگاه F (G) = ٣ اگر .∆(G) ≤ ٣ و باشد گراف یک G کنیم فرض .١. ٢ .۴ لم
نیستند. بد راس دارای به طوری که دارند وجود آن با متناظر S زنجیر مجموعه یک و مجموعه
به z و y, x که S = {R١, R٢, R٣} و F‐مجموعه (G) یک F = {x, y, z} کنیم فرض برهان.
به طوری که باشد F با متناظر زنجیر مجموعه یک هستند، R٣ و R٢, R١ ابتدایی رئوس ترتیب
به لم اثبات برای باشد. داشته را بد رئوس تعداد کمترین ،S و F انتخاب های تمام به نسبت

ندارد. بد راس S به نسبت G که می دهیم نشان خلف برهان کمک

a

x
R١ :

zR٣ :

b′

x′

ba′
R٢ : y

است. بد S به نسبت R١ زنجیر از x راس این که فرض با S از نمایشی :١ .۴ شکل

z و y, x ممکن بد رئوس ،١. ١ .۴ لم بنابه است. بد راس دارای ،S به نسبت G کنیم فرض
و a مجاور غیر همسایه دو و است بد S به نسبت x کنیم فرض کلیت از شدن کم بدون هستند.
x′ = nextR٢(a) به صورت را x′ راس ببینید). را ١ .۴ (شکل a <R٢ b به طوری که دارد R٢ روی b
می کنیم. تعریف F ′ = (F \{x})∪{x′} به صورت را F ′ مجموعه آن به توجه با و می گیریم نظر در
دلخواه زنجیر مجموعه یک است. تحمیلی مجموعه یک F ′ که است بررسی قابل راحتی به
اولین ترتیب به  z و y, x′ که است واضح می گیریم. نظر در F ′ با متناظر S ′ = {R′١, R′٢, R′٣}
به نسبت G در بد رئوس تعداد ،S و F انتخاب نحوه به توجه با می باشند. R′٣ و R′٢, R′١ رئوس



٢۵ مقدماتی نتایج
نسبت ممکن بد رئوس تنها که داریم توجه باشد. S به نسبت آن ها تعداد از کمتر نمی تواند S ′

این از است. بد S به نسبت درحالی که نیست بد S ′ به نسبت x بنابراین هستند. x′, y, z ،S ′ به
به ادامه در نیست. بد S به نسبت ولی است بد S ′ به نسبت که دارد وجود F ′ در راس یک رو

می پردازیم. شرایط این در مختلف حالت های اثبات

آنگاه باشد بد S ′ به نسبت y راس اگر ،F ′ با متناظر S ′ دلخواه تحمیلی زنجیر هر در (I
است. بد نیز S به نسبت آن

بد S به نسبت به طوری که می گیریم نظر در بد S ′ به نسبت را y راس خلف) (فرض
.deg(y) = ٣ داریم ∆(G) ≤ ٣ و است بد S ′ به نسبت y آنجایی که از نیست.

از به علاوه ندارد. R١ در همسایه ای y ،٢. ٢. ٢ لم به بنا .y ̸= a کنیم فرض ابتدا (١
که دارد آن در همسایه یک دقیقا y راس است، G در القایی مسیر یک R٢ آنجایی که
دارد. R٣ در همسایه دو دقیقا y بنابراین است. R٢ روی آن بعدی راس به عبارتی
d و c پیاپی راس دو با مجاور y نیست، بد S به نسبت y آنجایی که از دیگر طرف از
راس هر ،٢. ٢. ٣ و ٢. ٢. ٢ لم های به بنا ببینید). را (چپ) ٢ .۴ (شکل است R٣ از
هر می باشد. دو حداکثر درجه از باشد) داشته وجود (اگر zR٣ prevR٣(c) مسیر در
که راسی تنها به وضوح دارند. رنگی غیر همسایه دو حداقل x′ و y رئوس از کدام
زمانی که تا x′, y راس دو و است z کند، آغاز را F ′ روی تحمیلی فرایند می تواند
پیاپی همسایه دو y بنابراین نمی کنند. تحمیل را راسی نشوند، رنگی d و c رئوس
با تناقض و نیست بد S ′ به نسبت y که بگیریم نتیجه می توانیم که دارد R′٣ در

است. فرض

a

x
R١ :

dc
R٣ :

x′ b
yR٢ :

z

y = aR٢ :

x
R١ :

c

x′ b

z
R٣ :

باشد. y = a یا y ̸= a این که فرض با S از نمایشی :٢ .۴ شکل

آنجایی که از و ٢. ٢. ٢ لم به بنا قبل حالت با مشابه .y = a که کنیم فرض حالا (٢
و بد راس تعریف به بنا است. R٣ از c راس یک با مجاور y راس ،deg(y) = ٣
راس یک دقیقا به علاوه و z ̸= c که بگیریم نتیجه ′x می توانیم و c با y مجاورت
٢ .۴ (شکل می شود تحمیل y توسط دیگری و است متعلق R′١ به c و x رئوس از
y توسط c و است متعلق R′١ به x که می دهیم نشان حالا ببینید). را (راست)
داریم این رو (از شود تحمیل y توسط باید x غیراین صورت در می شود. تحمیل



٣ حداکثر درجه ماکزیمم ویژگی با گراف های در تحمیلی عدد و پوچی ماکزیمم ٢۶
x′ از مسیر یک x′R′١c بنابراین .c ∈ R′١ و kF ′(x) > kF ′(c) نتیجه در و (x ∈ R′٢
مسیر در u راس یک گرفت نتیجه می توان که y, x /∈ R′١ می دانیم اما است. c تا
داریم که توجه است. متعلق R′١ به u و deg(u) = ٣ به طوری که دارد وجود x′R٢b
از بنابراین .kF ′(u) < kF ′(c) < kF ′(x) داریم آن به بنا و است c از قبل R′١ در u

(٢. ٢. ٢ لم به (بنا ندارد zR٣ prevR٣(c) مسیر در همسایه ای u و z ̸= c آنجایی که
رنگی همسایه یک تنها kF ′(nextR′١(u)) گام در u راس که بگیریم تنیجه می توانیم
داریم و می شود تحمیل y توسط c و x ∈ R′١ رو این از است. تناقض یک که دارد

.kF ′(x) < kF ′(c)

راس می باشد. ٢ درجه از x′R٢b در راس هر و x′R٢bx = x′R′١x که کنیم می ادعا ما
.nextR٢(v) ̸= nextR′١(v) به طوری که می گیریم نظر در x′R٢bx در راس اولین را v

v ،٢. ٢. ٢ لم به بنا دیگر طرف از .deg(v) = ٣ و v ∈ x′R٢b داریم به وضوح
یک kF ′(v) مرحله تا رنگی رئوس مجموعه و ندارد zR٣ prevR٣(c) در همسایه ای
است تناقض یک این اما هستند. V (zR٣ prevR٣(c)) ∪ V (R٢v) از مجموعه زیر
کند. تحمیل را nextR′١(v) نمی تواند رو این از و دارد رنگی غیر همسایه دو v چون
آنگاه باشد داشته ٣ درجه v ∈ x′R′١b راس یک اگر .x′R٢bx = x′R′١x بنابراین
F ′′ = حالا کند. تحمیل را R′١ روی بعدی اش همسایه نمی تواند آن مشابه، به طور
تحمیلی مجموعه یک F ′′ است واضح می گیریم. نظر در را {x′, nextR٢(x

′), z}

زنجیر مجموعه هر دارند، ٢ حداکثر درجه z و x′, nextR٢(x
′) آنجایی که از و است

است. تناقض یک که ندارد بد راس F ′′ با متناظر

دارد وجود F ′ با متناظر زنجیر مجموعه یک آنگاه نباشد بد S به نسبت z راس اگر (II
نیست. بد آن به نسبت z به طوری که

S ′ زنجیر مجموعه هر به نسبت را z خلف) (فرض و نیست بد S به نسبت z کنیم فرض
می کنیم. اثبات را زیر ادعای ابتدا می گیریم. نظر در بد F ′ با متناظر

مسیر از راس یک دقیقا با است مجاور z راس ،S ′ زنجیر مجموعه هر برای .١. ١ .۴ ادعا
است. واقع R′٢ زنجیر در که yR٢a

از z که داریم توجه ندارد. yR٢a مسیر در همسایه ای z که کنیم فرض ادعا. اثبات
٣ .۴ شکل است). x′ با مجاور z (وقتی دارد F ′ در همسایه یک حداکثر و است ٣ درجه
و دارند رنگی غیر همسایه دو حداقل x′ و z نشده است، رنگی a زمانی که تا ببینید. را
yR٢a = عبارتی به و نمی باشند F ′ روی تحمیلی فرایند در راسی کردن تحمیل به قادر
این در می گیریم. نظر در را KF ′(a) + ١ مرحله ،F ′ روی تحمیلی فرایند در .yR′٢a
این تا جزئی زنجیرهای و می کنند تحمیل را nextR٢(x

′) و x به ترتیب x′ و a مرحله،
روی تحمیلی فرایند در قبل، با مشابه به طور هستند. x′ nextR٢(x

′), yR٢ax, z مرحله



٢٧ مقدماتی نتایج
این رو از نکرده اند. تحمیل را راسی هنوز z و x رئوس kF (nextR٢(x

′)) مرحله در ،F
بنا بنابراین هستند. z و x, yR٢ nextR٢(x

′)، kF (nextR٢(x
′)) مرحله تا جزئی زنجیرهای

زنجیر مجموعه یک R′′٣ = R٣ و R′′٢ = yR٢axR١, R′′١ = x′R٢ زنجیرهای ،٢. ٢. ١ گزاره به
از بنابراین است. بد S ′′ به نسبت z راس فرض به بنا می دهند. تشکیل F ′ با متناظر S ′′

است بد S به نسبت z که گرفت نتیجه می توان ندارد، yR٢a در همسایه ای z آنجایی که
باشد. مجاور yR٢a مسیر در راس یک حداقل با باید z بنابراین می باشد. تناقض یک که

a
xR١ :

zR٣ :

x′ b
yR٢ :

a
xR١ :

zR٣ :

x′ b
yR٢ :

ندارد. yR٢a مسیر در همسایه ای z راس این که فرض با S از نمایشی :٣ .۴ شکل

و دارد yR٢a مسیر در ،c <R٢ d <R٢ a که d و c همسایه دو حداقل z کنیم فرض حال
z راس باشد). مجاور a با نمی تواند z) است R٢ مسیر روی d از قبل z همسایه تنها c

x′ راس z راس ،kF (d) + ١ مرحله در این صورت غیر در چون باشد مجاور x′ با نمی تواند
می باشد. غیرممکن که است متعلق R٣ زنجیر به x′ این رو از و می کند تحمیل را

نمی توانند z و x′ است نشده تحمیل d ،F ′ روی تحمیلی فرایند در زمانی که تا بنابراین
می دانیم آنجایی که از .c, d ∈ R′٢ و yR٢d = yR′٢d به عبارتی یعنی کنند تحمیل را راسی
بدیهی زنجیر یک R٣ = z یا هستند پیاپی R٢ روی d و c یا نیست، بد S به نسبت z

ببینید) را ۴. ۴(چپ) (شکل است بدیهی غیر R٣ زمانی که ببینید). را ۴ .۴ (شکل است
تناقض یک که نیست بد S ′ به نسبت z که است واضح هستند پیاپی R′٢ روی d و c و
راس که داریم توجه حال ببینید). را ۴. ۴(راست) (شکل است بدیهی R٣ بنابراین است.
گام در شد گفته قبلا آنچه همانند این صورت غیر در زیرا است. nextR٢(d) با مجاور z

است. بدیهی غیر R٣ این رو از و کند تحمیل را nextR٢(d) می تواند z راس ،kF (d) + ١
زنجیر مجموعه یک S ′′ = {R′′١ = x′R٢, R′′٢ = yR٢axR١, R′′٣ = z} که است مشهود
۴ .۴ (شکل است تناقض یک این و نیست بد راس دارای به طوری که می باشد F ′ با متناظر

ببینید). را (راست)
نشان ادعا اثبات تکمیل برای دارد. yR٢a در c همسایه یک دقیقا z دادیم نشان رو این از
بنابراین است. واضح ادعا آنگاه باشد c = y اگر است. واقع R′٢ زنجیر در c که می  دهیم
نشود، رنگی c زمانی که تا است واضح باشد. yR٢ prevR٢(a) مسیر در c ̸= y کنیم فرض
در c راس نتیجه در و نمی باشند F ′ روی تحمیلی فرایند در راسی تحمیل به قادر z و x′

□ می شود. کامل اثبات و است واقع R′٢



٣ حداکثر درجه ماکزیمم ویژگی با گراف های در تحمیلی عدد و پوچی ماکزیمم ٢٨

a

x
R١ :

dc

zR٣ :

x′ b
yR٢ :

a

x
R١ :

dc

zR٣ :

x′ b
yR٢ :

است. بدیهی غیر یا بدیهی R٣ زنجیر این که فرض با S از نمایشی :۴ .۴ شکل

zx′ /∈ E(G) راحتی به باشد. yR٢a مسیر روی z راس همسایه تنها c راس کنیم فرض
R′١ از x′ راس و R′٢ از c راس با z راس این صورت غیر در گرفت. نتیجه می توان را
نتیجه را F ′ با متناظر زنجیر مجموعه هر به نسبت z راس نبودن بد که است مجاور
رئوس است، نشده رنگی a زمانی که تا ،zc ∈ E(G) و zx′ /∈ E(G) آنجایی که از می دهد.
ببینید). را ۵ .۴ (شکل نمی کنند تحمیل را راسی ،F ′ روی تحمیلی فرایند در x′ و z

زنجیرهای ،kF ′(nextR٢(x
′)) گام تا جزئی زنجیرهای و است متعلق R′٢ به a این رو از

مرحله تا جزئی زنجیرهای مجموعه و ٢. ٢. ١ گزاره به بنا هستند. x′ nextR٢(x
′), yR٢ax, z

مجموعه یک R′′٣ = R٣ و R′′٢ = yR٢axR١ ،R′′١ = x′R٢ زنجیرهای ،kF (nextR٢(x
′))

آنجایی که از آنگاه باشد بد S ′′ به نسبت z اگر می دهند. تشکیل را F ′ با متناظر S ′′ زنجیر
مجاور xR١ مسیر از راسی با باید نیست، بد S به نسبت و است مجاور R′٢ از c راس با z
مسیر رئوس ،٢. ٢. ٣ و ٢. ٢. ٢ لم های به توجه با می نامیم. d را آن ما اینجا در که باشد
نتیجه در و نیستند مجاور R٣ و R١ زنجیرهای از راسی هیچ با a و c جز به yR٢ prevR٢(b)

در را F ′′ = {y, x′,nextR′′٢ (c)} مجموعه ببینید). را ۵ .۴ (شکل دارند ٢ حداکثر درجه
حالت های در حالا است. F‐مجموعه (G) یک F ′′ مجموعه به وضوح می گیریم. نظر
F ′′ به طوری که دارد وجود F ′′ با متناظر S ′′′ زنجیر مجموعه یک که می دهیم نشان زیر

است. تناقض یک و است بد راس فاقد آن به نسبت

c = a = yR٢ :

x
R١ :

d

zR٣ :

x′ b a

x
R١ :

zR٣ :

d

x′ by c
R٢ :

باشد. c = a یا c ̸= a این که فرض با S از نمایشی :۵ .۴ شکل

،y = a = c که است واضح ببینید). را (چپ) ۵ .۴ (شکل c = a کنیم فرض ابتدا (١
x′ رئوس ،F ′′ روی تحمیلی فرایند اول گام در .deg(x′) = ٢ و nextR′′٢ (c) = x

مرحله این تا جزئی زنجیرهای و می کنند تحمیل را z و nextR٢(x
′) به ترتیب y و

تا جزئی زنجیرهای و ٢. ٢. ١ گزاره به بنا هستند. x و x′ nextR٢(x
′), yz زنجیرهای



٢٩ مقدماتی نتایج
متناظر زنجیر مجموعه یک S ′′′ = {x′R٢, yzR٣, xR١} مجموعه kF nextR٢(x

′) گام
همسایه دو y و nextR′′٢ (c) رئوس از هریک و deg(x′) = ٢ آنجایی که از است. F ′′ با
با تناقض که است بد راس فاقد S ′′′ به نسبت F ′′ دارند، دیگر مجزای زنجیر دو در

دارد. S و F انتخاب
یک را S′′′ = {R′′′١ , R′′′٢ , R′′′٣ } ببینید). را (راست) ۵ .۴ (شکل c ̸= a کنیم فرض حال (٢
x′, y, nextR′′٢ (c) به طوری که می گیریم نظر در F ′′ با متناظر دلخواه زنجیر مجموعه
،٢. ٢. ٣ و ٢. ٢. ٢ لم به بنا باشند. R′′′١ , R′′′٢ , R′′′٣ زنجیرهای ابتدایی رئوس به ترتیب
نتیجه را S ′′′ به نسبت آن ها نبودن بد که دارند ٢ حداکثر درجه x′ و y رئوس
اگر .c <R٢ d <R٢ a d که نام به راسی یا است a راس یا nextR′′٢ (c) راس می دهد.
بد نمی تواند d و deg(d) = ٢ شد گفته قبل تر آنچه با مطابق آنگاه nextR′′٢ (c) = d

مجاور a راس آنجایی که از است. بد راس a و nextR′′٢ (c) = a که کنیم فرض باشد.
توسط دیگری و باشد R′′′١ به متعلق باید c یا x رئوس از یکی است، R′′′١ از x′ راس با

شود. تحمیل a
است. متعلق R′′′١ به x راس درنتیجه و می کند تحمیل را c راس a که می کنیم ادعا
.kF ′′(c) < kF ′′(x) داریم می کند تحمیل را x راس a آنجایی که از غیراینصورت در
x و c رئوس و دارند ٢ درجه x′R٢ prev(b) مسیر رئوس تمام این که به توجه با
و b ∈ V (R′′′١ ) ،deg(b) = ٣ داریم دارند، تعلق R′′′٣ و R′′′١ زنجیرهای به به ترتیب
تحمیل را ،nextR′′′١ (b) ≤ c که nextR′′١ (b) راس ،b راس زمانی که بنابراین .b <R′′′١ c

است. تناقض یک که kF ′′(x) < kF ′′(c) و است رنگی x راس می کند،
نظر در است F‐مجموعه (G) یک که را F ∗ = {x′, nextR٢(x

′), y} مجموعه حالا
بد راس فاقد مجموعه این است ٢ حداکثر F ∗ رئوس درجه آنجایی که از می گیریم.

داریم. S و F انتخاب با تناقض یک بنابراین و است

یک که کنیم فرض نیست. بد F ′ با متناظر S ′ زنجیر مجموعه هر به نسبت x′ راس (III
x′ راس آنجایی که از است. بد آن به نسبت x′ راس که دارد وجود S ′ زنجیر مجموعه
است. R٣ از c راس یک با مجاور x′ ،٢. ٢. ٢ لم به بنا و deg(x′) = ٣ است، بد S ′ به نسبت
راس یک با حداکثر y ،٢. ٢. ٢ لم به بنا این صورت درغیر زیرا y؛ ̸= a باید این صورت در
بررسی به ذیل در که ببینید) را ۶ .۴ (شکل می باشد مجاور R٣ زنجیر از zR٣c مسیر از

می پردازیم. آن حالت های

اگر ببینید). را (چپ) ۶ .۴ (شکل ندارد zR٣c مسیر در همسایه ای y راس زمانی که (١
R′٣ و R′٢ زنجیرهای در به ترتیب c و y همسایه هایش چون نیست بد x′ آنگاه c = z

رنگی تحمیلی فرایند در c زمانی که تا حالت این در .c ̸= z کنیم فرض حال واقع اند.
y تحمیلی، فرایند اول گام در همچنین نمی کند. تحمیل را راسی x′ است نشده
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y = aR٢ :

x
R١ :

c
R٣ :

x′ b

z

y = aR٢ :

x
R١ :

c
R٣ :

d

x′ b

z

دارد. zR٣c مسیر در همسایه یک حداکثر y راس این که فرض با S از نمایشی :۶ .۴ شکل

این از بعد وجود این با می کند. تحمیل را R٣ مسیر روی همسایه اش z و x؛ راس
پیدا ادامه R٣ مسیر طول در تنها تحمیلی فرایند نباشد رنگی c زمانی که تا گام،
آوردیم پیش تر که توضیحی با مشابه است. R′٣ در راس یک c بنابراین می کند.

نیست. بد x′ که می شود نتیجه
این در ببینید). را ۶ .۴ (شکل دارد zR٣c مسیر در d همسایه یک y راس زمانی که (٢
به بنا کنند. تحمیل را راسی نمی توانند نشود رنگی d زمانی که تا y و x′ رئوس حالت
(prev(d) راس وجود صورت (در zR٣ prev(d) مسیر در راس هر ،٢. ٢. ٣ و ٢. ٢. ٢ لم
d زمانی که تا و می شود آغاز z از تحمیلی فرایند بنابراین دارند. ٢ حداکثر درجه
اگر می دهد. نتیجه را d ∈ R′٣ و می یابد ادامه R٣ مسیر روی تنها نباشد رنگی
می کنیم فرض ما حال نیست. بد x′ قبل حالت با مشابه و c ∈ R′٣ آنگاه d = c

تحمیل را nextR٣(d) و x رئوس به ترتیب d و y رئوس بعدی، گام در .c ̸= d که
می تواند تنها نباشد رنگی c راس زمانی که تا تحمیلی فرایند گام این از بعد می کنند.
نیست بد x′ لذا می دهد. نتیجه را c ∈ R′٣ و کند پیدا ادامه R٣ مسیر امتداد در

هستند. واقع R′٣ و R′٢ زنجیرهای در به ترتیب c و y همسایه هایش چون
خصوصیات ابتدا ادامه در ببینید). را ٧ .۴ (شکل y ̸= a که کنیم فرض می توانیم رو این از
یک و جدید F‐مجموعه (G) یک سپس و می کنیم اثبات ادعا چندین در را S ′ از دیگری
تعداد از کمتر آن در بد رئوس تعداد که می کنیم تعریف آن با متناظر زنجیر مجموعه

می باشد. S و F انتخاب با تناقض یک که است S مجموعه بد رئوس

a

x
R١ :

c
R٣ :

yR٢ :
x′ b

z

است. y ̸= a این که فرض با S از نمایشی :٧ .۴ شکل

.zR٣c = zR′٣c عبارتی به و است متعلق R′٣ به c راس .١. ٢ .۴ ادعا
y = a ویژگی به جز واقع در می کنیم. اثبات عمومی تر به صورت را ادعا این ادعا. اثبات

قرار می دهیم. توجه مورد را G برای قبل در شده اثبات ویژگی  های تمام
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.z ̸= c کنیم فرض بنابراین است. واضح ادعا آنگاه c = z اگر

رئوس با مجاور zR٣ prevR٣(c) در راسی ،٢. ٢. ٣ و ٢. ٢. ٢ لم بنابه آنگاه y = a اگر
تا و می شود آغاز z از تحمیلی فرایند بنابراین ندارد. وجود V (G) \ (V (zR٣c) ∪ {a})

است F از دیگر راس تنها y طرفی از و می یابد ادامه R٣ در نشده است رنگی c زمانی که
.zR٣c = zR′٣c بنابراین می ماند. انتظار در آن از بعد و کند تحمیل را x می تواند که

نمی تواند را راسی x′ تحمیلی، فرایند گام اولین در .z ̸= c و y ̸= a کنیم فرض حال
سه می باشند. z و y کنند آغاز می توانند را تحمیلی فرایند که رئوسی تنها کند. تحمیل

دهد. روی است ممکن تحمیلی فرایند از گام اولین در زیر وضعیت
می کنند، تحمیل را z′ = nextR٣(z) و y′ = nextR٢(y) رئوس به ترتیب z و y رئوس (١)

تحمیل را راسی هیچ z راس اما می کند تحمیل را y′ = nextR٢(y) راس ،y راس (٢)
و نمی کند

نمی کند. تحمیل را راسی هیچ y ولی می کند تحمیل را z′ = nextR٣(z) راس z راس (٣)
تحمیلی فرایند از گام دومین در می پردازیم. حالت اولین بررسی به تنها ، تشابه علت به
F در z′ و y′ و کرده ایم حذف گراف از را z و y رئوس که است زمانی مانند شرایط
□ است. کامل ادعا اثبات و داریم را بالا حالات از یکی استقرا به بنا این رو از می باشند.

دارد. V (G) \ ({x} ∪ V (R٢x′) ∪ V (R٣c)) در d همسایه یک c راس .١. ٣ .۴ ادعا

V (G) \ ({x} ∪ V (R٢x′) ∪ در همسایه ای c که کنیم فرض خلف) (برهان ادعا. اثبات
y ̸= a آن جایی که از می باشد. R٣ انتهای راس c این صورت در که نداشته باشد V (R٣c))
c درجه نتیجه در و باشد مجاور yR٢a مسیر از راسی با نمی تواند c راس ،١. ١ .۴ لم بنابه و
zR٣ prevR٣(c) مسیرهای رئوس ، ٢. ٢. ٣ و ٢. ٢. ٢ لم  های به بنا بنابراین است. ٢ حداکثر
این رئوس روی القایی گراف زیر باشند. مجاور یکدیگر با تنها می توانند yR٢ prev(a) و
تحمیلی مجموعه یک {y, z} که است واضح بنامید. G′ را a و c رئوس همراه به مسیر دو
تحمیل G در {y, z} روی تحمیلی فرایند در c زمانی که این صورت در است. G′ برای
است G برای تحمیلی مجموعه یک {y, z} نتیجه در و کند تحمیل را x′ می تواند می شود
□ می باشد. غیرممکن که

دارد R′٣ در c همسایه یک و است بد S ′ به نسبت x′ راس آنجایی که از دیگر طرف از
و باشد R′٣ در باید nextR٢(x

′) و a یعنی همسایه اش دو از یکی دقیقا ،(١. ٢ .۴ (ادعای
تحمیل x′ توسط a راس می دهیم نشان بعدی ادعای در شود. تحمیل x′ توسط دیگری

می شود.
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است. واقع R′١ در این رو از و می شود تحمیل x′ توسط a راس .۴ .١ .۴ ادعا

nextR٢(x
′) راس این صورت در که باشد a ∈ R′٣ کنیم فرض خلف) (برهان ادعا. اثبات

و دارد R٢ در b و a همسایه دو x ∈ R١ راس آنجایی که از می شود. تحمیل x′ توسط
مجاور V (yR٢ prevR٢(a)) ∪ V (zR٣ prevR٣(c)) در راسی ،٢. ٢. ٣ و ٢. ٢. ٢ لم های بنابه
،R′٣c = R٣c که این بنابه نمی باشد. V (xR١) ∪ V (x′R٢) ∪ V (nextR٣(c)R٣) در راسی با
همسایه یک d راس که داریم را V (zR′٣a)∩V (yR٢a) = {a} یا zR′٣a = zR٣cdR٢a روابط

است. V (yR٢ prev(a)) در c از
این در است. V (yR٢ prev(a)) در c از همسایه یک d و zR′٣a = zR٣cdR٢a زمانی که (١
غیراین صورت در ندارد V (G) \ (V (R٢x′)∪ V (R٣c)) در همسایه ای c راس حالت،
راس می کند، تحمیل را d راس c زمانی که، آنگاه باشد c از همسایه ای چنین u اگر
نکرده، آغاز را تحمیلی فرایند x′ راس این که به توجه با این که باشد. رنگی باید u

۴. ١. ٣ داریم. ادعای با تناقض یک بنابراین است. ممکن غیر
prevR′٣(a) = x داریم ،y ̸= a آنجایی که از .V (zR′٣a) ∩ V (yR٢a) = {a} زمانی که (٢
داریم توجه است. نشده تحمیل تاکنون a راس ،kF ′(x) گام در می دهد نتیجه که
بنابراین است. شده تحمیل x′ راس توسط و است R′١ در nextR٢(x

′) راس که
که باشد شده تحمیل باید a راس می کند، تحمیل را راس این x′ راس زمانی که
تحمیل را a راس x زمانی که بنابراین می دهد. نتیجه را kF ′(nextR٢(x

′)) > kF ′(a)

تاکنون x′ که می شود نتیجه آن پی در و است غیررنگی nextR٢(x
′) راس می کند،

V (yR٢ prevR٢(a)) در راسی که داریم توجه دوباره است. نکرده تحمیل را راسی
این صورت در که ندارد وجود V (G) \ (V (yR٢x′) ∪ V (zR٣c)) در راسی با مجاور
V (cR٣)∪V (nextR٢(x

′)R٢)∪ در رنگی رئوس می کند تحمیل را a راس x زمانی که
می کند تحمیل را a راس x زمانی که این بنابر است. cR′٣x مسیر رئوس تمام (xR١)
R′٣ در nextR١(x) و b این صورت در باشند رنگی باید nextR١(x) و b همسایه هایش
□ دارد. R′٣ بودن القایی مسیر با تناقض که هستند

می کنیم. اثبات را زیر ادعای حال
هر و است ٢ حداقل cR′٣e طول است، واقع R′٣ در e = nextR٢(x

′) راس .۵ .١ .۴ ادعا
دارد. ٢ درجه G در cR′٣e داخلی راس

e = nextR٢(x
′) راس می کند تحمیل را a راس x′ زمانی که داریم توجه ادعا. اثبات

a راس x′ زمانی که شد، قبل ادعای اثبات در که توضیحی با مشابه شده است. رنگی
cR′٣x مسیر رئوس تمام V (cR٣) ∪ V (eR٢) ∪ (xR١) در رنگی رئوس می کند تحمیل را
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در راسی آنجایی که از است. واقع R′٣ در e = nextR٢(x

′) راس بنابراین می باشند.
واضح نمی باشد، V (G) \ (V (yR٢x′) ∪ V (zR٣c)) در راسی با مجاور V (yR٢ prevR٢ a)

باید ادعا اثبات تکمیل برای دارند. ٢ درجه G در cR′٣e مسیر داخلی رئوس تمام است
بد S ′ به نسبت x′ ،c, e ∈ R′٣ آنجایی که از آنگاه ce ∈ E(G) اگر .ce ̸∈ E(G) دهیم نشان
□ داریم. تناقض یک که نیست
F ′′ = {y, z, nextR′٣(c)} کنیم. کامل را اثبات می توانیم که هستیم موقعیتی در حال

a

x
R١ :

c
R٣ :

yR٢ :
x′

z

be

.١. ٢ .۴ لم در S زنجیر مجموعه از نمایشی :٨ .۴ شکل

حال ببینید). را ٨ .۴ (شکل می گیریم درنظر است G برای تحمیلی مجموعه یک که را
به طوری که دارد وجود F ′′ با متناظر Ŝ زنجیر مجموعه یک که می دهیم نشان ادامه در

است. تناقض یک که می باشد S در بد تعدادرئوس از کمتر آن در بد رئوس تعداد
Ŝ به نسبت nextR′٣(c) راس به وضوح و deg(nextR′٣(c)) = ٢ شد بیان قبلا که همان طور
آن ها آنگاه باشند بد Ŝ به نسبت z و y رئوس اگر که کنیم اثبات است کافی نیست. بد

هستند. بد نیز S به نسبت
کنیم فرض است. بد نیز S به نسبت آنگاه باشد بد Ŝ به نسبت y ̸= a راس اگر (١
مجاور y راس ،٢. ٢. ٢ لم با بنا و deg(y) = ٣ پس است. بد Ŝ به نسبت y راس
گزاره است. zR٣ prev(c) مسیر از ،y١ ≤R٣ y٢ که y٢ و y١ پیاپی غیر راس دو با
راس کند آغاز را F ′′ روی تحمیلی فرایند می تواند که راسی تنها چون است واضح
فرایند نمی توانند دیگر رئوس نشوند تحمیل y٢ و y١ رئوس زمانی که تا و است z
R̂٣ ∈ Ŝ زنجیر در y٢ و y١ رئوس که می شود نتیجه این صورت در که کنند آغاز را
y راس این که بنابه .zR̂٣y٢ = zR٣y٢ داریم به علاوه و واقع اند ،z ابتدایی راس با
مدنظر که همان طور و هستند غیرمتوالی y٢ و y١ راس دو است، بد Ŝ به نسبت

است. بد نیز S به نسبت y راس بود
راس کنیم فرض است. بد نیز S به نسبت آنگاه باشد بد Ŝ به نسبت z راس اگر (٢
به بنا و deg(z) = ٣ بنابراین نیست. بد S به نسبت ولی بداست Ŝ به نسبت z

از و است yR٢ prev(a) از راس یک حداقل با مجاور z راس ،٢. ٢. ٣ و ٢. ٢. ٢ لم
متوالی همسایه دو باید z نتیجه در .z ̸= c داریم نیست، بد S به نسبت z آنجایی که
می دهد. نتیجه را S به نسبت z نبودن بد که باشد داشته yR٢ prevR٢(a) مسیر در
یک که است S به نسبت آن ها تعداد از کمتر S ′ به نسبت G در بد رئوس تعداد III و II ،I بنابه
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است. کامل اثبات و است تناقض

‐F (G) یک آنگاه F (G) = ٣ اگر .∆(G) ≤ ٣ و باشد گراف یک G کنیم فرض .١. ٣ .۴ لم
یک از x راس اگر به طوری که دارد وجود F با متناظر S زنجیر مجموعه یک و F مجموعه
راس x آنگاه باشد R٢ ∈ S دیگر زنجیر از z و y راس دو با مجاور R١ ∈ S بدیهی غیر زنجیر

هستند. متوالی R٢ روی y, z رئوس و است R١ انتهایی یا ابتدایی
به طوری که باشد آن با متناظر زنجیر مجموعه یک S و F‐مجموعه (G) یک F کنیم فرض برهان.
x کنیم فرض اثبات برای برقرارند. لم در S و F که می کنیم ادعا می کند. صدق ١. ٢ .۴ لم در
است. R٢ دیگر زنجیر از z و y راس دو با مجاور که است R١ بدیهی غیر زنجیر یک از راس یک
دهیم نشان باید حال است. R١ انتهایی یا ابتدایی راس یا x راس ،∆(G) ≤ ٣ آنجایی که از
اینجا در می گیریم. نظر در را آن خلاف خلف) (فرض متوالی اند. R٢ روی z و y رئوس که

است. ممکن غیر که باشد S به نسبت بد راس یک باید x بگیریم نتیجه می توانیم
آن با متناظر زنجیر مجموعه یک S و G گراف یک از F‐مجموعه (G) یک F کنیم فرض
a ∈ R٢ همسایه دو x ∈ R١ راس به طوری که R١, R٢, R٣ ∈ S بدیهی غیر زنجیر سه اگر باشد.
یک x آنگاه باشد داشته وجود ،d <R٣ b و a <R٢ c به طوری که cd قاطع یک و داشته b ∈ R٣ و

ببینید). را ٩ .۴ (شکل است S به نسبت نامطلوب١ راس

xR١ :

a
R٢ :

b

c

d
R٣ :

است. S به نسبت نامطلوب راس یک R١ زنجیر از x راس این که فرض با S از نمایشی :٩ .۴ شکل

یک S و F‐مجموعه (G) یک F اگر .∆(G) ≤ ٣ و باشد گراف یک G کنیم فرض .۴ .١ .۴ لم
یک از ابتدایی راس یک S به نسبت نامطلوب راس هر آنگاه باشد F با متناظر زنجیر مجموعه

است. S در زنجیر
کنیم فرض نوشتار سادگی جهت به می گیریم. نظر در نامطلوب S به نسبت را x راس برهان.
بدیهی غیر مجزای زنجیرهای R٣ و R٢ ،R١ که دارد b ∈ R٣ و a ∈ R٢ همسایه دو x ∈ R١
∆(G) ≤ ٣ آنجایی که از است. d <R٣ b و a <R٢ c به طوری که دارد وجود cd قاطع یک و هستند
R١ زنجیر انتهایی یا ابتدایی راس باید x راس دارد، R٣ و R٢ روی همسایه دو x راس و
که است واضح می گیریم. نظر در R١ زنجیر انتهایی راس را x راس خلف) (فرض باشد.

1 unfavorite



٣۵ مقدماتی نتایج
و kF (c) < kF (b) داریم ٢. ٢. ١ لم به بنا به علاوه می باشد. kF (b) ≤ max{kF (x), kF (a)} + ١

که kF (x) < kF (c)

kF (a) < kF (c) < kF (b) و kF (x) < kF (c) < kF (b).

است. تناقض یک که می دهد نتیجه را kF (b) ≥ max{kF (x), kF (a)}+ ٢ نهایت در و
F (G) یک آنگاه باشد F (G) = ٣ اگر .∆(G) ≤ ٣ و باشد گراف یک G کنیم فرض .۵ .١ .۴ لم
صدق ١. ٣ .۴ لم در به طوری که دارد وجود آن با متناظر S زنجیر مجموعه یک و F ‐مجموعه

نمی باشد. نامطلوب راس شامل و می کند
مجموعه یک S = {R١, R٢, R٣} و F‐مجموعه (G) یک F = {x, y, z} کنیم فرض برهان.
نامطلوب راس تعداد کمترین و می کند صدق ١. ٣ .۴ لم در به طوری که باشد آن با متناظر زنجیر
ادامه در می باشند. R٣ و R٢, R١ ابتدایی رئوس به ترتیب z و y, x که داریم توجه دارد. را ممکن
ممکن نامطلوب رئوس ،۴ .١ .۴ لم به بنا ندارد. S به نسبت نامطلوب راس G می دهیم نشان
سازی ساده برای می گیریم. نظر در نامطلوب را x خلف) (فرض عنوان به هستند. z و y, x

cd قاطع دارد وجود به طوری که دارد b ∈ R٣ و a ∈ R٢ همسایه دو x راس کنیم فرض نوشتار،
٩ .۴ (شکل f ≤ d و a < e ≤ c که ef ̸= cd مانند قاطعی ندارد وجود و d؛ <R٣ b و a <R٢ c که
واضح می گیریم. نظر در را F ′ = {x′, y, z} مجموعه و x′ = nextR٢(a) راس حال ببینید). را
،cd انتخاب نحوه و ٢. ٢. ٣ و ٢. ٢. ٢ لم های به بنا است. تحمیلی مجموعه یک F ′ که است
یک که دهیم نشان است کافی لم اثبات برای دارد. ٢ درجه ،a <R٢ v <R٢ c که v راس هر
آن به نسبت z و x′, y رئوس از هیچ کدام به طوری که دارد وجود F ′ با متناظر زنجیر مجموعه

می شود. حاصل زیر موارد از نتیجه یک به عنوان این و نیستند بد یا نامطلوب
نامطلوب نه و بد نه S ′ به نسبت y راس ،F ′ با متناظر S ′ زنجیر مجموعه هر برای •

است.

می گیریم نظر در F ′ با متناظر دلخواه زنجیر مجموعه یک را S ′ = {R′١, R′٢, R′٣} مجموعه
کنیم فرض ابتدا هستند. R′٣, R′٢, R′١ زنجیرهای ابتدایی رئوس به ترتیب z و y, x′ که
٢. ٢. ٢ لم های بنابه و دارد ٣ درجه آنگاه باشد نامطلوب یا بد y راس اگر می باشد. y = a

،٢. ٢. ٢ لم به بنا ببینید). را (چپ) ١٠ .۴ (شکل دارد zR٣d در u همسایه یک ،٢. ٢. ٣ و
راس یا u راس زمانی که تا داریم توجه دارد. ٢ حداکثر درجه zR٣ prevR٣(u) در راس هر
و می کند آغاز را فرایند x′ راس شود. آغاز y از نمی تواند تحمیلی فرایند نشود رنگی x

z راس می یابد. ادامه فرایند می باشد، d یا c که برسد ٣ درجه راس یک به زمانی که تا
ادامه فرایند شود تحمیل u راس زمانی که تا حداقل و می کند آغاز را فرایند x′ مانند نیز
نبودن بد که دارد تعلق R′٣ به u راس به عبارتی یا zR٣u = zR′٣u داریم ازاین رو می یابد.



٣ حداکثر درجه ماکزیمم ویژگی با گراف های در تحمیلی عدد و پوچی ماکزیمم ٣۶
زنجیر راس اولین با مجاور y راس آنجایی که از دیگر طرف از می دهد. نتیجه را y راس
راسی با zR٣ prev(u) در راسی باید y بودن نامطلوب برای است، u ∈ R′٣ و x′ یعنی R′١

است. غیرممکن امر این که باشد مجاور V (G) \ V (zR٣u) در
بنا دارد. ٣ درجه آنگاه باشد نامطلوب یا بد ،y راس اگر باشد. y ̸= a کنیم فرض حال
توجه با که باشد داشته zR٣ prevR٣(d) در u١, u٢ همسایه دو باید y راس ،٢. ٢. ٢ لم به

ببینید). را (راست) ١٠ .۴ (شکل باشند متوالی باید دو آن ،S به نسبت y نبودن بد به

xR١ :
y = aR٢ :

b

cx′

z

d
R٣ :

u

x
R١ :

a
R٢ :

b

z

u١ u٢

cy x′

d
R٣ :

باشد. y ̸= a یا y = a این که فرض با S از نمایشی :١٠ .۴ شکل

دارد. ٢ حداکثر درجه u١ از قبل راس هر R٣ زنجیر در ،٢. ٢. ٢ لم به بنا داریم توجه
ادامه u٢ و u١ رئوس شدن تحمیل تا و شود آغاز z راس از می تواند تنها تحمیلی فرایند
رئوس نتیجه در نکرده اند. تحمیل را راسی هنوز x′ و y رئوس که حالیست در این یابد.

نیست. نامطلوب و بد y راس و هستند R′٣ در متوالی راس دو u١, u٢

است. نامطلوب نه و بد نه S ′ به نسبت z راس F ′ با متناظر S ′ زنجیر مجموعه هر برای •
می گیریم نظر در F ′ با متناظر دلخواه زنجیر مجموعه یک را S ′ = {R′١, R′٢, R′٣} مجموعه
کنیم فرض ابتدا هستند. R′٣, R′٢, R′١ زنجیرهای ابتدایی رئوس به ترتیب z و y, x′ که

دارد. ٣ درجه آنگاه باشد نامطلوب یا بد z راس اگر می باشد. z ̸= d

yR٢ prevR٢(a) در u١, u٢ همسایه دو باید z راس ،cd انتخاب نحوه و ٢. ٢. ٢ لم به بنا
١١ .۴ (شکل باشند متوالی باید ،S به نسبت z راس نبودن بد به بنا که باشد داشته
درجه u١ از قبل راس هر R٢ زنجیر در ،٢. ٢. ٢ لم به بنا داریم توجه ببینید). را (راست)
رئوس شدن رنگی تا و شود آغاز y راس از می تواند تنها تحمیلی فرایند دارد. ٢ حداکثر
نکرده اند. تحمیل را راسی زمان آن تا x′ و z رئوس حالی که در کند پیدا ادامه u٢ و u١

است. نامطلوب نه و بد نه z راس و هستند R′٢ در متوالی راس دو u١, u٢ بنابراین
دارد. ٣ درجه آنگاه باشد نامطلوب یا بد z راس اگر باشد. z = d که کنیم فرض حال
و نیست بد S به نسبت z آنجایی که از ندارد. R١ در همسایه ای z راس ،٢. ٢. ٢ لم به بنا
زمانی که باشد. nextR٢(c) یا prevR٢(c) با مجاور باید z راس است، c ∈ R٢ راس با مجاور
چون (c)prevR٢؛ = a = y و x′ = c باشیم داشته باید است prevR٢(c) با مجاور z راس
(چپ) ١١ .۴ (شکل می باشد ∆(G) ≤ ٣ و هستند ٢ درجه از R٢ در c و a بین رئوس تمام



٣٧ مقدماتی نتایج

xR١ :
y = aR٢ :

b

x′ = c

d = z
R٣ :

xR١ :

a
R٢ :

b

y cx′

d = z
R٣ :

u

x
R١ :

a
R٢ :
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y u١ u٢ c

z

x′

d
R٣ :

باشد. z ̸= d یا z = d این که فرض با S از نمایشی :١١ .۴ شکل

از ابتدایی راس دو با مجاور چون است نامطلوب نه و بد نه z راس به وضوح ببینید). را
می باشد. متفاوت زنجیر دو

ببینید). را (وسط) ١١ .۴ (شکل باشد nextR٢(c) با مجاور z راس که کنیم فرض حال

یابد. ادامه a راس شدن تحمیل تا و شود آغاز y راس از می تواند تنها تحمیلی فرایند
گام در x′ و a رئوس نکرده اند. تحمیل را راسی هنوز x′ و z رئوس که درحالیست این
رنگی u و c زمانی که تا و می کنند تحمیل را nextR٢(x

′) و x رئوس به ترتیب kF ′(a) + ١
c و a بین رئوس تمام کنیم (توجه کنند تحمیل نمی توانند را راسی هیچ z و x نباشند
z راس و هستند R′١ در متوالی راس دو u و c رئوس بنابراین هستند). ٢ درجه از R٢ در

است. نامطلوب نه و بد نه
نامطلوب نه و بد نه x′ راس به طوری که دارد وجود F ′ با متناظر S ′′ زنجیر مجموعه یک •

است.
که می گیریم نظر در F ′ با متناظر زنجیر مجموعه یک را S ′ = {R′١, R′٢, R′٣} مجموعه
نامطلوب نه و بد نه x′ راس اگر هستند. R′٣, R′٢, R′١ ابتدایی رئوس به ترتیب z و y, x′

S ′ به نسبت x′ راس اگر نداریم. کردن اثبات برای چیزی آنگاه باشد S ′′ = S ′ به نسبت
٢. ٢. ٢ لم های به بنا و می باشد degG(x

′) = ٣ که است واضح آنگاه باشد نامطلوب یا بد
،۴ .١ .۴ لم به بنا همچنین گرفت. نتیجه را x′ = c می توان cd انتخاب نحوه و ٢. ٢. ٣ و
S به نسبت نامطلوب راسی غیراین صورت در چون ندارد R١ در همسایه ای x′ راس
راس یا دارد R٣ روی ،d <R٣ d′ که d′ و d متوالی همسایه دو x′ راس یا بنابراین است.
آن ها به مجزا به صورت ادامه در که می باشد؛ x′ راس از همسایه یک nextR٢(x

′) = a′

ببینید). را ١٢ .۴ (شکل می پردازیم

را (چپ ١٢ .۴ (شکل دارد R٣ روی ،d <R٣ d′ که d′ و d متوالی همسایه دو x′ راس (I
می گیریم. نظر در را زیر مورد سه حالت این در ببینید).

در و نمی شوند تحمیل x′ توسط d′ نه و d نه مورد، این در .kF ′(d) = kF ′(d′) (١
می دهند نشان که هستند متمایز زنجیر دو انتهایی رئوس d′ و d رئوس نتیجه

است. نامطلوب نه و بد نه x′ راس



٣ حداکثر درجه ماکزیمم ویژگی با گراف های در تحمیلی عدد و پوچی ماکزیمم ٣٨
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c = x′
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R٣ :
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R٢ :

b
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a′
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و d′ = nextR٣ (d) به طوری که باشد داشته a′ یا d′ همسایه یک c = x′ راس این که فرض با S از نمایشی :١٢ .۴ شکل
باشد. a′ = nextR٢ (x′)

چون نمی شود تحمیل x′ راس توسط d راس مورد، این در .kF ′(d) < kF ′(d′) (٢
بنابراین و نشده اند رنگی هنوز d, d′ رئوس kF ′(d) − ١ گام در یا و d = z یا
kF ′(d) − ١ گام در دیگر طرف از دارد. رنگی غیر همسایه دو حداقل x′ راس
همسایه اش توسط d و d ̸= z یا و d = z یا نتیجه در نیست. رنگی d′ راس
،d راس ،kF ′(d) + ١ گام در این رو از است. شده تحمیل ،d′′ ̸= x′, d′ که d′′

در F ′ با متناظر زنجیر مجموعه یک را S ′′ کند. تحمیل را d′ راس می تواند
x′ راس به وضوح شود. تحمیل d توسط d′ راس به طوری که می گیریم نظر

است. نامطلوب نه و بد نه S ′′ به نسبت
است. قبل مورد با مشابه مورد این .kF ′(d′) < kF ′(d) (٣

(راست) ١٢ .۴ (شکل a, a′ ∈ R٢ و d ∈ R٣ که دارد را d و a′ ،a همسایه های x′ راس (II
ببینید). را

داریم به علاوه و دارند تعلق R′٣ و R′٢ به به ترتیب d و a راس دو .۶ .١ .۴ ادعا
.zR٣d = zR′٣d و yR٢a = yR′٢a

کلی حالت سپس می کنیم. اثبات z = d و y = a پایه حالت دو در را ادعا این ابتدا
می کنیم. تبدیل حالت دو این از یکی به را

.z ̸= d که کنیم فرض بنابراین است. واضح ادعا آنگاه z = d اگر .y = a کنیم فرض
راسی با که ندارد وجود z prev(d) در راسی ،cd انتخاب نحوه و ٢. ٢. ٢ لم با مطابق
یکی زمانی که تا x′ راس که کنیم توجه باشد. مجاور V (G) \ (V (zR٣d) ∪ {y}) در
اگرچه به علاوه کند. تحمیل را راسی نمی تواند باشد نشده تحمیل a′ یا d ازرئوس
انتظار در باید x آن از بعد اما کند تحمیل را x راس بتواند است ممکن y راس

.zR٣d = zR′٣d که است واضح حال بماند. همسایه هایش از یکی شدن تحمیل
.y ̸= a که کنیم فرض بنابراین است. واضح ادعا آنگاه y = a اگر .z = d کنیم فرض
V (G) \ (V (yR٢a) ∪ {z}) در راسی با yR٢ prev(a) در راسی ،٢. ٢. ٢ لم با مطابق
d یا a′ رئوس از یکی زمانی که تا x′ راس قبل، حالت با مشابه نمی باشد. مجاور
راس از تحمیلی فرایند اگرچه کند. تحمیل را راسی نمی تواند باشد نشده تحمیل



٣٩ بودن موازی برای٣‐مسیر کافی شرط یک
کند تحمیل را ٣ درجه راس یک که دارد ادامه زمانی  تا اما شود آغاز می تواند z

این شدن تحمیل بعداز وجود این با است. zR٣bx به متعلق راس این می دانیم که
y راس از فرایند رو این از و می ماند انتظار در زنجیر این در تحمیلی فرایند راس،

.yR٢a = yR′٢a داریم بنابراین شود. تحمیل a راس زمانی که تا می یابد ادامه
نمی تواند x′ راس تحمیلی، فرایند از گام اولین در .z ̸= d و y ̸= a کنیم فرض حال
فرایند است ممکن که هستند رئوسی تنها z و y رئوس کند. تحمیل را راسی
ممکن زیر متمایز حالت سه تحمیلی، فرایند از گام اولین در کنند. آغاز را تحمیلی

دهد: روی است
تحمیل را z′ = nextR٣(z) و y′ = nextR٢(y) رئوس به ترتیب z و y رئوس (١)

می کنند.
تحمیل را راسی z راس ولی می کند تحمیل را y′ = nextR٢(y) راس y راس (٢)

و نمی کند
تحمیل را راسی y راس ولی می کند تحمیل را z′ = nextR٣(z) راس z راس (٣)

نمی کند.
تحمیلی، فرایند دوم گام می  پردازیم. اول حالت بررسی به تنها تشابه، علت به
آن ها جای به z′ و y′ و کرده ایم حذف گراف از را z و y رئوس که است حالتی مانند
کامل اثبات که داریم را بالا حالات از یکی استقرا به بنا این رو از می باشند. F در

است.

بودن موازی برای٣‐مسیر کافی شرط یک ٢ .۴
به ادامه در و می پردازیم موازی ٣‐مسیر گراف های از ای خانواده معرفی به ابتدا بخش این در
∆(G) ≤ ٣ ویژگی با گراف ها که می دهیم نشان پرداختیم آن ها اثبات به پیشتر که لم هایی کمک

می باشد. گراف ها از خانواده این به متعلق F (G) = ٣ و
راس القایی مسیر سه به رئوسش مجموعه که باشد ∆(G) ≤ ٣ با گراف یک G کنیم فرض

باشد. دارا را زیر ویژگی های و شود افراز P ١, P ٢, P ٣ مجزا
دارند. راس دو حداقل P ٢ و P ١ از هرکدام .١

است. ٢ حداکثر درجه اش آنگاه باشد منفرد راس یک P ٣ اگر .٢
باشد P j و P i روی به ترتیب y و x انتهایی اش رئوس که باشد داشته وجود xy یال اگر .٣

.y′ <P j y و x <P i x′ ،y′ ∈ P j ،x′ ∈ P i به طوری که ندارد وجود x′y′ یال آنگاه
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u

P ١ :

y
P ٢ :

v١ v٢
باشد. داشته P ٢ مسیر روی v١, v٢ همسایه دو ،P ١ مسیر از u راس این که فرض با P ٢ و P ١ مسیرهای از نمایشی :١٣ .۴ شکل

u
P ١ :

y
P ٢ :

v
.١٣ .۴ شکل در شده داده نشان P ٢ و P ١ مسیرهای از نمایشی :١۴ .۴ شکل

{i, j, k} = [٣] و c <P j b ،d ∈ P k ،b, c ∈ P j ،a ∈ P i ویژگی های با cd و ab یال دو اگر .۴
ندارد. وجود y <Pk d و a <P i x که xy یال آنگاه باشد داشته وجود

i ̸= j به طوری که است P j مسیر روی متوالی غیر همسایه دو فاقد v ∈ V (P i) راس هر .۵
.i, j ∈ [٣] و

که cd یال آنگاه باشد b ∈ P k و a ∈ P j همسایه دو با راسی x ∈ P i و {i, j, k} = [٣] اگر .۶
ندارد. وجود d <Pk b و a <P j c

P ٢ روی همسایه دو (P ٢ (یا P ١ از راس یک اگر ،۵ ویژگی به بنا و ∆(G) ≤ ٣ آنجایی که از
است (P ٢ (به ترتیب P ١ از انتهایی یا ابتدایی راس یا راس این آنگاه باشد داشته (P ١ (به ترتیب
حداکثر سوم، ویژگی به بنا به علاوه هستند. متوالی (P (به ترتیب١ P ٢ روی همسایه هایش و
دیگر مسیر روی متوالی همسایه دو می تواند P ٢ و P ١ ( انتهایی (به ترتیب ابتدایی رئوس از یکی
(به ترتیب P ٢ روی v٢ و v١ همسایه دو ( P ٢ (به ترتیب P ١ از u راس یک اگر باشد. داشته
و v بزرگ تر راس یک تا می چسبانیم هم به را متوالی همسایه دو این آنگاه باشد داشته (P ١
افقی خط های به صورت را P ٢ و P ١ مسیر دو حال باشیم. داشته v و u بین ضخیم تر یال یک
بین یال های و و P ٢ بالای P ١ به طوری که رئوس) نگرفتن نظر در (با می کنیم رسم موازی
این نداریم. تقاطعی نمایش این در ،٣ ویژگی به بنا کنیم توجه باشند. عمودی قاطع های آن ها

ببینید. را ١۴ .۴ و ١٣ .۴ تصاویر می نامیم، P ٢ و P ١ از نردبانی١ نمایش را نمایش
نردبانی نمایش در P ٢ و P ١ رئوس به عنوان را b١, . . . , bm ∈ P ٢ و a١, . . . , am ∈ P ١ همچنین
به صورت aibi که داریم توجه باشند. نمایش این قاطع های aibi به طوری که می گیریم نظر در

رئوس مجموعه روی القایی زیرگراف باشد. i ∈ [m] هر برای عمودی قاطع یک
Vi = {v ∈ V (P ١) ∪ V (P ٢) : ai ≤P ١ v ≤P ١ ai+١ or bi ≤P ٢ v ≤P ٢ bi+١}

می نامیم. نردبانی نمایش این با متناظر ،i ∈ [m − ١] که Si
بخش٢ را نردبانی نمایش این از

باشد داشته وجود (bm یا am ترتیب (به b١ یا a١ از بعد) به ترتیب (یا قبل راس یک حداقل اگر
1ladder drawing
2part



۴١ بودن موازی برای٣‐مسیر کافی شرط یک
رئوس مجموعه روی القایی زیرگراف به صورت (Sm (به ترتیب S٠ بخش آنگاه

V٠ = {v ∈ V (P ١) ∪ V (P ٢) : v ≤P ١ a١ or v ≤P ٢ b١}

همچنین می کنیم. تعریف (Vm = {v ∈ V (P ١) ∪ V (P ٢) : am ≤P ١ v or bm ≤P ٢ v} (به ترتیب
می نامیم. مرزی١ راس یک i ∈ [m] که bi و ai رئوس از هرکدام

مسیرهای که دارد استاندارد نمایش یک باشد مذکور ویژگی های دارای که G گراف هر .٢. ١ .۴ لم
است. P ١, P ٢, P ٣ موازی اش

به صورت را P ٣ که می کنیم ادعا می گیریم. درنظر P ٢ و P ١ از نردبانی نمایش یک برهان.
V (P ١) ∪ V (P ٢) و V (P ٣) بین یال های که نمود رسم می توان به نحوی P ١ بالای افقی مسیر
n = |V (P ٣)| ≥ ١ روی استقرا از ادعا این اثبات برای نکنند. قطع را یکدیگر قاطع، به صورت
که است حالتی حالت، مشکل ترین .P ٣ = z به عبارتی یا n = ١ کنیم فرض می بریم. بهره
می گیریم. نظر در را N(z) = {u, v} مجموعه است). بدیهی deg(z) = ٠, ١ (حالت deg(z) = ٢
با که است واضح .u, v ∈ V (Si) به طوری که دارد وجود Si یکتای بخش یک ۶ و ۵ ویژگی به بنا
نحوی به را zv و zu قاطع دو می توان مرزی) رئوس بالای (نه Si بخش بالای z راس دادن قرار

است. برقرار n = ١ برای ادعا بنابراین نیاید. بوجود قاطع ها بین تقاطعی، که نمود رسم
zi هر کنیم فرض کلیت، از شدن کم بدون .P ٣ = z١z٢ . . . zn و n ≥ ٢ کنیم فرض حالا
به دست P ٣ از zn راس حذف با را P ′٣ مسیر دارد. V (P ١) ∪ V (P ٢) در همسایه یک حداقل
کنیم رسم نحوی به P ١ بالای افقی مسیر یک به صورت را P ′٣ می توانیم استقرا به بنا می آوریم.
کنیم فرض نکنند. قطع را یکدیگر قاطع به صورت V (P ١) ∪ V (P ٢) و V (P ′٣) بین یال های که
بنابه هستند. P ′٣ روی همسایه ای دارای که باشند P ٢ و P ١ رئوس آخرین به ترتیب y′ و x′

Sk .y′zn−١, x′zj ∈ E(G) کنیم فرض مشابهت علت به .|N(zn−١) ∩ {x′, y′}| ≥ ١ ،٣ ویژگی
به بنا که داریم (توجه می گیریم. درنظر V (P ١) ∪ V (P ٢) در zn همسایه های شامل بخش را
تمام باشد). داشته k < j ،Sj در همسایه ای که ندارد وجود P ′٣ روی راسی ،۶ و ۴ ،٣ ویژگی
y′zn−١ قاطع تقاطع از تا دهید حرکت راست سمت به را x′ بعداز و Sk بخش داخل در واقع رئوس
از بعد رئوس تمام و bk+١ ،ak+١ واقع (در می دهیم امتداد را Sk بخش حالا کنند. عبور P ١ و
بنابراین می دهیم). حرکت راست سمت به را باشد) لازم و باشند داشته وجود (اگر راس دو این
قاطع ها بین تقاطعی که رسمند قابل به نحوی zn با مجاور یال های ،P ′٣ به zn کردن اضافه با
می کنیم. عمل مشابه به طور ،x′zn−١, y′zj ∈ E(G) داریم که دیگر حالت در نمی آید. بوجود
یال های است کافی لم، اثبات اتمام برای است. ثابت ادعا درستی استقرا کمک به بنابراین
نیاید، به وجود تقاطعی که کنیم مجزا به نحوی راس دو و یال دو به را بزرگ تر رئوس و ضخیم

ببینید. را ١۵ .۴ شکل

1boundary
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P ١ :

P ٢ :

P ٣ :

P ١ :

P ٢ :

P ٣ :

شده حاصل راس دو و یال دو به چپ سمت شکل در پررنگ راس و ضخیم یال هر تقسیم از راست سمت شکل :١۵ .۴ شکل
نیاید. به وجود قاطع ها بین تقاطعی به طوری که

مربوط هم به را بخش این لم های تمام که بعدی لم می توانیم که هستیم موقعیتی در حالا
کنیم. اثبات را می سازد

‐F (G) یک آنگاه باشد F (G) = ٣ اگر .∆(G) ≤ ٣ و باشد گراف یک G کنیم فرض .٢. ٢ .۴ لم
G از استاندارد نمایش یک و آن با متناظر S = {R١, R٢, R٣} زنجیر مجموعه یک مجموعه،

است. R١, R٢, R٣ موازی اش مسیرهای به طوری که دارد وجود
مجموعه یک S = {R١, R٢, R٣} و F‐مجموعه (G) یک F = {x, y, z} کنیم فرض برهان.
ممکن تعداد کمترین و است شده اثبات وجودش ۵ .١ .۴ لم توسط که باشد آن با متناظر زنجیر
در R٣ و R٢, R١ زنجیرهای از ابتدایی رئوس به ترتیب را z و y, x دارد. را بدیهی غیر زنجیر
به طوری که است استاندارد نمایش یک دارای G که می کنیم اثبات ادامه، در می گیریم. نظر

می شود. کامل لم اثبات بنابراین و هستند R٣, R٢, R١ موازی اش مسیرهای
غیر زنجیر رسم با آنگاه داریم S در بدیهی غیر زنجیر یک تنها زمانی که که داریم توجه
به صورت یال ها رسم و آن طرفین در بدیهی زنجیر دو دادن قرار افقی، خط یک به صورت بدیهی
G از استاندارد نمایش یک ما و نمی کنند قطع را یکدیگر زنجیرها بین یال های به وضوح قاطع،
گراف ،۵ .١ .۴ و ٢. ٢. ٣ ،٢. ٢. ٢ لم های به بنا آنگاه باشند بدیهی غیر S در زنجیرها اگر داریم.
بنابراین می کند. صدق ،٢. ١ .۴ لم از قبل شده بیان شرایط در R٣ و R٢, R١ مسیرهای با G

مسیرهای به طوری که می باشد استاندارد نمایش یک دارای G که است واضح ، ٢. ١ .۴ لم بنابه
غیربدیهی S در زنجیر دو تنها کنیم فرض اثبات ادامه در هستند. R١, R٢, R٣ موازی اش

هستند.

R٣ و هستند بدیهی غیر R٢ و R١ زنجیرهای کنیم فرض نوشتار، ساده سازی به منظور
R٢ بالای سمت در R١ به طوری که دارد وجود R٢ و R١ از نردبانی نمایش یک است. بدیهی
کلیت از شدن کم بدون می باشد. z راس یک دارای تنها R٣ زنجیر که داریم توجه است. واقع
نباشد. R٢ روی همسایه هایش تعداد از کمتر R١ روی z های همسایه تعداد که می کنیم فرض
وجود (اگر R٢ روی همسایه اش و z بین یال به طوری که می دهیم قرار R١ بالای را z راس حالا
مجاور یال دو می توانیم حال ببینید). را ١۶ .۴ (شکل باشد عمودی قاطع یک باشد) داشته
یال هر است کافی نظر مورد نمایش به رسیدن برای کنیم. رسم قاطع  به صورت را z با دیگر
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x
R١ :

y
R٢ :

v

z
R٣ :

R٢ روی همسایه اش و z بین یال به طوری که ،R١ بالای در واقع R٣ = (z)z بدیهی زنجیر و R١, R٢ از نمایشی :١۶ .۴ شکل
باشد. عمودی قاطع یک باشد) داشته وجود (اگر

x
R١ :

y
R٢ :

v١

z
R٣ :

v٢
را ویکدیگر قاطع اند به صورت آن ها بین یال های به طوری که ١۶ .۴ شکل در R٣ و R١, R٢ زنجیرهای از نمایشی :١٧ .۴ شکل

نمی کنند. قطع

برگردیم) گراف اصلی حالت (به کنیم تقسیم راس دو و یال دو به را بزرگ تر راس و ضخیم
شد. اثبات لم بنابراین ببینید). را ١٧ .۴ (شکل نیاید بوجود تقاطع به طوری که

است. ۴ .١. ٣ قضیه و ۵ .١. ٣ گزاره از قوی تر لم این که داریم توجه

ویژگی با گراف ها در تحمیلی عدد و پوچی ماکزیمم ٣ .۴
٣ حداکثر درجه ماکزیمم

می پردازیم. فصل این اصلی نتایج اثبات و ارائه به قبل شده اثبات لم های کمک به بخش این در
تحمیلی مجموعه یک موازی ٣‐مسیر گراف یک که بود مطلب این بیان گر ٢. ١. ٢ گزاره
شرط با گراف ها این تحمیلی عدد که می دهیم نشان بعد قضیه در دارد. ٣ حداکثر اندازه از

می باشد. ٣ برابر ،∆(G) ≤ ٣
اگر F (G) = ٣ این صورت در .∆(G) ≤ ٣ و باشد گراف یک G کنیم فرض .٣. ١ .۴ قضیه
چپ سمت در که رئوسی مجموعه خاص، به طور باشد. موازی ٣‐مسیر گراف یک G اگر وتنها
یک تشکیل واقع اند، موازی ٣‐مسیر گراف یک از استاندارد نمایش هر در موازی مسیرهای

می دهند. را F‐مجموعه (G)

،٢. ١. ٢ گزاره بنابه .∆(G) ≤ ٣ و باشد موازی ٣‐مسیر گراف یک G کنیم فرض برهان.
یک یا مسیر یک یا G ،۴ .١. ٣ گزاره و ۵ .١. ٣ گزاره به بنا آنگاه F (G) = k < ٣ اگر .F (G) ≤ ٣



٣ حداکثر درجه ماکزیمم ویژگی با گراف های در تحمیلی عدد و پوچی ماکزیمم ۴۴

F (G) = M(G) + ١ = ٣ ویژگی با گراف های خانواده :١٨ .۴ شکل

می باشد. غیرممکن که است موازی ٢‐مسیر گراف
لم۴. ٢. ٢ به بنا باشد. ∆(G) ≤ ٣ و F (G) = ٣ ویژگی های با گراف یک G کنیم فرض حال
مجموعه یک زنجیرهای موازی اش مسیرهای که به طوری دارد وجود G از استاندارد نمایش یک
که است موازی k‐مسیر گراف یک G بنابراین است. F‐مجموعه (G) یک با متناظر زنجیر
،۴ .١. ٣ و ۵ .١. ٣ گزاره های بنابه آنگاه k < ٣ که باشد موازی k‐مسیر گراف یک G اگر .k ∈ [٣]
به بنا است. موازی ٣‐مسیر گراف یک G بنابراین است. تناقض یک که F (G) = k < ٣
از استاندارد نمایش هر در موازی مسیرهای چپ سمت در واقع رئوس می دانیم ،٢. ١. ٢ گزاره

است. کامل اثبات و می دهد F‐مجموعه (G) یک تشکیل G

به می توان ولی بردیم بهره ،F (G) ̸= ١,٢ اثبات برای ۴ .١. ٣ و ۵ .١. ٣ گزاره های از اگرچه
نمود. استفاده ٢. ٢ .۴ لم از آن ها جای

می دهیم. ١. ٣. ١ مساله به جزئی پاسخ یک بعد قضیه در ،٣. ١ .۴ قضیه از نتیجه یک به عنوان
حداکثر پوچی ماکزیمم و تحمیلی عدد که ∆(G) ≤ ٣ ویژگی با ها گراف  کلی به صورت واقع در

می کنیم. دسته بندی را دارند ٣
این صورت: در .∆(G) ≤ ٣ و باشد گراف یک G کنیم فرض .٣. ٢ .۴ قضیه

است. مسیر یک G اگر تنها و اگر F (G) = M(G) = ١ .١
است. موازی ٢‐مسیر گراف یک G اگر وتنها اگر F (G) = M(G) = ٢ .٢

١٨ .۴ شکل در شده تعریف نوع از گراف یک G اگر وتنها اگر F (G) = M(G) + ١ = ٣ .٣
است.

تعریف نوع از و است موازی ٣‐مسیر گراف یک G اگر وتنها اگر F (G) = M(G) = ٣ .۴
نمی باشد. ١٨ .۴ شکل در شده

ندارد. وجود F (G) = M(G) + ٢ = ٣ یا F (G) = M(G) + ١ = ٢ شرایط با گرافی .۵

از استفاده با می شود. نتیجه ١. ٣. ١ قضیه و ۵ .١. ٣ گزاره از به راحتی عبارت اولین برهان.
است. برقرار نیز عبارت دومین ۴ .١. ٣ و ۶ .١. ٣ قضیه های

F (G) = ٣ آنجایی که از .F (G) = M(G) + ١ = ٣ کنیم فرض سوم، عبارت اثبات به منظور
در گراف یک G ،۶ .١. ٣ قضیه بنابه است. موازی ٣‐مسیر گراف یک G ،٣. ١ .۴ قضیه به بنا و



۴۵ ٣ حداکثر درجه ماکزیمم ویژگی با گراف ها در تحمیلی عدد و پوچی ماکزیمم
نوع تنها ،∆(G) ≤ ٣ آنجایی که از است. گراف نوع ۶ شامل F خانواده می باشد. F خانواده
تعریف نوع از گراف یک G اگر عکس به طور می باشد. ١٨ .۴ شکل در شده معرفی نوع ممکن،
از .M(G) = ٢ ،۶ .١. ٣ قضیه به بنا و می باشد F خانواده در G آنگاه باشد ١٨ .۴ شکل در شده
که F (G) = ٣ ،٣. ١ .۴ قضیه به بنا بنابراین و است موازی ٣‐مسیر گراف یک G دیگر طرف

است. کامل سوم عبارت اثبات
موازی ٣‐مسیر برای F (G) = M(G) = ٣ ،٣. ١ .۴ قضیه از مستقیم نتیجه یک به عنوان
نمی باشد. ١٨ .۴ شکل در شده تعریف نوع از G ،۶ .١. ٣ قضیه به بنا همچنین است. کافی بودن
١٨ .۴ شکل در شده تعریف نوع از ولی باشد موازی ٣‐مسیر گراف یک G اگر عکس به طور
۶ .١. ٣ قضیه از استفاده با و ١ ≤ M(G) ≤ F (G) ≤ ٣ ،٢. ١. ٢ و ١. ٣. ١ گزاره به بنا آنگاه نباشد

است. کامل چهارم عبارت اثبات این جا در که M(G) ̸= ١,٢ ،۵ .١. ٣ و
موازی ٢‐مسیر گراف یک G ،F (G) = ٢ زمانی که داریم توجه آخر، عبارت اثبات برای
زمانی که همچنین .M(G) = ٢ ،۶ .١. ٣ قضیه به بنا این رو از و ببینید) را ۴ .١. ٣ (قضیه می باشد
می دانیم اما ببینید). را ٣. ١ .۴ (قضیه می باشد موازی ٣‐مسیر گراف یک G ،F (G) = ٣
عبارت به وضوح بنابراین ببینید). را ۵ .١. ٣ (قضیه است مسیر یک G اگر وفقط اگر M(G) = ١

است. برقرار نیز پنجم

ممکن مقادیر تمام ٣. ٢ .۴ قضیه ، F (G) ≤ ٣ و M(G) ≤ F (G) آنجایی که از داریم، توجه
می دهد. پوشش را M(G) و F (G)

ملاحظه و ١. ٣. ۵؛ و ۴ .١. ٣ گزاره های ،٣. ١ .۴ قضیه توسط که زیر حدس با را بخش این
می رسانیم. پایان به می شود حمایت ٢. ١. ١

تنها و اگر F (G) = k این صورت در .∆(G) ≤ ٣ و باشد گراف یک G کنیم فرض .٣. ١ .۴ حدس
باشد. موازی k‐مسیر گراف یک G اگر
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١۵ Ri زنجیر راس آخرین :end(Ri)

١ G گراف در v راس درجه :degG(v)
٢ راسی k دور :Cn

١۵ Ri زنجیر در vj از بعد راس :nextRi(vj)

١۵ Ri زنجیر در vj از قبل راس :prevRi
(vj)

١۵ v شامل S در تحمیلی زنجیر :chainS(v)
٢ S مجموعه در رئوس روی القایی زیرگراف :G[S]

٢ G از xy یال حذف از حاصل پوشای گراف زیر :G− xy

٢ G از S رئوس حذف از حاصل گراف زیر :G− S

احاطه گری٨ عدد :γ(G)

قوی٨ احاطه گری عدد :γP (G)

١۵ تحمیلی عدد :F (G)

کلی۶ تحمیلی عدد :Ft(G)

همبند۶ تحمیلی عدد :Fc(G)

پوششی۵ مسیرهای عدد :P (G)

٣ می شود رنگی آن در V که گامی :kF (v)
کامل٢ گراف :Kn

١ درجه ماکزیمم :∆
٣ G گراف مرتبه ماکزیم :M(G)

۵ G گراف تحمیلی مجموعه های کوچک ترین تمام مجموعه :ZFS(G)

٢ v حقیقی اعداد روی متقارن n در n ماتریس های تمام مجموعه :Sn(R)

٢ راسی k مسیر :Pn

١ درجه مینیمم :δ
٢ G گراف مرتبه مینیمم :mr(G)

١ v راس باز همسایگی :N(v)

١ v راس بسته همسایگی :N [v]
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Aabstract

It is known that zero forcing number is an upper bound for the maximum nullity of

a graph. Computing zero forcing number, total forcing number, and connected forcing

number of graphs lies in the class of NP-hard problems. The graphs with zero forcing

number 1 and 2 are respectively the paths and the graphs of 2-parallel paths. In this thesis,

we first define the graphs of k-parallel paths and then introduce some upper bounds for

zero forcing number and total forcing number of the graphs of k-parallel paths. Next, we

characterize the graphs with maximum degree at most three and zero forcing number three

and then as a conclusion, we exactly find the graphs with maximum degree at most three

having zero forcing number and maximum nullity at most three. Moreover we characterize

the graphs with total forcing number two as well as the graphs with connected forcing

number two.

Key Words: Zero forcing number; Total forcing number; Connected forcing number;

Maximum nullity
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