


ریاضی علوم دانشکده

عملیات در تحقیق دکتری رساله

برای محاسباتی هوش روش یک بهینهکاربرد کنترل مسائل از رده ای تاخیریحل کسری
نتاج خیری فرزانه نگارنده:

راهنما استاد
ناظمی علیرضا دکتر

۱۳۹۸ بهمن
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به م قد
ت. ا ی ام دل مایه ودش و که ش تا د بر وسه با درم

ت. ا ه م برا ودش و که ش تا د بر وسه با مادرم
ی ھای و ار ت ورش که عزيزم ر ی ام، ش ی و ت.د ا ن

و



ی دردا و ش
اندیشیدن قدرت او به و آفریده را بشر که است خدایی مخصوص پایان بی سپاس و تشکّر
کوشش و تلاش به امر را او و داده قرار انسان وجود در را بالقوه توانایی های و داده
درگاه به خاضعانه ارادت از پس است. فرستاده بشر هدایت برای را راهنمایانی و نموده
خاطر به ناظمی علیرضا دکتر آقای جناب ارجمند استاد از است لازم همتا بی خداوند
قرار خود لطف مورد مرا تحقیق این تهیه در که دلسوزانه رهنمودهای و صدر سعه
جناب ارجمند اساتید از نمایم. قدردانی و تشکّر نمودند را لازم راهنمایی های و دادند
دکتر آقای جناب و طهرانی احسنی حجت دکتر آقای جناب پورقلی، رضا دکتر آقای
تشکر کمال گرفتند عهده به را پایان نامه این داوری که اسکندری نوری هادی محمد
حال شامل دریغشان بی عنایت و لطف که دوستانی و عزیزان سایر از پایان در دارم. را
توفیق و سلامتی برایشان متعال خداوند درگاه از و نموده تشکر و تقدیر گردید اینجانب

آرزومندم.

نتاج خیری فرزانه
۱۳۹۸ بهمن

ز



نامه تعهد
دانشگاه ریاضی علوم کاربردی ریاضی رشته دکتری دانشجوی نتاج خیری فرزانه اینجانب
از رده ای حل برای محاسباتی هوش روش یک کاربرد عنوان با پایان نامه نویسنده شاهرود،

می شوم: متعهد ناظمی علیرضا راهنمایی تحت ، تاخیری کسری بهینه کنترل مسائل
برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط پایان نامه این در تحقیقات ●

است.
شده استناد استفاده مورد مرجع به پژوهش گران، دیگر پژوهش های نتایج از استفاده در ●

است.
مدرک نوع هیچ دریافت برای دیگری فرد یا خود، توسط کنون تا پایان نامه، این مطالب ●

است. نشده ارایه هیچ جا در امتیازی یا
نام با مستخرج مقالات و دارد، تعلق شاهرود صنعتی دانشگاه به اثر، این معنوی حقوق ●
خواهد چاپ به “ Shahrood University of Technology “ یا “ شاهرود صنعتی دانشگاه “

رسید.
بوده اند، تاثیرگذار پایان نامه اصلی نتایج آوردن به دست در که افرادی تمام معنوی حقوق ●

می گردد. رعایت پایان نامه از مستخرج مقالات در
آنها) بافت های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در ●

است. شده رعایت اخلاقی اصول و ضوابط است، شده استفاده
افراد شخصی اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در ●
شده رعایت انسانی اخلاق اصول و رازداری اصل است)، شده استفاده (یا یافته دسترسی

است.
نتاج خیری فرزانه
۱۳۹۸ بهمن

نشر حق و نتایج مالکیت
برنامه های کتاب، مستخرج، ( مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام ●
شاهرود صنعتی دانشگاه به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم افزارها رایانه ای،

شود. ذکر مربوطه علمی تولیدات در مقتضی، نحو به باید مطلب این می باشد.
نمی باشد. مجاز منبع ذکر بدون پایان نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده ●

ح



چکیده
سیستم های از بسیاری از دقیق تری مدل های کسری، انتگرال های و مشتق ها این که به توجه با
اخیر سال های در می کنند، فراهم صحیح مرتبه از انتگرال ها و مشتق ها به نسبت دینامیکی
کسری دینامیکی سیستم یک است. آمده وجود به کسری حسابان در توجهی قابل رشد
و است شده توصیف تاخیری کسری دیفرانسیل معادلات توسط که است سیستمی تاخیری،
دستگاه های که هستند بهینه کنترل مسائل همان واقع در تاخیری کسری بهینه کنترل مسائل
نوع این حل ضرورت به توجه با پس هستند. تاخیری کسری آن ها همراه کننده دینامیکی
در پرکاربرد و فعال بسیار زمینه های از یکی که عصبی شبکه مدل های بالای قابلیت و مسائل
را تاخیری کسری بهینه کنترل مسائل از رده ای رساله این در هستند، مصنوعی هوش حوزه
پرسپترون عصبی شبکه عددی روش های از مسائل این حل برای می دهیم. قرار مطالعه مورد
شبکه های و نمائی) توابع و سیگموئید توابع کسری، توانی سری توابع حسب (بر چندلایه
چندجمله ای های و مونتس⁃لژاندر چندجمله ای های حسب (بر لایه تک  تابعی پیوندی عصبی
است شده ارائه کسری حسابان از جدیدی تعاریف اخیرا می کنیم. استفاده کسری) چبیشف
کردند. برطرف کلاسیک کسری حسابان تعاریف در را محلی و تکین هسته وجود مشکل که
می پردازیم. نیز جدید تعاریف این با تاخیری کسری بهینه کنترل مسائل حل به رساله این در

شبکه چندلایه، پرسپترون عصبی شبکه تاخیری، کسری بهینه کنترل مسائل کلیدی: کلمات
بهینه سازی. پاده، تقریب تک لایه، تابعی پیوندی عصبی

ط



پایان نامه از مستخرج مقالات لیست
1 F. Kheyrinataj, A. Nazemi, (2019), Fractional power series neural network for solving delay

fractional optimal control problems, Connection Science, DOI: 10.1080/09540091.2019.1605498.

2 F. Kheyrinataj, A. Nazemi, (2019), Muntz–Legendre neural network construction for solv

ing delay optimal control problems of fractional order with equality and inequality constraints, Soft

Computing, DOI: 10.1007/s00500019044657.

3 F. Kheyrinataj, A. Nazemi, (2019), Fractional Chebyshev functional link neural network

optimizationmethod for solving delay fractional optimal control problems with Atangana–Baleanu

derivative, Optimal Control, Applications and Methods, DOI: 10.1002/oca.2572.

Conference articles

1 Farzaneh Kheyrinataj, Alireza Nazemi (2017), A numerical method based on neural network

approach for solving delay fractional optimal control problems, The 10th International Conference

of Iranian Operations Research Society, BobolsarIran.

2 Farzaneh Kheyrinataj, Alireza Nazemi (2017), A new approximate method for delay frac

tional optimal control problems, 48th Annual Iranian Mathematics Confernce, BuAlisina Univer

sity, Hamedan, Iran.
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مطالب فهرست
س تصاویر فهرست
ق جداول فهرست
۱ پیش نیازها ۱
۱ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ۱ .۱
۱ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کسری حسابان در پرکاربرد توابع ۲ .۱
۳ . . . . . . . . . . . . . . . . . . کسری مرتبه انتگرال و مشتق انواع ۳ .۱
۳ . . . . . . . . . . . . . . . . ریمن⁃لیوویل انتگرال و مشتق ۱ .۳ .۱
۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . لیوویل انتگرال و مشتق ۲ .۳ .۱
۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کاپاتو کسری مشتق ۳ .۳ .۱
۷ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . جوماری انتگرال و مشتق ۴ .۳ .۱
۸ . . . . . . . . . . . گرانوالد⁃لتنیکف کسری انتگرال و مشتق ۵ .۳ .۱
۹ . . . . . . . . . . . . . . . کاپوتو⁃فابریسیو انتگرال و مشتق ۶ .۳ .۱
۱۰ . . . . . . . . . . . . . . . . آتانگانا⁃بالیانو انتگرال و مشتق ۷ .۳ .۱
۱۱ . . . . . . . . . . . . . . . . . . پذیر همدیس کسری مشتق ۸ .۳ .۱
۱۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کسری دیفرانسیل معادلات ۴ .۱
۱۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . تاخیری کسری دیفرانسیل معادلات ۵ .۱
۱۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کسری بهینه کنترل مسأله ۶ .۱
۲۰ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کسری مرتبه چندجمله ای های ۷ .۱
۲۰ . . . . . . . . . . . . . کسری مرتبه لاگرانژ چندجمله ای های ۱ .۷ .۱
۲۰ . . . . . . . . . . . . . . کسری مرتبه لژاندر چندجمله ای های ۲ .۷ .۱
۲۲ . . . . . . . . . . . . کسری مرتبه چبیشف چندجمله ای های ۳ .۷ .۱
۲۳ . . . . . . . . . . . . کسری مرتبه برنشتاین چندجمله ای های ۴ .۷ .۱
۲۴ . . . . . . . . . . . . . . کسری مرتبه لاگر چندجمله ای های ۵ .۷ .۱
۲۵ . . . . . . . . . . . . . . . مونتس⁃لژاندر چندجمله ای های ۶ .۷ .۱

ک



مطالب فهرست ل
۲۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ژاکوبی چندجمله ای های ۷ .۷ .۱

۲۹ دینامیکی سیستم های و عصبی شبکه های بر مروری ۲
۲۹ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ۱ .۲
۳۰ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بیولوژیکی عصبی شبکه های ۲ .۲
۳۱ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مصنوعی عصبی شبکه های ۳ .۲
۳۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مصنوعی عصبی شبکه تکامل سیر ۴ .۲
۳۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . عصبی شبکه های برای یادگیری انواع ۵ .۲
۳۷ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مصنوعی عصبی شبکه های انواع ۶ .۲
۳۹ . . . . عصبی شبکه های از استفاده با بهینه کنترل مسائل حل تاریخچه ۷ .۲
۴۰ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دینامیکی سیستم های ۸ .۲

عصبی شبکه های از متفاوت رویکرد دو با تاخیری کسری بهینه کنترل مسائل حل ۳
۴۵ پرسپترون
۴۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ۱ .۳
۴۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پاده تقریب ۲ .۳
۴۸ . . . . . . . . . . تاخیری کسری بهینه کنترل مسائل برای پاده تقریب ۳ .۳
۵۱ . . . . . . بهینگی سیستم حل برای پیشنهادی عصبی شبکه مدل های ۴ .۳
۵۱ . . . . . . . . . . . . . . . . کسری توانی سری عصبی شبکه ۱ .۴ .۳
۵۳ . . . . . . . . . . . . سیگموئید فعال ساز تابع با عصبی شبکه ۲ .۴ .۳

شبکه مدل دو از استفاده با آزمایشی جواب های و توابع تقریب ۳ .۴ .۳
۵۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پیشنهادی
۵۸ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . روش همگرایی و پایداری ۵ .۳
۶۲ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . عددی نتایج ۶ .۳

کنترل مسائل از رده ای حل برای مونتس⁃لژاندر تابعی پیوندی عصبی شبکه ۴
۷۵ تاخیری کسری بهینه
۷۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ۱ .۴
۷۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تابعی پیوندی عصبی شبکه ۲ .۴
۷۷ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مونتس⁃لژاندر عصبی شبکه ۳ .۴
۷۸ . . . . . . نامساوی و مساوی قیود با تاخیری کسری بهینه کنترل مسأله ۴ .۴
۸۰ . . . . . . . . . . . . . . . . . . بهینگی لازم شرایط در توابع تقریب ۵ .۴
۸۳ . . . . . . . . . . . . مونتس⁃لژاندر عصبی شبکه در آموزش الگوریتم ۶ .۴
۸۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . عددی نتایج ۷ .۴



م مطالب فهرست
عصبی شبکه از استفاده با غیرتکین هسته با کسری بهینه کنترل مسائل حل ۵

۹۹ نمائی
۹۹ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ۱ .۵
۱۰۰ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مسأله ریاضی مدل بندی ۲ .۵
۱۰۰ . . . . . . . نمائی عصبی شبکه از استفاده با بهینگی سیستم عددی حل ۳ .۵
۱۰۳ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . عددی نتایج ۴ .۵

و غیرمحلی هسته با کسری مرتبه از تاخیری بهینه کنترل مسائل از رده ای حل ۶
۱۱۱ کسری چبیشف عصبی شبکه از استفاده با غیرتکین
۱۱۱ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ۱ .۶
۱۱۲ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مسأله معرفی ۲ .۶
۱۱۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کسری چبیشف عصبی شبکه ۳ .۶
۱۱۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گسسته سازی و بهینگی ۴ .۶
۱۱۷ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . عددی مثال های ۵ .۶

۱۲۹ مراجع



تصاویر فهرست
۳۱ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نرون. یک ساختار ۱ .۲
۳۲ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نرون. یک ریاضی مدل ۲ .۲
۳۳ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پله ای تابع ۳ .۲
۳۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دوقطبی پله ای تابع ۴ .۲
۳۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . سیگموئید تابع ۵ .۲
۳۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . قطبی سیگموئید تابع ۶ .۲
۳۹ . . . . . . . . خروجی لایه و پنهان لایه ورودی، لایه با نرون یک ساختار ۷ .۲
۴۰ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . لیاپانف. پایداری ۸ .۲
۴۱ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . سراسری. مجانبی پایداری ۹ .۲
۵۲ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پیشنهادی پرسپترون عصبی شبکه ۱ .۳
۵۳ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . سیگموئید تابع با عصبی شبکه ۲ .۳
۶۵ . . . . . . .۱ .۶ .۳ مثال در α = ۱, ۰٫۹, ۰٫۸ برای x(t) تقریبی جواب های ۳ .۳
۶۵ . . . . . . .۱ .۶ .۳ مثال در α = ۱, ۰٫۹, ۰٫۸ برای u(t) تقریبی جواب های ۴ .۳
۶۸ . . . . . . . .۲ .۶ .۳ مثال در α = ۱ برای u(t) دقیق و تقریبی جواب های ۵ .۳
۶۸ . . . . . . .۲ .۶ .۳ مثال در α = ۱, ۰٫۹, ۰٫۷ برای x(t) تقریبی جواب های ۶ .۳
۶۹ . . . . . . .۲ .۶ .۳ مثال در α = ۱, ۰٫۹, ۰٫۷ برای u(t) تقریبی جواب های ۷ .۳
۷۱ . . . . . . .۳ .۶ .۳ مثال در α = ۱, ۰٫۹, ۰٫۸ برای x(t) تقریبی جواب های ۸ .۳
۷۱ . . . . . . .۳ .۶ .۳ مثال در α = ۱, ۰٫۹, ۰٫۸ برای u(t) تقریبی جواب های ۹ .۳
۷۳ . . .۴ .۶ .۳ مثال در α = ۱, ۰٫۹, ۰٫۸ برای x۲(t) و x۱(t) تقریبی جواب های ۱۰ .۳
۷۴ . . . . . . .۴ .۶ .۳ مثال در α = ۱, ۰٫۹, ۰٫۸ برای u(t) تقریبی جواب های ۱۱ .۳
۷۷ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مونتس⁃لژاندر عصبی شبکه ۱ .۴
۸۴ . . . . . . . . . مونتس⁃لژاندر عصبی شبکه آموزش الگوریتم دیاگرام ۲ .۴

راست سمت مطلق خطای و چپ سمت u(t) کنترل تقریبی و دقیق توابع ۳ .۴
۸۷ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .۱ .۷ .۴ مثال در α = ۱ برای

س



تصاویر فهرست ع
برای راست سمت u(t) کنترل توابع و چپ سمت x(t) وضعیت مسیرهای ۴ .۴

۸۷ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .۱ .۷ .۴ مثال در α = ۱, ۰٫۹, ۰٫۸
برای راست سمت u(t) کنترل توابع و چپ سمت x(t) وضعیت مسیرهای ۵ .۴

۸۸ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .۲ .۷ .۴ مثال در α = ۱, ۰٫۹۵, ۰٫۹
برای راست سمت u(t) کنترل توابع و چپ سمت x(t) وضعیت مسیرهای ۶ .۴

۹۰ . . . . . . . نامساوی. و تساوی قیود با ۲ .۷ .۴ مثال در α = ۱, ۰٫۹۵, ۰٫۹
۹۲ . .۳ .۷ .۴ مثال در α = ۱, ۰٫۹۹, برای۰٫۹۸ x(t) + u(t) از بهینه مسیرهای ۷ .۴

برای راست سمت u(t) کنترل توابع و چپ سمت x(t) وضعیت مسیرهای ۸ .۴
۹۳ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .۴ .۷ .۴ مثال در α = ۱, ۰٫۹۵, ۰٫۹

برای راست سمت u(t) کنترل توابع و چپ سمت x(t) وضعیت مسیرهای ۹ .۴
۹۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .۵ .۷ .۴ مثال در α = ۱, ۰٫۹, ۰٫۸

برای راست سمت u(t) کنترل توابع و چپ سمت x(t) وضعیت مسیرهای ۱۰ .۴
۹۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .۶ .۷ .۴ مثال در α = ۱, ۰٫۹, ۰٫۸

برای راست سمت u(t) کنترل توابع و چپ سمت x(t) وضعیت مسیرهای ۱۱ .۴
۹۷ . . . . . . . . . . . . . . . . . مثال۴. ۷. ۷. در α = ۱, ۰٫۹۵, ۰٫۹, ۰٫۸
۱۰۱ . . . . . . . . . (۲ .۵) دینامیکی سیستم با متناظر نمائی عصبی شبکه ۱ .۵

مطلق خطای و چپ سمت x(t) وضعیت متغیر تقریبی و دقیق مسیرهای ۲ .۵
۱۰۴ . . . . . . . . . . . . . . . .۱ .۴ .۵ مثال در α = ۱ برای راست سمت

راست سمت مطلق خطای و چپ سمت u(t) کنترل تقریبی و دقیق توابع ۳ .۵
۱۰۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .۱ .۴ .۵ مثال در α = ۱ برای

.۱ .۴ .۵ مثال در α = ۱, ۰٫۹۵, ۰٫۸۵, ۰٫۷۵ برای x(t) وضعیت بهینه مسیرهای ۴ .۵
۱۰۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
۱۰۵ . . .۱ .۴ .۵ مثال در α = ۱, ۰٫۹۵, ۰٫۸۵, ۰٫۷۵ برای u(t) کنترل بهینه توابع ۵ .۵
۱۰۶ .۲ .۴ .۵ مثال در α = ۱, ۰٫۹, ۰٫۸ برای x(t) وضعیت متغیر بهینه مسیرهای ۶ .۵
۱۰۷ . . . . . . .۲ .۴ .۵ مثال در α = ۱, ۰٫۹, ۰٫۸ برای u(t) بهینه کنترل توابع ۷ .۵

مطلق خطای و چپ سمت α مختلف مقادیر برای x(t) وضعیت مسیرهای ۸ .۵
۱۰۸ . . . . . . . . . . . . .۳ .۴ .۵ مثال در راست سمت α = ۱ برای کنترل

کنترل مطلق خطای و چپ سمت α مختلف مقادیر برای u(t) کنترل توابع ۹ .۵
۱۰۹ . . . . . . . . . . . . . . . .۳ .۴ .۵ مثال در راست سمت α = ۱ برای
۱۱۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کسری چبیشف عصبی شبکه ۱ .۶

α = ۱, ۰٫۹, ۰٫۷, ۰٫۵ برای راست سمت x۲(t) و چپ سمت x۱(t) وضعیت مسیرهای ۲ .۶
۱۱۸ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .۱ .۵ .۶ مثال در
۱۱۸ . . . . .۱ .۵ .۶ مثال در α = ۱, ۰٫۹, ۰٫۷, ۰٫۵ برای u(t) بهینه کنترل توابع ۳ .۶



ف تصاویر فهرست
۱۲۰ . . . . . .۲ .۵ .۶ مثال در α = ۱, ۰٫۹۹, ۰٫۹۵ برای x(t) وضعیت مسیرهای ۴ .۶
۱۲۰ . . . . . .۲ .۵ .۶ مثال در α = ۱, ۰٫۹۹, ۰٫۹۵ برای u(t) بهینه کنترل توابع ۵ .۶

برای راست سمت u(t) کنترل توابع و چپ سمت x(t) وضعیت مسیرهای ۶ .۶
۱۲۱ . . . . . . . . . . . . . . . .۳ .۵ .۶ مثال در α = ۱, ۰٫۹۵, ۰٫۸۵, ۰٫۷۵

راست سمت مطلق خطای و چپ سمت u(t) کنترل تقریبی و دقیق توابع ۷ .۶
۱۲۲ . . . . . . . . . . . . . . . . . . .۴ .۵ .۶ مثال در n = ۶ و α = ۱ برای

راست سمت مطلق خطای و چپ سمت u(t) کنترل تقریبی و دقیق توابع ۸ .۶
۱۲۳ . . . . . . . . . . . . . . . . . . .۴ .۵ .۶ مثال در n = ۹ و α = ۱ برای

کسری چبیشف شبکه برای α = ۱ ازای به x(t) وضعیت متغیر مطلق خطای ۹ .۶
۱۲۴ . . . . .۵ .۵ .۶ مثال در راست سمت مونتس⁃لژاندر شبکه و چپ سمت

کسری چبیشف شبکه برای α = ۱ ازای به u(t) کنترل تابع مطلق خطای ۱۰ .۶
۱۲۵ . . . . .۵ .۵ .۶ مثال در راست سمت مونتس⁃لژاندر شبکه و چپ سمت

برای راست سمت u(t) کنترل توابع و چپ سمت x(t) وضعیت مسیرهای ۱۱ .۶
۱۲۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .۵ .۵ .۶ مثال در α مختلف مقادیر



جداول فهرست
۶۴ . . . . . . . . . .۱ .۶ .۳ مثال در α = ۱ ازای به u(t) و x(t) تقریبی نتایج ۱ .۳
۶۵ . . . . . . . . . . . . . . . .۱ .۶ .۳ مثال در هدف تابع تقریبی مقادیر ۲ .۳
۶۶ . . . . . . .۱ .۶ .۳ مثال در α = ۱, ۰٫۹, ۰٫۸ برای E(ỹ) خطا تابع مقادیر ۳ .۳
۶۷ . . . . . . . . . .۲ .۶ .۳ مثال در α = ۱ ازای به u(t) و x(t) تقریبی نتایج ۴ .۳
۶۷ . . . . . . . . . . . .۲ .۶ .۳ مثال در هدف تابع تقریبی و دقیق مقادیر ۵ .۳
۶۷ . . . . . . .۲ .۶ .۳ مثال در α = ۱, ۰٫۹, ۰٫۷ برای E(ỹ) خطا تابع مقادیر ۶ .۳
۷۱ . . . . . . . . . . . . . . . .۳ .۶ .۳ مثال در هدف تابع تقریبی مقادیر ۷ .۳
۷۲ . . . . . . .۳ .۶ .۳ مثال در α = ۱, ۰٫۹, ۰٫۸ برای E(ỹ) خطا تابع مقادیر ۸ .۳
۷۳ . . . . . . . . . . . . . . . .۴ .۶ .۳ مثال در هدف تابع تقریبی مقادیر ۹ .۳
۷۴ . . . . . . . مثال۳. ۶. ۴. در α = ۱, ۰٫۹, ۰٫۸ برای E(ỹ) خطا تابع مقادیر ۱۰ .۳
۸۶ . . . . . . . . . . . .۱ .۷ .۴ مثال در هدف تابع تقریبی و دقیق مقادیر ۱ .۴
۸۶ . . . . . . . .۱ .۷ .۴ مثال در α مختلف مقادیر ازای به E(P ) خطای تابع ۲ .۴
۸۹ . . . . . . . . . .۲ .۷ .۴ مثال در α = ۱ برای هدف تابع تقریبی مقادیر ۳ .۴
۸۹ . . . . . . . .۲ .۷ .۴ مثال در α مختلف مقادیر ازای به E(P ) خطای تابع ۴ .۴
۹۱ . . . . . . . . . . . . . . . .۳ .۷ .۴ مثال در هدف تابع تقریبی مقادیر ۵ .۴
۹۱ . . . . . . . . . . . . . . . .۳ .۷ .۴ مثال در E(P ) خطای تابع مقادیر ۶ .۴
۹۲ . . . . . . . . . . . . . . . .۴ .۷ .۴ مثال در هدف تابع تقریبی مقادیر ۷ .۴
۹۳ . . . . . . . . . . . . . . . .۴ .۷ .۴ مثال در E(P ) خطای تابع مقادیر ۸ .۴
۹۴ . . . . . . . . . . . . . . . .۵ .۷ .۴ مثال در هدف تابع تقریبی مقادیر ۹ .۴
۹۴ . . . . . . . . . . . . . . . .۵ .۷ .۴ مثال در E(P ) خطای تابع مقادیر ۱۰ .۴
۹۵ . . . . . . . . . . . . . . . .۶ .۷ .۴ مثال در هدف تابع تقریبی مقادیر ۱۱ .۴
۹۶ . . . . . . . . . . . . . . . .۶ .۷ .۴ مثال در E(P ) خطای تابع مقادیر ۱۲ .۴
۹۶ . . . . . . . . . . . . . . . .۷ .۷ .۴ مثال در هدف تابع تقریبی مقادیر ۱۳ .۴
۹۶ . . . . . . . . . . . . . . . .۷ .۷ .۴ مثال در E(P ) خطای تابع مقادیر ۱۴ .۴
۱۰۶ . . . . . . . . .۱ .۴ .۵ مثال در α مختلف مقادیر برای J هدف تابع مقدار ۱ .۵

ق



جداول فهرست ر
۱۰۷ . . . . . . . . .۲ .۴ .۵ مثال در α مختلف مقادیر برای J هدف تابع مقدار ۲ .۵
۱۱۸ . . . . . . . .۱ .۵ .۶ مثال در α = ۱ برای اجرا زمان و J هدف تابع مقدار ۱ .۶
۱۱۹ . . . . . . . .۱ .۵ .۶ مثال در α مختلف مقادیر ازای به E(P ) خطای تابع ۲ .۶
۱۱۹ . . . . . . .۲ .۵ .۶ مثال در α = ۱ برای اجرا زمان و J هدف تابع مقدار ۳ .۶
۱۲۰ . . . . . . .۲ .۵ .۶ مثال در α مختلف مقادیر ازای به E(P ) خطای تابع ۴ .۶
۱۲۱ . . . . . . .۳ .۵ .۶ مثال در α = ۱ برای اجرا زمان و J هدف تابع مقدار ۵ .۶
۱۲۲ . . . . . . .۳ .۵ .۶ مثال در α مختلف مقادیر ازای به E(P ) خطای تابع ۶ .۶
۱۲۳ . . . . . . .۴ .۵ .۶ مثال در α = و۱ n = ۹ برای u(t) تقریبی و دقیق نتایج ۷ .۶



۱ فصل
پیش نیازها

مقدمه ۱ .۱
نظریه های بیش ترین و آمده وجود به معمولی حسابان زمان همان از کسری حسابان ایدۀ
به و ۱۷ قرن به کسری حسابان ریشه است. یافته گسترش بیستم قرن از قبل تا آن به مربوط
می گردد. باز dx

۱۲
dt

۱۲
صورت به مشتق برای نمادی معرفی برای نیتس۲ لایب و هوپیتال۱ بحث های

با مصادف ۱۶۶۹ سپتامبر ۳۰ را کسری حسابان تولد تاریخ دانشمندان از بسیاری رو این از
بسیاری تلاش های مختلف، ریاضیدانان می گیرند. نظر در هوپیتال به نیتس لایپ نامه اولین
مفهوم این تفسیر و کاربردها اما دادند انجام ریاضیات در جدید مفهوم این تعمیم و بسط برای
به کسری حسابان تاریخ از جامع تری مطالعه برای مانده بود. باقی ناشناخته سال ها تا جدید

کنید. مراجعه [۲]

کسری حسابان در پرکاربرد توابع ۲ .۱
کسری حسابان در پرکاربرد توابع مهم ترین از بعضی معرفی به خلاصه طور به بخش این در

کنید. رجوع [۳] به می توانید زمینه این در بیشتر مطالعه برای می پردازیم.
1Hopital
2Leibniz

۱



پیش نیازها ۲

گاما تابع
بیان باشد مختلط n اگر حتی n دلخواه عدد هر برای را فاکتوریل) n) n! مفهوم گاما تابع

می شود تعریف زیر صورت به گاما تابع می کند.

Γ(α) =

∫ ∞

۰ e−ttα−۱dt, R(α) > ۰,

از عبارتند گاما تابع خواص از برخی است. α حقیقی قسمت R(α) که

Γ(α+ ۱) = αΓ(α), α ∈ C\{۰,−۱,−۲,−۳, . . .} (۱
داریم جزء به جزء انتگرال گیری روش از استفاده با زیرا

Γ(α+ ۱) =
∫ ∞

۰ e−ttαdt = lim
b→∞

(
− e−ttα

∣∣∣b۰)+ α

∫ ∞

۰ e−ttα−۱dt = αΓ(α).

.Γ(n+ ۱) = n! که می گیریم نتیجه روشنی به
گرفت. نظر در فاکتوریل مفهوم تعمیم را گاما تابع توان می رو این از

داد نشان می توان راحتی به اول خاصیت از استفاده با (۲

Γ(α) =
Γ(α+m)

α(α+ ۱) · · · (α+m− ۱) ,
−m < R(α) < −m+ ۱, m ∈ Z+ , α ̸= {۰,−۱,−۲, . . .}.

[۴] است زیر صورت به گاما تابع حدی تعریف (۳

Γ(α) = lim
n→∞

n!nα

α(α+ ۱) · · · (α+ n)
, R(α) > ۰.

بتا تابع
تابع کرد. استفاده گاما توابع از مشخصی ترکیب جای به بتا تابع از است بهتر موارد بعضی در

می شود تعریف زیر صورت به بتا

B(x, y) =

∫ ۱
۰ tx−۱(۱ − t)y−۱dt , (R(x) > ۰,R(y) > ۰).

است زیر صورت به گاما تابع و بتا تابع بین رابطه [۴] .۱ .۲ .۱ لم
B(x, y) =

Γ(x)Γ(y)

Γ(x+ y)
, x, y ∈ C.



۳ کسری مرتبه انتگرال و مشتق انواع

میتاگ⁃لفلر تابع
تابع نوع دو به تابع این دارد. کسری حسابان در فراوانی کاربرد و اهمیت میتاگ⁃لفلر۳ تابع

می شود تقسیم زیر صورت به پارامتری دو و پارامتری تک
Eα(z) =

∞∑
k=۰

zk

Γ(αk + ۱) , Eα,β(z) =
∞∑
k=۰

zk

Γ(αk + β)
, α, β > ۰, z ∈ C.

استفاده با دارد، صحیح مرتبه دیفرانسیل معادلات نظریه در را مهمی نقش که ez نمائی تابع
می شود نوشته زیر صورت به پارامتری تک میتاگ⁃لفلر تابع از

E۱(z) =
∞∑
k=۰

zk

Γ(k + ۱) =
∞∑
k=۰

zk

k!
= ez.

زیادی بسیار اهمیت پارامتری دو میتاگ⁃لفلر تابع است. همگرا z ∈ C هر برای Eα(z) تابع
است شده بیان زیر در آن خاص حالت های از برخی که دارد کسری حسابان در
E۰(z) = ۱

۱ − z
, E۲,۱(−z۲) = cos(z), E۱,۲(z) =

ez − ۱
z

,

E۲,۱(z۲) =
∞∑
k=۰

z۲k
Γ(۲k + ۱) =

∞∑
k=۰

z۲k
(۲k)! = cosh(z).

کسری مرتبه انتگرال و مشتق انواع ۳ .۱
از بعضی به جا این در که است موجود کسری مرتبه انتگرال و مشتق برای مختلفی تعاریف
را بیشتر قضیه های و تعاریف می پردازیم. کسری مرتبه انتگرال و مشتق تعاریف مهم ترین

کنید. مشاهده [۳] در می توانید

ریمن⁃لیوویل انتگرال و مشتق ۱ .۳ .۱
فرمول طبق باشد. پذیر انتگرال (a, t) متناهی بازه هر در f(τ) پیوسته تابع و a ∈ R کنید فرض

با است برابر f(t) تابع n مرتبه انتگرال ،n ∈ N هر برای کوشی
aI

n
t f(t) =

۱
Γ(n)

∫ t

a
(t− τ)n−۱f(τ)dτ, (۱ .۱)

مرتبه از R
t I

α
b f و R

a I
α
t f ریمن⁃لیوویل کسری انتگرال های کوشی، فرمول از گرفتن الهام با

می شوند تعریف زیر صورت به R(α) > ۰ که α ∈ C دلخواه
R
a I

α
t f(t) =

۱
Γ(α)

∫ t
a(t− τ)α−۱f(τ)dτ, (t > a),

R
t I

α
b f(t) =

۱
Γ(α)

∫ b
t (τ − t)α−۱f(τ)dτ, (t < b).

(۲ .۱)

.[۳] می شوند نامیده ریمن⁃لیوویل راست و چپ انتگرال های ترتیب به انتگرال ها این
3MittagLeffler function



پیش نیازها ۴
Ω بازه ی روی که f مانند توابعی تمام مجموعه از است عبارت ACn(Ω) فضای .۱ .۳ .۱ تعریف
به است. پیوسته مطلقاً آن ها n)ام − ۱) مشتق و دارند پیوسته مشتقات n) ام، − ۱) مرتبه تا

به طوری که است موجود g ∈ L۱[۰, ۱] تابع دیگر عبارت
fn−۱(t) = f (n−۱)(۰) +

∫ t

۰ g(τ)dτ .

قسمت [R(α)] علامت .n = [R(α)] + ۱ که f ∈ ACn([a, b]) و n− ۱ ≤ α < n کنید فرض
از R

t D
α
b f و R

aD
α
t f ریمن⁃لیوویل راست و چپ کسری مشتقات می شود. تعریف R(α) صحیح

می شوند تعریف زیر صورت به R(α) ≥ ۰ که α مرتبه
R
aD

α
t f(t) =

( d
dt

)n
(Ra I

n−α
t f)(t)

=
۱

Γ(n− α)

( d
dt

)n
∫ t

a
(t− τ)n−α−۱f(τ)dτ, (n = [R(α)] + ۱, t > a),

R
t D

α
b f(t) =

(
− d

dt

)n
(Rt I

n−α
b f)(t)

=
۱

Γ(n− α)

(
− d

dt

)n
∫ b

t
(τ − t)n−α−۱f(τ)dτ, (n = [R(α)] + ۱, t < b).

(۳ .۱)

آن گاه ،α = n ∈ N۰ وقتی خاص، حالت در
(RaD

۰
t f)(t) = (Rt D

۰
bf)(t) = f(t),

(RaD
n
t f)(t) = f (n)(t), (Rt D

α
b f)(t) = (−۱)nf (n)(t).

ریمن⁃لیوویل کسری انتگرال و مشتق خواص
می پردازیم. ریمن⁃لیوویل کسری انتگرال و مشتق ویژگی های مهم ترین از برخی به قسمت این در

کرد. مشاهده [۴ ،۳] در می توان را بیشتر جزئیات و اثبات
f(t) توابع تمام برای یعنی هستند. خطی عملگر ریمن⁃لیوویل کسری انتگرال و مشتق (۱

داریم c۲ و c۱ حقیقی اسکالرهای تمام و g(t) و
R
aD

α
t (c۱f(t) + c۲g(t)) = c۱ R

aD
α
t f(t) + c۲ R

aD
α
t g(t),

R
a I

α
t (c۱f(t) + c۲g(t)) = c۱ R

a I
α
t f(t) + c۲ R

a I
α
t g(t).

داریم ،R(β) > [R(α)] + ۱ که β ∈ C اگر (۲
(Ra I

α
t (t− a)β−۱) = Γ(β)

Γ(β+α)(t− a)β+α−۱, (R(α) > ۰),
(Rt I

α
b (b− t)β−۱) = Γ(β)

Γ(β+α)(b− t)β+α−۱, (R(α) > ۰), (۴ .۱)
و

(RaD
α
t (t− a)β−۱) = Γ(β)

Γ(β−α)(t− a)β+α−۱, (R(α) ≥ ۰),
(Rt D

α
b (b− t)β−۱) = Γ(β)

Γ(β−α)(b− t)β+α−۱, (R(α) ≥ ۰). (۵ .۱)



۵ کسری مرتبه انتگرال و مشتق انواع
ریمن⁃لیوویل کسری مشتق کلی حالت در آن  گاه ،R(α) ≥ ۰ و β = ۱ اگر خاص حالت در

یعنی نیست. صفر ثابت تابع یک
(RaD

α
t ۱)(t) = (t− a)α

Γ(۱ − α)
, (Rt D

α
b ۱)(t) = (b− t)α

Γ(۱ − α)
.

پذیری جابجایی و جمع پذیری خواص کسری انتگرال عملگر آن گاه α, β ∈ R+ ∪ {۰} اگر (۳
یعنی دارد.

R
a I

α
t
R
a I

β
t f(t) =

R
a I

β
t
R
a I

α
t f(t) =

R
a I

α+β
t f(t),

R
t I

α
b
R
t I

β
b f(t) =

R
t I

β
b
R
t I

α
b f(t) =

R
t I

α+β
b f(t).

است برقرار زیر رابطه ریمن⁃لیوویل کسری مشتق برای (۴
R
aD

α
t (

R
aD

β
t f(t)) =

R
aD

β
t (

R
aD

α
t f(t)) +

β−۱∑
k=۰

f (k)(a)(t− a)−α−β+k

Γ(−α− β + k + ۱) ,

یعنی است جابه جایی پذیر کسری مشتق که می کند بیان رابطه این
R
aD

α
t (

R
aD

β
t f(t)) =

R
aD

β
t (

R
aD

α
t f(t)),

R
aD

α
t (

R
aD

β
t f(t)) =

R
aD

α+β
t f(t),

(۶ .۱)

اگر فقط و اگر
f (k)(a) = ۰, (k = ۰, ۱, . . . , r − ۱, r = max{[α] + ۱, [β] + ۱}). (۷ .۱)

آن گاه است، (۱ ≤ p ≤ ∞) که f(t) ∈ Lp(a, b) و α > ۰ اگر (۵
R
aD

α
t

(
R
a I

α
t f(t)

)
= f(t), R

t D
α
b

(
R
t I

α
b f(t)

)
= f(t).

عملگر برای چپ معکوس α > ۰ مرتبه از ریمن⁃لیوویل کسری مشتق عملگر یعنی
است. مرتبه همان از ریمن⁃لیوویل کسری انتگرال

ریمن⁃ کسری انتگرال عملگر راست معکوس ريمن⁃ليوويل کسری مشتق عملگر (۶
یعنی نیست. لیوویل

R
a I

α
t (

R
aD

α
t f(t)) = f(t)−

∑n
j=۱[RaDα−j

t f(t)]t=a
(t− a)α−j

Γ(α− j + ۱) ,
R
t I

α
b (

R
t D

α
b f(t)) = f(t)−

∑n
j=۱(−۱)n−j [Rt D

α−j
b f(t)]t=b

(b− t)α−j

Γ(α− j + ۱) .

لیوویل انتگرال و مشتق ۲ .۳ .۱
بیشتر جزئیات برای می شود. بررسی R+ روی لیوویل۴ کسری انتگرال و مشتق قسمت این در
بازه روی ریمن⁃لیوویل کسری انتگرال و مشتق کنید. مراجعه [۳] به می توانید مورد این در
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پیش نیازها ۶
لیوویل کسری انتگرال های هستند. R+ بازه به تعمیم قابل که می شوند تعریف [a, b] متناهی

می شوند تعریف زیر صورت به R+ بازه در (۲ .۱) با متناظر
L۰ Iαt f(t) = ۱

Γ(α)

∫ t۰ (t− τ)α−۱f(τ)dτ, (t > ۰, R(α) > ۰),
L
t I

α
∞f(t) =

۱
Γ(α)

∫∞
t (τ − t)α−۱f(τ)dτ, (t > ۰, R(α) > ۰).

از است عبارت R(α) ≥ ۰ ازای به (۳ .۱) با متناظر لیوویل کسری مشتقات
(L۰Dα

t f)(t) =
( d
dt

)n
(L۰ In−α

t f)(t)

=
۱

Γ(n− α)

( d
dt

)n
∫ t

۰ (t− τ)n−α−۱f(τ)dτ, (n = [R(α)] + ۱; t > ۰),
(Lt D

α
∞f)(t) =

(
− d

dt

)n
(Lt I

n−α
∞ f)(t)

=
۱

Γ(n− α)

(
− d

dt

)n
∫ ∞

t
(τ − t)n−α−۱f(τ)dτ, (n = [R(α)] + ۱; t > ۰).

برای کرد. تعریف R حقیقی محور روی را لیوویل انتگرال و مشتق توان می مشابه طور به
ببینید. را [۳] بیشتر جزئیات

کاپاتو کسری مشتق ۳ .۳ .۱
ریمن⁃لیوویل مشتق تعریف در که است ایده ای همان با مشابه بسیار کاپاتو مشتق تعریف ایده
انتگرال مفهوم اساس بر مشتق ریمن⁃لیوویل، تعریف مانند تعریف این در شد. گرفته کار به
مشتق عملگرهای ترتیب در واقع در تعریف دو این تفاوت می کند. پیدا توسعه کسری مرتبه
مشتق برعکس کاپاتو کسری مشتق در است. کسری مرتبه  انتگرال عملگر و صحیح مرتبه
مرتبه  انتگرال گیری سپس و شده گرفته تابع از صحیح مرتبه  مشتق ابتدا ریمن⁃لیوویل کسری
مرتبه  از کاپاتو کسری مشتق n = [α] + ۱ و α ∈ R+ اگر ریاضی بیان به می شود. انجام کسری

می شود تعریف زیر به صورت α
C
aD

α
t f(t) =

R
a I

n−α
t {f (n)(t)}.

از است عبارت ترتیب به کاپاتو راست و چپ کسری مشتق بنابراین
C
aD

α
t f(t) =

۱
Γ(n− α)

∫ t
a(t− τ)n−α−۱f (n)(τ)dτ ,

C
t D

α
b f(t) =

(−۱)n
Γ(n− α)

∫ b
t (τ − t)n−α−۱f (n)(τ)dτ ,

.f ∈ ACn[a, b] که

کاپوتو کسری مشتق خواص
می کنیم. بیان را کاپوتو کسری مشتق ویژگی های مهم ترین از برخی قسمت این در



۷ کسری مرتبه انتگرال و مشتق انواع
است. صفر ثابت، تابع از کاپوتو کسری مشتق ریمن⁃لیوویل کسری مشتق خلاف بر (۱

داریم ،n = [R(α)] + ۱ و β ∈ C و R(α) > ۰ اگر (۲
(CaD

α
t (t− a)β−۱) = Γ(β)

Γ(β − α)
(t− a)β−α−۱, (R(β) > n), (۸ .۱)

(Ct D
α
b (b− t)β−۱) = Γ(β)

Γ(β − α)
(b− t)β−α−۱, (R(β) > n). (۹ .۱)

یعنی است، پذیر جابه جایی کاپوتو کسری مشتق (۳
C
aD

m
t

C
aD

α
t f(t) =

C
aD

α
t
C
aD

m
t f(t) =

C
aD

m+α
t f(t), n− ۱ < α < n,

اگر فقط و اگر
f (k)(a) = ۰, (k = n, n+ ۱, . . . ,m).

کاپوتو، کسری مشتق عملگر است، (۱ ≤ p ≤ ∞) که f(t) ∈ Lp(a, b) و α > ۰ اگر (۴
یعنی است. مرتبه همان از ریمن⁃لیوویل کسری انتگرال عملگر برای چپ معکوس

C
aD

α
t

(
R
a I

α
t f(t)

)
= f(t), C

t D
α
b

(
R
t I

α
b f(t)

)
= f(t).

نیست، ریمن⁃لیوویل کسری انتگرال عملگر راست معکوس کاپوتو، کسری مشتق عملگر (۵
یعنی

R
a I

α
t

(
C
aD

α
t f(t)

)
= f(t)−

n−۱∑
k=۰

f (k)(a)

k!
(t− a)k, (۱۰ .۱)

R
t I

α
b

(
C
t D

α
b f(t)

)
= f(t)−

n−۱∑
k=۰

(−۱)kf (k)(b)
k!

(b− t)k. (۱۱ .۱)

کسری مشتقات بین زیر رابطه آن گاه ،n − ۱ < α < n و f ∈ Cn[a, b] اگر [۳] .۱ .۳ .۱ لم
است برقرار کاپاتو و ریمن⁃لیوویل

C
aD

α
t f(t) =

R
aD

α
t f(t)−

∑[α]−۱
k=۰

f (k)(a+)

k − α+ ۱(t− a)k−α,

C
t D

α
b f(t) =

R
t D

α
b f(t)−

∑[α]−۱
k=۰

(−۱)kf (k)(b−)
k − α+ ۱ (b− t)k−α.

(۱۲ .۱)

جوماری انتگرال و مشتق ۴ .۳ .۱
صفر ثابت عدد از ریمن⁃لیوویل کسری مشتق شد، بیان قبل قسمت های در که طور همان
قابل زمانی تابع یک از کاپوتو کسری مشتق که باشیم داشته توجه بایستی همچنین نیست.
تعریف [۵] جوماری۵ منظور این برای باشند. موجود آن صحیح مشتقات که است محاسبه
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پیش نیازها ۸
وجود به لزومی و شود صفر ثابت عدد از کسری مشتق که داد ارائه کسری مشتق از جدیدی
تعریف زیر صورت به جوماری انتگرال نباشد. کسری مشتق برای صحیح مرتبه مشتقات

می شود
J
aI

α
t f(t) =

۱
Γ(α)

∫ t

a
(t− τ)α−۱(f(τ)− f(a))dτ, α > ۰.

می شود تعریف زیر صورت به جوماری کسری مشتق ۰ < α < ۱ ازای به
J
aD

α
t f(t) = D J

aI
α−۱
t f(t) =

۱
Γ(۱ − α)

d

dt

∫ t

a
(t− τ)α−۱(f(τ)− f(a))dτ.

می شود محاسبه زیر صورت به جوماری کسری مشتق n ≥ ۱ و n− ۱ < α < n برای
J
aD

α
t f(t) = D(n) J

aI
α−n
t f(t).

مشتق محاسبه برای و است صفر ثابت، تابع از جوماری کسری مشتق بالا، تعریف به توجه با
تبدیل نیست. f تابع اول مرتبه مشتق وجود به لزومی ،۰ < α < ۱ ازای به جوماری کسری

است زیر صورت به جوماری مشتق از لاپلاس
L[JaDα

t f(t)](s) = sαL[f(t)](s)− sα−۱f(۰), ۰ < α < ۱.
کرد. بیان زیر لم با را خود جدید کسری مشتق برحسب تابع یک تیلور بسط جوماری

برای kα مرتبه از کسری مشتقات دارای f : R+ → R پیوسته تابع کنید فرض [۵] .۲ .۳ .۱ لم
است برقرار زیر رابطه آن گاه باشد، ۰ < α < ۱ ،α دلخواه مقدار و k مثبت مقدار

f(x+ h) =
∞∑
k=۰

hαk

Γ(۱ + αk)
J
aD

αk
t f(x). (۱۳ .۱)

گرانوالد⁃لتنیکف کسری انتگرال و مشتق ۵ .۳ .۱
تعریف زیر به صورت f تابع اول مرتبه  مشتق این صورت در باشد. پیوسته تابعی f فرض کنید

می شود
f ′(t) = lim

h→۰
f(t)− f(t− h)

h
.

می آید به دست زیر به صورت دوم مرتبه مشتق بالا، تعریف به کارگیری با
f ′′(t) = lim

h→۰
f ′(t)− f ′(t− h)

h
= lim

h→۰
f(t)− ۲f(t− h) + f(t− ۲h)

h۲ .

داریم را زیر رابطه ،n مثبت و صحیح مرتبه مشتق برای کلی حالت در

f (n)(t) = lim
h→۰

۱
hn

n∑
r=۰

(−۱)r
(
n

r

)
f(t− rh), n ∈ N.



۹ کسری مرتبه انتگرال و مشتق انواع
داد تعمیم زیر به صورت را αام مرتبه کسری مشتق می توان بنابراین

G
aD

α
t f(t) = lim

h→۰
۱
hα

∞∑
k=۰

(−۱)k
(
α

k

)
f(t− kh), α > ۰, (۱۴ .۱)

،(۱۴ .۱) رابطه در α و −α جایی به جا با می توان .[α] = n + ۱ و nh = t − a ،a ≤ t ≤ b که
داریم nh = t− a فرض با یعنی کرد. تعریف را α مرتبه از گرانوالد⁃لتنیکف کسری انتگرال

G
a I

α
t f(t) = lim

h→۰h
α

n∑
k=۰

(−۱)k
(
−α
k

)
f(t− kh),

= lim
h→۰

hα

Γ(α)

n∑
k=۰

Γ(k + α)

Γ(k + ۱) f(t− kh), α > ۰.

و بوده پیوسته n−۱ مرتبه  تا اول مرتبه  مشتقات دارای f(t) تابع کنید فرض [۶] .۱ .۳ .۱ قضیه
مشتق این صورت در .n ∈ N ،n− ۱ < α < n کنید فرض همچنین باشد. انتگرال پذیر f (n)(t)
برابر تابع این ریمن⁃لیوویل α مرتبه  مشتق با f(t) تابع گرانوالد⁃لتنیکف تعریف با α مرتبه

یعنی بود، خواهد
G
aD

α
t f(t) =

R
aD

α
t f(t).

ریمن⁃ و گرانوالد⁃لتنیکف تعاریف ۱ .۳ .۱ قضیه در شده مطرح شرایط برقراری فرض با
کسری مرتبه برای ریمن⁃لیوویل کسری مرتبه  مشتق خواص بنابراین و بوده معادل لیوویل
گرانوالد⁃لتنیکف، کسری مشتق تعریف ماهیت به توجه با است. برقرار نیز گرانوالد⁃لتنیکف
گسسته سازی همچنین و کسری مرتبه  مشتقات محاسبه  عددی روش های در تعریف این از
مشتق تقریب برای همچنین می شود. فراوانی استفاده کسری مرتبه  دیفرانسیل معادلات

می شود. استفاده متناهی مجموع با تعریف این از عددی، روش های در (۱۴ .۱) کسری

کاپوتو⁃فابریسیو انتگرال و مشتق ۶ .۳ .۱
است زیر صورت به داد، ارائه کسری مشتق از کاپوتو که تعریفی

C
aD

α
t f(t) =

۱
Γ(۱ − α)

∫ t

a
(t− τ)−αḟ(τ)dτ.

فابریسیو۶ و کاپوتو مشکل این رفع برای است. t = τ در تکینی نقطه یک دارای تعریف این
[۷] دادند ارائه زیر صورت به جدید تعریفی

CF
a Dα

t f(t) =
(۲ − α)M(α)

۲(۱ − α)

∫ t

a
exp

(
− α

۱ − α
(t− τ)

)
ḟ(τ)dτ, ۰ ≤ α ≤ ۱. (۱۵ .۱)

گرفته نظر در M(α) = ۲۲−α
صورت به [۷] در که است α برحسب شده نرمال ثابت M(α) که

تعریف مشابه آن گاه باشد، ثابت تابعی f اگر که است واضح جدید تعریف طبق است. شده
6Caputo and Fabrizio



پیش نیازها ۱۰
مشتق که است آن کاپوتو مشتق و جدید مشتق بین اصلی تفاوت .CF

a Dα
t f = ۰ کاپوتو مشتق

. نیست تکینی نقطه دارای t = τ نقطه در جدید
می شود تعریف زیر صورت به کاپاتو⁃فابریسیو راست مشتق

CF
t Dα

T f(t) = −(۲ − α)M(α)

۲(۱ − α)

∫ T

t
exp

(
− α

۱ − α
(τ − t)

)
ḟ(τ)dτ, ۰ ≤ α ≤ ۱. (۱۶ .۱)

می شوند بیان زیر صورت به نیز متناظر کاپاتو⁃فابریسیو راست و چپ انتگرال های
CF
a Iαt f(t) =

۲(۱ − α)

(۲ − α)M(α)
f(t) +

۲α
(۲ − α)M(α)

∫ t

a
f(τ)dτ,

CF
t IαT f(t) =

۲(۱ − α)

(۲ − α)M(α)
f(t) +

۲α
(۲ − α)M(α)

∫ T

t
f(τ)dτ.

(۱۷ .۱)

است زیر صورت به متناظر انتگرال های و کاپاتو⁃فابریسیو مشتق های بین ارتباط
CF
a Iαt

CF
a Dα

t f(t) = f(t)− f(a),

CF
t IαT

CF
t Dα

T f(t) = f(t)− f(T ).

مشاهده را [۷] می توانید زمینه این در مربوط قضایای و کاربردها مورد در بیشتر مطالعه برای
نمایید.

آتانگانا⁃بالیانو انتگرال و مشتق ۷ .۳ .۱
هسته یک عنوان به میتاگ⁃لفلر تابع از بالیانو۷ و آتانگانا کاپاتو⁃فابریسیو، تعریف از بعد
راست و چپ کسری مشتق برای آن ها که تعاریفی .[۸] کردند استفاده غیرمحلی و غیرتکین

است زیر صورت به دادند ارائه کاپاتو مفهوم در
ABC
a Dα

t f(t) =
B(α)

(۱ − α)

∫ t

a

df(τ)

dτ
Eα

[
−α(t− τ)α

۱ − α

]
dτ,

ABC
t Dα

b f(t) = − B(α)

(۱ − α)

∫ b

t

df(τ)

dτ
Eα

[
−α(τ − t)α

۱ − α

]
dτ.

(۱۸ .۱)

می شود تعریف زیر صورت به و است نرمال شده ثابت B(α) آن در که
B(α) = ۱ − α+

α

Γ(α)
,

داریم و است میتاگ⁃لفلر تابع Eα(.) و

Eα(z) =

∞∑
k=۰

zk

Γ(αk + ۱) .
7Atangana and Baleanu



۱۱ کسری مرتبه انتگرال و مشتق انواع
به نیز ریمن⁃لیوویل مفهوم در (AB) آتانگانا⁃بالیانو راست و چپ کسری مشتق تعاریف

می شود بیان زیر صورت
ABR
a Dα

t f(t) =
B(α)

(۱ − α)

d

dt

∫ t

a
f(τ)Eα

[
−α(t− τ)α

۱ − α

]
dτ,

ABR
t Dα

b f(t) = − B(α)

(۱ − α)

d

dt

∫ b

t
f(τ)Eα

[
−α(τ − t)α

۱ − α

]
dτ.

(۱۹ .۱)

است زیر صورت به (AB) کسری مشتق تعریف با متناظر کسری انتگرال
AB
a Iαt f(t) =

۱ − α

B(α)
f(t) +

α

B(α)Γ(α)

∫ t

a
f(τ)(t− τ)α−۱dτ, ۰ ≤ α ≤ ۱,

AB
t Iαb f(t) =

۱ − α

B(α)
f(t) +

α

B(α)Γ(α)

∫ b

t
f(τ)(τ − t)α−۱dτ, ۰ ≤ α ≤ ۱,

(۲۰ .۱)

صورت به انتگرال α = ۱ برای و است f(t) اولیه تابع همان کسری انتگرال α = ۰ برای که
می شود. ظاهر یک مرتبه کلاسیک انتگرال

انتگرال های و ریمن⁃لیوویل و کاپاتو مفهوم در (AB) کسری مشتق های بین ارتباط
است زیر صورت به آن ها با متناظر کسری

AB
a Iαt {ABR

a Dα
t f(t)} = AB

t Iαb {ABR
t Dα

b f(t)} = f(t), (۲۱ .۱)
AB
a Iαt {ABC

a Dα
t f(t)} = f(t)− f(a), (۲۲ .۱)

AB
t Iαb {ABC

t Dα
b f(t)} = f(t)− f(b). (۲۳ .۱)

ببینید. را [۸] میتاگ⁃لفلر هسته با جدید کسری حسابان زمینه در بیشتر توضیحات برای

پذیر همدیس کسری مشتق ۸ .۳ .۱
به و می شود تعریف حدی صورت به کسری مشتق از ۸ پذیر همدیس کسری مشتق تعریف در
کرده پیدا فراوانی کاربردهای مهندسی و فیزیک در مدل ها بعضی با سازگاری و سادگی دلیل

است.

زیر صورت به ۰ < α ≤ ۱ ازای به و f : [۰,∞) → R تابع برای پذیر همدیس کسری مشتق
[۹] می شود تعریف

Tαf(t) = lim
ε→۰

f(t+ εt۱−α)− f(t)

ε
. (۲۴ .۱)

بالعکس. و است مشتق پذیر f تابع آن گاه باشد، موجود فوق حد اگر
مشتق کلاسیک تعریف با α = ۱ ازای به که است آن پذیر همدیس مشتق مورد در مهم نکته
خاصیت کسری، مشتق این که است ذکر به لازم ،(۲۴ .۱) تعریف به توجه با است. برابر صحیح

8Conformable fractional derivative



پیش نیازها ۱۲
نمی شود. تعریف انتگرال صورت به زیرا نیست دارا را حافظه

[۹] است برقرار زیر ویژگی های پذیر همدیس  مشتق برای
.Tα(λf + γg) = λTα(f) + γTα(g), ∀λ, γ ∈ R (۱

.Tα(t
p) = ptp−α, ∀p ∈ R (۲

.Tα(fg) = fTα(g) + gTα(f) (۳
.Tα(

f
g ) =

fTα(g)−gTα(f)

g۲ (۴
.Tα(f) = t۱−α df

dt (t) (۵
دیگر، کسری مشتق های برخلاف که است آن پذیر همدیس مشتق مورد در دیگر مهم نکته
با همدیس پذیر مشتق که است ذکر به لازم است. برقرار مشتق این برای زنجیره ای قاعده

می پردازیم. آن بررسی به قسمت این در که دارد توجهی قابل ایراد شده ذکر مزایای وجود
بگیرید نظر در را زیر کسری مرتبه دینامیکی سیستم ابتدا

Tαx(t) = g(t, x(t)), t ∈ [۰, a), ۰ < α ≤ ۱,
x(۰) = x۰,
g(۰, x(۰)) ̸= ۰.

(۲۵ .۱)

تعریف طبق زیرا است، جواب فاقد (۲۵ .۱) دینامیکی سیستم ،t → ۰+ که زمانی است بدیهی
صفر t→ ۰+ که زمانی t نقطه در دلخواه تابع هر از مشتق ،۵ خاصیت از پذیر همدیس مشتق
کار به ایده از استفاده با اکنون نیست. برقرار (۲۵ .۱) سیستم در حالت این که حالی در است
جای به exp( ۱−α۲−α

t) نمائی عبارت کردن جایگزین با و کاپاتو⁃فابریسیو مشتق تعریف در رفته
می دهیم ارائه زیر صورت به را شده اصلاح پذیر همدیس مشتق تعریف t۱−α عبارت

Tα(f)(t) = lim
ε→۰

f(t+ ε exp( ۱−α۲−α
t))− f(t)

ε
. (۲۶ .۱)

پذیر همدیس مشتق تعریف در پذیر همدیس مشتق خواص تمام که می دهیم نشان اکنون
است. برقرار نیز شده اصلاح

روابط آن گاه باشند. مشتق پذیر t ≥ ۰ در g و f توابع و α ∈ (۰, ۱] کنید فرض .۲ .۳ .۱ قضیه
برقرارند زیر

.a, b ∈ R هر برای ،Tα(af + bg) = aTα(f) + bTα(g) (الف)
.f(t) = λ ثابت تابع هر برای ،Tα(λ) = ۰ (ب)



۱۳ کسری مرتبه انتگرال و مشتق انواع
.Tα(fg) = fTα(g) + gTα(f) (پ)

.Tα(fg ) = fTα(g)−gTα(f)
g۲ (ت)

.Tα(f)(t) = exp( ۱−α۲−α
t)dfdt (t) داریم f پذیر مشتق تابع ازای به (ث)

(الف) برهان.

Tα(af + bg) = lim
ε→۰

(af + bg)(t+ ε exp( ۱−α۲−α
t))− (af + bg)(t)

ε

= lim
ε→۰

af(t+ ε exp( ۱−α۲−α
t)) + bg(t+ ε exp( ۱−α۲−α

t))− af(t)− bg(t)

ε

= lim
ε→۰ a

f(t+ ε exp( ۱−α۲−α
t))− f(t)

ε
+ lim

ε→۰ b
g(t+ ε exp( ۱−α۲−α

t))− g(t)

ε

= aTα(f) + bTα(g).

(ب)

Tα(λ) = lim
ε→۰

f(t+ ε exp( ۱−α۲−α
t))− f(t)

ε
= lim

ε→۰
λ− λ

ε
= ۰.

،t ≥ ۰ برای (پ)

Tα(fg) = lim
ε→۰

f(t+ ε exp( ۱−α۲−α
t))g(t+ ε exp( ۱−α۲−α

t))− f(t)g(t)

ε

= lim
ε→۰

f(t+ ε exp( ۱−α۲−α
t))g(t+ ε exp( ۱−α۲−α

t))− f(t)g(t+ ε exp( ۱−α۲−α
t))

ε

+
f(t)g(t+ ε exp( ۱−α۲−α

t))− f(t)g(t)

ε

= lim
ε→۰

(f(t+ ε exp( ۱−α۲−α
t))− f(t)

ε

)
.g(t+ ε exp(

۱ − α

۲ − α
t))

+ lim
ε→۰

(g(t+ ε exp( ۱−α۲−α
t))− g(t)

ε

)
.f(t)

= Tα(f) lim
ε→۰ g(t+ ε exp(

۱ − α

۲ − α
t)) + f(t)Tα(g)(t)

= Tα(f).g + f.Tα(g).

می شود. ثابت (پ) قسمت با مشابه باروشی (ت)

بنابراین .ε = h exp( α−۱۲−α
t) می شود نتیجه که h = ε exp( ۱−α۲−α

t) کنید فرض (۲۶ .۱) در (ث)



پیش نیازها ۱۴
داریم

Tα(f)(t) = lim
ε→۰

f(t+ ε exp( ۱−α۲−α
t))− f(t)

ε

= lim
h→۰

f(t+ h)− f(t)

h exp( α−۱۲−α
t)

= exp(
۱ − α

۲ − α
t) lim

h→۰
f(t+ h)− f(t)

h

= exp(
۱ − α

۲ − α
t)
df

dt
(t).

کسری دیفرانسیل معادلات ۴ .۱
مسائل از بسیاری در می شوند همراه کسری دیفرانسیل معادلات با آن ها دینامیک که مسائلی
دینامیکی دستگاه های که هنگامی .[۱۰] دارند کاربرد دیگر زمینه های و اقتصاد مهندسی، علوم،
از دیگر حرکت و جنبش آن گاه می باشند ذره بینی مقیاس در دینامیکی ذرات یا و هستند پیچیده
قوانین از حرکت ها موارد گونه این در نمی کنند. پیروی صحیح مرتبه مشتقات معمولی قوانین
همراه کسری دیفرانسیل معادلات با رفتارشان که معنی این به می کنند، پیروی کسری مرتبه

می شوند.
زمینه های در کسری دیفرانسیل معادلات فراوان کاربردهای دلیل به اخیر دهه های در
است. شده انجام کسری دیفرانسیل معادلات حل زمینه در فراوانی تلاش های علمی مختلف
که می شوند تعریف کسری مشتق از مختلف تعاریف به توجه با کسری دیفرانسیل معادلات

هستند. کاپاتو و ریمن⁃لیوویل کسری مشتق آن ها مهم ترین
گرفته نظر در زیر صورت به خاص حالت در ریمن⁃لیوویل کسری مشتق با دیفرانسیل معادله

می شود
R
aD

α
t x(t) = f(t, x(t)), (R(α) > ۰), t > a,[

R
aD

α−k
t y(t)

]
t→a

= bk, k = ۰, ۱, . . . , n,
(۲۷ .۱)

تبدیل قابل دیفرانسیل معادله این .n = α آن گاه α ∈ N اگر و n = [R(α)] + ۱ ،α /∈ N برای که
[۳] است زیر صورت به دوم۹ نوع ولترا انتگرال معادله به

y(t) =
n∑

j=۰
bj

Γ(α− j + ۱)(t− a)α−j +
۱

Γ(α)

∫ t

a
(t− x)α−۱f(x, y(x))dx, (t > a). (۲۸ .۱)

9Voltra integral equation of second kind



۱۵ تاخیری کسری دیفرانسیل معادلات
می شود بیان زیر صورت به خاص حالت در کاپوتو نوع از دیفرانسیل معادله یک همچنین

C
aD

α
t x(t) = f(t, x(t)), (R(α) > ۰), t > a,

y(k)(a) = bk, k = ۰, ۱, . . . , n,
(۲۹ .۱)

به تبدیل قابل دیفرانسیل معادله این .n = α آن گاه α ∈ N اگر و n = [R(α)] + ۱ ،α /∈ N که
[۳] است زیر صورت به ولترا انتگرال معادله

y(t) =
n−۱∑
j=۰

bj
j!
(t− a)j +

۱
Γ(α)

∫ t

a
(t− x)α−۱f(x, y(x))dx, (t > a). (۳۰ .۱)

دیفرانسیل معادلات حل برای عددی روش های همچنین و یکتایی و وجود قضایای مطالعه برای
نمایید. مطالعه را [۱۰] کسری

تاخیری کسری دیفرانسیل معادلات ۵ .۱
و آنالیز برای گسترده طور به تاخیری۱۰ دیفرانسیل معادلات از استفاده با ریاضی مدل سازی
مورد غیره و فیزیولوژی۱۲، جمعیت۱۱، دینامیک مثال برای مختلف، رشته های در بینی پیش
فرایندهای زمان مدت به می تواند مدل ها این در زمانی تاخیر .[۱۱] است گرفته قرار استفاده
جدید، ویروس های تولید و سلول یک عفونت بین زمان زندگی، مراحل مانند خاص پنهان

شود. گرفته نظر در غیره و ایمنی دوره دوره، عفونت مدت طول
در می شوند. سنجیده زمان یک در آن، مشتق و حالت متغیر معمولی، دیفرانسیل معادلات در
زمان به وابسته مشخص، زمان در سیستم بررسی تاخیری، دیفرانسیل معادلات در که حالی
و می شود سیستم پیچیدگی افزایش باعث دیفرانسیل معادلات در تاخیر وجود است. گذشته

هستند. برخوردار زیادی اهمیت از سیستم ها این کنترل و پایداری
معادلات اخیر سال های در شد، بیان قبل قسمت های در که کسری حسابان اهمیت به توجه با
فراوانی مقالات و است گرفته قرار پژوهشگران از بسیاری توجه مورد تاخیری کسری دیفرانسیل
رسیده چاپ به کسری حسابان مفاهیم از استفاده با طبیعی پدیده های مدل سازی زمینه در

.[۱۲] است
می شود گرفته نظر در زیر صورت به کاپوتو مشتق حسب بر تاخیری کسری دیفرانسیل معادله

C
aD

α
t x(t) = f(t, x(t), x(t− τ)), t > ۰, n− ۱ < α ≤ n,

x(t) = ϕ(t), t ≤ ۰,
(۳۱ .۱)

است. طبیعی عدد n و اولیه مقدار ϕ(t) تاخیر، τ که
10Delay differential equations
11Population dynamic
12Physiology



پیش نیازها ۱۶

کسری بهینه کنترل مسأله ۶ .۱
بودن حافظه دار خاصیت کسری دینامیکی سیستم های از استفاده دلایل مهم ترین از یکی
کنترل تابع یافتن از است عبارت کسری سیستم های بهینه کنترل است. کسری مشتقات
یک کند. کمینه یا بیشینه کسری دیفرانسیلی قیود کردن برآورده شرط به را هدف تابع که
است موجود کسری مشتقات از که مختلفی تعاریف به توجه با کسری بهینه کنترل مسأله
زیر به صورت را کسری کنترل بهینه مسأله کلی فرم ابتدا قسمت این در می شود. تعریف

می شود. بیان بهینگی شرایط قضایای سپس و می کنیم تعریف

Minimize J(x, u) =ψ(T, x(T )) +

∫ T

۰ f
(
t, x(t), u(t)

)
dt, (۳۲ .۱)

subject to Mẋ(t)+N R۰ Dα
t x(t) = g

(
t, x(t), u(t)

)
, (۳۳ .۱)

x(۰) = x۰, (۳۴ .۱)
و هستند (M,N) ̸= (۰, ۰) و M,N ∈ Rp ،x۰ ∈ Rp ،۰ < α < ۱ که

f, g : R× Rp × Rq → R, ψ : Rp × Rp → Rp,

ẋ(t) و هستند کنترل و وضعیت متغیرهای ترتیب به u(·) و x(·) هستند. مشتق پذیر توابعی
کسری مشتق ،C۰ Dα

t x(t) باشیم داشته (۳۳ .۱) در اگر حال می دهد. نشان را معمولی مشتق
مرتبه از ریمن⁃لیویل چپ کسری مشتق ،R۰ Dα

t x(t) باشیم داشته اگر و α مرتبه از کاپوتو چپ
باشند. آزاد یا و ثابت می توانند x(T ) و T ،(۳۴ .۱)⁃(۳۲ .۱) مسأله در می دهد. نشان را α
زمان روی ،u(·) کنترل متغیر و x(·) وضعیت متغیر بر علاوه مسأله، این در توجه بنابراین
بهینه x(T ) و T حالت های به توجه با را J تابعی بتوان تا است معطوف نیز موردنظر T نهایی
خواهیم را کلاسیک بهینه کنترل مسأله باشد N = ۰ اگر ،(۳۴ .۱)⁃(۳۲ .۱) مسأله در کرد.

داشت.

کاپاتو مشتق با کسری بهینه کنترل مسائل برای بهینگی لازم شرایط
مسأله در (x, u, T ) سه تایی بهینه جواب یعنی شود نتیجه بهینگی لازم شرایط که این برای
تابع و برده به کار را λ(·) لاگرانژ ضریب کند، صدق (۳۴ .۱)⁃(۳۲ .۱) کسری بهینه کنترل

[۱۴ ،۱۳] کنید تعریف زیر به صورت را H همیلتونی
H(t, x, u, λ) = f(t, x, u) + λg(t, x, u). (۳۵ .۱)

در است. (۳۴ .۱)⁃(۳۲ .۱) مسأله برای بهینه جواب (x, u, T ) کنید فرض [۱۴] .۱ .۶ .۱ قضیه
صدق کند زیر شرایط در (x, u, λ) سه تایی که به طوری  دارد وجود λ(·) تابع این صورت



۱۷ کسری بهینه کنترل مسأله
همیلتونی دستگاه (الف)

Mλ̇(t)−NR
t D

α
Tλ(t) =

−∂H
∂x

(
t, x(t), u(t), λ(t)

)
, t ∈ [۰, T ], (۳۶ .۱)

Mẋ(t) +NC۰ Dα
t x(t) =

∂H

∂λ

(
t, x(t), u(t), λ(t)

)
, t ∈ [۰, T ]. (۳۷ .۱)

ایستایی شرایط (ب)
∂H

∂u

(
t, x(t), u(t), λ(t)

)
= ۰, t ∈ [۰, T ]. (۳۸ .۱)

تراگردی شرایط ](ج)
H
(
(t, x(t), u(t), λ(t)

)
−Nλ(t)C۰ Dα

t x(t) +Nẋ(t)Rt I
۱−α
T λ(t) +

∂ψ

∂t
(t, x(t))

]
t=T

= ۰,[
Mλ(t) +NR

t I
۱−α
T λ(t)− ∂ψ

∂x
(t, x(t))

]
t=T

= ۰,
(۳۹ .۱)

است. شده تعریف (۳۵ .۱) در H همیلتونی که
به وجود بهینگی شرایط برای خاص حالت های ،x(T ) نهایی مکان و T نهایی زمان به توجه با

می شود. شامل را حالت ها این از مورد چند زیر نتیجه که می آید
⁃(۳۲ .۱) کسری بهینه کنترل  مسأله برای بهینه جواب  ،(x, u) کنید فرض .۱ .۶ .۱ نتیجه

است. (۳۴ .۱)
که است برقرار زیر تراگردی شرایط با ۱ .۶ .۱ قضیه آن گاه باشد، آزاد x(T ) و ثابت T اگر (الف)

می شود (۳۹ .۱) ]جایگزین
Mλ(t) +NR

t I
۱−α
T λ(t)− ∂ψ

∂x
(t, x(t))

]
t=T

= ۰.

که است برقرار زیر تراگردی شرایط با ۱ .۶ .۱ قضیه آن گاه باشد،  ثابت x(T ) و آزاد T اگر (ب)
می شود (۳۹ .۱) ]جایگزین

H
(
t, x(t), u(t), λ(t)

)
−Nλ(t)C۰ Dα

t x(t) +Nẋ(t)Rt I
۱−α
T λ(t) +

∂ψ

∂t
(t, x(t))

]
t=T

= ۰.

خواهد برقرار تراگردی شرایط بدون ۱ .۶ .۱ قضیه آن گاه باشند، ثابت دو هر x(T ) و T اگر (ج)
بود.



پیش نیازها ۱۸
منحنی γ که ،x(T ) = γ(T ) یعنی باشد ثابت منحنی یک به متعلق نهایی مکان اگر (د)
جایگزین که است برقرار زیر تراگردی شرایط با ۱ .۶ .۱ قضیه آن گاه است، مشتق پذیر

می شود (۳۹ .۱)[
H
(
t, x(t), u(t), λ(t)

)
−Nλ(t)C۰ Dα

t x(t) +Nẋ(t)Rt I
۱−α
T λ(t) +

∂ψ

∂t

(
t, x(t)

)
− γ̇(t)

(
Mλ(t) +NR

t I
۱−α
T λ(t)− ∂ψ

∂t

(
(t, x(t))

))]
t=T

= ۰.

شرایط با ۱ .۶ .۱ قضیه آن گاه باشد x(T ) ≥ K ،K ∈ R مقادیر برخی برای و ثابت T اگر (ه)
می شود (۳۹ .۱) جایگزین که است برقرار زیر ]تراگردی

Mλ(t) +NR
t I

۱−α
T − ∂ψ

∂x

(
t, x(t)

)]
t=T

≤ ۰,
(
x(T )−K

)[
Mλ(t) +NR

t I
۱−α
T λ(t)− ∂ψ

∂x

(
t, x(t)

)]
t=T

= ۰.

با ۱ .۶ .۱ قضیه آن گاه باشد T ≤ K ،K ∈ R مقادیر برخی برای و باشد ثابت x(T ) اگر (و)
می شود (۳۹ .۱) جایگزین که است برقرار زیر تراگردی ]شرایط

H
(
t, x(t), u(t), λ(t)

)
−Nλ(t)C۰ Dα

t x(t) +Nẋ(t)Rt I
۱−α
T λ(t) +

∂ψ

∂t
(t, x(t))

]
t=T

≥ ۰,[
H
(
t, x(t), u(t), λ(t)

)
−Nλ(t)C۰ Dα

t x(t) +Nẋ(t)Rt I
۱−α
T λ(t) +

∂ψ

∂t
(t, x(t))

]
t=T

× (T −K) = ۰.

ریمن⁃لیوویل مشتق با کسری بهینه کنترل مسائل برای بهینگی لازم شرایط
کسری بهینه کنترل مسأله اینجا در

Minimize J(x, u) =
∫ ۱۰ F (x(t), u(t), t)dt,

subject to R۰ Dα
t x(t) = G(x(t), u(t), t),

x(۰) = x۰,

یافتن برای .[۱۵] می شود فرمول بندی ریمن⁃لیوویل راست و چپ کسری مشتق شرایط در
بگیرید نظر در زیر به صورت را هدف تابع قبل سنتی رهیافت از بهینگی لازم شرایط

J̄(u) =

∫ ۱
۰ [F (x, u, t) + λ(G(x, u, t)− R۰ Dα

t x)]dt, (۴۰ .۱)
داریم (۴۰ .۱) تابعی برای تغییرات گرفتن نظر در با است. لاگرانژ λضربگر که

δJ̄(u) =

∫ ۱
۰

[
∂F

∂x
δx+

∂F

∂u
δu+ δλ(G(x, u, t)− R۰ Dα

t x) + λ

(
∂G

∂x
δx+

∂G

∂u
δu− δ(R۰ Dα

t x)

)]
dt,

(۴۱ .۱)



۱۹ کسری بهینه کنترل مسأله
است. λ(۱) = ۰ تراگردی شرط طبق و هستند λ و u ،x تغییرات ترتیب به δλ و δu ،δx که

است برقرار زیر رابطه α > ۰ برای که داد نشان [۱۶] در ۱۳ ∫ریو b

a

dαf(t)

d(t− a)α
g(t)dt = (−۱)−α

∫ b

a
f(t)

dαg(t)

d(t− b)α
dt, (۴۲ .۱)

.
dkg(t)

dtk
= ۰ یا و dkf(t)

dtk
= ۰ باشیم داشته t = b و t = a در k = ۰, ..., n−۱ برای که شرطی به

داریم (۴۲ .۱) در
dαf(t)

d(t− a)α
= R۰ Dα

t f(t), (۴۳ .۱)

صحیح عدد کوچکترین n و است α مرتبه از f(t) تابع ریمن⁃لیوویل چپ کسری مشتق
نوشته زیر به صورت (۴۲ .۱) شده، استفاده نمادگذاری های از استفاده با است. α از بزرگتر

می شود
∫ b

a
(RaD

α
t f(t))g(t)dt =

∫ b

a
f(t)(Rt D

α
b g(t))dt. (۴۴ .۱)

شده آورده [۱۷] در که می شود نامیده کسری جز به جز انتگرال گیری فرمول (۴۴ .۱) رابطه
می شود نوشته زیر به صورت (۴۱ .۱) در انتگرال آخرین (۴۴ .۱) از استفاده با است.

∫ ۱
۰ λδ(R۰ Dα

t x)dt =

∫ ۱
۰ δx(Rt D

α۱ λ)dt. (۴۵ .۱)
مشخص x(۰) = x۰ چون .λ(۱) = ۰ یا δx(۱) = ۰ و λ(۰) = ۰ یا δx(۰) = ۰ که می شود ثابت
رابطه فرضیات این با .λ(۱) = ۰ لذا نیست، مشخص x(۱) چون و δx(۰) = ۰ داریم است،

داریم (۴۵ .۱) و (۴۱ .۱) روابط از استفاده با است. برقرار (۴۵ .۱)

δJ̄(u) =

∫ ۱
۰

[
δλ(G(x, u, t)− R۰ Dα

t x) + δx

(
∂F

∂x
+ λ

∂G

∂x
− R

t D
α۱ λ

)
+ δu

(
∂F

∂u
+ λ

∂G

∂u

)]
dt.

(۴۶ .۱)
δx ،δλ ضرایب که می افتد اتفاق زمانی (J(u) کمینه مقدار نتیجه در (و J̄(u) کمینه مقدار
می آید به دست زیر به صورت بهینگی لازم شرایط نتیجه در شوند. صفر (۴۶ .۱) رابطه در δu و

R۰ Dα
t x = G(x, u, t),

R
t D

α۱ λ = ∂F
∂x + λ∂G

∂x ,

∂F
∂u + λ∂G

∂u = ۰,
x(۰) = x۰, λ(۱) = ۰.
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پیش نیازها ۲۰

کسری مرتبه چندجمله ای های ۷ .۱
می پردازیم. کسری مرتبه از چندجمله ای ها مهم ترین از برخی معرفی به بخش این در

کسری مرتبه لاگرانژ چندجمله ای های ۱ .۷ .۱
j⁃امین صورت این در هستند. [۰, ۱] بازه در مفروض درونیابی نقاط {tj}N−۱

j=۰ کنید فرض
[۱۸] می شود تعریف زیر صورت به N − ۱ مرتبه از Gj(t) چندجمله ای لاگرانژ

Gj(t) =
N−۱∏

i=۰,i ̸=j

t− ti
tj − ti

, j = ۰, ۱, · · · , N − ۱.

تعریف زیر صورت به کسری لاگرانژ چندجمله ای  j⁃امین ،t = τα متغیر تغییر از استفاده با
می شود

Gα
j (τ) =

N−۱∏
i=۰,i ̸=j

τα − ti
tj − ti

, j = ۰, ۱, · · · , N − ۱.

کسری لاگرانژ چندجمله ای  برای زیر ویژگی لاگرانژ، چندجمله ای های  مشابه .ti = ταi آن در که
است برقرار

Gα
j (τ) =


۱, τ = τj ,

۰, τ ̸= τj .

(۴۷ .۱)

در داده اند. ارائه چندجمله ای ها این محاسبه برای دیگر روشی [۱۹] همکارانش و نوری۱۴ زائر
می شوند تعریف زیر صورت به N + α− ۱ درجه از کسری لاگرانژ چندجمله ای های مقاله این

hαj (t) =
( t− t۱
tj − t۱

)α
N∏

k=۱,k ̸=j

t− tk
tj − tk

, ۲ < j < N.

نمایید. مطالعه را [۱۸ ،۱۹] چندجمله ای ها، این مورد در بیشتر مطالعه برای

کسری مرتبه لژاندر چندجمله ای های ۲ .۷ .۱
بازگشتی رابطه در که هستند [−۱, ۱] بازه در متعامد چندجمله ای های لژاندر، چندجمله ای های

[۲۰] می کنند صدق زیر
Li+۱(x) =

۲i+ ۱
i+ ۱ xLi(x)−

i

i+ ۱Li−۱(x), i = ۱,۲, · · · ,
14Zayernouri



۲۱ کسری مرتبه چندجمله ای های
چندجمله ای های x = ۲t − ۱ متغیر تغییر از استفاده با .L۱(x) = x و L۰(x) = ۱ آن در که

می شوند داده نمایش زیر صورت به [۰, ۱] بازه روی m مرتبه از Pm(t) یافته انتقال لژاندر
Pm+۱(t) =

۲m+ ۱
m+ ۱ (۲t− ۱)Pm(t)− m

m+ ۱Pm−۱(t), m = ۱,۲, · · · , (۴۸ .۱)
P۰(t) = ۱, P۱(t) = ۲t− ۱.

داریم Pm(t) چندجمله ای های برای
∫ ۱

۰ Pm(t)Pn(t)dt =

 ۱۲n+۱ m = n,

۰ m ̸= n.
(۴۹ .۱)

می شود بیان زیر صورت به Pn(t) یافته انتقال لژاندر چندجمله ای های تحلیلی فرم
Pn(t) =

n∑
k=۰

(−۱)n+k (n+ k)!

(n− k)!(k!)۲ t
k. (۵۰ .۱)

قابل زیر صورت به [۰, ۱] بازه روی رودریگز۱۵ فرمول از استفاده با چندجمله ای ها این همچنین
هستند نمایش

Ln(t) =
۱

۲۲nn!
dn

dtn
((۲t− ۱)۲ − ۱)n. (۵۱ .۱)

چندجمله ای های از تعمیمی ،(۵۱ .۱) در معمولی مشتق با کسری مشتق جایگزینی با [۲۱] در
آن ها از استفاده امکان چندجمله ای ها این پیچیدگی آمده است. دست به کسری مرتبه از لژاندر
t = xα متغیر تغییر از استفاده با [۲۲] در رو این از است. ساخته دشوار کاربردی مسائل در را
برای را [۰, ۱] بازه در یافته انتقال کسری مرتبه لژاندر چندجمله ای های (۴۸ .۱) بازگشتی فرم در
لژاندر چندجمله ای های FLα

m اگر داده اند. قرار مطالعه مورد کسری دیفرانسیل معادلات حل
آن گاه باشند، m درجه از کسری مرتبه

FLα
m+۱(x) =

۲m+ ۱
m+ ۱ (۲xα − ۱)FLα

m(x)− m

m+ ۱FLα
m−۱(x), m = ۱,۲, · · · , (۵۲ .۱)

FLα۰ (x) = ۱, FLα۱ (x) = ۲xα − ۱.
است زیر صورت به چندجمله ای ها این تحلیلی فرم

FLα
n(x) =

n∑
k=۰

(−۱)n+k (n+ k)!

(n− k)!(k!)۲x
kα. (۵۳ .۱)

هستند متعامد (۰, ۱] بازه در w(x) = xα−۱ وزن تابع به توجه با چندجمله ای ها این
∫ ۱

۰ FLα
m(x)FLα

n(x)w(x)dx =

 ۱
(۲n+۱)α m = n,

۰ m ̸= n.
(۵۴ .۱)
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پیش نیازها ۲۲
مرتبه لژاندر چندجمله ای های از استفاده با تقریب قابل [۰, ۱] بازه به متعلق f دلخواه تابع

است زیر صورت به کسری
f(t) =

∞∑
n=۰

cnFL
α
n(t), cn = α(۲n+ ۱)

∫ ۱
۰ f(t)FLα

n(t)w(t)dt.

کسری مرتبه چبیشف چندجمله ای های ۳ .۷ .۱
محاسبه زیر بازگشتی فرمول از و می شوند تعریف [−۱, ۱] بازه در چبیشف چندجمله ای های

[۲۳] می شوند
Ti+۱(x) = ۲xTi(x)− Ti−۱(x), i = ۱,۲, · · · ,

بیان زیر صورت به چندجمله ای ها این برای تعامد رابطه .T۱(x) = x و T۰(x) = ۱ آن در که
می شود

∫ ۱
−۱
Tm(x)Tn(x)√۱ − x۲ dx =


π m = n = ۰,
π۲ m = n ̸= ۰,
۰ m ̸= n.

(۵۵ .۱)

است زیر صورت به چبیشف چندجمله ای های تحلیلی فرم

Ti(x) = i
i∑

k=۰
(−۲)k(i+ k − ۱)!

(i− k)!(۲k)! (۱ − x)k. (۵۶ .۱)

x = ۱−۲( t
L)

α متغیر تغییر از استفاده با کسری مرتبه چبیشف چندجمله ای تعریف برای اکنون
[۲۴] داریم

T α
i (t) = Ti(۱ − ۲( t

L
)α), t ∈ [۰, L]. (۵۷ .۱)

می شوند تعریف زیر بازگشتی رابطه صورت به کسری مرتبه چبیشف چندجمله ای های

T α۰ (t) = ۱,
T α۱ (t) = ۱ − ۲( t

L)
α,

...
T α
i+۱(t) = (۲ − ۴( t

L)
α)T α

i (t)− T α
i−۱(t), i = ۱,۲, . . . .

(۵۸ .۱)

است زیر صورت به نیز کسری چبیشف چندجمله ای تحلیلی فرم

T α
n (t) =

n∑
k=۰

(−۱)kn۲۲k(n+ k − ۱)!
(n− k)!(۲k)!Lαk

tkα. (۵۹ .۱)



۲۳ کسری مرتبه چندجمله ای های
است زیر صورت به چندجمله ای ها این برای تعامد ∫خاصیت L

۰ T α
m(x)T α

n (x)
xα−۱√

Lxα − x۲αdx = δmnhn,

.bn = ۱, n ≥ ۱ و b۰ = ۲ با hn = bn۲απ کرونکر۱۶، دلتای δnm که

کسری مرتبه برنشتاین چندجمله ای های ۴ .۷ .۱
حل در فراوانی کاربردهای ضرایب، محاسبه در سادگی دلیل به برنشتاین۱۷ چندجمله ای های
صورت به [a, b] بازه در چندجمله ای ها این است. کرده پیدا مختلف زمینه های در عددی مسائل

[۲۵] می شوند تعریف زیر
Bi,m(

t− a

b− a
) =

(
m

i

)( t− a

b− a

)i( t− b

b− a

)m−i
, i = ۰, ۱,۲, · · · ,m.

داریم [۰, ۱] بازه روی علاوه به
Bi,m(t) =

(
m

i

)
ti(t− ۱)m−i, i = ۰, ۱,۲, · · · ,m.

چندجمله ای های برای .i, j = ۰, ۱, · · · ,m و باشند مثبتی و صحیح اعداد n و m کنید فرض  
است برقرار زیر خواص برنشتاین

می کنند صدق زیر بازگشتی رابطه در چندجمله ای ها این B−۱,m = ۰ و B۰,۰ = ۰ فرض با (۱
Bi,m+۱(t) = tBi−۱,m(t) + (۱ − t)Bi,m(t).

.∑m
k=۰Bi,m(t) = ۱ (۲

.Bi,m(t)Bj,n(t) =
(m

i
)(n

j
)

(m+n
i+j

)
Bi+j,m+n(t) (۳

.∫ ۱۰ Bi,m(t)dt = ۱
m+۱ (۴

زیر صورت به [۰, ۱] بازه در کسری مرتبه برنشتاین چندجمله ای های t = xα متغیر تغییر با
[۲۶] می شوند تعریف

FBα
i,m(x) =

(
m

i

)
xiα(xα − ۱)m−i, i = ۰, ۱,۲, · · · ,m.

برنشتاین چندجمله ای های از استفاده با تقریب قابل (۰, ۱] بازه به متعلق f(x) دلخواه تابع
است زیر صورت به کسری مرتبه

f(t) =

∞∑
n=۰

cnFB
α
i,m(x) = CTΦm(x),

16Kronecker delta
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پیش نیازها ۲۴
از C = [c۰, c۱, · · · , cm]T ضرایب و Φm(t) = [FBα۰,m(x), FBα۱,m(x), · · · , FBα

m,m(x)]T آن در که
می شوند محاسبه زیر رابطه

C = Q−۱⟨f,Φm(x)⟩,

که طوری به
⟨f,Φm(x)⟩ =

∫ ۱
۰ f(x)Φm(x)dx

= [⟨f(x), FBα۰,m(x)⟩, ⟨f(x), FBα۱,m(x)⟩, · · · , ⟨f(x), FBα
m,m(x)⟩]T ,

می شوند محاسبه زیر رابطه از Q = (Qi+۱,j+۱)mi,j=۰ ماتریس مولفه های و

Qi+۱,j+۱ = α

∫ ۱
۰ FBα

i,m(x)FBα
j,m(x)xα−۱dx.

کسری مرتبه برنشتاین چندجمله ای های از استفاده با عددی حل برای که است ذکر به لازم
روش های یا محلی هم روش های از استفاده با و می شود گرفته نظر در مجهول C ضرایب بردار

می شوند. محاسبه ضرایب این دیگر عددی

کسری مرتبه لاگر چندجمله ای های ۵ .۷ .۱
حل برای گزینه بهترین لاگر۱۸ چندجمله ای های باشد، نامتناهی انتگرال گیری بازه که هنگامی
به انتگرال هایی حل برای همچنین چندجمله ای ها این هستند. پایه توابع از استفاده با عددی

می گیرند قرار استفاده مورد ۱۹ گوسی کوادراتورهای از استفاده با زیر ∫فرم ∞

۰ f(t)e−tdt.

رودریگز فرمول از استفاده با که می شوند داده نمایش L۰, L۱, · · · با معمولا چندجمله ای ها این
می شوند محاسبه زیر صورت به

Ln(t) =
et

n!

dn

dtn
(e−ttn) =

۱
n!
(
d

dt
− ۱)ntn.

می کنند صدق زیر بازگشتی رابطه در و
(n+ ۱)Ln+۱(t) = (۲n+ ۱ − t)Ln(t)− nLn−۱(t), n = ۱,۲, · · · ,

است زیر صورت به چندجمله ای ها این تحلیلی فرم .L۰(t) = ۱ − t و L۰(t) = ۱ که
Ln(t) =

n∑
k=۰

(
n

k

)
(−۱)k
k!

tk. (۶۰ .۱)
18Laguerre polynomials
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۲۵ کسری مرتبه چندجمله ای های
است زیر صورت به چندجمله ای ها این برای w(x) = e−x وزن تابع به توجه با تعامد ∫خاصیت ∞

۰ Ln(x)Lm(x)e−xdx = δnm.

شده است تعریف زیر صورت به α مرتبه از کسری مرتبه لاگر چندجمله ای های [۲۷] در

Lα(t) =
t−net

n!
C۰ Dα(e−ttα+n), n > −۱.

داریم و هستند پیوسته α از تابعی عنوان به چندجمله ای ها این
lim

α→n+
Lα(t) = lim

α→n−
Lα(t) = Ln(t), n = ۱,۲,۳, · · · .

به چندجمله ای ها این تحلیلی فرم .n > −۱ و α ∈ (m− ۱,m) کنید فرض [۲۷] .۱ .۷ .۱ قضیه
است زیر صورت

Lα(t) =

m∑
k=۰

(
m

k

)
(−x)m−kΓ(۱ + α+ n)

Γ(۱ + α)Γ(۱ +m+ n− k)۱F۱(m− α; ۱ +m+ n− k;x).

در و متعامد L۲(۰,∞) بازه در e−
x۲ x

n۲ وزن تابع به توجه با کسری لاگر چندجمله ای های
هستند زیر دیفرانسیل معادله جواب حقیقت

x
d۲u(x)
dx۲ + (۱ + n− x)

du(x)

dx
+ αu(x) = ۰.

مونتس⁃لژاندر چندجمله ای های ۶ .۷ .۱
بخش این در که مفاهیمی همه می گیریم. نظر در را مونتس۲۰ چندجمله ای های بخش این در

کنید فرض کنید. مطالعه [۲۸] در بیشتر جزئیات با توانید می را شوند می بیان
چندجمله ای های که می کند بیان مونتس⁃سزاز۲۱ کلاسیک قضیه .۰ ≤ λ۰ < λ۱ < · · ·∞

اگر هستند چگال L۲[۰, ۱] در ∑n
k=۰ akxλk فرم به مونتس

n∑
k=۰

akx
λk = ∞. (۶۱ .۱)

برای مشابهی نتایج آن گاه ،λ۰ = ۰ دیگر عبارت به یا باشد سیستم به متعلق ۱ ثابت تابع اگر
است. برقرار یکنواخت نرم با C[۰, ۱]

برای R(λk) > − ۱۲ رابطه در Λn = {λ۰, λ۱, · · · , λn} مجموعه در مختلط اعداد کنید فرض
زیر صورت به [۰, ۱] بازه در مونتس⁃لژاندر۲۲ چندجمله ای های آن گاه کند. صدق k ∈ N هر

[۲۹] می شوند تعریف
20Müntz
21MüntzSzász
22MüntzLegendre



پیش نیازها ۲۶

Mn(x) =Mn(x; Λn) =
n∑

k=۰
Cn,kx

λk , Cn,k =

n−۱∏
v=۰

(λk + λ̄v + ۱)
n−۱∏

v=۰,v ̸=k

(λk − λ̄v)

,

یعنی هستند، متعامد [۰, ۱] بازه در داخلی ضرب به توجه با که
(Mn,Mm) =

∫ ۱
۰ Mn(x)Mm(x)dx =

δnm
λn + λ̄n + ۱ , (۶۲ .۱)

چندجمله ای های آن گاه ،λk = αk گرفتن نظر در با می دهد. نشان را داخلی ضرب (., .) که
[۳۰] می شوند داده نمایش زیر صورت به [۰, ۱] بازه روی مونتس⁃لژاندر

Ln,α(t) =

n∑
k=۰

Cn,kt
kα, Cn,k =

(−۱)n+k

αnk!(n− k)!

n−۱∏
v=۰

((k + v)α+ ۱). (۶۳ .۱)

داریم (۶۲ .۱) تعامد ویژگی به توجه با
(Ln,α, Lm,α) =

∫ ۱
۰ Ln,α(t)Lm,α(t)dt =

δnm۲nα+ ۱ .
تقریب قابل زیر صورت به مونتس⁃لژاندر چندجمله ای های توسط f ∈ L۲[۰, ۱] دلخواه تابع هر

است
f(t) ≃

N∑
n=۰

cnLn,α(t), cn = (۲nα+ ۱)
∫ ۱

۰ f(t)Ln,α(t)dt.

از کسری مشتق می کنیم. بیان را مونتس⁃لژاندر چندجمله ای های ویژگی مهم ترین اکنون
می شود حاصل زیر صورت به مونتس⁃لژاندر چندجمله ای های

CDα
t Ln,α(t) =

n∑
k=[α]

Dn,kt
(k−۱)α, Dn,k =

Γ(kα+ ۱)
Γ(kα+ ۱ − α)

Cn,k.

لژاندر چندجمله ای های همان مونتس⁃لژاندر چندجمله ای های α = ۱ ازای به که داریم توجه
می پردازیم. مونتس⁃لژاندر و ژاکوبی چندجمله ای های بین مهم ارتباط به ادامه در هستند.

ژاکوبی چندجمله ای های ۷ .۷ .۱
زیر بازگشتی رابطه از استفاده با و می شوند تعریف [−۱, ۱] بازه در ژاکوبی۲۳ چندجمله ای های

می شوند محاسبه
J
(a,b)
i (t) =

(a+ b+ ۲i− ۱)۲ − b۲ + t(a+ b+ ۲i)(a+ b+ ۲i− ۲)
۲i(a+ b+ i)(a+ b+ ۲i− ۲) J

(a,b)

i−۱ (t), (۶۴ .۱)
− (a+ i− ۱)(b+ i− ۱)(a+ b+ ۲i)

i(a+ b+ i)(a+ b+ ۲i− ۲) J
(a,b)

i−۲ (t), i = ۲,۳, · · · ,
23Jacobi polynomials



۲۷ کسری مرتبه چندجمله ای های
آن در که

J
(a,b)۰ (t) = ۱ و J

(a,b)

۱ (t) =
a+ b+ ۲

۲ t+
a− b

۲ .

حاصل [۰, T ] بازه در ژاکوبی یافته انتقال چندجمله ای های t = ۲ x
T −۱ متغیر تغییر از استفاده با

نمایش J (a,b)
T,i (x) با J (a,b)

T,i (۲ x
T − ۱) ژاکوبی یافته انتقال چندجمله ای های کنید فرض می شوند.

آن گاه شوند، داده
J
(a,b)
T,i (x) =

(a+ b+ ۲i− ۱)۲ − b۲ + (۲x− ۱)(a+ b+ ۲i)(a+ b+ ۲i− ۲)
۲i(a+ b+ i)(a+ b+ ۲i− ۲) J

(a,b)

T,i−۱(x),

−(a+ i− ۱)(b+ i− ۱)(a+ b+ ۲i)
i(a+ b+ i)(a+ b+ ۲i− ۲) J

(a,b)

T,i−۲(x), i = ۲,۳, · · · ,
آن در که

J
(a,b)
T,۰ (x) = ۱, J

(a,b)

T,۱ (x) =
a+ b+ ۲

۲ (۲ x
T

− ۱) + a− b

۲ .

می شود محاسبه زیر رابطه توسط i درجه از J (a,b)
T,i (x) یافته انتقال چندجمله ای های تحلیلی فرم

J
(a,b)
T,i (x) =

i∑
k=۰

(−۱)i−k Γ(i+ b+ ۱)Γ(i+ k + a+ b+ ۱)
Γ(k + b+ ۱ + ۱)Γ(i+ a+ b+ ۱)(i− k)!k!

(
x

T
)k. (۶۵ .۱)

یافته انتقال چندجمله ای های J
(۰,−۱+۱/α)
T,n (t) و حقیقی عددی α > ۰ کنید فرض .۲ .۷ .۱ قضیه

رابطه مونتس⁃لژاندر چندجمله ای های برای باشند. a = ۰, b = −۱+ ۱
α پارامترهای با ژاکوبی

است برقرار زیر

Ln,α(t) = J
(۰,−۱+۱/α)
T,n (۲( t

T
)α − ۱). (۶۶ .۱)

رابطه صورت به (۶۴ .۱) از استفاده با می توان را مونتس⁃لژاندر چندجمله ای های بنابراین
داد نشان زیر بازگشتی

L۰,α(t) = ۱,
L۱,α(t) = ( ۱

α + ۱)( t
T )

α − ۱
α ,...

Lk+۱,α(t) = (ak(۲( t
T )

α − ۱)− bk)Lk,α(t)− ckLk−۱,α(t), k = ۱,۲, . . . ,

(۶۷ .۱)

آن در که
ak =

(۲k + ۱
α)(۲k + ۱

α + ۱)
۲(k + ۱)(k + ۱

α)
,

bk =
(۲k + ۱

α)(
۱
α − ۱)۲

۲(k + ۱)(k + ۱
α)(۲k + ۱

α − ۱) ,

ck =
k(۲k + ۱

α)(k +
۱
α − ۱)

(k + ۱)(k + ۱
α)(۲k + ۱

α − ۱) .



پیش نیازها ۲۸
است زیر صورت به نیز مونتس⁃لژاندر چندجمله ای های تحلیلی فرم

Ln,α(t) =
n∑

k=۰
(−۱)n−k Γ(n+ ۱

α)Γ(n+ k + ۱
α)

Γ(k + ۱
α)Γ(n+ ۱

α)(n− k)!k!
(
t

T
)kα. (۶۸ .۱)



۲ فصل
و عصبی شبکه های بر مروری

دینامیکی سیستم های

مقدمه ۱ .۲
پردازش زمینه در خصوص به  کاربردی تحقیقات از مستمر حرکتی شاهد اخیر سال های در
نیستند حل قابل راحتی به یا و نیست موجود حلی راه آن های برای که مسائلی برای اطلاعات
که هوشمند دینامیکی سیستم های توسعه در فراوانی علاقه امر، این به عنایت با بوده ایم.
این جزو مصنوعی عصبی شبکه های است. شده ایجاد هستند تجربی داده های بر مبتنی
قانون یا دانش تجربی داده های روی پردازش با که دارند، قرار دینامیکی سیستم های از دسته
سیستم ها این به خاطر همین به می کنند. منتقل شبکه ساختار به را داده ها ورای در نهفته
می گیرند. فرا را کلی قوانین عددی، داده های روی محاسبات اساس بر که چرا گویند. هوشمند
مورد موضوع یک همیشه مصنوعی سیستم یک در مغز انگیز شگفت ویژگی های پیاده سازی
متعددی افزاری نرم و ریاضی مدل های زمینه، این در همچنین است. بوده محققان بین چالش
علمی، مسائل از وسیعی گستره حل برای که شده اند پیشنهاد انسان مغز از گرفتن الهام با

دارند. کاربرد مختلف حوزه های در کاربردی و مهندسی
۲۹



دینامیکی سیستم های و عصبی شبکه های بر مروری ۳۰

بیولوژیکی عصبی شبکه های ۲ .۲
در مغز کار نحوه شک بدون و است نرون۱ به نام خاص سلولی عصبی، دستگاه اصلی واحد
مشخصه های ظاهری، شکل و اندازه نظر از زیاد تفاوت های وجود با نرون ها است. نهفته آن
تعدادی نرون سلولی تنه از است شده داده نشان (۱ .۲) شکل در که همان طور دارند. مشترکی
از را سیگنال ها سلولی، تنه و دندریت ها دارند. نام دندریت۲ که می شوند خارج کوتاه شاخک
دیگر نرون های به آکسون۳ نام به باریک لوله یک طریق از و می کنند دریافت مجاور نرون های
که می گردد تقسیم باریک جانبی رشته تعدادی به خود انتهای در آکسون می کنند. منتقل
آکسون بین ارتباط است. مرتبط نرون ها سایر دندریت های با و دارد نام آکسونی پایانه های
در شده، جمع بندی سیگنال های همه می نامند. سیناپس۴ را دیگر نرون دندریت و نرون یک
مرحله برسد، نرون آستانه به شده ترکیب سیگنال های وسعت اگر و می شوند ترکیب نرون تنه
صورت به سیگنال این می شود. تولید خروجی سیگنال یک و می شود فعال شدن۵ تحریک
پایانه های به آکسون موازات به خاص میزان یک در پالس ها از بخشی یا منفرد پالس یک
عصب⁃رسانه می شود. عصب⁃رسانه نام به موادی ترشح موجب و می یابد انتقال سیناپسی
یک ترتیب این به و می کند تحریک را بعدی نرون و می شود پخش سیناپسی شکاف داخل در
مختلف نرون های از آکسون زیادی بسیار تعداد می یابد. انتقال دیگری به نرون یک از سیگنال
عملکردشان به توجه با نرون ها می کنند. برقرار ارتباط این صورت به نرون یک دندریت های با

می شوند: تقسیم دسته سه به
می کنند. منتقل مرکزی عصبی دستگاه به گیرنده ها از را پیام ها نرون ها این حسی: نرون های (۱
و دارد قرار ... و پوست عضلات، حسی، اندام های در که است خاصی سلول گیرنده
تبدیل عصبی سیگنال های به را تغییرات این می یابد، در را شیمیایی یا فیزیکی تغییرات

می کند.
کننده عمل اندام های به نخاعی طناب یا مغز از را پیام ها نرون ها این حرکتی: نرون های (۲

می رسانند.
دیگر رابط نرون یک به و می گیرند حسی نرون های از را پیام ها نرون ها این رابط: نرون های (۳
در فقط رابط نرون های می رسانند. حرکتی نرون یک به را پیام ها یا و می دهند انتقال

می شوند. یافت نخاعی طناب و چشم مغز،
عصبی شبکه های در سوال این پاسخ چیست؟ یادگیری تعریف، این با که است این سوال

بود. خواهد مهم مصنوعی
1Neuron
2Dendrite
3Axon
4Synapse
5Firing



۳۱ مصنوعی عصبی شبکه های
تنظیم و سلول بدنه و دندریت ها شیمیایی فعالیت نوع در تغییر یادگیری عمل .۱ .۲ .۲ تعریف

است. فعالیت ها آن مجدد
بدنه در شیمایی فعالیت های جز چیزی مغز در آن ها ذخیره سازی و اطلاعات حفظ نتیجه در
سلول بدنه و دندریت ها از سیگنال عبور هنگام که این دیگر نتیجه نیست. آن پیوندهای و سلول
این شیمیایی فرآیندهای واسطه به اگر می شود. تغییراتی دستخوش سیناپس ها به رسیدن تا و
مقدمه همین است. داده رخ جدید یادگیری یک گیرد صورت جدیدی خاص قوانین با تغییرات
بیان را مصنوعی عصبی شبکه های بتوان تا است کافی زیستی عصبی شبکه های از معرفی و

کرد.

نرون. یک ساختار :۱ .۲ شکل

مصنوعی عصبی شبکه های ۳ .۲
و ساختار از گرفته الهام افزاری نرم یا افزاری سخت مدل های مصنوعی عصبی شبکه های
(به پردازشی عناصر شامل که هستند انسان عصبی سیستم های و بیولوژیکی نرون های رفتار
که است، ارتباطات به یافته اختصاص (وزن ها) ضرایب با آن ها میان ارتباطات و نرون ها) نام
یک را مصنوعی عصبی شبکه های رساله، این در می دهند. تشکیل را عصبی شبکه ساختار
طور به مصنوعی عصبی شبکه های عبارت از استفاده به جای و کرد خواهیم فرض ریاضی مدل

برد. خواهیم به کار را عصبی شبکه های عبارت خلاصه
در نرون یک است. شده داده نمایش (۲ .۲) شکل در نرون، یک شده شبیه سازی مدل
همان ورودی ها این دارد. (j = ۱, . . . , n + ۱) xj ورودی n + ۱ از مجموعه یک کلی حالت
j =) wj می شوند. فرستاده دیگر نرون یک از یا محیط از که هستند عصبی سیگنال های
ها wj می کنند. ایفا را سیناپسی ساختار نقش هستند واقع آکسون ها روی که (۱, . . . , n + ۱
قاعده ای چه بر تغییر این این که حال افتد. اتفاق یادگیری فرآیند تا کنند تغییر باید که هستند
نشان b با را −θ یعنی ورودی آخرین وزن دارد. تعلیم یا آموزش الگوریتم به بستگی باشد استوار



دینامیکی سیستم های و عصبی شبکه های بر مروری ۳۲

نرون. یک ریاضی مدل :۲ .۲ شکل
w۱ در به ترتیب xn+۱ و ... و x۲ و x۱ عصبی سیگنال های می نامند. بایاس۶ آن را و می دهند
نشان net با را آن شکل در که حاصل ضرب ها این مجموع و شده ضرب wn+۱ و ... و w۲ و
و می کند عمل net روی تابع یک همانند نرون مرحله این در می شوند. نرون وارد می دهیم،
می فرستد. دیگر نرون های به راست طرف آکسون های طریق از را تابع) (برد خود کار حاصل

می نامند. فعال ساز۷ تابع را تابع این
آورد. وجود به چندلایه یا تک لایه شبکه که باشد به گونه ای می تواند نرون ها اتصالات نحوه ی
که خروجی لایه و می شود اعمال آن به ورودی الگوهای که ورودی لایه از لایه چند شبکه های
آن وظیفه ی و است لایه چند از متشکل خود که پنهان لایه و می کند تعیین را شبکه خروجی

می شود. تشکیل است، خروجی لایه ی و ورودی لایه ی دادن ارتباط
از: عبارتند گیرند قرار مدنظر باید آن طراحی در که عصبی شبکه یک اصلی مشخصه های
تشکیل لایه های تعداد و آن ها تعداد نرون ها، بین اتصالات نحوه عصبی: شبکه معماری

گویند. عصبی شبکه  معماری را ارتباطی نرون های بخش دهنده 
و کرده اثر نرون ورودی های بر تا بگیرد قرار نرون روی تابعی چه این که فعال ساز: تابع های

گویند. نرون آن فعال ساز تابع کند تولید را نرون خروجی
خروجی تا می کنند تغییر آن اساس بر آکسون ها روی وزن های که روشی آموزش: الگوریتم

می شود. نامیده آموزش الگوریتم درآید، مطلوب حالت به عصبی شبکه
را زیر عمومی خصوصیات مصنوعی عصبی شبکه های برای می توان قبل مطالب به توجه با

داد: نسبت
6Bias
7Activation Function



۳۳ مصنوعی عصبی شبکه های
می گیرد. انجام عصبی) (سلول نرون نام به ساده بسیار عناصر در اطلاعات پردازش .۱

می شوند. مبادله آن ها بین اتصالات طریق از عصبی سلول های بین عصبی سیگنال های .۲
معمولی عصبی شبکه های در که می شود داده نسبت وزن یک (آکسون) اتصال خط هر به .۳

می گردند. ضرب شده منتقل سیگنال های در ها وزن این
است. غیرخطی موارد اکثر در تابع این که است فعال ساز تابع یک دارای نرون هر .۴

ساز فعال توابع
می شود معرفی فعال ساز توابع از نمونه چند بخش این  در

است زیر به صورت و است θ آستانه ای حد با تابع این پله  ای: تابع

f(x) =


۱ x ≥ θ,

۰ x < θ.

پله ای تابع :۳ .۲ شکل

می شود تعریف زیر به صورت θ آستانه ای حد با تابع این دوقطبی: پله ای تابع

f(x) =


۱ x ≥ θ,

−۱ x < θ.

می توان و است پذیر مشتق و کراندار یکنوا، تابعی ،۸ سیگموئید تابع سیگموئید: تابع
است زیر شکل به که کرد بیان تابع خود کمک به را تابع مشتق
f(x) =

۱
۱ + e−x

, f ′(x) = f(x)(۱ − f(x)).

8Sigmoid
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دوقطبی پله ای تابع :۴ .۲ شکل

سیگموئید تابع :۵ .۲ شکل

زیر صورت به و دارد را سیگموئید تابع خواص همان تابع این قطبی: سیگموئید تابع
می شود تعریف

g(x) = ۲f(۲x)−۱ = ۲
( ۱

۱ + e−۲x
)
−۱ =

۱ − e−۲x
۱ + e−۲x , g′(x) =

۱
۲(۱+g(x))(۱−g(x)).

قطبی سیگموئید تابع :۶ .۲ شکل



۳۵ مصنوعی عصبی شبکه تکامل سیر

مصنوعی عصبی شبکه تکامل سیر ۴ .۲
والتر نام به آمار متخصص یک همراه به کلاچ۹ مک وارن نام به نرولوژیست یک ۱۹۴۳ سال در
که بود محاسبه گر عنصر یک ساده نرون این دادند. ارائه را نرون ریاضی مدل اولین پیتز۱۰
عملگر یک از را آن ها و می کرد ضرب وزن نام به ثابتی مقادیر در را ورودی نام به عناصری
ثابتی مقادیر وزن ها مدل این در می داد. تشکیل را نرون خروجی حاصل و می داد عبور خطی
کرد طراحی عصبی شبکه های برای را یادگیری قانون هب۱۱ دونالد ۱۹۴۹ سال در بودند.
وصل هم به تصادفی به طور را نرون ها از مدلی [۱] کلارک۱۲ و فارلی ۱۹۵۴ سال در .[۳۱]
الگوی دو می توان که دادند نشان همچنین آن ها کردند. پیاده سازی را هب قانون و کردند
نرون از مدل اولین کامپیوتر علم پیشرفت با داد. تشخیص هم از تعلیم قانون این با را ورودی
از استفاده با ۱۹۵۸ سال در IBⅯ شرکت محقق روچستر۱۳ ناتانیال توسط مصنوعی عصبی
و کرد اصلاح را پیتز مک کلاچ ساده نرون ۱۹۵۸ سال در روزنبلات شد. شبیه سازی کامپیوتر
تعلیم قانون نامید. پرسپترون۱۴ را نرون این و کرد اضافه را سازگاری و یادگیری قابلیت آن به

است. عصبی شبکه های برای رسمی قانون اولین پرسپترون
و ۱۵ ویدرو برنارد توسط ۱۹۶۰ سال در که است نرون تطبیقی خطی مدل دیگر روش
گرفته کار به عصبی شبکه های اولین که آمد وجود به استنفورد دانشگاه در ۱۶ هاف مارسیان
آدلاین۱۷ که کردند ابداع را نرون ها از سطحی سه مدل یک آن ها بود. واقعی مسائل در شده
برای همچنین .[۳۲] بود ”۱۸ تطبیقی خطی عنصر ” حروف شده مختصر و شد نام گذاری
α − LMS به تعلیم قانون این نمودند. بیان مشتق گیری مبنای بر تعلیم قانون یک آدلاین
از هاف و ویدرو شد. ساخته ۱۹ مادلاین یکدیگر به آدلاین چند کردن متصل از است. معروف
و میسکی ۱۹۶۹ سال در کردند. استفاده تلفن خطوط از اکو حذف برای مادلاین عصبی شبکه
تشریح را پرسپترون چندلایه و تک لایه سیستم های محدودیت های که نوشتند کتابی ۲۰ پاپرت
شبیه سازی زمینه در تحقیقات برای سرمایه گذاری قطع و داوری پیش کتاب این نتیجه کردند.
جالبی مسأله هیچ حل به قادر پرسپترون شبکه که این طرح با آن ها بود. عصبی شبکه های

9Warren McCulloch
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سال در ۲۱ ورباس پال کردند. متوقف سال چند مدت برای را زمینه این در تحقیقات نیست،
البته چندلایه پرسپترون شبکه یک که کرد ایجاد را خطا ۲۲ انتشار پس آموزش شیوه ۱۹۷۴
برای آمد به دست ۱۹۸۰ تا ۱۹۷۰ سال در که پیشرفت هایی بود. آموزشی نیرومندتر قوانین با
تولد می توان را ۱۹۸۶ تا ۱۹۸۲ سال های بود. مهم بسیار عصبی شبکه های به توجه جلب
ارائه اول داد. رخ زمینه این در مهم اتفاق دو سال ها این در دانست. عصبی شبکه دوباره
منتشر ۱۹۸۲ سال در که بود هاپفیلد۲۳ جان توسط انرژی تابع مفهوم و بازگشتی عصبی شبکه
.[۳۴] بود هاپفیلد شبکه توسط (TSP) دوره گرد فروشنده مسأله حل اتفاق، دومین .[۳۳] شد
کرد استفاده بهینه سازی مسائل حل برای می توان بازگشتی شبکه این از که داد نشان هاپفیلد

گشود. مصنوعی عصبی شبکه های در را جدیدی افق و

عصبی شبکه های برای یادگیری انواع ۵ .۲
به فعال ساز توابع و بایاس ها وزن ها، یافتن از است عبارت یادگیری چندلایه، شبکه یک در
به یادگیری قواعد شود. حاصل مطلوب خروجی ورودی، هر از کاری دامنه یک در طوری که
ناظر. بدون یادگیری و تشدیدی یادگیری ناظر، با یادگیری می شوند: تقسیم عمده بخش سه

می شود. ارائه قواعد این عملکرد نحوه درمورد مختصری توضیح اینجا در

۲۴ ناظر با یادگیری
ورودی ها وزن ها، یافتن برای و است معلوم مطلوب خروجی ورودی، هر ازای به یادگیری این در
مطلوب خروجی با خروجی این سپس می آید، به دست شبکه خروجی و می شوند اعمال شبکه به
بایاس ها و وزن ها باید و نشده کامل یادگیری هنوز اختلاف وجود صورت در می  شود. مقایسه

می گویند. ناظر با یادگیری را شبکه بهینه پارامترهای به رسیدن تا عمل این یابند. تغییر

تشدیدی یادگیری
مواضع نتواند معلم بدون است ممکن عصبی شبکه که است این ناظر با یادگیری اشکال یک
یادگیری بگیرد. یاد است نشده پوشانده تجربی جدید داده های مجموعه توسط که را جدیدی
صورت ۲۵ آنلاین طور به یادگیری نوع این می کند. برطرف را محدودیت این تشدیدی نوع از
در داد. انجام می توان ۲۶ آفلاین و آنلاین صورت دو به را ناظر با یادگیری که حالی در می گیرد
استفاده یادگیری داده های داشتن اختیار در با محاسب سیستم یک از می توان آفلاین حالت
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۳۷ مصنوعی عصبی شبکه های انواع
به عصبی شبکه یادگیری، و طراحی مرحله از پس رساند. پایان به را عصبی شبکه طراحی و کرد
خود با همراه عصبی شبکه آنلاین یادگیری در اما می کند. عمل استاتیکی سیستم یک عنوان
می کند. عمل دینامیکی سیستم یک مثل رو این از و است کار انجام حال در یادگیر سیستم
کار این است. ورودی⁃خروجی نگاشت یک از آنلاین یادگیری یک تشدیدی نوع از یادگیری
به موسوم اجرایی شاخص یک که می پذیرد انجام به  صورتی خطا و سعی پروسه یک طریق از
به را پارامترهایش عصبی شبکه اگر که است معنی بدین این شود. بیشینه تشدید سیگنال
تولید جهت یادگیر سیستم تمایل آن گاه شد مساعد حالت یک به منجر که داد تغییر گونه ای
تولید جهت عصبی شبکه تمایل این صورت غیر در می شود. تشدید یا تقویت خاص عمل آن
الگوریتم این و نیست ناظر با یادگیری مثل تقویتی یادگیری می شود. تضعیف خاص عمل آن

دارد. کاربرد کنترلی سیستم های برای بیشتر

۲۷ ناظر بدون یادگیری
پاسخ توسط تنها عصبی شبکه پارامترهای سامانده خود یادگیری یا ناظر بدون یادگیری در
را شبکه به محیط از دریافتی اطلاعات تنها عبارتی به می شوند. تنظیم و اصلاح سیستم
به مطلوب جواب بردار ناظر با یادگیری با مقایسه در و می دهند تشکیل ورودی بردارهای
بیاموزد است قرار که تابعی از نمونه ای هیچ عصبی شبکه به عبارتی به نمی شود. اعمال شبکه
می بینیم عمل در هزینه). تابع (مانند دارد وجود آموزش برای شاخص یک بلکه نمی شود داده
باشند شده تشکیل نرونی لایه های زیادی تعداد از که شبکه هایی مورد در ناظر با یادگیری که
پیشنهاد ناظر بدون و ناظر با یادگیری تلفیق موارد این گونه در و می کند عمل کند بسیار

می گردد.

مصنوعی عصبی شبکه های انواع ۶ .۲
معرفی مصنوعی عصبی شبکه های کلی عنوان تحت محاسباتی مدل های از مختلفی انواع
مشخصی وجه از کدام هر در و هستند استفاده قابل کاربردها از دسته ای برای یک هر که شده اند
ساختار یک مدل ها، این همه در است. شده گرفته الهام انسان مغز خصوصیات و قابلیت ها از
یک و است دادن نمایش قابل هم گرافیکی صورت به البته که است شده گرفته نظر در ریاضی
آن قدر یادگیری الگوریتم یک توسط کلی، ساختار این دارد. تنظیم پیچ های و پارامترها سری
از کوتاه مرور یک ادامه در دهد. نشان خود از مناسبی رفتار بتواند که می شود، بهینه و تنظیم
بسیار اولیه آشنایی یک ایجاد در آن مطالعه که داشت  خواهیم عصبی شبکه های مختلف انواع

بود. خواهد موثر
27Unsupervised Machine Learning



دینامیکی سیستم های و عصبی شبکه های بر مروری ۳۸

پس خور شبکه های
نرون همان به نرون یک از بازگشتی سیگنال یک حداقل بازگشتی یا ۲۸ پس خور شبکه های در
باشد فیدبک دارای نرونی اگر و دارد وجود قبل لایه های نرون های یا لایه همان نرون های یا
مقدار به بلکه لحظه آن در ورودی به تنها نه حال لحظه در نرون خروجی که است مفهوم بدین
طور به عصبی شبکه های از گونه این است. وابسته نیز گذشته لحظه ی در نرون خود خروجی
حفظ به قادر نرون هر آن ها در و هستند مفید دنباله دار یا سری داده های پردازش برای خاص

است. قبلی ورودی با مرتبط اطلاعات حفظ منظور به حافظه همان یا داخلی حالت

پیش خور شبکه های
پردازش جلو به رو همواره آن ها در پاسخ مسیر که هستند شبکه هایی ۲۹ پیش خور شبکه های
اجازه تنها سیگنال ها به شبکه  نوع این در نمی گردد. باز خود قبل لایه های نرون های به و شده
وجود فیدبک یا بازخورد بنابراین می شود. داده خروجی) تا ورودی (از یک طرفه مسیر از عبور
تغییری خودش لایه ی در و می گذارد اثر بعد لایه بر تنها لایه هر خروجی که معنی این به ندارد

پرسپترون. شبکه مانند نمی کند ایجاد

ⅯⅬP یا چند لایه پرسپترون
مدل سازی در استفاده برای پيشنهادی چيدمان  كارآمدترين حال عين در و ساده ترين از يکی
(نرون های ورودی لايه يک از كه است ۳۰ (ⅯⅬP)چندلايه پرسپترون مدل واقعی، عصب های
حرکتی) (نرون های خروجی لايه يک و ارتباطی) (نرون های پنهان لايه چند يا يک حسی)،
متصل بعد لايه نرون های تمام به لايه يک نرون های تمام ساختار، اين در است. شده تشکيل
۷ .۲ شکل می دهد. تشکيل را كامل اتصالات با شبکه يک اصطلاحاً چيدمان اين هستند.
واحد های چندلایه پرسپترون های در می دهد. نشان را لايه سه پرسپترون شبکه يک ساختار
مهم ترین می شوند. متصل هم به غیرخطی نگاشت یک توسط خروجی واحد های به ورودی
کولوموگروف۳۱ وجودی قضیه از است. تابع تقریب در آن ها توانایی چندلایه پرسپترون کاربرد
متغیر n با پیوسته تابع هر از می تواند گره n(۲n + ۱) با لایه سه پرسپترون یک که می دانیم
به و دارد بستگی شده پنهان لایه های در نرون ها تعداد به تقریب دقت .[۳۵] شود محاسبه
یادگیری قابل پیش خور چندلایه عصبی شبکه های ندارد. بستگی شده پنهان لایه های تعداد

است. بدحالت شبکه ها این آموزشی مسأله موارد برخی در و هستند
28FeedBack Neural Network
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۳۹ عصبی شبکه های از استفاده با بهینه کنترل مسائل حل تاریخچه

خروجی لایه و پنهان لایه ورودی، لایه با نرون یک ساختار :۷ .۲ شکل

شبکه های از استفاده با بهینه کنترل مسائل حل تاریخچه ۷ .۲
عصبی

مسائل حل در را مهمی نقش یک مصنوعی هوش و مصنوعی عصبی شبکه اخیر دهه های در
از بسیاری در شده ذکر روش های کاربرد کردند. ایفا مهندسی رخدادهای و علم در برخاسته
ریاضی الگوریتم های توسط آمده دست به نتیجه های دیگر با نتایج و بوده آمیز موفقیت رقابت ها
عصبی شبکه مدل یک [۳۷ ،۳۶] کار چند در ۳۲ چنگ مثال، عنوان به است. شده مقایسه
[۳۸] در ۳۴ لویس و ۳۳ ورابی کرد. پیشنهاد بهینه کنترل های مسأله از متفاوتی انواع برای
سیستم های در پیوسته زمان مستقیم تطبیقی بهینه کنترل برای عصبی شبکه رویکرد یک
مسائل حل برای عصبی شبکه های از [۳۹] در ۳۵ لاگاریس کردند. ارائه مجهول غیرخطی
حل برای روش یک [۴۰] در ۳۶ ورابیت کرد. استفاده PⅮE و OⅮE اولیه مقدار و مرزی مقدار
یک پایه بر مجهول غیرخطی سیستم های برای پیوسته زمان مستقیم تطبیقی بهینه کنترل
پرسپترون عصبی شبکه مدل یک [۴۱] در پاکدامن و عفتی کرد. پیشنهاد یادگیری تقویت طرح
تابع با عصبی شبکه یک [۴۲] در خوآن۳۷ و هایدونگ است. داده ارائه بهینه کنترل مسأله برای
همکارانش و راجا۳۸ کردند. ارائه غیرخطی دیفرانسیل معادلات حل برای را کسینوس فعال ساز
را نمائی تابع با عصبی شبکه یک ریکاتی۳۹ دوم درجه دیفرانسیل معادلات حل برای [۴۳] در
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دینامیکی سیستم های و عصبی شبکه های بر مروری ۴۰
[۴۴] در همکارانش و صبوری کسری، بهینه کنترل مسائل حل برای همچنین بردند. کار به

کردند. ارائه را سیگموئید تابع با عصبی شبکه یک [۴۵] در همکارانش و قاسمی و

دینامیکی سیستم های ۸ .۲
بگیرید نظر در را زیر دینامیکی سیستم .۱ .۸ .۲ تعریف

ẋ = f(x(t)), x(t۰) = x۰ ∈ Rn, (۱ .۲)

همسایگی اگر .f(x∗) = ۰ اگر می شود نامیده (۱ .۲) ۴۰ تعادل نقطه یک x∗ .f : Rn → Rn که
یک x∗ آن گاه ،f (x) ̸= ۰ ،∀x ∈ Ω∗\{x∗} و f(x∗) = ۰ که باشد داشته وجود x∗ از Ω∗ ⊆ Rn

می شود. نامیده ۴۱ تنها تعادل نقطه

x∗ است. (۱ .۲) جواب یک x(t) کنید فرض .( لیاپانوف۴۲ مفهوم به (پایداری ۲ .۸ .۲ تعریف
وجود δ > ۰ یک ،ε > ۰ هر و x۰ هر برای اگر است لیاپانوف مفهوم به تنها، پایدار تعادل نقطه

آن گاه ∥x(t۰)− x∗∥ < δ اگر طوری که به باشد داشته

∥x(t)− x∗∥ < ε, ∀t ≥ t۰.

لیاپانف. پایداری :۸ .۲ شکل

40Equilibrium Point
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۴۱ دینامیکی سیستم های
(۱ .۲) جواب های مجموعه به ۴۳ سراسری همگرای (۱ .۲) دینامیکی سیستم .۳ .۸ .۲ تعریف
زیر رابطه در x(t) مسیر دلخواه، آغازین نقطه هر برای اگر است می شود، داده نمایش Ω∗ با که

کند صدق
lim
t→∞

dist(x(t),Ω∗) = ۰,
که

dist(x,Ω∗) = inf
y∈Ω∗

∥x− y∥,

می دهد. نشان را l۲ نرم ∥.∥ و
مجانبی پایدار است، یکتا x∗ تعادل نقطه دارای که (۱ .۲) دینامیکی سیستم .۴ .۸ .۲ تعریف

کند صدق زیر شرط در و باشد پایدار لیاپانوف مفهوم به x∗ اگر می شود نامیده ۴۴ سراسری
lim
t→∞

x(t) = x∗.

سراسری. مجانبی پایداری :۹ .۲ شکل

گفته β نرخ با ۴۵ سراسری نمایی پایدار x∗ نقطه در (۱ .۲) دینامیکی سیستم .۵ .۸ .۲ تعریف
کند صدق زیر رابطه در x(t) مسیر دلخواه، آغازین نقطه هر برای اگر می شود

∀t ≥ t۰, ∥x(t)− x∗∥ ≤ α ∥x(t۰)− x∗∥ e−β(t−t۰),

هستند. آغازین نقاط از مستقل و مثبت ثابت های β و α که
می دهد. نتیجه را سراسری مجانبی پایداری سراسری، نمایی پایداری که است واضح

43Globally Convergent
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دینامیکی سیستم های و عصبی شبکه های بر مروری ۴۲
گفته (۱ .۲) سیستم به نسبت ۴۶ تغییرناپذیر مجموعه یک M ⊆ Rn مجموعه .۶ .۸ .۲ تعریف

باشد. x(t) ∈M ،t ≥ t۰ هر ازای به و t۰ ≥ ۰ ،x(t۰) ∈M اگر می شود

وجود L ثابت اگر است، ۴۷ لیپ شیتز پیوسته E روی F : E ⊂ Rn → Rn تابع .۷ .۸ .۲ تعریف
باشیم داشته x, y ∈ E نقطه دو هر برای طوری که به باشد داشته

∥F (x)− F (y)∥ ≤ L ∥x− y∥ .

⁃ε یک ،x۰ ∈ E نقطه برای اگر می شود نامیده E روی ۴۸ محلی لیپ شیتز پیوسته F تابع
نقطه دو هر برای طوری که به باشد داشته وجود L۰ ثابت یک و Nε(x۰) ⊂ E مانند همسایگی

باشیم داشته x, y ∈ Nε(x۰)

∥F (x)− F (y)∥ ≤ L۰ ∥x− y∥ .

آن گاه باشد، F ∈ C۱(E) اگر بگیرید. نظر در را F : E ⊂ Rn → Rn تابع [۴۶] .۱ .۸ .۲ قضیه
است. محلی شیتز لیپ E روی F

به V (x) باشد. پذیر مشتق پیوسته طور به تابع یک V : Rn → R کنید فرض .۸ .۸ .۲ تعریف
اگر می شود گفته بی کران شعاعی طور

∥x∥ → ∞ ⇒ V (x) → ∞.

مجموعه های همه آن گاه باشد. بی کران Ω۱ و g : Ω۱⊂ Rl → R کنید فرض [۴۷] .۱ .۸ .۲ لم
اگر وفقط اگر هستند کراندار g سطح

lim
k→∞

g(uk) = +∞,

. lim
k→∞

∥∥uk∥∥ = +∞ و {uk} ⊂ Ω۱ که

همه آن گاه باشد پیوسته Ω۱ بسته مجموعه روی g : Ω۱⊂ Rl → R کنید فرض [۴۷] .۲ .۸ .۲ لم
و غیرتهی g کننده های کمینه مجموعه اگر فقط و اگر هستند کراندار g سطح مجموعه های

باشند. کراندار

مجموعه یک Ω که ،f : Ω → Ω پیوسته تابع [۴۷](۴۹ بروئر ثابت نقطه (قضیه .۲ .۸ .۲ قضیه
دارد. ثابت نقطه یک حداقل است محدب و فشرده
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۴۳ دینامیکی سیستم های
Rn به Rn از پیوسته تابع یک f کنید فرض (۱ .۲) دینامیکی سیستم در [۴۶] .۳ .۸ .۲ قضیه
τ > t۰ که t ∈ [t۰, τ) ازای به x(t) محلی جواب یک ، x۰ ∈ Rn و t۰ ≥ ۰ هر برای آن گاه باشد،
و یکتاست جواب آن گاه باشد محلی لیپ شیتز پیوسته x۰ در f اگر این بر علاوه دارد. وجود

شود. داده توسعه +∞ تا می تواند τ آن گاه باشد لیپ شیتز پیوسته Rn در f اگر
[t۰, τ) بازه در شده تعریف محلی جواب یک اگر است. مفروض (۱ .۲) سیستم .۹ .۸ .۲ تعریف
آن گاه یابد، گسترش است τ۱ > t۰ که [t۰, τ۱) بزرگتر بازه یک روی محلی جواب یک به نتواند
می شود. نامیده جواب وجود ماکسیمال بازه ،[t۰, τ) بازه و می شود نامیده ماکسیمال جواب یک

می شود. تعریف [t۰, τ(x۰)) صورت به اغلب x۰ به مربوط جواب وجود ماکسیمال بازه
پیوسته تابع یک f : Rn → Rn کنید فرض است. مفروض (۱ .۲) سیستم [۴۸] .۴ .۸ .۲ قضیه

آن گاه τ(x۰) < +∞ و باشد ماکسیمال جواب یک t ∈ [t۰, τ(x۰)) بازه روی x(t) اگر است.
lim

t→τ(x۰)
∥x(t)∥ = +∞.

سیستم تعادل نقطه یک x = ۰ که کنید فرض لیاپانوف)[۴۹] پایداری (قضیه .۵ .۸ .۲ قضیه
طوری که به است مشتق پذیر پیوسته طور به تابع یک V : Rn → R و است (۱ .۲)

، V (۰) = ۰ .۱
،V (x) > ۰ ،x∈ Rn\{۰} هر ازای به .۲
،V̇ (x) ≤ ۰ ،x∈ Rn\{۰} هر ازای به .۳

است. پایدار x = ۰ در سیستم آن گاه
زیر شرایط در V (·) اگر ۵ .۸ .۲ قضیه شرایط تحت مجانبی)[۴۹] پایداری (قضیه .۶ .۸ .۲ قضیه

کند صدق
، V (۰) = ۰ .۱

،V (x) > ۰ ،x∈ Rn\{۰} هر ازای به .۲
،V̇ (x) < ۰ ،x∈ Rn\{۰} هر ازای به .۳

است. مجانبی پایدار x = ۰ در سیستم آن گاه
به V (·) اگر ۵ .۸ .۲ قضیه شرایط تحت [۴۹] سراسری) مجانبی پایداری (قضیه .۷ .۸ .۲ قضیه

است. سراسری مجانبی پایدار x = ۰ نقطه آن گاه باشد بی کران شعاعی طور
طور به تابع یک V : Rn → R کنید فرض [۴۹](۵۰ لسال تغییرناپذیری (اصل .۸ .۸ .۲ قضیه

کنید فرض همچنین باشد، مشتق پذیر پیوسته
50LaSalle Principle of Invariance



دینامیکی سیستم های و عصبی شبکه های بر مروری ۴۴
باشد، (۱ .۲) سیستم جواب به نسبت پایدار و فشرده مجموعه یک M ⊂ Rn .۱

،V̇ (x) ≤ ۰ ،x ∈M ازای به .۲
،V̇ (x) = ۰ طوری که به باشد M نقاط همه مجموعه E .۳

باشد، E در پایدار مجموعه بزرگترین N .۴
داریم است t۰ ≥ ۰ که x(t۰) ∈M هر ازای به آن گاه

lim
t→∞

dist(x(t), N) = ۰.



۳ فصل
کسری بهینه کنترل مسائل حل
از متفاوت رویکرد دو با تاخیری

پرسپترون عصبی شبکه های

مقدمه ۱ .۳
بهینه کنترل مسائل روی بحث شد، بیان ۱ فصل در که ضرورتی دلیل به اخیر، سال های در
علوم، مهندسی، زمینه های در زیادی بسیار مقالات و است یافته توجهی قابل رشد کسری
مسأله کسری، بهینه کنترل مسائل از نمونه یک است. رسیده چاپ به زمینه ها دیگر و اقتصاد
پرکاربردترین از یکی تاخیری کسری بهینه کنترل مسائل است. تاخیری کسری بهینه کنترل

.[۵۱ ،۵۰] هستند پزشکی و مهندسی علوم، در مسائل
دستگاه های شامل بهینه کنترل مسائل همان حقیقت در تاخیری کسری بهینه کنترل مسائل
بهینه کنترل مسائل برای دقیق جواب یافتن کلی حالت در هستند. تاخیری کسری دینامیکی
برای عددی روش چندین اخیر، سال های در رو این از نیست. امکان پذیر تاخیری کسری
لازم شرایط [۵۲] در مثال، برای است. شده ارائه تاخیری کسری بهینه کنترل مسائل حل
یک و است شده ارائه تاخیری کسری بهینه کنترل مسائل برای خاص حالت یک در بهینگی

۴۵



شبکه های از متفاوت رویکرد دو با تاخیری کسری بهینه کنترل مسائل حل پرسپترون۴۶ عصبی
۱ بحراوی [۵۳] در است. شده گرفته کار به نهایی مسأله حل برای خطی برنامه ریزی روش
بهینه کنترل مسائل حل برای را لژاندر چندجمله ای های پایه بر عددی روش یک همکارش و
کنترل مسائل حل برای ۲ برنولی موجک های روش از [۵۴] در داده اند. ارائه تاخیری کسری
مسأله تبدیل و ۳ اندازه نظریه رهیافت از [۵۵] در است. شده استفاده تاخیری کسری بهینه
پرداخته تاخیری کسری بهینه کنترل مسائل از رده ای حل به خطی برنامه  ریزی مسأله یک به
موجک های چون، روش هایی به می توان زمینه این در دیگر کارهای عنوان به است. شده
بلاک پالس۵ توابع ،[۵۷] مونتس⁃لژاندر چندجمله های پایه بر عددی روش ، [۵۶] چلیشکف۴
کرد. اشاره [۶۰ ،۵۲] گسسته سازی روش های برخی و [۵۹] برنشتاین چندجمله ای های ،[۵۸]
از سپس و کرده معرفی را تاخیری کسری بهینه کنترل مسائل کلی فرم ابتدا فصل این در
مسائل این حل برای محاسباتی هوش روش یک عنوان به مصنوعی عصبی شبکه روش های

می کنیم. استفاده
بگیرید نظر در را زیر تاخیری کسری بهینه کنترل مسأله

Minimize J =F۰(tf , x(tf )) +
∫ tf

۰ F (t, x(t), x(t− σ), u(t), u(t− τ))dt, (۱ .۳)
subject to C۰ Dα

t x(t) = G(t, x(t), x(t− σ), u(t), u(t− τ)), t ∈ [۰, tf ], (۲ .۳)
x(t) = ϕ(t), t ∈ [−σ, ۰], (۳ .۳)
u(t) = ψ(t), t ∈ [−τ, ۰], (۴ .۳)

غیرخطی u ∈ Rq و x ∈ Rp به نسبت کلی حالت در F و F۰اسکالر توابع و G برداری تابع که
انتهایی زمان tf و τ ≥ σ ≥ ۰ هستند، پیوسته ψ(t) و ϕ(t) تاخیر توابع هستند. مشتق پذیر و

می دهد. نشان را

پاده تقریب ۲ .۳
این پیچیدگی بر تاخیری کسری مرتبه سیستم های در کسری مشتق کنار در تاخیر وجود
جملات حذف برای پاده۶ تقریب از استفاده زمینه این در راهکارها از یکی است. افزوده مسائل
به نیاز تاخیر، حذف برای زمانی، تاخیر با کنترلی سیستم های از بعضی در است. تاخیر دارای
تقریب تقریب ها، این ترین مرسوم از یکی است. کسری تابع یک با e−τs نمایی تابع جایگزینی

کرد. مشاهده [۶۲ ،۶۱] در می توان را پاده تقریب کاربردهای و مفاهیم است. پاده
1Bhrawy
2Bernoulli wavelets
3Embedding approach
4Chelyshkov wavelets
5Blockpulse
6Padé approximation



۴۷ پاده تقریب
پاده تقریب [۶۳] از است. f(x) = ∑∞

i=۰ aixi لورن مک بسط دارای f(x) تابع کنید فرض
می شود تعریف زیر صورت به f(x) تابع برای [m/n]

R[m/n](x) =
Pm(x)

Qn(x)
,

هستند زیر صورت به چندجمله ای دو Qn(x) و Pm(x) که
Pm(x) = p۰ + p۱x+ p۲x۲ + · · ·+ pmx

m,

Qn(x) = ۱ + q۱x+ q۲x۲ + · · ·+ qnx
n.

(۵ .۳)

که این  به توجه با می توانند R[m/n](x) در j = ۱, · · ·n ،qj و i = ۱, · · ·m ،pi نامعلوم ضرایب
شوند محاسبه باشند، صفر بایستی زیر لورن مک بسط در اول جمله (m+ n+ ۱)

f(x)− Pm(x)

Qn(x)
= O(xm+n+۱). (۶ .۳)

داریم نتیجه در و کرده ضرب Qn(x) در را (۶ .۳) می توان (۵ .۳) به توجه با بنابراین
f(x)Qn(x)− Pm(x) ≃ ۰.

(m + n + ۱) از دستگاهی به ضرایب، مقایسه و عبارت این در چندجمله ای دو جایگذاری با
شود بیان زیر ماتریسی صورت به می تواند که می رسیم خطی معادله

۱ ۰ · · · ۰ ۰ ۰ · · · ۰
۰ ۱ · · · ۰ −a۰ ۰ · · · ۰

... ...
۰ ۰ · · · ۱ −am −am−۱ · · · −am−n+۱
۰ ۰ · · · ۱ −am+۱ −am · · · −am−n+۲
۰ ۰ · · · ۱ −am+۲ −am+۱ · · · −am−n+۳... ...
۰ ۰ · · · ۱ −am+n−۱ −am+n−۲ · · · −am





p۰
p۱...
pm

q۰
q۱...
qn



=



a۰
a۱...
am

am+۱
am+۲...
am+n



.

است زیر صورت به نمایی تابع برای [۱/۱] پاده تقریب فوق، روش کارگیری به با
ex ≃

۱ + x۲۱ − x۲
. (۷ .۳)

یکتاست. f(x) تابع برای [m/n] پاده تقریب [۶۳] .۱ .۲ .۳ قضیه
باشد زیر صورت به نمایش قابل اگر است استیلجس۷ سری یک f(z) تابع [۶۳] .۱ .۲ .۳ تعریف

f(z) =

∫ R−۱

۰
dψ(t)

۱ − tz
=

∞∑
i=۰

µiz
i,

7Stieltjes series



شبکه های از متفاوت رویکرد دو با تاخیری کسری بهینه کنترل مسائل حل پرسپترون۴۸ عصبی
است زیر صورت به نزولی غیر و کراندار تابعی dψ(t) که

µi =

∫ R−۱

۰ xidψ(t).

R[n+k/k](t) همگراییRو شعاع با غیرکسری استیلجس سری f(t) کنید فرض [۶۳] .۲ .۲ .۳ قضیه
داریم صورت این در باشد. [−∞, R] بازه روی f(t) تابع پاده تقریب

∀n ≥ ۰, lim
k→∞

R[n+k/k](t) = lim
k→∞

R[k/n+k](t) = f(t), (۸ .۳)
∀k ≥ ۰, lim

n→∞
R[n+k/k](t) = lim

n→∞
R[k/n+k](t) = f(t). (۹ .۳)

تاخیری کسری بهینه کنترل مسائل برای پاده تقریب ۳ .۳
به (۴ .۳)⁃(۱ .۳) تاخیری کسری بهینه کنترل مسأله تبدیل برای را پاده تقریب قسمت این در

می کنیم. بیان تاخیر بدون مسأله یک
یعنی باشد، x(t) برای [۶۴] دوطرفه لاپلاس تبدیل X(s) کنید فرض

x(t) ⇔ X(s) ≜
∫ ∞

−∞
e−stx(t)dt. (۱۰ .۳)

به x(t − σ) و ẋ(t) دوطرفه لاپلاس تبدیلات ،x(t) برای دوطرفه لاپلاس تعریف به توجه با
می آیند دست به زیر صورت

x(t− σ) ⇔ e−sσX(s), (۱۱ .۳)
ẋ(t) ⇔ sX(s). (۱۲ .۳)

و Y (s) لاپلاس تبدیلات .y(t) ⇔ Y (s) و y(t) = x(t − σ) می کنیم تعریف تاخیر حذف برای
می شوند مرتبط هم به زیر رابطه توسط X(s)

Y (s) = e−sσX(s). (۱۳ .۳)
می شود نوشته زیر صورت به (۱۳ .۳) اول، مرتبه پاده تقریب از استفاده با

Y (s) =
۲
σ − s
۲
σ + s

X(s), (۱۴ .۳)
(
۲
σ
+ s)Y (s) = (

۲
σ
− s)X(s). (۱۵ .۳)

داریم (۱۵ .۳) طرفین از گرفتن معکوس لاپلاس تبدیل با
ẏ(t) =

۲
σ
(x(t)− y(t))− ẋ(t). (۱۶ .۳)



۴۹ تاخیری کسری بهینه کنترل مسائل برای پاده تقریب
در .w(t) ⇔W (s) و w(t) = u(t− τ) نوشت می توان مشابه طور به کنترل متغیر در تاخیر برای

نتیجه

W (s) =
۲
τ − s
۲
τ + s

U(s), (۱۷ .۳)
(
۲
τ
+ s)W (s) = (

۲
τ
− s)U(s). (۱۸ .۳)

داریم (۱۸ .۳) طرفین از گرفتن معکوس لاپلاس تبدیل با

ẇ(t) =
۲
τ
(u(t)− w(t))− u̇(t). (۱۹ .۳)

برای کرد. تقسیم کوچک تری بخش های به را τ و σ تاخیر می توان تقریب دقت بهبود برای
نوشت می توان مثال

y(t) ≜ x(t− σ

۲), (۲۰ .۳)
z(t) ≜ y(t− σ

۲) = x(t− σ), (۲۱ .۳)
w(t) ≜ u(t− τ

۲), (۲۲ .۳)
v(t) ≜ w(t− τ

۲) = u(t− τ). (۲۳ .۳)

داریم اول مرتبه پاده تقریب مجدد استفاده با

ẏ(t) =
۴
σ
(x(t)− y(t))− ẋ(t),

ż(t) =
۴
σ
(۲y(t)− z(t)− x(t)) + ẋ(t),

ẇ(t) =
۴
τ
(u(t)− w(t))− u̇(t),

v̇(t) =
۴
τ
(۲w(t)− v(t)− u(t)) + u̇(t),

ابتدایی شرایط و

x(۰) = ϕ(۰), y(۰) = ϕ(−σ۲), z(۰) = ϕ(−σ),

u(۰) = ψ(۰), w(۰) = ψ(− τ۲), v(۰) = ψ(−τ).

تقریب زیر غیرتاخیری مسأله با (۴ .۳)⁃(۱ .۳) تاخیری مسأله فوق، تبدیلات از استفاده با



شبکه های از متفاوت رویکرد دو با تاخیری کسری بهینه کنترل مسائل حل پرسپترون۵۰ عصبی
می شود زده

Minimize J =F۰(tf , x(tf )) +
∫ tf

۰ F (t, x(t), z(t), u(t), v(t))dt, (۲۴ .۳)
subject to C۰ Dα

t x(t) = G(t, x(t), z(t), u(t), v(t)), (۲۵ .۳)
ẏ(t) =

۴
σ
(x(t)− y(t))− ẋ(t), (۲۶ .۳)

ż(t) =
۴
σ
(۲y(t)− z(t)− x(t)) + ẋ(t), (۲۷ .۳)

ẇ(t) =
۴
τ
(u(t)− w(t))− u̇(t), (۲۸ .۳)

v̇(t) =
۴
τ
(۲w(t)− v(t)− u(t)) + u̇(t), (۲۹ .۳)

x(۰) = ϕ(۰), y(۰) = ϕ(−σ۲), z(۰) = ϕ(−σ), (۳۰ .۳)
u(۰) = ψ(۰), w(۰) = ψ(− τ۲), v(۰) = ψ(−τ). (۳۱ .۳)

،۱ فصل در شده ارائه بهینگی لازم شرایط از استفاده با و پونتریاگین بیشینه اصل از استفاده با
صورت به  (۳۱ .۳)⁃(۲۴ .۳) کسری بهینه کنترل مسأله برای بهینگی لازم شرایط نوشتن برای

می کنیم. عمل زیر

می گیریم نظر در زیر صورت به را همیلتونی تابع ابتدا

H(t, x(t), y(t), z(t), w(t), v(t), λ(t), γ(t), µ(t), ξ(t), η(t), u(t)) = F (t, x(t), z(t), u(t), v(t))

+ λ(t)G(t, x(t), z(t), u(t), v(t)) + γ(t)(
۴
σ
(x(t)− y(t))− ẋ(t))

+ µ(t)(
۴
σ
(۲y(t)− z(t)− x(t)) + ẋ(t)) + ξ(t)(

۴
τ
(u(t)− w(t))− u̇(t))

+ η(t)(
۴
τ
(۲w(t)− v(t)− u(t)) + u̇(t)),

برای بهینگی لازم شرایط هستند. لاگرانژ ضرب گر های η(t) و ξ(t) ،µ(t) ،γ(t) ،λ(t) آن در که



۵۱ بهینگی سیستم حل برای پیشنهادی عصبی شبکه مدل های

از است عبارت (۳۱ .۳)⁃(۲۴ .۳) مسأله

∂H

∂x
= C

t D
α
tf
λ(t),

∂H

∂y
= −γ̇(t),

∂H

∂z
= −µ̇(t),

∂H

∂w
= −ξ̇(t),

∂H

∂v
= −η̇(t),

∂H

∂λ
= C۰ Dα

t x(t),

∂H

∂γ
= ẏ(t),

∂H

∂µ
= ż(t),

∂H

∂ξ
= ẇ(t),

∂H

∂η
= v̇(t),

∂H

∂u
= ۰,

∂F۰
∂x

|tf = λ(tf ).

(۳۲ .۳)

کنیم. استفاده (۳۲ .۳) حل برای عصبی شبکه مدل دو از داریم قصد ادامه در

سیستم حل برای پیشنهادی عصبی شبکه مدل های ۴ .۳
بهینگی

سیستم حل برای آن ها از سپس و کرده معرفی را پرسپترون عصبی شبکه مدل دو بخش این در
می کنیم. استفاده (۳۲ .۳) بهینگی

کسری توانی سری عصبی شبکه ۱ .۴ .۳
را خروجی یک و پنهان نرون n ورودی، یک با پرسپترون عصبی شبکه یک ساختار ۱ .۳ شکل
صورت به ۱ .۳ شکل با عصبی شبکه در واحد هر ورودی⁃خروجی رابطه .[۶۵] می دهد نشان

می شود گرفته نظر در زیر
،o۱ = t ورودی واحد •

،o۲
i = φ(neti), neti = t.vi, i = ۱, . . . , n پنهان واحدهای •

،N(t) =
∑n

i=۱(o۲
i .wi) + b خروجی واحد •



شبکه های از متفاوت رویکرد دو با تاخیری کسری بهینه کنترل مسائل حل پرسپترون۵۲ عصبی

پیشنهادی پرسپترون عصبی شبکه :۱ .۳ شکل
لایه i⁃ام واحد به ورودی واحد از وزن پارامتر vi پنهان، لایه نرون های تعداد n آن در که
فعال ساز تابع φ و بایاس وزن b خروجی، واحد به پنهان لایه i⁃ام واحد از وزن پارامتر wi پنهان،

است.
،۶۶] است دیفرانسیل معادلات از مختلفی انواع حل برای کارا روش یک توانی سری روش

صورت به توانی سری .[۶۷
∞∑
i=۰

ai(t− t۰)iα = a۰ + a۱(t− t۰)α + a۲(t− t۰)۲α + . . . (۳۳ .۳)
در که می شود نامیده t۰ حول کسری۸ توانی سری یک t ≥ t۰ و ۰ ≤ n− ۱ < α < n آن در که

هستند. سری ضرایب (i = ۰, ۱,۲, . . . ) ai ها آن
بنابراین می کند. تجزیه جواب مؤلفه های از همگرا سری یک به را x(t) جواب روش، این

نوشت کسری توانی سری یک فرم به را x(t) جواب می توان
x(t) =

∞∑
i=۰

ait
iα. (۳۴ .۳)

می شود نوشته زیر به صورت (۳۴ .۳) معادله بنابراین .a۰ = b دهید قرار
x(t) = b+

∞∑
i=۱

ait
iα. (۳۵ .۳)

می تواند جواب تابع شود، بیان ۹ شده قطع یافته توسعه توانی سری یک به صورت جواب تابع اگر
جواب بنابراین شود. زده تقریب i = ۱,۲, . . . , n برای ،ai مجهول ضرایب کردن پیدا با آسانی به

شده قطع سری توسط x(t)
x(t) = b+

n∑
i=۱

ait
iα, (۳۶ .۳)

8Fractional power series
9 Truncated



۵۳ بهینگی سیستم حل برای پیشنهادی عصبی شبکه مدل های

سیگموئید تابع با عصبی شبکه :۲ .۳ شکل
در φ(t) = tα فعال ساز تابع و wi = ai ،vi = ti−۱ کردن جایگزین با می شود. زده تقریب
خروجی با معادل شده قطع یافته توسعه کسری توانی سری که کرد استدلال می توان ،(۳۶ .۳)

است زیر به صورت شده طراحی عصبی شبکه
N(t) = b+

n∑
i=۱

wiφ(zi), zi = νit, νi = ti−۱. (۳۷ .۳)

است معادل زیر عبارت با (۳۷ .۳) رابطه ساده تر بیان به
N(t) = b+

n∑
i=۱

wiφ(zi), zi = ti. (۳۸ .۳)

سیگموئید فعال ساز تابع با عصبی شبکه ۲ .۴ .۳
در که می دهد نشان را سیگموئید فعالیت۱۰ تابع با پرسپترون عصبی شبکه ساختار ۲ .۳ شکل

است زیر صورت به شبکه خروجی آن
N(t) =

n∑
i=۱

wiσ(si), si = vit+ bi, (۳۹ .۳)

وزن bi و ورودی لایه وزن vi خروجی، لایه وزن wi پنهان، لایه نرون های تعداد n درآن که
تابع یک صورت به که است سیستم فعالیت تابع σ(z) =

۱
۱ + e−z

همچنین هستند. بایاس
می شود. گرفته نظر در سیگموئید

دلیل به کسری توانی سری شبکه که می رود انتظار شبکه دو این معرفی از پس اکنون
درحقیقت، دهد. ارائه را مسأله جواب از بهتری تقریب کمتر محاسبات حجم و ساده تر ساختار
از کردن نظر صرف با را سیستم ها از بسیاری جواب می توان کسری توانی سری از استفاده با

زد. تقریب تعادل نقطه حول بالاتر درجه با جملاتی
10Activation function



شبکه های از متفاوت رویکرد دو با تاخیری کسری بهینه کنترل مسائل حل پرسپترون۵۴ عصبی

مدل دو از استفاده با آزمایشی جواب های و توابع تقریب ۳ .۴ .۳
پیشنهادی شبکه

حل به و زده تقریب را (۳۲ .۳) بهینگی سیستم پیشنهادی شبکه های از استفاده با بخش این در
(۳۱ .۳)⁃(۲۴ .۳) مسأله در نهایی و اولیه شرایط گرفتن نظر در با اکنون می پردازیم. مسأله
زیر صورت به لاگرانژ ضرب گرهای و کنترل وضعیت، تابع های برای را آزمایشی۱۱ جواب های

می گیریم نظر در



xT = x۰ + (t− t۰)Nx(t),

yT = y۰ + (t− t۰)Ny(t),

zT = z۰ + (t− t۰)Nz(t),

wT = w۰ + (t− t۰)Nw(t),

vT = v۰ + (t− t۰)Nv(t),

λT =
∂F۰
∂xT

|tf + (t− tf )Nλ(t),

γT = (t− tf )Nγ(t),

µT = (t− tf )Nµ(t),

ξT = (t− tf )Nξ(t),

ηT = (t− tf )Nη(t),

uT = u۰ + (t− t۰)Nu(t),

(۴۰ .۳)

11Trial solution



۵۵ بهینگی سیستم حل برای پیشنهادی عصبی شبکه مدل های
داریم کسری توانی سری عصبی شبکه مدل از استفاده با که



Nx(t) = bx +
∑n

i=۱wi
xφ(z

i
x), zix = ti,

Ny(t) = by +
∑n

i=۱wi
yφ(z

i
y), ziy = ti,

Nz(t) = bz +
∑n

i=۱wi
zφ(z

i
z), ziz = ti,

Nw(t) = bw +
∑n

i=۱wi
wφ(z

i
w), ziw = ti,

Nv(t) = bv +
∑n

i=۱wi
vφ(z

i
v), ziv = ti,

Nλ(t) = bλ +
∑n

i=۱wi
λφ(z

i
λ), ziλ = ti,

Nγ(t) = bγ +
∑n

i=۱wi
γφ(z

i
γ), ziγ = ti,

Nµ(t) = bµ +
∑n

i=۱wi
µφ(z

i
µ), ziµ = ti,

Nξ(t) = bξ +
∑n

i=۱wi
ξφ(z

i
ξ), ziξ = ti,

Nη(t) = bη +
∑n

i=۱wi
ηφ(z

i
η), ziη = ti,

Nu(t) = bu +
∑n

i=۱wi
uφ(z

i
u), ziu = ti.

(۴۱ .۳)

شرط در باید (۴۰ .۳) تقریبی جواب های است. فعال ساز تابع α ∈ [۰, ۱] ،φ(z) = zα آن در که
داریم بنابراین کنند. صدق (۳۲ .۳) بهینگی



∂HT

∂xT
= C

t D
α
tf
λT (t),

∂HT

∂yT
= −γ̇T (t),

∂HT

∂zT
= −µ̇T (t),

∂HT

∂wT
= −ξ̇T (t),

∂HT

∂vT
= −η̇T (t),

∂HT

∂λT
= C۰ Dα

t xT (t),

∂HT

∂γT
= ẏT (t),

∂HT

∂µT
= żT (t),

∂HT

∂ξT
= ẇT (t),

∂HT

∂ηT
= v̇T (t),

∂HT

∂uT
= ۰,

∂F۰
∂xT

|tf = λT (tf ),

(۴۲ .۳)



شبکه های از متفاوت رویکرد دو با تاخیری کسری بهینه کنترل مسائل حل پرسپترون۵۶ عصبی
آن در که

HT = H(t, xT , yT , zT , wT , vT , λT , γT , µT , ξT , ηT , uT ).

صورت به که کسری توانی سری عصبی شبکه حسب بر تقریبی جواب ساختار به توجه با حال
به می توان را (۴۲ .۳) در C۰ Dα

t xT (t) کاپاتو چپ مشتق عبارت است چندجمله ای عبارت یک
با C

t D
α
tf
λT (t) کاپاتو راست مشتق محاسبه برای آورد. دست به (۸ .۱) رابطه با مطابق آسانی

داریم (۴۲ .۳) رابطه در اول معادله طرفین از ریمن⁃لیوویل انتگرال گیری

R
t I

α
tf

C
t D

α
tf
λT (t) =

R
t I

α
tf

∂HT

∂xT
.

داریم (۱۱ .۱) از استفاده با حال

λT (t) =

n−۱∑
k=۰

(−۱)kλT (k)(tf )

k!
(tf − t)k +

۱
Γ(α)

∫ tf

t
(τ − t)α−۱∂HT

∂xT
dτ. (۴۳ .۳)

است معادل زیر ولترا انتگرال معادله با (۴۳ .۳) رابطه ۰ < α < ۱ که حالتی در

λT (t) = λT (tf ) +
۱

Γ(α)

∫ tf

t
(τ − t)α−۱∂HT

∂xT
dτ. (۴۴ .۳)

مساوی فاصله با نقطه m به [۰, tf ] بازه روی را t ،(۴۲ .۳) بهینگی سیستم حل برای نهایت در
می کنیم حل را زیر نامقید مسأله سپس و می کنیم گسسته سازی

MinimizeỹE(ỹ) =
۱
۲

۱۱∑
i=۱

m∑
k=۱

{Ei(tk, ỹ)}, (۴۵ .۳)

آن در که

ỹ = (wx, wy, wz, ww, wv, wλ, wγ , wµ, wξ, wη, wu, bx, by, bz, bw, bv,

bλ, bγ , bµ, bξ, bη, bu)
T ∈ R(n+۱)(۶p+۵q)



۵۷ بهینگی سیستم حل برای پیشنهادی عصبی شبکه مدل های
و

E۱(tk, ỹ) =
[
λT (tk)− λT (tf )− ۱

Γ(α)

∫ tf
tk
(τ − tk)

α−۱ ∂HT
∂xT

dτ
]۲
,

E۲(tk, ỹ) =
[
∂HT

∂γT
− ẏT (tk)

]۲
,

E۳(tk, ỹ) =
[
∂HT

∂µT
− żT (tk)

]۲
,

E۴(tk, ỹ) =
[
∂HT

∂ξT
− ẇT (tk)

]۲
,

E۵(tk, ỹ) =
[
∂HT

∂ηT
− v̇T (tk)

]۲
,

E۶(tk, ỹ) =
[
∂HT

∂λT
− C۰ Dα

t xT (tk)

]۲
,

E۷(tk, ỹ) =
[
∂HT

∂yT
+ γ̇T (tk)

]۲
,

E۸(tk, ỹ) =
[
∂HT

∂zT
+ µ̇T (tk)

]۲
,

E۹(tk, ỹ) =
[
∂HT

∂wT
+ ξ̇T (tk)

]۲
,

E۱۰(tk, ỹ) =
[
∂HT

∂vT
+ η̇T (tk)

]۲
,

E۱۱(tk, ỹ) =
[
∂HT

∂uT

]۲
.

(۴۶ .۳)

کسری چندجمله ای ساختار دلیل به کسری توانی سری عصبی شبکه در .۱ .۴ .۳ ملاحظه
مشتق محاسبه برای دیگر مناسب روش یک عنوان به (۹ .۱) از می توان آزمایشی، جواب های
آن در که است این تعریف این از استفاده مزیت کرد. استفاده C

t D
α
tf
λT (t) کاپاتو راست کسری

نیست. نیازی انتگرال گیری عددی روش های به
تابع با عصبی شبکه از پرسپترون، عصبی شبکه های از دیگر رهیافتی عنوان به ادامه در
استفاده (۴۲ .۳) در آزمایشی جواب های بهینگی سیستم تقریب برای سیگموئید فعال ساز
ضرب گرهای و کنترل وضعیت، متغیرهای برای آزمایشی جواب های حالت، این در می کنیم.
در که تفاوت این با می آیند، دست به کسری توانی سری عصبی شبکه مشابه روندی با لاگرانژ
f(z) = ۱۱+e−z سیگموئید تابع به f(z) = zα کسری توانی سری حالت از فعال ساز تابع آن ها

می شود بیان زیر صورت به وضعیت متغیر برای آزمایشی جواب مثال، طور به می یابد. تغییر
xT = x۰ + (t− t۰)Nx(t), (۴۷ .۳)

آن در که
Nx(t) =

n∑
i=۱

wi
xσ(s

i
x), six = vixt+ bix. (۴۸ .۳)

نظر صرف آن نوشتن از و می شوند بیان (۴۷ .۳) با مشابه طور به نیز آزمایشی جواب های دیگر
می شود.



شبکه های از متفاوت رویکرد دو با تاخیری کسری بهینه کنترل مسائل حل پرسپترون۵۸ عصبی
اگر .۱ .۴ .۳ لم

ỹ∗ = (w∗
x, w

∗
y, w

∗
z , w

∗
w, w

∗
v, w

∗
λ, w

∗
γ , w

∗
µ, w

∗
ξ , w

∗
η, w

∗
u, b

∗
x, b

∗
y, b

∗
z, b

∗
w, b

∗
v, b

∗
λ, b

∗
γ , b

∗
µ, b

∗
ξ , b

∗
η, b

∗
u)

T

کند صدق زیر دستگاه در

κ(ỹ) =



E۱(t۱, ỹ)...
E۱(tm, ỹ)
E۲(t۱, ỹ)...
E۲(tm, ỹ)
E۳(t۱, ỹ)...
E۳(tm, ỹ)...
E۱۱(t۱, ỹ)...
E۱۱(tm, ỹ)



= ۰, (۴۹ .۳)

است. (۴۵ .۳) مسأله بهینه جواب ỹ∗ آن گاه

.Ei(tk, ỹ
∗) = ۰ داریم k = ۱, ...,m و i = ۱,۲, ..., ۱۱ برای آن گاه .κ(ỹ∗) = ۰ کنید فرض برهان.

است. (۴۵ .۳) بهینه جواب یک ỹ∗ بنابراین ،E(ỹ) ≥ ۰ (۴۵ .۳) در چون

است زیر مسأله معادل (۴۵ .۳) بهینه سازی مسأله شده، بیان لم به توجه با

MinimizeỹE(ỹ) =
۱
۲∥κ(ỹ)∥۲. (۵۰ .۳)

ابتکاری روش های و [۶۸] ریاضی بهینه سازی روش هر با می توان را بهینه سازی مسأله این حال
کرد. حل [۶۹]

روش همگرایی و پایداری ۵ .۳
در را ỹ∗ = (w∗

x, w
∗
y, w

∗
z , w

∗
w, w

∗
v, w

∗
λ, w

∗
γ , w

∗
µ, w

∗
ξ , w

∗
η, w

∗
u, b

∗
x, b

∗
y, b

∗
z, b

∗
w, b

∗
v, b

∗
λ, b

∗
γ , b

∗
µ, b

∗
ξ , b

∗
η, b

∗
u)

T

یک طراحی بخش این از هدف باشند. زمان به وابسته آن مولفه های که طوری به بگیرید نظر
E(ỹ) انرژی تابع از تعادل نقطه که خود، تعادل نقطه به که گونه ای به است دینامیکی مدل



۵۹ روش همگرایی و پایداری

بگیرید نظر در را زیر دینامیکی سیستم (۴۵ .۳) مسأله حل برای شود. همگرا است
dỹ(t)
dt = −ρ∇E(ỹ(t)), ρ > ۰,
ỹ(۰) = ỹ۰,

(۵۱ .۳)

می دهد. نشان را (۵۱ .۳) همگرایی نرخ ρ آن در که
استفاده مورد بعد ها که معمولی دیفرانسیل معادلات زمینه در اولیه نتایج از برخی اکنون
در می  کنیم. یادآوری می کنند ایفا را مهمی نقش بعدی تحلیل های و تجزیه در و می گیرد قرار

.x = (x۱, x۲, · · · , xp)T و ترانهاده ،T ، Rp از L۲ نرم ،∥.∥ مطلب ادامه
نگاشت هر برای است. F گرادیان ،∇F ∈ Rp آن گاه باشد، مشتق پذیر تابع ،F : Rp → R اگر
F ژاکوبین ∇F = [∇F۱(x), · · · ,∇Fq(x)] ∈ Rp×q ،F = (F۱, · · · , Fq)

T : Rp → Rq مشتق پذیر
است. x در

W : مشتق پذیر تابع یک باشد. x̄ از باز همسایگی یک Ω ⊂ Rp کنید فرض .۱ .۵ .۳ تعریف
کند صدق زیر شرایط در اگر گویند x̄ در ẋ = F (x) سیستم برای لیاپانف تابع یک را Rp → R

W (x̄) = ۰, W (x) ≥ ۰, ∀x ∈ Ω \ {x̄},

dW (x(t))
dt = [∇W (x(t))]TF (x(t)) ≤ ۰, ∀x ∈ Ω.

لیاپانف مفهوم به پایدار x∗ تنهای تعادل نقطه در ẋ = F (x) دینامیکی سیستم الف) .۱ .۵ .۳ لم
باشد. داشته وجود x∗ از Ω∗ همسایگی یک در W لیاپانف تابع یک اگر است

یک اگر است مجانبی پایدار x∗ تنهای تعادل نقطه در ẋ = F (x) دینامیکی سیستم ب)
که طوری به باشد داشته وجود x∗ از Ω∗ همسایگی یک در W لیاپانف تابع

dW (x(t))

dt
< ۰, ∀x ∈ Ω∗ \ {x∗}.

این آن گاه باشد ẋ = F (x) دینامیکی سیستم تعادل نقاط مجموعه X∗ اگر .۲ .۵ .۳ تعریف
زیر شرط در x(t) دلخواه جواب هرگاه گویند X∗ مجموعه به سراسری همگرای را سیستم

کند صدق
lim
t→∞

dist(x(t), X∗) = ۰,
شامل تنها X∗ مجموعه اگر خاص، حالت در .dist(x(t), X∗) = inf ỹ∈X∗ ∥x − ỹ∥۲ آن در که
مجانبی پایدار x∗ در ẋ = F (x) سیستم و limt→∞ x(t) = x∗ آن گاه باشد x∗ تعادل نقطه یک

است. لیاپانف مفهوم به سراسری
دارای تنها AX = ۰ همگن دستگاه آن گاه باشد l × l نامنفرد ماتریس یک A اگر .۲ .۵ .۳ لم

است. X = ۰ بدیهی جواب



شبکه های از متفاوت رویکرد دو با تاخیری کسری بهینه کنترل مسائل حل پرسپترون۶۰ عصبی

بگیرید نظر در را زیر مسأله .۱ .۵ .۳ قضیه
minimize f(x),

subject to x ∈ Rp,

مسأله این محلی مینیمم یک x∗ اگر است. مشتق پذیر x∗ ∈ Rp نقطه در f : Rp → R آن در که
.∇f(x∗) = ۰ آن گاه باشد

κ(ỹ) ژاکوبین ماتریس و باشد (۵۱ .۳) سیستم تعادل نقطه یک ỹ∗ کنید فرض .۲ .۵ .۳ قضیه
جواب یک ỹ∗ اگر طرفی از است. (۵۰ .۳) بهینه جواب یک ỹ∗ آن گاه باشد. نامنفرد (۴۹ .۳) در

است. (۵۱ .۳) دینامیکی سیستم تعادل نقطه یک ỹ∗ آن گاه باشد (۵۰ .۳) بهینه
با .∇E(ỹ∗) = ۰ که است واضح باشد. (۵۱ .۳) سیستم تعادل نقطه یک ỹ∗ کنید فرض برهان.

∇κ(ỹ) آن در که ،∇E(ỹ) = (∇κ(ỹ))Tκ(ỹ) داد نشان می توان ساده محاسبه یک
جواب یک ỹ∗ پس .κ(ỹ∗) = ۰ داریم ۲ .۵ .۳ لم از استفاده با است. κ(ỹ) ژاکوبین ماتریس

می شود. ثابت نیز قضیه عکس ۱ .۵ .۳ قضیه از استفاده با است. (۵۰ .۳) بهینه
ماتریس و باشد (۵۱ .۳) دینامیکی سیستم تنهای تعادل نقطه یک ỹ∗ کنید فرض .۳ .۵ .۳ قضیه

است. مجانبی پایدار ỹ∗ در (۵۱ .۳) سیستم آن گاه باشد. نامنفرد (۴۹ .۳) در κ(ỹ∗) ژاکوبین
تعادل نقطه یک ỹ∗ چون طرفی، از .E(ỹ∗) = ۰ و E(ỹ) ≥ ۰ که کنید توجه ابتدا برهان.
وجود ỹ∗ از Ω∗ ⊆ R(n+۱)(۶p+۵q) همسایگی یک پس است (۵۱ .۳) دینامیکی سیستم تنهای
هر برای که می کنیم ادعا .∇E(ỹ∗) = ۰, ∇E(ỹ) ̸= ۰, ∀ỹ ∈ Ω∗ \ {ỹ∗} که طوری به دارد
داشته وجود ỹ ∈ Ω∗ \ {ỹ∗} یک اگر صورت این غیر در زیرا .E(ỹ) > ۰ داریم ỹ ∈ Ω∗ \ {ỹ∗}

(۵۱ .۳) سیستم تعادل نقطه یک ỹ یعنی .∇E(ỹ) = ۰ داریم کند صدق E(ỹ) = ۰ در که باشد
علاوه است. تناقض در باشد Ω∗ برای تنها تعادل نقطه ỹ∗ که این فرض با وضوح به که است

این بر
dE(ỹ(t))

dt
= ∇[E(ỹ)]T

dỹ(t)

dt

= −ρ∥∇E(ỹ)∥۲ ≤ ۰, ∀ỹ ∈ Ω∗.

(۵۲ .۳)

نتیجه در
dE(ỹ(t))

dt
< ۰, ∀ỹ(t) ∈ Ω∗, ỹ(t) ̸= ỹ∗.

است. مجانبی پایدار ỹ∗(t) در (۵۱ .۳) سیستم (ب) قسمت ۱ .۵ .۳ لم از استفاده با
با ỹ(t, ỹ۰) ماکسیمال جواب یک دقیقا ،ỹ۰ = ỹ(t۰) شروع نقطه هر ازای به الف) .۱ .۵ .۳ گزاره

دارد. وجود (۵۱ .۳) سیستم برای t ∈ [t۰, β(ỹ۰))
.β(ỹ۰) = +∞ داریم آن گاه باشد کراندار L(ỹ۰) = {ỹ| E(ỹ) ≤ E(ỹ۰)} تراز مجموعه اگر ب)



۶۱ روش همگرایی و پایداری
ترتیب، این به است. پیوسته نیز ∇κ پس است، پیوسته دیفرانسیل پذیر κ چون الف) برهان.
محلی طور به ∇E که می دهد نتیجه این و است کراندار ỹ از محلی فشرده همسایگی یک در ∇κ

می شود. حاصل مطلوب نتیجه [۷۰] در ۲ .۱ لم از استفاده با سپس است. شیتز لیپ پیوسته
می کنیم فرض خلف برهان به باشد. کراندار L(ỹ۰) ۱۲ سطح مجموعه کنید فرض ب)

داریم پس ،β(ỹ۰) <∞

lim
t→β(ỹ۰)

∥ỹ(t)∥ = ∞.

کنید فرض
LC(ỹ۰) := R(n+۱)(۶p+۵q) \ L(ỹ۰),

و
β۰ := inf{s ≥ ۰|s < β(ỹ۰), ỹ(s) ∈ LC(ỹ۰)} <∞.

کراندار چون است فشرده L(ỹ۰) می دانیم دارد. قرار LC(ỹ۰) و L(ỹ۰) مرز روی ỹ(β۰) که می دانیم
.β۰ < β(ỹ۰) و ỹ(β۰) ∈ L(ỹ۰) بنابراین است. بسته ،E(ỹ۰) تابع پیوستگی دلیل به نیز و است

داریم s ∈ (β۰, β(ỹ۰)) مقادیر برخی برای پس
E(ỹ(s)) > E(ỹ۰) > E(ỹ(β۰)). (۵۳ .۳)

رابطه با که است، غیرصعودی [t۰, β(ỹ۰)) بازه روی E انرژی تابع (۵۲ .۳) رابطه طبق طرفی از
می شود. کامل (ب) اثبات نتیجه در است، تناقض در (۵۳ .۳)

صورت به شروع نقطه باشد. (۵۱ .۳) از مسیر یک ỹ = ỹ(t, ỹ۰) کنید فرض .۴ .۵ .۳ قضیه
آن گاه باشد کراندار L(ỹ۰) = {ỹ| E(ỹ) ≤ E(ỹ۰)} تراز مجموعه و باشد ỹ۰ = ỹ(۰, ỹ۰)

است. کراندار γ+(ỹ۰) = {ỹ(t, ỹ۰)|t ≥ ۰} مجموعه الف)

.limt→∞ ỹ(t, ỹ۰) = ¯̃y که طوری به دارد وجود ¯̃y ب)یک
نقطه هر ازای به آن گاه باشد. نامنفرد (۴۹ .۳) در κ(ỹ) ژاکوبین ماتریس کنید پ)فرض
همگرا (۵۰ .۳) مسأله بهینه جواب به (۵۱ .۳) دینامیکی سیستم با متناظر مسیر ،κ(ỹ) شروع

است.
E(ỹ) که است واضح ،(۵۲ .۳) رابطه صورت به E(ỹ) انرژی تابع مشتق محاسبه با الف) برهان.
،γ+(ỹ۰) ⊆ L(ỹ۰) داریم بنابراین است. نزولی یکنواخت صورت به (t ≥ ۰) ،ỹ = ỹ(t, ỹ۰) مسیر با

است. کراندار γ+(ỹ۰) = {ỹ(t, ỹ۰)|t ≥ ۰} مجموعه یعنی
12Level set



شبکه های از متفاوت رویکرد دو با تاخیری کسری بهینه کنترل مسائل حل پرسپترون۶۲ عصبی
دنباله که می کنیم فرض است. کراندار γ+(ỹ۰) = {ỹ(t, ỹ۰)|t ≥ ۰} مجموعه (الف) طبق ب)
دنباله نتیجه در باشد. یکنوا اکیدا صعودی دنباله یک t̄n → ∞ ، ۰ < t̄۱ < ... < t̄n ، {t̄n}

نقطه یک بنابراین است. شده تشکیل نقطه بینهایت از که است کراندار دنباله یک {ỹ(t̄n, ỹ۰)}
طوری به دارد وجود tn → ∞ ،{tn} ⊆ {t̄n} زیردنباله یک که معنا این به دارد. وجود ¯̃y حدی

داریم t→ ∞ که زمانی ۸ .۸ .۲ لسال قضیه از استفاده با .limn→+∞ ỹ(tn, ỹ۰) = ¯̃y که
ỹ(t, ỹ۰) → ¯̃y ∈M,

است. K۱ = {ỹ(t, ỹ۰)|dE(ỹ(t,ỹ۰))
dt = ۰} در مجموعه بزرگترین M آن در که

است نامنفرد ∇κ چون است. (۵۱ .۳) سیستم تعادل نقطه یک ¯̃y (ب)، و (الف) طبق پ)
داریم (۵۲ .۳) از و

dwx

dt
=
dwy

dt
= ...

dbu
dt

= ۰ ↔ dE(ỹ(t))

dt
= ۰,

بهینه جواب های مجموعه D∗ آن در که ¯̃y ∈ D∗ داریم M ⊆ K۱ ⊆ D∗ از استفاده با بنابراین
(۵۱ .۳) دینامیکی سیستم از ỹ(t, ỹ۰) مسیر ، ỹ۰ شروع نقطه هر ازای به بنابراین است. (۵۰ .۳)

می شود. همگرا (۵۰ .۳) از بهینه جواب یک به

به و است مجانبی پایدار (۵۱ .۳) شده ارائه مدل که می دهند نشان ۴ .۵ .۳ و ۳ .۵ .۳ قضایای
(یعنی باشد یکتا جواب یک دارای (۵۰ .۳) اگر ویژه، به است. همگرا (۵۰ .۳) دقیق جواب یک
همگرای ỹ(t, ỹ۰) مسیر آن گاه ( باشد داشته وجود (۵۱ .۳) در فرد به منحصر تعادل نقطه یک

است. سراسری

عددی نتایج ۶ .۳
نشان عددی مثال چندین با پیشنهادی پرسپترون عصبی شبکه های کارایی قسمت، این در
مقاله در کسری توانی سری پیشنهادی شبکه مدل برای آمده دست به نتایج است. شده داده
است. شده استفاده شبیه سازی برای GAMS نرم افزار از مثال ها همه در است. شده ارائه [۷۱]

بگیرید نظر در را زیر تاخیری کسری بهینه کنترل مسأله .۱ .۶ .۳ مثال
Minimize J =

۱
۲
∫ ۲

۰ (x۲(t) + u۲(t))dt, (۵۴ .۳)
subject to C۰ Dα

t x(t) = x(t− ۱) + u(t), (۵۵ .۳)
x(t) = ۱, t ∈ [−۱, ۰]. (۵۶ .۳)

با ابتدا می کنیم. حل پیشنهادی عصبی شبکه مدل دو از استفاده با را مسأله این اکنون



۶۳ عددی نتایج
می کنیم فرض ۲ .۳ بخش در شده ارائه پاده تقریب از استفاده
y(t) ≜ x(t− ۱۲),
z(t) ≜ y(t− ۱۲) = x(t− ۱).

(۵۷ .۳)

می شود نوشته زیر صورت به (۵۶ .۳)⁃(۵۵ .۳) تاخیری کسری دینامیکی سیستم

C۰ Dα
t x(t) = z(t) + u(t),

ẏ(t) = ۴(x(t)− y(t))− ẋ(t),

ż(t) = ۴(۲y(t)− z(t)− x(t)) + ẋ(t),

x(۰) = ۱, y(۰) = ۱, z(۰) = ۱.

(۵۸ .۳)

می شود محاسبه زیر صورت به همیلتونی تابع
H(t, x, y, z, λ, γ, µ, u) =

۱
۲(x۲(t) + u۲(t)) + λ(z(t) + u(t))

+ γ(۴x(t)− ۴y(t)− z(t)− u(t))

+ µ(۸y(t)− ۳z(t)− ۴x(t) + u(t)).

نظر در زیر صورت به را آزمایشی جواب های پیشنهادی شبکه های از استفاده با اکنون
می گیریم

xT = ۱ + tNx(t),

yT = ۱ + tNy(t),

zT = ۱ + tNz(t),

λT = (t− ۲)Nλ(t),

γT = (t− ۲)Nγ(t),

µT = (t− ۲)Nµ(t),

uT = Nu(t).

(۵۹ .۳)

توانی سری عصبی شبکه های از استفاده با (۵۸ .۳) سیستم با (۵۴ .۳) کمینه سازی مسأله
m = ۲۰۱ و n = ۲۵ ازای به دوم) (شبکه سیگموئید تابع با عصبی شبکه و اول) (شبکه کسری
[۷۲] در آمده دست به مقادیر با نتایج این است. شده گزارش ۱ .۳ جدول در نتایج و شده حل
جدول در پیشنهادی شبکه های از استفاده با J هدف تابع تقریبی مقادیر است. شده مقایسه
شبکه مدل دو مقایسه از همچنین است. شده مقایسه دیگر روش دو با و است شده ارائه ۲ .۳
است. داده نتیجه را بهتری جواب کسری توانی سری عصبی شبکه فصل، این در پیشنهادی
α مختلف مقادیر ازای به u(t) کنترل تابع و x(t) وضعیت متغیر با متناظر تقریبی مسیرهای



شبکه های از متفاوت رویکرد دو با تاخیری کسری بهینه کنترل مسائل حل پرسپترون۶۴ عصبی

.۱ .۶ .۳ مثال در α = ۱ ازای به u(t) و x(t) تقریبی نتایج :۱ .۳ جدول
زمان x(t) u(t)

[۷۲] روش دوم شبکه اول شبکه [۷۲] روش دوم شبکه اول شبکه
۰٫۰۰ ۱٫۰۰۰۰ ۱٫۰۰۰۰ ۱٫۰۰۰ −۱٫۹۸۷۰ −۱٫۹۷۸۵ −۱٫۹۸۲۲
۰٫۲۰ ۰٫۸۳۶۴ ۰٫۸۳۳۲ ۰٫۸۳۲۵ −۱٫۶۵۶۶ −۱٫۶۵۴۹ −۱٫۶۵۷۸
۰٫۴۱ ۰٫۷۲۹۹ ۰٫۷۳۴۹ ۰٫۷۳۳۸ −۱٫۳۶۹۱ −۱٫۳۷۶۸ −۱٫۳۷۷۸
۰٫۶۱ ۰٫۶۷۹۴ ۰٫۶۹۶۶ ۰٫۶۹۵۴ −۱٫۱۱۴۳ −۱٫۱۵۱۵ −۱٫۱۵۱۶
۰٫۸۱ ۰٫۶۷۰۳ ۰٫۶۸۸۲ ۰٫۶۸۷۲ −۱٫۹۵۴۷ −۰٫۹۵۴۹ −۰٫۹۵۵۱
۱٫۰۲ ۰٫۶۹۷۱ ۰٫۶۹۹۱ ۰٫۶۹۷۸ −۰٫۷۹۴۷ −۰٫۷۷۵۱ −۰٫۷۷۵۱
۱٫۲۲ ۰٫۷۳۲۱ ۰٫۷۲۴۴ ۰٫۷۲۳۰ −۰٫۶۵۲۵ −۰٫۶۲۵۲ −۰٫۶۲۴۵
۱٫۴۳ ۰٫۷۷۱۶ ۰٫۷۶۷۷ ۰٫۷۶۶۵ −۰٫۵۰۳۱ −۰٫۴۸۱۰ −۰٫۴۷۹۵
۱٫۶۳ ۰٫۸۳۱۰ ۰٫۸۲۹۳ ۰٫۸۲۸۰ −۰٫۳۳۶۲ −۰٫۳۳۷۹ −۰٫۳۳۷۵
۱٫۸۳ ۰٫۹۱۶۳ ۰٫۹۱۷۸ ۰٫۹۱۶۳ −۰٫۱۶۳۱ −۰٫۱۶۹۲ −۰٫۱۶۹۱
۲٫۰۰ ۱٫۰۱۸۹ ۱٫۰۲۱۵ ۱٫۰۹۱۹ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۲۲ ۰٫۰۰۰۰

مطابق است. شده رسم ۴ .۳ و ۳ .۳ شکل های در ترتیب  به کسری توانی سری شبکه مدل برای
۳ .۳ جدول در شبکه مدل دو هر برای E(ỹ) خطای تابع مقادیر از استفاده با و ۱ .۴ .۳ لم با
مطلوبی دقت با بهینگی لازم شرایط در آمده دست به تقریبی جواب های که می شود نتیجه

می کنند. صدق

بگیرید نظر در را زیر تاخیری کسری بهینه کنترل مسأله .۲ .۶ .۳ مثال

Minimize J =
۳
۲ [x(۲)]۲ +

۱
۲
∫ ۲

۰ u۲(t)dt, (۶۰ .۳)
subject to C۰ Dα

t x(t) = x(t) + x(t− ۱) + u(t), (۶۱ .۳)
x(t) = ۱, t ∈ [−۱, ۰]. (۶۲ .۳)

است زیر صورت به α = ۱ برای مسأله این دقیق جواب [۷۴] از

u(t) =


δ(e۲−t + (۱ − t)e۱−t), ۰ ≤ t ≤ ۱,
δ(e۲−t), ۱ ≤ t ≤ ۲,

(۶۳ .۳)

آن در که

δ ≈ −۰٫۳۹۳۱۵۹۴۸۹۶.



۶۵ عددی نتایج

.۱ .۶ .۳ مثال در هدف تابع تقریبی مقادیر :۲ .۳ جدول
J هدف تابع مقدار α مقدار روش

۱٫۶۳۵۲ ۱ اول شبکه
۱٫۶۴۲۱ ۰̸۹
۱٫۶۵۱۹ ۰̸۸
۱٫۶۳۵۶ ۱ دوم شبکه
۱٫۶۴۶۵ ۰̸۹
۱٫۷۵۴۲ ۰̸۸
۱٫۶۴۹۷ ۱ [۷۲] والش توابع
۱٫۶۴۷۸ ۱ [۷۳] هیبرید توابع
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.۱ .۶ .۳ مثال در α = ۱, ۰٫۹, ۰٫۸ برای x(t) تقریبی جواب های :۳ .۳ شکل
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.۱ .۶ .۳ مثال در α = ۱, ۰٫۹, ۰٫۸ برای u(t) تقریبی جواب های :۴ .۳ شکل



شبکه های از متفاوت رویکرد دو با تاخیری کسری بهینه کنترل مسائل حل پرسپترون۶۶ عصبی

.۱ .۶ .۳ مثال در α = ۱, ۰٫۹, ۰٫۸ برای E(ỹ) خطا تابع مقادیر :۳ .۳ جدول
α ۱ ۰٫۹ ۰٫۸

اول شبکه E(ỹ) ۶٫۹۷۱۶ × ۱۰−۹ ۷٫۹۲۱۴ × ۱۰−۴ ۴٫۹۵۵۳ × ۱۰−۴

دوم شبکه E(ỹ) ۷٫۴۰۸۵ × ۱۰−۴ ۲٫۷۵۳۳ × ۱۰−۲ ۳٫۷۶۳۱ × ۱۰−۲

کنید فرض
y(t) ≜ x(t− ۱۲),
z(t) ≜ y(t− ۱۲) = x(t− ۱).

می شود نوشته زیر صورت به (۶۲ .۳)⁃(۶۱ .۳) تاخیری کسری سیستم نتیجه، در

C۰ Dα
t x(t) = x(t) + z(t) + u(t),

ẏ(t) = ۴(x(t)− y(t))− ẋ(t),

ż(t) = ۴(۲y(t)− z(t)− x(t)) + ẋ(t),

x(۰) = ۱, y(۰) = ۱, z(۰) = ۱.

(۶۴ .۳)

می گیریم نظر در زیر صورت به را تقریبی جواب های

xT = ۱ + tNx(t),

yT = ۱ + tNy(t),

zT = ۱ + tNz(t),

λT = ۳xT (۲) + (t− ۲)Nλ(t),

γT = (t− ۲)Nγ(t),

µT = (t− ۲)Nµ(t),

uT = Nu(t).

(۶۵ .۳)

شده حل m = ۲۰۱ و n = ۲۰ ازای به پیشنهادی عصبی شبکه های از استفاده با مسأله این
نشان ۵ .۳ جدول در هدف تابع مقادیر همچنین است. شده گزارش ۴ .۳ جدول در نتایج و
بین مقایسه ۵ .۳ شکل کسری، توانی سری عصبی شبکه مدل از استفاده با است. شده داده
همچنین می دهد. نشان α = ۱ ازای به را u(t) کنترل تابع برای عددی و دقیق جواب های
۶ .۳ شکل های در ترتیب به α مختلف مقادیر ازای به u(t) و x(t) توابع برای تقریبی مسیرهای
جدول در مختلف αهای ازای به E(ỹ) خطای تابع از شده ارائه مقادیر است. شده رسم ۷ .۳ و

می دهد. نشان را پیشنهادی مدل های دقت ،۶ .۳



۶۷ عددی نتایج

.۲ .۶ .۳ مثال در α = ۱ ازای به u(t) و x(t) تقریبی نتایج :۴ .۳ جدول
زمان u(t) x(t)

[۷۴] روش [۷۴] دقیق جواب دوم شبکه اول شبکه دوم شبکه اول شبکه
۰٫۰۰ −۳٫۹۷۳۴ −۳٫۹۷۸۷ −۳٫۹۷۰۶ −۳٫۹۷۱۰ ۱ ۱
۰٫۱۹ −۳٫۱۲۰۱ −۳٫۱۱۸۲ −۳٫۱۱۰۸ −۳٫۱۱۵۶ ۰٫۶۶۷۲ ۰٫۶۶۸۰
۰٫۳۹ −۲٫۳۹۷۳ −۲٫۴۰۸۳ −۲٫۴۰۹۷ −۲٫۴۱۷۰ ۰٫۴۴۱۳ ۰٫۴۴۱۷
۰٫۵۹ −۱٫۸۳۷۶ −۱٫۸۵۳۳ −۱٫۸۶۷۹ −۱٫۸۷۴۳ ۰٫۳۲۰۷ ۰٫۳۱۹۸
۰٫۸ −۱٫۴۰۸۲ −۱٫۴۰۱۴ −۱٫۴۱۰۲ −۱٫۴۱۳۸ ۰٫۲۵۵۳ ۰٫۲۵۳۵
۱ −۱٫۰۸۸۴ −۱٫۰۶۸۷ −۱٫۰۹۲۰ −۱٫۰۹۱۵ ۰٫۲۱۸۱ ۰٫۲۱۷۳

۱٫۲ −۰٫۸۶۰۴ −۰٫۸۷۵۰ −۰٫۸۷۰۳ −۰٫۸۶۴۵ ۰٫۱۹۰۲ ۰٫۱۹۳۵
۱٫۴۱ −۰٫۶۹۶۱ −۰٫۷۰۹۳ −۰٫۶۸۱۴ −۰٫۶۸۰۴ ۰٫۱۶۵۴ ۰٫۱۷۶۲
۱٫۶۱ −۰٫۵۶۷۸ −۰٫۵۸۰۷ −۰٫۵۶۹۰ −۰٫۵۷۰۷ ۰٫۱۴۵۷ ۰٫۱۶۲۷
۱٫۸۱ −۰٫۴۶۳۵ −۰٫۴۷۵۵ −۰٫۴۶۱۴ −۰٫۴۸۳۰ ۰٫۱۳۱۵ ۰٫۱۴۸۱
۲٫۰۰ −۰٫۳۸۴۲ −۰٫۳۹۳۲ −۰٫۳۸۳۱ −۰٫۴۰۷۱ ۰٫۱۲۵۳ ۰٫۱۳۵۷

.۲ .۶ .۳ مثال در هدف تابع تقریبی و دقیق مقادیر :۵ .۳ جدول
J هدف تابع مقدار α مقدار روش

۳٫۰۸۵۰ ۱ اول شبکه
۳٫۰۱۵۹ ۰̸۹
۲٫۸۹۵۸ ۰̸۷
۳٫۰۹۱۹ ۱ دوم شبکه
۳٫۱۰۱۷ ۱ [۷۴] دقیق جواب
۳٫۰۸۳۳ ۱ [۷۴] در شده ارائه روش

.۲ .۶ .۳ مثال در α = ۱, ۰٫۹, ۰٫۷ برای E(ỹ) خطا تابع مقادیر :۶ .۳ جدول
α ۱ ۰٫۹ ۰٫۷

اول شبکه E(ỹ) ۵٫۷۳۰۶ × ۱۰−۹ ۹٫۴۳۳۲ × ۱۰−۴ ۱٫۰۰۲۱ × ۱۰−۳

دوم شبکه E(ỹ) ۲٫۳۹۶۱ × ۱۰−۴ ۳٫۰۱۷۶ × ۱۰−۳ ۶٫۶۰۱۴ × ۱۰−۲



شبکه های از متفاوت رویکرد دو با تاخیری کسری بهینه کنترل مسائل حل پرسپترون۶۸ عصبی
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.۲ .۶ .۳ مثال در α = ۱ برای u(t) دقیق و تقریبی جواب های :۵ .۳ شکل
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.۲ .۶ .۳ مثال در α = ۱, ۰٫۹, ۰٫۷ برای x(t) تقریبی جواب های :۶ .۳ شکل



۶۹ عددی نتایج
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.۲ .۶ .۳ مثال در α = ۱, ۰٫۹, ۰٫۷ برای u(t) تقریبی جواب های :۷ .۳ شکل

صورت به را کنترل و وضعیت متغیرهای در تاخیر با کسری بهینه کنترل مسأله .۳ .۶ .۳ مثال
بگیرید نظر در زیر

Minimize J =
۱
۲
∫ ۱

۰ (x۲(t) + ۱
۲u۲(t))dt, (۶۶ .۳)

subject to C۰ Dα
t x(t) = −x(t) + x(t− ۱

۳) + u(t)− ۱
۲u(t−

۲
۳), (۶۷ .۳)

x(t) = ۱, t ∈ [− ۱
۳ , ۰], (۶۸ .۳)

u(t) = ۰, t ∈ [−۲
۳ , ۰]. (۶۹ .۳)

با است. کنترل متغیر در τ = ۲۳ و حالت متغیر در σ = ۱۳ تاخیر دو دارای مسأله اینجا در
می کنیم فرض پاده تقریب از استفاده



y(t) ≜ x(t− ۱۶),
z(t) ≜ y(t− ۱۶) = x(t− ۱۳),
w(t) ≜ u(t− ۱۳),
v(t) ≜ w(t− ۱۳) = u(t− ۲۳).



شبکه های از متفاوت رویکرد دو با تاخیری کسری بهینه کنترل مسائل حل پرسپترون۷۰ عصبی
می شود نوشته زیر صورت (۳. ۶۷)⁃(۳. ۶۹)به سیستم صورت این در


C۰ Dα
t x(t) = −x(t) + z(t) + u(t)− ۱۲v(t),

ẏ(t) = ۱۲(x(t)− y(t))− ẋ(t),

ż(t) = ۱۲(۲y(t)− z(t)− x(t)) + ẋ(t),

ẇ(t) = ۶(u(t)− w(t))− u̇(t),

v̇(t) = ۶(۲w(t)− v(t)− u(t)) + u̇(t),

x(۰) = ۱, y(۰) = ۱, z(۰) = ۱,
u(۰) = ۰, w(۰) = ۰, v(۰) = ۰.

(۷۰ .۳)

می گیریم نظر در زیر صورت به را آزمایشی جواب های عصبی شبکه روش از استفاده با


xT = ۱ + tNx(t),

yT = ۱ + tNy(t),

zT = ۱ + tNz(t),

wT = tNw(t),

vT = tNv(t),

λT = (t− ۱)Nλ(t),

γT = (t− ۱)Nγ(t),

µT = (t− ۱)Nµ(t),

ξT = (t− ۱)Nξ(t),

ηT = (t− ۱)Nη(t),

uT = tNu(t).

(۷۱ .۳)

m = ۵۱ و n = ۲۰ ازای به پیشنهادی عصبی شبکه مدل دو از استفاده با J هدف تابع مقدار
ارائه به توجه با است. شده مقایسه دیگر روش دو با نتایج و شده داده نشان ۷ .۳ جدول در
کنترل تابع و x(t) حالت تابع نمودار کسری، توانی سری عصبی شبکه مدل توسط بهتر نتایج
نتایج شده  اند. داده نشان ۹ .۳ و ۸ .۳ شکل های در ترتیب به مختلف های α ازای به u(t) بهینه

است. آمده ۸ .۳ جدول در نیز پیشنهادی مدل های برای E(ỹ) خطای تابع با متناظر عددی

نظر در زیر صورت به را حالت متغیر در تاخیر دارای کسری بهینه کنترل مسأله .۴ .۶ .۳ مثال



۷۱ عددی نتایج

.۳ .۶ .۳ مثال در هدف تابع تقریبی مقادیر :۷ .۳ جدول
J هدف تابع مقدار α مقدار روش

۰٫۳۶۷۶ ۱ اول شبکه
۰٫۳۶۲۲ ۰̸۹
۰٫۳۵۶۷ ۰̸۸
۰٫۳۶۷۹ ۱ دوم شبکه
۰٫۳۶۲۳ ۰̸۹
۰٫۳۵۸۱ ۰̸۸

۰٫۳۷۳۱۱۷ ۱ [۷۵] پالس بلاک توابع
۰٫۳۷۳۱۱۲ ۱ [۷۶] هیبرید توابع
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.۳ .۶ .۳ مثال در α = ۱, ۰٫۹, ۰٫۸ برای x(t) تقریبی جواب های :۸ .۳ شکل
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.۳ .۶ .۳ مثال در α = ۱, ۰٫۹, ۰٫۸ برای u(t) تقریبی جواب های :۹ .۳ شکل



شبکه های از متفاوت رویکرد دو با تاخیری کسری بهینه کنترل مسائل حل پرسپترون۷۲ عصبی

.۳ .۶ .۳ مثال در α = ۱, ۰٫۹, ۰٫۸ برای E(ỹ) خطا تابع مقادیر :۸ .۳ جدول
α ۱ ۰٫۹ ۰٫۸

اول شبکه E(ỹ) ۲٫۳۶۲۸ × ۱۰−۲ ۱٫۲۸۰۰ × ۱۰−۲ ۱٫۰۸۵۱ × ۱۰−۲

دوم شبکه E(ỹ) ۲٫۴۱۱۹ × ۱۰−۲ ۱٫۳۱۵۶ × ۱۰−۲ ۶٫۱۳۴۷ × ۱۰−۲

بگیرید
Minimize J =

۱
۲
∫ ۱

۰ [(x۱(t) + x۲(t))۲ + u۲(t)]dt, (۷۲ .۳)
subject to C۰ Dα

t x۱(t) = x۱(t) + x۲(t−
۱
۴), (۷۳ .۳)

C۰ Dα
t x۲(t) = −۵x۱(t−

۱
۴) + x۲(t)− x۲(t−

۱
۴) + u(t), (۷۴ .۳)

x۱(t) = x۲(t) = ۱, t ∈ [− ۱
۴ , ۰]. (۷۵ .۳)

کنید فرض

x۳(t) ≜ x۱(t− ۱۸),
x۴(t) ≜ x۳(t− ۱۸) = x۱(t− ۱۴),
x۵(t) ≜ x۲(t− ۱۸),
x۶(t) ≜ x۵(t− ۱۸) = x۲(t− ۱۴).

می شود تبدیل زیر تاخیر بدون سیستم به (۷۵ .۳)⁃(۷۳ .۳) تاخیری دینامیکی سیستم

c۰Dα
t x۱(t) = x۱(t) + x۶(t),

c۰Dα
t x۲(t) = −۵x۴(t) + x۲(t)− x۶(t) + u(t),

ẋ۳(t) = ۱۶(x۱(t)− x۳(t))− ẋ۱(t),
ẋ۴(t) = ۱۶(۲x۳(t)− x۴(t)− x۱(t)) + ẋ۱(t),
ẋ۵(t) = ۱۶(x۲(t)− x۵(t))− ẋ۲(t),
ẋ۶(t) = ۱۶(۲x۵(t)− x۶(t)− x۲(t)) + ẋ۲(t),
x۱(۰) = x۲(۰) = x۳(۰) = x۴(۰) = x۵(۰) = x۶(۰) = ۱.

(۷۶ .۳)

تابع مقادیر ،m = ۲۰۱ و n = ۱۰ ازای به کسری توانی سری عصبی شبکه روش از استفاده با
است. شده مقایسه دیگر روش دو با نتایج و آمده ۹ .۳ جدول در متفاوت های α برای هدف
شکل های در ترتیب به u(t) کنترل تابع و x۲(t) و x۱(t) وضعیت توابع برای بهینه مسیرهای



۷۳ عددی نتایج

.۴ .۶ .۳ مثال در هدف تابع تقریبی مقادیر :۹ .۳ جدول
J هدف تابع مقدار α مقدار روش

۲٫۶۵۴۳ ۱ کسری توانی سری عصبی شبکه
۴٫۲۲۷۳ ۰̸۹
۷٫۰۶۵۱ ۰̸۸

۲٫۶۱۰۵ ۱ [۵۹] برنشتاین های ای چندجمله
۲٫۷۹۳۰ ۱ [۷۷] لژاندر های ای چندجمله و پالس بلاک توابع
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.۴ .۶ .۳ مثال در α = ۱, ۰٫۹, ۰٫۸ برای x۲(t) و x۱(t) تقریبی جواب های :۱۰ .۳ شکل
۱۰ .۳ جدول در E(ỹ) خطای تابع از آمده دست به نتایج همچنین شده اند. رسم ۱۱ .۳ و ۱۰ .۳
می کنند. صدق بهینگی لازم شرایط در آزمایشی جواب های α ∈ (۰, ۱] ازای به که می دهد نشان



شبکه های از متفاوت رویکرد دو با تاخیری کسری بهینه کنترل مسائل حل پرسپترون۷۴ عصبی
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.۴ .۶ .۳ مثال در α = ۱, ۰٫۹, ۰٫۸ برای u(t) تقریبی جواب های :۱۱ .۳ شکل

مثال۳. ۶. ۴. در α = ۱, ۰٫۹, ۰٫۸ برای E(ỹ) خطا تابع مقادیر :۱۰ .۳ جدول
α ۱ ۰٫۹ ۰٫۸
E(ỹ) ۴٫۸۱۶۵ × ۱۰−۲ ۵٫۰۲۳۴ × ۱۰−۲ ۱٫۳۵۷۸ × ۱۰−۲



۴ فصل
تابعی پیوندی عصبی شبکه

از رده ای حل برای مونتس⁃لژاندر
تاخیری کسری بهینه کنترل مسائل

مقدمه ۱ .۴
مدل سازی مسائل حل برای پیش خور مصنوعی عصبی شبکه های از استفاده گذشته سال های در
ورودی، لایه یک شامل عصبی شبکه موارد بیشتر در است. یافته افزایش توجهی قابل طور به
واحدها بین ارتباط هر است. واحدهایی شامل لایه هر که است خروجی لایه و پنهان لایه
پنهان لایه چندین با پرسپترون شبکه های اخیرا می کند. ارسال دیگری به یکی از را اطلاعات
استفاده مورد پیچیده غیرخطی سیستم های بیشتر حل برای خروجی و ورودی لایه های بین
شبکه سازی آماده در را مهمی نقش پنهان نرون های که داشت توجه باید گرفته اند. قرار
شبکه یک می کنند. ایفا غیرخطی ورودی⁃خروجی نگاشت کنترل توانایی برای چندلایه
در موجود چالش های .[۷۹] است غیرخطی مسأله هر تقریب به قادر مناسب ساختار با چندلایه
کمینه در گرفتن قرار اولیه، وزن وابستگی از عبارتند چندلایه شبکه یک ساختار طراحی مورد
نامبرده، مشکلات بر غلبه راه های از یکی .[۸۰] پردازش۱ عناصر تعداد و وزن  ها تداخل محلی،

1Processing elements

۷۵



کنترل مسائل از رده ای حل برای مونتس⁃لژاندر تابعی پیوندی عصبی شبکه ۷۶
تاخیری کسری بهینه

می باشد. آن ها ارتباط نحوه و نرون ها تعداد پنهان، لایه های تعداد شامل شبکه ساختار طراحی
شبکه ۱۹۸۹ سال در پائو۲ چندلایه، پرسپترون شبکه های برای موثر جایگزین یک عنوان به

.[۸۱] است لایه۴ تک شبکه یک که داد پیشنهاد را تابعی۳ پیوندی عصبی

تابعی پیوندی عصبی شبکه ۲ .۴
بیشتر بعد با فضایی یک به ورودی الگوهای تبدیل با پنهان لایه تابعی، پیوندی عصبی شبکه در
N بعد از ورودی بردار یک t اگر مثال، طور به می شود. حذف گسترش۵ توابع از استفاده با

زیر گسترش توابع از استفاده با تابعی پیوندی عصبی شبکه باشد،
[ϕ۰(t), ϕ۱(t), ϕ۲(t), . . . , ϕn(t)]. (۱ .۴)

است: زیر خواص دارای گسترش توابع مجموعه می دهد. افزایش (n+ ۱)N بعد به را آن
است. خطی ϕ۰(t) •

.wi = ۰ آنگاه ∑n
i=۱wiϕi = ۰ اگر یعنی هستند، خطی مستقل ۱ ≤ i ≤ n ازای به ها ϕi •

.supn(∑n
i=۱ ||ϕi||۲)

۱۲ <∞ •

فوریه، توابع مانند مختلف پایه توابع با متعددی تابعی پیوندی عصبی شبکه های تاکنون
،۸۲] است شده ارائه تصادفی بردار و چندمتغیره چندجمله ایی های مثلثاتی، چندجمله ای
چون متعامدی توابع به را تابعی پیوندی شبکه های بحث زیادی محققان همچنین .[۸۳
حل برای خاص، طور به .[۸۶ ،۸۵ ،۸۴] داده اند گسترش لاگر و هرمیت چبیشف، لژاندر،
مبنای بر تابعی پیوندی عصبی شبکه از چاکراورتی۶ و مال معمولی، دیفرانسیل معادلات
عصبی شبکه از آن ها کرده اند. استفاده [۸۸] چبیشف و [۸۷] لژاندر متعامد چندجمله ای های

.[۸۵] کرده اند استفاده نیز جزئی دیفرانسیل معادلات حل برای چبیشف تابعی پیوندی
بسیاری مزایای دارای پنهان لایه های وجود عدم دلیل به تابعی پیوندی عصبی شبکه های
اصلی مزیت هستند. کمتری محاسباتی پیچیدگی و سریع تر همگرایی ساده تر، ساختار چون
توابع از مجموعه یک از استفاده با ورودی سیگنال بعد افزایش با پیچیدگی کاهش شبکه ها این
یکسان سازی در وسیعی کاربردهای نامبرده مزایای دلیل به شبکه ها این است. خطی مستقل

دارند. غیره و غیرخطی سیستم شناسایی تابع، تقریب دسته بندی، ، غیرخطی۷ کانال
پیوندی عصبی شبکه برای را جدید ساختار یک که است این بخش این در ما اصلی هدف
چندجمله ای های از دهیم. گسترش مونتس⁃لژاندر متعامد چندجمله ای های از استفاده با تابعی

2Pao
3Functional Link Neural Network
4Singlelayer
5Expansion functions
6Mall and Chakraverty
7Nonlinear channel equalization



۷۷ مونتس⁃لژاندر عصبی شبکه

مونتس⁃لژاندر عصبی شبکه :۱ .۴ شکل

مسائل ،[۸۹ ،۳۰] کسری دیفرانسیل معادلات حل برای پایه تابع صورت به مونتس⁃لژاندر
یک است. شده استفاده [۵۷] تاخیری کسری بهینه کنترل مسائل و [۱۸] کسری بهینه کنترل
شناسایی برای مونتس⁃لژاندر چندجمله ای های مبنای بر مصنوعی عصبی شبکه از کاربرد
مبنای بر ولتاژ کاهش تاثیر است. شده ارائه [۹۰] در غیرخطی و خطی دینامیکی سیستم های
عصبی شبکه از تاکنون اگرچه دید. [۹۱] در می توان را مونتس⁃لژاندر متعامد فیلترهای
کسری بهینه کنترل مسائل حل برای مونتس⁃لژاندر چندجمله ای های پایه با تابعی پیوندی
تابعی پیوندی عصبی شبکه ابتدا بخش این ادامه در ما بنابراین است. نشده استفاده تاخیری
کامل طور به مونتس⁃لژاندر عصبی شبکه عنوان با را مونتس⁃لژاندر چندجمله ای های با
تاخیری کسری بهینه کنترل مسائل از رده ای حل برای شبکه این از سپس و داده توضیح

می کنیم. استفاده نامساوی و مساوی قیود شامل

مونتس⁃لژاندر عصبی شبکه ۳ .۴
برای مونتس⁃لژاندر چندجمله ای با را تابعی پیوندی عصبی شبکه یک داریم قصد بخش این در
با را مونتس⁃لژاندر لایه تک عصبی شبکه یک ساختار ۱ .۴ شکل کنیم. ترکیب توابع تقریب
مونتس⁃ چندجمله ای مبنای بر گسترش تابع بلوک یک و خروجی یک مستقل، ورودی یک
زیر صورت به P̄ وزن بردار و t ورودی متغیر به توجه با شبکه خروجی می دهد. نشان لژاندر

می شود تعریف

N(t, P̄ ) = νF (s). (۲ .۴)

تعریف F (s) = tanh(s) صورت به که است شبکه فعالیت تابع F و خروجی لایه وزن ν آن در که
تعریف زیر صورت به و است یافته بسط ورودی داده های از وزنی مجموع یک که s می شود.



کنترل مسائل از رده ای حل برای مونتس⁃لژاندر تابعی پیوندی عصبی شبکه ۷۸
تاخیری کسری بهینه

می شود
s =

n∑
i=۰

wiLi,α(t), (۳ .۴)

محاسبه (۶۷ .۱) از استفاده با و هستند پردازش عناصر Ln,α(t) ،. . . ،L۱,α(t) ،L۰,α(t) آن در که
وزن w۰ که هستند، پردازش عناصر با متناظر وزن های i = ۰, ۱,۲, . . . , n ها wi می شوند.
با فضایی به ورودی الگوی تبدیل با پنهان لایه مونتس⁃لژاندر عصبی شبکه در است. بایاس

است. شده حذف مونتس⁃لژاندر چندجمله ای های وسیله به بیشتر بعد

مساوی قیود با تاخیری کسری بهینه کنترل مسأله ۴ .۴
نامساوی و

بگیرید نظر در را زیر بهینه کنترل مسأله
Minimize J(x(t), u(t)) = Φ(t, x(t))|tf +

∫ tf

t۰
V (t, x(t), u(t))dt, (۴ .۴)

تاخیری کسری دینامیکی سیستم با
C
t۰D

α
t x(t) = f(t, x(t), x(t− σ), u(t)), t ∈ [t۰, tf ], (۵ .۴)

نامساوی قیود
g(t, x(t), u(t)) ≤ ۰, t ∈ [t۰, tf ], (۶ .۴)

اولیه شرط و
x(t) = ϕ(t), t ∈ [t۰ − σ, t۰]. (۷ .۴)

می شود تبدیل زیر مسأله به فوق تاخیری مسأله پاده تقریب از استفاده با و قبل فصل مشابه
Minimize J(x(t), u(t)) = Φ(t, x(t))|tf +

∫ tf

t۰
V (t, x(t), u(t))dt, (۸ .۴)

قیود تحت
C
t۰D

α
t x(t) = f(t, x(t), z(t), u(t)), (۹ .۴)

g(t, x(t), u(t)) ≤ ۰, t ∈ [t۰, tf ], (۱۰ .۴)
ẏ(t) =

۴
σ
(x(t)− y(t))− ẋ(t), (۱۱ .۴)

ż(t) =
۴
σ
(۲y(t)− z(t)− x(t)) + ẋ(t), (۱۲ .۴)

x(t۰) = ϕ(t۰), y(t۰) = ϕ(t۰ − σ

۲), z(t۰) = ϕ(t۰ − σ). (۱۳ .۴)



۷۹ نامساوی و مساوی قیود با تاخیری کسری بهینه کنترل مسأله
داریم [۹۲ ،۱۵ ،۱۳] بهینگی لازم شرایط از استفاده با

∂H

∂x
= C

t D
α
tf
λ(t), (۱۴ .۴)

∂H

∂y
= −γ̇(t), (۱۵ .۴)

∂H

∂z
= −µ̇(t), (۱۶ .۴)

∂H

∂λ
= C

t۰D
α
t x(t), (۱۷ .۴)

∂H

∂γ
= ẏ(t), (۱۸ .۴)

∂H

∂µ
= ż(t), (۱۹ .۴)

∂H

∂u
= ۰, (۲۰ .۴)

ζ(t). g(t, x(t), u(t)) = ۰, (۲۱ .۴)
ζ(t) ≥ ۰, (۲۲ .۴)
g(t, x(t), u(t)) ≤ ۰, (۲۳ .۴)
∂Φ

∂x
|tf = λ(tf ), (۲۴ .۴)

می شود تعریف زیر صورت به و است همیلتونی تابع H آن در که
H(t, x, y, z, λ, γ, µ, ζ, u) = V (t, x, u) + λ.f(t, x, z, u) + γ.(

۴
σ
(x− y)− ẋ)

+ µ.(
۴
σ
(۲y − z − x) + ẋ) + ζ.g(t, x, u),

(NCP ) غیرخطی۸ مکمل مسأله یک جواب و (۲۳ .۴)⁃(۲۱ .۴) جواب های بین رابطه ای می توان
است. شده تعریف پایین در NCP توابع از رده ای .[۹۳] کرد پیدا

کند صدق زیر شرط در اگر می شود نامیده NCP تابع یک ϕ : R۲ → R تابع .۱ .۴ .۴ تعریف
ϕ(p, q) = ۰ ⇐⇒ p ≥ ۰, q ≥ ۰, pq = ۰. (۲۵ .۴)

فیشر⁃ تابع (۲۵ .۴) غیرخطی مکمل مسأله برای رایج توابع از یکی [۹۴] .۲ .۴ .۴ تعریف
می شود تعریف زیر صورت به که است (FB) برمیستر۹

ϕFB(p, q) = (p+ q)−
√
p۲ + q۲.

می شود تعریف زیر به صورت نیز ۱۰ یافته اغتشاش FB تابع
ϕεFB(a, b) = (a+ b)−

√
a۲ + b۲ + ε, ε→ ۰+,

8Nonlinear Complementarity Problem
9FischerBurmeister
10Perturbed



کنترل مسائل از رده ای حل برای مونتس⁃لژاندر تابعی پیوندی عصبی شبکه ۸۰
تاخیری کسری بهینه

مشاهده می توان را ϕεFB مهم خاصیت یک زیر نتیجه در است. مثبت و کوچک عددی ϵ که
کرد.

داریم ε ∈ R هر برای [۹۵] .۱ .۴ .۴ گزاره

ϕεFB(p, q) = ۰ ⇔ p > ۰, q > ۰, pq = ε

۲ .

است. هموار ε > ۰ برای a, b به توجه با ϕεFB(a, b) که شود توجه باید

محدودیت های به را (۲۳ .۴)⁃(۲۱ .۴)NCP مسئله می توان یافته، اغتشاش FB تابع از استفاده با
کرد تبدیل زیر معادل

ϕεFB(ζ(t),−g(t, x(t), u(t))) = ۰, ε→ ۰+.

کرد بازنویسی زیر صورت به می توان را (۲۴ .۴)⁃(۱۴ .۴) بهینگی سیستم بنابراین


∂H

∂x
= C

t D
α
tf
λ(t),

∂H

∂y
= −γ̇(t),

∂H

∂z
= −µ̇(t),

∂H

∂λ
= C

t۰D
α
t x(t),

∂H

∂γ
= ẏ(t),

∂H

∂µ
= ż(t),

∂H

∂u
= ۰,

ϕεFB(ζ(t),−g(t, x(t), u(t))) = ۰, ε→ ۰+,
λ(tf ) =

∂Φ

∂x
|tf .

(۲۶ .۴)

بهینگی لازم شرایط در توابع تقریب ۵ .۴
در توابع تقریب به مونتس⁃لژاندر عصبی شبکه پیشنهادی روش از استفاده با بخش این در
متغیرهای برای آزمایشی جواب های اساس، همین بر می پردازیم. (۲۶ .۴) بهینگی سیستم
ارائه زیر صورت به uT کنترل تابع و (λT , γT , µT , ζT ) لاگرانژ ضربگرهای ،(xT , yT , zT ) وضعیت



۸۱ بهینگی لازم شرایط در توابع تقریب
می شوند



xT (t) = x(t۰) + (t− t۰)Nx(t, P̄x),

yT (t) = y(t۰) + (t− t۰)Ny(t, P̄y),

zT (t) = z(t۰) + (t− t۰)Nz(t, P̄z),

λT (t) =
∂Φ

∂xT
|tf + (t− tf )Nλ(t, P̄λ),

γT (t) = (t− tf )Nγ(t, P̄γ),

µT (t) = (t− tf )Nµ(t, P̄µ),

ζT (t) = Nζ(t, P̄ζ),

uT (t) = Nu(t, P̄u),

(۲۷ .۴)

آن در که



Nx(t, P̄x) = νx tanh(sx), sx =
∑n

i=۰wx
i Li,α(t),

Ny(t, P̄y) = νy tanh(sy), sy =
∑n

i=۰wy
i Li,α(t),

Nz(t, P̄z) = νz tanh(sz), sz =
∑n

i=۰wz
iLi,α(t),

Nλ(t, P̄λ) = νλ tanh(sλ), sλ =
∑n

i=۰wλ
i Li,α(t),

Nγ(t, P̄γ) = νγ tanh(sγ), sγ =
∑n

i=۰wγ
i Li,α(t),

Nµ(t, P̄µ) = νµ tanh(sµ), sµ =
∑n

i=۰wµ
i Li,α(t),

Nζ(t, P̄ζ) = νζ tanh(sζ), sζ =
∑n

i=۰wζ
iLi,α(t),

Nu(t, P̄u) = νu tanh(su), su =
∑n

i=۰wu
i Li,α(t).

(۲۸ .۴)



کنترل مسائل از رده ای حل برای مونتس⁃لژاندر تابعی پیوندی عصبی شبکه ۸۲
تاخیری کسری بهینه

داریم پس کنند، صدق (۲۶ .۴) سیستم در باید آزمایشی جواب های

∂HT

∂xT
= C

t D
α
tf
λT (t),

∂HT

∂yT
= −γ̇T (t),

∂HT

∂zT
= −µ̇T (t),

∂HT

∂λT
= C

t۰D
α
t xT (t),

∂HT

∂γT
= ẏT (t),

∂HT

∂µT
= żT (t),

∂HT

∂uT
= ۰,

ϕεFB(ζT (t),−g(t, xT (t), uT (t))) = ۰, ε→ ۰+,
∂Φ

∂xT
|tf = λT (tf ),

(۲۹ .۴)

که
HT = H(t, xT , yT , zT , λT , γT , µT , ζT , uT ).

بهینگی سیستم نامقید، بهینه سازی مسأله یک به (۲۹ .۴) مسأله تبدیل منظور به اکنون
گسسته سازی [t۰, tf ] بازه از k = ۰, ۱, ...,m ،tk = t۰ +

tf−t۰
m k نقطه m + ۱ روی را (۲۹ .۴)

می کنیم تعریف را زیر بهینه سازی مسأله و می کنیم
MinimizePE(P ) =

۱
۲

۸∑
l=۱

m∑
k=۰

{El(tk, P )}, (۳۰ .۴)

و P = (P̄x, P̄y, P̄z, P̄λ, P̄γ , P̄µ, P̄ζ , P̄u)
T آن در که



E۱(tk, P ) =
[
∂HT

∂λT
− C

t۰D
α
tk
xT (tk)

]۲
,

E۲(tk, P ) =
[
∂HT

∂γT
− ẏT (tk)

]۲
,

E۳(tk, P ) =
[
∂HT

∂µT
− żT (tk)

]۲
,

E۴(tk, P ) =
[
∂HT

∂xT
− C

tk
Dα

tf
λT (tk)

]۲
,

E۵(tk, P ) =
[
∂HT

∂yT
+ γ̇T (tk)

]۲
,

E۶(tk, P ) =
[
∂HT

∂zT
+ µ̇T (tk)

]۲
,

E۷(tk, P ) = [ϕεFB(ζT (tk),−g(tk, xT (tk), uT (tk)))]
۲ ,

E۸(tk, P ) =
[
∂HT

∂uT

]۲
.

(۳۱ .۴)



۸۳ مونتس⁃لژاندر عصبی شبکه در آموزش الگوریتم
کسری مشتقات ۱ .۳ .۱ قضیه از استفاده با ابتدا (۳۱ .۴) رابطه در کسری مشتقات محاسبه برای

می شود بیان زیر صورت به ریمن⁃لیوویل راست و چپ
R
t۰D

α
tk
xT (tk) ≃

۱
hα

k∑
j=۰

ω
(α)
j xT (tk−j), k = ۱, ...,m, (۳۲ .۴)

R
tk
Dα

tf
λT (tk) ≃

۱
hα

m−k∑
j=۰

ω
(α)
j λT (tk+j), k = m− ۱, ..., ۰, (۳۳ .۴)

نوشت زیر صورت به را آن می توان که ωα
j = (−۱)j

α
j

 و h =
tf−t۰
m که

ω
(α)۰ = ۱, ω

(α)
j = (۱ − α+ ۱

j
)ω

(α)

j−۱, j = ۱,۲, ...,m. (۳۴ .۴)
محاسبه کاپاتو C

tk
Dα

tf
λT (tk) راست و C

t۰D
α
tk
xT (tk) چپ مشتق  های (۱۲ .۱) از استفاده با سپس

می شوند.
رسانی به روز نیز و (۳۰ .۴) خطا مینیمم برای کاهش تندترین بهینه سازی روش از پایان در

است. شده استفاده شبکه بایاس و وزن ها

مونتس⁃لژاندر عصبی شبکه در آموزش الگوریتم ۶ .۴
خطا تابع که می یابند تغییر گونه ای به شبکه وزن های و بایاس آموزش، الگوریتم فرآیند در
شبکه آموزش برای پس انتشار۱۱ الگوریتم از ناظر بدون الگوی یک اکنون شود. مینیمم E(P )

روش از استفاده با می کنیم. بیان را مونتس⁃لژاندر شبکه وزن های و بایاس رسانی به روز و
جدید وزن های و بایاس و شده انتخاب تصادفی طور به اولیه وزن های و بایاس کاهش، تندترین

می آیند دست به زیر رابطه از بعد مراحل در
Pi(j + ۱) = Pi(j)− ρ

∂E(P )

∂Pi(j)
, i = ۱,۲, ...,۸(n+ ۲), (۳۵ .۴)

داریم است. تکرار گام j و یادگیری نرخ ρ آن، در که
∂E(P )

∂Pi
=

∂

∂Pi

 ۱
۲

۸∑
l=۱

m∑
k=۰

{El(tk, P )}

 , (۳۶ .۴)

متغیر وزن های و بایاس نمونه، برای می شود. محاسبه (۳۱ .۴) رابطه از El(tk, P ) آن در که
می شوند به هنگام زیر صورت به x(t) وضعیت

wx
i (j + ۱) = wx

i (j)− ρ
∂E(P )

∂wx
i (j)

, i = ۰, ۱, ..., n,
νx(j + ۱) = νx(j)− ρ

∂E(P )

∂νx(j)
.

(۳۷ .۴)

11Back Propagation (BP)



کنترل مسائل از رده ای حل برای مونتس⁃لژاندر تابعی پیوندی عصبی شبکه ۸۴
تاخیری کسری بهینه

مونتس⁃لژاندر عصبی شبکه آموزش الگوریتم دیاگرام :۲ .۴ شکل

الگوریتم فلوچارت می شوند. به هنگام (۳۷ .۴) مانند نیز بایاس ها و وزن ها دیگر مشابه، طور به
است. شده داده نشان ۲ .۴ شکل در مونتس⁃لژاندر پیشنهادی شبکه آموزش
می شود خلاصه زیر گام های در نیز پیشنهادی شبکه آموزش الگوریتم روند

انتخاب تصادفی طور به i = ۱,۲, ...,۸(n + ۲) ، Pi وزن های برای اولیه مقادیر :۱ گام
می شوند.

ε > ۰ صورت به خطا مجاز حد پارامتر و t = (t۰, t۱, . . . , tm) صورت به ورودی متغیر :۲ گام
می شود. گرفته نظر در

صورت به گسترش توابع مونتس⁃لژاندر، عصبی شبکه ساختار در :۳ گام
.L۰,α(tk) = و۱ k = ۰, . . . ,m آن در که می شوند تولید [L۰,α(tk), L۱,α(tk), . . . , Ln,α(tk)]

در که می شود محاسبه N(tk, P̄ ) = νtanh(s) صورت به پیشنهادی شبکه خروجی :۴ گام
.s = ∑n

i=۰wiLi,α(tk) آن



۸۵ عددی نتایج
می شود. محاسبه (۳۰ .۴) رابطه از E(P ) خطای تابع :۵ گام

ناظر بدون آموزش الگوریتم از استفاده با مونتس⁃لژاندر شبکه بایاس و وزن ها :۶ گام
می شوند بهینه زیر صورت به پس انتشار

Pi(j + ۱) = Pi(j)− ρ
∂E(P )

∂Pi(j)
.

چرخه یک و رفته ۲ گام به درغیراینصورت برو، ۸ گام به E(P ) ≤ ε خطای تابع اگر :۷ گام
می شود. شروع جدید آموزشی

شبکه نهایی پارامترهای قبول، قابل دقت یک با شبکه آموزش فرآیند تکمیل از بعد :۸ گام
می شوند. ذخیره بایاس) و (وزن ها

عددی نتایج ۷ .۴
نشان را روش کارایی و می کنیم پیاده عددی مثال چند برای را شده ارائه روش بخش این در

می دهیم.

بگیرید نظر در را زیر مساوی قید با تاخیری کسری بهینه کنترل مسأله .۱ .۷ .۴ مثال

Minimize J =
۳
۲ [x(۲)]۲ +

۱
۲
∫ ۲

۰ u۲(t)dt, (۳۸ .۴)
subject to C۰ Dα

t x(t) = x(t) + x(t− ۱) + u(t), (۳۹ .۴)
x(t) = ۱, t ∈ [−۱, ۰]. (۴۰ .۴)

می گیریم نظر در را زیر متغیر تغییر ابتدا پاده، تقریب از استفاده با
y(t) ≜ x(t− ۱۲),
z(t) ≜ y(t− ۱۲) = x(t− ۱).

می شود تبدیل زیر سیستم به (۴۰ .۴)⁃(۳۹ .۴) سپس

C۰ Dα
t x(t) = x(t) + z(t) + u(t),

ẏ(t) = ۴(x(t)− y(t))− ẋ(t),

ż(t) = ۴(۲y(t)− z(t)− x(t)) + ẋ(t),

x(۰) = ۱, y(۰) = ۱, z(۰) = ۱.

(۴۱ .۴)

حل مونتس⁃لژاندر عصبی شبکه از استفاده با (۴۱ .۴) سیستم با را (۳۸ .۴) مسأله اکنون



کنترل مسائل از رده ای حل برای مونتس⁃لژاندر تابعی پیوندی عصبی شبکه ۸۶
تاخیری کسری بهینه

.۱ .۷ .۴ مثال در هدف تابع تقریبی و دقیق مقادیر :۱ .۴ جدول
J هدف تابع مقدار α مقدار روش

۳٫۰۹۰۱ ۱ مونتس⁃لژاندر عصبی شبکه
۲٫۳۷۰۵ ۰̸۹
۲٫۲۹۲۰ ۰̸۸
۳٫۰۸۳۳ ۱ [۷۴] در شده ارائه روش
۳٫۰۸۷۶ ۱ [۷۲] والش توابع
۳٫۱۰۱۷ ۱ [۷۴] دقیق جواب

.۱ .۷ .۴ مثال در α مختلف مقادیر ازای به E(P ) خطای تابع :۲ .۴ جدول
α ۱ ۰٫۹ ۰٫۸

E(P ) ۲٫۷۵ × ۱۰−۴ ۴٫۸۴ × ۱۰−۴ ۴٫۸۲ × ۱۰−۴

می گیریم نظر در زیر صورت به را تقریبی جواب های می کنیم.


xT = ۱ + tNx(t),

yT = ۱ + tNy(t),

zT = ۱ + tNz(t),

λT = ۳xT (۲) + (t− ۲)Nλ(t),

γT = (t− ۲)Nγ(t),

µT = (t− ۲)Nµ(t),

uT = Nu(t).

(۴۲ .۴)

شده ارائه ۱ .۴ جدول در α مختلف مقادیر و m = ۱۰۰ ،n = ۸ ازای به هدف تابع تقریبی مقدار
به تقریبی و دقیق کنترل توابع ۳ .۴ شکل در است. شده مقایسه نیز دیگر روش چند با و است
ازای به کنترل توابع و وضعیت متغیرهای نمودار همچنین است. شده داده نشان α = ۱ ازای
که می دهد نشان ۲ .۴ جدول در E(P ) نتایج است. شده رسم ۴ .۴ شکل در α مختلف مقادیر

می کنند. صدق بهینگی لازم شرایط در α مختلف مقادیر ازای به تقریبی جواب های



۸۷ عددی نتایج
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راست سمت مطلق خطای و چپ سمت u(t) کنترل تقریبی و دقیق توابع :۳ .۴ شکل
.۱ .۷ .۴ مثال در α = ۱ برای
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برای راست سمت u(t) کنترل توابع و چپ سمت x(t) وضعیت مسیرهای :۴ .۴ شکل
.۱ .۷ .۴ مثال در α = ۱, ۰٫۹, ۰٫۸



کنترل مسائل از رده ای حل برای مونتس⁃لژاندر تابعی پیوندی عصبی شبکه ۸۸
تاخیری کسری بهینه
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برای راست سمت u(t) کنترل توابع و چپ سمت x(t) وضعیت مسیرهای :۵ .۴ شکل
.۲ .۷ .۴ مثال در α = ۱, ۰٫۹۵, ۰٫۹

بگیرید نظر در را زیر غیرخطی تاخیری کسری بهینه کنترل مسأله .۲ .۷ .۴ مثال
Minimize J =

۱
۲ [x(۲)]۲ +

۱
۲
∫ ۲

۰ [x۲(t) + u۲(t)]dt, (۴۳ .۴)
subject to C۰ Dα

t x(t) = x(t) sin(x(t)) + x(t− ۱) + u(t), (۴۴ .۴)
x(t) = ۱۰, t ∈ [−۱, ۰]. (۴۵ .۴)

کنید فرض
y(t) ≜ x(t− ۱۲),
z(t) ≜ y(t− ۱۲) = x(t− ۱).

می شود تبدیل زیر سیستم به (۴۵ .۴)⁃(۴۴ .۴) اکنون

C۰ Dα
t x(t) = x(t) sin(x(t)) + z(t) + u(t),

ẏ(t) = ۴(x(t)− y(t))− ẋ(t),

ż(t) = ۴(۲y(t)− x(t)− z(t)) + ẋ(t),

x(۰) = y(۰) = z(۰) = ۱۰.

(۴۶ .۴)

می کنیم. حل را مسأله mاین = ۱۰۰ و n = ۸ ازای به شده ارائه عصبی شبکه روش از استفاده با
انتخاب با است. شده ارائه ۳ .۴ جدول در J هدف تابع برای آمده دست به نتایج α = ۱ ازای به
شده رسم ۵ .۴ شکل در نیز کنترل و وضعیت توابع برای بهینه مسیرهای α مختلف مقادیر

است.
زمان در وضعیت متغیر برای تساوی قید کردن اضافه با را (۴۵ .۴)⁃(۴۳ .۴) مسأله بار این



۸۹ عددی نتایج

.۲ .۷ .۴ مثال در α = ۱ برای هدف تابع تقریبی مقادیر :۳ .۴ جدول
J هدف تابع مقدار روش

۱۶۰٫۲۵۸۳ مونتس⁃لژاندر عصبی شبکه
۱۶۲٫۰۱۹ [۷۸] در شده ارائه روش
۱۶۲٫۰۱۴۱ [۹۶] در شده ارائه روش
۱۶۱٫۹۸۰۹ [۹۷] گاوس⁃لژاندر طیفی شبه روش
۱۶۱٫۹۸۰۹ [۹۸] شبه طیفی روش

.۲ .۷ .۴ مثال در α مختلف مقادیر ازای به E(P ) خطای تابع :۴ .۴ جدول
α ۱ ۰٫۹۵ ۰٫۹
E(P ) ۲٫۹۳ × ۱۰−۴ ۲٫۷۷ × ۱۰−۴ ۷٫۲۵ × ۱۰−۴

صورت به نهایی

−۱۱۹٫۸۵۴ + ۲۲x(۲)− x۲(۲) = ۰, (۴۷ .۴)

زیر صورت به غیرخطی نامساوی قید و

−۱۱۴٫۶ + ۸t+ x۲(t) ⩽ ۰. (۴۸ .۴)

صورت به m = ۱۰۰ و n = ۸ ،α = ۱ ازای به هدف تابع مقدار دادیم. قرار بررسی مورد
شبه روش های از استفاده با [۹۷] در آمده دست به نتایج با مقدار این است. J = ۱۶۳٫۵۶۳۳
کنترل سازی پارامتری روش از استفاده با [۹۹] در ،(J = ۱۶۴٫۴۲۵۶) گاوس⁃لژاندر طیفی
مقایسه خوبی به (J = ۱۶۴٫۴۶۵) کنترل۱۳ پارامتر افزایش روش و (J = ۱۶۵٫۵۴) کلاسیک۱۲
شکل در جدید مقید مسأله برای بهینه مسیرهای α مقدار تغییر با همچنین است. شده
که می دهد نشان ۴ .۴ جدول در متفاوت های α ازای به E(P ) مقادیر است. شده رسم ۶ .۴

می کنند. صدق بهینگی لازم شرایط در تقریبی جواب های

12Classical control parametrization
13Control parametrization enhancing technique
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تاخیری کسری بهینه
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برای راست سمت u(t) کنترل توابع و چپ سمت x(t) وضعیت مسیرهای :۶ .۴ شکل
نامساوی. و تساوی قیود با ۲ .۷ .۴ مثال در α = ۱, ۰٫۹۵, ۰٫۹

بگیرید نظر در را زیر مسأله اکنون .۳ .۷ .۴ مثال

Minimize J =
۱
۲ [x(۱)]۲ +

۱
۲
∫ ۱

۰ u۲(t)dt, (۴۹ .۴)
subject to C۰ Dα

t x(t) = x(t) + t۲x(t− ۱
۳) + u(t), (۵۰ .۴)

x(t) + u(t) ⩽ t۲ − ۱, (۵۱ .۴)
x(t) = t+ ۱, t ∈ [−۱/۳, ۰]. (۵۲ .۴)

کنید فرض
y(t) ≜ x(t− ۱۶),
z(t) ≜ y(t− ۱۶) = x(t− ۱۳).

(۵۳ .۴)

تبدیل زیر تاخیر بدون سیستم به (۵۲ .۴)⁃(۵۰ .۴) تاخیری سیستم (۵۳ .۴) از استفاده با
می شود

C۰ Dα
t x(t) = x(t) + t۲z(t) + u(t),

ẏ(t) = ۱۲(x(t)− y(t))− ẋ(t),

ż(t) = ۱۲(۲y(t)− z(t)− x(t)) + ẋ(t),

x(t) + u(t) ⩽ t۲ − ۱,
x(۰) = ۱, y(۰) = ۵۶ , z(۰) = ۲۳ .

(۵۴ .۴)

نظر در زیر صورت به را آزمایشی جواب های مونتس⁃لژاندر عصبی شبکه از استفاده با سپس



۹۱ عددی نتایج

.۳ .۷ .۴ مثال در هدف تابع تقریبی مقادیر :۵ .۴ جدول
J هدف تابع مقدار α مقدار روش

۱٫۱۰۲۳ ۱ مونتس⁃لژاندر عصبی شبکه
۱٫۱۰۰۸ ۰̸۹۹
۱٫۰۹۵۵ ۰̸۹۸
۱٫۱۰۴۰ ۱ [۱۰۰] لاگرانژ درونیاب های ای چندجمله و بلاک⁃پالس توابع

.۳ .۷ .۴ مثال در E(P ) خطای تابع مقادیر :۶ .۴ جدول
α ۱ ۰٫۹۹ ۰٫۹۸
E(P ) ۱٫۸۵۷۳ × ۱۰−۴ ۷٫۸۰۸۷ × ۱۰−۳ ۸٫۳۰۱۷ × ۱۰−۳

می گیریم


xT = ۱ + tNx(t),

yT = ۵۶ + tNy(t),

zT = ۲۳ + tNz(t),

λT = xT (۱) + (t− ۱)Nλ(t),

γT = (t− ۱)Nγ(t),

µT = (t− ۱)Nµ(t),

ζ۱T = Nζ۱(t),

uT = Nu(t).

(۵۵ .۴)

و پالس بلاک توابع ترکیبی روش از استفاده با [۱۰۰] در مسأله این ،α = ۱ ازای به
استفاده با ما است. J = ۱٫۱۰۴۰ هدف تابع مقدار که است شده حل لاگرانژ چندجمله ای های
،n = ۸ ازای به هدف تابع بهینه مقدار می کنیم. حل را مسأله این پیشنهادی عصبی شبکه از
تقریبی مسیرهای α مقادیر تغییر با است. شده ارائه ۵ .۴ جدول در مختلف αهای و m = ۵۰
شده ارائه ۶ .۴ جدول در E(P ) مقادیر علاوه به است. شده رسم ۷ .۴ شکل در x(t)+u(t) برای

است.

محدودیت های شامل که را زیر غیرخطی تاخیری کسری بهینه کنترل مسأله .۴ .۷ .۴ مثال



کنترل مسائل از رده ای حل برای مونتس⁃لژاندر تابعی پیوندی عصبی شبکه ۹۲
تاخیری کسری بهینه
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r(t)=t2−1
α=1

α=0.99

α=0.98

.۳ .۷ .۴ مثال در α = ۱, ۰٫۹۹, برای۰٫۹۸ x(t) + u(t) از بهینه مسیرهای :۷ .۴ شکل
.۴ .۷ .۴ مثال در هدف تابع تقریبی مقادیر :۷ .۴ جدول

J هدف تابع مقدار α مقدار روش
−۰٫۲۳۷۳ ۱ مونتس⁃لژاندر عصبی شبکه
−۰٫۲۵۴۹ ۰̸۹۵
−۰٫۲۶۸۲ ۰̸۹
−۰٫۳۰۶۸۵ ۱ [۱۰۱] برنشتاین عملگر ماتریس روش تاخیر) بدون (حالت

بگیرید نظر در است نامساوی و مساوی
Minimize J =

∫ ۱
۰ − ln(۲)x(t)dt, (۵۶ .۴)

subject to C۰ Dα
t x(t) = ln(۲)(x(t− ۱) + u(t)), (۵۷ .۴)

|u(t)| ⩽ ۱, (۵۸ .۴)
x(t) + u(t) ⩽ ۲, (۵۹ .۴)
x(t) = ۰, t ∈ [−۱, ۰]. (۶۰ .۴)

ما اکنون است. شده حل [۱۰۱] در α مختلف مقادیر ازای به غیرتاخیری حالت در مسأله این
از استفاده با می کنیم. بررسی را مسأله x(t) وضعیت متغیر در تاخیر عامل گرفتن نظر در با
تابع بهینه مقدار α مختلف مقادیر و m = ۵۰ ،n = ۸ ازای به پیشنهادی عصبی شبکه روش
بهینه مسیرهای α مختلف مقادیر برای همچنین است. شده داده نشان ۷ .۴ جدول در هدف
در E(P ) مقادیر دادن نشان با است. شده رسم ۸ .۴ شکل در کنترل تابع و وضعیت متغیر برای
بهینگی لازم شرایط در آمده دست به تقریبی جواب های که گرفت نتیجه می توان ۸ .۴ جدول

می کنند. صدق



۹۳ عددی نتایج
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برای راست سمت u(t) کنترل توابع و چپ سمت x(t) وضعیت مسیرهای :۸ .۴ شکل
.۴ .۷ .۴ مثال در α = ۱, ۰٫۹۵, ۰٫۹

.۴ .۷ .۴ مثال در E(P ) خطای تابع مقادیر :۸ .۴ جدول
α ۱ ۰٫۹۵ ۰٫۹
E(P ) ۱٫۰۱ × ۱۰−۳ ۸٫۵۹ × ۱۰−۳ ۸٫۵۴ × ۱۰−۳

بگیرید نظر در را زیر مسأله .۵ .۷ .۴ مثال
Minimize J =

۱
۲
∫ ۲

۰ (x۲(t) + u۲(t))dt, (۶۱ .۴)
subject to C۰ Dα

t x(t) = x(t− ۱) + u(t), (۶۲ .۴)
x(t) = ۱, t ∈ [−۱, ۰]. (۶۳ .۴)

،α متفاوت مقادیر ازای به J هدف تابع مقادیر پیشنهادی، عصبی شبکه روش از استفاده با
کنترل و وضعیت توابع نمودارهای است. شده داده نشان ۹ .۴ جدول در m = ۱۰۰ و n = ۸
گزارش ۱۰ .۴ جدول در E(P ) خطای تابع از محاسباتی نتایج شده اند. رسم ۹ .۴ شکل در نیز

می کنند. تصدیق بهینگی لازم شرایط در را تقریبی جواب های برقراری نتایج این است. شده
بگیرید نظر در زیر صورت به را کنترل در تاخیر با کسری بهینه کنترل مسأله .۶ .۷ .۴ مثال

Minimize J =
۱
۲
∫ ۰٫۲۵

۰ (x۲(t) + u۲(t))dt, (۶۴ .۴)
subject to C۰ Dα

t x(t) = x(t) + u(t− ۰٫۱) + u(t), (۶۵ .۴)
x(۰) = ۱, u(t) = ۰, t ∈ [−۰٫۱, ۰]. (۶۶ .۴)

می کنیم. حل را مسأله m = ۵۰ و n = ۸ ازای به پیشنهادی عصبی شبکه روش از استفاده با

است. آمده ۱۱ .۴ جدول در J هدف تابع برای آمده دست به نتایج α مختلف مقادیر انتخاب با



کنترل مسائل از رده ای حل برای مونتس⁃لژاندر تابعی پیوندی عصبی شبکه ۹۴
تاخیری کسری بهینه

.۵ .۷ .۴ مثال در هدف تابع تقریبی مقادیر :۹ .۴ جدول
J هدف تابع مقدار α مقدار روش

۱٫۶۲۱۷ ۱ مونتس⁃لژاندر عصبی شبکه
۱٫۶۳۵۴ ۰̸۹
۱٫۶۴۴۵ ۰̸۸
۱٫۶۴۷۸ ۱ [۷۶] هیبریدی روش
۱٫۶۴۸۸ ۱ [۵۲] در شده ارائه روش
۱٫۶۴۷۸ ۱ [۵۶] چلیشکف موجک روش
۱٫۶۴۷۴ ۱ [۵۷] طیفی شبه روش
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برای راست سمت u(t) کنترل توابع و چپ سمت x(t) وضعیت مسیرهای :۹ .۴ شکل
.۵ .۷ .۴ مثال در α = ۱, ۰٫۹, ۰٫۸

.۵ .۷ .۴ مثال در E(P ) خطای تابع مقادیر :۱۰ .۴ جدول
α ۱ ۰٫۹ ۰٫۸
E(P ) ۱٫۲۹ × ۱۰−۵ ۱٫۲ × ۱۰−۶ ۳٫۵۵ × ۱۰−۵



۹۵ عددی نتایج

.۶ .۷ .۴ مثال در هدف تابع تقریبی مقادیر :۱۱ .۴ جدول
J هدف تابع مقدار α مقدار روش

۰٫۱۵۲۳ ۱ مونتس⁃لژاندر عصبی شبکه
۰٫۱۵۵۵ ۰̸۹
۰٫۱۶۰۳ ۰̸۸
۰٫۱۵۳۷ ۱ [۵۶] چلیشکف موجک های روش
۰٫۱۵۴۲ ۱ [۵۷] طیفی شبه روش
۰٫۱۵۶۵ ۱ [۷۳] در شده ارائه روش
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برای راست سمت u(t) کنترل توابع و چپ سمت x(t) وضعیت مسیرهای :۱۰ .۴ شکل
.۶ .۷ .۴ مثال در α = ۱, ۰٫۹, ۰٫۸

مختلف α های برای است. شده رسم ۱۰ .۴ شکل در کنترل وتوابع وضعیت بهینه مسیرهای
است. آمده ۱۲ .۴ جدول در نیز E(P ) خطای تابع مقدار

بگیرید نظر در را زیر تاخیری کسری بهینه کنترل مسأله .۷ .۷ .۴ مثال
Minimize J =

۱
۲
∫ ۱

۰ (x۲(t) + ۱
۲u۲(t))dt, (۶۷ .۴)

subject to C۰ Dα
t x(t) = −x(t) + x(t− ۱

۳) + u(t)− ۱
۲u(t−

۲
۳), (۶۸ .۴)

x(t) = ۱, t ∈ [− ۱
۳ , ۰], (۶۹ .۴)

u(t) = ۰, t ∈ [−۲
۳ , ۰]. (۷۰ .۴)

شده حل برنولی چندجمله ای و بلاک⁃پالس توابع از استفاده با [۱۰۲] در مسأله این α = ۱ برای
[۵۶] در شبه طیفی، روش از استفاده با [۵۷] در مسأله این کسری حالت برای همچنین است.
معادلات از استفاده با [۶۰] در و چلیشکف موجک های و عملیاتی ماتریس روش از استفاده با



کنترل مسائل از رده ای حل برای مونتس⁃لژاندر تابعی پیوندی عصبی شبکه ۹۶
تاخیری کسری بهینه

.۶ .۷ .۴ مثال در E(P ) خطای تابع مقادیر :۱۲ .۴ جدول
α ۱ ۰٫۹ ۰٫۸
E(P ) ۹٫۸۹ × ۱۰−۳ ۶٫۱۰ × ۱۰−۳ ۳٫۷۸ × ۱۰−۳

.۷ .۷ .۴ مثال در هدف تابع تقریبی مقادیر :۱۳ .۴ جدول
J هدف تابع مقدار α مقدار روش

۰٫۳۶۵۶ ۱ مونتس⁃لژاندر عصبی شبکه
۰٫۳۶۶۱ ۰̸۹۵
۰٫۳۶۱۲ ۰̸۹
۰٫۳۵۱۸ ۰̸۸
۰٫۳۶۷۷ ۱ [۵۷] شبه طیفی روش
۰٫۳۷۳۱۰ ۱ [۱۰۲] هیبریدی روش
۰٫۳۷۳۱۱ ۱ [۵۶] چلیشکف موجک های روش
۰٫۳۷۳۱۴ ۱ [۶۰] در شده ارائه روش

شبکه پیشنهادی روش به کارگیری با است. شده حل گرانوالد⁃لتنیکف تقریب و اویلر⁃لاگرانژ
است. شده حل مختلف α های و m = ۵۰ ،n = ۸ برای مسأله این مونتس⁃لژاندر عصبی
است. شده مقایسه موجود روش های با نتیجه و شده ارائه ۱۳ .۴ جدول در هدف تابع مقادیر
استفاده با است. شده داده نشان ۱۱ .۴ شکل در کنترل توابع و وضعیت مسیرهای همچنین

می شود. داده نشان پیشنهادی روش دقت ۱۴ .۴ جدول در E(P ) شده ارائه مقادیر از

.۷ .۷ .۴ مثال در E(P ) خطای تابع مقادیر :۱۴ .۴ جدول
α ۱ ۰٫۹۵ ۰٫۹ ۰٫۸
E(P ) ۱٫۲۷ × ۱۰−۳ ۵٫۸۹ × ۱۰−۲ ۵٫۸۰ × ۱۰−۲ ۵٫۶۳ × ۱۰−۲



۹۷ عددی نتایج
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برای راست سمت u(t) کنترل توابع و چپ سمت x(t) وضعیت مسیرهای :۱۱ .۴ شکل
مثال۴. ۷. ۷. در α = ۱, ۰٫۹۵, ۰٫۹, ۰٫۸





۵ فصل
با کسری بهینه کنترل مسائل حل

شبکه از استفاده با غیرتکین هسته
نمائی عصبی

مقدمه ۱ .۵
توصیف در را جدیدی ویژگی های حافظه داری، خاصیت از تاثیر با کسری حسابان تاکنون
تاثیر با سیستم های توصیف حال، این با است. داده ارائه واقعی دنیای پیچیده رفتارهای
مانند کسری حسابان کلاسیک انواع زیرا است، محققان برای بزرگ چالش یک هم هنوز حافظه
نمی توانند تکین هسته با غیره و هادامارد۲ ریس۱، لتنیکف، گرانوالد ریمن⁃لیوویل، کاپاتو،
تکینی، مشکل رفع برای رو این از کنند. توصیف درستی به همیشه را دینامیکی سیستم های
در که کردند ارائه کاپاتو⁃فابریسیو مشتق عنوان با را تعریفی ۲۰۱۵ سال در فابریسیو و کاپاتو
این از محققان آن ها، نتایج بودن جدید به توجه با .[۷] است شده استفاده نمائی هسته از آن
عملکرد در اصلی نکته آورده اند. دست به خوبی نتایج و کرده استفاده مسائل حل در تعریف
فیزیکی، مسائل چون مختلفی مسائل در و بوده غیرتکین هسته دارای که است این مشتق این

1Riesz
2Hadamard

۹۹



عصبی شبکه از استفاده با غیرتکین هسته با کسری بهینه کنترل مسائل حل ۱۰۰
نمائی

ریاضی، علوم در همچنین .[۱۰۴ ،۱۰۳] دارد کاربرد غیره و حرارتی علوم زیرزمینی، آب های
در کاپاتو⁃فابریسیو مشتق شامل کسری دینامیکی سیستم با بهینه کنترل مسائل مدل سازی
با کسری بهینه کنترل مسائل تحلیلی جواب یافتن که داشت توجه باید است. توسعه حال
روش های مسائل این عددی حل برای رو این از نیست. آسانی کار کاپاتو⁃فابریسیو مشتق
داریم قصد بخش این در فوق، مباحث از گرفتن انگیزه با است. لازم کارایی و موثر عددی

دهیم. قرار بررسی مورد را کاپاتو⁃فابریسیو مشتق با کسری بهینه کنترل مسائل

مسأله ریاضی مدل بندی ۲ .۵
بگیرید نظر در زیر صورت به را کاپاتو⁃فابریسیو کسری مشتق با بهینه کنترل مسأله

Minimize J(x(t), u(t)) =

∫ T

۰ F (t, x(t), u(t))dt, (۱ .۵)
subject to CF۰ Dα

t x(t) = G(t, x(t), u(t)), t ∈ [۰, T ], (۲ .۵)
x(۰) = x۰. (۳ .۵)

مشتق CF۰ Dα
t x(t) عبارت دارند. را (۴ .۳)⁃(۱ .۳) مسأله شرایط همان G و F توابع آن در که

است. تعریف شده ۱ فصل در که می دهد نشان را کاپاتو⁃فابریسیو چپ
طبق است. شده اثبات و بیان [۱۰۵] در (۳ .۵)⁃(۱ .۵) مسأله برای بهینگی لازم شرایط

داریم شرایط این

∂H

∂x
= CF

t Dα
Tλ(t), λ(T ) = ۰,

∂H

∂λ
= CF۰ Dα

t x(t), x(۰) = x۰,
∂H

∂u
= ۰.

(۴ .۵)

می شود تعریف زیر صورت به همیلتونی تابع آن در که
H(t, x(t), λ(t), u(t)) = F (t, x(t), u(t)) + λ(t).G(t, x(t), u(t)).

عصبی شبکه از استفاده با بهینگی سیستم عددی حل ۳ .۵
نمائی

از هستیم. (۴ .۵) بهینگی سیستم حل برای کارا عصبی شبکه یک ارائه دنبال به قسمت این در
شبکه از است بهتر نمائی عامل وجود و کاپاتو⁃فابریسیو مشتق تعریف ساختار دلیل به طرفی
نمائی تابع وجود دلیل به نمائی عصبی شبکه کرد. استفاده مسأله این حل برای نمائی عصبی



۱۰۱ نمائی عصبی شبکه از استفاده با بهینگی سیستم عددی حل

(۲ .۵) دینامیکی سیستم با متناظر نمائی عصبی شبکه :۱ .۵ شکل

دارد (۱۵ .۱) رابطه در انتگرالده تابع با سیگموئید عصبی شبکه به نسبت بیشتری سازگاری
مشتق عبارت وجود به توجه با طرفی از می شود. کاسته حدودی تا محاسبات پیچیدگی از و
سیگموئید تابع از آسان تر نسبت به نمائی تابع از مشتق گیری ،(۱۵ .۱) تعریف در اول مرتبه

بود. خواهد
گرفته نظر در زیر صورت به آزمایشی جواب های (۴ .۵) بهینگی سیستم حل برای اکنون

می شود


x̂(t) =

∑I
i=۱ vxi ew

x
i t+bxi ,

λ̂(t) =
∑I

i=۱ vλi ew
λ
i t+bλi ,

û(t) =
∑I

i=۱ vui ew
u
i t+bui ,

(۵ .۵)

وزن b و خروجی لایه وزن v ورودی، لایه وزن w پنهان، لایه نرون های تعداد I آن در که
شبکه ساختار همچنین است. σ(.) = e(.) صورت به نمائی شبکه در فعالیت تابع است. بایاس

.[۴۳] دید ۱ .۵ شکل در می توان را t ورودی با نمائی عصبی



عصبی شبکه از استفاده با غیرتکین هسته با کسری بهینه کنترل مسائل حل ۱۰۲
نمائی

داریم بنابراین کنند. صدق (۴ .۵) بهینگی لازم شرایط در باید آزمایشی جواب های اکنون

∂Ĥ

∂x̂
= CF

t Dα
T λ̂(t),

∂Ĥ

∂λ̂
= CF۰ Dα

t x̂(t),

∂Ĥ

∂û
= ۰,

x̂(۰) = x۰,
λ̂(T ) = ۰,

(۶ .۵)

می شود تعریف زیر صورت به همیلتونی تابع آن در که
Ĥ = H(t, x̂, λ̂, û).

داریم (۵ .۵) از می کنیم. عمل زیر صورت به CF
t Dα

T λ̂(t) و CF۰ Dα
t x̂(t) مشتق های محاسبه برای

dx̂(t)

dt
=

I∑
i=۱

vxi w
x
i e

wx
i t+bxi . (۷ .۵)

داریم CF۰ Dα
t x̂(t) مشتق محاسبه برای ،(۱۵ .۱) رابطه طبق

CF۰ Dα
t x̂(t) =

M(α)

۱ − α

∫ t

۰

 I∑
i=۱

vxi w
x
i e

wx
i τ+bxi

 e−
α۱−α

(t−τ)dτ

=
M(α)

۱ − α

 I∑
i=۱

vxi w
x
i

∫ t

۰ ew
x
i τ+bxi e−

α۱−α
(t−τ)dτ


=
M(α)

۱ − α

 I∑
i=۱

vxi w
x
i

∫ t

۰ ew
x
i τ+bxi −

α۱−α
(t−τ)dτ


=
M(α)

۱ − α

 I∑
i=۱

vxi w
x
i I۱

 ,

(۸ .۵)

می شود محاسبه زیر صورت به I۱ انتگرال آن در که
I۱ =

۱
wx
i + ( α۱−α

)

(
ew

x
i τ+bxi −( α۱−α

)(t−τ)
) ∣∣∣∣t۰ =

۱
wx
i + ( α۱−α

)

(
ew

x
i t+bxi − eb

x
i −( α۱−α

)t
)
. (۹ .۵)

کاپاتو⁃فابریسیو چپ مشتق تعریف مشابه روندی با نیز CF
t Dα

T λ̂(t) راست مشتق تعریف برای
داریم

CF
t Dα

T λ̂(t) = −M(α)

۱ − α

∫ T

t

 I∑
i=۱

vλi w
λ
i e

wλ
i τ+bλi

 e−
α۱−α

(τ−t)dτ

= −M(α)

۱ − α

 I∑
i=۱

vλi w
λ
i I۲

 ,
(۱۰ .۵)



۱۰۳ عددی نتایج
می شود محاسبه زیر صورت به I۲ انتگرال آن در که

(۱۱ .۵)
I۲ =

۱
wλ
i − ( α۱−α

)

(
ew

λ
i τ+bλi −( α۱−α

)(τ−t)
) ∣∣∣∣T

t

=
۱

wλ
i − ( α۱−α

)

(
ew

λ
i T+bλi −( α۱−α

)(T−t) − ew
λ
i t+bλi

)
.

می رسیم زیر نامقید بهینه سازی مسأله به قبل فصل مانند خطا تابع تشکیل با اکنون
(۱۲ .۵)

MinimizeWE(W ) =
۱
۲

m∑
k=۰

{E۱(tk,W ) +E۲(tk,W ) +E۳(tk,W ) +E۴(tk,W ) +E۵(tk,W )}

آن در که

E۱(tk,W ) =

[
CF۰ Dα

tk
x̂(tk)−

∂Ĥ

∂λ̂

]۲
,

E۲(tk,W ) =

[
CF
tk
Dα

T λ̂(tk)−
∂Ĥ

∂x̂

]۲
,

E۳(tk,W ) =

[
∂Ĥ

∂û

]۲
,

E۴(tk,W ) = [x̂(۰)− x۰]۲ ,
E۵(tk,W ) =

[
λ̂(T )

]۲
.

(۱۳ .۵)

بهینه سازی روش هر از استفاده با می توان قبل فصل مانند را نامقید سازی بهینه مسأله سپس
کرد. حل دلخواه

عددی نتایج ۴ .۵
را روش کارایی و می کنیم پیاده عددی مثال سه حل برای را شده ارائه روش بخش، این در

می دهیم. نشان
بگیرید نظر در را زیر کسری بهینه کنترل مسأله .۱ .۴ .۵ مثال

Minimize J =
۱
۲
∫ ۱

۰
(
x۲(t) + u۲(t)

)
dt, (۱۴ .۵)

subject to CF۰ Dα
t x(t) = −x(t) + u(t), t ∈ [۰, ۱], (۱۵ .۵)

x(۰) = ۱. (۱۶ .۵)
زیر صورت به مسأله این دقیق جواب های است. شده حل [۱۱۰] در مسأله این α = ۱ برای

است
x(t) = cosh(

√۲t) + β sinh(
√۲t),

u(t) = (۱ +
√۲β) cosh(√۲t) + (

√۲ + β) sinh(
√۲t)).



عصبی شبکه از استفاده با غیرتکین هسته با کسری بهینه کنترل مسائل حل ۱۰۴
نمائی
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مطلق خطای و چپ سمت x(t) وضعیت متغیر تقریبی و دقیق مسیرهای :۲ .۵ شکل
.۱ .۴ .۵ مثال در α = ۱ برای راست سمت

آن در که
β = −cosh(

√۲) +√۲ sinh(
√۲)√۲ cosh(

√۲) + sinh(
√۲) ≈ −۰٫۹۸.

چبیشف⁃گاوس⁃ نقاط صورت به شبکه نقاط انتخاب و نمائی عصبی شبکه از استفاده با ما
[۰, ۱] بازه در شده انتخاب شبکه نقاط tk می کنیم فرض می کنیم. حل را مسئله این لوباتو۳

داریم پس باشند.
tk =

۱
۲(۱ − cos(

πk

m
)), k = ۰,۲, ...,m. (۱۷ .۵)

مسیرهای [۰, ۱] بازه از نقطه ۵۱ در و میانی نرون ۱۰ با پیشنهادی عصبی شبکه مدل از استفاده با
داده نشان ۳ .۵ و ۲ .۵ شکل های در α = ۱ ازای به کنترل تابع و وضعیت متغیر تقریبی و دقیق
در می توان نیز را متغیرها این مطلق خطای برای شده رسم مسیرهای همچنین است. شده
ترتیب به نیز کنترل توابع و وضعیت مسیرهای متفاوت α های برای دید. ۳ .۵ و ۲ .۵ شکل های
هدف تابع مقدار پیشنهادی شبکه ازای به همچنین است. شده رسم ۵ .۵ و ۴ .۵ شکل های در
۱ .۵ جدول در نتایج مقایسه از است. شده ارائه ۱ .۵ جدول در α مختلف مقادیر ازای به J
نتایج کاپاتو⁃فابریسیو مشتق با شده ارائه مسأله هدف تابع مقدار که گرفت نتیجه می توان

می دهد. ارائه کاپاتو مشتق شامل موجود کارهای دیگر با مقایسه در را بهتری
بگیرید نظر در را زیر کسری بهینه کنترل مسأله .۲ .۴ .۵ مثال

Minimize J =
۱
۲
∫ ۱

۰
(
x۲(t) + u۲(t)

)
dt, (۱۸ .۵)

subject to CF۰ Dα
t x(t) = tx(t) + u(t), t ∈ [۰, ۱], (۱۹ .۵)

x(۰) = ۱. (۲۰ .۵)
3ChebyshevGuassLobatto
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راست سمت مطلق خطای و چپ سمت u(t) کنترل تقریبی و دقیق توابع :۳ .۵ شکل
.۱ .۴ .۵ مثال در α = ۱ برای
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مثال در α = ۱, ۰٫۹۵, ۰٫۸۵, ۰٫۷۵ برای x(t) وضعیت بهینه مسیرهای :۴ .۵ شکل
.۱ .۴ .۵
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.۱ .۴ .۵ مثال در α = ۱, ۰٫۹۵, ۰٫۸۵, ۰٫۷۵ برای u(t) کنترل بهینه توابع :۵ .۵ شکل



عصبی شبکه از استفاده با غیرتکین هسته با کسری بهینه کنترل مسائل حل ۱۰۶
نمائی

.۱ .۴ .۵ مثال در α مختلف مقادیر برای J هدف تابع مقدار :۱ .۵ جدول

α پیشنهادی روش [۱۰۶] در شده ارائه روش [۱۰۷] در شده ارائه روش
۱ ۰٫۱۹۲۹۰ ۰٫۱۹۲۹۰ ۰٫۱۹۲۹۰
۰٫۹ ۰٫۱۷۹۵۰ ۰٫۱۷۹۵۲ ۰٫۱۷۹۵۳
۰٫۸ ۰٫۱۶۶۸۹ ۰٫۱۶۷۱۰ ۰٫۱۶۷۱۱
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.۲ .۴ .۵ مثال در α = ۱, ۰٫۹, ۰٫۸ برای x(t) وضعیت متغیر بهینه مسیرهای :۶ .۵ شکل

پیشنهادی شبکه از نقطه ۱۰۱ در و میانی نرون ۵۰ با نمائی عصبی شبکه گرفتن نظر در با
و ۶ .۵ شکل های در ترتیب به مختلف α های برای u(t) کنترل توابع و x(t) وضعیت مسیرهای
مقایسه خوبی به [۱۱۰] و [۱۵] در شده رسم مسیر های با مسیرها این است. شده رسم ۷ .۵
هدف تابع مقدار که گرفت نتیجه می توان ۲ .۵ جدول در نتایج مقایسه از همچنین است. شده
موجود کارهای دیگر با مقایسه در را بهتری نتایج کاپاتو⁃فابریسیو مشتق با شده ارائه مسأله

می دهد. ارائه کاپاتو مشتق شامل

بگیرید نظر در را زیر نامساوی و مساوی قیود با کسری بهینه کنترل مسأله .۳ .۴ .۵ مثال

Minimize J =

∫ ۱
۰

(
− ln(۲)x(t)) dt, (۲۱ .۵)

subject to CF۰ Dα
t x(t) = ln(۲)(x(t) + u(t)), t ∈ [۰, ۱], (۲۲ .۵)

|u(t)| ⩽ ۱, (۲۳ .۵)
x(t) + u(t) ⩽ ۲, (۲۴ .۵)
x(۰) = ۰. (۲۵ .۵)
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.۲ .۴ .۵ مثال در α = ۱, ۰٫۹, ۰٫۸ برای u(t) بهینه کنترل توابع :۷ .۵ شکل

.۲ .۴ .۵ مثال در α مختلف مقادیر برای J هدف تابع مقدار :۲ .۵ جدول

α پیشنهادی روش [۱۰۸] در شده ارائه روش [۱۰۹] در شده ارائه روش
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عصبی شبکه از استفاده با غیرتکین هسته با کسری بهینه کنترل مسائل حل ۱۰۸
نمائی
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(α=1)

مطلق خطای و چپ سمت α مختلف مقادیر برای x(t) وضعیت مسیرهای :۸ .۵ شکل
.۳ .۴ .۵ مثال در راست سمت α = ۱ برای کنترل

است زیر صورت به α = ۱ برای مسأله این دقیق جواب [۱۱۱] از
x(t) = exp((ln۲)t)− ۱,
u(t) = ۱.

.[۱۱۱] است J = −۰٫۳۰۶۸۲ صورت به α = ۱ ازای به مسأله این برای هدف تابع دقیق مقدار
این پیشنهادی شبکه از نقطه ۱۰۱ در و میانی نرون ۱۰ با نمائی عصبی شبکه از استفاده با اکنون
استفاده با [۱۱۲] در آمده دست به مقادیر با و آمده دست به J = −۰٫۳۰۶۸۱ صورت به مقدار
برنشتاین چندجمله ای عملگر ماتریس از استفاده با [۱۰۱] در ،(J = −۰٫۳۰۶۹۶) هار توابع از
مقایسه خوبی به (J = −۰٫۳۰۶۹۰) هار موجک از استفاده با [۱۱۳] در و (J = −۰٫۳۰۶۸۵)
در ترتیب به کنترل توابع و وضعیت بهینه مسیرهای مختلف α های برای علاوه به است. شده
ازای به کنترل و وضعیت توابع مطلق خطای همچنین است. شده رسم ۹ .۵ و ۸ .۵ شکل های
نتیجه می توان مسیرها این مقایسه از است. شده داده نشان ۹ .۵ و ۸ .۵ شکل های در α = ۱
مطلوبی دقت با α = ۱ ازای به پیشنهادی روش از استفاده با تقریبی جواب های که گرفت

است. شده حاصل



۱۰۹ عددی نتایج
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(α=1)

کنترل مطلق خطای و چپ سمت α مختلف مقادیر برای u(t) کنترل توابع :۹ .۵ شکل
.۳ .۴ .۵ مثال در راست سمت α = ۱ برای





۶ فصل
بهینه کنترل مسائل از رده ای حل
هسته با کسری مرتبه از تاخیری

از استفاده با غیرتکین و غیرمحلی
کسری چبیشف عصبی شبکه

مقدمه ۱ .۶
جای به نمائی هسته از آن در که کردیم بیان را کسری حسابان از جدیدی تعریف ۵ فصل در
وجود با کاپاتو⁃فابریسیو تعریف است. شده استفاده کلاسیک کسری حسابان در توانی هسته

از: است عبارت که دارد نیز معایبی داشت واقعی دنیای مسائل در که کاربردهایی و مزایا
است. محلی هسته دارای .۱

بود. نخواهد تابع خود α = ۰ ازای به آن مشتق .۲
خود جمع حاصل صورت به بلکه نیست کسری عبارت یک تعریف این در انتگرال عملگر .۳

است. آن اول مرتبه انتگرال و تابع
کسری حسابان از جدیدی تعریف بالیانو و آتانگانا محدودیت  ها این از برخی رفع برای تازگی به
از یکی .[۸] داده اند تعمیم میتاگ⁃لفلر تابع از استفاده با غیرمحلی و غیرتکین هسته با را

۱۱۱



و غیرمحلی هسته با کسری مرتبه از تاخیری بهینه کنترل مسائل از رده ای حل ۱۱۲
کسری چبیشف عصبی شبکه از استفاده با غیرتکین

جدیدی تقریبی رفتار یک با دینامیکی سیستم که است این رویکرد این مزیت های اصلی ترین
می توان را جدید تعریف این کاربردهای  دارد. تفاوت کلاسیک کسری حسابان با که است مواجه
میتاگ⁃لفلر هسته با کسری حسابان خواص حال این با دید. [۱۱۷ ،۱۱۶ ،۱۱۵ ،۱۱۴ ،۸] در
دنیای پدیده های از بهتر تحلیل برای همچنین و گیرد قرار بررسی مورد عمیق طور به باید
هدف فوق، مباحث از گرفتن الهام با یابند. توسعه مداوم طور به باید عددی روش های واقعی،
هسته شامل تاخیری کسری بهینه کنترل مسائل از جدیدی مدل سازی ایجاد در بخش این
بهتر کنترل پتانسیل جدید مشتقات این بر مبتنی مدل های حقیقت در است. میتاگ⁃لفلر

دارند. را واقعی دنیای پدیده های نامطلوب رفتار
غیرخطی و خطی تاخیری کسری بهینه کنترل مسائل داریم قصد رساله از بخش این در
استفاده مورد کسری مشتق کنیم. حل را کنترل و وضعیت متغیر برای ترکیبی قیود شامل
که است (AB) آتانگانا⁃بالیانو جدید کسری مشتق تاخیری، کسری بهینه کنترل مسائل برای
پونتریاگین بیشینه اصل مبنای بر بهینگی لازم شرایط است. غیرتکین و غیرمحلی هسته دارای

است. شده ارائه [۱۱۶] در جدید مشتق با کسری بهینه کنترل مسائل برای

مسأله معرفی ۲ .۶

بگیرید نظر در را زیر تاخیری کسری بهینه کنترل مسأله

Minimize J(x(t), u(t)) = Φ(tf , x(tf )) +

∫ tf

t۰
V (t, x(t), x(t− σ), u(t))dt, (۱ .۶)

subject to ABC
t۰ Dα

t x(t) = f۱(t, x(t), x(t− σ), u(t)), t ∈ [t۰, tf ], (۲ .۶)
g(t, x(t), u(t)) ≤ ۰, t ∈ [t۰, tf ], (۳ .۶)
x(t) = ϕ(t), t ∈ [t۰ − σ, t۰], (۴ .۶)

۱ فصل در که است کاپاتو مفهوم در AB کسری مشتق ABC
t۰ Dα

t x(t) و ۰ < α ≤ ۱ آن در که
است. شده تعریف

به (۴ .۶)⁃(۱ .۶) مسأله پاده تقریب بردن به کار از بعد و قبل فصل های با مشابه طور به



۱۱۳ مسأله معرفی

می شود تبدیل زیر مسأله

Minimize J(x(t), u(t)) = Φ(tf , x(tf )) +

∫ tf

t۰
V (t, x(t), z(t), u(t))dt, (۵ .۶)

subject to ABC
t۰ Dα

t x(t) = f۱(t, x(t), z(t), u(t)), (۶ .۶)
ẏ(t) =

۴
σ
(x(t)− y(t))− ẋ(t) = f۲(t, x(t), y(t), z(t), u(t)), (۷ .۶)

ż(t) =
۴
σ
(۲y(t)− z(t)− x(t)) + ẋ(t) = f۳(t, x(t), y(t), z(t), u(t)), (۸ .۶)

g(t, x(t), u(t)) ≤ ۰, t ∈ [t۰, tf ], (۹ .۶)
x(t۰) = ϕ(t۰), y(t۰) = ϕ(t۰ − σ

۲), z(t۰) = ϕ(t۰ − σ). (۱۰ .۶)

[۱۱۶] می شود بیان زیر صورت به (۱۰ .۶)⁃(۵ .۶) مسأله برای بهینگی لازم شرایط

∂H

∂x
= ABR

t Dα
tf
λ(t), λ(tf ) =

∂Φ

∂x
|tf ,

∂H

∂y
= −γ̇(t), γ(tf ) = ۰,

∂H

∂z
= −µ̇(t), µ(tf ) = ۰,

∂H

∂λ
= ABC

t۰ Dα
t x(t), x(t۰) = ϕ(t۰),

∂H

∂γ
= ẏ(t), y(t۰) = ϕ(t۰ − σ۲),

∂H

∂µ
= ż(t), z(t۰) = ϕ(t۰ − σ),

∂H

∂u
= ۰, u(t۰) = ψ(t۰),

ϕεFB(ζ(t),−g(t, x(t), u(t))) = ۰, ε→ ۰+.

(۱۱ .۶)

می شود تعریف زیر صورت به همیلتونی تابع آن در که

H(t, x(t), y(t), z(t), λ(t), γ(t), µ(t), ζ(t), u(t)) = V (t, x(t), z(t), u(t))

+ λ(t).f۱(t, x(t), z(t), u(t)) + γ(t).f۲(t, x(t), y(t), z(t), u(t))
+ µ(t).f۳(t, x(t), y(t), z(t), u(t)) + ζ(t).g(t, x(t), u(t)).

که است AB کسری مرتبه با غیرخطی دونقطه مرزی مقدار مسائل از سیستم یک (۱۱ .۶)
است. ریمن⁃لیوویل مفهوم در AB راست مشتق و کاپاتو مفهوم در AB چپ مشتق شامل
بیان منظور به است. غیرممکن حتی و دشوار خیلی سیستم این برای دقیق جواب یافتن
متغیرهای برای آزمایشی جواب های ارائه ما هدف سیستم، این حل برای تقریبی روش یک
توابع با جدید تابعی پیوندی عصبی شبکه حسب بر کنترل تابع و لاگرانژ ضرب گرهای وضعیت،

می پردازیم. آن کامل توضیح به بعد بخش در که است کسری مرتبه چبیشف



و غیرمحلی هسته با کسری مرتبه از تاخیری بهینه کنترل مسائل از رده ای حل ۱۱۴
کسری چبیشف عصبی شبکه از استفاده با غیرتکین

کسری چبیشف عصبی شبکه ۳ .۶
یکی سریع، همگرایی و غیرخطی تقریب ظرفیت دلیل به چبیشف متعامد چندجمله ای های
تحقیقات تاکنون .[۱۱۸] است تقریب نظریه برای متعامد توابع بین انتخاب ها بهترین از
،۸۰ ،۱۱۹ ،۱۱۸] است شده انجام چبیشف عصبی شبکه زمینه در متعددی بررسی های و
به تابع تقریب برای را چبیشف عصبی شبکه [۱۱۸] جنگ۱ و لی نمونه، برای .[۱۲۱ ،۱۲۰
چبیشف متعامد توابع با تابعی پیوندی عصبی شبکه از [۱۱۹] ژنگ۲ و ژائو گرفته اند. کار
آموزش الگوریتم یک [۸۰] چو۳ و دهوری کرده اند. استفاده غیرخطی کانال یکسان سازی برای
کرده اند. استفاده دسته  بندی در آن از و کرده ارائه کسری چبیشف شبکه برای را جدید هیبریدی
چبیشف عصبی شبکه مبنای بر قوی خروجی فیدبک کنترل کننده دو از [۱۲۰] همکاران و زو۴
کارنتروپی۶ از ناشی القایی متر از [۱۲۱] همکاران و ما۵ کردند. استفاده فضاپیما ردیابی برای
عصبی شبکه ویژه، به کرده اند. استفاده چبیشف عصبی شبکه جدید هدف تابع یک صورت به
حاصل صحیح مرتبه با جزئی و معمولی دیفرانسیل معادلات برای را خوبی نتایج چبیشف
ترکیب کسری چبیشف پایه توابع با را عصبی شبکه روش بخش این در ما .[۱۲۲ ،۸۸] می کند

می کنیم. ارائه کسری چبیشف عصبی شبکه عنوان به را آن و می کنیم
مبنای بر تابعی بلوک یک و خروجی یک ورودی، یک با عصبی شبکه ساختار ۱ .۶ شکل
شده ارائه ساختار برای ورودی⁃خروجی رابطه می دهد. نشان را کسری مرتبه چبیشف توابع

می شود تعریف زیر صورت به t = [t۰, t۱, ..., tm] ورودی بردار با

N(t, P̄ ) = νρ(s), s =
n∑

i=۰
wiT α

i (t), (۱۲ .۶)

صورت به که هستند پردازش عناصر T α
n (t) ،...،T α۱ (t)،T α۰ (t) و وزن بردار P̄ آن در که

از s ورودی مولفه های وزنی مجموع می شوند. تعریف کسری مرتبه چبیشف چندجمله ای های
می دهد. نتیجه را N(t, P̄ ) شبکه خروجی و می کند عبور ρ(.) = tanh(.) فعالیت تابع یک

1Lee and Jeng
2Zhao and Zhang
3Dehuri and Cho
4Zou
5Ma
6Correntropy Induced Metric



۱۱۵ گسسته سازی و بهینگی

کسری چبیشف عصبی شبکه :۱ .۶ شکل

گسسته سازی و بهینگی ۴ .۶
متغیر برای آزمایشی جواب های کسری، چبیشف تابعی پیوندی عصبی شبکه از استفاده با

می شود بیان زیر صورت به (۱۱ .۶) بهینگی سیستم در λ(t) لاگرانژ ضرب گر و x(t) وضعیت


x(t) ≈ xT (t) = x۰ + (t− t۰)Nx(t),

λ(t) ≈ λT (t) =
∂Φ

∂xT
|tf + (t− tf )Nλ(t),

u(t) ≈ uT (t) = Nu(t),

(۱۳ .۶)

آن در که


Nx(t) = νx tanh(sx), sx =

∑n
i=۰wi

xT α
i (t),

Nλ(t) = νλ tanh(sλ), sλ =
∑n

i=۰wi
λT α

i (t),

Nu(t) = νu tanh(su), su =
∑n

i=۰wi
uT α

i (t).

(۱۴ .۶)

نوشتن از و می شوند بیان (۱۳ .۶) با مشابه صورت به نیز (۱۱ .۶) در دیگر تقریبی جواب های
می شود. نظر صرف آن ها مجدد



و غیرمحلی هسته با کسری مرتبه از تاخیری بهینه کنترل مسائل از رده ای حل ۱۱۶
کسری چبیشف عصبی شبکه از استفاده با غیرتکین

داریم پس کنند، صدق (۱۱ .۶) بهینگی سیستم در باید آزمایشی جواب های اکنون

∂HT

∂xT
= ABR

t Dα
tf
λT (t),

∂HT

∂yT
= −γ̇T (t),

∂HT

∂zT
= −µ̇T (t),

∂HT

∂λT
= ABC

t۰ Dα
t xT (t),

∂HT

∂γT
= ẏT (t),

∂HT

∂µT
= ˙zT (t),

∂HT

∂uT
= ۰,

ϕεFB(ζT (t),−g(t, xT (t), uT (t))) = ۰, ε→ ۰+,

(۱۵ .۶)

آن در که
HT = H(t, xT , yT , zT , λT , γT , µT , ζT , uT ).

AB کسری انتگرال عملگر کارگیری به با ،(۱۵ .۶) در تقریبی جواب از کسری مشتق برای
داریم (۱۵ .۶) رابطه از چهارم و اول معادلات برای

AB
t۰ Iαt {ABC

t۰ Dα
t xT (t)} = AB

t۰ Iαt {∂HT
∂λT

},

AB
t Iαtf {

ABR
t Dα

tf
λT (t)} = AB

t Iαtf {
∂HT
∂xT

}.

می گیریم نظر در زیر صورت به را خطا توابع (۱۵ .۶) حل برای
(۱۶ .۶)

E۱(t, P ) =
[
λT (t)− λT (tf )− ۱−α

B(α)
∂HT
∂xT

(t)− α
B(α)Γ(α)

∫ tf
t

∂HT
∂xT

(τ)(τ − t)α−۱dτ
]۲
,

E۲(t, P ) =
[
γ̇T (t) +

∂HT

∂yT

]۲
,

E۳(t, P ) =
[
µ̇T (t) +

∂HT

∂zT

]۲
,

E۴(t, P ) =
[
xT (t)− xT (t۰)− ۱−α

B(α)
∂HT
∂λT

(t)− α
B(α)Γ(α)

∫ t
t۰

∂HT
∂λT

(τ)(t− τ)α−۱dτ
]۲
,

E۵(t, P ) =
[
ẏT (t)−

∂HT

∂γT

]۲
,

E۶(t, P ) =
[
żT (t)−

∂HT

∂µT

]۲
,

E۷(t, P ) =
[
∂HT

∂uT

]۲
,

E۸(t, P ) = [ϕεFB(ζT (t),−g(t, xT (t), uT (t)))]
۲ .

.P = (P̄x, P̄y, P̄z, P̄λ, P̄γ , P̄µ, P̄ζ , P̄u)
T که



۱۱۷ عددی مثال های

می پردازیم زیر نامقید سازی بهینه مسأله حل به اکنون

MinimizePE(P ) =
۱
۲

۸∑
l=۱

m∑
k=۰

{El(tk, P )}. (۱۷ .۶)

الگوریتم از استفاده با ۴ فصل در شده ارائه الگوریتم مانند نیز پیشنهادی شبکه بایاس و وزن ها
می شوند. به هنگام پس انتشار آموزش

عددی مثال های ۵ .۶
کاربردی مثال چند برای کسری مرتبه چبیشف پیشنهادی عصبی شبکه روش قسمت این در
مقایسه دیگر روش های برخی با آمده دست به نتایج و است شده حل متفاوتی پیچیدگی های با

است. شده
مشتق با تاخیری هارمونیک نوسانگر یک دوبعدی خطی بهینه کنترل مسأله .۱ .۵ .۶ مثال

بگیرید نظر در را زیر کاپاتو مفهوم در AB کسری

Minimize J = ۵x۲۱ (۲) + ۱
۲
∫ ۲

۰ u۲(t)dt,

subject to ABC۰ Dα
t x۱(t) = x۲(t),

ABC۰ Dα
t x۲(t) = −x۱(t)− x۲(t− ۱) + u(t),

x۱(t) = ۱۰, x۲(t) = ۰, t ∈ [−۱, ۰],
x۲(t) ≥ −۶,
۰ ≤ u(t) ≤ ۶.

کردیم. حل را مسأله این α مختلف مقادیر ازای به کسری چبیشف عصبی شبکه از استفاده با
در محاسبات اجرای زمان و هدف تابع آمده دست به مقادیر m = ۲۰ و n = ۸ ،α = ۱ برای
نتایج مقایسه از همچنین است. شده مقایسه دیگر روش های برخی با و شده ارائه ۱ .۶ جدول
روش های به نسبت بیشتری کارایی پیشنهادی روش که گرفت نتیجه می توان آمده دست به
توابع و وضعیت بهینه مسیرهای α مقادیر تغییر با علاوه به دارد. [۱۲۴] و [۱۲۳] در شده ارائه
به E(P ) خطای تابع مقادیر است. شده داده نشان ۳ .۶ و ۲ .۶ شکل های در ترتیب به کنترل
جواب های که می دهند نشان نتایج این است. شده گزارش ۲ .۶ جدول در مختلف های α ازای
صدق بهینگی لازم شرایط در پیشنهادی عصبی شبکه روش از استفاده با آمده دست به تقریبی

می کنند.
x(t) آن در که می کند سازی مدل را ماهی صید به مربوط الگوی یک زیر مثال .۲ .۵ .۶ مثال
t لحظه در صید حوزه آن از برداشت میزان u(t) کنترل و بررسی مورد محدوده در ماهی جمعیت



و غیرمحلی هسته با کسری مرتبه از تاخیری بهینه کنترل مسائل از رده ای حل ۱۱۸
کسری چبیشف عصبی شبکه از استفاده با غیرتکین
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α = برای راست سمت x۲(t) و چپ سمت x۱(t) وضعیت مسیرهای :۲ .۶ شکل
.۱ .۵ .۶ مثال در ۱, ۰٫۹, ۰٫۷, ۰٫۵
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.۱ .۵ .۶ مثال در α = ۱, ۰٫۹, ۰٫۷, ۰٫۵ برای u(t) بهینه کنترل توابع :۳ .۶ شکل

.۱ .۵ .۶ مثال در α = ۱ برای اجرا زمان و J هدف تابع مقدار :۱ .۶ جدول
ثانیه) حسب بر ) اجرا زمان J هدف تابع مقدار روش

۲٫۶۴۳۸ ۹٫۱۲۵۹ کسری چبیشف عصبی شبکه
⁃ ۹٫۰۴۳۹ [۱۲۳] در شده ارائه روش

۵٫۸۹۴۸۴۸ ۹٫۱۴۷۰ [۱۲۴] اندازه نظریه روش



۱۱۹ عددی مثال های

.۱ .۵ .۶ مثال در α مختلف مقادیر ازای به E(P ) خطای تابع :۲ .۶ جدول
α ۱ ۰٫۹ ۰٫۷ ۰٫۵

E(P ) ۳٫۸۵۳ × ۱۰−۴ ۴٫۹۴۶ × ۱۰−۴ ۷٫۳۲۷ × ۱۰−۴ ۹٫۸۴۱ × ۱۰−۴

.۲ .۵ .۶ مثال در α = ۱ برای اجرا زمان و J هدف تابع مقدار :۳ .۶ جدول
ثانیه) حسب بر ) اجرا زمان J هدف تابع مقدار روش

۳٫۸۱۶۰ ۵۷٫۴۱۱۶ کسری چبیشف عصبی شبکه
۳۲٫۱۶۶۸۹۰ ۵۷٫۲۲۴۵ [۱۲۴] اندازه نظریه روش
۲۶۸۸٫۷۸ ۵۶٫۸۷۶۸۹۶ [۱۲۶] در شده ارائه روش

⁃ ۵۹٫۹۸۳۱ [۱۲۵] اندازه نظریه روش

ماهی ها جمعیت فرآیند و داده کاهش را ماهی ها جمعیت ماهی صید طرفی از می دهد. نشان را
مسأله الگوی طبق همچنین است. شده اعمال x(t) روی τ تاخیر که دارد تاخیری الگوی
از باعث آبی حوزه یک در حد از بیش ماهی صید گونه هر که داشت نظر در باید بهینه کنترل
متناظر بهینه کنترل مسأله مدل می شود. مدت دراز در صید صنعت اقتصادی مزیت رفتن بین

است زیر صورت به
Maximize J =

∫ ۲۰
۰ e−۰٫۰۵t(۲u(t)− ۰٫۲x(t)−۱u(t)۳)dt,

subject to ABC۰ Dα
t x(t) = ۳x(t)

(
۱ − x(t− ۰٫۵)

۵ − u(t)

)
,

x(t) = ۲, t ∈ [−۰٫۵, ۰],
x(t) ≥ ۲, t ∈ [۰,۲۰],
u(t) ≥ ۰, t ∈ [۰,۲۰].

است. شده حل [۱۲۵] در اندازه نظریه روش و همدیس پذیر مشتق از استفاده با مسأله این
یک به ابتدا تاخیری بهینه کنترل مسأله اندازه نظریه روش از استفاده با [۱۲۴] در α = ۱ برای
شده حل سیمپلکس روش از استفاده با سپس و شده تبدیل جدید بهینه اندازه شامل مسأله
شده حل پونتریاگین بیشینه اصل از استفاده با مسأله α = ۱ ازای به [۱۲۶] در همچنین است.
در m = ۲۰۰ و n = ۸ ازای به پیشنهادی شبکه از استفاده با هدف تابع به مربوط نتایج است.
α متفاوت مقادیر برای است. شده مقایسه خوبی به دیگر روش های برخی با و آمده ۳ .۶ جدول
است. شده داده نشان ۵ .۶ و ۴ .۶ شکل های در ترتیب به نیز کنترل توابع و وضعیت مسیرهای

است. شده ارائه ۴ .۶ جدول در E(P ) نتایج



و غیرمحلی هسته با کسری مرتبه از تاخیری بهینه کنترل مسائل از رده ای حل ۱۲۰
کسری چبیشف عصبی شبکه از استفاده با غیرتکین
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.۲ .۵ .۶ مثال در α = ۱, ۰٫۹۹, ۰٫۹۵ برای x(t) وضعیت مسیرهای :۴ .۶ شکل
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.۲ .۵ .۶ مثال در α = ۱, ۰٫۹۹, ۰٫۹۵ برای u(t) بهینه کنترل توابع :۵ .۶ شکل

.۲ .۵ .۶ مثال در α مختلف مقادیر ازای به E(P ) خطای تابع :۴ .۶ جدول
α ۱ ۰٫۹۹ ۰٫۹۵
E(P ) ۴٫۰۸۴ × ۱۰−۳ ۴٫۵۶۱ × ۱۰−۳ ۵٫۲۸۷ × ۱۰−۳



۱۲۱ عددی مثال های
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برای راست سمت u(t) کنترل توابع و چپ سمت x(t) وضعیت مسیرهای :۶ .۶ شکل
.۳ .۵ .۶ مثال در α = ۱, ۰٫۹۵, ۰٫۸۵, ۰٫۷۵

.۳ .۵ .۶ مثال در α = ۱ برای اجرا زمان و J هدف تابع مقدار :۵ .۶ جدول
ثانیه) حسب بر ) اجرا زمان J هدف تابع مقدار روش

۲٫۸۵۴۲ ۲٫۷۰۴۶ کسری چبیشف عصبی شبکه
۷٫۶۹۴۷۷۵ ۳٫۰۹۶۹ [۱۲۴] اندازه نظریه روش

۶۵٫۸ ۳٫۱۰۸۲ [۱۲۶] در شده ارائه روش

بگیرید نظر در را زیر غیرخطی تاخیری کسری بهینه کنترل مسأله .۳ .۵ .۶ مثال

Minimize J =

∫ ۶
۰

(
x۲(t) + u۲(t)

)
dt,

subject to ABC۰ Dα
t x(t) = x(t− ۱)u(t− ۲), t ∈ [۰,۶],

u(t) + x(t) ≥ ۰٫۳, t ∈ [۰,۶],
x(t) = ۱, t ∈ [−۱, ۰], x(۶) = ۰٫۲۱,
u(t) = ۰, t ∈ [−۲, ۰].

،α = ۱ ازای به پیشنهادی روش از استفاده با را اجرا زمان و هدف تابع مقادیر ۵ .۶ جدول
خوبی به [۱۲۶ ،۱۲۴] در آمده دست به مقادیر با نتایج این می دهد. نشان m = ۳۰ و n = ۸
۶ .۶ شکل در مختلف های α برای نیز کنترل توابع و وضعیت مسیرهای است. شده مقایسه
که گرفت نتیجه می توان ۶ .۶ جدول در متفاوت های α برای E(P ) مقادیر ارائه با است. آمده

می کنند. صدق بهینگی لازم شرایط در آزمایشی جواب های



و غیرمحلی هسته با کسری مرتبه از تاخیری بهینه کنترل مسائل از رده ای حل ۱۲۲
کسری چبیشف عصبی شبکه از استفاده با غیرتکین

.۳ .۵ .۶ مثال در α مختلف مقادیر ازای به E(P ) خطای تابع :۶ .۶ جدول
α ۱ ۰٫۹۵ ۰٫۸۵ ۰٫۷۵
E(P ) ۸٫۷۲۴ × ۱۰−۴ ۴٫۶۲۱ × ۱۰−۴ ۱٫۷۵۱ × ۱۰−۴ ۱٫۱۱۳ × ۱۰−۵
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راست سمت مطلق خطای و چپ سمت u(t) کنترل تقریبی و دقیق توابع :۷ .۶ شکل
.۴ .۵ .۶ مثال در n = ۶ و α = ۱ برای

بگیرید نظر در را زیر تاخیری کسری بهینه کنترل مسأله .۴ .۵ .۶ مثال

Minimize J =
۱
۲
∫ ۱

۰
(
u(t)− t۲

)۲
dt,

subject to ABC۰ Dα
t x(t) = −۰٫۲۵ + ۳t+ x(t− ۰٫۵)− u(t), t ∈ [۰, ۱],

x(t) = ۰, t ∈ [−۰٫۵, ۰].

کسری چبیشف شبکه از استفاده با است. u(t) = t۲ دقیق جواب دارای مسأله این α = ۱ برای
و u(t) کنترل تابع تقریبی و دقیق جواب های ۸ .۶ و ۷ .۶ شکل های m = ۵۰ و α = ۱ برای
خطای مقایسه از می دهند. نشان ترتیب به را n = ۹ و n = ۶ ازای به مطلق خطای همچنین
تابع برای آمده دست به تقریبی جواب های n = ۹ حالت برای که گرفت نتیجه می توان مطلق
تابع تقریبی نتایج n = ۹ و α = ۱ برای همچنین است. نزدیک تر دقیق جواب های به کنترل
در کسری چبیشف و مونتس⁃لژاندر پیشنهادی عصبی شبکه روش دو از استفاده با کنترل
که است شده مقایسه دقیق مقادیر و [۵۵] در آمده دست به مقادیر با و شده ارائه ۷ .۶ جدول

کردند. ارائه را یکسانی جواب های پیشنهادی شبکه دو هر



۱۲۳ عددی مثال های
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راست سمت مطلق خطای و چپ سمت u(t) کنترل تقریبی و دقیق توابع :۸ .۶ شکل
.۴ .۵ .۶ مثال در n = ۹ و α = ۱ برای

.۴ .۵ .۶ مثال در α = و۱ n = ۹ برای u(t) تقریبی و دقیق نتایج :۷ .۶ جدول

زمان دقیق مقادیر [۵۵] در شده ارائه روش کسری چبیشف شبکه مونتس⁃لژاندر شبکه
۰٫۰ ۰٫۰۰ ۰٫۰۰۰۰۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰۰۰۰
۰٫۱ ۰٫۰۱ ۰٫۰۰۹۹۹۹۰ ۰٫۰۱۰۰۱۰۲ ۰٫۰۱۰۰۱۰۲
۰٫۲ ۰٫۰۴ ۰٫۰۳۹۹۹۶۰ ۰٫۰۳۹۹۹۹۷ ۰٫۰۳۹۹۹۹۷
۰٫۳ ۰٫۰۹ ۰٫۰۸۹۹۹۱۰ ۰٫۰۸۹۹۸۸۲ ۰٫۰۸۹۹۸۸۲
۰٫۴ ۰٫۱۶ ۰٫۱۵۹۹۸۴۲ ۰٫۱۶۰۰۱۱۰ ۰٫۱۶۰۰۱۱۰
۰٫۵ ۰٫۲۵ ۰٫۲۴۹۹۷۵۵ ۰٫۲۵۰۰۰۲۸ ۰٫۲۵۰۰۰۲۸
۰٫۶ ۰٫۳۶ ۰٫۳۵۹۹۶۵۳ ۰٫۳۵۹۹۸۸۱ ۰٫۳۵۹۹۸۸۱

۰٫۷۳ ۰٫۴۹ ۰٫۴۸۹۹۵۴۱ ۰٫۴۹۰۰۰۶۰ ۰٫۴۹۰۰۰۶۰
۰٫۸ ۰٫۶۴ ۰٫۶۳۹۹۴۳۱ ۰٫۶۴۰۰۰۴۶ ۰٫۶۴۰۰۰۴۶
۰٫۹ ۰٫۸۱ ۰٫۸۰۹۹۳۴۸ ۰٫۸۰۹۹۹۰۰ ۰٫۸۰۹۹۹۰۰
۱٫۰ ۱٫۰۰ ۰٫۹۹۹۹۳۸۱ ۰٫۹۹۹۹۷۵۲ ۰٫۹۹۹۹۷۵۲
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(Muntz−Legendre)

چبیشف شبکه برای α = ۱ ازای به x(t) وضعیت متغیر مطلق خطای :۹ .۶ شکل
.۵ .۵ .۶ مثال در راست سمت مونتس⁃لژاندر شبکه و چپ سمت کسری

بگیرید نظر در را زیر غیرتاخیری کسری بهینه کنترل مسأله .۵ .۵ .۶ مثال
Minimize J =

۱
۲
∫ ۱

۰
(۳x۲(t) + u۲(t)

)
dt,

subject to ABC۰ Dα
t x(t) = −x(t) + u(t), t ∈ [۰, ۱],

x(۰) = ۰, x(۱) = ۲.
است زیر صورت به مسأله این دقیق جواب های α = ۱ برای

x(t) =
۲

sinh۲ sinh(۲t),
u(t) =

۲
sinh۲(۲ cosh(۲t) + sinh(۲t)).

شبکه از استفاده با .[۱۲۷] است J = ۶٫۱۴۹۲ صورت به α = ۱ ازای به هدف تابع دقیق مقدار
به است. آمده دست به J = ۶٫۱۴۳۴ صورت به m = ۱۰۰ و n = ۹ ،α = ۱ برای کسری چبیشف
آمده ۱۰ .۶ و ۹ .۶ شکل های در ترتیب به u(t) و x(t) متغیرهای برای مطلق خطای α = ۱ ازای
این در مسیرها مقایسه از است. شده مقایسه مونتس⁃لژاندر عصبی شبکه روش با و است
شبکه های در گسترش توابع عنوان به کسری چبیشف توابع که گرفت نتیجه می توان مسأله
و α مختلف مقادیر برای همچنین می دهند. ارائه را دقیق تری نتایج تابعی پیوندی عصبی
توابع و وضعیت متغیرهای برای بهینه مسیرهای کسری چبیشف عصبی شبکه از استفاده با

است. شده رسم ۱۱ .۶ شکل در کنترل



۱۲۵ عددی مثال های
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(Muntz−Legendre)

کسری چبیشف شبکه برای α = ۱ ازای به u(t) کنترل تابع مطلق خطای :۱۰ .۶ شکل
.۵ .۵ .۶ مثال در راست سمت مونتس⁃لژاندر شبکه و چپ سمت
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برای راست سمت u(t) کنترل توابع و چپ سمت x(t) وضعیت مسیرهای :۱۱ .۶ شکل
.۵ .۵ .۶ مثال در α مختلف مقادیر



و غیرمحلی هسته با کسری مرتبه از تاخیری بهینه کنترل مسائل از رده ای حل ۱۲۶
کسری چبیشف عصبی شبکه از استفاده با غیرتکین

پیشنهادات و نتیجه گیری
دادیم. قرار بررسی مورد را تاخیری کسری بهینه کنترل مسائل از رده ای پایان نامه این در
مشتق تعاریف شامل پایان نامه این در استفاده شده تاخیری کسری دینامیکی سیستم های
کاپاتو⁃فابریسیو (مانند کسری حسابان از جدیدی تعاریف و کاپاتو) (مانند کلاسیک کسری
هسته جای به میتاگ⁃لفلر و نمائی هسته های از جدید تعاریف در هستند. آتانگانا⁃بالیانو) و
به کسری حسابان از جدید تعاریف است. شده استفاده کلاسیک کسری حسابان در توانی
واقعی دنیای از پیچیده سیستم های حل به قادر غیرتکین و غیرمحلی هسته های داشتن دلیل

هستند.
کنترل مسأله تبدیل و تاخیری سیستم های در تاخیر بردن بین از برای پاده تقریب ایده از
با نهایی مسأله کار این با می شود. استفاده تاخیر بدون مسأله یک به تاخیری کسری بهینه
برای است. حل قابل کسری بهینه کنترل مسائل حل برای موجود الگوریتم های از استفاده
کسری، توانی سری توابع (برحسب چندلایه پرسپترون عصبی شبکه های از نهایی مسأله حل
توابع (برحسب تک لایه تابعی پیوندی عصبی شبکه های و نمائی) توابع و سیگموئید توابع
در استفاده شده روش های تمام است. شده استفاده کسری) چبیشف توابع و مونتس⁃لژاندر
و رسیدیم خطا تابع یک به نهایت در روش ها این تمام در و هستند غیرمستقیم پایان نامه این
وزن ها) و (بایاس شبکه پارامترهای کردن به هنگام و شبکه آموزش برای پس انتشار الگوریتم از

کردیم. استفاده
عصبی شبکه های بردن کار به از اصلی انگیزه که شود مطرح سوال این است ممکن اکنون
از برخی سوال این به پاسخ برای چیست؟ تاخیری کسری بهینه کنترل مسائل حل برای

می شود. بیان خلاصه طور به عصبی شبکه مزیت های
تحلیلی جواب های یا ندارند تحلیلی جواب های که مسائلی حل برای عصبی شبکه های از (۱

می شود. استفاده نیست محاسبه قابل راحتی به آن ها
پیوسته مسأله دامنه تمام در پیشنهادی عصبی شبکه های از استفاده با آمده دست به جواب (۲
به دست شده گسسته سازی نقاط در تنها را جواب ها عددی روش های اکثر حالی که در است.
گاهی درونیابی روش های و آید به دست درونیابی طریق از باید نقاط این بین جواب و می آورند

هستند. خطا دارای خود اوقات
با مسأله پارامترهای آن در که اویلر روش مانند دیگر عددی روش های از برخی برخلاف (۳
استفاده با پیشنهادی عصبی شبکه های نمی شوند، اصلاح خطا رساندن حداقل به از استفاده

می کنند. به هنگام را نامعلوم وزن های آموزش الگوریتم از
تاخیری کسری بهینه کنترل مسائل حل برای عملگر ماتریس از عددی روش های از برخی در (۴
عملگر ماتریس های این و است سخت معمولا عملگر ماتریس یافتن است. شده استفاده
عصبی شبکه های از استفاده با می شوند. نیز محاسباتی پیچیدگی باعث بالاتر مرتبه های در

می رود. بین از عملگر ماتریس نقش پیشنهادی



۱۲۷ عددی مثال های
از کدام هر مزیت تا است لازم مصنوعی عصبی شبکه روش مزیت های بیان از بعد اکنون

کنیم. بررسی را پایان نامه این در شده ارائه مختلف مدل های
تابع برحسب عصبی شبکه که گفت می توان ۳ فصل در پیشنهادی مدل دو مقایسه از •
برخوردار سیگموئید تابع برحسب عصبی شبکه به نسبت بالایی مزیت از کسری توانی سری
پیچیدگی است، محاسبه قابل راحتی به سری این کسری مشتق این که به توجه با است.

می یابد. کاهش توجهی قابل طور به محاسباتی
شبکه از استفاده نمائی، هسته وجود دلیل به کاپاتو⁃فابریسیو مشتق با کسری مسائل در •

وجود دلیل به همچنین دهد. ارائه مطلوبی جواب های می تواند نمائی تابع حسب بر پرسپترون
روش های از کاپاتو⁃فابریسیو مشتق تعریف و پیشنهادی شبکه در نمائی مشترک عامل های

نمی شود. استفاده کسری مشتق تقریب برای عددی انتگرال گیری
پایه تابع یک عنوان به متعامد توابع از استفاده با تابعی پیوندی عصبی شبکه های در •

پیچیدگی و بیشتر سرعت با خروجی تولید باعث امر این که می شوند حذف پنهان لایه های
می شود. چندلایه پرسپترون شبکه های به نسبت کمتر

در گسترش توابع عنوان به را کسری مرتبه چبیشف و مونتس⁃لژاندر متعامد توابع •

که چندجمله ای ها این از استفاده دادیم. قرار بررسی مورد تابعی پیوندی عصبی شبکه های
دو هر دارد. کسری حسابان با بیشتری سازگاری هستند کسری توان دارای ذاتی طور به
فصل از آخر مثال مانند حالت ها از برخی در و کردند ارائه را مطلوبی جواب های چندجمله ای

دادند. نتیجه را سریع تری همگرایی کسری چبیشف توابع ۶
مستقیم به صورت عصبی شبکه پایه بر را مسائل این که می شود پیشنهاد آتی کارهای برای
روی را روش ها این می توان همچنین شود. بررسی روش همگرایی و پایداری و شود حل نیز
بهینه کنترل مسائل نامتناهی، افق تاخیری سیستم های با مسائلی فازی، دیفرانسیل معادلات
چندجمله ای های دیگر از می توان علاوه به کرد. پیاده سازی ... و تاخیری آشوبناک سیستم های
حل برای تابعی پیوندی عصبی شبکه های در گسترش توابع عنوان به کسری مرتبه متعامد

کرد. استفاده نیز تاخیری کسری بهینه کنترل مسائل
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Abstract

As fractional derivatives and integrals provide more accurate models of many dynamical systems

than integerorder derivatives and integrals, there has been considerable growth in the fractional

calculus in recent years. A delayed fractional dynamic system is a system described by differen

tial fractional differential equations, and delay fractional optimal control problems are problems

in which the dynamic constraints are delay fractional differential equations. Due to the necessity

of solving problems and the high capability of neural network models, which are one of the active

and useful fields in the area of artificial intelligence, in this thesis we study a class of delay optimal

control problems of fractional order. In order to solve these problems, we use numerical methods

based on the multilayer perceptron neural network (based on fractional power series functions, sig

moid functions and exponential functions) and single layer functional link neural network (based

on MüntzLegendre polynomials and fractional Chebyshev polynomials). Recently, new defini

tions of fractional calculus with nonsingular and nonlocal kernel have been introduced. In this

thesis we will also solve the delay optimal control problems with these new definitions.

Keywords: Delay Fractional Optimal Control Problems, Multilayer Perceptron Neural Net

work, Single Layer Functional Link Neural Network, Padé approximation, Optimization.
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