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قدردانی

بتوانم تا نمود من نصیب را موهبت این که گویم می شکر را مهربان خداوند چیز هر از قبل
بردارم. ناچیز چند هر قدمی دانش و علم وادي در

دریغش بی هاي کمک خاطر به طهرانی احسنی دکتر آقاي جناب راهنمایم استاد از
جناب مشاورم استاد از را خود قدردانی و تشکر مراتب همچنین کنم. می تشکر صمیمانه
افزون روز توفیق و سلامتی آرزوي منان خداوند از دارم. می ابراز عفتی سهراب دکتر آقاي

خواهانم. اساتید این براي



چکیده
قرار دانشمندان از بسیاري پژوهش و تحقیق مورد بعدي دو هاي سیستم اخیر دهه چند در
توان می جمله آن از که دارند مختلف علوم در فراوانی کاربردهاي ها سیستم این گرفتند.
اشاره ها رباط سازي شبیه و فیزیکی فرایندهاي سازي مدل تصویري، فرایندهاي پردازش به
براي را متنوعی هاي مدل بسیاري دانشمندان شدند معرفی ها سیستم این که زمانی از نمود.
و (1975) 1 راسر مدل از: عبارتند ها مدل این معروفترین که دادند ارائه ها سیستم این
که عمومیتی دلیل به و...، (1996) 4 کورك و (1976) 3 مارکسینی و (1978) 2 فورناسینی
قرار راسر مدل نامه پایان این در را خود کار مبناي ما دارد ها مدل سایر به نسبت راسر مدل

دهیم. می
مدل توسط شده توصیف زمانی گسسته خطی بعدي دو هاي سیستم پایان�نامه این در
بهینه حالت ماتریسپسخورد سپس داده، قرار بررسی مورد را ها سیستم این پایداري و راسر
صورت این به گردیده ارائه نامه پایان این در که جدیدي روش کنیم. می محاسبه را زمانی
ماتریس یک باشند می مساله مفروضات جزو که هایی ماتریس از استفاده با ابتدا که است
افزوده ماتریس نظیر ستونی و مقدماتی سطري عملیات استفاده با سپس داده، تشکیل افزوده
همدم فرم از استفاده با نهایتا کرده، تبدیل برداري همدم سپس و اشلون استاندارد فرم به را
کنیم. می محاسبه دوبعدي سیستم براي را زمانی بهینه حالت خورد پس ماتریس برداري

فرم اشلون، استانداررد فرم کسري، هاي سیستم پایداري، راسر، مدل کلیدي: واژه�هاي
برداري همدم

1Roesser model
2Fornasini
3Marchesini
4Kurek
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1 فصل
مقدمه

سیستم زمینه در مختلف دانشمندان فعالیت از اي خلاصه که است آن بر سعی بخش این در
شود: عنوان نامه پایان این هاي فصل از اي خلاصه همچنین و دوبعدي هاي

باشند می بعدي دو هاي سیستم از مجموعه زیر مهمترین که بعدي دو مثبت هاي سیستم
و فورناسینی ،(1997) والچر و فورناسینی ،(1996) 1 والچر و فورناسینی توسط اخیرا

شدند. بحث مفصل طور به (2000) 2 کاکزورك و (1995) والچر
3 بوس همچون دانشمندانی توسط مثبت بعدي دو خطی هاي سیستم پذیري کنترل
(1996, 2000) کاکزورك و (1985) کاکزورك ،(1999) کلامکا ،(1991) 4 کلامکا ،(1985)
مجانبی رفتار و (2002) کاکزورك توسط مثبت بعدي دو راسر مدل پایداري اند. شده بحث
قرار پژوهش و تحقیق مورد (1995) فورناسینی و والچر توسط بعدي دو مثبت هاي سیستم

شود: می بندي فصل زیر صورت به نامه پایان این ادامه در گرفتند.
گیرند می قرار استفاده مورد بعد فصول در که تعاریفی بیان به را نامه پایان دوم فصل

دهیم. می اختصاص
1Valcher
2Kaczorek
3Bose
4Klamka
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مقدمه .1 2فصل

مختلف دانشمندان توسط دوبعدي هاي سیستم براي که هایی مدل انواع سوم، فصل در
ها سیستم این ترین کلی و بهترین که کنیم می اثبات ادامه در کرده، معرفی را اند شده ارائه
مبناي ما دلیل همین وبه باشد، می راسر مدل توسط شده توصیف کسري بعدي دو سیستم
می قرار راسر مدل توسط شده توصیف بعدي دو هاي سیستم نامه پایان این در را خود کار
کسري هاي سیستم یعنی دوبعدي هاي سیستم انواع مهمترین از یکی توصیف به آنگاه دهیم،
براي را کافی و لازم شرایط و کنیم معرفی را ها سیستم این از جدیدي ي رده و پرداخته

کنیم. می عنوان ها سیستم این مثبتی

بررسی را راسر مدل توسط شده توصیف دوبعدي هاي سیستم پایداري چهارم، فصل در
آن ارز هم بعدي یک هاي سیستم از استفاده با را ها سیستم این پایداري شرایط و کنیم می
توسط شده توصیف بعدي دو کسري هاي سیستم پایداري بحث به سپس نمائیم، می بررسی

کنیم. می دنبال هایی مثال از استفاده با را ها بررسی این نتیجه و پردازیم می راسر مدل

ماتریس هستند مساله مفروضات جزء که هایی ماتریس از استفاده با ابتدا پنجم، فصل در
نظیر ستونی و مقدماتی سطري عملیات از استفاده با سپس دهیم می تشکیل را اي افزوده
استفاده با و کرده تبدیل برداري همدم فرم سپس و اشلون استاندارد فرم به را افزوده ماتریس
با سپس دهیم می قرار بررسی مورد را معادل بعدي یک سیستم پایداري مفاهیم این از
دو هاي سیستم پایداري که گیریم می نتیجه چهارم فصل در شده گفته قضایاي از استفاده
بحث در نو روشی سپس و باشد می آن معادل بعدي یک هاي سیستم پایداري ارز هم بعدي
را زمانی بهینه حالت خورد پس ماتریس نهایتا و کرده معرفی دوبعدي هاي سیستم پایداري
توجه با و آورده بدست شده گفته روش به بعدي دو سیستم با معادل بعدي یک سیستم براي
خورد پس ماتریس کرده، تقسیم مولفه دو به را حاصله خورد پس ماتریس ماتریس، ابعاد به
عددي مثال چند نهایت در و شود می حاصل بحث مورد بعدي دو سیستم براي اي مولفه دو
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دهیم. می ارائه فوق روش خصوص در



2 فصل
مقدماتی مفاهیم و ها نیاز پیش

مقدماتی نمادهاي و تعریف�ها 1.2
کنیم: می تعریف را بعد فصول براي نیاز مورد مفاهیم فصل این در

یکسیستم بر حاکم دیفرانسیل معادلات کنترل، مبحث در بعدي: یک سیستم تعریف1.1.2.
شوند: می توصیف زیر صورت به

ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t) (1.2)

y(t) = Cx(t) +Du(t) (2.2)

یک u(t) و حالت بردار به موسوم بعدي n ستونی بردار یک x(t) زمان، متغیر t آن در که
بعدي r ستونی بردار یک y(t) و کنترل متغیر یا ورودي بردار به موسوم بعدي m ستونی بردار
اي گونه به D ، C ، B ، A هاي ماتریس اندازه است بدیهی است. خروجی بردار به موسوم

باشد. سازگار شده تعریف معادلات با که است

سیستم از بسیاري براي و شوند می تعریف سیستم حالت معادلات (2.2) و (1.2) معادلات
آیند. می بدست سیستم بر حاکم فیزیکی قوانین از معمولا فوق معادلات ها

4
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پایان این در اما باشند زمان تابع توانند می نیز D ، C ، B ، A هاي ماتریس کلی حالت در
ناورداي خطی سیستم را سیستم صورت این در شوند می فرض ثابت ها ماتریس این نامه
قرار بررسی مورد زمانی ناورداي خطی هاي سیستم تنها نامه پایان این در نامند. می زمانی

کنیم. می بسنده سیستم واژه به تنها سهولت براي و گیرند می

بردار ها سیستم از بعضی براي مواردي در زمانی: گسسته خطی هاي سیستم .2.1.2 تعریف
گیري اندازه یا محاسبه قابل زمان از لحظه هر در دو هر یا و ورودي بردار یا و x یعنی حالت
می دسترس در ها کمیت این (i = 0, 1, 2, ..., n)ti مثل نقاط از اي دنباله در بلکه نیستند

شوند: می تعریف زیر فرم به سیستم معادلات موارد گونه این در باشند.

x(i+ 1) = Ax(i) +Bu(i) x(i) = x(ti) (3.2)

y(i) = Cx(i) +Du(i) (4.2)

سیستم حالت تغییر و باشند می زمانی گسسته ذاتا ها سیستم از بعضی که است ذکر (قابل
( پذیرد. می صورت (i = 0, 1, 2, ...) ti مانند خاصی زمانی نقاط در فقط

کاملا را (2.2) و (1.2) معادلات توسط شده توصیف سیستم پذیري: کنترل .3.1.2 تعریف
در اولیه حالت بردار نام به x(t0) دلخواه بردار از را سیستم حالت بتوان اگر گویند پذیر کنترل

. [1] رساند ts لحظه در تعادل حالت نام به x(ts) دیگر دلخواه بردار به t0 لحظه

رفتار که است اي گونه به سیستم، ورودي ،u(t) ورودي انتخاب سیستم کنترل از منظور
که ترتیب بدین باشد کنترل تحت حاصل سیستم

limt→∞x(t) −→ xe (5.2)
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limt→∞y(t) −→ ye (6.2)

در و باشند می خروجی و حالت بردار شده تعریف پیش از مقادیر ye و xe آن در طوریکه به
شوند. می انتخاب صفر برابر مقادیر این ها سیستم تحلیلی بررسی

را پذیري کنترل ماتریس (1.2) حالت معادلات با شده توصیف سیستم براي .4.1.2 تعریف
کنند می تعریف زیر صورت به

Q = [B,AB, ..., An−1B] (7.2)

است پذیر کنترل کاملا (2.2) و (1.2) معادلات با شده توصیف خطی سیستم .5.1.2 قضیه
به ،[2] کند تولید را Rn فضاي سیستم پذیري کنترل ماتریس هاي ستون اگر تنها و اگر

.rank(Q) = n اگر تنها و اگر است پذیر کنترل سیستم دیگر عبارت

ورودي، حالت خورد پس با سیستم زمانی بهینه کنترل جهت : کنترل قانون .6.1.2 تعریف
کنیم می تعریف زیر صورت به را u(i)

u(i) = Fx(i) (8.2)

نامیده حالت خورد پس ماتریس و است ثابت هاي درایه با حقیقی ماتریس Fm×n آن در که
شود. می

داشت: خواهیم سیستم حالت معادله در کنترل قانون جایگذاري با

x(i+ 1) = Ax(i) +Bu(i)

x(i+ 1) = Ax(i) +BFx(i) = (A+BF )x(i)
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x(i+ 1) = Γx(i)

می سیستم باز حلقه ویژه مقادیر را آن ویژه مقادیر و سیستم باز حلقه ماتریس را A ماتریس
نامند.

حلقه ویژه مقادیر را آن ویژه مقادیر و سیستم بسته حلقه ماتریس را Γ = A+BF ماتریس
نامند. می سیستم بسته

دید از پایداري را ẋ = f(x(t), 0, t) سیستم xe تعادل حالت لیاپانوف: پایداري .7.1.2 تعریف
هاي مسیر که قسمی به باشد موجود δ(s) یک ،s(ε) هر ازاي به هرگاه گوییم می لیاپانوف

نشوند. خارج s(ε) از ∞ سمت به t کردن میل با δ(s) از شده آغاز

پایدار ẋ = f(x(t), 0, t) دیفرانسیل معادله تعادل نقطه مجانبی: پایداري .8.1.2 تعریف
اگر است مجانبی

باشد. لیاپانوف مفهوم به پایدار الف)
∥x(t0) − xe∥ < ρ(t0) ازاي به که باشد موجود ρ(t0) > 0 یک t0 مقادیر کلیه براي ب)

.∥x(t)− x(e)∥ 7−→ 0 باشیم داشته (t 7−→ ∞)

براي را زیر تعاریف بگیرید، نظر در ثابت هاي درایه با ماتریس یک را A مربعی ماتریس
داریم: A ماتریس

مقدار را λ اسکالر و A ویژه بردار را x صفر غیر بردار ویژه: بردار و ویژه مقدار .9.1.2 تعریف
شود: اقناع زیر ماتریسی معادله چنانچه گوییم، می بردار آن نظیر ویژه

Ax = λx

یکتایی حل پس λ ویژه مقدار و x ویژه بردار دارد: وجود مجهول دو حاصل ماتریس معادله در
ندارد. وجود آن براي
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سایر و 1 اصلی قطر بر واقع هاي درایه که مربعی ماتریس به همانی: ماتریس .10.1.2 تعریف
شود. می گفته همانی ماتریس باشند صفر ها درایه

خطی مستقل سطر(ستون)هاي تعداد حداکثر A ماتریس بعد ماتریس: بعد .11.1.2 تعریف
دلخواه مربعی ماتریس هر ستونی بعد و سطري بعد که است ذکر به لازم باشد. می ماتریس

باشد. می برابر هم با

مطلق قدر نظر از A ماتریس ویژه مقدار بزرگترین : A ماتریس طیفی شعاع .12.1.2 تعریف
شود. می نامیده A ماتریس طیفی شعاع

ماتریس رد A ماتریس اصلی قطر روي عناصر جمع حاصل ماتریس: (اثر) رد .13.1.2 تعریف
شود. می نامیده A

هرگاه گوییم منفرد را A مربعی ماتریس پذیر): منفرد(معکوس ماتریس .14.1.2 تعریف
صورت این در AB = BA = I باشیم: داشته که قسمی به باشد موجود B مربعی ماتریس

نامیم. می A معکوس را B ماتریس

درایه تمامی اگر است مثلثی پایین فرم به A ماتریس مثلثی: پایین ماتریس .15.1.2 تعریف
تعریف مشابه صورت به نیز مثلثی بالا ماتریس باشند. صفر آن بالاي و اصلی قطر روي هاي

شود. می



3 فصل
زمانی گسسته بعدي دو هاي سیستم

خطی-کسري
بعدي دو هاي سیستم معرفی 1.3

شوند: می تقسیم دسته سه به بعدي دو هاي سیستم

گسسته)، مستقل متغیر دو (شامل گسسته بعدي دو خطی هاي سیستم

پیوسته)، مستقل متغیر دو (شامل پیوسته بعدي دو خطی هاي سیستم

متغیر یک و گسسته مستقل متغیر یک (شامل -پیوسته گسسته بعدي دو هاي سیستم
.( پیوسته مستقل

راندمان جمله از اند گرفته قرار توجه مورد زیادي دلایل به بعدي دو خطی هاي سیستم
انعطاف بالاي قابلیت غیرخطی، هاي عملگر اجراي قابلیت ها، داده بهتر تحلیل و پردازش بالا،
باشند. می بعدي دو ساختار داراي فیزیکی هاي فرایند از بسیاري بوضوح همچنین و پذیري

یافته گسترش بسیار اخیر هاي سال در بعدي دو هاي سیستم طراحی و تحلیل تئوري
است. گرفته قرار فراوانی هاي استفاده مورد و است

9
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بعدي دو خطی هاي سیستم حالت فضاي هاي مدل 2.3
گسسته

توصیف زیر هاي صورت به بعدي دو هاي سیستم براي شده استفاده حالت فضاي هاي مدل
شوند: می

راسر 1-مدل 1.2.3
شود: می تعریف زیر صورت به گسسته هاي سیستم براي بعدي RMدو راسر مدل

[
xh(i+ 1, j)
xv(i, j + 1)

]
=

[
A11 A12
A21 A22

] [
xh(i, j)
xv(i, j)

]
+

[
B1
B2

]
u(i, j) (1.3)

y(i, j) =
[
C1 C2

] [xh(i, j)
xv(i, j)

]
+Du(i, j) (2.3)

عمودي و افقی هاي مولفه ترتیب به که هستند صحیحی مقادیر j و i و i, j ≥ 0، آن در که
حالت بردار xv(i, j) ∈ Rn2 و افقی حالت بردار xh(i, j) ∈ Rn1 و کنند می توصیف را حالت بردار
B1 و A22 و A21 و A12 و A11 و خروجی بردار y(i, j) ∈ Rl ورودي، بردار u(i, j) ∈ Rm و عمودي
(1.3) براي مرزي شرایط هستند. مناسب ابعاد با حقیقی هاي ماتریس D و C2 و C1 و B2 و

شود: می بیان زیر صورت به (2.3) و

xh(i, 0), xv(0, j) i, j = 0, 1, 2, ...

شود: می تعریف زیر صورت به پیوسته حالت در دوبعدي راسر مدل .1.2.3 ∂xhتعریف
c (x, t)

∂x
∂xv

c(x, t)

∂t

 =

[
E11 E12
E21 E22

] [
xh
c (x, t)

xv
c(x, t)

]
+

[
F1
F2

]
uc(x, t) (3.3)
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yc(x, t) =
[
G1 G2

] [xh
c (x, t)

xv
c(x, t)

]
+Huc(x, t) (4.3)

، x ≥ 0 داریم همواره و باشد می xv
c(x, 0) و xh

c (0, t) صورت به مرزي شرایط آن در که
بردار y(x, t) ∈ Rp ورودي، بردار u(x, t) ∈ Rl ، xv

c(x, t) ∈ Rn2 ، xh
c (x, t) ∈ Rn1 همچنین t ≥ 0

ابعاد با حقیقی هاي ماتریس H و G2 و G1 و F2 و F1 و E22 و E21 و E12 و E11 و خروجی
هستند. حالت بردار افقی و عمودي هاي مولفه v و h همچنین و هستند مناسب

آتاسی مدل 2.2.3
شود: می تعریف زیر هاي معادله توسط (AM) 1 آتاسی مدل

x(i+ 1, j + 1) = A1x(i+ 1, j) + A2x(i, j + 1)− A1A2x(i, j) +Bu(i, j) (5.3)

y(i, j) = Cx(i, j) A1A2 = A2A1 (6.3)

حالت بردار عمودي و افقی هاي مولفه ترتیب به که هستند صحیحی مقادیر j و i آن در که
ورودي بردار u(i, j) ∈ Rm ،(i, j) نقطه در مکان حالت بردار x(i, j) ∈ Rn کنند. می توصیف را
حقیقی هاي ماتریس C و B ،A1 ،A2 همچنین باشد، می سیستم خروجی بردار y(i, j) ∈ Rl و
شود: می داده زیر صورت به (6.3) و (5.3) مساله براي مرزي شرایط هستند. مناسب ابعاد با

x(i, 0), x(0, j) i, j = 0, 1, 2, ... (7.3)

1Attasi’s model
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-مارکسینی فورناسا مدل -3 3.2.3
شود: می تعریف زیر معادلات توسط (F −MMI) اول نوع مارکسینی فورناسا مدل

x(i+ 1, j + 1) = A0x(i, j) + A1x(i+ 1, j) + A2x(i, j + 1) +Bu(i, j) (8.3)

y(i, j) = Cx(i, j) (9.3)

حالت بردار عمودي و افقی هاي مولفه ترتیب به که هستند صحیحی مقادیر j و i آن در که
y(i, j) ∈ Rl ورودي، بردار u(i, j) ∈ Rm مکان، حالت بردار x(i, j) ∈ Rn کنند، می توصیف را
هستند. مناسب ابعاد با حقیقی هاي ماتریس C و B ،A2 ،A1 ،A0 هاي وماتریس خروجی بردار

شود: می داده زیر صورت به (9.3) و (8.3) براي مرزي شرایط

x(i, 0), x(0, j) i, j = 0, 1, 2, ... (10.3)

شود می بیان زیر معادلات توسط F −MMII دوم نوع مارکسینی فورناسا مدل

x(i+ 1, j + 1) = A1x(i+ 1, j) + A2x(i, j + 1) + B01u(i+ 1, j)x(i, j) + B10u(i, j + 1)
(11.3)

y(i, j) = Cx(i, j) +Du(i, j) (12.3)

را حالت بردار عمودي و افقی هاي مولفه ترتیب به که هستند صحیحی مقادیر j و i آن در که
ورودي، بردار u(i, j) ∈ Rm ،(i, j) نقطه در مکان حالت بردار x(i, j) ∈ Rn کنند، می توصیف
ابعاد با حقیقی هاي ماتریس C و A1 ،A2 ،B01 ،B10 هاي ماتریس و خروجی بردار y(i, j) ∈ Rl

شود: می داده زیر صورت به (12.3) و (11.3) براي مرزي شرایط هستند. مناسب

x(i, 0), x(0, j) i, j = 0, 1, 2, ... (13.3)
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RM و AM ، FMM − I ، FMM − II بین ارتباط 4.2.3
A0 = −A1A2 = دادن قرار با که رسیم می نتیجه این به ،(9.3)-(8.3) با (6.3)-(5.3) مقایسه با
xh(i, j) = گرفتن نظر در با حال باشد. می F − MMI از خاصی حالت AM ، −A2A1

نوشت توان می xv(i, j) = x(i, j) و x(i, j + 1)− Ax(i, j)

[
xh(i+ 1, j)
xv(i, j + 1)

]
=

[
A2 A0 + A2A1
I A1

] [
xh(i, j)
xv(i, j)

]
+

[
B
0
]
u(i, j) (14.3)

و

y(i, j) =
[0 C

] [xh(i, j)
xv(i, j)

]
(15.3)

، B2 = 0 کنیم فرض اگر حال باشد. RM از خاصی حالت تواند می FMM − I بنابراین
گرفت. نظر در F − MMI از خاصی حالت را RM توان می وقت آن C1 = 0 و A21 = I

اگر همچنین
[
A11 A12
A21 A22

]
=

[
A2 0
I A1

]
,

[
B1
B2

]
=

[
B
0
]
,

[
C1 C2

]
=

[0 C
] (16.3)

، A12 = 0 ، A21 = I اگر و باشد می RM از خاصی حالت AM گرفت نتیجه توان می
نشان حال شود. می AM از خاصی حالت RM آنوقت C1 = 0 و B2 = 0 ، A11A22 = A22A11

تعریف با است. F −MMII از خاصی حالت RM دهیم می

x(i, j) =

[
xh(i, j)
xv(i, j)

]

نوشت زیر فرم به را (2.3) و (1.3) توان می

x(i+1, j+1) =
[ 0 0
A21 A22

]
x(i+1, j)+

[
A11 A120 0

]
x(i, j+1)+

[ 0
B2

]
u(i+1, j)+

[
B10

]
u(i, j+1)
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و
y(i, j) =

[
C1 C2

]
x(i, j)

که داد نشان توان می ترتیب همین به است. F − MMI از خاصی حالت RM بنابراین
باشد. می F −MMII از خاصی حالت F −MMI

مرتبطند: هم با زیر صورت به ها مدل این دارند. فراوانی کاربردهاي حالت فضاي هاي مدل
مدل حسب بر RM از خاصی حالت تواند می F −MMI و F −MMI از خاصی حالت AM

را راسر مدل ما و شده معرفی مدل ترین کلی و بهترین عنوان به مدل این کرد توصیف راسر
کنیم. می انتخاب نامه پایان این در خود کار مبناي عنوان به

توسط شده توصیف بعدي دو کسري هاي سیستم 3.3
راسر مدل

رابطه در بحث به و کرده معرفی را بعدي دو کسري هاي سیستم از جدیدي رده بخش این در
پردازیم. می ها سیستم این خواص از بعضی با

معرفی 3 ریمن و 2 توسطلیوویل نوزدهم قرن پایان در بار اولین براي کسري هاي سیستم
و الکترومغناطیس علم مسائل حل در مهندسان توسط وسیعی بطور ها سیستم این شدند.

گرفتند. قرار استفاده مورد فیزیکی هاي فرایند انواع سازي مدل همچنین
شوند: می تعریف زیر صورت به بعدي یک کسري زمانی گسسته خطی هاي سیستم

∆αxi+1 = Axi +Bui i ∈ Z+, 0 < α < 1

هاي ماتریس B ∈ Rn×m ،A ∈ Rn×n ورودي، بردار ui ∈ Rm حالت، بردار xi ∈ Rn آن در که
باشد. می کسري تفاضل نماد ∆αxi و باشند می مساله مفروضات جزو که هستند ثابتی

2Liouville
3Riemann
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ها آن هاي جواب و کسري بعدي دو حالت فضاي معادلات 1.3.3
صورت به i, j ∈ Z+ ،x(i, j) بعدي دو تابع براي α مرتبه از افقی کسري تفاضل .1.3.3 تعریف

شود: می تعریف زیر

∆h
αx(i, j) =

i∑
k=0

cα(k)x(i− k, j) (17.3)

و α ∈ R , n− 1 < α < n (n ∈ N) آن در که

cα(k) =

{1 for k = 0
(−1)kα(α− 1)...(α− k + 1)/k! for k > 0 (18.3)

.2.3.3 تعریف

زیر صورت به i, j ∈ Z+ ،x(i, j) بعدي دو تابع براي β مرتبه از عمودي کسري تفاضل
شود: می تعریف

∆v
βx(i, j) =

i∑
l=0

cβ(l)x(i, j − l) (19.3)

و β ∈ R , n− 1 < β < n (n ∈ N) آن در که

cβ(l) =

{1 for l = 0
(−1)lβ(β − 1)...(β − l + 1)/l! for l > 0 (20.3)

آنگاه[3] (0 < β < 1) 0 < α < 1 اگر .3.3.3 لم

cα(k) < 0 (cβ(k) < 0) k = 1, 2, ... (21.3)
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کنیم: می تعریف زیر صورت به راسر مدل از استفاده با را کسري بعدي دو خطی سیستم

[
∆h

αx
h(i+ 1, j)

∆v
βx

v(i, j + 1)
]
=

[
A11 A12
A21 A22

] [
xh(i, j)
xv(i, j)

]
+

[
B1
B2

]
u(i, j) (22.3)

y(i, j) =
[
C1 C2

] [xh(i, j)
xv(i, j)

]
+Du(i, j) i, j ∈ Z+ (23.3)

سیستم افقی و عمودي حالت بردارهاي ترتیب به xv(i, j) ∈ Rn2 و xh(i, j) ∈ Rn1 آن در که
،A11 ∈ Rn1×n1 و خروجی بردار y(i, j) ∈ Rp ورودي، بردار u(i, j) ∈ Rm هستند، (i, j) نقطه در
،C1 ∈ Rp×n1 ،B2 ∈ Rn2×m ،B1 ∈ Rn1×m ،A22 ∈ Rn2×n2 ،A21 ∈ Rn2×n1 ،A12 ∈ Rn1×n2

باشند. می مساله مفروضات جزو که هستند ثابتی هاي ماتریس D ∈ Rp×m ،C2 ∈ Rp×n2

بنویسیم زیر صورت به را (22.3) رابطه توانیم می (19.3) و (17.3) تعاریف از استفاده با
:

[
xh(i+ 1, j)
xv(i, j + 1)

]
=

[
A11 A12
A21 A22

] [
xh(i, j)
xv(i, j)

]
+

[
B1
B2

]
u(i, j)−

[∑i+1
k=2 cα(l)xh(i− k + 1, j)∑j+1
l=2 cβ(l)xv(i, j − l + 1)

]
(24.3)

.A22 = A22 + βIn2 و A11 = A11 + αIn1 آن در که
کنیم می فرض بنابراین کراندارند l و k کنیم فرض توانیم می عملی مسائل در که آنجا از
می پس گیریم می نظر در l و k بالاي هاي کران عنوان به که باشند طبیعی اعداد L2 و L1

بنویسیم: زیر صورت به را (24.3) رابطه توانیم
[
xh(i+ 1, j)
xv(i, j + 1)

]
=

[
A11 A12
A21 A22

] [
xh(i, j)
xv(i, j)

]
+

[
B1
B2

]
u(i, j)−

[∑L1+1
k=2 cα(l)x

h(i− k + 1, j)∑L2+1
l=2 cβ(l)x

v(i, j − l + 1)
]

(25.3)
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شود: می بیان زیر صورت به (25.3) براي مرزي شرایط

xh(0, j) (j ∈ Z+), xv(0, i) (i ∈ Z+) (26.3)

توسطمدل مثبتتوصیفشده دوبعدي هايکسري سیستم 2.3.3
راسر

مرزي شرط هر براي اگر تنها و اگر است مثبت (23.3)-(22.3) سیستم .4.3.3 تعریف
xv(i, j) ∈ Rn2

+ (i, j ∈ Z+) : باشیم داشته xv(i, 0) ∈ Rn2
+ i ∈ Z+ و xh(0, j) ∈ Rn1

+ j ∈ Z+

.u(i, j) ∈ Rm
+ (i, j ∈ Z+) همچنین و y(i, j) ∈ Rp

+ (i, j ∈ Z+) و xh(i, j) ∈ Rn1
+ ،

مثبت ( α, β ∈ R) 0 < β ≤ 1 و 0 < α ≤ 1 براي (24.3) بعدي دو سیستم .5.3.3 قضیه
اگر تنها و اگر است

[
A11 A12
A21 A22

]
∈ Rn×n

+ ,

[
B1
B2

]
∈ Rn×m

+ ,
[
C1 C2

]
∈ Rp×n

+ , D ∈ Rp×m
+ ,

، u(i, j) = 0 (i, j ∈ Z+) باشیم داشته و باشد مثبت (24.3) سیستم فرضکنید (لزوم) اثبات.
حالت این در باشد. می In1 ستون امین k دهنده نشان ekn1 که ، xh(0, 1) ∈ ekn1 و xv

i0 = 0, i ∈ Z+

نشان A(k)

11 آن در که xh(1, 1) = A11xh(0, 1) = A
(k)

11 ∈ Rn1
+ گرفت: نتیجه توان می (24.3) از

بافرض . A11 ∈ Rn1
+ داریم k = 1, 2, ..., n1 براي بنابراین است A11 ماتریس ستون امین k دهنده

امین k ، e(k)n2 آن در که ، xv(0, 1) = e
(k)
n2 و u(i, j) = 0 i, j ∈ Z+ ، xh(0, j) = 0 j ∈ Z+ که این

در که xv(1, 1) = A12xv(0, 1) = A
(k)
12 گرفت نتیجه توان می بنابراین است In2 ماتریس ستون

.A12 ∈ Rn1×n2 گیریم می نتیجه اینصورت در باشد، می A12 ماتریس ستون امین k ، A(k)
12 آن

.A22 ∈ Rn2×n2
+ و A21 ∈ Rn2×n1

+ داد نشان توان می ترتیب همین به
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xh(0, j) = 0 j ∈ Z+ ، xv(i, 0) = 0 i ∈ Z+ یعنی صفرند مرزي شرایط که این فرض با حال
, xh(1, 1) = داشت خواهیم بنابراین است) Im ماتریس ستون امین k ، e(k)m ) u(0, 1) = e

(k)
m و

که است معنی بدان این است. B1 ماتریس ستون امین k ،B(k)
1 که B1u(0, 1) = B

(k)
1 ∈ Rn1

+

و C2 ∈ Rp×n2 ، C1 ∈ Rp×n1 ، B2 ∈ Rn2×m که داد نشان توان می مشابه بطور .B1 ∈ Rn1×m
+

.D ∈ Rp×m

براي و (0 < α ≤ 1) cα(k) < 0 داریم (k = 1, 2, ...) براي (3.3.3) لم طبق (کفایت)
همچنین و شده گفته مفروضات طبق . (0 < β ≤ 1) cβ(l) < 0 داشت خواهیم (l = 1, 2, ...)
و xh(0, j) ∈ Rn1

+ j ∈ Z+ و xv(i, 0) ∈ Rn2
+ i ∈ Z+ اولیه شرایط ازاي به [4] از استفاده با

.xv(i, j) ∈ Rn2
+ i, j ∈ Z+ و xh(i, j) ∈ Rn1

+ داشت: خواهیم بوضوح u(i, j) ∈ Rm
+ i, j ∈ Z+

xh(i, j) ∈ ، xv(i, j) ∈ Rn2
+ ، u(i, j) ∈ Rm

+ زیرا y(i, j) ∈ Rp
+ i, j ∈ Z+ داریم (23.3) از

.D ∈ Rp×m
+ ، C2 ∈ Rp×n2

+ ، C1 ∈ Rp×n1
+ و Rn1

+ i, j ∈ Z+

و راسر مدل از عددي مثال دو بیان به ترتیب به بحث مورد موضوع تکمیل براي حال
پردازیم: می کسري سیستم

ملاحظه زیر صورت به را راسر مدل توسط شده توصیف دوبعدي سیستم از اي نمونه . مثال
کنیم: می

[
xh(i+ 1, j)
xv(i, j + 1)

]
=


1.5 2 ... 0.6
0 1 ... 1.25
· · · · · · ... · · ·
0.8 1 ... 1.4


[
xh(i, j)
xv(i, j)

]
+


1.3
1.2
· · ·
0

u(i, j)

ماتریس یک A12 ،2× ماتریس2 یک A11 ماتریس شود می ملاحظه که همانطور مثال این در
ترتیب به B2 و B1 همچنین باشد. می ماتریس2×2 یک A22 و ماتریس2×1 یک A21 ،2×1

باشند. می 1× 1 ماتریس یک و 2× 1 ابعاد با هایی ماتریس
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می ملاحظه زیر صورت به β = 0.5 ، α = 0.4 براي را کسري راسر مدل از اي نمونه . مثال
]کنید:

∆h
αx

h(i+ 1, j)
∆v

βx
v(i, j + 1)

]
=

[
A11 A12
A21 A22

] [
xh(i, j)
xv(i, j)

]
+

[
B1
B2

]
u(i, j)

A11 =
[
−0.5 −0.1
0.1 0.01

]
, A12 =

[
−0.1 −0.1
0.2 0.1

]
, A21 =

[
−0.03 −0.1
0.2 0.1

]
, A22 =

[
−1 −0.1
0.4 0.1

]

B1 =
[
−0.2
0.1

]
, B2 =

[
−0.3
0.2

]
در کسري تفاضل همچنین و است نمایان بخوبی ها ماتریس زیر ابعاد بینیم می که همانطور

است. یافته گسترش افقی و عمودي بعد دو



4 فصل
بعدي دو خطی هاي سیستم پایداري

راسر مدل توسط شده توصیف
توسطمدل شرایطپایداريسیستمهايدوبعديتوصیفشده 3.0.4

راسر
شود: می توصیف زیر صورت به گسسته هاي سیستم براي بعدي دو راسر ]مدل

xh(i+ 1, j)
xv(i, j + 1)

]
=

[
A11 A12
A21 A22

] [
xh(i, j)
xv(i, j)

]
+

[
B1
B2

]
u(i, j) (1.4)

B1و ∈ Rn1×m ،A22 ∈ Rn2×n2 ،A21 ∈ Rn2×n1 ،A12 ∈ Rn1×n2 ،A11 ∈ Rn1×n1 آن در که
براي مرزي شرایط هستند. مناسب ابعاد با شده داده ثابت حقیقی هاي ماتریس B2 ∈ Rn2×m

شود: می بیان زیر صورت به (1.4){
xh(0, j) = xh0(j) ∀j ∈ N

xv(i, 0) = xv0(i) ∀i ∈ N
(2.4)

براي اگر تنها و اگر شود می نامیده مثبت u = 0 صفر ورودي با (1.4) سیستم .6.0.4 تعریف
نتیجه هاي حالت بگیریم نتیجه xv(i, 0) ≥ 0 و xh(0, j) ≥ 0 شده داده نامنفی مرزي شرط هر

. x(i, j) ≥ 0 ∀i, j ∈ N باشیم داشته یعنی هستند نامنفی نیز شده
20
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شود: می بیان زیر صورت به که داریم مثبت هاي سیستم براي دیگري تعریف همچنین

همه اگر تنها و اگر است مثبت سیستم یک u = 0 ورودي با (1.4) سیستم .7.0.4 گزاره
.[5](A ≥ 0) باشد نامنفی A :=

[
A11 A12
A21 A22

]
ماتریس هاي مولفه

زیر صورت به تواند می کلی حالت در راسر مدل مجانبی پایداري براي مهم شرط یک
شود: مطرح

ماتریس A22 ∈ Rn2×n2 ،A21 ∈ Rn1×n1 ،A12 ∈ Rn1×n2 ،A11 ∈ Rn1×n1 کنید فرض .8.0.4 لم
راسر مدل توسط شده توصیف بعدي دو سیستم بنابراین باشند شده داده ثابت حقیقی هاي

باشد[6] برقرار زیر شرایط اگر تنها و اگر است مجانبی پایدار u = 0 با (1.4)det(

[
In1 − z1A11 −z1A12
−z2A21 In2 − z2A22

]
) ̸= o

∀(z1, z2) ∈ {(z1, z2) : |z1| ≤ 1, |z2| ≤ 1}
(3.4)

قسمی به است u(i, j) =
[
K1 K2

] [xh(i, j)
xv(i, j)

]
حالت خورد پس قانون بررسی هدف

و مثبت
[
xh(i+ 1, j)
xv(i, j + 1)

]
=

[
A11 +B1K1 A12 +B1K2
A21 +B2K1 A22 +B2K2

]
×

[
xh(i, j)
xv(i, j)

]
بسته حلقه سیستم که

توصیف خطی بعدي دو سیستم براي اولیه پایداري نتایج قسمت این در باشد. مجانبی پایدار
راسر مدل توسط ]شده

xh(i+ 1, j)
xv(i, j + 1)

]
=

[
A11 A12
A21 A22

] [
xh(i, j)
xv(i, j)

]
(4.4)

(تحت (4.4) سیستم مجانبی پایداري دهیم نشان خواهیم می حقیقت در کنیم می فراهم
است زیر زمانی گسسته بعدي یک سیستم مجانبی پایداري ارز هم مثبت) هاي محدودیت

x(k + 1) =
[
A11 A12
A21 A22

]
x(k) (5.4)

داریم: بعدي یک هاي سیستم براي را زیر تعریف
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شده داده نامنفی اولیه شرط هر براي اگر شود می نامیده مثبت (5.4) سیستم .9.0.4 تعریف
.∀i ∈ N, x(i) ≥ 0 شود نتیجه x(0) ≥ 0

کرد: بیان توان می نیز زیر صورت به را (5.4) سیستم مثبتی که است بدیهی

ماتریس هاي مولفه همه اگر تنها و اگر است مثبت سیستم یک (5.4) سیستم .10.0.4 گزاره
.[5](A ≥ 0) باشند نامنفی A :=

[
A11 A12
A21 A22

]

تعریف زیر صورت به M ∈ Rn×n ماتریس از ρ(M) طیفی شعاع کنیم می یادآوري حال
شود: می

ρ(M) = max{|λ1|, ..., |λn|}

مختلط ماتریس یک براي همچنین هستند. M ماتریس ویژه مقادیر λn, ..., λ1 آن در که
دهیم. می نمایش |nij| اي مولفه صورت به را |N | حقیقی ماتریس N = [nij]

که قسمی به باشد مختلط ماتریس یک N و حقیقی ماتریس یک M کنید فرض .11.0.4 لم
داشت[7] خواهیم صورت این در است نامنفی ماتریس یک (M ≤ |N |) |N | ≤M

ρ(N) ≤ ρ(M)

باشند(یا ثابت حقیقی ماتریسهاي A22 و A21 ، A12 ، A11 ماتریسهاي فرضکنید .12.0.4 لم
: ارزند هم زیر عبارات صورت این در باشد) مثبت (5.4) سیستم معادل بطور

است. مجانبی پایدار (5.4) توسط شده توصیف بعدي یک سیستم (1
.ρ(

[
A11 A12
A21 A22

]
) < 1(2
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[8] که قسمی به دارد وجود d ∈ Rn1+n2 ]3)بردار
A11 − In1 A12

A21 A22 − In2

]
d < 0, d > 0

مثبت سیستم مجانبی پایداري براي کافی و لازم شرط خصوص در اي قضیه بیان به حال
. پردازیم می راسر(4.4) مدل از استفاده با بعدي دو

،A11 هاي ماتریس ارز هم بطور یا است مثبت (4.4) سیستم که این فرض با .13.0.4 قضیه
معادلند: زیر عبارات هستند نامنفی A22 و A21 ،A12

1)
det(

[
In1 − z1A11 −z1A12
−z2A21 In2 − z2A22

]
) ̸= o

∀(z1, z2) ∈ {(z1, z2) : |z1| ≤ 1, |z2| ≤ 1}
(6.4)

2) ρ(
[
A11 A12
A21 A22

]
) < 1

است بدیهی ،(1) شرط در z1 = z2 = z دادن قرار با (1) =⇒ (2) . اثبات

det(I − z

[
A11 A12
A21 A22

]
) ̸= 0, |z| ≤ 1 (7.4)

باشد. می (2) شرط ارز هم واقع در که
و |z1| ≤ 1 که قسمی به باشند اختیاري مختلط عدد هر z2 و z1 کنید فرض (2) =⇒ (1)

داشت: خواهیم بوضوح صورت این در ،|z2| ≤ 1[
|z1A11| |z1A12|
|z2A21| |z2A22|

]
≤

[
A11 A12
A21 A22

]

گیریم می نتیجه را زیر رابطه (11.0.4) لم در شده داده طیفی خواص از استفاده با

ρ(

[
z1A11 z1A12
z2A21 z2A22

]
) ≤ ρ(

[
A11 A12
A21 A22

]
) < 1
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بر بالا نامساوي هستند یک مساوي یا کمتر مطلق قدر با اختیاري مختلط اعداد z2 و z1 چون
داشت: خواهیم را زیر نتیجه بنابراین است[5] کامل اثبات و دارد دلالت (1) رابطه درستی

معادلند: زیر عبارات .14.0.4 نتیجه
است. مجانبی پایدار و مثبت (4.4) راسر مدل توسط شده توصیف بعدي دو سیستم (1

است. مجانبی پایدار و مثبت (5.4) توسط شده توصیف بعدي یک سیستم (2
به دارد وجود d ∈ Rn1×n2 بردار و هستند نامنفی A22 ،A21 ،A12 ،A11 هاي ماتریس (3

که: ]قسمی
A11 − In1 A12

A21 A22 − In2

]
d < 0, d > 0

در اثبات و شود. می نتیجه 12.0.4 لم از استفاده با سادگی به (2)⇐⇒ (3) ارزي هم . اثبات
.(1)⇐⇒ (3) دهیم نشان که شود می کامل صورتی

نامنفی A22 و A21 ،A12 ،A11 که است واضح (10.0.4) گزاره استفاده با ابتدا (1) =⇒ (3)
ارز هم (4.4) سیستم مجانبی پایداري که است واضح (8.0.4) لم به توجه با حال )detهستند

[
In1 − z1A11 −z1A12
−z2A21 In2 − z2A22

]
) ̸= o

∀(z1, z2) ∈ {(z1, z2) : |z1| ≤ 1, |z2| ≤ 1}
(8.4)

ارز هم (13.0.4) قضیه از استفاده با که

ρ(

[
A11 A12
A21 A22

]
) < 1

گرفت. نتیجه را (3) توان می (12.0.4) لم از استفاده با سرانجام

و (12.0.4) لم سپس (7.0.4) گزاره از استفاده با (3) =⇒ (1) دادن نشان براي برعکس
آورد[5]. بدست را دلخواه نتیجه توان می (8.0.4) لم سرانجام و (13.0.4) قضیه
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به باید کنترل قانون این پردازیم. می u(i, j) = K

[
xh(i, j)
xv(i, j)

]
کنترل قانون برسی به حال

کند. فراهم را بسته حلقه سیستم مجانبی پایداري و مثبتی که شود طراحی اي گونه
کنید: مشاهده را زیر راسر مدل بسته حلقه سیستم حال

[
xh(i+ 1, j)
xv(i, j + 1)

]
= (A+BK)

[
xh(i, j)
xv(i, j)

]
(9.4)

xh(0, j) = xh0(j), ∀j ∈ N

xv(i, 0) = xv0(j), ∀i ∈ N

می شده داده دلخواه حقیقی ماتریس هر شامل B :=

[
B1
B2

]
و A :=

[
A11 A12
A21 A22

]
آن در که

باشد.
پردازیم. می بخش این اصلی نتیجه برسی به حال

پایدار و مثبت نامنفی مرزي اولیه شرط هر براي (9.4) بسته حلقه راسر سیستم .15.0.4 قضیه
y1, . . ., yn ∈ Rm و d =

[
d1 d2 . . . dn

]T ∈ Rn بردار n+ 1 اگر تنها و اگر است، مجانبی
که قسمی به باشند موجود

(A− In)d+B(
∑n

i=1 yi) < 0,
d > 0,
aij dj + bi yj < 0, 1 ≤ i, j ≤ n,

(10.4)

خورد پس ماتریس سرانجام و n = n1 + n2 و A = [aij] ، BT = [bT1 . . . bTn ] آن در که
شود: می محاسبه زیر صورت به K حالت

K = [d−11 y1 . . . d−1n yn]. (11.4)
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K = صورت به را K تخصیص ماتریس و باشد برقرار (10.4) شرط کنید فرض . اثبات
. کنید تعریف i = 1, ..., n براي ki = d−1i yi صورت به شده ساخته هاي ستون با [k1, ..., kn]

است. نامنفی ماتریس یک A+BK که بینیم می راحتی به ساختار این با حال
i, j = 1, ..., n براي (10.4) شرط در اخیر هاي نامساوي از

داشت: خواهیم

0 ≤ (aijdj + biyj)d
−1
j = aij + bikj = (A+BK)ij

پردازیم. می u(i, j) = K

[
xh(i, j)
xv(i, j)

]
کنترل قانون تحت مجانبی پایداري بحث به حال

رابطه با رابطه این تلفیق با و BKd = B (
∑n

i=1 yi) گیریم می نتیجه بالا روابط از استفاده با
(A+BK) ماتریس و d > 0 که آنجا از حال .(A+BK − In) d < 0 گیریم می نتیجه (10.4)
دو سیستم گیریم می نتیجه (10.0.4) گزاره از استفاده با بنابراین است نامنفی ماتریس یک
بنابراین است مجانبی پایدار و مثبت (9.4) راسر مدل توسط شده توصیف بسته حلقه بعدي

است[5]. کامل اثبات
نیز خطی ریزي برنامه دیدگاه از را بعدي دو هاي سیستم پایداري دهیم می نشان حال

نمود. بررسی توان می

معادلند: زیر عبارات .16.0.4 قضیه
که قسمی به است موجود u = K

[
xh(i, j)
xv(i, j)

]
≥ 0 مثبت حالت خورد پس قانون یک (1

است. مجانبی پایدار و مثبت مرزي اولیه شرط هر براي (9.4) راسر بسته حلقه سیستم
ماتریس یک A + BK و K ≥ 0 که قسمی به است موجود K ∈ Rm×n ماتریس یک (2

(ρ(A+BK) < 1) است نامنفی شور
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است. شدنی y1 . . . yn ∈ Rm و d = [d1 . . . dn]
T ∈ Rn هاي متغیر با زیر LP مساله (3

(A− In)d+B(
∑n

i=1 yi) < 0
d > 0
aij dj + bi yj < 0, 1 ≤ i, j ≤ n

(12.4)

K حالت خورد پس ماتریس سرانجام .n = n1 + n2 و A = [aij] ،BT = [bT1 . . . bTn ] آن در که
شود: می محاسبه زیر صورت به

K = [d−11 y1 . . . d−1n yn] (13.4)

باشند[5]. می بالا LP مساله از دلخواه شدنی جواب هر yn, . . . , y1 و d آن در که

راسر مدل توسط شده توصیف کسري سیستم پایداري 4.0.4
کنیم: می تعریف زیر صورت به راسر مدل از استفاده با را کسري بعدي دو خطی سیستم

[
∆h

αx
h
i+1,j

∆v
βx

v
i,j+1

]
=

[
A11 A12
A21 A22

] [
xh
i,j

xv
i,j

]
+

[
B1
B2

]
uij (14.4)

yij =
[
C1 C2

] [xh
i,j

xv
i,j

]
+Duij i, j ∈ Z+ (15.4)

مثبت راسر مدل .17.0.4 قضیه
[
xh
i+1,j

xv
i,j+1

]
=

[
A11 A12
A21 A22

] [
xh
i,j

xv
i,j

]
(16.4)

باشند: برقرار زیر معادل شرایط از یکی اگر تنها و اگر است مجانبی پایدار
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بعدي یک سیستم (1

xi+1 =
[
A11 A12
A21 A22

]
xi (17.4)

است. مجانبی پایدار
داشته که قسمی به باشد موجود λ ∈ Rn

+ (n = n1 + n2) مثبت اکیدا بردار یک (2
باشیم[9]:

[
A11 − In1 A12

A21 A22 − In2

]
λ <

[
o
o

]
(18.4)

آنگاه (n− 1 < β < n) n− 1 < α < n (n ∈ N) اگر .18.0.4 لم
∞∑
k=0

cα(k) = o (
∞∑
k=0

cβ(k) = o) (19.4)

داشت: خواهیم کنیم استفاده (1− z)α تابع تیلور سري بسط از اگر . اثبات

(1− z)α =
∞∑
k=0

(−1)k
(
α

k

)
zk (20.4)

داشت: خواهیم (20.4) رابطه در z = 1 فرض با حال
∞∑
k=0

(−1)k
(
α

k

)
=

∞∑
k=0

cα(k) = o

کنید: ملاحظه را زیر حالت خورد پس با (24.3) مثبت کسري راسر مدل حال

u(i, j) =
[
K1 K2

] [xh(i, j)
xv(i, j)

]
(21.4)
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است. حالت خورد پس ماتریس j = 1, 2 ،Kj ∈ Rm×nj ،K =
[
K1 K2

]
∈ Rm×n آن در که

بسته حلقه سیستم که بیابیم اي گونه به باید را K ماتریس
[
xh(i+ 1, j)
xv(i, j + 1)

]
=

[
A11 +B1K1 A12 +B1K2
A21 +B2K1 A22 +B2K2

] [
xh(i, j)
xv(i, j)

]
−

[∑i+1
k=2 cα(l)xh(i− k + 1, j)∑j+1
l=2 cβ(l)xv

( i, j − l + 1)
]

(22.4)
شود. مجانبی پایدار و مثبت

و اگر است مجانبی پایدار و مثبت (22.4) مثبت کسري بسته حلقه سیستم .19.0.4 قضیه
قطري بلوکی ماتریس یک اگر تنها

Λ = blockdiag[Λ1,Λ2]
Λk = diag[Λk1 , ...,Λknk]

Λkj > o

(23.4)

حقیقی ماتریس یک همچنین ،j = 1, ..., nk و k = 1, 2 آن در که

D =
[
D1 D2

]
, Dk ∈ Rm×nk , k = 1, 2 (24.4)

باشند: برقرار زیر شرایط که قسمی به باشد موجود
[
A11Λ1 +B1D1 A12Λ2 +B1D2
A21Λ1 +B2D1 A22Λ2 +B2D2

]
∈ Rn×n

+ (25.4)

و
[
A11Λ1 +B1D1 A12Λ2 +B1D2
A21Λ1 +B2D1 A22Λ2 +B2D2

] [1n11n2
]
<

[
o
o

]
(26.4)

با باشد.) می ماتریس ترانهاده دهنده نشان T ) k = 1, 2 و 1nk
= [1...1]T ∈ Rnk

+ آن در که
آید: می بدست زیر صورت به حالت خورد پس ماتریس مفروضات این

K =
[
K1 K2

]
=

[
D1Λ−11 D2Λ−12

] (27.4)
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(25.4) شرط اگر تنها و اگر است مثبت بسته حلقه سیستم دهیم نشان باید ابتدا . اثبات
داریم (27.4) و (22.4) از استفاده با باشد. برقرار

[
A11 +B1D1Λ−11 A12 +B1D2Λ−12
A21 +B2D1Λ−11 A22 +B2D2Λ−12

]

=

[
A11Λ1 +B1D1 A12Λ2 +B1D2
A21Λ1 +B2D1 A22Λ2 +B2D2

]
.

[
Λ−11 o
o Λ−12

]
(28.4)

(22.4) بسته حلقه سیستم که است واضح (5.3.3 ) قضیه و (28.4) رابطه به توجه با
cα(o) = cβ(o) = 1 اینکه به توجه با حال باشد. صادق (25.4) شرط اگر تنها و اگر است مثبت

داشت خواهیم (18.0.4) لم بنابر و cβ(1) = −β ،cα(1) = −α و
∞∑
k=2

cα(k) = α− 1 ,
∞∑
k=2

cβ(k) = β − 1 (29.4)

زمانی گسسته خطی سیستم مجانبی پایداري که دانیم می [10،11] واضح اصل یک عنوان به
هاي ماتریس جمع به وابسته وتنها است تاخیرات مقدار و تعداد از مستقل تاخیرات با مثبت
اگر تنها و اگر است مجانبی پایدار (2.4) مثبت بسته حلقه سیستم بنابراین است. حالت

ماتریس با مثبت بعدي یک سیستم
[
A11 +B1K1 A12 +B1K2
A21 +B2K1 A22 +B2K2

]
−

∞∑
k=2

[
In1cα(k) o

o In2cβ(k)

]
(30.4)

است. مجانبی پایدار
داشت خواهیم را A22 = A22+ In2β و A11 = A11+ In1α عبارت (29.4) رابطه از استفاده با

بنویسیم زیر فرم به را (30.4) ماتریس توانیم می بنابراین
[
A11 + In1 +B1K1 A12 +B1K2

A21 +B2K1 A22 + In2 +B2K2

]
(31.4)
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است مجانبی پایدار (22.4) بسته حلقه سیستم که دانیم می ،(17.0.4) قضیه از استفاده با
که قسمی به باشد موجود λ = [λT1 , λT2 ] ∈ Rn

+ مثبت اکیدا بردار یک اگر تنها و ]اگر
A11 +B1K1 A12 +B1K2
A21 +B2K1 A22 +B2K2

] [
λ1
λ2

]
<

[
o
o

]
(32.4)

خواهیم را زیر روابط (32.4) و (27.4) از استفاده با و k = 1, 2 ، λk = Λk1k دادن قرار با
]داشت:

A11 +B1K1 A12 +B1K2
A21 +B2K1 A22 +B2K2

] [
λ1
λ2

]
=

[
A11 +B1D1Λ−11 A12 +B1D2Λ−12
A21 +B2D1Λ−11 A22 +B2D2Λ−12

]
×
[
Λ1 o
o Λ2

] [1n11n2
]

=

[
A11Λ1 +B1D1 A12Λ2 +B1D2
A21Λ1 +B2D1 A22Λ2 +B2D2

]
×

[1n11n2
]
<

[
o
o

]
(33.4)

باشد. برقرار (26.4) شرط اگر تنها و اگر است مجانبی پایدار بسته حلقه سیستم بنابراین
پردازیم می کسري هاي سیستم ناپایداري باب در اي قضیه بیان به حال

هاي درایه از یکی حداقل اگر تنها و اگر است ناپایدار مثبت کسري راسر مدل .20.0.4 قضیه
باشد. مثبت

[
A11 A12
A21 A22

]
ماتریس قطري

تبدیل زیر فرم به (31.4) رابطه ،K2 = o و K1 = o دهیم قرار (31.4) رابطه در اگر . اثبات
شود ]می

A11 + In1 A12
A21 A22 + In2

]
(34.4)

درایه از یکی حداقل آنوقت باشد مثبت A ماتریس قطري هاي درایه از یکی حداقل اگر
است ناپایدار کسري راسر مدل یعنی این و است یک از بزرگتر (34.4) ماتریس قطري هاي

.[12]
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بگیرید: نظر در β = 0.5 و α = 0.4 براي را زیر شده داده کسري راسر مدل . مثال

A11 =
[
−0.5 −0.1
0.1 0.01

]
, A12 =

[
−0.1 −0.1
0.2 0.1

]
, A21 =

[
−0.03 −0.1
0.2 0.1

]
, A22 =

[
−1 −0.1
0.4 0.1

]

B1 =
[
−0.2
0.1

]
, B2 =

[
−0.3
0.2

]
(35.4)

به است p = 1, 2 ،Kp ∈ R1×2 ،K = [K1, K2] خورد پس ماتریس آودرن بدست هدف
باشد. مجانبی وپایدار مثبت بسته حلقه سیستم که قسمی
ماتریس زیرا نیست مثبت (35.4) کسري راسر مدل

[
A11 A12
A21 A22

]
=


−0.5 −0.1 −0.1 −0.1
0.1 0.41 0.2 0.1
−0.3 −0.1 −0.5 −0.1
0.2 0.1 0.4 0.6


ماتریس زیرا است ناپایدار سیستم این همچنین دارند منفی هاي درایه B2 ، B1 ماتریسهاي و

[
A11 A12
A21 A22

]
=


−0.5 −0.1 −0.1 −0.1
0.1 0.01 0.2 0.1
−0.3 −0.1 −1 −0.1
0.2 0.1 0.4 0.1


دارد. نامنفی قطري درایه دو
داریم: الگوریتم طبق حال

انتخاب با (1 گام

Λ = blockdiag[Λ1,Λ2]

Λ1 =
[0.4 0
0 0.4

]
, Λ2

[0.2 0
0 0.3

]
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و
D = [D1, D2], D1 = D2 = [−0.4 − 0.2]

زیرا است صادق (26.4) و (25.4) شرایط

A11Λ1 +B1D1 =
[0.04 0
0 0.144

]
, A11Λ2 +B1D2 =

[0.06 0.01
0 0.01

]

A21Λ1 +B2D1 =
[0 0.02
0 0

]
, A22Λ2 +B2D2 =

[0.02 0.03
0 0.14

]
و

=

[
A11Λ1 +B1D1 A12Λ2 +B1D2
A21Λ1 +B2D1 A22Λ2 +B2K2

]
×
[1n11n2

]
=


−0.05
−0.006
−0.03
−0.01


آوریم می بدست زیر صورت به را K = [K1, K2] حالت خورد پس ماتریس (24.4) از .2 گام

K1 = [−0.4 − 0.2]
[2.5 0
0 2.5

]
= [−1 − 0.5]

K1 = [−0.4 − 0.2]
[5 0
0 3.33

]
= [−2 − 0.67]

زیرا است مثبت بسته حلقه سیستم

A11 +B1K1 =
[0.1 0
0 0.36

]
, A11 +B1K2 =

[0.3 0.033
0 0.033

]

A21 +B2K1 =
[0 0.05
0 0

]
, A22 +B2K2 =

[0.1 0.1
0 0.467

]
است. نامنفی هایش درایه همه

کاراکتري اي جمله چند ضرایب تمام زیرا است مجانبی پایدار بسته حلقه سیستم

det

[
In1 − (A11 +B1K1) −(A12 +B1K2)
−(A21 +B2K1) In2z − (A22 +B2K2)

]
= z4+0.773z3+0.173z2+0.01z+0.0002

.[9] هستند مثبت همگی



5 فصل
ماتریسپس تعیین جهت نو روشی
دوبعدي خطی سیستم حالت خورد

راسر
دو است، شده یافت حالت خورد پس ماتریس آوردن بدست براي گوناگونی هاي روش تاکنون
ماتریس و ویژه مقادیر از استفاده دیگري و LP ابزار از استفاده یکی که ها روش این از نمونه
نیز دیگري هاي نمونه گرفت. قرار بحث مورد مفصل طور به چهارم فصل در است قطري هاي
روش بیان به قسمت این ادامه در اند، شده بحث مفصل طور به [13،14،15،16] مراجع در

پردازیم. می زمینه این در جدیدي
بگیرید: نظر در زیر صورت به را سیستم حالت معادله

ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t)

پذیر کنترل (A,B) زوج که گویند می اصطلاحا باشد پذیر کنترل سیستم که صورتی در
است، n×m بعد با ماتریس یک B و n×n مربعی ماتریس یک A که است این بر فرض است.
که است این بر فرض B ماتریس مورد در ولی باشد منفرد ماتریس یک تواند می A ماتریس

rank(B) = m, m ≤ n (1.5)
34
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1 اشلون استاندارد فرم به را (A,B) زوج T تبدیل ماتریس از استفاده با ابتدا فصل این در
همدم فرم به را اشلون استاندارد فرم S تبدیل ماتریس از استفاده با سپس و کرده تبدیل
ویژه مقادیر همه که حالتی خورد پس ماتریس آن از استفاده با و کرده تبدیل 2 برداري

کنیم. می محاسبه برد، می صفر به را گسسته) یا (پیوسته بسته حلقه سیستم

کرونکر ناورداهاي 5.0.5
به توان می را سیستم پذیري کنترل ماتریس بگیرید، نظر در را (B,A) پذیر کنترل زوج

داد نمایش زیر صورت

Q = [B,AB,A2B, ..., Ap1−1b1, Ap2−1b2, ..., Apm−1bm] (2.5)

طوریکه به
rank(Q) = n

را شود می مربوط B ماتریس از bi متناظر ستونی بردار به pi هر که ،pi (i = 1, 2, ...,m) اعداد
[17،18] که است واضح نامند. می (B,A) زوج کرونکر ناورداهاي

m∑
i=1

pi = n , 1 ≤ pi ≤ n (3.5)

اختلاف هرگاه نامند می منظم را (B,A) پذیر کنترل زوج کرونکر ناورداهاي .21.0.5 تعریف
ناورداهاي نیمم می و ماگزیمم بین اختلاف اگر باشد. واحد برابر ها آن نیمم می و ماگزیمم بین

نامند. می نامنظم را آنها باشد واحد از بیشتر (B,A) پذیر کنترل زوج کرونکر
1Standard echelon form
2The vector companion form
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داریم تعریف یک عنوان به حال

Θ = max{p1, p2, ..., pm} (4.5)

فضاي از صفري غیر بردار هر زیرا نامند می سیستم پذیري کنترل اندیس را Θ صورت این در
رساند. تعادل حالت به گسسته هاي سیستم براي زمان واحد Θ حداکثر در توان می را حالت
ناورداهاي از خاصی حالت برابرند هم با کرونکر ناورداهاي که حالتی در شود می ملاحظه
حالت به را سیستم متفاوت هاي ورودي با توان نمی حالت این در باشد، می منظم کرونکر
بدست سیستم حالت کنترل براي فرد به منحصر هاي ورودي از اي مجموعه بلکه رساند تعادل
دادن قرار با اینصورت در باشد، xe دلخواه بردار سیستم تعادل حالت کنید فرض زیرا آید. می

معادلات بین اگر ،x(Θ) = xe

x(i+ 1) = Ax(i) +Bu(i) (i = 0, 1, 2, ...,Θ− 1) (5.5)

داشت خواهیم کنیم حذف را x(1) ، x(2) ، . . . ، x(Θ− 1) بردارهاي

x(Θ)− AΘx(0) = AΘ−1Bu(0) + ...+ ABu(Θ− 2) +Bu(Θ− 1) (6.5)

دیگر عبارت به

x(Θ)− AΘx(0) = [B,AB, ..., AΘ−1B]


u(Θ− 1)
u(Θ− 2)...
u(0)

 (7.5)

در است پذیر معکوس ماتریس یک [B,AB, ..., AΘ−1B] مربعی ماتریس که این به توجه با
فردي به منحصر جواب دستگاه این آنگاه شوند، انتخاب دلخواه طور به x(0) و xe که صورتی

داشت. خواهد ورودي بردار براي
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ماتریس داراي دستگاه نباشند برابر هم با (B,A) زوج کرونکر ناورداهاي که صورتی در
ورودي مجهول بردار براي متعددي هاي جواب داراي پس است کامل رتبه مربعی غیر ضرایب
ماتریس باشند برابر هم با (B,A) زوج کرونکر ناورداهاي که حالتی در همچنین بود. خواهد

زیرا: بود خواهد بفرد منحصر K حالت خورد پس
است. X مجهول براي فردي به منحصر جواب داراي زیر معادله کنیم ثابت است کافی

(A+BX)Θ = 0 (8.5)

زیر صورت به را کرونکر ناورداهاي B ماتریس هاي ستون جابجایی با توان می لزوم صورت در
ساخت. مرتب

p1 ≥ p2 ≥ ... ≥ pm (9.5)

است m ×m جایگشتی ماتریس یک P که BP ماتریس با را B ماتریس معادل طور به یا و
ساخت. جایگزین

و است پذیر کنترل نیز (BP,A) زوج آنگاه باشد پذیر کنترل (B,A) زوج اگر .22.0.5 قضیه
عکس. بر

پذیري کنترل ماتریس Q و (B,A) زوج پذیري کنترل ماتریس Q کنیم می فرض . اثبات
آنگاه باشد (BP,A) زوج

Q = [B,AB, ..., An−1B]

Q = [BP,ABP, ..., An−1BP ]

تفاوت این با است Q همان Q گفت توان می است جایگشت ماتریس یک P که آنجایی از
است n برابر نیز Q رتبه آنگاه باشد n برابر Q رتبه اگر و است شده جابجا آن هاي ستون که

وبرعکس.
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برابر (BP,A) زوج پذیري کنترل اندیس با (B,A) زوج پذیري کنترل اندیس .23.0.5 قضیه
است

max{p1, p2, ..., pm} = max{p1, p2, ..., pm} (10.5)

آنگاه K0 ∈ {K|(A+BK)Θ = 0} و باشد پذیر معکوس ماتریس Pm×m اگر .24.0.5 قضیه

P−1K0 ∈ {K|(A+BPK)Θ = 0}

کنید فرض . اثبات
(A+BK0)Θ = 0

نوشت توان می پس
(A+BPP−1K0)Θ = 0

شود می نتیجه اینجا از و

P−1K0 ∈ {K|(A+BPK)Θ = 0}

شود. می اثبات آسانی به نیز آن عکس بر و

حل با (B,A) زوج براي حالت خورد پس روش به سیستم کنترل مساله حل .25.0.5 نتیجه
باشد. پذیر معکوس ماتریس P هرگاه است معادل (BP,A) زوج براي مساله همان

شده مرتب زیر صورت به و باشند منظم (B,A) زوج کرونکر ناورداهاي کنیم می فرض
باشند:

P1 ≥ P2 ≥ ... ≥ Pm
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برابر کرونکر ناورداهاي از تا r گیریم می نتیجه منظم کرونکر ناورداهاي تعریف به توجه با
بود. خواهد q برابر دیگر تاي s و q + 1

P1 = P2 = ... = Pr = q + 1 (11.5)

Pr+1 = Pr+2 = ... = Pm = q (12.5)

درآن که

q = [n�m] (13.5)

n = mq + r (14.5)

s = m− r (15.5)

این بنابر

P1 + P2 + ...+ Pm = r(q + 1) + sq = (r + s)q + r = n (16.5)

داریم و است s = 0 آنگاه باشد r = m اگر

rq + r = m(q + 1) = n (17.5)

با است برابر پذیري کنترل اندیس و

Θ = q + 1 = n�m = [n�m] (18.5)
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برابرند. هم با کرونکر ناورداهاي همه که است خاصی حالت که
داشت خواهیم باشد r < m اگر

n = mq + r , q = [n�m] (19.5)

با است برابر پذیري کنترل اندیس و

Θ = [n�m] + 1 (20.5)

اشلون استاندارد فرم - حالت فضاي تشابهی تبدیلات 6.0.5
سیستم حالت معادله است. شده تعریف Rn فضاي بر که باشد تشابهی تبدیل T کنید فرض

صورت به

ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t) (21.5)

تبدیل جدید فضاي به T−1 تبدیل ماتریس توسط سیستم حالت بردار کنید فرض حال است.
یعنی شود

x̂(t) = T−1x(t) (22.5)

نتیجه در

x(t) = T x̂(t) (23.5)

داشت خواهیم (21.5) معادله در جایگذاري با

T ˙̂x(t) = ATx̂(t) +Bu(t) (24.5)
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داشت خواهیم T−1 در بالا معادله طرفین ضرب با

˙̂x(t) = T−1ATx̂(t) + T−1Bu(t) (25.5)

T−1B با B و T−1AT با A که تفاوت این با است (21.5) معادله مشابه بالا سیستم معادله
کنیم می تعریف است شده عوض

B̂ = T−1B , Â = T−1AT (26.5)

داشت خواهیم (25.5) معادله در جایگذاري با

˙̂x(t) = Âx(t) + B̂u(t) (27.5)

رابطه به توجه به باشد (صفر) تعادل به آن حالت رساندن و سیستم حالت کنترل هدف، اگر
بدیهی صورت این در رساند، صفر به را x̂(t)حالت بردار جدید حالت فضاي در توان می (27.5)
حل سان بدین رسید. خواهد تعادل به است اولیه فضاي در حالت بردار که نیز x(t) که است
را T ماتریس است. ارز هم (B̂, Â) زوج با مساله همان حل با (B,A) زوج با نظر مورد مساله
این به کرد مشخص پذیري کنترل ماتریس از استفاده با بفردي منحصر صورت به توان می
می قرار T تبدیل ماتریس هاي ستون را Q ماتریس خطی مستقل ستون n اولین که ترتیب

بنابراین دهیم،

T = (B,AB, ..., Aq−1B,Aqb1, ..., Aqbr) (28.5)

کنیم می تعریف زیر صورت به را (B,A) زوج اشلون استاندارد فرم حال

(B̂, Â) = (T−1B, T−1AT ) = T−1(B,A(B,AB, ..., Aq−1B,Aqb1, ..., Aqbr))

= T−1(B,AB, ..., Aq−1B,Aqb1, ..., Aqbr, A
qbr+1, ..., Aqbm, A

q+1b1, ..., Aq+1br)
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= T−1(T,Aqbr+1, ..., Aqbm, A
q+1b1, ..., Aq+1br)

= (In, T
−1Aq(br+1, ..., bm, Ab1, ..., Abr))

= (In, V ) (29.5)

آید می بدست زیر صورت به که است n×m ستونی بردار یک V بطوریکه

vi = T−1Aqbi+r i = 1, 2, ..., s (30.5)

vj = T−1Aq+1bj−s j = s+ 1, ...,m (31.5)

مربعی غیر بلوك یک و m×m مربعی بلوك q به تواند می (B̂, Â) زوج سطرهاي حقیقت در
شود: افراز زیر مطابق r ×m

B̂ =



Im
· · ·

om×m

· · ·...
· · ·

om×m

· · ·
om×m


, Â =



om×m | om×m | · · · | om×m | V (1)
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
Im | om×m | · · · | om×m | V (2)
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·... | ... | ... | ... | ...
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
om×m | om×m | · · · | om×m | V (q)

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
or×m | or×m | · · · | Ir or×s | V (q+1)


(32.5)

r×m ماتریس یک V (q+1) و m×m مربعی ماتریس یک ،(i = 1, 2, ..., q)V (i) هر بطوریکه
زوج روي تشابهی سطري عملیات انجام با عددي طور به تواند می اشلون استاندارد فرم است.

آید. بدست A ماتریس روي تنها تشابهی ستونی عملیات آن دنبال به و (B,A)

تبدیل ماتریس شود انجام n×n واحد ماتریس یک روي بر مشابه ستونی عملیات اگر حال
دیگر عبارت به آید. می بدست سادگی به پذیري کنترل ماتریس تشکیل به احتیاج بدون T
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و گیریم می نظر در را Q = [B,A, In] افزوده ماتریس (B̂, Â) به (B,A) زوج تبدیل براي
کنیم: می تعریف را زیر تشابهی عملیات

ضرب یا تقسیم آن بدنبال و k ̸= o اسکالر کمیت به Q از سطر یک تقسیم یا ضرب (1
A ماتریس از متناظر ستون

Row(i) −→ Row(i)× k onQ

Colomn(i) −→ Colomn(i)�k onA

از مضرب همان جمع آن بدنبال و آن ام j سطر از Q ماتریس ام i سطر از مضربی تفاضل (2
A ماتریس ام i ستون با A ماتریس ام j ستون

Row(j) −→ Row(j)− kRow(i) onQ

Colomn(i) −→ Colomn(i) + kColomn(j) onA

ستون و ام j ستون جابجایی آن بدنبال و Q ماتریس از ام j سطر و ام i سطر جابجایی (3
A ماتریس از ام i

Row(i)←→ Row(j) onQ

Colomn(j)←→ Colomn(i) onA

معادله دستگاه یک حل منظور به گاوسی حذف فرایند در تشابهی عملیات این واقع در
اینجا در حالیکه در شود می انجام سطري عملیات تنها آنجا در که تفاوت این با است خطی
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Q̂ = [B̂, Â, T−1] سان بدین شود، انجام نیز A ماتریس در باید آن با متناظر ستونی عملیات
آید. می بدست

استاندارد فرم باشند منظم (B,A) زوج کرونکر ناورداهاي که صورتی در که است توجه قابل
بود خواهد منظم صورت به اشلون

Q̂ = (B̂, Â) = (In, V ) (33.5)

منظم بصورت In ماتریس هاي ستون دیگر باشند نامنظم کرونکر ناورداهاي حالتیکه در اما
شوند. می پخش Q̂ ماتریس در بلکه شوند نمی مرتب یکدیگر سر پشت

گیریم: می نظر در را زیر سیستم . مثال

ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t)

آن در که
B =

1 2
1 0
0 0

 , A =

 0 1 0
−2 3 2
−2 −1 3


آوریم می بدست زیر صورت به را اشلون استاندارد فرم

Q =

1 2 | 0 1 0 | 1 0 0
1 0 | −2 3 2 | 0 1 0
0 0 | −2 −1 0 | 0 0 1


داریم ستونی سطري عملیات از استفاده با

Row(2)−Row(1) −→ Row(2) onQ

Colomn(1) + Colomn(2) −→ Colomn(1) onA

Q ∼

1 2 | 1 1 0 | 1 0 0
0 −2 | 0 2 2 | −1 1 0
0 0 | −3 −1 3 | 0 0 1


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Row(2)←→ (−1/2)Row(2) onQ

Colomn(2)←→ −2Colomn(2) onA

Q ∼

1 2 | 1 −2 0 | 1 0 0
0 1 | 0 2 −1 | 1/2 −1/2 0
0 0 | −3 2 3 | 0 0 1



Row(1)− 2Row(2) −→ Row(1) onQ

Colomn(2) + 2Colomn(1) −→ Colomn(2) onA

Q ∼

1 0 | 1 −4 2 | 0 1 0
0 1 | 0 2 −1 | 1/2 −1/2 0
0 0 | −3 −4 3 | 0 0 1



Row(3)←→ (−1/3)Row(3) onQ

Colomn(3)←→ −3Colomn(3) onA

Q ∼

1 0 | 1 −4 −6 | 0 1 0
0 1 | 0 2 3 | 1/2 −1/2 0
0 0 | 1 4/3 3 | 0 0 −1/3



Row(1)−Row(3) −→ Row(1) onQ

Colomn(3) + Colomn(1) −→ Colomn(3) onA
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Q ∼

1 0 | 0 −16/3 −9 | 0 1 1/3
0 1 | 0 2 3 | 1/2 −1/2 0
0 0 | 1 4/3 4 | 0 0 −1/3


داشت: خواهیم بنابراین

B̂ =

1 0
0 1
0 0

 Â =

0 −16/3 −90 2 3
1 4/3 4

 T−1 =

 0 1 1/3
1/2 −1/2 0
0 0 −1/3


عملیات انجام با تنها را آنها توان می که دارد وجود نیز دیگري اشلون استاندارد هاي فرم
با بالا تعریف که فرقی اما آورد بدست (B,A) زوج روي ستونی عملیلت انجام با تنها یا سطري
بصورت T تشابهی ماتریس یک اینجا در که است این دارد اشلون استاندارد مختلف هاي فرم

شود. می نتیجه بفرد منحصر
مشکل این رفع براي نیست، مناسب کنترل قوانین تعیین براي اشلون استاندارد فرم
بردارهاي به مناسب تبدیل یک انتخاب با را اشلون استاندارد فرم واحد غیر ستونی بردارهاي
براي که شود می ثابت و است معروف برداري همدم فرم به فرم این کنیم می تبدیل سطري
استاندارد فرم از مستقیما که برداري همدم فرم و بود خواهد مفید بسیار کنترل قوانین تعیین

شود. می نامیده اولیه برداري همدم فرم آید می بدست اشلون

اولیه برداري همدم فرم 7.0.5
حالت بردار و است شده تعریف Rn فضاي بر که باشد تشابهی خطی تبدیل S کنید فرض
تبدیل جدید فضاي به S−1 تبدیل ماتریس توسط است اشلون استاندارد فرم به که سیستمی

یعنی شود

x̃(t) = S−1x̂(t) = S−1T−1x(t) (34.5)
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داشت خواهیم (27.5) معادله در x̂(t) جایگذاري با

S ˙̃x(t) = ÂSx̃(t) + B̂u(t) (35.5)

داشت خواهیم S−1 در بالا معادله طرفین ضرب با

˙̃x(t) = S−1ÂSx̃(t) + S−1B̂u(t) (36.5)

دهیم می قرار

Ã = S−1ÂS = S−1T−1ATS (37.5)

B̃ = S−1B̂ = S−1T−1B (38.5)

داشت خواهیم (36.5) معادله در جایگذاري با

˙̃x(t) = Ãx̃(t) + B̃u(t) (39.5)

(39.5) سیستم معادله حل بود. خواهد اولیه برداري همدم فرم به (B̃, Ã) زوج که اي گونه به
زوج روي تشابهی عملیات از استفاده با بعلاوه است. (21.5) سیستم معادله حل با ارز هم
بدین ساخت، تبدیل سطري بردارهاي صورت به را Â در V ستونی بردارهاي توان می (B,A)

دهیم: می انجام را زیر هاي گام منظور
کنیم می افراز Is و Ir واحد هاي بلوك به را (B̂, Â) زوج در Im واحد بلوك هر (1

Im =

 Ir | o
· · · · · · · · ·
o | Is

 (40.5)
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کنیم می افراز V (i)
sm و V

(i)
rm به را Â در ،V (i) (i = 1, 2, ..., q) مربعی بلوك هر (2

V (i)
mm =

V (i)
rm

· · ·
V

(i)
sm


کنیم می افراز V (q+1)

rr و V
(q+1)
rs به را V (q+1)

rm مستطیلی بلوك (3

V (q+1)
rm =

[
V

(q+1)
rs | V

(q+1)
rr

]

ستونی عملیات انجام با بگیریم نظر در اسکالر یک مانند را V (i) هر اگر حال

Colomn(j)− V (i)Colomn(j − 1) (41.5)

سطري عملیات آن بدنبال و Â روي

Row(j − 1) + V (i)Row(j) (42.5)

را V (i) هاي بلوك توان می (B̂, Â) روي j = i, i − 1, ..., 2 و i = q + 1, q, ..., 2 هر ازاي به
فرم به را (B̃, Ã) صورت این در داد. انتقال (B̂, Â) بالاي قسمت به Â راست سمت گوشه از

نامند. می اولیه برداري همدم
بود: خواهد زیر بصورت اولیه برداري همدم فرم بنابراین

B̃ =



Ir , V
(q+1)
rs

· · ·
osr , Is
· · ·
orm
· · ·
osm
· · ·...
· · ·
orm



(43.5)
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Ã =



V
(q+1)
rr | V

(q)

rm | · · · | V
(2)
rm | V

(1)
rm

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
osr | V

(q)
sm | · · · | V

(2)
sm | V

(1)
sm

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
Ir | orm | · · · | orm | orm
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
osr | Is | · · · | osm | osm
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·... | ... | ... | ... | ...
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
orr | orm | · · · | Ir | orm



(44.5)

واحد ماتریس روي (42.5) مشابه سطري عملیات اگر این بر علاوه

In = diag{Ir, Is, Ir, Is, ..., Ir} (45.5)

واحد ماتریس روي (41.5) مشابه ستونی عملیات اگر و S−1 تشابهی ماتریس شود انجام
بدست زیر مطابق را است) مثلثی بالا ماتریس یک (که S تشابهی ماتریس شود انجام (45.5)

دهد می

S =



Ir | −V (q+1)
rm | −V (q)

rm | · · · | −V (2)
rm

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
osr | Is , osr | −V (q)

rm | · · · | −V (2)
sm

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
orr | ors , Ir | ors , orr | · · · | −V (3)

rm

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
osr | oss , osr | Is , osr | · · · | −V (3)

sm

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·... | ... | ... | ... | ...
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
orr | ors , orr | ors , orr | · · · | −V (q+1)

rm

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
osr | oss , osr | oss , osr | · · · | Is , osr
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
orr | ors , orr | ors , orr | · · · | ors , Ir



(46.5)

که صورتی در مانند می باقی تغییر بدون V (q+1)
rm , V

(i)
sm (i = 1, 2, ..., q) عملیات این نتیجه در
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داریم Ã در تنها

V
(i)

rm = V (i)
rm + V (q+1)

rs V (i)
sm i = 1, 2, ..., q (47.5)

بدست هاي ماتریس هستند بفرد منحصر (i = 1, 2, ..., q) V
(i)
sm و V

(i)
rm ،V (q+1)

rm که آنجایی از
اثري هیچ آخر نتیجه در مقدماتی تشابهی عملیات ترتیب و هستند بفرد منحصر نیز آمده

: داریم باشند مساوي کرونکر ناورداهاي حالتیکه در است توجه جالب ندارد.

P1 = q = [n�m], r = 0, s = m

نتیجه در

V (q+1)
rs = 0, V (q+1)

rr = 0, V (i)rm = 0 i = 1, 2, ..., q (48.5)

و

V (i)
sm = V (i)

mm i = 1, 2, ..., q (49.5)

هاي عقربه گردش جهت در درجه 90 اندازه به Â ماتریس در V ستونی بردار صورت این در
مانند. می باقی تغییر بدون عناصرش همه و کند می دوران ساعت

صورت به اولیه برداري همدم فرم هستند مساوي کرونکر ناورداهاي حالتیکه در بنابراین
بود: خواهد زیر بفرد منحصر

B̃ =



Im
· · ·
omm

· · ·...
· · ·
omm

· · ·
omm


, Ã =



V (q) | V (q−1) | · · · | V (2) | V (1)
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
Im | omm | · · · | omm | omm

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·... | ... | · · · | ... | ...
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
omm | omm | · · · | omm | omm

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
omm | omm | · · · | Im | omm


(50.5)
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دیگر عبارت به

B̃ =

 Im
· · ·

o(n−m)×m

 , Ã =

V (q) V (q−1) · · · V (2) V (1)
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
In−m , o(n−m)×m

 (51.5)

گرفته نظر در را Q = [B,A, In] افزوده ماتریس ابتدا (B̃, Ã) به (B,A) تبدیل براي حقیقت در
یعنی شود تبدیل اشلون استاندارد فرم به تا داده انجام آن روي را تشابهی عملیات و

Q̂ = [B̂, Â, T−1] (52.5)

فرم به را آن تشابهی عملیات از استفاده با و گرفته نظر در را Q̂ = [B̂, Â, In] ماتریس سپس
یعنی کنیم می تبدیل برداري همدم

Q̃ = [B̃, Ã, S−1]

کلی طور به و

Q = (B,A, In)
T−1
−→ Q̂ = (B̂, Â, T−1) S−1

−→ Q̃ = (B̃, Ã, S−1T−1)

صورت به باشند منظم کرونکر ناورداهاي حالتیکه در برداري همدم فرم

B̃ =

 Bo

· · ·
o(n−m)×m

 , Ã =

 Go

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
In−m o(n−m)×m

 (53.5)

پایین بلوك در In−m ماتریس هاي ستون باشند نامنظم کرونکر ناورداهاي حالتیکه در و
شوند. می پخش Ã ماتریس

زیر صورت به ساختاري داراي اگر است برداري همدم فرم به (B,A) زوج کلی حالت در
باشد

A =

Go

· · ·
G1

 , B =

Bo

· · ·
o

 (54.5)
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m×n دلخواه ماتریس Go و است پذیر معکوس و مثلثی بالا m×m ماتریس یک Bo آن در که
است: زیر خصوصیات داراي (n−m)× n ماتریس G1 و

است. صفر مساوي G1 بلوکی ستون آخرین (1
است. In−m ماتریس از هایی ستون G1 هاي ستون بقیه (2

باشند In−m ماتریس ام n−m تا اول هاي ستون ترتیب به en−m ، . . . ، e2 ، e1 اگر (3
i < j اگر یعنی شوند می ظاهر G1 هاي ستون در شان اندیس ترتیب به بردارها این آنگاه

نشود. ظاهر ei از قبل ej آنگاه

را آن برداري همدم فرم قبل مثال در آمده بدست اشلون استاندارد فرم از استفاده با . مثال
آوریم: می بدست

داریم
Q̂ =

1 0 | 0 −16/3 −9 | 0 1 1/3
0 1 | 0 2 3 | 1/2 −1/2 0
0 0 | 1 4/3 4 | 0 0 −1/3


داریم تشابهی عمیات از استفاده با

Colomn(3)− 4Colomn(1) −→ Colomn(3) onA

Row(1) + 4Row(3) −→ Row(1) onQ̂

Q̂ ∼

1 0 | 4 0 −9 | 0 1 −1
0 1 | 0 2 3 | 1/2 −1/2 0
0 0 | 1 4/3 0 | 0 0 −1/3



Colomn(2)− (4/3)Colomn(1) −→ Colomn(2) onA

Row(1) + (4/3)Row(3) −→ Row(1) onQ̂
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Q̃ ∼

1 4/3 | 4 −8/3 −5 | 2/3 1/3 −1
0 1 | 0 2 3 | 1/2 −1/2 0
0 0 | 1 0 0 | 0 0 −1/3



B̃ =

1 4/3
0 1
0 0

 Ã =

4 −8/3 −50 2 3
1 0 0

 S−1T−1 =

2/3 1/3 −1
1/2 −1/2 0
0 0 −1/3


ناورداهاي لذا است، منظم ساختاري داراي برداري همدم فرم شود می ملاحظه که همانطور

با برابرند و هستند منظم (B,A) زوج کرونکر

p1 = 2 , p2 = 1

بگیرید نظر در را زیر سیستم . مثال

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t)

بطوریکه

B =


0 1 0
0 0 0
1 0 0
0 0 1
0 0 1

 , A =


1 1 0 1 0
0 0 1 0 0
0 −1 0 0 0
0 0 0 1 0
0 1 0 0 1


زیر بصورت آن متناظر تبدیل ماتریس و اولیه برداري همدم فرم n = 5 ، m = 3 بنابراین

: آید می بدست

B̃ =


1 0 0
0 1 0
0 0 1
· · · · · · · · ·
0 0 0
0 0 0

 , Ã =


1 0 0 −1 1
0 1 1 0 0
0 0 1 0 0
· · · · · · · · · · · · · · ·
1 0 0 0 0
0 0 0 1 0

 , S−1T−1 =


0 1 1 −1 −1
1 0 0 1 −1
0 0 0 1 0
0 1 0 −1 1
0 0 0 −1 1


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یکدیگر از صفر ستونی بردارهاي توسط واحد ستونی بردارهاي Ã اول سطر m زیر که آنجایی از
بود. خواهد نامنظم بصورت (B̃, Ã) یافته تبدیل زوج ساختار اند شده جدا

Ã نامنظم ساختار به توجه با و بود خواهند نامنظم (B̃, Ã) زوج کرونکر ناورداهاي بنابراین
آیند می بدست زیر بصورت

p1 = 3 , p2 = 1 , p3 = 1

براي مشابه بطور و شود می تعریف u(t) = Kx(t) بصورت کنترل قانون (21.5) معادله براي
معادله و (39.5) معادله

x̃(k + 1) = Ãx̃(k) + B̃u(k) (55.5)

بصورت کنترل قانون

u(t) = K̃x̃(t) (56.5)

همدم فرم به شده تبدیل سیستم معادله حالت خورد پس ماتریس K̃ که شود می تعریف
داریم (56.5) معادله در x̃(t) جاي به (TS)−1x(t) جایگذاري با که است اولیه برداري

u(t) = K̃S−1T−1x(t) (57.5)

آید می بدست زیر بصورت معمولی سیستم معادله حالت خورد پس ماتریس بنابراین

Kp = K̃S−1T−1 (58.5)

گرفتن نظر در با شود. می نامیده (B,A) زوج اولیه حالت خورد پس ماتریس Kp که

B−1
o =

 Ir | −V (q+1)
rs

· · · · · · · · ·
osr | Is

 (59.5)



55

و

Go =

V (q+1)
rr | V

(q)

rm | · · · | V
(1)
rm

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
osr | V

(q)
sm | · · · | V

(1)
sm

 (60.5)

کنیم می محاسبه زیر بصورت را (B̃, Ã) زوج حالت خورد پس ماتریس

K̃ = −B−1
o Go = −

V (q+1)
rr | V

(q)

rm | · · · | V
(1)
rm

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
osr | V

(q)
sm | · · · | V

(1)
sm

 (61.5)

= −

V (q+1)
rr

· · · | V (q) | · · · | V (2) | V (1)
osr


داریم هستند مساوي کرونکر ناورداهاي حالتیکه در داشت توجه باید

B−1
o = Im, Go = [V (q) | V (q−1) | · · · | V (2) | V (1)] (62.5)

بود خواهد زیر بصورت و شود می V i (i = q, q − 1, ..., 1) شامل تنها K̃ بنابراین

K̃ = −B−1
o Go = −[V (q) | V (q−1) | · · · | V (2) | V (1)] (63.5)

K̃ تعریف به بنا و نمود محاسبه را Kp ،(58.5) معادله در جایگذاري با توان می K̃ محاسبه با
بود. خواهند بفرد منحصر بصورت Kp و

همگی Γ̃ = Ã + B̃K̃ بسته حلقه ماتریس ویژه مقادیر که داد نشان توان می آسانی به
صفرند:

Γ̃ = Ã+ B̃K̃ =

 Go

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
In−m o(n−m)×m

+

 Bo

· · ·
o(n−m)×m

 [−B−1
o Go] (64.5)

 Go

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
In−m o(n−m)×m

+

 Bo

· · ·
o(n−m)×m

 =

 om×n

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
In−m o(n−m)×m


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قطر روي هاي درایه همه که است مثلثی پایین ماتریس یک حاصل ماتریس که آنجایی از
بود. خواهند صفر برابر همگی Γ̃ بسته حلقه ماتریس ویژه مقادیر صفرند برابر آن اصلی

در و است اصلی قطر زیر در Ir بلوك یک و Im بلوك q − 1 شامل Γ̃ ماتریس همچنین
اندیس که است واضح ماتریسجردن خواص به توجه با و است بلوکی جردن فرم به Γ̃حقیقت

Γ̃ ماتریس توانی پوچ

Θ = P1 = q + 1 (65.5)

است.
پس ماتریس به موسوم K = K̃S−1T−1 = B−1

o GoS
−1T−1 ماتریس شد گفته آنچه بنابر

همه یعنی دارد را (B̃, Ã) فضاي در K̃ ماتریس خواص همان که (B,A) فضاي در حالت خورد
صفر به K حالت خورد پس ماتریس توسط Γ = A + BK بسته حلقه ماتریس ویژه مقادیر
تشابهی تبدیلات زیرا بود خواهد Θ = P1 = q + 1 نیز آن توانی پوچ اندیس و شود می برده

دهند. نمی تغییر را ماتریس خواص
نماییم: می مطرح را اولیه حالت خورد پس ماتریس تعیین چگونگی الگوریتم حال

rank(B) = m و n ،m ،A ،B هاي ماتریس ورودي:
دهیم. می تشکیل را Q = [B,A, In] افزوده ماتریس -1 گام

آن (الگوریتم سازیم. می را Q̂ = [B̂, Â, T−1] ستونی و سطري تشابهی عملیات با -2 گام
شد) ارائه

سازیم. می را Q̃ = [B̃, Ã, S−1T−1] داده ادامه را ستونی و سطري تشابهی عملیات -3 گام
شد) ارائه آن (الگوریتم

نامیم. می Go را Ã اول سطر m و Bo را B̃ اول سطر m -4 گام
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دهیم. می تشکیل را K̃ = −B−1
o Go -5 گام

می بدست را (B,A) سیستم اولیه حالت خورد پس ماتریس Kp = K̃S−1T−1 -6 گام
آوریم.

استفاده با شود می محاسبه زیر بصورت اولیه حالت خورد ماتریسپس قبل مثال براي مثال.
داریم آمده بدست اولیه برداري همدم فرم از

B0 =
[1 4/3
0 1

]
G0 =

[4 −8/3 −5
0 2 3

]

بنابراین

K̃ = −B−10 G0 = −
[1 −4/3
0 1

] [4 −8/3 −5
0 2 3

]
= −

[4 −16/3 −9
0 2 3

]

کنیم: می محاسبه زیر بصورت را اولیه حالت خورد پس ماتریس حال

Kp = K̃S−1T−1 = −
[4 −16/3 −9
0 2 3

]2/3 1/3 −1
1/2 −1/2 0
0 0 −1/3

 =

[ 0 −4 1
−1 1 1

]

Γ = A+BKp =

−2 −1 3
−2 −1 3
−2 −1 3


پس ماتریس که آنجایی از کنیم. محاسبه را Γ ماتریس رد است کافی آن آزمون براي حال
ماتریس رد باید برد می صفر به را بسته حلقه ماتریس ویژه مقادیر آمده بدست حالت خورد

شود. صفر Γ

trace(Γ) = 0

پایداري که گرفتیم نتیجه شد بحث (14.0.4 ) نتیجه چهارم فصل در که همانطور حال
پایداري با مشابه رفتاري دوبعدي راسر مدل توسط شده توصیف بعدي دو سیستم مجانبی
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محاسبه براي گرفت نتیجه توان می بنابراین داراست. را ارزش هم بعدي یک سیستم مجانبی
دو سیستم حالت خورد پس ماتریس توان می دوبعدي حالت در حالت خورد پس ماتریس
و A هاي ماتریس ابعاد به توجه با سپس و نمود محاسبه ارزش هم بعدي یک فرم در را بعدي
خورد پس ماتریس یک کرده، تفکیک مولفه دو به را آمده بدست حالت خورد پس ماتریس B

کنیم: می بیان عددي صورت به را مثالی مورد این در آورد. بدست بعدي دو حالت

باشند: مفروض زیر عددي صورت به B و A هاي ماتریس کنید فرض . مثال

A =


−0.5 −0.1 −0.1 −0.1
0.1 0.01 0.2 0.1
−0.3 −0.1 −1 −0.1
0.2 0.1 0.4 0.1

 B =


−0.2
0.1
−0.3
0.2


آیند: می بدست زیر صورت به T1 = T−1S−1 و Q هاي ماتریس مفروضات این با

Q̃ =


1.0000 −1.3900 −0.3860 0.0208 0.0019
0 1.0000 0 0 0
0 0 1.000 0 0
0 0 0 1.0000 0


و

T1 =


0.0028 0.0001 −0.0049 0.0004
−0.0093 0.0039 0.0052 −0.0034
0.0311 −0.0776 0.0104 0.0854
−0.1035 1.8116 −0.1035 −1.1646


آید: می بدست زیر صورت به حالت خورد پس ماتریس بنابراین

Fp =
[
−0.1615 −0.2522 −4.7847 −0.2624]

تفکیک زیر صورت به مولفه دو به را حالت خورد ماتریسپس شده گفته توضیحات طبق حال
کنیم: می

F1p =
[
−0.1615 −0.2522]

و
F2p =

[
−4.7847 −0.2624]
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آید: می بدست زیر صورت به بسته حلقه ماتریس نهایت در

gama =


−0.4677 −0.0496 0.8569 −0.0475
−0.0839 −0.0156 −0.2785 −0.0738
−0.2516 −0.0243 0.4354 −0.0213
0.1677 0.0496 −0.5569 0.0475



پایداري شد گفته قبلا که همانطور و باشد می صفر ویژه مقدار چهار داراي ماتریس این
مقادیر دادن با تکراري فرایند یک در که معنی این به کند می فراهم سیستم براي را مجانبی
یعنی تعادل نقطه به u و ها xi تکرار چهار حداکثر از بعد ،(i = 1, 2, 3, 4) xi به دلخواه اولیه
xi به مربوط نمودار Matlab افزار نرم از استفاده با ادعا این اثبات براي رسند. می صفر حالت

کنیم. می مشاهده بوضوح را پایداري مساله و کرده رسم را u و ها
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u1 به مربوط نمودار
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x1 به مربوط نمودار
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x2 به مربوط نمودار
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x3 به مربوط نمودار
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x4 به مربوط نمودار

تعادل نقطه به u و ها xi تکرار چهار حداکثر از بعد که است واضح نمودارها این به توجه با
رسند. می صفر حالت یعنی



6 فصل
گیري نتیجه

کردیم، معرفی کامل طور به گسسته حالت در را دوبعدي هاي سیستم ابتدا نامه پایان این در
استفاده مورد تاکنون که هایی روش از استفاده با را ها سیستم این مجانبی پایداري سپس
که حالتی خورد پس ماتریس آوردن بدست براي روش دو نمودیم. بررسی گرفته، می قرار
روش و LP ابزار از استفاده اول روش کند، فراهم سیستم براي را مجانبی پایداري و مثبتی

شد. داده توضیح مفصل طور به چهارم فصل در ویژه، مقادیر از استفاده دوم

محاسبه و پایداري بررسی براي برداري همدم روش عنوان تحت نو روشی پنجم فصل در
جزو که هایی ماتریس از استفاده با ابتدا روش این در نمودیم. ارائه حالت خورد پس ماتریس
سطري عملیات از استفاده با سپس داده، تشکیل افزوده ماتریس یک هستند، مساله مفروضات
برداري همدم فرم سپس و اشلون استاندارد فرم به را افزوده ماتریس نظیر، ستونی و مقدماتی
براي برداري همدم فرم از استفاده با را اولیه حالت خورد پس ماتریس نهایت در کرده، تبدیل

کنیم. می محاسبه دوبعدي سیستم نظیر بعدي یک سیستم

حالت در دوبعدي سیستم یک مجانبی پایداري شد، گفته چهارم فصل در که همانطور
این در باشد. می دارا را ارزش هم بعدي یک سیستم مجانبی پایداري با مشابه رفتاري کلی
استفاده با را بعدي دو سیستم مجانبی پایداري و کردیم استفاده ویژگی این از ما نامه پایان
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حالت خورد پس ماتریس آوردن بدست براي نمودیم. بررسی ارزش هم بعدي یک سیستم از
ارزش هم بعدي یک سیستم حالت خورد پس ماتریس توانیم می دوبعدي سیستم یک در
هستند، مساله مفروضات جزو که هایی ماتریس اندازه به توجه با سپس نموده، محاسبه را
مولفه دو واقع در کنیم. می تفکیک مولفه دو به را آمده بدست حالت خورد پس ماتریس

باشند. می مساله مطلوب حالت خورد پس ماتریس براي آمده بدست
ها آن جمله از که داراست ها روش سایر به نسبت بسیاري هاي مزیت شده ارائه روش
نمود اشاره حالت خورد پس ماتریس نرم کردن کمینه جهت الگاریتمی داشتن به توان می
تواند می موضوع این باشد) دارا را نرم کمترین که است تر مناسب حالتی خورد پس (ماتریس
تمامی براي آن بودن کارا روش دیگر مزیت باشد. بعدي هاي پژوهش براي مناسبی زمینه
از استفاده با که است مناسب زمانی فقط LP ابزار از استفاده روش مثال براي هاست. سیستم
بسیاري در آنجائیکه از آورد. بدست مساله براي شدنی ناحیه یک بتوان شده معرفی الگاریتم
روش به حالتی خورد پس ماتریس هیچ لذا باشد نمی شدنی جواب داراي مساله حالات، از

آید. نمی بدست مسائل گونه این براي LP
سپس پرداخته، عددي مثال یک بیان به روش درستی اثبات براي پنجم فصل انتهاي در
را ورودي بردار همچنین و حالت هاي بردار به مربوط نمودار Matlab افزار نرم از استفاده با

نمودیم. مشاهده نمودارها در را پایداري مساله بوضوح کرده، رسم



کامپیوتري برنامه
<latex>

t0 = cputime;

A = [−0.5 − 0.1 − 0.1 − 0.1; 0.1 0.01 0.2 0.1; − 0.3 − 0.1 − 1 − 0.1; 0.2 0.1 0.4 0.1];

A

B = [−0.2; 0.1; − 0.3; 0.2];

B

[n,m] = size(B);

r = n+m;

Q = [B,A];

T1 = eye(n); i=1; j=1; tol=1e-6;

while(i <= n)(j <= r)

[q, k] = max(abs(Q(i : n, j))); k = k + i− 1;

if(q <= tol)

Q(i : n, j) = zeros(n− i+ 1, 1);

j = j + 1;

else
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ifi = k

Q([i, k], :) = Q([k, i], :);

T1([i, k], :) = T1([k, i], :);

Q(:, [i+m, k +m]) = Q(:, [k +m, i+m]);

end

t = Q(i, j);

Q(i, :) = Q(i, :)/t;

Q(:, i+m) = Q(:, i+m) ∗ t;

T1(i, :) = T1(i, :)/t;

if i = n

fork = i+ 1 : n

t = Q(k, i);

ift = 0

Q(k, :) = Q(k, :)− t ∗Q(i, :);

Q(:, i+m) = Q(:, i+m) + t ∗Q(:, k +m);

T1(k, :) = T1(k, :)− t ∗ T1(i, :);

end

end

end

i = i+ 1;

j = j + 1;
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end

end s = 1;

whiles < n

i = s+ 1;

forj = i : r

ifQ(i, j) = 0

fork = 1 : s

ifQ(k, j) = 0

t = Q(k, j);

Q(k, :) = Q(k, :)− t ∗Q(i, :);

T1(k, :) = T1(k, :)− t ∗ T1(i, :);

Q(:, i+m) = Q(:, i+m) + t ∗Q(:, k +m);

end

end

break

end

end

s = s+ 1;

end fori = n : −1 : m+ 1

fork = i : r

ifQ(i, k) == 1
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forj = k + 1 : r

t = Q(i, j);

Q(:, j) = Q(:, j)− t ∗Q(:, k);

Q(k −m, :) = Q(k −m, :) + t ∗Q(j −m, :);

T1(k −m, :) = T1(k −m, :) + t ∗ T1(j −m, :);

end

break

end

end

end Q

B1 = Q(:, [1 : m]); A1 = Q(:, [m+ 1 : r])

B0 = Q(1 : m, 1 : m); bo = inv(B0)

G = Q(1 : m,m+ 1 : r); F1 = −bo ∗G; G0 = G;

Fp = F1 ∗ T1; Fp

gama = A+B ∗ Fp

t1 = cputime− t0

xp = [];

up = [];

x0 = ones(4, 1);

xp(:, 1) = x0;

i = 2;
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whilei < 10

xp(:, i) = gama ∗ xp(:, i− 1);

up(:, i− 1) = Fp ∗ xp(:, i− 1);

i = i+ 1;

end

clf

stairs(up(1, :)), hold on

title(′input response′)

ylabel(′input u1′)

xlabel(′time t′)

pause

hold off

plot(xp(1, :)), hold on

title(′state response′)

ylabel(′x1′)

xlabel(′timet′)

hold off

pause

plot(xp(2, :)), hold on

title(′state response′)

ylabel(′x2′)
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xlabel(′timet′)

hold off

pause

plot(xp(3, :)), hold on

title(′state response′)

ylabel(′x3′)

xlabel(′time t′)

hold off

pause

plot(xp(4, :)), hold on

title(′state response′)

ylabel(′x4′)

xlabel(′time t′)

holdoff

xp

</latex>
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Abstract

In last two decades, the two-dimensional systems theory has been payed a con-
siderable attention and developed by many researchers. These systems have
found many applications such as in image processing, modeling of physical pro-
cessing and dramating robots, etc. From time that these systems introduced,
many scientists proposed different models that most popular are Roesser model
(1975), Fornasini(1978), marchesini(1976) and curek(1996). Because of gen-
eralization of Roesser model regadr to other models, I choice this model in my
thesis.

In this thesis we consider two-dimensional linear discrete-time systems that
introduced by Roesser model, study stability of these systems and camputing
optimal time state feedback matrix. The method that we used in this thesis is
making an increased matrix by supposed matrices, then with using priliminary
row application and parallel calumn application, changingto the Echlon stan-
dard form then the vector companion form and finally with using of the vec-
tor companion form we obtain optimal time state feedback matrix for the two-
dimensiona system.

Keywords: Roesser model, Stabilization, Fractional systems, The echlon stan-
dard form, The vector companion form
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