


ریاض علوم ده دانش
جبر دکتری رساله

فشرده صفر مقسوم علیه گراف سری هایبررس حلقه و چندجمله ای ها توانحلقه
عبدی منا نگارنده:

راهنما استاد
هاشم ابراهیم دکتر

مشاور استاد
آل هوز ه عبدال دکتر

١٣٩٨ ماه بهمن



عزیزم مادر و پدر به تقدیم
احساس کمان رنگین حضور سبزشان نگاه انتهای در همیشه که
آمالشان آیینه که آنها است جوشان همیشه دستانشان چشمه و م شود
نداریم. بساط در هیچ است رسیده ما انعکاس به نوبت که اکنون و بودیم

م کنیم. تقدیمشان دریغ بی را تلاشمان حاصل نیز ما

ز



سپاس گزاری...
این انجام به موفق بزرگوار اساتید راهنمایی و یاری و پروردگار یاری به که اکنون
در که عزیزان تمام از را زاری سپاس نهایت که دانسته خود وظیفه ی شده ام رساله

آورم: به عمل کرده اند کم من به راه این
که هاشم ابراهیم دکتر آقای جناب قدر عال استاد از را خود لسان و قلبی ر تش
از رساله انجام مراحل تمام در و گردیدند عهده دار را نامه پایان این راهنمایی زحمت
ایشان افزون روز توفیقات و م دارم ابراز نمودم استفاده ایشان مدبرانه راهنمایی های

خواستارم. سعادت و صحت با توأم را
و نمودند مساعدت رساله این مشاوره امر در که آل هوز ه عبدال دکتر آقای جناب از
امتنان و ر تش کمال فرموده اند مبذول را خود دقت و توجه مراقبت، نهایت امر این در

خواهانم. را ابدی سعادت و سلامت خداوند از ایشان برای و دارم را
دکتر آقای جناب ، اشرف ناهید دکتر خانم سرکار ، گرام داوران از هم چنین،
تصحیح و داوری زحمت که علیشاه میثم دکتر آقای جناب و جعفری حیدر سید

زارم. سپاس داشتند برعهده را رساله این
من همراه و یار همیشه که عزیزم خانواده به م کنم تقدیم را رساله این پایان، در

بوده اند.

عبدی منا
١٣٩٨ ماه بهمن

ح



نامه تعهد
اه دانش محض ریاض رشته ، ریاض علوم ده دانش دکتری دانشجوی عبدی منا اینجانب
چندجمله ای ها حلقه  فشرده صفر مقسوم علیه گراف بررس عنوان با پایان نامه نویسنده شاهرود،

م شوم: متعهد هاشم ابراهیم راهنمایی تحت ، توان سری های حلقه  و
برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط پایان نامه این در تحقیقات •

است.
شده استناد استفاده مورد مرج به پژوهش گران، ر دی پژوهش های نتایج از استفاده در •

است.
مدرک نوع هیچ دریافت برای ری دی فرد یا خود، توسط کنون تا پایان نامه، این مطالب •

است. نشده ارایه هیچ جا در امتیازی یا
نام با مستخرج مقالات و دارد، تعلق شاهرود صنعت اه دانش به اثر، این معنوی حقوق •
خواهد چاپ به “ Shahrood University of Technology “ یا “ شاهرود صنعت اه دانش “

رسید.
بوده اند، تاثیرگذار پایان نامه اصل نتایج آوردن به دست در که افرادی تمام معنوی حقوق •

م گردد. رعایت پایان نامه از مستخرج مقالات در
آنها) بافت های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •

است. شده رعایت اخلاق اصول و ضوابط است، شده استفاده
افراد شخص اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •
شده رعایت انسان اخلاق اصول و رازداری اصل است)، شده استفاده (یا یافته دسترس

است.
عبدی منا
١٣٩٨ ماه بهمن

نشر حق و نتایج یت مال
برنامه های کتاب، مستخرج، ( مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
شاهرود صنعت اه دانش به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم افزارها رایانه ای،

شود. ذکر مربوطه علم تولیدات در ، مقتض نحو به باید مطلب این م باشد.
نم باشد. مجاز منبع ذکر بدون پایان نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده •

ط



یده چ
ی آن، خواص بررس و آن ها به گراف هایی دادن نسبت طریق از جبری ساختارهای مطالعه

آورده پدید جالبی جبری نتایج و پرسش ها که بوده اخیر دهه چند در جالب تحقیقات موضوع
و R حلقه ی فشرده صفر مقسوم علیه گراف مطالعه و بررس به داریم قصد رساله این در است.
جابه جایی R حلقه ی که زمان را ΓE(R) گراف قطر راستا، این در بپردازیم. آن توسیع های برخ
ارائه را فشرده صفر مقسوم علیه گراف قطر از کامل رده بندی ی و م کنیم بررس است،
تعمیم ناجابه جایی حلقه های به را فشرده صفر مقسوم علیه گراف مفهوم هم چنین، م دهیم.
چندجمله ای های حلقه ی فشرده صفر مقسوم علیه گراف و صفر مقسوم علیه گراف قطر و داده
R آن در که ،ΓE

(
R[x;α, δ]

) اریب چندجمله ای های حلقه ی و ΓE

(
R[x, x−١;α]) لوران اریب

احاطه گری عدد به علاوه، م کنیم. مطالعه را است، ,α)‐سازگار δ) و برگشت پذیر حلقه ای
مورد را G(R) ه ی گراف و ΓE(R) فشرده صفر مقسوم علیه گراف ،Γ(R) صفر مقسوم علیه گراف
ارتباط نیز و Γ

(
R[x;α, δ]

) و Γ(R) گراف های احاطه گری عدد بین ارتباط و م دهیم قرار بررس
داد. خواهیم قرار مطالعه مورد را G

(
R[[x;α]]

) و G(R) گراف های احاطه گری عدد بین

حلقه ی فشرده؛ صفر مقسوم علیه گراف صفر؛ مقسوم علیه گراف کلیدی: کلمات
اریب؛ توان سری های حلقه ی اریب؛ چندجمله ای های حلقه ی لوران؛ اریب چندجمله ای های

احاطه گری. عدد قطر؛ برگشت پذیر؛ حلقه ی جردن؛ توسیع ه؛ ی گراف

،٠۵C١٢ ثانویه: ١۶U٨٠؛ ،١۶S٣۶ ،١۶U٩٩ ،١٣A٩٩ اولیه: ریاضیات: موضوع رده بندی
.٠۵C۶٩
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فتار پیش
ریاضیدانان توجه مورد همواره جبری ساختارهای گذشته، سال صد ی در جبر گسترش با

بررس و آن ها به گراف هایی دادن نسبت طریق از جبری ساختارهای مطالعه هست. و بوده
جبری نتایج و پرسش ها که بوده اخیر دهه چند در جالب تحقیقات موضوع ی آن، خواص
گروه ی به کیل گراف دادن نسبت تناظرها این قدیم ترین از ی است. آورده پدید جالبی
است. آمده به دست تناظر این از توجه قابل نتایج و شده انجام ١ کیل آرتور توسط که م باشد
عنوان تحت مقاله ای در ١٩٨٨ سال در ٢ ب توسط بار اولین گراف ها، و حلقه ها بین ارتباط
مقسوم علیه  گراف ،R جابه جایی حلقه ی به ب شد. معرف جابه جایی حلقه ی رنگ آمیزی
تمام کرد، معرف ب که گراف در داد. نسبت را م شود، داده نمایش Γ(R) نماد با که صفر،
هم با b و a متمایز عنصر دو و بودند شده گرفته نظر در گراف رئوس به عنوان حلقه عناصر

رنگ عدد کردن مشخص ب اصل تمرکز که است ذکر به لازم .ab = ٠ هرگاه بودند مجاور
بود. گراف این

مجموعه و دادند تغییر را گراف این تعریف ،[١٣] لیوینگستون۴ و اندرسون٣ ،١٩٩٩ سال در
مهم سؤال گرفتند. نظر در R حلقه غیر بدیه صفر مقسوم علیه  مجموعه را گراف رئوس
حلقه جبری خواص ونه چ که بود این داشتند فعالیت زمینه این در که ریاضیدانان پیش روی
جذاب بسیار سؤال این به دادن پاس بالعکس. و م کند مشخص را Γ(R) گراف ویژگ های ،R
این حل کم به حلقه ها نظریه ی در پیشرفته مسائل تا محاسبات ساده روش های از که چرا بود
ران پژوهش حلقه ها، به گراف این دادن نسبت با م رفت، انتظار که همان طور آمدند. مسائل
گراف از آن ها اصل ایده ی که مختلف گراف های مرور، به و شدند موضوع این جذب زیادی
و [٢۴] مراج در مثال به عنوان شد. داده نسبت جبری ساختارهای به بود صفر مقسوم علیه 
به نیز ر دی عده ای شدند. بررس و معرف مدول ها و نیم گروه ها صفر مقسوم علیه  گراف [٢٠]
از نمونه دو ذکر به این جا در که پرداختند جبری ساختارهای به جدید گراف های دادن نسبت

م پردازیم: آن ها
این شد.در معرف [۶٨] مرج در باتوادکار۶ و شارما۵ توسط که هم بیشین گراف های . ١
متمایز عنصر دو و شدند گرفته نظر در گراف رئوس عنوان به R حلقه عناصر تمام گراف
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فتار پیش ر
. aR+ bR = R هرگاه هستند متصل ر دی ی به b و a

در شد. معرف [٨] مرج در بداوی٧ و اندرسون توسط جابه جایی حلقه ی تام گراف . ٢
دو و شده اند گرفته نظر در گراف رئوس عنوان به R حلقه ی اعضای تمام نیز گراف این

باشد. R از صفری مقسوم علیه a+ b هرگاه مجاورند b و a متمایز رأس
جابه جایی حلقه ی صفر علیه مقسوم گراف ،[١٣] لیوینگستون و اندرسون تعریف براساس
همه ی مجموعه ی آن رئوس مجموعه که است گراف م شود، داده نشان Γ(R) نماد با که ،R
تنها و اگر مجاورند b و a متمایز رأس دو و م باشد R حلقه ی غیربدیه صفر مقسوم علیه های
Γ(R) گراف که کردند ثابت [ ٣.٢ قضیه ،١٣] مرج در لیوینگستون و اندرسون .ab = ٠ اگر
اگر که گراف نظریه نتیجه ی این با را قضیه این آن ها .diam(

Γ(R)
)
≤ ٣ و است همبند همیشه

.gr(Γ(R)
)
≤ ٧ گرفتند نتیجه و کردند ترکیب ،gr(Γ) ≤ ٢(Γ) + ١ آن گاه باشد، دور شامل Γ

دور شامل و جابه جایی ، آرتین حلقه ای R اگر که دادند نشان [۴.٢ قضیه ،١٣] مرج در آن ها
دلخواه جابه جایی حلقه ی هر برای نتیجه این که زدند حدس و ،gr(Γ(R)

)
≤ ۴ آن گاه باشد،

شد. اثبات مستقل به طور [٢۴] دیمیر٩ و [۶٣] مولای٨ توسط آن ها حدس است. برقرار
لزوماً نه دلخواه حلقه های به ،[۶٧] مرج در ردموند١٠ توسط صفر مقسوم علیه  گراف مفهوم
،R ناجابه جایی حلقه ی غیرجهت دار صفر مقسوم علیه  گراف او شد. داده گسترش جابه جایی
مقسوم علیه  مجموعه آن در که است کرده تعریف صورت این به را داده، نمایش Γ(R) نماد با که
اگر تنها و اگر دارد وجود یال b و a متمایز رأس دو بین و بوده گراف رئوس غیربدیه صفر
و است همبند همیشه Γ(R) گراف که کرد ثابت [۶٧] مرج در ردموند .ba = ٠ یا ab = ٠

.diam(
Γ(R)

)
≤ ٣

مقسوم علیه  گراف خواص آیا بدانیم که دارد وجود توجه قابل علاقه مطالعات، این راستای در
ابتدایی ترین خیر؟ یا م شوند حفظ مختلف حلقه ای توسیع های تحت ،R حلقه ی صفر
حلقه ی نیز و چندجمله ای ها حلقه ی توسیع م شود بررس راستا این در که توسیع هایی
و قطر ماندن محفوظ ،[١٧] لس١٣ استی و ندال١٢ کوی آکستل١١، م باشد. توان سری های
سری های و چندجمله ای ها توسیع های تحت R جابه جایی حلقه ی صفر مقسوم علیه  گراف کمر
قطر ،[۵٧] لوکاس١۴ چون افرادی کار، این ادامه در داده اند. قرار بررس مورد را توان
و کردند، رده بندی توان سری های و چندجمله ای توسیع های روی را صفر مقسوم علیه  گراف
مطالعه و بررس مورد را گراف ها این کمر و قطر ،[١۴] مرج در مولای و اندرسون هم چنین
دادند. گسترش ناجابه جایی حالت به را نتایج این ،[٣٧] امیرجان ١۶ و ١۵ هاشم دادند. قرار

توان حلقه ی سری های صفر مقسوم علیه  گراف ،R α‐سازگار و برگشت پذیر حلقه ی برای آن ها
و قطر برای ن مم مقادیر از مقایسه ای هم چنین، و دادند قرار مطالعه مورد را R[[x;α]] اریب
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ش تاریخچه و مقدمه
مطالعات [٣٨] مرج در آن ها نمودند. ارائه Γ(R[[x;α]]) و Γ(R[x;α, δ]) ،Γ(R) گراف های کمر

دادند. ادامه زمینه این در را خود
گراف مطالعه به ،[۶٣] مولای ایده های از گرفتن الهام با ،[٧٠] ام١٨ وی و اسپایرف١٧
م دهند، نشان ΓE(R) نماد با آن را که ،R حلقه ی صفر مقسوم علیه های هم ارزی کلاس های
رأس دو و م باشند صفر مقسوم علیه های هم ارزی کلاس های گراف، این رئوس پرداختند.
همبند ΓE(R) گراف که کردند ثابت آن ها .ab = ٠ هرگاه مجاورند ر دی ی با [b]R و [a]R متمایز

.diam(
ΓE(R)

)
≤ ٣ و است

روی مطالعه و نامیده فشرده صفر مقسوم علیه  گراف را ΓE(R) گراف ،[٩] لاگرانژ١٩ و اندرسون
تحت باشند حلقه دو S و R اگر که کردند بررس هم چنین آن ها دادند. ادامه را گراف ها این

میباشد. برقرار ΓE(R) ∼= Γ(S) ریخت ی شرایط چه
صفر مقسوم علیه  گراف به نسبت بیشتری مزیت های ΓE(R) فشرده صفر مقسوم علیه  گراف 
است متناه ΓE(R) گراف موارد بیشتر در که، است این گراف این مزایای از ی دارد. Γ(R)

در را R = Z[x, y]/⟨x٣, xy⟩ حلقه مثال، عنوان به م باشد. نامتناه Γ(R) گراف که درصورت
رأس چهار با گراف ΓE(R) درحال که است نامتناه گراف Γ(R) این صورت، در یرید. ب نظر
ایده آل های با گراف این ارتباط فشرده صفر مقسوم علیه  گراف مزیت های از ر دی ی م باشد.

ی annR(x
٢) آن گاه ،R = Z[x, y]/⟨x٣, xy⟩ اگر مثال، به عنوان م باشد. حلقه وابسته ی اول

رئوس با متناظر R حلقه وابسته اول ایده آل های همه ، کل حالت در است. وابسته اول ایده آل
با متناظر یا فشرده صفر مقسوم علیه  گراف در رأس هر به علاوه، م باشند. ΓE(R) در متمایز

م باشد. مجاور وابسته اول ایده آل ی با یا است وابسته اول ی
ΓE(R) گراف کمر و قطر مطالعه و بررس به ،[٧] ارانش هم و آلن٢٠ ٢٠١٢ سال در
اگر که کردند ثابت هم چنین و ،diam(

ΓE(R)
)
≤ diam

(
Γ(R)

) که دادند نشان آن ها پرداختند.
،[٣.٣ گزاره ،٧] مرج در آن ها .gr(ΓE(R)

)
≥ gr

(
Γ(R)

) آنگاه باشد، دور ی شامل R حلقه ی
.gr(ΓE(R)

)
≤ ۴ آن گاه باشد، دور ی شامل و نوتری و جابه جایی حلقه ای R اگر کردند ثابت

آن ها دادند. ادامه را ΓE(R) فشرده صفر مقسوم علیه  گراف مطالعه ،[١٢] لاگرانژ و اندرسون
و باشد، دور شامل و جابه جایی حلقه ای R اگر است ٣ برابر ΓE(R) گراف کمر دادند نشان
ستاره گراف ΓE(R) که زمان را RE تکوار و باشد دور ی که زمان را ΓE(R) ساختار هم چنین

کردند. مشخص را باشد،
با م توانند که وزیری مهره ی تعداد حداقل «یافتن مانند مسائل میلادی نوزدهم قرن در
در که شطرن صفحه ی خانه ی هر (یعن « بپوشانند را شطرن صفحه ی تمام مناسب چینش
اروپا مردم از برخ ذهن باشند) شده تهدید وزیر ی حداقل توسط است نگرفته قرار وزیر آن

بود. کرده مشغول خود به را
ریاضیات در گراف شاخه ی در مفهوم آمدن به وجود باعث پرسش هایی چنین درباره ی تفکر
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فتار پیش ت
برخ در است قرار است. شهر ی از منطقه ای نقشه ی زیر ل ش شد. احاطه گری نام با

١ ل ش

داشته را زیر شرط دو که شود نصب گونه ای به خودپرداز دستگاه های شهر این تقاط های
باشد:

تقاطع هر در فرد هر که باشند شده نصب گونه ای به دستگاه ها شهروندان راحت برای (١)
یا و باشد داشته دسترس خودپرداز دستگاه به تقاط همان در یا باشد، گرفته قرار که

کند. پیدا دسترس خودپرداز دستگاه به مجاور تقاط ی به رفتن با حداکثر
صورت این کار ن مم خودپرداز دستگاه تعداد کمترین با هزینه ها در صرفه جویی جهت به (٢)

یرد. ب
این در باشیم. کرده مدل سازی زیر ل ش گراف با را نظر مورد منطقه ی کنید فرض حال

٢ ل ش

م باشند. یال ها نمایان گر آن ها بین خیابان های و گراف رئوس همان تقاط ها مدل سازی
قرار تقاط ها آن در خودپردازها اگر شده، انجام مدل سازی به توجه با که را گراف از رأس هایی

م نامیم. گراف برای احاطه گر مجموعه ی م گردد، برآورده (١) شرط گیرند،
باشد. E یال مجموعه و V رئوس مجموعه با غیرجهت دار گراف G = (V,E) کنید فرض

ی حداقل با V \D در رأس هر هرگاه م نامیم G احاطه گر مجموعه ی را V از D زیرمجموعه ی
اندازه ی به م کند. احاطه را D از خارج رأس های D ر، دی به عبارت باشد. مجاور D در رأس
،٢٠٠٨ سال در ارانش هم و عماد٢١ م نامیم. احاطه گر عدد ،G احاطه گر مجموعه مینیمم
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ث تاریخچه و مقدمه
نشان [١] مرج در آن ها کردند. بررس را Γ(Zn) صفر مقسوم علیه  گراف گری احاطه عدد
و جعفری راد٢٢ ٢٠١١ سال در م باشد. k برابر Γ(Z

p
α١١ ×p

α٢٢ ×···×p
αk
k

) احاطه گری عدد که دادند
بررس را جابه جایی حلقه ی دو ضرب صفر مقسوم علیه  گراف احاطه گری عدد ،[۴٨] ارانش هم

توسط ٢٠١٢ سال در صفر مقسوم علیه  گراف احاطه گری عدد بررس و مطالعه هم چنین کردند.
ادامه جابه جایی حلقه روی ارانش هم و ٢۵ کیان توسط ٢٠١۴ سال در و مژده٢۴ و ٢٣ رحیم

شود). رجوع [۵١ ،۶١] (به کرد پیدا
م باشد: زیر صورت به اصل فصل سه شامل رساله این

حلقه ی اریب، توان سری های حلقه ی اریب، چندجمله ای های حلقه ی ابتدا اول، فصل در
حلقه ها نظریه ر دی مفاهیم برخ و اریب توان سری های حلقه ی لوران، اریب چندجمله ای های
گراف نظریه در اولیه مفاهیم معرف به فصل، این دوم بخش در م کنیم. معرف را مرتبط
صفر مقسوم علیه  گراف و کرده برقرار ارتباط حلقه ای و گراف مفاهیم بین ادامه، در م پردازیم.
مقسوم علیه  گراف گراف ویژگ و R حلقه ای ویژگ های بین ارتباط بیان به و کنیم م تعریف را
هم ارزی کلاس به وسیله ی شده تعیین صفر مقسوم علیه  گراف آخر، بخش در م پردازیم. صفر

م کنیم. بررس را آن ویژگ های از برخ و م کنیم تعریف را
م کنیم مطالعه را R جابه جایی حلقه ی فشرده صفر مقسوم علیه  گراف قطر دوم، فصل در

ی هم چنین، م دهیم. ارائه R ایده آل های برحسب ΓE(R) گراف قطر از کامل رده بندی ی و
نشان و داد خواهیم ارائه ΓE(R) گراف قطر برحسب ΓE

(
R[x]

) گراف قطر از کامل رده بندی
١ ≤ diam

(
ΓE(R)

)
≤ ، غیربدیه صفر مقسوم علیه های با R کاهش حلقه ی برای م دهیم

صفر مقسوم علیه  گراف مفهوم دوم، بخش در .diam(
ΓE(R[x])

)
≤ diam

(
ΓE(R[[x]])

)
≤ ٣

مقسوم علیه  گراف قطر بررس و مطالعه به و م دهیم تعمیم ناجابه جایی حالت به را فشرده
برای م پردازیم. لوران اریب چندجمله ای های حلقه ی فشرده صفر مقسوم علیه  گراف و صفر
در و م کنیم، بررس را A جردن توسیع و R حلقه ی خواص بین روابط ابتدا، منظور این
که م دهیم، ارائه ΓE

(
R[x, x−١;α]) و Γ

(
R[x, x−١;α]) قطر های از کامل رده بندی ی ادامه

و برگشت پذیر حلقه ی برای آخر، بخش در م باشد. α‐سازگار و برگشت پذیر R حلقه ی آن در
ΓE

(
R[x;α, δ]

) فشرده صفر مقسوم علیه  گراف قطر برای ن مم مقادیر همه ی R ,α)‐سازگار δ)

،R آن در که ،ΓE

(
R[[x;α]]

) گراف قطر از کامل رده بندی ی هم چنین م کنیم. رده بندی را
مثال چند ارائه ی با ادامه در م دهیم. ارائه است، نوتری و α‐سازگار برگشت پذیر، حلقه ای
بودن“ ”نوتری و ”برگشت پذیری“ ,α)‐سازگاری“، δ)” شروط از ی هر که م دهیم نشان

است. اساس ما اصل قضایای در R حلقه ی
گراف احاطه گری عدد ،R جابه جایی) لزوماً (نه شرکت پذیر حلقه ی برای سوم، فصل در

بررس را G(R) ه ی گراف و ΓE(R) فشرده صفر مقسوم علیه  گراف ،Γ(R) صفر مقسوم علیه 
مقسوم علیه  گراف و صفر مقسوم علیه  گراف احاطه گری عدد بین روابط برخ بیان به و م کنیم
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فتار پیش خ
نیز و Γ

(
R[x;α, δ]

) و Γ(R) احاطه گری عدد بین ارتباط هم چنین، م پردازیم. فشرده صفر
م دهیم. قرار بررس و مطالعه مورد را G(

R[x;α, δ]
) و G(R) گراف احاطه گری عدد بین ارتباط



١ فصل
مقدمات قضایای و مفاهیم تعاریف،

برای که گراف ها، نظریه ی و حلقه ها نظریه ی اولیه ی مفاهیم برخ اجمال به فصل، این در
مطالعه ی به هم چنین م کنیم. بیان را هستیم، نیازمند آن به بعدی فصل های مطالعه ی
ویژگ ها از برخ شده انجام برکارهای مروری با و پرداخته حلقه ای و گراف مفاهیم بین ارتباط

م کنیم. بیان را مربوطه قضایای و

حلقه ها نظریه ی از نیاز مورد مفاهیم ١ . ١
،a ∈ R عنصر برای است. دار ی و شرکت پذیر حلقه ی ی نمایان گر R رساله این تمام در
و چپ پوچ ساز ترتیب به rR(a) = {b ∈ R | ab = ٠} و lR(a) = {b ∈ R | ba = ٠}
و چپ صفر مقسوم علیه های همه مجموعه ی R حلقه ی برای م باشند. a راست پوچ ساز
چنین و م دهیم نشان Zr(R) و Zl(R) نمادهای با به ترتیب را R راست صفر مقسوم علیه های
Zl(R) = {a ∈ R | ba = و Zl(R) = {a ∈ R | ab = ٠, b ∈ R∗ بعض برای } م کنیم: تعریف
همه مجموعه ی نمایان گر Z(R) = Zl(R) ∪ Zr(R) هم چنین .٠, b ∈ R∗ بعض برای }

با را R حلقه غیربدیه صفر مقسوم علیه های مجموعه ی م باشد. R صفر مقسوم علیه های
اگر م باشد. R حلقه ی ه های ی مجموعه نمایان گر U(R) به علاوه، م دهیم. نشان Z(R)∗

م دهیم. نشان ⟨X⟩ نماد با را X توسط شده تولید ایده آل آن گاه ،X ⊆ R

وجود n مثبت صحیح عدد هرگاه م نامیم پوچ توان را R حلقه ی از a عنصر .١ . ١ . ١ تعریف
١



مقدمات قضایای و مفاهیم تعاریف، ٢
نمایش Nil(R) با را R پوچ توان عناصر همه ی مجموعه ی .an = ٠ به طوری که باشد داشته

م دهیم.
باشد. نداشته ناصفر پوچ توان عنصر هیچ هرگاه م نامیم کاهش را R حلقه ی .١ . ١ . ٢ تعریف
نتیجه ،abc = ٠ اگر ،a, b, c ∈ R هر برای هرگاه م نامیم متقارن را R حلقه ی .١ . ١ . ٣ تعریف

.bac = ٠ شود
حلقه های کُهن، از قبل پرداخت. R برگشت پذیر حلقه ی مطالعه ی به ،[٢٣] مرج در کُهن١
جابه جایی عنوان تحت و [۵٩] مرج در میسون٢ توسط بازتابنده کاملا عنوان تحت برگشت پذیر

گرفتند. قرار مطالعه مورد [٣٠] مرج در حبیب٣ توسط صفر
آن گاه ،ab = ٠ اگر ،a, b ∈ R هر برای هرگاه م نامیم برگشت پذیر را R حلقه ی .۴ . ١ . ١ تعریف

.ba = ٠
حلقه ای R اگر هستند. برگشت پذیر جابه جایی، حلقه های و کاهش حلقه های به وضوح،
باشد برگشت پذیر حلقه ای R اگر هم چنین، .Zl(R) = Zr(R) = Z(R) آنگاه باشد، برگشت پذیر

است. R از ایده آل ی lR(a) = rR(a) آن گاه ،a ∈ R و
آن گاه ،ab = ٠ اگر ،a, b ∈ R هر برای هرگاه م نامیم نیم جابه جایی را R حلقه ی .۵ . ١ . ١ تعریف

.aRb = ٠
هستند. نیم جابه جایی برگشت پذیر، حلقه های مثال، به عنوان

باشد. مرکزی R خودتوان عنصر هر هرگاه م نامیم آبل را R حلقه ی .۶ . ١ . ١ تعریف
هستند. آبل نیم جابه جایی، حلقه های به وضوح،

م باشد: زیر به صورت شدند، معرف تاکنون که حلقه هایی بین ارتباط
جابه جایی

↓

متقارن −→ برگشت پذیر −→ نیم جابه جایی −→ آبل
↑

کاهش
،R از (چپ) راست ایده آل هر هرگاه م نامیم (چپ) راست دوئو را R حلقه ی .١ . ١ . ٧ تعریف

باشد. دوطرفه ایده آل ی
rR(a) = ٠ = هرگاه م نامیم منظم را a ∈ R عنصر باشد. حلقه R کنید فرض .١ . ١ . ٨ تعریف

.lR(a)
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٣ حلقه ها نظریه ی از نیاز مورد مفاهیم
،ab ∈ P اگر ،a, b ∈ R برای هرگاه م نامیم اول کاملا را R حلقه از P ایده آل .١ . ١ . ٩ تعریف

.b ∈ P یا a ∈ P آن گاه
ی پوچ ساز P هرگاه م نامیم R وابسته اول ایده آل ی را P اول ایده آل .١ . ١ . ١٠ تعریف

داشته است I در مشمول که J راست ایده آل هر برای و باشد I مانند ناصفر راست ایده آل
م دهند. نشان Ass(R) با را R حلقه ی وابسته اول ایده آل های مجموعه ی .r(J) = P باشیم:
ال رادی بسون جی را R حلقه ی ماکسیمال چپ ایده آل های همه ی اشتراک .١ . ١ . ١١ تعریف

م دهیم. نمایش rad(R) نماد با و م نامیم
گزاره های این صورت در باشد. دلخواه حلقه ای R کنید فرض [١٩ . ١ قضیه ،۵۶] .١ . ١ . ١٢ قضیه

معادلند: زیر
تاست. ی ماکسیمال چپ ایده آل دارای R (١)

تاست. ی ماکسیمال راست ایده آل دارای R (٢)
است. تقسیم حلقه ی ی R/rad(R) (٣)

است. ایده آل ی R \ U(R) (۴)
است. گروه ی جم تحت R \ U(R) (۵)

صدق ١ . ١ . ١٢ قضیه شرایط از ی در هرگاه م نامیم موضع را R حلقه ی .١ . ١ . ١٣ تعریف
کند.

را δ : R → R جمع تابع باشد. R حلقه ی از درونریخت ی α کنید فرض .١۴ . ١ . ١ تعریف
.δ(ab) = δ(a)b+ α(a)δ(b) ،a, b ∈ R هر برای هرگاه م نامیم α‐مشتق تابع ی

باشد. R حلقه ی از α‐مشتق تابع ی δ و درونریخت ی α کنید فرض .١۵ . ١ . ١ تعریف
چندجمله ای های آن عناصر م دهیم. نمایش R[x;α, δ] با را R روی اریب چندجمله ای های حلقه ی

طبیع به طور R[x;α, δ] روی ضرب و جم عمل دو .n ≥ ٠ و ai ∈ R که هستند ∑n
i=٠ aixi

آن گاه باشد همان تابع α اگر .xa = α(a)x+ δ(a) ،a ∈ R هر برای به طوری که م شوند تعریف
م نامیم. R روی مشتق چندجمله ای های حلقه ی آن را و م دهیم نشان R[x; δ] با را R[x;α, δ]

م کنیم. استفاده R[x;α] از R[x;α, δ] بجای ،δ = ٠ هرگاه
توان سری های حلقه ی باشد. R حلقه ی از درونریخت ی α کنید فرض .١۶ . ١ . ١ تعریف

با ∑∞
i=٠ aixi توان سری های همان آن عناصر م دهیم. نمایش R[[x;α]] با را R روی اریب

برای به طوری که م شوند تعریف طبیع به طور آن روی ضرب و جم هستند. R از ضرایبی
.xa = α(a)x ،a ∈ R هر
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α‐سازگار را R حلقه ی باشد. R برحلقه ی α‐مشتق تابع ی δ کنید فرض .١ . ١ . ١٧ تعریف
δ‐سازگار را R حلقه ی .aα(b) = ٠ اگر تنها و اگر ab = ٠ ،a, b ∈ R هر برای هرگاه م نامیم
هم α‐سازگار هم R اگر .aδ(b) = ٠ آن گاه ،ab = ٠ اگر ،a, b ∈ R هر برای هرگاه م نامیم

م نامیم. ,α)‐سازگار δ) آن را باشد δ‐سازگار

است. ی به ی α آن گاه باشد، α‐سازگار حلقه ی ی R اگر که است واض
آن گاه ،aα(a) = ٠ و a ∈ R هرگاه م نامیم صلب را α : R → R درون ریخت .١ . ١ . ١٨ تعریف

باشد. داشته وجود R از α صلب درون ریخت هرگاه م نامیم α‐صلب را R حلقه ی .a = ٠
از قوی تر درونریخت روی بودن صلب شرط که است شده ثابت ،[ ٢.٢ لم ،۴١] مرج در
α‐سازگار ،R آن گاه باشد، R حلقه ی از درونریخت ی α اگر ، واق در است. سازگاری شرط
از تعمیم α‐سازگار حلقه های بنابراین، باشد. α‐صلب ،R اگر تنها و اگر است کاهش و
دو که م دهیم ارائه حلقه هایی چنین از مثال چندین ذیل، در هستند. α‐صلب حلقه های

م باشند. [٣١] مرج از بعدی مثال دو و [۴١] مرج از اول مثال
α : D[y] → D[y] و R = R١ ⊕ D[y] دامنه، ی D حلقه، ی R١ کنید فرض .١ . ١ . ١٩ مثال
برای α(a ⊕ f(y)

)
= a ⊕ α

(
f(y)

) ضابطه ی با α : R → R دراین صورت باشد. تکریخت ی
α‐سازگار حلقه ای R م دهیم نشان است. R از درونریخت ی ،f(y) ∈ D[y] و a ∈ R١ هر
.f(y)α(g(y)) = ٠ و ab = ٠ آن گاه ،(a⊕ f(y)

)
α
(
b⊕ g(y)

)
= ٠ اگر نیست. α‐صلب اما است،

اگر .(a ⊕ f(y)
)(
b ⊕ g(y)

)
= ٠ لذا و ،α(g(y)) = ٠ یا f(y) = ٠ پس است، دامنه D[y] چون

،R بنابراین .(a⊕ f(y)
)
α
(
b⊕ g(y)

)
= ٠ داد نشان م توان آن گاه ،(a⊕ f(y)

)(
b⊕ g(y)

)
= ٠

نیست. α‐صلب م گیریم نتیجه نیست کاهش R این که از است. α‐سازگار

کنید فرض باشد. R α‐صلب برحلقه ی α‐مشتق تابع ی δ کنید فرض .١ . ١ . ٢٠ مثال

T٣(R) =




a b c

٠ a d

٠ ٠ a


∣∣∣∣∣ a, b, c, d ∈ R

 .

α
(
(aij)

)
=

(
α(aij)

) ضابطه ی با α : T٣(R) → T٣(R) درونریخت به م توان را α درونریخت
بر α‐مشتق تابع δ

(
(aij)

)
=

(
δ(aij)

) ضابطه ی با δ : T٣(R) → T٣(R) هم چنین داد. توسیع
نیست. α‐صلب اما است، ,α)‐سازگار δ) حلقه ی ی T٣(R) م دهیم نشان است. T٣(R)

آن گاه ،


a١ b١ c١
٠ a١ d١
٠ ٠ a١

α



a٢ b٢ c٢
٠ a٢ d٢
٠ ٠ a٢


 = ٠ اگر حل:

a١α(a٢) = ٠ (١)
a١α(b٢) + b١α(a٢) = ٠ (٢)



۵ حلقه ها نظریه ی از نیاز مورد مفاهیم
a١α(c٢) + b١α(d٢) + c١α(a٢) = ٠ (٣)
a١α(d٢) + d١α(a٢) = ٠ (۴)

ضرب (٢) در چپ از را α(a٢) اگر .α(a٢)a١ = ٠ م گیریم نتیجه (١) از است، کاهش R چون
چپ از را α(a٢) اگر .a١α(b٢) = α(b٢)a١ = ٠ درنتیجه و b١α(a٢) = α(a٢)b١ = ٠ آن گاه کنیم،

به (٣) پس .c١α(a٢) = α(a٢)c١ = ٠ آن گاه کنیم ضرب (٣) در
a١α(c٢) + b١α(d٢) = ٠ (۵)

و a١α(d٢) = α(d٢)a١ = ٠ آن گاه کنیم ضرب (۴) در چپ از را α(a٢) اگر م شود. تبدیل
b١α(d٢) = α(d٢)b١ = ٠ آن گاه کنیم ضرب (۵) در راست از را a١ اگر .d١α(a٢) = α(a٢)d١ = ٠
a١a٢ = a١c٢ = a١b٢ = a١d٢ = b١a٢ = b١d٢ = c١a٢ = d١a٢ = پس .a١α(c٢) = α(c٢)a١ = ٠ و

بنابراین .٠


a١ b١ c١
٠ a١ d١
٠ ٠ a١




a٢ b٢ c٢
٠ a٢ d٢
٠ ٠ a٢

 = ٠ (∗)

مشابه استدلال با است α‐صلب حلقه ی ی R چون باشد. برقرار (∗) کنید فرض حال
که داد نشان م توان قبل پاراگراف

a١α(a٢) = a١α(b٢) = b١α(a٢) = c١α(a٢) = d١α(a٢) = a١α(d٢) = a١α(c٢) = b١α(d٢) = ٠

‐α حلقه ی ی T٣(R) بنابراین .


a١ b١ c١
٠ a١ d١
٠ ٠ a١

α



a٢ b٢ c٢
٠ a٢ d٢
٠ ٠ a٢


 = ٠ درنتیجه و

است. سازگار
نتیجه در باشد. برقرار (∗) کنیم فرض

a١a٢ = a١c٢ = a١b٢ = a١d٢ = b١a٢ = b١d٢ = c١a٢ = d١a٢ = ٠
پس است α‐صلب حلقه ی ی R چون و

a١δ(a٢) = a١δ(b٢) = a١δ(d٢) = b١δ(a٢) = b١δ(d٢) = c١δ(a٢) = d١δ(a٢) = ٠

حلقه ی ی T٣(R) م دهد نشان که ،


a١ b١ c١
٠ a١ d١
٠ ٠ a١

δ



a٢ b٢ c٢
٠ a٢ d٢
٠ ٠ a٢


 = ٠ بنابراین

نیست. δ‐صلب پس نیست، کاهش T٣(R) چون ، طرف از است. δ‐سازگار
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باشد. ۴ پیمانه به صحیح اعداد حلقه Z۴ و صحیح اعداد حلقه ی Z کنید فرض .١ . ١ . ٢١ مثال
ضرب و مؤلفه به مؤلفه جم عمل با R =

{
(a, b) | a ∈ Z & b ∈ Z۴

} جابه جایی حلقه
α
(
(a, b)

)
= ضابطه ی با α : R → R به وضوح یرید. ب نظر در را (a, b)(c, d) = (ac, ad + bc)

‐α که است، α‐سازگار ،R که داد نشان م توان به سادگ است. درونریخت ی ،(a,−b)

نیست. صلب
ضابطه ی با R از درونریخت ی α و R = S[x] ، کاهش حلقه ی S کنید فرض .١ . ١ . ٢٢ مثال
f(x) = کافیست نیست. سازگار ‐α ،R داد نشان م توان به آسان باشد. α

(
f(x)

)
= f(٠)

یریم. ب نظر در g(x) = bx و a٠ + a١x

تمام مجموعه ی .٠ ≤ i ≤ j و باشد R برحلقه ی α‐مشتق تابع ی δ کنید فرض قرارداد:
م دهیم. نشان f j

i نماد با را م شوند ساخته δ از حرف j− i و α از حرف i اساس بر که کلمات
.f j

j−١ = {αj−١δ, αj−٢δα, · · · , δαj−١} و f j٠ = {δj} ،f j
j = {αj} مثال، برای

دراین صورت .a, b ∈ R و باشد سازگار ‐(α, δ) حلقه ا ی R کنید فرض [٢ . ١ لم ،٣٨] .١ . ١ . ٢٣ لم
برقرارند: زیر گزاره های

.aαn(b) = αn(a)b = ٠ داریم: n مثبت صحیح عدد هر برای آن گاه ،ab = ٠ اگر (١)
.ab = ٠ آن گاه ،αk(a)b = ٠ که باشد داشته وجود k مثبت صحیح عدد هرگاه (٢)

αm(a)δn(b) = و δm(a)αn(b) = ٠ آن گاه باشند مثبت صحیح عدد دو m و n و ab = ٠ هرگاه (٣)
.٠

.af j
i (b) = ٠ داریم: ٠ ≤ i ≤ j صحیح عدد هر برای آن گاه ،ab = ٠ اگر (۴)

اگر تنها و اگر f(x)r = ٠ آن گاه ،r ∈ R و f(x) = a٠ + a١x+ · · ·+ anx
n ∈ R[x;α, δ] اگر (۵)

.air = ٠ باشیم: داشته ٠ ≤ i ≤ n هر برای
.rxf(x) = ٠ اگر تنها و اگر rf(x) = ٠ آن گاه ،r ∈ R و f(x) ∈ R[x;α, δ] اگر (۶)

از متناه مجموع های تمام مجموعه ی نمایان گر R[x, x−١;α] کنید فرض .٢۴ . ١ . ١ تعریف
و جم عمل دو .r ∈ R و i, j ≥ ٠ و باشد تکریخت ی α : R → R به طوری که باشد ها x−jrxi

xr = α(r)x قوانین از ضرب به طوری که م شوند تعریف طبیع به طور R[x, x−١;α] روی ضرب
حلقه یل تش فوق عمل دو با R[x, x−١;α] مجموعه ی م کند. تبعیت rx−١ = x−١α(r) و

م نامیم. لوران اریب چندجمله ای های حلقه ی آن را که م دهد
معرف م شود، داده نشان A(R,α) یا A نماد با که را R حلقه ی جردن توسیع حال

م دهیم: قرار م کنیم.



٧ گراف نظریه  ی از نیاز مورد مفاهیم
A = {x−irxi | r ∈ R, i ≥ ٠}

:i, j ≥ ٠ و r, s ∈ R هر برای این رو از و x−irxi = x−(i+j)αj(r)x(i+j) آن گاه j ≥ ٠ هرگاه

x−irxi + x−jsxj = x−(i+j)
(
αj(r) + αi(s)

)
x(i+j)

(x−irxi)(x−jsxj) = x−(i+j)αj(r)αi(s)x(i+j)

القا A از زیرخودریخت تعریف با α کنید توجه است. R[x, x−١;α] از زیرحلقه ای A بنابراین
،i ≥ ٠ و r ∈ R هر ازای به م کند.

α(x−irxi) = x−iα(r)xi.

در هم چنین، و R = A آن گاه باشد R از خودریخت α اگر که داد نشان [۴٩] مرج در جردن۴
.R[x, x−١;α] ∼= A[x, x−١;α] کل حالت

گراف نظریه  ی از نیاز مورد مفاهیم ١ . ٢
شود. معرف گراف نظریه ی کلیدی تعاریف برخ است لازم بخش این در

از ناته مجموعه ی V (G) که است (V (G), E(G)
) مرتب دوتایی G گراف .١ . ٢ . ١ تعریف

یل تش یال به نام V (G) روی نامرتب دوتایی های از E(G) مجموعه ی و رأس به نام عناصر
به ترتیب و م نامیم G اندازه را E(G) اعضای تعداد و مرتبه را V (G) اعضای تعداد است. شده

م دهیم. نشان |E(G)| و |V (G)| با
موجود دو آن بین یال هرگاه م نامیم، مجاور را b و a رأس دو G گراف در .١ . ٢ . ٢ تعریف
N(a) با آن را و گوییم a همسای را است مجاور a رأس با که رئوس همه ی مجموعه ی باشد.

م دهیم. نمایش
،E(H) ⊆ E(G) و V (H) ⊆ V (G) اگر باشند. گراف دو H و G کنیم فرض .١ . ٢ . ٣ تعریف

م نامیم. G زیرگراف را H آن گاه
القایی زیرگراف باشد. G گراف رئوس از ناته زیرمجموعه ای S کنیم فرض .۴ . ١ . ٢ تعریف
نشان ⟨S⟩ نماد با و است S رئوس مجموعه ی با G گراف از ماکسیمال زیرگراف ،S به وسیله
وصل هم به را S از رأس دو که است G گراف از یال هایی شامل دقیقاً ⟨S⟩ ؛ یعن م شود، داده

م کند.
4Jordan
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دنباله ی v و u متمایز رأس های از جفت هر برای اگر است همبند ،G گراف .۵ . ١ . ٢ تعریف
جفت هر به طوری که باشد داشته وجود u = v١, v٢, . . . , vn = v متمایز رئوس از متناه
b و a متمایز رأس دو هر برای و گویند مسیر را دنباله ای چنین یال باشد. ی {vi, vi+١}
d(a, b) با آن را و م نامند b و a بین فاصله را b و a بین مسیر کوتاهترین طول ،Γ ساده گراف در

.d(a, b) = ∞ م دهیم قرار آن گاه باشد، نداشته وجود مسیری چنین اگر م دهند. نمایش
م کنیم: تعریف زیر به صورت و م دهیم نشان diam(G) با را G گراف قطر .۶ . ١ . ٢ تعریف

diam(G) = sup
{
d(a, b) | هستند G از متمایز رأس های b و a

}
.

م شود. گرفته نظر در صفر آن قطر آن گاه باشد، تنها رأس ی شامل فقط گراف اگر
حداقل دارای دور ی به علاوه، م نامیم. دور ی را G گراف از بسته مسیر هر .١ . ٢ . ٧ تعریف

است. رأس ٣
م دهیم. نشان gr(G) نماد با و م نامیم کمر را G گراف در دور کوتاه ترین طول .١ . ٢ . ٨ تعریف
نشان Pn با آن را و م نامیم مسیر گراف را باشد رأس n با مسیر ی که گراف .١ . ٢ . ٩ تعریف

م دهیم.
n با چندضلع ی ل ش به یا و باشد، رأس n با دور ی از ل متش که گراف .١ . ٢ . ١٠ تعریف

م دهیم. نمایش Cn با و م نامیم دور گراف را باشد رأس
گراف باشد. سان ی آن رئوس تمام درجه ی هرگاه م نامیم منتظم را G گراف .١ . ٢ . ١١ تعریف

م نامیم. l‐منتظم گراف را باشد، l آن رأس هر درجه که منتظم
n با کامل گراف باشند. مجاور آن رأس دو هر که است گراف کامل گراف .١ . ٢ . ١٢ تعریف

م دهیم. نشان Kn نماد با را رأس
افراز V١, V٢ به بتوان را V هرگاه م نامیم، دوبخش را G = (V,E) گراف .١ . ٢ . ١٣ تعریف
با دوبخش گراف به علاوه، باشد. V٢ در انتها ی و V١ در انتها ی دارای G یال هر که کرد
را است مجاور V٢ عضو هر با V١ عضو هر و |V٢| = n و |V١| = m آن در که V٢ و V١ بخش های

م دهیم. نشان Km,n با آن را و نامیده کامل دوبخش گراف
کامل دوبخش گراف ی G هرگاه م نامیم، ستاره گراف ی را G گراف .١۴ . ١ . ٢ تعریف
نمایش K١,n نماد با را ستاره گراف باشد. داشته رأس ی فقط آن بخش های از ی که باشد

م دهیم.
V از V١, V٢, . . . , Vr افرازهای هرگاه م نامیم r‐بخش را G = (V,E) گراف .١۵ . ١ . ٢ تعریف
که باشد Vj در انتها ی و Vi در انتها ی دارای E از یال هر به طوری که باشد داشته وجود
،١ ≤ i ̸= j ≤ r هر برای هرگاه م نامیم کامل r‐بخش را G r‐بخش گراف .١ ≤ i ̸= j ≤ r

باشد، |Vr| = nr, . . . , |V٢| = n٢, |V١| = n١ اگر باشد. مجاور Vj رئوس تمام با Vi از رأس هر
م دهیم. نمایش Kn١,n٢,...,nr با را کامل r‐بخش گراف آن گاه
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صفر مقسوم علیه  گراف اولیه ی مشاهدات از برخ ١ . ٣
حلقه های برای [١٩] ب توسط بار اولین صفر مقسوم علیه  گراف شد، گفته قبلا که همان طور
تعریف ری دی ل ش به [١٣] لیوینگستون و اندرسون توسط مفهوم این شد. بیان جابه جایی

گرفت. قرار پایه تعریف به عنوان که شد،
مقسوم علیه  آن رئوس که است گراف ،R حلقه ی به وابسته صفر مقسوم علیه  ١ . ٣ . ١. گراف تعریف
نماد با آن را و ab = ٠ هرگاه مجاورند b و a متمایز رأس دو و م باشند R حلقه غیربدیه صفر

م دهند. نشان Γ(R)

باشد. صحیح دامنه R اگر وتنها اگر است ته Γ(R) گراف بنابراین
Γ(R) این صورت در باشد. جابه جایی حلقه ای R کنید فرض [٢ . ٣ قضیه ،١٣] .١ . ٣ . ٢ قضیه
آن گاه باشد، دور شامل Γ(R) اگر به علاوه، .diam(

Γ(R)
)

≤ ٣ هم چنین است، همبند
.gr(Γ(R)

)
≤ ٧

دور شامل و جابه جایی ، آرتین حلقه ی ی R اگر که دادند نشان لیوینگستون و اندرسون
دلخواه جابه جایی حلقه ی هر برای نتیجه این که زدند حدس و gr

(
Γ(R)

)
≤ ۴ آن گاه باشد،

شد. اثبات مستقل به طور [٢۴] دیمیر و [۶٣] مولای توسط آن ها حدس است. برقرار
Γ(R) این صورت، در باشد. جابه جایی حلقه ای R کنید فرض [٢ . ٨ قضیه ،١٣] .١ . ٣ . ٣ قضیه

.xy = ٠ ،x, y ∈ Z(R) هر برای یا و R ∼= Z٢ × Z٢ اگر تنها و اگر است کامل
تحت گراف ها این خواص آیا که است این م باشد مطرح زمینه این در که جالبی سوال
حلقه ی م رسد ذهن به که توسیع اولین نه؟ یا م شوند حفظ حلقه ها مختلف توسیع های
لس استی و ندال کوی آکستل، ٢٠٠۵ سال در است. توان سری های حلقه ی و جمله ای ها چند
مورد را R[[x]] توان سری های حلقه ی و R[x] چندجمله ای ها حلقه ی با متناظر گراف ،[١٧]

دادند. قرار مطالعه
به طوری که باشد جابه جایی حلقه ای R کنید فرض [٣ . ٢ قضیه ،١٧] .۴ . ١ . ٣ قضیه

معادلند: زیر شرایط این صورت در .R ̸= Z٢ × Z٢

است؛ کامل گراف Γ(R) (١)
است؛ کامل گراف Γ

(
R[x]

) (٢)
است. کامل گراف Γ

(
R[[x]]

) (٣)
گراف های Γ

(
R[[x]]

) و Γ
(
R[x]

) بعلاوه، است. کامل گراف Γ(R) آن گاه ،R = Z٢ ×Z٢ اگر
.diam(

Γ(R[x])
)
= diam

(
Γ(R[[x]])

)
= ٢ بنابراین، هستند. کامل بخش دو



مقدمات قضایای و مفاهیم تعاریف، ١٠
diam

(
Γ(R)

)
= که دارد وجود ای حلقه آیا که است این م باشد مطرح قسمت این در که سوال

به فیلدز(١٩٧١) مقاله از مثال با آکستل )diam؟
Γ(R[[x]])

)
= ٣ یا diam(

Γ(R[x])
)
= ٣ اما ٢

داد. پاس سوال این
و باشد میدان ی K کنید فرض [٣ . ٣ مثال ،١٧] .۵ . ١ . ٣ مثال

R = K[Y, {Xi}∞i=٠]/
(
{X٠Y } ∪ {Xi −Xi+١Y }∞i=٠

)
.

.diam(
Γ(R[[W ]])

)
= ٣ اما ،diam(

Γ(R)
)
= ٢ در این صورت

متغیرهای همه ی پوچ ساز در X٠ لذا ،X٠Xi = X٠Xi+١Y = ٠ و X٠Y = ٠ چون حل:
X١Y = X٠ ̸= اما X١Xi = X١Xi+١Y = X٠Xi+١ = ٠ چون ر، دی ازطرف دارد. قرار ر دی
X٢Xi = چون هم چنین، م کند. پوچ را Y به غیراز ر دی متغیرهای همه X١ بنابراین ،٠
Y به غیراز ر دی متغیرهای همه X٢ بنابراین ،X٢Y = X١ ̸= ٠ اما X٢Xi+١Y = X١Y = ٠
Y به غیراز ر دی متغیرهای همه (i ≥ ١) Xi که م بینیم روند، این ادامه با م کند. پوچ را
و XiY i = X٠ ،XiY i+r = X٠Y r = ٠ ،XiY = Xi−١ که م شود مشاهده م کند. پوچ را
r = k٠ +∑∞

j=١ ljY j
+
∑∞

i=٠ ki+١Xi به فرم م توان را R از عنصر هر بنابراین، .Xi+rY i = Xr

نتیجه، در هستند. صفر ljها و kiها متناه تعداد اما همه  و ki, lj ∈ K آن در که نوشت،
ثابت جمله هیچ دارای r آن گاه ،r ∈ Z(R) اگر که کنید توجه .ann(Y ) = {kX٠ | k ∈ K}

لذا است. ٢ طول به مسیر ی r١ − X٠ − r٢ ،r١, r٢ ∈ Z(R)∗ هر برای بنابراین نیست؛
.diam(

Γ(R)
)
= ٢

g(W ) ∈ کنید فرض .f(W ) ∈ Z
(
R[[W ]]

)∗ نتیجه در .f(W ) = Y − W کنید فرض
g(W ) = a٠+a١W+a٢W ٢+· · · کرد فرض م توان مسئله کلیت از کاستن بدون .ann(f(W )

)
به علاوه، .a٠ = kX٠ لذا ،a٠Y = ٠ درنتیجه (Y − W )g(W ) = ٠ چون .a٠ ̸= ٠ به طوری که
لذا d(f(W ), Y

)
> ٢ دراین صورت .a١Y = kX٠ ̸= ٠ که م دهد نتیجه −kX٠W + a١YW = ٠

.diam(
Γ(R)

)
= ٣ بنابراین .d(f(W ), Y

)
= ٣

عناصر همه ی مجموعه ی آن گاه باشد، دار ی و جابه جایی حلقه ی R اگر م کنیم یادآوری
طبق این رو از م دهد. یل تش را R از شده اشباع و بسته ضربی زیرمجموعه ی ی R منظم

م باشد. R اول ایده آل Pi هر به طوری که ،Z(R) = ∪i∈ΛPi ،[۵٠]
و diam

(
Γ(R)

)
≤ ٢ باشد، جابه جایی حلقه ای R کنید فرض [۵ . ٣ نتیجه ،١٧] .۶ . ١ . ٣ گزاره

.|Λ| ≤ ٢ آن گاه باشد، متناه Λ اگر .Z(R) = ∪i∈ΛPi

صدق قبل گزاره شرایط در نوتری حلقه ی هر که م دهد نشان [۵٠] کاپلانس از ٨٠ قضیه
م کند.

که باشد نوتری و جابه جایی حلقه ا ی R کنید فرض [٣ . ٨ گزاره ،١٧] .١ . ٣ . ٧ قضیه
.diam(

Γ(R[x])
)
= ٢ آن گاه باشد، R از اول ایده آل ی Z(R) = P اگر .diam(

Γ(R)
)
= ٢
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اگر باشد. نوتری و جابه جایی حلقه ا ی R کنید فرض [٣ . ٩ قضیه ،١٧] .١ . ٣ . ٨ قضیه

.diam(
Γ(R[[x]])

)
= ٢ آن گاه ،diam(

Γ(R)
)
= ٢

به طوری که باشد نوتری و جابه جایی حلقه ی ی R کنید فرض [٣ . ١١ قضیه ،١٧] .١ . ٣ . ٩ قضیه
معادلند: زیر گزاره های این صورت در باشد. داشته غیربدیه صفر مقسوم علیه و R ̸= Z٢ ×Z٢

)diam؛
Γ(R)

)
= ٢ (١)

)diam؛
Γ(R[x])

)
= ٢ (٢)

)diam؛
Γ(R[[x]])

)
= ٢ (٣)

Z(R) یا و ندارند باهم اشتراک هیچ که اول ایده آل دو از اجتماع با است برابر Z(R) (۴)
.Z(R)٢ ̸= ٠ به طوری که است اول ایده آل

باشد. دار ی لزوماً نه و جابه جایی حلقه ی ی R کنیم فرض [٣ . ۴ قضیه ،١٧] .١ . ٣ . ١٠ قضیه
پوچ توان عنصر هیچ R اگر به علاوه، .gr(Γ(R)

)
≤ gr

(
Γ(R[x])

)
= gr

(
Γ(R[[x]])

) در این صورت
.gr(Γ(R)

)
= gr

(
Γ(R[x])

)
= gr

(
Γ(R[[x]])

) آن گاه باشد، دور شامل Γ(R) و باشد نداشته ناصفر
بسیار غیرکاهش حلقه ی و کاهش حلقه ی در صفر مقسوم علیه های رفتار کل حالت در
حلقه ی در نابدیه صفر مقسوم علیه ی که است این در آن ها عمده ی تفاوت است. متفاوت
همه ی در مشمول نم تواند اما یرد ب قرار مینیمال اول ایده آل ی در حداقل باید کاهش
از اجتماع Z(R) باشد، کاهش حلقه ی R اگر بنابراین باشد. مینیمال اول ایده آل های
و Γ

(
R[x]

) ،Γ(R) گراف های قطر [۵٧] مرج در لوکاس است. مینیمال اول ایده آل های
حلقه های برای او کرد. رده بندی R حلقه ی ویژگ های از استفاده با منحصراً را Γ

(
R[[x]]

)
قطر شد موفق غیرکاهش حلقه  ی برای و داد ارائه گراف سه هر از کامل رده بندی کاهش

کند. رده بندی را Γ
(
R[x]

) و Γ(R)

دارای R حلقه ی اگر باشد. کاهش حلقه ای R کنید فرض [٢ . ١ قضیه ،۵٧] .١ . ٣ . ١١ قضیه
و a به طوری که باشد موجود a, b ∈ Z(R) ناصفر عناصر و باشد مینیمال اول ایده آل دو از بیش

.diam(
Γ(R)

)
= ٣ آن گاه نباشند، ناصفر مشترک پوچ ساز دارای b

ناصفر عناصر اگر باشد. غیرکاهش حلقه ای R کنید فرض [۴ . ٢ قضیه ،۵٧] .١ . ٣ . ١٢ قضیه
آن گاه نباشد، ناصفر پوچ ساز دارای {a, b} به طوری که باشد موجود a, b ∈ Z(R)

.diam(
Γ(R)

)
= ٣

در این صورت: باشد. جابه جایی حلقه ی R کنید فرض [۶ . ٢ قضیه ،۵٧] .١ . ٣ . ١٣ قضیه
باشد؛ ریخت ی Z٢[y]/(y٢) یا Z۴ با R اگر تنها و اگر diam(

Γ(R)
)
= ٠ (١)
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و ab = ٠ ،a, b ∈ R متمایز صفر مقسوم علیه دو هر برای اگر تنها و اگر diam(

Γ(R)
)
= ١ (٢)

باشد؛ داشته غیربدیه صفر مقسوم علیه دو حداقل R

باشد مینیمال اول ایده آل دو دقیقاً با کاهش R (الف) اگر تنها و اگر diam(
Γ(R)

)
= ٢ (٣)

که باشد ایده آل Z(R) (ب) یا و باشد داشته غیربدیه صفر مقسوم علیه سه حداقل و
باشند؛ ناصفر مشترک پوچ ساز دارای متمایز صفر مقسوم علیه دو هر و Z(R)٢ ̸= ٠

پوچ ساز به طوری که باشند موجود ٠ ̸= a, b ∈ Z(R) اگر تنها و اگر diam(
Γ(R)

)
= ٣ (۴)

اول ایده آل دو از بیش با کاهش حلقه ی R (الف) و باشند نداشته ناصفر مشترک
باشد. غیرکاهش R (ب) یا باشد، مینیمال

چند دو g(x) و f(x) و باشد جابه جایی R حلقه ی اگر که کرد ثابت ١٩۴٢ سال در م کوی
چندجمله ای های از کدام هر آن گاه ،f(x)g(x) = ٠ که به گونه ای باشند R[x] از ناصفر جمله ای
موجود به گونه ای r ∈ R ناصفر عضو یعن م باشند، R حلقه ی در ناصفر پوچ سازی دارای فوق

متناه ایده آل هر هرگاه گویند م کوی را R حلقه ی قضیه این براساس .rg(x) = ٠ که است
مفهوم این [۶۵] نیلسن۵ باشد. ناصفر پوچ ساز دارای است Z(R) در مشمول که شده تولید
f(x) هرگاه م شود نامیده راست م کوی R حلقه ی داد. تعمیم ناجابه جایی حلقه ی به را
ناصفر عضو آن گاه ،f(x)g(x) = ٠ که به گونه ای باشند R[x] از ناصفر چندجمله ای دو g(x) و
تعریف مشابه به طور نیز چپ م کوی حلقه  ی .f(x)c = ٠ که است موجود به گونه ای c ∈ R

پیدا انتقال توان سری های حلقه ی به م کوی خاصیت [٢٢] نیلسن و کامیلو۶ بنابر م شود.
م شود. منتقل چندجمله ای ها حلقه ی به خاصیت این که است حال در این و نم کند

است. م کوی R[x] معمول چندجمله ای های حلقه ی [٣ . ١ قضیه ،۵٧] .١۴ . ١ . ٣ قضیه
ایده آل Z(

R[x]
) باشد. جابه جایی حلقه ی ی R کنید فرض [٣ . ٣ قضیه ،۵٧] .١۵ . ١ . ٣ قضیه

باشد. R از ایده آل Z(R) و م کوی R حلقه ی اگر تنها و اگر است R[x] از
و کرد رده بندی R ایده آل های براساس را R[x] گراف قطر فوق قضیه از استفاده با لوکاس

پرداخت. Γ(R[x]
) گراف قطر و Γ(R) گراف قطر به مقایسه ن مم حالات گرفتن در نظر با

این صورت: در باشد. جابه جایی حلقه ای R کنید فرض [۴ . ٣ قضیه ،۵٧] .١۶ . ١ . ٣ قضیه
)diam؛

Γ(R)
)
≥ ١ (١)

Z(R)٢؛ = (٠) به طوری که باشد غیرکاهش حلقه ای R اگر تنها و اگر diam(
Γ(R[x])

)
= ١ (٢)

اول ایده آل دو دقیقاً با کاهش حلقه ی R (الف) اگر تنها و اگر diam(
Γ(R[x])

)
= ٢ (٣)

به طوری که باشد R از ایده آل Z(R) و م کوی حلقه ی R حلقه ی (ب) یا باشد، مینیمال
Z(R)٢؛ ̸= (٠)

5Nielsen 6Camillo
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مینیمال اول ایده آل دو دقیقاً با کاهش حلقه ی R اگر تنها و اگر diam(

Γ(R[x])
)
= ٣ (۴)

نباشد. ایده آل Z(R) یا نباشد م کوی R حلقه ی و نباشد
در این صورت: باشد. جابه جایی حلقه ی ی R کنید فرض [۶ . ٣ قضیه ،۵٧] .١ . ٣ . ١٧ قضیه

ریخت ی Z٢[y]/(y٢) یا Z۴ با R گر تنها و اگر diam(
Γ(R[x])

)
= ١ و diam

(
Γ(R)

)
= ٠ (١)

باشد؛
بیش که باشد غیرکاهش حلقه ای R اگر تنها و اگر diam(

Γ(R)
)
= diam

(
Γ(R[x])

)
= ١ (٢)

Z(R)٢؛ = (٠) و دارد غیربدیه صفر مقسوم علیه ی از
باشد؛ ریخت ی Z٢ × Z٢ با R اگر تنها و اگر diam(

Γ(R[x])
)
= ٢ و diam

(
Γ(R)

)
= ١ (٣)

دقیقاً با کاهش حلقه ی R (الف) اگر تنها و اگر diam(
Γ(R)

)
= diam

(
Γ(R[x])

)
= ٢ (۴)

یا دارد غیربدیه صفر مقسوم علیه دو از بیش به طوری که باشد مینیمال اول ایده آل دو
است؛ م کوی حلقه ی R و Z(R)٢ ̸= (٠) به طوری که باشد R از ایده آل Z(R) (ب)

بطوری که باشد R از ایده آل Z(R) اگر تنها و اگر diam(
Γ(R[x])

)
= ٣ و diam

(
Γ(R)

)
= ٢ (۵)

پوچ ساز دارای b و a متمایز غیربدیه صفر مقسوم علیه  جفت هر اما نیست م کوی R

باشند؛ ناصفر مشترک
دو دقیقاً با کاهش حلقه ی R اگر تنها و اگر diam

(
Γ(R)

)
= diam

(
Γ(R[x])

)
= ٣ (۶)

باشد موجود b و a غیربدیه صفر مقسوم علیه  جفت ی و نباشد مینیمال اول ایده آل
نباشند. ناصفر مشترک پوچ ساز دارای به طوری که

رده بندی م توان R[[x]] توان سری های حلقه ی برای باشد کاهش حلقه ی R که حالت در
آورد. به دست R ایده آل های از استفاده با را Γ

(
R[[x]]

) قطر از کامل
صحیح حوزه که باشد کاهش حلقه ی ی R کنید فرض [٩ . ۴ قضیه ،۵٧] .١ . ٣ . ١٨ قضیه

بعلاوه، .١ ≤ diam
(
Γ(R)

)
≤ diam

(
Γ(R[x])

)
≤ diam

(
Γ(R[[x]])

)
≤ ٣ در این صورت نیست.

Z٢ ×Z٢ با R اگر تنها و اگر diam(
Γ(R[x])

)
= diam

(
Γ(R[[x]])

)
= ٢ و diam

(
Γ(R)

)
= ١ (١)

باشد؛ ریخت ی
دو دقیقاً R اگر تنها و اگر diam(

Γ(R)
)
= diam

(
Γ(R[x])

)
= diam

(
Γ(R[[x]])

)
= ٢ (٢)

از جفت هر برای یا نیست ریخت ی Z٢ × Z٢ با که باشد داشته مینیمال اول اید ه آل
ناصفر پوچ ساز I+J دارند، ناصفر پوچ ساز های که J و I شده ی تولید شمارا ایده آل های

است)؛ ایده آل ی Z(R) و م کوی R ) باشد داشته
م کوی R اگر تنها و اگر diam(

Γ(R[[x]])
)
= ٣ و diam

(
Γ(R)

)
= diam

(
Γ(R[x])

)
= ٢ (٣)

باشند داشته وجود J و I شده تولید شمارا ایده آل های و باشد R ایده آل ی Z(R) و
ندارد؛ ناصفر پوچ ساز I + J اما دارند ناصفر پوچ سازهای به طوری که
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ایده آل Z(R) اگر تنها و اگر diam(

Γ(R[x])
)
= diam

(
Γ(R[[x]])

)
= ٣ و diam

(
Γ(R)

)
= ٢ (۴)

پوچ ساز است، Z(R) در مشمول که عضو دو توسط شده تولید اید ه آل هر و باشد R از
نباشد؛ م کوی R اما باشد داشته ناصفر

از بیش دارای R اگر فقط و اگر diam(
Γ(R)

)
= diam

(
Γ(R[x])

)
= diam

(
Γ(R[[x]])

)
= ٣ (۵)

داشته وجود b و a غیربدیه صفر مقسوم علیه  جفت ی و باشد مینیمال اول ایده آل دو
ندارند. ناصفر مشترک پوچ ساز به طوری که باشد

حلقه ی صفر مقسوم علیه  گراف مفهوم [۶٧] در ردموند شد، اشاره قبلا که همان طور
حلقه ی صفر مقسوم علیه  جهت دار گراف داد. تعمیم ناجابه جایی حلقه ی به را جابه جایی
مجموعه آن رئوس که است گراف م دهند، نمایش Γ(R) نماد با آن را که ،R ناجابه جایی
یال ی x −→ y ،y و x متمایز رأس دو هر برای و م باشند غیربدیه صفر مقسوم علیه های
،xy = yx = ٠ به طوری که باشند متمایز رأس دو y و x اگر .xy = ٠ و x ̸= y اگر تنها و اگر است
Γ(R) غیرجهت دار و ساده گراف هم چنین دارد. وجود y و x بین جهت دار یال دو در این صورت
.yx = ٠ یا xy = ٠ اگر مجاورند y و x متمایز رأس دو هر و Z(R)∗ رئوس مجموعه با است گراف
با R حلقه ی به مربوط صفر مقسوم علیه  گراف تعریف ،R جابه جایی حلقه ی برای کنید توجه

است. منطبق Γ(R) تعریف
مقسوم علیه  جهت دار گراف جابه جایی، حلقه های به مربوط صفر مقسوم علیه  گراف برخلاف
مسئله این دهنده نشان [ ٢ . ٢ مثال ،۶٧] که نیست همبند لزوماً ناجابه جایی حلقه ی صفر

م باشد.
در این صورت .Z(R)∗ ̸= ∅ و باشد دلخواه حلقه ا ی R کنید فرض [٢ . ٣ قضیه ،۶٧] .١ . ٣ . ١٩ قضیه
آن گاه باشد، همبند Γ(R) اگر هم چنین .Zl(R) = Zr(R) اگر تنها و اگر است همبند Γ(R)

.diam(
Γ(R)

)
≤ ٣

در .Z(R)∗ ̸= ∅ و باشد دلخواه حلقه ا ی R کنید فرض [٣ . ٢ قضیه ،۶٧] .١ . ٣ . ٢٠ قضیه
.diam(

Γ(R)
)
≤ ٣ و است همبند Γ(R) این صورت

Γ(R) اگر .Z(R)∗ ̸= ∅ و باشد دلخواه حلقه ا ی R کنید فرض [٣ . ٣ قضیه ،۶٧] .١ . ٣ . ٢١ قضیه
.gr(Γ(R)

)
≤ ٣ آن گاه باشد دور ی شامل

فشرده صفر مقسوم علیه  گراف بر مروری ۴ . ١
صفر مقسوم علیه  گراف از شده فشرده نسخه ی صفر مقسوم علیه  هم ارزی کلاس های گراف
توسط شده تولید “ شلوغ ” م تواند که است شده ساخته به گونه ای م باشد، Γ(R)

ایده از گرفتن الهام با [٧٠] مرج در اسپایرف و ام وی دهد. کاهش را صفر مقسوم علیه های
،[٩] مرج در کردند. تعریف را صفر مقسوم علیه  هم ارزی های کلاس گراف [۶٣] مولای



١۵ فشرده صفر مقسوم علیه  گراف بر مروری
توسط شده تعریف R حلقه ی صفر مقسوم علیه  هم ارزی کلاس های گراف لاگرانژ و اندرسون
که کردند بررس را شرایط آن ها نامیدند. فشرده صفر مقسوم علیه  گراف را ام وی و اسپایرف
R حلقه  ی فشرده صفر مقسوم علیه  گراف به طوری که است موجود S مانند حلقه ای آن، تحت

است. ریخت ی S حلقه ی صفر علیه های مقسوم گراف با
صورت این به R روی ∼ رابطه ،a, b ∈ R هر برای باشد. جابه جایی حلقه ای R کنید فرض
.annR(a) = {r ∈ R|ar = ٠} که annR(a) = annR(b) اگر وتنها اگر a ∼ b م شود: تعریف
بوضوح .[a]R = {b ∈ R|a ∼ b} ،a ∈ R هر برای م باشد. هم ارزی رابطه ی ∼ رابطه
[a]R·[b]R = [ab]R به صورت هم ارزی کلاس های روی ضرب عمل .[١]R = R\Z(R) و [٠]R = {٠}
یرید. ب نظر در را RE =

{
[r]R|r ∈ R

} مجموعه ی است. خوش تعریف عمل این م شود، تعریف
است. جابه جایی تکوار ی فوق عمل با همراه RE بنابراین

م دهیم، نشان ΓE(R) نماد با که ،R حلقه ی فشرده صفر مقسوم علیه  گراف .١ . ۴ . ١ تعریف
م باشند ∼ رابطه توسط Z(R)∗ عناصر شده القا هم ارزی کلاس های آن رئوس که است گراف

.ab = ٠ اگر تنها و اگر [a]R · [b]R = ٠ اگر تنها و اگر مجاورند [b]R و [a]R متمایز رأس دو و
ΓE(R) در [b]R و [a]R آن گاه باشند، Γ(R) در مجاور متمایز رئوس b و a اگر که کنید توجه

.[a]R ̸= [b]R اگر تنها و اگر مجاورند
باشد موجود y ∈ R هرگاه است، وابسته اول P اول ایده آل ،R جابه جایی حلقه ی برای
نشان Ass(R) با را R حلقه ی وابسته اول ایده آل های مجموعه ی .P = ann(y) به طوری که
و م باشد متناه مجموعه ی ی Ass(R) ،R نوتری حلقه ی برای که است واض م دهند.
وابسته اول ایده آل ی F = {ann(x) | ٠ ̸= x ∈ R} ایده آل های خانواده از ماکسیمال عنصر هر
وجود P 7→ [y] ضابطه با ΓE(R) گراف رئوس مجموعه به Ass(R) از نشاننده نگاشت ی است.

.P = ann(y) که دارد
ارتباط برقراری زمینه این در ران پژوهش مهم اهداف از ی شد گفته قبلا که همان طور
استفاده با توانستند اسپایرف و هام وی است، بوده گراف ها خواص و حلقه جبری خواص بین
از برخ و کنند برقرار ارتباط وابسته اول  ایده آل های و ΓE(R) گراف رئوس بین فوق نگاشت از

کنند. بررس را ΓE(R) گراف ویژگ های
دو هر دراین صورت، باشد. نوتری و جابه جایی حلقه ا ی R کنید فرض [١ . ٢ لم ،٧٠] .٢ . ۴ . ١ لم
وابسته اول ایده آل ی ΓE(R) از [v] رأس هر بعلاوه، مجاورند. هم با Ass(R) از متمایز عنصر

است. مجاور F در ماکسیمال وابسته اول ایده آل ی با یا است
این صورت، در باشد. نوتری و جابه جایی حلقه ا ی R کنید فرض [۴ . ١ گزاره ،٧٠] .٣ . ۴ . ١ گزاره

.diam(
ΓE(R)

)
≤ ٣ و است همبند ΓE(R) گراف

به طوری که باشد نوتری و جابه جایی حلقه ای R کنید فرض [ ۵ . ١ گزاره ،٧٠] .۴ . ۴ . ١ قضیه
نیست. کامل ΓE(R) این صورت در باشد. رأس ٣ حداقل دارای ΓE(R)
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ΓE(R) اگر باشد. نوتری و جابه جایی حلقه ای R کنید فرض [١ . ٧ گزاره ،٧٠] .۵ . ۴ . ١ قضیه

.ΓE(R) = Kn,١ ،n ≥ ١ بعض برای و r = ٢ آن گاه باشد، کامل r‐بخش گراف
آن گاه باشد، جابه جایی حلقه ای R اگر [٢ . ١ گزاره ،٧] .۶ . ۴ . ١ گزاره

.diam(
ΓE(R)

)
≤ diam

(
Γ(R)

)
.diam(

Γ(R)
)
∈ {٠, ١} آن گاه ،diam(

ΓE(R)
)
= ٠ اگر [٢.٢ قضیه ،٧] .٧ . ۴ . ١ گزاره

.diam(
ΓE(R)

)
= ٣ آن گاه ،diam(

Γ(R)
)
= ٣ اگر [٣ . ٢ قضیه ،٧] .٨ . ۴ . ١ گزاره

حداکثر ΓE(R) گراف قطر ،R جابه جایی حلقه ی برای ،٨ . ۴ . ١ و ۶ . ۴ . ١ گزاره های به توجه با
است. ٣

ΓE(R) اگر باشد. نوتری و جابه جایی حلقه ای R کنید فرض [٣ . ١ قضیه ،٧] .٩ . ۴ . ١ قضیه
.gr(ΓE(R)

)
≤ ۴ آن گاه باشد، دور ی شامل

.gr(ΓE(R)
)
≥ gr

(
Γ(R)

) آن گاه باشد، دور ی شامل ΓE(R) اگر [٣ . ٣ قضیه ،٧] .١٠ . ۴ . ١ قضیه



٢ فصل

صفر مقسوم علیه  گراف قطر بررس
فشرده

در بپردازیم. فشرده صفر مقسوم علیه  گراف قطر بررس و مطالعه به که داریم قصد فصل این در
ی و م کنیم بررس است، جابه جایی R حلقه ی آن، در که را ΓE(R) گراف قطر اول، بخش

در م دهیم. ارائه فشرده صفر مقسوم علیه  گراف قطر برای ن مم مقادیر از کامل رده بندی
قطر و داده تعمیم ناجابه جایی حلقه های به را فشرده صفر مقسوم علیه  گراف مفهوم دوم، بخش
لوران اریب چندجمله ای های حلقه ی فشرده صفر مقسوم علیه  گراف و صفر مقسوم علیه  گراف
در م کنیم. مطالعه را است، α‐سازگار و برگشت پذیر حلقه ای R آن در که ،ΓE

(
R[x, x−١;α])

فشرده صفر مقسوم علیه  گراف قطر ،R ,α)‐سازگار δ) و برگشت پذیر حلقه ی برای ، پایان بخش
مقادیر همه ی و م دهیم قرار بررس و مطالعه مورد R[x;α, δ] اریب چندجمله ای های حلقه ی
م کنیم. دسته بندی کامل به طور را ΓE

(
R[x;α, δ]

) و Γ
(
R[x;α, δ]

) گراف های قطر برای ن مم

م باشد. [٣۵ ،٣٣ ،٣٢] مراج از برگرفته فصل این مطالب



فشرده صفر مقسوم علیه  گراف قطر بررس ١٨

حلقه های فشرده صفر مقسوم علیه  گراف قطر بررس ٢ . ١
جابه جایی

و است همبند ΓE(R) فشرده گراف R جابه جایی حلقه برای شد، گفته قبلا که همان طور
R که زمان ،ΓE(R) برای کاف شرط ی ابتدا بخش، این در .diam(

ΓE(R)
)
≤ ٣ هم چنین

شرط ی شرط، این داد خواهیم نشان بعداً باشد. ٣ قطر دارای تا م کنیم مهیا است، کاهش
بر علاوه م دهیم. ارائه نیز R غیرکاهش حلقه ی برای مشابه هم ارزی سپس و است لازم

م دهیم. ارائه R ایده آل های برحسب ،ΓE(R) گراف قطر برای کامل رده بندی ی ، این
مینیمال اول ایده آل دو از بیش دارای R اگر باشد. کاهش حلقه ای R کنید فرض .٢ . ١ . ١ قضیه
نباشد، ناصفر پوچ ساز دارای {a, b} به طوری که باشند موجود a, b ∈ Z(R) ناصفر عناصر و باشد

.diam(
ΓE(R)

)
= ٣ آن گاه

αβ ̸= ٠ به طوری که دارند وجود α, β ∈ Z(R) ناصفر عناصر ،١ . ٣ . ١١ قضیه از استفاده با برهان.
.diam(

ΓE(R)
)
= ٣ بنابراین ندارد. ناصفری پوچ ساز {α, β} و

موجود a, b ∈ Z(R) ناصفر عناصر اگر باشد. غیرکاهش حلقه ای R کنید فرض .٢ . ١ . ٢ قضیه
.diam(

ΓE(R)
)
= ٣ آن گاه باشد، نداشته ناصفر پوچ ساز {a, b} به طوری که باشند

αβ ̸= ٠ به طوری که دارند وجود α, β ∈ Z(R) ناصفر عناصر ،١ . ٣ . ١٢ قضیه از استفاده با برهان.
.diam(

ΓE(R)
)
= ٣ بنابراین ندارد. ناصفری پوچ ساز {α, β} و

م باشد. R ایده آل های برحسب ،ΓE(R) گراف قطر رده بندی بعدی، نتیجه
باشد. غیربدیه صفر مقسوم علیه های با جابه جایی حلقه ا ی R کنید فرض .٢ . ١ . ٣ قضیه

دراین صورت:
|Z(R)|؛ ≥ ٢ و Z(R)٢ = ٠ اگر تنها و اگر diam(

ΓE(R)
)
= ٠ (١)

اول ایده آل دو دقیقاً با کاهش حلقه ای R (الف) اگر تنها و اگر diam(
ΓE(R)

)
= ١ (٢)

Z(R) = به طوری که است موجود a ∈ Z(R)∗ و |ΓE(R)| = ٢ (ب) یا باشد، مینیمال
annR(a)؛

مقسوم علیه  جفت هر و باشد ایده آل ی Z(R) (الف) اگر تنها و اگر diam(
ΓE(R)

)
= ٢ (٣)

،a ∈ Z(R)∗ هر برای و باشند ناصفر مشترک پوچ ساز دارای متمایز غیربدیه صفر
b, c ∈ Z(R)∗ و Z(R) = annR(a) ،a ∈ Z(R)∗ بعض برای (ب) یا ،Z(R) ̸= annR(a)

R[b]؛ ̸= [c]R و bc ̸= ٠ به طوری که باشد موجود
.diam(

Γ(R)
)
= ٣ اگر تنها و اگر diam(

ΓE(R)
)
= ٣ (۴)



١٩ جابه جایی حلقه های فشرده صفر مقسوم علیه  گراف قطر بررس
چون آن گاه ،diam(

ΓE(R)
)

= ٣ اگر م پردازیم. (۴) گزاره اثبات به ابتدا برهان.
.diam(

Γ(R)
)
= ٣ به وضوح ،diam(

ΓE(R)
)
≤ diam

(
Γ(R)

)
م شود. نتیجه ٢ . ١ . ٢ و ٢ . ١ . ١ ،١ . ٣ . ١٣ قضایای از عکس قسمت

لذا و ،|ΓE(R)| = {[a]R} ،a ∈ Z(R) ناصفر عنصر برای آن گاه ،diam(
ΓE(R)

)
= ٠ اگر (١)

.|Z(R)| ≥ ٢ و Z(R)٢ = ٠ بنابراین .annR(x) = annR(a) داریم ،x ∈ Z(R)∗ هر برای
،a, b ∈ Z(R)∗ هر برای بنابراین .Z(R)٢ = ٠ و |Z(R)| ≥ ٢ کنید فرض بالعکس،

.diam(
ΓE(R)

)
= ٠ م دهد نتیجه که annR(a) = annR(b)

به طوری که است موجود a, b ∈ Z(R)∗ دراین صورت .diam(
ΓE(R)

)
= ١ کنید فرض (٢)

.diam(
Γ(R)

)
∈ {١,٢} لذا ،diam(

ΓE(R)
)
≤ diam

(
Γ(R)

) آن جایی که از هم چنین .[a]R ̸= [b]R

،١ . ٣ . ٣ قضیه از استفاده با آن گاه باشد، غیرکاهش R اگر .diam(
Γ(R)

)
= ١ که کنید فرض

با نتیجه در است. کاهش R لذا است. تناقض در diam
(
ΓE(R)

)
̸= ٠ با که ،Z(R)٢ = ٠

است. مینیمال اول ایده آل دو دارای R لذا و R ∼= Z٢ × Z٢ ،١ . ٣ . ٣ قضیه از استفاده
(الف) ،١ . ٣ . ١٣ قضیه از استفاده با دراین صورت .daim(

Γ(R)
)
= ٢ که کنید فرض حال

م باشد، غیربدیه صفر مقسوم علیه  سه حداقل و مینیمال اول ایده آل دو دقیقاً با کاهش R

صفر مقسوم علیه  جفت هر و Z(R)٢ ̸= ٠ به طوری که م باشد R از ایده آل ی Z(R) (ب) یا
برای که م کنیم ادعا ما (ب)، حالت در هستند. مشترک پوچ ساز دارای متمایز غیربدیه
،a ∈ Z(R)∗ هر برای کنید فرض .Z(R) = annR(a) ،a ∈ Z(R)∗ عناصر بعض
یا ،b, c ∈ Z(R)∗ هر برای که، م دهد نتیجه diam

(
ΓE(R)

)
= ١ فرض .Z(R) ̸= annR(a)

b٢ = ٠ است که موجود b ∈ Z(R)∗ که دهیم نشان کافیست بنابراین .[b]R = [c]R یا bc = ٠
و bc = ٠ به طوری که b, c ∈ Z(R) کنیم فرض م دهد). نتیجه  را annR(b) = Z(R) (چون
درنتیجه و ،b+ c ∈ Z(R) لذا است، ایده آل Z(R) چون هم چنین .c(b+ c) ̸= ٠ آن گاه ،c٢ ̸= ٠

.b٢ = b(b+ c) = ٠ بنابراین .[c]R = [b+ c]R

آن گاه باشند، متمایز رئوس [c]R و [b]R ،[a]R اگر .|ΓE(R)| = ٢ م دهیم نشان حال،
وجود w ∈ ann(a) لذا .annR(a) ⊈ annR(c) و annR(a) ⊈ annR(b) که کرد فرض م توان
حالت سه این از ی نتیجه در ،diam(

ΓE(R)
)
= ١ چون .w /∈ annR(b) ∪ annR(c) که دارد

لذا ،diam(
ΓE(R)

)
= ١ چون طرف از .[c] = [w] یا [b] = [w] ،[a] = [w] م افتد: اتفاق باید

حالت های با بنابراین ،(wc ̸= ٠ و wb ̸= ٠ که (درصورت wa = ٠ و ac = ٠ ،bc = ٠ ،ab = ٠
است. تناقض در شده قید
است. واض بالعکس،

زیرا ،diam(
Γ(R)

)
= ٢ ،(۴) قسمت بنابر آن گاه ،diam(

ΓE(R)
)

= ٢ اگر (٣)
Z(R) ،(٢) قسمت و ١ . ٣ . ١٣ قضیه از استفاده با بنابراین .diam(

ΓE(R)
)
≤ diam

(
Γ(R)

)
ناصفر پوچ ساز متمایز صفر مقسوم علیه جفت هر و Z(R)٢ ̸= ٠ به طوری که است R از ایده آل
b, c ∈ Z(R)∗ آن گاه ،Z(R) = annR(a) به طوری که باشد داشته وجود a ∈ Z(R)∗ اگر دارد.

.[b]R ̸= [c]R و bc ̸= ٠ به طوری که دارد وجود
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و αβ ̸= ٠ به طوری که کنیم پیدا α, β ∈ Z(R)∗ متمایز عناصر کافیست بالعکس،
وجود b, c ∈ Z(R)∗ متمایز عناصر لذا ،Z(R)٢ ̸= ٠ چون (الف)، حالت در .[α]R ̸= [β]R

.[b]R = [c]R کنید فرض است. حاصل نتیجه آن گاه ،[b]R ̸= [c]R اگر .bc ̸= ٠ به طوری که دارد
٠ ̸= t ∈ annR(b) = annR(c) بنابراین هستند، Z(R)∗ از متمایزی عناصر c و b آن جایی که از
،[b]R ̸= [b+ t]R اگر حال، .b(b+ t) = b٢ ̸= ٠ لذا یرید. ب نظر در را b+ t و b عناصر دارد. وجود

محض زیرمجموعه ی annR(b) آن گاه .[b]R = [b+ t]R کنید فرض است. حاصل نتیجه آن گاه
،a ∈ Z(R)∗ هر برای آن جایی که از .(b + t) ∈ annR(t) \ annR(b) زیرا است، annR(t) از
و bα ̸= ٠ چون .α /∈ annR(t) به طوری که دارد وجود α ∈ Z(R)∗ لذا ،Z(R) ̸= annR(a)

م شود. حاصل نتیجه β = t گرفتن نظر در با حال .[α]R ̸= [t]R

عناصر و دارد ناصفر پوچ ساز متمایز صفر مقسوم علیه جفت هر به وضوح (ب)، حالت در
.[α]R ̸= [β]R و αβ ̸= ٠ به طوری که دارد وجود α, β ∈ Z(R)∗ متمایز

باشد. غیربدیه صفر مقسوم علیه های با جابه جایی حلقه ای R کنید فرض .۴ . ٢ . ١ قضیه
دراین صورت:

|Z(R)|؛ = ٢ اگر تنها و اگر diam(
ΓE(R)

)
= ٠ = diam

(
Γ(R)

) (١)
|Z(R)|؛ ≥ ٣ و Z(R)٢ = ٠ اگر تنها و اگر diam(

Γ(R)
)
= ١ و diam

(
ΓE(R)

)
= ٠ (٢)

R؛ ∼= Z٢ × Z٢ اگر تنها و اگر diam(
ΓE(R)

)
= diam

(
Γ(R)

)
= ١ (٣)

ایده آل دو دقیقاً با کاهش R (الف) اگر تنها و اگر diam(
Γ(R)

)
= ٢ و diam

(
ΓE(R)

)
= ١ (۴)

به طوری که باشد داشته وجود a ∈ Z(R) (ب) یا |Z(R)| ≥ ۴ که باشد مینیمال اول
|ΓE(R)|؛ = ٢ و Z(R) = annR(a)

و باشد R حلقه از ایده آل ی Z(R) اگر تنها و اگر diam(
ΓE(R)

)
= diam

(
Γ(R)

)
= ٢ (۵)

غیربدیه صفر مقسوم علیه  جفت هر و Z(R) ̸= annR(a) ،a ∈ Z(R) هر برای (الف)
به طوری که باشد موجود a ∈ Z(R)∗ (ب) یا باشند مشترک ناصفر پوچ ساز دارای متمایز
R[b]؛ ̸= [c]R و bc ̸= ٠ به طوری که باشند داشته وجود b, c ∈ Z(R)∗ و Z(R) = annR(a)

یا Z۴ با R اگر تنها و اگر diam(
Γ(R)

)
= ٠ ،١ . ٣ . ١٣ قضیه از استفاده با (٢) و (١) برهان.

مقسوم علیه ی دو هر برای اگر تنها و اگر diam(
Γ(R)

)
= ١ به علاوه، باشد. ریخت ی Z٢[y]/⟨y٢⟩

با هم چنین، باشد. غیربدیه صفر مقسوم علیه دو حداقل دارای R و ab = ٠ ،b و a متمایز صفر
بنابراین .|Z(R)| ≥ ٢ و Z(R)٢ = ٠ اگر تنها و اگر diam(

ΓE(R)
)
= ٠ ،٢ . ١ . ٣ قضیه از استفاده

است. حاصل نتیجه
(الف) و |ΓE(R)| = ٢ اگر تنها و اگر diam(

ΓE(R)
)
= ١ ،(٢)٢ . ١ . ٣ قضیه از استفاده با (٣)

a ∈ Z(R)∗ (ب) یا |Z(R)| ≥ ٣ به طوری که باشد مینیمال اول ایده آل دو دقیقاً با کاهش R

هر برای اگر تنها و اگر diam(
Γ(R)

)
= ١ هم چنین .Z(R) = annR(a) به طوری که باشد موجود
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از استفاده با آن گاه ،|Z(R)| ≥ ۴ و باشد برقرار (الف) اگر .xy = ٠ ،x, y ∈ Z(R) متمایز عنصر دو
باشد موجود a ∈ Z(R)∗ و |ΓE(R)| = ٢ اگر هم چنین .diam(

Γ(R)
)
̸= ١ داریم: ١ . ٣ . ١٣ قضیه

درنتیجه و ،cd ̸= ٠ به طوری که است موجود c, d ∈ Z(R) آن گاه ،Z(R) = annR(a) به طوری که
با کاهش R اگر تنها و اگر diam(

ΓE(R)
)
= diam

(
Γ(R)

)
= ١ بنابراین .diam(

Γ(R)
)
̸= ١

.R ∼= Z٢ × Z٢ م دهد نتیجه که ،|Z(R)| = ٣ به طوری که باشد مینیمال اول ایده آل دو دقیقاً
با کاهش R (الف) اگر تنها و اگر diam(

Γ(R)
)
= ٢ ،(٣)١ . ٣ . ١٣ قضیه از استفاده با (۴)

Z(R) (ب) یا باشد، غیربدیه صفر مقسوم علیه سه حداقل و مینیمال اول ایده آل دو دقیقاً
دارای متمایز غیربدیه صفر مقسوم علیه  جفت هر و Z(R)٢ ̸= ٠ به طوری که باشد ایده آل ی

است. حاصل نتیجه (٣)٢ . ١ . ٣ قضیه از بنابراین باشد. ناصفر مشترک پوچ ساز
و (٣)٢ . ١ . ٣ قضیه های از استفاده با آن گاه ،diam(

ΓE(R)
)
= diam

(
Γ(R)

)
= ٢ اگر (۵)

Z(R) ̸= annR(a) ،a ∈ Z(R)∗ هر برای (الف) و است R از ایده آل ی Z(R) ،(٣)١ . ٣ . ١٣ از
(ب) یا باشند، ناصفر مشترک پوچ ساز دارای متمایز غیربدیه صفر مقسوم علیه  جفت هر و
و bc ̸= ٠ به طوری که باشد موجود b, c ∈ Z(R)∗ و Z(R) = annR(a) ،a ∈ Z(R)∗ بعض برای

است. برقرار به وضوح گزاره این عکس .[b]R ̸= [c]R

است. شده اثبات (۴)٢ . ١ . ٣ قضیه در (۶)
اگر باشد. جابه جایی حلقه ای R کنید فرض م کوی) (قضیه [٢ قضیه ،۶٠] .۵ . ٢ . ١ قضیه
به طوری که دارد وجود r ∈ R ناصفر عنصر آن گاه باشد، صفر مقسوم علیه ی f(x) ∈ R[x]

.rf(x) = ٠
معادلند: زیر گزاره های دراین صورت باشد. جابه جایی حلقه ای R کنید فرض .۶ . ٢ . ١ لم

است؛ R[x] از ایده آل ی Z(
R[x]

) (١)
,annR[x]({f(x)؛ g(x)}) ̸= ٠ ،f(x), g(x) ∈ Z

(
R[x]

) هر برای (٢)
به طوری که است موجود r ∈ R ناصفر عنصر ،f(x), g(x) ∈ Z

(
R[x]

) هر برای (٣)
rf(x)؛ = ٠ = rg(x)

ی f(x) + xn+١g(x) ،deg(f(x)) = n به طوری که f(x), g(x) ∈ Z
(
R[x]

) هر برای (۴)
است. R[x] از صفر مقسوم علیه

نمود. ثابت را آن م توان [٣ . ٢ نتیجه ،۵٧] مشابه استدلال با برهان.
ایده آل هر اگر است (A) خاصیت دارای R جابه جایی حلقه ی ،[۴۶] کلر٢ و هوکابا١ بنابر
پوچ ساز دارای ،R صفر مقسوم علیه های همه ی مجموعه در مشمول R از تولیدشده متناهیاً
به جای او که شد، مطالعه [۶۶] مرج در کانتل٣ توسط اولین بار (A) خاصیت باشد. ناصفر

1Huckaba
2Keller

3Quentel
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خاصیت با جابه جایی حلقه های کلاس بود. کرده استفاده (C) شرط اصطلاح از (A) خاصیت
آن ها، کلاسی کسرهای حلقه که حلقه هایی چندجمله ای ها،  حلقه است. بزرگ بسیار (A)

آن اول ایده آل های که حلقه هایی و [۵٠] نوتری حلقه های ،[۴٣] هستند منظم نیومان فون
م باشند. (A) خاصیت دارای که هستند حلقه هایی از مثال هایی ،[۴٣] هستند ماکسیمال
به طوری که دارند وجود نوتری غیر حلقه های است داده نشان ،[۵٠] مرج در ۴ کاپلانس

نم باشند. (A) خاصیت دارای
نمایش Cf با را f ضرایب همه مجموعه ی باشد. R[x] از ناصفر عنصر ی f کنید فرض
توجه م دهیم. نشان C∗

f نماد با را f ناصفر ضرایب همه مجموعه ی هم چنین، م دهیم.
که ،[r]R[s]R = [٠]R آن گاه ،[f ]R[x][g]R[x] = [٠]R[x] به طوری که ٠ ̸= f, g ∈ R[x] اگر که کنید
بنابراین م باشند. g و f در درجه کمترین از ناصفر جملات ضرایب ٠ ̸= r, s ∈ R

.diam(
ΓE(R)

)
≤ diam

(
ΓE(R[x])

)
م دهیم. ارائه ΓE

(
R[x]

) قطر برای کامل رده بندی ی حال،
دراین صورت: باشد. جابه جایی حلقه ا ی R کنید فرض .٢ . ١ . ٧ قضیه

)diam؛
ΓE(R)

)
= ٠ اگر تنها و اگر diam(

ΓE(R[x])
)
= ٠ (١)

)diam؛
ΓE(R)

)
= ١ اگر تنها و اگر diam(

ΓE(R[x])
)
= ١ (٢)

ی Z(R) باشد، (A) خاصیت دارای R (الف) اگر تنها و اگر diam(
ΓE(R[x])

)
= ٢ (٣)

a ∈ بعض برای (ب) یا ،Z(R) ̸= annR(a) ،a ∈ Z(R) هر برای و باشد R از ایده آل
و bc ̸= ٠ که به طوری باشد موجود b, c ∈ Z(R)∗ عنصر دو و Z(R) = annR(a) ،Z(R)

R[b]؛ ̸= [c]R

حلقه ای R اگر تنها و اگر diam(
Γ(R[x])

)
= ٣ اگر تنها و اگر diam(

ΓE(R[x])
)
= ٣ (۴)

Z(R) یا باشد نداشته (A) خاصیت R و نباشد مینیمال اول ایده آل دو دقیقاً با کاهش
نباشد. ایده آل ی

حال .Z(R[x])٢ = ٠ اگر تنها و اگر Z(R)٢ = ٠ داریم م کوی قضیه از استفاده با (١) برهان.
م شود. حاصل نتیجه ،(١)٢ . ١ . ٣ قضیه از

آن جایی که از .diam(
ΓE(R[x])

)
= ١ که کنید فرض ابتدا (٢)

.diam(
ΓE(R)

)
= ١ داریم (١) قسمت از استفاده با بنابراین ،diam(

ΓE(R)
)
≤ diam

(
ΓE(R[x])

)
،|Z(R)| ≥ ٣ و باشد مینیمال اول ایده آل دو دقیقاً با کاهش حلقه ای R اگر بالعکس،
قضیه به توجه با لذا و م باشد، مینیمال اول ایده آل دو دقیقاً با کاهش حلقه ای R[x] آن گاه

.diam(
ΓE(R[x])

)
= ١ داریم: (١)٢ . ١ . ٣

b ∈ بنابراین .Z(R) = annR(a) ،a ∈ R بعض برای و |ΓE(R)| = ٢ که کنید فرض حال
م کنیم ادعا .V (

ΓE(R)
)

=
{
[a]R, [b]R

} به طوری که است موجود Z(R)

4Kaplansky
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آن گاه باشد. Z

(
R[x]

) از ناصفر عنصر ی f کنید فرض .V (
ΓE(R[x])

)
=

{
[a]R[x], [b]R[x]

}
م گیریم: نظر در را زیر حالت سه .C∗

f ⊆ Z(R) م کوی، قضیه از استفاده با
بنابراین و annR[x](f) = annR[x](a) آن گاه ،[ai]R = [a]R ،ai ∈ C∗

f هر برای اگر اول: حالت
.[a]R[x] = [f ]R[x]

بنابراین و annR[x](f) = annR[x](b) آن گاه ،[ai]R = [b]R ،ai ∈ C∗
f هر برای اگر دوم: حالت

.[b]R[x] = [f ]R[x]

هر برای و [ai]R = [a]R ،ai ∈ C∗
f١ هر برای و f١ ̸= ٠ ̸= f٢ که ،f = f١ + f٢ اگر سوم: حالت

داد نشان م توان به آسان ،annR(b) ⊆ annR(a) آن جایی که از آن گاه ،[bj ]R = [b]R ،bj ∈ C∗
f٢

.[b]R[x] = [f ]R[x] لذا و ،annR[x](f) = annR[x](b) که
.diam(

ΓE(R[x])
)
= ١ م دهد نتیجه که ،ΓE(R[x]) =

{
[a]R[x], [b]R[x]

} بنابراین
(الف) ،٢ . ١ . ٣ قضیه به توجه با دراین صورت .diam(

ΓE(R[x])
)
= ٢ کنید فرض ابتدا (٣)

Z
(
R[x]

)
̸= annR[x](f) ،f ∈ Z

(
R[x]

)∗ هر برای و Z
(
R[x]

)٢ ̸= ٠ که است ایده آل Z(
R[x]

)
است موجود g, h ∈ Z

(
R[x]

)∗ و Z
(
R[x]

)
= annR[x](f) ،f ∈ Z

(
R[x]

)∗ بعض برای (ب) یا
.[h]R[x] ̸= [g]R[x] و gh ̸= ٠ به طوری که

f ∈ هر برای و است ناصفر آن مربع که باشد ایده آل Z(
R[x]

) که کنید فرض اول: حالت
از ایده آل ی Z(R) ،١۵ . ١ . ٣ لم از استفاده با دراین صورت .Z(

R[x]
)
̸= annR[x](f) ،Z(

R[x]
)∗

.Z(R) ̸= annR(a) ،a ∈ Z(R)∗ هر برای به وضوح است. (A) خاصیت دارای R و است R
و Z

(
R[x]

)
= annR[x](f) ،f ∈ Z

(
R[x]

)∗ بعض برای که کنید فرض دوم: حالت
هر برای آن گاه .[h]R[x] ̸= [g]R[x] و hg ̸= ٠ به طوری که باشد موجود g, h ∈ Z

(
R[x]

)∗
هر برای اگر .Z(R)٢ ̸= ٠ داریم ،hg ̸= ٠ آن جایی که از .Z(R) = annR(a) ،a ∈ C∗

f

،(١) قسمت به توجه با بنابراین .diam(ΓE(R)) = ١ آن گاه ،[c]R = [d]R یا cd = ٠ ،c, d ∈ Z(R)∗

به طوری که است موجود b, c ∈ Z(R)∗ بنابراین است. تناقض ی که ،diam(
ΓE(R[x])

)
= ١

.[b]R ̸= [c]R و bc ̸= ٠
برای به طوری که باشد R از ایده آل ی Z(R) و (A) خاصیت دارای R اگر (الف) بالعکس،
R[x] از ایده آل ی Z(R[x]) ،١۵ . ١ . ٣ لم از استفاده با آن گاه ،Z(R) ̸= annR(a) ،a ∈ Z(R)∗ هر
استفاده با ،Z(R[x])٢ ̸= ٠ بنابراین .Z(R[x]) ̸= annR[x](f) ،f ∈ Z

(
R[x]

)∗ هر برای و است،
است. ناصفر پوچ ساز دارای R[x] از متمایز غیربدیه صفر مقسوم علیه  جفت هر ،۶ . ٢ . ١ لم از

.diam(
ΓE(R[x])

)
= ٢ ،٢ . ١ . ٣ قضیه از استفاده با درنتیجه

باشند موجود b, c ∈ Z(R)∗ عنصر دو و Z(R) = annR(a) ،a ∈ Z(R)∗ بعض برای اگر (ب)
با بنابراین .[b]R[x] ̸= [c]R[x] و Z(R[x]) = annR[x](a) آن گاه ،[b]R ̸= [c]R و bc ̸= ٠ به طوری که

.diam(
ΓE(R[x])

)
= ٢ ،٢ . ١ . ٣ قضیه از استفاده

م شود. نتیجه (۴)١۶ . ١ . ٣ و (۴)٢ . ١ . ٣ قضیه از (۴)

اگر diam(
ΓE(R[x])

)
= ٢ دراین صورت باشد. جابه جایی حلقه ای R کنید فرض .٢ . ١ . ٨ نتیجه



فشرده صفر مقسوم علیه  گراف قطر بررس ٢۴
باشد. (A) خاصیت دارای R و diam

(
ΓE(R)

)
= ٢ اگر تنها و

م شود. نتیجه (٣)٢ . ١ . ٧ و (٣)٢ . ١ . ٣ قضایای از برهان.
م پردازیم. ΓE(R[x]) و ΓE(R) گراف های قطر برای ن مم حالت های همه مقایسه به ادامه، در

دراین صورت: باشد. جابه جایی حلقه ای R کنید فرض .٢ . ١ . ٩ قضیه
)diam؛

ΓE(R[x])
)
= ٠ اگر تنها و اگر diam(

ΓE(R)
)
= ٠ (١)

)diam؛
ΓE(R[x])

)
= ١ اگر تنها و اگر diam(

ΓE(R)
)
= ١ (٢)

و (A) خاصیت دارای R (الف) اگر تنها و اگر diam(
ΓE(R)

)
= diam

(
ΓE(R[x])

)
= ٢ (٣)

بعض برای (ب) یا Z(R) ̸= annR(a) ،a ∈ Z(R)∗ هر برای و باشد R از ایده آل ی Z(R)

bc ̸= ٠ به طوری که باشند موجود b, c ∈ Z(R)∗ عنصر دو و Z(R) = annR(a) ،a ∈ Z(R)

R[b]؛ ̸= [c]R و
هر و باشد ایده آل ی Z(R) اگر تنها و اگر diam(

ΓE(R[x])
)
= ٣ و diam

(
ΓE(R)

)
= ٢ (۴)

دارای R و باشند ناصفر مشترک پوچ ساز دارای متمایز غیربدیه صفر مقسوم علیه  جفت
نباشد؛ (A) خاصیت

اول ایده آل دو دقیقاً با کاهش R اگر تنها و اگر diam(
ΓE(R)

)
= diam

(
ΓE(R[x])

)
= ٣ (۵)

نباشد. ایده آل Z(R) و نباشد مینیمال
هم چنین م شوند. نتیجه ٢ . ١ . ٧ و ٢ . ١ . ٣ قضایای از (٣) و (٢) ،(١) گزاره های برهان.

م شوند. نتیجه ١۶ . ١ . ٣ و ٢ . ١ . ٧ ،٢ . ١ . ٣ قضایای از (۵) و (۴) گزاره های

از کامل رده بندی ،R نوتری یا و کاهش حلقه ی برای داریم قصد بخش، این ادامه ی در
حلقه ی ی از مثال فیلدز ،[٣ مثال ،٢۶] مرج در م دهیم. ارائه ΓE

(
R[[x]]

) گراف قطر
مقسوم علیه ی s+ x به طوری که کرد ارائه s غیربدیه صفر مقسوم علیه ی با S غیرکاهش
g(x) آن گاه باشد، نوتری حلقه ای R اگر که داد نشان او هم چنین م باشد. S[[x]] از صفر
از .[۵ قضیه ،٢۶] g(x)r = ٠ ،r ∈ R بعض برای اگر تنها و اگر است صفر مقسوم علیه ی

توان سری ی که دادند نشان ،[۵ . ٣ گزاره ،٢٧] مرج در ارانش هم و گیلمر۵ ر، دی سوی
وجود t ∈ R ناصفر عنصر اگر تنها و اگر است صفر مقسوم علیه R کاهش حلقه ی روی f(x)

،f(x) = ∑
aix

i, g(x) =
∑

bjx
j ∈ R[[x]] برای به علاوه، .f(x)t = ٠ به طوری که باشد داشته

نوتری یا و کاهش حلقه ای R اگر بنابراین .aibj = ٠ ،i, j هر برای اگر تنها و اگر f(x)g(x) = ٠
است. م کوی R[[x]] توان سری های حلقه ی آن گاه باشد،

5Gilmer



٢۵ جابه جایی حلقه های فشرده صفر مقسوم علیه  گراف قطر بررس
باشد. P٢ و P١ مینیمال اول ایده آل دو دقیقاً با کاهش حلقه ای R کنید فرض .٢ . ١ . ١٠ گزاره

.diam(
ΓE(R[[x]])

)
= ١ دراین صورت

کاهش حلقه ی برای .P١ ∩ P٢ = ٠ و Z(R) = P١ ∪ P٢ لذا است، کاهش R چون برهان.
بنابراین .Z(

R[[x]]
)
⊆ Z(R)[[x]] نتیجه در است، م کوی R[[x]] توان سری های حلقه ی ،R

نتیجه که است Z(R) = P١∪P٢ در مشمول ⟨a٠, a١, . . . ⟩ آن گاه ،f(x) = ∑
aix

i ∈ Z
(
R[[x]]

) اگر
بنابراین .⟨a٠, a١, . . . ⟩ ⊆ P٢ یا ⟨a٠, a١, . . . ⟩ ⊆ P١ که م دهد
داریم ،P١P٢ = ٠ چون ر، دی سوی از .Z(

R[[x]]
)

⊆ P١[[x]] ∪ P٢[[x]]
درنتیجه .Z(

R[[x]]
)

= P١[[x]] ∪ P٢[[x]] بنابراین .P١[[x]] ∪ P٢[[x]] ⊆ Z
(
R[[x]]

)
لذا .٠ ̸= b ∈ P٢ و ٠ ̸= a ∈ P١ که ΓE

(
R[[x]]

)
=

{
[a]R[[x]], [b]R[[x]]

}
.diam(

ΓE(R[[x]])
)
= ١

اگر باشد. مینیمال اول ایده آل دو از بیش با کاهش حلقه ای R کنید فرض .٢ . ١ . ١١ گزاره
.diam(

ΓE(R[[x]])
)
= ٣ آن گاه نباشد، ایده آل Z(R)

نیست، ایده آل Z(R) و است مینیمال اول ایده آل دو از بیش با کاهش R آن جایی که از برهان.
قضیه از استفاده  با حال .diam(

Γ(R[[x]])
)

= ٣ ،[۴.۴ قضیه ،۵٧] از استفاده با بنابراین
.diam(

ΓE(R[[x]])
)
= ٣ داریم: (۴)٢ . ١ . ٣

آن گاه [f ]R[[x]][g]R[[x]] = [٠]R[[x]] شرط با ٠ ̸= f, g ∈ R[[x]] اگر که کنید توجه هم چنین
م باشند. g و f در درجه کمترین از ناصفر جملات ضرایب ٠ ̸= r, s ∈ R که [r]R[s]R = [٠]R

.diam(
ΓE(R)

)
≤ diam

(
ΓE(R[[x]])

) بنابراین
،٢ . ١ . ٣ قضیه از استفاده  با آن گاه باشد، ناصفر صفر مقسوم علیه با کاهش حلقه ای R اگر
حلقه ای R آن در که ،ΓE(R[[x]]) گراف قطر درمورد را زیر قضیه بنابراین .diam(

ΓE(R)
)
≥ ١

داشت: خواهیم است، کاهش
دراین صورت: باشد. کاهش و جابه جایی حلقه ا ی R کنید فرض .٢ . ١ . ١٢ قضیه

)diam؛
ΓE(R)

)
= ١ اگر تنها و اگر diam(

ΓE(R[[x]])
)
= ١ (١)

پوچ ساز ی دارای I + J و diam
(
ΓE(R)

)
= ٢ اگر تنها و اگر diam(

ΓE(R[[x]])
)
= ٢ (٢)

م باشند؛ ناصفر پوچ سازهای با شده تولید شمارا ایده آل های هردو J و I که باشد ناصفر
و باشد مینیمال اول ایده آل دو از بیش دارای R اگر تنها و اگر diam(

ΓE(R[[x]])
)
= ٣ (٣)

به طوری که باشند موجود ناصفر پوچ ساز با R از J و I شده ی تولید شمارا ایده آل های
باشد. نداشته ناصفر پوچ ساز I + J

چون .diam(
ΓE(R[[x]])

)
= ١ که کنید فرض ابتدا (١) برهان.

.diam(
ΓE(R)

)
= ١ آن گاه ،١ ≤ diam

(
ΓE(R)

)
≤ diam

(
ΓE(R[[x]])

)



فشرده صفر مقسوم علیه  گراف قطر بررس ٢۶
م شود. نتیجه ٢ . ١ . ١٠ و (٢)٢ . ١ . ٣ قضیه های از عکس قسمت

که این و (١) قسمت از استفاده با آن گاه .diam(
ΓE(R[[x]])

)
= ٢ کنید فرض ابتدا (٢)

قضیه از استفاده با هم چنین .diam(
ΓE(R)

)
= ٢ داریم ،diam(

ΓE(R)
)
≤ diam

(
ΓE(R[[x]])

)
است. R[[x]] از ایده آل ی Z(

R[[x]]
) ،٢ . ١ . ٣

باشند R در شده ای تولید شمارا ایده آل های J = ⟨b٠, b١, . . . ⟩ و I = ⟨a٠, a١, . . . ⟩ کنید فرض
g(x) =

∑∞
j=٠ bjx٢j+١ و f(x) =

∑∞
i=٠ aix٢i توان سری های هستند. ناصفر پوچ ساز دارای که

Z
(
R[[x]]

) آن جایی که از هستند. R[[x]] از صفر مقسوم علیه  دو هر g(x) و f(x) یرید. ب نظر در را
ضرایب به وضوح است. Z(

R[[x]]
) به متعلق نیز f(x)+g(x) بنابراین است، R[[x]] از ایده آل ی

است. R در ناصفر پوچ ساز دارای I + J درنتیجه م کند. تولید را I + J ایده آل ،f(x) + g(x)

غیربدیه صفر مقسوم علیه های g(x) =
∑∞

j=٠ bjxj و f(x) = ∑∞
i=٠ aixi کنید فرض بالعکس،

دارند وجود r, s ∈ R ناصفر عناصر بنابراین است، م کوی R[[x]] چون باشند. R[[x]] از
ایده آل های J = ⟨b٠, b١, . . . ⟩ و I = ⟨a٠, a١, . . . ⟩ درنتیجه .f(x)r = ٠ = g(x)s به طوری که
است، ناصفر پوچ ساز دارای I + J بنابراین م باشند. ناصفر پوچ سازهای با شده تولید شمارا
از ایده آل ی Z(R[[x]]) لذا است. ناصفر پوچ ساز دارای ⟨f(x), g(x)⟩ ایده آل م دهد نتیجه که
است. ناصفر پوچ ساز دارای R[[x]] از متمایز غیربدیه صفر مقسوم علیه  جفت هر و است R[[x]]

داریم: را زیر حالت دو ٢ . ١ . ٣ قضیه از استفاده با بنابراین ،diam(
ΓE(R)

)
= ٢ آن جایی که از

،f ∈ Z(R[[x]])∗ هر برای آن گاه ،Z(R) ̸= annR(a) ،a ∈ Z(R)∗ هر برای اگر اول: حالت
،(٣)٢ . ١ . ٣ قضیه از استفاده با درنتیجه است. م کوی R[[x]] زیرا ،Z(R[[x]]) ̸= annR[[x]](f)

.diam(
ΓE(R[[x]])

)
= ٢

وجود a, b ∈ Z(R)∗ عنصر دو و Z(R) = annR(a) ،a ∈ Z(R) بعض برای اگر دوم: حالت
R[[x]] بودن م کوی از استفاده با آن گاه ،[a]R ̸= [b]R و ab ̸= ٠ به طوری که باشد داشته
،(٣)٢ . ١ . ٣ قضیه به توجه با بنابراین .[a]R[[x]] ̸= [b]R[[x]] و Z

(
R[[x]]

)
= annR[[x]](a) داریم:

.diam(
ΓE(R[[x]])

)
= ٢

آن جایی که از .diam(
ΓE(R[[x]])

)
= ٣ کنید فرض (٣)

از استفاده با لذا .diam(
Γ(R[[x]])

)
= ٣ بنابراین diam

(
ΓE(R[[x]])

)
≤ diam

(
Γ(R[[x]])

)
متمایز صفر مقسوم علیه های و باشد مینیمال اول ایده آل دو از بیش دارای R ،١ . ٣ . ١٣ قضیه
و I کنید فرض .annR[[x]]

(
{f(x), g(x)}

)
= ٠ به طوری که دارد وجود f(x), g(x) ∈ Z

(
R[[x]]

)
تولید شمارا J و I آن گاه باشند. g(x) و f(x) ضرایب توسط شده تولید ایده آل های به ترتیب J

نم باشد. ناصفری پوچ ساز هیچ دارای I + J اما دارند، ناصفر پوچ ساز که هستند شده
م شود. نتیجه به آسان (٢)٢ . ١ . ٣ قضیه و (٢) قسمت از گزاره عکس

ی با S غیرکاهش حلقه ی ی از مثال ،[٢۶] مرج در فیلدز شد، اشاره قبلا که همان طور
م باشد. S[[x]] از صفر مقسوم علیه ی s+x به طوری که کرد ارائه s غیربدیه صفر مقسوم علیه



٢٧ جابه جایی حلقه های فشرده صفر مقسوم علیه  گراف قطر بررس
نم توانیم ما بنابراین نم باشد. R[x] در ناصفر پوچ ساز دارای s+x کوی م قضیه از استفاده با
حلقه ای R اگر اما یریم. ب نظر در ΓE

(
R[[x]]

) از زیرگراف به عنوان را ΓE

(
R[x]

) کل حالت در
اگر تنها و اگر fg = ٠ آن گاه ،f(x) = ∑∞

i=٠ aixi, g(x) =
∑∞

j=٠ bjxj ∈ R[[x]] و باشد کاهش
.diam(

ΓE(R)
)
≤ diam

(
ΓE(R[x])

)
≤ diam

(
ΓE(R[[x]])

) بنابراین .aibj = ٠ ،i, j هر برای
و diam

(
ΓE(R[x])

) ،diam(
ΓE(R)

) گراف های قطر به مربوط مختلف نتایج تمام زیر قضیه در
م کنیم. آوری جم باشد، کاهش حلقه ای R که زمان را diam

(
ΓE(R[[x]]

)
در نیست. حوزه صحیح که باشد کاهش و جابه جایی حلقه ای R کنید فرض .٢ . ١ . ١٣ قضیه

این صورت:
١ ≤ diam

(
ΓE(R)

)
≤ diam

(
ΓE(R[x])

)
≤ diam

(
ΓE(R[[x]])

)
.

از: عبارتند قطرها این برای ن مم حالت های تمام به علاوه،
اگر تنها اگرو diam

(
ΓE(R[x])

)
= ١ اگر تنها و اگر diam

(
ΓE(R)

)
= ١ (١)

باشد؛ مینیمال اول ایده آل دو دقیقاً دارای R اگر تنها و اگر diam(
ΓE(R[[x]])

)
= ١

دارای I + J اگر تنها و اگر diam(
ΓE(R)

)
= diam

(
ΓE(R[x])

)
= diam

(
ΓE(R[[x]])

)
= ٢ (٢)

های پوچ ساز با شده تولید شمارا ایده آل های دو هر J و I آن در که باشد ناصفر پوچ ساز
م باشند؛ ناصفر

Z(R) اگر تنها و اگر diam(
ΓE(R[x])

)
= diam

(
ΓE(R[[x]])

)
= ٣ و diam

(
ΓE(R)

)
= ٢ (٣)

پوچ ساز دارای Z(R) در مشمول عنصر دو توسط شده تولید ایده آل هر و R از ایده آل ی
نباشد؛ (A) خاصیت دارای R اما باشد، ناصفر

R اگر تنها و اگر diam(
ΓE(R[[x]])

)
= ٣ و diam

(
ΓE(R)

)
= diam

(
ΓE(R[x])

)
= ٢ (۴)

و باشد مینیمال اول ایده آل دو از بیش دارای R و ایده آل ی Z(R) ،(A) خاصیت دارای
به طوری که باشند موجود ناصفر پوچ سازهای با R از J و I شده تولید شمارا ایده آل های

ندارد؛ ناصفر پوچ ساز I + J

دارای R اگر تنها و اگر diam(
ΓE(R)

)
= diam

(
ΓE(R[x])

)
= diam

(
ΓE(R[[x]])

)
= ٣ (۵)

باشد موجود a, b صفر مقسوم علیه جفت ی و باشد، مینیمال اول ایده آل دو از بیش
.annR

(
{a, b}

)
= ٠ به طوری که

م کنیم. بررس را ΓE

(
R[[x]]

) و ΓE(R) قطر بین رابطه  R نوتری حلقه ی برای ادامه، در
دراین صورت: باشد. نوتری و جابه جایی حلقه ای R کنید فرض .١۴ . ٢ . ١ قضیه

)diam؛
ΓE(R[[x]])

)
= ٠ اگر تنها و اگر diam(

ΓE(R)
)
= ٠ (١)

)diam؛
ΓE(R[[x]])

)
= ١ اگر تنها و اگر diam(

ΓE(R)
)
= ١ (٢)
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)diam؛

ΓE(R[[x]])
)
= ٢ اگر تنها و اگر diam(

ΓE(R)
)
= ٢ (٣)

.diam(
ΓE(R[[x]])

)
= ٣ اگر تنها و اگر diam(

ΓE(R)
)
= ٣ (۴)

Z(R)٢ = ٠ ،٢ . ١ . ٣ قضیه از استفاده با آن گاه .diam(
ΓE(R)

)
= ٠ کنید فرض ابتدا (١) برهان.

م کوی R[[x]] توان سری های حلقه ی ،R نوتری حلقه ی برای آن جایی که از .|Z(R)| ≥ ٢ و
،٢ . ١ . ٣ قضیه به توجه با لذا و ،Z(

R[[x]]
)٢

= ٠ بنابراین .Z(
R[[x]]

)
⊆ Z(R)[[x]] لذا است،
.diam(

ΓE(R[[x]])
)
= ٠

است. واض ،diam(
ΓE(R)

)
≤ diam

(
ΓE(R[[x]])

) به توجه با عکس نتیجه
|ΓE(R)| = ٢ ،٢ . ١ . ٣ قضیه از استفاده با آن گاه .diam(

ΓE(R)
)
= ١ کنید فرض (٢)

دارد وجود a ∈ Z(R)∗ (ب) یا باشد مینیمال اول ایده آل دو دقیقاً با کاهش R (الف) و
،٢ . ١ . ١٢ قضیه از استفاده با آن گاه باشد، کاهش حلقه ای R اگر .Z(R) = annR(a) به طوری که
از استفاده با آن گاه ،Z(R) = annR(a) ،a ∈ R بعض برای اگر .diam(

ΓE(R[[x]])
)
= ١

توجه با بنابراین .Z(
R[[x]]

)
= annR[[x]](a) داد نشان م توان به راحت ،R[[x]] بودن م کوی

.diam(
ΓE(R[[x]])

)
= ١ ،٢ . ١ . ٣ قضیه به

نتیجه diam
(
ΓE(R)

)
≤ diam

(
ΓE(R[[x]])

) که حقیقت این و (١) قسمت از گزاره عکس
م شود.

ی Z(R) (الف) ،٢ . ١ . ٣ قضیه از استفاده با آن گاه .diam(
ΓE(R)

)
= ٢ کنید فرض (٣)

و است ناصفر پوچ ساز دارای متمایز غیربدیه صفر مقسوم علیه جفت هر و است R از ایده آل
و Z(R) = annR(a) ،a ∈ Z(R)∗ بعض برای (ب) یا Z(R) ̸= annR(a) ،a ∈ Z(R)∗ هر برای
Z(R) و نوتری R آن جایی که از حال، .[b]R ̸= [c]R و bc ̸= ٠ به طوری که دارد وجود b, c ∈ Z(R)∗

برای کنید فرض حال، .Z(R) = annR(a) ،a ∈ Z(R)∗ از بعض برای آن گاه است، ایده آل ی
bc ̸= ٠ به طوری که باشند داشته وجود b, c ∈ Z(R)∗ و Z(R) = annR(a) ،a ∈ Z(R)∗ بعض
.Z(

R[[x]]
)
= annR[[x]](a) داریم R[[x]] بودن م کوی به توجه با بنابراین .[b]R ̸= [c]R و

.diam(
ΓE(R[[x]])

)
= ٢ ،٢ . ١ . ٣ قضیه از استفاده با درنتیجه .[b]R[[x]] ̸= [c]R[[x]] به وضوح

که حقیقت این و (٢) و (١) قسمت های از به آسان گزاره عکس
م شود. نتیجه diam(

ΓE(R)
)
≤ diam

(
ΓE(R[[x]])

)
م شود. نتیجه (٣) و (٢) ،(١) قسمت های از (۴)

٢ . ١ . ١٢ و ١۴ . ٢ . ١ قضایای در R بودن نوتری و کاهش شرط دو م دهد نشان زیر مـثال
است. ضروری

حلقه ی باشد. میدان ی K کنید فرض .١۵ . ٢ . ١ مثال
R = K[Y, {Xi}]/

⟨
{X٠Y } ∪ {Xi −Xi+١Y }

⟩
X٠Y = آن جایی که از R حلقه در نیست. نوتری و کاهش R به وضوح یرید. ب نظر در را
annR(X٠) = بنابراین م کند. پوچ را متغیرها همه X٠ ،X٠Xi = X٠Xi+١Y = ٠ و ٠
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و X١Y = X٠ ̸= ٠ که است واض بنابراین ،X١٢

= X٢Y X١ = X٢X٠ = ٠ چون .Z(R)

مثال در به علاوه، .diam(
ΓE(R)

)
= ٢ ،(٣)٢ . ١ . ٣ قضیه از استفاده با لذا .[X١]R ̸= [Y ]R

قضیه از استفاده با نتیجه در و diam
(
Γ(R[[w]])

)
= ٣ فوق شرایط تحت دادیم نشان ۵ . ١ . ٣

قضایای در R بودن نوتری یا و کاهش شرط بنابراین .diam(
ΓE(R[[w]])

)
= ٣ داریم: ٢ . ١ . ٣

است. ضروری ٢ . ١ . ١٢ و ١۴ . ٢ . ١
کل حالت در ١۴ . ٢ . ١ قضیه نوتری، شرط غیاب در که م دهد نشان بعدی مثال هم چنین

نیست. برقرار
متغیرهای z و y ،w که ،D = K[w, y, z](w,y.z) و باشد میدان ی K کنید فرض .١۶ . ٢ . ١ مثال
اول ایده آل های مجموعه ی P کنید فرض است. دامنه D به وضوح هستند. K روی مستقل
که B =

∑
Fα کنید فرض هم چنین باشد. D حلقه ی ماکسیمال ایده آل Q و ٢ ارتفاع با

کنید فرض م باشد). D/Pα کسرهای میدان qf(D/pα)) Fα = qf(D/pα) ،pα ∈ P هر برای
دو و م باشند D×B به فرم R عناصر یعن باشد؛ D روی B از سازی ایده آل ی R = D(+)B

،(r, a), (s, b) ∈ R عنصر دو هر برای م شود: تعریف صورت این به  R روی ضرب و جم عمل
نیست. نوتری و کاهش R به وضوح .(r, a)(s, b) = (rs, rb+as) و (r, a)+(s, b) = (r+s, a+b)

که: داد نشان [٢ . ۵ مثال ،۵٧] مرج در لوکاس
است. Q(+)B = Z(R) ماکسیمال ایده آل با موضع حلقه ای R (١)

اما است ناصفر پوچ ساز دارای Z(R) در مشمول عضو دو توسط شده تولید ایده آل هر (٢)
نیست. (A) خاصیت دارای R

.diam(
Γ(R[x])

)
= diam

(
Γ(R[[x]])

)
= ٣ اما diam(

Γ(R)
)
= ٢ (٣)

خاصیت دارای R که آنجایی از .diam(
ΓE(R[[x]])

)
= ٣ ،٢ . ١ . ٣ قضیه از استفاده با بنابراین

بنابراین .diam(
ΓE(R)

)
= ٢ ،٢ . ١ . ٣ قضیه از استفاده با لذا ،diam(

Γ(R)
)
= ٢ و نیست (A)

نیست. حذف قابل ١۴ . ٢ . ١ قضیه در نوتری شرط

حلقه فشرده صفر مقسوم علیه  گراف قطر بررس ٢ . ٢
لوران اریب چندجمله  ای های

درحالت را ΓE(R) فشرده صفر مقسوم علیه  گراف ام وی و اسپایرف شد، اشاره قبلا که همان طور
توسیع ناجابجایی حالت به این صورت به را مفهوم این ما کردند. تعریف است، جابه جایی R که
،a ∈ R عنصر برای باشد. ناصفر همان عنصر با شرکت پذیر حلقه ا ی R کنید فرض م دهیم:
م کنیم: تعریف صورت این به را R روی ∼ رابطه یرید. ب نظر در annR(a) = rR(a) ∪ lR(a)

م باشد. هم ارزی رابطه ی ∼ رابطه به وضوح، .annR(a) = annR(b) اگر تنها و اگر a ∼ b

شده القا هم ارزی کلاس های آن رئوس که است گراف ،ΓE(R) فشرده صفر مقسوم علیه  گراف
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تنها و اگر مجاورند [b]R و [a]R متمایز رأس دو و م باشند [١]R و [٠]R از غیر به ∼ رابطه توسط

.ba = ٠ یا ab = ٠ اگر
مطالعه به باشد سازگار ‐α و برگشت پذیر حلقه ی ی R اینکه فرض با بخش، این در
اریب چندجمله ای های حلقه ی فشرده صفر مقسوم علیه  گراف و صفر مقسوم علیه  گراف قطر
و Γ

(
R[x, x−١;α]) گراف های قطر از کامل توصیف هم چنین م پردازیم. R[x, x−١;α] لوران

م دهیم. ارائه ΓE

(
R[x, x−١;α])

ن مم حالات همه ی مقایسه ی شامل ، عموم رده بندی و اولیه نتایج ارائه با را بخش این
آغاز است، برگشت پذیر حلقه ای R آن در که diam

(
ΓE(R)

) و diam
(
Γ(R)

) گراف قطر برای
م کنیم.

a, b ∈ Z(R)∗ عناصر اگر باشد. برگشت پذیر و غیرکاهش حلقه ا ی R کنید فرض .٢ . ٢ . ١ قضیه
.diam(

ΓE(R)
)
= ٣ آنگاه ،annR

(
{a, b}

)
= ٠ به طوری که باشند موجود

و αβ ̸= ٠ به طوری که دارند وجود α, β ∈ Z(R)∗ عناصر ،١ . ٣ . ١٢ قضیه از استفاده با برهان.
.diam(

ΓE(R)
)
= ٣ بنابراین، نم باشد. ناصفری پوچ ساز هیچ دارای {α, β}

دراین صورت: است. برگشت پذیر حلقه ای R کنید فرض .٢ . ٢ . ٢ قضیه
|Z(R)|؛ ≥ ٢ و Z(R)٢ = ٠ اگر تنها و اگر diam(

ΓE(R)
)
= ٠ (١)

مینیمال اول ایده آل دو دقیقاً با کاهش R (الف) اگر وتنها اگر diam(
ΓE(R)

)
= ١ (٢)

Z(R) = ،a ∈ Z(R)∗ بعض برای و |ΓE(R)| = ٢ (ب) یا |Z(R)| ≥ ٣ به طوری که باشد
annR(a)؛

جفت هر و باشد R از ایده آل ی Z(R) (الف) اگر تنها و اگر diam
(
ΓE(R)

)
= ٢ (٣)

هر برای و باشند ناصفر مشترک پوچ ساز ی دارای غیربدیه صفر مقسوم علیه 
و Z(R) = annR(a) ،a ∈ Z(R)∗ بعض برای (ب) یا Z(R) ̸= annR(a) ،a ∈ Z(R)∗

R[b]؛ ̸= [c]R و bc ̸= ٠ به طوری که باشد موجود b, c ∈ Z(R)∗

.diam(
Γ(R)

)
= ٣ اگر تنها و اگر diam(

ΓE(R)
)
= ٣ (۴)

بنابراین ،Zl(R) = Zr(R) = Z(R) داریم: R برگشت پذیر حلقه ی برای آن جایی که از برهان.
نمود. اثبات آن را ٢ . ١ . ٣ قضیه برهان مشابه م توان

که م شود مشاهده به سادگ ،ΓE(R) فشرده صفر مقسوم علیه  گراف تعریف از استفاده با
م توانیم ۴ . ٢ . ١ قضیه برهان مشابه استدلال با به علاوه، .diam(

ΓE(R)
)
≤ diam

(
Γ(R)

)
کنیم. ثابت را زیر قضیه

موارد باشد. غیربدیه صفر مقسوم علیه با برگشت پذیر حلقه ای R کنید فرض .٢ . ٢ . ٣ قضیه
م کند. توصیف را diam

(
Γ(R)

) و diam
(
ΓE(R)

) زوج برای ن مم حالت های همه زیر
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|Z(R)|؛ = ٢ اگر تنها و اگر diam(

ΓE(R)
)
= ٠ = diam

(
Γ(R)

) (١)
|Z(R)|؛ ≥ ٣ و Z(R)٢ = ٠ اگر تنها و اگر diam(

Γ(R)
)
= ١ و diam

(
ΓE(R)

)
= ٠ (٢)

دو دقیقاً با کاهش R (الف) اگر تنها و اگر diam(
Γ(R)

)
= ٢ و diam

(
ΓE(R)

)
= ١ (٣)

بعض برای و |ΓE(R)| = ٢ (ب) یا ،|Z(R)| ≥ ۴ به طوری که باشد مینیمال اول ایده آل
Z(R)؛ = annR(a) ،a ∈ Z(R)∗

(الف) و باشد R از ایده آل ی Z(R) اگر تنها و اگر diam(
ΓE(R)

)
= diam

(
Γ(R)

)
= ٢ (۴)

متمایز غیربدیه صفر مقسوم علیه  جفت هر و Z(R) ̸= annR(a) ،a ∈ Z(R)∗ هر برای
و Z(R) = annR(a) ،a ∈ Z(R)∗ بعض برای (ب) یا باشد، مشترک پوچ ساز دارای

R[b]؛ ̸= [c]R و bc ̸= ٠ به طوری که باشد موجود b, c ∈ Z(R)∗

.diam(
Γ(R)

)
= ٣ اگر تنها و اگر diam(

ΓE(R)
)
= ٣ (۵)

A = جردن توسیع و R ویژگ های بین روابط برخ بررس به بخش، این ادامه ی در
،ΓE

(
R[x, x−١;α]) و Γ(R[x, x−١;α]) گراف های قطر از کامل رده بندی ی و م پردازیم A(R,α)

م دهیم. ارائه است، سازگار ‐α و برگشت پذیر R حلقه ی آن در که
دراین صورت: باشد. R از تکریخت ی α کنید فرض .۴ . ٢ . ٢ گزاره

باشد؛ برگشت   پذیر A اگر تنها و اگر است برگشت پذیر R (١)
باشد. کاهش A اگر تنها و اگر است کاهش R (٢)

کنید فرض هم چنین و باشد برگشت پذیر حلقه ای R کنید فرض ابتدا (١) برهان.
،x−(i+j)αj(a)αi(b)xi+j = ٠ بنابراین .(x−iaxi)(x−jbxj) = ٠ به طوری که x−iaxi, x−jbxj ∈ A

داریم است، برگشت پذیر R و αj(a), αi(b) ∈ R آن جایی که از .αj(a)αi(b) = ٠ داریم: نتیجه در
در ،(x−jbxj)(x−iaxi) = ٠ بنابراین .x−(j+i)αi(b)αj(a)xj+i = ٠ هم چنین و αi(b)αj(a) = ٠

است. بدیه گزاره عکس اثبات ،R ⊆ A آن جایی که از است. برگشت پذیر A نتیجه
بنابراین .(x−iaxi)٢ = ٠ که باشد A از عنصر ی x−iaxi و کاهش حلقه ای R کنید فرض (٢)
بنابراین .a = ٠ پس است کاهش حلقه ای R چون .a٢ = ٠ نتیجه در ،x−ia٢xi = ٠
به طور گزاره عکس است، A از زیرحلقه ای R چون است. کاهش A نتیجه در ،x−iaxi = ٠

است. برقرار بدیه
‐α ،R از I چپ ایده آل ی که م کنیم یادآوری باشد. R از تکریخت ی α کنید فرض
از دنباله ‐α ی .α−n

(
Rαn(I)

)
⊆ I ،n مثبت صحیح اعداد همه برای هرگاه م باشد بسته

برای به طوری که است R از α‐بسته ایده آل های از {Ii}i≥٠ دنباله ،R حلقه ی چپ ایده آل های
.α−١(In+١) = In ،n ≥ ٠ همه
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است. چنین نیز A آن گاه باشد، راست دوئو حلقه ی R اگر .۵ . ٢ . ٢ لم

Ii = {a ∈ کنید تعریف i ≥ ٠ هر برای و باشد A از راست ایده آل ی I کنید فرض برهان.
،x−iarxi = (x−iaxi)(x−irxi) ∈ I و x−irxi ∈ A آن گاه ،r ∈ R و a ∈ Ii اگر .R | x−iaxi ∈ I}

،[۴.٧ قضیه ،۴٩] بنابر است. R راست ایده آل ی Ii که م دهد نتیجه این .ar ∈ Ii لذا و
.x−iaxi ∈ I و x−jrxj ∈ A کنید فرض است. R راست ایده آل های از α‐دنباله ی {Ii}i≥٠
α‐دنباله ی {Ii}i≥٠ آن جایی که از .(x−jrxj)(x−iaxi) = x−(j+i)αi(r)αj(a)xj+i دراین صورت
چون .αi(r)αj(a) ∈ Ii+j بنابراین است، راست دوئو R و
و بوده A از دوطرفه ایده آل I بنابراین، .(x−jrxj)(x−iaxi) ∈ I نتیجه در ،I =

∪
i x

−iIix
i

است. حاصل نتیجه
α‐سازگار ،R دراین صورت باشد. R از تکریخت ی α کنید فرض [٣.١١ لم ،۴١] .۶ . ٢ . ٢ لم

باشد. α‐سازگار ،A اگر تنها و اگر است
(Zr(R) (متناظراً Zl(R) دراین صورت باشد. α‐سازگار حلقه ای R کنید فرض .٢ . ٢ . ٧ گزاره

باشد. A از ایده آل ی (Zr(A) (متناظراً Zl(A) اگر تنها و اگر است R از ایده آل ی
x−iaxi, x−jbxj کنید فرض همچنین و باشد R از ایده آل ی Zl(R) کنید فرض ابتدا برهان.
به طوری که دارند وجود ٠ ̸= r, s ∈ R بنابراین .a, b ∈ Zl(R) به وضوح، باشند. Zl(A) از عناصری
بنابراین .αj(a)r = ٠ = αi(b)s داریم نتیجه در است، α‐سازگار ،R چون .ar = ٠ = bs

در .αj(a) + αi(b) ∈ Zl(R) لذا است، R از ایده آل ی Zl(R) چون .αj(a), αi(b) ∈ Zl(R)

.x−(i+j)
(
αj(a) + αi(b)

)
x(i+j) ∈ Zl(A) نتیجه

R از ایده آل ی Zl(R) و a ∈ Zl(R) چون .x−krxk ∈ A و x−iaxi ∈ Zl(A) کنید فرض حال،
.arb = ٠ به طوری که است موجود b ∈ R ناصفر عنصر ی نتیجه در .ar ∈ Zl(R) بنابراین است،
تنها و اگر aαi(rb) = ٠ اگر تنها و اگر arb = ٠ داریم: R سازگاری ‐α خاصیت رر م استفاده با
لذا، .αk(a)αi(r) ∈ Zl(R) بنابراین، .αk(a)αi(r)b = ٠ اگر تنها و اگر αk(a)αi(r)αi(b) = ٠ اگر
مشابه به طور است. A از راست ایده آل ی Zl(A) بنابراین، .x−(i+k)αk(a)αi(r)x(i+j) ∈ Zl(A)

است. A از ایده آل ی Zl(A) لذا است. A از چپ ایده آل ی Zl(A) داد نشان م توان
بنابراین ،Zl(R) ⊆ Zl(A) چون باشد. A حلقه از ایده آل ی Zl(A) کنید فرض بالعکس،

است. R حلقه از ایده آل ی Zl(R)

حلقه ی دادند. توسیع ناجابه جایی حلقه های به را (A) خاصیت ،[۴۵] ارانش هم و هنگ۶
مشمول R از شده تولید متناهیاً دوطرفه ایده آل هر اگر است (چپ) راست (A) خاصیت دارای R

باشد. ناصفر (چپ) راست پوچ ساز دارای (راست) چپ صفر مقسوم علیه های مجموعه ی در
دارای هم و راست (A) خاصیت دارای هم R هرگاه است (A) خاصیت دارای R حلقه ی گوییم

باشد. چپ (A) خاصیت
6Hong
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دراین صورت، باشد. R از ایده آل ی Zl(R) و α‐سازگار حلقه ای R کنید فرض .٢ . ٢ . ٨ قضیه

باشد. راست (A) خاصیت دارای A اگر تنها و اگر است راست (A) خاصیت دارای R

در .⟨a١, . . . , an⟩ ⊆ Zl(R) و باشد راست (A) خاصیت دارای A کنید فرض ابتدا برهان.
ایده آل ی Zl(R) آن جایی که از .x−iajx

i ∈ Zl(A) ،i ≥ ٠ و ١ ≤ j ≤ n هر برای نتیجه
نتیجه در و است A از ایده آل ی Zl(A) ،٢ . ٢ . ٧ گزاره از استفاده با بنابراین است، R از
٠ ̸= x−irxi ∈ A لذا است، راست (A) خاصیت دارای A چون .⟨x−ia١xi, . . . , x−ianx

i⟩ ⊆ Zl(A)

١ ≤ j ≤ هر برای م دهد نتیجه که ،⟨x−ia١xi, . . . , x−ianx
i⟩x−irxi = ٠ به طوری که دارد وجود

برای ،١ . ١ . ٢٣ لم از استفاده با لذا است α‐سازگار ،R آن جایی که از .(x−iajx
i)(x−irxi) = ٠ ،n

است. راست (A) خاصیت دارای R بنابراین .ajr = ٠ ،١ ≤ j ≤ n هر
.⟨x−iajx

i, . . . , x−iajx
i⟩ ⊆ Zl(A) و باشد راست (A) خاصیت دارای R کنید فرض بالعکس،

لذا است، R از ایده آل Zl(R) چون .aj ∈ Zl(R) داریم: ١ ≤ j ≤ n هر برای نتیجه در
بنابراین است، راست (A) خاصیت دارای R آن جایی که از .⟨a١, · · · , an⟩ ⊆ Zl(R)

،٠ ≤ j ≤ n هر برای درنتیجه، .⟨a١, · · · , an⟩ r = ٠ به طوری که است موجود ٠ ̸= r ∈ R

،١ ≤ j ≤ n که l, j صحیح عدد هر برای ،R α‐سازگاری خاصیت از استفاده با .ajr = ٠
،x−(j+l)α(ai)α

ij (r)x−(j+l) = ٠ داریم ،٠ ≤ i ≤ n هر برای بنابراین، .αl(aj)α
ij (r) = ٠ داریم

.⟨x−i١a١xi١ , · · · , x−inanx
in
⟩
x−lrxl = ٠ لذا .(x−ijaix

ij )(x−lrxl) = ٠ م دهد نتیجه که
است. راست (A) خاصیت دارای A بنابراین،

ی δ و درونریخت ی α اگر که دادند نشان ،[٢.٢ لم ،۴١] مرج در موسوی و هاشم
تنها و اگر است ,α)‐سازگار δ) و کاهش حلقه ای R آن گاه باشد، R حلقه ی از α‐مشتق تابع
است α‐صلب ،R حلقه ی که است شده ثابت ،[٣ قضیه ،۶۴] مرج در باشد. α‐صلب ،R اگر

داشت.  خواهیم را زیر نتیجه ی این رو از باشد. کاهش حلقه ای R[x, x−١;α] اگر تنها و اگر
و کاهش حلقه ای R این صورت، در باشد. R از درونریخت ی α کنید فرض .٢ . ٢ . ٩ نتیجه

باشد. کاهش حلقه ای R[x, x−١;α] اگر تنها و اگر است α‐سازگار

نوع از اریب م کوی را R حلقه ی باشد. R از خودریخت ی α کنید فرض .٢ . ٢ . ١٠ تعریف
ناصفر عناصر برای هرگاه م نامیم، (α − SMLP حلقه ساده، به طور (یا لوران چندجمله ای
به طوری که باشد موجود ٠ ̸= c ∈ R آن گاه ،f(x)g(x) = ٠ اگر ،R[x, x−١;α] در g(x) و f(x)

.f(x)c = ٠
از سازگار خودریخت ی α اگر کردند ثابت [٢.٨ قضیه ،۶] مرج در ٨ کیان و هوز٧ آل

است. α− SMLP حلقه R آن گاه باشد، R برگشت پذیر حلقه ی
α‐سازگار ،R چون باشد. R از ایده آل ی Zl(R) و α‐سازگار حلقه ی R کنید فرض
Zl(R) از تکریخت ی α که کنیم فرض م توانیم بنابراین، .α(Zl(R)

)
⊆ Zl(R) پس است،

7Alhevaz 8Kiani
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(Z(R) (متناظراً Zr(R) اگر مشابه، به طور است. قابل تعریف Zl(R)[x, x−١;α] لذا م باشد،

است. تعریف قابل (Z(R)[x, x−١;α] (متناظراً Zr(R)[x, x−١;α] آن گاه باشد، R از ایده آل ی
گزاره های این صورت در باشد. α‐سازگار و برگشت پذیر حلقه ای R کنید فرض .٢ . ٢ . ١١ گزاره

معادلند: زیر
است؛ راست (A) خاصیت دارای R و ایده آل ی Z(R) (١)

است؛ R[x, x−١;α] از ایده آل ی Zl

(
R[x, x−١;α]) (٢)

است. R[x, x−١;α] از ایده آل ی Zr

(
R[x, x−١;α]) (٣)

،٢ . ٢ . ٨ قضیه به توجه با بنابراین ،R[x, x−١, α] ∼= A[x, x−١, α] م دانیم (١) ⇔ (٢) برهان.
ی Z(A) اگر تنها و اگر است A[x, x−١, α] از ایده آل ی Zl

(
A[x, x−١, α]) دهیم نشان کافیست

باشد. راست (A) خاصیت دارای A و ایده  آل
کنید فرض باشد. راست (A) خاصیت دارای A و ایده آل ی Z(A) کنید فرض ابتدا

غیربدیه صفر مقسوم علیه های g(x) = vnx
n + · · · + vlx

l و f(x) = umxm + · · · + ukx
k

به توجه با بنابراین است، برگشت پذیر و α‐سازگار ،R آن جایی که از باشند. A[x, x−١, α] از
لذا و است، α− SMLP حلقه ی A نتیجه در است. چنین نیز A ،۶ . ٢ . ٢ و ۴ . ٢ . ٢ گزاره های

که دارد وجود a ∈ A ناصفر عنصر
f(x)a = umxma+ · · ·+ ukx

ka = umαm(a)xm + · · ·+ ukα
k(a)xk = ٠.

هر برای لذا است α‐سازگار ،A چون .ujαj(a) = ٠ ،m ≤ j ≤ k هر برای بنابراین
که داد نشان م توان مشابه استدلال با .{uj}kj=m ⊆ Z(A) بنابراین .uja = ٠ ،m ≤ j ≤ k

A از ایده آل ی Z(A) چون و {um, . . . , uk, vn, . . . , vl} ⊆ Z(A) نتیجه در .{vi}li=n ⊆ Z(A)

است، راست (A) خاصیت دارای A آن جایی که از .⟨um, . . . , uk, vn, . . . , vl⟩ ⊆ Z(A) لذا است،
و برگشت پذیر R چون .⟨um, . . . , uk, vn, . . . , vl⟩t = ٠ به طوری که است موجود ٠ ̸= t ∈ A لذا

.f(x) + g(x) ∈ Z(Al[x, x
−١;α]) لذا و ،⟨f(x), g(x)⟩t = ٠ نتیجه در است، α‐سازگار

حلقه ی A آن جایی که از .g(x) ∈ A[x, x−١;α] و f(x) ∈ Zl

(
A[x, x−١;α]) کنید فرض حال

برگشت پذیر A چون .af(x) = ٠ به طوری که است موجود ٠ ̸= a ∈ A بنابراین است، α−SMLP

ی Zl

(
A[x, x−١;α]) لذا و f(x)g(x)a = ٠ = g(x)f(x)a داریم: ١ . ١ . ٢٣ لم از استفاده با است

است. A[x, x−١;α] از ایده آل
درنتیجه و است، A از ایده آل ی Zl(A) لذا ،Zl(A) ⊆ Zl

(
A[x, x−١;α]) چون بالعکس،

بنابراین است، α − SLMP حلقه ی A آن جایی که از .Zl(A)[x, x−١;α] ⊆ Zl

(
A[x, x−١;α])

.Zl(A)[x, x
−١;α] = Zl

(
A[x, x−١;α]) لذا .Zl

(
A[x, x−١;α]) ⊆ Zl(A)[x, x−١;α]

صفر مقسوم علیه ی f(x) = ∑k
i=٠ uixi نتیجه در .⟨u٠, . . . , uk⟩ ⊆ Zl(A) کنید فرض حال

است موجود ٠ ̸= a ∈ A لذا است، α − SLMP حلقه A چون است. A[x, x−١;α] از چپ
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،٠ ≤ i ≤ k هر برای بنابراین، .f(x)a = u٠a + u١α(a)x + · · · + ukα

k(a)xk = ٠ به طوری که
،⟨u٠, . . . , uk⟩a = ٠ پس .uia = ٠ م گیریم نتیجه ١ . ١ . ٢٣ لم از استفاده با لذا و uiα

i(a) = ٠
است. حاصل نتیجه بنابراین است. راست (A) خاصیت دارای A م دهد نتیجه که

کنیم. ثابت آن را م توانیم ،(١) ⇔ (٢) برهان مشابه استدلال با (١) ⇔ (٣)
داریم: ٢ . ٢ . ١١ گزاره از نتیجه ای به عنوان

Z
(
R[x, x−١;α]) دراین صورت باشد. α‐سازگار و برگشت پذیر حلقه ای R کنید فرض .٢ . ٢ . ١٢ نتیجه

باشد. راست (A) خاصیت دارای R و ایده آل ی Z(R) اگر تنها و اگر است ایده آل ی
داریم: دراین صورت باشد. R حلقه از سازگار خودریخت ی α کنید فرض .٢ . ٢ . ١٣ لم

هر برای اگر تنها و اگر f(x)r = ٠ آن گاه ،r ∈ R و f(x) =
∑n

m aix
i ∈ R[x, x−١;α] اگر (١)

air؛ = ٠ ،m ≤ i ≤ n

.rxf(x) = ٠ اگر تنها و اگر rf(x) = ٠ آن گاه ،r ∈ R و f(x) ∈ R[x, x−١;α] اگر (٢)
کرد. ثابت آن را م توان [٢ . ٣ لم ،۴١] برهان مشابه استدلال با برهان.

تعداد ،f(x) = ∑k
i=t aix

i ∈ R[x, x−١;α] هر برای باشد. R از خودریخت ی α کنید فرض
م دهیم. نشان length(f(x)) نماد با را f(x) ناصفر ضرایب

زیرمجموعه ای F و راست دوئو یا برگشت پذیر حلقه ای R کنید فرض [٢.٢ لم ،٣٨] .١۴ . ٢ . ٢ لم
آن گاه ،akF = ٠ ،k ∈ N و a ∈ R عنصر هر برای اگر باشد. R از متناه و غیرته ناصفر،

.Fb ̸= ٠ و aFb = ٠ به طوری که دارد وجود b ∈ R

سازگار خودریخت ی α و راست دوئو یا برگشت پذیر حلقه ی ی R کنید فرض .١۵ . ٢ . ٢ قضیه
در ناصفر عناصر g(x) =

∑l
j=s bjx

j و f(x) =
∑k

i=t aix
i کنید فرض هم چنین باشد. R از

است موجود r ∈ R ناصفر عنصر دراین صورت .f(x)g(x) = ٠ به طوری که باشند R[x, x−١;α]
.aibjr = ٠ ،s ≤ j ≤ l و t ≤ i ≤ k هر برای اما ،g(x)r ̸= ٠  که

R[x, x−١;α] حلقه در ناصفر عنصر دو g(x) =
∑l

j=s bjx
j و f(x) = ∑k

i=t aix
i کنید فرض برهان.

و length
(
f(x)

)
= m که کنید فرض هم چنین .f(x)g(x) = ٠ به طوری که باشند

م پردازیم. اثبات به length(f(x))+length
(
g(x)

) روی استقرا از استفاده با .length(g(x)) = n

م شود. حاصل نتیجه r = ١ دادن قرار با ،١ . ١ . ٢٣ لم از استفاده با آن گاه ،n = ١ یا m = ١ اگر
با و ،akαk(bl) = ٠ بنابراین ،f(x)g(x) = ٠ آن جایی که از .n ̸= ١ و m ̸= ١ که کنید فرض
برگشت پذیر حلقه ی هر چون .akαj(bl) = ٠ داریم: j ∈ Z همه برای ،R سازگاری از استفاده
که ،٠ = akf(x)g(x) = akf(x)g١(x) لذا است، نیم جابه جایی حلقه ی ی راست دوئو و
داد نشان م توان شد گفته که آنچه مشابه استدلال با .g١(x) = bsx

s + · · · + bl−١xl−١
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p کنید فرض حال .ankg(x) = ٠ نتیجه در و a٢

kbl−١ = a٣
kbl−٢ = · · · = ankbs = ٠ که

آن گاه ،p = ١ اگر باشد. apkg(x) = ٠ خاصیت به نسبت مثبت صحیح عدد ترین کوچ
بنابراین .akxkg(x) = ٠ م گیریم نتیجه ،٢ . ٢ . ١٣ و ١ . ١ . ٢٣ لم های از استفاده با و ،akg(x) = ٠
موجود r١ ∈ R لذا، .f١(x) = atx

t + · · · + ak−١xk−١ آن در که ،٠ = f(x)g(x) = f١(x)g(x)
t ≤ i ≤ k − ١ هر برای لذا ،length(f١(x)

)
≤ m − ١ چون اما ،g(x)r١ ̸= ٠ به طوری که است

هر برای م گیریم نتیجه akg(x) = ٠ این که از ر، دی سوی از .aibjr١ = ٠ ،s ≤ j ≤ l و
با .p ≥ ٢ کنید فرض حال است. حاصل نتیجه p = ١ برای لذا ،akbjr١ = ٠ ،s ≤ j ≤ l

است موجود b ∈ R م گیریم نتیجه ،F = {bs, . . . , bl} مجموعه برای ١۴ . ٢ . ٢ لم به کاربردن
و ١ . ١ . ٢٣ لم های از استفاده با بنابراین .apkF = ٠ زیرا ،Fb ̸= ٠ و akFb = ٠ به طوری که
عنصر درنتیجه .٠ = f(x)g(x)b = f١(x)g(x)b لذا .g(x)b ̸= ٠ و akx

kg(x)b ̸= ٠ داریم: ٢ . ٢ . ١٣
هر برای لذا ،length(f١(x)

)
≤ m − ١ چون اما ،g(x)bc ̸= ٠ به طوری که است موجود c ∈ R

م گیریم نتیجه ،akg(x)b = ٠ اینکه از ر، دی سوی از .aibjbc = ٠ ،s ≤ j ≤ l و t ≤ i ≤ k − ١
،s ≤ j ≤ l و t ≤ i ≤ k هر برای اما ،g(x)bc ̸= ٠ بنابراین .akbjbc = ٠ ،s ≤ j ≤ l همه برای

است. حاصل نتیجه r = bc دادن قرار با ،aibjbc = ٠
و باشد R متقارن حلقه ی از سازگار خودریخت ی α کنید فرض .١۶ . ٢ . ٢ لم
گزاره های دراین صورت .f(x) = amxm + · · ·+ aka

k, g(x) = bnx
n + · · ·+ blx

l ∈ R[x, x−١;α]
معادلند: زیر

[α;١−x,x]lR؛
(
f(x)

)
∩ lR[x,x−١;α]

(
g(x)

)
̸= {٠} (١)

[α;١−x,x]rR؛
(
f(x)

)
∩ rR[x,x−١;α]

(
g(x)

)
̸= {٠} (٢)

[α;١−x,x]rR؛
(
f(x)

)
∩ lR[x,x−١;α]

(
g(x)

)
̸= {٠} (٣)

.lR[x,x−١;α]
(
f(x)

)
∩ rR[x,x−١;α]

(
g(x)

)
̸= {٠} (۴)

م شود. اثبات به راحت [٢ . ٣ لم ،٣٨] برهان در جزئ تغییری با برهان.
f(x) ∈ اگر باشد. R متقارن حلقه ی از سازگار خودریخت ی α کنید فرض .٢ . ٢ . ١٧ لم
آن گاه ،g(x) ∈ Nil

(
R[x, x−١;α]) و Z

(
R[x, x−١;α])

.f(x) + g(x) ∈ Z(R[x, x−١;α]) و rR[x,x−١;α]
(
f(x)

)
∩ lR[x,x−١;α]

(
g(x)

)
̸= {٠}

م شود. اثبات به راحت [۴ . ٢ لم ،٣٨] برهان مشابه استدلال با برهان.
جفت ی اگر باشد. α‐سازگار و متقارن ، غیرکاهش حلقه ا ی R کنید فرض .٢ . ٢ . ١٨ قضیه
به طوری که باشد موجود f(x), g(x) ∈ Z

(
R[x, x−١;α]) غیربدیه صفر مقسوم علیه 

.diam(
Γ(R[x, x−١;α])) = ٣ آن گاه ،lR[x,x−١;α]

(
f(x)

)
∩ lR[x,x−١;α]

(
g(x)

)
= {٠}
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کافیست بنابراین است، A از خودریخت ی α که ،R[x, x−١;α] ∼= A[x, x−١;α] چون برهان.
به طوری که کنیم پیدا را ξ, β ∈ A[x, x−١;α] اگر کنیم. ثابت A[x, x−١;α] برای را قضیه
بنابراین و d(ξ, β) = ٣ آن گاه ،ξβ ̸= ٠ ̸= βξ و نباشند ناصفر مشترک پوچ ساز دارای ξ, β

با متناظر f ′(x), g′(x) ∈ Z
(
A[x, x−١;α]) فرض، از استفاده با .diam(

Γ(R[x, x−١;α])) = ٣
به طوری که دارند وجود f(x), g(x) ∈ Z

(
R[x, x−١;α]) صفر مقسوم علیه های

و f ′(x) ،١۶ . ٢ . ٢ لم از استفاده با دراین صورت .lA[x,x−١;α]
(
f ′(x)

)
∩ lA[x,x−١;α]

(
g′(x)

)
= {٠}

لم های از استفاده با .d(f ′(x), g′(x)
)
̸= ٢ هم چنین و نم باشند، مشترک پوچ ساز دارای g′(x)

کنید فرض نیستند. پوچ توان g′(x) و f ′(x) از ی هیچ  ،٢ . ٢ . ١٧ و ١۶ . ٢ . ٢
فرض نیستند. ناصفر مشترک پوچ ساز دارای g′(x)٢ و f ′(x)٢ که م کنیم ادعا .f ′(x)g′(x) = ٠
دارای g′(x) و f ′(x) از آن جایی که .٠ ̸= h(x) ∈ lA[x,x−١;α]

(
f ′(x)٢) ∩ rA[x,x−١;α]

(
g′(x)٢) کنید

،h(x)f ′(x) ̸= ٠ اگر .g′(x)h(x) ̸= ٠ یا h(x)f ′(x) ̸= ٠ داریم نم باشند، ناصفر مشترک پوچ ساز
اگر هم چنین، است. تناقض ی که ،h(x)f ′(x) ∈ lA[x,x−١;α]

(
f ′(x)

)
∩ rA[x,x−١;α]

(
g′(x)

) آن گاه
تناقض به دوباره که ،g′(x)h(x) ∈ lA[x,x−١;α]

(
f ′(x)

)
∩ rA[x,x−١;α]

(
g(x)

) آن گاه ،g′(x)h(x) ̸= ٠
وجود a ∈ A پوچ توان عنصر ی کرد فرض م توان کلیت، از کاستن بدون بنابراین م رسیم.
آن جایی که از .axg′(x)٢ ̸= ٠ ،٢ . ٢ . ١٣ لم از استفاده با نتیجه در .ag′(x)٢ ̸= ٠ به طوری که دارد
و ag′(x)٢ ،١ . ١ . ٢٣ لم از استفاده با بنابراین است، α‐سازگار و برگشت پذیر A و پوچ توان a

.f ′(x) + ag′(x) ∈ Z
(
A[x, x−١;α]) ،٢ . ٢ . ١٧ لم از استفاده با لذا هستند. پوچ توان axg′(x)٢

اگر یرید. ب نظر در را g′(x) و f ′(x) + ag′(x) زوج حال
آن گاه ،k(x) ∈ rA[x,x−١;α]

(
f ′(x) + ag′(x)

)
∩ rA[x,x−١;α]

(
g′(x)

)
بنابراین .k(x) = ٠ نتیجه در ،k(x) ∈ rA[x,x−١;α]

(
f ′(x)

)
∩ rA[x,x−١;α]

(
g′(x)

)
= {٠}

و نم باشند ناصفر مشترک پوچ ساز دارای g′(x) و f ′(x) + ag′(x)

.g′١(x) = f ′(x) + ag′(x) و f ′١(x) = g′(x) کنید فرض .(f ′(x) + ag′(x)
)
g′(x) = ag′(x)٢ ̸= ٠

.g′١(x)f ′١(x) ̸= ٠ و نم باشند ناصفر مشترک پوچ ساز دارای g′١(x) و f ′١(x) آن گاه
f ′(x), g′(x) ∈ Z

(
A[x, x−١;α]) که کرد فرض م توان کلیت، از کاستن بدون بنابراین،

لذا .f ′(x)g′(x) = ٠ ̸= g′(x)f ′(x) و نیستند مشترک پوچ ساز دارای g′(x) و f ′(x) به طوری که
زوج های حال، .ag′(x)٢ ̸= ٠ ̸= axg′(x)٢ به طوری که است موجود a ∈ A

و f ′(x)+ag′(x) به وضوح، یرید. ب نظر در را (f ′(x)+axg′(x), g′(x)
) و (

f ′(x)+ag′(x), g′(x)
)

و نم باشند ناصفر مشترک پوچ ساز دارای (g′(x) و f ′(x) + axg′(x) ) g′(x)

م کنیم ادعا .((f ′(x)+axg′(x)
)
g′(x) = axg′(x)٢ ̸= ٠) (

f ′(x)+ag′(x)
)
g′(x) = ag′(x)٢ ̸= ٠

کنید فرض .g′(x)(f ′(x) + axg′(x)
)

̸= ٠ یا g′(x)
(
f ′(x) + ag′(x)

)
̸= ٠ که

آن گاه .g′(x)(f ′(x) + ag′(x)
)

= ٠ = g′(x)
(
f ′(x) + axg′(x)

)
که ،g′(x)a = g′(x)ax لذا .(g′(x)ag′(x)ax) ∈ lA[x,x−١;α]

(
g′(x)

)
∩ rA[x,x−١;α]

(
f ′(x)

)
= {٠}

در با .g′(x)(f ′(x) + axg′(x)
)
̸= ٠ یا g′(x)

(
f ′(x) + ag′(x)

)
̸= ٠ بنابراین است. تناقض ی

حاصل نتیجه ،β = g′(x) و ξ = f ′(x)+axg′(x) یا ،β = g′(x) و ξ = f ′(x)+ag′(x) گرفتن نظر
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است.

باشد. مینیمال اول ایده آل دو دقیقاً با α‐سازگار و کاهش حلقه ای R کنید فرض .٢ . ٢ . ١٩ لم
است. چنین نیز A این صورت در

استفاده با باشد. Q و P مینیمال اول ایده آل دو دقیقاً با کاهش حلقه ای R کنید فرض برهان.
.Q′ =

∪
j≥٠ x−jQxj و P ′ =

∪
i≥٠ x−iPxi م دهیم قرار است. کاهش A ،۴ . ٢ . ٢ گزاره از

بنابراین است، Q و P مینیمال اول ایده آل دو دقیقاً با کاهش حلقه ای R آن جایی که از
،p ∈ P ∗ هر برای و P = annR(q) ،q ∈ Q∗ هر برای که م دهد نتیجه این .Z(R) = P ∪ Q

P ′ لذا .α(Q) ⊆ Q و α(P ) ⊆ P بنابراین است، α‐سازگار حلقه ای R چون .Q = annR(p)

مینیمال اول ایده آل های Q′ و P ′ که م دهیم نشان حال، هستند. A از ایده آل هایی Q′ و
بنابراین است، سازگار ‐α ،R و P = annR(q) ،q ∈ Q هر برای آن جایی که از هستند. A از
.v /∈ P ′ کنید فرض هم چنین و uv ∈ P ′ ،u, v ∈ A بعض برای که کنید فرض .P ′ = annA(q)

.uvq = ٠ م دهد نتیجه که ،annA(vq) = annA(q) = P ′ لذا و ،vq ∈ Q و vq ̸= ٠ بنابراین
Q′ که داد نشان م توان مشابه استدلال با است. اول کاملا P ′ درنتیجه، .u ∈ P ′ بنابراین

هستند. اول Q′ و P ′ بنابراین است. اول کاملا
،P ′Q′ = ٠ آن جایی که از باشد. A از مینیمال ایده آل اول ی I که کنید فرض حال،
حاصل نتیجه و ،Q′ = I یا P ′ = I لذا است، مینیمال اول I چون .Q′ ⊆ I یا P ′ ⊆ I بنابراین

است.
.Z(R) ̸= {٠} به طوری که باشد α‐سازگار و برگشت پذیر حلقه ا ی R کنید فرض .٢ . ٢ . ٢٠ گزاره

دراین صورت:
)daim؛

Γ(R[x, x−١;α])) ≥ ١ (١)
به طوری که باشد غیرکاهش حلقه ای R اگر تنها و اگر daim

(
Γ(R[x, x−١;α])) = ١ (٢)

Z(R)٢؛ = ٠
ایده آل دو دقیقاً با کاهش حلقه ای R (الف) اگر تنها و اگر daim(

Γ(R[x, x−١;α])) = ٢ (٣)
باشد R از ایده آل ی Z(R) و راست (A) خاصیت دارای R (ب) یا باشد، مینیمال اول

Z(R)٢؛ ̸= ٠ به طوری که
مینیمال اول ایده آل دو دقیقاً با غیرکاهش R اگر تنها و اگر daim(

Γ(R[x, x−١;α])) = ٣ (۴)
نباشد. R از ایده آل ی Z(R) یا نباشد راست (A) خاصیت دارای R یا و باشد

بعض برای نتیجه در باشد. A از غیربدیه صفر مقسوم علیه ی u کنید فرض (١) برهان.
بنابراین .(ux)(vx٢) = ٠ و ux ̸= vx٢ ،١ . ١ . ٢٣ لم از استفاده با لذا .uv = ٠ ،٠ ̸= v ∈ A

چون .diam(
Γ(A[x, x−١;α])) ≥ ١ م دهد نتیجه که ،d(ux, vx٢) = ١

.diam(
Γ(R[x, x−١;α])) ≥ ١ نتیجه در ،A[x, x−١;α] ∼= R[x, x−١;α]
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ریخت ی از استفاده با دراین صورت، .diam(

Γ(R[x, x−١;α])) = ١ کنید فرض ابتدا (٢)
ی u کنید فرض حال، .diam(

Γ(A[x, x−١;α])) = ١ داریم: ،A[x, x−١;α] ∼= R[x, x−١;α]
مقسوم علیه های ux٢ و ux ،٢ . ٢ . ١٣ لم از استفاده با لذا باشد. A از غیربدیه صفر مقسوم علیه
داریم لذا ،diam(

Γ(A[x, x−١;α])) = ١ آن جایی که از هستند. A[x, x−١;α] از غیربدیه صفر
لذا .u٢ = ٠ بنابراین است، α‐سازگار ،A چون .uα(u) = ٠ درنتیجه و ،(ux)(ux٢) = ٠
صفر مقسوم علیه های vx٢ و ux بنابراین .u, v ∈ Z(A) کنید فرض حال، است. غیرکاهش A

درنتیجه ،diam(
Γ(A[x, x−١;α])) = ١ چون م باشند. A[x, x−١;α] از متمایز

بنابراین .uv = ٠ لذا است، سازگار ‐α ،A آن جایی که از .(ux)(vx٢) = uα(v)x٣ = ٠
.Z(R)٢ = ٠ و است غیرکاهش R درنتیجه .Z(A)٢ = ٠

نیز A نتیجه در .Z(R)٢ = ٠ به طوری که باشد غیرکاهش حلقه ای R کنید فرض بالعکس،
A بنابراین است، A برگشت پذیر حلقه ی از سازگار خودریخت ی α آن جایی که از است. چنین
بنابراین ،Z(A)٢ = ٠ چون .Z(A[x, x−١;α]) ⊆ Z(A)[x, x−١;α] لذا و است، α− SLMP حلقه
A[x, x−١;α] ∼= آن جایی که از .diam(

Γ(A[x, x−١;α])) = ١ بنابراین، .Z(A[x, x−١;α])٢ = ٠
.diam(

Γ(R[x, x−١;α])) = ١ درنتیجه ،R[x, x−١;α]
با باشد. مینیمال اول ایده آل دو دقیقاً با کاهش حلقه ای R که کنید فرض ابتدا (٣)
P١ مینیمال اول ایده آل دو دقیقاً با کاهش حلقه ای A ،٢ . ٢ . ١٩ و ۴ . ٢ . ٢ گزاره های از استفاده
،٢ . ٢ . ٩ نتیجه از استفاده با بنابراین است، α‐سازگار و کاهش A آن جایی که از است. P٢ و
و P١[x, x−١;α] لذا است، A از خودریخت ی α چون هم چنین، است. کاهش A[x, x−١;α]
از استفاده با بنابراین م باشند. A[x, x−١;α] از مینیمال اول ایده آل دو دقیقاً P٢[x, x−١;α]

.diam(
Γ(A[x, x−١;α])) = ٢ داشت: خواهیم [(٣)۵ . ٢ قضیه ،٣٨]

به طوری که باشد ایده آل ی Z(R) و راست، (A) خاصیت دارای R کنید فرض حال،
به طوری که است ایده آل ی Z(A) و راست (A) خاصیت دارای A درنتیجه .Z(R)٢ ̸= ٠
لذا و است، ایده آل ی Z

(
A[x, x−١;α]) ،٢ . ٢ . ١١ گزاره از استفاده با بنابراین .Z(A)٢ ̸= ٠

ناصفر مشترک پوچ ساز دارای A[x, x−١;α] از متمایز غیربدیه صفر مقسوم علیه  جفت هر
از استفاده با ،Z(A)٢ ̸= ٠ آن جایی که از .diam(

Γ(A[x, x−١;α])) ≤ ٢ درنتیجه، هستند.
.diam(

Γ(A[x, x−١;α])) = ٢ بنابراین .diam(
Γ(A[x, x−١;α])) ≥ ٢ ،(٢)

دو دقیقاً با کاهش حلقه ای R و diam
(
Γ(R[x, x−١;α])) = ٢ که کنید فرض بالعکس،

و ،Z(
A[x, x−١;α])٢ ̸= ٠ به وضوح است. چنین نیز A بنابراین نباشد. مینیمال اول ایده آل

ذیل حالت دو لذا Z(R)٢ ̸= ٠ نتیجه در ،Z(A)٢ ̸= ٠ داریم است، α− SLMP حلقه ی A چون
داریم: را

R[x, x−١;α] آن گاه باشد، مینیمال اول ایده آل دو از بیش با کاهش حلقه ای R اگر (الف) حالت
،diam(

Γ(R[x, x−١;α])) = ٢ آن جایی که از و است، مینیمال اول ایده آل دو از بیش با کاهش
مشترک پوچ ساز دارای R[x, x−١;α] از متمایز غیربدیه صفر مقسوم علیه  جفت هر بنابراین
R ،٢ . ٢ . ١١ گزاره از استفاده با لذا و است ایده آل ی Z(R[x, x−١;α]) نتیجه در م باشند.
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است. ایده آل Z(R) و راست (A) خاصیت دارای

Z(R[x, x−١;α]) ،٢ . ٢ . ١٨ قضیه از استفاده با آن گاه باشد، غیرکاهش R اگر (ب) حالت
Z(R) و راست (A) خاصیت دارای R ،٢ . ٢ . ١١ گزاره از استفاده با بنابراین و است ایده آل ی

است. ایده آل
غیرکاهش R آن گاه ،Z(R)٢ = ٠ اگر .diam(

Γ(A[x, x−١;α])) = ٣ که کنید فرض ابتدا (۴)
فرض بنابراین است. تناقض ی که ،diam(

Γ(A[x, x−١;α])) = ١ ،(٢) از استفاده با لذا و است
نم باشد مینیمال اول ایده آل دو دقیقاً با کاهش R ،(٣) از استفاده با لذا ،Z(R)٢ ̸= ٠ کنید

نیست. ایده آل Z(R) یا نیست راست (A) خاصیت دارای R و
م شود. نتیجه آسان به (٣) و (٢) از استفاده با عکس قسمت

جفت ی اگر باشد. α‐سازگار و متقارن غیرکاهش حلقه ای R کنید فرض .٢ . ٢ . ٢١ گزاره
به طوری که باشد موجود f(x), g(x) ∈ Z(R[x, x−١;α]) غیربدیه صفر مقسوم علیه

.diam(
ΓE(R[x, x−١;α])) = ٣ آن گاه ،lR[x,x−١;α](f(x)) ∩ lR[x,x−١;α](g(x)) = {٠}

ξβ ̸= ٠ به طوری که است موجود ξ, β ∈ Z(R[x, x−١;α])∗ ،٢ . ٢ . ١٨ قضیه از استفاده با برهان.
.diam(

ΓE(R[x, x−١;α])) = ٣ بنابراین نم باشد. ناصفر پوچ ساز دارای {ξ, β} و
اریب چندجمله ای های حلقه ی فشرده صفر مقسوم علیه  گراف قطر از رده بندی ی ذیل در

م دهیم. ارائه است، α‐سازگار و برگشت پذیر حلقه ی ی R که ،R[x, x−١;α] لوران
دراین صورت: باشد. α‐سازگار و برگشت پذیر حلقه ای R کنید فرض .٢ . ٢ . ٢٢ قضیه

)diam؛
ΓE(R)

)
= ٠ اگر تنها و اگر diam(

ΓE(R[x, x−١;α])) = ٠ (١)
)diam؛

ΓE(R)
)
= ١ اگر تنها و اگر diam(

ΓE(R[x, x−١;α])) = ١ (٢)
Z(R) و راست (A) خاصیت دارای R (الف) اگر تنها و اگر diam(

ΓE(R[x, x−١;α])) = ٢ (٣)
(ب) یا Z(R) ̸= annR(a) ،a ∈ Z(R)∗ هر برای و ،Z(R)٢ ̸= ٠ به طوری که باشد ایده آل
به طوری که باشد موجود b, c ∈ Z(R)∗ و Z(R) = annR(a) ،a ∈ Z(R)∗ بعض برای

R[b]؛ ̸= [c]R و bc ̸= ٠
مینیمال اول ایده آل دو دقیقاً با کاهش R اگر تنها و اگر diam(

ΓE(R[x, x−١;α])) = ٣ (۴)
نباشد. R از ایده آل Z(R) یا نباشد راست (A) خاصیت دارای R و نباشد

چون .diam(
ΓE(R[x, x−١;α])) = ٠ کنید فرض ابتدا (١) برهان.

.diam(
ΓE(R)

)
= ٠ لذا ،diam(

ΓE(R)
)
≤ diam

(
ΓE(R[x, x−١;α]))

لذا و |ΓE(R)| = ١ دراین صورت، .diam(
ΓE(R)

)
= ٠ کنید فرض بالعکس،

نظر در را f(x) ∈ Z(A[x, x−١;α])∗ عنصر .ΓE(A) =
{
[u]A

} که کنید فرض .|ΓE(A)| = ١
استفاده با بنابراین است، A برگشت  پذیر حلقه از سازگار خودریخت ی α آن جایی که از یرید. ب



۴١ لوران اریب چندجمله  ای های حلقه فشرده صفر مقسوم علیه  گراف قطر بررس
به طوری که است موجود ٠ ̸= a ∈ A لذا و است، α − SLMP حلقه ی A ،[٢ . ٨ قضیه ،۶] از
،ui ∈ C∗

f هر برای بنابراین .Cf ⊆ Z(A) لذا است، α‐سازگار و برگشت پذیر A چون .f(x)a = ٠
چون و diam

(
ΓE(A[x, x

−١;α])) = ٠ پس .[u]A[x,x−١;α] = [f ]A[x,x−١;α] درنتیجه .[u]A = [ui]A

.diam(
ΓE(R[x, x−١;α])) = ٠ بنابراین ،A[x, x−١;α] ∼= R[x, x−١;α]

چون .diam(
ΓE(R[x, x−١;α])) = ١ کنید فرض ابتدا (٢)

.diam(
ΓE(R)

)
= ١ لذا ،diam(

ΓE(R)
)
≤ diam

(
ΓE(R[x, x−١;α]))

(الف) ،٢ . ٢ . ٢ قضیه از استفاده با دراین صورت .diam(
ΓE(R)

)
= ١ کنید فرض بالعکس،

،a ∈ Z(R)∗ بعض برای و |ΓE(R)| = ٢ (ب) یا است مینیمال اول ایده آل دو دقیقاً با کاهش R

.Z(R) = annR(a)

،۴ . ٢ . ٢ لم از استفاده با آن گاه باشد، مینیمال اول ایده آل دو دقیقاً با کاهش حلقه ای R اگر
مینیمال اول ایده آل دو Q و P کنید فرض م باشد. مینیمال اول ایده آل دو دقیقاً با کاهش A

اول ایده آل دو دقیقاً با کاهش A[x, x−١;α] ،٢ . ٢ . ٢٠ قضیه برهان به توجه با باشند. A از
A لذا م شد α‐سازگار و برگشت پذیر R چون م باشد. Q[x, x−١;α] و P [x, x−١;α] مینیمال
برای و |ΓE(R)| = ٢ که کنید فرض حال .diam(

ΓE(R[x, x−١;α])) = ١ لذا است. چنین نیز
بنابراین .ΓE(R) =

{
[a]R, [b]R

} کنید فرض هم چنین .Z(R) = annR(a) ،a ∈ Z(R)∗ بعض
.ΓE(A) =

{
[u]A, [v]A

} لذا و u = x−iaxi ،i ≥ ٠ بعض برای ،Z(A) = annA(u) و |ΓE(A)| = ٢
است، α−SMLP حلقه ای ،A آن جایی که از یرید. ب نظر در را f(x) ∈ Z

(
A[x, x−١;α])∗ عنصر

است، α‐سازگار و برگشت پذیر A چون .f(x)c = ٠ به طوری که است موجود ٠ ̸= c ∈ A لذا
سه .ΓE

(
A[x, x−١;α]) =

{
[u]A[x,x−١;α], [v]A[x,x−١;α]

} م کنیم ادعا .C∗
f ⊆ Z(A)∗ بنابراین،

م گیریم: نظر در را زیر حالت
بنابراین .annA(ui) = annA(u) آن گاه ،[ui]A = [u]A ،ui ∈ C∗

f هر برای اگر (الف)
.[u]A[x,x−١;α] = [f ]A[x,x−١;α] لذا و annA[x,x−١;α](f) = annA[x,x−١;α](u)

بنابراین .annA(ui) = annA(v) آن گاه ،[ui]A = [v]A ،ui ∈ C∗
f هر برای اگر (ب)

.[v]A[x,x−١;α] = [f ]A[x,x−١;α] لذا و annA[x,x−١;α](f) = annA[x,x−١;α](v)

برای و [ui]A = [u]A ،ui ∈ C∗
f١ هر برای و f١ ̸= ٠ ̸= f٢ که ،f = f١ + f٢ اگر (پ)

که داد نشان م توان به آسان ،annA(v) ⊆ annA(u) چون آن گاه ،[vj ]A = [v]A ،vj ∈ C∗
f٢ هر

بنابراین .[v]A[x,x−١;α] = [f ]A[x,x−١;α] لذا و ،annA[x,x−١;α](f) = annA[x,x−١;α](v)

م دهد نتیجه که ،ΓE

(
A[x, x−١;α]) =

{
[u]A[x,x−١;α], [v]A[x,x−١;α]

}
بنابراین ،A[x, x−١;α] ∼= R[x, x−١;α] ازآ ن جایی که .diam(

ΓE(A[x, x−١;α])) = ١
.diam(

ΓE(R[x, x−١;α])) = ١
از آن جایی که .diam(

ΓE(R[x, x−١;α])) = ٢ کنید فرض ابتدا (٣)
با .diam(

Γ(R[x, x−١;α])) ∈ {٢,٣} لذا ،diam(
ΓE(R[x, x−١;α])) ≤ diam

(
Γ(R[x, x−١;α]))

چون .diam(
Γ(R[x, x−١;α])) ̸= ٣ ،٢ . ٢ . ٢١ و ٢ . ٢ . ٢٠ گزاره های از استفاده

راست (A) خاصیت دارای R ،٢ . ٢ . ٢٠ گزاره از استفاده با بنابراین ،diam(
Γ(R[x, x−١;α])) = ٢
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،a ∈ Z(R)∗ هر برای (الف) لذا، .Z(R)٢ ̸= ٠ به طوری که م باشد R از ایده آل ی Z(R) و
هر برای اگر .Z(R) = annR(a) به طوری که است موجود a ∈ Z(R)∗ (ب) یا Z(R) ̸= annR(a)

،a ∈ Z(R)∗ بعض برای کنید فرض است. حاصل نتیجه آن گاه ،Z(R) ≠ annR(a) ،a ∈ Z(R)∗

و diam
(
ΓE(R[x, x−١;α])) = ٢ آن جایی که از .Z(R) = annR(a)

قضیه و (٢) و (١) قسمت های از استفاده با بنابراین ،diam(
ΓE(R)

)
≤ diam

(
ΓE(R[x, x−١;α]))

.[b]R ̸= [c]R و bc ̸= ٠ به طوری که دارند وجود b, c ∈ Z(R)∗ که م گیریم نتیجه ،(٣)٢ . ٢ . ٢
به طوری که باشد ایده آل ی Z(R) و راست (A) خاصیت دارای R کنید فرض بالعکس،
،٢ . ٢ . ١١ گزاره از استفاده با لذا م باشد، α‐سازگار و برگشت پذیر R از آن جایی که .Z(R)٢ ̸= ٠
از متمایز غیربدیه صفر مقسوم علیه  جفت هر درنتیجه است، ایده آل ی Z(R[x, x−١;α])
.diam(

Γ(R[x, x−١;α])) ≥ ٢ بنابراین، م باشد. مشترک ناصفر پوچ ساز دارای R[x, x−١;α]
،diam(

ΓE(R[x, x−١;α])) ≤ diam
(
Γ(R[x, x−١;α])) چون .diam(

Γ(R[x, x−١;α])) = ٢ لذا،
کنید فرض حال .diam(

ΓE(R[x, x−١;α])) = ٢ ،(٢) و (١) قسمت های از استفاده با نتیجه در
بنابراین .[b]R ̸= [c]R و bc ̸= ٠ به طوری که باشند موجود b, c ∈ Z(R)∗ و Z(R) = annR(a)

.[b]A[x,x−١;α] ̸= [c]A[x,x−١;α] هم چنین ،Z(
A[x, x−١;α]) = annA[x,x−١;α](a) لذا و [b]A ̸= [c]A

زیرا ،diam(
Γ(R[x, x−١;α])) = ٢ م دهد نتیجه که diam

(
Γ(A[x, x−١;α])) = ٢ بنابراین،

.A[x, x−١;α] ∼= R[x, x−١;α]
غیرکاهش R آن گاه ،Z(R)٢ = ٠ اگر .diam(

Γ(R[x, x−١;α])) = ٣ کنید فرض ابتدا (۴)
تناقض ی که ،diam(

Γ(R[x, x−١;α])) = ٠ م گیریم، نتیجه (١) قسمت به توجه با و است،
کاهش حلقه ای R ،(١) قسمت به توجه با لذا باشد. Z(R)٢ ̸= ٠ کنید فرض بنابراین م باشد.

(A) خاصیت دارای R ،(٣) قسمت از استفاده با و نیست، مینیمال اول ایده آل دو دقیقاً با
نم باشد. R از ایده آل Z(R) یا نیست راست

م شود. نتیجه (٣) و (٢) قسمت های به توجه با گزاره عکس

حلقه ی فشرده صفر مقسوم علیه  گراف قطر بررس ٢ . ٣
اریب چندجمله ای های

برگشت پذیر حلقه ای R که را ΓE

(
R[x;α, δ]

) گراف قطر از کامل رده بندی ی بخش، این در
حلقه ی روی چندجمله ای ها حلقه ی آن جایی که از م دهیم. ارائه م باشد، ,α)‐سازگار δ) و
رده بندی های از نم توانیم بنابراین ،[٢ . ١ مثال ،۵٣] نم باشد برگشت پذیر لزوماً برگشت پذیر،

کنیم. استفاده اریب چندجمله ای های حلقه ی برای ٢ . ٢ . ٢ قضیه در شده ارائه
قرار استفاده مورد ما اصل نتایج در شده، اثبات [۶ . ٢ قضیه ،٣٨] مرج در که زیر لم

گرفت. خواهد



۴٣ اریب چندجمله ای های حلقه ی فشرده صفر مقسوم علیه  گراف قطر بررس
Z
(
R[x;α, δ]

) این صورت در باشد. ,α)‐سازگار δ) و برگشت پذیر حلقه ای R کنید فرض .٢ . ٣ . ١ لم
باشد. (A) خاصیت دارای R و ایده آل ی Z(R) اگر وتنها اگر است ایده آل ی

ی اگر باشد. ,α)‐سازگار δ) و متقارن ، غیرکاهش حلقه ای R کنید فرض .٢ . ٣ . ٢ قضیه
به طوری که باشد موجود f(x), g(x) ∈ Z

(
R[x;α, δ]

) متمایز غیربدیه صفر مقسوم علیه  جفت
.diam(

ΓE(R[x;α, δ])
)
= ٣ آن گاه ،lR[x;α,δ]

(
f(x)

)
∩ lR[x;α,δ]

(
g(x)

)
= {٠}

است موجود β, ξ ∈ Z
(
R[x;α, δ]

)∗ ناصفر عناصر ،[٢ . ٢ قضیه ،٣٨] از استفاده با برهان.
نتیجه نباشند.در مشترک پوچ ساز دارای β, ξ و βξ ̸= ٠ ̸= ξβ به طوری که

.diam(
ΓE(R[x;α, δ])

)
= ٣

R از مینیمال اول ایده آل هر آن گاه باشد، کاهش حلقه ای R اگر که م کنیم یادآوری
بنابراین، پوچ سازهاست. از اجتماع ی مینیمال اول ایده آل هر هم چنین است. اول کاملا
،α(P ) ⊆ P آن گاه باشد، R ,α)‐سازگار δ) کاهش حلقه ی ی از مینیمال اول ایده آل ی P اگر
P [x;α, δ] که کرد ثابت م توان به آسان است. R[x;α, δ] از ایده آل ی P [x;α, δ] لذا و δ(P ) ⊆ P

است. R[x;α, δ] از مینیمال اول ایده آل ی
این صورت: در باشد. ,α)‐سازگار δ) و برگشت پذیر حلقه ی R کنید فرض .٢ . ٣ . ٣ قضیه

)diam؛
ΓE(R)

)
= ٠ اگر تنها و اگر diam(

ΓE(R[x;α, δ])
)
= ٠ (١)

)diam؛
ΓE(R)

)
= ١ اگر تنها و اگر diam(

ΓE(R[x;α, δ])
)
= ١ (٢)

Z(R) باشد، راست (A) خاصیت دارای R (الف) اگر تنها و اگر diam(
ΓE(R[x;α, δ])

)
= ٢ (٣)

یا ،Z(R) ̸= annR(a) ،a ∈ Z(R)∗ هر برای و ،Z(R)٢ ̸= ٠ به طوری که باشد ایده آل ی
باشد موجود b, c ∈ Z(R)∗ عناصر و Z(R) = annR(a) ،a ∈ Z(R)∗ از بعض برای (ب)

R[b]؛ ̸= [c]R و bc ̸= ٠ به طوری  که
اول ایده آل دو دقیقاًَ با کاهش حلقه ای R اگر تنها و اگر diam(

ΓE(R[x;α, δ])
)
= ٣ (۴)

نباشد. ایده آل ی Z(R) یا نباشد راست (A) خاصیت دارای R یا و نباشد مینیمال
چون .diam(

ΓE(R[x;α, δ])
)

= ٠ کنید فرض ابتدا (١) برهان.
.diam(

ΓE(R)
)
= ٠ بنابراین ،diam(

ΓE(R)
)
≤ diam

(
ΓE(R[x;α, δ])

)
کلیت از کاستن بدون .|ΓE(R)| = ١ بنابراین .diam(

ΓE(R)
)
= ٠ که کنید فرض حال،

R چون .f ∈ Z
(
R[x;α, δ]

)∗ کنید فرض .V (
ΓE(R)

)
=

{
[a]

} کرد فرض م توان مسئله
وجود r, s ∈ R ،[٢ . ١ نتیجه ،٣٨] از استفاده با بنابراین است، ,α)‐سازگار δ) و برگشت پذیر
.[a]R = [ai]R ،ai ∈ C∗

f هر برای بنابراین .Cf ⊆ Z(R) لذا و ،rf = ٠ = fs به طوری که دارند
ثابت به آسان م توانیم ،١ . ١ . ٢٣ لم از استفاده با است، ,α)‐سازگار δ) و برگشت پذیر R چون

.diam(
ΓE(R[x;α, δ])

)
= ٠ درنتیجه .[a]R[x;α,δ] = [f ]R[x;α,δ] کنیم
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،(١) قسمت از استفاده با بنابراین .diam(

ΓE(R[x;α, δ])
)

= ١ کنید فرض ابتدا (٢)
٢ . ٢ . ٢ قضیه از استفاده با لذا .diam(

ΓE(R)
)
= ١ کنید فرض حال .diam(

ΓE(R)
)
= ١

برای و |ΓE(R)| = ٢ (ب) یا است، مینیمال اول ایده آل دو دقیقاً با کاهش حلقه ای R (الف)
.Z(R) = annR(a) ،a ∈ Z(R)∗ بعض

نتیجه در باشد، Q و P مینیمال اول ایده آل دو دقیقاً با کاهش حلقه ای R کنید فرض ابتدا
م باشد. Q[x;α, δ] و P [x;α, δ] مینیمال اول ایده آل دو دقیقاً با کاهش حلقه ای R[x;α, δ]

،h ∈ Q[x;α, δ] هر برای چون ،f, g ∈ P [x;α, δ] اگر .f, g ∈ Z
(
R[x;α, δ]

) کنید فرض حال
آن گاه ،f, g ∈ Q[x;α, δ] اگر مشابه، به طور .[f ]R[x;α,δ] = [g]R[x;α,δ] لذا ،fh = ٠ = gh

بنابراین .fg = ٠ آن گاه ،g ∈ Q[x;α, δ] و f ∈ P [x;α, δ] اگر هم چنین، .[f ]R[x;α,δ] = [g]R[x;α,δ]

.diam(
ΓE(R[x;α, δ])

)
= ١

هم چنین .Z(R) = annR(a) ،a ∈ Z(R) بعض برای و |ΓE(R)| = ٢ که کنید فرض حال،
R چون یرید. ب نظر در را f ∈ Z

(
[x;α, δ]

)∗ عنصر .V (
ΓE(R)

)
=

{
[a]R, [b]R

} کنید فرض
موجود ٠ ̸= r, s ∈ R ،[٢ . ١ قضیه ،٣٨] از استفاده با بنابراین است، ,α)‐سازگار δ) و برگشت پذیر
م کنیم ادعا .C∗

f ⊆ Z(R)∗ لذا و ،rf = ٠ = fs به طوری که است
م گیریم: نظر در را زیر حالت سه .V (

ΓE(R[x;α, δ])
)
=

{
[a]R[x;α,δ], [b]R[x;α,δ]

}
بنابراین .annR(ai) = annR(a) آن گاه ،[ai]R = [a]R ،ai ∈ C∗

f هر برای اگر اول: حالت
.[a]R[x;α,δ] = [f ]R[x;α,δ] لذا و annR[x;α,δ](f) = annR[x;α,δ](a)

بنابراین .annR(ai) = annR(b) آن گاه ،[ai]R = [b]R ،ai ∈ C∗
f هر برای اگر دوم: حالت

.[b]R[x;α,δ] = [f ]R[x;α,δ] لذا و annR[x;α,δ](f) = annR[x;α,δ](b)

و [ai]R = [a]R ،ai ∈ C∗
f١ هر برای و f١ ̸= ٠ ̸= f٢ آن در که ،f = f١ + f٢ اگر سوم: حالت

داد نشان م توان به آسان ،annR(b) ⊆ annR(a) آن جایی که از ،[bj ]R = [b]R ،bj ∈ C∗
f٢ هر برای

بنابراین .[b]R[x;α,δ] = [f ]R[x;α,δ] لذا و ،annR[x;α,δ](f) = annR[x;α,δ](b) که
.diam(

ΓE(R[x;α, δ])
)
= ١ م دهد نتیجه که ،V (

Γ(R[x;α, δ])
)
=

{
[a]R[x;α,δ], [b]R[x;α,δ]

}
چون دراین صورت .diam(

ΓE(R[x;α, δ])
)

= ٢ کنید فرض ابتدا (٣)
.diam(

Γ(R[x;α, δ])
)
∈ {٢,٣} پس ،diam(

ΓE(R[x;α, δ])
)
≤ diam

(
Γ(R[x;α, δ])

)
از استفاده با آن گاه .diam(

Γ(R[x;α, δ])
)

= ٢ که کنید فرض اول: حالت
به طوری که م باشد ایده آل ی Z(R) و راست (A) خاصیت دارای R ،[٢ . ٧ قضیه ،٣٨]

بعض برای (ب) یا Z(R) ̸= annR(a) ،a ∈ Z(R)∗ هر برای (الف) بنابراین .Z(R)٢ ̸= ٠
.Z(R) = annR(a) ،a ∈ Z(R)∗

است. حاصل نتیجه آن گاه ،Z(R) ̸= annR(a) ،a ∈ Z(R)∗ هر برای اگر (الف)
چون .Z(R) = annR(a) ،a ∈ Z(R)∗ بعض برای که کنید فرض (ب)
بنابراین .diam(

ΓE(R)
)
= ٢ ،(٢) و (١) قسمت های از استفاده با ،diam(

ΓE(R[x;α, δ])
)
= ٢

.[b]R ̸= [c]R و bc ̸= ٠ به طوری که است موجود b, c ∈ Z(R)∗ ،(٣)٢ . ٢ . ٢ قضیه از استفاده با
از استفاده با نتیجه در .diam(

Γ(R[x;α, δ])
)

= ٣ که کنید فرض دوم: حالت



۴۵ اریب چندجمله ای های حلقه ی فشرده صفر مقسوم علیه  گراف قطر بررس
خاصیت دارای R و نیست مینیمال اول ایده آل دو دقیقاً با کاهش حلقه ای R ،[٢ . ٧ قضیه ،٣٨]
diam

(
ΓE(R[x;α, δ])

)
= ،٢ . ٣ . ٢ قضیه از استفاده با نیست. ایده آل ی Z(R) یا نیست راست (A)

است. تناقض ی که ،٣
به طوری که باشد ایده آل ی Z(R) و راست (A) خاصیت دارای R که کنید فرض بالعکس،
هر لذا و است، ایده آل ی Z(R[x;α, δ]) ،٢ . ٣ . ١ لم از استفاده با نتیجه در .Z(R)٢ ̸= ٠
بنابراین م باشند. ناصفر پوچ ساز دارای R[x;α, δ] از متمایز غیربدیه صفر مقسوم علیه  جفت
بنابراین .diam(

Γ(R[x;α, δ])
)
≥ ٢ لذا ،Z(R)٢ ̸= ٠ آن جایی که از .diam(

Γ(R[x;α, δ])
)
≤ ٢

با درنتیجه ،diam(
ΓE(R[x;α, δ])

)
≤ diam

(
Γ(R[x;α, δ])

) چون .diam(
Γ(R[x;α, δ])

)
= ٢

.diam(
ΓE(R[x;α, δ])

)
= ٢ داریم و(٢) (١) قسمت های از استفاده

و bc ̸= ٠ به طوری که باشند موجود b, c ∈ Z(R)∗ و Z(R) = annR(a) کنید فرض حال،
در .[b]R[x;α,δ] ̸= [c]R[x;α,δ] هم چنین و Z

(
R[x;α, δ]

)
= annR[x;α,δ](a) بنابراین .[b]R ̸= [c]R

.diam(
ΓE(R[x;α, δ])

)
= ٢ نتیجه

برای این .Z(R)٢ ̸= ٠ م کنیم ادعا .diam(
ΓE(R[x;α, δ])

)
= ٣ کنید فرض ابتدا (۴)

،(١) قسمت از استفاده با بنابراین است. غیرکاهش R آن گاه .Z(R)٢ = ٠ کنید فرض منظور،
،(٢) قسمت از استفاده با .Z(R)٢ ̸= ٠ لذا است. تناقض ی که ،diam(

ΓE(R[x;α, δ])
)
= ٠

خاصیت دارای R ،(٣) قسمت از استفاده با و نیست مینیمال اول ایده آل دو دقیقاً با کاهش R

نیست. ایده آل Z(R) یا نیست راست (A)

م شود. نتیجه (٣) و (٢) قسمت های از گزاره عکس
حالت های تمام باشد. ,α)‐سازگار δ) و برگشت پذیر حلقه ای R کنید فرض .۴ . ٢ . ٣ قضیه

است: زیر به صورت diam(
ΓE(R[x;α, δ])

) و diam
(
ΓE(R)

) توصیف برای ن مم
)diam؛

ΓE(R[x;α, δ])
)
= ٠ اگر تنها و اگر diam(

ΓE(R)
)
= ٠ (١)

)diam؛
ΓE(R[x;α, δ])

)
= ١ اگر تنها و اگر diam(

ΓE(R)
)
= ١ (٢)

(A) خاصیت دارای R (الف) اگر تنها و اگر diam(
ΓE(R)

)
= diam

(
ΓE(R[x;α, δ])

)
= ٢ (٣)

برای (ب) یا Z(R) ̸= annR(a) ،a ∈ Z(R)∗ هر برای و باشد ایده آل ی Z(R) راست،
به طوری که باشد موجود b, c ∈ Z(R)∗ عنصر دو و Z(R) = annR(a) ،a ∈ Z(R)∗ بعض

R[b]؛ ̸= [c]R و bc ̸= ٠
باشد ایده آل ی Z(R) اگر تنها و اگر diam(

ΓE(R[x;α, δ])
)
= ٣ و diam

(
ΓE(R)

)
= ٢ (۴)

دارای R و باشد، ناصفر پوچ ساز دارای متمایز غیربدیه صفر مقسوم علیه جفت هر و
نباشد؛ راست (A) خاصیت

ایده آل دو دقیقاً با کاهش R اگر تنها و اگر diam(
ΓE(R)

)
= diam

(
ΓE([x;α, δ])

)
= ٣ (۵)

نباشد. ایده آل ی Z(R) و نباشد مینیمال اول



فشرده صفر مقسوم علیه  گراف قطر بررس ۴۶
م شود. نتیجه ٢ . ٣ . ٣ و ٢ . ٢ . ٢ قضایای از برهان برهان.

آن گاه است)، R حلقه ی روی همان تابع معرف IdR (که دهیم قرار δ = ٠ و α = IdR اگر
داریم. را زیر نتایج

این صورت: در باشد. برگشت پذیر حلقه ای R کنید فرض .۵ . ٢ . ٣ نتیجه
)diam؛

ΓE(R[x])
)
= ٠ اگر تنها و اگر diam(

ΓE(R)
)
= ٠ (١)

)diam؛
ΓE(R[x])

)
= ١ اگر تنها و اگر diam(

ΓE(R)
)
= ١ (٢)

ی Z(R) راست، (A) خاصیت دارای R (الف) اگر تنها و اگر diam(
ΓE(R[x])

)
= ٢ (٣)

(ب) یا Z(R) ̸= annR(a) ،a ∈ Z(R)∗ هر برای و ،Z(R)٢ ̸= ٠ به طوری که باشد ایده آل
باشد موجود b, c ∈ Z(R)∗ عنصر دو و Z(R) = annR(a) ،a ∈ Z(R)∗ از بعض برای

R[b]؛ ̸= [c]R و bc ̸= ٠ به طوری که
مینیمال اول ایده آل دو دقیقاًَ با کاهش حلقه ای R اگر تنها و اگر diam(

ΓE(R[x])
)
= ٣ (۴)

نباشد. ایده آل ی Z(R) یا نباشد راست (A) خاصیت دارای R یا و نباشد
توصیف برای ن مم حالت های تمام باشد. برگشت پذیر حلقه ای R کنید فرض .۶ . ٢ . ٣ نتیجه

است: زیر به صورت diam(
ΓE(R[x])

) و diam
(
ΓE(R)

)
(A) خاصیت دارای R (الف) اگر تنها و اگر diam(

ΓE(R)
)
= diam

(
ΓE(R[x])

)
= ٢ (١)

برای (ب) یا Z(R) ̸= annR(a) ،a ∈ Z(R)∗ هر برای و باشد ایده آل ی Z(R) راست،
به طوری که باشد موجود b, c ∈ Z(R)∗ عنصر دو و Z(R) = annR(a) ،a ∈ Z(R)∗ بعض

R[b]؛ ̸= [c]R و bc ̸= ٠
هر و باشد ایده آل ی Z(R) اگر تنها و اگر diam(

ΓE(R[x])
)
= ٣ و diam

(
ΓE(R)

)
= ٢ (٢)

خاصیت دارای R و باشد، ناصفر پوچ ساز دارای متمایز غیربدیه صفر مقسوم علیه جفت
نباشد؛ راست (A)

اول ایده آل دو دقیقاً با کاهش R اگر تنها و اگر diam(
ΓE(R)

)
= diam

(
ΓE([x])

)
= ٣ (٣)

نباشد. ایده آل ی Z(R) و نباشد مینیمال
لزوماً ۴ . ٢ . ٣ و ٢ . ٣ . ٣ قضایای سازگاری، ‐δ شرط غیاب در که م دهد نشان زیر مثال

نم باشند. برقرار
δ(t̄) = به طوری که باشد R روی مشتق تابع δ و R = Z٢[t]/(t٢) کنید فرض .٢ . ٣ . ٧ مثال
اما t̄٢ = ٠ چون م باشد. Z٢ عضوی دو میدان روی چندجمله ای ها حلقه ی Z٢[t] و ١
بنابراین ،Z(R) = {٠, t̄} که م شود مشاهده نیست. δ‐سازگار ،R بنابراین ،t̄δ(t̄) ̸= ٠
در یرید. ب نظر در را R[x; δ] مشتق چند جمله ای های حلقه ی حال .diam(

ΓE(R)
)

= ٠



۴٧ اریب چندجمله ای های حلقه ی فشرده صفر مقسوم علیه  گراف قطر بررس
.R′ = M٢(Z٢) دهید قرار .R[x; δ] ∼= M٢(Z٢)[y] که شده داده نشان ،[٢ . ١٠ مثال ،۴١] مرج

که کرد بررس م توان به آسان
V
(
ΓE(R

′)
)

=
{
[E١١]R′ , [E١٢]R′ , [E٢١]R′ , [E٢٢]R′ , [E١١ + E١٢ + E٢١ + E٢٢]R′ ,

[E١١ + E١٢]R′ , [E١١ + E٢١]R′ , [E٢١ + E٢٢]R′ , [E١٢ + E٢٢]R′
}

جفت هر ضرب م شود دیده هم چنین هستند. ه  ی ماتریس های ر نمایش Eijها آن در که
درنتیجه م باشند. مشترک ناصفر پوچ ساز دارای یا است صفر برابر متمایز صفر مقسوم علیه 
لذا و ،diam(

ΓE(R
′[y])

)
≥ ٢ بنابراین ببینید). را ١.٢ ل (ش diam

(
ΓE(R

′)
)

= ٢

٢ . ١ ل ش

است. اساس ٢ . ٣ . ٣ قضیه در باشد“ δ‐سازگار ،R” فرض بنابراین .diam(
ΓE(R[x;α])

)
≥ ٢

ضروری ۴ . ٢ . ٣ و ٢ . ٣ . ٣ قضایای در ،R حلقه برگشت پذیری شرط م دهد نشان بعدی مثال
است.

نیست. برگشت پذیر R به وضوح .δ = ٠ و α = IdR ،R = M٢(Z٢) که کنید فرض .٢ . ٣ . ٨ مثال
آن جایی که از .diam(

ΓE(R)
)

= ٢ که دادیم نشان ،٢ . ٣ . ٧ مثال در
که م کنیم ادعا .diam(

ΓE(R[x])
)
∈ {٢,٣} بنابراین ،diam(

ΓE(R)
)
≤ diam

(
ΓE(R[x])

)
f, g ∈ Z

(
R[x]

) عنصر دو دهیم نشان کاف است منظور این برای .diam(
ΓE(R[x])

)
= ٣

عناصر نم باشند. مشترک ناصفر پوچ ساز دارای f, g و fg ̸= ٠ ̸= gf به طوری که دارند وجود
،A١ =

 ١ ١
٠ ٠

 ،A٠ =

 ١ ٠
٠ ٠

 که را f(x) = A٠ + A١x, g(x) = B٠ + B١x ∈ Z
(
R[x]

)
.fg ̸= ٠ ̸= gf به وضوح، یرید. ب نظر در B١ =

 ١ ١
١ ١

 و B٠ =

 ٠ ٠
١ ٠


اگر باشد. g(x) و f(x) ناصفر مشترک پوچ ساز h(x) = C که کنید فرض ابتدا

ی که ،C = ٠ بنابراین .C ∈ l(A٠)∩ l(A١)∩ l(B٠)∩ l(B١) آن گاه ،h(x)f(x) = ٠ = h(x)g(x)



فشرده صفر مقسوم علیه  گراف قطر بررس ۴٨
آن گاه ،h(x)f(x) = ٠ = g(x)h(x) اگر حال، است. تناقض
مشابه، به طور است. تناقض ی که ،C = ٠ لذا و ،C ∈ l(A٠) ∩ l(A١) ∩ r(B٠) ∩ r(B١)
h(x) بنابراین .C = ٠ آن گاه ،f(x)h(x) = ٠ = g(x)h(x) یا h(x)g(x) = ٠ = f(x)h(x) اگر

باشد. h(x) = Cxk یا h(x) = C به فرم های نم تواند
کنید فرض هم چنین .n > ٠ و C٠ ̸= ٠ ̸= Cn که ،h(x) = ∑n

i=٠ Cix
i که کنید فرض حال

داریم، دراین صورت .fh = ٠ = gh

A٠C٠ = ٠, A٠C١ +A١C٠ = ٠, . . . , A٠Cn +A١Cn−١ = ٠, A١Cn = ٠, B٠C٠ = ٠,
B٠C١ +B١C٠ = ٠, . . . , B٠Cn +B١Cn−١ = ٠ و B١Cn = ٠.

و C٠ =

 ٠ ٠
١ ٠

 لذا و ،Cn ∈ r(A١) ∩ r(B١) و C٠ ∈ r(A٠) ∩ r(B٠) بنابراین

هر برای که داد نشان م توان به آسان .Cn ∈


 ١ ١

١ ١
 ,

 ١ ٠
١ ٠

 ,

 ٠ ١
٠ ١


دهیم نشان م توانیم مشابه روش با است. تناقض ی که ،A٠C١ + A١C٠ ̸= ٠ ،C١ ∈ R

دارای g و f بنابراین دهد. رخ نم تواند hf = ٠ = gh یا hg = ٠ = hf ،fh = ٠ = hg موارد که
برگشت پذیری شرط درنتیجه، .diam(

ΓE(R[x])
)
= ٣ لذا و نم باشند، ناصفر مشترک پوچ ساز

است. اساس ۴ . ٢ . ٣ قضیه در ،R حلقه
برقرار لزوماً ۴ . ٢ . ٣ و ٢ . ٣ . ٣ قضایای α‐سازگاری شرط غیاب در که م دهد نشان زیر مثال

نم باشند.
ضابطه با α : R → R درونریخت .R = S[y] و S = Z۶ کنید فرض .٢ . ٣ . ٩ مثال
حلقه ای R که است شده داده نشان ،١ . ١ . ٢٢ مثال در یرید. ب نظر در α(f(y)) = f(٠)
بنابراین و ،V (

ΓE(R)
)
=

{
[٢]R, [٣]R} داریم: به وضوح نم باشد. α‐سازگار که است کاهش

م کنیم. محاسبه را Z(R[x;α]) حال، یرید. ب نظر در را R[x;α] حلقه .diam(
ΓE(R)

)
= ١

از ناصفری عناصر g(x) =
∑m

j=٠ gj(y)xj و f(x) =
∑n

i=٠ fi(y)xi که ،f(x)g(x) = ٠ کنید فرض
م گیریم: نظر در را زیر حالت های م باشند. R[x;α]

چون باشد. g(x) از ناصفر ضریب اولین gt(y) و f٠(y) ̸= ٠ کنید فرض :(I) حالت
لذا ،f(x)g(x) = ٠

f٠(y)gt(y) = ٠, f١(y)α(gt(y)) + f٠(y)gt+١(y) = ٠,
f٢(y)α٢(gt(y)) + f١(y)α(gt+١(y)) + f٠(y)gt+٢(y) = ٠, . . . , fn(y)αn(gm(y)) = ٠.

،f٠(y) ∈ ٣Z۶[y] یا gt(y) ∈ ٣Z۶[y] ،f٠(y) ∈ ٢Z۶[y] داریم: لذا م باشد، م کوی R چون
.gt(y) ∈ ٣Z۶[y] و f٠(y) ∈ ٢Z۶[y] که کرد فرض م توان کلیت از کاستن بدون .gt(y) ∈ ٢Z۶[y]

م گیریم: نظر در را زیر حالت های حال،
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(چون gj(y) ∈ ٣Z۶[y] آن گاه ،α(gj(y)) = ٠ ،t ≤ j ≤ m هر برای اگر :(I-I) حالت

هستند. دلخواه fi(y)ها ،١ ≤ i ≤ n هر برای و ،(f٠(y) ∈ ٢Z۶(y)
s کنید فرض هم چنین ،α(gj(y)) ̸= ٠ ،t ≤ j ≤ m بعض برای کنید فرض :(II-I) حالت

آن گاه .α(gs(y)) ̸= ٠ باشد که اندیس ترین کوچ
f٠(y)gt(y) = ٠, f٠(y)gt+١(y) = ٠, . . . , f٠(y)gs(y) = ٠,

f٠(y)gs+١(y) + f١(y)α(gs(y)) = ٠, . . . , fn(y)αn(gm(y)) = ٠.
.gj(y) ∈ ٣Z۶[y] ،t ≤ j ≤ s هر برای که م شود دیده به آسان ،f٠(y) ∈ ٢Z۶[y] آن جایی که از
آن جایی که از .٣f١(y)α(gs(y)) = ٠ داریم، f٠(y)gs+١(y)+f١(y)α(gs(y)) = ٠ در ٣ باضرب حال،
هر برای که م گیریم نتیجه فرآیند، این ادامه با .f١(y) ∈ ٢Z۶(y) بنابراین ،gs(y) ∈ ٣Z۶[y]

.gj(y) ∈ ٣Z۶[y] ،t ≤ j ≤ m هر برای و fi(y) ∈ ٢Z۶(y) ،٠ ≤ i ≤ n

حالت های  در شده استفاده روش مشابه آن گاه ،gt(y) ∈ ٢Z۶[y] و f٠(y) ∈ ٣Z۶[y] اگر حال،
که: م گیریم نتیجه (II-I) (I-I) و

و ،(f٠(y) ∈ ٣Z۶(y) (چون gj(y) ∈ ٢Z۶[y] آن گاه ،α(gj(y)) = ٠ ،t ≤ j ≤ m هر برای اگر
هستند. دلخواه fi(y)ها ،١ ≤ i ≤ n هر برای

،α(gs(y)) ̸= ٠ که باشد اندیس ترین کوچ s و α(gj(y)) ̸= ٠ ،t ≤ j ≤ m بعض برای اگر
.gj(y) ∈ ٢Z۶[y] ،t ≤ j ≤ m هر برای و fi(y) ∈ ٣Z۶(y) ،i ≥ ٠ هر برای آن گاه

باشند(برای g(x) و f(x) ناصفر ضریب اولین به ترتیب gt(y) و fs(y) که کنید فرض :(II) حالت
بنابراین ،f(x)g(x) = ٠ چون .(s > ٠

fs(y)α
s(gt(y)) = ٠, fs(y)αs(gt+١(y)) + fs+١(y)αs+١(gt(y)) = ٠, . . . , fn(y)αn(gm(y)) = ٠.

م افتد: اتفاق زیر حالت های لذا
هر برای نتیجه در .α(gj(y)) = ٠ ،t ≤ j ≤ m هر برای کنید فرض :(I-II) حالت

هستند. دلخواه fi(y)ها ،s ≤ i ≤ n

یا α(gt(y)) = ٣ ،fs(y) ∈ ٢Z۶[y] نتیجه در .α(gt(y)) ̸= ٠ کنید فرض :(II-II) حالت
فرض ابتدا .(α(gt(y)) ̸= ٠ و fs(y)α

s(gt(y)) = ٠ (چون α(gt(y)) ∈ ٢Z۶ ،fs(y) ∈ ٣Z۶[y]
برای (II-I) حالت در مشابه روش از استفاده با .α(gt(y)) = ٣ و fs(y) ∈ ٢Z۶[y] که کنید
و fs(y) ∈ ٣Z۶[y] که کنید فرض حال .α(gt(y)) = ٣ و fi(y) ∈ ٢Z۶[y] داریم s ≤ i ≤ n هر
و fi(y) ∈ ٣Z۶[y] ،s ≤ i ≤ n هر برای که م گیریم نتیجه به طورمشابه، .α(gt(y)) ∈ ٢Z۶[y]

آن در که ،Zl

(
R[x;α]

)
= A١ ∪A٢ ∪A٣ ∪A۴ ∪A۵ بنابراین .α(gt(y)) ∈ ٢Z۶[y]

A١ =
{∑n

i=٠ fi(y)xi | fi(y) ∈ ٢Z۶[y], i هر برای },
A٢ =

{∑n
i=٠ fi(y)xi | fi(y) ∈ ٣Z۶[y], i هر برای },

A٣ =
{∑n

i=٠ fi(y)xi | f٠(y) ̸= ٠, f٠(y) ∈ ٢Z۶[y] و fj(y) /∈ ٢Z۶[y], j بعض برای },
A۴ =

{∑n
i=٠ fi(y)xi | f٠(y) ̸= ٠, f٠(y) ∈ ٣Z۶[y] و fj(y) /∈ ٣Z۶[y], j بعض برای }
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و

A۵ =
{∑n

i=s fi(y)x
i | s > ٠, {fi(y)}ni=s ⊈ ٢Z۶[y] و {fi(y)}ni=s ⊈ ٣Z۶[y]

}
آن در که ،Zr

(
R[x;α]

)
= B١ ∪B٢ ∪B٣ ∪B۴ هم چنین و

B١ =
{∑n

i=٠ fi(y)xi | fi(y) ∈ ٢Z۶[y], i هر برای },
B٢ =

{∑n
i=٠ fi(y)xi | fi(y) ∈ ٣Z۶[y], i هر برای },

B٣ =
{∑n

i=٠ fi(y)xi | α(fi(y)) ∈ ٢Z۶, i هر برای }
و

B۴ =
{∑n

i=٠ fi(y)xi | α(fi(y)) ∈ ٣Z۶, i هر .{برای
و A۶ = B٣ به طوری که ،Z(

R[x;α]
)
= A١ ∪ A٢ ∪ A٣ ∪ A۴ ∪ A۵ ∪ A۶ ∪ A٧ بنابراین

.A٧ = B۴
م کنیم. تعیین را annR[x;α](β(x)) ،β(x) =

∑n
i=٠ fi(y)xi ∈ Z(R[x;α]) هر برای حال،

داریم: را زیر حالت های آن گاه ،β(x) ∈ A١ اگر
نظر در را زیر حالت های .α(fi(y)) = ٠ ،٠ ≤ i ≤ n هر برای کنید فرض :١ ‐ ١ حالت

م گیریم:
نتیجه در .f٠(y) ̸= ٠ کنید فرض :١ ‐ ١ ‐ ١ حالت

l(β(x)) =
{∑m

i=٠ gi(y)xi | g٠(y) ∈ ٣Z۶[y]
}

و
r(β(x)) =

{∑m
i=٠ hi(y)xi | hi(y) ∈ ٣Z۶[y], i هر برای }.

بنابراین

annR[x;α](β(x)) =
{ m∑

i=٠
gi(y)x

i | g٠(y) ∈ ٣Z۶[y]
}
∪

{ m∑
i=٠

hi(y)x
i | hi(y) ∈ ٣Z۶[y], i هر برای }.

نتیجه در باشد. β(x) ناصفر ضریب اولین fs(y) و f٠(y) = ٠ کنید فرض :١ ‐ ١ ‐ ٢ حالت
l(β(x)) =

{∑m
i=٠ gi(y)xi | g٠(y) ∈ ٣Z۶[y]

}
و

r(β(x)) =
{∑m

i=٠ hi(y)xi | α(hi(y)) ∈ ٣Z۶, i هر برای }.
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درنتیجه

annR[x;α](β(x)) =
{ n∑

i=٠
gi(y)x

i | g٠(y) ∈ ٣Z۶[y]
}
∪

{ m∑
i=٠

hi(y)x
i | α(hi(y)) ∈ ٣Z۶, i هر برای }.

نظر در را زیر حالت های .α(fi(y)) ̸= ٠ ،٠ ≤ i ≤ n بعض برای کنید فرض :١ ‐ ٢ حالت
م گیریم:

نتیجه در .f٠(y) ̸= ٠ کنید فرض :١ ‐ ٢ ‐ ١ حالت
l(β(x)) = r(β(x)) =

{∑m
i=٠ gi(y)xi | gi(y) ∈ ٣Z۶[y], i هر برای }.

درنتیجه
annR[x;α](β(x)) =

{∑m
i=٠ gi(y)xi | gi(y) ∈ ٣Z۶[y], i هر برای }

.

نتیجه در باشد. β(x) از ناصفر ضریب اولین fs(y) و f٠(y) = ٠ کنید فرض :١ ‐ ٢ ‐ ٢ حالت
l(β(x)) =

{∑m
i=٠ gi(y)xi | gi(y) ∈ ٣Z۶[y], i هر برای }

و
r(β(x)) =

{∑m
i=٠ hi(y)xi | α(hi(y)) ∈ ٣Z۶, i هر برای }.

لذا
annR[x;α](β(x)) =

{ m∑
i=٠

gi(y)x
i | gi(y) ∈ ٣Z۶[y], i هر برای } ∪

{ m∑
i=٠

hi(y)x
i | α(hi(y)) ∈ ٣Z۶, i هر برای }.
.A١ =

[٢y] ∪ [٢yx] ∪ [٢] ∪ [٢x] بنابراین
به آسان ١ ‐ ٢ و ١ ‐ ١ حالت های در شده استفاده مشابه استدلال با آن گاه ،β(x) ∈ A٢ اگر

.A٢ =
[٣y] ∪ [٣yx] ∪ [٣] ∪ [٣x] که داد نشان م توان

آن در که ،β(x) = β١(x) + β٢(x) نوشت م توان آن گاه ،β(x) ∈ A٣ اگر
،٠ ≤ j ≤ l و ٠ ≤ i ≤ t هر برای که β٢(x) =

∑l
j=٠ f٢j(y)xkj و β١(x) =

∑t
i=٠ f١i(y)xmi

داریم: را زیر حالت های بنابراین .f٢j(y) /∈ ٢Z۶[y] و f١i(y) ∈ ٢Z۶[y]
در .α(f١i(y)) = ٠ = α(f٢j(y)) ،٠ ≤ j ≤ l و ٠ ≤ i ≤ t هر برای کنید فرض :٣ ‐ ١ حالت

نتیجه
l(β(x)) =

{∑m
i=١ gi(y)xi | gi(y) ∈ Z۶[y], i هر برای }
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و

r(β(x)) =
{∑m

i=٠ hi(y)xi | hi(y) ∈ ٣Z۶[y] و α(hi(y)) = ٠, i هر برای }.
درنتیجه

annR[x;α](β(x)) =
{ m∑

i=١
gi(y)x

i | gi(y) ∈ Z۶[y], i هر برای } ∪

{ m∑
i=٠

hi(y)x
i | hi(y) ∈ ٣Z۶[y] و α(hi(y)) = ٠, i هر برای }.

،٠ ≤ j ≤ l بعض برای و α(f١i(y)) = ٠ ،٠ ≤ i ≤ t هر برای کنید فرض :٣ ‐ ٢ حالت
یرید: ب نظر در را زیر حالت های .α(f٢j(y)) ̸= ٠

نتیجه در .α(f٢j(y)) ∈ {١,۵} ،٠ ≤ j ≤ l بعض برای کنید فرض :٣ ‐ ٢ ‐ ١ حالت
و l(β(x)) = ٠

r(β(x)) =
{∑m

i=٠ gi(y)xi | gi(y) ∈ ٣Z۶[y] و α(gi(y)) = ٠, i هر برای }.
نتیجه در

annR[x;α](β(x)) =
{∑m

i=٠ gi(y)xi | gi(y) ∈ ٣Z۶[y] و α(gi(y)) = ٠, i هر برای }.
و l(β(x)) = ٠ نتیجه در .{α(f٢j(y))

}l

j=٠ = {٢,٣} کنید فرض :٣ ‐ ٢ ‐ ٢ حالت
r(β(x)) =

{∑m
i=٠ gi(y)xi | gi(y) ∈ ٣Z۶[y] و α(gi(y)) = ٠, i هر برای }.

بنابراین
annR[x;α](β(x)) =

{∑m
i=٠ gi(y)xi | gi(y) ∈ ٣Z۶[y] و α(gi(y)) = ٠, i هر برای }.

نتیجه در .{α(f٢j(y))
}l

j=٠ = {٣} کنید فرض :٣ ‐ ٢ ‐ ٣ حالت
l(β(x)) =

{∑m
i=١ gi(y)xi | gi(y) ∈ ٢Z۶[y], i هر برای }

و
r(β(x)) =

{∑m
i=٠ hi(y)xi | hi(y) ∈ ٣Z۶[y] و α(hi(y)) = ٠, i هر برای }.

لذا
annR[x;α](β(x)) =

{ m∑
i=١

gi(y)x
i | gi(y) ∈ ٢Z۶[y], i هر برای } ∪

{ m∑
i=٠

hi(y)x
i | hi(y) ∈ ٣Z۶[y] و α(hi(y)) = ٠, i هر برای }.

نتیجه در .{α(f٢j(y))
}l

j=٠ = {٢,۴} کنید فرض :۴ ‐ ٣ ‐ ٢ حالت
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l(β(x)) =

{∑m
i=١ gi(y)xi | gi(y) ∈ ٣Z۶[y], i هر برای }

و
r(β(x)) =

{∑m
i=٠ hi(y)xi | hi(y) ∈ ٣Z۶[y] و α(hi(y)) = ٠, i هر برای }.

بنابراین
annR[x;α](β(x)) =

{ m∑
i=١

gi(y)x
i | gi(y) ∈ ٣Z۶[y], i هر برای } ∪

{ m∑
i=٠

hi(y)x
i | hi(y) ∈ ٣Z۶[y] و α(hi(y)) = ٠, i هر برای }.

داریم: را زیر حالت های لذا .α(f١i(y)) ̸= ٠ ،٠ ≤ i ≤ t بعض برای کنید فرض :٣ ‐ ٣ حالت
نتیجه در .α(f٢j(y)) = ٠ ،٠ ≤ j ≤ l هر برای کنید فرض :٣ ‐ ٣ ‐ ١ حالت

l(β(x)) =
{∑m

i=١ gi(y)xi | gi(y) ∈ ٣Z۶[y], i هر برای }
و

r(β(x)) =
{∑m

i=٠ hi(y)xi | hi(y) ∈ ٣Z۶[y] و α(hi(y)) = ٠, i هر برای }.
بنابراین

annR[x;α](β(x)) =
{ m∑

i=١
gi(y)x

i | gi(y) ∈ ٣Z۶[y], i هر برای } ∪

{ m∑
i=٠

hi(y)x
i | hi(y) ∈ ٣Z۶[y] و α(hi(y)) = ٠, i هر برای }.

.α(f٢j(y)) /∈ ٢Z۶ و α(f٢j(y)) ̸= ٠ ،٠ ≤ j ≤ l بعض برای کنید فرض :٣ ‐ ٣ ‐ ٢ حالت
و l(β(x)) = ٠ دراین صورت

r(β(x)) =
{∑m

i=٠ gi(y)xi | gi(y) ∈ ٣Z۶[y] و α(gi(y)) = ٠, i هر برای }.
درنتیجه

annR[x;α](β(x)) =
{∑m

i=٠ gi(y)xi | gi(y) ∈ ٣Z۶[y] و α(gi(y)) = ٠, i هر برای }.
و α(f٢j(y)) ̸= ٠ ،٠ ≤ j ≤ l بعض برای کنید فرض :٣ ‐ ٣ ‐ ٣ حالت

بنابراین .{α(f٢j(y))
}l

j=٠ = ٢Z۶

l(β(x)) =
{∑m

i=١ gi(y)xi | gi(y) ∈ ٣Z۶[y], i هر برای }
و
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r(β(x)) =

{∑m
i=٠ hi(y)xi | hi(y) ∈ ٣Z۶[y] و α(hi(y)) = ٠, i هر برای }.

پس
annR[x;α](β(x)) =

{ m∑
i=١

gi(y)x
i | gi(y) ∈ ٣Z۶[y], i هر برای } ∪

{ m∑
i=٠

hi(y)x
i | hi(y) ∈ ٣Z۶[y] و α(hi(y)) = ٠, i هر برای }.

.A٣ =
[٢y + yx

]
∪
[٢y + x

]
∪
[٢y + ٣x] ∪ [٢y + (٢ + ٣y)x] بنابراین

م توان ٣ ‐ ٣ تا ٣ ‐ ١ حالت های در شده استفاده مشابه روش با آن گاه ،β(x) ∈ A۴ اگر
.A۴ =

[٣y + yx
]
∪
[٣y + x

]
∪
[٣y + ٢x] ∪ [٣y + (٣ + ٢y)x] که داد نشان

داریم: را زیر حالت های آن گاه ،β(x) ∈ A۵ اگر
کنید فرض هم چنین .α(fi(y)) ̸= ٠ ،s ≤ i ≤ n بعض برای کنید فرض :١ ‐ ۵ حالت

و l(β(x)) = ٠ نتیجه در .α(fi(y)) /∈ ٢Z۶ ،s ≤ i ≤ n بعض برای و α(fi(y)) ̸= ٣
r(β(x)) =

{∑m
i=٠ gi(y)xi | α(gi(y)) = ٠, i هر برای }.

بنابراین
annR[x;α](β(x)) =

{∑m
i=٠ gi(y)xi | α(gi(y)) = ٠, i هر برای }.

نتیجه در .α(fi(y)) = ٠ ،s ≤ i ≤ n هر برای کنید فرض :٢ ‐ ۵ حالت
l(β(x)) =

{∑m
i=١ gi(y)xi | gi(y) ∈ Z۶[y], i هر برای }

و
r(β(x)) =

{∑m
i=٠ hi(y)xi | α(hi(y)) = ٠, i هر برای }.

پس
annR[x;α](β(x)) =

{ m∑
i=١

gi(y)x
i | gi(y) ∈ Z۶[y], i هر برای } ∪

{ m∑
i=٠

hi(y)x
i | α(hi(y)) = ٠, i هر برای }.

.A۵ = [x] ∪ [yx] بنابراین
داریم: را زیر حالت های آن گاه ،β(x) ∈ A۶ اگر

م افتد: اتفاق زیر حالت های .α(fi(y)) = ٠ ،٠ ≤ i ≤ n هر برای کنید فرض :١ ‐ ۶ حالت
حالت های دراین صورت .fi(y) ∈ ٢Z۶[y] ،٠ ≤ i ≤ n هر برای کنید فرض :١ ‐ ١ ‐ ۶ حالت

داریم: را زیر



۵۵ اریب چندجمله ای های حلقه ی فشرده صفر مقسوم علیه  گراف قطر بررس
،١ ‐ ١ ‐ ١ حالت از استفاده با آن گاه ،f٠(y) ̸= ٠ اگر :١ ‐ ١ ‐ ١ ‐ ۶ حالت

annR[x;α](β(x)) =
{ m∑

i=٠
gi(y)x

i | g٠(y) ∈ ٣Z۶[y]
}
∪

{ m∑
i=٠

hi(y)x
i | hi(y) ∈ ٣Z۶[y], i هر برای }.

،١ ‐ ١ ‐ ٢ حالت از استفاده با آن گاه ،f٠(y) = ٠ اگر :١ ‐ ١ ‐ ٢ ‐ ۶ حالت
annR[x;α](β(x)) =

{ n∑
i=٠

gi(y)x
i | g٠(y) ∈ ٣Z۶[y]

}
∪

{ m∑
i=٠

hi(y)x
i | α(hi(y)) ∈ ٣Z۶, i هر برای }.

زیر حالت های آن گاه .fi(y) /∈ ٢Z۶[y] ،٠ ≤ i ≤ n بعض برای کنید فرض :١ ‐ ٢ ‐ ۶ حالت
م گیریم: نظر در را

داریم: را زیر حالت های آن گاه ،fi(y) ∈ ٣Z۶[y] ،٠ ≤ i ≤ n هر برای اگر :١ ‐ ٢ ‐ ١ ‐ ۶ حالت
حالت در شده استفاده مشابه روش با آن گاه .f٠(y) = ٠ کنید فرض :١ ‐ ٢ ‐ ١ ‐ ١ ‐ ۶ حالت

داریم: ١ ‐ ١ ‐ ٢

annR[x;α](β(x)) =
{ m∑

i=٠
gi(y)x

i | gi(y) ∈ ٢Z۶[y], i هر برای }
∪

{ m∑
i=٠

hi(y)x
i | α(hi(y)) ∈ ٢Z۶, i هر برای }.

حالت در مشابه روش از استفاده با آن گاه .f٠(y) ̸= ٠ کنید فرض :١ ‐ ٢ ‐ ١ ‐ ٢ ‐ ۶ حالت
داریم: ١ ‐ ١ ‐ ١

annR[x;α](β(x)) =
{ m∑

i=٠
gi(y)x

i | g٠(y) ∈ ٢Z۶[y]
}
∪

{ m∑
i=٠

hi(y)x
i | hi(y) ∈ ٢Z۶[y], i هر برای }.

را زیر حالت های آن گاه ،fj(y) /∈ ٣Z۶[y] ،٠ ≤ i ≤ n بعض برای اگر :١ ‐ ٢ ‐ ٢ ‐ ۶ حالت
داریم:

نتیجه در .f٠(y) = ٠ کنید فرض :١ ‐ ٢ ‐ ٢ ‐ ١ ‐ ۶ حالت
l(β(x)) =

{∑m
i=١ gi(y)xi | gi(y) ∈ Z۶[y], i هر برای }

و
r(β(x)) =

{∑m
i=٠ hi(y)xi | α(hi(y)) = ٠, i هر برای }.



فشرده صفر مقسوم علیه  گراف قطر بررس ۵۶
درنتیجه

annR[x;α](β(x)) =
{ m∑

i=١
gi(y)x

i | gi(y) ∈ Z۶[y], i هر برای } ∪

{ m∑
i=٠

hi(y)x
i | α(hi(y)) = ٠, i هر برای }.

م افتد: اتفاق زیر حالت های دراین صورت .f٠(y) ̸= ٠ کنید فرض :١ ‐ ٢ ‐ ٢ ‐ ٢ ‐ ۶ حالت
آن گاه ،i = j = ٠ اگر :١ ‐ ٢ ‐ ٢ ‐ ٢ ‐ ١ ‐ ۶ حالت

l(β(x)) =
{∑m

i=١ gi(y)xi | gi(y) ∈ Z۶[y], i هر برای }
لذا .r(β(x)) = ٠ و

annR[x;α](β(x)) =
{∑m

i=١ gi(y)xi | gi(y) ∈ Z۶[y], i هر برای }.
داریم: را زیر حالت های بنابراین ،i = j ̸= ٠ اگر :١ ‐ ٢ ‐ ٢ ‐ ٢ ‐ ٢ ‐ ۶ حالت

نتیجه در .f٠(y) ∈ ٢Z۶[y] کنید فرض :١ ‐ ٢ ‐ ٢ ‐ ٢ ‐ ٢ ‐ ١ ‐ ۶ حالت
l(β(x)) =

{∑m
i=١ gi(y)xi | gi(y) ∈ Z۶[y], i هر برای }

و
r(β(x)) =

{∑m
i=٠ hi(y)xi | hi(y) ∈ ٣Z۶[y] و α(hi(y)) = ٠, i هر برای }.

بنابراین
annR[x;α](β(x)) =

{ m∑
i=١

gi(y)x
i | gi(y) ∈ Z۶[y], i هر برای } ∪

{ m∑
i=٠

hi(y)x
i | hi(y) ∈ ٣Z۶[y] و α(hi(y)) = ٠, i هر برای }.

نتیجه در .f٠(y) ∈ ٣Z۶[y] کنید فرض :١ ‐ ٢ ‐ ٢ ‐ ٢ ‐ ٢ ‐ ٢ ‐ ۶ حالت
l(β(x)) =

{∑m
i=١ gi(y)xi | gi(y) ∈ Z۶[y], i هر برای }

و
r(β(x)) =

{∑m
i=٠ hi(y)xi | hi(y) ∈ ٢Z۶[y] و α(hi(y)) = ٠, i هر برای }.

پس
annR[x;α](β(x)) =

{ m∑
i=١

gi(y)x
i | gi(y) ∈ Z۶[y], i هر برای } ∪

{ m∑
i=٠

hi(y)x
i | hi(y) ∈ ٢Z۶[y] و α(hi(y)) = ٠, i هر برای }.

لذا .f٠(y) /∈ ٣Z۶[y] و f٠(y) /∈ ٢Z۶[y] کنید فرض :١ ‐ ٢ ‐ ٢ ‐ ٢ ‐ ٢ ‐ ٣ ‐ ۶ حالت



۵٧ اریب چندجمله ای های حلقه ی فشرده صفر مقسوم علیه  گراف قطر بررس
l(β(x)) =

{∑m
i=١ gi(y)xi | gi(y) ∈ Z۶[y], i هر برای }

بنابراین .r(β(x)) = ٠ و
annR[x;α](β(x)) =

{∑m
i=١ gi(y)xi | gi(y) ∈ Z۶[y], i هر برای }.

از ی آن گاه ،i ̸= j ̸= ٠ یا j = ٠ ،i ̸= ٠ ،j ̸= ٠ ،i = ٠ اگر :١ ‐ ٢ ‐ ٢ ‐ ٢ ‐ ٣ ‐ ۶ حالت
م شود. ظاهر ١ ‐ ٢ ‐ ٢ ‐ ٢ ‐ ٢ ‐ ٣ ‐ ۶ تا ١ ‐ ٢ ‐ ٢ ‐ ٢ ‐ ٢ ‐ ١ ‐ ۶ حالت های

را زیر حالت های بنابراین .α(fi(y)) ̸= ٠ ،٠ ≤ i ≤ n بعض برای کنید فرض :٢ ‐ ۶ حالت
م گیریم: نظر در

را زیر حالت های آن گاه .fi(y) ∈ ٢Z۶[y] ،٠ ≤ i ≤ n هر برای کنید فرض :٢ ‐ ١ ‐ ۶ حالت
داریم:

،٢ ‐ ٢ ‐ ١ حالت از استفاده با لذا .f٠(y) = ٠ کنید فرض :٢ ‐ ١ ‐ ١ ‐ ۶ حالت
annR[x;α](β(x)) =

{ m∑
i=٠

gi(y)x
i | gi(y) ∈ ٣Z۶[y], i هر برای } ∪

{ m∑
i=٠

hi(y)x
i | α(hi(y)) ∈ ٣Z۶, i هر برای }.

،١ ‐ ٢ ‐ ١ حالت از استفاده با بنابراین .f٠(y) ̸= ٠ کنید فرض :٢ ‐ ١ ‐ ٢ ‐ ۶ حالت
annR[x;α](β(x)) =

{∑m
i=٠ gi(y)xi | gi(y) ∈ ٣Z۶[y], i هر برای }.

حالت های بنابراین .fj(y) /∈ ٢Z۶[y] ،٠ ≤ j ≤ n بعض برای کنید فرض :٢ ‐ ٢ ‐ ۶ حالت
داریم: را زیر

نتیجه در .f٠(y) = ٠ کنید فرض :٢ ‐ ٢ ‐ ١ ‐ ۶ حالت
l(β(x)) =

{∑m
i=١ gi(y)xi | gi(y) ∈ ٣Z۶[y], i هر برای }

و
r(β(x)) =

{∑m
i=٠ hi(y)xi | α(hi(y)) = ٠, i هر برای }.

بنابراین
annR[x;α](β(x)) =

{ m∑
i=١

gi(y)x
i | gi(y) ∈ ٣Z۶[y], i هر برای } ∪

{ m∑
i=٠

hi(y)x
i | α(hi(y)) = ٠, i هر برای }.

م گیریم: نظر در را زیر حالت های .f٠(y) ̸= ٠ کنید فرض :٢ ‐ ٢ ‐ ٢ ‐ ۶ حالت
آن گاه ،i = j = ٠ اگر :٢ ‐ ٢ ‐ ٢ ‐ ١ ‐ ۶ حالت



فشرده صفر مقسوم علیه  گراف قطر بررس ۵٨
l(β(x)) =

{∑m
i=١ gi(y)xi | gi(y) ∈ ٣Z۶[y], i هر برای }

بنابراین .r(β(x)) = ٠ و
annR[x;α](β(x)) =

{∑m
i=١ gi(y)xi | gi(y) ∈ ٣Z۶[y], i هر برای }.

م گیریم: نظر در را زیر حالت های آن گاه ،i = j ̸= ٠ اگر :٢ ‐ ٢ ‐ ٢ ‐ ٢ ‐ ۶ حالت
دراین صورت .f٠(y) ∈ ٢Z۶[y] کنید فرض :٢ ‐ ٢ ‐ ٢ ‐ ٢ ‐ ١ ‐ ۶ حالت

l(β(x)) =
{∑m

i=١ gi(y)xi | gi(y) ∈ ٣Z۶[y], i هر برای }
و

r(β(x)) =
{∑m

i=٠ hi(y)xi | hi(y) ∈ ٣Z۶[y] و α(hi(y)) = ٠, i هر برای }.
لذا

annR[x;α](β(x)) =
{ m∑

i=١
gi(y)x

i | gi(y) ∈ ٣Z۶[y], i هر برای } ∪

{ m∑
i=٠

hi(y)x
i | hi(y) ∈ ٣Z۶[y] و α(hi(y)) = ٠, i هر برای }.

نتیجه در .f٠(y) ∈ ٣Z۶[y] کنید فرض :٢ ‐ ٢ ‐ ٢ ‐ ٢ ‐ ٢ ‐ ۶ حالت
l(β(x)) =

{∑m
i=١ gi(y)xi | gi(y) ∈ ٣Z۶[y], i هر برای }

و
r(β(x)) =

{∑m
i=٠ hi(y)xi | hi(y) ∈ ٢Z۶[y] و α(hi(y)) = ٠, i هر برای }.

بنابراین

annR[x;α](β(x)) =
{ m∑

i=١
gi(y)x

i | gi(y) ∈ ٣Z۶[y], i هر برای } ∪

{ m∑
i=٠

hi(y)x
i | hi(y) ∈ ٢Z۶[y] و α(hi(y)) = ٠, i هر برای }.

دراین صورت .f٠(y) /∈ ٣Z۶[y] و f٠(y) /∈ ٢Z۶[y] کنید فرض :٢ ‐ ٢ ‐ ٢ ‐ ٢ ‐ ٣ ‐ ۶ حالت
l(β(x)) =

{∑m
i=١ gi(y)xi | gi(y) ∈ ٣Z۶[y], i هر برای }

بنابراین .r(β(x)) = ٠ و
annR[x;α](β(x)) =

{∑m
i=١ gi(y)xi | gi(y) ∈ ٣Z۶[y], i هر برای }.



۵٩ اریب چندجمله ای های حلقه ی فشرده صفر مقسوم علیه  گراف قطر بررس
از ی آن گاه ،i ̸= j ̸= ٠ یا j = ٠ ،i ̸= ٠ ،j ̸= ٠ ،i = ٠ اگر :٢ ‐ ٢ ‐ ٢ ‐ ٣ ‐ ۶ حالت

م شود. ظاهر ٢ ‐ ٢ ‐ ٢ ‐ ٢ ‐ ٣ ‐ ۶ تا ٢ ‐ ٢ ‐ ٢ ‐ ٢ ‐ ١ ‐ ۶ حالت های
بنابراین

A۶ =
[٢y] ∪ [٢yx] ∪ [٣yx] ∪ [٣y] ∪ [

yx
]
∪
[
y
]
∪
[٢y + (٢ + ٣y)x] ∪ [٢y + yx

]
∪[٣y + yx

]
∪
[٢x] ∪ [٢] ∪ [

(٢ + y)x
]
∪
[٢ + y

]
∪
[٣y + ٢x].

که داد نشان م توان ۶.٢ و ۶.١ حالت های در شده استفاده روش  با آن گاه ،β(x) ∈ A٧ اگر
A٧ =

[٢y] ∪ [٢yx] ∪ [٣yx] ∪ [٣y] ∪ [
yx

]
∪
[
y
]
∪
[٣y + (٣ + ٢y)x] ∪ [٢y + yx

]
∪[٣y + yx

]
∪
[٣x] ∪ [٣] ∪ [

(٣ + y)x
]
∪
[٣ + y

]
∪
[٢y + ٣x].

بنابراین
V
(
ΓE(R[x;α])

)
=
{[٢y], [٢], [٣y + yx

]
,
[٢x], [٣y], [٣], [٣yx], [٣x], [٢y + yx

]
,
[٢y + x

]
,[٢y + (٢ + ٣y)x], [٢yx], [٣y + x

]
,
[٣y + ٢x], [٣y + (٣ + ٢y)x], [x],[

yx
]
,
[
y
]
,
[٢y + ٣x], [٢ + y

]
,
[٣ + y

]
,
[
(٢ + y)x

]
,
[
(٣ + y)x

]}
.

نم باشند مشترک ناصفر پوچ ساز دارای [٢y+x
] و [٣] رئوس که کرد بررس م توان به آسان

را ٢.٢ ل (ش diam
(
ΓE(R[x;α])

)
= ٣ درنتیجه .[٣][٢y + x

]
̸= ٠ ̸=

[٢y + x
][٣] هم چنین و

است. ضروری ٢ . ٣ . ٣ قضیه در α‐سازگاری فرض بنابراین ببینید).

٢ . ٢ ل ش

کردند. معرف را توان سری به نسبت م کوی مفهوم ،[٧٢] مرج در ارانش هم و یانگ٩
f(x), g(x) ∈ R[[x]]\{٠} توان سری های اگر است سری توان به نسبت راست م کوی R حلقه

9Yang



فشرده صفر مقسوم علیه  گراف قطر بررس ۶٠
.f(x)r = ٠ به طوری که باشد موجود ٠ ̸= r ∈ R آن گاه کنند، صدق f(x)g(x) = ٠ شرط در
م کوی R حلقه اگر کرد. تعریف را توان سری به نسبت چپ م کوی م توان مشابه به طور

است. توان سری به نسبت م کوی R گوییم باشد، توان سری به نسبت چپ و راست
‐α ،R حلقه ی ،[۶] مرج با مطابق باشد. R حلقه ی از درونریخت ی α کنید فرض

توان سری های اگر م شود نامیده توان سری به نسبت راست م کوی
موجود ٠ ̸= c ∈ R آن گاه کنند، صدق f(x)g(x) = ٠ شرط در f(x), g(x) ∈ R[[x;α]] \ {٠}
را توان سری به نسبت چپ α‐م کوی م توان مشابه به طور .f(x)c = ٠ به طوری که باشد
،R گوییم باشد توان سری به نسبت راست و چپ م کوی ‐α ،R حلقه ی اگر کرد. تعریف

است. توان سری به نسبت α‐م کوی

و α‐سازگار برگشت پذیر، R آن در که ΓE

(
R[[x;α]]

) گراف قطر توصیف به ما ادامه، در
م پردازیم. باشد، راست نوتری

استفاده با آن گاه باشد، راست نوتری و α‐سازگار برگشت پذیر، حلقه ای R اگر .٢ . ٣ . ١٠ تذکر
است. م کوی توان α‐سری ،R ،[٢ . ٧ نتیجه ،۴٢] از

از استفاده با این صورت در باشد. α‐سازگار و کاهش حلقه ای R کنید فرض .٢ . ٣ . ١١ تذکر
است. کاهش R[[x;α]] ،[۴١]

این صورت در باشد. α‐سازگار و برگشت پذیر حلقه ای R کنید فرض .٢ . ٣ . ١٢ قضیه
.Z(R)٢ = ٠ و باشد غیرکاهش R اگر تنها و اگر diam(

ΓE(R[[x;α]])
)
= ٠

آن جایی که از .diam(
ΓE(R[[x;α]])

)
= ٠ که کنید فرض ابتدا برهان.

قضیه از استفاده با بنابراین .diam(
ΓE(R)

)
= ٠ پس ،diam(

ΓE(R)
)
≤ diam

(
ΓE(R[[x;α]])

)
.Z(R)٢ = ٠ و است غیرکاهش R ،٢ . ٢ . ٢

از استفاده با .Z(R)٢ = ٠ و باشد غیرکاهش حلقه ای R کنید فرض بالعکس،
.diam(

ΓE(R[[x;α]])
)
∈ {٠, ١} درنتیجه .diam(

Γ(R[[x;α]])
)
= ١ داریم ،[٢ . ٢١ قضیه ،۴٢]

وجود f, g ∈ Z
(
R[[x;α]]

)∗ درغیراین صورت، .diam(
ΓE(R[[x;α]])

)
= ٠ که م کنیم ادعا

به طوری که دارد وجود h ∈ annR[[x;α]](f) بنابراین .[f ] ̸= [g] اما fg = ٠ به طوری که دارند
است. تناقض ی که ،hg ̸= ٠ ̸= gh

α‐سازگار برگشت پذیر، حلقه ای R اگر که است شده داده نشان [٢ . ١٧ قضیه ،۴٢] مرج در
این باشد. ایده آل Z(R) اگر تنها و اگر است ایده آل Z(

R[[x;α]]
) آ ن گاه باشد، راست نوتری و

م گیرد. قرار استفاده مورد زیر نتایج در قضیه
Z(R)٢ ̸= و باشد راست نوتری و α‐سازگار برگشت پذیر، حلقه ای R کنید فرض .٢ . ٣ . ١٣ قضیه

دراین صورت: .٠
)diam؛

ΓE(R)
)
= ١ اگر تنها و اگر diam(

ΓE(R[[x;α]])
)
= ١ (١)



۶١ اریب چندجمله ای های حلقه ی فشرده صفر مقسوم علیه  گراف قطر بررس
)diam؛

ΓE(R)
)
= ٢ اگر تنها و اگر diam(

ΓE(R[[x;α]])
)
= ٢ (٢)

.diam(
ΓE(R)

)
= ٣ اگر تنها و اگر diam(

ΓE(R[[x;α]])
)
= ٣ (٣)

چون .diam(
ΓE(R[[x;α]])

)
= ١ که کنید فرض ابتدا (١) برهان.

،٢ . ٣ . ١٢ قضیه از استفاده با بنابراین ،diam(
ΓE(R)

)
≤ diam

(
ΓE(R[[x;α]])

)
.diam(

ΓE(R)
)
= ١

با کاهش R (الف) ٢ . ٢ . ٢ قضیه از استفاده با .diam(
ΓE(R)

)
= ١ کنید فرض بالعکس،

a ∈ Z(R)∗ و |ΓE(R)| = ٢ (ب) یا |Z(R)| ≥ ٣ و است Q و P مینیمال اول ایده آل دو دقیقاً
.Z(R) = annR(a) به طوری که است موجود

و است کاهش R[[x;α]] ،٢ . ٣ . ١١ ملاحظه از استفاده با آن گاه باشد، برقرار (الف) اگر
کنید فرض م باشند. R[[x;α]] از مینیمال اول ایده آل دو دقیقاً Q[[x;α]] و P [[x;α]] هم چنین
هر برای آن جایی که از باشند، P [[x;α]] به متعلق دو هر g و f اگر .f, g ∈ Z

(
R[[x;α]]

) که
کاهش حلقه ای R (چون [f ]R[[x;α]] = [g]R[[x;α]] که م گیریم نتیجه fh = ٠ = gh ،h ∈ Q[[x;α]]

فرض حال .[f ]R[[x;α]] = [g]R[[x;α]] آن گاه ،f, g ∈ Q[[x;α]] اگر به طورمشابه است). α‐سازگار و
.diam(

ΓE(R[[x;α]]
)
= ١ بنابراین .fg = ٠ نتیجه در .g ∈ Q[[x;α]] و f ∈ P [[x;α]] کنید

که داد نشان م توان ،٢ . ٣ . ١٠ ملاحظه از استفاده با آن گاه باشد برقرار (ب) اگر
.diam(

ΓE(R[[x;α]])
)
= ١ بنابراین .Z(

R[[x;α]]
)
= annR[[x;α]](a)

آن جایی که از .diam(
ΓE(R[[x;α]])

)
= ٢ که کنید فرض (٢)

که م گیریم نتیجه (١) قسمت از استفاده با لذا ،diam(
ΓE(R)

)
≤ diam

(
ΓE(R[[x;α]])

)
.diam(

ΓE(R)
)
= ٢

ایده آل Z(R) (الف) ٢ . ٢ . ٢ قضیه از استفاده با .diam(
ΓE(R)

)
= ٢ کنید فرض بالعکس،

مشترک پوچ ساز دارای متمایز غیربدیه صفر مقسوم علیه های جفت هر و Z(R)٢ ̸= ٠ است،
،a ∈ Z(R)∗ بعض برای (ب) یا Z(R) ̸= annR(a) ،a ∈ Z(R) هر برای و است ناصفر

.[b]R ̸= [c]R و bc ̸= ٠ به طوری که است موجود b, c ∈ Z(R)∗ و Z(R) = annR(a)

نوتری α‐سازگار، برگشت پذیر، حلقه ای R آن جایی که از آن گاه باشد، برقرار (الف) اگر
م باشد. ایده آل Z(

R[[x;α]]
) ،[٢ . ١٧ قضیه ،۴٢] از استفاده با لذا است، ایده آل Z(R) و راست

مشترک ناصفر پوچ ساز دارای Z
(
R[[x;α]]

) از غیربدیه صفر مقسوم علیه  جفت هر بنابراین
،diam(

ΓE(R)
)
≤ diam

(
ΓE(R[[x;α]])

) آن جایی که از .diam(
Γ(R[[x;α]])

)
= ٢ لذا و است،

.diam(
ΓE(R[[x;α]])

)
= ٢ که م گیریم نتیجه

و Z
(
R[[x;α]]

)
= annR[[x;α]](a) که داد نشان م توان به آسان آن گاه باشد، برقرار (ب) اگر

است. حاصل نتیجه ،[b]R[[x;α]] ̸= [c]R[[x;α]]

م شود. نتیجه (٢) و (١) قسمت های از (٣)

داریم: را زیر نتیجه آن گاه ،α = IdR اگر



فشرده صفر مقسوم علیه  گراف قطر بررس ۶٢
دراین صورت باشد. راست نوتری و برگشت پذیر حلقه ای R کنید فرض .١۴ . ٢ . ٣ نتیجه

)diam؛
ΓE(R)

)
= ٠ اگر تنها و اگر diam(

ΓE(R[[x]]
)
= ٠ (١)

)diam؛
ΓE(R)

)
= ١ اگر تنها و اگر diam(

ΓE(R[[x]]
)
= ١ (٢)

)diam؛
ΓE(R)

)
= ٢ اگر تنها و اگر diam(

ΓE(R[[x]]
)
= ٢ (٣)

.diam(
ΓE(R)

)
= ٣ اگر تنها و اگر diam(

ΓE(R[[x]]
)
= ٣ (۴)

٢ . ٣ . ١٣ قضیه در α‐سازگاری و نوتری شرایط که م دهند نشان ٢ . ٣ . ٩ و ١۶ . ٢ . ١ مثال های
هستند. اساس



٣ فصل
گراف های احاطه گری عدد بررس

حلقه ها به وابسته

مقسوم علیه  گراف احاطه گری عدد ،R جابه جایی) لزوماً (نه شرکت پذیر حلقه ی برای فصل، این در
به و م کنیم بررس را G(R) ه ی گراف و ΓE(R) فشرده صفر مقسوم علیه  گراف ،Γ(R) صفر
صفر مقسوم علیه  گراف و صفر مقسوم علیه  گراف احاطه گری عدد بین روابط از برخ بیان
و Γ

(
R[x;α, δ]

) و Γ(R) گراف های احاطه گری عدد بین ارتباط هم چنین، م پردازیم. فشرده
قرار مطالعه و بررس مورد را G

(
R[[x;α]]

) و G(R) گراف های احاطه گری عدد بین ارتباط نیز
م دهیم.

م باشد. [٣۴] مرج از برگرفته فصل این مطالب

صفر مقسوم علیه  گراف احاطه گری عدد ٣ . ١
مجموعه ی را V از D زیرمجموعه ی باشد. V رئوس مجموعه با گراف ی G کنید فرض

به عبارت باشد. مجاور D در رأس ی حداقل با V \D در رأس هر هرگاه م نامیم G احاطه گر
مجموعه ‐γ را G احاطه گر مجموعه مینیمم م کند. احاطه را D از خارج رأس های D ر، دی
،G احاطه گر عدد م باشد. مینیمم اندازه اش که G از احاطه گر مجموعه ی یعن م نامیم،
از S زیرمجموعه ی است.  G از γ‐مجموعه ی اندازه ی م شود، داده نشان γ(G) نماد با که

۶٣



حلقه ها به وابسته گراف های احاطه گری عدد بررس ۶۴
هر به باشد. مجاور S در رأس با ،V در رأس هر هرگاه است تام احاطه گر مجموعه ی ی V
γt(G) نماد با که را تام احاطه گری عدد گوییم. γt‐مجموعه تام، احاطه گر مجموعه مینیمم

است. G γt‐مجموعه ی اندازه ی م دهیم، نشان
Γ(R) گراف روی را نیم‐تام احاطه گر مجموعه ی ،[۴٨] مرج در ارانش هم و جعفری راد
م نامیم نیم‐تام احاطه گر مجموعه ی را S ⊆ Z(R) زیرمجموعه ی کردند: تعریف به این صورت
موجود متمایز) لزوماً (نه y ∈ S ،x ∈ S هر برای و باشد احاطه گر مجموعه ی ی S هرگاه
م دهند، نشان γst(Γ(R)

) نماد با که را نیم‐تام احاطه گری عدد .xy = ٠ به طوری که باشد
،R حلقه ی هر برای که کنید توجه م باشد. نیم‐تام احاطه گر مجموعه ی اندازه ی مینیمم

.γ(Γ(R)
)
≤ γst

(
Γ(R)

)
≤ ٢γ(Γ(R)

)
را باشد جابه جایی حلقه ای R آن در که را Γ(R) گراف احاطه گری عدد نویسندگان ،[۵١] در
حلقه ای R که زمان ،Γ(R) گراف احاطه گری عدد مطالعه ی به ما بخش، این در کردند. بررس
احاطه گری عدد بین روابط هم چنین، باشد،م پردازیم. جابه جایی) لزوماً نه ) شرکت پذیر
مشخص را Γ

(
R[[x;α]]

) و Γ(R) گراف های احاطه گری عدد و Γ
(
R[x;α, δ]

) و Γ(R) گراف های
م کنیم.

است متناه γ
(
Γ(R)

) این صورت در باشد. نیم جابه جایی حلقه ای R کنید فرض .٣ . ١ . ١ گزاره
.Z(R) =

∪n
i=١ annR(ai) ،ai ∈ R و n ∈ N بعض برای اگر تنها و اگر

برای احاطه گر مجموعه ی D = {b١, b٢, . . . , bm} و γ(Γ(R)
)
< ∞ که کنید فرض ابتدا، برهان.

،bia = ٠ یا abi = ٠ به طوری که دارد وجود bi ∈ D ،a ∈ Z(R) \D هر برای چون باشد. Γ(R)

.Z(R) =
∪m

i=١ annR(bi) ∪D بنابراین و a ∈ annR(bi) درنتیجه .a ∈ rR(bi) یا a ∈ lR(bi) لذا
لذا و ،bi ∈ ann(ci) به طوری که دارد وجود ci ∈ Z(R) ،bi ∈ D هر برای ر، دی سوی از

.Z(R) =
∪m

i=١
(
annR(bi) ∪ annR(ci)

)
ی {a١, a٢, . . . , an} دراین صورت .Z(R) =

∪n
i=١ annR(ai) که کنید فرض بالعکس،

.γ(Γ(R)
)
< ∞ بنابراین است. احاطه گر مجموعه

γ
(
Γ(R)

) این صورت در باشد. نیم جابه جایی و نوتری حلقه ای R کنید فرض .٣ . ١ . ٢ نتیجه
است. متناه

م شود. نتیجه ٣ . ١ . ١ گزاره و [۴ . ٢ نتیجه ،٣٩] از برهان.

این صورت در .γ(Γ(R)
)
̸= ١ و باشد برگشت پذیر و نوتری حلقه ای R کنید فرض .٣ . ١ . ٣ قضیه

.γt(Γ(R)
)
= γst

(
Γ(R)

)
=

∣∣Max{P ̸= ٠ | P ∈ Ass(R)}
∣∣

در شده استفاده استدلال مشابه و [٢ . ٧ ملاحظه ،٣۶] از استفاده با برهان.
نمود. اثبات آن را م توان به راحت ،[۴ . ٢ قضیه ،۵١]



۶۵ صفر مقسوم علیه  گراف احاطه گری عدد
ازآن جایی که باشد. مرکزی آن خودتوان عنصر هر اگر است آبل R حلقه ی که م کنیم یادآوری
برهان مشابه استدلال بنابراین هستند، آبل نیم جابه جایی، حلقه های

گرفت. نتیجه را زیر لم م توان ،[۵ . ٢ قضیه ،١٣]
وجود Γ(R) از رأس ی این صورت در باشد. نیم جابه جایی حلقه ای R کنید فرض .۴ . ٣ . ١ لم
Z(R) یا است دامنه ی D که R ∼= Z٢ ×D اگر تنها و اگر است مجاور ر دی رأس هر با که دارد

است. پوچ ساز ایده آل ی
گرفت. خواهد قرار استفاده مورد ما بعدی نتایج در زیر تذکر

باشد. Γ(R) برای احاطه گر مجموعه ی D = {a} و γ
(
Γ(R)

)
= ١ کنید فرض .۵ . ٣ . ١ تذکر

یا Z(R) = annR(a) ،۴ . ٣ . ١ لم از استفاده با لذا و است مجاور ر دی رأس هر با a نتیجه در
آن گاه ،Z(R) = annR(a) ،a ناصفر عنصر برای اگر است. دامنه ی R′ که ،R ∼= Z٢ × R′

دامنه ی R′ که ،R ∼= Z٢ × R′ اگر هم چنین، .γt(Γ(R)
)
= ٢ و γ

(
Γ(R)

)
= γst

(
Γ(R)

)
= ١

.γ(Γ(R)
)
= ١ و γt

(
Γ(R)

)
= γst

(
Γ(R)

)
= ٢ آن گاه است،

γ
(
Γ(R)

)
= این صورت در باشد. برگشت پذیر و نوتری حلقه ای R کنید فرض .۶ . ٣ . ١ قضیه

.γ(Γ(R)
)
= γt

(
Γ(R)

)
− ١ یا γt(Γ(R)

)
نمود. اثبات آن را م توان ،[۵ . ٢ قضیه ،۵١] برهان مشابه استدلال با برهان.

f(x) = ناصفر عناصر برای هرگاه است راست اریب م کوی حلقه ی ی R حلقه گوییم
c ∈ R ناصفر عنصر آن گاه f(x)g(x) = ٠ اگر ،∑m

i=٠ aixi, g(x) =
∑n

j=٠ bjxj ∈ R[x;α, δ]

و م شوند، تعریف متناظراً چپ اریب م کوی حلقه ی .f(x)c = ٠ به طوری که باشد موجود
م شود. نامیده اریب م کوی آن گاه باشد، راست و چپ اریب م کوی R حلقه ی اگر

هم چنین و ،Γ(R[x;α, δ]) و Γ(R) گراف های احاطه گری عدد بین ارتباط زیر، نتایج در
م کنیم. تعیین را Γ(R[[x;α]]) و Γ(R) گراف های احاطه گری عدد بین ارتباط

در باشد. سازگار ‐(α, δ) و برگشت پذیر راست، نوتری حلقه ای R کنید فرض .٣ . ١ . ٧ قضیه
.γ(Γ(R[x;α, δ])

)
= γt

(
Γ(R)

) یا γ(Γ(R[x;α, δ])
)
= γ

(
Γ(R)

) این صورت
در طوری Γ

(
R[x;α, δ]

) گراف از D = {f١, f٢, . . . , fk | fi(٠) ̸= ٠} مجموعه ‐γ برهان.
م کنیم ادعا .A = {ci | ci = fi(٠), fi ∈ D} دهید قرار .fi(٠) ̸= ٠ که م گیریم نظر
ازآن جایی که .a ∈ Z(R) \ A کنید فرض است. Γ(R) برای احاطه گر مجموعه ی A که
،afj = ٠ = fja به طوری که دارد وجود fj ∈ D که م گیریم نتیجه ،Z(R) ⊆ Z(R[x;α, δ])

ی A لذا ،cj ∈ A چون .acj = ٠ = cja لذا است ,α)‐سازگار δ) و برگشت پذیر R چون و
آن جایی که از .γ(Γ(R)

)
≤ k = γ

(
Γ(R[x;α, δ)

) بنابراین است. Γ(R) از احاطه گر مجموعه
بعض برای [٢ . ٧ ملاحظه ،٣۶] از استفاده با است، برگشت پذیر و راست نوتری حلقه ای R



حلقه ها به وابسته گراف های احاطه گری عدد بررس ۶۶
اول ایده آل ی annR(ci) ،i ∈ {١, . . . ,m} هر برای که ،Z(R) =

∪m
i=١ annR(ci) داریم ،m ∈ N

از استفاده با بنابراین است، سازگار ‐(α, δ) و برگشت پذیر R چون است. ماکسیمال وابسته
عنصر هر برای لذا و است اریب م کوی R حلقه ،[٢ . ١ نتیجه ،٣٨]
به طوری که دارد وجود r ∈ R ناصفر عنصر ،f(x) =

∑n
i=٠ aixi ∈ Z(R[x;α, δ])

،i ∈ {٠, ١, . . . , n} هر برای بنابراین است، سازگار ‐(α, δ) حلقه ای R چون .rf(x) = ٠ = f(x)r

موجود j ∈ {١, . . . ,m} ،[٢ . ٨ قضیه ،٣۶] از استفاده با لذا .r ∈ Z(R) نتیجه در و ،rai = ٠
.cjf(x) = ٠ که م دهد نتیجه rf(x) = ٠ بنابراین .annR(r) ⊆ annR(cj) به طوری که است
قضیه به توجه با است. Γ(R[x;α, δ]) برای احاطه گر مجموعه ی S = {c١, . . . , cm} نتیجه در
با لذا و ،γ(Γ(R[x;α, δ])

)
≤ γt

(
Γ(R)

) بنابراین است. Γ(R) از مجموعه ‐γt ی S ،٣ . ١ . ٣
.γ(Γ(R[x;α, δ])

)
= γt

(
Γ(R)

) یا γ(Γ(R[x;α, δ])
)
= γ

(
Γ(R)

) ،۶ . ٣ . ١ قضیه از استفاده
دراین صورت باشد. سازگار ‐α و برگشت پذیر راست، نوتری حلقه ا ی R کنید فرض .٣ . ١ . ٨ قضیه

.γ(Γ(R[[x;α]])
)
= γt

(
Γ(R)

) یا γ(Γ(R[[x;α]])
)
= γ

(
Γ(R)

)
با لذا است، سازگار ‐α و برگشت پذیر راست، نوتری حلقه ی ی R آن جایی که از برهان.

استدلال با بنابراین است. توان سری به نسبت م کوی ‐α ،[٢ . ٧ نتیجه ،۴٢] از استفاده
کرد. ثابت را آن م توان ،٣ . ١ . ٧ قضیه برهان مشابه

داریم: را زیر نتیجه ،٣ . ١ . ٨ قضیه در ( همان (نگاشت α = IdR دادن قرار با
دراین صورت باشد. برگشت پذیر و راست نوتری حلقه ی ی R کنید فرض .٣ . ١ . ٩ نتیجه

.γ(Γ(R[[x]])
)
= γt

(
Γ(R)

) یا γ(Γ(R[[x]])
)
= γ

(
Γ(R)

)

فشرده صفر مقسوم علیه  گراف احاطه گری عدد ٣ . ٢
و پرداخته، ΓE(R) فشرده صفر مقسوم علیه  گراف احاطه گری عدد بررس به بخش، این در
حلقه ی فشرده صفر گراف مقسوم علیه  و صفر مقسوم علیه  گراف احاطه گری عدد بین ارتباط

م کنیم. تعیین را جابه جایی) لزوماً (نه R دلخواه
.γ(ΓE(R)

)
≤ γ

(
Γ(R)

) این صورت در باشد. دلخواه حلقه ای R کنید فرض .٣ . ٢ . ١ گزاره
است. بدیه برهان.

بررس م توان به راحت یرید. ب نظر در را Z۴[x]/(٢x, x٢ − ٢) و Z١۵ حلقه های .٣ . ٢ . ٢ مثال
فوق حلقه های با متناظر فشرده صفر مقسوم علیه  گراف و صفر مقسوم علیه  گراف که کرد

م باشند. زیر به صورت
و ،γ(ΓE(Z١۵)

)
= ١ اما γ

(
Γ(Z١۵)

)
= ٢ که م شود مشاهده

.γ(ΓE(Z۴[x]/(٢x, x٢ − ٢))) = γ
(
Γ(Z۴[x]/(٢x, x٢ − ٢))) = ١



۶٧ فشرده صفر مقسوم علیه  گراف احاطه گری عدد

٣ . ١ ل ش

این صورت در .|ΓE(R)| ≥ ٢ که باشد حلقه ای R کنید فرض .٣ . ٢ . ٣ قضیه
.γt(Γ(R)

)
= γt

(
ΓE(R)

)
اگر باشد. Γ(R) برای γt‐مجموعه ی S = {b١, · · · , bm} و γt

(
Γ(R)

)
= m کنید فرض برهان.

به راحت .D = {[bi] | bi ∈ S } دهید قرار آنگاه ،[bi] ̸= [bj ] ،bi, bj ∈ S متمایز عنصر دو هر برای
bi, bj ∈ S کنید فرض حال است. ΓE(R) برای تام احا طه گر مجموعه ی D داد نشان م توان
کرد فرض م توان مسئله کلیت از شدن کم بدون .[bi] = [bj ] به طوری که باشند موجود
برای تام احاطه گر مجموعه ی D′ م کنیم ادعا .D′ = {[b٢] · · · , [bm]} دهید قرار .[b١] = [b٢]
فرض هم چنین باشد، ΓE(R) برای تام احا طه گر مجموعه ی D′ کنید فرض نیست. ΓE(R)

یا [b] = [bk] به طوری که باشد داشته وجود k ∈ {٢, · · · ,m} اگر باشد. دلخواه b ∈ Γ(R) کنید
مجاور [bj ] با [b] به طوری که است موجود [bj ] ∈ D′ آن گاه ،[b] ̸= [bl] ،l ∈ {٢, · · · ,m} هر برای
γt‐مجموعه ی S′ اینکه فرض با این که م شود احاطه {b٢, · · · , bm} توسط Γ(R) لذا است.
،i ̸= ٢ هر برای و b١b٢ = ٠ بنابراین ann(b١) = ann(b٢) چون است. تناقض در Γ(R) برای
(چون باشد مجاور [b١] رأس با [b] رأس به طوری که داره وجود [b] ∈ ΓE(R) \D′ پس .b١bi ̸= ٠
تام احاطه گر مجموعه ی D′′ بنابراین .D′′ = D′ ∪ {[b]} دهیم م قرار است). همبند ΓE(R)

است. γt‐مجموعه ی هم چنین و است
γ
(
Γ(R)

)
= این صورت در باشد. برگشت پذیر و نوتری حلقه ای R کنید فرض .۴ . ٣ . ٢ نتیجه

 .γ(Γ(R)
)
= γt

(
ΓE(R)

)
− ١ یا γt(ΓE(R)

)
این صورت در .γ(Γ(R)

)
̸= ١ و باشد برگشت پذیر و نوتری حلقه ای R کنید فرض .۵ . ٣ . ٢ نتیجه

.γt(ΓE(R)
)
=

∣∣Max{P ̸= ٠ | P ∈ Ass(R)}
∣∣

م شود. نتیجه ٣ . ٢ . ٣ و ٣ . ١ . ٣ قضایای از برهان.
.γ(ΓE(Z٢ ×R)

)
= ١ آن گاه باشد، دامنه R اگر .۶ . ٣ . ٢ گزاره



حلقه ها به وابسته گراف های احاطه گری عدد بررس ۶٨
است. ستاره گراف ی Γ(R′) این صورت در .R′ ∼= Z٢ ×R و باشد دامنه R کنید فرض برهان.

.γ(ΓE(R
′)
)
= ١ نتیجه در .ΓE(R

′) ∼= K٢ بنابراین
.γt(ΓE(Z٢ ×R)

)
= ٢ آن گاه باشد، دامنه R اگر .٣ . ٢ . ٧ نتیجه

ه ی گراف  احاطه گری عدد ٣ . ٣
براساس او کار شد. معرف [٢٩] مرج در گریمالدی١ توسط بار اولین ه ی گراف مفهوم
او بود. است، n پیمانه به صحیح اعداد حلقه ی Zn و مثبت عددی n آن در که ،Zn حلقه های
دو و م باشند Zn عناصر همه رئوسش که گراف کرد، تعریف صورت این به را G(Zn) ه ی گراف
،[١۶] مرج در ارانش هم و ٢ اشرف باشد. ه ی Zn در x+y اگر تنها و اگر مجاورند y و x راس
با دلخواه شرکت پذیر حلقه ای R که دادند، تعمیم R ه ی ی گراف ،G(R) به را G(Zn) مفهوم

م باشد. غیرصفر همان عنصر
گراف های آن ها در که ناصفر همان عنصر با متناه جابه جایی حلقه های از رده  بندی ی
[۵٢] مرج در ارانش هم و کیان توسط م باشند، ۴ از کمتر احاطه گری عدد دارای ه ی
G
(
R[[x;α]]

) و G(R) احاطه گری عدد بین روابط از بعض ما بخش، این در است. گرفته صورت
است. سازگار ‐α حلقه ای R آن در که م کنیم، مطالعه را

رأس هایش که است گراف م دهیم، نشان G(R) نماد با که ،R از ه ی گراف .٣ . ٣ . ١ تعریف
.a+ b ∈ U(R) اگر تنها و اگر مجاورند G(R) در b و a رأس دو و م باشد R عناصر همه

هرگاه م کنیم استفاده a ≈ b علامت از ،G(R) در b و a متمایز رأس دو برای که کنید توجه
باشند. مجاور b و a

حلقه R اگر تنها و اگر γ(G(R)
)
= ١ دراین صورت باشد. حلقه  ی R کنید فرض .٣ . ٣ . ٢ گزاره

باشد. تقسیم
ه ی R از ناصفر عنصر هر ازآن جایی که باشد. تقسیم حلقه ی ی R که کنید فرض ابتدا برهان.
٠ با R از ناصفر عنصر هر بنابراین .a = a + ٠ ∈ U(R) داریم: a ∈ R \ {٠} هر برای است،
.γ(G(R)

)
= ١ بنابراین است. G(R) از احاطه گر مجموعه ی D = {٠} نتیجه در است، مجاور

اگر باشد. G(R) از مجموعه ‐γ ی D = {a} و γ
(
G(R)

)
= ١ که کنید فرض بالعکس،

مجموعه ی {a} آن جایی که از .a ̸= ٠ که کنید فرض حال، است. حاصل نتیجه ،a = ٠
از ناصفر عنصر هر که م کنیم ادعا .a = a + ٠ ∈ U(R) بنابراین است، G(R) از احاطه گر
موجود t ∈ U(R) لذا ،b+ a ∈ U(R) بنابراین .٠ ̸= b ∈ R \ {a} کنید فرض است. ه ی R \ {a}

{a} چون ر، دی سوی از .t + a ∈ U(R) لذا و ،t ̸= a به وضوح .b = t − a به طوری که است
1Grimaldi 2Ashrafi



۶٩ ه ی گراف  احاطه گری عدد
حلقه ی R بنابراین .b = t − a ∈ U(R) درنتیجه .a = −a لذا است، احاطه گر مجموعه ی

است. تقسیم
این صورت در باشد. ناصفر ماکسیمال ایده آل با موضع حلقه ا ی R کنید فرض .٣ . ٣ . ٣ قضیه

.γ(G(R)
)
= ٢

.D = {٠, ١} کنید فرض .γ(G(R)
)
≥ ٢ که است واض ،٣ . ٣ . ٢ گزاره از استفاده با برهان.

،x ∈ M اگر ،x ∈ R \ D هر برای است. G(R) از احاطه گر مجموعه ی D که م کنیم ادعا
ی خودش x چون آن گاه ،x /∈ M اگر ١؛ + x ∈ U(R) زیرا م کند احاطه را x ،١ عنصر آن گاه

.γ(G(R)
)
= ٢ بنابراین م کند. احاطه را x ، ٠ عنصر است، R از ه ی

است ه ی h(x) ∈ R[[x;α]] این صورت در باشد. R حلقه ی از درونریخت ی α کنید فرض
در g(x) =

∑
bjx

j و f(x) =
∑

aix
i عنصر دو بنابراین باشد. ه ی ثابتش جمله اگر تنها و اگر

.a٠ + b٠ ∈ U(R) اگر تنها و اگر مجاورند G
(
R[[x;α]]

)
م شود. حاصل ٣ . ٣ . ٣ قضیه از مستقیم به طور زیر نتیجه ی

این صورت در باشد. ناصفر ماکسیمال ایده آل با موضع حلقه ای R کنید فرض .۴ . ٣ . ٣ نتیجه
.γ(G(R[[x;α]])

)
= ٢

موضع حلقه ای نیز R[[x;α]] دراین صورت باشد. موضع حلقه ای R که کنید فرض برهان.
.γ(G(R[[x;α]])

)
= ٢ ،٣ . ٣ . ٣ قضیه از استفاده با بنابراین است.

دوطرفه ایده آل ی راست، ایده آل هر اگر است راست دوئو R حلقه ی که م کنیم یادآوری
آن گاه باشد، سازگار ‐(α, δ) و راست دوئو R اگر که شده اثبات ،[۴٠] مرج در باشد.
ضرایب ر دی و ه ی آن ثابت جمله اگر تنها و اگر است ه ی h(x) ∈ R[x;α, δ] چندجمله ای
مجاور G

(
R[x;α, δ]

) در g(x) =
∑

bix
i و f(x) =

∑
aix

i عنصر دو بنابراین باشند. پوچ توان آن
باشد. R از پوچ توان عنصر ی ai + bi ،i > ٠ هر برای و a٠ + b٠ ∈ U(R) اگر تنها و اگر هستند
آن گاه باشد، ناصفر ماکسیمال ایده آل با موضع حلقه ای R اگر ،۴ . ٣ . ٣ نتیجه به توجه با
که زمان حت G

(
R[x;α, δ]

) گراف برای تساوی این اما، .γ(G(R)
)
= γ

(
G(R[[x;α]])

)
= ٢

به عنوان نم باشد. برقرار ،|R/M | = ٢n و باشد سازگار ‐(α, δ) و موضع حلقه ای (R,M)

احاطه گر مجموعه اما ،γ(G(R)
)
= ٢ که است بدیه یرید. ب نظر در را R = Z۴ حلقه ی مثال،

است. نامتناه G(
R[x;α, δ]

)
نمایش Gm

(
R[x]

) با که G
(
R[x]

) از خاص زیرگراف ارانش هم و ٣ افخم ،[٢] مرج در
رأس های ، واق در کردند. معرف را است، نامنف صحیح عدد m آن در که م شود داده
عدد ما زیر، نتیجه ی در م باشند. R[x] در m درجه از چندجمله ای ها همه ی Gm

(
R[x]

)
م کنیم. تعیین را Gm

(
R[x;α, δ]

) احاطه گری
3Afkhami



حلقه ها به وابسته گراف های احاطه گری عدد بررس ٧٠
و M ̸= ٠ به طوری  که باشد متناه و صلب ‐α حلقه ا ی (R,M) کنید فرض .۵ . ٣ . ٣ قضیه

.|R| = k آن در که γ
(
Gm(R[x;α, δ])

)
= ٢(km−١(k − ١)) دراین صورت .char(R/M) = ٢

.char(R/M) = ٢ به طوری که باشد متناه موضع حلقه ی (R,M) که کنید فرض برهان.
|R/M | = م دهیم قرار است. کامل گراف ی G(

R/M
) و تقسیم حلقه ی R/M نتیجه در

بخش ‐r گراف ی G(R) که م شود دیده به آسان ،char(R/M) = ٢ آن جایی که از .r
کنید فرض م دهند. G(R) برای بخش ی یل تش R/M هم دسته های که است کامل
Vi = {ai,١, . . . , ai,s} داریم: i = ١, . . . , r هر برای که باشند، V (

G(R)
) از بخش ‐r ،Vr, . . . , V١

و f(x) =
∑m

j=٠ bjxj رأس دو لذا و است، کاهش R بنابراین است، صلب ‐α ،R ازآن جایی که .
هر برای و باشد ه ی b٠ + c٠ اگر تنها و اگر هستند مجاور Gm

(
R[x;α, δ]

) از g(x) = ∑m
j=٠ cjxj

.bm ̸= ٠ و h(x) =
∑m

i=١ bixi که f(x) = b٠ + h(x) م دهیم قرار .bj = −cj ،j = ١, . . . ,m
عنصر دو هر برای یرید. ب نظر در را A = {ai,j + h(x), ai,j − h(x) | ai,j ∈ R} مجموعه ی

مسیرهای آن گاه ،g = at′,l′ ± h(x) و f = at,l ± h(x) اگر ،f, g ∈ A

at,l ± h(x) ≈ aj,i ∓ h(x) ≈ at′,l′ ± h(x)

،g = at′,l′ − h(x) و f = at,l + h(x) اگر هم چنین، دارند. وجود ١ ≤ i ≤ s و t ̸= j ̸= t′ که
مسیر آن گاه

at,l + h(x) ≈ aj,i − h(x) ≈ aj′,i + h(x) ≈ at′,l′ − h(x)

برای همبندی مؤلفه ی ی A بنابراین دارد. وجود ١ ≤ i ≤ s و t ̸= j ̸= j′ ̸= t′ که
داریم: A برای را زیر حالت های حال، است. Gm

(
R[x;α, δ]

)
بخش های با کامل بخش ‐r ،A آن گاه ،h(x) = −h(x) اگر :(١) حالت
مجموعه ی .١ ≤ i ≤ s که است V ′

i = {ai,١ + h(x), . . . , ai,s + h(x)}

است. A از مجموعه ‐γ ی D به وضوح یرید. ب نظر در را D = {a١,١ + h(x), a٢,١ + h(x)}

.γ(R) = ٢ بنابراین
مجموعه ی از رأس هر ،i ∈ {١, . . . , r} هر برای آن گاه ،h(x) ̸= −h(x) اگر :(٢) حالت
مجموعه ی از رأس هر با {ai,١ + h(x), . . . , ai,s + h(x)}

مجموعه ی از رأس هر و است، مجاور {
aj,١ − h(x), . . . , aj,s − h(x) | j ̸= i, j ∈ {١, . . . , r}}

مجموعه ی از رأس هر با {ai,١ − h(x), . . . , ai,s − h(x)}

به وضوح است. مجاور {
aj,١ + h(x), . . . , aj,s + h(x) | j ̸= i, j ∈ {١, . . . , r}}

است. A از احاطه گر مجموعه ی ی D′ = {a١,١ + h(x), a١,١ − h(x), a٢,١ + h(x), a٢,١ − h(x)}

،i ̸= j و ١ ≤ i, j ≤ r بعض برای کنید فرض است. مجموعه ‐γ ی D′ که م کنیم ادعا
دراین صورت باشد. A از احاطه گر مجموعه ی S =

{
ai,١ + h(x), ai,١ − h(x), aj,١ + h(x)

}
‐γ ی D′ لذا نم شوند. احاطه S توسط {ai,١ + h(x), . . . , ai,s + h(x)} مجموعه رأس های

.γ(A) = ۴ بنابراین است. A از مجموعه



٧١ ه ی گراف  احاطه گری عدد
فرض .|R| = k که ،km−١(k − ١) با است برابر h(x) برای انتخاب ها تعداد که م دانیم
لذا .٠ ≤ t ≤ km−١(k − ١) به طوری که h(x) = −h(x) ،h(x) انتخاب t برای که کنید
توجه با بنابراین م باشد. Gm

(
R[x;α, δ]

) همبندی مؤلفه های تعداد t+(
(km−١(k−١)−t)/٢)

γ
(
Gm(R[x;α, δ])

)
= ٢(km−١(k− ١)) که داد نشان م توان به راحت ،(٢) و (١) حالت های به

.
.γt(G(R)

)
= γt

(
G(R[[x;α]])

) این صورت در باشد. دلخواه حلقه ی R کنید فرض .۶ . ٣ . ٣ قضیه
باشد. G(R) از مجموعه ‐γt ی S = {a١, a٢, . . . , an} و γt

(
G(R)

)
= n که کنید فرض برهان.

ی f(x) کنید فرض است. G(
R[[x;α]]

) برای تام احاطه گر مجموعه ی S که م دهیم نشان
G(R) از تام احاطه گر مجموعه ی S و f(٠) ∈ R آن جایی که از باشد. R[[x;α]] از دلخواه عنصر
و f(x)+ai ∈ U

(
R[[x;α]]

) نتیجه در .f(٠)+ai ∈ U(R) به طوری که دارد وجود ai ∈ S لذا است،
.γt(G(R[[x;α]])

)
≤ γt

(
G(R)

) بنابراین است. G(
R[[x;α]]

) از تام احاطه گر مجموعه ی S لذا
برای D مانند γt‐مجموعه ای م کنیم ادعا .γt(G(

R[[x, α]]
)

< ∞ کنید فرض حال
باشد طوری D کنید فرض .f(٠) ̸= g(٠) ،f, g ∈ D هر برای که دارد وجود G

(
R[[x, α]])

مجاور f با که hای هر این صورت در .f(٠) = g(٠) ،f, g ∈ D متمایز عنصر دو حداقل برای که
به جای لذا ندارد. قرار D در باشد مجاور f با که عنصر هر هم چنین و است مجاور نیز g با باشد
م دهیم. انجام را کار این D تکراری عناصر همه برای م گیریم. نظر در را g′ = ١−f عنصر ،g
قرار .f(٠) ̸= g(٠) ،f, g ∈ D′ هر برای که م آوریم بدست D′ به صورت γt‐مجموعه ی لذا
است. G(R) از تام احاطه گر مجموعه ی A که م کنیم ادعا .A = {fi(٠) | fi ∈ D′} دهید
مجموعه ی D و R ⊆ R[[x;α]] که آن جایی از باشد. R از دلخواه عنصر ی a کنید فرض
در ،a + fj ∈ U

(
R[[x;α]]

) به طوری که دارد وجود fj ∈ D لذا است، G(
R[[x;α]]

) از احاطه گر
نتیجه در است. G(R) از تام احاطه گر مجموعه ی A بنابراین .a + fj(٠) ∈ U(R) نتیجه

.γt(G(R)
)
≤ γt

(
G(R[[x;α]])

)
احاطه گری عدد مورد در مشابه نتیجه ی که کنید فکر است ن مم ،۶ . ٣ . ٣ قضیه به توجه با
γ
(
G(R)

)
= تساوی نادرست یا درست مورد در کل حالت در واق در است. درست نیز

نم دانیم. چیزی γ
(
G(R[[x;α]])

)
م رسانیم. پایان به زیر سوال با را بخش این ما

γ
(
G(R)

)
= γ

(
G(R[[x;α]])

) تساوی آیا باشد. شرکت پذیر حلقه ی R کنید فرض سوال:
است؟ برقرار همیشه
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انگلیس به فارس واژه نامه
Domination . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . احاطه گر
Prime ideal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اول ایده آل
Minimal prime ideal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مینیمال اول ایده آل
Associated prime ideal. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . وابسته. اول ایده آل
Completely prime ideal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اول کاملا ایده آل
Maximal ideal. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ماکسیمال. ایده آل

Nilpotent . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پوچ توان
Annihilator . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پوچ ساز
Left annihilator . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . چپ پوچساز
Right annihilator . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . راست پوچ ساز

Monomorphism . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تکریخت
Monoid . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تکوار
Ore extesion. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اور. توسیع
Jordan’s extension . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . جردن توسیع

Abelian ring . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آبل حلقه ی
Reversible ring . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . برگشت پذیر حلقه ی
Skew polynomial ring . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اریب چندجمله ای حلقه ی
Skew Laurent polynomial ring . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . لوران اریب چندجمله ای حلقه ی
Duo ring . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دوئو حلقه ی
Skew power series ring . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اریب توان سری های حلقه ی
Skew Laurent power series ring . . . . . . . . . . . . . . . . . . لوران. اریب توان سری های حلقه ی
Associative ring . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شرکت پذیر حلقه ی



انگلیس به فارس واژه نامه ٨٢
Von Neumann regular ring . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . منظم فون نیومن حلقه ی
Reduced ring . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کاهش حلقه ی
Quotient ring . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کسرها حلقه ی
Classical quotient ring . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کلاسی کسرهای حلقه ی
Symmetric ring. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . متقارن. حلقه ی
Left McCoy ring. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . چپ. م کوی حلقه ی
Right McCoy ring . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . راست م کوی حلقه ی
McCoy ring . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . م کوی حلقه ی
Regular ring . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . منظم حلقه ی
Local ring . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . موضع حلقه ی
Noetherian ring . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نوتری حلقه ی
Semicommutative ring . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نیم جابه جایی حلقه ی
α-compatible ring . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . α‐سازگار حلقه ی
δ-compatible ring . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . δ‐سازگار حلقه ی
α-rigid ring . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . α‐صلب حلقه ی

Property (A) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (A) خاصیت
Left property (A) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . چپ (A) خاصیت
Right property (A) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . راست. (A) خاصیت
Idempotent . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خودتوان
Automorphism . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خودریخت
Well-defined . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خوش تعریف

Domain . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دامنه
Endomorphism . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . درونریخت
Cycle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دور

Vertex . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . رأس.

Distance . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فاصله

Diameter . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . قطر



٨٣ انگلیس به فارس واژه نامه

Completely reflexive . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بازتابنده کاملا
Girth . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کمر

Directed graph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . جهت دار گراف
Bipatite graph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دوبخش گراف
Star graph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ستاره گراف
Undirected graph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . غیرجهت دار. گراف
Complete graph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کامل گراف
Zero-divisor graph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . صفر مقسوم علیه گراف
Compressed zero-divisor graph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فشرده صفر مقسوم علیه گراف
Unit graph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ه ی گراف

Domination number�. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . احاطه گری عدد
Total dominatin number . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تام احاطه گری عدد
Semi-total domination number . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نیم‐تام احاطه گری عدد

Dominating set . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . احاطه گر مجموعه
Total dominating set . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تام احاطه گر مجموعه
Path . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مسیر
Skew McCoy ring of Laurent polynomial type . . . لوران چندجمله ای نوع از اریب م کوی
McCoy power-serieswise . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . توان سری به نسبت م کوی

Connected . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . همبند
Neighborhood . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . همسای

Edge . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . یال





فارس به انگلیس واژه نامه
Abelian ring . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آبل حلقه ی
Annihilator . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پوچ ساز
Associated prime ideal. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . وابسته. اول ایده آل
Associative ring . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شرکت پذیر حلقه ی
Automorphism . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خودریخت

Bipatite graph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دوبخش گراف

Classical quotient ring . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کلاسی کسرهای حلقه ی
α-compatible ring . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . α‐سازگار حلقه ی
δ-compatible ring . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . δ‐سازگار حلقه ی
Complete graph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کامل گراف
Completely prime ideal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اول کاملا ایده آل
Completely reflexive . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بازتابنده کاملا
Compressed zero-divisor graph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فشرده صفر مقسوم علیه گراف
Connected . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . همبند
Cycle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دور

Diameter . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . قطر
Directed graph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . جهت دار گراف
Distance . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فاصله
Domain . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دامنه
Domination . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . احاطه گر
Domination number�. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . احاطه گری عدد
Duo ring . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دوئو حلقه ی



فارس به انگلیس واژه نامه ٨۶

Edge . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . یال
Endomorphism . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . درونریخت

Girth . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کمر

Jordan’s extension . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . جردن توسیع

Left annihilator . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . چپ پوچساز
Left McCoy ring. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . چپ. م کوی حلقه ی
Left property (A) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . چپ (A) خاصیت
Local ring . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . موضع حلقه ی

Maximal ideal. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ماکسیمال. ایده آل
McCoy power-serieswise . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . توان سری به نسبت م کوی
McCoy ring . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . م کوی حلقه ی
Minimal prime ideal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مینیمال اول ایده آل
Monomorphism . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تکریخت
Monoid . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تکوار

Nilpotent . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پوچ توان
Noetherian ring . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نوتری حلقه ی

Ore extesion. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اور. توسیع

Path . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مسیر
Prime ideal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اول ایده آل
Property (A) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (A) خاصیت

Quotient ring . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کسرها حلقه ی



٨٧ فارس به انگلیس واژه نامه

Reduced ring . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کاهش حلقه ی
Regular ring . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . منظم حلقه ی
Reversible ring . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . برگشت پذیر حلقه ی
Right annihilator . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . راست پوچ ساز
Right McCoy ring . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . راست م کوی حلقه ی
Right property (A) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . راست. (A) خاصیت
α-rigid ring . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . α‐صلب حلقه ی

Semicommutative ring . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نیم جابه جایی حلقه ی
Semi-total domination number . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نیم‐تام احاطه گری عدد
Skew generalized power series ring . . . . . . . . . . . . تعمیم یافته اریب توان سری های حلقه ی
Skew Laurent polynomials ring. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . لوران اریب چندجمله ای حلقه ی
Skew Laurent power series ring . . . . . . . . . . . . . . . . . . لوران. اریب توان سری های حلقه ی
Skew McCoy ring of Laurent polynomial type . . . لوران چندجمله ای نوع از اریب م کوی
Skew polynomials ring . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اریب. چندجمله ای حلقه ی
Skew power series ring . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اریب توان سری های حلقه ی
Star graph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ستاره گراف
Symmetric ring. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . متقارن. حلقه ی

Total dominatin number . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تام احاطه گری عدد
Total dominating set . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تام احاطه گر مجموعه

Undirected graph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . غیرجهت دار. گراف
Unit graph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ه ی گراف

Vertex . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . رأس.
Von Neumann regular ring . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . منظم فون نیومن حلقه ی

Well-defined . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خوش تعریف

Zero-divisor graph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . صفر مقسوم علیه گراف
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نمایه
۴ α‐سازگار،

٣ α‐مشتق،

٢ نیم جابه جایی،

٢ ، آبل
٣ وابسته، اول
٢ برگشت پذیر،

۶ جردن، توسیع
٣ اریب، توان سری های حلقه ی

۶۵ راست، اریب م کوی حلقه ی
٣ اریب، چندجمله ای های حلقه ی

۶ لوران، اریب چندجمله ای های حلقه ی
٢ دوئو،
٨ دور،

٧ القایی، زیرگراف
۴ صلب،

۶٣ احاطه گر، عدد

٨ فاصله،
٨ قطر،

٢ متقارن،
۶٣ احاطه گر، مجموعه

۶۴ تام، احاطه گر مجموعه ی
۶۴ نیم‐تام، احاطه گر مجموعه ی

٨ مسیر،
٢ منظم،

١٢ چپ، کوی م
٣٣ لوران، چندجمله ای نوع از اریب م کوی

١٢ راست، م کوی
۵٩ ، سری توان به نسبت راست م کوی

٨ همبند،
٣ اول، کاملا

٢ ، کاهش
٨ کمر،

٨ ، دوبخش گراف
٨ ستاره، گراف

٩ صفر، مقسوم علیه  گراف
١۵ فشرده، صفر مقسوم علیه  گراف

٨ کامل، گراف
۶٨ ه، ی گراف

٩٠



Abstract

Studying algebraic structures by assigning graphs to them and examining their proper-

ties has been an interesting research topic in recent decades that has raised interesting

algebraic questions and results. In this thesis, we are interested to study and investigate

the compressed zero-divisor graph of a ring R and some of its extensions. We first study

the diameter of the compressed zero-divisor graph ΓE(R), where R is a commutative ring.

We give a complete characterization for the possible diameters of ΓE(R) exclusively in

terms of the ideals of R. Also, we extend the concept of compressed zero-divisor graph to

non-commutatve case, and study the diameter of the zero-divisor and also the compressed

zero-divisor graphs over skew Laurent polynomial rings ΓE

(
R[x, x−1;α]

)
and over skew

polynomial rings ΓE

(
R[x;α, δ]

)
, where R is reversible and (α, δ)-compatible. Moreover,

we investigate the domination number of the zero-divisor graph Γ(R), the compressed

zero-divisor graph ΓE(R) and the unit graph G(R). Also, some relations between the

domination number of Γ(R) and Γ
(
R[x;α, δ]

)
, as well as the relations between the domi-

nation number of G(R) and G
(
R[[x;α]]

)
, are studied.

Keywords: Zero-divisor graph; Compressed zero-divisor graph; Skew Laurent polyno-

mial ring; Skew polynomial ring; Skew power series ring; unit graph; Jordan’s construction;

Reversible ring; Diameter; Domination number.

Mathematics subject classification: Primary: 13A99, 16U99, 16S36, 16U80; Sec-

ondary: 05C69, 05C12.
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