
 

 

 دانشکده علوم

ریاضی کاربردیگروه   

 پایان نامه کارشناسی ارشد

 

تصادفی فاقد گشتاور هایقضایای حدی برای متغیر  

 

شکری منیژه  

 

هنما:ااستاد ر  

احمد نزاکتی رضازادهدکتر   

 

 استاد مشاور:

موسویآقای سید رضا   

 

0931 تیر  

  



 الف

 

  



 

 ب

 

 

 
 
 

 دانشکده علوم
ریاضی کاربردیگروه   

 

 

تصادفی فاقد گشتاور هایقضایای حدی برای متغیر  

 

شکری منیژه دانشجو:  

 

هنما:ااستاد ر  

احمد نزاکتی رضازادهدکتر   

 

 استاد مشاور:

رضا موسوی سیدآقای   

 

 پایان نامه ارشد جهت اخذ درجه کارشناسی ارشد

0931تیر  



 

 ج

 

 
 

مریم عزیزم   مادر    و   وارم کرم علیگ بزر پدر  تقدیم به  

 

ی را بسی شاکرم که کار    از روی کرم پدر و مادر ی خدا وجودشان  بیاسایم و از   بار پر     ختدر   سایه در   تا    ساخته نصیبم  فدا

اری الدینی  که بودنشان تاج افتخدانش  تلاش کنم.و   و   گیرم  و از سایه وجودشان در راه کسب علم     آنها شاخ و برگریشه    

                              .دستم را  ایه    هستی ام بوده اندم  وجود  پس از پروردگار دو    برسرم و نامشان دلیلی است بر بودنم چرا که این است 

نا و انسان بودن را مع   بودن برایم زندگی  که  عزیزانی   آموختند. از  به منگرفتند و راه رفتن را در این وادی زندگی پر فر           

.کردند  

 حال این برگ سبزی  است تحفه درویش تقدیم آنان...

رمدوستتان دا   
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دانیتشکر و قدر  

 

ت تو بر چ کرانی نیست و سر حقیقشکر تو را هیچ زبانی نیست و دریای فضل تو را هیالهی ادای 
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ر تک و مادر مهربانم که عاشقانه پرورش و تربیتم نمودی به خاطپدرعزیز که همواره حمایتم نمودی 
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، کار پایان نامه به اتمام نمی رسید. بدون راهنمایی های ارزنده و حمایت های بی دریغ ایشان
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 چکیده

ل، قضایای حدی هستند که مهمترین آنها عبارتند از قضایایی که مهمترین نتایج نظری در نظریه احتما

اعداد با عنوان قانون اعداد بزرگ یا قضایای حد مرکزی طبقه بندی شده اند. قضایایی که با عنوان قانون 

بزرگ مطرح می شوند در ارتباط با بیان شرایطی است که تحت آن شرایط میانگین دنباله ای از 

متغیرهای تصادفی به متوسط امید ریاضی خود همگرا باشند. ) با این فرض که حداقل دارای گشتاور 

در جام دادند ان اعداد بزرگ تحقیقاتی قانون زیادی در جهت بهبود محققان مرتبه اول متناهی باشند(

قوی  "قانون  ا عنوانب که نمایش دهند قانون اعداد بزرگاز به دو شکل را این مطالعات توانستند نهایت 

هم رها در حالتی که متغیرا  در این رساله قانون قوی اعداد بزرگ. ندامعروف شده "ضعیف  "و قانون  "

 می آوریم.بدست ند، گشتاورتوزیع و فاقد 

 فصل می باشد. مطالب هر فصل بطور مختصر عبارتست از: 9این رساله شامل 

  و لم ها و قضایای اساسی ، مقدمات، مروری بر تاریخچه موضوع مورد بررسی و تعاریف اولیه 0در فصل

 آورده شده اند.

  متغیرهای تصادفی هم توزیع و فاقد گشتاور از ع جزئی ، قانون قوی اعداد بزرگ برای مجمو2در فصل

 .آورده شده است

  و درمتغیرهای تصادفی آورده شده است از ، قانون قوی اعداد بزرگ برای مجموع وزنی 9در فصل 

 نتیجه گیری و مراجع مطرح شده اند.ادامه فصل، بحث و 

 

 ،مجموع جزیی متغیرهای تصادفیتقریباً حتمی،  همگرایی، قانون قوی اعداد بزرگ: واژه های کلیدی

 متغیرهای تصادفی وزنیمجموع 
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ل، قضایای حدی هستند که مهمترین آنها عبارتند از قضایایی که مهمترین نتایج نظری در نظریه احتما

با عنوان قانون اعداد بزرگ یا قضایای حد مرکزی طبقه بندی شده اند. قضایایی که با عنوان قانون اعداد 

بزرگ مطرح می شوند در ارتباط با بیان شرایطی است که تحت آن شرایط میانگین دنباله ای از 

متوسط امید ریاضی خود همگرا باشند. )با این فرض که حداقل دارای گشتاور  متغیرهای تصادفی به

( 0۱09) 0اکوب برنولییریاضیدان سوئیسی  قانون اعداد بزرگ اولین بار توسطمرتبه اول متناهی باشند( 

مورد  0391در سال سپس  و در واقع بازی با سکه ارائه شد برای محاسبه احتمال در تئوری بازی ها و

ریاضیدانان  پس از برنولی و پواسون. قرار گرفت 9پواسن  و 2جمله پاسکال ریاضی دانان دیگر از توجه

در انجام دادند.  اعداد بزرگ تحقیقاتی قانون و... در جهت بهبود 1، کانتلی 4چبیشف نیز از جمله یدیگر

قوی  "قانون  ا عنوانب که نمایش دهند. قانون اعداد بزرگاز به دو شکل را این مطالعات توانستند نهایت 

 . ندامعروف شده "ضعیف  "و قانون  "

را برای یک دنباله از  3(SLLNقانون قوی اعداد بزرگ ) ۱و زیگموند 6مارسینکوویچ، 039۱در سال 

  01ارائه نمودند. بعداًًً محققان زیادی از جمله سیور i.i.d. 3)(متغیرهای تصادفی مستقل و هم توزیع 

                                                 
0 Bernoulli  

2 Pascal  
9 Poisson  

4 Chebyshev  
1 Cantelli  

6 Marcinkiewicz 
۱ zygmund  

3 Strong Law Large Numbers 
3 Identically independevt distribution 

01 Sawyer  
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حالتی که متغیرهای  قانون قوی را در( 2101)09استویکاو 02رسالسکی ( و 03۱1) 00(، چتترجی0366)

ارائه دادند. در این رساله پس از معرفی و بحث در تصادفی هم توزیع هستند )بدون شرط استقلال( 

 رها دارای گشتاورعلاقه مندیم همین قانون را در حالتی که متغیخصوص قانون قوی اعداد بزرگ 

 .مورد بررسی قرار دهیم ...(، ایستا بودن ومستقل بودنی، )هم توزیع شرایط مختلفی تحت ،نباشند

 فصل می باشد. مطالب هر فصل بطور مختصر عبارتست از: 9این رساله شامل 

  مقدمات، مروری بر تاریخچه موضوع مورد بررسی و تعاریف اولیه آورده شده اند. هم 0در فصل ،

 استفاده شده است نیز آمده است. چنین برخی توابع ریاضی، لم های اساسی که در این رساله

  قانون قوی اعداد بزرگ برای مجموع جزئی از متغیرهای تصادفی هم توزیع و فاقد گشتاور 2در فصل ،

( با جزئیات اثبات 2101رسالسکی و استویکا )آورده شده است. در این خصوص بعضی قضایای اساسی 

 آورده شده است.

  مجموع وزنی از متغیرهای تصادفی آورده شده است و در ، قانون قوی اعداد بزرگ برای9در فصل 

 ادامه فصل، بحث و نتیجه گیری و مراجع مطرح شده اند.

ص قضایا و مثال هایی که توسط )**( مشخ، دانم این مطلب را خاطر نشان کنمدر پایان لازم می

اند هم صورت قضیه و هم اثبات آن توسط اینجانب انجام شده است.شده  
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 تاریخچهمقدمه و  1-1

 

غریزه ادارک می دقت هر آنچه را که اذهان منطقی با کمک که با  دقادر می سازرا ما نظریه احتمال 

این علم در آغاز برای  نمی توانیم چگونگی آنها را توضیح دهیم. در یابیم با این تفاوت که غالباً کنند،

به نظام به گسترش کرد و به تدریج  شروعابتدای قرن حاضر از  سپس، دبررسی بازیهای شانس ابداع ش

، نظریه این گسترش در خلالاز شاخه های ریاضی در ارتباط است. گسترده ای تبدیل شد که با بسیاری 

، آمار، تحقیق در عملیات احتمال نقش اساسی در قالب سازی ریاضی برای علوم کاربردی گوناگون، مانند

متن بسیاری از کتابهای  تغییر بازتاب این پیشرفتها،است. شته ... داو زیست شناسی، اقتصاد، روانشناسی

. این دوره های احتمال ختم می شد احتمال محدود به بازیهای تصادفی و نظریه خطاها بود که به بخش

به صورت نظام این نظریه میلادی پایان یافت و  0311در سال  04با پدیدار شدن رساله کلاسیک فلر

 ل،مترین نتایج نظری در نظریه احتمامه ضروری برای مطالعه بسیاری از زمینه های علوم در آمد. ریاضی

ی که با عنوان قانون اعداد بزرگ یا یقضایا . از این میان مهمترین آنها عبارتند ازقضایای حدی هستند

در بزرگ مطرح می شوند  اعدادبا عنوان قانون که قضایایی  مرکزی طبقه بندی شده اند. قضایای حد

به متوسط امید از متغیرهای تصادفی  تحت آن شرایط میانگین دنباله ای بیان شرایطی است کها ب ارتباط

قانون اعداد ( با این فرض که حداقل دارای گشتاور مرتبه اول متناهی باشند .)ریاضی خود همگرا باشند

برای محاسبه احتمال در تئوری بازی ( 0۱09)اکوب برنولی یریاضیدان سوئیسی  بزرگ اولین بار توسط

در پواسن  جمله پاسکال و سپس مورد توجه ریاضی دانان دیگر از و در واقع بازی با سکه ارائه شد ها و

                                                 
04 Feller  
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، کانتلی ،چبیشف نیز از جمله یریاضیدانان دیگر پس از برنولی و پواسون .قرار گرفت 0391سال 

 اعداد بزرگ قانون های زیادی در جهت بهبود تلاش 03ین چینخ ،0۱وگروف مکول ، 06بورل، 01مارکوف

ا ب که .نمایش دهند قانون اعداد بزرگاز به دو شکل را این مطالعات  توانستنددر نهایت انجام دادند. 

 . ندامعروف شده "ضعیف  "قانون و  "قوی  "قانون  عنوان

از را برای یک دنباله  (SLLN) قانون قوی اعداد بزرگ زیگموندو  ویچومارسینک، 039۱در سال 

در سال فلر توسط  همین نتیجهپس از آن . نمودنده ئارا (.i.i.d)  متغیرهای تصادفی مستقل و هم توزیع

هم چنین رسالسکی و ( 03۱1چتترجی ) ،(0366سیور )محققان زیادی از جمله  بعداًًً .مدآبدست  0346

بدون شرط هستند ) هم توزیعمتغیرهای تصادفی حالتی که  در راقوی قانون ( 2101و استویکا )

را  SLLNز متغیرهای تصادفی ایستا سالسکی برای یک دنباله ار 033۱در سال  .ثابت کردند( استقلال

در واقع . رار گرفتبزرگ هم مورد بررسی ق قانون ضعیف اعداد که وری کنیملازم است یادآ .کردثابت 

. ه شدبهبود بخشید تصادفی ایستا از متغیرهایبرای یک دنباله  0331در سال  03مالر توسط همین قانون

کرد که دنباله های ایستا مورد استفاده  مطالعه بر روی تحقیقات مالر مشخصبا ( 0339سالسکی )ر البته

 قانون قوی را  (2111)نزاکتی  فقط به شرط هم توزیعی نیاز دارند.ار نمی گیرند و متغیرهای تصادفی قر

قانون قوی  .سی قرار دادربر مورد 21(AN) منفی ی همبستگیدارابرای یک دنباله از متغیرهای تصادفی 

برای پیش بینی خسارت در  این قانونبیمه گران از  . بعنوان مثالکاربردهای زیادی دارد اعداد بزرگ

اما برای  کنند. استفاده می همگن )بیمه های بدنه خودرو( تقریباًپذیرش ریسکهایی با تعداد زیاد و 

 پالایشگاهها استفاده از این قانون امکان بزرگ صنعتی نظیر خودرو سازان وپذیرش ریسک واحد های 

                                                 
01 markove 

06 Borel  
0۱ kolmogoroff 

03 Khinchin  
03 Maller  

21 Negatively associated 
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علاقه مندیم  حث در خصوص قانون قوی اعداد بزرگاین رساله پس از معرفی و ب در پذیر نمی باشد.

مستقل ، ی)هم توزیع شرایط مختلفی تحت نباشند رها دارای گشتاورهمین قانون را در حالتی که متغی

 .مورد بررسی قرار دهیم ...(و بودن ، ایستابودن

 

 

 تعاریف و لم ها 1-2

. هم ، آورده شده استاستفاده می شوددر طول این رساله از آن ها  در این بخش چند تعریف پایه که

استفاده می شود نیز مطرح شده  یفصل های بعدی اساسی که از آن ها در و قضایا چنین در انتها لم ها

 است .

 

 

 تعاریف       1-2-1

 فضای اندازه 1.1تعریف 

تعریف می شود و مقادیر بین  بر مجموعه  تابعی است که بر روی سیگما جبر  اندازه  0, ،

 می پذیرد و دارای خصوصیات زیر است:

a)   0   

b)  
11

i i

ii

E E 
 



 
 

 
 
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1مجموعه تهی و  در اینجا  2 3, , ,...E E E شمارا از مجموعه ها در  یتعداد  هر هستند، که اشتراک

کدام از آنها با دیگری تهی است. در این حالت به  , ,   فضای اندازه و به اعضای مجموعه های ،

 .اندازه پذیر گفته می شود

 

 احتمالفضای  1.2تعریف 

باشد. یک تابع  از زیرمجموعه های یگما جبر یک س  یک مجموعه دلخواه و فرض کنید 

و برد آن مجموعه اعداد حقیقی است در نظر می   نه آنمبنام تابع احتمال را که دا Pمجموعه ای 

صادق باشند آنگاه سه تایی  Pهای زیر در مورد  گیریم. اگر اصل , , P  را یک فضای احتمال می

 نامند:

a.    1P  ، 

b.   برای هرE که به  تعلق داشته باشد   0P E  ، 

c.   1اگر دنباله 2 3, , ,...E E Eبه   تعلق داشته باشد و دو به دو مجزا باشند، آنگاه 

 
11

i i

ii

P E P E
 



 
 

 
 

 

 20تابع با تغییرات آهسته 1.3تعریف  

تابع    : 0, 0,L    0اگر برای همه  را تابع با تغییرات آهسته گویندa داشته باشیم ، 

 

 
lim 1
x

L ax

L x


 

 

                                                 
20 Slowly varying function 
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فرض کنید به ازای   1.1مثال   ،   logL x x


  .در اینصورت باشدL  یک تابع با تغییرات

 است.آهسته 

 

 تابع محدب  1.4تعریف 

تابع حقیقی دوبار مشتق پذیر تعریف اول:  f x دب گوییم اگر برای همه را محx ،ها '' 0f x  ،

ها، xبطور مشابه تابع مقعر گفته می شود اگر برای همه  '' 0f x . 

x,را با مقادیر حقیقی محدب گویند اگر و فقط اگر برای هر gتعریف دوم: تابع  y  و 0,1 

 داشته باشیم:

        1 1g x y g x g y         

 

 22تابع اندیکاتور   1.5تعریف 

 بارا  Xبه یک مجموعه  Aزیرمجموعه تابع اندیکاتور از  : 0,1AI X   نمایش می دهند و بصورت

 زیر تعریف می کنند:

 
1 ,

0 .
A

if x A
I x

if x A


 


 

 

 بزرگ Oنماد   1.6تعریف 

فرض کنید  f x  و g x  برای  آنگاه مثبت باشندتوابعی از اعداد حقیقیx  رابطه زیر برقرار

 :است

                                                 
22 Indicator  
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    f x O g x 

0xبرای همه  موجود باشد به طوری که 0x و عدد حقیقی Cمثبت  مقدار ثابتاگر و تنها اگر  x 

 :داشته باشیم 

   f x C g x 

 

 کوچک Oنماد   1.7تعریف 

فرض کنید  f x  و g x  برای آنگاه مثبت باشند توابعی از اعداد حقیقیx  برقرار رابطه زیر

 :است

    f x o g x 

 اگر تنهااگر و 

 

 
lim 0

x

f x

g x


 

 

 29(.a.s) همگرایی تقریباً حتمی  1.8تعریف 

و  Xفرض کنید  , 1nX n ی روی یک فضای نمونه باشند که متغیرهای تصادفی  ای از دنبالهS 

که برای آنها باشد Sدر  wمجموعه همه نقاط  K تعریف شده اند. فرض کنید nX w  به X w 

 همگراست. یعنی:

   : lim n

n

K w S X w X w


 
   
 

 

                                                 
29 almost surely 
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که آن را پیشامد همگرایی دنباله تصادفی  , 1nX n  می نامیم. می گوییم , 1nX n  دارای

K، هرگاه است (.a.s)همگرایی تقریباً حتمی خاصیت  S  اما  1P K  را با . این نوع همگرایی

. .a s

nX X :نشان داده و می نویسیم 

lim 1n
x

P X X


 
  

  

 

 همگرایی کامل 1.9تعریف 

فرض کنید  , 1nX n  دنباله ای از متغیرهای تصادفی باشند در این صورت می گوییم به مقدار ثابت

  0برای تمامیهمگرایی کامل دارد اگر  :رابطه زیر برقرار باشد 

 
1

n

n

P X  




   
 

 

 همگرایی در احتمال   1.11تعریف 

 . فرض کنید nX  دنباله متغیرهای تصادفی باشد. گوییم دنباله nX ر در احتمال همگرا به متغی

0است اگر برای هر  Xتصادفی  ، 

 lim 0n
n

P X X 


   

Pاین نوع همگرایی را با نماد 

nX X .نمایش می دهیم 

 

 24متغیر تصادفی محدود شده 1.11تعریف 

                                                 
24 Stochastically dominated random variable  
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فرض کنید  , 1nX n  به این دنباله دنباله ای از متغیرهای تصادفی باشند در این صورت می گوییم

0xازای هر داشته باشد بطوری که به وجود  C مقدار ثابتمحدود شده است اگر  Xمتغیر تصادفی   

1nو   :رابطه زیر برقرار باشد 

   nP X x CP X x  
 

 

 21دنباله های ایستا 1.21تعریف 

دنباله , 1nX n زمان ثابت نسبت به اگر توزیع احتمالی آن  متغیرهای تصادفی را ایستا می گویند از

 باشد یعنی:

   
, ,..., , ,...,1 1

1 1, , : , ,..., , ,...,
n X X n k X Xn n N n k n k N

X n n n N X n n n Nn N k F x x x F x x x
     

       

 تابع توزیع تجمعی متغیرهای تصادفی می باشند. Fکه 

 

 

 اساسی و قضایای ها لم    1-2-2

فرض کنید ( (SLLN)قانون قوی اعداد بزرگ  ) 1.1 قضیه , 1nX n  دنباله ای از متغیرهای تصادفی

i.i.d.  با میانگین متناهی iE X  : باشند، آنگاه 

1 ...
lim 1n

n

X X
P

n




  
  
 
 

 

 .(0330) 26از شلدون راسبرای اثبات قضیه فوق مراجعه کنید به کتاب مبانی احتمال 

                                                 
21 Stationary sequence 

26 Ross  
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فرض کنید  ((WLLN)2۱ضعیف اعداد بزرگقانون  ) 1.2 قضیه , 1nX n  دنباله ای از متغیرهای

با میانگین متناهی  .i.i.dتصادفی  iE X  ون ضعیف اعداد باشند. در اینصورت این دنباله از قان

0، اگر برای هر بزرگ تبعیت می کند  باشیم:، داشته 

1 ...
lim 0n

n

X X
P

n
 



  
   

 
 

 نیز می توان در کتاب مبانی احتمال از شلدون راس دید. را فوق قضیه اثبات

 

فرض کنید که   (23)کرونکر  1.1لم  , 1na n   و , 1nb n  بطوری  ک دنباله از اعداد حقیقی باشندی

nbکه      و
1

n

n

a




 ،د. در اینصورت برای نهمگرا باشn، رابطه زیر برقرار است: 

(0.0)                                           
1

1
0

n

k k

kn

b a
b 

 

 اثبات:

 ،جملات یعنی مجموع جزیی فرض کنید
1

n

n k

k

S a


 سری چون . باشد
1

n

n

a




 ست می توان همگرا

nSگفت:   S 1 از طرفیk k ka S S   0 و 0S  ،نابراین خواهیم داشتب: 

 1

1 1

1 1n n

k k k k k

k kn n

b a b S S
b b



 

  
 

1

1 1

1 n n

k k k k

k kn

b S b S
b



 

 
  

 
  

                                                 
2۱ Weak Law Large Numbers 
23 kroneckers 
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1

1

1 1

1 n n

k k k k

k kn

b S b S
b





 

 
  

 
  

 
1

1

1

1 n

n n k k k

kn

b S b b S
b







 
   

 
 

 
1

1

1

1
0

n

n k k k

kn

S b b S S S
b







      

به  .است Sهمگرا به  فوقعبارت جمله دوم ثابت کنیم که  ستیبای (0.0اثبات رابطه ) برای در واقع

 همین خاطر جمله دوم را می توان بصورت زیر نوشت:

  
1

1

1

1 n

k k k

kn

b b S S S
b







   

(0.2)                          
1 1

1 1

1 1

1 n n

k k k k k

k kn n

S
b b S S b b

b b

 

 

 

     

nbبرای  (0.2)رابطه جمله دوم  از طرفی از   داریم 

   
1

1 1

1

n

k k n

kn n

S S
b b b b S

b b







    

 داریم: زیر ریففر می رود. چون با استفاده از تعبسمت ص n برای (0.2)رابطه  جمله اول و

0 00 . . : nn s t n n S S        

 خواهیم داشت: بنابراین

  
1

1

1

1 n

k k k

kn

b b S S
b







  

     
0

0

1

1 1

1 1

1 1
n n

k k k k k k

k k nn n

b b S S b b S S
b b



 

  

       

0nبه ازای  n ،                                     0 1
2

n n

n

b b

b
  

 
   
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 :بنابراین می توان گفت

  
1

1

1

1
0

n

k k k

kn

b b S S
b







   

                                                                                             واثبات قضیه کامل گردید.

 

 فرض کنید  (23کانتلی-)بورل 1.2لم  , , P  1باشد و به ازای احتمال فضای یکn ،nA   اگر

 
1

n

n

P A




 ، آنگاه رابطه زیر برقرار است: 

     
1

lim sup infinitely often . . 0n k n n
n

n k n

P A P A P A P A i o
 


 

 
    

 
 

 اثبات:

 چون 
1

n

n

P A




  ،به ازای می توان گفت که  0n n ،  k

k n

P A 




.بنابراین: می باشد 

 
1

. . limn k k
n

n k n k n

P A i o P A P A
  


  

   
    

   
 

n فرض کنید k

k n

B A




 احتمال دنباله های طرفی با استفاده از قضیه پیوستگی اندازه باشد. ازnB  نزولی

0برای هر بنابراین . دنمی باش  داریم: 

     . . lim . . 0n k n
n

k n

P A i o P A P A i o





   . 

                                                                                              اثبات کامل شد. بنابراین 

 

                                                 
23Borel-Cantelli 
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اگر   (91)نامساوی جنسن 1.3 قضیه f x :تابعی محدب باشد آنگاه 

    E f x f E X    

 .باشندنکه امیدها وجود داشته و متناهی آ بشرط

 اثبات:

تابع  بسط تیلوربا  f x  حول E X  :نتیجه می شود 

      
  

2''

'

2

f x
f x f f x

 
  


    

است. چون  و  xمقداری بین  که  '' 0f  ، :داریم 

      'f x f f x     

 بنابراین

      'f X f f X     

و قرار دادن رابطه فوق  از طرفینامید ریاضی  با گرفتن E X  داریم: 

         'E f X f f E X f          

                                                                               و اثبات نامساوی کامل می شود.

 

0a هر آنگاه برای یک متغیرتصادفی نامنفی باشد Xاگر )نامساوی مارکف( 1.4 قضیه ، :داریم 

 
 E X

P X a
a

  

 اثبات:

                                                 
91 Jensen  
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 ریاضی آن را می توان بصورت زیر نوشت: امیدیک متغیر تصادفی نامنفی است  Xچون که 

   
0

E X xf x dx



  

0a به ازای داریم: ، برای عبارت فوق 

       
0 0

a

a

E X xf x dx xf x dx xf x dx

 

     

 
a

xf x dx



  

xاز طرفی برای  a،  خواهیم داشتاز رابطه فوق : 

   
a

a f x dx aP X a



   

 ،بنابراین

 
 

E X
P X a

a
  

                                                                                               اثبات کامل شد. بنابراین

 

0rفرض کنید که   1.5قضیه  ،  هم چنینو , 0x y  :آنگاه 

 

 

 1

2 , 0

, 0 1

12 ,

r r r

r r r

r r r

x y for r

x y x y for r

for rx y

  


    
 

 

 اثبات:

0rبرای ابتدا  ، خواهیم داشت: 

         2max , 2 max , 2
r rr r r r rx y x y x y x y     
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0برای  در مرحله بعدی 1r  رابطه، 
1

rx x 0هر  به ازای 1x ، .اساس  این بر صحیح می باشد

 عبارت زیر را نتیجه می دهد:

1 1r r
r r

r r r r

x y

x y x y

   
   

    
 

1
r r

r r r r

x y

x y x y
  

 
 

 ،بنابراین

 
1 r

r rx y x y   

0 ، دومین نامساوی به ازایبرسانیم rاگر طرفین را به توان  1r  .حاصل می شود 

1rبرای توجه کنید که   این حقیقت که تابع از r
x  .با  بنابراینمحدب می باشد استفاده می کنیم

1قرار دادن 

2
   و 

r
g x x خواهیم داشت 0.1تعریف  در: 

1 1

2 2 2

r

r rx y
x y

 
  

 
 

                     قضیه ثابت گردید.                                 نتیجه می دهد وکه سومین نامساوی را 

 

0rفرض کنید که  (( rcگشتاور) ینام r نامساوی) 1.6قضیه    وr
E X   وr

E Y    .باشند

 آنگاه :

(0.9)                                    r r r

rE X Y c E X E Y   

1r برایکه  ، 1rc   1و برایr ، 12r

rc  د.می باش 

 اثبات:



 مقدمه و دورنما
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، فرض کنید که برای  x X   و y Y   نامساوی باشند. با استفاده از نامساوی مثلث و

 :داریم 0.1دوم از قضیه 

 
rr r r

E X Y E X Y E X E Y     

1rc ،(0.9اگر در رابطه )  0 قرار دهیم به صورت رابطه بالا در می آید. بنابراین به ازای 1r  

1rبرای  .نامساوی را ثابت کردیم  ا این تفاوت که بجای نامساوی دومب عمل می کنیم، به صورت فوق 

 امساوی سوم استفاده می کنیم یعنی:از ن 0.1قضیه 

   12
rr r rrE X Y E X Y E X E Y     

1r ه ازایب رابطه فوق  12 وr

rc  ( 0.9نمایش رابطه) قضیه ثابت گردید.    و می باشد               

 

اگر   1.3لم 
1

n

n

a




 دنباله یک سری همگرا از اعداد حقیقی باشد بطوری که  , 1na n  .کاهشی باشد 

 آنگاه 1na o  و
1

n

n o
a

 
  

 
. 

 مراجعه کنید.0310 90کناپ برای اثبات به 

                                                 
90 knopp 
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مقدمه       2-1  

فرض کنید  , 1nX n  دنباله ای از متغیرهای تصادفی هم توزیع باشند با مجموع جزئی
1

n

n i

i

S X


 

و  , 1nb n   دنباله ای از اعداد حقیقی مثبت باشد که به سمت بی نهایت میل می کند( )nb    در

این فصل می خواهیم ثابت کنیم در حالتی که متغیرهای تصادفی فاقد گشتاور هستند، یعنی 

E X ،  تحت شرایطی که بعداً بیان می شود قانون قوی اعداد بزرگ)SLLN(  برای مجموع جزئی

 از متغیرهای تصادفی برقرار است. یعنی:

(2.0                           )                            . . 0a sn

n

S

b
 

البته به خوبی می دانیم که اگر  , 1nX n دنباله ای از متغیرهای تصادفی i.i.d.  باشند آنگاه رابطه

( و فلر  039۱یج و زیگموند )ومارسینکو و (0391)) برای نمونه به کولموگروف ( برقرار است 2.0)

 مراجعه کنید(.( 0346)

سپس در بخش بعدی دنباله از متغیرهای تصادفی قضایایی را بیان خواهیم کرد.  در این بخش برای یک

، Cبه بیان قضایای اصلی خواهیم پرداخت. قبل از بیان قضایا در این فصل لازم است یادآوری کنیم نماد 

0 که C   ی یا کلی اشاره می کند که لازم نیست در هر نوع نمایش می باشد به یک ثابت نوع

 یکسان باشد.

 

 اگر  2.1لم  na  ها دنباله ای از اعداد نامنفی باشند و
1

n

n k

k

A a


 ،nA  .  آنگاه برای هر تابع

 مثبت ناکاهشی x  سری  
1

n n n

n

a A A




 .همگرا خواهد بود 

 مراجعه کنید. 0363برای اثبات به پترو 
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فرض کنید  2.2لم  , 1nX n  0یک دنباله از متغیرهای تصادفی باشد و برای بعضی مقادیر 1p  

سری 
1

p

n

n

E X




  همگرا باشد. آنگاه سری
1

n

n

X




 .همگراست 

 می توان دید. 0310 92یولاثبات لم فوق را در 

 

فرض کنید  (903۱)پترو  2.1قضیه  , 1nX n  1یک دنباله از متغیرهای تصادفی باشند و برایn  

0و بعضی مقادیر  1p :داشته باشیم ، 

(2.2                        )                             
p

nE X  

هم چنین فرض کنید
1

pn

n k

k

A E X


 ،باشد. اگر
 

(2.9                                           )             nA  

( به ازای هر تابع 2.0آنگاه رابطه )  cx  در آن که c  و  می باشدمجموعه توابع پیوسته

  
1 p

n n nb A A .برقرار است 

 ابتدا تبصره زیر را بیان می کنیم که در اثبات قضیه مفید می باشد.

 

 فرض کنید (903۱)پترو  2.1 تبصره , 1nX n  یک دنباله از متغیرهای تصادفی باشد و , 1nb n  

nbدنباله ای از اعداد باشد بطوری که    . 0اگر برای بعضی مقادیر 1p ،  رابطه زیر را داشته

 باشیم:

1

p

n

p
n n

E X

b





 
 

                                                 
92 leove 
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 می توان گفت: 2.2آنگاه بر اساس لم 

1

n

n n

X

b





 
 

 بصورت زیر در می آید: 0.0بر لم  رابطه فوق بنا

. .

1

1
0

n
a s

k

kn

X
b 


 

                    ( برقرار است و اثبات کامل گردید.                                       2.0رابطه )بنابراین 

 

 :2.1 قضیه اثبات

اگر , 1nX n ( صدق کنند، آنگاه به 2.9( و )2.2یک دنباله از متغیرهای تصادفی باشد که در رابطه )

cازای هر   خواهیم داشت: 2.0.و بکار بردن لم 

 1

p

n

n n n

E X

A A





 
 

با قرار دادن   
1 p

n n nb A A،  کهnb   قضیه ثابت  2.0، در عبارت فوق و با استفاده از تبصره

                گردید.                                                                                                    
 

 

ید فرض کن  2.2قضیه  , 1nX n  دنباله ای از متغیرهای تصادفیi.i.d. و  باشد , 1nb n   دنباله

0ای از اعداد حقیقی مثبت باشند. اگر برای بعضی مقادیر  2p ، p
E X    1و برایp  ،

1 0EX  1( به ازای 2.0اینصورت رابطه ) باشد. در p

nb n  1وn  .برقرار است 

 ( دید.039۱زیگموند )-می توان در مارسینکوویچ این قضیه را اثبات
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ید فرض کن  2.3قضیه  , 1nX n  دنباله ای از متغیرهای تصادفیi.i.d. باشد و  , 1nb n   دنباله

 ای از اعداد حقیقی مثبت باشد بطوری که:

(2.4                                                     ) 1

1

n

n

P X b




   

 و هم چنین:

(2.1)                                                            0 nb

n
   

 ( برقرار است.2.0در اینصورت رابطه )

 ( مراجعه کنید.0346برای اثبات به فلر )

 

فرض کنید   2.4قضیه  , 1nX n  باشد و ایستامتغیرهای تصادفی یک دنباله از  , 1nb n   یک

 از اعداد حقیقی مثبت باشد بطوری که: کاهشیدنباله نا

(2.6                          )  inf
jn

j n

bb
O

n j


 
 
 
 
 

nb  و                

n
 

 ( برقرار است..2.0برقرار باشد آنگاه رابطه )( 2.4)در اینصورت اگر رابطه 

 مراجعه کنید. (033۱روسالسکی) برای اثبات به 
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 برای مجموع جزئی از دنباله متغیرهایاعداد بزرگ قانون قوی    2-2

 و فاقد گشتاور هم توزیع  

 

( برای متغیرهای تصادفی که فقط شرط 2.0در این بخش قضایایی را بیان خواهیم کرد که در آن رابطه )

 می باشند برقرار است. در ادامه آن مثال هایی را بیان خواهیم کرد. هم توزیعی دارند و فاقد گشتاور

(  بیان شد 2.9در قضیه )  .i.i.dمتغیرهای تصادفی یک دنباله از را برای  2.0رابطه فلر  0346در سال 

 متغیرهای تصادفی هم توزیع ثابت دنباله را برای 2.0سالسکی تحت همان شرایط رابطه بعداً ر ثابت کرد.

 در قضیه زیر آن را بیان می کنیم.که  نمود

 

فرض کنید   2.5قضیه  , 1nX n  یک دنباله از متغیرهای تصادفی هم توزیع باشند و , 1nb n  

( صدق می کنند. در اینصورت 2.1( و رابطه )2.4یک دنباله از اعداد حقیقی مثبت باشند که در رابطه )

 ( برقرار است.2.0رابطه )

 ببینید.  (0339) سالسکیاثبات این قضیه را در ر

 

فرض کنید   2.6قضیه  , 1nX n  یک دنباله از متغیرهای تصادفی هم توزیع باشند که برای بعضی

0مقادیر 1p ، 
1

p
E X  و  باشد , 1nb n  یک دنباله از اعداد حقیقی مثبت ناکاهشی با 

(2.۱                                             )        
1

1
p

n nb





  

 ( برقرار است.2.0، آنگاه رابطه )باشند
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 مراجعه کنید. 03۱9برای اثبات به پترو 

 

اگر  2.1نتیجه  , 1nb n   باشد بطوری کهناکاهشی یک دنباله از اعداد حقیقی مثبت 
1

1
p

n nb





  ،

دنباله های می توان گفت که  0.9لم اساس بر آنگاه  , 1nb n   لزوماً 2.6در قضیه  p

nn o b،  را

 ایجاب می کند.

 

فرض کنید  (0331)مارتینکین و پترو   2.7قضیه  , 1nX n  یک دنباله از متغیرهای تصادفی هم

توزیع باشند و  , 1nb n  یک دنباله از اعداد حقیقی مثبت ناکاهشی با 

(2.3                      )                               1

j n j n

n
O

b b





 
  

 
 

 ( برقرار است.2.0برقرار باشد. آنگاه رابطه ) (2.4باشد. اگر رابطه )

 

( 2.4)رابطه  برای سری داده شده در آوری کنیم کهاز اثبات قضیه فوق لازم است یاد قبل  2.2 تبصره

 : معادله زیر برقرار استنا

 1

1

n

n

P X b




         :(2.4) 

رابطه بالا داریم: نشان دادنبرای 
 

 1 1

1

n n

n

nP b X b






 
 

       0 1 1 1 1 2 2 1 3 3 1 42 3 4 ...P b X b P b X b P b X b P b X b            
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     
 1 0

0 1 1 1 1 2 2 1 3 ...

P X b

P b X b P b X b P b X b



         

 

     
 1 1

1 1 2 2 1 3 3 1 4 ...

P X b

P b X b P b X b P b X b



         

 

   
 1 2

2 1 3 3 1 4 ...

P X b

P b X b P b X b



      

 

   
 1 3

3 1 4 4 1 5 ...

P X b

P b X b P b X b



      

 

         1 0 1 1 1 2 1 3 1

0

.... n

n

P X b P X b P X b P X b P X b




          
 

     
                     

     1 1 1 1

1 1 0

n n n n

n n n

P X b nP b X b P X b
  



  

        
 

 

 :2.7 قضیه اثبات

 :تساوی بدیهی زیر را داریم توجه کنید که

(2.3                          )   
1 1

1 1n n

n i i n i i

i in n

X I X b X I X b
b b 

    ( :2.0) 

سمت راست رابطه فوق به جمله اول و جمله دوم عبارت  کافی است (2.0بنابراین برای اثبات رابطه )

می توان گفت که  0.2( و لم 2.4بنا بر رابطه ). بدین منظور برای جمله اول دقت کنید که صفر میل کند

 برقرار است: .a.s رابطه زیر بطور

 
1

n n n

n

X I X b




   

 بنابراین

  . .

1

1
0

n
a s

i i i

in

X I X b
b 

  
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 ( بسمت صفر می رود. یعنی:2.3اکنون باید ثابت کنیم که جمله دوم رابطه )

  . .

1

1
0

n
a s

n i i

in

X I X b
b 

  

 کافی است نشان دهیم: 0.0لم برای اثبات رابطه فوق با استفاده از 

 
1

1
n n n

n n

X I X b
b





   

 اینکه رابطه زیر را ثابت کنیم:ت با اثبات رابطه فوق معادل اس

(2.01                          )         
1

1
n n n

n n

E X I X b
b





   

 ( را ثابت کنیم. توجه کنید که :2.01بنابراین برای اثبات قضیه کافی است رابطه )

  
1

1
n n n

n n

E X I X b
b





 

  1 1

1 1

1 n

n j j

n jn

E X I b X b
b





 

    

 1 1

1 1

1 n

j j j

n jn

b P b X b
b





 

   
 

 1 1

1

1
j j j

j n j n

b P b X b
b

 



 

   
 

 به این صورت در می آید:عبارت فوق  (2.3با استفاده از رابطه )

 1 1

1

j j

j

C jP b X b






  
 

 برای عبارت فوق داریم: 2.2بر اساس تبصره 

 1

0

j

j

C P X b




   
 

 ثابتقضیه  ( برقرار است و2.01( حاصل شده است. بنابراین رابطه )2.4عبارت فوق بنا بر رابطه )
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                                         گردید.                                                                           
 

 

1nفرض کنید  ( 2101)رسالسکی  2.8قضیه    و
1

n

n i

i

S X



 

که در آن  , 1nX n  یک دنباله از

متغیرهای تصادفی هم توزیع می باشند
 

هم چنین فرض کنید  , 1nb n   دنباله ای از اعداد حقیقی

 مثبت ناکاهشی باشد با

(2.00)                           
   

inf
jn

j n

bb
O

nL n jL j


 
 

  
 
 

و                 
 
nb

nL n
 

آن  که در   : 1, 0,L    است. اگر تابع با تغییرات آهسته ناکاهشی 

(2.02            )                 
 

 1 1

1

1
n n

n j n

nL n P b X b
jL j

 



 

 
     

 
  

 ( برقرار است.2.0آنگاه رابطه )

 

باشد آنگاه  ( برقرار2.02قبل از اثبات قضیه فوق لازم است یادآوری کنیم که اگر رابطه )  2.3تبصره 

1nبه ازای  زیرا حفظ می شود. 2.۱از قضیه ( 2.4رابطه )   می سهولت برابطه زیر را ( 2.02رابطه )در

 :نتیجه گرفت توان 

(2.09                                                  )        
 1

1

j jL j





 
 

نتیجه می توان یک تابع با تغییرات آهسته است.  Lاینکه ( و 03۱0فلر )و  (2.09با استفاده از رابطه )

 گرفت:

 
 
1

lim
n

j n

L n
jL j






  
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 داریم: (2.02)با توجه به رابطه فوق و رابطه 

 1 1

1

n n

n

nP b X b






    

           ( را نتیجه گرفت.                  2.4برای عبارت فوق می توان رابطه ) 2.2با بکار بردن تبصره 

 

 :2.8 قضیه اثبات

عمل می کنیم که بدلیل تکراری بودن قسمت اول از آن صرف نظر می کنیم. بنابراین  2.۱قضیه مشابه

 ثابت کنیم برای اثبات قضیه کافی است که رابطه زیر را

(2.04                         )                
1

1
n n n

n n

E X I X b
b





   

 به همین خاطر داریم:

  
1

1
n n n

n n

E X I X b
b






 

  1 1 1

1 1

1 n

j j

n jn

E X I b X b
b





 

    

 1 1

1 1

1 n

j j j

n jn

b P b X b
b





 

   
 

(2.01                          )           
 1 1

1

1
j j j

j n j n

b P b X b
b

 



 

   
 

0( و برای بعضی مقادیر 2.00اکنون از رابطه ) C    1و تمامیj   وn j :خواهیم داشت 

   
j n

b b
C

jL j nL n
 

(2.06                    )                  
 

 
1 1

n j n jn j

jL j
C

b b nL n

 

 

   
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 ( داریم:2.01( در رابطه )2.06با جایگزین کردن رابطه )

  
1

1
n n n

n n

E X I X b
b





 

 1 1

1

1
j j j

j n j n

b P b X b
b

 



 

    

 
 

 1 1

1

1
j j

j n j

C jL j P b X b
nL n

 



 

 
      

 
  

( برقرار است و اثبات قضیه کامل 2.04( حاصل شده است. بنابراین رابطه )2.02بنابر رابطه )رابطه فوق 

                     گردید.                                                                                                

 

فرض کنید که ( 2101)رسالسکی  2.9قضیه 
1

n

n i

i

S X


  و , 1nX n  یک دنباله از متغیرهای

تصادفی هم توزیع باشند. هم چنین فرض کنید  , 1nb n   دنباله ای از اعداد حقیقی ناکاهشی باشند

0( صدق می کند و برای بعضی مقادیر 2.4که در رابطه ) 1p  ،
1

p
E X   باشد. اگر 

(2.0۱)                                               1

1 1
p

j n j n

O
b b






 
  

 
 

 ( برقرار است.2.0آنگاه رابطه )

 اثبات :

nb منجر می گردد که (2.0۱)توجه کنید که رابطه   . عمل می کنیم که از قسمت  2.۱ قضیه مشابه

 ثابت کنیم اول صرف نظر می کنیم. بنابراین برای اثبات قضیه کافی است که رابطه زیر را

  
1

1
n n n

n n

E X I X b
b





   

 به همین منظور داریم:
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  
1

1
n n n

n n

E X I X b
b






 

  1 1 1

1 1

1 n

j j

n jn

E X I b X b
b





 

   
 

  1 1 1

1

1
j j

j n j n

E X I b X b
b

 



 

   
 

 ( برای عبارت فوق داریم :2.0۱استفاده از رابطه )با 

  1

1 1 1 11
1

1 p p

j jp
j j

C E X X I b X b
b







  
 

  1

1 1 11
1

1 pp

j j jp
j j

C b E X I b X b
b







  
 

  1 1 1

1

p

j j

j

C E X I b X b






  
 

1

p
CE X  

 
                               ( برقرار است و قضیه ثابت گردید.                            2.۱بنابراین رابطه )

 
برقرار  2.3ا بیان می کنیم که در مثال اولی فرض های قضیه ر اکنون برای تفهیم بیشتر دو مثال زیر

 برقرار نیست. 2.3و 2.۱و  2.6است اما فرض های قضیه 

 

1فرض کنید که  2.1مثال       و , 1nX n  یک دنباله از متغیرهای تصادفی هم توزیع

 باشند با :

  
 

1 12
log , 3

log

C
P X k k k

k k

 

 
   

که در آن 
 

1

12
3

1

logk

C
k k

 







 
  
 
 
. 
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0هم چنین فرض کنید که  0b   1و 2 1b b  3 به ازای وn  ، lognb n n


 باشد. وL(.)   یک

 :تعریف شده استرات آهسته باشد که بصورت زیر تابع با تغیی

 
1, 1

(log ) ,

x e
L x

x x e

 
 


 

( برای 2.00آنگاه رابطه )  :به صورت زیر می شود 

 
 lognb

n
nL n

 
   

1هم چنین برای   داریم 

    
1

1 1

1 logj n jL j n







 
. 

1رابطه فوق برقرار است. زیرا برای  :خواهیم داشت ، 

        
1

1 1 1 1

log 1 logj n n n

dx dx
jL j xL x x x n

 


 




 


   

1در اینصورت به ازای    ( داریم:2.02)رابطه برای 

 
 

 1 1

1

1
n n

n j n

nL n P b X b
jL j

 



 

 
   

 
  

 
   

1 12
3

1 1
log

log logn

C n n
n n n



 



 


  

 3

1

logn

C
n n







   

 ( صدق می کنند. در حالی که2.3همه موارد فوق در شرایط قضیه )

 
 

1 12
3 3

1
log

loglogk k

C
E X k k C

k kk k







 


 

     

0( برقرار است. برای 2.0بنابراین رابطه ) 1p ، 1  :داریم 
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 3 3

1 1

log
pp p

n nnb n n


 

 

    

 برقرار نیست. یعنی: ( نیز2.3) صدق نمی کند. علاوه بر این رابطه 2.6قضیه ( 2.۱) رابطهبنابراین در 

1

j n j n

n
O

b b





 
  

 
 

1زیرا برای   خواهیم داشت : 

 
 

1 1
lim lim log

log

n

n n
j n j nj

b
n

n b j j





 

 
 

  

 
 

1
lim log

logn
n

n dx
x x







  

 
  

1

1 log
lim log lim

11 logn n

n
n

n



 


 
  


 

0( به ازای 2.0۱صدق نمی کند. همچنین رابطه ) 2.۱بنابراین در شرایط قضیه  1p ،  .برقرار نیست

                             یعنی:                    
1

1 1
p

j n j n

O
b b






 
  

 
 

0زیرا برای  1p ، :داریم 

 
 

1 11 1
lim lim log

log

pp p

n
n n

j n j nj

b n n
b j j

 



 
 

 
 

  

  

1

1
lim

1 log

p

p
n

n

n









 


 

 نیز برقرار نیست. 2.3بنابراین شرایط قضیه 

صدق نمی  2.6برقرار است اما در فرض های قضیه  2.3مثال بعدی نشان می دهد که فرض های قضیه 

 کند.
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فرض کنید  2.2مثال  , 1nX n  یک دنباله از متغیرهای تصادفی هم توزیع باشند. و برای

0 1p  ،
1

p
E X    و برای تمامیq p ،

1

q
E X    باشد. هم چنین فرض کنید که برای

1n  ،1 p

nb n .باشد 

 ( برقرار است. یعنی :2.0۱با توجه به مفروضات بالا رابطه )

1

1 1
p

j n j n

O
b b






 
  

 


 

0چون برای  1p ، :داریم 

1 1

1 1 1
p p

j n j nj n

dx
b j x

 

 

  

 

   1 1 11 1

1 1

1 1p p

np p
n b 

 
 

 

 برقرار و در نتیجه( 2.3)برقرار است. همچنین با استدلالی مشابه فوق رابطه  2.3بنابراین شرایط قضیه 

( برقرار نیست. چون با اینکه 2.6اما شرایط قضیه ) نیز برقرار است. 2.۱شرایط قضیه  در این مثال خاص

1

p
E X   ،ولی: است. 

1 1

1 1
p

n nnb n

 

 

    

q( برقرار نیست. از طرفی اگر فرض کنیم 2.۱)می باشد. بنابراین رابطه  p  0و 1q  :باشد، آنگاه 

1 1

1 1
q q p

n nnb n

 

 

    

اما چون طبق فرض  ،( برقرار است2.۱عبارت فوق نشان می دهد رابطه )
1

q
E X   بنابراین در ،

 صدق نمی کند.( 2.6شرایط قضیه )

 

 



 قانون قوی اعداد بزرگ برای مجموع جزئی از متغیرهای تصادفی فاقد گشتاور 

99 

 

 

 تصادفی متغیرهایاز نتایج جدید قانون قوی برای مجموع جزئی           2-3

 هم توزیع و فاقد گشتاور

 

در این بخش با ایجادکردن شرایط و روابط جدید در نتایج بدست آمده از بخش قبلی، به اثبات رابطه 

و در ادامه به  شرط هم توزیعی دارند می پردازیم که فقطفاقد گشتاور ( برای متغیرهای تصادفی 2.0)

مثال هایی در همین راستا خواهیم پرداخت. در این خصوص یک سری قضایای اساسی را ارائه می دهیم 

 و به اثبات آنها می پردازیم .

 

فرض کنید  ** 2.11قضیه 
1

n

n i

i

S X


  و , 1nX n  متغیرهای تصادفی هم توزیع یک دنباله از

باشند
 

هم چنین فرض کنید   , 1nb n   دنباله ای از اعداد حقیقی مثبت ناکاهشی باشد بطوری که

برای هر دنباله اکیداً افزایشی از اعداد صحیح مثبت  1, ini داشته باشیم: 

 

(2.03                           )          1supinf0 11

11
 


cbbbba

iiii nn
i

nn
i

 

 اگر

(2.03                                           )  





jj nn

j

j bXbPn 1

1
1

 

 و

(2.21)                                                    





ji

j

j

i

i cnOcn 
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 ( برقرار است.2.0آنگاه رابطه )

 

 ( می توان نتیجه گرفت:2.03از رابطه ) 2.2تبصره  مشابهلازم است یادآوری کنیم که  2.4تبصره 

  


1

1

n

nbXP 

 :2.11 قضیه اثبات

عمل می کنیم که در اینجا از تکرار قسمت اول آن خودداری می کنیم. بنابراین برای  2.۱مشابه قضیه 

 کنیماثبات قضیه کافی است که عبارت زیر را ثابت 

  
1

1
n n n

n n

E X I X b
b





   

 توجه کنید:

  1 1

1

1
n

n n

E X I X b
b





  

  
1

1 1

1
i

i

i
n

i n

n
E X I X b

b






   

  1

1

1 1

1 1
j j

i

i
i

n n

i jn

n
E X I b X b

b 





 

     

 
1

1

1

1 1
j j j

i

i
i

n n n

i jn

n
b P b X b

b 





 

     

 
jj

i

j

nn

i

j n

n

i

i bXbP
b

b
n 












1

11
1

1

 

چون 
ii nn abb 

1
 از رابطه بالا می توان نتیجه گرفت :، 

(2.20)                                  
jj

i

j

nn

i

j n

n

i

i bXbP
b

b
n

a









1

11
1

1 
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jkمی توان برای تمامی  (2.03)از رابطه  ، وردآدست رابطه زیر را ب: 

ji
i

jk n

n

n

n
c

b

b

b

b

k

k

i

j 







1

1

 

 داریم: (2.20)با بکار بردن رابطه فوق در قسمتی از رابطه 

 
1 1

1

j

j j

i

i
n

n n

j n

b
P b X b

b 



  

(2.22)                                         
1 1

1
j j

i
i j

n n

j

c P b X b






   

 داریم : (2.22)و  (2.20)بنابراین با استفاده از رابطه 

  1 1

1

1
n

n n

E X I X b
b






 

 
1 1

1 1

1
j j

i
i j

i n n

i j

n c c P b X b
a 




 

    

 
1 1

1

1
j j

j i

n n i

j i j

c P b X b n c
a 

 


 

    

 داریم:عبارت فوق برای  (2.21)بردن رابطه  با بکار

 
1 1

1
j jj n n

j

C n P b X b






     

بنابراین می باشد.  درست( 2.03)عبارت فوق با استفاده از رابطه  است،مقدار ثابتی  C با توجه به اینکه

                                                                     کامل گردید.قضیه و اثبات  ( برقرار2.0رابطه )

صدق نمی  2.6و  2.3را دارد. اما در شرایط قضیه  2.01اکنون مثالی ارائه می دهیم که شرایط قضیه 

 کند.
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فرض کنید  ** 2.3مثال  , 1nX n یک دنباله از متغیرهای تصادفی هم توزیع باشند با 

  1 p

k
f x

x 
 

1x بطوری که   0و 1p  وk هم چنین فرض کنید یک مقدار ثابت باشد .i

in 2  1و برای 

  
1

ln ln ln
p

nb n n n


، خواهیم داشت( 2.03رابطه ). در اینصورت برای باشد: 

 

     1

1
1

1 1
11 1

2 ln 2 ln ln 2
1

2
2 1 ln 2 ln ln 2

i

i

p
i p p i

n

p p
pi p in

ib
c

b
i






 

 
    

 
  

 

 برقرار است. یعنی:نیز ( 2.21)رابطه 

1
1

1

2

i

i
ji j

p

n c O


 
 

 

 
 


 
 
 


 

 زیرا

1 1
1 1

2 2
i x

p pi

i

i j i j j

n c dx

         
   

 

  
 

   1 11 1

ln 2 1

2 p
j

p




 

 ( داریم:2.03) برای سری ذکر شده در رابطه

 
1 1

1
j jj n n

j

n P b X b






       

       
1 1

1 1

1

1

2 2 1 ln 2 ln ln 2 2 ln 2 ln ln 2
p p

j j j j j

j

P j X j
 

 



 
    

 


 

 1

2

2 ln 2 ln ln 2

j

j j
j

C
j







  
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 1

1

lnj

C
j j







  
 

 در حالی که: .صدق می کند 2.01تمامی شرایط موجود در قضیه مثال ذکر شده در بنابراین

1 1

1

p
p

p

kx
E X dx

x




  

 

1 برقرار نیست. چون به ازای 2.6با توجه به مفروضات بالا شرایط قضیه   :داریم 

 1 1

1 1

ln ln ln
p

n nnb n n


 

 

    

 اما
1

p
E X    که برای ا نمی باشد. می دانیمرا دار 2.6می باشد. بنابراین. شرایط موجود در قضیه 

q p ،
1

q
E X   0برای بعضی مقادیر  می باشد. اما 1q  :داریم 

  1 1

1 1

ln ln ln
q pq

q pn nnb n n n


 

 

   

( برقرار 2.0۱رابطه )از طرفی . برقرار نمی باشد 2.6قضیه  در نتیجه ( برقرار نیست.2.۱رابطه )بنابراین 

 نیست. یعنی:

1

1 1
q

j n j n

O
b b






 
  

 


 

 نیز برقرار نمی باشد. 2.3می باشد. بنابراین شرایط قضیه  2.0استدلال رابطه فوق  مشابه مثال 

 

** فرض کنید 2.11قضیه 
1

n

n i

i

S X


  و , 1nX n  یک دنباله از متغیرهای تصادفی هم توزیع

هم چنین فرض کنید که  باشند. , 1nb n  د بطوری که ندنباله ای از اعداد حقیقی مثبت ناکاهشی باش

برای هر دنباله اکیداً افزایشی از اعداد صحیح مثبت  1, ini باشیم داشته: 
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(2.29)                                          
1

ln( )
( )

i j

j ji

i j n n

n nn
O

b b







 

 و

(2.24)                           
1 1

1

ln( ) ( | | )
j jj j n n

j

n n P b X b






   
 

 ( برقرار است.2.0آنگاه رابطه )

 

)lnقبل از اثبات قضیه توجه کنید که 2.5تبصره  )jn  :یک تابع افزایشی می باشد. می توان گفت 

 lim ln j
j

n


  

 ( می توان نتیجه گرفت:2.24بنابراین از رابطه )

1 1

1

( | | )
j jj n n

j

n P b X b






    

 نتیجه گرفت که: عبارت فوق، می توان از 2.2مشابه تبصره با استدلالی 

                                        

  


1

1

n

nbXP  

 

 :2.11قضیه  اثبات

 کافی است که رابطه زیر را ثابت کنیم: 2.۱مشابه روش اثبات قضیه 

  
1

1
n n n

n n

E X I X b
b





   

 :دقت کنید که

1 1

1

1
(| | (| | ))n

n n

E X I X b
b






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1

1 1

1

(| | (| | ))
i

i

i
n

i n

n
E X I X b

b






 
 

1

1

1 1

1 1

(| | ( | | ))
j j

i

i
i

n n

i jn

n
E X I b X b

b 





 

   
 

1

1

1

1 1

( | | )
j j j

i

i
i

n n n

i jn

n
b P b X b

b 





 

   
 

1

1

1

1

( | | )
j j j

i

i
n n n

j i j n

n
b P b X b

b



 

 

   
 

 بصورت زیر می شود:( عبارت فوق 2.29) بردن رابطه با بکار

1 1

1

ln( ) ( | | )
j jj j n n

j

n n P b X b






    
 

( برقرار و قضیه ثابت 2.0( حاصل شده است. بنابراین رابطه )2.24عبارت فوق با استفاده از رابطه )

                               گردید.                                                                                      

 را داراست. 2.00اکنون مثالی را ارائه می دهیم که تمامی شرایط موجود در قضیه 

 

 فرض کنید ** 2.4مثال  , 1nX n :یک دنباله از متغیرهای تصادفی هم توزیع باشند با 

1 2 2
( (log ) ) ( )

( ) (log log )

C
P X k k

k logk k




  

20kو   باشد، که در آن 

1

2 2
20

1
( ) .

( ) (log log )k

C
k logk k

 






  

ln)هم چنین فرض کنید که  )nb n n 
 

2iو

in  ( برقرار است. یعنی2.29باشد. در اینصورت رابطه ):
 

1

1( ln )

1

2
i

i

i j n

n
O

b j 








 
  

 

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1زیرا برای   :داریم 

  1

2

1 ln 2i

i

i j i jn

n

b i




 

 




 
 

 
1

2

ln 2 ln 2j


 

 ( داریم:2.24برای سری مفروض شده در رابطه )

1 1

1

ln( ) ( | | )
j jj j n n

j

n n P b X b






 
 

  1

1

1

2 2 (( 1) ln 2) | | 2 (ln 2 ln 2)j j j

j

j P j X j 






     
 

 
1

2 ( ln 2)

2 2
1 2 (( 1)ln 2)

2
( ) (l

1
l

og log )
n 2

j

jk

j
j

j j

j
k logk k






 



 
 

   

2

22
1

2

2 log 2 log log 2

j

j j
j

j
C

j






 
 

1

1

(log )j

C
j j 





  
 

1عبارت فوق برای تمامی   را بررسی  2.00متناهی است. بنابراین صحت شرایط موجود در قضیه

 ( برقرار است. البته بایستی دقت کنید:2.0کردیم. بر این اساس می توان گفت که رابطه )

1 2 2
20

| | (log )
( ) (log log )K

C
E X k k

k logk k









 
 

1

20

(log )

( )(log log )K

k
C

k logk k



 





  
 

.

 

 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 فصل سوم

 قانون قوی اعداد بزرگ برای

نی ازمتغیرهای تصادفیمجموع وز  
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 مقدمه              3-1

 

فرض کنید  , 1nX n  دنباله ای از متغیرهای تصادفی هم توزیع باشند و ,1 , 1nia i n n    یک

آرایه از اعداد حقیقی باشد. همگرایی کامل برای مجموع وزنی 
1

n

ni i

i

a X


  .بارها مورد مطالعه قرار گرفت

 .یان شدب 99بای و چنگتوسط  2111از جمله قضیه زیر که در سال 

 

فرض کنید  3.1 قضیه , 1nX n دنباله ای از متغیرهای تصادفی i.i.d.  0باEX  ، باشند و برای

0h بعضی مقادیر   0و ، expE h X

  باشد. هم چنین فرض کنید ,1 , 1nia i n n   

1یک آرایه از اعداد حقیقی باشند. بطوری که برای بعضی  2  :داشته باشیم 

,

1

n

n ni

i

A a n





           و,limsup n
n

A A 


    

و  
   1 1 11 lognb n n

       
  باشد. آنگاهSLLN برای مجموع وزنی از متغیرهای تصادفی یعنی 

. .

1

0
n

a s

ni i n

i

a X b


.برقرار است ، 

 .( مراجعه کنید2111) بای و چنگبرای اثبات به 

. 

( همگرایی کامل را برای مجموع وزنی از متغیرهای تصادفی محدود 211۱)94هم چنین سوهاک سونگ 

 بعدی به اثبات آنها می پردازیم.شده بدست آورد که در بخش 

                                                 
99 Bai and cheng 

94 Soo hak sung 
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 دارای گشتاور همگرایی کامل برای مجموع وزنی از متغیرهای تصادفی      3-2

 

فرض کنید  , 1nX n  دنباله ای از متغیرهای تصادفی باشد و , 1, 1nia i n   یک آرایه از اعداد

 حقیقی باشد در اینصورت می خواهیم با ایجاد کردن شرایط مناسب بر روی nX و  nia و به  ها

0ازای تمامی   0 وp ، :رابطه زیر برقرار باشد 

(9.0               )                                   1

1
1

ni i

it

p
n

a X

n P
n










 
 
   
 
 
 


 

 اگر
1

ni i

i

a X




 همگرای a.s.  1 یبه ازاباشدt  ، .زیرا: رابطه فوق واضح است 























 












1 1
1

1

n n

t

p

i

ini

t n
n

Xa

Pn  

1t بنابراین شرایط را برای   .به همین منظور ابتدا توجه شما را به چند لم جلب می  بررسی می کنیم

 کنیم که ما را در اثبات قضایا یاری می دهد.

 

فرض کنید که   3.1لم  , 1nX n  دنباله ای از متغیرهای تصادفی باشد که به متغیر تصادفیX

0 محدود شده باشد. در اینصورت برای هر  0وb ، :عبارات زیر برقرار است 

(i)          n nE X I X b C E X I X b b P X b
       
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(ii)    n nE X I X b CE X I X b
 

  
 

 ( ببینید.211۱برهان این لم را در سوهاک سونگ )

 

0rیک متغیر تصادفی است که برای بعضی مقادیر  Xکنید( فرض  211۱)سونگ  3.2لم  ، 

r
E X   0باشد. آنگاه به ازایp  ات زیر برقرار اندعبار. 

(i)  0برای هر ،    1 1

1

1
r rp p

n

n E X I X n CE X







 . 

(ii) 0برای بعضی مقادیر   0بطوری کهr    خواهیم داشتباشد: 

   1 1

1

1
r rp p

n

n E X I X n CE X







  

(iii)   1 1

1

1
rr p p

n

n P X n CE X






 . 

 :اثبات

 :(i)قسمت 

 1

1
1

1 r p

p
n

E X I X n
n












 

  1 1

1
1 1

1
1

rn
p p

p
n i

E X I i X i
n








 

     

(9.2)                            1 1

1
1

1
1

r
p p

p
i n i

E X I i X i
n





 


 

    
 

 از طرفی

(9.9                                       ) 11 p p

n i

n O i 


 



 

 زیرا:برقرار است. 
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 1 1

1 1 p p

p p
n i i

p
dx i O i

n x

 

  


 

 


   

 ( داریم:9.2رابطه )قسمتی از ( در 9.9با جایگزین کردن رابطه )بنابراین 

 1

1
1

1 r p

p
n

E X I X n
n












 

  1 1

1

1
1

p

r
p p

i

C E X I i X i
i






    

  1 1

1

1
1

pr p

p
i

C E X I i X i E X
i









   
 

  1 1

1

1
1

pr p p

p
i

C E X I i X i i
i









   
 

  1 1

1

1

r
p rp

i

C E X I i X i CE X




    
 

 ثابت شد. (i)بنابراین قسمت 

 :(ii)قسمت 

 1

1
1

1 r p

p
n

E X I X n
n












 

  11

1
1

1
1

pr p

p
n i n

E X I i X i
n





 



 

     

(9.4)
                       

  11

1
1 1

1
1

i
pr p

p
i n

E X I i X i
n









 

    
 

 :( می توان گفت9.9)استدلالی مشابه رابطه  از طرفی با

 1

1

1
i

p p

n

n O i 




 

:( داریم9.4رابطه )قسمتی از در  با جایگزینی عبارت فوق
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 1

1
1

1 r p

p
n

E X I X n
n












 

  11

1

1
pr p p

i

C E X I i X i i
 






    

  11

1

1
pr p p

i

C E X I i X i E X i
 






   
 

  11

1

1
1

pr p p

p
i

C E X I i X i i
i









   
 

  11

1

1
pr p

i

C E X I i X i




   
 

r
CE X 

 .نیز ثابت شد (ii)بنابراین قسمت 

 :(iii)قسمت 

 1

1
1

1 p

r p
n

P X n
n







 

  11

1
1

1
1

pp

r p
n i n

P i X i
n

 


 

     

(9.1)
                          

  11

1
1 1

1
1

i
pp

r p
i n

P i X i
n




 

    
 

 :خواهیم داشترابطه زیر را  (9.9رابطه )با استدلالی مشابه 

 1

1

1
i

r p r p

n

n O i



 

 :خواهیم داشت (9.1رابطه )در عبارت فوق  بردن بکاربا 

 1

1
1

1 p

r p
n

P X n
n






 

  11

1

1 .
p rp r p

i

C P i X i i CE X




     
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                و قضیه تکمیل شد.                                             بنابراین این قسمت نیز ثابت شد 

 

فرض کنید  (211۱سونگ ) 3 .3لم  , 1nX n که به متغیر اله ای از متغیرهای تصادفی باشد دنب

محدود شده است، بطوری که  Xتصادفی  1 0p t    0 وp  ، 1p t
E X

 
  باشد. 

همچنین فرض کنید  , 1, 1nia i n  بطوری کهیک آرایه از اعداد حقیقی است ،  1nia O باشد .

اگر برای بعضی مقادیر  1q p t    : داشته باشیم 

(9.6                                  )                                   
1

q

ni

i

a O n




 

 آنگاه عبارات زیر برقرار است.

(i)  0برای تمامی ، :داریم 

 
 

 
1

11 1

1 1

p t
p tt p p

ni i i

n i

n E n a X I X n CE X

 


   
 

 

   

(ii)  0برای تمامی   و 1p t q     و  1 0p t      :داریم 

 
 

 
1

11 1

1 1

p t
p tt p p

ni i i

n i

n E n a X I X n CE X

 


   
 

 

   

 :اثبات

 (iقسمت )

0برای هر که بیان می کند  (9.6طه )راب ابتدا لازم است یادآوری کنیم که  رابطه زیر، 

(9.۱)
                                                     

 
1

q

ni

i

a O n









 

برقرار است. به ازای  1r p t    داریم: 
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 
 1

1 1

1 1

p t

t p p

ni i i

n i

n E n a X I X n

    


 

 
 

 1 1

1 1

r

t p p

ni i i

n i

n E n a X I X n

 


 

   

   1

1 1

1
r

rt p

ni i ir p
n i

n a E X I X n
n






 



 

   

 عبارت فوق داریم: برای 9.0( لم iقسمت ) استفاده ازبا 

   1

1 1

1 r rt p

nir p
n i

C n a E X I X n
n

 



 
 


 

  
 

 
   1

1 1

1 r r pt p

nir p
n i

C n a n P X n
n

 



 
 


 

  
 

 عبارات فوق خواهیم داشت:( در 9.۱با جایگزینی رابطه )بنابراین 

 
 1

1 1

1 1

p t

t p p

ni i i

n i

n E n a X I X n

    


 

 
 

   1

1

1 rt p

r p
n

C n n E X I X n
n











 
 

 
   1

1

1 r pt p

r p
n

C n n n P X n
n











  

   1 1

1 1
1 1

1 1r p p

p r p
n n

C E X I X n C P X n
n n





 


 
 

     

 بصورت زیر می آید: 9.2( لم iii( و )iاستفاده از قسمت )عبارت فوق با 

.
r

CE X  

                           اثبات این قسمت تکمیل گردید.           فوق بنا بر فرض لم برقرار است و  رابطه

 

 :(iiقسمت )
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اثبات این قسمت مشابه قسمت قبلی است. با قرار دادن  1r p t    :داریم 

 
 1

1 1

1 1

p t

t p p

ni i i

n i

n E n a X I X n

    


 

 
 

 1 1

1 1

r

t p p

ni i i

n i

n E n a X I X n

 


 

  
 

   1

1 1

1
r

rt p

ni i ir p
n i

n a E X I X n
n






 



 

  
 

0r( به ازای 9.۱بردن رابطه ) برای عبارت فوق و بکار 9.2( لم iiقسمت ) جایگزین کردن با    

 داریم:

   1

1

1 rt p

r p
n

C n n E X I X n
n











  

 1

1
1

1 r p

p
n

C E X I X n
n











 
 

.
r

CE X  

          گردید.قضیه تکمیل اثبات رابطه بالا بنا بر فرض لم برقرار است. بنابراین این قسمت نیز ثابت و 

 

فرض کنید  3.2قضیه ,1 , 1ni nX i k n    یک آرایه از متغیرهای تصادفی دو به دو مستقل و

 , 1na n   0یک دنباله از اعداد حقیقی مثبت باشد. اگر برای هر   0و بعضی مقادیر  شرایط ،

 زیر برقرار باشد:

(i  ) 
1 1

nk

n ni

n i

a P X 


 

   . 

(ii )2J   وجود دارد بطوری که 2

1 1

n
J

k

n ni ni

n i

a EX I X 


 

 
   

 
 . 
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(iiiبرای )n ، 
1

0
nk

ni ni

i

EX I X 


 . 

0آنگاه برای تمامی   : داریم 

1 1

n

n ni

n i

k

a P X 


 

 
    

 
  

 ( مراجعه کنید.2111اثبات به سونگ و همکارانش )برای 

 

فرض کنید  (211۱سونگ ) 3.3قضیه  , 1nX n که به  ک دنباله از متغیرهای تصادفی استی

محدود شده باشد، بطوری که برای هر  Xمتغیر تصادفی  1 0p t     0وp  ،

 1p t
E X

 
  چنین اگر  است. هم , 1, 1nia i n   یک آرایه کراندار از اعداد حقیقی باشد که

برای بعضی مقادیر  1q p t   ، ( 9.6رابطه) :برقرار باشد، در اینصورت 

(i)  اگر 0 1 1p t     ،( برقرار است.9.0آنگاه رابطه ) 

(ii) اگر  1 1 2p t      و nX  0دنباله های مستقل باnEX   ،( 9.0آنگاه رابطه )باشند

 برقرار است.

(iiiاگر ) ( 1) 2p t     و nX  0دنباله های مستقل باnEX  و برای بعضی مقادیر  باشند

2

p
 

 
 رابطه زیر را داشته باشیم:

(9.3)
                                                        

2

1

( )ni

i

a O n




 

 ( برقرار است.9.0آنگاه رابطه )

 :اثبات

 ( را بصورت زیر می توان نوشت:9.0رابطه )جمله سمت چپ (: ابتدا باید یادآوری کنیم که i) قسمت
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(9.3 )     
  

   

1 1

1 1

1 1

1 1

t t

n n

p p

ni i i ni i i

i i

p p
n P n P

a X I X n a X I X n

n n
 

 

 

 

 
  

   
    

   
   
   
   

 
 

 

( بایستی ثابت کنیم که جمله اول و جمله دوم عبارت بالا متناهی است. 9.0جهت متناهی بودن رابطه )

0برای جمله اول توجه کنید که برای هر    و 1 1p t      : داریم 

 1 1

1 1

t p p

ni i i

n i

n P n a X I X n 
 



 

 
 
 
 

 
 

 برای عبارت فوق داریم: 0.4قضیه با استفاده از 

   
 1

1 1

1
1 1

1
p t

t p p

ni i ip t
n i

n E n a X I X n

 

 


  
 



  
 

  
 

بصورت زیر می شود: 0.6عبارت فوق با استفاده از قضیه 
 

   
 1

1 1

1
1 1

1
p t

t p p

ni i ip t
n i

n E n a X I X n

 

 


   


  
 

   

 داریم: 9.9لم ( iقسمت )بر  بنا

 1p t
CE X

 
   

0 بنابراین متناهی بودن جمله اول ثابت گردید. برای جمله دوم فرض کنید که  بطوری که

 1p t q     و  1 0p t       ،در اینصورت:باشند 

 1 1

1 1

t p p

ni i i

n i

n P n a X I X n 
 



 

 
 
 
 

 
 

برای عبارت فوق داریم 0.4قضیه  بردن بکار با
 

   
 1

1 1

1
1 1

1
p t

t p p

ni i ip t
n i

n E n a X I X n

 

 


  
 



  
 

  
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داریم: 0.6عبارت فوق با استفاده از قضیه برای 
 

   
 1

1 1

1
1 1

1
p t

t p p

ni i ip t
n i

n E n a X I X n

 

 


   


  
 

   

 :داریم 9.9( لم iiقسمت ) بنا بر

 1p t
CE X

 
   

( به ازای 9.0بنابراین رابطه )با استفاده از رابطه فوق متناهی بودن جمله دوم نیز ثابت شد. 

 0 1 1p t     .برقرار است 

 

اثبات این بخش هم در دو مرحله انجام می گیرد. مرحله اول شامل حالتی است که در آن  ( ii) قسمت

 1 1 2p t      0است. به همین منظور فرض می کنیم  ، بطوری که 1 2p t      

 باشد.

(9.01)                       1 1 1

1 1

t p p p

ni i i i i

n i

n P a X I X n EX I X n n 
 

 

 
    

 
  

:داریم 0.4قضیه استفاده از  با
 

      
 1

1 1 1

1
1 1

1
p t

t p p p

ni i i i ip t
n i

n E n a X I X n EX I X n

 

 


  
 



  
 

    
 

،0.9قضیه  بنا بر
 

    
 1

1 1 1

1 1

p t
t p p p

ni i i i i

n i

C n E n a X I X n EX I X n
     



 

     

 :برای عبارت فوق داریم 0.6با استفاده از قضیه 

 
 1

1 1

1 1

p t

t p p

ni i i

n i

C n E n a X I X n

    


 

  
0 
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 
 1

1 1
p t

p p

ni i iEn a X I X n
   

 

 

 
 1

1 1

1 1

p t

t p p

ni i i

n i

C n E n a X I X n

    


 

   

 1p t
CE X

 
   

0nEXبرقرار است. ازطرفی طبق فرض مسئله عبارت فوق 9.9لم  (i)توجه به قسمت  با  می باشد، 

 نتیجه می شود:( 9.01رابطه )از بنابراین 

 1 1

1 1

t p p

ni i i

n i

n P n a X I X n 
 



 

 
    

 
 

 

.متناهی می باشد (9.3)عبارت فوق بیان می کند که جمله اول رابطه 
 

0 اکنون فرض می کنیم که  بطوری که  1p t q      و 1 1p t     .آنگاه  باشد

(9.00)                      1 1 1

1 1

t p p p

ni i i i i

n i

n P a X I X n EX I X n n 
 

 

 
    

 
  

:داریم 0.4قضیه استفاده از  با
            

      
 1

1 1 1

1
1 1

1
p t

t p p p

ni i i i ip t
n i

n E n a X I X n EX I X n

 

 


  
 



  
 

     

داریم: برای عبارت فوق 0.9قضیه  جایگزین کردن با
 

    
 1

1 1 1

1 1

p t
t p p p

ni i i i i

n i

C n E n a X I X n EX I X n
     



 

    
 

 برای عبارت فوق خواهیم داشت: 0.6با استفاده از قضیه 

 
 1

1 1

1 1

p t

t p p

ni i i

n i

C n E n a X I X n

    


 

   

 
 1

1 1
p t

p p

ni i iEn a X I X n
   

 
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 
 1

1 1

1 1

p t

t p p

ni i i

n i

C n E n a X I X n

    


 

   

 1p t
CE X

 
   

0nEXعبارت فوق برقرار است. ازطرفی چون  9.9( لم iiبا توجه به قسمت )   است با جایگزین کردن

 ( داریم:9.00آن در رابطه )

 1 1

1 1

t p p

ni i i

n i

n P n a X I X n 
 



 

 
    

 
 

 

( به ازای9.0بنابراین رابطه ) متناهی است. (9.3)عبارت فوق بیانگر این است که جمله دوم رابطه 
 

 1 1 2p t    .برقرار است ، 

آن اکنون مرحله دوم را در نظر می گیریم که شامل حالتی است که در  1 1p t     .می باشد

0 فرض کنید   0برای همه  می توان گفت که 9.0با استفاده از لم باشدb  1 وn مقدار مثبت ، 

1 0D  :وجود دارد بطوری که 

(9.20)                                      1n nE X I X b D E X I X b   

1n ایجاب می کند که برای همه (9.6رابطه ) ، 2 مقدار مثبت 0D وجود دارد بطوری که 

(9.90)                                                    2

1

ni

i

a D n




 

 از طرفی

 1p t
E X E X

 
   

0M بنابراین یک وجود دارد بطوری که ، 

(9.40)                                     
1 24

E X I X M
D D


  

1برای pn M،  داریم: (9.20)با استفاده از رابطه 
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 1 1

1

p p

ni i i

i

n a EX I X n







 

 1 1

1

p p

ni i i

i

n a EX I X n






 
 

 1 1

1

1

p p

ni

i

D n E X I X n a






  
 

،(9.90بردن رابطه ) با بکار
 

 1 1

1 2

p pD D n n E X I X n 
 

 ( عبارت فوق بصورت زیر در می آید.9.40در نهایت با جایگزینی رابطه )

1

4 4

pn   
 

به ازای  1 1p t     1وt 01 گفت کهتوان  یم  p،  در نتیجه رابطه فوق برقرار است .

بنابراین
 

(9.10)                                     1 1

1 4

p p

ni i i

i

n a EX I X n






 
 

1 ای وجود دارد بطوری که0n اکنون فرض می کنیم که

0

pn M :باشد. بنابراین 

0

1

1

t p

ni i

n n i

n P n a X 
 



 

 
 

 
 

 

    
0

1 1 1

1 2

t p p p

ni i i i i

n n i

n P n a X I X n EX I X n
 



 

 
     

 
 

 

    
0

1 1 1

1 2

t p p p

ni i i i i

n n i

n P n a X I X n EX I X n
 



 

 
     

 
  

 در عبارت فوق داریم: (9.01)با استفاده از رابطه 

    
0

1 1 1

1 2

t p p p

ni i i i i

n n i

n P n a X I X n EX I X n
 



 

 
     

 
  
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 . 
0

1 1

1

:
4

t p p

ni i i

n n i

n P n a X I X n I II
 



 

 
     

 
  

نیز استفاده کرد. که در اینجا بدلیل  Iبکار بردیم، می توان برای  (9.01)مشابه اثباتی که برای رابطه 

 تکراری بودن از آن خودداری می کنیم. در نهایت به عبارت

 1p t
I CE X

 
   

0 فرض می کنیم که استمتناهی  IIمی توان رسید. اکنون برای اینکه ثابت کنیم   بطوری که ،

 1p t q      و 1 0p t      ( باشد. در اینصورت با استفاده از قسمتii لم )9.9 

 داریم:

 
 

0

1

1 1

1

p t

t p p

ni i i

n n i

II C n E n a X I X n

   
 



 

   

 
 

0

1
1 1

1

p t
t p p

ni i i

n n i

C n E n a X I X n
     



 

  
 

 1p t
CE X

 
   

 برایبنابراین  1 1p t   ( ثابت گردید9.0، رابطه ). 

1iفرض کنید برای   (iii) قسمت  1 وn ، 

    1 1 1 ,p p p

ni ni i i i iU n a X I X n EX I X n    

    1 1 1 ,p p p

ni ni i i i iV n a X I X n EX I X n    

 بررسی می کنیم. niU را برای متغیر تصادفی 2 .9باشند. می خواهیم شرایط قضیه 

راری بودن از آن عمل می کنیم که در اینجا بدلیل تک 9.9( قضیه iiمشابه روش اثبات قسمت )

 داریم: 9.9و در نهایت بر اساس لم  خودداری می کنیم

 
1 1

t

ni

n i

n P U 
 

 

 
 



 قانون قوی اعداد بزرگ برای مجموع وزنی از متغیرهای تصادفی 

1۱ 

 

 
 1

1 1

1 1

p t

t p p

ni i i

n i

C n E n a X I X n

    


 

   

 1p t
CE X

 
   

2طرفی چون که از p  ،2 می توان بیان کرد که یک استJ   وجود دارد بطوری که برای

 2 1J p t   داشته باشیم
 

 2

1 1

1

J

t

ni ni

n i

n EU I U
 

 

 
 

 
 

 

2

1 1

J

t

ni

n i

n EU
 

 

 
  

 
 

 

 2 2 2 1

1 1
ni

J

t p p

i i

n i

n n a EX I X n
 



 

 
  

 
 

 

2 2 2

1 1
ni

J

t p

i

n i

n n a EX
 



 

 
  

 
 

 

 ( در عبارت فوق داریم:9.3با جایگزینی رابطه )

 2 2

1

J
t p

n

n CEX n







 

 22

1

t J p

n

CEX n



 



  
 

که زیرا  ،رابطه فوق برقرار است 2 1J p t      می باشد. بنابراین( قسمتii قضیه )برقرار  9.2

 است.

0niEUچون ( iiiبرای اثبات قسمت ) ، 2به ازای p  : داریم ، 

   
1 1

1 1ni ni ni ni

i i

EU I U EU I U
 

 

   
 

 
1

1ni ni

i

E U I U




 
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 
2

1

1ni ni

i

E U I U




 
 

2 2 2

2
1 1

1
nini ip

i i

E U a EX
n

 

 

  
 

 عبارت فوق داریم:برای ( 9.3) با استفاده از رابطه

2

2
0

p

n
C EX

n



  

 نیز برقرار است. 9.2( قضیه iiiقسمت )

 می توان بیان کرد که: 9.2بنابراین با استفاده از قضیه

(9.60)              1 1 1

1

t p p p

ni i i i i

n i

n P n a X I X n EX I X n 
 



 

 
      

 
 

 

 بکار می بریم. niV را برای متغیر تصادفی 9.2اکنون شرایط قضیه 

0 فرض کنید که ، بطوری  1p t q      و 1 0p t      .باشد 

از تکرار آن اجتناب می کنیم. در نهایت بر  است 9.9( قضیه ii(  شبیه قسمت )iشیوه اثبات قسمت )

 داریم: 9.9اساس لم 

 
1 1

t

ni

n i

n P V 
 

 

 
 

 
 1

1 1

1 1

p t

t p p

ni i i

n i

C n E n a X I X n

    


 

   

 1p t
CE X

 
   

 niV برای متغیر تصادفی 9.2( قضیه iii( و )iiبرقرار است. اثبات قسمت ) 9.2( قضیه iقسمت ) بنابراین

 است. از اثبات آن صرف نظر می کنیم. niU شبیه اثبات متغیر تصادفی

 9.2بنابراین طبق قضیه 
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(9.۱0 )            1 1 1

1

t p p p

ni i i i i

n i

n P n a X I X n EX I X n 
 



 

 
      

 
  

0nEXاز طرفی چون  را می توان بصورت جمله اول و جمله دوم رابطه  (9.۱0)و  (9.60)رابطه ، است

( به ازای 9.0( در نظر گرفت که متناهی اند. بنابراین رابطه )9.3) 1 2p t     برقرار است و اثبات

                        قضیه تکمیل گردید.                                                                            

 

با شرط قویتر  9.9قضیه زیر نشان می دهد که اگر شرط گشتاوری را در قضیه 

 1
log

p t
E X X

 
  ، بر روی وزن ها با شرط ضعیف تر (9.6)جایگزین کنیم. آنگاه شرط 

(9.03)                                            
 

 
1

1

p t

ni

i

a O n





 



 

 جایگزین می شود.

 

فرض کنید که  (211۱سونگ ) 3.4قضیه  , 1nX n
 

دنباله ای از متغیرهای تصادفی باشد که به  

محدود شده باشد. به ازای  Xمتغیر تصادفی  1 0p t    0 وp ، 1
log

p t
E X X

 
  

باشد. هم چنین اگر  , 1, 1nia i n   صدق می کند.  (9.03حقیقی که در رابطه )آرایه کراندار از اعداد

 در اینصورت:

(i ) اگر 0 1 1p t     ( برقرار است.9.0، آنگاه رابطه )باشد 

(ii اگر)  1 1 2p t     و  nX  0دنباله های مستقل باnEX  ( 9.0باشند، آنگاه رابطه) 

 برقرار است.
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(iii  اگر )( 1) 2p t    و nX 0با دنباله های مستقلnEX   باشند و برای بعضی مقادیر

2

p
 :داشته باشیم ،

 

2

1

( )
ni

i

a O n




 

 ( برقرار است.9.0آنگاه رابطه )

 می باشد که بدلیل تکراری بودن از اثبات آن صرف نظر می کنیم . 9.9این قضیه مشابه قضیه  اثبات

 که توسط 9.2و  9.0با استفاده از قضایای بالا می توان نتایج معروف زیادی را بیان کرد. از جمله نتیجه 

 ( ثابت شده بود.0331و همکارانش )91لای 

 

فرض کنید  (0331)لای  3.1نتیجه  , 1nX n  دنباله ای از متغیرهای تصادفی.i.i.d 1 با 0EX   و

2

1 logE X X    باشند. اگر , 1, 1nia i n  آن آرایه از اعداد حقیقی باشد که در 

 2

1

1ni

i

a O




. 

0 آنگاه برای همه     

1 2

1 1

ni i

n i

P a X n 
 

 

 
   

 
 

 

 

 اثبات:

0tفرض کنید که   0و  2 وp   است. در اینصورت 1nia O.بنابراین نتیجه با  می باشد

 ثابت می شود.                                                                  9.4( قضیه iiiاستفاده از قسمت )

                                                 
91 Li  
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 فرض کنید (0331)لای  3.2نتیجه  , 1nX n  دنباله ای از متغیرهای تصادفی.i.i.d  باشند با

1 0EX  0و برای بعضی مقادیرp ، 
1

p
E X    باشد. هم چنین فرض کنید که , 1, 1nia i n 

2( ذکر شده باشند. اگر برای بعضی مقادیر 9.3آرایه از اعداد حقیقی که در رابطه ) q p ، 

 
1

1

q

ni

i

a O




 

0باشد. آنگاه برای همه   :داریم 

1

1 1

p

ni i

n i

P a X n 
 

 

 
   

 
  

 اثبات:

0به ازای   ( 9.6رابطه) بصورت 
1

1

q

ni

i

a O





 

 به ازای و هم چنین می باشد
0t   شرایط فوق

                                                                          می کند .صدق  9.9( قضیهiiiدر قسمت )

 

فرض کنید  (211۱)سونگ  3.3 نتیجه , 1nX n دنباله ای از متغیرهای تصادفیi.i.d.   باشند. اگر

1برای i n ، 1nia    و برایi n ،0nia   .وزن  ،(9.3)( و 9.6بر اساس شرط ) در اینصورتباشد

 ها بصورت

1

q

ni

i

a n




        2            و

1

ni

i

a n




 

X،می باشند. از طرفی شرط گشتاوری بر روی  2p t
E X


  .1 بنابراین به ازای است  

 برقرار است. 9.0رابطه 
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 فرض کنید (211۱)سونگ  3.4نتیجه  ,nX n   دنباله ای از متغیرهای تصادفی

برای بعضی مقادیر  محدود شده اند، بطوری کهXبه متغیر تصادفی  مستقل با میانگین صفر هستند، که

0 2p   و 2 1p t  ، 2p t
E X


   باشد. هم چنین فرض کنید ,na n   یک دنباله

n ، بطوری کهاز اعداد حقیقی است

n

a




   هر  برایوi  وn ،
1

i n

ni j

j i

a a


 

  برای هر  . آنگاهباشد

0  

1

1

p

ni i

n i

P a X n 
 

 

 
   

 
 . 

 اثبات:

 چون 
1

1
i n

ni j

j i

a a O


 

 ، :خواهیم داشت 

 
1

i n

ni j j

i i j i j

a a n a O n
   

    

      

 و

 2

ni ni

i i

a C a O n
 

 

   

1با قرار دادن    1وq نتایج فوق از قسمت ، (ii( و )iii قضیه )پیروی می کند.      9.9            
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توزیع هم   تصادفی متغیرهاینتایج جدید قانون قوی برای مجموع وزنی از  3-3

 و فاقد گشتاور

 

فرض کنید  , 1nX n دنباله ای از متغیرهای تصادفی هم توزیع باشند با مجموع وزنی

1

n

n ni i

i

S a X


 که در آن ، باشد ,1 , 1nia i n n   داد حقیقی است. هم چنین فرض یک آرایه از اع

 کنید , 1nb n   دنباله ای از اعداد حقیقی مثبت باشند که به سمت بی نهایت میل کند( )nb   در .

متغیرهای تصادفی هم توزیع و از  برای مجموع وزنی SLLNاین بخش ثابت می کنیم که تحت شرایطی 

 فاقد گشتاور برقرار است. یعنی:

(9.30)                                                     . . 0a sn

n

S

b


 

و در ادامه آنها مثال هایی را بیان خواهیم  می پردازیم هاا بیان و به اثبات آنر قضایای زیر بدین منظور

کرد.
 

 

1nفرض کنید **  3.5قضیه   و
1

n

n ni i

i

S a X


 ،که در آن , 1nX n  دنباله ای از متغیرهای

تصادفی هم توزیع اند. هم چنین  1, ini 
یک دنباله اکیداً افزایشی ازاعداد صحیح مثبت و 

 1, ,1 , 1ki j ja n k n i k j      یک آرایه از اعداد حقیقی باشند، با 

(9. 21)                                                   0 k ki kA a B   
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بستگی دارند. هم چنین فرض کنید  kی هستند که به یثابت ها kBو kAدر رابطه فوق  , 1nb n  

اعداد صحیح مثبت  دنباله اکیداً افزایشی از دنباله ای از اعداد حقیقی مثبت باشند، بطوری که برای هر

 1, iniرابطه زیر را داشته باشیم ، 

(9.20)                                          1supinf0 11

11
 


cbbbba

iiii nn
i

nn
i

 

 اگر

(9.22)                                          
1 1

1 1

( | | )
j j

n

j n ni n

j i

n P b a X b




 

   
 

 و

(9.92)                                                 
1 1

1
s ss n n

s

n P b X b






   
 

و
 

(9.42)
                        

  1

1

1

1 1

j

s s

s s

j

n
n n

j n n

k n k k

b b
kP X O n P b X b

B A







 
     

 


 

 هم چنین،

(9.12)
                                                                

 j s

j s

j s

n c O n c





 

 برقرار است. (9.30)آنگاه می توان گفت رابطه 

 

 نتیجه گرفت که:( 9.22می توان از رابطه ) 2.2با استدلالی مشابه تبصره   3.1تبصره 

 1

1 1

n

ni n

n i

P a X b


 


 

1 1

1 1

( | | )
j j

n

j n ni n

j i

n P b a X b




 

     
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 بنابراین :

(9.62)                                       1

1 1

n

ni n

n i

P a X b


 

  
 

 

 :3.5 قضیه اثبات

رابطه 
 

 را می توان به صورت زیر نوشت: (9.30)

    . .

1 1

1 1
0

n n
a s

ni i ni i i ni i ni i i

i in n

a X I a X b a X I a X b
b b 

      :  (9.03) 

برای اینکه رابطه 
 

کنیم جمله اول و جمله دوم عبارت سمت راست ثابت کافیست برقرار باشد،  (9.30)

بکار بردیم، برای اثبات قضیه  2.۱. بنابراین مشابه استدلالی که برای قضیه میل می کندصفر  هبالا ب

 کافی است نشان دهیم که رابطه زیر برقرار است.

(9.۱2)                                       1 1

1 1

1 n

ni ni n

n in

E a X I a X b
b



 

   
 

 کنید:توجه 

 1 1

1 1

1 n

ni ni n

n in

E a X I a X b
b



 

 
 

 
11

1 1

1 1

1 j

j

jj

n k

ki ki n

j k n in

E a X I a X b
b





  

   
 

 
1

11

1 1

1 1 1

1 j

s s

jj

n jk

ki n ki n

j k n i sn

E a X I b a X b
b 





   

    
 

 
1

11

1

1 1 1

j

s

s s

jj

n jk
n

n ki n

j k n i sn

b
P b a X b

b 





   

    
 

 ( داریم:9.20با استفاده از رابطه )
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(9.23)
                               

 
1

1

1

1 1 1

1 j

s

s s

jj

n jk
n

n ki n

j k n i sn

b
P b a X b

a b 





   

    
 

k( می توان عبارت زیر را برای تمامی 9.20آوری کنیم که از رابطه )لازم است یاد s :بدست آورد 

1

1

s k

j k

j
n n j s

k sn n

b b
c

b b







 
 

 ( داریم:9.32بنابراین با جایگزین کردن عبارت فوق در رابطه )

 1 1

1 1

1 n

ni ni n

n in

E a X I a X b
b



 

 
 

 
1

1

1

1 1 1

1 j

s s

j

n jk
j s

n ki n

j k n i s

c P b a X b
a 






   

    
 

 
1

1

1

1 1 1

1 j

s s

j

n jk
j s

n ki n

j k n i s

c c P b a X b
a 






   

    
 

 ( در عبارت فوق خواهیم داشت:9.21) با بکار بردن رابطه

1

1

1

1 1 1

1 j

s s

j

n jk
n nj s

j k n i s k k

b b
c c P X

a B A








   

 
   

 
  

 

1

1

1

1 1

1 j

s s

j

n j
n nj s

j k n s k k

b b
c k c P X

a B A








  

 
   

 
  

 

1

1

1

1 1

1 j

s s

j

n j
n nj s

j k n s k k

b b
c k c P X

a B A








  

 
   

 
  

 

 ( عبارت بالا بصورت زیر در می آید:9.42با جایگزینی رابطه )
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اثبات قضیه ( برقرار و 9.۱2( حاصل شده است. بنابراین رابطه )9.92عبارت فوق با استفاده از رابطه )

                               کامل شد.                                                                                 
 

 در همین راستا به ارائه مثالی می پردازیم که تمامی شرایط موجود در قضیه فوق را داراست .

 

**  فرض کنید 3.1مثال  , 1nX n متغیرهای تصادفی هم توزیع اند با: دنباله ای از 
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 ( برقرار است. زیرا:9.21هم چنین رابطه )

1 1 1

2 2 2

i

i i j j
i j i j

n c O
 

 

 
   

 
  

 فرض کنید
3 4

1
kA

k
 و 

1 2

1
kB

k
 ،بطوری که

3 4 1 2

1 1
kia

k k
  ،.باشد 

1در اینصورت برای  ، ( متناهی است. زیرا:9.42سری ذکر شده در رابطه ) 
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 می باشد.

 

1n** فرض کنید 3.6قضیه    و
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 که در آن , 1nX n  دنباله ای از متغیرهای

تصادفی هم توزیع اند. هم چنین  1, ini 
یک دنباله اکیداً افزایشی ازاعداد صحیح مثبت و 

 ,1 ,1 , 1ni ja i k k n j     که برایایه از اعداد حقیقی باشد، یک آر
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 ( برقرار است.9.30( برقرار باشد، آنگاه رابطه )9.22اگر رابطه )

 اثبات:

بنابراین برای مشابه قضیه قبل عمل می کنیم. از تکرار قسمت اول آن خودداری می کنیم. با استدلالی 

 اثبات قضیه کافی است که عبارت زیر را ثابت کنیم:
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 نتیجه گیری     3-4

در این رساله با فرض اینکه  , 1nX n  دنباله ای از متغیرهای تصادفی و دنباله های nia  وزن های

باشند، شرایطی را ارائه دادیم که تحت آن شرایط قانون قوی اعداد بزرگ برای مجموع وزنیمربوطه 

1

n

n ni i

i

S a X


  و مجموع جزئی
1

n

n i

i

S X


  ،از متغیرهای تصادفی برقرار است. البته لازم است

متغیرهای تصادفی فرض نکردیم گشتاور متناهی وجود دارند. هم چنین برقراری  که برایکنیم یادآوری 

این قانون را تحت شرایط مختلفی از متغیرهای تصادفی از جمله هم توزیع بودن، مستقل بودن،... مورد 

بررسی قرار دادیم. با توجه به نتایج بدست آمده در این رساله و موضوعات مطرح شده می توان بر روی 

 ارد زیر تحقیق کرد.مو

  بررسی های انجام شده در تمام این فصل ها را با در نظر گرفتن شرایط دیگری از متغیرهای

 .می توان مجدداً انجام داد... منفی و گیهمبستبودن، ایستا تصادفی ازجمله 

  می ، در خصوص شرایط وزنی بر روی متغیرهای تصادفی، مسئله را 9با توجه به نتایج فصل

 سی قرار داد.رمورد برتوان 

 ظ برقراری در نهایت می توان مطالب ارائه شده در فصل های مختلف این مجموعه را از لحا

 .مجدداً بازبینی نمود، قانون ضعیف اعداد بزرگ
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Abstract 

 

 

The most important theoretical results in probability theory, limit theorems, which are the 

most important cases as the law of large numbers or central limit theorems have been 

classified. As the law of large numbers of cases are associated with the conditions under 

which conditions  Mean a sequence of random variables converge to their average 

mathematics have hope. (With the assumption that at least they have a finite first 

moment). Many researchers have conducted research to improve the law of large  

numbers. Finally, these studies were able to show two forms of the law of large numbers. 

As with the "strong" and the "weak" are known. In this thesis, we get the strong law of 

large numbers in the case of variables with identically distribution and none- moment. 

This thesis contains three chapters are the contents of each chapter consist of: 

 In Chapter 1, Introduction, overview of the history of the subject and the basic 

definitions and fundamental theorems and lemma are given. 

 In Chapter 2, the strong law of large numbers for partial sum of identically distribution 

of random variables and none- moment is given. 

 In Chapter 3, the strong law of large numbers for weighted sum of random variables is 

given and in the end chapter, Conclusion and references are made. 
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