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تقدیم
ایثار، کلمه از انسان شان و عظیم تعبیر پاس به

در که وجودشان امیدبخش گرمای و سرشار عاطفه پاس به
است، پشتیبان بهترین روزگاران سردترین این

و سرگردان و است فریادرس که بزرگشان قلب های پاس به
و م گراید شجاعت به پناهشان در ترس

نم کند. فروکش هرگز که بی دریغشان محبت های پاس به
م نمایم. تقدیم عزیزم مادر و پدر به را پایان نامه این

ز



سپاس گزاری
قدرت آثار که جلاله و جل را خدای مر ستایش و سپاس
در او مت ح انوار و است تابان روشن، روز چهره بر او
ما به را خویشتن که آفریدگاری درفشان. تار، شب فرصتدل و عمری و گشود ما بر را علم درهای و شناساند
علم طریق در را خویش ضعیف بنده بدان، تا فرمود بیازماید.عطا معرفت و

نکوشم. او خلق به خدمت جز یابم توفیق آنکه امید به

در که علیشاه دکتر آقای و آل هوز دکتر آقای جناب کمالات؛ با و فرهیخته اساتید از
دریغ بنده بر عرصه این در کم هیچ از ، فروتن و حسن خلق با صدر، سعه کمال

گرفتند؛ عهده بر را پایان نامه این راهنمایی زحمت و ننمودند
که ، ریاض ده دانش محترم رئیس ، هاشم دکتر آقای جناب تقوا؛ با و صبور استاد از

و شدند متقبل را پایان نامه این مشاوره زحمت
زحمت که مغاری دکتر خانم و پورعیدی دکتر آقای جناب دلسوز؛ و فرزانه اساتید از

دارم. را قدردان و ر تش کمال شدند، متقبل را پایان نامه این داوری
عرصه های تمام در روزافزون توفیق و سلامت گران قدر اساتید شما برای متعال خداوند از

خواستارم. را زندگ

سبیل غفاری مهنا
١٣٩٨ ماه مهر

ح



نامه تعهد
علوم ریاض ، ریاض کاربردی رشته ارشد کارشناس دانشجوی سبیل غفاری مهنا اینجانب

‐q کامل کدهای در پارتیشن بندی و عنواننشاندن با پایان نامه نویسنده شاهرود، اه دانش
م شوم: متعهد علیشاه میثم دکتر و آل هوز ه عبدال دکتر راهنمایی تحت ، آرایه ای

برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط پایان نامه این در تحقیقات •
است.

شده استناد استفاده مورد مرج به پژوهش گران، ر دی پژوهش های نتایج از استفاده در •
است.

مدرک نوع هیچ دریافت برای ری دی فرد یا خود، توسط کنون تا پایان نامه، این مطالب •
است. نشده ارایه هیچ جا در امتیازی یا

نام با مستخرج مقالات و دارد، تعلق شاهرود صنعت اه دانش به اثر، این معنوی حقوق •
خواهد چاپ به “ Shahrood University of Technology “ یا “ شاهرود صنعت اه دانش “

رسید.
بوده اند، تاثیرگذار پایان نامه اصل نتایج آوردن به دست در که افرادی تمام معنوی حقوق •

م گردد. رعایت پایان نامه از مستخرج مقالات در
آنها) بافت های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •

است. شده رعایت اخلاق اصول و ضوابط است، شده استفاده
افراد شخص اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •
شده رعایت انسان اخلاق اصول و رازداری اصل است)، شده استفاده (یا یافته دسترس

است.
سبیل غفاری مهنا
١٣٩٨ ماه مهر

نشر حق و نتایج یت مال
برنامه های کتاب، مستخرج، ( مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
شاهرود صنعت اه دانش به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم افزارها رایانه ای،

شود. ذکر مربوطه علم تولیدات در ، مقتض نحو به باید مطلب این م باشد.
نم باشد. مجاز منبع ذکر بدون پایان نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده •

ط



یده چ
خاص اهمیت از دارند که خوبی و جالب ویژگ های و ساختار دلیل به کامل کدهای مطالعه ی

پایان نامه این در م باشند. مخابرات علم در زیادی کاربردهای دارای کدها این و است برخوردار
قرار مطالعه مورد را کدهای کامل در ثابت وزن با کدهای و ١ ـکدها افراز و نشاندن داریم قصد

ی در م توان را میدان متناه ی روی خطا ١ـ تصحیح گر کد هر که م دهیم نشان دهیم.
زیرکد ی خود اصل کد که معناست بدین اینجا در نشاندن نشاند. بزرگ تر طول با ١ ـکامل کد
این، علاوه بر به دست آورد. کوتاه تکرار های وسیله ی به را آن م توان و م باشد ١ ـکامل کد از
خطا ١ـ تصحیح  گر کدهای در همینگ فضای از افراز هر م شود: داده تعمیم افراز ها به نتیجه
طول افراز ها، برای نشاند. ١ ـکامل کدهای درون بزرگ تر ابعاد با فضا از افراز ی در م توان را
حالت  برای بهینه همچنین و کل  حالت های برای قبل موجود نظری کران به نزدی نشاندن،
مینیمم با ،٣ ثابت وزن با تایی qـ کد هر که داد خواهیم نشان به علاوه، م باشد. دودویی

م باشد. نشاندن قابل n = qm−١
q−١ طول از تایی qـ ١ ـکامل کد ی در ،m طول و ۴ فاصله ی

، غیر خط کامل کد ١ ـکامل، کد نشاندن، افراز، کامل، کد همینگ، کد کلیدی: کلمات
ثابت. وزن با کدهای

ک
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١ فصل
اولیه مفاهیم و تعاریف

کد تاریخچه بر گذری ١ . ١
اطلاعات قبول قابل ارسال موضوع با شانون٢ کلود معروف مقاله مرهون کدگذاری١ نظریه ی
کرد اثبات شانون شد. مطرح ١٩۴٨ سال در که است پارازیت دار٣ مخابرات کانال های روی
خواهد حصول قابل مطمئن مخابرات باشد، کانال ظرفیت از کمتر اطلاعات ارسال نرخ اگر
کرد. استفاده گیرنده و فرستنده در مناسبی کدگشایی و کدگذاری از بتوان که شرط به بود،
خوب کد ی به دست یابی منظور به محققان از بسیاری به وسیله ی فراوان کارهای پس آن از
دهه اوایل در محققان ر دی و گولای۵ همینگ۴، هم چون پیش گامان با مناسب کدگذاری با و

م باشد. انجام حال در زیادی محققان به وسیله ی دنیا سراسر در اکنون و شد شروع ۴٠
و کدگذاری نظریه ی توسعه ی به ابتدا کدگذاری، زمینه ی در ۶٠ و ۵٠ دهه های در پژوهش ها
با کدهای پیاده سازی بحث های ٧٠ دهه ی در سپس بود. متمرکز مناسب کارایی با کدگشایی
آمد به وجود کدگذاری نظریه در جهش ٩٠ و ٨٠ دهه های شد. مطرح خطا تشخیص قابلیت

از: عبارتند آن ها مهم ترین و بود توجه قابل عمل لحاظ از خصوص به که
مختلف، مدلاسیون با ٧ بلوک کدهای و دودویی۶ کانولوشنال کدهای از استفاده •

1Coding theory
2Claude Shannon
3Noisy channel
4Hamming

5Golay
6Binary convolutional codes
7Block codes

١



اولیه مفاهیم و تعاریف ٢
، بلوک کدهای برای تخصص نرم کدگشایی و کاربردی روش های گسترش •

کدهای برای ‐ نرم خروج ‐ نرم، ورودی به صورت تکراری کدگشایی روش های ابداع •
کانولوشنال. و بلوک

که کرد ایجاد کدگشایی سامانه های در انقلابی کدگذاری، نظریه ی در کاربردها این از استفاده
ماهواره ای مخابرات ، سلول موبایل سامانه های بالا، نرخ با مودم های طراح به خود سهم به
تحلیل و طراح که است ذکر شایان است. شده منجر ال پرچ ذخیره سازی و فضایی و
نظریه احتمالات و خط جبر در پیش زمینه هایی و اطلاعات به نیاز فوق شده ذکر کدهای
سمت به آن ها تحلیل و طراح اصول به پرداختن بدون مهندسان از بسیاری همچنین دارد.

کردند. پیدا سوق سامانه هایی چنین عمل پیاده سازی
کانال های طریق از داده ها انتقال با مرتبط مطالعات  حوزه ی ی کدگذاری، نظریه پیدایش
نظریه ی قرن، نیم از کمتر در م باشد. تحریف ها مقابل در آن ها از محافظت و پارازیت دار
علوم زمینه های در گسترده ای کاربردهای و است بوده فوق العاده رشد، نظر از کدگذاری

طراح کاربردی نظر نقطه از لذا کرده است. پیدا مخابرات علم در به خصوص مختلف،
م باشد. اهمیت حائز باشند داشته مناسبی کدگشایی و کدگذاری که خوب کدهای

از که دهند قرار مطالعه مورد نیز را بلوک لزوماً نه کدهای که شدند آن بر مختلف ران پژوهش
،٨ پیچش کدهای به: م توان گرفته اند قرار مطالعه مورد اخیراً که کدها دسته این مهم ترین
و ال١١ چ ‐ کم توازن کنترل ماتریس با کدهای زمان١٠، ‐ فضا کدهای توربو٩، کدهای

نمود. اشاره ١٢ کوانتوم کدهای
نظریه از بسیاری محققان و گرفته قرار توجه مورد اخیراً که خط کدهای از مهم رده ی
این که م باشند کامل کدهای شده اند، متمرکز زمینه این در تحقیقات انجام برای کدگذاری
کدواژه qn∑⌊ d−١٢ ⌋

i=٠ (n
i
)(q−١)i

تعداد به یعن م کنند، صدق همینگ کران مرزی حالت در کدها
م باشد. کد فاصله d و کد طول n است، Fq میدان مرتبه ی بیانگر q جایی که دارند،

و نشاندن کدها، این از بیشتری خواص بررس و مطالعه ضمن داریم قصد پایان نامه این در
دهیم. قرار بررس مورد را کامل کدهای در کدها برخ افراز

مقدمات تعاریف و مفاهیم ١ . ٢
کرد. خواهیم بیان را کدگذاری نظریه ی از استفاده مورد مطالب و مفاهیم بخش، این در

است. [١] مرج از برگرفته غالباً بخش این مطالب
8Wrap codes
9Turbo codes
10Space- time codes

11Low- density parity check codes
12Quantum codes



٣ مقدمات تعاریف و مفاهیم
باشد. A = {a١, a٢, . . . , aq} به صورت q‐ عضوی مجموعه ی ی A کنید فرض .١ . ٢ . ١ تعریف
کد١۴ (نماد) سمبل آن را عناصر از ی هر و م نامیم کد١٣ الفبای را A مجموعه صورت این در

گوییم.
ل ش به دنباله ای حقیقت در A مجموعه روی n طول با q‐تایی کلمه ی .١ . ٢ . ٢ تعریف

هر م توان همچنین .wi ∈ A داریم ١ ≤ i ≤ n هر برای جایی که م باشد، w = w١w٢ . . . wn

داد. نمایش w = (w١, w٢, . . . , wn) برداری به صورت را n طول با q‐تایی کلمه
،C مانند ناته مجموعه ای A مجموعه ی روی n طول با q‐تایی١۵ بلوک کد .١ . ٢ . ٣ تعریف
عنصر هر م باشند. n سان ی طول از آن کلمات تمام که م باشد q‐تایی کلمات از ل متش

م نامیم. کدواژه١۶ ی را C مجموعه ی از
م دهیم. نمایش |C| با و م نامیم کد اندازه را C کد کدواژه های تعداد .۴ . ١ . ٢ تعریف

گویند. (n,M)‐کد ی را M اندازه و n طول از بلوک کد هر .۵ . ١ . ٢ تعریف
k جایی که م باشد، R(C) = k

n نسبت به صورت C کد اطلاعات١٧ (ارسال) نرخ .۶ . ١ . ٢ تعریف
کد گذاری صرف کدگذار که است بیت هایی تعداد n و م باشد ما مفید اطلاعات بیت های تعداد
اعمال کدگذاری فرآیند در اضاف بیت n− k تعداد به و n ≥ k یعن م کند، داده ها و اطلاعات

است. شده
پیام بیت های تعداد به ارسال پیام بیت های تعداد نسبت به صورت C کد هر نرخ واق در

م باشد. شده کدگذاری

بالا نرخ با کدهای و م باشد کد کارایی اندازه گیری برای کمیت C کد نرخ .١ . ٢ . ١ ملاحظه
R(C) = ١ با برابر کد نرخ بالاترین م باشند. برخوردار کدگذاری نظریه در ویژه ای اهمیت از
را خطایی هیچ تصحیح و تشخیص قابلیت م باشند، ١ نرخ دارای که کدهایی و م باشد
قابلیت بتوانند بالا کارایی کنار در که هستند خوب کدهایی عمل دیدگاه از بنابراین ندارند،

باشند. داشته نیز مناسبی خطای تصحیح و تشخیص

.A = Fq یعن م گیرند، نظر در متناه میدان ی را کد الفبای مواق اکثر .١ . ٢ . ٢ ملاحظه
م شود. نامیده دودویی١٨ کد باشد، A = F٢ اگر ◀

م شود. نامیده سه تایی١٩ کد باشد، A = F٣ اگر ◀

13Code alphabet
14Code symbol
15q- ary block code
16Code words

17Information rate
18Binary code
19Ternary code



اولیه مفاهیم و تعاریف ۴
م شود. نامیده چهارتایی٢٠ کد باشد، A = F۴ اگر ◀

(۵ و٣)‐ ی C١ = {٠٠٠, ١٠١, ٠١٠, ١٠٠, ١١٠} کد صورت دراین باشد، A = F٢ اگر .١ . ٢ . ١ مثال
صورت دراین باشد، A = F٣ اگر و است ۵ برابر کد اندازه و ٣ برابر کد طول که است دودویی کد
٢ برابر کد اندازه و ۴ کد طول که م باشد سه تایی کد (٢و۴)‐ ی C٢ = {١٢٠٠, ٠٢١٠} کد

است.

فاصله از منظور باشند. A الفبای روی n طول به کلمه دو y و x کنید فرض .١ . ٢ . ٧ تعریف
در y و x که است اه هایی جای تعداد م شود، داده نمایش d(x, y) با که y و x بین همینگ٢١

دارند. تفاوت آن ها
آن گاه ، y = y١, . . . , yn و x = x١, . . . , xn اگر ر دی عبارت به

dH(x, y) =
∣∣∣{i ∣∣xi ̸= yi, ١ ≤ i ≤ n

}∣∣∣.
ویژگ های تمام همینگ، فاصله از فوق تعریف که کرد بررس م توان راحت به .١ . ٢ . ٣ ملاحظه
همواره باشند، بلوک کد ی در n طول از کدواژه هایی z و y و x اگر و م باشد دارا را متر ی

داریم:
.٠ ≤ dH(x, y) ≤ n ◀

.x = y ⇐⇒ dH(x, y) = ٠ ◀

.dH(x, y) = dH(y, x) ◀

.dH(x, z) ⩽ dH(x, y) + dH(y, z) ◀

C کد برای است. کد٢٢ فاصله ر دی مهم پارامتر کد، اندازه و طول علاوه بر .١ . ٢ . ٨ تعریف
به م شود، داده نمایش d(C) نماد با که ،C کد فاصله ی م باشد کدواژه دو حداقل شامل که

م شود: تعریف زیر  صورت
d(C) = min

{
dH(x, y) |x, y ∈ C , x ̸= y

}
.

ی را باشد d آن همینگ فاصله و M آن اندازه ،n آن طول که بلوک کد هر .١ . ٢ . ٩ تعریف
م نامند. C کد پارامترهای را d و M و n حالت این در م نامیم. ,n,M)‐کد d)

20Quaternary code
21Hamming distance

22Distance of a code



۵ مقدمات تعاریف و مفاهیم
مورد کل حالت در کدها کدگشایی برای معمولا که کدگشایی قاعده ی دو .١ . ٢ . ١٠ تعریف

م باشند: زیر صورت به م گیرند قرار استفاده
C کد کدواژه های که م باشد بدین صورت (MDD) فاصله٢٣ مینیمم کدگشایی قاعده ی . ١
این در م کنیم، دریافت را x کلمه ما و م شود ارسال پارازیت دار ارتباط کانال ی در
هرگاه م کند، کد گشایی cx کدواژه به را x کلمه مینیمم فاصله کد گشایی قاعده صورت
ن مم مقدار مینیمم C کد کدواژه های تمام بین در cx و x بین (همینگ) فاصله ی

باشیم: داشته یعن باشد،

dH(x, cx) = min
{
dH(x, c) | c ∈ C

}
.

داریم: MDD قاعده نوع دو
را ی آن گاه باشد، مینیمم dH(x, cx) که باشند موجود cx کدواژه دو اگر آن کامل نوع در
تقاضای مسئله ای چنین بروز صورت در آن غیر کامل نوع در م کنیم. انتخاب دلخواه به

م کنیم. مجدد ارسال

کانال ی طریق از C کد کدواژه های (MLD) احتمال٢۴ ماکزیمم کدگشایی قاعده ی در . ٢
قاعده صورت دراین م کنیم، دریافت را x کلمه ی ما و م گردد ارسال پارازیت دار
احتمال هرگاه م کند کدگشایی cx کدواژه به را x کلمه احتمال ماکزیمم کدگشایی

باشیم: داشته یعن باشد، ماکزیمم cx برای ارسال کانال

p

(
xدریافت

∣∣∣∣cxارسال
)

= max

{
p

(
xدریافت

∣∣∣∣cxارسال
) ∣∣∣∣ c ∈ C

}
.

داریم: MLDقاعده دونوع قبل قاعده ی مشابه
آن گاه باشد ماکزیمم p

(
x|cx

) آن ها برای که شوند پیدا cx کدواژه دو اگر آن کامل نوع در
مسئله ای چنین بروز صورت در آن غیر کامل نوع در م کنیم. انتخاب را ی دلخواه به

م کنیم. مجدد ارسال درخواست

خطا٢۵ u‐تشخیص گر کد ی C کد گوییم ،u مثبت صحیح عدد برای .١ . ٢ . ١١ تعریف
در دهد، رخ u‐خطا حداکثر و خطا ی حداقل ،C کد کدواژه های در اگر هرگاه م باشد،

داده شود). تشخیص (خطا نباشد C کد از کدواژه ای حاصل کلمه این صورت
23Minimum distance decoding
24Maximum likelihood decoding

25u- error detecting code



اولیه مفاهیم و تعاریف ۶
ول باشد خطا تشخیص گر ‐u کد ی C کد هرگاه گوییم خطا u‐تشخیص گر دقیقاً را C کد

نباشد. خطا تشخیص گر ‐(u+ ١)
م باشد، خطا٢۶ u‐تصحیح گر کد ی C کد گوییم ،u مثبت صحیح عدد برای .١ . ٢ . ١٢ تعریف
u‐خطا حداکثر تصحیح به قادر (IMDD) غیرکامل٢٧ فاصله مینیمم کدگشایی روش هرگاه
باشد خطا u‐تصحیح گر کد ی C کد هرگاه گوییم، خطا u‐تصحیح گر دقیقاً را C کد باشد.

نباشد. خطا +u)‐تصحیح گر ١) ول
خطا ٢ ‐تصحیح گر ول م باشد خطا ١ ‐تصحیح گر کدی C = {٠٠٠, ١١١} کد .١ . ٢ . ٢ مثال
اگر ول م باشد تصحیح قابل گیرد صورت خطا ی آن کدواژه های از ی هر در چون نیست.
کلمه و شود ارسال ” ٠٠٠” کدواژه اگر مثال به طور نیست. تصحیح قابل گیرد صورت خطا دو
به غیرکامل فاصله مینیمم کدگشایی قاعده ی از استفاده با کدواژه این گردد دریافت ” ٠٠١ ”
دریافت ” ٠١١” کلمه و شود ارسال ” ٠٠٠ ” کدواژه اگر اما م شود. تصحیح ” ٠٠٠”  صورت
م نماید. کدگشایی ”١١١ ” کدواژه به اشتباه به غیرکامل فاصله مینیمم کدگشایی قاعده گردد،

م باشد. خطا ١ ‐ تصحیح گر دقیقاً فوق C کد لذا
.d(C) ≥ ٢u+ ١ اگر تنها و اگر م باشد خطا u‐تصحیح گر کد ی C کد .١ . ٢ . ١ قضیه

شود ارسال c ∈ C کدواژه ی م کنیم فرض م باشد. d(C) ≥ ٢u+ ١ کنیم فرض ابتدا برهان.
برای حال .dH(x, c) ≤ u باشیم داشته یعن شود، دریافت x کلمه ی خطا u حداکثر اعمال با و

داریم؛ c′ مانند c از مجزا کدواژه
١ ≤ dH(c, c′) ≤ dH(c, x) + dH(x, c′),

آن گاه
dH(x, c′) ≥ dH(c, c′)− dH(c, x) ≥ (٢u+ ١)− u = u+ ١.

C کد نتیجه در و کرده کدگشایی c ∈ C کدواژه ی به درست به را x کلمه  IMDD قاعده ی لذا
م باشد. خطا u‐تصحیح گر کد ی

م کنیم فرض خلف برهان به و خطا  باشد u‐تصحیح گر کد ی C کد فرض م کنیم حال
موجودند C کد در c′ و c مجزای کدواژه های لذا .d(C) ≤ ٢u صورت این در ،d(C) < ٢u+ ١

.dH(c, c′) = d(C) ≤ ٢u که
آن گاه باشد dH(c, c′) < u+ ١ صورت این غیر در زیرا ،dH(c, c′) ≥ u+ ١ که م کنیم ادعا حال
با که شود تبدیل ′c م تواند کدواژه ی به c کدواژه ی u‐خطا اعمال با یعن ،dH(c, c′) ≤ u

که م شود ثابت ادعا و باطل خلف فرض لذا است. تناقض در کد u‐تشخیص گری تعریف
بنابراین ،dH(c, c′) ≥ u+ ١

u+ ١ ≤ dH(c, c′) = d(C) ≤ ٢u.
26u- error correcting code 27Incomplete MDD



٧ مقدمات تعاریف و مفاهیم
تفاوت اول مؤلفه ی d در c′ و c کدواژه ها ی که کنیم فرض مسئله کلیت دادن دست از بدون

شود؛ دریافت زیر صورت به x کلمه ی اگر بنابراین d = d(C) = dH(c, c′) که جایی دارند،
x = x١, . . . , xu, xu+١, . . . , xd, . . . , xd+١, . . . , xn,

است، مشترک c′ و c بین xd+١, . . . , xn و c از قسمت xu+١, . . . , xd و c′ از قسمت x١, . . . , xu که
داریم آن گاه

dH(x, c′) = d− u ≤ u = dH(x, c).

داریم؛ مختلف حالت دو حال
ارسال درخواست IMDD کدگشایی قاعده ی صورت این در ، dH(x, c′) = dH(x, c) اگر . ١

نم افتد. اتفاق خطا تصحیح و کرده مجدد
به را x کلمه ی IMDD کدگشایی قاعده ی صورت این در ، dH(x, c′) < dH(x, c) اگر . ٢

م کند، کدگشایی  c′ کدواژه ی به اشتباه
خلف فرض بنابراین است، تناقض در C کد بودن خطا u‐تصحیح گر با فوق حالت دو هر که

.d(C) ≥ ٢u+ ١ باشیم داشته باید و باطل
میدان روی برداری٢٨ فضای را ”.” و ”+” عمل دو همراه به V ناته مجموعه .١ . ٢ . ١٣ تعریف

باشیم: داشته λ, µ ∈ Fq و u, v, w ∈ V برای هرگاه گوییم، Fq

.u+ v ∈ V . ١
.(u+ v) + w = u+ (v + w) . ٢

.٠ + v = v = v + ٠ داریم v ∈ V هر برای که دارد وجود ٠ ∈ V مانند عنصری . ٣
که قسم به م شود نامیده (−u) که است موجود V از عنصری ،u ∈ V هر برای . ۴

u+ (−u) = (−u) + u = ٠.
.u+ v = v + u . ۵

.λ.v ∈ V ،λ ∈ Fq و v ∈ V هر برای . ۶
.λ.(v + w) = λv + λw داریم v, w ∈ V و λ ∈ Fq هر برای . ٧

.(λµ).v = λ.(µv) داریم v ∈ V و λ, µ ∈ Fq هر برای . ٨

.١.v = v آن گاه باشد، Fq ضربی همان ١ عنصر اگر . ٩

28Vector space



اولیه مفاهیم و تعاریف ٨
زیرفضایی Fq میدان روی V برداری فضای از W مانند ناته زیرمجموعه ی .۴ . ١ . ٢ ملاحظه

باشیم: داشته اگر تنها و اگر م باشد V از
∀w١, w٢ ∈ W, ∀λ, µ ∈ Fq ; λw١ + µw٢ ∈ W.

میدان روی V برداری فضای در v١, . . . , vn بردارهای از ٢٩ خط ترکیب ی .١۴ . ١ . ٢ تعریف
داشته ،i = ١,٢, . . . , n هر برای م باشد  به طوری که λ١v١ + · · · + λnvn به صورت عبارت Fq

.λi ∈ Fq باشیم
یعن م دهیم، نمایش Fq

n با را Fq به متعلق درایه های با n طول به بردارهای تمام مجموعه ی
داریم

Fq
n =

{
v = (v١, . . . , vn) | vi ∈ Fq , ∀ ١ ≤ i ≤ n

}
.

ناته زیرمجموعه ی ی S و Fq میدان روی برداری فضای ی V کنیم فرض .١۵ . ١ . ٢ تعریف
عناصر برای هرگاه م باشد، ٣٠ مستقل خط مجموعه ی ی S گوییم صورت این در V باشد. از

اگر λ١, . . . , λn ∈ Fq

λ١v١ + λ٢v٢ + · · ·+ λnvn = ٠,
باشیم: داشته آن گاه

λ١ = λ٢ = · · · = λn = ٠.

م شود. نامیده وابسته خط نباشد، مستقل خط که مجموعه ای
پایه ی٣١ باشد نیز مولد V برداری فضای برای که مستقل خط مجموعه ی ی .١۶ . ١ . ٢ تعریف

م شود. نامیده V برداری فضای
برداری فضای بعد٣٢ را F میدان روی V برداری فضای پایه ی عناصر تعداد .١ . ٢ . ١٧ تعریف

م دهیم. نمایش dimFV نماد با آن را و نامیده
برداری فضای از زیرفضایی ی ،Fq میدان روی n طول از ٣٣ خط کد ی .١ . ٢ . ١٨ تعریف

م باشد. Fq
n

م شود. نامیده ٣۴ غیر خط کد نباشد، خط که کدی
داریم: زیر به صورت را خط کدهای  از نمونه هایی .١ . ٢ . ٣ مثال

م شود. نامیده تکرار٣۵ کد که است خط کد ی ،C =
{
(λ, . . . , λ) |λ ∈ Fq

} . ١
29Linear combination
30Linearly independent
31Basis
32Dimension

33Linear code
34Nonlinear
35Repeat code



٩ مقدمات تعاریف و مفاهیم
م باشد. (q = ٢) که است خط کد ی ،C =

{٠٠٠٠, ١٠١٠, ٠١٠١, ١١١١} . ٢
م باشد. (q = ٣) که است خط کد ی ،C =

{٠٠٠, ١٢٠,٢١٠} . ٣

wt(x) نماد با که x کلمه همینگ٣۶ وزن باشد. Fq
n در کلمه ی x کنید فرض .١ . ٢ . ١٩ تعریف

ر: دی به عبارت م شود. تعریف x کلمه غیرصفر مؤلفه های تعداد با برابر م شود، داده نمایش
wt(x) = d(x, ٠),

.٠ = (٠, ٠, . . . , ٠) ∈ Fn
q م باشد  ؛ Fn

q در صفر کلمه ی ٠ جایی که
کنیم: تعریف زیر به صورت م توانیم را همینگ وزن x ∈ Fq عضو هر برای

wt(x) = d(x, ٠) =


١, x ̸= ٠
٠, x = ٠.

داشت: خواهیم همواره صورت این در
∀ x ∈ Fn

q , x = (x١, x٢, . . . , xn); wt(x) =
∑n

i=١ wt(xi) = wt(x١) + · · ·+ wt(xn).

همواره صورت این در باشد. Fq متناه میدان روی خط کد ی C کنیم فرض .١ . ٢ . ٢ قضیه
.d(C) = wt(C) داریم:

کد برای پایه ای آن سطرهای که است ماتریس ،C خط کد مولد٣٧ ماتریس .١ . ٢ . ٢٠ تعریف
م باشد. C خط

C⊥ نماد با که C کد دوگان٣٨ باشد. Fq
n در خط کد ی C کنیم فرض .١ . ٢ . ٢١ تعریف

یعن م باشد، Fq
n در C متعامد مل م با برابر م شود، داده نمایش

C⊥ =
{
v ∈ Fq

n
∣∣ v.c = ٠, ∀c ∈ C

}
.

پایه ای آن سطرهای که است ماتریس ،C خط کد توازن٣٩ کنترل ماتریس .١ . ٢ . ٢٢ تعریف
م سازند. C⊥ یعن ،C کد دوگان برای

کنترل ماتریس H و باشد Fq میدان روی خط ‐کد (n, k) ی C کنیم فرض .١ . ٢ . ٣ قضیه
صورت این در باشد، C کد توازن

v ∈ C ⇐⇒ vHT = ٠.
36Hamming weight
37Generator matrix

38Dual
39Parity check matrix



اولیه مفاهیم و تعاریف ١٠
دراین باشد، آن کنترل توازن ماتریس H و خط ,n)‐کد k) ی C کنیم فرض .۴ . ١ . ٢ قضیه

داشت: خواهیم صورت

باشند. مستقل خط H از ستون d− ١ هر اگر تنها و اگر d(C) ≥ d ◀

باشد. وابسته خط ستون d دارای ،H اگر تنها و اگر d(C) ≤ d ◀

از بدون .e ≤ n و باشد e همینگ وزن با کلمه ی v = (v١, v٢, . . . , vn) کنیم فرض برهان.
، i /∈ {i١, i٢, . . . , ie} هر برای لذا .vi١ , vi٢ , . . . , vie ̸= ٠ کنیم فرض مسئله، کلیت دادن دست
وزن با v کلمه اگر حال باشد. H توازن کنترل ماتریس iام ستون ei کنیم فرض .vi = ٠ داریم
.v.HT = ٠ ⇐⇒ v ∈ C داریم: (١ . ٢ . ٣) قضیه بنابر باشد، C کد به متعلق بخواهد e همینگ

لذا
٠ = v.HT = vi١ .e

T
i١ + vi٢ .e

T
i٢ + · · ·+ vie .eie = ٠.

که است این با معادل باشد، C کد به متعلق e همینگ وزن با کلمه ای بخواهیم اگر حال
و اگر م باشد d حداقل C کد فاصله ی بالا، به توجه با لذا باشند. خط وابسته ei١ , ei٢ , . . . , eie
باشند، خط وابسته ی H از ستون d اگر باشند. خط مستقل H از ستون d− ١ هر اگر تنها
تعریف بنابر نتیجه در و گرفته قرار C کد در d همینگ وزن با (کدواژه ا ی) کلمه صورت این در

.d(C) ≤ d داریم ،C کد فاصله ی
موارد در م توان را کدهای غیر خط بر کدهای خط ترجیح دلیل و اهمیت .۵ . ١ . ٢ ملاحظه

نمود: خلاصه زیر
م تواند پایه ی از استفاده با م باشد، برداری فضای خط کد ی این که به توجه با . ١

غیرخط کدهای از آسان تر خط کدهای با کارکردن لذا آید، به دست کامل به طور
م باشد.

و سریع تر کدهای غیر خط به نسبت کدهای خط کدگشایی و کدگذاری روش های . ٢
م باشد. آسان تر

است. برابر آن غیرصفر کدواژه های همینگ وزن مینیمم با کد فاصله خط کد در . ٣

صورت این در باشد. (n,m, d) پارامترهای با q‐تایی کد ی C کنیم فرض .١ . ٢ . ٢٣ تعریف
م کنیم: تعریف زیر صورت به و داده نمایش δ(C) با را C کد نسبی فاصله مینیمم

δ(C)n→∞ =
d− ١
n

.



١١ مقدمات تعاریف و مفاهیم
داشته C = {٠٠ . . . ٠, ١١ . . . ١} صورت به دودویی تکراری کد ی کنیم فرض .۴ . ١ . ٢ مثال
م شود ١ با برابر نسبی فاصله ی مینیمم بنابراین ،δ(C) = d−١

n = n−١
n که آن جایی از باشیم،

م باشد. بالا خطا تصحیح و تشخیص قابلیت و م باشد مناسب است δ(C) = ١ زمان که و

و n مقادیر و |A| = q > ١ و باشد A الفبای مجموعه ی با C کد کنیم فرض .٢۴ . ١ . ٢ تعریف
ی که است M برای ن مم اندازه ماکزیمم Aq(n, d) عدد صورت این در باشند. مشخص d

باشد. موجود A q‐عنصری الفبای روی ,n,M)‐کد d)

م نامیم. بهینه۴٠ کد ی را باشد M = Aq(n, d) آن در که ,n,M)‐کد d) ی .٢۵ . ١ . ٢ تعریف
C٢ = {٠٠٠, ١٠١, ٠١١, ١١٠} و دودویی (٣,٣,٢)‐کد ی C١ = {٠٠٠, ١٠١, ٠١١} چون .۵ . ١ . ٢ مثال
بهینه C١ کد که گفت م توان بهینه کد تعریف طبق لذا م باشند، دودویی (٣,۴,٢)‐کد ی

نم باشد.

برای صورت این در (|A| = q > ١) باشد q‐عنصری الفبای ی A کنید فرض .٢۶ . ١ . ٢ تعریف
گوی ،r ≥ ٠ صحیح عدد هر و An =

{
u = (u١, u٢, . . . , un) |ui ∈ A

} جایی که u ∈ An بردار هر
م شود: تعریف زیر صورت به و م شود داده نمایش SA(u, r) نماد با u مرکز و r شعاع به بعدی n

SA(u, r) =
{
v ∈ An | d(u, v) ≤ r

}
.

V n
q (r) عدد صورت دراین باشند. صحیح اعداد n و r ≥ ٠ و q > ١ کنیم فرض .١ . ٢ . ٢٧ تعریف

م کنیم: تعریف زیر به صورت را

V n
q (r) =


∑r

m=٠
(
n
m

)
(q − ١)m, ٠ ≤ r ≤ n

qn, r ≥ n.

(١ . ١)

V n
q (r) دقیقاً دارای An در r شعاع با بعدی n گوی ،r ≥ ٠ صحیح عدد هر برای .١ . ٢ . ١ گزاره

(|A| = q > ١) م باشد. q‐عنصری الفبای A جایی که م باشد، بردار

م شماریم را v ∈ An بردارهای تعداد باشد. دلخواه بردار ی u ∈ An کنید فرض برهان.
برای م باشد. صفر یا طبیع عدد ی m جایی که ،d(u, v) = m باشیم داشته آن ها برای که
لذا باشند، متفاوت اه جای m در دقیقاً بایست باشند، m فاصله دارای v و u بردارهای )این که
n
m

) اه، جای m این انتخاب برای شود. گرفته نظر در u از متفاوت بایست v بردار اه جای m
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اولیه مفاهیم و تعاریف ١٢
این عنصر با تا داد قرار م توان عنصر q − ١ اه ها، جای این از ی هر در داریم. متمایز حالت
برای حالت ∑r

m=٠
(
n
m

)
(q − ١)m مجموع در ٠ ≤ r ≤ n برای لذا باشد. متمایز u در اه جای

م باشد. V n
q (r) برابر بردارها تعداد یعن داریم. v انتخاب

به حالت این در و باشد An کل با برابر SA(u, r) بعدی n گوی بایست ،r ≥ n حالت در حال
دارد. عنصر qn یعن ،|An| تعداد

باشد. مجزا کدواژه ها همسای اگر م شود، نامیده ١ ‐ کد ی C ⊂ Fn کد .١ . ٢ . ٢٨ تعریف
کند. تصحیح را خطا ی حداقل م تواند که کدی یعن ١ ‐ کد،

باشد. Ω(P ) = Fn اگر م شود، نامیده ١ ‐  کامل کد P ⊂ Fn ١ ‐ کد .١ . ٢ . ٢٩ تعریف
آن ستون های که ویژگ این با H q‐تایی خط کد توازن کنترل ماتریس .١ . ٢ . ٣٠ تعریف
کد شده اند، ساخته م باشد m ≥ ٢ جایی که Fq

m برداری فضای از و است غیرصفر بردارهای
پارامترهای دارای و م شود داده نمایش Hq,m با گاه که م شود نامیده تایی ‐ q همینگ۴١
نامیده دودویی همینگ کد q = ٢ حالت در و م باشد n طول از کدواژه هر و م باشد m و q

م شود.

ماتریس این صورت در باشد، ٧ طول از همینگ کد ی Ham(٢,٣) کنیم فرض .۶ . ١ . ٢ مثال
م باشد: زیر ل ش به آن توازن کنترل

H =


٠ ٠ ٠ ١ ١ ١ ١
٠ ١ ١ ٠ ٠ ١ ١
١ ٠ ١ ٠ ١ ٠ ١


کدواژه های از m ستون های همه شامل H که آن جایی از م باشد. q = ٢ و m = ٣ آن در که
٠ ،H از ستون دو هیچ و ندارند وجود صفر ستون های به این که توجه با و م باشد ١ وزن با
م باشد، d = ٣ همینگ کد فاصله ی چون مستقل خط اند. H از دوستون هر بنابراین نیست.
١ ‐تصحیح گر دقیقاً دودویی همینگ کد که داریم (۴ . ١ . ٢) قضیه ی و (١ . ٢ . ١) قضیه ی بنابر

م باشد. خطا

،(An = Fq
n) x ∈ Fq

n هر برای اگر است، q‐تایی ١ ‐ کامل۴٢ کد ی C کد .١ . ٢ . ٣١ تعریف
باشد. d(x, c) ≤ ١ به طوری که باشد موجود c ∈ C به فرد منحصر کدواژه ی

و م باشد m ≥ ٢ جایی که ،n = (qm−١)
(q−١) اگر دارد وجود n طول با q‐تایی ١ ‐ کامل کدهای

است. ٣ با برابر q‐تایی ١ ‐ کامل کد در فاصله حداقل
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١٣ مقدمات تعاریف و مفاهیم
که م باشد، m ≥ ٢ جایی که دارند، وجود n = qm−١

q−١ طول با همینگ کدهای .١ . ٢ . ٧ مثال
q‐تایی ١ ‐ کامل کد م باشد، d = ٣ فاصله حداقل و م باشد n اندازه از کدواژه هر آن در
کد م باشد. خطا ١ ‐تصحیح گر دقیقاً بنابراین است، d(C) = ٣ این که دلیل به م باشد.

گرفت. نظر در م توان مورد این در را (۶ . ١ . ٢) مثال در Ham(٢,٣) همینگ

از بتوان را C اگر م شود، نامیده P ⊂ Fn کد در شده نشانده ،C ⊂ Fm کد .١ . ٢ . ٣٢ تعریف
یعن آورد، دست به رر م کردن های کوتاه و مؤلفه ها دادن شت جای از استفاده با P

C =
{
x ∈ Fm | (x, am+١, . . . , an) ∈ s(Pi)

}
,

م باشد. مؤلفه ای شت جای s و م باشند ثابت عناصری am+١, . . . , an جایی که
Fm برداری فضای از افراز ی را کدها از ل متش (C١, . . . , Ck) مجموعه .١ . ٢ . ٣٣ تعریف

،i ̸= j هر برای هرگاه گوییم،
باشد. Ci ∩ Cj = ∅ ◀

.∪k
i=١ Ci = Fm ◀

k ≤ t جایی که ،Fn از (P١, . . . , Pt) افراز در Fm از (C١, . . . , Ck) افراز ی .٣۴ . ١ . ٢ تعریف
تساوی s مؤلفه ای شت جای و am+١, . . . , an ثابت عناصر از برخ برای هرگاه م شود، نشانده

Ci =
{
x ∈ Fm | (x, am+١, . . . , an) ∈ s(Pi)

}
,

باشد. صادق ١ ≤ i ≤ k هر برای





٢ فصل
q‐ تایی کامل کدهای در افراز و نشاندن

نمادگذاری و مقدمات ٢ . ١
در ما که م باشد، کدگذاری نظریه در موضوعات جالب ترین از ی کامل کدهای مطالعه ی
کاربردهای از ی خود نوبه ی به که کامل کدهای در افراز و نشاندن به را خود توجه فصل این
کامل کدهای به مربوط مفاهیم و تعاریف ابتدا م کنیم. معطوف است کاربردی و توجه قابل
نهایتاً و م پردازیم کامل کدهای با مرتبط قضیه ی و لم چند به ادامه در م دهیم. ارائه را
دادن نشان بررس این از هدف داد. خواهیم ارائه را کامل کدهای افراز مورد در مهم قضیه ی
از زیرکدی کند، تصحیح را خطا ی حداقل م تواند که کدی یعن ١ ‐ کد، هر که است این
١ ‐ کدها در همینگ١ فضای از افراز ی این، علاوه بر م باشد. بزرگ  تر طول با ١ ‐ کامل کد
[٢] مرج در شود. نشانده ١ ‐ کامل کدهای  در بالاتر بعد با فضایی از افرازی ی در م تواند
طول از دودویی ١ ‐ کامل کد ی در م تواند m طول از دودویی کد هر که است شده اثبات

شود. نشانده n = ٢m − ١
از هرسه تایی است: شده اثبات زیر به صورت سه تایی حالت برای فوق مسئله [١٣] مرج در

n نشاند. = ٣m−١٢ طول با سه تایی ١ ‐ کامل کد ی در م توان را m طول با ١ ‐ کدها
گرفته نظر در q > ٣ عناصر تعداد با متناه میدان ی در کدها [١٣] مرج در همچنین

است: شده اثبات آن ها برای زیر عبارت و شده اند
1Hamming space
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q‐ تایی کامل کدهای در افراز و نشاندن ١۶
n = qm−١

q−١ طول با تایی ‐q ١ ‐ کامل کد ی در م تواند m طول از تایی ‐q ٢ ‐ کد هر
ی ند ب تصحیح را خطا ٢ حداقل م بایست شده نشانده کد که محدودیت این شود. نشانده

محدودیت این دلیل نم باشند. ٢ ‐ کد ١ ‐ کدها، تمام جایی که، تا م باشد اساس محدودیت
نم باشد: استفاده قابل کل حالت  های برای [٢] مرج در پیشنهادی روش که است این
حالت در شود ایجاد مدنظر زیرکد تا گردند تبدیل خط ١ ‐ کامل کد در باید که مؤلفه هایی

.( ببینید را (١ . ۴ . ٢) (ملاحظه باشند داشته اشتراک م توانند q > ٣
نمادگذاری از داد. خواهیم پیشنهاد روش این برای را اصلاحات ل مش این از جلوگیری برای

م کنیم. پیروی اساس تفاوت سه با [٢] مرج اثبات تکنی های و
تعریف م کنیم، استفاده معمول حروف جای به یونان حروف از ما نمادگذاری در اول، تفاوت
ببینید، م توانید [١١] مرج در که م بریم کار به معمول حالت در ما را خط مؤلفه ی i پایه ای
خاصیت این براساس تعریف (این است شده بیان (۵ . ٢ . ٣) لم در مدنظر خاصیت حال که در

بیاید). نظر به پیچیده خیل تایی ‐q حالت در که است ن مم اول نگاه در
بنیادین قضیه ی اثبات اساس و اصل بخش که ما اساس گزاره فرمول بندی و بیان دوم، تفاوت
اشاره نیز بالا در که (همان طور م باشد دودویی حالت در اساس لم از متفاوت م باشد، ما
را (١ . ۴ . ٢) ملاحظه نم کند، کار کل حالت در دودویی حالت در پیشنهادی روش کردیم

.( ببینید
q = ٢ جمله از q ها تمام برای که کرده ایم اضافه نشاندن افراز مورد در قضیه ای ما سوم، تفاوت

م باشد. جدید

م پردازیم. تعاریف و نماد گذاری ها از تعدادی بیان به اکنون

.GF (q) = (٠, α٠, α١, . . . , αq) داریم؛ و م باشد q مرتبه ی از GF (q) گالوا٢ میدان بیانگر F ◀

میدان روی برداری فضای عنوان به را آن و است F میدان روی m تایی مجموعه ی Fm ◀

داد. خواهیم نشان یونان حروف با را Fm عناصر م گیرند. درنظر F

م باشد. صفر m تایی کلمه ٠m که جایی ،Ḟm := Fm \ {٠} ◀

.n > m و n := ٢m − ١ ◀

نظر در m طول از q‐تایی کد ی عنوان به را C ⊂ Fm ته غیر زیر مجموعه ی هر ◀

م گیریم.
برابر آن غیر صفر مؤلفه اولین که م باشد Fmاز تایی هایی m تمام شامل A مجموعه ی ◀

. است ١
2Galois field



١٧ نمادگذاری و مقدمات
◀

n
df
= |A| = qm − ١

q − ١ .

و م شود تعبیر خط ی عنوان تحت Fm از بعدی دو زیر فضای با A مجموعه تقاط ◀

ی یل تش A نقاط مجموعه ی همراه به خطوط مجموعه ی است. q+ ١ خط هر اندازه
گویند. PG(m− ١, q) تصویری٣ هندسه ساختار این به که م دهند را تقاط ساختار

م نامند. صفحه را Fm بعدی ٣ زیر مجموعه با A مجموعه ی تقاط ◀

◀

Π
df
=
{
π(١), π(٢), . . . , π(m)

} df
=
{
(١, ٠, . . . , ٠), (٠, ١, ٠, . . . , ٠), . . . , (٠, . . . , ٠, ١)},

م باشد. Fm در اساس پایه
نشان A مجموعه ی عناصر اندیس دار مؤلفه های بالای خط علامت با را Fn عناصر ◀

π(١), π(٢), . . . , π(m) اندیس های دارای اول مؤلفه ی m که م کنیم فرض ما م دهیم.
م باشند. دلخواه و ثابت به صورت ر دی مؤلفه ی n−m حال که در هستند،

جایی که ،ē(π(i)) =
(
π(i), ٠(n−m)

) آن در که است Fn در اساس پایه ی {e−δ}δ∈A ◀

است. n−m از طول صفر بردارهای همه ی ٠(n−m)

م کنیم: تعریف α = (α١, . . . , αm) ∈ Fm هر برای ◀

ᾱ
df
= (α, ٠n−m) ∈ Fn,

داریم: این علاوه بر
ᾱ =

m∑
i=١

αiē
(π(i)).

M تا ١ فاصله ی در بردارها از مجموعه ای ،M ⊂ Fn مجموعه ی ی Ω(M) همسای ◀

م باشد.
در م کنیم که تعریف c̄ ∈ Fn بردارهای از مجموعه ای ،n طول از Hm همینگ کد ◀

م کند: صدق زیر رابطه ی
∑
α∈A

c̄αα = ٠m. (٢ . ١)
3Projective geometry



q‐ تایی کامل کدهای در افراز و نشاندن ١٨
◀

supp(c̄) =
{
δ ∈ A | c̄δ ̸= ٠}.

◀

T
df
=
{
c̄ ∈ Hm | |supp(c̄)| = ٣}.

◀

Tδ
df
=
{
c̄ ∈ T | c̄δ = ١}.

تعریف Rδ = ⟨Tδ⟩ صورت م دهیم به نمایش Rδ نماد با را آن که ، خط مؤلفه ی δ ◀

خط مؤلفه ی δ از هم دسته ای هر همینگ، کد ی مؤلفه ی δ از منظور م کنیم.
م باشد. همینگ کد از زیر مجموعه ای که م باشد

تعریف زیر صورت به ،α ∈ Fm \ ⟨l⟩ هر برای را H از خط مؤلفه ی i  ،Ḟm از l هر برای ◀

م کنیم؛
Rl :=

{
c̄ ∈ H | cα = cα+l

}
,

م باشد.  l هر برای H از خط زیر کد ی Rl که باشید داشته توجه

همینگ کدهای و کامل کدهای ٢ . ٢
م کنند. صدق همینگ کران مرزی حالت در که هستند کدها از مهم دسته کامل کدهای
به نیاز کامپیوترها بیشتر تکامل که پی برد نکته این به همینگ ریچارد ١٩۴٩ دهه ی اواخر در
باشد. داشته را خطاها تصحیح و تشخیص توانایی به خصوص دارند، بیشتری اطمینان قابلیت
نتوانست ول م گرفت قرار استفاده مورد خطا تشخیص برای توازن کنترل ماتریس زمان آن در
م باشند کامل کدهای از مهم دسته ای که را همینگ کدهای او کند. تصحیح را خطایی هیچ
این همینگ، کدهای روی تحقیقات ادامه با و نمود طراح را م باشند خطا ١ ‐تصحیح گر و
همینگ کدهای شد. داده تعمیم خطا ٢ ‐تصحیح گر و خطا ١ ‐تصحیح گر کدهای به کدها
اطلاعات فشرده سازی جمله؛ از کاربردها ر دی و ارتباطات محاسبات، در گسترده ای به طور
ادامه در و م پردازیم همینگ۴ کران قضیه ی اثبات به اکنون دارد. کاربرد توربو کدهای و

م دهیم. ارائه را کامل کدهای به مربوط مفاهیم و تعاریف
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١٩ همینگ کدهای و کامل کدهای
که گونه ای به باشند، صحیح اعدادی d و n و صحیح عددی q > ١ کنیم فرض .٢ . ٢ . ١ قضیه

داریم: همواره آن گاه ١ ≤ d ≤ n باشیم داشته
Aq(n, d) ≤

qn∑⌊ d−١٢ ⌋
i=٠

(
n
i

)
(q − ١)i

.

ی C = {c١, c٢, . . . , cM} و (|A| = q > ١) باشد q‐عنصری الفبای ی A کنیم فرض برهان.
.M = Aq(n, d) باشیم داشته یعن باشد، بهینه کد

دو ،e شعاع به و (١ ≤ i ≤ M) Ci کدواژه های مرکز به بعدی n گوی های ،e = ⌊d−١٢ ⌋ فرض با
داریم: لذا م باشند، مجزا دو به دو SA(ci, e) یعن م باشند. مجزا دو به

M∪
i=١

SA(ci, e) ⊆ An,

آن گاه: مجزایند، دو به دو SA(ci, e) چون
∣∣∣ M∪
i=١

SA(ci, e)
∣∣∣ = M∑

i=١
|SA(ci, e)| ≤ qn = |An|,

داریم: لذا .SA(ci, e) = V n
q (e) که م دانیم (١ . ٢ . ١) گزاره بنابر قبل از اما

M.
e∑

i=٠

(
n

i

)
(q − ١)i ≤ qn.

داشت: خواهیم نتیجه در ،M = Aq(n, d) بنابراین است، بهینه C کد چون
Aq(n, d) ≤

qn∑⌊ d−١٢ ⌋
i=٠

(
n
i

)
(q − ١)i

.

را م باشد همینگ کران مرز با برابر آن کدواژه های تعداد که q‐تایی کد ی .٢ . ٢ . ١ تعریف
دارای کامل کد ی واق در م نامند. کامل۵ کد ی

qn∑⌊ d−١٢ ⌋
i=٠

(
n
i

)
(q − ١)i

,

یعن داشت، خواهد را کدواژه تعداد بیشترین کامل کد ی لذا م باشد. کدواژه
|C| = Aq(n, d) =

qn∑⌊ d−١٢ ⌋
i=٠

(
n
i

)
(q − ١)i

.

5Perfect code



q‐ تایی کامل کدهای در افراز و نشاندن ٢٠
داریم: همینگ کران قضیه اثبات گرفتن نظر در با و بالا رابطه بنابر

qn = |C|.
⌊ d−١٢ ⌋∑
i=٠

(
n

i

)
(q − ١)i = |C|.V n

q (e) ⇒ |An| = |C|.V n
q (e).

شعاع و Ci مرکزیت به گوی ی بردارهای تعداد V n
q (e) شد گفته قضیه اثبات در که همان طور

داشت: خواهیم لذا است، e
An =

|C|∪
i=١

SA(ci, e),

م باشد. An با برابر e شعاع به و C اعضای مرکزیت به مجزا گوی های اجتماع بنابراین
مرکزیت به مجزا گوی های اجتماع هرگاه است، کامل An از زیر مجموعه ای عنوان به C کد
دهیم، نمایش K(C) با را گوی ها اجتماع این اگر و باشد An با برابر e شعاع به و C اعضای

.K(z) ∩K(y) = ∅ داریم z, y ∈ K(C) بردار دو هر برای لذا
افراز e شعاع به و C اعضای مرکزیت به گوی  های با An هرگاه است کامل C کد ر دی به عبارت 
e = ١ آن گاه باشد، خطا تصحیح گر ‐ ١ کدی نتیجه در و ٣ فاصله مینیمم با کد ی اگر گردد.

م باشد.

م باشند: کامل کدهای از نمونه هایی زیر موارد .٢ . ٢ . ١ مثال
.M = |C| = qn داریم: این صورت در باشد، C = Fq

n کد ∗

.C = {٠, ١} دودویی کد ∗

کامل کد ی C کد این صورت در لذا باشد، (M = |C| = ١) اندازه با کدی C کد اگر ∗

م باشد.
.C =

{٠٠٠ . . . ٠, ١١ . . . ١} کد مثال به طور تکراری، کدهای ∗

کامل و خط کدها این م باشند، خطا تصحیح گر کدهای مشهورترین همینگ، کدهای
است، q‐تایی ‐کدخط (n, k, d) ی به طوری که م باشند، خطا تصحیح گر ‐ ١ دقیقاً و بوده
م باشد d = ٣ لذا م باشد کامل کد ی کدهمینگ چون و k = n−m و n = qm−١

q−١ جایی که
داریم؛ qm)و − ١

q − ١ ,
qm − ١
q − ١ −m,٣),

داده ایم. توضیح را توازن کنترل ماتریس ساختار روند ٣ فصل در



٢١ تبدیل ساختار
داریم؛ دودویی همینگ کدهای برای .٢ . ٢ . ٢ قضیه

م باشند. هم ارز م آیند به دست طول ی با که دودویی همینگ کدهای همه ی ✓

است. k = ٢m − ١ −m سطر، m با دودویی همینگ کد بعد ✓

م باشد. خطا تصحیح گر ‐ ١ دقیقاً جایی که است، d = ٣ دودویی کدهمینگ فاصله ی ✓

است. کد کامل دودویی، همینگ کد ✓

داشت؛ خواهیم (١ . ٢ . ٢٣) تعریف و (۶ . ١ . ٢) تعریف بنابر .٢ . ٢ . ١ ملاحظه

R(c) = ١ − m

n
.

δ(c) =
٢
n
.

١ ‐ تصحیح گر دقیقاً که دید م توان و م کند میل ٠ سمت به δ(c) و ١ سمت به R(c) بنابراین
م باشد. خطا

تبدیل ساختار ٢ . ٣
ی با که م باشد صورت بدین غیرخط ١ ‐ کامل کد ی ساختن برای روش شهودی ترین
ی به S ⊂ Hm مانند کدواژه ها از منتخب مجموعه ی ی و کرده شروع Hm همینگ کد

یعن حاصل، کد که گونه ای به دهیم، تغییر S′ مانند کلمات از ری دی مجموعه ی
C =

(
Hm

\
S

)
∪ S′,

بماند. باق ١ ‐ کامل کد ی هم چنان
است یافته تعمیم دودویی ١ ‐ کامل کدهای ساختن منظور به مختلف جهت های از ایده این
کدهای ساختن برای را تکنی ها این از ی اتزیون [۴] مرج در ببینید). را [۵] (مرج
q‐تایی کامل کدهای در افراز و نشاندن بیان برای اینجا در و است کرده استفاده ١ ‐ کامل

شد. بهره مند تکنی این از م توان
برداری ei و است اولیه عنصر ی α جایی که باشد، GF (q) = {٠, α٠, α, . . . , αq−٢} کنیم فرض
برابر که i  ام مؤلفه ی جز م باشند صفر با برابر مؤلفه ها همه ی آن در که م باشد n طول از ه ی
Ti و باشد C از شده گرفته C+αjei و باشد q‐تایی ١ ‐ کامل کد ی C کنیم فرض م باشد. ١

برخ برای و است ١ آن ها i  ام مؤلفه ی که تایی ٣ بردارهای توسط شده تولید زیرفضای بیانگر
با Ti + xi

همدسته ی۶ که فرآیندی عنوان به را تبدیل داریم قصد باشد. Ti + xi ⊆ C ،xi ∈ C

6Coset



q‐ تایی کامل کدهای در افراز و نشاندن ٢٢
زیر صورت به را C ′ کد نتیجه در نماییم. معرف م کند، زین جای Ti + xi + αjei همدسته ی

م کنیم؛ تعریف
C ′ =

(
C
\
(Ti + xi)

)
∪
(
Ti + xi + αjei

)
,

م باشند. j ∈ {٠, ١, . . . , q − ٢} و i ∈ {١,٢, . . . , n} جایی که

Ti, xi ∈ کنیم فرض است، شده داده n = qm−١
q−١ طول از Hm همینگ q‐تایی کد .٢ . ٣ . ١ گزاره

j ∈ و i ∈ {١,٢, . . . , n} هر برای C ′ =
(
Hm

\
(Ti + xi)

)
∪
(
Ti + xi + αjei

) آن گاه ،Hm

است. غیرخط q‐تایی ١ ‐ کامل کد ی {٠, ١, . . . , q − ٢}
qn−m اندازه به کدواژه هایی تعداد دارای C ′ کد است، غیرخط C ′ که دید م توان برهان.
و نباشد ٣ فاصله مینیمم که کنیم فرض خلف برهان به م باشد. ما مطلوب که م باشد،
d(c, y) ≤ ٢ ،y ∈ Ti+xi+αjei برخ برای طوری که به باشد c ∈ Hm

\
(Ti+xi) که کنید فرض

y − c ∈ Ti + αjei که است معن بدین این و y − c ∈ Hm + αjei و d(y − c, ٠) ≤ ٢ پس باشد.
کلمات دقیقاً Hm + αjei در ٢ مساوی یا کمتر وزن با کلمه های که که آن جایی از م باشد،

زمان یا م باشد آن i ام مؤلفه ی در αj شامل که است ٣ تایی ی v جایی که هستند، v + αjei

باشد. v = ٠ که
ول م باشد، c ∈ Ti + xi ر دی عبارت به یا م باشد y ∈ Ti + αjei + c = Ti + αjei + xi لذا

است. ٣ هنوز فاصله مینیمم و باطل خلف فرض بنابراین م باشد، c ∈ Hm

\
(Ti + xi)

ری دی q‐تایی ١ ‐ کامل کد م توانیم آن به وسیله ی که ساختیم تبدیل بالا گزاره اثبات با
T٢+x٢+αj٢e٢ با را T٢+x٢ و T١+x١+αj١e١ با را T١+x١ م توانیم که گونه ای به باشیم، داشته
دهیم انجام را کار این م توانیم ما نماییم. زین جای Tm + xm + αjmem با Tm + xm و . . . و

باشند. مجزا همیشه k ̸= i همه ی برای Tk + xk و Ti + xi اگر

افراز و نشاندن موضوع به پرداختن برای را ما که م پردازیم قضیه و لم چند بیان به حال
م نمایند. یاری q‐تایی کامل کدهای در

که م شود Fnثابت از z̄ هر برای .٢ . ٣ . ١ لم
Ω(Rl + z̄) = Ω(Rl + z̄ + ē(l)).

که م کنیم فرض بنابراین .z̄ = ٠n کنیم فرض مسئله، کلیت دادن دست از بدون برهان.
Fn برای طبیع پایه ی ی ē که آن جایی از و م کنیم نمادگذاری ē(٠m) := ٠n و z̄ = ٠n



٢٣ تبدیل ساختار
داشت: خواهیم م باشد

Ω(Rl) =
∪

κ∈Fm

(Rl + ē(κ)) =
∪

κ∈Fm

(Rl + ē(l) + ē(κ+l)) =
∪

λ∈Fm

((Rl + ē(l)) + ē(λ))

= Ω(Rl + ē(l)).

م باشد. ē(l) + ē(κ) + ē(κ+l) ∈ Rl که داریم κ ∈ Fm هر برای زیرا

خط ترکیب در ،α ∈ Fm \ ⟨l, κ⟩ هر برای ،⟨Rl, Rκ⟩ از C̄ عنصر هر .٢ . ٣ . ٢ لم
cα + cα+l + cα+κ + cα+l+κ = ٠, (٢ . ٢)

م کند. صدق

داریم؛ Rl تعریف بنابر برهان.
Rl :=

{
c̄ ∈ H | cα = cα+l

}
,

و م باشد  l هر برای H از خط زیر کد ی Rl که
Rκ :=

{
c̄ ∈ H | cα = cα+κ

}
,

صدق (٢ . ٢) رابطه ی در Rκ و Rl عناصر م باشد،  κ هر برای H از خط زیر کد ی Rκ که
م کند. صدق نیز (٢ . ٢) رابطه ی فضای خط در آن ها عناصر بنابراین م کند.

مؤلفه ی κ و Rl+ l̄+ ē(l) مؤلفه ی  l و ٠m از ٣ حداقل فاصله ی با l, κ ∈ Ḟm هر برای .٢ . ٣ . ٣ لم
نیستند. ٠n شامل و هستند مجزا Rκ + κ̄+ ē(κ)

⟨Rl, Rκ⟩ به w̄ = l̄+ ē(l) + κ̄+ ē(κ) که دهیم نشان است کاف جبری عموم دلایل به برهان.
نیست. متعلق

خواهد w̄ غیرصفر مؤلفه ی اندیس π(j) آن گاه و باشد l+κ از غیرصفر مؤلفه ی ی j کنید فرض
که آن جایی از اما م باشند. Π ∪ {l, κ} به متعلق ر دی غیرصفر مؤلفه های اندیس های بود.
و π(j) + κ ،π(j) + l اندیس های نیست، ٣ از کمتر l + κ و κ, l, ٠m بین متضاد فاصله های

داریم؛ بنابراین نیست. متعلق Π ∪ {l, κ} به π(j) + l + κ

wπ(j) + wπ(j)+l + wπ(j)+κ + wπ(j)+l+κ = ١ + ٠ + ٠ + ٠ = ١.



q‐ تایی کامل کدهای در افراز و نشاندن ٢۴

نشان م توان مشابه استدلال با حال .w̄ /∈ ⟨Rl, Rκ⟩ داشت؛ خواهیم (٢ . ٣ . ٢) لم از استفاده با
نیستند. ٠m شامل Rκ + κ̄+ ē(κ) و Rl + l̄ + ē(l) که داد

.Ċ := C \ {٠m} و م باشد ٠m شامل که باشد ١ ‐ کد ی C ⊂ Fm کنید فرض .٢ . ٣ . ١ قضیه
مجموعه پس

P (C) :=

H

\∪
l∈Ċ

(Rl + l̄ + ē(l))

 ∪

∪
l∈Ċ

(Rl + l̄)

 ,

بنابراین م باشد. Fn در ١ ‐ کامل کد ی
C =

{
l ∈ Fm | (l, ٠n−m) ∈ P (C)

} (٢ . ٣)
م باشد.

نوشت: م توان داشتیم، همینگ کد از که تعریف به توجه با برهان.
H =

{
c̄ ∈ {٠, ١}n

∣∣∣∣ ∑
α∈Ḟm

cαα = ٠m
}

م باشد. Rl + l̄ + ē(l) ⊂ H ، l هر برای بنابراین است؛ H به متعلق  l هر به ازای l̄ + ē(l) و
که آن جایی از م باشند. مجزا متقابلا Rl + l̄ + ē(l), l ∈ Ċ مجموعه های ( ٢ . ٣ . ٣) لم بنابر
استفاده با م باشند. نیز مجزا همسای های دارای م باشند، ١ ‐ کامل کد از زیر مجموعه ای
١ ‐ کامل کد ی P (C) که دیدیم لذا کرد. مشاهده م توان را مطلب این درست (٢ . ٣ . ١) لم از

که؛ دید م توان به آسان م باشد.
م باشد. صفر کلمه همه ی که دارد وجود (α, ٠n−m) فرم به کلمه ی فقط H کد در ∗

به طوری که؛ است، Rl + l̄ در فرم این به l̄ فقط بنابراین
از خط زیر کد خود Rl چون ،(κ, ٠n−m) ∈ Rl + l̄ باشیم؛ داشته κ ∈ Fm برخ برای اگر ∗∗

م باشد. κ = l پس Ċ := C \{٠m} داریم؛ نیز فرض طبق و م باشد l ∈ Ċ و م باشد H

م باشد. κ̄+ l̄ ∈ Rl ⊂ H پس باشد، κ̄ = (κ, ٠n−m) ∈ Rl + l̄ که م کنیم فرض واق در
م شود. ثابت (∗∗) ادعای بنابراین ،κ̄+ l̄ = ٠n داریم ما (∗) بنابر

م باشد. P (C) تعریف ضمن مفهوم (٢ . ٣) رابطه ی که م گیریم نتیجه (∗∗) و (∗) از

داریم: µ ∈ F هر برای که م شود ثابت z̄ ∈ Fn هر برای .۴ . ٢ . ٣ لم
Ω(Rδ + z̄) = Ω(Rδ + z̄ + µē(δ)).



٢۵ تبدیل ساختار
در شود. ثابت z̄ = ٠n برای جمله این است کاف مسئله، کلیت دادن دست از بدون برهان.
١ ‐ کامل کد ی µ ∈ F هر برای ( Hm\Rδ)∪ (Rδ+µē(δ)) که است شده داده نشان [١١] مرج
برابرند. هم با Rδ+µē(δ) و Rδ مجموعه های همسای ١ ‐ کامل کد مفاهیم از استفاده با است.

است. درست م ح پس

رابطه ی در Rδ از c̄ کلمه ی هر م باشد. δ ∈ A کنید فرض .۵ . ٢ . ٣ لم
∑
α∈L

c̄αl(α) = ٠, (۴ . ٢)

همه ی برای و l(δ) = ٠ به طوری که م کند صدق F تا Fm از l خط توابع همه ی برای
م باشد. δ شامل L خطوط

رابطه ی در c̄ عناصر از کدام هر است، همینگ کد از زیرمجموعه ی Rδ که آن جایی از برهان.
رابطه ی لذا م کند. صدق (٢ . ١)

∑
α∈A

c̄αl(α) = ٠, (۵ . ٢)

در را δ شامل L خط و l(δ) = ٠ که کنید فرض حال است. برقرار l خط توابع تمام برای
δ عنصر ی در L با یا بود خواهد L شامل Tδ از بردار هر غیرصفر نقاط بنابراین یرید. ب نظر
صورت به اول حالت در است، بدیه (۴ . ٢) رابطه ی دوم حالت برای داشت. خواهد اشتراک
با است، برقرار Tδ عنصر هر برای رابطه این چون م کند. پیروی (۵ . ٢) رابطه ی از بدیه
برای همان طور است، برقرار Tδ خط محدوده عنصر هر برای رابطه این بودن، خط به توجه

است. برقرار Rδ محدوده

رابطه ی در ⟨Rδ, Rκ⟩ خط محدوده ی از c̄ عنصر هر هستند. δ, κ ∈ A کنید فرض .۶ . ٢ . ٣ لم
∑
α∈B

c̄αl(α) = ٠, (۶ . ٢)

همه ی برای و م باشند l(δ) = l(κ) = ٠ به طوری که F تا Fm از l خط توابع همه ی برای
م کند. صدق هستند، κ و δ شامل که B صفحات

را B و δ شامل خطوط همه ی (۴ . ٢) رابطه ی یرید. ب نظر در را c̄ ∈ Rδ حالت ابتدا برهان.
و Rδ عناصر بنابراین به دست م آوریم، را (۶ . ٢) رابطه ی و است کرده بیان خلاصه به طور 
بودن، خط خاصیت به توجه با م کنند. صدق (۶ . ٢) رابطه ی در ،Rκ عناصر مشابه به طور

م کنند. صدق (۶ . ٢) رابطه ی در ⟨Rδ, Rκ⟩ عناصر



q‐ تایی کامل کدهای در افراز و نشاندن ٢۶

١ ‐ کامل کد درون نشاندن ۴ . ٢
حداقل آن ها بین فاصله ی و شده شروع ی از دو هر Fm از κ و δ که کنید فرض .١ . ۴ . ٢ گزاره

م باشند. مجزا هم از Rκ + κ̄− ē(κ) مؤلفه ی κ و Rδ + δ̄ − ē(δ) مؤلفه ی  δ بنابراین است. ٣

یرید. ب نظر در را c̄ = (δ̄ − ē(δ))− (κ̄− ē(κ)) تفاضل بردار برهان.
رابطه ی در c̄ که داد خواهیم نشان همچنین . c̄ /∈ ⟨Rδ, Rκ⟩ که دهیم نشان است کاف فقط
تنها و اگر م باشد، c

(i)
π ̸= ٠ و است صفر c̄ عنصر اولین که کنید توجه نم کند. صدق (۶ . ٢)

اه جای دو دارای دقیقاً c̄ نم باشند)، Π از که ) ر دی مؤلفه های بین در باشد. δi ̸= κi اگر
کنید توجه باشد. c(i)π ̸= ٠ به طوری که یرید، ب درنظر i تعدادی حال م باشد. δ, κ غیرصفر
ان م اولین در κ و δ از بدیه غیر خط ترکیب ی ) هستند. مستقل خط κ و π(i), δ که
غیرصفر ان م سه دارای حداقل که م باشند، δ − κ از مضربی ی یا بود خواهند غیرصفر
شامل که دارد وجود B تای ی صفحه ی این رو از نم کند). مطابقت π(i) با نتیجه در و است

است. π(i), δ, κ

واق در نیست. صفر برابر آن ها در c̄ که هستند B نقاط تنها κ و π(i), δ که م دهیم نشان حال
در و است β١ ̸= ٠ پس باشد، a + b ̸= ٠ اگر است. β = hπ(i) + aδ + bκ ∈ A که کنید فرض
aδ + bκ = a(δ − κ) لذا باشد، a + b = ٠ اگر م گردد. cβ = ٠ یا است β ∈ {δ, κ} این صورت
بود. خواهد غیر صفر نقطه ٣ حداقل شامل ترکیب این بالا، گزاره دانستن فرض با بنابراین و
cβ = ٠ بنابراین بود. نخواهد متعلق Π به و است غیرصفر ان م ٢ حداقل دارای β مورد دراین
م بینیم و l(δ) = l(κ) = ٠ ̸= l(π(i)) به طوری که م گیریم نظر در را l خط تابع ی لذا است.

.α = π(i) و باشد داشته غیرصفر جم ی نم تواند (۶ . ٢) رابطه ی که
لذا باشند. δ = (١,٣,٣,٣), κ = (١, ١, ٠, ١) ،m = ۴, q = ۵ کنید فرض .١ . ۴ . ٢ مثال

c̄ = (δ̄ − ē(δ))− (κ̄− ē(κ)) = (٠,٢,٣,٢, ٠, . . . , ٠,۴, ٠, . . . , ٠, ١, ٠, . . . , ٠).

یرید، ب نظر در i = ٢ م باشند. ان م امین κ و امین δ ترتیب به ،١ و ۴ آن در که م باشد
κ = (١, ١, ٠, ١) و δ = (١,٣,٣,٣) .π(٢) = (٠, ١, ٠, ٠) بردارهای .cπ(i) = ٢ ̸= ٠ بنابراین
ان های م که کنید توجه م کنند. مشخص را B صفحه هم با آن ها پس م باشند، مستقل خط
آن ها و π(۴) = (٠, ٠, ٠, ١) و است π(٣) = (٠, ٠, ١, ٠) به طوری که هستند، غیرصفر c̄ در ر دی
Fm روی l خط تابع ی نیستند. κ و δ, , π(٢) از خط ترکیب   آن ها زیرا نیستند، B به متعلق

م کنیم. تعریف l(δ) = l(κ) = ٠ ̸= l(π(٢)) صورت به
نم باشد. برقرار (۶ . ٢) که م بینیم اکنون است. l(α١, α٢, α٣, α۴) = α٢ +α٣ −α١ مثال برای

.c̄ /∈ (Rδ, Rκ) بنابراین است، ٢ برابر چپ سمت در غیرصفر جم تنها



٢٧ ١ ‐ کامل کد درون نشاندن

(١ . ۴ . ٢) گزاره در که است لازم م شوند، شروع ١ با κ و δ این که فرض با .١ . ۴ . ٢ ملاحظه
که κ = (t, t٢, t٢) = t(١, t, t) = tγ, δ = (١, ١, ١) که کنید فرض مثال طور به باشد. q > ٣ برای
مؤلفه ی از ١ فاصله ی با κ̄ و δ̄ بردارهای لذا .(q ≥ ۴) بنابراین است، t و ١ اختلاف از t٢ آن در

آسان به م باشند. همینگ کد از ترتیب به Rγ + κ̄− tē(γ) γام، مؤلفه ی و Rδ + δ̄ − ē(δ) δام،
c̄ = (δ̄− ē(δ))−(κ̄−tē(γ)) تفاضل بنابر γ و δ, π(٣), π(٢), π(١) غیرصفر مؤلفه های که دید م توان
در که م بینیم م باشد، همینگ کد از تفاضل این چون بنابراین م باشند. صفحه به متعلق
هم با متناظر مؤلفه های که گرفت نتیجه م توان راحت به م کند. صدق ( ۶ . ٢) رابطه ی

دارند. اشتراک

١ ‐ کد باشد. ی C ⊂ Fm−١ کنید فرض .١ . ۴ . ٢ قضیه
مجموعه ی بنابراین .Ċ df

=
{
(١, x) |x ∈ c

} م کنیم: تعریف بدین صورت را Ċ مجموعه ی

P (C)
df
=

Hm

\ ∪
δ∈Ċ

(Rδ + δ̄ − ē(δ))

 ∪

∪
δ∈Ċ

(Rδ + δ̄)

 ,

، آن علاوه بر و م باشد Fn در ١ ‐ کامل کد ی
C =

{
x ∈ Fm−١ | (١, x, ٠n−m) ∈ P (C)

}
. (٢ . ٧)

تعریف c̄ ∈ Fn بردارهای از مجموعه ای صورت به n طول از همینگ کد که داریم یاد به برهان.
داریم ،δ هر برای که است معن بدین این .δ̄ − ē(δ) ∈ Hm داریم ،δ ∈ A هر برای و م شود
δ ∈ Ċ هر برای Rδ + δ̄ − ē(δ) مجموعه های (١ . ۴ . ٢) گزاره با مطابق .Rδ + δ̄ − ē(δ) ⊂ Hm

همسای های همچنین هستند، ١ ‐ کامل کد زیر مجموعه ی آن ها نتیجه در هستند. مجزا
م باشد. ١ ‐ کامل کد ی P (C) که م بینیم (۴ . ٢ . ٣) لم به توجه با م باشد. مجزا آن ها

از که α = ٠m که م دارد بیان و C̄ = (α, ٠n−m) ∈ Hm که کرد توجه باید (٢ . ٧) اثبات برای
داشته x ∈ Fm−١ برخ برای اگر که م دهیم نشان نهایتاً م کند. پیروی همینگ کد تعریف
باشد، (١, x, ٠n−m) ∈ Rδ + δ̄ اگر واق در .(١, x) = δ آن گاه ،(١, x, ٠n−m) ∈ Rδ + δ̄ باشیم؛

م شود. ثابت (١, x) = δ برای آن در که م باشد، (١, x, ٠n−m)− δ̄ ∈ Rδ ⊂ Hm بنابراین

افراز ی آن گاه باشد. ١ ‐ کدها به Fm−١ از افراز ی (C١, . . . , Ck) کنید فرض .٢ . ۴ . ٢ قضیه
تساوی که دارد وجود n = (qm−١)

q−١ طول از ١ ‐ کامل کدهای به Fn از (P١, . . . , Pqm)

Cj =
{
x ∈ Fm−١ | (١, x, ٠n−m) ∈ Pj

}
, (٢ . ٨)



q‐ تایی کامل کدهای در افراز و نشاندن ٢٨
م باشد. برقرار j = ١, . . . , k هر برای

ᾱ شامل که باشد همینگ کدهای از هم دسته ای Hα ،Fm از α هر برای کنید فرض برهان.
که آن جایی از و م باشد

ᾱ =
m∑
i=١

αiē
(π(i))

Fn از افرازی {Hα}α ∈ Fm مجموعه ی بنابراین است، Fn از اساس پایه  ی ē(π
(i)) و م باشد

برای که کنید توجه و کنیم انتخاب Fm−١ از y١, . . . , yk مجزای بردار k کنید فرض حال است.
با Hαj کد جای به (١ . ۴ . ٢) قضیه ی از استفاده با م باشد. αj = (٠, yj) ،j = ١, . . . , k هر

داشت: خواهیم (١ . ۴ . ٢) قضیه ی بنابر این صورت در م کنیم. کار Pj
df
= p(Cj − yj) + ᾱj

Pj =

Hm

\ ∪
δ∈Ċ−αj

(Rδ + δ̄ − ē(δ))

 ∪

 ∪
δ∈Ċ−αj

(Rδ + δ̄)

+ ᾱj .

است این م ماند باق که چیزی حال م باشد. (٢ . ٧) رابطه ی بسط (٢ . ٨) رابطه ی به طورکل
آوریم. به دست را افراز این که تا کنیم زین جای را همینگ کد هم  دسته های ر دی باید که

به گونه ای دارد: اشتراک همینگ کد هم دسته های این با Pj م باشد، j ≤ k ،Pj تعریف بنابر
Rδ + δ̄+ ᾱj مشترک مؤلفه ی دارای که ،H(١,x) با ،Cj از x هر ازای به و Hαj = Hm + ᾱj با که

م باشد. δ = (١, x)− αj جایی که م باشد، Pj با
مؤلفه ی کردن زین جای با و به دست آید H(١,x) از مؤلفه این حذف با Ox کنید فرض حال

داشت: خواهیم Hαj از متناظر

Ox
df
=
(
H(١,x)\(Rδ + δ̄ + ᾱj)

)
∪
(
Rδ + δ̄ + ᾱj − ē(δ)

)
.

،|Cj | تعداد به و است x ∈ Cj چون م باشند، |Cj |+ ١ تعداد به ،Ox و Pj کدهای که م بینیم
ی و است  Cj اندازه به Ox تعداد و م باشد Ox آن ها اسم و ساختیم کد آن ها روی از و داریم x

داریم؛ و هستند مجزا متقابلا و م باشد |Cj |+ ١ با برابر آن ها کل تعداد بنابراین داریم، هم Pj

Pj ∪
∪

x∈Cj

Ox = Hαj ∪
∪

x∈Cj

H(١,x).

کدهای و م باشد x ∈ Fm−١ که ،Ox کدهای با همراه j = ١, . . . , k هر برای ،Pj کدها ی پس
ی است، متفاوت j = ١, . . . , k هر ازای به αj ها همه ی با و نم شود شروع ١ با α جایی که Hα

شد. اثبات (٢ . ٨) رابطه ی شد اشاره بالا در که همان طور م دهند. یل تش را Fn از افراز
بزرگ حدودی تا نسبت به م تواند اصل افراز در کدها از k تعداد چون که کنید توجه
تعداد باشد: کوچ نم تواند باشد ن مم نشاندن عمل آن برای که n طول ،qm−١ تا باشد،



٢٩ ١ ‐ کامل کد درون نشاندن
بنابراین باشد. qm−١ از تر کوچ نم تواند آمده دست به افراز در کامل از کدهای (q − ١)n+ ١
qm−١
q−١ مینیمم طول تقریباً با نشاندن ی ما ساختار که دید م توان و م باشد n ≥ qm−١−١

q−١
[١٣] و [٢] مرج های نتایج اساس بر و (٢ . ۴ . ٢) قضیه در مشابه روش از استفاده با م باشد.

کرد. ارائه q = ٣ و q = ٢ حالت های برای به ترتیب مینیمم طول با نشاندن های م توان
م تواند دودویی ١ ‐ کد (هر م شود داده تعمیم [٢] مرج نتایج نشاندن، طول افزایش کم با
م شود داده تعمیم [١٣] مرج نتایج از برخ همچنین و شود) نشانده ١ ‐ کامل کد ی در
سرانجام، شود). نشانده ١ ‐ کامل کد ی در م تواند q‐تایی ٢ ‐ کد یا سه تایی ١ ‐ کد (هر
م باشد. (١ . ۴ . ٢) قضیه تعمیم برای شده بیان حالت کل ترین (٢ . ۴ . ٢) قضیه که کنیم توجه
مورد در [۶] و [١۶] مرج های کلاسی نتایج است، شده بیان [٢] مرج در که همان طور
عنوان به م توانند اشتاینر چهارتایی سیستم های و اشتاینر٧ سه تایی سیستم های در نشاندن

. قضیه باشند این از خاص حالت های

7Steiner





٣ فصل
کدهای در ثابت وزن با کدهای نشاندن

q‐ تایی کامل

مقدمه ٣ . ١
در ثابت وزن با کدهای نشاندن ما توجه مورد و اصل بحث این که به توجه با فصل این در
و م نماییم بیان را نیاز مورد اولیه مفاهیم ابتدا در بنابراین م باشد، تایی ‐q کامل کدهای

م پردازیم. q‐تایی کامل کدهای در ثابت وزن با کدهای نشاندن بررس به ادامه در
برخ در ٣ فاصله مینیمم و m طول با دودویی کد هر که، است شده داده نشان [٢] مرج در

م شود. نشانده n = ٢m − ١ طول با دودویی ١ ‐ کامل کدهای
٣k+٣ فاصله مینیمم و m+k طول با دودویی کد هر که، است شده داده نشان [١٣] مرج در
m طول با ٣تایی کد هر این که و م شود نشانده n = ٢m − ١ طول با دودویی ١ ‐ کامل کد در

م شود. نشانده n = ٣m−١٢ طول با ٣تایی ١ ‐ کامل کدهای برخ در ٣ فاصله مینیمم و
در ۵ فاصله مینیمم و m طول با q‐تایی کد هر که است شده اثبات [١٣] مرج در همچنین

م شود. نشانده n = qm−١
q−١ طول با q‐تایی ١ ‐  کا مل کدهای برخ

برخ در ٣ فاصله مینیمم و m − ١ طول با q‐تایی کد هر که است شده اثبات [٨] مرج در
م شود. نشانده n = qm−١

q−١ طول با ١ ‐ کامل کدهای
نشان شده اند ساخته ۵ فاصله مینیمم با که q‐تایی کدهای نشاندن قابلیت [١٣] مرج در

٣١



q‐ تایی کامل کدهای در ثابت وزن با کدهای نشاندن ٣٢
است. شده داده

طول و ۴ فاصله مینیمم و ٣ وزن از ثابت وزن با q‐تایی کد هر که م دهیم نشان فصل این در
معرف با ما ،[٨] مرج بنابر و م شود نشانده n = qm−١

q−١ طول با q‐تایی ١ ‐ کامل کد در m

م دهیم. کاهش را کد فاصله حداقل ، اضاف محدودیت های

اولیه مفاهیم ٣ . ٢
‐n تمام از ل متش برداری فضای Fq

n و q مرتبه ی از متناه میدان ی Fq داریم یاد به
باشد: Fq روی تایی های

Fq
n =

{
x = (x١, . . . , xn) |xi ∈ Fq

}
.

ی کردیم بیان قبل فصل در م باشد. Fq میدان روی n بعد از برداری فضای Fq
n بنابراین

فرد منحصربه کدواژه ی x ∈ Fq
n هر برای اگر م شود، نامیده تایی ‐q ١ ‐ کامل کد C کد

.d(x, c) ≤ ١ به طوری که باشد، موجود c ∈ C

جایی که باشد، n = (qm−١)
(q−١) اگر دارد، وجود n طول با غیربدیه q‐تایی ١ ‐ کامل کدهای

اثبات زیر صورت به که است ٣ با برابر تایی ‐q ١ ‐ کامل کد فاصله ی حداقل و م باشد m ≥ ٢
م کنیم.

با برابر C کد فاصله صورت این در ١ ‐ کامل باشد، کد ی C ⊆ Fq
n کنیم فرض .٣ . ٢ . ١ قضیه

م باشد. ٣
به .d(C) ≥ ٣ که م دهیم نشان ابتدا ١ ‐ کامل باشد. کد ی C ⊆ Fq

n کنیم فرض برهان.
مانند کدواژه دو دارای C کد لذا و d(C) ≤ ٢ یعن ،d(C) < ٣ فرض کنیم خلف، برهان

x = (. . . , α, . . . , β, . . . ) ∈ C

y = (. . . , α′, . . . , β′, . . . ) ∈ C,

عنصر حال .d(x, y) = ٢ و β ̸= β′ و α ̸= α′ که گونه ای به م باشد
z = {. . . , α′, . . . , β, . . . } ∈ Fq

n,

تناقض ١ ‐ کامل کد تعریف با مطلب این که ،d(z, x) = ١ = d(z, y) وضوح به یرید. ب نظر در
.d(C) ≥ ٣ باشیم داشته بایست و باطل خلف فرض لذا دارد.

کدواژه y = (y١, y٢, . . . , yn) ∈ C فرض کنیم منظور این برای .d(C) ≤ ٣ م کنیم ثابت حال



٣٣ اولیه مفاهیم
م کنیم: تعریف زیر صورت به را x ∈ Fq

n بردار حال باشد. C کد از دلخواه

x = (x١, x٢, y٣, . . . , yn) ∈ Fq
n,

.d(x, y) = ٢ که است واض صورت این در .x٢ ̸= y٢ و x١ ̸= y١ جایی که
منحصربه فرد) صورت (به c ∈ C مانند کدواژه ای لذا م باشد، ١ ‐ کامل کدی C چون حال

داریم: لذا .d(x, c) ≤ ١ که گونه ای  به است موجود
d(y, c) ≤ d(y, x) + d(x, c) ≤ ٢ + ١ = ٣.

م شود. کامل اثبات و d(C) ≤ ٣ بنابراین

(ماتریس M جمله ای١ تک  ماتریس و v ∈ Fq
n بردار هرگاه معادلند، C١, C٢ ⊆ Fq

n کد دو
موجود Fq میدان روی n مرتبه از دارد) غیر صفر درایه ی ستون و سطر هر در دقیقاً که است

.C٢ = {(v + cM) : c ∈ C١} به طور ی که باشند
١ ‐ کامل کدهای این که به توجه با حال کد باشد. به متعلق صفر بردار که م کنیم فرض
‐ ١ کدهای باشد. Fq خط زیر فضای شامل اگر م شود نامیده خط کد، ی و غیرخط اند
نامیده q‐تایی  همینگ کدهای هستند، تا ی هم ارزی حد در n طول با که خط q‐تایی   کامل
نمایش Hq,m با که م باشد n = (qm−١)

(q−١) طول با همینگ کد که داریم یاد به ٢ فصل از م شوند.
است n اندازه از کدواژه هر که م باشد m و q پارامترهای دارای و است m ≥ ٢ و م شوند داده

م باشد. d(c) = ٣ فاصله حداقل و
کار Fq میدان در که آن جایی از و م سازیم توازن کنترل ماتریس از استفاده با را همینگ کد
Fq روی تایی ‐ m بردار ی اگر است، |Fq| = ١ و م باشد Fq = {٠, ١, . . . , q − ١} و م کنیم
ماتریس چون و داریم حالت qm کل در و داریم انتخاب  q آن ها از ی هر برای بسازیم، بخواهیم
‐m بردار qm − ١ بنابراین م کنیم، خارج را صفر بردار باشد خط مستقل باید توازن کنترل

بایست را دوم بردار حال م گیریم. نظر در Fq از را اول بردار ابتدا داریم. Fq روی غیرصفر تایی
منظور این برای باشند، خط مستقل دوم بردار و اول بردار که یریم ب نظر در Fq در گونه ای به
از مضربی نباید یعن باشد، شده واق اول بردار توسط شده تولید فضای در نباید دوم بردار
بردار، qm − ١ تعداد از نتیجه در م باشند، الر اس مضرب ١,٢, . . . , q − ١ و باشد اول بردار
در را باق مانده m‐تایی بردارهای این و م گردد حذف ما انتخاب محدوده ی از بردار q − ١

داریم؛ بنابراین و سطرها) (تعداد بود m آن ها طول که م چینیم ماتریس ستون های

qm − ١
q − ١ = n ,

qm − ١
q − ١ −m = M,

1Monomial



q‐ تایی کامل کدهای در ثابت وزن با کدهای نشاندن ٣۴
ی ابعاد مجموع که آن جایی از داشت. خواهیم m بعد با توازن کنترل ماتریس ی نتیجه در

رسید؛ نتیجه این به م توان م باشد، n با برابر آن دوگان کد با کد

k = dimC = n−m.

کدهای برای کاف عدد ی qqcn حداقل که است شده اثبات [۴،٩،١۵،١٨] مرج های در
است. n طول با تایی q ١ ‐ کامل

به است، k ثابت وزن ی دارای C کد م باشد. ٠ و x بین فاصله با برابر x ∈ Fq
n کلمه وزن

م باشد. k با برابر x کلمه وزن بنابراین باشد، x ∈ C این که شرط
کردن اضافه با را C١ کد کدواژه های باشد. C٢ ⊆ Fq

n٢ و C١ ⊆ Fq
n١ و n١ ≤ n٢ کنید فرض

طولان کدواژه های همه اگر م رسانیم، n٢ طول به و کرده طولان کدواژه ها انتهای به صفر
در که کنید توجه م شود. نشانده C٢ در C١ این صورت در باشد، C٢ به متعلق C١ در شده
آخر صفر n٢ − n١ کردن حذف با که م باشد، صفر کدواژه ها همه آخر مؤلفه ی n٢ − n١ ،C٢
م شود. نشانده دقیق به طور C٢ در C١ م گوییم واق در که م رسیم C١ کد به باز کدواژه ها

م باشد. دقیق به طور نشاندن نشاندن، از ما منظور این جا در
باشند. مفروض زیر کد دو کنیم فرض .٣ . ٢ . ١ مثال

.n٢ = ۴ با C٢ = {١١٠٠, ٠١٠٠, ١٠٠٠, ٠٠٠٠, ١١٠١, ١١١١} و n١ = ٢ با C١ = {١١, ٠١, ١٠}
٢ و نموده مشخص را دارد وجود صفر n٢ − n١ = ٢ آن ها انتهای در که C٢ کد از کدواژه هایی
در C١ کد بنابراین .C٢ = {١١, ٠١, ١٠, ٠٠} داریم؛ و م کنیم حذف را کدواژه ها این انتهای صفر
دقیق به طور بخواهیم اگر چون نیست، دقیق به طور نشاندن این ول م شود. نشانده C٢ کد
را {٠٠٠٠} کدواژه انتهای صفر ٢ اگر زیرا باشد. نیز {٠٠} کدواژه ی دارای هم C١ کد باید باشد

ندارد. وجود C١ کد در که م شود تولید {٠٠} کنیم، حذف

‐q کامل کدهای در ثابت وزن با کدهای نشاندن ٣ . ٣
 تایی

n شامل ،n = qm−١
q−١ طول با Hq,m همینگ کد از H = [h١, h٢, . . . , hn] توازن کنترل ماتریس

انتقال ستون های بردار hiT .i ∈ {١, . . . , n} ،hi بردارهای که است مستقل خط ستون جفت
است. i ∈ {١, . . . , n} جایی که م باشد، Fq

m به متعلق یافته
تعریف به توجه با شده اند. مرتب دلخواه و ثابت صورت H به ستون های که م کنیم فرض

نقاط مجموعه ی همراه به خطوط مجموعه ی داشتیم: ٢ فصل در تصویری هندسه ی از که
حال گویند. تصویری هندسه ی ساختار این به که م دهند، را تقاط ساختار ی یل تش A



٣۵ q‐ تایی کامل کدهای در ثابت وزن با کدهای نشاندن
ابعاد از PGm−١(q) تصویری هندسه ی Fq

m \ {٠} مجموعه ی تصویری هندسه تعریف براساس
م باشند. H ستون های صورت به نقاط هندسه این در م کند. تولید Fq میدان روی m − ١
و hj ،hi یعن نقاط این متناظر ستون های اگر هستند مستقیم خط ی روی k و j و i نقاط
تولید صفحه Px,y,z و م دهیم نمایش lx,y با را y و x بین مستقیم خط باشند. وابسته خط hk

م باشد. z و y ،x غیرخط نقطه ٣ با شده
مجموعه ی در x بردار غیرصفر نقاط پس باشد. مفروض ،x = (x١, . . . , xn) ∈ Fq

n کنیم فرض
ستون های مطابق PGm−١(q) هندسه ی تصویری نقاط م باشد. supp(x) = {i |xi ̸= ٠}
که م گوییم است. Fq

n فضای مؤلفه های مطابق H وستون های H کنترل توازن ماتریس
supp(x) مجموعه ی به متعلق i نقطه مؤلفه ها ی اگر است، supp(x) مجموعه ی به متعلق i نقطه

باشد.
مرج از پیروی به م شود. نامیده سه تایی ی ،Hq,m همینگ کد از ٣ وزن از بردار ی

i ام مؤلفه ی که Hq,m کد از تایی هایی ٣ همه مجموعه ی توسط شده تولید زیر فضای ،[١١]
Ri + u مجموعه ی و م دهیم نمایش Ri با را زیرفضا این و م گیریم نظر در م باشد ی آن
توازن کنترل ماتریس از مستقل خط ستون m م شود. نامیده Hq,m همینگ کد از i  ام مؤلفه
{h١, h٢, . . . , hm} کنید فرض م کنیم، انتخاب n = qm−١

q−١ طول با Hq,m همینگ کد از H
با ٣ وزن از ثابت وزن با q‐تایی کد ی Λ ⊂ Fq

m حال کرده ایم. انتخاب که باشند ستون هایی
به است، (λ١, λ٢, . . . , λt) بردار t حاوی Λ کنید فرض یرید. ب نظر در m طول و ۴ فاصله مینیمم
Λ = {λ١, λ٢, . . . , λt} در متفاوت بردار دو بین فاصله م باشد. ٣ با برابر کدام هر وزن  طوری که

است. ۴ حداقل
م کنیم، نظیر n طول از us بردار ی ،m طول از λs = (λs١ , λs٢ , . . . , λsm) بردار هر برای

م دهیم قرار م باشد. s ∈ {١, . . . , t} جایی که
µshis = λs١h١ + λs٢h٢ + · · ·+ λsmhm,

م باشد. is ∈ {m+ ١,m+ ٢, . . . , n} و µs ∈ Fq جایی که
داریم؛ آنگاه

us = (λs١ , λs٢ , . . . , λsm , ٠, . . . , ٠,−µs, ٠, . . . , ٠),
است. {١,٢, . . . ,m} ∪ {is} به متعلق us غیرصفر نقاط

داریم؛ پوچ فضای تعریف بنابر م باشد، H پوچ فضای شامل Hq,m همینگ کد که آن جایی از
داشت: خواهیم (١ . ٢ . ٣) قضیه از استفاده با همچنین و N(H) = {c ∈ Fq

n | cHT = ٠} = C

.us ∈ Hq,m داریم بنابراین ،usHT = ٠
به باشد. x ∈ ⟨hi⟩ که دارد وجود چنان تا ی hi ی ،٠ ̸= x ∈ Fn هر برای که م کنیم توجه

داریم؛ کنیم انتخاب n در xای هر لذا .x = γhi ر دی عبارت
∀hi ̸= hj , ⟨hi⟩ ∩ ⟨hj⟩ = {٠} ⇒

∣∣ n∪
i=١

⟨hi⟩
∣∣ = ١ + (q − ١)× n ≤ |Fm| = qm ⇒ n ≤ qm − ١

q − ١ .



q‐ تایی کامل کدهای در ثابت وزن با کدهای نشاندن ٣۶
بنابراین م باشد، n = qm−١

q−١ همینگ کد در این که به توجه با ول
n∪

i=١
⟨hi⟩ = Fm.

{h١, h٢, . . . , hm} ستون های مجموعه به متعلق x یریم، ب نظر در که x ∈ Fn بردار هر لذا
مستقل خط ستون دو هر اینجا در که یریم ب نتیجه م توانیم (۴ . ١ . ٢) قضیه ی بنابر نم باشد.

بردارهایی از توانستیم بنابراین م شوند. وابسته ی خط باشند داشته اشتراک اگر و م باشند
n = qm−١

q−١ طول با Hq,m همینگ کد از زیر صورت به را مؤلفه ها از خانواده  ای Λ کد در m طول به
بسازیم؛

Ri١ + u١, Ri٢ + u٢, . . . , Rit + ut.

قابل را Hq,m همینگ کد ی از Ri١ + u١, Ri٢ + u٢, . . . , Rit + ut مؤلفه های این از خانواده ی
r ̸= s و r, s ∈ {١,٢, . . . , t} هر برای (Rir + ur)∩ (Ris + us) = ∅ تساوی اگر م نامیم، قبول٢

ببینید). را [١۴] (مرج باشد برقرار
در مذکور Hq,m همینگ کد از شده ساخته مؤلفه های از گروه که کرد خواهیم اثبات درادامه

است. قبول قابل فوق

قابل خانواده ی ساختن اصل روش که دادند پیشنهاد وردی۴ و اتزیون٣ [۵] مرج در
این براساس که ساختند ١ ‐ کامل کدهای آن ها دهند. تغییر را دودویی همینگ کد از قبول
داده تعمیم q‐تایی کدهای به پیشنهادی روش این [١٣] مرج در بود. پیشنهادی ساختار
که Hq,m همینگ کد از مؤلفه ها از خانواده ای برای مذکور مورد بودن قبول قابل است. شده
[١٣] مرج در و است آمده [۵] مرج در م باشد وردی و اتزیون روش تعمیم برای پایه ای

است. شده داده پیشنهاد

.us /∈ Ris داریم همواره باشد، s ∈ {١,٢, . . . , t} کنید فرض .٣ . ٣ . ١ قضیه
داشتیم؛ زیر صورت به را Ri تعریف برهان.

Ri =
{
x ∈ Hq,m |xi = ١, w(x) = ٣}, x = {x١, x٢, . . . , xn} ∈ Fn

q

داریم همچنین و supp(x) =
{
i |xi ̸= ٠} و

us = (λs١ , λs٢ , . . . , λsm , ٠, . . . , ٠,−µs, ٠, . . . , ٠),
ان م در us صورت این در باشد، us ∈ Ris اگر .supp(us) = {١,٢, . . . ,m}∪{is} داریم us برای

ی his نتیجه در است. ٣ برابر کدام هر وزن که است بردار t شامل Λ کد باشد. ١ باید is ام
2admissible
3Etzion

4Vardy



٣٧ q‐ تایی کامل کدهای در ثابت وزن با کدهای نشاندن
،his = c١hl١ +c٢hl٢ +c٣hl٣ داریم و است {h١, h٢, . . . , hm} مجموعه ی ستون ٣ از خط ترکیب
ترکیب ی کنیم؛ فرض خلف برهان به اگر بنابراین م باشد. l١, l٢, l٣ ∈ {١, . . . ,m} جایی که
خواهیم نتیجه در بیافتد، {h١, h٢, . . . , hm}\{hx} مجموعه ی در زیر صورت به his و hx از خط

داشت؛
αhx + βhis ∈ {h١, h٢, . . . , hm} \ {hx}.

مجموعه بودن مستقل خط لذا مستقل خط اند، {h١, h٢, . . . , hm} ستون های که آن جایی از
از خط ترکیب هیچ ،x ∈ {١,٢, . . . ,m} هر برای پس م کند. نقض را {h١, h٢, . . . , hm}

نیست. {h١, h٢, . . . , hm} \ {hx} به متعلق his و hx ستون های
با برابر ui ،Ri در که م دانیم یریم ب نظر در را Ri ای اگر ؛ داریم [١٣] مرج در ١ قضیه ی بنابر
این باید م شود انتخاب Ri در که چیزی هر و است ١ برابر i ام مؤلفه ی  Ri در چون م باشد، ١
ستون ٣ از خط ترکیب ی his داریم؛ قضیه این از استفاده با حال باشد. داشته را خاصیت
us ∈ Ris اگر و نیست ستون ٣ این از هیچ ی his خود و م باشد {h١, h٢, . . . , hm} مجموعه ی

خط ترکیب و م باشد i و x از غیر که دارد وجود {١, . . . ,m} مجموعه ی در y  ای ی باشد،
وابسته ی خط نم توانند ستون ٣ این صورت که در م شوند، وابسته ی خط αhx+βhis = hy

.us /∈ Ris نتیجه در م کند. نقض را بودن مستقل خط زیرا باشند،

Hq,m همینگ کد از Ri١ + u١, Ri٢ + u٢, . . . , Rit + ut مؤلفه های از خانواده ی .٣ . ٣ . ٢ قضیه
است. قبول قابل n طول از

زیر صورت به را Rir + ur مؤلفه ی بنابراین باشد، مجموعه Ri و کدواژه u کنیم فرض برهان.
م کنیم؛ تعریف

Rir + ur =
{
a+ ur | a ∈ Rir

}
.

که؛ م کنیم فرض خلف برهای به حال
x ∈ (Rir + ur) ∩ (Ris + us)

باشد.
داریم؛ Rir + ur مؤلفه ی تعریف بنابر

x ∈ Rir + ur −→ ∃ rir ∈ Rir s.t x = rir + ur.

x ∈ Ris + us −→ ∃ ris ∈ Ris s.t x = ris + us.

داشت؛ خواهیم لذا و
ur − us ∈ Rir +Ris −→ ur − us = −(rir − ris) = −rir + ris ∈ Rir +Ris .



q‐ تایی کامل کدهای در ثابت وزن با کدهای نشاندن ٣٨
ته اشتراک ول م باشد ur − us ∈ Rir + Ris بنابراین باشد، داشته تعلق اشتراک به x اگر

.ur − us /∈ Rir +Ris و م باشد
که م دهیم نشان پس باشد، r ̸= s و r, s ∈ {١,٢, . . . , t} کنید فرض حال

(Rir + ur) ∩ (Ris + us) = ∅. (٣ . ١)
کنیم؛ ثابت که است کاف

ur − us /∈ Rir +Ris . (٣ . ٢)
لذا ،(d(λr, λs) = ۴) م باشد ۴ حداقل λs و λr هر بین فاصله واق در که م دانیم قبل از

م گیریم؛ نظر در را زیر حالت های

کد توازن کنترل ماتریس از این صورت در باشد، d(λs, λr) ≥ ۵ کنیم فرض ابتدا . ١ حالت
که فرض کنیم م کنیم. انتخاب مستقل خط ستون m ،n = (qm−١)

(q−١) طول از H همینگ
غیرصفر بردار t با کد ی (Λ ∪ {٠⃗}) ⊂ Fq

m و کرده ایم انتخاب را {h١, h٢, . . . , hm} ستون های
Λ = {λ١, λ٢, . . . , λt} مجموعه ی از متمایز بردار دو هر بین فاصله ی که باشد، (λ١, λ٢, . . . , λt)

us بردار ی m طول از λs = (λs١ , λs٢ , . . . , λsm) بردار هر برای م باشد. ۵ مساوی یا بزرگ تر
م باشد. s ∈ {١, . . . , t} جایی که م کنیم، نظیر n طول از

م دهیم قرار
µshis = λs١h١ + λs٢h٢ + · · ·+ λsmhm,

و م باشد is ∈ {m+ ١,m+ ٢, . . . , n} و µs ∈ Fq جایی که
us = (λs١ , λs٢ , . . . , λsm , ٠, . . . , ٠,−µs, ٠, . . . , ٠),

است. {١,٢, . . . ,m} ∪ {is} به متعلق us غیرصفر نقاط
بنابراین ،usHT = ٠ آن گاه م باشد، H پوچ فضای شامل Hq,m همینگ کد که آن جایی از
مؤلفه های از خانواده  ای Λ کد در m طول به بردارهایی از توانستیم بنابراین .us ∈ Hq,m داریم

Ri١ + u١, Ri٢ + u٢, . . . , Rit + ut,

بسازیم. n = qm−١
q−١ طول از Hq,m همینگ کد از

.d(λs, λr) = ۴ که کنیم فرض حال . ٢ حالت

کنیم ثابت است کاف (٣ . ٢) رابطه ی درست برای [١٣] مرج در ٢ قضیه ی از استفاده با
واق liris راست خط روی بر که م باشد x مثل نقاط برخ شامل ur − us غیرصفر نقاط که

متعلق غیرصفر نقاط این در ( is و ir و x با (متفاوت ری دی نقطه هیچ به طوری که و نم شوند



٣٩ q‐ تایی کامل کدهای در ثابت وزن با کدهای نشاندن
م باشد. {١,٢, . . . ,m} ∪ {ir} ∪ is به متعلق ur − us غیرصفر نقاط نیست. Pxiris صفحه ی به
روی به طوری که باشد، داشته وجود ur − us غیرصفر نقاط به متعلق x ای ی که کنیم فرض
اگر چون نم باشد. is و ir از ی هیچ که م باشد ویژگ این دارای پس نیست، liris راست خط
م باشد. x ∈ {١,٢, . . . ,m} نتیجه در م افتاد، liris خط روی x صورت این در در بود، is یا ir

ترکیب خط هیچ که نماییم انتخاب طوری را x بایست ما [١٣] مرج در ٢ قضیه ی به توجه با
مجموعه این در x اگر چون نباشد. {h١, h٢, . . . , hm}\{hx} به متعلق his و hx, hir ستون های از
باشد. خط روی نباید که حال در م افتد، liris خط روی هم hx و م گیرد قرار خط روی بیافتد،

دو شامل (λs) غیرصفر نقاط و (λr) غیرصفر نقاط اشتراک که کنید فرض . ١ . ٢ حالت
به طوری که نقطه باشد،

supp(λr) ∩ supp(λs) = {x١, x٢}. (٣ . ٣)
و hx١ ستون دو لذا م باشد. ۴ با برابر بردار دو بین فاصله و است ٣ با برابر (λs) و (λr) وزن

م باشند. {h١, h٢, . . . , hm} مستقل خط ستون های مجموعه ی از hx٢
ترکیب در x١ پس باشند، (λs) غیرصفر نقاط در x٢ و (λr) غیرصفر نقاط در x١ اگر فرض به طور
ساختار در hx٢ و hx١ ستون دو واق در م گیرند. قرار (λs) خط ترکیب در x٢ و (λr) خط
در که باشد ستون آن {h١, h٢, . . . , hm} ستون های بین در hy١ کنید فرض م باشند. his و hir

ستون تنها {h١, h٢, . . . , hm} ستون های بین در hy٢ ستون که حال در م باشد، hir ساختار
م باشد، به طوری که his ساختار در که باشد

supp(λr) \ supp(λs) = {y١}, supp(λs) \ supp(λr) = {y٢}, (۴ . ٣)
مستقل خط اند. و هستند مجزا hy٢ و hy١ ، hx٢ ، hx١ ستون های همه بنابراین

ur−us که زمان بنابراین شده اند، ساخته λ از ur و us چون م باشد. x ∈ {x١, x٢} کنید فرض
فاصله و ٣ با برابر دو هر λs و λr وزن که آن جایی از و م کند بحث λ ها روی بنویسیم، را
م شوند، ur − us غیرصفر نقاط به متعلق {x١, x٢} نقاط مجموعه م باشد، ۴ بردارها بین
x٢ و x١ نقطه ی دو که دیدیم (۴ . ٣) و (٣ . ٣) رابطه دو بنابر نیستند. صفر λs و λr بنابراین
همچنین و باشد م تواند x٢ و x١ نقطه ی دو از کدام هر x بنابراین و بودند اشتراک در دو هر
در را his و hir اگر بنابراین بودند. مستقل خط و مجزا hy٢ و hy١ ،hx٢ ،hx١ ستون های همه
hy٢ و hy١ ،hx ستون های و نم گیرد قرار liris راست خط روی هیچ وقت x نقطه یریم ب نظر
hir ،hx ستون های از ترکیب خط هیچ (۴ . ٣) و (٣ . ٣) رابطه دو بنابر نهایتاً مستقل خط اند.

ندارد. وجود {h١, h٢, . . . , hm} \ {hx} به متعلق his و

بنابراین دارد، غیرصفر مؤلفه ی ٣ یعن است، ٣ با برابر λs و λr وزن چون . ٢ . ٢ حالت
اشتراک اگر و م باشد عنصر ٣ حداکثر λs غیرصفر نقاط و عنصر ٣ حداکثر λr غیرصفر نقاط



q‐ تایی کامل کدهای در ثابت وزن با کدهای نشاندن ۴٠
نقطه ٢ در یا نتیجه در نم افتد. اتفاق این که م شوند، برابر این صورت در گردد، ٣ دو این
فقط λs و λr غیرصفر نقاط اشتراک داشت. خواهند اشتراک نقطه ی در یا دارند اشتراک
ur و us از ترتیب به λr و λs چون قبل حالت گرفتن نظر در با که م باشد نقطه ی شامل
تفاضل به متعلق x پس م گردند، {١,٢, . . . ,m}∪{ir}∪is به متعلق غیرصفر نقاط لذا م آیند،

متقارن
supp(λr)△ supp(λs),

کامل اثبات لذا .ur − us /∈ Rir + Ris و r ̸= s ، s ∈ {١,٢, . . . , t} هر برای بنابراین م باشد،
است.

است n طول از ه ی برداری ei که باشید داشته توجه م کنیم. اثبات را نشاندن قضیه حال
هستند. صفر مؤلفه ها بقیه ی و است ١ آن i ام مؤلفه ی که

کنیم؛ فرض
Tq,m =

(
Hq,m \

t∪
s=١

(Ris + us)

)∪(
t∪

s=١
(Ris + us + µs.eis)

)
. (۵ . ٣)

همینگ کد از Ri١ +u١, Ri٢ +u٢, . . . , Rit +ut مؤلفه های از خانواده ی (٣ . ٣ . ٢) قضیه ی بنابر
مجزا همسای های صورت این در باشد. (Rir+ur)∩(Ris+us) = ∅ اگر است قبول قابل Hq,m

مرج های در ) م باشد n طول با q‐تایی ١ ‐ کامل کد ی Tq,m مجموعه ی نتیجه در دارند.
است. صفر بردار شامل Tq,m ،(٣ . ٣ . ١) قضیه ی بنابر ببینید). [۵،١١]

کدهای برخ در m طول با و ۴ فاصله مینیمم با و ٣ ثابت وزن با q‐تایی کد هر .٣ . ٣ . ٣ قضیه
م شود. نشانده n = qm−١

q−١ طول با q‐تایی ١ ‐ کامل

x ∈ ⟨hi⟩ که دارد وجود چنان تا ی hi ی ،٠ ̸= x ∈ Fn هر برای که م کنیم توجه برهان.
داریم؛ کنیم انتخاب n در xای هر لذا .x = γhi ر دی عبارت به باشد،

∀hi ̸= hj , ⟨hi⟩ ∩ ⟨hj⟩ = {٠} ⇒
∣∣ n∪
i=١

⟨hi⟩
∣∣ = ١ + (q − ١)× n ≤ |Fm| = qm ⇒ n ≤ qm − ١

q − ١ .

بردار هر لذا .∪n
i=١⟨hi⟩ = Fm بنابراین م باشد، n = qm−١

q−١ همینگ کد در این که به توجه با ول
در نم باشد. {h١, h٢, . . . , hm} ستون های مجموعه به متعلق x یریم، ب نظر در که x ∈ Fn

م شوند. وابسته ی خط باشند داشته اشتراک اگر و م باشند مستقل خط ستون دو هر اینجا
Hq,m همینگ کد از مؤلفه ها از خانواده  ای Λ کد در m طول به بردارهایی از م توانیم بنابراین

تساوی ،r ̸= s و r, s ∈ {١,٢, . . . , t} هر برای که بسازیم n = qm−١
q−١ طول با

(Rir + ur) ∩ (Ris + us) = ∅,



۴١ q‐ تایی کامل کدهای در ثابت وزن با کدهای نشاندن
کد ی Tq,m مجموعه ی نتیجه در دارند. مجزا همسای های صورت این در و م باشد برقرار
q‐تایی کد ی شد، داده شرح بالا در که ساختاری طبق م باشد. n طول با q‐تایی ١ ‐ کامل

یرید. ب نظر در m طول و ۴ فاصله مینیمم با ٣ ثابت وزن با
م باشد. ٣ با برابر کدام هر وزن به طوری که است، (λ١, λ٢, . . . , λt) بردار t حاوی Λ کنید فرض
λs = بردار هر برای است. ۴ حداقل Λ = {λ١, λ٢, . . . , λt} در متفاوت بردار دو بین فاصله
s ∈ {١, . . . , t} جایی که م کنیم، نظیر n طول از us بردار ی ،m طول از (λs١ , λs٢ , . . . , λsm)

م دهیم قرار م باشد.
µshis = λs١h١ + λs٢h٢ + · · ·+ λsmhm,

م باشد. is ∈ {m+ ١,m+ ٢, . . . , n} و µs ∈ Fq جایی که
داریم؛ آنگاه

us = (λs١ , λs٢ , . . . , λsm , ٠, . . . , ٠,−µs, ٠, . . . , ٠),
است. {١,٢, . . . ,m} ∪ {is} به متعلق us غیرصفر نقاط

نیز (۵ . ٣) فرمول و م سازیم Hq,m q‐تایی همینگ کد مؤلفه های از قبول قابل خانواده ی
کد در ۴ فاصله مینیمم با و m طول ،٣ ثابت وزن با Λ q‐تایی کد هر که دارد این بر دلالت

م شود. نشانده n = qm−١
q−١ طول از Tq,m q‐تایی ١ ‐ کامل
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Information rate . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اطلاعات ارسال نرخ
Embedding . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نشاندن
Coding theory . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کدگذاری نظریه
Hamming weight . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . همینگ وزن
Coset. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . همدسته.
Projective geometry . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تصویری هندسه



فارس به انگلیس واژه نامه
1-code . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ١ ـکد
1-Perfect code. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ١ ـکامل. کد
Basis . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پایه
Block code . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بلوک کد
Binary code . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دودویی کد
Code alphabet . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کد الفبای
Code cardinality . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کد اندازه
Codeword . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کدواژه.
Coding theory . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کدگذاری نظریه
Component. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مؤلفه.
Constant-weight code . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ثابت وزن با کد
Convolutional codes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کانولوشنال کدهای
Coset. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . همدسته.
Decoding . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کدگشایی
Dimension . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بعد
Distance . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فاصله
Dual code . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دوگان کد
Embedding . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نشاندن
Encoding . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کدگذاری
Error correcting codes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خطا تصحیح گر کدهای
Golay code . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گولای کد
Hamming bound . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . همینگ. کران
Hamming code . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . همینگ کد
Hamming distance. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . همینگ. فاصله
Hamming weight . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . همینگ وزن
Information rate . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اطلاعات ارسال نرخ



فارس به انگلیس واژه نامه ۴٨
Linear code . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خط کد
Linear combination. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خط ترکیب
Linearly independent . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مستقل خط
Low- density parity check codes . . . . . . . . . . . . ال چ ‐ کم توازن کنترل ماتریس با کدهای
Maximum likelihood decoding . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . احتمال ماکزیمم کدگشایی
Minimum distance . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فاصله مینیمم
Minimum distance decoding . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فاصله مینیمم کدگشایی
Noisy channel . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پارازیت دار کانال
Nonlinear code . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . غیرخط کد
Nonlinear perfect code. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . غیرخط کامل کد
Optimal code. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بهینه. کد
Partition . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . افراز
Parity-check matrix . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . توازن. کنترل ماتریس
Perfect code. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کامل. کد
Projective geometry . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تصویری هندسه
Quantum codes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کوانتوم کدهای
Repeat code . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تکرار کد
Space- time codes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . زمان فضا‐ کدهای
Subspace . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . زیرفضا
Vector space. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . برداری. فضای
Wrap codes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پیچش کدهای



Abstract

The study of the perfect codes is important because of their interesting structure and properties.

These codes are also very applicable in other sciences like telecommunication. In this thesis, we

are going to show embedding and partitioning of 1 -perfect codes and constant-weight codes in

the perfect code. We investigate embedding and partitioning in q-ary perfect codes. We will also

indicate that 1-error-correcting code over a finite field can be embedded in a 1-perfect code of

some larger length. Embedding in this context means that the original code is a subcode of the

resulting 1-perfect code and can be obtained from it by repeated shortening. Further, the result

is generalized to partitions: every partition of the Hamming space into 1-error-correcting codes

can be embedded in partition of a space of some larger dimension into 1-perfect codes. For the

partitions, the embedding length is close to the theoretical bound for the general case and optimal

for the binary case.

Moreover, we show that each q-ary constant-weight code of weight 3, minimum distance 4, and

lengthm embeds in a q-ary 1-perfect code of length n = (qm−1)
(q−1) .

Keywords: Hamming code, Perfect code, Partitioning, Embedding, 1-Perfect code, Nonlinear

perfect code, Constant-weight code.
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