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درم تان د و مبا قد
شاندادو ن مراهرا ازجا ما م قد
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سپاس�گزاری

و علم کسب راه در تلاش توفیق اینجانب به که را متعال پروردگار ستایش و سپاس
خویش وطن علمی پیشرفت راه در را آموخته�هایم بتوانم امیدوارم فرمود. عطا دانشرا

دهم. قرار استفاده مورد
احمد آقایدکتر راهنمایخود، استاد بی�دریغ زحمات از می�دانم خود وظیفه آغاز در
راستای در ایشان ارزنده راهنمایی�های از که کنم قدردانی و تشکر صمیمانه نزاکتی
منش و انسانیت و علم مکتب شاگرد همواره و بردم فراوان حاصل پژوهش، پیشبرد

هستم. ایشان والای
محمد دکتر آقای جناب ثانی، نیلی حمیدرضا دکتر آقای جناب گرامی داوران از
را رساله این داوری و مطالعه زحمت که باغیشنی حسین دکتر آقای جناب و آرشی
دانشگاه آمار گروه اساتید کلیه از دارم. را قدردانی و تشکر کمال صمیمانه کردند تقبل

دارم. را سپاس نهایت شاهرود صنعتی
کنار در خالصانه راه پایان تا که شهسواری علی دکتر آقای عزیزم دوست از همچنین

دارم. را تشکر کمال بودند، من
تمامی در که تحصیلم دوران دوستان تمام و خانواده�ام اعضای کلیه از پایان در

می�کنم. سپاسگزاری بوده�اند، من مشوق و یار همواره مراحل

حسینی محمد سید
١٣٩٨ شهریور
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نامه تعهد
دانشگاه ریاضی علوم دانشکده آمار رشته دکتری دانشجوی حسینی محمد سید اینجانب
ضرایب با خطی فرآیند برای حدی قضایای عنوان با پایان�نامه نویسنده شاهرود، صنعتی

می�شوم: متعهد نزاکتی احمد راهنمایی تحت ، تصادفی
برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط پایان�نامه این در تحقیقات •

است.
شده استناد استفاده مورد مرجع به پژوهش�گران، دیگر پژوهش�های نتایج از استفاده در •

است.
مدرک نوع هیچ دریافت برای دیگری فرد یا خود، توسط کنون تا پایان�نامه، این مطالب •

است. نشده ارایه هیچ�جا در امتیازی یا
نام با مستخرج مقالات و دارد، تعلق شاهرود صنعتی دانشگاه به اثر، این معنوی حقوق •
خواهد چاپ به “ Shahrood University of Technology “ یا “ شاهرود صنعتی دانشگاه “

رسید.
بوده�اند، تاثیرگذار پایان�نامه اصلی نتایج آوردن به�دست در که افرادی تمام معنوی حقوق •

می�گردد. رعایت پایان�نامه از مستخرج مقالات در
آنها) بافت�های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان�نامه، این انجام مراحل تمام در •

است. شده رعایت اخلاقی اصول و ضوابط است، شده استفاده
افراد شخصی اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان�نامه، این انجام مراحل تمام در •
شده رعایت انسانی اخلاق اصول و رازداری اصل است)، شده استفاده (یا یافته دسترسی

است.
حسینی محمد سید
١٣٩٨ شهریور

نشر حق و نتایج مالکیت
برنامه�های کتاب، مستخرج، (�مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
شاهرود صنعتی دانشگاه به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم�افزارها رایانه�ای،

شود. ذکر مربوطه علمی تولیدات در مقتضی، نحو به باید مطلب این می�باشد.
نمی�باشد. مجاز منبع ذکر بدون پایان�نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده •

ط



چکیده
برای نتایج اکثر ولی پرداخته�اند، خطی فرآیند برای حدی قضایای بررسی به زیادی محققان
است کلی�تری حالت تصادفی ضرایب با خطی فرآیند شده�اند. بیان ثابت ضرایب با خطی فرآیند
بیشتر طبیعت در و عمل در همچنین پوششمی�دهد. نیز را ثابت ضرایب با فرآیندهایخطی و
نظر در تصادفی متغیرهای برای را فرضاستقلال نمی�توان که داریم کار و سر شرایطی با اوقات
تصادفی، ضرایب با خطی فرآیند برای حدی قضایای بررسی به شدیم آن بر رو، این از گرفت.

بپردازیم. شده�اند، تشکیل (END) یافته تعمیم منفی وابسته تصادفی متغیرهای از که
قویمارسینکویچ- قانون همگرایـی مرتبه بزرگ، اعداد قوی قانون مطالعه رساله این هدفدر
متغیرهای از که تصادفی، ضرایب با خطی فرآیند برای کامل گشتاوری همگرایـی و زیگمونت
توسعه رساله این نتایج است. شده�اند، تشکیل (END) یافته تعمیم منفی وابسته تصادفی

آمده�اند. بدست کنون تا که است نتایجی از برخی

مارسینکویچ-زیگمونت، قوی قانون همگرایی، مرتبه بزرگ، اعداد قوی قانون کلیدی: کلمات
ضرایب خطی، فرآیند یافته، تعمیم منفی وابسته تصادفی متغیرهای کامل، گشتاوری همگرایی

تصادفی.
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١ فصل
مفاهیم و تعاریف

مقدمه ١.١
بررسی را خطی فرآیند و وابسته تصادفی متغیرهای برای حدی قضایای محققان از بسیاری
می�پردازیم. پایه مفاهیم تعاریفو از برخی معرفی به زمینه این در بیشتر آشنایی به�منظور کردند.
ضرایب با خطی فرآیند و ثابت ضرایب با خطی فرآیند وابستگی، انواع معرفی به فصل این در

می�پردازیم. داریم، نیاز آنها به بعدی فصل�های در که تصادفی



مفاهیم و تعاریف ٢

تسلط تحت تصادفی متغیرهای ٢.١
با هستند. ضعیف�تر شرط�های تحت قضیه بررسی به علاقه�مند محققان احتمالی، قضایای در
علاقه�مندیم است، تصادفی متغیرهای برای قوی شرط بودن توزیع هم شرط اینکه به توجه
تعریف ادامه در منظور، بدین کنیم. جایگزین ضعیف�تر شرطی با را بودن توزیع هم شرط
حالت تسلط تحت تصادفی متغیرهای می�کنیم. بیان را ١ تسلط تحت تصادفی متغیرهای
متغیرهای توزیع، هم تصادفی متغیرهای یعنی است، توزیع هم تصادفی متغیرهای از کلی�تری
تحت تصادفی متغیرهای مفاهیم نیست. برقرار آن عکس ولی هستند، تسلط تحت تصادفی
تصادفی متغیرهای این از خاصیت چند بیان به ادامه در است، داشته وجود دیرباز از تسلط

می�پردازیم.
تصادفی متغیرهای از دنباله�ای را {Xn, n ≥ ١} دنباله ،[١] ٣ روسالسکی و ٢ ادلر تعریف١.٢.١.

باشیم: داشته t ≥ ٠ هر ازای به گاه هر گوییم، X نامنفی تصادفی متغیر تسلط تحت
sup
n≥١

P (|Xn| > t) ≤ P (X > t) .

متغیرهای از دنباله�ای {Xn, n ≥ ١} کنید فرض ،[٢] ۴ تیلور و روسالسکی ادلر، .١.٢.١ لم
خواهیم a, b > ٠ و n ≥ ١ هر ازای به آنگاه باشد، X نامنفی تصادفی متغیر تسلط تحت تصادفی

داشت:
E
[
|Xn|aI{|Xn|≤b}

]
≤ C

(
E
[
XaI{X≤b}

]
+ baP(X > b)

)
,

و
E
[
|Xn|aI{|Xn|>b}

]
≤ CE

[
XaI{X>b}

]
.

.E [|Xn|a] ≤ CE [Xa] ،n ≥ ١ هر برای همچنین است. مثبت ثابت عدد یک C آن در که

وابسته تصادفی متغیرهای ٣.١
گوناگونی عوامل از متأثر داريم كار سرو آنها با روزمره كه پديده�هایی می�دانيم كه همانطور
در كه تصادفی متغيرهای استقلال پذیره اساس اين بر گرفته�اند. قرار ما پيرامون در كه هستند
چندانی كاربرد عمل در می�شود، گرفته نظر در اصلی پذیره به�عنوان آماری مفاهيم از بسياری
وابستگی پذیره تحت رويدادها بررسی و مطالعه به محققان از بسياری سبب همين به ندارد.

١Stochastically dominated
٢Adler
٣ Rosalsky
۴ Taylor



٣ وابسته تصادفی متغیرهای
معرفی را وابسته تصادفی متغیرهای انواع از برخی بخش این در منظور بدین آورده�اند. روی

می�کنیم.

منفی ربعی وابسته تصادفی متغیرهای ١.٣.١
که گردید، معرفی [۴٠] ۶ لهمن توسط بار اولین تصادفی متغیر دو برای ۵ منفی ربعی وابستگی

می�شود. تعریف زیر �صورت به
(NQD) منفی ربعی وابسته را آنها) توأم توزیع (یا Y و X تصادفی متغیر دو .١.٣.١ تعریف

باشیم: داشته حقیقی اعداد به متعلق y و x هر برای هرگاه می�گوییم،
P (X < x, Y < y) ≤ P (X < x)P (Y < y) . (١.١)

گاه هر است، منفی ربعی وابسته دو به دو تصادفی متغیرهای از دنباله�ای {Xn, n ≥ ١} دنباله
باشد. NQD وابستگی دارای دنباله این از تصادفی متغیر دو هر

این باشد، برقرار اکید به�طور (١.١) نامساوی y و x زوج یک برای حداقل اگر .٢.٣.١ تعریف
می�نامیم. اکید وابستگی را، وابستگی نوع

است. زیر های نامساوی از یک هر با معادل (١.١) نامساوی .١.٣.١ ملاحظه
P (X ≥ x, Y ≥ y) ≤ P (X ≥ x)P (Y ≥ y) ,

P (X ≥ x, Y ≤ y) ≥ P (X ≥ x)P (Y ≤ y) ,

P (X ≤ x, Y ≥ y) ≥ P (X ≤ x)P (Y ≥ y) ,

P (X > x, Y > y) ≤ P (X > x)P (Y > y) .

کناری توزیع توابع و توأم توزیع تابع F٢(y) و F١(x) ،F (x, y) کنید فرض .٢.٣.١ ملاحظه
داریم: آنگاه باشند، NQD تصادفی متغیرهای Y و X اگر باشند. Y و X تصادفی متغیرهای

F (x, y) ≤ F١(x)F٢(y).

متغیرهای Y و X اگر باشند. (ناصعودی) نانزولی تابع دو g و f کنید فرض .٣.٣.١ ملاحظه
هستند. NQD تصادفی متغیرهای نیز g(Y ) و f(X) آنگاه باشند، NQD تصادفی

باشد: زیر �صورت به Y و X تصادفی متغیرهای توأم توزیع کنید فرض .١.٣.١ مثال
x∖y −١ ٠ ١
−١ ١٩ ١٩ ٢٩
٠ ٠ ١٩ ١٩
١ ٢٩ ١٩ ٠

۵Negative quadrant dependent
۶Lehmann



مفاهیم و تعاریف ۴
هستند. NQD تصادفی متغیرهای Y و X الف:
نیستند. NQD تصادفی متغیرهای Y ٢ و X٢ ب:
نیستند. NQD تصادفی متغیرهای |Y | و |X| ج:

خطی منفی ربعی وابسته تصادفی متغیرهای ٢.٣.١
شدند. معرفی [۴۶] ٨ نیومن توسط بار اولین ٧ خطی منفی ربعی وابسته تصادفی متغیرهای

دنباله�ای {rn, n ≥ ١} و تصادفی متغیرهای از دنباله�ای {Xn, n ≥ ١} فرضکنید تعریف٣.٣.١.
سری دو ، A,B ∈ N هم از جدا مجموعه زیر دو هر ازای به اگر باشند، مثبت و ثابت اعداد از
منفی ربعی وابسته را {Xn, n ≥ ١} دنباله آنگاه باشند، NQD j∈B∑وابسته rjXj i∈A∑و riXi

می�نامیم. (LNQD) خطی
از دنباله� یک {Xn, n ≥ ١} اگر باشند. حقیقی و ثابت عدد دو b و a فرضکنید .۴.٣.١ ملاحظه
تصادفی متغیرهای از دنباله� یک نیز {aXn + b, n ≥ ١} آنگاه باشد، LNQD تصادفی متغیرهای

است. LNQD

باشد: زیر �صورت به X٣ و X٢ ،X١ تصادفی متغیرهای توأم توزیع کنید فرض .٢.٣.١ مثال
P(X١ = ١, X٢ = ٣, X٣ = ١) = P(X١ = ٢, X٣ = ٣, X٣ = ١) = ١

١١
P(X١ = ٣, X٢ = ٢, X٣ = ١) = P(X١ = ٣, X٢ = ٣, X٣ = ١) = ١

١١
P(X١ = ٣, X٢ = ٣, X٣ = ٢) = ٧

١١
از دنباله یک {X١, X٢, X٣} دنباله است. صفر با برابر مقادیر بقیه برای احتمال تابع همچنین

است. LNQD تصادفی متغیرهای

منفی همراستای وابسته تصادفی متغیرهای ٣.٣.١
است. شده ارائه [٢٨]١١ پروشان و ١٠ دو توسطجاج ٩ منفی همراستا وابسته تصادفی متغیرهای
اگر باشد. تصادفی متغیرهای از متناهی دنباله�ای {X١, X٢, · · ·Xn} فرضکنید تعریف٣.١.۴.

P (X١ > x١, X٢ > x٢, · · · , Xn > xn) ≤
n∏

i=١
P (Xi > xi) , (٢.١)

٧Linearly negative quadrant dependent
٨Newman
٩Negatively orthant dependent
١٠Joag-Dev
١١Proschan



۵ وابسته تصادفی متغیرهای
و

P (X١ ≤ x١, X٢ ≤ x٢, · · · , Xn ≤ xn) ≤
n∏

i=١
P (Xi ≤ xi) . (٣.١)

می�نامیم. (NOD) منفی همراستا وابسته را {X١, X٢, · · ·Xn} دنباله آنگاه
دنباله هر گاه هر است، NOD تصادفی متغیرهای از نامتناهی دنباله�ای {Xn, n ≥ ١} همچنین

باشد. NOD تصادفی متغیرهای آن از {X١, X٢, · · ·Xn} متناهی
این n ≥ ٣ برای اما هستند. معادل (٣.١) و (٢.١) نامساوی ،n = ٢ برای .۵.٣.١ ملاحظه

نیستند. معادل نامساوی دو
NQDمعادل وابستگی NODو وابستگی متغیرهایتصادفی، از جفت برایهر .۶.٣.١ ملاحظه

هستند. هم
{fn, n ≥ ١} و NOD تصادفی متغیرهای از دنباله�ای {Xn, n ≥ ١} فرضکنید .٧.٣.١ ملاحظه
از دنباله یک {fn(Xn), n ≥ ١} آنگاه باشند. (نانزولی) ناصعودی حقیقی توابع از دنباله�ای

است. NOD تصافی متغیرهای

منفی پیوندی تصادفی متغیرهای ۴.٣.١
منفی پیوندی تصادفی متغیرهای می�کنیم، معرفی که وابسته تصادفی متغیرهای از بعدی رده

است. شده ارائه [٢٨] پروشان و دو جاج توسط که است، ١٢

باشد. تصادفی متغیرهای از متناهی دنباله�ای {X١, X٢, · · ·Xn} کنید فرض .۵.٣.١ تعریف
داشته f(.), g(.) صعودی تابع دو و A,B ⊂ {١,٢, · · ·n} هم از جدا مجموعه دو هر ازای به اگر

باشیم:
cov (f (Xi, i ∈ A) , g (Xj , j ∈ B)) ≤ ٠.

می�نامیم. (NA) منفی پیوندی را {X١, X٢, · · ·Xn} دنباله آنگاه
دنباله هر گاه هر است، NA تصادفی متغیرهای از نامتناهی دنباله�ای {Xn, n ≥ ١} همچنین

باشد. NA آن از {X١, X٢, · · ·Xn} متناهی
ارائه [٢٨] پروشان و دو جاج توسط که NA تصادفی متغیر ویژگی�های از برخی ادامه در

می�کنیم. بیان را است شده
از دنباله�ای ،NA تصادفی متغیرهای از بیشتر یا عضوی دو زیرمجموعه هر .٨.٣.١ ملاحظه

می�باشد. NA تصادفی متغیرهای
١٢ Negative associated



مفاهیم و تعاریف ۶
تصادفی متغیرهای از دنباله�ای مستقل، تصادفی متغیرهای از زیرمجموعه هر .٩.٣.١ ملاحظه

است. NA

متغیرهای مجموعه یک از هم، از جدا زیرمجموعه�های روی صعودی توابع .١٠.٣.١ ملاحظه
هستند. NA ،NA تصادفی

تصادفی متغیرهای مجموعه یک از هم، از مستقل مجموعه�های اشتراک .١١.٣.١ ملاحظه
می�باشد. NA تصادفی متغیرهای از دنباله�ای ،NA

هستند، NODنیز متغیرهایتصادفی ،NAمتغیرهایتصادفی که کنید توجه .١٢.٣.١ ملاحظه
نیست. برقرار آن عکس اما

معادل NQD و NOD ،NA وابستگی تصادفی، متغیرهای از جفت هر برای .١٣.٣.١ ملاحظه
هستند. هم

متغیرهای از مجموعه�ای که دادند، ارائه مثال دو ، [٢٨] پروشان و دو جاج همچنین
است. ،NA تصادفی

چند توزیع دارای تصادفی متغیرهای از دنباله�ای {X١, X٢, · · ·Xn} کنید فرض .٣.٣.١ مثال
به ،١ ≤ i ≤ n دارد وجود نتیجه در می�باشد. است، مشاهده یک دارای فقط که جمله�ای،
n∑است.

i=١Xi = ١ دیگر عبارتی به ،Xj = ٠ که ١ ≤ j ̸= i ≤ n هر ازای به و Xi = ١ که قسمی
تعریف از استفاده با نتیجه در می�باشد. منفی هم، از جدا زیرمجموعه دو کواریانسهر بنابراین

است. NA تصادفی متغیرهای از دنباله�ای {X١, X٢, · · ·Xn} ،۵.٣.١
شامل نمونه�ای می�گیریم. نظر در را متفاوت رنگ�های با توپ N شامل ای جعبه .۴.٣.١ مثال
{X١, X٢, · · ·XN} تصادفی متغیرهای و کرده انتخاب مجموعه این از جایگذاری) (بدون توپ n
Xi = ١ دیگر عبارت به می�کنیم. تعریف نمونه در iام رنگ از توپ یک وجود نشانگر تابع را
در می�باشد. Xi = ٠ صورت این غیر در و باشد موجود نمونه در iام رنگ با توپی اگر است،

است. NA تصادفی متغیرهای از دنباله�ای {X١, X٢, · · ·XN} قبل مثال مشابه نتیجه

منفی زبرجمعی وابسته تصادفی متغیرهای ۵.٣.١
١٣ منفی زبرجمعی وابسته تصادفی متغیرهای وابسته، تصادفی متغیرهای از دیگر رده یک
زبرجمعی توابع پایه بر آن تعریف که شده، بیان [٢٧] ١۴ هو توسط وابستگی، نوع این می�باشد.
کمپرمن توسط که زبرجمعی توابع ابتدا وابستگی، نوع این بیان از قبل است. شده نهاده بنا

می�کنیم. بیان را است شده تعریف [٣١] ١۵
١٣Negatively superadditive dependent
١۴Hu
١۵Kemperman



٧ یافته تعمیم منفی وابسته تصادفی متغیرهای
باشیم: داشته ،x,y ∈ Rn هر برای اگر است، زبرجمعی ϕ : Rn → R تابع .۶.٣.١ تعریف

ϕ(x ∨ y) + ϕ(x ∧ y) ≥ ϕ(x) + ϕ(y),
یعنی است. مؤلفه�ای مینمم نماد ∧ و مؤلفه�ای ماکسیمم نماد ∨ آن در که

x ∨ y =(x١ ∨ y١, x٢ ∨ y٢, · · · , xn ∨ yn) ,

x ∧ y =(x١ ∧ y١, x٢ ∧ y٢, · · · , xn ∧ yn) .

نیست. آسانی کار خیر، یا است زبرجمعی تابع یک اینکه بررسی ۶.٣.١ تعریف از استفاده با
کرد. استفاده زیر ملاحظه از می�توان تابع یک بودن جمعی زبر بررسی برای

آنگاه باشد، پیوسته دوم مرتبه جزیی مشتق دارای ϕ تابع اگر ،[٣١] کمپرمن .١۴.٣.١ ملاحظه
با: است معادل ϕ تابع بودن زبرجمعی

∂٢ϕ(x)
∂xi∂xj

≥ ٠, ١ ≤ i ̸= j ≤ n.

صورت به منفی زبرجمعی وابسته تصادفی متغیرهای زبرجمعی، تابع تعریف از استفاده با
می�شود. بیان زیر

منفی زبرجمعی وابستگـی دارای {X١, X٢, · · · , Xn} تصادفی متغیرهای دنباله .٧.٣.١ تعریف
باشیم: داشته ϕ جمعی زبر تابع هر ازای به اگر است، (NSD)

E (ϕ(X١, X٢, · · · , Xn)) ≤ E
(
ϕ(X∗١ , X∗٢, · · · , X∗

n)
)
,

X∗
i که طوری به است، مستقل تصادفی متغیرهای از دنباله�ای {X∗١ , X∗٢, · · · , X∗

n} آن در که
نامتناهی دنباله�ای {Xn, n ≥ ١} همچنین باشد. توزیع هم ١ ≤ i ≤ n هر ازای به Xi با
دارای آن از {X١, X٢, · · ·Xn} متناهی دنباله هر گاه هر است، NSD تصادفی متغیرهای از

باشد. NSD وابستگی
NA و NQD ،NOD ،NSD وابستگـی تصادفی، متغیرهای از جفت هر برای .١۵.٣.١ ملاحظه

هستند. هم معادل
متغیرهای از دنباله�ای {X١, X٢, · · ·Xn} اگر ،[١٠] ١٧ واگلاتو و ١۶ کریستوفیدز .١۶.٣.١ ملاحظه

است. NSD تصافی متغیرهای از دنباله�ای دنباله، این آنگاه باشد، NA تصادفی

یافته تعمیم منفی وابسته تصادفی متغیرهای ۴.١
است. شده معرفی [۴٠] لهمن توسط بار اولین ١٨ یافته تعمیم منفی وابسته تصادفی متغیرهای
یافته تعمیم منفی وابسته تصادفی متغیرهای برای رساله این حدی قضایای اینکه به توجه با

١۶Christofides
١٧Vaggelatou
١٨Extended negatively dependent



مفاهیم و تعاریف ٨
می�پردازیم. داریم، نیاز آن به آتی فصل�های در که نامساوی�هایـی بیان به است،

اگر باشد. تصادفی متغیرهای از متناهی دنباله�ای {X١, X٢, · · ·Xn} فرضکنید تعریف١.۴.١.
که: قسمی به باشد، داشته وجود n از مستقل و M مثبت ثابت

P (X١ > x١, X٢ > x٢, · · · , Xn > xn) ≤ M

n∏
i=١

P (Xi > xi) ,

و
P (X١ ≤ x١, X٢ ≤ x٢, · · · , Xn ≤ xn) ≤ M

n∏
i=١

P (Xi ≤ xi) .

می�نامیم. (END) یافته تعمیم منفی وابسته را {X١, X٢, · · ·Xn} دنباله آنگاه
دنباله هر گاه هر است، END تصادفی متغیرهای از نامتناهی دنباله�ای {Xn, n ≥ ١} همچنین

باشد. یافته تعمیم منفی وابسته آن از {X١, X٢, · · ·Xn} متناهی
باشد، M = ١ که حالتی برای یافته تعمیم منفی وابسته تصادفی متغیرهای .١.۴.١ ملاحظه

می�باشند. NOD تصادفی متغیرهای
نتیجه در هستند. نیز منفی پیوندی تصادفی متغیرهای M = ١ حالت برای این بر علاوه
وابسته تصادفی متغیرهای از تری کلی حالت یافته تعمیم منفی وابسته تصادفی متغیرهای

هستند. مسقل و منفی پیوندی همراستا، منفی

نامساوی�ها ١.۴.١
نیاز رساله این در که END تصادفی متغیرهای از نامساوی و لم چند بیان به قسمت این در

می�پردازیم. داریم،
دنباله�ای {Xn, n ≥ ١} و ١ ≤ p ≤ ٢ کنید فرض ،[۶٢] ٢١ وانگ و ٢٠ ژانگ ١٩ شن .١.۴.١ لم
.E|Xn|p < ∞ همچنین باشد، صفر میانگین و M مثبت ثابت با END تصادفی متغیرهای از

که: طوری به است، p و M به وابسته که دارد وجود C(M,p) مثبت ثابت آنگاه
E

∣∣∣∣∣∣
n∑

i=١
Xi

∣∣∣∣∣∣
p

≤ C(M,p)

n∑
i=١

E|Xi|p.

از دنباله�ای {Xn, n ≥ ١} و ١ ≤ p ≤ ٢ کنید فرض ،[١۶] همکاران و ٢٢ دینک .٢.۴.١ لم
.E|Xn|p < ∞ همچنین باشد، صفر میانگین و M مثبت ثابت با END تصادفی متغیرهای

که: قسمی به p و M به وابسته و C(M,p) مثبت ثابت دارد وجود آنگاه
E max١<k≤n

∣∣∣∣∣∣
k∑

i=١
Xi

∣∣∣∣∣∣
p

≤ C(M ; p)(log n)p
n∑

i=١
E |Xi|p .

١٩ Shen
٢٠ Zhang
٢١ Wang
٢٢Ding



٩ ثابت ضرایب با خطی فرآیند
END تصادفی متغیرهای از دنباله�ای {Xn, n ≥ ١} کنید فرض ،[۴٢] ٢٣ لیو .٢.۴.١ ملاحظه
یک {fn(Xn), n ≥ ١} آنگاه باشند. (نانزولی) ناصعودی حقیقی توابع از دنباله�ای {fn, n ≥ ١} و

است. END تصادفی متغیرهای از دنباله

قرار بسیاری نویسندگان توجه مورد END تصادفی متغیرهای برای حدی قضایای اخیراً
کنید. مراجعه [٧٨ ،٧۵ ،٧٠ ،۶٧ ،۵٨] به مثال برای گرفته�اند.

ثابت ضرایب با خطی فرآیند ۵.١
پرداخت زمانی سری�های برای مجانبی همگرایی بررسی به [۵٠ ،۴٩ ،۴٨] ٢۴ لیش مک ابتدا در
برای را حدی قضایای سپس و بودند شده تشکیل خطی فرآیند از زمانی سری�های آن در که
به [۵۵] ٢۶ سولو و ٢۵ فیلپس کرد. بررسی مختلف شرایط با وابسته تصادفی متغیرهای
٢٧ ساودره سپس پرداختند. خطی فرآیند مختلف حالت�های برای مجانبی همگرایی بررسی
تشکیل تصادفی ضرایب با خطی فرآیندهای از که زمانی سری�های بررسی به [۶٠] همکاران و
شدند تشکیل ثابت ضرایب با خطی فرآیند از که زمانی سری�های با را آنها و پرداختند، شدند
تصادفی فرآیند برای حدی قضایای و مجانبی همگرایی بررسی به [٣۵] ٢٨ کو کردند. مقایسه
فرآیند برای را مرکزی حد قضیه نیز [۶۶] ٣٠ وو و ٢٩ وانگ است. پرداخته هیلبرت فضای در
تعریف را خطی فرآیند بخش این در دادند. قرار بررسی مورد وابسته تصادفی ضرایب با خطی
برای را شده بیان حدی سپسقضایای می�کنیم. بررسی زمانی سری�های با را آن ارتباط و کرده

می�کنیم. ارائه ثابت ضرایب با خطی فرآیند

ثابت ضرایب با خطی فرآیند تعریف ١.۵.١
شده�اند، معرفی دینامیک رفتارهای با زمانی سری�های بررسی برای که دارند وجود مدل�هایـی
(AR) رگرسیو اتو ،(MA)متحرک میانگین زمانی سری�های مدل�های به می�توان جمله آن از که

کرد. اشاره (ARMA) متحرک میانگین – رگرسیو اتو و
٢٣Liu
٢۴McLeish
٢۵Philips
٢۶solo
٢٧Saavedre
٢٨Ko
٢٩Wang
٣٠Wu



مفاهیم و تعاریف ١٠
دنباله�ای {an, n ≥ ٠} و تصادفی متغیرهای از دنباله�ای {Xn, n ∈ Z} فرضکنید تعریف١.۵.١.

آنگاه: باشد، ثابت اعداد از
Zt = µ+ a٠Xt + a١Xt−١ + · · ·+ aqXt−q = µ+

q∑
j=٠

ajXt−j .

می��شود. داده نشان MA(q) نماد با و می�شود، نامیده q مرتبه متحرک میانگین فرآیند یک
داریم: t, s ∈ Z, s ̸= ٠ هر برای و است خطا یا اغتشاش عامل {Xn, n ∈ Z} دنباله

E [XtXt−s] = ٠.
داشت: خواهیم t ∈ Z هر برای و

E [Xt] = ٠, E
[
X٢

t

]
= σ٢ > ٠.

نوشت: می�توان باشد، q مرتبه متحرک میانگین فرآیند یک {Zt, t ∈ Z} اگر نتیجه در
E [Zt] = µ, var(Zt) = (a٢٠ + a٢١ + · · ·+ a٢q )σ٢.

داشت: خواهیم {Zt, t ∈ Z} فرآیند کواریانس برای همچنین
γ١ = Cov

(
Zt, Zt−١

)
= Cov

(
Zt, Zt+١

)
=
(
a٠a١ + · · ·+ aq−١aq

)
σ٢ = σ٢

q−١∑
k=٠

ak+١ak

γj = Cov (Zt, Zt−j) = Cov (Zt, Zt+j)

= σ٢
q−j∑
k=٠

ak+jak.

می�نامند. اتوکوواریانس تابع را γj تابع
به که می�باشد، MA(∞) فرآیند MA(q) فرآیند از یافته تعمیم صورت یک .١.۵.١ ملاحظه

می�شود: تعریف زیر صورت
Zt = µ+ a٠Xt + a١Xt−١ + a٢Xt−٢ + · · · = µ+

∞∑
j=٠

ajXt−j .

می�شود مشاهده می�شود، بیان ادامه در که ثابت ضرایب با خطی فرآیند تعریف به توجه با
با خطی فرآیند از خاصی حالت صفر میانگین با ،MA(∞) متحرک میانگین زمانی سری که

می�باشد. ثابت ضرایب
دادن قرار با سپس می�کنیم. معرفی را ثابت ضرایب با خطی فرآیند نخست ادامه در

می�پردازیم. فرآیند نوع این حدی قضایای بررسی به ضرایب، برای شرط�هایی
دنباله�ای {an, n ∈ Z} و تصادفی متغیرهای از دنباله�ای {εn, n ∈ Z} فرضکنید تعریف١.۵.٢.

آنگاه: باشد، ثابت اعداد از
Xt =

∞∑
j=−∞

ajεt−j .

است. ثابت ضرایب با خطی فرآیند یک



١١ ثابت ضرایب با خطی فرآیند

حدی قضایای ٢.۵.١
بررسی ثابت ضرایب با خطی فرآیند برای تاکنون که حدی قضایای بیان به قسمت این در
بیان ثابت ضرایب با خطی فرآیند برای را بزرگ اعداد قوی قانون ابتدا در می�پردازیم. شده�اند،

می�کنیم.
ضرایب با خطی فر�آیند یک Xt =

∑∞
j=٠ ajεt−j فرضکنید ،[۵۵] سولو و فیلپس .١.۵.١ قضیه

می�باشد. توزیع هم و مستقل متغیرهایتصادفی از دنباله�ای {ε, εn, n ∈ Z}آن در که ثابتاست،
آنگاه: ∞∑باشد،

j=١ j٢a٢j < ∞ و Eε٢ < ∞ ،Eε = ٠ اگر
n−١ n∑

t=١
Xt

a.s.−→ ٠ as n → ∞.

ضرایب با خطی فر�آیند یک Xt =
∑∞

j=٠ ajεt−j فرضکنید ،[۵۵] سولو فیلپسو .٢.۵.١ قضیه
باشد. توزیع هم و مستقل تصادفی متغیرهای از دنباله�ای {ε, εn, n ∈ Z} آن در که است، ثابت

آنگاه: ∞∑باشد،
j=١ j |aj | < ∞ و E|ε| < ∞ ،Eε = ٠ اگر

n−١ n∑
t=١

Xt
a.s.−→ ٠ as n → ∞.

وقتی خطی فرآیند برای را مارسینکویچ-زیگمونت قوی قانون ،[۴۵] ٣٢ سولیا و ٣١ لوئچی
کردند. بررسی است، نامتناهی یا متناهی واریانس

باشد. خطی فرآیند یک Xt =
∑∞

j=−∞ at−jεt کنید فرض ،[۴۵] سولیا و لوئچی .٣.۵.١ قضیه
١ < α < ٢ با ٣٣ α-پایا متقارن توزیع هم و مستقل تصادفی متغیرهای از دنباله�ای {εi, i ∈ Z}

که طوری به باشد، داشته وجود ،١ ≤ s < α همچنین است، E|ε|p < ∞ ،p < α هر برای و
داریم: ١/p > ١− ١/s+ ١/α که p هر ازای به آنگاه ،∑∞

j=−∞ |aj |s < ∞
١

n١/p
n∑

t=١
Xt

a.s.−→ ٠ as n → ∞.

دارای {Xt, t > ٠} آنگاه ،∑∞
j=−∞ |aj | < ∞ اگر ،Xt =

∑∞
j=−∞ aj+tεt خطی فرآیند برای

دارای {Xt, t > ٠} آنگاه ،∑∞
j=−∞ |aj | = ∞ اگر است. ٣۴ کوتاه وابستگی یا کوتاه حافظه

و ٣۶ گریاتیس در ٣ فصل به بیشتر مطالعه (برای است ٣۵ طولانی وابستگی یا طولانی حافظه
قانون همگرایـی مرتبه از خاصی حالت ،[۴١] همکاران و ٣٧ لی کنید). مراجعه [٢٢] همکاران

کردند. بررسی کوتاه وابستگی با خطی فرآیند برای را مارسینکویچ-زیگمونت قوی
٣١Louhichi
٣٢ Soulier
٣٣α-stable
٣۴ short-range dependent
٣۵ long-range dependent
٣۶ Giraitis
٣٧Li



مفاهیم و تعاریف ١٢
فرآیند یک Xt =

∑∞
j=−∞ aj+tεj و ١ ≤ p < ٢ کنید فرض ،[۴١] همکاران و لی .۴.۵.١ قضیه

{εi, i ∈ Z} و حقیقی اعداد از دنباله�ای {ai, i ∈ Z} همچنین باشد. کوتاه وابستگی با خطی
آنگاه باشند. صفر میانگین و E|ε|٢p < ∞ با توزیع هم و مستقل تصادفی متغیرهای از دنباله�ای

داریم: ،ϵ > ٠ هر ازای به
∞∑
n=١

P

∣∣∣∣∣∣
n∑

k=١
Xk

∣∣∣∣∣∣ > n١/pϵ
 < ∞.

را مارسینکویچ-زیگمونت ضعیف قانون همگرایـی مرتبه ،[٩]٣٩ راکیسکس و ٣٨ کاریکس
دادند. قرار مطالعه مورد خطی فرآیند برای

یک Xt =
∑∞

j=٠ ajεt−j و ١ < p < ٢ کنید فرض ،[٩] راکیسکس و کاریکس .۵.۵.١ قضیه
و ∑∞

j=٠ |aj |p < ∞ با حقیقی اعداد از دنباله�ای � {ai, i ∈ Z} همچنین باشد، خطی فرآیند
E [|ε|p log(١+ |ε|)] < با توزیع هم و مستقل تصادفی متغیرهای از دنباله�ای {ε, εi, i ∈ Z}

که طوری به p < q < ٢ از برخی برای کنید فرض علاوه به باشند. صفر میانگین و ∞

داریم: ،ϵ > ٠ هر ازای به آنگاه باشد. Wn(q)/Wn(p) = O(n١/q−١/p)
∞∑
n=١

n−١P
∣∣∣∣∣∣

n∑
k=١

Xk

∣∣∣∣∣∣ > Wn(p)ϵ

 < ∞,

آن در که
Wn(t) =

( ∞∑
i=−∞

|ωni|t
)١/t

, (۴.١)
باشد. ωni =

∑n
k=١ ak−i که طوری به

دادند. تعمیم طولانی وابستگی با خطی فرآیند به را ١.٣.٢ قضیه ،[٧٧] همکاران و ژانگ
،١ < rp < ٢ و ١ ≤ p < ٢ ،r > ١ کنید فرض ،[٧٧] همکاران و ژانگ .۶.۵.١ قضیه
متغیرهای از دنباله�ای {ε, εi, i ∈ Z} باشد، خطی فرآیند یک Xt =

∑∞
j=−∞ aj+tεj همچنین

کنید فرض علاوه به باشند. صفر میانگین و E|ε|rp < ∞ با توزیع هم و مستقل تصادفی
، rp < q < ٢ از برخی برای و ∑∞

j=−∞ |aj |p < ∞ با حقیقی اعداد از دنباله�ای {ai, i ∈ Z}

داریم: ،ϵ > ٠ هر ازای به آنگاه .Wn(q)/Wn(p) = O(n١/q−١/p)
∞∑
n=١

nr−٢P
∣∣∣∣∣∣

n∑
k=١

Xk

∣∣∣∣∣∣ > Wn(p)ϵ

 < ∞.

می�شود. تعریف (۴.١) مانند Wn(q) و است ωni =
∑n

k=١ an+i آن در که
برای را حدی قضایای ادامه در است. r = ١ با ۶.۵.١ قضیه از خاصی حالت ۵.۵.١ قضیه
متغیرهای از دنباله�ای {εn, n ∈ Z} آن در که Xt =

∑∞
j=٠ ajεt−j ثابت ضرایب با خطی فرآیند
می�کنیم. بررسی باشد وابسته تصادفی

٣٨Characiejus
٣٩Račkauskas



١٣ تصادفی ضرایب با خطی فرآیند
در ثابت ضرایب با خطی فر�آیند یک Xt =

∑∞
j=٠ ajεt−j کنید فرض ، [٣۵] کو .٧.۵.١ قضیه

۴٠ مثبت پیوندی تصادفی متغیرهای از دنباله�ای {εn, n ∈ Z} آن در که است، هیلبرت فضای
،Eεn = ٠ اگر باشد. هیلبرت فضای در ثابت اعداد از کراندار دنباله�ای {an, n ≥ ٠} و (PA)

داریم: آنگاه ∞∑باشد،
j=١ j ∥aj∥ < ∞ و E∥εn∥ < ∞

n−١ n∑
t=١

Xt
a.s.−→ ٠ as n → ∞.

می�کنیم. بیان ثابت ضرایب با خطی فرآیند از حالتی برای را مرکزی حد قضیه ادامه در
ضرایب با خطی فر�آیند یک Xt =

∑∞
j=٠ ajεt−j کنید فرض ،[۶۶] وو و وانگ .٨.۵.١ قضیه

برای ،Eεn = ٠ اگر باشد. LNQD تصادفی متغیرهای از دنباله�ای {εn, n ∈ Z} آن در که ثابت
باشیم: داشته ∞∑و

j=١ |aj | < ∞ ،E|εn|s < ∞ ،s > ٢
σ٢ = Eε٢١ + ٢

∞∑
i=٢

E (ε١εi) < ∞

است. برقرار ثابت ضرایب با خطی فرآیند نوع این برای مرکزی حد قضیه آنگاه

تصادفی ضرایب با خطی فرآیند ۶.١
میانگین فرآیند ثابت، ضرایب با خطی فرآیند از تری کلی حالت تصادفی ضرایب با خطی فرآیند
قضایایحدی نتیجه در متحرک(∞)MAمی�باشد. میانگین فرآیند و (MA(q)) q متحرکمرتبه
این از داد. تعمیم فرآیندها این به می�توان را تصادفی ضرایب با خطی فرآیند برای آمده دست به
منظور بدین هستیم. خطی فرآیند از نوع این برای حدی قضایای آوردن دست به علاقه�مند رو
فرآیند کاربرد سپس می�پردازیم. تصادفی ضرایب با خطی فرآیند معرفی به بخشنخست این در

می�کنیم. بیان را تصادفی ضرایب با خطی

تصادفی ضرایب با خطی فرآیند تعریف ١.۶.١
تعریف این از استفاده با و می�پردازیم تصادفی ضرایب با خطی فرآیند تعریف به قسمت این در
بررسی را تصادفی ضرایب با خطی فرآیند مختلف حالت�های برای را حدی قضایای بعد فصل در

می�کنیم.
باشند. تصادفی متغیرهای از دنباله دو {An, n ∈ Z} و {εn, n ∈ Z} کنید فرض .١.۶.١ تعریف

صورت: این در
Xt =

∞∑
j=−∞

Ajεt−j .

است. تصادفی ضرایب با خطی فرآیند یک
۴٠Positive associated



مفاهیم و تعاریف ١۴

تصادفی ضرایب با خطی فرآیند کاربرد ٢.۶.١
در سینوسی رفتار برحسب را زمانی سری نوسانات که است روشی فرکانس قلمرو در تحلیل
تابع مکمل واقع در که طیفی چگالی تابع بخش این در می�کند. بیان مختلف فرکانس�های
مهندسی چون زمینه�هایـی فرکانسدر ضرورتروش�های می�کنیم. معرفی را اتوکوواریانساست
زمانی سری یک فرضکنید می�شود. احساس گسترده�ای طور به هواشناسی و ژئوفیزیک برق،

داریم: را زیر طبیعی الگوی صورت این در است، معلوم فرکانس با دوره�ای مؤلفه� شامل
Xt = A cos(ωt+ θ) + Zt. (۵.١)

مانا تصادفی سری یک Zt و فاز θ تغییرات، دامنه A دوره�ای، تغییرات فرکانس ω الگو این در
است برابر ،ω چون می�شود. گیری اندازه رادیان حسب بر (ωt+ θ) زاویه که می�دهد، نشان را
نامیده فرکانس اختصار به یا زاویه�ای فرکانس اوقات گاهی زمان، واحد در رادیان�ها تعداد با
نظر در زمان واحد در دوره�ها تعداد یعنی f = ٢π/ω �صورت به را فرکانس بعضی�ها می�شود.
طول را ٢π/ω و می�شود برده کار به داده�ها تفسیر و تعبیر برای اغلب فرکانس این می�گیرند.
است ممکن زمانی سری تغییرات عمل در لیکن است ساده بسیار (۵.١) الگوی می�نامند. موج
است ممکن فروش ارقام مثال عنوان به باشد. مختلف فرکانس چندین در تغییرات معلول
طبیعی صورت این در شود. شامل را دوره�ای تغییرات سایر و سالانه ماهانه، هفته�ای، تغییرات

دهیم: تعمیم صورت این به� را قبل الگوی است
Xt =

k∑
j=١

Aj cos(ωjt+ θj) + Zt. (۶.١)

بنویسیم: زیر �صورت به می�توان را (۶.١) الگوی است. ωj فرکانس به مربوط دامنه Aj آن در که

Xt =

k∑
j=١

(aj cosωjt+ bj sinωjt) + Zt. (٧.١)

تعداد (٧.١) و (۶.١) الگوهای در اگر حال .bj = −Aj sin θj و aj = Aj cos θj آن در که
داریم: k → ∞ وقتی یعنی باشند، نامتناهی فرکانس�ها

Xt =
∞∑
j=١

Aj cos(ωjt+ θj) + Zt.

همچنین:
Xt =

∞∑
j=١

(aj cosωjt+ bj sinωjt) + Zt.

اندازه واحد زمانی فاصله در که گسسته�ای مانای فرآیند هر که داد نشان می�توان صورت این در
دهیم: نمایش زیر شکل به می�توانیم را می�شود گیری

Xt =

∫ π

٠ cosωt dV (ω) +

∫ π

٠ sinωt dU(ω). (٨.١)



١۵ تصادفی ضرایب با خطی فرآیند
واقع ω هر ازای به که هستند متعامدی نموهای با نابسته� فرآیندهای U(ω) و V (ω) آن در که
ادامه در می�نامند. فرآیند طیفی نمایش را (٨.١) معادله باشند. شده تعریف (٠, π) فاصله در

می�کنیم. بیان را حقیقی فرآیندهای به مربوط خنیتشین و وینر قضیه
وجود F (ω) افزایشی تابع ،γk اتوکوواریانس تابع با مانا تصادفی فرآیند هر برای .١.۶.١ قضیه

که: طوری به دارد
γk =

∫ π

٠ cos kω dF (ω).

می�نامند. طیفی توزیع تابع را F (ω) و اتوکوواریانس تابع طیفی نمایش را معادله این
کرد. تعریف می�توان نیز زیر صورت به را طیفی توزیع تابع

نمایش در واقع هارمونیک مؤلفه�های واریانس کل F (ω) ،ω ∈ (٠, π) هر برای .٢.۶.١ تعریف
هستند. ω مساوی یا کوچکتر فرکانس�های دارای که می�دهد را Xt طیفی

فرکانس بیشترین می�شود گیری اندازه واحد زمانی فواصل در که گسسته�ای فرآیند برای
بنابراین می�آید. وجود به π از کمتر فرکانس�های برای تغییرات تمام بنابراین است. π ممکن

داریم:
F (π) = V ar(Xt) = σ٢x .

داشت: خواهیم دهیم قرار k = ٠ فرآیند طیفی نمایش در اگر
γ٠ = σ٢x =

∫ π

٠
dF (ω).

رفتار که می�یابیم در دقت اندکی با است. افزایشی یکنوای (٠, π) فاصله در F (ω) تابع بنابراین
،١ جای به بالایی حد اینجا در که تفاوت این با است، تجمعی توزیع توابع مانند تقریباً تابع این

� می�کنیم. تعریف را طیفی توزیع تابع شده نرمال شکل ادامه در است. σ٢x
می�دهند: نشان زیر رابطه با را طیفی توزیع تابع شده نرمال شکل .٣.۶.١ تعریف

F ∗(ω) =
F (ω)

σ٢x
.

F ∗(ω) و F ∗(π) = ١ چون می�شود. داده (٠, ω) بازه در فرکانس از حاصل واریانس نسبت یعنی
دارد. تجمعی توزیع تابع با مشابه خواصی F ∗(ω) لذا است، افزایشی یکنوای

است (٠, π) بازه بر پیوسته تابعی طیفی توزیع تابع تصادفی، گسسته مانای فرآیند یک برای
می�کنیم. تعریف را طیفی چگالی تابع ادامه در بگیریم. مشتق ω به نسبت آن از می�توان و

صورت به و می�نامیم، طیفی چگالی تابع را ω به نسبت طیفی توزیع تابع مشتق .۴.۶.١ تعریف
می�کنیم: تعریف زیر

Q(ω) =
dF (ω)

dω
.



مفاهیم و تعاریف ١۶
واریانس برابر آن منحنی زیر سطح کنیم رسم را آن و باشیم داشته را طیفی چگالی تابع اگر

بود. خواهد فرآیند

که طوری به باشد، اشیا از مجموعه�ای به مربوط احتمال یکفضای (A,Ω, PA
) فرضکنید

{Xt(a), t ∈ Z} ،a ∈ A کدام هر برای باشد، پیوسته کاملا طیفی توزیع با تصادفی فرآیند یک
به علاقمند که می�باشد، طیفی چگالی تابع Qa(ω) بنابراین می�شود. تعیین مانا فرآیند یک

هستیم: زیر پارامترهای برآورد
f(ω) = EA [Qa(ω)] , varA [Qa(ω)] .

و ۴١ دیگلی به بیشـتر اطلاعـات برای است. طیفی جمعیـت اصطلاح به f(ω) تابع آن در که
شود. مراجعه [١۵] ۴٢ وسل

برای و می�گیریم، A مجموعه از a = {a١, · · · , ar} تصادفی نمونه یک تابع این برآورد منظور به
تحلیل برای اطلاعات ما بنابراین می�دهد. رخ t = ١, · · · , T زمان�های در Xt(ai) فرآیند ai هر

داریم: را زیر زمانی سری
{Xt(ai) : i = ١, · · · , r : t = ١, · · · , T} . (٩.١)

به را Xt(ai) زمانی سری برای نما دوره و می�گیریم، نظر در مستقل را Qa١(ω), · · · , Qar(ω) که
می�کنیم: تعریف زیر صورت

Ia,T (ω) =
١

٢πT
∣∣∣∣∣∣

T∑
t=١

Xt(a)exp(−iωt)

∣∣∣∣∣∣
٢
. (١٠.١)

تعریف زیر صورت به را Za(ω) فرآیند نتیجه در و f(ω) > ٠ ،|ω| < π همه برای کنید فرض
می������������������������������������������������������������کنیم:

Za(ω) =
Qa(ω)

f(ω)
.

را ،N =

[
T

٢
]
،j = −N, · · · , N برای ،ωj =

٢πj
T

فوریه فرکانس در نما دوره امین j بنابراین
بنویسیم: زیر صورت به می�توانیم

Ii,T (ωj) = f(ωj)Zai(ωj)U
(T )
i,j . (١١.١)

زیر صورت به را ،U (T )
i,j و می�دهیم، نشان ،Ii,T با را Iai,T و ،Qi با را Qai اختصار به آن در که

می�کنیم: تعریف
U

(T )
i,j =

Ii,T (ωj)

Qa(ωj)
.

است. iام عضو به مربوط باقیمانده ،U (T )
i,j و می�دهد، نشان را عضوها بین تفاوت Zai(ω) فرآیند

می�کنیم: تعریف صورت این به ،ω, θ ∈ [−π, π] هر برای را کواریانس تابع ما بنایراین
Ψ(ω, θ) = EA [(Qi(ω)− f(ω)) (Qi(θ)− f(θ))] .

۴١Diggle
۴٢Wasel



١٧ تصادفی ضرایب با خطی فرآیند
داریم: این به توجه با

Ψ(ω, ω) = V arA (Qi(ω)) .

داریم: ،Qi(ω) برآورد برای (٩.١) رابطه و شده داده اطلاعات به توجه با
Q̂i(ω;λ) =

١
Tλ

N∑
j=−N

K

(
ω − ωj

λ

)
Ii,T (ωj). (١٢.١)

است. باند پهنای λ و است، مقدار حقیقی نامنفی متقارن هسته تابع K(u) آن در که
داریم: ،f(ω) جمعیت طیف برآورد برای ترتیب همین به

f̂(ω;h) =
١
Th

N∑
j=−N

K

(
ω − ωj

h

)
I �,T (ωj). (١٣.١)

می�کنیم: تعریف زیر صورت به I �,T (ωj) و است باند پهنای h آن در که
I �,T (ωj) =

١
r

r∑
i=١

Ii,T (ω).

[٢٠] ۴۵ هاردلی و ۴۴ فرانک و ،[۵۶] ۴٣ پرایستلی توسط ،Q̂i(ω;λ) برآورد برای سازگاری شرایط
توسط ،Q̂i(ω;λ) برآورد و f̂(ω;h)طیفجمعیت برآورد برای شرایطسازگاری است. بررسیشده

است. شده بررسی [٨] ۴٧ دیویس و ۴۶ برکول
فرآیند Xt(a) ،(٩.١) زمانی سری در وقتی جمعیت طیف برآورد برای سازگاری شرایط ادامه در

می�کنیم. بیان را باشد، تصادفی ضرایب با خطی
باشد. زیر صورت به تصادفی ضرایب با خطی فرآیند Xt(a) ،(٩.١) زمانی سری در کنید فرض

Xt(a) =

∞∑
u=−∞

gu(a)εt−u(a).

هستند. تصادفی متغیرهای از دنباله دو {gn(a), n ∈ Z} و {εn(a), n ∈ Z} آن در که
می�کنیم. بیان تصادفی ضرایب با بیشتر آشنایی برای مثال چند ادامه در

دارای a و باشد، gn(a) = ٠ ،n ≤ ٠ برای و gn(a) = an ،n > ٠ برای کنید فرض .١.۶.١ مثال
که: طوری به باشد بتا احتمال توزیع

h(a) = beta(α١, α٢) ٠ < a < ١.
،n > ٠ برای است، استاندارد یکنواخت توزیع دارای g٠(a) ∼ U [٠, ١] فرضکنید .٢.۶.١ مثال
،E [gn(a)] = ٢−(n+١) نتیجه در .gn(a) = ٠ ،n < ٠ برای همچنین و gn(a) ∼ U

[٠, An−١
]

داریم: یک احتمال با بنابراین
∞∑
j=٠

j|gj(a)| =
∞∑
j=٠

jgj(a) < ∞.

۴٣Priestley
۴۴Franke
۴۵Härdle
۴۶Brockwell
۴٧Davis



مفاهیم و تعاریف ١٨
دارد. کاربرد تصادفی ضرایب با خطی فرآیند حدی قضایای بررسی در فوق شرط

خطی فرآیند از شده تشکیل جمعیت طیف برآورد بررسی برای قضایایی می�خواهیم اکنون
می�گیریم: نظر در را زیر شرایط منظور، این برای کنیم. بیان تصادفی ضرایب با

می�کنیم: تعریف ،a ∈ A هر برای .i
E
[
εt(a)

۴|a
]
= µ۴(a).

،EA [µ۴(a)] < ∞ علاوه به است، تصادفی متغیرهای از دنباله�ای {εt(a), n ∈ Z} آن در که
بنابراین:

µ۴(a) < ∞ a.s..

باشیم: داشته {gt(a), n ∈ Z} تصادفی ضرایب دنباله برای کنید فرض .ii
EA

( ∞∑
u=−∞

|gu(a)||u|١/٢
)۴ < ∞.

داریم: بنابراین
∞∑

u=−∞
|gu(a)||u|١/٢ < ∞ a.s..

که: است شده داده نشان ، [٨] دیویس و برکول ١٠.٣.١ قضیه در
Ia,T (ω) = ٢πQa(ω)Ia,T,e(ω) +Ra,T (ω).

داریم: و می�باشد {εt(a), n ∈ Z} فرآیند با متناظر نگار دوره Ia,T,e(ω) آن در که
EA

[
|Ra,T (ω)|٢ |a

]
= ρ(a)O

(
T−١) .

می�باشد. a از مستقل O
(
T−١) اینجا در

داریم: بنابراین ،EA [ρ(a)] < ∞ کنید فرض .iii
EA

[
|Ra,T (ω)|٢

]
= O

(
T−١) .

می�باشد. برقرار ω در یکنواخت طور به فوق رابطه

باشد. مستقل µ۴(a) از {gt(a), n ∈ Z} تصادفی ضرایب دنباله کنید فرض .iv

EA [La] < ∞ که طوری به ،La
۴٨ لیپشیتز پارامتر با {Qa(ω), a ∈ A, |ω| ≤ π} فرضکنید .v

کند. صدق O(١) با لیپشیز شرط در
۴٨Lipshitz



١٩ تصادفی ضرایب با خطی فرآیند
لیپشیز یکنواخت طور به و [−κ, κ] ورودی با K(u) نامنفی هسته کرنل تابع کنید فرض .vi

باشیم: ∫داشته
K(u)du =

∫
u٢K(u)du = ٢π.

در پیوسته طور به f(ω) و باشد برقرار (vi) و (v) (ii)، (i)، شرایط کنید فرض .٢.۶.١ قضیه
به f̂(ω, h) برای آنگاه (Th۴)−١ = O(١) و h → ٠ ،T → ∞ اگر باشد، پذیر انتگرال [−π, π] بازه

داریم: ω در یکنواخت طور
EA

[
f̂(ω, h)

]
− f(ω) =

h٢
٢ f

′′
(ω) + o(h٢) +O

(
log T

T

)
.

طور به Ψ(ω, θ) و باشد برقرار (vi) و (iv) (iii)، (ii)، (i)، شرایط کنید فرض .٣.۶.١ قضیه
آنگاه h → ∞ و Th → ٠ ،T, r → ∞ اگر باشد، پذیر انتگرال [−π, π] × [−π, π] بازه در پیوسته

داریم: ω در یکنواخت طور به f̂(ω, h) برای

varA

(
f̂(ω, h)

)
=
EA

[
Q٢

i (ω)
]
∥K∥٢

Thr
+O

(
(Tr)−١

)
+
١
r

{
varA (Qi(ω)) +O

(
h٢
)
+O

(
(Th)−١

)}
.

با: است برابر ∥K∥٢ آن در که
∥K∥٢ =

١
٢π
∫ ∞

−∞
K٢(θ)dθ.

خطی فرآیند با ثابت ضرایب با خطی فرآیند مقایسه سازی شبیه همچنین و قضیه دو این
است. شده بیان ،[۶٠] همکاران و ساودره در تصادفی ضرایب با





٢ فصل
همگرایـی مرتبه و همگرایـی

مقدمه ١.٢
جیرولامو دارد. آمار و ریاضی در نقشمهمی حدی قضایای که است، شده داده نشان خوبی به
نتایج دقت که بود باور این بر ریاضی اثبات بدون ایتالیایـی ریاضیدان (١۵١-٠١۵٧۶)١ کاردانو
عنوان تحت بعدها فرضیه این می�شود. بیشتر آزمایش دفعات تعداد افزایش با آمار در تجربی
[۵٢] ٢ مودینو به بیشتر مطالعه برای گرفت. قرار توجه مورد و شد اثبات بزرگ اعداد قانون
توسط بـار نخستین برای برنولی متغیرهای برای قـانون این از خاصی حالت شود. مراجعه
اعداد قانون نام با بعدها ولی نامید، طلایـی قضیه را قانون این وی شد، اثبات [۶] ٣ برنولی
بزرگ اعداد قانون نام با را قانون این ۴ پواسون دنیز ١٨٣۵سیمون سال در شد. مشهور بزرگ
مطالعه برای می�شود. شنـاخته شده ذکر نـام دو هر با قضیه این اکنون هم داد. توضیح
مانند دیگری ریاضیدانان پواسون و برنولی از بعد کنید. مراجعه [٢۵]۵ هجیک به بیشتر
در و کردند تلاش آن اثبات و تعریف این بهبود برای کولموگرف و بورل چبیشف، مارکف،

١ Gerolamo Cardano
٢Mlodinow
٣Bernoulli
۴Siméon Denis Poisson
۵Hacking



همگرایـی مرتبه و همگرایـی ٢٢
تلاش�ها این کرد. اثبات را آن دلخواه تصادفی متغیر هر برای ۶ خینچین الکساندر نهایت
قانون و ضعیف قانون حالت دو این شد. قانون این از مختلف حالت دو پیدایش به منجر
دو این بلکه نیستند، متفاوت قانون دو بزرگ اعداد قوی قانون و ضعیف قانون می�باشد. قوی
تعداد وقتی یقین به قریب همگرایـی و احتمال همگرایـی موضوع متفاوت دیدگاه دو از قانون
قانون می�توان همچنین می�دهند. توضیح را میانگین مقدار به است، زیاد آزمایش دفعات
مرتبه و همگرایـی بررسی به فصل، این در منظور بدین گرفت. نتیجه قوی قانون از را ضعیف
هم شرط با را بزرگ اعداد قوی قانون ابتدا اول بخش در می�پردازیم. خطی فرآیند همگرایـی
و حذف را توزیع هم شرط سپس می�کنیم، بیان متناهی اول گشتاور و متغیرها بودن توزیع
قوی قانون همگرایـی مرتبه انتها در می�کنیم. استفاده متناهی، دوم گشتاور قوی�تر شرط از
بررسی END تصادفی متغیرهای از شده تشکیل خطی فرآیند برای را مارسینکویچ-زیگمونت

می�کنیم.

ضرایب یقینبرایفرآیندخطیبا همگرایـیقریببه ٢.٢
تصادفی

شرط با باشند توزیع هم تصادفی متغیرهای که وقتی را یقین به قریب همگرایـی بخش، این در
بررسی متناهی، دوم گشتاور شرط با نباشند توزیع هم متغیرها که وقتی و متناهی اول گشتاور
ثابت عدد یک C قضیه، و لم�ها اثبات در می�کنیم. بیان لم چند ابتدا منظور بدین می�کنیم.

کند. تغییر است ممکن دیگر خط به خطی از آن مقدار که است، مثبت
می�کنیم: تعریف زیر صورت به را Ãj تصادفی، ضرایب با خطی فرآیند در

Ãj =

∞∑
i=j+١

Ai.

را Yt اگر باشد. تصادفی ضرایب با خطی فرآیند یک Xt =
∑∞

j=٠Ajεt−j کنید فرض .١.٢.٢ لم
�کنیم: تعریف زیر صورت به

Yt =

∞∑
j=٠

Ãjεt−j .

گرفت: نتیجه می�توان آنگاه

Xt =

 ∞∑
j=٠

Ajεt

+ Yt−١ − Yt.

۶ Alexander Khinchin



٢٣ تصادفی ضرایب با خطی فرآیند برای یقین به قریب همگرایـی
نوشت: می�توان Yt تعریف از استفاده با برهان.

Xt =

∞∑
j=٠

Ajεt−j

= A٠εt +
∞∑
j=١

Ajεt−j

=

 ∞∑
j=٠

Aj −
∞∑
j=١

Aj

 εt +

∞∑
j=١

 ∞∑
i=j

Ai −
∞∑

i=j+١
Ai

 εt−j

=

∞∑
j=٠

Ajεt − Ã٠εt +
∞∑
j=١

(
Ãj−١ − Ãj

)
εt−j

=

∞∑
j=٠

Ajεt +

∞∑
j=١

Ãj−١εt−j −

Ã٠εt +
∞∑
j=١

Ãjεt−j


=

 ∞∑
j=٠

Ajεt

+ Yt−١ − Yt.

آنگاه: ،∑∞
j=٠ j |Aj | < C یقین به قریب اگر .٢.٢.٢ لم

∞∑
j=٠

∣∣∣Ãj

∣∣∣ < C. a.s..

داریم: ،Ãj مقدار جایگذاری با اثبات برای برهان.
∞∑
j=٠

∣∣∣Ãj

∣∣∣ ≤ ∞∑
j=٠

∞∑
i=j+١

|Ai| =
∞∑
i=١

|Ai|+
∞∑
i=٢

|Ai|+
∞∑
i=٣

|Ai|+ · · ·

= |A١|+ |A٢|+ |A٣|+ |A۴|+ |A۵|+ |A۶|+ · · ·

+ |A٢|+ |A٣|+ |A۴|+ |A۵|+ |A۶|+ · · ·

+ |A٣|+ |A۴|+ |A۵|+ |A۶|+ · · ·

=

٠∑
i=٠

|A١|+
١∑

i=٠
|A٢|+

٢∑
i=٠

|A٣|+
٣∑

i=٠
|A۴|+ · · ·

=
∞∑
j=١

j−١∑
i=٠

|Aj | =
∞∑
j=٠

j |Aj | < C a.s..

می�شود. کامل اثبات بنابراین
داریم: آنگاه ∞∑باشد،

j=٠ jE |Aj | < ∞ اگر .٣.٢.٢ لم
∞∑
j=٠

E
∣∣∣Ãj

∣∣∣ < ∞.



همگرایـی مرتبه و همگرایـی ٢۴
داریم: ،٢.٢.٢ لم اثبات مشابه برهان.

∞∑
j=٠

E
∣∣∣Ãj

∣∣∣ ≤ ∞∑
j=٠

∞∑
i=j+١

E |Ai| =
∞∑
j=٠

jE |Aj | < ∞.

می�شود. کامل اثبات بنابراین

هر برای که قسمی به باشد تصادفی متغیرهای از دنباله�ای {An, n ≥ ٠} فرضکنید .۴.٢.٢ لم
داریم: آنگاه ∞∑باشد،

j=٠ j٢EA٢
j < ∞ اگر .EA٢

n < ∞ ،n ≥ ٠
∞∑
j=٠

Aj Converges a.s..

.EA٢
n = o(n−٣)گرفت نتیجه می�توان ،EA٢

j ≥ ٠ ∞∑و
j=٠ j٢EA٢

j < ∞ اینکه به توجه با برهان.
بنابراین .(E|An|)٢ ≤ EA٢

n طرفی از
E|An| = o

(
n−٣/٢) .
داریم: بنابراین .∑∞

j=٠E|Aj | < ∞ نتیجه، در
∞∑
j=٠

var(|Aj |) =
∞∑
j=٠

EA٢
j −

∞∑
j=٠

(E|An|)٢ < ∞.

داریم: آ�.٠.١۴ کلموگرف همگرایـی معیار از استفاده با پس
∞∑
j=٠

Aj Converges a.s..

است. کامل اثبات نتیجه در

متناهی اول گشتاور ١.٢.٢
بدین می�کنیم. بررسی تصادفی ضرایب با خطی فرآیند برای را بزرگ اعداد قوی قانون ادامه در
اثبات شد گفته که لم�هایـی از استفاده با را قضیه این و می�دهیم، ارائه را زیر قضیه منظور

می�کنیم.

که باشد. تصادفی ضرایب با خطی فرآیند یک Xt =
∑∞

j=٠Ajεt−j کنید فرض .١.٢.٢ قضیه
و Eε = ٠ با توزیع، هم و مستـقل تصادفی متغیـرهای از دنباله�ای {ε, εn, n ∈ Z} آن در
به قریب شرط با مستقل تصادفی متغیرهای از دنباله�ای {An, n ≥ ٠} همچنین .E|ε| < ∞

این در باشد. مستقل {An, n ≥ ٠} دنباله از نیز {ε, εn, n ∈ Z} دنباله ∞∑و
j=١ j |Aj | < C یقین

داریم: صورت
n−١ n∑

t=١
Xt

a.s.−→ ٠ as n → ∞.



٢۵ تصادفی ضرایب با خطی فرآیند برای یقین به قریب همگرایـی
تلسکوپی سری از استفاده با خطی فرآیندهای مجموع برای ،١.٢.٢ لم به توجه با برهان.

داشت: خواهیم
n∑

t=١
Xt =

n∑
t=١

∞∑
j=٠

Ajεt +

n∑
t=١
(
Yt−١ − Yt

)
=

∞∑
j=٠

Aj

n∑
t=١

εt + Y٠ − Yn.

نوشت: می�توان نتیجه در
n−١ n∑

t=١
Xt = n−١ ∞∑

j=٠
Aj

n∑
t=١

εt + n−١Y٠ − n−١Yn

= II + III − IIII .

صفر سمت به یقین به قریب قسمت سه این از کدام هر ،n → ∞ وقتی می�دهیم نشان حال
قانون طبق II برای می�شود. حاصل نظر مورد نتیجه همگرایـی سه این اثبات با می�کنند، میل

داشت: خواهیم بزرگ اعداد قوی
n−١ n∑

i=١
εi

a.s.−→ Eε = ٠ as n → ∞.

داریم: قضیه فرض به بنا همچنین
∞∑
j=٠

Aj ≤
∞∑
j=٠

|Aj | <
∞∑
j=٠

j |Aj | < C a.s..

داشت: خواهیم ،n → ∞ وقتی بنابراین
II =

∞∑
j=٠

Aj

n−١ n∑
t=١

εt

 a.s.−→ ٠.
می�گیریم: نتیجه ،∑∞

j=٠ j |Aj | < C بودن یقین به قریب و ٢.٢.٢ لم از استفاده با
∞∑
j=٠

∣∣∣Ãj

∣∣∣ < C =⇒
∞∑
j=٠

E
∣∣∣Ãj

∣∣∣ < C. (١.٢)
داریم: ،E|ε| < ∞ و (١.٢) رابطه از استفاده با

E|Y٠| = E

∣∣∣∣∣∣
∞∑
j=٠

Ãjε−j

∣∣∣∣∣∣ ≤ E

∞∑
j=٠

∣∣∣Ãjε−j

∣∣∣
=

∞∑
j=٠

E
∣∣∣Ãjε−j

∣∣∣ = ∞∑
j=٠

E
∣∣∣Ãj

∣∣∣E |ε−j |

= E |ε|
∞∑
j=٠

E
∣∣∣Ãj

∣∣∣ < ∞.

داشت: خواهیم ϵ > ٠ هر ازای به آ�.١١.٠، لم از استفاده با بنابراین،
∞∑
n=١

P
(
n−١|Y٠| > ϵ

)
=

∞∑
n=١

P

(∣∣∣∣Y٠ϵ
∣∣∣∣ > n

)
< ∞.



همگرایـی مرتبه و همگرایـی ٢۶
داریم: کانتلی) بورل (لم آ�.١.٠ لم به توجه با نتیجه، در

n−١Y٠ a.s.−→ ٠ as n → ∞.

داریم: III برای ،n → ∞ وقتی بنابراین
III = n−١Y٠ a.s.−→ ٠.

نوشت: می�توان مشابه صورت به همچنین

E|Yn| = E

∣∣∣∣∣∣
∞∑
j=٠

Ãjεn−j

∣∣∣∣∣∣ ≤ E

∞∑
j=٠

∣∣∣Ãjεn−j

∣∣∣
=

∞∑
j=٠

E
∣∣∣Ãjεn−j

∣∣∣ = ∞∑
j=٠

E
∣∣∣Ãj

∣∣∣E |εn−j |

= E |ε|
∞∑
j=٠

E
∣∣∣Ãj

∣∣∣ < ∞.

داریم: ϵ > ٠ هر ازای به آ�.١١.٠، لم از استفاده با بنابراین،
∞∑
n=١

P
(
n−١|Yn| > ϵ

)
=

∞∑
n=١

P

(∣∣∣∣Ynϵ
∣∣∣∣ > n

)
< ∞.

داریم: کانتلی) بورل (لم آ�.١.٠ لم به توجه با نتیجه، در
n−١Yn a.s.−→ ٠ as n → ∞.

داریم: IIII برای ،n → ∞ وقتی بنابراین
IIII = n−١Yn a.s.−→ ٠.

می�شود. کامل اثبات و
داریم: III برای داد. نشان زیر روش به را IIII و III همگرایـی می�توان همچنین

III = n−١Y٠ = ١
n

∞∑
j=٠

Ãjε−j =
١
n

∞∑
j=٠

∞∑
i=j+١

Aiε−j

=
١
n

∞∑
i=١

i−١∑
j=٠

Aiε−j =
١
n

∞∑
i=١

iAi

١
i

i−١∑
j=٠

ε−j

 .

داریم: پس است. صفر به همگرا یقین به قریب ١
i

∑i−١
j=٠ ε−j بزرگ، اعداد قوی قانون به توجه با

III ≤ C

n

∞∑
i=١

iAi.

داریم: ،n → ∞ وقتی نتیجه در ،|Y٠| < ∞ یقین به قریب بنابراین
III = n−١Y٠ a.s.−→ ٠ as n → ∞.



٢٧ تصادفی ضرایب با خطی فرآیند برای یقین به قریب همگرایـی
نوشت: می�توان IIII برای حال

IIII = n−١Yn =
١
n

∞∑
j=٠

Ãjεn−j =
١
n

n∑
j=−∞

Ãn−jεj

=
١
n

n∑
j=٠

Ãn−jεj +
١
n

−١∑
j=−∞

Ãn−jεj

=
١
n

n∑
j=٠

Ãn−jεj +
١
n

∞∑
j=١

Ãn+jε−j .

داشت: خواهیم نتیجه در

n−١|Yn| = ١
n

∣∣∣∣∣∣
∞∑
j=٠

Ãjεn−j

∣∣∣∣∣∣
≤ ١

n

∣∣∣∣∣∣
n∑

j=٠
Ãn−jεj

∣∣∣∣∣∣+ ١
n

∣∣∣∣∣∣
∞∑
j=١

Ãn+jε−j

∣∣∣∣∣∣
≤ ١

n

n∑
j=٠

∣∣∣Ãn−jεj

∣∣∣+ ١
n

∞∑
j=١

∣∣∣Ãn+jε−j

∣∣∣
≤ ١

n

(
max٠≤j≤n

|εj |
) n∑

j=٠

∣∣∣Ãn−j

∣∣∣+ ١
n

∞∑
j=١

∣∣∣Ãn+j

∣∣∣ |ε−j | .

کافیست بنابراین ،∑n
j=٠
∣∣∣Ãn−j

∣∣∣ < C که می�دانیم ٢.٢.٢ لم از استفاده با اول قسمت برای
دهیم: نشان

max٠≤j≤n

∣∣∣n−١εj
∣∣∣ a.s.−→ ٠ as n → ∞.

داریم: آنگاه ،n−١εn a.s.−→ ٠ دهیم نشان اگر
max٠≤j≤n

∣∣∣n−١εj
∣∣∣ a.s.−→ ٠ as n → ∞.

نوشت: می�توان بنابراین

n−١εn =
١
n

n∑
i=١

εi −
١
n

n−١∑
i=١

εi

=
١
n

n∑
i=١

εi −
n− ١
n

١
n− ١

n−١∑
i=١

εi

=
١
n

n∑
i=١

εi −
(
١− ١

n

) ١
n− ١

n−١∑
i=١

εi.

داشت: خواهیم ،n → ∞ وقتی بزرگ اعداد قوی قانون طبق
١
n

n∑
i=١

εi
a.s.−→ ٠,



همگرایـی مرتبه و همگرایـی ٢٨
(
١− ١

n

) ١
n− ١

n−١∑
i=١

εi
a.s.−→ ٠.

می�دانیم: آن دوم قسمت برای همگراست. صفر به یقین به قریب اول قسمت بنابراین
∞∑
j=١

∣∣∣Ãn+j

∣∣∣ |ε−j | < C a.s.

داریم: ،n → ∞ وقتی
١
n

∞∑
j=١

∣∣∣Ãn+j

∣∣∣ |ε−j |
a.s.−→ ٠.

می��گیریم: نتیجه این به توجه با که
IIII = n−١Yn a.s.−→ ٠ as n → ∞.

می�شود. کامل IIII و III همگرایـی اثبات بنابراین

و aj نقطه در شده تباهیده توزیع دارای Aj تصادفی ضرایب اگر ١.٢.٢ قضیه در .١.٢.٢ نتیجه
است. معادل ٢.۵.١ قضیه با ١.٢.٢ قضیه آنگاه ∞∑باشند،

j=١ j |aj | < ∞

متناهی دوم گشتاور ٢.٢.٢
گشتاور و ∑∞

j=١ j |Aj | < C یقین به قریب شرایط ،١.٢.٢ قضیه در داریم قصد قسمت این در
برای متناهی دوم گشتاور و ∑∞

j=١ j٢EA٢
j < ∞ شرایط با را اغتشاش عامل برای متناهی اول

کنیم. جایگزین اغتشاش، عامل

کـه باشـد، تصـادفی ضـرایب با خطی فرآیـند یک {Xt, t > ٠} کنـید فـرض .٢.٢.٢ قضیه
Eε٢ < ∞ صفر، میانگین با توزیع، هم و مستقل تصادفی متغیرهای از دنباله�ای {ε, εn, n ∈ Z}

از مستقل و ∑∞
j=١ j٢EA٢

j < ∞ با مستقل تصادفی متغیرهای از دنباله�ای {An, n ≥ ٠} و
داریم: آنگاه است. {εn, n ∈ Z}

n−١ n∑
t=١

Xt
a.s.−→ ٠ as n → ∞.

IIII و III ،II دهیم نشان کافیست نتیجه در می�باشد. ١.٢.٢ برهان مشابه اثبات روند برهان.
اعداد قوی قانون از استفاده با ،II اول قسمت اثبات برای است. صفر به همگرا یقین به قریب

می�گیریم: نتیجه ١.٢.٢ ملاحظه و ۴.٢.٢ لم بزرگ،
II =

∞∑
j=٠

Aj

n−١ n∑
t=١

εt

 a.s.−→ ٠ as n → ∞.

صفر با برابر εi میانگین i ∈ Z هر برای و آ�.١٠.٠ لم فاتو)، (لم آ�.٠.۴ لم از استفاده با ،III برای



٢٩ تصادفی ضرایب با خطی فرآیند برای یقین به قریب همگرایـی
نوشت: می�توان پس است.

E|Y ٢٠ | = E

 ∞∑
j=٠

Ãjε−j

٢
= E

 ∞∑
j=٠

∞∑
i=j+١

Aiε−j

٢

= E

 ∞∑
i=١

i−١∑
j=٠

Aiε−j

٢
= E

lim inf
m→∞

m∑
i=١

i−١∑
j=٠

Aiε−j

٢

≤ E lim inf
m→∞

 m∑
j=٠

m∑
i=j+١

Aiε−j

٢
≤ lim inf

m→∞
E

 m∑
j=٠

m∑
i=j+١

Aiε−j

٢

= lim inf
m→∞

E

E
 m∑

j=٠

m∑
i=j+١

aiε−j

٢
|A١ = a١, · · · , Am = am


≤ C lim inf

m→∞
E

 m∑
j=٠

E

 m∑
i=j+١

aiε−j

٢
|A١ = a١, · · · , Am = am


≤ C lim inf

m→∞

m∑
j=٠

E

 m∑
i=j+١

Ai

٢
Eε٢−j ≤ CEε٢ lim inf

m→∞

m∑
j=٠

E

 m∑
i=j+١

|Ai|

٢
,

(٢.٢)

داشت: خواهیم آ�.٠.١۴ لم و شوارتز) کوشی کلاسیک (نامساوی آ�.٣.٠ لم به توجه با نتیجه، در

Eε٢ lim inf
m→∞

m∑
j=٠

E

 m∑
i=j+١

|Ai|

٢
= Eε٢ lim inf

m→∞
E

m∑
j=٠

 m∑
i=j+١

i٢/٣|Ai|i−٢/٣
٢

≤ Eε٢ lim inf
m→∞

E

m∑
j=٠

 m∑
i=j+١

i۴/٣A٢
i

 m∑
i=j+١

i−۴/٣


≤ Eε٢ lim sup
m→∞

E

m∑
j=٠

 m∑
i=j+١

i۴/٣A٢
i

 m∑
i=j+١

i−۴/٣


≤ Eε٢E lim sup
m→∞

m∑
j=٠

 m∑
i=j+١

i۴/٣A٢
i

 m∑
i=j+١

i−۴/٣


≤ Eε٢E
 ∞∑

j=٠

∞∑
i=j+١

j−١/٣i۴/٣A٢
i

 = Eε٢E
 ∞∑

i=١

i−١∑
j=٠

j−١/٣i۴/٣A٢
i


≤ Eε٢ E

 ∞∑
i=١

i٢/٣i۴/٣A٢
i

 = Eε٢
∞∑
i=١

i٢EA٢
i < ∞.

داریم: ϵ > ٠ هر برای مارکوف)، (نامساوی آ�.٢.٠ لم اساس بر بنابراین،
∞∑
n=١

P
(∣∣∣n−١Y٠

∣∣∣ > ϵ
)
≤

∞∑
n=١

١
n٢ϵ٢EY ٢٠ < ∞.

داریم: کانتلی) بورل (لم آ�.١.٠ لم به توجه با نتیجه، در
n−١Y٠ a.s.−→ ٠ as n → ∞.



همگرایـی مرتبه و همگرایـی ٣٠
داریم: مشابه صورت به همچنین

E|Y ٢
n | ≤ Eε٢

∞∑
i=١

i٢EA٢
i < ∞.

داشت: خواهیم ϵ > ٠ هر برای مارکوف)، (نامساوی آ�.٢.٠ لم از استفاده با بنابراین،
∞∑
n=١

P
(∣∣∣n−١Yn

∣∣∣ > ϵ
)
≤

∞∑
n=١

١
n٢ϵ٢EY ٢

n < ∞.

همگرا صفر به یقین به قریب IIII کانتلی)، بورل (لم آ�.١.٠ لم به توجه با n → ∞ وقتی بنابراین
می�شود. حاصل نظر مد نتیجه بنابراین است.

باشند aj نقطه در تباهیده توزیع دارای Aj تصادفی ضرایب اگر ٢.٢.٢ قضیه در .٢.٢.٢ نتیجه
است. معادل ١.۵.١ قضیه با ٢.٢.٢ قضیه آنگاه .∑∞

j=١ j٢a٢j < ∞ و
شرط کردن جایگزین و {An, n ≥ ٠} دنباله برای صفر میانگین شرط کردن اضافه با
حاصل زیر قضیه ،٢.٢.٢ قضیه در ∑∞

j=١ j٢EA٢
j < ∞ شرط با ∑∞

j=١ jEA٢
j < ∞ ضعیف�تر

می�شود.
که باشد. تصادفی ضـرایب با خطی فرآیـند یک {Xt, t > ٠} کنـید فـرض .٣.٢.٢ قضیه
Eε٢ < و صفر میانگین با توزیع هم و مستقل تصادفی متغیرهای از دنباله�ای {ε, εn, n ∈ Z}

صفر، میانگین بـا مستقـل تصادفـی متغیـرهای از دنبـاله�ای {An, n ≥ ٠} هـمچنیـن ،∞
داریم: آنگاه باشند. {εn, n ∈ Z} از مستقل ∞∑و

j=١ jEA٢
j < ∞

n−١ n∑
t=١

Xt
a.s.−→ ٠ as n → ∞.

نوشت: می�توان (٢.٢) و ٢.٢.٢ قضیه اثبات مشابه برهان.
E|Y ٢٠ | ≤ CEε٢ lim inf

m→∞

m∑
j=٠

E

 m∑
i=j+١

|Ai|

٢
.

با نتیجه، در است. صفر میانگین با تصادفی متغیرهای از دنباله�ای {An, n ≥ ٠} طرفی از
داشت: خواهیم آ�.١٠.٠ لم از استفاده

Eε٢ lim inf
m→∞

m∑
j=٠

E

 m∑
i=j+١

|Ai|

٢
≤ CEε٢ lim inf

m→∞

m∑
j=٠

m∑
i=j+١

EA٢
i

≤ CEε٢
∞∑
j=٠

∞∑
i=j+١

EA٢
i

= CEε٢
∞∑
i=١

i−١∑
j=٠

EA٢
i

= CEε٢
∞∑
i=١

iEA٢
i < ∞.

به است. صفر به همگرا یقین به قریب III ،n → ∞ وقتی ٢.٢.٢ قضیه اثبات مشابه بنابراین
می�شود. کامل اثبات نهایت در است. همگرا صفر به نیز IIII مشابه صورت



٣١ تصادفی ضرایب با خطی فرآیند برای یقین به قریب همگرایـی

توزیع هم غیر تصادفی متغیرهای ٣.٢.٢
توزیع هم شرط Xt =

∑∞
j=٠Ajεt−j تصادفی ضرایب با خطی فرآیند در می�خواهیم ادامه در

اضافه را دوم گشتاور بودن متناهی شرط منظور بدین کنیم. حذف را {εn, n ∈ Z} دنباله ∞∑بودن
j=٠ jE |Aj | < ∞ به را ∑∞

j=٠ j |Aj | < ∞, a.s. شرط ،{An, n ≥ ٠} دنباله برای و می�کنیم،
برقرار آن در که می�دهیم، ارائه {An, n ≥ ٠} دنباله برای مثال یک اکنون می�دهیم. کاهش

می�کنیم. بررسی ∞∑را
j=٠ j |Aj | < ∞ ∞∑و

j=٠ jE |Aj | < ∞ شرط بودن
زیر توزیع تابع با مستقل تصادفی متغیرهای از دنباله�ای {An, n ≥ ٠} فرضکنید .١.٢.٢ مثال

باشد:
P (An = n) = P (An = −n) =

١
n٣(log n)٢ , n ≥ ١,

P (An = ٠) = ١− ٢
n٣(log n)٢ , n ≥ ١,

P (A٠ = ٠) = ١.
نوشت: می�توان n ≥ ٠ هر ازای به بنابراین

EAn = ٠ E |An| =
٢

n٢(log n)٢ EA٢
n =

٢
n(log n)٢ .

داشت: خواهیم نتیجه در
∞∑
n=٠

nE |An| =
∞∑
n=٠

٢
n(log n)٢ < ∞.

داریم: همچنین
∞∑
n=٠

E |An| =
∞∑
n=٠

٢
n٢(log n)٢ < ∞.

گرفت: نتیجه می�توان این بر علاوه
∞∑
n=٠

EA٢
n =

∞∑
n=٠

٢
n(log n)٢ < ∞.

با: است برابر {An, n ≥ ٠} دنباله واریانس مجموع بنابراین
∞∑
n=٠

V ar(An) =

∞∑
n=٠

٢
n(log n)٢ < ∞.

متغیرهای از دنباله�ای {An, n ≥ ٠} اگر کلموگروف)، همگرایـی (معیار آ�.٠.١۴ قضیه از استفاده با
داشت: خواهیم آنگاه ∞∑باشد،

n=٠ V ar(An) < ∞ ،∑∞
n=٠EAn < شرایط∞ با مستقل تصادفی

∞∑
n=٠

An < ∞ a.s..

که: گرفت نتیجه نمی�توان ولی
∞∑
n=٠

n |An| < ∞ a.s..

می�کند. صدق زیر قضیه شرایط در ولی ندارد، را ١.٢.٢ قضیه شرایط دنباله این بنابراین
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که باشد. تصادفی ضرایب با خطی فرآیند یک Xt =

∑∞
j=٠Ajεt−j کنید فرض .۴.٢.٢ قضیه

هر ازای به که است صفر میانگین با مستقل تصادفی متغیرهای از دنباله�ای {εn, n ∈ Z} آن در
همچنین .∑n

t=١Eε٢t = O
(
n/(log n)٢

) و E|εn| < C < ∞ که C باشد داشته وجود n ∈ Z

شرایط و صفر میانگین با مستقل تصادفی متغیرهای از دنباله�ای {An, n ≥ ٠} کنید فرض
آنگاه باشد. مستقل {εn, n ∈ Z} دنباله از علاوه به ∑∞

j=٠EA٢
j < ∞ ،∑∞

j=٠ jE |Aj | < ∞

داریم:
n−١ n∑

t=١
Xt

a.s.−→ ٠ as n → ∞.

به مارکوف)، (نامساوی آ�.٢.٠ لم از استفاده با II برای ١.٢.٢ ملاحظه از استفاده با برهان.
داریم: ϵ > ٠ هر ازای

P

∣∣∣∣∣∣n−١ ∞∑
j=٠

Aj

n∑
t=١

εt

∣∣∣∣∣∣ > ϵ

 ≤ ١
n٢ϵ٢E

∣∣∣∣∣∣
∞∑
j=٠

Aj

n∑
t=١

εt

∣∣∣∣∣∣
٢

=
١

n٢ϵ٢E
∣∣∣∣∣∣
∞∑
j=٠

Aj

∣∣∣∣∣∣
٢
E

∣∣∣∣∣∣
n∑

t=١
εt

∣∣∣∣∣∣
٢
.

(معیار آ�.٠.١۴ قضیه اساس بر ∑∞
j=٠ V ar(Aj) < ∞ و ∑∞

j=٠EAj < ∞ شرایط برقراری با
گرفت: نتیجه می�توان کلموگروف) همگرایـی

∞∑
j=٠

Aj < ∞ a.s.,

داشت: خواهیم ∣∣∣∣∣∣بنابراین
∞∑
j=٠

Aj

∣∣∣∣∣∣
٢
< ∞ a.s.,

نوشت: می�توان است، مثبت یقین به قریب ،(∑∞
j=٠Aj

)٢ اینکه به توجه با نتیجه در
E

 ∞∑
j=٠

Aj

٢
< ∞.

داریم: ،Eεn = ٠ اینکه و آ�.١٠.٠ از استفاده با
E

∣∣∣∣∣∣
n∑

t=١
εt

∣∣∣∣∣∣
٢
≤ C

n∑
t=١

E |εt|٢ .

داشت: n∑خواهیم
t=١Eε٢t = O

(
n

(log n)٢
)
فرضقضیه و E ∣∣∣∑∞

j=٠Aj

∣∣∣٢ < ∞ اینکه به توجه با
∞∑
n=١

P

∣∣∣∣∣∣n−١ ∞∑
j=٠

Aj

n∑
t=١

εt

∣∣∣∣∣∣ > ϵ

 ≤
∞∑
n=١

C

n٢ϵ٢E
∣∣∣∣∣∣
∞∑
j=٠

Aj

∣∣∣∣∣∣
٢

n∑
t=١

Eε٢t ≤
∞∑
n=١

C

n٢
n∑

t=١
Eε٢t

≤
∞∑
n=١

Cn

n٢(log n)٢ ≤
∞∑
n=١

C

n(log n)٢ , < ∞.



٣٣ تصادفی ضرایب با خطی فرآیند برای یقین به قریب همگرایـی
داریم: ،n → ∞ وقتی کانتلی) بورل (لم آ�.١.٠ لم از استفاده با بنابراین،

II =
∞∑
j=٠

Aj

n−١ n∑
t=١

εt

 a.s.−→ ٠.

نوشت: می�توان E|εn| < C < ∞ ،n ∈ Z هر ازای به قضیه فرض و ٣.٢.٢ لم از استفاده با

E|Y٠| = E

∣∣∣∣∣∣
∞∑
j=٠

Ãjε−j

∣∣∣∣∣∣ ≤ E

∞∑
j=٠

∣∣∣Ãjε−j

∣∣∣
=

∞∑
j=٠

E
∣∣∣Ãjε−j

∣∣∣ = ∞∑
j=٠

E
∣∣∣Ãj

∣∣∣E |ε−j |

=

∞∑
j=٠

CE
∣∣∣Ãj

∣∣∣ < ∞.

داریم: ϵ > ٠ هر ازای به آ�.١١.٠، لم از استفاده با بنابراین،
∞∑
n=١

P
(
n−١|Y٠| > ϵ

)
=

∞∑
n=١

P

(∣∣∣∣Y٠ϵ
∣∣∣∣ > n

)
< ∞.

داریم: کانتلی) بورل (لم آ�.١.٠ لم به توجه با نتیجه، در
n−١Y٠ a.s.−→ ٠ as n → ∞.

نوشت: می�توان III برای ،n → ∞ وقتی بنابراین
III = n−١Y٠ a.s.−→ ٠.

می�گیریم: نتیجه مشابه صورت به همچنین

E|Yn| = E

∣∣∣∣∣∣
∞∑
j=٠

Ãjεn−j

∣∣∣∣∣∣ ≤ E
∞∑
j=٠

∣∣∣Ãjεn−j

∣∣∣
=

∞∑
j=٠

E
∣∣∣Ãjεn−j

∣∣∣ = ∞∑
j=٠

E
∣∣∣Ãj

∣∣∣E |εn−j |

=

∞∑
j=٠

CE
∣∣∣Ãj

∣∣∣ < ∞.

داشت: خواهیم ϵ > ٠ هر ازای به آ�.١١.٠، لم از استفاده با
∞∑
n=١

P
(
n−١|Yn| > ϵ

)
=

∞∑
n=١

P

(∣∣∣∣Ynϵ
∣∣∣∣ > n

)
< ∞,

داریم: کانتلی) بورل (لم آ�.١.٠ لم به توجه با بنابراین،
n−١Yn a.s.−→ ٠ as n → ∞.

داریم: IIII برای ،n → ∞ وقتی نتیجه در
IIII = n−١Yn a.s.−→ ٠.

می�شود. کامل اثبات نهایت در
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اسـت، ثابت ضرایب با خـطـی فـرآیـنـد یـک Xt =

∑∞
j=٠ ajεt−j کـنـیــد فـرض .۵.٢.٢ قضیه

صفـر، میـانگـین بـا مستـقـل تصـادفـی متـغیـرهـای از دنبـالـه�ای {εn, n ∈ Z} آن در کـه
از دنباله�ای {an, n ≥ ٠} همچنین و ∑n

t=١Eε٢t = O
(
n/(log n)٢

) و ∑∞
j=−∞E |εj | < ∞

نوشت: می�توان آنگاه ∞∑باشد،
j=٠ j |aj | < ∞ شرط با ثابت اعداد

n−١ n∑
t=١

Xt
a.s.−→ ٠ as n → ∞.

است. ۴.٢.٢ قضیه برهان مشابه اثبات روند برهان.
aj نقطه در شده تباهیده توزیع دارای Aj تصادفی ضرایب اگر ۴.٢.٢ قضیه در .٣.٢.٢ نتیجه

است. معادل ۵.٢.٢ قضیه با ۴.٢.٢ قضیه آنگاه ∞∑باشند،
j=١ j|aj | < ∞ و

ضرایبتصادفی مرتبههمگرایـیبرایفرآیندخطیبا ٣.٢
ضرایب با خطی فرآیند برای را مارسینکویچ-زیگمونت قوی قانون همگرایـی مرتبه بخش، این در
دنباله دو {An, n ∈ Z} و {εn, n ∈ Z}آن در که می�کنیم، بررسی ،Xt =

∑∞
j=−∞Ajεt−j تصادفی

قوی قانون همگرایـی مرتبه معرفی به نخست منظور بدین است. END تصادفی متغیرهای از
مرتبه انتها در می�کنیم. معرفی را نیاز مورد لم�های سپس می�پردازیم. مارسینکویچ-زیگمونت
بررسی مورد ضرایبتصادفی با خطی فرآیند برای را قویمارسینکویچ-زیگمونت قانون همگرایـی

می�دهیم. قرار

مرتبههمگرایـیقانونقویمارسینکویچ-زیگمونتبرایفرآیند ١.٣.٢
تصادفی ضرایب با خطی

متغیرهای از دنباله�ای کردند. معرفی را کامل همگرایـی از مفهومی [٢۶]٨ رابینز و ٧ هسو
متناهی آن واریانس�های مجموع اگر همگراست، کامل طور به توزیع هم و مستقل تصادفی
اردوش و رابینز هسو، کارهای نتیجه کرد. اثبات را کامل همگرایـی این [١٨] ٩ اردوش باشد.
شد. نامیده ١٠ مارسینکویچ-زیگمونت قوی قانون همگرایـی مرتبه و شد داده تعمیم [۵] توسط
دنباله�ای {X,Xn, n ≥ ١} و ١ ≤ p < ٢ ،r ≥ ١ کنید فرض ،[۵] ١٢ کتز و ١١ باوم .١.٣.٢ قضیه
به آنگاه باشد، موجود E|X|rp و EX = ٠ اگر باشند. توزیع هم و مستقل تصادفی متغیرهای از

٧Hsu
٨ Robbins
٩ Erdös
١٠Marcinkiewicz-Zygmund
١١Baum
١٢Katz



٣۵ تصادفی ضرایب با خطی فرآیند برای همگرایـی مرتبه
داشت: خواهیم ،ϵ > ٠ هر ازای

∞∑
n=١

nr−٢P
∣∣∣∣∣∣

n∑
k=١

Xk

∣∣∣∣∣∣ > n١/pϵ
 < ∞.

خاصی حالت ،[٧۶] ژانگ است. ۴.۵.١ قضیه ،r = ٢ با ١.٣.٢ قضیه از خاصی حالت
عامل از شده تشکیل و طولانی وابستگی با خطی فرآیند برای r > ١ با را ١.٣.٢ قضیه از
را ١.٣.٢ قضیه از خاصی حالت [٣٠] کتز کرد. بررسی ١٣ ϕ-آمیخته و توزیع هم اغتشاشات
از خاصی حالت نیز [٢۶] رابینز و هسو همچنین کرد. اثبات باشد ١ ≤ p < ٢ و r = ٢ وقتی
{X,Xn, n ≥ ١} اگر ،١ ≤ p < ٢ برای دادند. نشان باشد p = ٢ و r = ٢ وقتی را ١.٣.٢ قضیه
باشد، E|X|p < ∞ و صفر میانگین با توزیع هم و مستقل تصادفی متغیرهای از دنباله�ای
معمولا است. صفر به همگرا یقین به قریب ،n → ∞ وقتی ،n−١/p (X١ + · · ·+Xn) آنگاه
١.٣.٢ قضیه از خاصی حالت که می�نامند، مارسینکویچ-زیگمونت قوی قانون را نتایجی چنین

کنید.) مراجعه [۴٧] به بیشتر مطالعه برای می�باشد(
این در می�پردازیم. بزرگ اعداد قوی قانون در زیگمونت و مارسینکویچ تفسیر به ادامه در
اعداد قوی قانون باشد، متناهی و موجود دو و یک بین گشتاوری اما EX٢ = ∞ وقتی حالت

می�کنیم. بیان را بزرگ

تصادفی متغیرهای از دنباله�ای {X,Xn, n ≥ ١} کنید فرض ،[١٧] ١۴ دورت .٢.٣.٢ قضیه
باشیم داشته ١ < p < ٢ مانند ثابتی برای اگر باشد. صفر میانگین با توزیع هم و مسقل

داریم: آنگاه ،Sn =
∑n

k=١Xk و E|X|p < ∞
Sn

n١/p
a.s.−→ ٠ as n → ∞.

تصادفی متغیرهای وزنی مجموع برای مارسینکویچ-زیگمونت همگرایـی مرتبه ،[۶١] شن
کرد. بررسی را END

با END تصادفی متغیرهای از دنباله�ای {Xn, n ≥ ١} کنید فرض ،[۶١] شن .٣.٣.٢ قضیه
و p ≥ ١/α از برخی برای باشد. E|X|p < ∞ با X تصادفی متغیر تسلط تحت و صفر میانگین

که: باشد حقیقی اعداد از آرایه یک {ani, ١ ≤ i ≤ n, n ≥ ١} اگر ، ١/٢ < α ≤ ١
n∑

i=١
|ani|q = O(n) forsome p > q.

داریم: ،ϵ > ٠ هر برای آنگاه
∞∑
n=١

nαp−٢P
∣∣∣∣∣∣

n∑
i=١

aniXi

∣∣∣∣∣∣ > ϵnα

 < ∞.

١٣ϕ-mixing
١۴Durrett
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نیاز مورد لم�های ٢.٣.٢
با END تصادفی متغیرهای از دنباله�ای {εn, n ∈ Z} ،١ ≤ p ≤ ٢ کنید فرض .١.٣.٢ لم
تصادفی متغیرهای از دنباله�ای {An, n ∈ Z} همچنین باشد. E |εn|p < ∞ و صفر میانگین
اگر ،n ≥ ١ ثابت مقدار برای آنـگاه بـاشد. {εn, n ∈ Z} از مستـقل و E |An|p < ∞ با

داریم: باشد، همگرا یقین به ∞∑قریب
i=−∞

(∑n−i
j=١−iAj

)
εi

E

∣∣∣∣∣∣
∞∑

i=−∞

 n−i∑
j=١−i

Aj

 εi

∣∣∣∣∣∣
p

≤ C
′
(M ; p)

∞∑
i=−∞

E

∣∣∣∣∣∣
n−i∑

j=١−i

Aj

∣∣∣∣∣∣
p

E |εi|p .

.C ′
(M ; p) = ٢pC(M ; p) آن در که

داشت: خواهیم (cr (نامساوی آ�.٠.۵ لم و فاتو) (لم آ�.٠.۴ لم به توجه با برهان.

E

∣∣∣∣∣∣
∞∑

i=−∞

n−i∑
j=١−i

Ajεi

∣∣∣∣∣∣
p

= E lim
m→∞

∣∣∣∣∣∣
m∑

i=−m

 n−i∑
j=١−i

Aj

 εi

∣∣∣∣∣∣
p

≤ lim inf
m→∞

E

∣∣∣∣∣∣
m∑

i=−m

 n−i∑
j=١−i

Aj

+

−

 n−i∑
j=١−i

Aj

− εi

∣∣∣∣∣∣
p

≤ ٢p−١lim sup
m→∞

E

∣∣∣∣∣∣
m∑

i=−m

 n−i∑
j=١−i

Aj

+

εi

∣∣∣∣∣∣
p

+ ٢p−١lim sup
m→∞

E

∣∣∣∣∣∣
m∑

i=−m

 n−i∑
j=١−i

Aj

−

εi

∣∣∣∣∣∣
p

= I١ + I٢. (٣.٢)

نوشت: می�توان مکرر) ریاضی (امید ١۵ کل ریاضی امید قانون از استفاده با

E

∣∣∣∣∣∣
m∑

i=−m

 n−i∑
j=١−i

Aj

+

εi

∣∣∣∣∣∣
p

= E

E
∣∣∣∣∣∣

m∑
i=−m

 n−i∑
j=١−i

aj

+

εi

∣∣∣∣∣∣
p

|A−m+١ = a−m+١, · · · , Am+n = am+n

 . (۴.٢)

،٢.۴.١ اساسلم بر بنابراین، مثبتاست. یکمقدار (∑n−i
j=١−i aj

)+ ،i ∈ Z وهر n ≥ ١ برایهر
در است. صفر میانگین با END تصادفی متغیرهای از دنباله�ای

{(∑n−i
j=١−i aj

)+
εi, i ∈ Z

}
داریم: ،١.۴.١ لم از استفاده با نتیجه

E

∣∣∣∣∣∣
m∑

i=−m

 n−i∑
j=١−i

aj

+

εi

∣∣∣∣∣∣
p

|A−m+١ = a−m+١, · · · , Am+n = am+n


≤ C(M ; p)

m∑
i=−m

E

∣∣∣∣∣∣
 n−i∑

j=١−i

aj

+

εi

∣∣∣∣∣∣
p

|A−m+١ = a−m+١, · · · , Am+n = am+n

 ,

١۵Law of total expectation



٣٧ تصادفی ضرایب با خطی فرآیند برای همگرایـی مرتبه
داشت: خواهیم است، مستقل {εn, n ∈ Z} دنباله از {An, n ∈ Z} دنباله اینکه به توجه با

C(M ; p)
m∑

i=−m

E

∣∣∣∣∣∣
 n−i∑

j=١−i

aj

+

εi

∣∣∣∣∣∣
p

|A−m+١ = a−m+١, · · · , Am+n = am+n


≤ C(M ; p)

m∑
i=−m

E |εi|pE

 n−i∑
j=١−i

aj

+p

|A−m+١ = a−m+١, · · · , Am+n = am+n

 ,

داریم: (۴.٢) در جایگذاری با و
E

∣∣∣∣∣∣
m∑

i=−m

 n−i∑
j=١−i

Aj

+

εi

∣∣∣∣∣∣
p

≤ C(M ; p)

m∑
i=−m

E

 n−i∑
j=١−i

Aj

+p

E |εi|p . (۵.٢)

داشت: خواهیم ،I١ برای نتیجه در

I١≤ ٢p−١C(M ; p) lim sup
m→∞

m∑
i=−m

E

 n−i∑
j=١−i

Aj

+p

E |εi|p

≤ ٢p−١C(M ; p)

∞∑
i=−∞

E

∣∣∣∣∣∣
n−i∑

j=١−i

Aj

∣∣∣∣∣∣
p

E |εi|p . (۶.٢)

صفر میانگین با END تصادفی متغیرهای از دنباله�ای
{(∑k−i

j=١−i aj

)−
εi, i ∈ Z

}
همچنین

نوشت: می�توان ،I١ مشابه نتیجه در است.

E

∣∣∣∣∣∣
m∑

i=−m

 n−i∑
j=١−i

Aj

−

εi

∣∣∣∣∣∣
p

= E

E
∣∣∣∣∣∣

m∑
i=−m

 n−i∑
j=١−i

aj

−

εi

∣∣∣∣∣∣
p

|A−m+١ = a−m+١, · · · , Am+n = am+n


≤ C(M ; p)E

 m∑
i=−m

E

∣∣∣∣∣∣
 n−i∑

j=١−i

aj

−

εi

∣∣∣∣∣∣
p

|A−m+١ = a−m+١, · · · , Am+n = am+n


≤ C(M ; p)

m∑
i=−m

E

 n−i∑
j=١−i

Aj

−p

E |εi|p. (٧.٢)

داریم: ،I٢ برای نتیجه در
I٢ ≤ ٢p−١C(M ; p)

∞∑
i=−∞

E

∣∣∣∣∣∣
n−i∑

j=١−i

Aj

∣∣∣∣∣∣
p

E |εi|p . (٨.٢)

می�گیریم: نتیجه ،(٨.٢)-(٣.٢) از استفاده با بنابراین
E

∣∣∣∣∣∣
∞∑

i=−∞

 n−i∑
j=١−i

Aj

 εi

∣∣∣∣∣∣
p

≤ C
′
(M ; p)

∞∑
i=−∞

E

∣∣∣∣∣∣
n−i∑

j=١−i

Aj

∣∣∣∣∣∣
p

E |εi|p .

می�شود. کامل اثبات و



همگرایـی مرتبه و همگرایـی ٣٨
می�توان باشد. ضرایبتصادفی با خطی Xtیکفرآیند =

∑∞
j=−∞Ajεt−j فرضکنید لم٢.٣.٢.

نوشت:
n∑

t=١
Xt =

∞∑
i=−∞

n−i∑
j=١−i

Ajεi.

داشت: خواهیم tها، روی سری بسط با برهان.
n∑

t=١
Xt =

n∑
t=١

∞∑
j=−∞

Ajεt−j

=
∞∑

j=−∞
Ajε١−j +

∞∑
j=−∞

Ajε٢−j + · · ·+
∞∑

j=−∞
Ajεn−j ,

داریم: jها، روی سری بسط با بنابراین
n∑

t=١
Xt =

· · ·+ A−٢ε٣+ A−١ε٢+ A٠ε١+ A١ε٠+ A٢ε−١+ A٣ε−٢+ · · ·

· · ·+ A−١ε٣+ A٠ε٢+ A١ε١+ A٢ε٠+ A٣ε−١+ A۴ε−٢+ · · ·

· · ·+ A٠ε٣+ A١ε٢+ A٢ε١+ A٣ε٠+ A۴ε−١+ A۵ε−٢+ · · ·
... ... ... ...

· · ·+ An−۴ε٣+ An−٣ε٢+ An−٢ε١+ An−١ε٠+ Anε−١+ An+١ε−٢+ · · ·

· · ·+ An−٣ε٣+ An−٢ε٢+ An−١ε١+ Anε٠+ An+١ε−١+ An+٢ε−٢+ · · ·

= · · ·+
n−٣∑

j=٣−١
Ajε٣ +

n−٢∑
j=٢−١

Ajε٢ +
n−١∑

j=١−١
Ajε١ +

n∑
j=١

Ajε٠ +
n+١∑

j=١+١
Ajε−١ +

n+٢∑
j=٢+١

Ajε−٢ + · · ·

=

∞∑
i=−∞

n−i∑
j=١−i

Ajεi.

می�شود. حاصل نظر مورد نتیجه و
ضرایب با خطی فرآیند برای را مارسینکویچ-زیگمونت قوی قانون همگرایـی مرتبه ادامه، در
یقین به قریب ،Xt =

∑∞
j=−∞Ajεt−j می�کنیم فرض بخش این در می�کنیم. بیان تصادفی

همگراست. یقین به قریب ،Xt =
∑∞

j=−∞Ajεt−j که معنی این به است، متناهی

همگرایـی مرتبه ٣.٣.٢
فرآیند یک Xt =

∑∞
j=−∞Ajεt−j و ١ < rp < ٢ ،١ ≤ p < ٢ ،r > ١ کنید فرض .۴.٣.٢ قضیه

END تصادفی متغیرهای از دنباله�ای {εn, n ∈ Z} آن در که است، تصادفی ضرایب با خطی



٣٩ تصادفی ضرایب با خطی فرآیند برای همگرایـی مرتبه
همچنین باشد. Eεrp < ∞ و ε نامنفی تصادفی متغیر تسلط تحت �علاوه به صفر، میانگین با

که طوری به باشد، صفر میانگین با END تصادفی متغیرهای از دنباله�ای {An, n ∈ Z}
∞∑

j=−∞
E|Aj |p < ∞, (٩.٢)

،rp < q ≤ ٢ برخی برای و
∞∑

j=−∞
E|Aj |q < ∞, (١٠.٢)

داریم: ،ϵ > ٠ هر برای آنگاه باشد. {εn, n ∈ Z} دنباله از مستقل و
∞∑
n=١

nr−٢P
∣∣∣∣∣∣

n∑
t=١

Xt

∣∣∣∣∣∣ > n١/pϵ
 < ∞.

داشت: خواهیم ،n ≥ ١ از یک هر و i ∈ Z هر برای بنابراین ،Eεi = ٠ اینکه به توجه با برهان.
εi = ε

′
ni −Eε

′
ni + ε

′′
ni −Eε

′′
ni,

آن: در که

ε
′
ni = εiI{|εi|≤n١/p} + n١/pI{εi>n١/p} − n١/pI{εi<−n١/p} ,

ε
′′
ni = εi − ε

′
ni =

(
εi − n١/p

)
I{εi>n١/p} +

(
εi + n١/p

)
I{εi<−n١/p} .

متغیرهای از دنباله دو {ε′′ni − Eε
′′
ni, i ∈ Z} و {ε′ni − Eε

′
ni, i ∈ Z} ،٢.۴.١ لم از استفاده با

داریم: همچنین هستند. صفر میانگین با END تصادفی

|ε′ni| = |εi|I{|εi|≤n١/p} + n١/pI{|εi|>n١/p} , (١١.٢)
|ε′′ni| =

(
εi − n١/p

)
I{εi>n١/p} −

(
εi + n١/p

)
I{εi<−n١/p}

≤ |εi|I{|εi|>n١/p} . (١٢.٢)

داریم: ،n ≥ ١ از یک هر برای ،٢.٣.٢ لم از استفاده با بنابراین،
n∑

t=١
Xt =

∞∑
i=−∞

n−i∑
j=١−i

Ajεi

=
∞∑

i=−∞

n−i∑
j=١−i

Aj(ε
′
ni −Eε

′
ni)

+
∞∑

i=−∞

n−i∑
j=١−i

Aj(ε
′′
ni −Eε

′′
ni).



همگرایـی مرتبه و همگرایـی ۴٠
داریم: نتیجه در

∞∑
n=١

nr−٢P
∣∣∣∣∣∣

n∑
t=١

Xt

∣∣∣∣∣∣ > ϵn١/p


=

∞∑
n=١

nr−٢P
∣∣∣∣∣∣

∞∑
i=−∞

n−i∑
j=١−i

Aj(ε
′
ni −Eε

′
ni) +

∞∑
i=−∞

n−i∑
j=١−i

Aj(ε
′′
ni −Eε

′′
ni)

∣∣∣∣∣∣ > ϵn١/p


≤
∞∑
n=١

nr−٢P
∣∣∣∣∣∣

∞∑
i=−∞

n−i∑
j=١−i

Aj(ε
′
ni −Eε

′
ni)

∣∣∣∣∣∣ > ϵn١/p
٢


+
∞∑
n=١

nr−٢P
∣∣∣∣∣∣

∞∑
i=−∞

n−i∑
j=١−i

Aj(ε
′′
ni −Eε

′′
ni)

∣∣∣∣∣∣ > ϵn١/p
٢
 = H١ +H٢. (١٣.٢)

برای مارکوف)، (نامساوی آ�.٢.٠ لم اساس بر منظور بدین ،H١ < ∞ می�دهیم نشان ابتدا در
می�گیریم: نتیجه ،rp < q ≤ ٢ برخی

H١ ≤
∞∑
n=١

٢qnr−٢
ϵ٢nq/p

E

∣∣∣∣∣∣
∞∑

i=−∞

n−i∑
j=١−i

Aj(ε
′
ni −Eε

′
ni)

∣∣∣∣∣∣
q

≤ C

∞∑
n=١

nr−٢−q/pE

∣∣∣∣∣∣
∞∑

i=−∞

n−i∑
j=١−i

Aj(ε
′
ni −Eε

′
ni)

∣∣∣∣∣∣
q

,

صفر میانگین با END تصادفی متغیرهای از دنباله�ای {ε′ni − Eε
′
ni, i ∈ Z} اینکه به توجه با

داریم: ١.٣.٢ لم از استفاده با نتیجه در است،
H١ ≤ C

∞∑
n=١

nr−٢−q/p
∞∑

i=−∞
E|ε′ni −Eε

′
ni|qE

∣∣∣∣∣∣
n−i∑

j=١−i

Aj

∣∣∣∣∣∣
q

,

نوشت: می�توان ( cr (نامساوی آ�.٠.۵ لم از استفاده با
H١ ≤ C

∞∑
n=١

nr−٢−q/p
∞∑

i=−∞

(
E|ε′ni|q +E|Eε

′
ni|q
)
E

∣∣∣∣∣∣
n−i∑

j=١−i

Aj

∣∣∣∣∣∣
q

,

داریم: جنسن) (نامساوی آ�.٠.۶ لم از استفاده با نتیجه در ،١ < q ≤ ٢ اینکه به توجه با

H١ ≤ C

∞∑
n=١

nr−٢−q/p
∞∑

i=−∞

(
E|ε′ni|q +E(E|ε′ni|q)

)
E

∣∣∣∣∣∣
n−i∑

j=١−i

Aj

∣∣∣∣∣∣
q

≤ C

∞∑
n=١

nr−٢−q/p
∞∑

i=−∞
E|ε′ni|qE

∣∣∣∣∣∣
n−i∑

j=١−i

Aj

∣∣∣∣∣∣
q

,

با بنابراین است، صفر میانگین با END تصادفی متغیرهای از دنباله�ای {An, n ∈ Z} طرفی از
می�گیریم: نتیجه ١.۴.١ لم از استفاده

H١ ≤ C

∞∑
n=١

nr−٢−q/p
∞∑

i=−∞
E|ε′ni|q

n−i∑
j=١−i

E|Aj |q,



۴١ تصادفی ضرایب با خطی فرآیند برای همگرایـی مرتبه
داشت: خواهیم (١١.٢) از استفاده با نتیجه در

H١ ≤ C

∞∑
n=١

nr−٢−q/p
∞∑

i=−∞
E
(
|εi|I{|εi|≤n١/p} + n١/pI{|εi|>n١/p}

)q n−i∑
j=١−i

E|Aj |q,

نوشت: می�توان ( cr (نامساوی آ�.٠.۵ لم از استفاده با

H١ ≤C

∞∑
n=١

nr−٢−q/p
∞∑

j=−∞

n−j∑
i=١−j

E|Aj |qE
[
|εi|qI{|εi|≤n١/p}

]

+ C

∞∑
n=١

nr−٢−q/p
∞∑

j=−∞

n−j∑
i=١−j

E|Aj |qE
[
nq/pI{|εi|>n١/p}

]

=C

∞∑
n=١

nr−٢−q/p
∞∑

j=−∞

n−j∑
i=١−j

E|Aj |qE
[
|εi|qI{|εi|≤n١/p}

]

+ C

∞∑
n=١

nr−١−٢/p ∞∑
j=−∞

n−j∑
i=١−j

E|Aj |qE
[
n١/pI{|εi|>n١/p}

]

≤C
∞∑
n=١

nr−٢−q/p
∞∑

j=−∞

n−j∑
i=١−j

E|Aj |qE
[
|εi|qI{|εi|≤n١/p}

]

+ C
∞∑
n=١

nr−١−٢/p ∞∑
j=−∞

n−j∑
i=١−j

E|Aj |qE
[
|εi|I{|εi|>n١/p}

]
,

نامنفی تصادفی متغیر تسلط تحت تصادفی متغیرهای از دنباله�ای {εn, n ∈ Z} اینکه به توجه با
داشت: خواهیم ١.٢.١ لم طبق بنابراین است، ε

H١ ≤C
∞∑
n=١

nr−٢−q/p
∞∑

j=−∞

n−j∑
i=١−j

E|Aj |q
{
E
[
εqI{ε≤n١/p}

]
+ nq/pP(ε > n١/p)

}

+ C
∞∑
n=١

nr−١−٢/p ∞∑
j=−∞

n−j∑
i=١−j

E|Aj |qE
[
εI{ε>n١/p}

]

=C

∞∑
n=١

nr−١−q/pE
[
εqI{ε≤n١/p}

] ∞∑
j=−∞

E|Aj |q

+ C

∞∑
n=١

nr−١−١/pE
[
n١/pI{ε>n١/p}

] ∞∑
j=−∞

E|Aj |q

+ C
∞∑
n=١

nr−١−١/pE
[
εI{ε>n١/p}

] ∞∑
j=−∞

E|Aj |q,

می�گیریم: نتیجه (٢٠.٢) از استفاده با

H١ ≤C
∞∑
n=١

nr−١−q/pE
[
εqI{ε≤n١/p}

]
+ C

∞∑
n=١

nr−١−١/pE
[
εI{ε>n١/p}

]
=H١١ +H١٢. (١۴.٢)



همگرایـی مرتبه و همگرایـی ۴٢
داریم: ،H١١ برای

H١١ = C
∞∑
n=١

nr−١−q/p
n∑

i=١
E
[
εqI{(i−١)١/p<ε≤i١/p}

]
= C

∞∑
i=١

E
[
εqI{(i−١)١/p<ε≤i١/p}

] ∞∑
n=i

nr−q/p−١

نوشت: می�توان آ�.٠.١۵ لم اساس بر بنابراین ،r − q/p < ٠ نتیجه در ،rp < q طرفی از

H١١ ≤ C
∞∑
i=١

ir−q/pE
[
εqI{(i−١)١/p<ε≤i١/p}

]
= C

∞∑
i=١

E

[(
i١/p
)rp−q

εqI{(i−١)١/p<ε≤i١/p}

]

≤ C
∞∑
i=١

E
[
εrp−qεqI{(i−١)١/p<ε≤i١/p}

]
= CEεrp < ∞. (١۵.٢)

داشت: خواهیم ،H١٢ برای

H١٢ ≤ C

∞∑
n=١

nr−١−١/pE
[
εI{ε>n١/p}

]
= C

∞∑
n=١

nr−١−١/p ∞∑
m=n

E
[
εI{m١/p<ε≤(m+١)١/p}

]
= C

∞∑
m=١

E
[
εI{m١/p<ε≤(m+١)١/p}

] m∑
n=١

nr−١/p−١,

داریم: آ�.٠.١۶ لم از استفاده با نتیجه در ،r − ١/p > ٠ بنابراین ،rp > ١ اینکه به توجه با

H١٢ ≤ C
∞∑

m=١
mr−١/pE

[
εI{m١/p<ε≤(m+١)١/p}

]
= C

∞∑
m=١

E

[(
m١/p)rp−١ εI{m١/p<ε≤(m+١)١/p}

]

≤ C
∞∑

m=١
E
[
εrp−١εI{m١/p<ε≤(m+١)١/p}

]
= CEεrp < ∞. (١۶.٢)

.H١ < ∞ می�گیریم، نتیجه (١۶.٢) و (١۵.٢) به توجه با
(نامساوی آ�.٠.۵ لم ،١.٣.٢ لم مارکوف)، (نامساوی آ�.٢.٠ لم از استفاده با H١ مشابه ،H٢ برای



۴٣ تصادفی ضرایب با خطی فرآیند برای همگرایـی مرتبه
داشت: خواهیم (١٢.٢) و (١٩.٢) ،١.٢.١ لم ،١.۴.١ لم جنسن)، (نامساوی آ�.٠.۶ لم ،( cr

H٢ ≤
∞∑
n=١

٢pnr−٢
ϵn

E

∣∣∣∣∣∣
∞∑

i=−∞

n−i∑
j=١−i

Aj(ε
′′
ni −Eε

′′
ni)

∣∣∣∣∣∣
p

≤ C

∞∑
n=١

nr−٣ ∞∑
i=−∞

E

∣∣∣∣∣∣
n−i∑

j=١−i

Aj

∣∣∣∣∣∣
p

E|ε′′ni −Eε
′′
ni|p

≤ C

∞∑
n=١

nr−٣ ∞∑
j=−∞

n−j∑
i=١−j

E |Aj |pE|ε′′ni|p

≤ C
∞∑
n=١

nr−٣ ∞∑
j=−∞

n−j∑
i=١−j

E |Aj |pE
[
|εi|pI{|εi|>n١/p}

]

≤ C
∞∑
n=١

nr−٣E
[
εpI{ε>n١/p}

] ∞∑
j=−∞

n−j∑
i=١−j

E |Aj |p

≤ C

∞∑
n=١

nr−٢E
[
εpI{ε>n١/p}

]
≤ C

∞∑
n=١

nr−٢ ∞∑
m=n

E
[
εpI{m١/p<ε≤(m+١)١/p}

]
≤ C

∞∑
m=١

E
[
εpI{m١/p<ε≤(m+١)١/p}

] m∑
n=١

nr−٢, (١٧.٢)

داریم: آ�.٠.١۶ لم از استفاده با نتیجه در ،r − ١ > ٠ اینکه به توجه با بنابراین،
H٢ ≤ C

∞∑
m=١

mr−١E
[
εpI{m١/p<ε≤(m+١)١/p}

]
= C

∞∑
m=١

E

[(
m١/p)rp−p

εpI{m١/p<ε≤(m+١)١/p}
]

≤ CEεrp < ∞. (١٨.٢)
نوشت: می�توان ،ϵ > ٠ هر برای (١٨.٢)-(١٣.٢) از استفاده با

∞∑
n=١

nr−٢P
∣∣∣∣∣∣

n∑
t=١

Xt

∣∣∣∣∣∣ > n١/pϵ
 < ∞.

می�شود. کامل اثبات بنابراین
می�دهیم: نشان مثال چند ارائه با ادامه در

E|Aj |p < ∞ ⇏ E|Aj |q < ∞, E|Aj |q < ∞ ⇏ E|Aj |p < ∞.

زیر توزیع تابع با ،END تصادفی متغیرهای از دنباله�ای {Aj , j ∈ Z} کنید فرض .١.٣.٢ مثال
باشد:

P
(
Aj = j−١/p

)
= P

(
Aj = −j−١/p

)
=
١
٢ .



همگرایـی مرتبه و همگرایـی ۴۴
داریم: p < q و j ∈ Z هر ازای به بنابراین

EAj = ٠, E |Aj |p = |j|−١ , E |Aj |q = |j|−q/p .

داشت: خواهیم نتیجه در
∞∑

j=−∞
E|Aj |p = ∞,

∞∑
j=−∞

E|Aj |q < ∞.

زیر توزیع تابع با ،END تصادفی متغیرهای از دنباله�ای {Aj , j ∈ Z} کنید فرض .٢.٣.٢ مثال
باشد:

P (Aj = j) =P (Aj = −j) = j−١−q

P (Aj = ٠) =١− ٢j−١−q.

داریم: ١ < p < q و j ∈ Z هر ازای به بنابراین
EAj = ٠, E |Aj |p = ٢ |j|−١−q+p , E |Aj |q = ٢ |j|−١ .

نوشت: می�توان نتیجه در
∞∑

j=−∞
E|Aj |p < ∞,

∞∑
j=−∞

E|Aj |q = ∞.

زیر توزیع تابع با ،END تصادفی متغیرهای از دنباله�ای {Aj , j ∈ Z} کنید فرض .٣.٣.٢ مثال
باشد:

P
(
Aj = j−١

)
= P

(
Aj = −j−١

)
=
١
٢ .

داریم: ١ < p < q و j ∈ Z هر ازای به بنابراین
EAj = ٠, E |Aj |p = |j|−p , E |Aj |q = |j|−q .

داشت: خواهیم نتیجه در
∞∑

j=−∞
E|Aj |p < ∞,

∞∑
j=−∞

E|Aj |q < ∞.

در (٢٠.٢) و (١٩.٢) شرط دو هر وجود می�گیریم، نتیجه شده ارائه مثال�های به توجه با
از خاصی حالت ادامه در نمی�دهند. نتیجه را همدیگر شرط دو این و است لازم ۴.٣.٢ قضیه

می�کنیم. بیان r = ١ با را ۴.٣.٢ قضیه
ضرایب با خطی فرآیند یک Xt =

∑∞
j=−∞Ajεt−j و ١ ≤ p < ٢ کنید فرض .۵.٣.٢ قضیه

�علاوه به صفر، میانگین با END تصادفی متغیرهای از دنباله�ای {εn, n ∈ Z}آن در که تصادفی،
{An, n ∈ Z} همچنین باشد. E [εp log(١+ ε)] < ∞ و ε نامنفی تصادفی متغیر تسلط تحت

صفر، میانگین با END تصادفی متغیرهای از دنباله�ای
∞∑

j=−∞
E|Aj |p < ∞, (١٩.٢)



۴۵ تصادفی ضرایب با خطی فرآیند برای همگرایـی مرتبه
،p < q ≤ ٢ برخی برای

∞∑
j=−∞

E|Aj |q < ∞, (٢٠.٢)

داریم: ،ϵ > ٠ هر برای آنگاه باشد. {εn, n ∈ Z} دنباله از مستقل و
∞∑
n=١

n−١P
∣∣∣∣∣∣

n∑
t=١

Xt

∣∣∣∣∣∣ > n١/pϵ
 < ∞.

نوشت: می�توان ۴.٣.٢ قضیه اثبات مشابه برهان.
∞∑
n=١

n−١P
∣∣∣∣∣∣

n∑
t=١

Xt

∣∣∣∣∣∣ > ϵn١/p


≤
∞∑
n=١

n−١P
∣∣∣∣∣∣

∞∑
i=−∞

n−i∑
j=١−i

Aj(ε
′
ni −Eε

′
ni)

∣∣∣∣∣∣ > ϵn١/p
٢


+
∞∑
n=١

n−١P
∣∣∣∣∣∣

∞∑
i=−∞

n−i∑
j=١−i

Aj(ε
′′
ni −Eε

′′
ni)

∣∣∣∣∣∣ > ϵn١/p
٢
 = H١ +H٢. (٢١.٢)

،١.٣.٢ لـم مارکوف)، (نامساوی آ�.٢.٠ لـم از استفاده با ۴.٣.٢ قضیه اثبـات مشـابه ،H١ بـرای
(١١.٢) و (٢٠.٢) ،١.٢.١ لم ،١.۴.١ لم جنسن)، (نامساوی آ�.٠.۶ لم ،( cr (نامساوی آ�.٠.۵ لم

داریم:

H١ ≤
∞∑
n=١

٢qn−١
ϵ٢nq/p

E

∣∣∣∣∣∣
∞∑

i=−∞

n−i∑
j=١−i

Aj(ε
′
ni −Eε

′
ni)

∣∣∣∣∣∣
q

≤C

∞∑
n=١

n−١−q/p
∞∑

i=−∞
E|ε′ni|q

n−i∑
j=١−i

E|Aj |q

≤C
∞∑
n=١

n−q/p
{
E
[
εqI{ε≤n١/p}

]
+ nq/pP(ε > n١/p)

} ∞∑
j=−∞

E|Aj |q

+ C
∞∑
n=١

n−١−١/p ∞∑
j=−∞

n−j∑
i=١−j

E|Aj |qE
[
|εi|I{|εi|>n١/p}

]

≤C

∞∑
n=١

n−q/pE
[
εqI{ε≤n١/p}

]
+ C

∞∑
n=١

nP(ε > n١/p)

+ C
∞∑
n=١

n−١/pE
[
εI{ε>n١/p}

] ∞∑
j=−∞

E|Aj |q

≤C
∞∑
n=١

n−q/pE
[
εqI{ε≤n١/p}

]
+ C

∞∑
n=١

n−١/pE
[
εI{ε>n١/p}

]
= H١١ +H١٢. (٢٢.٢)



همگرایـی مرتبه و همگرایـی ۴۶
می�گیریم: نتیجه H١١ برای آ�.٠.١۵، لم از استفاده با بنابراین ،١− q/p < ٠ اینکه به توجه با

H١١ = C

∞∑
n=١

n−q/p
n∑

i=١
E
[
εqI{(i−١)١/p<ε≤i١/p}

]
= C

∞∑
i=١

E
[
εqI{(i−١)١/p<ε≤i١/p}

] ∞∑
n=i

n١−q/p−١

≤ C

∞∑
i=١

i١−q/pE
[
εqI{(i−١)١/p<ε≤i١/p}

]
≤ CEεp < ∞. (٢٣.٢)

داریم: H١٢ برای آ�.٠.١۶، لم از استفاده با نتیجه در ،٠ < ١− ١/p طرفی از
H١٢ ≤ C

∞∑
n=١

n−١/pE
[
εI{ε>n١/p}

]
= C

∞∑
n=١

n−١/p ∞∑
m=n

E
[
εI{m١/p<ε≤(m+١)١/p}

]
= C

∞∑
m=١

E
[
εI{m١/p<ε≤(m+١)١/p}

] m∑
n=١

n١−١/p−١

≤ C

∞∑
m=١

m١−١/pE
[
εI{m١/p<ε≤(m+١)١/p}

]
≤ CEεp < ∞. (٢۴.٢)

آ�.٠.۵ لـم ،١.٣.٢ لـم مارکوف)، (نـامساوی آ�.٢.٠ لـم از استفاده بـا H١ مشابـه ،H٢ بـرای
خواهیم (١٢.٢) و (١٩.٢) ،١.٢.١ لم ،١.۴.١ لم جنسن)، (نامساوی آ�.٠.۶ لم ،( cr (نامساوی

داشت:
H٢ ≤

∞∑
n=١

٢pn−١
ϵn

E

∣∣∣∣∣∣
∞∑

i=−∞

n−i∑
j=١−i

Aj(ε
′′
ni −Eε

′′
ni)

∣∣∣∣∣∣
p

≤ C

∞∑
n=١

n−٢ ∞∑
j=−∞

n−j∑
i=١−j

E |Aj |pE|ε′′ni|p

≤ C

∞∑
n=١

n−٢E
[
εpI{ε>n١/p}

] ∞∑
j=−∞

n−j∑
i=١−j

E |Aj |p

≤ C
∞∑

m=١
E
[
εpI{m١/p<ε≤(m+١)١/p}

] m∑
n=١

n−١, (٢۵.٢)

داریم: آ�.١٧.٠ لم از استفاده با نتیجه در
H٢ ≤ C

∞∑
m=١

E
[
εpI{m١/p<ε≤(m+١)١/p}

] m∑
n=١

n−١

≤ C
∞∑

m=١
log(١+m)E

[
εpI{m١/p<ε≤(m+١)١/p}

]
= CE [εp log(١+ ε)] < ∞, (٢۶.٢)



۴٧ تصادفی ضرایب با خطی فرآیند برای همگرایـی مرتبه
نوشت: می�توان ،ϵ > ٠ هر برای (٢۶.٢)-(٢١.٢) از استفاده با

∞∑
n=١

n−١P
∣∣∣∣∣∣

n∑
t=١

Xt

∣∣∣∣∣∣ > n١/pϵ
 < ∞.

می�شود. کامل اثبات بنابراین
متغیرهای از ENDحالتکلی�تری متغیرهایتصادفی ١.۴.١ ملاحظه به توجه با .١.٣.٢ ملاحظه
مستقل متغیرهایتصادفی NSDو متغیرهایتصادفی ،NOD متغیرهایتصادفی ،NAتصادفی
برقرار هم تصادفی متغیرهای این برای ۵.٣.٢ و ۴.٣.٢ قضیه�های نتایج بنابراین هستند.

هستند.
لم که {ϕ(εn), n ∈ Z} و {εn, n ∈ Z} تصادفی متغیرهای از دنباله دو هر برای .٢.٣.٢ ملاحظه
آورد. بدست ١.٣.٢ لم می�توان باشد، برقرار ϕ(ε) نانزولی) (یا ناصعودی تابع هر ازای به ١.۴.١

هستند. برقرار نیز تصادفی متغیرهای این برای ۵.٣.٢ و ۴.٣.٢ قضیه�های نتایج بنابراین





٣ فصل
کامل گشتاوری همگرایـی

مقدمه ١.٣
تصادفی ضرایب بـا خطی فرآیند برای کـامل گشتاوری همگرایـی بررسی بـه فصل، ایـن در
از دنباله دو {An, n ∈ Z} و {εn, n ∈ Z} آن، در که می�پردازیم. ،Xt =

∑∞
j=−∞Ajεt−j

قوی قانون از تری کلی حالت کامل، گشتاوری همگرایـی است. END تصادفی متغیرهای
دوم فصل قضایای از بعضی به می�توان را فصل این نتایج بنابراین است. مارسینکویچ-زیگمونت

داد. تعمیم

۴٩



کامل گشتاوری همگرایـی ۵٠

کامل گشتاوری همگرایـی تعریف ٢.٣
کامل، گشتاوری همگرایـی شد. بررسی [١١] ٢ چو توسط بار اولین ١ کامل گشتاروی همگرایـی
مسائل مهمترین از یکی کامل، گشتاوری همگرایـی بنابراین می�دهد. نتیجه را کامل همگرایـی

است. احتمال نظریه در
مستقل تصادفی متغیرهای از ای دنباله {X,Xn, n ≥ ١} کنید فرض ،[١١] چو .١.٢.٣ قضیه
و E|X|p < ∞ ،αp > ١ ،α > ١٢ ،p ≥ ١ اگـر بـاشد. صفـر میـانگـین بـا توزیـع هـم و

داریم: ،ϵ > ٠ هر برای آنگاه باشد، E [|X| log(١+ |X|)] < ∞

∞∑
n=١

nαp−٢−αE

 max١≤k≤n

∣∣∣∣∣∣
k∑

t=١
Xt

∣∣∣∣∣∣− ϵnα

+

< ∞.

قویمارسینکویچ-زیگمونت قانون از تری حالتکلی گشتاوریکامل، همگرایـی .١.٢.٣ ملاحظه
است.

متغیرهای برایسری�هایمیانگینمتحرکو را گشتاوریکامل زیادیهمگرایـی نویسندگان
،٧٢ ،۶۴ ،٣٢ ،٣۶ ،٣۴ ،٣٣ ،٧٩] به بیشتر مطالعه برای داده�اند. قرار بررسی مورد وابسته

کنید. مراجعه [٢۴ ،٧٣ ،۵٨ ،٧١ ،٣٩ ،۶٩ ،۶٨ ،۶۵ ،۶٣ ،٧۴

نیاز مورد لم�های ٣.٣
دارند. کاربرد فصل این قضایای اثبات در که می�پردازیم لم�هایـی بیان به بخش، این در

با END تصادفی متغیرهای از دنباله�ای {εn, n ∈ Z} و ١ < p ≤ ٢ کنید فرض .١.٣.٣ لم
تصادفی متغیرهای از دنباله�ای {An, n ∈ Z} همچنین باشد. E |εn|p < ∞ و صفر میانگین
آنگاه باشد. مستقل {An, n ∈ Z} از {εn, n ∈ Z} علاوه به باشد. E(∑∞

j=−∞ |Aj |
)p

< ∞ با
داریم:

E max١<k≤n

∣∣∣∣∣∣
∞∑

i=−∞

 k−i∑
j=١−i

Aj

 εi

∣∣∣∣∣∣
p

≤ C(M ; p)(log n)p sup
j∈Z

n−j∑
i=١−j

E |εi|p .

١Complete moment convergence
٢Chow



۵١ نیاز مورد لم�های
داشت: خواهیم مجموع دو جابه�جایـی با برهان.

E max١<k≤n

∣∣∣∣∣∣
∞∑

i=−∞

 k−i∑
j=١−i

Aj

 εi

∣∣∣∣∣∣
p

= E max١<k≤n

∣∣∣∣∣∣
∞∑

j=−∞

 k−j∑
i=١−j

εi

Aj

∣∣∣∣∣∣
p

,

داریم: مثلثی نامساوی به توجه با

E max١<k≤n

∣∣∣∣∣∣
∞∑

j=−∞

 k−j∑
i=١−j

εi

Aj

∣∣∣∣∣∣
p

≤ E max١<k≤n

∣∣∣∣∣∣
∞∑

j=−∞

∣∣∣∣∣∣
k−j∑

i=١−j

εi

∣∣∣∣∣∣ |Aj |

∣∣∣∣∣∣
p

,

داریم: است، بیشتر مجموع�ها ماکسیمم از ماکسیمم�ها مجموع اینکه به توجه با

E max١<k≤n

∣∣∣∣∣∣
∞∑

j=−∞

∣∣∣∣∣∣
k−j∑

i=١−j

εi

∣∣∣∣∣∣ |Aj |

∣∣∣∣∣∣
p

≤ E

∣∣∣∣∣∣
∞∑

j=−∞
|Aj | max١<k≤n

∣∣∣∣∣∣
k−j∑

i=١−j

εi

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
p

= E

∣∣∣∣∣∣
∞∑

j=−∞
|Aj |١−

١
p |Aj |

١
p max١<k≤n

∣∣∣∣∣∣
k−j∑

i=١−j

εi

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
p

,

نوشت: می�توان هولدر) (نامساوی آ�.٨.٠ لم از استفاده با

E

∣∣∣∣∣∣
∞∑

j=−∞
|Aj |١−

١
p |Aj |

١
p max١<k≤n

∣∣∣∣∣∣
k−j∑

i=١−j

εi

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
p

≤ E

∣∣∣∣∣∣∣
 ∞∑

j=−∞
|Aj |

١− ١
p
 ∞∑

j=−∞
|Aj | max١<k≤n

∣∣∣∣∣∣
k−j∑

i=١−j

εi

∣∣∣∣∣∣
p

١
p

∣∣∣∣∣∣∣
p

= E


 ∞∑

j=−∞
|Aj |

p−١ ∞∑
j=−∞

|Aj | max١<k≤n

∣∣∣∣∣∣
k−j∑

i=١−j

εi

∣∣∣∣∣∣
p
 ,

داریم: نشانگر تابع از استفاده با نتیجه در

E


 ∞∑

j=−∞
|Aj |

p−١ ∞∑
j=−∞

|Aj | max١<k≤n

∣∣∣∣∣∣
k−j∑

i=١−j

εi

∣∣∣∣∣∣
p


=
∞∑

m=١
E


 ∞∑

j=−∞
|Aj |

p−١ ∞∑
j=−∞

|Aj | max١<k≤n

∣∣∣∣∣∣
k−j∑

i=١−j

εi

∣∣∣∣∣∣
p I{m−١≤∑∞

j=−∞ |Aj |<m}


≤

∞∑
m=١

mp−١E
 ∞∑

j=−∞
|Aj | max١<k≤n

∣∣∣∣∣∣
k−j∑

i=١−j

εi

∣∣∣∣∣∣
p I{m−١≤∑∞

j=−∞ |Aj |<m}

 ,

نامنفی تصادفی متغیرهای از دنباله�ای {|Aj |max١<k≤n

∣∣∣∑k−j
i=١−j

εi

∣∣∣p , j ∈ Z} اینکه به توجه با



کامل گشتاوری همگرایـی ۵٢
داشت: خواهیم آ�.١.٠ لم اساس بر نتیجه در است،

∞∑
m=١

mp−١E
 ∞∑

j=−∞
|Aj | max١<k≤n

∣∣∣∣∣∣
k−j∑

i=١−j

εi

∣∣∣∣∣∣
p I{m−١≤∑∞

j=−∞ |Aj |<m}


=

∞∑
m=١

∞∑
j=−∞

mp−١E
|Aj | max١<k≤n

∣∣∣∣∣∣
k−j∑

i=١−j

εi

∣∣∣∣∣∣
p I{m−١≤∑∞

j=−∞ |Aj |<m}


=

∞∑
m=١

∞∑
j=−∞

mp−١E
[
|Aj |I{m−١≤∑∞

j=−∞ |Aj |<m}
]
E max١<k≤n

∣∣∣∣∣∣
k−j∑

i=١−j

εi

∣∣∣∣∣∣
p

,

است، مستقل {An, n ∈ Z} دنباله از {εn, n ∈ Z} دنباله اینکه از استفاده با تساوی آخرین
نوشت: می�توان ٢.۴.١ لم اساس بر نتیجه در آمده. بدست

∞∑
m=١

∞∑
j=−∞

mp−١E
[
|Aj |I{m−١≤∑∞

j=−∞ |Aj |<m}
]
E max١<k≤n

∣∣∣∣∣∣
k−j∑

i=١−j

εi

∣∣∣∣∣∣
p

≤ C(M ; p)(log n)p
∞∑

m=١

∞∑
j=−∞

mp−١E
[
|Aj |I{m−١≤∑∞

j=−∞ |Aj |<m}
] n−j∑
i=١−j

E |εi|p

≤ C(M ; p)(log n)p

sup
j∈Z

n−j∑
i=١−j

E |εi|p
 ∞∑

m=١

∞∑
j=−∞

mp−١E
[
|Aj |I{m−١≤∑∞

j=−∞ |Aj |<m}
]
,

داریم: بنابراین است، E [∑∞
j=−∞ |Aj |I{٠≤∑∞

j=−∞ |Aj |<١}
]
≤ ١ ،m = ١ برای

C(M ; p)(log n)p

sup
j∈Z

n−j∑
i=١−j

E |εi|p
 ∞∑

m=١

∞∑
j=−∞

mp−١E
[
|Aj |I{m−١≤∑∞

j=−∞ |Aj |<m}
]

≤C(M ; p)(log n)p

sup
j∈Z

n−j∑
i=١−j

E |εi|p


·

١+ ∞∑
m=٢

∞∑
j=−∞

mp−١E
[
|Aj |I{m−١≤∑∞

j=−∞ |Aj |<m}
]

=C(M ; p)(log n)p

sup
j∈Z

n−j∑
i=١−j

E |εi|p


·

١+ ∞∑
m=٢

∞∑
j=−∞

E

[(
m|Aj |

١
p−١ − |Aj |

١
p−١ + |Aj |

١
p−١
)p−١

I{m−١≤∑∞
j=−∞ |Aj |<m}

] ,



۵٣ نیاز مورد لم�های
داریم: ( cr (نامساوی آ�.٠.۵ لم از استفاده با نتیجه در

C(M ; p)(log n)p

sup
j∈Z

n−j∑
i=١−j

E |εi|p


·

١+ ∞∑
m=٢

∞∑
j=−∞

E

[(
m|Aj |

١
p−١ − |Aj |

١
p−١ + |Aj |

١
p−١
)p−١

I{m−١≤∑∞
j=−∞ |Aj |<m}

]
≤C(M ; p)(log n)p

sup
j∈Z

n−j∑
i=١−j

E |εi|p


·

١+ ∞∑
m=٢

٢pE
(m− ١)p−١

∞∑
j=−∞

|Aj |I{m−١≤∑∞
j=−∞ |Aj |<m}


≤C(M ; p)(log n)p

sup
j∈Z

n−j∑
i=١−j

E |εi|p


·

١+ ٢p
∞∑

m=٢
E

 ∞∑
j=−∞

|Aj |

p

I{m−١≤∑∞
j=−∞ |Aj |<m}


≤C(M ; p)(log n)p

sup
j∈Z

n−j∑
i=١−j

E |εi|p
١+ ٢pE

 ∞∑
j=−∞

|Aj |

p
≤C(M ; p)(log n)p sup

j∈Z

n−j∑
i=١−j

E |εi|p .

است. کامل اثبات بنابراین

و صفر میانگین با END تصادفی متغیرهای از دنباله�ای {εn, n ∈ Z} کنید فرض .٢.٣.٣ لم
باشد. E∑∞

j=−∞ |Aj | < ∞ با تصادفی متغیرهای از دنباله�ای {An, n ∈ Z} و باشد، E |εn| < ∞

داریم: حالت این در باشد، مستقل {An, n ∈ Z} از {εn, n ∈ Z} همچنین

E max١<k≤n

∣∣∣∣∣∣
∞∑

i=−∞

 k−i∑
j=١−i

Aj

 εi

∣∣∣∣∣∣ ≤ C sup
j∈Z

n−j∑
i=١−j

E |εi| .

برابر مثبت اعداد مجموع ماکسیمم که این و مثلثی نامساوی مجموع، دو جابه�جایـی با برهان.



کامل گشتاوری همگرایـی ۵۴
داشت: خواهیم است، جمع�ها تعداد بیشترین با

E max١<k≤n

∣∣∣∣∣∣
∞∑

i=−∞

 k−i∑
j=١−i

Aj

 εi

∣∣∣∣∣∣ =E max١<k≤n

∣∣∣∣∣∣
∞∑

j=−∞

 k−j∑
i=١−j

εi

Aj

∣∣∣∣∣∣
≤ E max١<k≤n

∣∣∣∣∣∣
∞∑

j=−∞
|Aj |

∣∣∣∣∣∣
k−j∑

i=١−j

εi

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣

≤ E
∞∑

j=−∞
|Aj |

n−j∑
i=١−j

|εi|

≤ E

sup
j∈Z

n−j∑
i=١−j

|εi|
∞∑

j=−∞
|Aj |

 ,

و است مستقل {An, n ∈ Z} دنباله از {εn, n ∈ Z} دنباله اینکه از استفاده با بنابراین،
می�گیریم: نتیجه ،E(∑∞

j=−∞ |Aj |
)
< ∞

E

sup
j∈Z

n−j∑
i=١−j

|εi|
∞∑

j=−∞
|Aj |

 = E sup
j∈Z

n−j∑
i=١−j

|εi|E
∞∑

j=−∞
|Aj |

≤ C sup
j∈Z

n−j∑
i=١−j

E |εi| .

ضرایب همگرایـیگشتاوریکاملبرایفرآیندخطیبا ۴.٣
تصادفی

از شده متشکل تصادفی ضرایب با خطی فرآیند برای کامل گشتاوری همگرایـی بیان به ادامه در
همگرایـی مرتبه همگرایـی، این از استفاده با همچنین می�پردازیم. END تصادفی متغیرهای
ضرایب با خطی فرآیند برای را بزرگ اعداد قوی قانون و مارسینکویچ-زیگمونت قوی قانون
و ثابت ضرایب با خطی فرآیند به را آمده بدست نتایج �علاوه به می�گیریم. نتیجه تصادفی

می�دهیم. تعمیم مستقل تصادفی متغیرهای از شده تشکیل



۵۵ تصادفی ضرایب با خطی فرآیند برای کامل گشتاوری همگرایـی
با خطی فرآیند یک Xt =

∑∞
j=−∞Ajεt−j و ١ < p < ٢ ،α > ٠ کنید فرض .١.۴.٣ قضیه

میانگین با END تصادفی متغیرهای از دنباله�ای {εn, n ∈ Z} آن در که باشد، تصادفی ضرایب
{An, n ∈ Z} همچنین است. Eεp < ∞ و ε نامنفی تصادفی متغیر تسلط تحت به�علاوه صفر،

صفر، میانگین با END تصادفی متغیرهای از دنباله�ای
∞∑

j=−∞
E|Aj | < ∞, (١.٣)

،١ < q ≤ ٢ برخی برای
∞∑

j=−∞
E|Aj |q < ∞, (٢.٣)

داریم: ،ϵ > ٠ هر برای آنگاه باشد. {εn, n ∈ Z} دنباله از مستقل و
∞∑
n=١

nαp−٢−αE

∣∣∣∣∣∣
n∑

t=١
Xt

∣∣∣∣∣∣− ϵnα

+

< ∞. (٣.٣)

نوشت: می�توان ،n ≥ ١ از یک هر و i ∈ Z هر برای ،Eεi = ٠ اینکه به توجه با برهان.
εi = ε

′
ni −Eε

′
ni + ε

′′
ni −Eε

′′
ni,

آن: در که
ε
′
ni = εiI{|εi|≤nα} + nαI{εi>nα} − nαI{εi<−nα} , (۴.٣)
ε
′′
ni = εi − ε

′
ni = (εi − nα) I{εi>nα} + (εi + nα) I{εi<−nα} . (۵.٣)

متغیرهای از دنباله دو {ε′′ni − Eε
′′
ni, i ∈ Z} و {ε′ni − Eε

′
ni, i ∈ Z} ،٢.۴.١ لم از استفاده با

داریم: همچنین هستند. صفر میانگین با END تصادفی
|ε′ni| = |εi|I{|εi|≤nα} + nαI{|εi|>nα} , (۶.٣)
|ε′′ni| = (εi − nα) I{εi>nα} − (εi + nα) I{εi<−nα}

≤ |εi|I{|εi|>nα} . (٧.٣)



کامل گشتاوری همگرایـی ۵۶
می�گیریم: نتیجه ،n ≥ ١ از یک هر برای ،٢.٣.٢ لم از استفاده با بنابراین،

n∑
t=١

Xt =
∞∑

i=−∞

n−i∑
j=١−i

Ajεi

=
∞∑

i=−∞

n−i∑
j=١−i

Aj(ε
′
ni −Eε

′
ni)

+

∞∑
i=−∞

n−i∑
j=١−i

Aj(ε
′′
ni −Eε

′′
ni).

نوشت: می�توان آ�.٩.٠، لم از استفاده با نتیجه، در

∞∑
n=١

nαp−٢−αE

∣∣∣∣∣∣
n∑

t=١
Xt

∣∣∣∣∣∣− ϵnα

+

≤
∞∑
n=١

nαp−٢−α

( ١
ϵq

+
١

q − ١
) ١

nα(q−١)E
∣∣∣∣∣∣

∞∑
i=−∞

n−i∑
j=١−i

Aj(ε
′
ni −Eε

′
ni)

∣∣∣∣∣∣
q

+
∞∑
n=١

nαp−٢−αE

∣∣∣∣∣∣
∞∑

i=−∞

n−i∑
j=١−i

Aj(ε
′′
ni −Eε

′′
ni)

∣∣∣∣∣∣
≤ C

∞∑
n=١

nαp−αq−٢E
∣∣∣∣∣∣

∞∑
i=−∞

n−i∑
j=١−i

Aj(ε
′
ni −Eε

′
ni)

∣∣∣∣∣∣
q

+
∞∑
n=١

nαp−٢−αE

∣∣∣∣∣∣
∞∑

i=−∞

n−i∑
j=١−i

Aj(ε
′′
ni −Eε

′′
ni)

∣∣∣∣∣∣ = H١ +H٢. (٨.٣)

،١.۴.١ لم (نامساویجنسن)، آ�.٠.۶ لم ،( cr (نامساوی آ�.٠.۵ لم ،١.٣.٢ اساسلم بر ،Hبرای١
داشت: خواهیم (۶.٣) و (٢.٣) ،١.٢.١ لم



۵٧ تصادفی ضرایب با خطی فرآیند برای کامل گشتاوری همگرایـی

H١ ≤C
∞∑
n=١

nαp−αq−٢ ∞∑
i=−∞

E

∣∣∣∣∣∣
n−i∑

j=١−i

Aj

∣∣∣∣∣∣
q

E
∣∣∣ε′ni −Eε

′
ni

∣∣∣q
≤C

∞∑
n=١

nαp−αq−٢ ∞∑
i=−∞

E|ε′ni −Eε
′
ni|q

n−i∑
j=١−i

E |Aj |q

≤C

∞∑
n=١

nαp−αq−٢ ∞∑
i=−∞

E|ε′ni|q
n−i∑

j=١−i

E|Aj |q

≤C

∞∑
n=١

nαp−αq−٢ ∞∑
j=−∞

n−j∑
i=١−j

E|Aj |qE
[
|εi|qI{|εi|≤nα}

]
+ C

∞∑
n=١

nαp−٢ ∞∑
j=−∞

n−j∑
i=١−j

E|Aj |qP (|εi| > nα)

≤C
∞∑
n=١

nαp−αq−١ {E [εqI{ε≤nα}
]
+ nαqP(ε > nα)

} ∞∑
j=−∞

E|Aj |q

+ C
∞∑
n=١

nαp−α−٢ ∞∑
j=−∞

n−j∑
i=١−j

E|Aj |qE
[
|εi|I{|εi|>nα}

]
≤C

∞∑
n=١

nαp−αq−١E [εqI{ε≤nα}
]
+ C

∞∑
n=١

nαp−١P(ε > nα)

+ C
∞∑
n=١

nαp−α−١E [εI{ε>nα}
] ∞∑
j=−∞

E|Aj |q

≤C
∞∑
n=١

nαp−αq−١E [εqI{ε≤nα}
]
+ C

∞∑
n=١

nαp−α−١E [εI{ε>nα}
]

=H١١ +H١٢. (٩.٣)

داشت: خواهیم H١١ برای آ�.٠.١۵، لم از استفاده با بنابراین ،αp− αq < ٠ اینکه به توجه با

H١١ = C
∞∑
n=١

nαp−αq−١ n∑
i=١

E
[
εqI{(i−١)α<ε≤iα}

]
= C

∞∑
i=١

E
[
εqI{(i−١)α<ε≤iα}

] ∞∑
n=i

nαp−αq−١

≤ C
∞∑
i=١

iαp−αqE
[
εqI{(i−١)α<ε≤iα}

]
≤ CEεp < ∞. (١٠.٣)



کامل گشتاوری همگرایـی ۵٨
داریم: H١٢ برای آ�.٠.١۶، لم از استفاده با نتیجه در ،٠ < αp− α طرفی از

H١٢ = C
∞∑
n=١

nαp−α−١ ∞∑
m=n

E
[
εI{mα<ε≤(m+١)α}

]
= C

∞∑
m=١

E
[
εI{mα<ε≤(m+١)α}

] m∑
n=١

nαp−α−١

≤ C

∞∑
m=١

mαp−αE
[
εI{mα<ε≤(m+١)α}

]
≤ CEεp < ∞. (١١.٣)

استفاده با H١ مشابه ،H٢ برای .H١ < ∞ که گرفت نتیجه می�توان (١١.٣) و (١٠.٣) به توجه با
لم ،١.٢.١ لم ،١.۴.١ لم جنسن)، (نامساوی آ�.٠.۶ لم ،( cr (نامساوی آ�.٠.۵ لم ،١.٣.٢ لم از

نوشت: می�توان (٧.٣) و (١.٣) آ�.١٧.٠،

H٢ ≤
∞∑
n=١

nαp−α−٢ ∞∑
i=−∞

E

∣∣∣∣∣∣
n−i∑

j=١−i

Aj

∣∣∣∣∣∣E
∣∣∣ε′′ni −Eε

′′
ni

∣∣∣
≤ C

∞∑
n=١

nαp−α−٢ ∞∑
j=−∞

n−j∑
i=١−j

E |Aj |E|ε′′ni|

≤ C

∞∑
n=١

nαp−α−٢ ∞∑
j=−∞

n−j∑
i=١−j

E |Aj |E
[
|εi|I{|εi|>nα}

]
≤ C

∞∑
n=١

nαp−α−٢E [εI{ε>nα}
] ∞∑
j=−∞

n−j∑
i=١−j

E |Aj | ≤ C

∞∑
n=١

nαp−α−١E [εI{ε>nα}
]

= C
∞∑

m=١
E
[
εI{mα<ε≤(m+١)α}

] m∑
n=١

nαp−α−١

≤ C

∞∑
m=١

mαp−αE
[
εI{mα<ε≤(m+١)α}

]
≤ CEεp < ∞. (١٢.٣)

آورد. دست به را (٣.٣) می�توان ،(١٢.٣)-(٨.٣) به توجه با

با خطی فرآیند یک Xt =
∑∞

j=−∞Ajεt−j و ١ < p < ٢ ،α > ٠ کنید فرض .٢.۴.٣ قضیه
داریم: ،ϵ > ٠ هر برای آنگاه باشد. ١.۴.٣ قضیه شرایط همان با تصادفی ضرایب

∞∑
n=١

nαp−٢P
∣∣∣∣∣∣

n∑
t=١

Xt

∣∣∣∣∣∣ > ϵnα

 < ∞. (١٣.٣)



۵٩ تصادفی ضرایب با خطی فرآیند برای کامل گشتاوری همگرایـی
نوشت: می�توان ،ϵ > ٠ هر برای برهان.

∞∑
n=١

nαp−٢−αE

∣∣∣∣∣∣
n∑

t=١
Xt

∣∣∣∣∣∣− ϵnα

+

=
∞∑
n=١

nαp−٢−α

∫ ∞

٠
P

∣∣∣∣∣∣
n∑

t=١
Xt

∣∣∣∣∣∣− ϵnα > t

 dt

≥
∞∑
n=١

nαp−٢−α

∫ ϵnα

٠
P

∣∣∣∣∣∣
n∑

t=١
Xt

∣∣∣∣∣∣− ϵnα > t

 dt

≥ϵ

∞∑
n=١

nαp−٢P
∣∣∣∣∣∣

n∑
t=١

Xt

∣∣∣∣∣∣ > ٢ϵnα

 .

قضیه از استفاده با بنابراین گرفت. نتیجه توان می (١٣.٣) از را (٣.٣) مطلب این از استفاده با
می�شود. حاصل نظر مورد نتیجه ١.۴.٣

برای را مارسینکویچ-زیگمونت قوی قانون از حالتخاصی فوق، قضیه از استفاده با ادامه در
می�کنیم. بیان تصادفی ضرایب با خطی فرآیند

از استفاده با ،ϵ > ٠ هر برای آنگاه باشد، α = ١/p ،٢.۴.٣ قضیه در اگر .١.۴.٣ ملاحظه
می�آید: دست به زیر صورت به (١٣.٣)

∞∑
n=١

n−١P
∣∣∣∣∣∣

n∑
t=١

Xt

∣∣∣∣∣∣ > ϵn١/p
 < ∞. (١۴.٣)

۵.٣.٢ قضیه در که تفاوت این با است، ۵.٣.٢ قضیه نتیجه مشابه ،١ < p < ٢ برای نتیجه این
است. کافی ،Eεp < ∞ شرط (١۴.٣) در ولی باشد برقرار باید ،E [εp log(١+ ε)] < ∞ شرط
در ،∑∞

j=−∞E|Aj |p < ∞ شرط جایگزین ،∑∞
j=−∞E|Aj | < ∞ شرط (١۴.٣) در همچنین

نتیجه نمی�توان را (١۴.٣) ولی است، برقرار ۵.٣.٢ قضیه p = ١ برای است. شده ۵.٣.٢ قضیه
گرفت.

با خطی فرآیند یک Xt =
∑∞

j=−∞Ajεt−j و ١ < p < q ≤ ٢ ،α > ٠ کنید فرض .٣.۴.٣ قضیه
میانگین با END تصادفی متغیرهای از دنباله�ای {εn, n ∈ Z} آن در که باشد، تصادفی ضرایب
همچنین است. E [εp logq(١+ ε)] < ∞ و ε نامنفی تصادفی متغیر تسلط تحت به�علاوه صفر،

با END تصادفی متغیرهای از دنباله�ای {An, n ∈ Z}

E

 ∞∑
j=−∞

|Aj |

q

< ∞, (١۵.٣)

داریم: ،ϵ > ٠ هر برای آنگاه باشد. {εn, n ∈ Z} دنباله از مستقل و
∞∑
n=١

nαp−٢−αE

 max١≤k≤n

∣∣∣∣∣∣
k∑

t=١
Xt

∣∣∣∣∣∣− ϵnα

+

< ∞.



کامل گشتاوری همگرایـی ۶٠
(۴.٣) مانند {ε′ni : i ∈ Z, n ≥ ١} اگر است، ١.۴.٣ قضیه برهان مشابه اثبات، روند برهان.
خواهیم آ�.٩.٠ لم از استفاده با نتیجه در شوند، تعریف (۵.٣) مانند {ε′′ni : i ∈ Z, n ≥ ١} و

داشت:
∞∑
n=١

nαp−٢−αE

 max١≤k≤n

∣∣∣∣∣∣
k∑

t=١
Xt

∣∣∣∣∣∣− ϵnα

+

≤C
∞∑
n=١

nαp−αq−٢E
 max١≤k≤n

∣∣∣∣∣∣
∞∑

i=−∞

k−i∑
j=١−i

Aj(ε
′
ni −Eε

′
ni)

∣∣∣∣∣∣
q

+

∞∑
n=١

nαp−٢−αE

 max١≤k≤n

∣∣∣∣∣∣
∞∑

i=−∞

k−i∑
j=١−i

Aj(ε
′′
ni −Eε

′′
ni)

∣∣∣∣∣∣


=H∗١ +H∗٢.

END تصادفی متغیرهای از دنباله�ای {ε′ni−Eε
′
ni, i ∈ Z} اینکه و (١۵.٣) به توجه با ،H∗١ برای

داریم: ١.٣.٣ لم طبق نتیجه در است، صفر میانگین با
H∗١ ≤ C

∞∑
n=١

nαp−αq−٢(log n)q sup
j∈Z

n−j∑
i=١−j

E
∣∣∣ε′ni −Eε

′
ni

∣∣∣q ,
نوشت: می�توان (نامساویجنسن) آ�.٠.۶ لم و ( cr (نامساوی آ�.٠.۵ لم مطلب، این از استفاده با

H∗١ ≤ C
∞∑
n=١

nαp−αq−٢(log n)q sup
j∈Z

n−j∑
i=١−j

E
∣∣∣ε′ni∣∣∣q ,

داشت: خواهیم ( cr (نامساوی آ�.٠.۵ لم و (۶.٣) از استفاده با بنابراین
H∗١ ≤C

∞∑
n=١

nαp−αq−٢(log n)q sup
j∈Z

n−j∑
i=١−j

E
[
|εi|qI{|εi|≤nα}

]
+ C

∞∑
n=١

nαp−α−٢(log n)q sup
j∈Z

n−j∑
i=١−j

E
[
nαI{|εi|>nα}

]
≤C

∞∑
n=١

nαp−αq−٢(log n)q sup
j∈Z

n−j∑
i=١−j

E
[
|εi|qI{|εi|≤nα}

]
+ C

∞∑
n=١

nαp−α−٢(log n)q sup
j∈Z

n−j∑
i=١−j

E
[
|εi|I{|εi|>nα}

]
,

نوشت: می�توان ،١.٢.١ لم از استفاده با نتیجه در
H∗١ ≤C

∞∑
n=١

nαp−αq−١(log n)qE [εqI{ε≤nα}
]

+ C
∞∑
n=١

nαp−α−١(log n)qE [εI{ε>nα}
]

=H∗١١ +H∗١٢.



۶١ تصادفی ضرایب با خطی فرآیند برای کامل گشتاوری همگرایـی
نوشت: می�توان قبل مشابه ،H∗١١ برای

H∗١١ ≤ C
∞∑
i=١

E
[
εqI{(i−١)α<ε≤iα}

] ∞∑
n=i

nαp−αq−١(log n)q

≤ C

∞∑
i=١

iαp−αq(log i)qE
[
εqI{(i−١)α<ε≤iα}

]
≤ CE [εp logq(١+ ε)] < ∞.

داشت: خواهیم H∗١٢ برای ،p > ١ اینکه به توجه با

H∗١٢ ≤ C

∞∑
n=١

nαp−α−١(log n)q
∞∑

m=n

E
[
εI{mα<ε≤(m+١)α}

]
≤ C

∞∑
m=١

mαp−α(logm)qE
[
εI{mα<ε≤(m+١)α}

]
≤ CE [εp logq(١+ ε)] < ∞.

لم از استفاده با بنابراین ،∑∞
j=−∞E |Aj | < ∞ می�گیریم نتیجه (١۵.٣) اساس بر نهایت در

می�آید: بدست زیر صورت به ،H∗٢ برای ،٢.٣.٣

H∗٢ ≤
∞∑
n=١

nαp−α−٢ sup
j∈Z

n−j∑
i=١−j

E
∣∣∣ε′′ni −Eε

′′
ni

∣∣∣ ≤ C
∞∑
n=١

nαp−α−١E [εI{ε>nα}
]

≤ C

∞∑
m=١

E
[
εI{mα<ε≤(m+١)α}

] m∑
n=١

nαp−α−١ ≤ CE [εp] < ∞.

می�شود. حاصل نظر مورد نتیجه بنابراین،
با خطی فرآیند یک Xt =

∑∞
j=−∞Ajεt−j و ١ < p < ٢ ،α > ٠ کنید فرض .۴.۴.٣ قضیه

داریم: ،ϵ > ٠ هر برای آنگاه باشد. ٣.۴.٣ قضیه شرایط همان با تصادفی ضرایب
∞∑
n=١

nαp−٢P
 max١≤k≤n

∣∣∣∣∣∣
k∑

t=١
Xt

∣∣∣∣∣∣ > ϵnα

 < ∞.

است. ٢.۴.٣ قضیه مشابه اثبات برهان.
به زیر صورت به ،ϵ > ٠ هر برای آنگاه باشد، α = ١/p ،۴.۴.٣ قضیه در اگر .٢.۴.٣ ملاحظه

می�آید: دست
∞∑
n=١

n−١P
 max١≤k≤n

∣∣∣∣∣∣
k∑

t=١
Xt

∣∣∣∣∣∣ > ϵn١/p
 < ∞.

برای را مارسینکویچ-زیگمونت قوی قانون از خاصی حالت فوق ملاحظه اساس بر ادامه در
می�گیریم. نتیجه را تصادفی ضرایب با خطی فرآیند



کامل گشتاوری همگرایـی ۶٢
ضرایب با خطی فرآیند یک Xt =

∑∞
j=−∞Ajεt−j و ١ < p < ٢ کنید فرض .۵.۴.٣ قضیه

داریم: ،n → ∞ وقتی ،ϵ > ٠ هر برای آنگاه باشد. ٣.۴.٣ قضیه شرایط همان با تصادفی
١

n١/p
n∑

t=١
Xt

a.s.−→ ٠.

نوشت: می�توان ٢.۴.٣ ملاحظه اساس بر برهان.

∞ >

∞∑
n=١

n−١P
 max١≤k≤n

∣∣∣∣∣∣
k∑

t=١
Xt

∣∣∣∣∣∣ > ϵn١/p


=
∞∑

m=١

٢m+١−١∑
n=٢m

n−١P
 max١≤k≤n

∣∣∣∣∣∣
k∑

t=١
Xt

∣∣∣∣∣∣ > ϵn١/p


≥ ١
٢

∞∑
m=١

P

 max١≤k≤n

∣∣∣∣∣∣
k∑

t=١
Xt

∣∣∣∣∣∣ > ϵ
(٢m+١)١/p .

داشت: خواهیم ،m → ∞ وقتی کانتلی) بورل (لم آ�.١.٠ لم به توجه با نتیجه، در
١(٢m)١/p max١≤k≤n

∣∣∣∣∣∣
k∑

t=١
Xt

∣∣∣∣∣∣ a.s.−→ ٠.

باشد. ٢m ≤ n < ٢m+١ که طوری به m دارد وجود ،n از یک هر ازای به می�دانیم طرفی از
داریم: بنابراین

١
n١/p

n∑
t=١

Xt ≤
١(٢m)١/p max١≤k≤n

∣∣∣∣∣∣
k∑

t=١
Xt

∣∣∣∣∣∣ a.s.−→ ٠.

می�آید. دست به نظر مورد نتیجه نهایت در
ثابت)، باشد(ضرایب اعداد از تصادفی غیر دنباله�ای {An = an, n ∈ Z} اگر .٣.۴.٣ ملاحظه

بگیریم. نتیجه را ٣.۵.١ قضیه می�توان ٣.۴.٣ قضیه در ،∑∞
j=−∞ |aj | < ∞ شرط با آنگاه

می�کنیم. بیان ،p = ١ با را ١.۴.٣ قضیه از خاصی حالت ادامه در
تصادفی ضرایب با خطی فرآیند یک Xt =

∑∞
j=−∞Ajεt−j و α > ٠ کنید فرض .۶.۴.٣ قضیه

�علاوه به صفر، میانگین با END تصادفی متغیرهای از دنباله�ای {εn, n ∈ Z} آن در که باشد،
کنید فرض همچنین است. E [ε log(١+ ε)] < ∞ و ε نامنفی تصادفی متغیر تسلط تحت

صفر، میانگین با END تصادفی متغیرهای از دنباله�ای {An, n ∈ Z}
∞∑

j=−∞
E|Aj | < ∞,

،١ < q ≤ ٢ برخی برای
∞∑

j=−∞
E|Aj |q < ∞,



۶٣ تصادفی ضرایب با خطی فرآیند برای کامل گشتاوری همگرایـی
داریم: ،ϵ > ٠ هر برای آنگاه باشد. {εn, n ∈ Z} دنباله از مستقل و
∞∑
n=١

n−٢E
∣∣∣∣∣∣

n∑
t=١

Xt

∣∣∣∣∣∣− ϵnα

+

< ∞. (١۶.٣)

{ε′′ni : i ∈ Z, n ≥ ١} و (۴.٣) مانند {ε′ni : i ∈ Z, n ≥ ١} اگر ،١.۴.٣ قضیه برهان مشابه برهان.
نوشت: می�توان آ�.٩.٠ لم از استفاده با نتیجه در شوند، تعریف (۵.٣) مانند

∞∑
n=١

nαp−٢−αE

∣∣∣∣∣∣
n∑

t=١
Xt

∣∣∣∣∣∣− ϵnα

+

≤C

∞∑
n=١

nαp−αq−٢E
∣∣∣∣∣∣

∞∑
i=−∞

n−i∑
j=١−i

Aj(ε
′
ni −Eε

′
ni)

∣∣∣∣∣∣
q

+

∞∑
n=١

nαp−٢−αE

∣∣∣∣∣∣
∞∑

i=−∞

n−i∑
j=١−i

Aj(ε
′′
ni −Eε

′′
ni)

∣∣∣∣∣∣
=H١ +H٢. (١٧.٣)

داشت: خواهیم ،(٩.٣) مشابه ،H١ برای

H١ ≤C

∞∑
n=١

nα−αq−٢ ∞∑
i=−∞

E|ε′ni|q
n−i∑

j=١−i

E|Aj |q

≤C
∞∑
n=١

nα−αq−٢ ∞∑
j=−∞

n−j∑
i=١−j

E|Aj |qE
[
|εi|qI{|εi|≤nα}

]
+ C

∞∑
n=١

nα−٢ ∞∑
j=−∞

n−j∑
i=١−j

E|Aj |qP (|εi| > nα)

≤C

∞∑
n=١

nα−αq−١E [εqI{ε≤nα}
]
+ C

∞∑
n=١

nα−١P(ε > nα)

+ C
∞∑
n=١

n−١E [εI{ε>nα}
] ∞∑
j=−∞

E|Aj |q

≤C
∞∑
n=١

nα−αq−١E [εqI{ε≤nα}
]
+ C

∞∑
n=١

n−١E [εI{ε>nα}
]

=H١١ +H١٢. (١٨.٣)



کامل گشتاوری همگرایـی ۶۴
می�آید: بدست زیر صورت به H١١ آ�.٠.١۵، لم از استفاده با نتیجه در ،α−αq < ٠ اینکه اساس بر

H١١ = C
∞∑
n=١

nα−αq−١ n∑
i=١

E
[
εqI{(i−١)α<ε≤iα}

]
= C

∞∑
i=١

E
[
εqI{(i−١)α<ε≤iα}

] ∞∑
n=i

nα−αq−١

≤ C
∞∑
i=١

iα−αqE
[
εqI{(i−١)α<ε≤iα}

]
≤ CEε < ∞. (١٩.٣)

می�شود: نتیجه آ�.١٧.٠، اساس بر ،H١٢ برای
H١٢ = C

∞∑
n=١

n−١ ∞∑
m=n

E
[
εI{mα<ε≤(m+١)α}

]
= C

∞∑
m=١

E
[
εI{mα<ε≤(m+١)α}

] m∑
n=١

n−١

≤ C

∞∑
m=١

log(١+m)E
[
εI{mα<ε≤(m+١)α}

]
≤ CE [ε log(١+ ε)] < ∞. (٢٠.٣)

داشت: خواهیم� (١٢.٣) مشابه ،H١٢ برای انتها در
H٢ ≤ C

∞∑
n=١

n−٢ ∞∑
j=−∞

n−j∑
i=١−j

E |Aj |E|ε′′ni|

≤ C

∞∑
n=١

n−٢ ∞∑
j=−∞

n−j∑
i=١−j

E |Aj |E
[
|εi|I{|εi|>nα}

]
≤ C

∞∑
n=١

n−٢E [εI{ε>nα}
] ∞∑
j=−∞

n−j∑
i=١−j

E |Aj |

≤ C

∞∑
m=١

E
[
εI{m١/p<ε≤(m+١)١/p}

] m∑
n=١

n−١

≤ C

∞∑
m=١

log(١+m)E
[
εI{m١/p<ε≤(m+١)١/p}

]
= CE [ε log(١+ ε)] < ∞. (٢١.٣)

نظر مورد نتیجه این که آورد، بدست (١۶.٣) می�توان (٢١.٣)-(١٧.٣) از استفاده با نتیجه در
است.

تصادفی ضرایب با خطی فرآیند یک Xt =
∑∞

j=−∞Ajεt−j و α > ٠ کنید فرض .٧.۴.٣ قضیه
داریم: ،ϵ > ٠ هر برای آنگاه باشد. ۶.۴.٣ قضیه شرایط همان با
∞∑
n=١

nα−٢P
∣∣∣∣∣∣

n∑
t=١

Xt

∣∣∣∣∣∣ > ϵnα

 < ∞.



۶۵ تصادفی ضرایب با خطی فرآیند برای کامل گشتاوری همگرایـی
است. ٢.۴.٣ قضیه مشابه برهان.

به زیر صورت به ،ϵ > ٠ هر برای آنگاه باشد. α = ١ ،٧.۴.٣ قضیه در اگر .۴.۴.٣ ملاحظه
می�آید: دست

∞∑
n=١

n−١P
∣∣∣∣∣∣

n∑
t=١

Xt

∣∣∣∣∣∣ > ϵn

 < ∞.

که باشد، تصادفی ضرایب با خطی فرآیند یک Xt =
∑∞

j=−∞Ajεt−j کنید فرض .٨.۴.٣ قضیه
تسلط تحت به�علاوه صفر میانگین با END تصادفی متغیرهای از دنباله�ای {εn, n ∈ Z} آن در
از دنباله�ای {An, n ∈ Z} همچنین است. E [ε log١)٣+ ε)

]
< ∞ و ε نامنفی تصادفی متغیر

با END تصادفی متغیرهای
E

 ∞∑
j=−∞

|Aj |

٢
< ∞.

داریم: ،ϵ > ٠ هر برای آنگاه باشد. {εn, n ∈ Z} دنباله از مستقل و
∞∑
n=١

n−٢E
 max١≤k≤n

∣∣∣∣∣∣
k∑

t=١
Xt

∣∣∣∣∣∣− ϵn

+

< ∞.

{ε′′ni : i ∈ و {ε′ni : i ∈ Z, n ≥ ١} اگر است، ٣.۴.٣ قضیه برهان مشابه اثبات، روند برهان.
شوند: تعریف زیر صورت به Z, n ≥ ١}

ε
′
ni = εiI{|εi|≤n} + nI{εi>n} − nI{εi<−n} ,

ε
′′
ni = εi − ε

′
ni = (εi − n) I{εi>n} + (εi + n) I{εi<−n} .

نوشت: می�توان بنابراین،
|ε′ni| = |εi|I{|εi|≤n} + nI{|εi|>n} , (٢٢.٣)
|ε′′ni| = (εi − n) I{εi>n} − (εi + n) I{εi<−n}

≤ |εi|I{|εi|>n} . (٢٣.٣)
داشت: خواهیم آ�.٩.٠ لم از استفاده با نتیجه در

∞∑
n=١

n−٢E
 max١≤k≤n

∣∣∣∣∣∣
k∑

t=١
Xt

∣∣∣∣∣∣− ϵn

+

≤C
∞∑
n=١

n−٣E

 max١≤k≤n

 ∞∑
i=−∞

k−i∑
j=١−i

Aj(ε
′
ni −Eε

′
ni)

٢
+

∞∑
n=١

n−٢E
 max١≤k≤n

∣∣∣∣∣∣
∞∑

i=−∞

k−i∑
j=١−i

Aj(ε
′′
ni −Eε

′′
ni)

∣∣∣∣∣∣


=H∗١ +H∗٢.



کامل گشتاوری همگرایـی ۶۶
تصادفی متغیرهای از دنباله�ای {ε′ni − Eε

′
ni, i ∈ Z} اینکه و (١۵.٣) به توجه با ،H∗١ برای

داریم: ١.٣.٣ لم طبق نتیجه در است، صفر میانگین با END

H∗١ ≤ C

∞∑
n=١

n−٣ log٢ n sup
j∈Z

n−j∑
i=١−j

E
(
ε
′
ni −Eε

′
ni

)٢
,

نوشت: می�توان (نامساویجنسن) آ�.٠.۶ لم و ( cr (نامساوی آ�.٠.۵ لم مطلب، این از استفاده با

H∗١ ≤ C

∞∑
n=١

n−٣ log٢ n sup
j∈Z

n−j∑
i=١−j

E
(
ε
′
ni

)٢
,

داشت: خواهیم ( cr (نامساوی آ�.٠.۵ لم و (٢٢.٣) از استفاده با بنابراین

H∗١ ≤C
∞∑
n=١

n−٣ log٢ n sup
j∈Z

n−j∑
i=١−j

E
[
ε٢i I{|εi|≤n}

]

+ C
∞∑
n=١

n−٢ log٢ n sup
j∈Z

n−j∑
i=١−j

E
[
|εi|I{|εi|>n}

]
نوشت: می�توان ،١.٢.١ لم از استفاده با نتیجه در

H∗١ ≤C

∞∑
n=١

n−٢ log٢ nE
[
ε٢I{ε≤n}

]
+ C

∞∑
n=١

n−١ log٢ nE [εI{ε>n}
]

≤C

∞∑
m=١

m−١ (log٢m+ ٢ logm+ ٢)E [ε٢I{m−١<ε≤m}

]
+ C

∞∑
m=١

log٣mE
[
εI{m<ε≤(m+١)}

]
≤CE

[
ε log١)٣+ ε)

]
< ∞.

زیر صورت به ،H∗٢ برای ،٢.٣.٣ لم از استفاده با ،∑∞
j=−∞E |Aj | < ∞ اساس بر نهایت در

می�آید: بدست

H∗٢ ≤
∞∑
n=١

n−٢ sup
j∈Z

n−j∑
i=١−j

E
∣∣∣ε′′ni −Eε

′′
ni

∣∣∣
≤ C

∞∑
n=١

n−١E [εI{ε>n}
]

≤ C

∞∑
m=١

logmE
[
εI{m<ε≤(m+١)}

]
≤ CE

[
ε log١)٣+ ε)

]
< ∞.



۶٧ تصادفی ضرایب با خطی فرآیند برای کامل گشتاوری همگرایـی
می�گیریم: نتیجه بنابراین،

∞∑
n=١

n−٢E
 max١≤k≤n

∣∣∣∣∣∣
k∑

t=١
Xt

∣∣∣∣∣∣− ϵn

+

< ∞.

است. نظر مد نتیجه این که
همان با تصادفی ضرایب با خطی فرآیند یک Xt =

∑∞
j=−∞Ajεt−j کنید فرض .٩.۴.٣ قضیه

داریم: ،ϵ > ٠ هر برای آنگاه باشد. ٨.۴.٣ قضیه شرایط
∞∑
n=١

n−١P
 max١≤k≤n

∣∣∣∣∣∣
k∑

t=١
Xt

∣∣∣∣∣∣ > ϵn

 < ∞. (٢۴.٣)

است. ٢.۴.٣ قضیه مشابه برهان.
تصادفی ضرایب با خطی فرآیند برای بزرگ اعداد قوی قانون (٢۴.٣) از استفاده با ادامه در

می�گیریم. نتیجه را
همان با تصادفی ضرایب با خطی فرآیند یک Xt =

∑∞
j=−∞Ajεt−j کنید فرض .١.۴.٣ نتیجه

داریم: ،n → ∞ وقتی ،ϵ > ٠ هر برای ،۵.۴.٣ قضیه مشابه آنگاه باشد. ٨.۴.٣ قضیه شرایط
١
n

n∑
t=١

Xt
a.s.−→ ٠.

باشد. ثابت) (ضرایب اعداد از تصادفی غیر دنباله�ای {An = an, n ∈ Z} اگر .۵.۴.٣ ملاحظه

گرفت. نتیجه را ٢.۵.١ و ١.۵.١ قضیه می�توان ٨.۴.٣ قضیه در ،∑∞
j=−∞ |aj | < شرط∞ با آنگاه

متغیرهای از ENDحالتکلی�تری متغیرهایتصادفی ١.۴.١ ملاحظه به توجه با .۶.۴.٣ ملاحظه
مستقل متغیرهایتصادفی NSDو متغیرهایتصادفی ،NOD متغیرهایتصادفی ،NAتصادفی
آورد. دست به تصادفی متغیرهای از نوع این برای می�توان را فصل این نتایج بنابراین است.





۴ فصل
اعداد قوی قانون کلی حالات از �برخی

بزرگ

مقدمه ١.۴
ضرایب با خطی فرآیند برای بزرگ اعداد قوی قانون از تری کلی حالت بیان به فصل این در
مارسینکویچ- قوی قانون و بزرگ اعداد قوی قانون می�توان آن به توجه با که می�پردازیم تصادفی

بگیریم. نتیجه تصادفی ضرایب با خطی فرآیند برای را زیگمونت



بزرگ اعداد قوی قانون کلی حالات از �برخی ٧٠

نیاز مورد لم�های ٢.۴
دارند. کاربرد فصل این قضیه�های اثبات در که می�پردازیم لم�هایـی بیان به ابتدا در

END تصادفی متغیرهای از دنباله�ای {εn, n ∈ Z} ،١ < p ≤ ٢ کنید فرض .١.٢.۴ لم
شرط با تصادفی متغیـرهـای از دنـبالـه�ای {An, n ∈ Z} ،Eεpn < ∞ و صفـر میـانگیـن با
آنگاه باشد. مستقل {An, n ∈ Z} از {εn, n ∈ Z} همچنین باشد. E(∑∞

j=−∞ |Aj |
)p

< ∞

داریم:
E

∣∣∣∣∣∣
∞∑

i=−∞

 n−i∑
j=١−i

Aj

 εi

∣∣∣∣∣∣
p

≤ C sup
j∈Z

n−j∑
i=١−j

|Eεi|p.

می�توان ١.۴.١ از استفاده با نتیجه در می�باشد. ١.٣.٣ لم برهان مشابه اثبات روند برهان.
نوشت:

E

∣∣∣∣∣∣
∞∑

i=−∞

 n−i∑
j=١−i

Aj

 εi

∣∣∣∣∣∣
p

= E

∣∣∣∣∣∣
∞∑

j=−∞

 n−j∑
i=١−j

εi

Aj

∣∣∣∣∣∣
p

≤ E

 ∞∑
j=−∞

|Aj |

∣∣∣∣∣∣
n−j∑

i=١−j

εi

∣∣∣∣∣∣
p

= E

 ∞∑
j=−∞

|Aj |١−
١
p |Aj |

١
p

∣∣∣∣∣∣
n−j∑

i=١−j

εi

∣∣∣∣∣∣
p

≤ E


 ∞∑

j=−∞
|Aj |

١− ١
p
 ∞∑

j=−∞
|Aj |

∣∣∣∣∣∣
n−j∑

i=١−j

εi

∣∣∣∣∣∣
p

١
p


p

=

∞∑
m=١

E


 ∞∑

j=−∞
|Aj |

p−١ ∞∑
j=−∞

|Aj |

∣∣∣∣∣∣
n−j∑

i=١−j

εi

∣∣∣∣∣∣
p I{m−١≤∑∞

j=−∞ |Aj |<m}


≤

∞∑
m=١

∞∑
j=−∞

mp−١E
[
|Aj |I{m−١≤∑∞

j=−∞ |Aj |<m}
]
E

∣∣∣∣∣∣
n−j∑

i=١−j

εi

∣∣∣∣∣∣
p

≤ C

∞∑
m=١

∞∑
j=−∞

mp−١E
[
|Aj |I{m−١≤∑∞

j=−∞ |Aj |<m}
] n−j∑
i=١−j

E|εi|p

≤ C

sup
j∈Z

n−j∑
i=١−j

Eε٢i
١+ ٢pE

 ∞∑
j=−∞

|Aj |

p ≤ C sup
j∈Z

n−j∑
i=١−j

E|εi|p.

صفر میانگین با END تصادفی متغیرهای از دنباله�ای {εn, n ∈ Z} کنید فرض .٢.٢.۴ لم
باشد. E∑∞

j=−∞ |Aj | < ∞ با تصادفی متغیرهای از دنباله�ای {An, n ∈ Z} ،E |εn| < ∞ و
داریم: آنگاه باشد. مستقل {An, n ∈ Z} از {εn, n ∈ Z} همچنین

E

∣∣∣∣∣∣
∞∑

i=−∞

 n−i∑
j=١−i

Aj

 εi

∣∣∣∣∣∣ ≤ C sup
j∈Z

n−j∑
i=١−j

E |εi| ,



٧١ تصادفی ضرایب با خطی فرآیند برای بزرگ اعداد قوی قانون کلی حالات از برخی

برای بزرگ اعداد قوی قانون کلی حالات از برخی ٣.۴
تصادفی ضرایب با خطی فرآیند

ضرایب با خطی فرآیند برای بزرگ اعداد قوی قانون کلی� حالت بررسی به ابتدا بخش این در
قـوی قـانـون و بـزرگ اعـداد قـوی قـانـون آن، از استفاده با ادامه در و می�پردازیم تصادفی

می�آوریم. بدست تصادفی ضرایب با خطی فرآیند برای را مارسینکویچ-زیگمونت
ضرایب با خطی فرآیند یک Xt =

∑∞
j=−∞Ajεt−j و ١ < p < ٢ کنید فرض .١.٣.۴ قضیه

به� صفر، میانگین با END تصادفی متغیرهای از دنباله�ای {εn, n ∈ Z} آن در که تصادفی،
{An, n ∈ Z} همچنین ،E [εp logq(١+ ε)] < ∞ و ε نامنفی تصادفی متغیر تسلط تحت علاوه

،p < q ≤ ٢ از برخی برای و صفر میانگین با END تصادفی متغیرهای از دنباله�ای
E

 ∞∑
j=−∞

|Aj |

q

< ∞. (١.۴)

حقیقی اعداد از صعودی دنباله�ای {bp(n), n ≥ ١} اگر باشد. {εn, n ∈ Z} دنباله از مستقل و
باشند، n به نسبت مثبت صحیح اعداد از صعودی دنباله�ای {kn, n ≥ ١} و n به نسبت مثبت

که: طوری به
٠ < α = inf

n≥١
bp(kn)

bp(kn+١)
≤ sup

n≥١
bp(kn)

bp(kn+١)
= β < ١, (٢.۴)

∞∑
n=i

kn
bqp(kn)

= O
(
bp−q
p (ki)

)
, (٣.۴)

∞∑
n=i

kn log
q kn

bqp(kn)
= O

(
bp−q
p (ki) log

q bp(ki)
)
, (۴.۴)

i∑
n=١

kn
bp(kn)

= O
(
bp−١p (ki)

)
, (۵.۴)

و
i∑

n=١
kn log

q kn
bp(kn)

= O
(
bp−١p (ki) log

q bp(ki)
)
. (۶.۴)

داریم: ،n → ∞ وقتی n∑آنگاه
t=١Xt

bp(n)

a.s.−→ ٠ .
نوشت: می�توان ،n ≥ ١ از یک هر و i ∈ Z هر برای ،Eεi = ٠ اینکه به توجه با برهان.

εi = ε
′
ni −Eε

′
ni + ε

′′
ni −Eε

′′
ni,



بزرگ اعداد قوی قانون کلی حالات از �برخی ٧٢
آن: در که

ε
′
ni = εiI{|εi|≤bp(kn)} + bp(kn)I{εi>bp(kn)} − bp(kn)I{εi<−bp(kn)} ,

ε
′′
ni = εi − ε

′
ni = (εi − bp(kn)) I{εi>bp(kn)} + (εi + bp(kn)) I{εi<−bp(kn)} .

متغیرهای از دنباله دو {ε′′ni − Eε
′′
ni, i ∈ Z} و {ε′ni − Eε

′
ni, i ∈ Z} ،٢.۴.١ لم از استفاده با

داریم: همچنین هستند. صفر میانگین با END تصادفی
|ε′ni| = |εi|I{|εi|≤bp(kn)} + bp(kn)I{|εi|>bp(kn)} ≤ |εi| ,

|ε′′ni| = (εi − bp(kn)) I{εi>bp(kn)} − (εi + bp(kn)) I{εi<−bp(kn)}

≤ |εi|I{|εi|>bp(kn)} ≤ |εi| . (٧.۴)
وقتی همچنین .km−١ < n ≤ km که: قسمی به ،m دارد وجود ،n مثبتصحیح مقدار هر برای

می�کنیم: تعریف زیر صورت به را Tn بنابراین .m → ∞ آنگاه ،n → ∞

Tn =
١

bp(kn)

kn∑
m=kn−١+١

∞∑
j=−∞

Ajεm−j . (٨.۴)

نوشت: می�توان تعریف این از استفاده با نتیجه n∑در
t=١Xt

bp(n)
=
bp(km−١)
bp(n)

m−١∑
r=١

bp(kr)

bp(km−١)
Tr

+
١

bp(n)

n∑
t=km−١+١

∞∑
j=−∞

Ajεt−j .

داریم: بنابراین .bp(km−١) ≥ αbp(km) گرفت، نتیجه می�توان (٢.۴) از استفاده با
∣∣∣∣∑n

t=١Xt

bp(n)

∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣∣
m−١∑
r=١

bp(kr)

bp(km−١)
Tr

∣∣∣∣∣∣
+

١
αbp(km)

max
km−١<l≤km

∣∣∣∣∣∣
l∑

t=km−١+١

∞∑
j=−∞

Ajεt−j

∣∣∣∣∣∣ . (٩.۴)

خواهیم توپلیتس) (لم آ�.١٣.٠ لم از استفاده با بالا نامساوی راست سمت اول قسمت برای
داشت:

lim
m→∞

Tm = ٠ a.s.,

و
sup
m≥٢

m−١∑
r=١

bp(kr)

bp(km−١)
< ∞,

داریم: r هر برای همچنین
lim

m→∞

bp(kr)

bp(km−١)
= ٠.



٧٣ تصادفی ضرایب با خطی فرآیند برای بزرگ اعداد قوی قانون کلی حالات از برخی
نوشت: می�توان است، صعودی دنباله�ای {bp(n), n ≥ ٠} اینکه به توجه با

m−١∑
r=١

bp(kr)

bp(km−١)
=

m−١∑
r=١

m−٢∏
i=r

bp(ki)

bp(ki+١)
≤

m−١∑
r=١

βm−r−١

=
١− βm

١− β
<

١
١− β

< C.

اگر است، صفر به همگرا یقین به قریب (٩.۴) نامساوی راست سمت اول قسمت بنابراین،
نوشت: می�توان نتیجه در باشد. همگرا صفر به یقین به قریب {Tm,m ≥ ٠} دنباله

Tn =
١

bp(kn)

kn∑
m=kn−١

∞∑
j=−∞

Ajεm−j

=
١

bp(kn)

∞∑
i=−∞

kn−i∑
j=kn−١+١−i

Aj(ε
′
ni −Eε

′
ni + ε

′′
ni −Eε

′′
ni)

=
١

bp(kn)

∞∑
i=−∞

kn−i∑
j=kn−١+١−i

Aj(ε
′
ni −Eε

′
ni)

+
١

bp(kn)

∞∑
i=−∞

kn−i∑
j=kn−١+١−i

Aj( ε
′′
ni −Eε

′′
ni)

=T
′
n + T

′′
n .

داریم: بنابراین همگراست، صفر به یقین به قریب Tn می�دهیم نشان ادامه در

∞∑
n=١

P (|Tn| > ϵ) ≤
∞∑
n=١

P
(
|T ′

n| > ϵ/٢)+ ∞∑
n=١

P
(
|T ′′

n | > ϵ/٢)
=H١ +H٢.

لم ،١.٢.۴ لم مارکوف)، (نامساوی آ�.٢.٠ لم از استفاده با ۴.٣.٢ قضیه اثبات مشابه ،H١ برای
(١١.٢) و (٢٠.٢) ،١.٢.١ لم ،١.۴.١ لم جنسن)، (نامساوی آ�.٠.۶ لم ،( cr (نامساوی آ�.٠.۵



بزرگ اعداد قوی قانون کلی حالات از �برخی ٧۴
داشت: خواهیم

H١ ≤
∞∑
n=١

٢qE ∣∣∣T ′
n

∣∣∣q
ϵq

≤ C

∞∑
n=١

١
bqp(kn)

E

∣∣∣∣∣∣
∞∑

i=−∞

kn−i∑
j=kn−١+١−i

Aj(ε
′
ni −Eε

′
ni)

∣∣∣∣∣∣
q

≤C

∞∑
n=١

١
bqp(kn)

sup
j∈Z

kn−j∑
i=kn−١+١−j

E|ε′ni|q

≤C

∞∑
n=١

١
bqp(kn)

sup
j∈Z

kn−j∑
i=kn−١+١−j

E
[
|εi|qI{|εi|≤bp(kn)}

]

+ C
∞∑
n=١

sup
j∈Z

kn−j∑
i=kn−١+١−j

P (|εi| > bp(kn))

≤C

∞∑
n=١

kn
bqp(kn)

E
[
εqI{ε≤bp(kn)}

]
+ C

∞∑
n=١

knP (ε > bp(kn))

+ C

∞∑
n=١

١
bp(kn)

sup
j∈Z

kn−j∑
i=kn−١+١−j

E
[
|εi|I{|εi|>bp(kn)}

]
≤C

∞∑
n=١

kn
bqp(kn)

E
[
εqI{ε≤bp(kn)}

]
+ C

∞∑
n=١

kn
bp(kn)

E
[
εI{ε>bp(kn)}

]
=H١١ +H١٢.

نوشت: می�توان (٣.۴) از استفاده با نتیجه در

H١١ ≤ C

∞∑
n=١

kn
bqp(kn)

n∑
i=١

E
[
εqI{bp(ki−١)<ε≤bp(ki)}

]
= C

∞∑
i=١

E
[
εqI{bp(ki−١)<ε≤bp(ki)}

] ∞∑
n=i

kn
bqp(kn)

≤ C

∞∑
i=١

bp−q
p (ki)E

[
εqI{bp(ki−١)<ε≤bp(ki)}

]
≤ CEεp < ∞,

داشت: خواهیم (۵.۴) اساس بر همچنین

H١٢ ≤ C

∞∑
m=١

E
[
εI{bp(km)<ε≤bp(km+١)}

] m∑
n=١

kn
bp(kn)

= C

∞∑
m=١

bp−١p (km)E
[
εI{bp(km)<ε≤bp(km+١)}

]
≤ CEεp < ∞.

نتیجه (١.۴) از استفاده با ،H٢ برای همچنین .H١ < ∞ گرفت نتیجه می�توان بنابراین



٧۵ تصادفی ضرایب با خطی فرآیند برای بزرگ اعداد قوی قانون کلی حالات از برخی
می�آید: بدست زیر صورت به ،٢.٢.۴ لم اساس بر بنابراین ،∑∞

j=−∞E |Aj | < ∞ می�گیریم

H٢ ≤
∞∑
n=١

٢E|T ′′
n |

ϵ
≤ C

∞∑
n=١

١
bp(kn)

E

∣∣∣∣∣∣
∞∑

i=−∞

kn−i∑
j=kn−١+١−i

Aj(ε
′′
ni −Eε

′′
ni)

∣∣∣∣∣∣
≤ C

∞∑
n=١

١
bp(kn)

sup
j∈Z

kn−j∑
i=kn−١+١−j

E
∣∣∣ε′′ni −Eε

′′
ni

∣∣∣
≤ C

∞∑
n=١

١
bp(kn)

sup
j∈Z

kn−j∑
i=kn−١+١−j

E
∣∣∣ε′′ni∣∣∣

≤ C

∞∑
n=١

١
bp(kn)

sup
j∈Z

kn−j∑
i=kn−١+١−j

E |Aj |E
[
|εi| I{|εi|>bp(kn)}

]
≤ C

∞∑
n=١

kn
bp(kn)

E
[
εI{ε>bp(kn)}

]
≤ C

∞∑
m=١

E
[
εI{bp(km)<ε≤bp(km+١)}

] m∑
n=١

kn
bp(kn)

≤ C
∞∑

m=١
bp−١p (km)E

[
εI{bp(km)<ε≤bp(km+١)}

]
≤ CEεp < ∞.

(٩.۴) نامساوی راست سمت اول قسمت گرفت نتیجه می�توان بنابراین .H٢ < ∞ نتیجه در
نامساوی راست سمت دوم قسمت برای است. همگرا صفر به یقین به قریب ،n → ∞ وقتی

نوشت: می�توان (٩.۴)

∞∑
m=١

P

 max
km−١<l≤km

∣∣∣∣∣∣
∞∑

i=−∞

l−i∑
j=km−١+١−i

Ajεi

∣∣∣∣∣∣ > αbp(km)ϵ


≤

∞∑
m=١

P

 max
km−١<l≤km

∣∣∣∣∣∣
∞∑

i=−∞

l−i∑
j=km−١+١−i

Aj(ε
′
mi −Eε

′
mi)

∣∣∣∣∣∣ > αbp(km)ϵ/٢


+

∞∑
m=١

P

 max
km−١<l≤km

∣∣∣∣∣∣
∞∑

i=−∞

l−i∑
j=km−١+١−i

Aj(ε
′′
mi −Eε

′′
mi)

∣∣∣∣∣∣ > αbp(km)ϵ/٢


=I١ + I٢.



بزرگ اعداد قوی قانون کلی حالات از �برخی ٧۶
داشت: خواهیم ١.٢.۴ لم از استفاده با H١ مشابه ،I١ برای

I١ ≤
∞∑

m=١
(
αbp(km)ϵ/٢)−q

E max
km−١<l≤km

∣∣∣∣∣∣
∞∑

i=−∞

l−i∑
j=km−١+١−i

Aj(ε
′
mi −Eε

′
mi)

∣∣∣∣∣∣
q

≤ C
∞∑

m=١
logq km
bqp(km)

sup
j∈Z

km−j∑
i=km−١+١−j

E|ε′mi|q

≤ C

∞∑
m=١

km logq km
bqp(km)

E
[
εqI{ε≤bp(km)}

]
+ C

∞∑
m=١

km logq km
bp(km)

E
[
εI{ε>bp(km)}

]
= I١١ + I١٢.

نوشت: می�توان (۴.۴) از استفاده با نتیجه در
I١١ ≤ C

∞∑
m=١

km logq km
bqp(km)

m∑
i=١

E
[
εqI{bp(ki−١)<ε≤bp(ki)}

]
= C

∞∑
i=١

E
[
εqI{bp(ki−١)<ε≤bp(ki)}

] ∞∑
m=i

km logq km
bqp(km)

≤ C
∞∑
i=١

bp−q
p (ki) log

q bp(ki)E
[
εqI{bp(ki−١)<ε≤bp(ki)}

]
≤ CE [εp logq(١+ ε)] < ∞,

داشت: خواهیم (۶.۴) اساس بر همچنین
I١٢ ≤ C

∞∑
i=١

E
[
εI{bp(ki)<ε≤bp(ki+١)}

] i∑
m=١

km logq km
bp(km)

= C
∞∑
i=١

bp−١p (ki) log
q bp(ki)E

[
εI{bp(ki)<ε≤bp(ki+١)}

]
≤ CE [εp logq(١+ ε)] < ∞.

نوشت: می�توان ٢.٣.٣ لم اساس بر H٢ مشابه ،I٢ برای

I٢ ≤
∞∑

m=١
(
αbp(km)ϵ/١−(٢E max

km−١<l≤km

∣∣∣∣∣∣
∞∑

i=−∞

l−i∑
j=km−١+١−i

Aj(ε
′′
ni −Eε

′′
ni)

∣∣∣∣∣∣
≤ C

∞∑
m=١

١
bp(km)

sup
j∈Z

km−j∑
i=km−١+١−j

E
∣∣∣ε′′ni∣∣∣ ≤ CEε < ∞.

صفر به یقین به قریب نیز (٩.۴) نامساوی راست سمت دوم قسمت ،n → ∞ وقتی نتیجه در
داشت: خواهیم بنابراین است، n∑همگرا

t=١Xt

bp(n)

a.s.−→ ٠ as n → ∞.

است. نظر مورد نتیجه این که



٧٧ تصادفی ضرایب با خطی فرآیند برای بزرگ اعداد قوی قانون کلی حالات از برخی
بیان را تصادفی ضرایب با خطی فرآیند برای مارسینکویچ-زیگمونت قوی قانون ادامه در

می�کنیم.
ضرایب با خطی فرآیند یک Xt =

∑∞
j=−∞Ajεt−j و ١ < p < ٢ کنید فرض .٢.٣.۴ قضیه

به�علاوه صفر میانگین با END تصادفی متغیرهای از دنباله�ای {εn, n ∈ Z} آن در که تصادفی،
دنباله�ای {An, n ∈ Z}همچنین ،E [εp logq(١+ ε)] < ∞ و ε نامنفی تصادفی متغیر تسلط تحت
دنباله از مستقل و E

(∑∞
j=−∞ |Aj |

)q
< ∞ صفر، میانگین با END تصادفی متغیرهای از

داریم: ،n → ∞ وقتی آنگاه باشد. {εn, n ∈ Z}∑n
t=١Xt

n١/p
a.s.−→ ٠ .

می�کنیم: تعریف زیر صورت به را مثبت صحیح و حقیقی اعداد از دنباله دو برهان.
{bp(n) = n١/p, n ≥ ١}, {kn = ٢n, n ≥ ١}

نوشت: می�توان نتیجه در
bp(kn)

bp(kn+١)
=
٢n/p
٢n+١

p

= ١−٢/p

داریم: ١ < p < q ≤ ٢ برای همچنین است. برقرار (٢.۴) شرط p > ١ برای بنابراین،
∞∑
n=i

kn
bqp(kn)

=

∞∑
n=i

٢n
٢qn/p =

∞∑
n=i

(٢١−q/p
)n

= O
(٢i(١−q/p)

)
= O

(
bp−q
p (ki)

)
,

داشت: خواهیم به�علاوه است. برقرار (٣.۴) نتیجه در
∞∑
n=i

kn log
q kn

bqp(kn)
≤ C

∞∑
n=i

٢nnq

٢qn/p = C

∞∑
n=i

(٢١−q/p
)n

nq

= O
(٢i(١−q/p)

iq
)
= O

(
bp−q
p (ki) log

q bp(ki)
)
,

داریم: همچنین است. برقرار (۴.۴) شرط بالا تساوی توجه با
i∑

n=١
kn

bp(kn)
=

i∑
n=١

٢n
٢n/p =

i∑
n=١

(١−٢١/p)n
= O

(٢i(١−١/p)) = O
(
bp−١p (ki)

)
,

است. برقرار (۶.۴) شرط می�دهیم، نشان انتها در است. برقرار ،(۵.۴) بالا تساوی اساس بر
i∑

n=١
kn log

q kn
bp(kn)

≤ C

i∑
n=١

٢nnq

٢n/p =

i∑
n=١

(١−٢١/p)n nq

= O
(٢i(١−١/p)iq) = O

(
bp−١p (ki) log

q bp(ki)
)
.

داریم: ،n → ∞ وقتی ،١.٣.۴ قضیه اساس بر n∑بنابراین
t=١Xt

n١/p
a.s.−→ ٠ .



بزرگ اعداد قوی قانون کلی حالات از �برخی ٧٨
است. معادل ۵.۴.٣ قضیه با ٢.٣.۴ قضیه .١.٣.۴ ملاحظه

شرط با ثابت) اعداد(ضرایب از تصادفی غیر دنباله�ای {An = an, n ∈ Z} اگر .٢.٣.۴ ملاحظه
است. ٣.۵.١ قضیه مشابه ٢.٣.۴ قضیه باشد. ،∑∞

j=−∞ |aj | < ∞

می�کنیم. بیان را تصادفی ضرایب با خطی فرآیند برای بزرگ اعداد قوی قانون ادامه در
آن در که تصادفی، ضرایب با خطی فرآیند یک Xt =

∑∞
j=−∞Ajεt−j فرضکنید .٣.٣.۴ قضیه

متغیر تسلط تحت به�علاوه صفر میانگین با END تصادفی متغیرهای از دنباله�ای {εn, n ∈ Z}

متغیرهای از دنباله�ای {An, n ∈ Z} همچنین ،E [ε log١)٣+ ε)
]
< ∞ و ε نامنفی تصادفی

{εn, n ∈ Z} دنباله از مستقل و E
(∑∞

j=−∞ |Aj |
)٢

< ∞ صفر، میانگین با END تصادفی
داریم: ،n → ∞ وقتی آنگاه باشد.

١
n

n∑
t=١

Xt
a.s.−→ ٠ .

قسمت بنابراین باشند. {kn = ٢n, n ≥ ١} و {bp(n) = n, n ≥ ١} اگر ،١.٣.۴ قضیه در برهان.
برای است. صفر به همگرا یقین به قریب ،n → ∞ وقتی ،(٩.۴) نامساوی راست سمت اول

اینکه:
H١١ ≤ C

∞∑
n=١

٢n
٢٢nE

[
ε٢I{ε≤٢n}

]
≤ C

∞∑
i=١

E
[
ε٢I{٢i−١<ε≤٢i}

] ∞∑
n=i

٢−n

≤ C
∞∑
i=١

٢−i
E
[
ε٢I{٢i−١<ε≤٢i}

]
≤ CEε < ∞,

H١٢ ≤ C

∞∑
m=١

E
[
εI{٢m<ε≤٢m+١}

] m∑
n=١

١ ≤ C

∞∑
m=١

log٢mE
[
εI{٢m<ε≤٢m+١}

]
≤ C

∞∑
m=١

E
[
ε log(١+ ε)I{٢m<ε≤٢m+١}

]
≤ CE [ε log(١+ ε)] < ∞,

و

H٢ ≤ C

∞∑
n=١

١
٢n sup

j∈Z

٢n−j∑
i=٢n−١

+١−j

E
[
|εi| I{|εi|>٢n}

]

≤ C

∞∑
m=١

E
[
εI{٢m<ε≤٢m+١}

] m∑
n=١

١ ≤ CE [ε log(١+ ε)] < ∞.

نوشت: می�توان ،(٩.۴) نامساوی راست سمت دوم قسمت برای مشابه، صورت به
I١١ ≤ C

∞∑
n=١

٢nn٢
٢٢n E

[
ε٢I{ε≤٢n}

]
≤ C

∞∑
i=١

E
[
ε٢I{٢i−١<ε≤٢i}

] ∞∑
n=i

٢−n
n٢

≤ C
∞∑
i=١

٢−i
i٢E

[
ε٢I{٢i−١<ε≤٢i}

]
≤ CE

[
ε log١)٢+ ε)

]
< ∞,



٧٩ تصادفی ضرایب با خطی فرآیند برای بزرگ اعداد قوی قانون کلی حالات از برخی

I١٢ ≤ C

∞∑
m=١

E
[
εI{٢m<ε≤٢m+١}

] m∑
n=١

n٢ ≤ C

∞∑
m=١

log٣ ٢mE
[
εI{٢m<ε≤٢m+١}

]
≤ C

∞∑
m=١

E
[
ε log١)٣+ ε)I{٢m<ε≤٢m+١}

]
≤ CE

[
ε log١)٣+ ε)

]
< ∞,

و

I٢ ≤ C

∞∑
n=١

n٢
٢n sup

j∈Z

٢n−j∑
i=٢n−١

+١−j

E
[
|εi| I{|εi|>٢n}

]

≤ C

∞∑
m=١

E
[
εI{٢m<ε≤٢m+١}

] m∑
n=١

n٢ ≤ CE
[
ε log١)٣+ ε)

]
< ∞.

می�گیریم: نتیجه ،n → ∞ وقتی n∑بنابراین،
t=١Xt

n

a.s.−→ ٠ as n → ∞.

می�شود. کامل اثبات بنابراین

است. معادل ١.۴.٣ نتیجه با ٣.٣.۴ قضیه .٣.٣.۴ ملاحظه
و ثابت) باشد(ضرایب اعداد از تصادفی غیر دنباله�ای {An = an, n ∈ Z} اگر .۴.٣.۴ ملاحظه

است. ٢.۵.١ و ١.۵.١ قضیه مشابه ٣.٣.۴ قضیه باشد، برقرار ،∑∞
j=−∞ |aj | < ∞ شرط

می�کنیم. بیان p = ١ وقتی را ١.٣.۴ قضیه از حالتی ادامه در

آن در که تصادفی، ضرایب با خطی فرآیند یک Xt =
∑∞

j=−∞Ajεt−j فرضکنید .۴.٣.۴ قضیه
متغیر تسلط تحت به�علاوه صفر میانگین با END تصادفی متغیرهای از دنباله�ای {εn, n ∈ Z}

با END تصادفی متغیرهای از دنباله�ای {An, n ∈ Z} همچنین ،Eε < ∞ و ε نامنفی تصادفی
∞∑

j=−∞
E |Aj | < ∞ (١٠.۴)

حقیقی اعداد از صعودی دنباله�ای {bp(n), n ≥ ١} اگر باشد. {εn, n ∈ Z} دنباله از مستقل و
با ،n به نسبت مثبت صحیح اعداد از صعودی دنباله�ای {kn, n ≥ ١} و n به نسبت مثبت

٠ < α = inf
n≥١

b(kn)

b(kn+١)
≤ sup

n≥١
b(kn)

b(kn+١)
= β < ١, (١١.۴)

و
∞∑
n=١

kn
b(kn)

= O (١) , (١٢.۴)

داریم: ،n → ∞ وقتی آنگاه n∑باشند.
t=١Xt

b(n)

a.s.−→ ٠ .
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مشابه (٩.۴) نامساوی راست سمت اول قسمت برای ،(٨.۴) صورت به Tn تعریف با برهان.
بنابراین است. صفر به همگرا یقین به قریب ،n → ∞ وقتی می�دهیم، نشان ١.٣.۴ قضیه برهان

نوشت: می�توان ،(١٢.۴) و (١٠.۴) از استفاده با

∞∑
n=١

P (|Tn| > ϵ) ≤
∞∑
n=١

E|Tn|
ϵ

≤ C

∞∑
n=١

١
b(kn)

E

∣∣∣∣∣∣
∞∑

j=−∞

kn−j∑
i=kn−١+١−j

εiAj

∣∣∣∣∣∣
≤ C

∞∑
n=١

١
b(kn)

E

 ∞∑
j=−∞

kn−j∑
i=kn−١+١−j

|εiAj |


≤ C

∞∑
n=١

١
b(kn)

∞∑
j=−∞

kn−j∑
i=kn−١+١−j

E |εi|E |Aj |

≤ CEε

∞∑
n=١

kn
b(kn)

≤ CE |ε| < ∞.

خواهیم ،(١٢.۴) و (١٠.۴) از استفاده با ،(٩.۴) نامساوی راست سمت دوم قسمت برای
داشت:

∞∑
m=١

P

 max
km−١<l≤km

∣∣∣∣∣∣
∞∑

i=−∞

l−i∑
j=km−١+١−i

Ajεi

∣∣∣∣∣∣ > αb(km)ϵ


≤

∞∑
m=١

(αb(km)ϵ)−١E max
km−١<l≤km

∣∣∣∣∣∣
∞∑

i=−∞

l−i∑
j=km−١+١−i

Ajεi

∣∣∣∣∣∣
≤ C

∞∑
m=١

١
b(km)

E

 max
km−١<l≤km

∞∑
i=−∞

l−i∑
j=km−١+١−i

|Aj | |εi|


≤ C

∞∑
m=١

١
b(km)

E

 ∞∑
i=−∞

km−i∑
j=km−١+١−i

|Aj | |εi|


≤ CE |ε|

∞∑
m=١

km
b(km)

≤ CE |ε| < ∞.

می�آید. دست به نظر مد نتیجه بنابراین

{kn = ٢n, n ≥ ١} و {b(n) = n log n (log log n)٢ , n ≥ ١} اگر ،۴.٣.۴ قضیه در .١.٣.۴ مثال
داریم: آنگاه باشند،

٠ <
b(kn)

b(kn+١)
=

٢n log٢n (log log٢n)٢
٢n+١ log٢n+١ (log log٢n+٢(١ < ١



٨١ تصادفی ضرایب با خطی فرآیند برای بزرگ اعداد قوی قانون کلی حالات از برخی
نوشت: می�توان همچنین است. برقرار (٢.۴) شرط بنابراین،

∞∑
n=i

kn
b(kn)

=

∞∑
n=i

٢n
٢n log٢n (log log٢n)٢

=

∞∑
n=i

١
n log٢ (log(n log٢((٢ = O (١) ,

گرفت: نتیجه می�توان بنابراین است. برقرار ،(١٢.۴) شرط نتیجه n∑در
t=١Xt

n log n (log log n)٢
a.s.−→ ٠ as n → ∞.

می�کنیم. بیان p = ٢ وقتی را ١.٣.۴ قضیه از حالتی ادامه در
آن در که تصادفی، ضرایب با خطی فرآیند یک Xt =

∑∞
j=−∞Ajεt−j فرضکنید .۵.٣.۴ قضیه

متغیر تسلط تحت به�علاوه صفر میانگین با END تصادفی متغیرهای از دنباله�ای {εn, n ∈ Z}

END تصادفی متغیرهای از دنباله�ای {An, n ∈ Z} همچنین ،Eε٢ < ∞ و ε نامنفی تصادفی
اعداد از صعودی دنباله�ای {bp(n), n ≥ ١} اگر باشد. {εn, n ∈ Z} دنباله از مستقل و (١.۴) با
،n به نسبت مثبت صحیح اعداد از صعودی دنباله�ای {kn, n ≥ ١} و n به نسبت مثبت حقیقی

و (١١.۴) شرط با
∞∑
n=١

kn log
٢ kn

b٢(kn)
= O (١) , (١٣.۴)

داریم: ،n → ∞ وقتی آنگاه n∑باشند.
t=١Xt

b(n)

a.s.−→ ٠ .
داشت: خواهیم بنابراین است. ۴.٣.۴ قضیه برهان مشابه اثبات روند برهان.

∞∑
n=١

P (|Tn| > ϵ) ≤
∞∑
n=١

E|Tn|٢
ϵ٢ ≤ C

∞∑
n=١

١
b٢(kn)

sup
j∈Z

kn−j∑
i=kn−١+١−j

Eε٢i

= CEε٢
∞∑
n=١

kn

b٢(kn)
≤ CEε٢ < ∞,

و
∞∑

m=١
P

 max
km−١<l≤km

∣∣∣∣∣∣
∞∑

i=−∞

l−i∑
j=km−١+١−i

Ajεi

∣∣∣∣∣∣ > αb(km)ϵ


≤

∞∑
m=١

(αb(km)ϵ)−٢E max
km−١<l≤km

∣∣∣∣∣∣
∞∑

i=−∞

l−i∑
j=km−١+١−i

Ajεi

∣∣∣∣∣∣
٢

≤ CEε٢
∞∑

m=١
km log٢ km
b٢(km)

≤ CEε٢ < ∞.

گرفت: نتیجه میتوان n∑بنابراین،
t=١Xt

b(n)

a.s.−→ ٠ as n → ∞.

می�شود. کامل برهان نتیجه، در
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اگر ،۵.٣.۴ قضیه در .٢.٣.۴ مثال

{b(n) =
(
n log٣ n (log log n)٢

)١/٢
, n ≥ ١}

و
{kn = ٢n, n ≥ ١}

گفت: می�توان نتیجه در هستند. برقرار (١٣.۴) و (١١.۴) شرط�های آنگاه n∑باشند.
t=١Xt(

n log٣ n (log log n)٢
)١/٢ a.s.−→ ٠ as n → ∞.



۵ فصل
پیشنهادات

قانون همگرایـی مرتبه بزرگ، اعداد قوی قانون شامل حدی قضایای مهمترین رساله این در
تصادفی ضرایب با خطی فرآیند برای گشتاروی کامل همگرایـی و مارسینکویچ-زیگمونت قوی

آمده�اند. دست به
استفاده بزرگ اعداد قوی قانون از آماره� سازگاری دادن نشان برای اینکه به توجه با .i
و تصادفی ضرایب با خطی فرآیند پارامتر برآورد در را تحقیق این نتایج می�توان می�شود،
کرد. استفاده است، خطی فرآیند از خاصی حالت که متحرک میانگین زمانی سری�های
بیان ضعیف�تری شرایط برای را [۶٠] همکاران و ساودره نتایج می�توان مثال عنوان به

کرد.
ضعیف�تری شرایط آن در که تصادفی ضرایب با خطی فرآیند بررسی به می�توان ادامه در .ii

کرد. بررسی را حدی قضایای سپس و پرداخت شده�اند، گرفته نظر در
تصادفی ضرایب با خطی فرآیند برای مرکزی حد قضیه بررسی به می�توان همچنین � .iii

پرداخت.

٨٣



پیشنهادات ٨۴
صورت: به تصادفی ضرایب با خطی فرآیند برای تحقیق این در .iv

Zt =

∞∑
j=−∞

AjXt−j

بیان با می�توان شدند. فرض مستقل یکدیگر از {An, n ≥ Z} و {Xn, n ∈ Z} دنباله دو
پرداخت. خطی قضایای بررسی به دنباله دو این میان وابستگی
صورت: به را تصادفی ضرایب با خطی فرآیند می�توان همچنین .v

Zt =

∞∑
j=−∞

AnjXn(t−j)

آرایه {Ani;un ≤ i ≤ vn, n ∈ Z} و {Xni;un ≤ i ≤ vn, n ∈ Z} آن در که گرفت نظر در
را آن حدی قضایای سپس و بگیریم، نظر در هستند، وابسته یا مستقل تصادفی های

کرد. بررسی
فضای در را تصادفی ضرایب با خطی فرآیند از شده حالت�هایذکر تمامی می�توان ادامه در .vi

داد. قرار بررسی مورد هیلبرت
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پیوستآ�
تعاریف و نامساوی�ها

نامساوی�ها
بیان داریم، نیاز آنها به رساله این فصل�های در که احتمالی نامساوی�های از برخی ابتدا در
می�کنیم. ارائه هستند برقرار متغیرهایتصادفی برایتمامی که نامساوی�هایـی ابتدا در می�کنیم.
پیشامدها از دنباله�ای {An, n ≥ ١} فرضکنید ( ٢ کانتلی بورل اول (لم ،[٢٣] گات١ آ�.١.٠. لم

داریم: آنگاه ،∑∞
n=١P (An) < ∞ اگر باشد.

P (An, i.o.) = ٠.
x > ٠ و E|X|r < ∞ اگر ،r > ٠ کنید فرض ( ٣ مارکوف (نامساوی ،[٢٣] گات آ�.٢.٠. لم

داریم: آنگاه باشد،
P (|X| > x) ≤ E|X|r

xr
.

کنید فرض ( ۶ شوارتز کوشی کلاسیک (نامساوی ،[۵١] ۵ واسیک و ۴ میریکوویچ آ�.٣.٠. لم
١Gut
٢Borel Cantelli lemma
٣Markov’s inequality
۴Mitrinovic
۵ Vasic



تعاریف و نامساوی�ها ٩۴
داریم: آنگاه باشند، حقیقی اعداد از دنباله دو {y١, y٢, · · · , yn} و {x١, x٢, · · · , xn} n∑

i=١
xiyi

٢
≤

n∑
i=١

x٢i
n∑

i=١
y٢i .

تصادفی متغیرهای از دنباله�ای {Xn, n ≥ ١} کنید فرض ( ٧ فاتو (لم ،[٢٣] گات آ�.٠.۴. لم
داریم: آنگاه باشد. نامنفی

E lim inf
n→∞

Xn ≤ lim inf
n→∞

EXn.

باشد. نامنفی متغیرهایتصادفی از دنباله�ای {Xn, n ≥ ١} فرضکنید گات[٢٣]، آ�.١.٠. نتیجه
داریم: آنگاه

E

 ∞∑
n=١

Xn

 =
∞∑
n=١

EXn.

E|Y |r < ∞ و E|X|r < ∞ اگر باشد. r > ٠ فرضکنید ( ٨ cr (نامساوی ،[٢٣] گات آ�.٠.۵. لم
داریم: آنگاه باشد،

E|X + Y |r ≤ cr (E|X|r +E|Y |r) .

است. r > ١ برای cr = ٢r−١ و r ≤ ١ برای cr = ١ آن، در که
است. زیر صورت به تصادفی متغیرهای از دنباله�ای برای cr نامساوی

تصادفی متغیرهای از دنباله�ای {Xn, n ≥ ١} فرضکنید ،[۴٣] ١٠ بای و ٩ لین آ�.٠.۵. ملاحظه
داریم: آنگاه باشد، E|Xi|r < ∞ ،١ ≤ i ≤ n هر برای اگر باشد.
E|

n∑
i=١

Xi|r ≤ cr

n∑
i=١

E|Xi|r.

است. r > ١ برای cr = nr−١ و r ≤ ١ برای cr = ١ آن، در که
تابع یک g و تصادفی متغیر یک X کنید فرض ( ١١ جنسن (نامساوی ،[٢٣] گات آ�.٠.۶. لم

داریم: آنگاه باشند. انتگرال�پذیر g(X) و X همچنین محدب،
g(EX) ≤ Eg(X).

E|X|p < ∞ اگر باشد. p−١+ q−١ = ١ فرضکنید ( ١٢ هولدر (نامساوی ،[٢٣] گات آ�.٧.٠. لم
داریم: آنگاه باشند، E|Y |q < ∞ و

|EXY | ≤ E|XY | ≤ (E|X|p)١/p · (E|Y |q)١/q .
۶Classical inequality of Cauchy Schwarz
٧ Fatou’s lemma
٨cr inequality
٩Lin
١٠Bai
١١Jensen’s inequality
١٢Hölder’s inequality



٩۵
می�کنیم. بیان سری�ها برای را هولدر نامساوی ادامه در

p−١+q−١ = اگر باشد. {yn, n ≥ ١}, {xn, n ≥ ١} ∈ Rn فرضکنید (نامساویهولدر) آ�.٨.٠. لم
داریم: آنگاه باشد. ١

∞∑
n=١

|xnyn| ≤

 ∞∑
n=١

|xn|p
١/p

·

 ∞∑
n=١

|yn|q
١/q

.

متغیرهای از دنباله� دو {Yn, n ≥ ١} و {Xn, n ≥ ١} کنید فرض ،[۶١]١٣ سانگ آ�.٩.٠. لم
داریم: a > ٠ و ϵ > ٠ ،q > ١ ،n ≥ ١ هر برای آنگاه باشند، تصادفی

E

∣∣∣∣∣∣
n∑

t=١
(Xt + Yt)

∣∣∣∣∣∣− ϵa

+

≤
( ١
ϵq

+
١

q − ١
) ١

aq−١E
∣∣∣∣∣∣

n∑
t=١

Xn

∣∣∣∣∣∣
q

+E

∣∣∣∣∣∣
n∑

t=١
Yt

∣∣∣∣∣∣ ,
و

E

 max١≤k≤n

∣∣∣∣∣∣
k∑

t=١
(Xt + Yt)

∣∣∣∣∣∣− ϵa

+

≤
( ١
ϵq

+
١

q − ١
) ١

aq−١E
 max١≤k≤n

∣∣∣∣∣∣
k∑

t=١
Xt

∣∣∣∣∣∣
q

+E

 max١≤k≤n

∣∣∣∣∣∣
k∑

t=١
Yt

∣∣∣∣∣∣
 .

می�کنیم. بیان را است برقرار مستقل تصادفی متغیرهای برای که نامساوی�هایی ادامه در
با مستقل تصادفی متغیرهای از دنباله�ای {Xn, n ≥ ١} کنید فرض ،[٢٣] گات آ�.١٠.٠. لم

داریم: آنگاه باشند، صفر میانگین و متناهی دوم گشتاور
E

 n∑
i=١

Xi

٢
≤ ۴

n∑
i=١

EX٢
i .

می�پردازیم. همگرایی�ها بیان به ادامه در

احتمال در همگرایی
باشد. تصادفی متغیرهای از دنباله�ای {Xn, n ≥ ١} کنید فرض ،[١٢] ١۴ چانگ آ�.١.٠. تعریف
ϵ > ٠ هر ازای به گاه هر گوییم، X تصادفی متغیر به ١۵ احتمال در همگرا را دنباله این آنگاه

باشیم: داشته
lim
n→∞

P (|Xn −X| > ϵ) = ٠.
می�دهیم. نشان زیر صورت به را احتمال در همگرایـی

Xn
P−→ X as n → ∞.

١٣Sung
١۴Chung
١۵Converges in probability
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یقین به قریب همگرایـی
آنگاه باشد. تصادفی متغیرهای از دنباله�ای {Xn, n ≥ ١} فرضکنید ،[٢٣] گات آ�.٢.٠. تعریف

باشیم: داشته گاه هر گوییم، X تصادفی متغیر به ١۶ یقین به قریب همگرا را دنباله این
P ({ω : Xn(ω) → X(ω) as n → ∞}) = ١.

می�دهیم. نشان زیر صورت به و ،(a.s.) با اختصار به را یقین به قریب همگرایـی
Xn

a.s.−→ X as n → ∞.

متغیرهای از دنباله�ای {Xn, n ≥ ١} کنید فرض ،[٣٨] ١٨ روهاتگی و ١٧ لاها آ�.٣.٠. تعریف
به گاه هر گوییم، X تصادفی متغیر به یقین به قریب همگرا را دنباله این آنگاه باشد. تصادفی

باشیم: داشته ϵ > ٠ هر ازای
lim

m→∞
P (|Xn −X| > ϵ : for n ≥ m) = ٠.

١٩ یک احتمال با همگرایـی همچنین را یقین به قریب همگرایـی ،[٢٣] گات آ�.٠.۶. ملاحظه
می�شود. داده نشان (w.p.١) با اختصار به که می�شود، نامیده نیز

می�دهد نتیجه را احتمال در همگرایـی یقین، به قریب همگرایـی ،[٢٣] گات آ�.٧.٠. ملاحظه
متغیرهای از دنباله�ای {Xn, n ≥ ١} وقتی همچنین نیست. برقرار همیشه آن عکس ولی

می�دهد. نتیجه را یقین به قریب همگرایـی احتمال، در همگرایـی باشد، یکنوا تصادفی

است. بزرگ اعداد قوی قانون دادن نشان برای یقین به قریب همگرایـی کاربردهای از یکی
کردند. بررسی را END تصادفی متغیرهای برای بزرگ اعداد قوی قانون همکاران و ٢٠ چن

متغیرهای از دنباله�ای {X١, X٢, · · · , Xn} کنید فرض ،[١٣] همکاران و چن آ�.٠.۶. قضیه
داریم: آنگاه باشد، E|X١| = µ و E|X١| < ∞ اگر باشند. F مشترک توزیع با END تصادفی

١
n

n∑
i=١

Xi
a.s.−→ µ as n → ∞.

١۶Converges almost surely
١٧Laha
١٨Rohatgi
١٩Convergence with probability 1
٢٠Chen



٩٧

کامل همگرایـی
تصادفی متغیرهای از دنباله�ای {Xn, n ≥ ١} فرضکنید ،[٢۶] ٢٢ رابینز و ٢١ سو آ�.٠.۴. تعریف
ϵ > ٠ هر ازای به گاه هر گوییم، X تصادفی متغیر به ٢٣ کامل همگرای را دنباله این باشد.

باشیم: داشته
∞∑
n=١

P (|Xn −X| > ϵ) < ∞.

نتیجه را یقین به قریب همگرایـی کامل، همگرایـی ،[٣٨] روهاتگی و لاها آ�.٨.٠. ملاحظه
متغیرهای از دنباله�ای {Xn, n ≥ ١} وقتی همچنین نیست. برقرار عکسآنهمیشه ولی می�دهد
نتیجه را کامل همگرایـی آنگاه باشد، C ثابت به یقین به قریب همگرای و مستقل تصادفی

می�دهد.
داریم: آنگاه باشد، تصادفی متغیر یک X کنید فرض آ�.١١.٠. لم

E|X| < ∞ =⇒
∞∑
n=١

P (|X| > n) < ∞

داریم: اثبات برای برهان.

E|X| =
∫ ∞

٠ |x|dF |x| =
∞∑
n=١

∫ n

n−١ |x|dF |x|

≥
∞∑
n=١

∫ n

n−١(n− ١)dF |x|

=

∞∑
n=١

(n− ١)P (n− ١ < |X| ≤ n)

=

∞∑
n=١

n−١∑
k=١

P (n− ١ < |X| ≤ n)

=

∞∑
k=١

∞∑
n=k+١

P (n− ١ < |X| ≤ n)

=
∞∑
k=١

P (k < |X|)

داریم: بنابراین
∞∑
n=١

P (|X| > n) ≤ E|X| < ∞.

می�شود. کامل اثبات و
٢١Hsu
٢٢Robbins
٢٣Complete convergence
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معادل همگرای�ـی
ارتباط سپس و می�کنیم، بیان را ٢۵ معادل همگرایـی و ٢۴ توزیع در معادل ابتدا بخش این در

می�شود. بررسی بزرگ اعداد قوی قانون با آن
باشند. تصادفی متغیرهای از دنباله دو {Yn, n ≥ ١} و {Xn, n ≥ ١} کنید فرض آ�.٠.۵. تعریف

گاه: هر گوییم، معادل توزیع در را دنباله دو این آنگاه
P (Xn ̸= Yn) → ٠ as n → ∞.

باشند. تصادفی متغیرهای از دنباله دو {Yn, n ≥ ١} و {Xn, n ≥ ١} کنید فرض آ�.٠.۶. تعریف
گاه: هر گوییم، معادل همگرای را دنباله دو این

∞∑
n=١

P (Xn ̸= Yn) < ∞.

باشند، معادل همگرای دنباله دو {Yn, n ≥ ١} و {Xn, n ≥ ١} اگر ،[٢٣] گات آ�.٩.٠. ملاحظه
هستند. معادل هم توزیع در

متغیرهایتصادفی از دنباله دو {Yn, n ≥ ١} و {Xn, n ≥ ١} فرضکنید گات[٢٣]، آ�.٧.٠. قضیه
داریم: آنگاه باشند، معادل همگرای و

یعنی است. صفر با برابر باشد، Yn مخالف Xn از تا بینهایت احتمال .i
P (Xn ̸= Yn i.o.) = ٠.

دیگر عبارت به همگراست. یقین به قریب Yn با Xn اختلاف مجموع .ii
∞∑
n=١

(Xn − Yn) < ∞ a.s..

داریم: آنگاه ،bn ↑ ∞ ،n → ∞ وقتی باشد، حقیقی اعداد از دنباله یک {bn, n ≥ ١} اگر .iii
١
bn

n∑
k=١

(Xk − Yk)
a.s.−→ ٠ as n → ∞.

مستقل تصادفی متغیرهای از دنباله�ای {X,Xn, n ≥ ١} کنید فرض ،[٢٣] گات آ�.٨.٠. قضیه
هستند: معادل زیر عبارت�های r > ٠ برای آنگاه باشند، توزیع هم و

باشد: متناهی و موجود r گشتاور .i
E|X|r < ∞.

٢۴ Equivalent distribution
٢۵ Equivalence Convergence



٩٩
:ϵ > ٠ هر ازاء به .ii

∞∑
n=١

P
(
|X| > ϵn١/r

)
< ∞.

:ϵ > ٠ هر ازاء به .iii
P
(
|X| > ϵn١/r i.o.

)
= ٠.

:n → ∞ وقتی .iv
Xn

n١/r
a.s.−→ ٠.

می�توانیم آنگاه باشیم، داشته را استقلال و بودن توزیع هم شرط اگر فوق قضیه به توجه با
بسازیم. معادل همگرای دنباله دو

مستقل تصادفی متغیرهای از دنباله�ای {X,Xn, n ≥ ١} کنید فرض ،[٢٣] گات آ�.٢.٠. نتیجه
همگرای {Yn, n ≥ ١} و {Xn, n ≥ ١} دنباله دو آنگاه .Yn = XnI[|X|<n١/r] و باشند توزیع هم و

هستند. معادل
معادل همگرای دنباله دو {Yn, n ≥ ١} و {Xn, n ≥ ١} کنید فرض ،[٢٣] گات آ�.٣.٠. نتیجه

داریم: آنگاه هستند.

سری دو واگرایی یا همگرایـی .i
∞∑
n=١

Xn,

∞∑
n=١

Yn,

هستند. معادل

آنگاه .bn ↑ ∞ ،n → ∞ وقتی باشد، مثبت حقیقی اعداد از دنباله�ای {bn, n ≥ ١} اگر .ii
هستند: معادل ،n → ∞ وقتی زیر سری دو واگرایی یا همگرایـی

١
bn

n∑
k=١

Xk,
١
bn

n∑
k=١

Yk.

متغیرهایتصادفی از دنباله دو {Yn, n ≥ ١} و {Xn, n ≥ ١} فرضکنید گات[٢٣]، آ�.٩.٠. قضیه
داریم: آنگاه ،n → ∞ اگر حالت این در باشند. معادل همگرای و

.i
Xn − Yn

P−→ ٠.

.ii
Xn

d−→ X ⇐⇒ Yn
d−→ X.
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دم�ها و گشتاورها
داریم: r > ٠ برای آنگاه است، نامنفی تصادفی متغیر یک X کنید فرض آ�.١.٠. گزاره

E|X|r < ∞ =⇒ xrP (|X| > x) → ٠ as x → ∞.

نیست. برقرار لزوماً فوق رابطه عکس
توزیع هم و مستقل تصادفی متغیرهای از دنباله�ای {X,Xn, n ≥ ١} کنید فرض آ�.٢.٠. گزاره

داریم: a > ٠ هر برای آنگاه می�باشند، صفر میانگین با
E
[
XI{|X|≤a}

]
= −E

[
XI{|X|>a}

]
,

E∣∣∣∣∣∣همچنین:
 n∑
k=١

XKI{|Xk|≤a}

∣∣∣∣∣∣ ≤ nE
[
|X|I{|X|>a}

]
.

قطعاً ،a > ٠ برای باشد. صفر میانگین با تصادفی متغیر یک X کنید فرض آ�.٣.٠. گزاره
آنگاه: باشد، متقارن X اگر ولی نیست، صفر میانگین داری Y = XI{|X|≤a}

E [Y ] = ٠.
با مستقل تصادفی متغیرهای از دنباله�ای {Xn, n ≥ ١} کنید فرض ،[٢٣] گات آ�.١٠.٠. قضیه
،n → ∞ وقتی که مثبت حقیقی اعداد از دنباله�ای {bn, n ≥ ١} و Sn =

∑n
i=١Xi جزئی مجموع

µn = ETn و Tn =
∑n

k=١ Yk,n جزئی مجموع با Yk,n = XkI[|Xk|≤bn] همچنین .bn ↑ ∞

صورت: این در می�باشند.

اگر .i
n∑

k=١
P (|Xk| > bn) → ٠ as n → ∞, (آ�.١)

و
١
bn

n∑
k=١

V ar Yk,n → ٠ as n → ∞. (آ�.٢)

داریم: آنگاه
Sn − µn

bn

P−→ ٠ as n → ∞. (آ�.٣)

اگر .ii
µn

bn
→ ٠ as n → ∞.

داریم: آنگاه
Sn

bn

P−→ ٠ as n → ∞.



١٠١
آ�.١ رابطه قضیه، اول قسمت عکس باشد، برقرار آ�.٣ بزرگ اعداد ضعیف قانون اگر همچنین و

است. برقرار آ�.٢ و
واریانسموجود و میانگین از اطلاع هیچ که زمانی ضعیف همگرایـی قضایای در فوق قضیه

می�کنیم. بیان را ٢۶ کلوموگورف قوی قانون قضیه ادامه در دارد. کاربرد نیست،
مستقل تصادفی متغیرهای از دنباله�ای {X,Xn, n ≥ ١} فرضکنید چانگ[١٢]، آ�.١١.٠. قضیه

صورت: این در باشد. Sn =
∑n

i=١Xi جزئی مجموع با توزیع هم و

داریم: آنگاه E|X| < ∞ اگر .i
Sn

n

a.s.−→ EX as n → ∞.

داریم: آنگاه E|X| = ∞ اگر .ii
lim
n→∞

|Sn|
n

= +∞ a.s..

سری�ها همگرایـی
می�کنیم. بیان را ٢٧ کرونکر لم ابتدا در

و باشند، تصادفی متغیرهای از دنباله�ای {Xn, n ≥ ١} کنید فرض ،[١٧] ٢٨ دورت آ�.١٢.٠. لم
اگر باشد، bn ↑ ∞ ،n → ∞ وقتی که مثبت حقیقی اعداد از دنباله�ای {bn, n ≥ ١}

∞∑
k=١

Xk

bk
< ∞ a.s..

داریم: آنگاه
١
bn

n∑
k=١

Xk
a.s.−→ ٠ as n → ∞.

باشد، صعودی |x| اگر که می�کنیم تعریف پیوسته و زوج مثبت، ،R در را ϕ تابع ادامه در
می�کنیم. مطرح را چانگ قضیه ادامه در باشد. نزولی ϕ(x)

x٢ و صعودی ϕ(x)

|x|
آنگاه

مستقل تصادفی متغیرهای از دنباله�ای {Xn, n ≥ ١} کنید فرض ،[١٢] چانگ آ�.١٢.٠. قضیه
،n → ∞ وقتی که مثبت حقیقی اعداد از دنباله {bn, n ≥ ١} و EXn = ٠ ،n ≥ ١ هر ازاء به که

و کند صدق بالا شرط در ϕ تابع اگر باشد. bn ↑ ∞
∞∑
n=١

E [ϕ(Xn)]

ϕ(bn)
< ∞,

٢۶Kolmogorov
٢٧Kronecker
٢٨Durrett
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داریم: آنگاه

∞∑
k=١

Xk

bk
< ∞ a.s..

متغیرهای مجموع سری همگرایـی برای کلوموگورف -٢٩ کینچین یکسری قضیه ادامه در
می�کنیم. بیان را تصادفی

متغیرهایتصادفی از دنباله�ای {Xn, n ≥ ١} فرضکنید لاهیری٣١[۴]، و ٣٠ آتریا آ�.١٣.٠. قضیه
داریم: آنگاه ∞∑باشد،

n=١EX٢
n < ∞ و EXn = ٠ ،n ≥ ١ هر ازاء به که مستقل

∞∑
k=١

Xk < ∞ a.s..

می�کنیم. بیان را کلموگروف همگرایـی معیار قضیه ادامه در
از دنباله�ای {Xn, n ≥ ١} کنید فرض کلموگروف) همگرایی (معیار ،[٢٣] گات آ�.٠.١۴. قضیه

داریم: آنگاه ∞∑باشد،
n=١ V ar(Xn) < ∞ و مستقل تصادفی متغیرهای

∞∑
n=١

(Xn −EXn) < ∞ a.s..

داریم: آنگاه ∞∑باشد،
n=١EXn < ∞ اگر این بر علاوه

∞∑
n=١

Xn < ∞ a.s..

می�کنیم. بیان را طرفه دو کلموگروف همگرایـی معیار قضیه ادامه در
و مستقل تصادفی متغیرهای از دنباله�ای {Xn, n ≥ ١} کنید فرض ،[٢٣] گات آ�.٠.١۵. قضیه

داریم: آنگاه باشد، کراندار یکنواخت طور به
∞∑
n=١

V ar(Xn) < ∞ ⇐⇒
∞∑
n=١

(Xn −EXn) < ∞ a.s..

قانون قضیه صورت به تصادفی کرونکر لم و کلموگروف همگرایـی معیارهای از نتیجه یک
می�شود. بیان زیر در که است کلموگروف بزرگ اعداد قوی

متغیرهای از دنباله�ای {Xn, n ≥ ١} کنید فرض ،[٣]٣٣ دالینس-دد و ٣٢ اش آ�.٠.١۶. قضیه
اعداد از دنباله�ای {bn, n ≥ ١} بعلاوه و V ar(Xn) = σ٢n < ∞ و EXn = µn با مستقل تصادفی

اگر باشند، bn ↑ ∞ ،n → ∞ وقتی که مثبت حقیقی
∞∑
n=١

V ar(Xn)

b٢n
< ∞.

٢٩Khinchine
٣٠Athreya
٣١Lahiri
٣٢Ash
٣٣Doléans-Dade
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داریم: آنگاه

١
bn

n∑
k=١

(Xk −EXk)
a.s.−→ ٠ as n → ∞.

bn = n همچنین و توزیع هم و مستقل تصادفی متغیرهای از دنباله�ای {X,Xn, n ≥ ١} اگر
یعنی کنیم. اثبات را بزرگ اعداد قوی قانون می�توانیم قبل قضیه از استفاده با باشد،

١
n

n∑
k=١

(Xk −EXk) =
Sn

n
−EX

a.s.−→ ٠ as n → ∞.

می�کنیم. بیان را کلموگروف سری سه قضیه ادامه در
تصادفی متغیرهای از دنباله�ای {Xn, n ≥ ١} کنید فرض ،[۴] لاهیری و آتریا آ�.١٧.٠. قضیه
یقین به قریب ∑∞

n=١Xn سری اگر Yn = XnI[|Xn|≤c] ،٠ < c < ∞ مانند ثابتی برای و مستقل
هستند. همگرا زیر سری سه آنگاه باشد، همگرا

است. معادل همگرای {Yn, n ≥ ١} و {Xn, n ≥ ١} دنباله دو .i
∞∑
n=١

P (|Xn| > c) < ∞.

است. همگرا Yn میانگین�های مجموع .ii
∞∑
n=١

EYn < ∞.

است. همگرا Yn واریانس�های مجموع .ii
∞∑
n=١

V ar(Yn) < ∞.

∑∞
n=١Xn سری آنگاه باشد برقرار فوق سری سه اگر یعنی است برقرار نیز عکسقضیه همچنین

است. همگرا یقین به قریب
از آرایه�ای {ank; ١ ≤ k ≤ kn, n ≥ ١} کنید فرض ( ٣۵ توپلیتس (لم ،[۴۴] ٣۴ لو آ�.١٣.٠. لم

باشیم: داشته ،k ≥ ١ هر برای که قسمی به حقیقی، اعداد
lim
n→∞

ank = ٠,
و

sup
n≥١

kn∑
k=١

|ank| < ∞.

loeve٣۴
٣۵Toeplitz lemma
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باشد، limn→∞ xn = ٠ اگر باشد. حقیقی اعداد از دنباله�ای {xn, n ≥ ١} کنید فرض همچنین

داشت: خواهیم آنگاه
lim
n→∞

kn∑
k=١

ankxn = ٠.

داریم: ،b > ٠ هر برای آ�.٠.١۴. لم
∞∑

i=j+١
i−١−b ≤ b−١j−b.

بنابراین است. ∫∞
j+١ i−١−bdi انتگرال همگرایـی با ∞∑معادل

i=j+١ i−١−b سری همگرایـی برهان.
∫داریم: ∞

j+١ i
−١−bdi ≤

∫ ∞

j
i−١−bdi = b−١j−b.

است. کامل اثبات نتیجه در
داریم: آنگاه باشد، مثبت ثابت حقیقی عدد یک C و a < ٠ کنید فرض آ�.٠.١۵. لم

∞∑
n=i

na−١ ≤ Cia.

است. زیر انتگرال همگرایی با معادل بالا سری همگرایی ∫برهان. ∞

i
xa−١dx =

١
a
{(∞)a − ia} ≤ Cia.

داریم: آنگاه باشد، مثبت ثابت حقیقی عدد یک C و b > ٠ کنید فرض آ�.٠.١۶. لم
m∑

n=١
nb−١ ≤ Cmb.

است. زیر انتگرال همگرایی با معادل بالا سری همگرایی ∫برهان. m

١ xb−١dx =
١
b

{
mb − ١b} ≤ Cmb.

داریم: آنگاه باشد، مثبت ثابت حقیقی عدد یک C کنید فرض آ�.١٧.٠. لم
m∑

n=١
n−١ ≤ C log(١+m).

است. زیر انتگرال همگرایی با معادل بالا سری همگرایی ∫برهان. m

١ xb−١dx =
١
b

{
mb − ١b} ≤ Cmb.



Abstract

Researchers have investigated the effects of limit theoremes on linear processes. Many of these
results have been demonstrated for linear processes with constant coefficients. Linear processes
with random coefficients are a more extended form of linear processes with constant coefficients.
In most circumstances in practice and nature, since there are conditions that the independent ran-
dom variables can not be considered, we investigate the limit theorems for linear processes with
random coefficients that contain extended negatively dependent random variables. The purpose
of this dissertation is the study of the strong law of large numbers, convergence rate of the strong
laws and the Marcinkiewicz-Zygmund, and complete moment convergence for linear processes
with random coefficients that contain extended negatively dependent random variables. The re-
sults of this dissertation causes the expansion of the results that have been obtained by now.

Keywords: Strong laws of large numbers, Convergence rate, Marcinkiewicz–Zygmund law of
large numbers, Complete moment convergence, Extended negatively dependent random variables,
Linear processes, Random coefficients.
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