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همسرم به تقدیم
است. من زندگͬ در الهͬ لطف نشانه که

ز



سپاس گزاری

پایان به را تحصیلͬ ͽمقط این بتوانم تا رساند یاری مرا که را بزرگ خدای سپاس
دارم. بر علم اعتلای راستای در گامͬ و رسانده

استاد از است شایسته بسͬ « الخالق یش΄ر لم المخلوق یش΄ر لم «من مصداق به
برای قوتͬ همیشه وجودشان که ͷدسترن الهام دکتر خانم سرکار گرانقدرم راهنمای
راهنمایی های و ΁کم بدون پایانامه این انجام ΁ش بدون و است بوده کارهایم انجام

نمایم. تش΄ر و تقدیر است، نبوده پذیر ام΄ان ایشان ارزنده
عطاابادی عبدالباقͬ عبدالمجید دکتر آقای جناب گرامیم راهنمای استاد از همچنین
کمال بودند، رسانم یاری و سوالات پاسخ·وی حوصله، و صبر با مراحل، تمام در که

دارم. را تش΄ر

فرد صاحبی حسین
١٣٩٨ تیر

ح



نامه تعهد
علوم کاربردی ریاضͬ رشته ارشد کارشناسͬ دانشجوی فرد صاحبی حسین اینجانب
معامله اختیار قیمت گذاری مقایسه عنوان با پایان نامه نویسنده شاهرود، دانش·اه ریاضͬ
ͷدسترن الهام راهنمایی تحت ، تهران بورس بازار در تصادفͬ تلاطم مدل چند تحت توان

ͬ شوم: م متعهد عطاابادی عبدالباقͬ عبدالمجید و
برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط پایان نامه این در تحقیقات •

است.
شده استناد استفاده مورد ͽمرج به پژوهش گران، دی·ر پژوهش های نتایج از استفاده در •

است.
مدرک نوع هیچ دریافت برای دی·ری فرد یا خود، توسط کنون تا پایان نامه، این مطالب •

است. نشده ارایه هیچ جا در امتیازی یا
نام با مستخرج مقالات و دارد، تعلق شاهرود صنعتͬ دانش·اه به اثر، این معنوی حقوق •
خواهد چاپ به “ Shahrood University of Technology “ یا “ شاهرود صنعتͬ دانش·اه “

رسید.
بوده اند، تاثیرگذار پایان نامه اصلͬ نتایج آوردن به دست در که افرادی تمام معنوی حقوق •

ͬ گردد. م رعایت پایان نامه از مستخرج مقالات در
آنها) بافت های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •

است. شده رعایت اخلاقͬ اصول و ضوابط است، شده استفاده
افراد شخصͬ اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •
شده رعایت انسانͬ اخلاق اصول و رازداری اصل است)، شده استفاده (یا یافته دسترسͬ

است.
فرد صاحبی حسین
١٣٩٨ تیر

نشر حق و نتایج مال΄یت
برنامه های کتاب، مستخرج، ( مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
شاهرود صنعتͬ دانش·اه به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم افزارها رایانه ای،

شود. ذکر مربوطه علمͬ تولیدات در مقتضͬ، نحو به باید مطلب این ͬ باشد. م
ͬ باشد. نم مجاز منبع ذکر بدون پایان نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده •

ط





چ΄یده
اختیار قیمت گذاری سپس شده اند. معرفͬ تصادفͬ تلاطم مدل چند ابتدا رساله، این در
صورت پایه دارایی عنوان به تهران بورس بازار کل شاخص روی مدل ها این تحت توان معامله
بازار مناسب مدل کردن مشخص و آربیتراژ شرایط وجود بررسͬ مدل ها، این مقایسه با و گرفته
دسته بندی به و استخراج تهران بورس بازار سال ده اطلاعات منظور بدین است. گرفته صورت

است. گرفته انجام ماهه سه بازه های به

توان معامله اختیار بلندمدت، حافظه با مدل  هایی تصادفͬ، تلاطم مدل های کلیدی: کلمات

ک





پایان نامه از مستخرج مقالات لیست

،(١٣٩٩) ا. معتمدنژاد، و ر. حجازی، و ع. عبدالباقͬ، و ا. ،ͷدسترن و ح. صاحبی فرد، .١
بورس بازار از هستون(شواهدی مدل مبنای بر توانͬ معاملات اختیار ”قیمت گذاری

،٣٣ شماره سرمایه گذاری، دانش تهران)”، بهادار اوراق
ریاضͬ کنفرانس نهمین و چهل ،(١٣٩٧) ر. حجازی، و ا. ،ͷدسترن و ح. صاحبی فرد، .٢
ص کسری”، مضاعف هستون مدل تحت توانͬ معاملات اختیار ”قیمت گذاری ایران،

تهران ،٣٩١۶ ‐٣٩١١
کاربرد ها، و مالͬ ریاضͬ کنفرانس چهارمین ،(١٣٩٨) ا. ،ͷدسترن و ح. صاحبی فرد، .٣

بیتس” مدل تحت اروپایی معامله اختیار ”قیمت گذاری

م
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١ فصل

مقدمه

در سرمایه  گذاران جذب سبب که داشته اند چشم·یری رشد مالͬ بازارهای اخیر، سال های در
خود، دارایی از بهره افزایش ͬ رغم عل ͬ کنند، م تلاش سرمایه گذاران است. شده بازار ها این

کنند. مدیریت را بازار در موجود ΁ریس

معامله اختیار قیمت گذاری مساله ی حل برای شولز مایرون و ΁بل فیشر ١٩٧٣ سال در
فضای ΁ی در خودتامین سبدی تش΄یل بر مبتنͬ که کردند پیشنهاد را نوینͬ راهبرد اروپایی،
با و کردند مدلسازی هندسͬ وینر فرایند ΁ی ΁کم با را سهام قیمت آنها بود. آربیتراژ بدون
‐ ΁بل فرمول به معروف رابطه که توانستند نوسان ساز های عامل حذف و سبد کامل پوشش
کارایی شولز ‐ ΁بل مدل ،١٩٧٨ اکتبر در سهام بازارهای سقوط با اما کنند. استخراج را شولز
چراکه قرارگرفت، استفاده مورد مدل ها سایر برای پایه ای عنوان به تنها و داد دست از را خود
در ͬ گردد م برآورد پایه دارایی قیمت تغییرات تاریخͬ سوابق از استفاده با تلاطم مدل، این در
آن نقص این بردن بین از راه΄ار های از ی΄ͬ است. آینده در تلاطم اندازه گیری هدف که حالͬ
برای مناسب مدلͬ انتخاب ،ͽدرواق شود. گرفته نظر در تصادفͬ فرآیند ΁ی تلاطم، که است
اهمیت از ،΁ریس پوشش برای مناسب راهبردی اتخاذ و منصفانه قیمت های تعیین در بازار،

است. برخوردار بالایی
١



مقدمه ٢

موضوع سابقه ١. ١

پایه دارایی هاي آتͬ قیمت احتمال توزیع که است این بل΁‐شولز مدل در اساسͬ فرض
توزیع با مقایسه در دارایی قیمت فرایند واقعͬ مالͬ بازارهاي در اما است. ل΃ نرمال (سهام)،
اختیار قیمت هاي از مختلفͬ توزیع هاي با ترتیب، بدین است. سنگین تري دˀم داراي ل΃ نرمال،
مدل در دی·ر، طرف از است. توزیع دم در آنها تفاوت که شد خواهیم مواجه فروش یا خرید
غیر تجربی نتایج که صورتͬ در است، شده گرفته نظر در ثابت سهام، قیمت تلاطم شولز – ΁بل
استین ، اس΄ات ، وایت و هال ͬ دهد. م نشان را پایه هاي دارایی قیمت تلاطم بودن ͹مسط

کردند. ارائه پایه دارایی هاي قیمت گذاري براي را تصادفͬ تلاطم از مدل هایی ، هستون و

برخͬ بر غلبه هستون اصلͬ هدف که است تصادفͬ نوسان مدل های از ی΄ͬ هستون مدل
دلایل جمله از بود. بل΁‐شولز اختیار قیمت گذاری مشهور مدل در موجود ͬ های کاست
برای اختیار قرارداد قیمت فرمول های آوردن به دست ام΄ان به ͬ توان م مدل این محبوبیت
همچنین کرد. اشاره ١٩٩٩ سال در فوریه تبدیل از استفاده با اروپایی اختیار قراردادهای
در آمری΄ایی قراردادهای قیمت گذاری برای عمل·ر تقسیم روش های از ٢٠٠٧ و ٢٠٠۴ درسال
روش های از اختیار قراردادهای قیمت گذاری منظور به دی·ر سوی از شد. استفاده هستون مدل
ترکیب توانایی مدل این همچنین است. شده استفاده هستون مدل در کارلو مونت سازی شبیه

دارد. را تصادفͬ بهره نرخ با مدل ΁ی با

هستون، مدل به دی·ر تصادفͬ فرایند ΁ی کردن اضافه با ٢٠٠٩ سال در کریستفرسن
هستون مدل عنوان تحت تصادفͬ تلاطم فرایند دو با هستون مدل داد. بهبود را مدل این
دارد. پرت قیمت هاي به نسبت بیشتري انعطاف استاندارد هستون مدل با مقایسه در مضاعف،
تا بخشیدند ارتقا را هستون مدل زمان، به مدل پارامترهای کردن وابسته با نوگل و میخایلوف
مدل به پرش افزودن با بیتس همچنین باشد. نزدی΁ تر واقعͬ بازار به کوتاه مدت، اختیار های
قیمت گذاری و باشد داشته بهتری کارایی پرنوسان بازارهای در که کرد ارائه مدلͬ هستون،

کند. جلوگیری آربیتراژی فضای ایجاد از اختیار،

روش از ی΄ͬ دارد. وجود گوناگونͬ روشهاي پایه هاي دارایی مالͬ مدل هاي حل براي
و کار توسط ١٩٩٩ سال در که است سریع فوریه تبدیل از استفاده زمینه، این در مشهور هاي
همچنین ͬ شود. م استفاده پایه دارایی فرایند مشخصه تابع از روش این در شد. معرفͬ مادان
نشان و پرداخته مرتون مدل در توانͬ معامله اختیار گذاری قیمت به مˀهدزاکͬ و اُهارا ابراهیم،
بل΁‐شولز مدل در اختیار این قیمت از پرش با مدل در توانͬ مدل اختیار قیمت که داده اند

. [١٧] است بیشتر



٣ تحقیق ضرورت

تحقیق ضرورت ١. ٢
عوامل از ناشͬ ناگهانͬ تغییرات دستخوش اغلب مالͬ بازارهاي در پایه دارایی هاي قیمت
قیمت گذاري ها، استاندارد روند که است دنیا روز اقتصادي و سیاسͬ اجتماعͬ، محیطͬ، گوناگون
مش΄ل این ͽرف براي ͬ دهد. نم پوشش را ناگهانͬ نوسانات و تغییرات این پذیر، انعطاف هر چند
بازارهاي مدلسازي است. شده پیشنهاد مالͬ محققان توسط پرشͬ، تصادفͬ تلاطم هاي مدل
و کارا روشͬ یافتن بعدي قدم و نیست مالͬ مهندسان و محققان روي پیش چالش تنها مالͬ،

است. آتͬ زمان در ها دارایی قیمت بینͬ پیش و پیشنهادي مدلهاي حل براي مناسب
مشتقات برخͬ و هستون مدل (شامل تصادفͬ تلاطم مدل چند بررسͬ به تحقیق این در
سال های در تهران بورس بازار کل شاخص مقدار روی بررسͬ با سپس شده است. پرداخته آن)

است. گرفته قرار بحث مورد آن ها کارایی و واقعͬ بازار به مدل ها این بودن ΁نزدی اخیر،





٢ فصل
پیش نیازها

تصادفͬ فرآیندهای مفاهیم ٢. ١
زیرمجموعه های از ناتهͬ دسته ای F و ناتهͬ مجموعه ی نمونه) (فضای Ω اگر .٢. ١. ١ تعریف

هرگاه ͬ شود م گفته نیم حلقه ΁ی F باشد، Ω
،∅ ∈ F.١

مانند مجموعه ها از متناهͬ دنباله ای اگر یعنͬ باشد، بسته متناهͬ اشتراک های تحت .٢
آن گاه باشند، F به متعلق An, . . . , A٢, A١

∞∩
i=١

Ai ∈ F .

هم از جدا دو به دو اعضای از متناهͬ اجتماع صورت به بتوان را آن عضو دو هر تفاضل .٣
آن گاه باشد F به متعلق مجموعه دو A١, A٢ اگر یعنͬ نوشت،

A١ −A٢ =
n∪

i=١
Bi, Bi ∈ F ,

. i = ١,٢, . . . , n برای i ̸= j و Bi
∩
Bj = ∅ که

΁ی F باشد، Ω زیرمجموعه های از ناتهͬ دسته ای F و ناتهͬ مجموعه ی Ωاگر .٢. ١. ٢ تعریف
هرگاه ͬ شود م نامیده میدان ‐σ

۵



پیش نیازها ۶
،∅ ∈ F.١

،Ac ∈ F آن گاه A ∈ F اگر .٢
موجود هستند F به متعلق هم·ͬ که . . . , A٢, A١ مانند مجموعه ها از نامتناهͬ دنباله ای اگر .٣

آنگاه باشند،
∞∪
i=١

Ai ∈ F .

باشد. بسته نامتناهͬ شمارش پذیر اجتماع های و م΄مل تحت F دی·ر عبارت به
تولید σ‐میدان باشد، بازه ها تمام دسته ی F و (Rn (یا Ω = R کنید فرض .٢. ١. ٣ تعریف
بازه هایی تمام دسته ی ͬ شود. م داده نمایش B با و نامیده بورل σ‐میدان را F توسط شده
شعاع هایی مجموعه ی یا و باشند گویا اعداد b و a آن در که (a, b) یا [a, b] یا [a, b) صورت به که

هستند. بورل مولد هم·ͬ باشند گویا اعداد آن ها انتهای و ابتدا که
{Ft}t∈N∪{٠} صورت به و گویند فیلتر ΁ی را σ‐میدان ها از صعودی دسته ی هر .۴ .٢. ١ تعریف

ͬ شود. م داده نمایش
µ تابع باشد، Ω ناتهͬ مجموعه زیرمجموعه های از نیم حلقه ΁ی F کنید فرض .۵ .٢. ١ تعریف

اگر ͬ شود م گفته اندازه ΁ی ( µ : F −→ [٠,+∞])
،٠ ≤ µ(A) ≤ ∞ یعنͬ باشد نامنفͬ تابع مقدار A ∈ F مجموعه هر برای .١

آن گاه باشد ∪
n≥١

An ∈ F باشند که F هم از جدا دو به دو اعضای از دنباله ای {An}n≥١ اگر .٢

µ(
∪
n≥١

An) =
∑
n≥١

µ(An).

ͬ شود. م گفته نیز µ برای σ‐جمͽ پذیری خاصیت دوم، خاصیت
µ : H −→ [٠,+∞] اندازه .۶ .٢. ١ تعریف

وجود H هم از جدا دو به دو ازاعضای {An}n≥١ دنباله ی هرگاه ͬ شود م نامیده σ‐متناهͬ
باشد که داشته

X =
∪
n≥١

An

.µ(An) <∞ ،n ≥ ١ هر برای و
آن زیرمجموعه های از میدان ‐σ ΁ی F و ناتهͬ مجموعه ی ΁ی Ω کنید فرض .٢. ١. ٧ تعریف

ͬ ̮ود. م نامیده اندازه پذیر فضای ΁ی (Ω,F) مرتب زوج باشد،
ͬ نامیم. م اندازه فضای را (Ω,F , P ) سه تایی آن گاه باشد F روی اندازه ای P اگر

از B هر برای اگر است اندازه پذیر f : (Ω,F) −→ (Y,B) ،f مقدار حقیقͬ تابع .٢. ١. ٨ تعریف
باشد برقرار زیر رابطه (بورل) B

f−١(B) = {w ∈ Ω : f(w) ∈ B} ∈ F .



٧ تصادفͬ فرآیندهای مفاهیم
این باشند، فضا این روی اندازه دو µ٢ و µ١ و اندازه پذیر فضای ΁ی (X,A) اگر .٢. ١. ٩ تعریف
اگر فقط و اگر ͬ شود) م داده نمایش µ١ ≪ µ٢ نماد (با ͬ شوند م گفته پیوسته مطلقاً اندازه دو

باشد برقرار زیر رابطه A از A هر برای
µ٢(A) = ٠ =⇒ µ١(A) = ٠.

باشد، Ω ناتهͬ مجموعه ی زیرمحموعه های از σ‐میدان ΁ی F کنید فرض .٢. ١. ١٠ تعریف
اگر ͬ شود م گفته احتمال اندازه ΁ی (P : F −→ [٠, ١]) P تابع

،P (Ω) = ١ .١
آن گاه باشند F در مجزا مجموعه های از دنباله ای {An}n≥١ اگر .٢

P (
∪
n≥١

An) =
∑
n≥١

P (An).

ͬ شود. م نامیده احتمال فضای را (Ω,F , P ) سه تایی
دو ν و µ و کنید فرض را (X,A) اندازه پذیر فضای رادون‐نی΄ودیم١) (قضیه .٢. ١. ١ قضیه
برای دارد که وجود f نامنفͬ اندازه پذیر تابع آن گاه µ≪ ν اگر باشند. A روی σ‐متناهͬ اندازه

ͬ کند م ایجاب را زیر رابطه ی A از A هر
µ(A) =

∫
A
fdν.

که (R,B) اندازه پذیر فضای Ω,F)به , P ) احتمال فضای از اندازه پذیر تابع هر .٢. ١. ١١ تعریف
از b مجموعه زیر هر برای زیر رابطه اگر ͬ شود م گفته تصادفͬ متغیر ΁ی بورل، مجموعه ی B

باشد. برقرار B

X−١(b) = ω ∈ Ω : X(ω) ∈ b ∈ F.

استفاده X,Y, Z, . . . مثل لاتین بزرگ حروف از معمولا تصادفͬ متغیرهای دادن نشان برای
ͬ شود. م

با که X توسط شده تولید σ‐میدان باشد، تصادفͬ متغیر ΁ی X کنید فرض .٢. ١. ١٢ تعریف
ͬ شود م تعریف زیر صورت به ͬ شود م داده نشان FX یا σ(X) نماد
FX = σ(X) = {X−١(A) : A ∈ B}.

تابع باشد. (Ω,F , P ) احتمال فضای روی تصادفͬ متغیری X کنید فرض .٢. ١. ١٣ تعریف
ͬ شود م تعریف زیر صورت به x حقیقͬ عدد هر برای ͬ شود، م داده نشان FX با که X توزیع

FX(x) = PX(−∞, x] = P{X ≤ x}

ͬ شود. م نامیده تصادفͬ متغیر توزیع که است B روی X توسط القاشده اندازه ی PX آن در که
1Rodon-Nikodym theorem



پیش نیازها ٨
مشخصه ی تابع باشد، A σ‐میدان از دلخواه مجموعه ای A کنید فرض .١۴ .٢. ١ تعریف

ͬ شود. م تعریف زیر صورت به و داده نشان χA با A مجموعه ی

χA(x) =


١ x ∈ A

٠ o.w.

متناهͬ مقادیرش تعداد که حقیقͬ، مقادیر و دلخواه دامنه با تابعͬ ساده تابع .١۵ .٢. ١ تعریف
an, . . . , a٢, a١ متمایز مقادیر با (X,A, µ) اندازه فضای روی ساده تابعͬ ϑ کنیم فرض است.
که است روشن Ai = {x ∈ X : ϑ(x) = ai} آن در که ϑ =

∑n
i=١ aiχAi نوشت ͬ توان م باشد.

ϑ انتگرال اندازه پذیرند. Ai ها ب·وییم این که با است معادل ϑ اندازه پذیری هستند. مجزا ها Ai

ͬ کنیم م تعریف زیر صورت به را µ اندازه به ∫نسبت
A
ϑdµ =

n∑
i=١

aiµ(Ai).

.٠ ×∞ = ٠ ͬ کنیم م قرارداد
باشد، نامنفͬ و اندازه پذیر تابعͬ f و اندازه فضای ΁ی (X,A, µ) ͬ کنیم م فرض .١۶ .٢. ١ تعریف

ͬ کنیم م تعریف زیر صورت به را A ∈ A هر روی f ∫انتگرال
A
fdµ = sup{

∫
A
ϑdµ : ϑ ≤ f},

است. نامنفͬ و ساده تابعͬ ϑ آن در که
امید ͬ گیریم. م نظر در را (Ω,F , P ) احتمال فضای روی X تصادفͬ متغیر .٢. ١. ١٧ تعریف

ͬ شود م تعریف زیر صورت به X انتظار) مورد (ارزش ریاضͬ
E(X) =

∫
Ω

X(w) dP (w),

. E | X |<∞ به طوری که

ندارد. وجود X ریاضͬ امید که ͬ شود م گفته ،E | X |= ∞ اگر .٢. ١. ١ ملاحظه
ͬ شود م تعریف زیر صورت به X تصادفͬ متغیر واریانس .٢. ١. ١٨ تعریف

V ar(X) = E(X٢)− [E(X)]٢.

ͬ شود م تعریف زیر صورت به X تصادفͬ متغیر برای ٢ گشتاور مولد تابع .٢. ١. ١٩ تعریف
MX(t) = E[etX ], t ∈ R.

2Moment generating function



٩ تصادفͬ فرآیندهای مفاهیم
هم·را مطلقاٌ همیشه انتگرال چراکه ندارد وجود همواره گشتاور مولد تابع .٢. ١. ٢ ملاحظه

نیست.
ͬ شود م تعریف زیر صورت به X تصادفͬ متغیر ٣برای مشخصه تابع .٢. ١. ٢٠ تعریف

φX(iw) = E[eiwX ].

است زیر صورت به Y و X تصادفͬ متغیر دو کوواریانس .٢. ١. ٢١ تعریف
Cov(X,Y ) = E(X)E(Y ).

هرگاه ͬ شوند م گفته هم از مستقل را Y و X تصادفͬ متغیر دو .٢. ١. ٢٢ تعریف
E(XY ) = E(X)E(Y ).

گاه هر ͬ شود م گفته مستقل Xn, . . . , X٢, X١ دنباله .٢. ١. ٢٣ تعریف
FX١,...,Xn(x١, x٢, . . . , xn) = FX١(x١) . . .FXn(xn)

است. صفر برابر مستقل، تصادفͬ متغیر دو کوواریانس .٢. ١. ٣ ملاحظه
ͬ شود. م تعریف زیر رابطه با Y و X تصادفͬ متغیرهای همبستگͬ ضریب .٢۴ .٢. ١ تعریف

ρ = ρ(X,Y ) =
Cov(X,Y )√
V ar(X)V ar(y)

و اگر است σ واریانس و µ میانگین با نرمال توزیع دارای X تصادفͬ متغیر .٢۵ .٢. ١ تعریف
باشد زیر صورت به آن احتمال چ·الͬ تابع اگر تنها

φ(X) =
١

σ
√٢πexp

(
− ١

٢
(
X − µ

σ

)٢)
, −∞ < X <∞.

ͬ نامند. م استاندارد نرمال توزیع را σ = ١ و µ = ٠ با نرمال توزیع
σ‐میدان زیر ΁ی D و احتمال فضای (Ω,F , P ) کنید فرض شرطͬ) (امید .٢۶ .٢. ١ تعریف
تصادفͬ متغیر ΁ی D شرط به Z امید باشد. انتگرال پذیر و نامنفͬ تصادفͬ، متغیری Z و F از
است. زیر صورت به ͬ شود م داده نشان E(Z | D) با را آن که است (Ω,F) روی D‐اندازه پذیر

∀D ∈ D,
∫
D

E(Z | D) dP =

∫
D

Z dP.

شرطͬ امید خواص .۴ .٢. ١ ملاحظه

3Characteristic function



پیش نیازها ١٠
. ۴a.s. ،E(X | D) ≥ ٠ آن گاه X ≥ ٠ اگر .١

.E(X + Y | D) = E(X | D) + E(Y | D) a.s. .٢
a ∈ R هر برای .٣

E(aX | D) = aE(X | D) a.s.

آن گاه D = {Ω, ∅} اگر .۴
E(X | D) = E(X) a.s.

آن گاه باشد، D٢ از σ‐میدان زیر ΁ی D١ اگر .۵
E(E(X | D٢) | D١) = E(X | D١) a.s.

.E(E(X | D)) = E(X) a.s. .۶
تصادفͬ فرآیند ΁ی ناشمارا)، یا تصادفͬ(شمارا متغیرهای از خانواده هر .٢. ١. ٢٧ تعریف

ͬ شود. م نامیده
و باشد تصادفͬ فرآیند ΁ی {Xt}t≥٠ اگر .۵ .٢. ١ ملاحظه

Ft = σ(Xs, ٠ ≤ s ≤ t)

ͬ شود. م گفته طبیعͬ فیلتر آن به که است فیلتر ΁ی F = {Ft, t ≥ ٠} آن گاه
F فیلتر به نسبت {Xt}t≥٠ تصادفͬ فرآیند باشد. فیلتر ΁ی F کنید فرض .٢. ١. ٢٨ تعریف
،Xt تصادفͬ متغیر دی·ر بیانͬ با یا Xt ∈ Ft ،t ≥ ٠ هر برای هرگاه ͬ شود م گفته سازگار

باشد. Ft‐اندازه پذیر

گفته مارتینگل۵ ،F = {Ft}t∈Z+ فیلتر به نسبت {Xt}t∈Z+ تصادفͬ فرآیند .٢. ١. ٢٩ تعریف
اگر ͬ شود م

باشد، سازگار F فیلتر به نسبت {Xn}n∈Z+ .١
باشد، انتگرال پذیر Xn ،n هر برای یعنͬ E(| Xn |) <∞ ،n هر برای .٢

n ≥ ١ هر برای .٣
E(Xn+١ | Fn) = Xn a.s.

هر برای گاه هر گویند معادل (Ω,F) فضای روی را P و Q احتمال های اندازه .٢. ١. ٣٠ تعریف
A ∈ F

P (A) = ١ ⇐⇒ Q(A) = ١
4Almost surely
5Martingale



١١ مهم تصادفͬ فرآیند چند

مهم تصادفͬ فرآیند چند ٢. ٢
است شده پرداخته مهم تصادفͬ فرآیند دو معرفͬ به بخش این در

براونͬ حرکت ٢. ٢. ١
آنالیز مدرن، احتمال نظریه ی بنای سنگ و تصادفͬ فرآیندهای ͬ ترین اساس از براونͬ حرکت
به را هستند معلق آب در که گیاهان گرده نامنظم حرکت است. دیفرانسیل معادلات و تصادفͬ
میلادی ١٨٢٧ تابستان در بار نخستین برای که اس΄اتلندی گیاه شناس ،۶ براون روبرت افتخار
سال در نامیدند. ٧ بروانͬ حرکت کرد، مشاهده را آب در معلق گیاهان گرده نامنظم حرکت
مل΄ول های سوی از گرده دانه های بمباران را حرکت این علت ٨ انیشتن آلبرت میلادی ١٩٠۵
دارای مایعات یا و گازها در موجود مول΄ول های و ذرات دی·ر، عبارت به کرد. معرفͬ مایع
ی΄دی·ر با برخورد با و کنند حرکت ͬ توانند م راستایی هر در یعنͬ هستند، نامنظمͬ حرکت
براونͬ حرکت کاربرد دامنه آن از پس ͬ گویند. م براونͬ حرکت حرکت، این به دهند جهت تغییر
شده نیز سهام قیمت مدل سازی مانند مالͬ ریاضیات مباحث وارد حتͬ و رفته فراتر بسیار
و برجسته ͬ دان ریاض میلادی) ١٩۶۴ ‐ ١٨٩۴) ٩ وینر نوربرت میلادی ١٩١٨ سال در است.
میلادی ١٩٢٣ سال در وی کرد. بررسͬ کامل به طور را براونͬ حرکت ال·وی آمری΄ایی، نابغه
ساخت ریاضͬ فرم به را ͬ شود م گفته نیز وینر فرآیند امروز که را براونͬ حرکت مطلوب فرآیند

.[٢] است بیان قابل زیر صورت به که
هرگاه ͬ شود م گفته ١٠ استاندارد براونͬ حرکت ΁ی را {Bt}t≥٠ تصادفͬ فرآیند .٢. ٢. ١ تعریف

،B٠(w) = ٠ .١
باشد، s− t واریانس و صفر میانگین با نرمال توزیع دارای Bs −Bt ،٠ ≤ t ≤ s برای .٢

و مستقل Btn − Btn−١ , . . . , Bt١ − Bt٢ تصادفͬ متغیرهای ،٠ ≤ t١ ≤ t٢ ≤ · · · ≤ tn برای .٣
باشند. هم توزیع

ͬ شود. م گفته نیز وینر١١ فرآیند استاندارد براونͬ حرکت
ͬ باشد م زیر صورت به براونͬ فرآیند استاندارد فیلتر .٢. ٢. ١ ملاحظه

Ft = σ{Bs, s ≤ t}.

.
6Robert Brown
7Brownian motion
8Albert Einstein
9Norbert Wiener
10Standard Brownian motion
11Wiener process



پیش نیازها ١٢

آن انواع و براونͬ حرکت شبیه سازی :٢. ١ ش΄ل

چون نیست، مشتق پذیر جا هیچ براونͬ حرکت مسیرهای تمام تقریبا .٢. ٢. ١ قضیه
P (∀t ≥ ٠ lim sup | B(t+ h)−B(t)

h
|= +∞) = ١.

کنید. رجوع [٢٩] به برهان.
فرآیند صورت این در باشد. استاندارد براونͬ حرکت ΁ی {Wt}t≥٠ کنید فرض .٢. ٢. ٢ تعریف

ͬ کند م صدق زیر معمولͬ دیفرانسیل معادله در که {Xt}t≥٠ تصادفͬ
dXt = αXtdt+ σXtdWt (٢. ١)

گویند. ١٢ هندسͬ براونͬ حرکت را ثابت اند، مقادیر σ و α آن در که
هستند: برقرار زیر روابط X٠ = x٠ فرض با {Xt}t≥٠ هندسͬ بروانͬ حرکت برای .٢. ٢. ٢ قضیه

،E(Xt) = x٠eαt ‐١
.Xt = x٠ exp{(α− ١٢σ٢)t+ σWt} ‐٢

12Geometric Brownian motion



١٣ مهم تصادفͬ فرآیند چند
کنید. رجوع [٢٧] به برهان.

بی نهایت به فرآیند ΁ی آن طبق که است خاصیتͬ ،١٣ میانگین به بازگشت .٢. ٢. ٣ تعریف
به فرآیندی چنین ͬ کند. م نوسان تعریف خوش بلند مدت میانگین ΁ی حول و ͬ کند نم میل

است: زیر ش΄ل
dyt = λ(γ − yt)dt+ σyfy(yt)dWt,

را yt بلندمدت میانگین γ و yt نظیر براونͬ فرآیند Wt تعریف، خوش تابع ΁ی f تلاطم، σy که
ͬ شود. م نامیده میانگین به بازگشت نرخ λ و ͬ دهند م نشان

اهمیت از میانگین به بازگشت خاصیت مالͬ بازارهای در به ویژه و سرمایه گذاری حوزه در
میانگین سمت به همواره دارایی ΁ی بازده) (یا قیمت خاصیت این طبق است. برخوردار بالایی
حرکت دارایی همان بلندمدت میانگین سمت به دقیق تر طور به یا بازار، بازده) (یا قیمت
و ͬ گردند بازم میانگین سمت به همواره میانگین از بیشتر یا کمتر بازده های یعنͬ ͬ کند. م
نیز میانگین به بازگشت سرعت ͬ رود م انتظار باشد، بیشتر میانگین از انحراف شدت هرچه

باشد. بیشتر

مربعͬ ریشه فرآیند ٢. ٢. ٢
نامیده ١۴ دوم ریشه فرایند باشد، زیر صورت به آن حرکت X(t)که بعدی ΁ی تصادفͬ فرایند ΁ی

ͬ شود م
dX(t) = κ(θ −X(t))dt+ σ

√
X(t)dB(t) (٢. ٢)

σ٢X(t) فرایند این در شرطͬ واریانس مقدار هستند. ثابت مقادیر σ > ٠ و θ ، κ < ٠ آن در که
ͬ پذیرد. م را نامنفͬ مقادیر فقط مربعͬ ریشه فرایند ͬ باشد. م فرایند ͹سط با متناسب که است
٢. ٢ فرایند و بود خواهد مثبت X(t) ، x(٠) > ٠ و ٢κθ > σ٢ اگر داد نشان ͬ توان م همچنین

[٢٨] است. تعریف خوش
Y (t) = فرایند تعریف و f(x, t) = exp(κt)x تابع با ایتو لم از فرایند، این جواب یافتن برای

پس ͬ شود. م استفاده f(X(t), t) = exp(κt)X(t)

∂f

∂t
= κ exp(κt)x,

∂f

∂x
= exp(κt),

∂٢f
∂x٢ = ٠

حاصل زیر رابطه ی σ(t) = σ
√
X(t) و µ(t) = κ(θ − X(t)) دادن قرار و ایتو لم از استفاده با

ͬ شود. م
dY (t) = (κ exp(κt)X(t) + exp(κt)κ(θ −X(t)) + ٠)dt

+ σ exp(κt)
√
X(t)dB(t) = κθ exp(κt)dt+ σ exp(κt)

√
X(t)dB(t).

(٢. ٣)
13Mean reversion
14Square Root



پیش نیازها ١۴
نوشت ͬ توان م پس

Y (t) = y(٠) +
∫ t

٠ κθ exp(κu)du+

∫ t

٠ σ exp(κu)
√
X(u)dB(u) (۴ .٢)

نوشت ͬ توان م Y (T ) تعریف کردن جای·زین و عادی انتگرال محاسبه ی با

X(t) = exp(−κt)x(٠) + θ(١ − exp(−κt)) +
∫ t

٠ σ exp(−κ(t− u))
√
X(u)dB(u) (۵ .٢)

θ = ٠٫٠٨ و κ = ٢ با مربعͬ ریشه فرایند شبیه سازی :٢. ٢ ش΄ل

عنوان به است. χ٢ غیرمرکزی فرایند ΁ی X(٠) = x(٠) فرض با X(t) که داد نشان ͬ توان م
محاسبه زیر صورت به X(t)را واریانس و شرطͬ میانگین ͬ توان م تصادفͬ فرآیند ΁ی ͬ های ویژگ

کرد.

E[X(t)|X(٠) = x(٠)] = exp(−κt)x(٠) + θ(١ − exp(−κt))

Var[X(t)|X(٠) = x(٠)] =σ٢
κ
(exp(−κt)− exp(−٢κt)x(٠))

+
σ٢
٢κ(١ − exp(−٢κt))θ.



١۵ ایتو حسابان
هستند زیر صورت به واریانس و غیرشرطͬ میانگین t→ ∞ برای

E[X(t)] = ٠
Var[X(t)] =

σ٢θ
٢κ

هستند. شبیه سازی قابل زیر صورت به X(t) نمونه ی مسیرهای همچنین
X(ti) = X(ti−١) + κ(θ −X(ti−١))(ti − ti−١) + σ

√
X(ti−١)Z(ti)

√
(ti − ti−١)(ti − ti−١)

Z(ti) ∼ N(٠, ١) و هستند هم توزیع و مستقل Z(ti) که

ایتو حسابان ٢. ٣
در هستند. تصادفͬ ریاضیات تنیده ی درهم مباحث از ایتو حسابان و براونͬ حرکت مباحث

ͬ شود. م مشخص شد، اشاره آن به قبل بخش در که ایتو لم بخش، این

ایتو انتگرال ٢. ٣. ١
نسبت ذره این حرکت مدل سازی رو پیش مساله ͬ کند. م حرکت آب ͹سط در ذره ای کنید فرض
که ضرباتͬ دلیل به (T > ٠) و t ∈ [٠, T ] ،t لحظه در ذره م΄ان که آن جا از است. زمان به
به آن معادله است)، (تصادفͬ نیست مشخص ͬ کند م وارد آن به آب مول΄ول های و باد وزش

است. زیر صورت
dXt

dt
= b(t,Xt) + σ(t,Xt)(نوفه) (۶ .٢)

Zt مانند تصادفͬ فرآیند نوفه و هستند (٠,∞)×Ω روی شده داده حقیقͬ توابع b و σ آن در که
ͬ کند. م صدق زیر شرط سه در که است

باشند. هم از مستقل Zt٢ و Zt١ ،t١ ̸= t٢ که t١, t٢ ∈ [٠, T ] هر برای •
بستگͬ t به t١ ≤ t٢ ≤ · · · ≤ tn ≤ T ،Ztn+t, . . . , Zt١+t تصادفͬ متغیرهای توام توزیع •

باشد. نداشته
.E(Zt) = ٠ ،t ∈ (٠, T ] هر برای •

رابطه گسسته سازی با است. [٠, T ] فاصله از افرازی ٠ = t٠ < t١ < · · · < tm = T کنید فرض
آمد خواهد دست به ۶ .٢

Xtk+١ −Xtk = b(tk, Xtk)∆tk + σ(tk, Xtk)∆tkZk.



پیش نیازها ١۶
ͬ توان م لذا است. براونͬ فرآیند است پیوسته مسیرهای دارای که ͬ ها ویژگ این با فرآیندی تنها

نوشت
Xt = X٠ +

k−١∑
j=٠

b(tj , Xj)∆tj +

k−١∑
j=٠

σ(tj , Xj)∆Bj

ͬ شود م حاصل زیر رابطه ی باشد داشته وجود ∆t −→ ٠ وقتͬ بالا عبارت راست طرف حد اگر
Xt = X٠ +

∫ t

٠ b(s, w)ds+

∫ t

٠ σ(s, w)dBs

محاسبه زیر فرم به انتگرال هایی است لازم {Xt} فرآیند کردن پیدا برای روشنͬ به بنابراین
∫شوند T

s
f(t, w)dBt(w)

برای است. [٠,∞) × Ω روی حقیقͬ تابعͬ f و استاندارد بعدی ΁ی براونͬ فرآیند Bt(w) که
شوند. طͬ زیر مرحله های است لازم هدف این به رسیدن

یعنͬ باشد ابتدایی١۵ تابعͬ ϕ : [٠,∞)× Ω −→ R کنید فرض
ϕ(t, w) = X(w)I(a,b](t), a, b ∈ [٠,∞)

ͬ شود م تعریف زیر رابطه صورت این ∫در t

a
ϕ(s, w)dBs =

∫ t

a
X(w)χ[a,b)dBs(w) = X(w)[Bb∧t(w)−Ba∧t(w)]

.x ∧ y = min{x, y} ،x, y ∈ R هر برای آن در که

یعنͬ باشد. [٠,∞)× Ω روی ساده١۶ تابعͬ f کنید فرض
f =

n∑
j=٠

ϕi,

ͬ شود م تعریف زیر رابطه صورت این در هستند. ابتدایی توابع ϕiها ∫که t

a
fdBs =

n∑
j=٠

∫ t

a
ϕidBs. (٢. ٧)

ͬ شود. م تعریف زیر صورت به را توابع از P٢ رده ی
با توابع از رده ای ،[٠,∞) × Ω مجموعه ی روی f(t, w) توابع از P٢ رده ی .٢. ٣. ١ تعریف

است زیر ͬ های ویژگ
است، B‐اندازه پذیر × F ،(t, w) −→ f(t, w) تابع •

15Elemintary function
16Simple function



١٧ ایتو حسابان
باشد، Ft‐اندازه پذیر ،f(t, .) t،تابع هر ازای به •

.E [∫ T٠ f٢(s, w)ds
]
<∞ ،T ≥ ٠ هر برای •

آن گاه باشد، ابتدایی و کران دار ϕ(t, w) تابع اگر ایتو) ایزومتری (لم .٢. ٣. ١ لم
E

[(∫ T

s
ϕ(t, w)dBt(w)

)٢]
= E

[∫ T

s
ϕ٢(t, w)dt

]
.

کنید. رجوع [٢۴] به برهان.
به طوری که دارد وجود ساده توابع از {ϕn} دنباله ی آن گاه ،f ∈ P٢ اگر .٢. ٣. ٢ لم

E

[∫ T

٠ | ϕ(s)− fn(s) |٢ ds
]

n→∞−−−→ ٠.
کنید. رجوع [٢۴] به برهان.

به توجه با ،f ∈ P٢ برای زیرا کرد تعریف f ∈ P٢ هر برای را ∫ T
s f(t, w)dBt ͬ توان م اکنون

ͬ توان م پس ͬ کند. م میل f به که است موجود {ϕn} مانند ابتدایی توابع از دنباله ای قبل لم
کرد ∫تعریف T

٠ fdBt = lim
n→∞

∫ T

٠ ϕndBt.

نامند. ایتو١٧ انتگرال را اخیر انتگرال که

ایتو فرمول ٢. ٣. ٢
΁ی باشد. (Ω,F , P ) روی استاندارد براونͬ حرکت ΁ی {Bt}t≥٠ کنید فرض .٢. ٣. ٢ تعریف

صورت به و است (Ω,F , P ) روی Xt تصادفͬ فرآیند ΁ی بعدی، ΁ی تصادفͬ انتگرال
Xt(w) = X٠(w) +

∫ t

٠ u(s, w) ds+

∫ t

٠ v(s, w) dBs,

مشتق گیری با یا u, v : [٠,∞)× Ω −→ R آن در که
dXt = u dt+ v dBt.

ͬ شود. م بیان
اگر ایتو) ١‐بعدی (فرمول .٢. ٣. ١ قضیه

dXt = u dt+ v dBt, Yt = g(t,Xt)

آن گاه
dYt =

∂g

∂t
(t,Xt)dt+

∂g

∂x
(t,Xt)dXt +

١
٢
∂٢g
∂x٢ (t,Xt)(dXt)

٢,

.(dB)٢ = dt و dt.dt = dt.dBt = dBt.dt = ٠ این جا در که
17Ito integral



پیش نیازها ١٨
لذا .g(t, x) = ١

٢x٢ صورت این در ،Yt = g(t, Bt) =
١
٢B٢

t کنید فرض .٢. ٣. ١ مثال
∂g

∂t
= ٠, ∂g

∂x
= x,

∂٢g
∂x٢ = ١,

ͬ شود م حاصل زیر رابطه ایتو فرمول از استفاده با نتیجه در
dYt = BtdBt +

١
٢ t.

و بعدی ‐n انتگرال ΁ی dXt = u dt + v dBt کنید فرض ایتو) کلͬ (فرم .٢. ٣. ٢ قضیه
تصادفͬ انتگرال ΁ی Y (t, w) = g(t,Xt) آن گاه باشد. C٢ نگاشت ΁ی g : [٠,∞)×R٢ −→ R٢

نوشت ͬ توان م و است
dYt =

∂g

∂t
(t,Xt)dt+

n∑
i=١

∂g

∂xi
(t,Xt)dXi +

∑
i,j

١
٢

∂٢g
∂xi∂xj

(t,Xt)dXidXj ,

.dBidBj = δijdt و dt.dt = dt.dBi = dBi.dt = ٠ اینجا در که
لذا .g(t, x) = x٢١ + x٢٢ آن گاه ،Xt = B٢١ (t) +B٢٢(t) اگر .٢. ٣. ٢ مثال
∂g

∂t
= ٠ ∂g

∂xi
= ٢xi, ∂٢g

∂xi∂xj
= ٢δij ,

بنابراین

dXt =

٢∑
i=١

٢BidBi +
١
٢

٢∑
i,j

٢δijdBidBj = ٢(B١dB١ +B٢dB٢ + dt).

گیرسانوف قضیه ۴ .٢
فضای روی {B(t)} ،٠ ≤ t ≤ T هر برای کنید فرض گیرسانوف١٨) (قضیه .١ .۴ .٢ قضیه
همچنین باشد. براونͬ حرکت برای فیلتر ΁ی {Ft} و براونͬ حرکت ΁ی (Ω,F , P ) احتمال

ͬ شود م تعریف باشد. سازگار فرآیند ΁ی θ(t) کنید فرض
Wt =

∫ t

٠ θ(u)du+B(t),

Z(t) = exp{−
∫ t

٠ θ(u)dB(u)− ١
٢
∫ t

٠ θ٢(u)du},

ͬ شود م تعریف زیر صورت به جدید احتمال اندازه ΁ی و
Q(A) =

∫
A
Z(T )dP, ∀A ∈ F .

است. براونͬ حرکت ΁ی Q احتمال اندازه تحت Wt این صورت در
18Girsanov theorem



١٩ گیرسانوف قضیه
است برقرار زیر شرط با فوق قضیه .١ .۴ .٢ ملاحظه

E exp{ ١
٢
∫ T

٠ θ٢(u)du} <∞.

فوق قضیه در .٢ .۴ .٢ ملاحظه
است. مارتینگل Z(t) ‐

است. احتمال اندازه Q ‐
آن گاه باشد تصادفͬ متغیر ΁ی X اگر ‐

EQ[X] = E[Z(T )X]

احتمال اندازه به نسبت ریاضͬ امید E و Q احتمال اندازه به نسبت ریاضͬ امید EQ آن در که
است. P

کنید. رجوع [٢۶] به برهان.
هرگاه گویند ١٩ خنثͬ ΁ریس اندازه را Q احتمال اندازه .١ .۴ .٢ تعریف

باشند. معادل احتمال اندازه دو P و Q .١
،D(t) = e−

∫ t٠ R(s)ds که باشد مارتینگل Q تحت D(t)S(t) شده تنزیل دارایی قیمت فرآیند .٢
ͬ باشد. م ΁ریس بدون بهره نرخ R(t) و تنزیل نرخ

ͬ باشد. م e−rt تنزیل نرخ بهره، نرخ بودن ثابت صورت در
تنزیل فرآیند .٢ .۴ .٢ تعریف

نسبت ارزش گذاری سهام، روی بر صادره مشتقه اوراق قیمت گذاری در مهم نتایج از ی΄ͬ
مالͬ مشتقات ͬ باشد. م (΁ریس به نسبت تفاوت بی ارزش گذاری (یا خنثͬ ΁ریس اندازه به
به نسبت سرمایه گذاران که کرد ارزش گذاری ͬ توان م فرض این با را معاملات اختیار جمله از
ارزش در سرمایه گذاران ΁ریس به مربوط ترجیحات دقیق تر، بیان به تفاوت اند. بی ΁ریس

ندارد. تأثیری است، پایه دارایی قیمت از تابعͬ صورت به که سهام، معامله اختیار
قیمت آوردن به دست برای قوی ابزار ΁ی ،΁ریس به نسبت تفاوت بی ارزش گذاری فرض
گریزی ΁ریس دنیای به ΁ریس به نسبت تفاوت بی جهان از که زمانͬ زیرا است. مشتقات

ͬ آید: م به دست مهم نتیجه دو شود، نگاه

ͬ شود. م ΁ریس بدون بهره نرخ مساوی بهادار اوراق انتظار مورد بازده نرخ الف‐
بهره نرخ معادل آینده در پرداختͬ گونه هر جهت شده برده به کار تنزیل مناسب نرخ ب‐

ͬ شود. م ΁ریس بدون
19Risk neutral measure



پیش نیازها ٢٠
دارند، خاص زمانͬ دوره ΁ی در معینͬ بازده نرخ که را مشتقات سایر و معاملات اختیار ͬ توان م
کرد: قیمت گذاری زیر ترتیب به خنثͬ ΁ریس اندازه به نسبت ارزش گذاری فرض از استفاده با

شود. فرض r ،΁ریس بدون بهره نرخ پایه، دارایی انتظار مورد بازده نرخ الف‐
شود. محاسبه سررسید زمان در معامله اختیار انتظار مورد عایدی یا معامله اختیار ارزش ب‐

گردد. تنزیل ΁ریس بدون بهره نرخ با فوق انتظار مورد بازده ج‐
صورت این در باشد. t لحظه در دارایی ΁ی (بازدهͬ) عایدی h(t) کنید فرض .٣ .۴ .٢ تعریف

است زیر صورت به t لحظه در خنثͬ ΁ریس اندازه تحت دارایی ارزش
V (t) = EQ

[
e−

∫ T
t R(s)dsh(T ) | F

]
, ٠ ≤ t ≤ T,

است. Q خنثͬ ΁ریس اندازه به نسبت امید EQ که

مالͬ ریاضͬ مفاهیم ۵ .٢
بازارهای در سرمایه و پول جریان های برای که است ریاضیات از شاخه ای مالͬ ریاضیات
ریاضͬ ابزارهای ΁کم با دی·ر عبارت به ͬ کند. م مطالعه و طراحͬ ریاضͬ مدل های مالͬ،
خرید محل مالͬ بازارهای ͬ پردازد. م مالͬ بازارهای مختلف رفتارهای مدل سازی و توصیف به
قرضه، اوراق و سهام نظیر پایه دارایی های فروش و خرید بر علاوه و هستند دارایی ها فروش و

. ͬ گیرند م قرار توجه مورد نیز مالͬ مشتقات عنوان تحت قراردادهایی

سهام سبد ١ .۵ .٢
که است، دارایی ها سایر یا سهام  از مناسب ترکیبی ٢٠ پرتفوی یا سهام سبد .١ .۵ .٢ تعریف
΁ریس تقسیم  سهام، سبد تش΄یل از هدف است. کرده خریداری را آنها سرمایه گذار ΁ی
سهام ضرر سهم ΁ی سود ͬ شود م تلاش مم΄ن جای تا و است سهم چند بین سرمایه گذاری

کند. جبران را دی·ر
احتمال عادی شرایط در تا ͬ شود م انتخاب صورتͬ به و ΁ریس کاهش هدفر با سهام سبد

باشد. صفر به ΁نزدی شده) خریداری سهام های (شامل دارایی ها همه بازده کاهش
زیر صورت به h پرتفوی ارزش فرآیند ب·یرید. نظر در را h = (x, y) پرتفوی .٢ .۵ .٢ تعریف

ͬ شود. م تعریف
V h
t = xBt + ySt, t = ٠, ١,

20Portfolio



٢١ مالͬ ریاضͬ مفاهیم
) قرضه ورق ΁ی قیمت فرآیند Bt ،t زمان در تصادفͬ) فرآیند ) سهم هر قیمت فرآیند St که

است. t زمان در ( ٢١ قطعͬ فرآیند
t = ٠, ١, . . . , T− هر برای هرگاه ͬ شود، م گفته ٢٢ خودتأمین پرتفویی استراتژی .٣ .۵ .٢ تعریف

باشیم داشته ١
xt(١ +R) + ytSt = xt+١)١ +R) + yt+١St.

تش΄یل t− ١ زمان در که (xt(١+R)+ ytSt) قدیم پرتفوی ارزش از استفاده با دی·ر، عبارتͬ به
داد. تش΄یل t لحظه در (xt+١)١ +R) + yt+١St) ارزش به جدید پرتفوی ͬ توان م است، شده

و ͬ شود نم برداشت آن از پولͬ و ͬ شود نم وارد پولͬ هیچ گاه خودتأمین پرتفوی در حقیقت در
ͬ باشد. م پرتفوی ارزش در تغییر تنها

ͬ شود م نامیده T سررسید زمان با ٢٣ مشروط ادعای ΁ی را X تصادفͬ متغیر .۴ .۵ .٢ تعریف
ͬ کند. م دریافت را X تصادفͬ مقدار t = T در ادعا این دارنده . X ∈ FT گاه هر

ساده مشروط ادعای ΁ی را X مشروط ادعای باشد، پایه دارایی قیمت فرآیند St کنید فرض
ͬ شود. م نامیده ٢۵ قرارداد تابع ϕ که باشد X = ϕ(ST ) صورت به گاه هر گویند ٢۴

اختیارمعامله قراردادهای ٢ .۵ .٢
گرفت. صورت ١٨ قرن اوايل در آمري΄ا و اروپا در فروش، اختيار و خريد اختيار معاملات اولين
اختيار معامله گران و كارگزاران انجمن را خود كه شركت ها از گروهͬ ، ١٩٩٠ دهه اوايل در
هدف نمودند. اقدام معامله اختيار بازار ΁ي ايجاد برای ͬ كردند، م معرفͬ فروش اختيار و خريد
قصد سرمايه گذاری اگر بود. ي΄دي·ر كنار در فروشندگان و خريداران آوردن گردهم انجمن اين
΁ي او تا ͬ گرفت، م تماس انجمن اعضای از ي΄ͬ با بايستͬ داشت، را معامله اختيار ΁ي خريد
ͬ توانست نم مذكور عضو اگر كند. پيدا دارد، را مذكور معامله اختيار فروش قصد كه را، فروشنده
آوريل در ͬ کرد. م اقدام مذكور معامله اختيار فروش برای شركت خود كند، پيدا فروشنده ΁ي
داد. تش΄يل سهام روی بر معاملات اختيار برای انحصاری بورس ΁ي شي΄اگو بورس ، ١٩٧٣
معامله اختيار مبادله به آتͬ، معاملات بورس های تمام تقريباً و سهام بورس چندين آن، از پس

نمودند. اقدام
عدم و نوسانات بازارها، بر حاكم شرايط دليل به سرمايه گذاری و اقتصادی بازارهای فعالان
در را آن ها است مم΄ن كه هستند مواجه ريس΁ هایی با همواره بازار؛ آتͬ وضعيت از اطمينان
مناسبی راه΄ارهای كه است بوده اين بر تلاش همواره منظور اين به دهد. قرار زيان معرض

21Determinestic
22Self financing
23Contingent claim
24Simple contingent claim
25Contract function



پیش نیازها ٢٢
سرمايه بازار فعالان روی پيش ريس΁ های عبارتͬ به و شود اتخاذ ريس΁ ها اين پوشش برای
ͬ باشد. م مشتقه اوراق شده، ايجاد هدف اين راستای در كه ابزارهایی از ي΄ͬ شوند. مديريت

زمان در پایه دارایی آن موجب به که طرفین بین است قراردادی استاندارد، مالͬ مشتق ΁ی
قرارداد مالͬ، مشتقات انواع از ی΄ͬ گیرد. قرار معامله مورد معلوم شده توافق قیمت با معلوم

است. معامله اختیار

استاندارد اختیارمعامله
ͬ دهد م را اجبار نه و اختیار این آن دارنده به که است اختیاری استاندارد، معامله اختیار ΁ی
اساس بفروشد. یا بخرد شده توافق قیمت با آینده در مشخص زمان در را پایه دارایی ΁ی تا
دارد. همراه به اختیار دارنده برای را ضرر بدون سود ͽواق در است. الزام بدون حق اختیارها
کند پرداخت پیشاپیش را پول مقداری باید اختیار دارنده تعهد، بدون قراردادهای چنین در
كرد؛ تقسيم دسته دو به را معامله اختيار حق ͬ توان م ͬ شود. م گفته اختیار قیمت آن به که
آن دارنده به را الزام) نه (و حق اين ͽواق در خريد اختيار ΁ی .٢٧ فروش اختيار و ٢۶ خريد اختيار
بخرد. آن، از قبل یا مشخص تاريخ در و معين قيمت با را قرارداد موضوع دارایی كه ͬ دهد، م
قرارداد موضوع دارایی كه ͬ دهد، م را حق این آن دارنده به فروش اختيار ΁ی ترتیب، همين به
ذكر قرارداد در كه را قيمتͬ بفروشد. آن از قبل یا و مشخصͬ تاريخ در و معين قيمت با را
انقضا تاريخ اصطلاحاً را، قرارداد در شده ذكر تاريخ و ٢٨ اعمال قيمت يا توافقͬ قيمت ͬ شود، م
و اروپایی حالت دو به كدام هر فروش، يا خريد اختيار ͬ گويند. م ٢٩ معامله اختيار سررسيد يا
دارد. اعمال قابليت سررسيد تاريخ در فقط ٣٠ اروپايی اختيار قرارداد ͬ شود. م تقسيم آمري΄ایی
سررسيد تاريخ در يا سررسيد تاريخ از قبل زمانͬ هر در ،٣١ آمري΄ایی اختيار قرارداد كه حالͬ در

است. اعمال قابل
كننده، معامله طرف ΁ي دارد. وجود معامله گر طرف دو معامله، اختيار قرارداد هر در
در است. خريده را معامله اختيار و است كرده اتخاذ خريد موقعيت كه است سرمايه گذاری
صادر را معامله اختيار يعنͬ است؛ كرده اتخاذ فروش موقعيت سرمایه گذار قرارداد، دوم طرف
قرارداد قبال در تعهدی گونه هيچ معامله، اختيار دارنده يا خريدار است. فروخته يا كرده
كه معنͬ بدين است. تعهدآور فروشنده برای معامله اختيار صدور يا فروش ͬ که حال در ندارد،
اعمال صورت در كه ͬ شود م متعهد مقابل در و ͬ كند م دريافت را اختيار قيمت مبل; فروشنده،
اختيار، كننده صادر زيان يا سود كند. عمل قرارداد مفاد به خريدار، توسط معامله اختيار

ͬ باشد. م خريدار عكس درست
26Call option
27Put option
28Strike price or Exercise price
29Expiration date or Exercise date
30European option
31American option



٢٣ مالͬ ریاضͬ مفاهیم
دارد: وجود معامله اختيار ΁ي برای موقعيت چهار كلͬ طور به

خريد اختيار قرارداد در خريد موقعيت .١
فروش اختيار قرارداد در خريد موقعيت .٢
خريد اختيار قرارداد در فروش موقعيت .٣

فروش اختيار قرارداد در فروش موقعيت .۴
تصادفͬ به توجه با اروپایی، معامله های اختيار در گذار سرمايه نهايی ارزش يا بازده بیان برای
اينجا در گذاری سرمايه اوليه هزينه كه است ͹واض سررسيد، تاريخ در پايه دارایی قيمت بودن
باشند، سررسيد زمان در پايه دارایی قيمت را ST و اعمال قيمت را K اگر ͬ باشد. نم دخيل

از: است عبارت اروپایی خريد اختيار ΁ي در خريد موقعيت از حاصل بازده
max{ST −K, ٠}.

خواهد اعمال معامله اختيار باشد، K < ST اگر كه ͬ دهد م نشان را واقعيت اين بالا، رابطه
بازده شد. نخواهد اعمال معامله اختيار باشد، ST ≤ K اگر يعنͬ صورت اين غير در و شد
ترتيب به  است كرده اتخاذ اروپایی خريد اختيار قرارداد در فروش موقعيت كه سرمايه گذاری

بود: خواهد زير
−max{ST −K, ٠} = min{K − ST , ٠}.

اتخاذ اروپایی فروش اختيار قرارداد در خريد موقعيت كه گذاری سرمايه بازده منوال همين به
است. زير صورت به است كرده

max{K − ST , ٠}.
است: زير صورت به اروپایی فروش اختيار فروش موقعيت دارنده بازده همچنين

−max{k − ST , ٠} = min{ST − k, ٠}.
ͬ دهند. م نشان را حالات این ٢. ٣ ش΄ل نمودارهای

(٣٢ خرید اختیار و فروش اختیار برابری (رابطه .۵ .۵ .٢ تعریف

C +Ke−rT = P + S٠

استاندارد معامله اختیار برای خرید” اختیار و فروش اختیار برابری ”رابطه را فوق رابطه
توافقͬ قيمت با اروپایی خريد اختيار ΁ي قيمت ͬ توان م كه ͬ دهد م نشان فوق رابطه ͬ گویند. م
سررسيد همان و توافقͬ قيمت همان با اروپایی فروش اختيار ΁ی قيمت از را معين سررسيد و

برعكس. و آورد به دست
32 Put-Call parity



پیش نیازها ٢۴

اروپایی معامله اختیار فروش یا خرید از حاصل بازدهͬ :٢. ٣ ش΄ل

استاندارد غیر معامله اختیار
΁ي از استفاده با كه هستند اختياراتͬ نامتعارف، یا استاندارد غیر معامله اختیار قراردادهای
معامله اختیار حق همچون بازده ها اين محاسبه كه ͬ دهند م بدست را بازده هایی قواعد، سری
و خريد اختيار از مجموعه ای معمول غير اختيارات برخͬ نيست. آسان و ساده استاندارد
اختیارات جمله از هستند. پيچيده تر مقداری بقيه هستند، آمري΄ایی و اروپایی فروش اختيار

برد. نام ... و ٣۴ گذشته به متکͬ اختیار ،٣٣ آسیایی اختیار ͬ توان م استاندارد غیر
اختیار به ͬ باشند. م ٣۵ توان معاملات اختیار استاندارد، غیر معاملات اختیار از دی·ر دسته ای
است، سررسید تاریخ در پایه دارایی قیمت از چندجمله ای تابعͬ آن ها بازدهͬ که معاملاتͬ
nام توان با معمولͬ توان خرید اختیار بازدهͬ تابع گوییند. ٣۶ معمولͬ توان معاملات اختیار

از: است عبارت
VT = max(

n∑
i=١

aiS
i
T −

n∑
i=١

aiK
i, ٠), ai ≥ ٠,
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٢۵ مالͬ ریاضͬ مفاهیم
توافقͬ قیمت K و سررسید تاریخ در پایه دارایی قیمت ST مثبت، صحیح عدد n آن در که

ͬ باشد. م
پایه دارایی قیمت به وابسته آن، بازدهͬ که است اختیاری ٣٧ استاندارد توان معامله اختیار
توافقͬ قیمت K و T > ٠ سررسید تاریخ در پایه دارایی قیمت ST اگر است. m > ٠ از توانͬ با

از: است عبارت استاندارد m‐ام توان خرید اختیار از حاصل بازده شوند، فرض
max{Sm

T −Km, ٠}.
از: است عبارت استاندارد m‐ام توان فروش اختیار از حاصل بازده ترتیب، همین به و

max{Km − Sm
T , ٠}.

ͬ باشد م زیر صورت به m‐ام توان خرید اختیار از حاصل بازدهͬ دی·ر نوع
max{Sm

T −K, ٠}.
تاریخ ،k توافقͬ قیمت با آن بازدهͬ که است اختیاری ، ٣٨ سقف توان خرید اختیار دی·ری و

ͬ شود. م محاسبه زیر صورت به L سقف و T > ٠ سررسید
min{max{Sm

T −Km, ٠}, L}.
سقف دی·ر، عبارتͬ به ͬ شود. م تعیین پیش از سود سقف معامله، اختیار از نوع این در
اختیار ͬ شود. م اعمال برسد، مشخصͬ حد به پایه دارایی قیمت که زمانͬ خودکار به طور سود
دارند، معمولͬ معاملات اختیار به نسبت که توجه ای قابل نفوذ قدرت دلیل به توان معاملات
سرمایه گذار ΁ی برای زیرا نموده اند. جلب را سرمایه گذاران و معامله اختیار خریداران توجه
شاخص ها خارجͬ، ارز تبادلات بازار در خصوص به بهتر بازدهͬ داشتن دلیل به بازار، در تیزبین
آلمان در بانکداران مثال، عنوان به ͬ کند. م عمل معمولͬ معامله های اختیار از توانمندتر ... و
٢ مرتبه از توانͬ با فرانسه فرانک و ژاپن ین آمری΄ا، دلار روی FX سقف توان اختیارمعاملات
Nikkei شاخص روی چندجمله ای معاملات اختیار توکیو در همچنین ͬ کنند. م منتشر
مدیریت منظور به که ابزارهایی جمله از معامله اختیار این این، بر علاوه ͬ شود. م مبادله

گیرد. مͬ قرار استفاده مورد بانک ها در ΁ریس

معامله گران انواع ٣ .۵ .٢
بوده موفقیت آميز توجهͬ قابل طور به معاملات، اختيار و آتͬ پيمان های و آتͬ بازارهای عمل΄رد
و معامله گران انواع از كثيری تعداد جذب برای بازارها اين توانايی آن، دليل مهم ترين است.
سرمایه گذاری چنانچه که طوری به است، مبادلات انجام برای فراوان نقدينگͬ قابليت ايجاد

37Standard power option
38Capped power call option



پیش نیازها ٢۶
ندارد. قرارداد دوم طرف يافتن در مش΄لͬ معمولا˟ كند، اتخاذ را معاملاتͬ موقعيت ΁ي بخواهد
نظر در آربيتراژگران و سفته بازان ،΁ريس پوشش دهندگان ͬ توان م را معامله گران عمده گروه سه
معاملات اختيار و آتͬ پيمان های آتͬ، قراردادهای از استفاده با ΁ريس پوشش دهندگان گرفت.
سفته بازان ͬ شود. م ناشͬ متغير ΁ي در آتͬ بالقوه حركت از كه هستند، ريس΄ͬ كاهش دنبال به
اتخاذ با آربيتراژگران ͬ كنند. م استفاده بازار متغير ΁ي در قيمت، آتͬ حركت جهت پيش بينͬ، از
هستند ΁ريس بدون سود كسب دنبال به مختلف، بازار چند يا دو در متناسب موقعيت های

شده است. بررسͬ را گروه ها اين از ΁ي هر اقدامات و فعاليت ها قسمت اين در . [١۶]

معاملات اختیار از استفاده با ΁ریس پوشش
پوشش دهندگان ͽواق در پرداخت. ΁ریس پوشش به ͬ توان م معاملات، اختيار از استفاده با
كاهش برای فوق قراردادهای از دارایی اند، قيمت تغيير با مرتبط ΁ريس موقعيت در که ΁ريس
در را شرکتͬ سهم هزار سرمايه گذاری، كنيد فرض ͬ كنند. م استفاده ΁ريس اين حذف يا
شركت، عليه دعوی اقامه که ͬ رود م انتظار و است ریال ٧٠٠ سهم هر فعلͬ قيمت دارد. اختيار
با فروش اختيار ͬ تواند، م سرمايه گذار اين شود. آینده ماه دو در قيمت، شديد افت باعث
هر قیمت کنید فرض بخرد. سهم هر برای ريال ۶۵٠ توافقͬ قيمت با را دوماهه سررسيد
معادل استراتژی، اين انتخاب كل هزينه صورت این در باشد. ريال ٢۵ فروش اختیار حق
در هزينه ريال ٢۵٠٠٠ استراتژی اين انتخاب اين كه با بود. خواهد ريال ١٠٠٠ × ٢۵ = ٢۵٠٠٠
زمان تا سهم هر برای سهام فروش قيمت حداقل كه ͬ كند، م تضمين عوض در ولͬ بردارد،
اختيار ͬ تواند م شخص يابد، کاهش سهام بازار قيمت اگر باشد. ريال ۶۵٠ اختيار، سررسيد
٢۵٠٠٠ هزينه كسر با كه كند، دريافت سهام فروش بابت ريال ۶۵٠٠٠٠ و كند اعمال را فروش
بازار قيمت اگر ͬ شود. م ريال ۶٢۵٠٠٠ مبل; وی، خالص درآمد معامله اختيار خريد برای ريال
حالت، اين در اما ͬ گردد. م منقضͬ و ͬ شود نم اعمال فروش اختيار شود، ريال ۶۵٠ از بیش
فروش اختيار اوراق هزينه گرفتن نظر در با (يا ͬ شود م ريال ۶۵٠٠٠٠ از بيش دارایی كل ارزش

ͬ شود). م ريال ۶٢۵٠٠٠

سفته بازان
ͬ کنند. م اجتناب دارایی ها قيمت نامطلوب تغییرات با شدن مواجه از ΁ريس پوشش دهندگان
با متناسب را موقعيت هایی و ͬ روند م ΁ريس استقبال به سفته بازان آن ها برخلاف ͬ كه درحال
پیش بینͬ سفته باز ΁ی كنيد فرض ͬ كنند. م کسب قيمت ها، تغییر درباره خود پيش بينͬ نوع
در نظر مورد سهام قيمت يافت. خواهد افزايش آینده ماه دو در شرکتͬ سهام ارزش كه ͬ كند، م
٢٠ قيمت به ريال، ۴۵٠ اعمال قيمت با ماهه دو خريد اختيار ΁ی و است ريال ۴٠٠ حاضر، حال
گزينه دارد. وجود ريال ۴٠٠٠٠ سرمايه با سفته باز ΁ی برای را راه΄ار دو ͬ شود. م فروخته ريال
قرارداد ٢٠ (يا خريد اختيار ٢٠٠٠ خريد شامل دوم گزينه بخرد. سهم ١٠٠ كه است اين اول



٢٧ مالͬ ریاضͬ مفاهیم
دو در موردنظر سهم قيمت و باشد درست سفته باز پيش بينͬ كنيد فرض است. خريد) اختيار

ͬ كند: م ايجاد را زير سود بود، سهام خريد كه اول گزينه برسد. ريال ٧٠٠ به آینده ماه
١٠٠ × (٧٠٠ − ۴٠٠) = ٣٠٠٠٠

ريال، ۴۵٠ توافقͬ قيمت با سهام روی بر خريد اختيار ΁ي است. سودآورتر بسيار دوم گزينه اما
ͬ سازد، م قادر را او خريد، اختيار ورقه كه چرا ͬ كند، م سفته باز نصيب ريال ٢۵٠ معادل درآمدی
سفته باز نصيب دوم روش در كه سودی كل بخرد. ريال ۴۵٠ قيمت با را ريالͬ ٧٠٠ سهام كه

از: است عبارت ͬ شود، م
٢۵٠ × ٢٠٠٠ = ۵٠٠٠٠٠

از: است عبارت خالص سود خرید، اختيار (قيمت) هزينه كردن كم با كه
۵٠٠٠٠٠ − ۴٠٠٠٠ = ۴۶٠٠٠٠

انتخاب از حاصل سود برابر ١۵ از بيش خرید، اختيار استراتژی انتخاب از حاصل سود بنابراين
بالقوه زيان ميزان خرید، اختيار اوراق كه كنيد توجه ضمن، در است. سهام خريد استراتژی
در يابد. كاهش ريال ٣٠٠ به آینده ماه دو در سهام قيمت كنيد فرض ͬ دهد. م افزايش نيز را
١٠٠× (۴٣٠٠−٠٠) = ١٠٠٠٠ معادل زيانͬ سهام) خريد (يعنͬ اول روش از استفاده صورت اين
شوند، اعمال اينكه بدون خريد اختيار اوراق كه آنجا از ولͬ ͬ كند. م وارد سفته باز بر ريال،
‐مبلغͬ ريال ۴٠٠٠٠ معادل زيانͬ فقط اختيار) اوراق (يعنͬ دوم روش لذا ͬ شوند، م منقضͬ
نتايج ͬ كند. م تحميل سفته باز بر ͬ شود‐ م پرداخته خريد اختيار اوراق بابت ابتدا در كه
ايجاد اهرم نوعͬ آتͬ، قراردادهای همچون معامله، اختيار اوراق ͬ دهد م نشان استراتژی این
معامله اختيار اوراق از استفاده با گذاری سرمايه از حاصل مالͬ پيامدهای ميزان يعنͬ ͬ كنند؛ م
در و بيشتر سودهای باشند، درست ͬ ها پيش بين اگر دي·ر، عبارت به ͬ يابد؛ م افزايش اهرمͬ،

ͬ كند. م سرمايه گذار نصيب را بيشتری زيان های صورت، اين غير

آربیتراژگران
آتͬ، قراردادهای و آتͬ پيمان های معاملات، اختيار بازارهای در معامله گران مهم و سوم گروه
طریق از ،΁ريس بدون سود به دستيابی فرصت از است عبارت آربيتراژ هستند. آربيتراژگران

بازار. چند يا دو در هم زمان ورود
ͬ شود. م معامله لندن سهام بورس در و نيويورک سهام بورس در هم زمان سهامͬ كنيد ض فر
پوند ١٠٠ لندن بورس در و دلار ١٧٢ نيويورک بورس در سهام اين قيمت كنيد فرض همچنين
ͬ تواند م آربيتراژگر آنگاه باشد، پوند هر برای دلار ١٫٧۵ برابر دلار، و پوند مبادله نرخ اگر است.
΁ريس بدون سود به لندن بازار در سهام آن فروش و نيويورک بورس از سهام ١٠٠ مثلا́ خريد با

كند: پيدا دست زير
١٠٠ × [(١٫٧۵ × ١٠٠)− ١٧٢] = ٣٠٠



پیش نیازها ٢٨
تضمين آربيتراژگر برای معاملات هزينه گرفتن نظر در بدون دلار ٣٠٠ معادل سودی يعنͬ
آربيتراژی سود ΁كوچ گذاران سرمايه برای معاملات هزينه های  که دارد احتمال البته ͬ شود. م
ارز، تبديلات بازار و سهام بازار در معاملات به هزينه های مربوط حال، اين با ببرد. بين از را
بسيار آربيتراژ فرصت كه ͬ شود م سبب موضوع همين و نيست چندانͬ رقم بزرگ معاملات برای
همچنين کنند. کسب را منفعت بيشترين فرصت ها اين از تا ب΄وشند، هم·ان و باشد جذاب
برای ͬ تواند نم شد، ذكر بالا در آن از نمونه ΁ي كه آربيتراژی فرصت های كه داشت توجه بايد
تقاضا و عرضه نيروهای نيويورک، بازار در سهام خريد با باشد. داشته استمرار طولانͬ مدت
را قيمت كاهش زمينه لندن، بازار در آن فروش همچنين و ͬ شوند م سهام قيمت افزايش باعث
نكته شد. خواهند ي΄سان بازار دو در فعلͬ مبادله نرخ با فوق قيمت دو زودی به و ͬ آورد م فراهم
ام΄ان هستند، آربيتراژی سود كسب دنبال به كه آربيتراژگرانͬ وجود كه است، اين جالب تر
طور به ͬ سازد. م غيرمم΄ن ابتدا همان از را، پوند قيمت و دلار قيمت بين ملاحظه قابل تفاوتͬ
فرصت عمل، در كه معناست اين به بازار، در آربيتراژگر زيادی تعداد وجود گفت، ͬ توان م كلͬ
كه مسائلͬ بيشتر دلیل، همین به ͬ شود. م مشاهده مالͬ بازارهای در كمͬ بسيار آربيتراژی
مبتنͬ فرض پيش اين بر ͬ شوند، م مطرح مالͬ مشتقات و دارایی ها قیمت گذاری خصوص در

ندارد. وجود آربيتراژ فرصت كه هستند،
فرآیند و (Ω,F , P ) احتمال فضای با که بازاری قیمت گذاری) اول اساسͬ (قضیه .١ .۵ .٢ قضیه
وجود Q مارتینگلͬ اندازه اگر تنها و اگر است آربیتراژ بدون باشد، شده تعریف {St}t≥٠ قیمت

باشد. مارتینگل Q تحت S که باشد داشته
کنید. رجوع [٢٧] به برهان.

(وجود ریاضͬ مفهوم ΁ی و آربیتراژ) بدون بازار (وجود اقتصادی مفهوم ΁ی بین قضیه این
ͬ کند. م ایجاد ارتباط مارتینگلͬ) اندازه

مارتینگلͬ اندازه اگر تنها و اگر است کامل بازار قیمت گذاری) دوم اساسͬ (قضیه .٢ .۵ .٢ قضیه
باشد. ی΄تا

کنید. رجوع [٢٧] به برهان.

که است قیمت گذاری اساسͬ قضیه از استفاده در قراردادی هر قیمت گذاری کلید حقیقت در
است. خنثͬ ΁ریس احتمال اندازه ΁ی وجود با معادل آربیتراژ عدم اصل آن در

شولز ΁بل مدل ۶ .٢
در بزرگͬ گام مرتون” ”رابرت و شولز” ”میرن ،”΁بل ”فیشر آقایان ١٩٧٠ دهه ی اوایل در
عنوان تحت که بود مدلͬ ارائه آن ها کار نتیجه ی برداشتند. معامله اختیار اوراق قیمت گذاری



٢٩ شولز ΁بل مدل
پوشش و قیمت گذاری نحوه در زیادی تأثیر مدل این گشت. معروف ”٣٩ شولز ‐ ΁بل ”مدل
موفقیت در محوری و اساسͬ نقش مدل این همچنین است. داشته معامله اختیار خطر
اختیار ارزش گذاری که آن جایی از است. داشته ١٩٩٠ و ١٩٨٠ دهه های در مالͬ مهندسͬ
شولز ‐ ΁بل مدل ΁بی ش و است. مالͬ اقتصادهای در موضوعات مهم ترین از ی΄ͬ معامله
بخش این در دلیل بدین است. آورده وجود به معامله اختیار قیمت گذاری شیوه ی در انقلابی
مدل این تحت توان معامله اختیار ارزش گذاری سپس و معرفͬ را شولز ‐ ΁بل مدل ابتدا

است. شده مشخص
ریس΄ͬ دارایی ب‐ ΁ریس بدون دارایی الف‐ است دارایی دو شامل مدلͬ شولز ΁بل مدل

زیرهستند. دینامی΁ های دارای ترتیب به که

dBt = rBtdt, B(٠) = ١,
dSt = µStdt+ σStdWt,

دارایی انتظار مورد بازده نرخ و دارایی قیمت تلاطم بهره، نرخ ترتیب به µ و σ ،r آن در که
است. (Ω,F , P ) احتمال فضای روی براونͬ فرآیند ΁ی Wt و ͬ باشند م ثابت) (مقادیر

متفاوت مسیر چند با بل΁‐شولز مدل شبیه سازی :۴ .٢ ش΄ل

39Black - Sholes model



پیش نیازها ٣٠

شولز ΁بل مدل تحت توان اختیار قیمت گذاری ١ .۶ .٢
تابع ͬ توان م را معامله اختیارهای از بسیاری برای که است این شولز ΁بل مدل محاسن از
که ͬ دهند م نشان تجربی شواهد هرچند آورد. دست به تحلیلͬ طور به را معامله اختیار قیمت

نیست. موفق چندان بازار واقعیت های با همخوانͬ در مدل این
ͬ شود. م مشخص توانͬ اختیار قیمت تابع زیر، قضیه ی معرفͬ با

(نرخ کند پیروری شولز ΁بل مدل از دارایی قیمت فرآیند کنید فرض [٣٠] .١ .۶ .٢ قضیه
آن گاه باشد x ∈ R برای تابع ΁ی h(x) که hT = h(ST ) اگر ثابت اند). مقادیر تلاطم و بهره

و τ = T − t ،٠ ≤ t ≤ T Vکه (t) = F (t, St)

F (t, x) = e−rτ

∫ ∞

−∞

٢√١πe
− ١٢y٢

h(x exp{σ
√
τy + (r − ١

٢σ٢)τ})dy.

زیر صورت به T سررسید تاریخ و K توافقͬ قیمت با m‐ام توان خرید اختیار از حاصل بازده
است

hm(T ) = (Sm
T −K)+ = max{Sm

T −K, ٠},
.m > ٠ که

ͬ شود م تعریف زیر صورت به ٣ .۴ .٢ از استفاده با t زمان در توان خرید اختیار ارزش بنابراین
Cm(t,K) = e−r(T−t)E

[
(Sm

T −K)+ | Ft

]
,

است. ثابت بهره، نرخ r که
٣ .۴ .٢ و ١ .۶ .٢ از استفاده با بل΁‐شولز مدل تحت توان معامله اختیار ارزش گذاری برای

که Cm(t,K) = F (t, x) و hm(x) = (xm −K)+ نوشت ͬ توان م
F (t, x) = e−rτ

∫ ∞

−∞

٢√١πe
− ١٢y٢

(xm exp{mσ
√
τy +m(r − ١

٢σ٢)τ} −K)+dy

این که به توجه با
xm exp{mσ

√
τy +m(r − ١

٢σ٢)τ} ≥ K

پس
y ≥ −

ln(x/K
١
m ) + (r − ١٢σ٢)τ
σ
√
τ

= −g٢(x, τ)

بنابراین
F (t, x) = e−rτ

∫ ∞

−g٢(x,τ)
٢√١πe

− ١٢y٢
(xm exp{mσ

√
τy +m(r − ١

٢σ٢)τ} −K)dy

که F (t, x) = A−B کنید فرض
A = e−rτ

∫ ∞

−g٢(x,τ)
٢√١πe

− ١٢y٢
xm exp{mσ

√
τy +m(r − ١

٢σ٢)τ}dy



٣١ شولز ΁بل مدل
B = e−rτ

∫ ∞

−g٢(x,τ)
٢√١πKe

− ١٢y٢
dy

u = −y متغیر تغییر با
B = e−rτ

∫ g٢(x,τ)

−∞

٢√١πKe
− ١٢u٢

du = Ke−rτN(g٢(x, τ))

است. استاندارد نرمال تصادفͬ متغیر تجمعͬ توزیع تابع N که
تعریف زیر صورت به N(x) استاندارد نرمال تصادفͬ متغیر تجمعͬ توریع تابع .١ .۶ .٢ ملاحظه

ͬ شود م
N(x) =

٢√١π
∫ x

−∞
e−

١٢u٢
du, x ∈ R.

این بر علاوه
A = e−rτ

∫ ∞

−g٢(x,τ)
٢√١πe

− ١٢y٢
xm exp{mσ

√
τy +mrτ − ١

٢mσ٢τ}dy

= xme(m−١)rτ
∫ ∞

−g٢(x,τ)
٢√١π exp{− ١

٢y٢ +mσ
√
τy − ١

٢mσ٢τ}dy

= xme(m−١)rτ
∫ ∞

−g٢(x,τ)
٢√١π exp{− ١

٢(y −mσ
√
τ)٢ +

١
٢mσ٢τ(m− ١)}dy

= xme(m−١)(r+ ١٢mσ٢)τ
∫ ∞

−g٢(x,τ)
٢√١π exp{− ١

٢(y −mσ
√
τ)٢}dy

داریم پس v = y −mσ
√
τ ͬ دهیم م قرار فوق رابطه در

A = xme(m−١)(r+ ١٢mσ٢)τ
∫ ∞

−g٢(x,τ)−mσ
√
τ

٢√١π exp{− ١
٢v٢}dv.

آن گاه u := −v ͬ کنیم م فرض

A = xme(m−١)(r+ ١٢mσ٢)τ
∫ g٢(x,τ)+mσ

√
τ

−∞

٢√١π exp{− ١
٢u٢}du

= xme(m−١)(r+ ١٢mσ٢)τN(g١(x, τ))

آن در که
g١(x, τ) = g٢(x, τ) +mσ

√
τ

=
ln(x/K

١
m ) + (r + (m− ١٢)σ٢)τ

σ
√
τ

به دست زیر صورت به شولز ΁بل مدل تحت توان خرید اختیار قیمت گذاری فرمول بنابراین
ͬ آید م

Cm(t,K) = Sm
t e

(m−١)(r+ ١٢mσ٢)τN(g١(St, τ))−Ke−rτN(g٢(St, τ)), (٢. ٨)



پیش نیازها ٣٢
و τ = T − t که

g١(x, τ) =
ln(x/K

١
m ) + (r + (m− ١٢)σ٢)τ

σ
√
τ

,

g٢(x, τ) = g١(x, τ)−mσ
√
τ .

اروپایی خرید اختیار برای ارزش گذاری فرمول m = ١ ازای به فوق رابطه ی در .٢ .۶ .٢ ملاحظه
ͬ شود. م حاصل

 

قیمت گذاری در فوریه تبدیل ٢. ٧
مطرح را ۴٠ فوریه تبدیل معکوس از دی·ر حالتͬ قضیه ای، معرفͬ با پلاز گیل ١٩۵١ سال در
به جدید روشͬ با فوریه، تبدیل معکوس از استفاده با ١٩٩٩ سال در مادان و کار و [١١] کرد
پرداختند. هستون مدل تخت اروپایی معاملات اختیار قیمت گذاری به سریع، فوریه تبدیل نام
مشتقات قیمت گذاری برای مفید و محبوب راه΄ارهای از ی΄ͬ به سرعت به آن  ها روش [٧]
سریع فوریه تبدیل روش بود. برخوردار بالایی دقت و سرعت از روش این چراکه شد. تبدیل
در مدل ها اکثر توابع که است قیمت گذاری مدل های ۴١ مشخصه تابع کردن مشخص نیازمند

ͬ باشند. م دسترس

فوریه تبدیل ٢. ٧. ١
تابع ΁ی فوریه تبدیل باشد. (Ω, F, P ) احتمال فضای در تصادفͬ متغیر ΁ی W کنید فرض

ͬ شود. م تعریف زیر صورت به پیوسته
f̂(ω) =

∫ ∞

−∞
eiωtf(t)dt <∞ (٢. ٩)

برگرداند. فوریه تبدیل معکوس از ͬ توان م را اصلͬ f .تابع ω ∈ R که
f(t) =

١
٢π
∫ ∞

−∞
eiωtf̂(t)dω <∞ (٢. ١٠)

f : R → R اگر که است این آن معکوس و فوریه تبدیل وجود برای لازم) نه کافͬ(ولͬ شرایط
آنگاه باشد L١ انتگرال پذیر فضای ∫در ∞

−∞
|f(t)| dt <∞

40Fourier Transformation
41Characteristic function



٣٣ قیمت گذاری در فوریه تبدیل
صورت به P(x) احتمال چ·الͬ تابع فوریه ی تبدیل از استفاده با ω ∈ R با ϕ(ω) مشخصه تابع

ͬ شود م تعریف زیر
ϕ(ω) ≡ F [P(x)] ≡

∫ ∞

−∞
eiωxP(x)dx = E[eiωx]. (٢. ١١)

توان معامله اختیار برای سریع فوریه تبدیل ٢. ٧. ٢
تابع T سررسید و K توافقͬ قیمت و m > ٠ توان با توان معامله اختیار دوم و اول نوع برای

است زیر صورت به قیمت گذاری
c(t, ST ) = e−r(T−t)EQ[(Sm

T −Km)+|Ft], (٢. ١٢)
c(t, ST ) = e−r(T−t)EQ[(Sm

T −K)+|Ft], (٢. ١٣)
مربوط (٢. ١٢) رابطه است. (Sm

T −Km)+ = max(Sm
T −Km, ٠) و ΁ریس بدون بهره نرخ r که

هستند. توان معامله اختیار دوم نوع به مربوط ((٢. ١٣) رابطه و اول نوع به
نوشت. ͬ توان م پس .t = ٠ و Xt = lnSt k = lnK کنید فرض

c(T, k) = e−rT
∫∞
k (emXT − emk)qT (XT )dXT , (١۴ .٢)

c(T, k) = e−rT
∫∞
k (emXT − ek)qT (XT )dXT , (١۵ .٢)

صورت به کردند اصلاح مادان و کار که تابعͬ است. XT تصادفͬ فرایند چ·الͬ تابع qT (XT ) که
است زیر

C(T, k) = eαkc(T, k), α > ٠. (١۶ .٢)
ͬ شود م تعریف زیر صورت به C(T, k) روی فوریه تبدیل

ψT (u) =

∫ +∞

−∞
eiukC(T, k)dk. (٢. ١٧)

توان اختیار اول نوع برای زیر معادله ی (٢. ١٧) در (١۶ .٢) و (١۶ .٢) در (١۴ .٢) جای·ذاری با
ͬ آید م دست به

ψT (u) =
∫ +∞
−∞ eiukeαke−rT

∫ +∞
k (emXT − emk)qT (XT )dXTdk

=
∫ +∞
−∞ e−rT qT (XT )

∫ XT

−∞(emXT+αk − e(α+m)k)eiukdkdXT (٢. ١٨)
= me−rT f(u−(α+m)i)

(α+iu)(m+α+iu) .

در (١۶ .٢) و (١۶ .٢) در (١۵ .٢) جای·ذاری با توان، معامله اختیار دوم نوع برای همچنین
نوشت ͬ توان م (٢. ١٧)

ψT (u) =
∫ +∞
−∞ eiukeαke−rT

∫ +∞
k (emXT − ek)qT (XT )dXTdk

=
∫ +∞
−∞ e−rT qT (XT )

∫ XT

−∞(emXT+αk − e(α+١)k)eiukdkdXT (٢. ١٩)
= e−rT [f(u−(α+m)i)

(α+iu) − f(u−(α+١)i)١+α+iu
],



پیش نیازها ٣۴
از استفاده با است. خنثͬ ΁ریس اندازه تحت XT مشخصه تابع f(u) تابع بالا معادلات در

ͬ شود م بیان زیر صورت به C(T,K) تابع معکوس فوریه تبدیل تعریف
C(T, k) =

١
٢π
∫ +∞

−∞
e−iukψT (u)du. (٢. ٢٠)

زیر صورت به سریع فوریه تبدیل از استفاده با توان خرید اختیار شده اصلاح قیمت بنابراین
ͬ آید. م به دست

c(T, k) =
e−αkν

π

N∑
j=١

e−i ٢π
N

(j−١)(ν−١)eibujψT (uj)
∆

٣ (٣ + (−١)j − δj−١), (٢. ٢١)

همچنین ͬ باشد. م دو از توانͬ N و است N به وابسته ∆ مقدار که
uj = ∆(j − ١), b = N∆

٢ , ν = ١,٢, . . . , N, δn =

{
١ n = ٠ ٠ o.w. (٢. ٢٢)



٣ فصل
تصادفͬ تلاطم مدل های

بی تردید که است بل΁‐شولز مدل مالͬ، مشتقات گذاري قیمت مدل هاي ترین مهم از ی΄ͬ
در اساسͬ فرض است. حاضر حال در مالͬ مدل هاي از بسیاري ش΄ل گیري اساس و پایه
ل΃ نرمال (سهام)، پایه دارایی هاي آتͬ قیمت احتمال توزیع که است این بل΁‐شولز مدل
داراي ل΃ نرمال، توزیع با مقایسه در دارایی قیمت فرایند واقعͬ مالͬ بازارهاي در اما است.
فروش یا خرید اختیار قیمت هاي از مختلفͬ توزیع هاي با ترتیب، بدین است. سنگین تری دˀم
شولز – ΁بل مدل در دی·ر، طرف از است. توزیع دم در آنها تفاوت که شد خواهیم مواجه
͹مسط غیر تجربی نتایج که صورتͬ در است، شده گرفته نظر در ثابت سهام، قیمت نوسان
پس خصوص به تصادفͬ، نوسان ایده ی ͬ دهد. م نشان را پایه هاي دارایی قیمت نوسان بودن
شولز، – ΁بل مدل زمان آن از قبل تا و گرفت قرار توجه مورد ١٩٧٨ سال اقتصادي رکود از

ͬ آمد. م شمار به سهام حرکت قیمت گذاري براي مدل کارآمدترین و بهترین
جهت نیز، مدل هر مشخصه ی تابع تلادفͬ، تلاطم مدل چند معرفͬ ضمن فصل، این در

ͬ شود. م معرفͬ سریع، فوریه تبدیل در استفاده

هستون مدل ٣. ١
تجزیه تحلیل منظور به ١٩٩٣ سال در هستون که است تصادفͬ نوسان مدل نوع ΁ی هستون مدل
موجود ͬ های کاست برخͬ بر غلبه هستون اصلͬ هدف پرداخت. بدان ارزی اختیار قراردادهای

٣۵



تصادفͬ تلاطم مدل های ٣۶
این دارای بل΁‐شولز مدل مثال طور به بود. بل΁‐شولز اختیار قیمت گذاری مشهور مدل در
واریانس و میانگین با نرمال توزیع ΁ی صورت به سهام قیمت حرکت  که است قوی فرض پیش
شده اند. فرض ثابت نوسانات بل΁‐شولز مدل در این، بر علاوه اند. شده توزیع مشخص،
تغییر تصادفͬ بطور نوسانات تا ͬ دهد م را اجازه این هستون مدل بل΁‐شولز، مدل مقابل در
قابل گسترده تری شرایط برای بالقوه بطور هستون مدل تا ͬ شود م باعث موضوع این که کنند

. [٢۵] باشد استفاده
فرآیند و براونͬ فرآیند های توسط شده تولید فیلتر Ftt احتمال، فضای (Ω, F, P ) کنید فرض
فرآیند هستون درمدل باشد. خنثͬ ΁ریس احتمال اندازه ی Q و ٠ ≤ t ≤ T زمان در پرش

ͬ کند م تبعیت زیر مدل از t لحظه ی در St پایه دارایی قیمت
dSt = µ(St)dt+

√
V(t)(St)dZt١ t ∈ [٠, T ], (٣. ١)

است. وینر فرآیند Zt١ آن در که
نوسان فرایند . ͬ شود م گرفته درنظر دی·ر وینر فرآیند ΁ی نیز نوسان برای هستون مدل در

است زیر ش΄ل به
dVt = κ(θ − Vt)dt+ σ

√
V (t)dZt٢ t ∈ [٠, T ], (٣. ٢)

: که فرض این با
Zt١Zt٢ = ρdt,

همبستگͬ ضریب با براونͬ فرایند Zt٢ و Zt١ نوسان، فرایند Vt ، قیمت فرایند St آن در که
نوسان فرایند واریانس σ و میانگین به بازگشت سرعت κ مدت، بلند میانگین θ هستند. ρ

هستند.

مشخصه تابع ٣. ١. ١
ͬ شود م تعریف زیر صورت به هستون مدل مشخصه ی تابع xT = lnST دادن قرار با

ϕj(φ;xt, vt) = E[ϕj(φ;xT , vT )|Ft]

= E[eiφ lnST |(xt,vt)]

= exp[Cj(τ, φ) +Dj(τ, φ)vt + iφxt]

آن در که
Cj = riφτ +

a

σ٢
[
(bj − ρσiφ+ dj)τ − ٢ ln

(١ − gje
djτ

١ − gj

)]
(٣. ٣)

Dj =
bj − ρσiφ+ dj

giσ٢
( ١ − e−djτ

١ − e−djτ/gi

)
(۴ .٣)



٣٧ هستون مدل
و

gj =
bj − ρσiφ+ dj
bj − ρσiφ− dj

dj =
√
(ρσiφ− bj)٢ − σ٢)٢ujiφ− φ٢)

uj =


١٢ , j = ١ ;اگر
− ١٢ , j = ٢ ;اگر

bj =


κ+ λ− ρσ, اگر j = ١;
κ+ λ, اگر j = ٢;

a = κθ.

هستون ΁کوچ حقه ٣. ١. ٢
تابع است. متفاوت مشخصه تابع دو دارای هستون مدل که داد نشان البرچر، ٢٠٠٧ سال در
است. متفاوت تر کمͬ دوم حالت که درحالͬ ͬ باشد م مدل اصلͬ مشخصه تابع همان اول
بهتری رفتار دوم مشخصه تابع اما هستند هم ارز هم با تابع دو این که داد نشان او همچنین

.[۵] است مناسب تر عددی انتگرال های برای و دارد
زیر صورت به را Dj ͬ توان م (۴ .٣) معادله در exp(−djτ) در Dj مخرج و صورت ضرب با

کرد بازنویسͬ

Dj =
bj − ρσiφ+ dj

giσ٢
( ١ − e−djτ

١ − e−djτ/gi

)
=
bj − ρσiφ− dj

σ٢
( ١ − e−djτ

١ − cjedjτ

)
(۵ .٣)

که
ci =

١
gi

=
bj − ρσiφ− dj
bj − ρσiφ+ dj

,

نوشت ͬ توان م (٣. ٣) معادله در Cj تابع برای همچنین

Cj = riφτ +
a

σ٢
[
(bj − ρσiφ− dj)τ − ٢ ln

(١ − cje
−djτ

١ − cj

)]
. (۶ .٣)

دی·ری مشخصه ی تابع هستون، مشخصه ی تابع در جدید تابع دو این دادن قرار با سادگͬ به
تابع این حالت، دو بودن ی΄سان وجود با که داد نشان البرچر ͬ شود. م ایجاد مدل این برای

دارد. اجرا در کمتری عددی مش΄لات جدید



تصادفͬ تلاطم مدل های ٣٨

هستون مدل مشخصه ی تابع دو خطای مقایسه :٣. ١ ش΄ل

مضاعف هستون مدل ٣. ٢
΁ی افزودن با بازار، ضمنͬ تلاطم رویه ی دقیق تر بررسͬ هدف با ٢٠٠٩ سال در کریستوفرسن
در مدل این همچنین کرد. ارائه را مضاعف هستون مدل هستون، مدل به دی·ر تصادفͬ فرایند
ͬ دهد. م نشان بیشتری انعطاف پرت، قیمت های به نسبت استاندارد، هستون مدل با مقایسه

ͬ شود. م ش΄سته جزء دو به پایه دارایی قیمت تلاطم مدل این در [٨]
هستند. زیر ش΄ل به مضاعف هستون مدل معادلات

dSt = rStdt+
√
V١,tStdW١,t +

√
V٢,tStdW٢,t,

dV١,t = κ١(θ١ − V١,t)dt+ σ١
√
V ١, tdZ١,t,

dV٢,t = κ٢(θ٢ − V٢,t)dt+ σ٢
√
V ٢, tdZ٢,t,

هستند. برقرار زیر روابط آن ها در که
E[dW١,tdZ١,t] = ρ١dt,
E[dW٢,tdZ٢,t] = ρ٢dt,
E[dW١,tdW٢,t] = E[dZ١,tdZ٢,t] = E[dW١,tdZ٢,t] = E[dW٢,tdZ١,t] = ٠,



٣٩ نوگل و میخایلوف مدل

مشخصه تابع ٣. ٢. ١
و φ = (φ٠, φ١, φ٢) برای زیر صورت به را مدل این مشخصه ی تابع [١٠] هم΄اران و دافͬ

کرده اند معرفͬ (xT , v١,T , v٢,T )

ϕ(φ;xt, v١,T , v٢,T ) = E[exp(iφ٠xT + iφ١v١,T + iφ٢v٢,T )]
= exp[A(τ) +B٠(τ)xt +B١(tau)v١,T +B٢(τ)v٢,T ],

(٣. ٧)

آن در که

A(τ, φ) = rφiτ +

٢∑
j=١

κjθj

σ٢
j

[(κj − ρjσjφi+ dj)τ − ٢ ln

(١ − gje
djτ

١ − gj

)
],

Bj(τ, φ) =
κj − ρjσjφi+ dj

σ٢
j

( ١ − edjτ

١ − gjedjτ

)
,

و
gj =

κj − ρjσjφi+ dj
κj − ρjσjφi− dj

,

dj =
√

(κj − ρjσjφi)٢ + σ٢
j φ(φ+ i),

نوگل و میخایلوف مدل ٣. ٣
سررسیدهای در بازار ضمنͬ تلاطم مدلسازی راهبردهای از ی΄ͬ زمان، به پارامترها کردن وابسته
وابسته مدل های مدل ها، اینگونه به که است، واقعͬ بازار با مدل شدن سازگار و مدت کوتاه

ͬ گویند. م زمان به
و شده زمان به وابسته که است هستون مدل همان ͽدرواق [٢٣] نوگل و میخایلوف مدل

هستند. زیر صورت به

dSt = rStdt+
√
vtStdW١,t, (٣. ٨)

dvt = κt(θt − vt)dt+ σt
√
vtdW٢,t, (٣. ٩)

،΁ریس بدون بهره نرخ r و هستند تلاطم فرایند vt و پایه دارایی قیمت تغییر فرایند St که
تلاطم فرایند واریانس σt > ٠ ، بلندمدت میانگین θt > ٠ ، میانگین به بازگشت سرعت κt > ٠
رابطه ی یعنͬ هستند، ρt همبستگͬ ضریب با براونͬ حرکت دو W٢,t و W١,t همچنین هستند.

است برقرار زیر
EP[dW١,tdW٢,t] = ρtdt



تصادفͬ تلاطم مدل های ۴٠

مشخصه تابع ٣. ٣. ١
به ͬ باشد، م اختیار سررسید زمان TN که [٠, TN ] بازه ی مدل، این مشخصه ی تابع تعیین برای
τk = Tk−Tk−١, k = صورت به را قسمت دو هر فاصله ی است. شده تقسیم مساوی قسمت N
تبدیل هستون مدل به نوگل و میخایلوف مدل ، τk زمانͬ گام هر در ͬ دهیم. م قرار ١, . . . , N

شوند. برآورد بازه این در هستون مدل پارامترهای تمام باید و ͬ شود م
است زیر صورت به نوگل و میخایلوف مدل مشخصه ی تابع

ϕj(φ;x; v; Θk) = exp[C̃j(φ, τk; Θk) + D̃j(φ, τk; Θk)v
k٠ + iφx] (٣. ١٠)

که

C̃j(φ, τk; Θk) = (r − q)iφτk +
a

σ٢ [ϖjτk − ٢ ln(
١ − g̃je

djτk

١ − g̃j
)] + Ck−١

j , (٣. ١١)

D̃j(φ, τk; Θk) =


ζj , k = ١,
χj , k ≥ ٢,

(٣. ١٢)

آن در که

ϖj = bj − ρσiφ+ dj ,

ζj =
bj − ρσiφ+ dj

σ٢ (
١ − edjτ

١ − gjedjτ
),

χj =
(bj − ρσiφ+ dj)− (bj − ρσiφ− dj)g̃j exp(djτk)

σ١)٢ − g̃j exp(djτk))
,

و

gj =
bj − ρσiφ+ dj −Dk−١

j σ٢
bj − ρσiφ− dj −Dk−١

j σ٢ ,

dj =
√

(ρσiφ− bj)٢σ٢)٢µjiφ− φ٢),

µj =


١٢ , j = ١,
− ١٢ , j = ١,

bj =


κ+ λ− ρσ, j = ١,
κ+ λ, j = ٢,

a = κθ

هستند. هستون مدل مشخصه ی تابع اجزای از Dj و Cj توابع همچنین



۴١ پرش(بیتس) با هستون مدل

پرش(بیتس) با هستون مدل ۴ .٣
مدل به ١ پواسون توزیع تابع با ی΄سان و مستقل پرش هایی افزودن با [۶] بیتس ١٩٩۶ سال در

کرد. نزدی΁  تر پرتلاطم بازار های به و داد ارتقا را مدل این هستون،
است زیر صورت به تلاطم و قیمت فرایند برای بیتس مدل

dSt = (r − ΛµJ)Stdt+
√
vtStdW١,t + JStdÑt, (٣. ١٣)

dvt = κ(θ − vt)dt+ σv
√
vtdW٢,t, (١۴ .٣)

درصد J سالانه، پرش های تکرار Λ ،΁ریس بدون بهره ی r قیمت، فرآیند St آن در که
vt ، λ شدت درجه با پواسون فرایند Ñ پرش، فرآیند میانگین µJ شرطͬ، پرش های تصادفͬ
واریانس σ > ٠ ، بلندمدت میانگین θ > ٠ ، میانگین به بازگشت سرعت κ > ٠ تلاطم، فرآیند
زیر رابطه ی یعنͬ هستند. ρ همبستگͬ ضریب با براونͬ فرایند دو W٢,t و W١,t و تلاطم فرایند

است برقرار
EP = ρdt. (١۵ .٣)

همچنین
١ + J ∼ logN(µS , σ

٢
S), (١۶ .٣)

است. زیر صورت به µS و µJ میان رابطه ی و
µJ = exp(µS +

σ٢
S٢ )− ١, (٣. ١٧)

مشخصه تابع ١ .۴ .٣
ظاهر تفاوت پرش، بخش در فقط است، هستون مدل همانند بیتس، مدل مشخصه ی تابع

است زیر صورت به که ͬ شود م

ϕj(φ;xt, vt) = E[ϕj(φ;xT , vT )|Ft]

= E[eiφ lnST |(xt, vt)] (٣. ١٨)
= exp[Cj(τ, φ) +Dj(τ, φ)vt + P (φ)Λτ + iφxt],

آن در که
P (φ) = −µJ iφ+ [(١ + µJ)

iφeσ
٢
S(

iφ٢ )(iφ−١) − ١],
1Poisson process



تصادفͬ تلاطم مدل های ۴٢
هستند. زیر صورت به که هستند هستون مدل مشخصه ی تابع اجزای Dj و Cj توابع و

Cj = riφτ +
a

σ٢ [(bj − ρσiφ+ dj)τ − ٢ ln(
١ − gje

djτ

١ − gj
)]

Dj =
bj − ρσiφ+ dj

σ٢ (
١ − edjτ

١ − gjedjτ
)

آن  در که
gj =

bj − ρσiφ+ d

bj − ρσiφ− dj

dj =
√
(ρσiφ− bj)٢ − σ٢)٢µjiφ− φ٢)

µj =


١٢ , j = ١;
− ١٢ , j = ٢;

bj =


κ+ λ− ρσ, j = ١;
κ+ λ, j = ٢;

a = κθ



۴ فصل
بلندمدت حافظه با مدل هایی

متخصص نام به کسری براونͬ حرکت از H پارامتر بود. فراکتال هندسه بنیان گذار مندلبروت
ورودی براساس سالانه آماری بررسͬ ΁ی که شد نام گذاری هرست ادوین هارولد آب شناسͬ
[١۶] کاسوف روبرت ١٩۶٧ سال در . آن) سری حافظه (بررسͬ داد انجام نیل رود خروجͬ و
ارزش گذاری تجربی فرمول ΁ی به سهام خرید اختیار واقعͬ های قیمت به منحنͬ برازش با
ارائه نس ون و مندلبروت توسط کسری براونͬ حرکت فرآیند خواص از بعضͬ یابد. مͬ دست
احتمالͬ مقادیر توزیع انتظار مورد ارزش تنزیل که برد پی واقعیت این به ساموئلسون، گردید.
بود کسͬ اولین مندلبروت، .[١۶] نیست درستͬ رویه آن اعمال هنگام به سهام خرید اختیار
شولز، مایرون ،΁بل فیشر . کرد مطرح دارایی ها بازده در را مدت بلند حافظه وجود ایده که
تغییر را مالͬ دنیای اختیار، قیمت گذاری برای بل΁‐شولز مدل دادن ارائه با مرتون رابرت
و کارسلا توسط کسری انتگرال های و مشتق شامل سیستم های یا کسری محاسبات دادند.
آماره از استفاده با فیلیتز و گرین گرفت، قرار مطالعه مورد ١٩٧۴ سال در اسپانیر هامند اولد
بر مبنͬ قوی شواهدی و کردند مطالعه را نیویورک بورس شاخص روزانه بازده ،΁کلاسی R

S

اختیار قیمت تحدب فرضیه هم΄اران، و هوگارد . [١٣] یافتند آن در مدت بلند حافظه وجود
معادله تعمیم طریق از را خطͬ غیر بل΁‐شولز معادله ΁ی و نمودند ارائه را آمده بدست
از ملاحظه ای قابل تعداد .[١۵] کرده اند استنتاج معامله هزینه های تلفیق برای بل΁‐شولز
است. شده ارائه ΁سالوپ و شیریاو راجرز، توسط FBM مدل های برای آربیتراژی استراتژی
تعمیم مدل ΁ی عنوان به کسری بل΁‐شولز مدل مالͬ، بازار برای فراکتالͬ ساختار کشف با

۴٣



بلندمدت حافظه با مدل هایی ۴۴
هزینه های گرفتن نظر در با داد نشان گواسونͬ شد. ارائه ΁کلاسی شولز ‐΁بل مدل یافته

.[١۴] ͬ یابد م کاهش کسری شولز ‐΁بل مدل در آربیتراژی فرصت های متناسب معامله

هرست توان ١ .۴
تصادفͬ، سری ΁ی از غیر تصادفͬ زمانͬ سری ΁ی تشخیص برای مناسب ابزاری هرست توان
های پدیده به تدریج به هرست آزمون و مطالعه روش است. آن توزیع نوع گرفتن درنظر بدون
منظمͬ ال·وی ΁ی از است مم΄ن ولͬ رسند، مͬ نظر به تصادفͬ ظاهر در که نیز، دی·ری
تعریف را زیر رابطه آمار، در نصف قاعده از استفاده با هرست شد. داده تعمیم باشند، برخوردار

کرد
(
R

S
)n = a · nH (١ .۴)

تعداد n ثابت، عدد a زمانͬ، سری معیار انحراف S شده، مقیاس تجدید دامنه R آن در که
نوشت. زیر صورت به توان مͬ را بالا .فرمول است هرست توان H و مشاهدات

log(
R

S
)n = log a+H log n (٢ .۴)

منحنͬ شیب محاسبه ΁کم به و دهد مͬ نشان را پیاپی پیشامد دو همانندی هرست توان
آمده بدست مقدار آید. مͬ بدست n تغییرات حوزة در رگرسیون روش از استفاده با و log R

S
logn

رگرسیون، ΁ی انجام با ͬ توان م عمل، در است. ال·و متناوب گردش دوره میانگین نمایانگر
بر دلالت باشد ٠،۵ برابر توان مقدار اگر هرست نتایج طبق کرد، برآورد Hرا هرست توان ضریب
نوسانات و ناهمواری میزان زمانͬ سری های فراکتالͬ بعد همچنین دارد. مستقل فرآیند ΁ی
بنابراین است، ٢ برابر صفحه ΁ی برای و ١ برابر خط ΁ی فراکتالͬ بعد .[٢٠] ͬ دهد م نشان را آن
سری ΁ی هرست توان و فراکتالͬ بعد رابطه دارد. قرار ٢ و ١ بین زمانͬ سری ΁ی فراکتالͬ بعد

آید. مͬ بدست رابطه از زمانͬ
D = ٢ −H

بر دلالت گیرد، قرار ١ و ٠،۵ بین هرست توان اگر است. هرست توان H و فراکتال بعد D
مقدار ΁ی با برابر هرست توان اگر، نهایت در و دارد مدت بلند حافظه با پایدار زمانͬ سری ΁ی

دارد فرایند ناپایداری بر دلالت شد، کمتر ولͬ مثبت
کرد. استفاده نیز زیر رابطه از ͬ توان م هرست توان محاسبه برای

هرست توان = قیمت تغییرات دامنه ل·اریتم
ماهیانه قیمت های معیار انحراف (٣ .۴)

کسری براونͬ حرکت ٢ .۴
.[١٨] شد معرفͬ ١٩۴٠ سال در کلموگروف توسط بار اولین کسری براونͬ حرکت



۴۵ کسری براونͬ حرکت
براونͬ حرکت ، H ∈ (٠, ١) هرست توان با (BH

t )(t≥٠) گاوسͬ تصادفͬ فرآیند ΁ی .٢. ١ .۴ تعریف
اگر: ͬ شود م نامیده کسری

BH٠ = ٠ و پیوسته BH مسیرهای .١
t ≥ ٠ هر برای V ar[BH

t ] = t٢H و E[BH
t ] = ٠ .٢

هستند مانا BH نموهای .٣
است برقرار زیر کوواریانس تابع در BH فرایند .۴

pt,s := E[BH
t B

H
S ] =

١
٢(|t|٢H + |s|٢H − |t− s|٢H) (۴ .۴)

تقسیم (H = ١٢) استاندارد براونͬ فرآیند از جدا دسته دو به ͬ توان م را FBM فرآیند های
طولانͬ وابسته رفتار BH فرآیند که دارند مثبت همبستگͬ FBM نمو های H ∈ ( ١٢ , ١) اگر کرد.
برای و دارند منفͬ همبستگͬ BH نمو های با H ∈ (٠, ١٢) وقتͬ دارد. بلند مدت حافظه ی با
را زیر تصادفͬ انتگرال ون نس و مدنلبروت . است استفاده قابل بی دوام و متناوب های مدل

.[٢١] کردند ارائه FBM برای
BH

t =
١

Γ(H + ١٢)

(∫ t

٠ (t− s)H− ١٢dBs +

∫ ٠
−∞

[(t− s)H− ١٢ − (−s)H− ١٢ ]dBs

)
, t ≥ ٠

دوم بخش و است حال اتفاقات مدل سازی اول بخش است. استاندارد براونͬ حرکت B که
ͬ باشد. م گذشته تلاطم میانگین به مربوط

کسری براونͬ حرکت شبیه سازی :١ .۴ ش΄ل

است. برقرار زیر شرایط در BH کسری براونͬ حرکت .٢. ١ .۴ قضیه
است. خودمتشابه BH فرایند .١

مشتق پذیرند همه جا تقریبا BH مسیرهای .٢
شود رجوع [٢١] به اثبات برای برهان.



بلندمدت حافظه با مدل هایی ۴۶

کسری مربعͬ ریشه فرایند ٣ .۴
استاندارد براونͬ حرکت B(t) و σ > ٠ ، κ > ٠ که باشد مربعͬ ریشه Ŷ (t) فرایند کنید فرض
و لمبرتون محدودیت، این تحت ͬ شود. م اعمال نیز κθ ≥ σ٢

٢ محدودیت همچنین ͬ باشد. م
است. مثبت همه جا تقریبا متناهͬ زمانͬ بازه ی هر در Ŷ (t) که دادند نشان [١٩] لاپیر

ͬ شود م تعریف زیر صورت به Y (t) ، Ŷ (t) از استفاده با

Y (t) = Ŷ (t)− θ.

ͬ شود. م حاصل زیر ش΄ل به Y (t) فرایند

dY (t) = −κY (t)dt+ σ
√
θ + Y (t)dB(t). (۵ .۴)

زیر صورت به که ͬ شود م نامیده کسری مربعͬ ریشه فرایند ΁ی X(t) فرایند صورت این در
ͬ شود م تعریف

X(t) = θ + Y (d)(t), (۶ .۴)

یعنͬ است ریمان‐لیوویل دستور با Y (t) ‐کسری d انتگرال Y (d)(t) و − ١٢ < d < ١٢ که

Y (d)(t) = (Id٠+Y )(t) =

∫ t

٠
(t− s)d−١

Γ(d)
Y (s)ds. (٧ .۴)

ͬ باشد. م مربعͬ ریشه فرایند X(T ) = Y (d)(t) که است مشخص d = ٠ اگر که شود توجه



۴٧ کسری بل΁‐شولز مدل

θ = ٠٫٠٨ و σ = ٠٫٢ ،κ = ٢ با کسری مربعͬ ریشه فرایند شبیه سازی :٢ .۴ ش΄ل

کنید فرض
X̃(t) = θ + Ỹ (d)(t),

یعنͬ باشد ریمان‐لیوویل دستور با Y (t) d‐کسری انتگرال Ỹ (d)(t) و − ١٢ < d < ١٢ که
Ỹ (d)(t) = (Id٠+Y )(t) =

∫ t

−∞

(t− s)d−١
Γ(d)

Y (s)ds. (٨ .۴)
.[٩] کرده اند اثبات فرایند این برای را زیر قضیه رنالت و کوتین کومته،

داد نشان ͬ توان م ٠ < d < ١٢ برای .٣. ١ .۴ قضیه
Var(X̃)(t) =

θσ٢
κ٢d+١

Γ(١ − ٢d)Γ(٢d)
Γ(١ − d)Γ(d)

.

کسری بل΁‐شولز مدل ۴ .۴
محوری و اساسͬ نقش معامله اختیار ΁ریس پوشش در قیمت گذاری نحوه در شولز ΁بل مدل
قیمت نوسانات که است این بررسͬ شولز ΁بل مدل اساس است. داشته مالͬ مهندسͬ در
که است این مدل این در اساسͬ فرض کرد. خواهد حرکت چ·ونه آتͬ زمان های طول در سهام
کوتاه زمانͬ دوره ΁ی در سهام قیمت تغییرات و ͬ کند م پیروی تصادفͬ گشت از سهام قیمت



بلندمدت حافظه با مدل هایی ۴٨
ارزش شولز، ΁بل اختیار قیمت گذاری مدل تحت ͬ باشد. م نرمال لاگ توزیع دارای مدت
مͬ فراموش را خود گذشته و است حافظه فاقد براونͬ حرکت است. براونͬ حرکت تابع اختیار
شواهد اما دارد. مطابقت آل ایده مالͬ بازارهای رفتار با شولز ‐΁بل مدل دلیل همین به کند.
جرکت تغییر با اما است. نرمال توزیع از بازار پیروی عدم از حاکͬ آماری ͬ های بررس و تجربی
حافظه ایجاد سبب ͬ توان م ،H ضریب با کسری براونͬ حرکت به بل΁‐شولز مدل در براونͬ
صورت به کسری بل΁‐شولز مدل است. سازگارتر بازار واقعیت با که شد مدل در بلندمدت

است . زیر
dSt = rStdt+ σStdB

H
t , (٩ .۴)

است. کسری براونͬ فرایند BH
t که

کسری بل΁‐شولز مدل تحت توان معامله اختیار قیمت گذاری ١ .۴ .۴
ͬ دهد. م نشان را کسری بل΁‐شولز مدل تحت توان اختیار قیمت گذاری زیر رابطه ی
Cm(t,K) = Sm

t e
(m−١)(r+ ١٢mσ٢)τN(g١(St, τ))−Ke−rτN(g٢(St, τ)), (١٠ .۴)

و τ = T − t که
g١(x, τ) =

ln(x/K
١
m ) + (r + (m− ١٢)σ̂٢)τ

σ̂
√
τ

,

g٢(x, τ) = g١(x, τ)−mσ̂
√
τ ,

همچنین
σ̂ = σ٢(∆t)٢H−١.

کسری هستون مدل ۵ .۴
ب·یرید نظر در را زیر تصادفͬ دیفرانسیل معادلات

dSt = µStdt+
√
VtStdB

١,H
t , t ∈ [٠,∞), (١١ .۴)

dVt = κ(θ − Vt)dt+ σ
√
VtdB

٢,H
t , t ∈ [٠,∞), (١٢ .۴)

σ ، θ ، κ مقادیر و H ∈ ( ١٢ , ١) هرست پارامتر با بعدی دو FBM فرآیند دو (B١,H , B٢,H) که
همچون مفروضات، این با باشند. مفروض V٠ > ٠ و S٠ > ٠ مقادیر هستند.همچنین مثبت

که است موجود چنان ρ ≥ ٠ مقدار ،΁کلاسی هستون مدل
(١٣ .۴)

cov(B١,H
t+dt−B

١,H
t , B٢,H

t+dt−B
٢,H
t ) := E(B١,H

t+dt−B
١,H
t )(B٢,H

t+dt−B
٢,H
t ) = ρ(dt)٢H . t,dt ≥ ٠



۴٩ کسری هستون مدل
مقدار ͬ دهد م نشان مطلب این

است زمانͬ گام هر در B٢,H و B١,H نموهای بین همبستگͬ مقدار
هستند. ی΄تا جواب دارای ١٢ .۴ و ١١ .۴ دبفرانسیل معادلات .١ .۵ .۴ قضیه

شود مراجعه [٢٢] به برهان.

مشخصه تابع ١ .۵ .۴
ͬ باشد. م زیر صورت به Q اندازه احتمال تحت X(t+ τ) فرض با مدل این f(ϕ) مشخصه ی تابع

f(ϕ) = exp[iϕτr − ١
٢ iϕρ٢σ٢θτ − ١

٢ϕ(i+ ϕ)θτ

− ١
٢ϕ(i+ ϕ)

١
Γ(d+ ١)

∫ t

٠ ((t+ τ − s)d − (t− s)d)σ٢
c (s)ds (١۴ .۴)

−A(τ)− (iϕρ+B(τ))σ٢
c (t) + iϕX(t)],

شرایط با زیر عادی دیفرانسیل معادلات دستگاه عددی حل با B(τ) و A(τ) توابع آن در که
ͬ آیند م دست به B(٠) = −iϕρ و A(٠) = ٠ مرزی

Ȧ(τ) = − ١٢σ٢θB(τ), (١۵ .۴)
Ḃ = −κB(τ)− ١٢σ٢B٢(τ) + ١٢ iϕρ٢σ٢ + ١٢ϕ(i+ ϕ) ١

Γ(d+١)τ٢ − iϕρκ, (١۶ .۴)
که

σc(t) = V (t)− θ. (١٧ .۴)





۵ فصل
بازار کل شاخص روی عددی مقایسه

تهران بورس

کرد. اجرا بورس بازار کل شاخص روی را معامله اختیار قراردادهای ͬ توان م کشورها، بعضͬ در
مدنظر پایه دارایی قیمت عنوان به شاخص، مقدار و پایه دارایی نقش بازار، کل شاخص ͽدرواق
سبد در را بازار تمام از اختیاری مستقیم، غیر طور به اختیار، این دارنده ی ͬ شود. م گرفته

دارد. خود
شاخص مقدار (که ١٣٩٧ سال انتهای در سرمایه گذاری که است این بر فرض رساله، این در
که را اول نوع توان معامله ی اختیار دارد قصد و دارد است)قرار ١٧٨۶۵٩٫١ برابر زمان این در کل
واقعͬ (مقدار ماهه سه سررسید و تهران بهادار اوراق بورس بازار کل شاخص آن پایه ی دارایی
اطلاعات همچنین کند. قیمت گذاری برابر٢٣٧١۴٨٫٢است) دوره این انتهای در کل شاخص

دارد. اختیار در ( ١٣٩٧ سال انتهای تا ١٣٨٨ سال ابتدای (از را بورس کل شاخص سال ١٠
مدل چند تحت (m=٢) دو توان با توان اختیار قیمت گذاری گفته شده، موقعیت توجه با
فضای ایجاد ͽمان که مدل ترین مناسب بازار، واقعͬ شرایط با مقایسه با و ͬ گیرد م صورت

ͬ گردد. م مشخص ͬ شود، م آربیتراژی
سود محاسبه برای باشد، بیشتر توافقͬ قیمت از سررسید در واقعͬ قیمت که صورتͬ در
ͬ شوند. م کم سررسید در واقعͬ قیمت از اختیار، اتͬ قیمت و توافقͬ قیمت مقدار خرید، اختیار
اگر نیز فروش اختیار در ͬ شود. م محسوب اختیار دارنده زیان اختیار، قیمت صورت این غیر در

۵١



تهران بورس بازار کل شاخص روی عددی مقایسه ۵٢
توافقͬ قیمت مقدار با است برابر سود باشد، بیشتر توافقͬ قیمت از سررسید در واقعͬ قیمت
زیان اختیار، قیمت صورت این غیر در سررسید. در واقعͬ قیمت و اختیار اتͬ قیمت مهنای

ͬ شود.(٢. ٣) م محسوب اختیار دارنده
مورد بازه ی در را تهران بهادار اوراق بورس شاخص کل مقدار تغییرات روند ١ .۵ ش΄ل در

ͬ کنید. م مشاهده نظر

١٣٩٧/١٢/٢٩ تا ١٣٨٨/١/١ از تهران بهادار اوراق بورس بازار کل شاخص :١ .۵ ش΄ل

. شده است استفاده زیر رابطه ی از انتظار) مورد ریس΁(بازده بدون بهره محاسبه ی برای

΁ریس بدون بهره نرخ = ln

( دارایی حال ارزش
دارایی گذشته روز ارزش

)

سادگͬ برای همچنین است. شده برآورد ٠٫٠٣ بررسͬ مورد دوره در (r) انتظار مورد بازده
برابر پایه دارایی اولیه قیمت بنابراین شده اند. تقسیم ١٠٠٠٠ بر شاخص مقادیر محاسبات،
گرفته قرار K = ١٨٫٧٧۶١ اختیار نوع این برای توافقͬ قیمت همچنین است. S = ١٧٫٨۶۵٩١

ͬ باشد. م ST = ٢٣٫٧١۴٨٢ برابر ١٣٩٨ تیر ماه انتهای در واقعͬ قیمت طرفͬ از است.
رابطه ی از استفاده با شولز ΁بل مدل تحت نظر مورد اختیار قیمت گذاری ٢ .۵ ش΄ل در

هستند متغیر K ∈ [٢٠,٢۵] و T ∈ [٠, ١] ش΄ل این در ͬ شود. م مشاهده  (٢. ٨)



۵٣

شاخص روی بل΁‐شولز مدل تحت توان معامله اختیار قیمت تغییرات :٢ .۵ ش΄ل
بازار کل

مدل پارامترهای تخمین به نیاز آن، انواع و هستون مدل تحت اختیار قیمت گذاری برای
آ پیوست از استفاده با شدند. تقسیم ماهه سه بازه های به نظر مورد زمانͬ دوره کل است.

ͬ باشد. م زیر صورت به هستون مدل پارامترهای تخمین نتایج

κ = ١٨٫١١٨٧, σ = ۶٫٨١۴١, θ = ١٫٧٩۴۴, ρ = ٠٫٧١۶١١.

با هستون مدل تحت گفته شده شرایط با توان معامله اختیار قیمت تغییرات ٣ .۵ ش΄ل در
ͬ شود م دیده ش΄ل در که همانطور ͬ شود. م مشاهده سررسید، تاریخ و توافقͬ قیمت تغییر
نوسان و افت دچار ماه شش از بیشتر سررسید با اختیارهایی قیمت گذاری در هستون مدل که

است. شده



تهران بورس بازار کل شاخص روی عددی مقایسه ۵۴

کل شاخص روی هستون مدل تحت توان معامله اختیار قیمت تغییرات :٣ .۵ ش΄ل
بازار

مضاعف هستون مدل پارامترهای دارد. پارامترها تخمین به نیاز نیز مضاعف هستون مدل
شده اند. برآورد زیر صورت به نیز

κ١ = ۶٫٧٩۶٩, σ١ = ٣٫۴٠٩۴, θ١ = ١٫٢٩٠٩, ρ١ = ٠٫١٨٢۴
κ٢ = ١۴٫١٧٢۵, σ٢ = ۵٫٣۶٩٩, θ٢ = ٢٫٣١١٧, ρ٢ = −٠٫٠٠۴٣.

هستون مدل تحت نظر مورد شرایط با توان معامله اختیار قیمت تغییرات نیز ۴ .۵ ش΄ل در
نوسانات هستون مدل به نسبت مدل این که ͬ شود م مشاهده است. شده مشخص مضاعف

دارد. قیمت گذاری در کمتری



۵۵

روی مضاعف هستون مدل تحت توان معامله اختیار قیمت تغییرات :۴ .۵ ش΄ل
بازار کل شاخص

برآورد H = ٠٫۴۴ برابر نظر مورد زمانͬ بازه  در هرست توان اندازه (٣ .۴) رابطه از استفاده با
اختیار قیمت گذاری ۵ .۵ ش΄ل در دارد. بلندمدت حافظه وجود عدم و ناپایداری از نشان که شد
نمایش (١٠ .۴) رابطه از استفاده با کسری، بل΁‐شولز مدل تحت شده گفته شرایط با توان

است. شده داده



تهران بورس بازار کل شاخص روی عددی مقایسه ۵۶

روی کسری بل΁‐شولز مدل تحت توان معامله اختیار قیمت تغییرات :۵ .۵ ش΄ل
بازار کل شاخص

شده است. مشخص شده، گفته شرایط با توان خرید اختیار قیمت گذاری نتایج ١ .۵ جدول در
زیان و سود شده فرض کمتر (٢٣٫٧١۴٨٢) واقعͬ قیمت از (١٨٫٧٧۶١) توافقͬ قیمت چون
حاصل واقعͬ قیمت از اختیار آتͬ ارزش و توافقͬ قیمت مقدار کردن کسر از خرید اختیار
صورت بل΁‐شولز مدل اساس بر قیمت گذاری اگر ͬ شود، م مشاهده که همانگونه ͬ شود. م
وجود اربیتراژی سود ͽدرواق و بالاست اختیار قیمت به نسبت اختیار، دارنده عایدی گیرد،
‐΁بل مدل و است شده براورد ٠٫۵ از کمتر هرست توان مقدار شد گفته که همانطور دارد.
و مضاعف هستون مدل های دربردارد. بالا نسبتا عایدی اختیار دارنده برای نیز کسری شولز
سود میان، این در اما ͬ دهند. م اختیار دارنده ی به متناسبی و منطقͬ سود نوگل و میخایلوف
به آربیتراژی، سود حذف با هستون، مدل ͽدرواق شده است. منفͬ هستون، مدل از حاصل

است. نزدی΁ تر ایران بازار



۵٧

توان خرید اختیار قیمت گذاری نتایج :١ .۵ جدول
اختیار زیان یا سود اختیار آتͬ ارزش خرید اختیار قیمت مدل

٢٫٩٨۵۶ ١٫٩۵٣٠ ١٫٨٩۵٣ بل΁‐شولز
−٠٫٠٢٧٠۴ ۴٫٩۶۵٧ ۴٫٨١٩ هستون

٠٫۴٧١٨ ۴٫۴۶۶٩ ۴٫٣٣۴٩ نوگل و میخایلوف
١٫٢٠١٨ ٣٫٧٣۶٨ ٣٫۶٢۶۴ مضاعف هستون
٢٫٨٧٣۴ ٢٫٠۶۵٢ ٢٫٠٠۴٢ کسری بل΁‐شولز

مدل، چند تحت شده گفته حالت در فروش اختیار قیمت گذاری نتایج ٢ .۵ جدول در
توافقͬ قیمت از سررسید زمان در دارایی ارزش چون نظر مورد شرایط در ͬ شود. م مشاهده
فروشنده سود و اختیار دارنده زیان اختیار آتͬ ارزش تمام و ͬ شود نم اعمال اختیار است بیشتر
کسب بیشتری سود و بفروشد بالاتری قیمت با را دارایی ͬ تواند م اختیار دارنده است. اختیار
فرصت ایجاد ͽمان و ͬ کند م کم اختیار دارنده سود از اختیار قیمت بالابودن ͽدرواق کند.
تحت اختیار قیمت گذاری از ناشͬ زیان که است مشخص جدول به توجه با ͬ شود. م آربیتراژ
از ͬ کاهد. م اختیار دارنده سود از زیان این و است بیشتر نوگل و میخایلوف و هستون مدل
ایجاد با دی·ر بیانͬ به است. بیشتر مدل دو این در فروش اختیار فروشنده ی عایدی طرفͬ

است. شده جلوگیری سودجویی فرصت ایجاد از اختیار فروشنده و دارنده عایدی بین تعادل

توان فروش اختیار قیمت گذاری نتایج :٢ .۵ جدول
اختیار زیان یا سود اختیار آتͬ ارزش فروش اختیار قیمت مدل

−٠٫١۵۴۵ ٠٫١۵۴۵ ٠٫١۵ بل΁‐شولز
−٢٫١١٢۴ ٢٫١١٢۴ ٢٫٠۵ هستون
−٢٫۴١۴۴ ٢٫۴١۴۴ ٢٫٣۴٣١ نوگل و میخایلوف
−١٫٣٠۵٧٩ ١٫٣٠۵٧٩ ١٫٢۶٧٢ مضاعف هستون
−٠٫١٨۵٧ ٠٫١٨۵٧ ٠٫١٨٠٣ کسری بل΁‐شولز
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آ پیوست
هستون مدل پارامترهای  تخمین

هستند زیر صورت به هستون پارامتر های شروط آ. ٠. ١. ملاحظه
است. مثبت همیشه ͬ شود، م داده نمایش V٠ با که Vt اولیه مقدار .١

مقادیر هم·ͬ θ واریانس نوسانات و σ مدت بلند میانگین ، κ میانگین به بازگشت نرخ .٢
هستند. مثبت

[٢۵] ͬ شود. م شناخته (feller) فلر شرط عنوان به که ٢κθ = σ٢ .٣
است. زیر صورت به σ و θ ،κ های پارامتر برای MLE براورد آ. ٠. ١. قضیه
κ̂ = ٢

δ

(١ + P̂ δ٢ ١
n

∑n
k=١ ١

Vk−١ −
١
n

∑n
k=١

√
Vk

Vk−١
)
, (آ. ١)

σ̂ =

√
۴
δ

١
n

∑n
k=١

[√
Vk −

√
Vk−١ − δ٢√Vk−١

(P̂ − κ̂Vk−١)
]٢
, (آ. ٢)

θ̂ =
P̂+ ١۴ σ̂٢

κ̂ , (آ. ٣)
همچنین ͬ باشد. م ΁کوچ و دلخواه مثبت، مقداری δ و n = T

δ که

P̂ =

١
n

∑n
k=١

√
Vk−١Vk − ١

n٢
∑n

k=١
√

Vk
Vk−١

∑n
k=١ Vk−١

δ٢ − δ٢ ١
n٢
∑n

k=١ ١
Vk−١

∑n
k=١ Vk−١

(آ. ۴)



هستون مدل پارامترهای ۶۴ تخمین
ͬ شود. م براورد زیر رابطه ی از استفاده با ρ همبستگͬ ضریب و

ρ̂ =
١
nδ

n∑
u=٢

∆W١u∆W٢u
(آ. ۵)

که
∆W١u =

lnSu − lnSu−١ − (r − ١٢Vu−١)δ√
Vu−١

(آ. ۶)
∆W٢u

=
Vu − Vu−١ − κ(θ − Vu−١)δ

σ
√
Vu−١

(آ. ٧)
i = ١,٢ ،∆Wiu =Wiu −Wiu−١ و



Abstract In this thesis some stochastic volatility models have been investigated. Then Power

option pricing under these models has been driven on Tehran stock exchange index as underlying

asset. In the sequel, with comparison between considered models, the arbitrary opportunity exis-

tence has been investigated. So in this study, Tehran stock exchange information for ten years has

been restored and divided to periods of three months.

Keywords: Stochastic volatility models, Long memory models, Power option
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