




ریاضͬ علوم دانش΄ده

بهینه سازی و کنترل ‐ عملیات در تحقیق دکتری رساله

بهینه کنترل مسائل از رده ای هوشحل در روشͬ بر مبتنͬ مصنوعͬکسری
صاحبی قاسمͬ صفیه نگارنده:

راهنما استاد
ناظمͬ علیرضا دکتر

١٣٩٧ بهمن
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ଘم৤قدৎ
ଏଷభଡچࢉوหودরه૛঩وड़ૼنآଘଡاಋॿعا଒،درم৮،࣓مজد৯هز૛ുمࢂচوॣف৘

ز৯دਛی،اീীتادਛیرا৶ଘ඼ඹূما৤م.
ر৅ج ماభم،భیایਟیඟ໊انतداکاریو࠙࡭ق଒وओودمୀاীشૡঙه

.඼ෙय़ ا॥تووओودشୀا৤مૡঙه

ز



وقدردانͬ تش΄ر

و داشت ارزانیم را دانش و علم فرصت که را بی همتا پرودگار بی پایان، سپاس
با جزء زندگͬ دشوار راه پیمودن که براستͬ نمود. یاری زندگیم مراحل تمام در
ناظمͬ علیرضا دکتر جناب گرامͬ استاد از نیست. مم΄ن او لایزال قدرت به اتکا
قدردان بسیار و ͬ کنم م سپاس گزاری فراوان لطف های و بی دریغ زحمات خاطر به
را پایان نامه این مطالعه زحمت قبول که ارجمند داور اساتید از هستم. ایشان زحمات
را خانواده ام اعضای تک تک دستان ͬ فشارم م آخر دارم.در را امتنان کمال پذیرفته اند

بوده اند. یاری گر مسیر این در مرا که عزیزانͬ تمام از دارم فراوان تش΄ر و

صاحبی قاسمͬ صفیه
١٣٩٧ بهمن

ح



نامه تعهد
ریاضͬ علوم کاربردی ریاضͬ رشته دکتری دانشجوی صاحبی قاسمͬ صفیه اینجانب
کسری بهینه کنترل مسائل از رده ای حل عنوان با پایان نامه نویسنده شاهرود، دانش·اه

ͬ شوم: م متعهد ناظمͬ علیرضا راهنمایی تحت ، مصنوعͬ هوش در روشͬ بر مبتنͬ
برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط پایان نامه این در تحقیقات •

است.
شده استناد استفاده مورد ͽمرج به پژوهش گران، دی·ر پژوهش های نتایج از استفاده در •

است.
مدرک نوع هیچ دریافت برای دی·ری فرد یا خود، توسط کنون تا پایان نامه، این مطالب •

است. نشده ارایه هیچ جا در امتیازی یا
نام با مستخرج مقالات و دارد، تعلق شاهرود صنعتͬ دانش·اه به اثر، این معنوی حقوق •
خواهد چاپ به “ Shahrood University of Technology “ یا “ شاهرود صنعتͬ دانش·اه “

رسید.
بوده اند، تاثیرگذار پایان نامه اصلͬ نتایج آوردن به دست در که افرادی تمام معنوی حقوق •

ͬ گردد. م رعایت پایان نامه از مستخرج مقالات در
آنها) بافت های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •

است. شده رعایت اخلاقͬ اصول و ضوابط است، شده استفاده
افراد شخصͬ اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •
شده رعایت انسانͬ اخلاق اصول و رازداری اصل است)، شده استفاده (یا یافته دسترسͬ

است.
صاحبی قاسمͬ صفیه
١٣٩٧ بهمن

نشر حق و نتایج مال΄یت
برنامه های کتاب، مستخرج، ( مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
شاهرود صنعتͬ دانش·اه به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم افزارها رایانه ای،

شود. ذکر مربوطه علمͬ تولیدات در مقتضͬ، نحو به باید مطلب این ͬ باشد. م
ͬ باشد. نم مجاز منبع ذکر بدون پایان نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده •

ط





چ΄یده
آن ها کننده همراه دینامی΄ͬ دستگاههای که هستند مسائلͬ کسری بهینه کنترل مسائل
مدل های انتگرال ها و مشتقات این که هستند کسری مرتبه انتگرال های و مشتقات دارای
حل ضرورت به توجه با پس ͬ کنند. م فراهم طبیعت در موجود سیستم های برای دقیق تری
و فعال بسیار زمینه های از ی΄ͬ که عصبی شب΄ه مدل های بالای قابلیت و مسائل نوع این
کسری بهینه کنترل مسائل از رده ای رساله این در هستند، مصنوعͬ هوش حوزه در پرکاربرد
از مسائل این حل برای ͬ دهیم. م قرار مطالعه مورد را نامساوی و مساوی محدودیت های با
بر عصبی شب΄ه گرانوالد‐لتنی΄ف، تقریب و پرسپترون عصبی شب΄ه پایه بر عددی روش های
بر عصبی شب΄ه همچنین و کسری توانͬ سری پایه بر عصبی شب΄ه میتاگ‐لفلر، تابع پایه
کسری بهینه کنترل مسائل از برخͬ طرفͬ از ͬ کنیم. م استفاده لژاندر چندجمله ای های پایه
مسائل نوع این حل به رساله این در که هستند زمان به وابسته کسری مرتبه مشتق های شامل

ͬ پردازیم. م نیز

بهینگͬ، شرایط متغیر، و ثابت مرتبه مشتق با کسری بهینه کنترل مسئله کلیدی: کلمات
هم·رایی. و پایداری نامقید، بهینه سازی مصنوعͬ، عصبی شب΄ه

ک





پایان نامه از مستخرج مقالات لیست
1- Safiye Ghasemi, Alireza Nazemi, Soleiman Hosseinpour (2017), Nonlinear fractional

optimal control problems with neural network and dynamic optimization schemes, Non-

linear Dyn, DOI 10.1007/s11071-017-3616.

2-Safiye Ghasemi, Alireza Nazemi (2018), ”A Neural Network Method Based on Mittag-

Leffler Function for Solving a Class of Fractional Optimal Control Problems”, Journal of

Modeling and Simulation, DOI 10.22060/miscj.2018.14448.5106.

3- Safiye Ghasemi, Alireza Nazemi, A fractional power series neural network-based

method for solving a class of fractional optimal control problems with equality and in-

equality constraints, submitted.

4- Safiye Ghasemi, Alireza Nazemi and Raziye Tajik, On fractional optimal control

problems with an application in fractional chaotic systems, submitted.

Conference articles

1-Safiye Ghasemi, Alireza Nazemi (2017), Fractional Optimal Control Problems with

a Feed Forword Model, The 10th International Conference of Iranian Operations Research

Society, Bobolsar-Iran.

2-Safiye Ghasemi, Alireza Nazemi (2017), A method of artificial intelligence for solving

fractional optimal control problems with equality and inequality constraints, 48th Annual

Iranian Mathematics Confernce, Bu-Alisina University, Hamedan, Iran.

3-Safiye Ghasemi, Alireza Nazemi and Soleiman Hosseinpour (2018), A New Direct

Method Based on the Legendre Neural Network for Fractional Optimal Control Problem,

The 2th National Seminar on Control and Optimization, Shahrood, Iran.

م





مطالب فهرست
ق تصاویر فهرست

ث جداول فهرست

١ کسری مرتبه چندجمله ای های معرفͬ و کسری حسابان از پیش نیازها ١
١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کسری حسابان از تاریخچه ای ١ . ١
٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . متغیر مرتبه کسری حسابان ١ . ٢
۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کسری حسابان در پرکاربرد توابع ١ . ٣
۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کسری انتگرال و مشتق انواع ۴ . ١
۵ . . . . . . . . . . . . . . . ریمن‐لیوویل مشتق و انتگرال ١ . ۴ . ١
۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . لیوویل مشتق و انتگرال ٢ . ۴ . ١
٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کاپاتو کسری مشتق ٣ . ۴ . ١
٧ . . . . . جوماری یا اصلاح شده ریمن‐لیوویل انتگرال و مشتق ۴ . ۴ . ١
٨ . . . . . . . . . . . گرانوالد‐لتنی΄ف کسری انتگرال و مشتق ۵ . ۴ . ١
٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . همدیس پذیر کسری مشتق ۶ . ۴ . ١
١٠ . . . . . . . . . . . . . . . کاپاتو‐فابریسیو انتگرال و مشتق ٧ . ۴ . ١
١٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کسری مشتقات و انتگرال خواص ۵ . ١
١٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . کاپاتو کسری مشتق خواص ١ . ۵ . ١
١٣ . . . . . . . . . . . . . . . همدیس پذیر کسری مشتق خواص ٢ . ۵ . ١
١۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . متغیر مرتبه کسری مشتق های ۶ . ١
١۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کسری مرتبه چندجمله ای های ١ . ٧
١۵ . . . . . . . . . . . . . کسری مرتبه لاگرانژ چندجمله ای های ١ . ٧ . ١
١۶ . . . . . . . . . . . . . . کسری مرتبه لژاندر چندجمله ای های ١ . ٧ . ٢
١٧ . . . . . . . . . . . . کسری مرتبه چبیشف چندجمله ای های ١ . ٧ . ٣
١٨ . . . . . . . . . . . . . . . مونتس‐لژاندر چندجمله ای های ۴ . ١ . ٧

س



مطالب فهرست ع
٢١ دینامی΄ͬ سیستم های معرفͬ و عصبی شب΄ه از پیش نیازها ٢
٢١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . عصبی شب΄ه از پیش نیازها ٢ . ١
٢٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . بیولوژی΄ͬ عصبی شب΄ه های ٢ . ١ . ١
٢٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . مصنوعͬ عصبی شب΄ه های ٢ . ١ . ٢
٢٧ . . . . . . . . . . . . . عصبی شب΄ه های برای یادگیری انواع ٢ . ١ . ٣
٢٨ . . . . . . . . . . . . . . . . مصنوعͬ عصبی شب΄ه های انواع ۴ . ٢ . ١
٣١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دینامی΄ͬ سیستم های ٢ . ٢

٣٧ بهینگͬ شرایط و بهینه کنترل مسئله ٣
٣٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بهینه کنترل مسئله ٣ . ١
٣٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . ΁کلاسی بهینه کنترل مسئله ٣ . ١ . ١
۴١ . . . . . . . بهینگͬ لازم شرایط و کسری بهینه کنترل مسئله ٣ . ١ . ٢
۴۵ . . . . . . بهینگͬ شرایط و متغیر مرتبه از بهینه کنترل مسئله ٣ . ١ . ٣
۴۵ . . . . . . . . کسری بهینه کنترل مسائل برای عددی روش های بررسͬ ٣ . ٢

۴٩ دینامی΄ͬ بهینه سازی طرح های و عصبی شب΄ه با کسری بهینه کنترل مسائل ۴
۴٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ١ . ۴
۵٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گرانوالد‐لتنی΄ف عمل·رهای ٢ . ۴
۵١ . . . . . . . . . . . . . مسئله حل روش و کسری بهینه کنترل مسئله ٣ . ۴
۵۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آموزش ال·وریتم ۴ . ۴
۵۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هم·رایی و پایداری ۵ . ۴
۵٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . عددی مثال های ۶ . ۴

با نامساوی و مساوی محدودیت های با کسری بهینه کنترل مسائل از رده ای حل ۵
٧١ عصبی شب΄ه های از متفاوت روی΄رد دو
٧٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بهینگͬ لازم شرایط بررسͬ ١ . ۵
٧٣ . . . . . . . . . . . کسری توانͬ سری عصبی شب΄ه پایه بر بهینه سازی ٢ . ۵
٧۴ . . . . . . . . . . . . کسری توانͬ سری عصبی شب΄ه ساختار ٢ . ١ . ۵
٧۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . گسسته سازی و بهینه سازی ٢ . ٢ . ۵
٧٨ . . . . . . . میتاگ‐لفلر تابع پایه بر عصبی شب΄ه ΁کم با بهینه سازی ٣ . ۵
٨٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . عددی مثال های ۴ . ۵

٩٩ کسری آشوبناک سیستم های در کاربرد ΁ی با کسری بهینه کنترل مسئله ۶
١٠٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . ریمن‐لیوویل کسری مشتق تقریب ١ . ۶
١٠١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مسئله ریاضͬ مدل بندی ٢ . ۶



ف مطالب فهرست
١٠٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بهینه سازی و عصبی شب΄ه ساختار ٣ . ۶
١٠۵ . . . . . . . . . . . . . . . کسری آشوبناک سیستم های بهینه کنترل ۴ . ۶
١٠٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . عددی مثال های ۵ . ۶

١١٩ ͽمراج





تصاویر فهرست
٢٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نرون ساختار ٢ . ١
٢۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مصنوعͬ عصبی نرون ریاضͬ مدل ٢ . ٢
٣٠ . . . . . . . . خروجͬ لایه و پنهان لایه ورودی، لایه با نرون ΁ی ساختار ٢ . ٣
٣١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . لیاپانف. پایداری ۴ . ٢
٣٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . سراسری. مجانبی پایداری ۵ . ٢
۵٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پرسپترون عصبی شب΄ه ساختار ١ . ۴
۶٠ . . . . . . . . . . . . . .١ . ۶ . ۴ مثال در α = ١ برای x(.) بهینه مسیر ٢ . ۴
۶٠ . . . . . . . . . . . . . .١ . ۶ . ۴ مثال در α = ١ برای x(.)بهینه کنترل ٣ . ۴
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۶١ . . . . . . . . . . .١ . ۶ . ۴ مثال در α = ١ برای کنترل تابع تقریب خطای ۵ . ۴
۶١ . . .١ . ۶ . ۴ مثال در α مختلف مقادیر برای x(.) بهینه مسیر تقریبی جواب ۶ . ۴
۶٢ . . .١ . ۶ . ۴ مثال در α مختلف مقادیر برای u(.) بهینه کنترل تقریبی جواب ٧ . ۴

در α(t) و α مقادیر برای u(.) بهینه کنترل و x(.) بهینه مسیر تقریبی جواب ٨ . ۴
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در α(t) و α مقادیر برای u(.) بهینه کنترل و x(.) بهینه مسیر تقریبی جواب ٩ . ۴
۶٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .١ . ۶ . ۴ مثال
۶۴ . . .٢ . ۶ . ۴ مثال در α مختلف مقادیر برای x(.) بهینه مسیر تقریبی جواب ١٠ . ۴
۶۴ . .٢ . ۶ . ۴ مثال در α مختلف مقادیر برای u(.) بهینه کنترل تقریبی جواب ١١ . ۴

مختلف مقادیر برای u(.) بهینه کنترل و x(.) بهینه مسیر تقریبی جواب ١٢ . ۴
۶۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .٢ . ۶ . ۴ مثال در α(t)
۶٧ . . . . . . . . . . . . . . .٣ . ۶ . ۴ مثال در α = ١ برای x(.) بهینه مسیر ١٣ . ۴
۶٧ . . . . . . . . . . . . . .٣ . ۶ . ۴ مثال در α = ١ برای u(.) بهینه کنترل ١۴ . ۴
۶٧ . . . . . . . . . .٣ . ۶ . ۴ مثال در α = ١ برای وضعیت تابع تقریب خطای ١۵ . ۴
۶٨ . . . . . . . . . .٣ . ۶ . ۴ مثال در α = ١ برای کنترل تابع تقریب خطای ١۶ . ۴
۶٩ . . . . . . . . . . . . . . .۴ . ۶ . ۴ مثال در α = ١ برای x(.) بهینه مسیر ١٧ . ۴

ق



تصاویر فهرست ر
۶٩ . . . . . . . . . . . . . .۴ . ۶ . ۴ مثال در α = ١ برای u(.) بهینه کنترل ١٨ . ۴
۶٩ . . . . . . . . . .۴ . ۶ . ۴ مثال در α = ١ برای وضعیت تابع تقریب خطای ١٩ . ۴
٧٠ . . . . . . . . . .۴ . ۶ . ۴ مثال در α = ١ برای کنترل تابع تقریب خطای ٢٠ . ۴
٧٠ . . . .۴ . ۶ . ۴ مثال در α مختلف مقادیر با x(.) تقریبی جواب بهینه مسیر ٢١ . ۴
٧٠ . . . .۴ . ۶ . ۴ مثال در α مختلف مقادیر با u(.) تقریبی جواب کنترل مسیر ٢٢ . ۴
٧۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . شده ارائه عصبی ساختار بلوکͬ نمودار ١ . ۵
٧٨ . . . . . . . . . . . . . . شده. ارائه عصبی شب΄ه ساختار بلوکͬ نمودار ٢ . ۵
٨١ .α = ١ برای مطلق خطای و α = ١, ٠٫٩۵, ٠٫٩, ٠٫٨ برای x(.) بهینه مسیر ٣ . ۵
٨١ .α = ١ برای مطلق خطای و α = ١, ٠٫٩۵, ٠٫٩, ٠٫٨ برای u(.) بهینه کنترل ۴ . ۵

برای مطلق خطای و α = ١, ٠٫٩۵, ٠٫٩, ٠٫٨, ٠٫٧, ٠٫۵ برای x(.) بهینه مسیر ۵ . ۵
٨٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .α = ١

برای مطلق خطای و α = ١, ٠٫٩۵, ٠٫٩, ٠٫٨, ٠٫٧, ٠٫۵ برای u(.) بهینه کنترل ۶ . ۵
٨٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .α = ١
٨۵ .α = ١ برای مطلق خطای و α = ١, ٠٫٩۵, ٠٫٩, ٠٫٨ برای x(.) بهینه مسیر ٧ . ۵
٨۵ .α = ١ برای مطلق خطای و α = ١, ٠٫٩۵, ٠٫٩, ٠٫٨ برای u(.) بهینه کنترل ٨ . ۵

برای مطلق خطای و α = ١, ٠٫٩۵, ٠٫٩, ٠٫٨, ٠٫٧, ٠٫۵ برای x(.) بهینه مسیر ٩ . ۵
٨۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .α = ١

برای مطلق خطای و α = ١, ٠٫٩۵, ٠٫٩, ٠٫٨, ٠٫٧, ٠٫۵ برای u(.) بهینه کنترل ١٠ . ۵
٨۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .α = ١
٨٧ . .α = ١ برای مطلق وخطای α = ١, ٠٫٩۵, ٠٫٩, ٠٫٨ برای x(.) بهینه مسیر ١١ . ۵
٨٨ .α = ١ برای مطلق خطای و α = ١, ٠٫٩۵, ٠٫٩, ٠٫٨ برای u(.) بهینه کنترل ١٢ . ۵
٨٩ .α = ١ برای مطلق خطای و α = ١, ٠٫٩۵, ٠٫٩, ٠٫٨ برای x١(.) بهینه مسیر ١٣ . ۵
٩٠ .α = ١ برای مطلق خطای و α = ١, ٠٫٩۵, ٠٫٩, ٠٫٨ برای x٢(.) بهینه مسیر ١۴ . ۵
٩٠ .α = ١ برای مطلق خطای و α = ١, ٠٫٩۵, ٠٫٩, ٠٫٨ برای u(.) بهینه کنترل ١۵ . ۵
٩١ .α = ١ برای مطلق خطای و α = ١, ٠٫٩۵, ٠٫٩, ٠٫٨ برای x(.) بهینه مسیر ١۶ . ۵
٩٢ .α = ١ برای مطلق خطای و α = ١, ٠٫٩۵, ٠٫٩, ٠٫٨ برای u(.) بهینه کنترل ١٧ . ۵
٩٣ . . . . . . . . . . . . . .α = ٠٫۵ برای مطلق خطای x(.) بهینه مسیر ١٨ . ۵
٩٣ . . . . . . . . . . . . .α = ٠٫۵ برای مطلق خطای و u(.) بهینه کنترل ١٩ . ۵
٩۵ . . . . . . . . . . . . . .α = ٠٫۵ برای مطلق خطای و x(.) بهینه مسیر ٢٠ . ۵
٩۵ . . . . . . . . . . . . .α = ٠٫۵ برای مطلق خطای و u(.) بهینه کنترل ٢١ . ۵
٩۶ . . . . . . . .α(t) چند برای u(t) کنترل متغیر عددی جواب های مسیر ٢٢ . ۵
٩۶ . . . . . . . .α(t) چند برای u(t) کنترل متغیر عددی جواب های مسیر ٢٣ . ۵
١٠٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . لژاندر. عصبی شب΄ه بلوکͬ نمودار ١ . ۶



ش تصاویر فهرست
برای x(t) مطلق (خطای راست ،(α = ٠٫۵ برای x(t) بهینه (مسیر چپ ٢ . ۶

١٠٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .(α = ٠٫۵
برای u(t) مطلق (خطای راست ،(α = ٠٫۵ برای u(t) بهینه (کنترل چپ ٣ . ۶

١٠٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .(α = ٠٫۵
١٠٩ . . . . . . . . .α مختلف مقادیر با u(.) بهینه کنترل و x(.) بهینه مسیر ۴ . ۶

مطلق (خطای راست ،(α = ٠٫٢, ٠٫٣, ٠٫۵, ٠٫٧ برای x(t) بهینه (مسیر چپ ۵ . ۶
١١٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .(α = ٠٫٢, ٠٫٣, ٠٫۵, ٠٫٧ برای x(t)

مطلق (خطای راست ،(α = ٠٫٢, ٠٫٣, ٠٫۵, ٠٫٧ برای u(t) بهینه (کنترل چپ ۶ . ۶
١١١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .(α = ٠٫٢, ٠٫٣, ٠٫۵, ٠٫٧ u(t)برای
١١۴ . . . . . . . . . . . . .α = ٠٫٩ برای وضعیت و کنترل تابع پایدار رفتار ٧ . ۶
١١۴ . . . . . . . . . . . . .α = ٠٫٨ برای وضعیت و کنترل تابع پایدار رفتار ٨ . ۶
١١۵ . . . . . . . . . . . . .α = ٠٫۵ برای وضعیت و کنترل تابع پایدار رفتار ٩ . ۶





جداول فهرست
٨٣ . . . . . .x(t) مسیر برای تقریبی روش چند و تحلیلͬ جواب بین مقایسه ١ . ۵
٨۴ . . . . .u(t) کنترل برای تقریبی روش چند و تحلیلͬ جواب بین مقایسه ٢ . ۵
٨۶ . . . . . . . . . . . . .٠ < α < ١ مقدار چند برای E(y) خطا تابع مقدار ٣ . ۵
٨٨ . . . . . . . . . . . . .٠ < α < ١ مقدار چند برای E(y) خطا تابع مقدار ۴ . ۵
٨٩ . . . . . . . . . . .٠ < α < ١ مقدار چند برای E(y) خطای تابع مقدار ۵ . ۵
٩١ . . . . . . . . . . . . .٠ < α < ١ مقدار چند برای E(y) خطا تابع مقدار ۶ . ۵

در شده ارائه اول روش و N = ١۵ با [١٠۶] در شده ارائه روش بین مقایسه ٧ . ۵
٩٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .N = ٨ با فصل این

در شده ارائه اول روش و N = ١۵ با [١٠۶] در شده ارائه روش بین مقایسه ٨ . ۵
٩٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .N = ٨ با فصل این
١٠٨ . . . . . . . . . . .٠ < α < ١ مقدار چند برای E(y) خطای تابع مقدار ١ . ۶

ث





١ فصل
معرفͬ و کسری حسابان از پیش نیازها

کسری مرتبه چندجمله ای های

به صحیح مرتبه انتگرال های و مشتق ها از تعمیمͬ و ΁کلاسی ریاضͬ نظریه ΁ی کسری حساب
صحیح مرتبه مدل های از مناسب تر اغلب کسری مرتبه مدل های چون است. غیرصحیح مرتبه
دهه های طͬ حوزه این در توجهͬ قابل رشد ΁ی هستند، فیزی΄ͬ سیستم های توصیف برای

.[۵]‐[٣] است شده ایجاد اخیر

کسری حسابان از تاریخچه ای ١ . ١
هوپیتال برای ١ لایپنیتز یادداشت به کسری یا و غیرصحیح مرتبه از مشتقات نظریه تاریخچه
قرار بحث مورد ١٢ مرتبه مشتق معنای یادداشت این در ͬ گردد. م باز ١۶٩۵ سپتامبر ٣٠ در ٢
توسعه صحیح مرتبه از دیفرانسیلͬ عمل·ر برای را زیر قاعده ی لاگرانژ٣ ١٧٧٢ سال در گرفت.

داد
dm

dxm
dn

dxn
=

dm+n

dxm+n .

1Leibniz
2Hopital
3Lagrange

١



کسری مرتبه چندجمله ای های معرفͬ و کسری حسابان از پیش نیازها ٢
تعمیم عنوان به را گاما تابع بار اولین برای و کرد کار اعداد تصاعد روی ١٧٨٣ سال در اویلر۴
انتگرال ΁ی مفهوم توسط کسری مشتق ΁ی ۵ لاپلاس ،١٨١٢ سال در کرد. معرفͬ فاکتوریل
سال این در شد. معرفͬ دلخواه مرتبه از مشتق نماد اولین ١٨١٩ سال در و کرد تعریف
مرتبه با کسری مشتقات m ∈ N ،y = xm تابع از شروع با ۶ لاکروی΄س نام به ͬ دانͬ ریاض

داد قرار توجه مورد زیر معمولͬ مشتق فرمول تعمیم با را دلخواه
dnxm

dxn
=

m!

(m− n)!
xm−n, m ≥ n, m, n ∈ N,

است زیر به صورت ν و m هر برای آن تعمیم که
dνxm

dxν
=

Γ(m+ ١)
Γ(m− ν + ١)xm−ν .

کرد معرفͬ زیر صورت به f(x) تابع انتگرالͬ تابع نمایش با را کسری عمل·رهای ١٨٢٢ در فوریه
f(x) =

١
٢π

∫∞
−∞ f(u)du

∫∞
−∞ cos(t(x− u))dt,

dn

dxn
f(x) =

١
٢π

∫∞
−∞ f(u)du

∫∞
−∞ tn cos(t(x− u) +

١
٢nπ)dt,

هر برای کسری مشتق از مناسب تعریف اولین این باشد. منفͬ هم و مثبت هم ͬ تواند م n که
شده شناخته کسری انتگرال یا و مشتق از کاربردی زمان این تا بود. تعریف خوش تابع
مسئله از آمده به دست انتگرالͬ معادله حل به جدید ابزار این از استفاده با آبل اما نبود،
این برداشت. کسری حسابان کاربرد های بیان جهت در اساسͬ گامͬ و پرداخت خم همزمانͬ
(x, y) صفحه در منحنͬ ΁ی تعیین شامل بود کرده پیدا ΁فیزی در زیادی اهمیت که مسئله
جاذبه تحت نقطه پایین ترین به لغزش حال در ذره رسیدن برای لازم زمان به طوری که است
مطالعات آبل، از بعد باشد. منحنͬ روی بر (x٠, y٠) شروع نقطه از مستقل زمین، گرانشͬ
تعمیم روی را تحقیقاتͬ ریمن٨ ١٨۴٧ درسال داد. انجام کسری حسابان در لیوویل٧ را وسیعͬ
به صورت را f(x) مفروض تابع از α ازمرتبه کسری انتگرال تعریف او داد. انجام تیلور سری

کرد پیشنهاد زیر
D−αf(x) =

١
Γ(α)

∫ x

c
(x− t)α−١f(t)dt + ψ(x). (١ . ١)

ψ(x) تابع بدون (١ . ١) رابطه امروزه است. انتگرال پایین حد در ابهام علت به ψ(x) تابع وجود
گرفته نام ریمن‐لیوویل کسری انتگرال که است کسری انتگرال گیری از تعریف رایج ترین
و تعریف زمینه در را تلاش هایی ریس١١ و ١٠ واتانابه مارچاد٩، بیستم قرن اوایل در است.

4Euler
5Laplace
6�Lacroix
7Liouville
8Riemann
9Marchaud

10Watanabe
11Riesz



٣ متغیر مرتبه کسری حسابان
حسابان از مختلفͬ کاربردهای پیدایش و زمان گذشت با دادند. انجام کسری حسابان تعمیم
بیان بودند فیزی΄ͬ مدل های با متناسب که کسری انتگرال و مشتق از متعددی تعاریف کسری
سال در کنفرانس اولین که کرد پیدا رشد حدی تا کسری حسابان بیستم قرن نیمه تا شد.

شد. برگزار کسری حسابان کاربردهای و نظریات به مربوط فقط ١٩٧۴

متغیر مرتبه کسری حسابان ١ . ٢
هستند مسائلͬ است شده توجه آن به زیاد اخیراً که کسری حسابان نظریه از جالب تعمیم ΁ی
ثابت مشتق ها این مرتبه یعنͬ هستند، زمان به وابسته و کسری مرتبه مشتق ها ی شامل که
است مم΄ن دینامی΄ͬ فرآیندهای از بسیاری که دریافتند نویسندگان از بسیاری .[٧ ،۶] نیست
حقیقت در دهند. نشان خود از ͬ کنند م تغییر م΄ان یا زمان با متناظر کسری مرتبه که رفتاری
مانند ͬ شوند م توصیف بهتر نباشد ثابت کسری مرتبه عمل·ر وقتͬ ،΁فیزی در پدیده ها بعضͬ
ناهم·ن محیط ΁ی در انتشار فرآیند دما، تغییرات به ͺپاس در انتشار فرآیندهای از بعضͬ رفتار
١٢ لورنزو .[١٠ ،٩ ،٨] ͬ شود م ذرات ΁دینامی تغییر باعث محیط در تغییرات که فرآیندهایی یا
پیشنهاد را متغیر مرتبه کسری دیفرانسیل عمل·ر که بودند کسانͬ اولین (١٩٩٨) ١٣ هارتلͬ و
،[١٣] ،٢٠٠٢ سال در مجدداً هارتلͬ و لورنزو ،[١٢] ،٢٠٠٠ سال در ١۴ اینگمن .[١١] کردند
مرتبه دیفرانسیل عمل·ر ΁ی ٢٠٠٣ سال در ١۵ کویمبرا آن ها از بعد کردند. دنبال را کار این
مشتق ٢٠١١ سال در هم΄ارانش و ١۶ سان .[١۴] کرد ارائه فیزی΄ͬ مدل بندی برای خطͬ متغیر
توصیف در متغیر مرتبه کسری مشتقات از نوع دو و ثابت مرتبه کسری مشتق صحیح، مرتبه
سال در هم΄اران و ١٧ ΁سایرسی . [١۵] دادند قرار مطالعه مورد را سیستم ها حافظه ویژگͬ

.[١۶] کردند پیشنهاد متغیر مرتبه ١٨ انتگرال‐مشتق از دی·ر تعریف ΁ی ٢٠١١

است ثابت مرتبه از کسری مشتق کسری، مشتق از منظور پایان نامه متن در .١ . ٢ . ١ ملاحظه
مواردی که م·ر است. ثابت مرتبه از کسری بهینه کنترل نیز کسری بهینه کنترل از منظور و

شود. ذکر کنترل مسئله و مشتق نوع

12Lorenzo
13Hartley
14Ingman
15Coimbra
16Sun
17Sierociuk
18Differ-Integral



کسری مرتبه چندجمله ای های معرفͬ و کسری حسابان از پیش نیازها ۴

کسری حسابان در پرکاربرد توابع ١ . ٣
بسیار نقش که میتاگ‐لفلر١٩ تابع و بتا گاما، تابع جمله از خاص توابع معرفͬ به بخش این در

.[١٧] ͬ پردازیم م دارند، کسری حسابان در مهمͬ

گاما تابع
صفحه راست نیمه در که ͬ شود م تعریف Γ(z) =

∫∞٠ e−ttz−١dt انتگرال با ،Γ(z) گاما، تابع
از است عبارت گاما تابع خواص از برخͬ است. هم·را (R(z) > ٠) مختلط

داریم جزء به جزء انتگرال گیری روش از استفاده با (١
Γ(z + ١) =

∫ ∞

٠ e−ttzdt = lim
t→∞

[−e−ttz]t=٠ + z

∫ ∞

٠ e−ttz−١dt = zΓ(z),

.Γ(n + ١) = n! گرفت نتیجه ͬ توان م n ∈ N هر برای .z ∈ C\{٣−,٢−,١−,٠, . . .} که
گرفت. نظر در فاکتوریل مفهوم تعمیم را گاما تابع ͬ توان م که جاست این از

داد نشان ͬ توان م راحتͬ به اول خاصیت از استفاده با (٢
Γ(z) =

Γ(z +m)

z(z + ١) · · · (z +m− ١) , −m < R(z) < −m+ ١, (١ . ٢)
.z ̸= {٢−,١−,٠, . . .} و m ∈ Z+ که

است زیر حدی نمایش دارای گاما تابع (٣
Γ(z) = lim

n→∞

n!nz

z(z + ١) · · · (z + n)
, R(z) > ٠.

بتا تابع
گاما تابع مقادیر از خاصͬ ترکیب جای به بتا تابع نام به تابعͬ از استفاده موارد، بسیاری در

ͬ شود م تعریف زیر به صورت بتا تابع است. مناسب تر

B(z, w) =

∫ ١
٠ tz−١)١ − t)w−١dt , (R(z) > ٠,R(w) > ٠).

است زیر به صورت گاما تابع و بتا تابع بین رابطه [١٧] .١ . ٣ . ١ لم
B(z, w) =

Γ(z)Γ(w)

Γ(z + w)
, z, w ∈ C.
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۵ کسری انتگرال و مشتق انواع

میتاگ‐لفلر تابع
است شده نامیده [١٩ ،١٨] میتاگ‐لفلر تابع سوئدی ͬ دان ریاض افتخار به میتاگ‐لفلر تابع
تعمیم تابع این ͬ گیرد. م قرار استفاده مورد کسری حساب زمینه در که است مهمͬ تابع و
مرتبه دیفرانسیل معادلات جواب در مهمͬ نقش نمایی تابع که همان طور است. نمایی تابع
مرتبه دیفرانسیل معادلات جواب در مهمͬ نقش نیز میتاگ‐لفلر تابع ͬ کند، م ایفا غیرصحیح
زیر به صورت پارامتری دو و پارامتری تک تابع نوع دو در میتاگ‐لفلر تابع دارد. غیرصحیح

ͬ شود م تعریف
Eα(z) =

∞∑
k=٠

zk

Γ(αk + ١) , Eα,β(z) =

∞∑
k=٠

zk

Γ(αk + β)
, α, β > ٠, z ∈ C.

است شده بیان زیر در پارامتری دو و پارامتری تک توابع از خاص حالت  چند
E١(z) =

∑∞
k=٠ zk

Γ(k+١) =
∑∞

k=٠ zk

k! = ez,

E٢,١(−z٢) = cos(z),

E١,٢(z) = ez−١
z ,

E٢,١(z٢) = ∑∞
k=٠ z٢k

Γ(٢k+١) =
∑∞

k=٠ z٢k
(٢k)! = cosh(z).

کسری انتگرال و مشتق انواع ۴ . ١
آن درباره کسری حسابان مبحث در که است مفاهیمͬ اولین از کسری مرتبه انتگرال مفهوم
محاسبه برای ٢٠ کشͬ فرمول از تعمیمͬ ͽواق در کسری، مرتبه انتگرال تعریف ͬ شود. م صحبت
مرتبه سیستم های در مفاهیم مهم ترین از ی΄ͬ دی·ر طرف از است. صحیح مرتبه انتگرال های
از متفاوتͬ تعریف های ͬ توان م کسری مرتبه انتگرال برخلاف که است مشتق تعریف کسری،

.[١٧] نمود ارائه آن

ریمن‐لیوویل مشتق و انتگرال ١ . ۴ . ١
شده تعریف t > a ازای به که f(t) تابع باشد. R حقیقͬ محور روی عددی a ∈ R کنید فرض

با است برابر کشͬ فرمول طبق f(t) تابع n مرتبه انتگرال ب·یرید. نظر در را است
aI

n
t f(t) =

∫ t
a dt١

∫ t١
a dt٢· · ·

∫ tn−١
a f(tn)dtn

= ١
(n−١)!

∫ t
a(t− τ)n−١f(τ)dτ , n ∈ N.

(١ . ٣)

نوشت زیر به صورت ͬ توان م را (١ . ٣) گاما، تابع تعریف به توجه با طرفͬ از
aI

n
t f(t) =

١
Γ(n)

∫ t

a
(t− τ)n−١f(τ)dτ , n ∈ N.
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کسری مرتبه چندجمله ای های معرفͬ و کسری حسابان از پیش نیازها ۶
aI

α
t f(t) ،n صحیح عدد جای به α > ٠ حقیقͬ عدد جانشینͬ و کشͬ فرمول از گرفتن الهام با

ͬ شوند م تعریف زیر به صورت tI
α
b f(t) و

aI
α
t f(t) =

١
Γ(α)

∫ t
a(t− τ)α−١f(τ)dτ , (t > a),

tI
α
b f(t) =

١
Γ(α)

∫ b
t (τ − t)α−١f(τ)dτ , (t < b).

(۴ . ١)

.[٢٠] ͬ شوند م نامیده ریمن‐لیوویل راست و چپ انتگرال های ترتیب به انتگرال ها این
جا همه تقریباً aI

α
t f(t) این صورت در .α > ٠ و f ∈ L١[a, b] کنید فرض [٢١] .١ . ۴ . ١ قضیه

است. L١[a, b] به متعلق و دارد وجود t ∈ [a, b] روی
Ω بازه ی روی که f مانند توابعͬ تمام مجموعه از است عبارت ACn(Ω) فضای .١ . ۴ . ١ تعریف
به است. پیوسته مطلقاً آن ها n)ام − ١) مشتق و دارند پیوسته مشتقات n) ام، − ١) مرتبه تا

به طوری که است موجود g ∈ L٠]١, ١] تابع دی·ر عبارت
fn−١(t) = f (n−١)(٠) +

∫ t

٠ g(τ)dτ .

قسمت [R(α)] علامت .n = [R(α)] + ١ که f ∈ ACn([a, b]) و n− ١ ≤ α < n کنید فرض
R(α) ≥ ٠ که α مرتبه  از ریمن‐لیوویل راست و چپ مشتقات ͬ شود. م تعریف R(α) صحیح

ͬ شوند م تعریف زیر به صورت
aD

α
t f(t) = (

d

dt
)n(aI

n−α
t f)(t)

=
١

Γ(n− α)
(
d

dt
)n

∫ t
a(t− τ)n−α−١f(τ)dτ , (t > a),

tD
α
b f(t) = (− d

dt
)n(tI

n−α
b f)(t)

=
١

Γ(n− α)
(− d

dt
)n

∫ b
t (τ − t)n−α−١f(τ)dτ , (t < b).

(۵ . ١)

لیوویل مشتق و انتگرال ٢ . ۴ . ١
انتگرال و مشتق ͬ شود. م بررسͬ R+ روی لیوویل کسری انتگرال و مشتق قسمت این در
هستند. R+ بازه به تعمیم قابل که ͬ شوند م تعریف [a, b] متناهͬ بازه روی ریمن‐لیوویل کسری

از است عبارت R+ بازه در (۴ . ١) با متناظر لیوویل کسری انتگرال های
L
a I

α
t f(t) =

١
Γ(α)

∫ t٠ (t− τ)α−١f(τ)dτ , (t > ٠,R(α) > ٠),
L
t I

α
∞f(t) =

١
Γ(α)

∫∞
t (τ − t)α−١f(τ)dτ , (t > ٠,R(α) > ٠). (۶ . ١)

به صورت R(α) ≥ ٠ ازای به (۵ . ١) با متناظر کسری مشتقات
L٠Dα

t f(t) = (
d

dt
)n(L٠ In−α

t f)(t)

=
١

Γ(n− α)
(
d

dt
)n

∫ t٠ (t− τ)n−α−١f(τ)dτ, (n = [R(α)] + ١; t > ٠),
L
t D

α
∞f(t) = (− d

dt
)n(tI

n−α
∞ f)(t)

=
١

Γ(n− α)
(− d

dt
)n

∫∞
t (τ − t)n−α−١f(τ)dτ , (n = [R(α)] + ١; t > ٠),



٧ کسری انتگرال و مشتق انواع
تعریف R حقیقͬ محور روی را لیوویل انتگرال و مشتق ͬ توان م مشابه به طور ͬ شوند. م تعریف

ببینید. را [٢٠] بیشتر جزئیات برای کرد.

کاپاتو کسری مشتق ٣ . ۴ . ١
ریمن‐لیوویل مشتق تعریف در که است ایده ای همان با مشابه بسیار کاپاتو مشتق تعریف ایده
انتگرال مفهوم اساس بر مشتق ریمن‐لیوویل، تعریف مانند تعریف این در شد. گرفته کار به
مشتق عمل·رهای توالͬ در ͽواق در تعریف دو این تفاوت ͬ کند. م پیدا توسعه کسری مرتبه
مشتق برعکس کاپاتو کسری مشتق در است. کسری مرتبه  انتگرال عمل·ر و صحیح مرتبه
مرتبه  انتگرال گیری سپس و شده گرفته تابع از صحیح مرتبه  مشتق ابتدا ریمن‐لیوویل کسری
n = [α] + ١ و باشد ناصحیحͬ مثبت عدد α ∈ R+ اگر ریاضͬ بیان به ͬ شود. م انجام کسری

ͬ شود م تعریف زیر به صورت α مرتبه  از کاپاتو کسری مشتق
C
aD

α
t f(t) = aI

n−α
t {f (n)(t)}.

از است عبارت ترتیب به کاپاتو راست و چپ کسری مشتق بنابراین
C
aD

α
t f(t) =

١
Γ(n− α)

∫ t
a(t− τ)n−α−١f (n)(τ)dτ ,

C
t D

α
b f(t) =

١
Γ(n− α)

∫ b
t (τ − t)n−α−١f (n)(τ)dτ ,

.n = [R(α)] + ١ و f ∈ ACn[a, b] که

جوماری یا اصلاح شده ریمن‐لیوویل انتگرال و مشتق ۴ . ۴ . ١
حالت با آن ها بودن منطبق و تعاریف سادگͬ دلیل به کاپاتو و ریمن‐لیوویل کسری مشتقات
کسری مشتقات از تعاریف پرکاربردترین و مهم ترین جمله از ( خاص موارد در جز ) صحیح
این ریمن‐لیوویل مشتق اساسͬ ایراد هستند. نیز ایراداتͬ دارای تعاریف این البته هستند.
،٠ < α < ١ و باشد ثابت تابع f(t) = C اگر ͽواق در نیست. صفر آن در ثابت تابع مشتق که است

داریم
aD

α
t f(t) =

C

Γ(١ − α)
(t− a)−α.

مشتق دارای f تابع که است لازم ،٠ < α < ١ مرتبه از کاپاتو مشتق محاسبه برای همچنین
انتگرال و مشتق از جدیدی تعریف [٢٢] ٢١ جوماری منظور این برای باشد. ΁کلاسی اول مرتبه

ͬ شود م تعریف زیر به صورت جوماری انتگرال داد. ارائه کسری
J
aI

α
t f(t) =

١
Γ(α)

∫ t

a
(t− τ)α−١(f(τ)− f(a))dτ , α > ٠.
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کسری مرتبه چندجمله ای های معرفͬ و کسری حسابان از پیش نیازها ٨
به صورت جوماری کسری مشتق ٠ < α < ١ ازای به

J
aD

α
t f(t) = DJ

aI
α−١
t f(t) =

١
Γ(١ − α)

(
d

dt
)

∫ t

a
(t− τ)α−١(f(τ)− f(a))dτ ,

به صورت n ≥ ١ و n− ١ ≤ α < n ازای به و
J
aD

α
t f(t) = DnJ

aI
α−n
t f(t),

است صفر ثابت عدد از جوماری کسری مشتق شده، ارائه تعریف به توجه با ͬ شود. م محاسبه
f تابع اول مرتبه مشتق وجود به لزومͬ ٠ < α < ١ ازای به کسری مشتق محاسبه برای و

است زیر به صورت جوماری مشتق از لاپلاس تبدیل نیست.
L[JaDα

t f(t)](s) = sαL[f(t)](s)− sα−١f(٠), ٠ < α < ١.
کرد بیان زیر لم با را خود جدید کسری مشتق حسب بر تابع ΁ی تیلور بسط همچنین جوماری
مقدار برای kα مرتبه از کسری مشتقات دارای f : R+ → R پیوسته تابع کنید فرض .١ . ۴ . ١ لم

است برقرار زیر رابطه آن گاه باشد، ٠ < α < ١ ، α دلخواه مقدار و k مثبت

f(x+ h) =
∞∑
k=٠

hkα

Γ(١ + αk)
JDkαf(x).

گرانوالد‐لتنی΄ف کسری انتگرال و مشتق ۵ . ۴ . ١
تعریف زیر به صورت f تابع اول مرتبه  مشتق این صورت در باشد. پیوسته تابعͬ f فرض کنید

ͬ شود م
f ′(t) = lim

h→٠
f(t)− f(t− h)

h
.

ͬ آید م به دست زیر به صورت دوم مرتبه مشتق بالا، تعریف به کارگیری با
f ′′(t) = lim

h→٠
f ′(t)− f ′(t− h)

h
= lim

h→٠
f(t)− ٢f(t− h) + f(t− ٢h)

h٢ .

داریم را زیر رابطه ،n مثبت و صحیح مرتبه مشتق برای کلͬ حالت در

f (n)(t) = lim
h→٠

١
hn

n∑
r=٠

(−١)r
(
n

r

)
f(t− rh), n ∈ N.

داد تعمیم زیر به صورت را αام مرتبه کسری مشتق ͬ توان م بنابراین
G
aD

α
t f(t) = lim

h→٠
١
hα

∞∑
k=٠

(−١)k
(
α

k

)
f(t− kh), α > ٠, (١ . ٧)



٩ کسری انتگرال و مشتق انواع
،(١ . ٧) رابطه در α و −α جایی به جا با ͬ توان م .[α] = n + ١ و nh = t − a ،a ≤ t ≤ b که

داریم nh = t− a فرض با یعنͬ کرد. تعریف را α مرتبه از گرانوالد‐لتنی΄ف کسری انتگرال
G
a I

α
t f(t) = lim

h→٠h
α

n∑
k=٠

(−١)k
(
−α
k

)
f(t− kh),

= lim
h→٠

hα

Γ(α)

n∑
k=٠

Γ(k + α)

Γ(k + ١) f(t− kh), α > ٠.

پیوسته n − ١ مرتبه  تا اول مرتبه  مشتقات دارای f(t) تابع کنید فرض [٢٣] .٢ . ۴ . ١ قضیه
این صورت در .n ∈ N ،n− ١ < α < n کنید فرض همچنین باشد. انتگرال پذیر f (n)(t) و بوده
تابع این ریمن‐لیوویل α مرتبه  مشتق با f(t) تابع گرانوالد‐لتنی΄ف تعریف با α مرتبه مشتق

یعنͬ بود، خواهد برابر
G
aD

α
t f(t) = aD

α
t f(t).

ریمن‐ و گرانوالد‐لتنی΄ف تعاریف ٢ . ۴ . ١ قضیه در شده مطرح شرایط برقراری فرض با
کسری مرتبه برای ریمن‐لیوویل کسری مرتبه  مشتق خواص بنابراین و بوده معادل لیوویل
گرانوالد‐لتنی΄ف، کسری مشتق تعریف ماهیت به توجه با است. برقرار نیز گرانوالد‐لتنی΄ف
گسسته سازی همچنین و کسری مرتبه  مشتقات محاسبه  عددی روش های در تعریف این از
مشتق تقریب برای همچنین ͬ شود. م فراوانͬ استفاده کسری مرتبه  دیفرانسیل معادلات

ͬ شود. م استفاده متناهͬ مجموع با تعریف این از عددی، روش های در (١ . ٧) کسری
زنجیره ای قاعده و حاصل ضرب قاعده موجود، مشهور کسری مشتقات تعاریف تمامͬ در تقریباً
برای را روابطͬ [٢۶ ،٢۵ ،٢۴] در جوماری البته نیست. برقرار توابع ترکیب مشتق محاسبه در
از پس اما نمود اثبات و بیان زمینه این در تقریبی به صورت شده اصلاح ریمن‐لیوویل مشتق
که تعاریفͬ از ی΄ͬ گردید. بیان وی توسط شده مطرح روابط برقراری نقض در مثال چند آن
همدیس پذیر کسری مشتق است، شده مطرح پرکاربرد و مهم خواص این برقراری راستای در

است. آمده زیر در آن تعریف که است ٢٢

همدیس پذیر کسری مشتق ۶ . ۴ . ١
با سازگاری و سادگͬ دلیل به و ͬ شود م تعریف حدی به صورت کسری مشتق از تعریف این
چپ کسری مشتق است. کرده پیدا فراوانͬ کاربردهای مهندسͬ و ΁فیزی در مدل ها بعضͬ

ͬ شود م تعریف زیر به صورت همدیس پذیر

Tα
a f(t) = lim

ε→٠
f(t+ ε(t− a)١−α)− f(t)

ε
.
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کسری مرتبه چندجمله ای های معرفͬ و کسری حسابان از پیش نیازها ١٠
همدیس پذیر راست کسری مشتق است. مشتق پذیر چپ از تابع آن گاه باشد، موجود فوق حد اگر

ͬ شود م تعریف زیر به صورت
bT

αf(t) = lim
ε→٠

f(t+ ε(b− t)١−α)− f(t)

ε
.

مشتق مورد در مهم نکته است. مشتق پذیر راست از تابع آن گاه باشد، موجود فوق حد اگر
لازم است. برابر صحیح مشتق ΁کلاسی تعریف با α = ١ ازای به که است آن همدیس پذیر
حافظه دار خاصیت ͬ شود نم بیان انتگرال به صورت چون مشتق از تعریف این که است ذکر به

نیست. دارا را بودن

کاپاتو‐فابریسیو انتگرال و مشتق ٧ . ۴ . ١
است زیر به صورت داد ارائه کسری مشتق از کاپاتو که تعریفͬ

C
aD

α
t f(t) =

١
Γ(١ − α)

∫ t

a
(t− τ)−αf ′(τ)dτ , ٠ < α < ١. (١ . ٨)

و کاپاتو (١ . ٨) در مش΄ل این ͽرف برای است. t = τ در تکین نقطه ΁ی دارای تعریف این
exp(− α

١ − α
t) تابع به (t−τ)−α هسته تغییر با .[٢٧] دادند ارائه را جدیدی تعریف ٢٣ فابریسیو

نوشت زیر به صورت ͬ توان م را کسری مشتق از جدید تعریف M(α)

١ − α
به ١

Γ(١ − α)
و

CF
a Dα

t f(t) =
M(α)

١ − α

∫ t

a
exp(−α(t− τ)

١ − α
)f ′(τ)dτ , ٠ < α < ١,

تعریف این .M(٠) = M(١) = ١ به طوری که است α حسب بر ٢۴ شده نرمال تابع M(α) که
ͬ شود م تعریف زیر به صورت کاپاتو‐فابریسیو راست مشتق است. کاپاتو‐فابریسیو چپ مشتق

CF
t Dα

b f(t) = −M(α)

١ − α

∫ b

t
exp(−α(τ − t)

١ − α
)f ′(τ)dτ , ٠ < α < ١.

.CF
a Dα

t f = ٠ کاپاتو تعریف مشابه باشد، ثابت تابعͬ f اگر که است ͹واض جدید تعریف طبق
دارای t = z نقطه در جدید مشتق که است این کاپاتو مشتق و جدید مشتق بین اصلͬ تفاوت
معادلات مطالعه در را مهمͬ نقش لاپلاس تبدیلات که ͬ دانید م طرفͬ از نیست. تکین نقطه

است زیر به صورت جدید تعریف مورد در لاپلاس تبدیل ͬ کنند. م ایفا دیفرانسیل
L[CF

a Dα
t f(t)](s) =

(٢ − α)M(α)

٢(s+ α(١ − s))
(sL[f(t)](s)− f(٠)), s > ٠.

کسری مشتقات و انتگرال خواص ۵ . ١
همچنین و قبل بخش در شده ذکر مشتقات و انتگرال مهم خواص از برخͬ بخش این در

ͬ شود. م بیان رساله این در استفاده مورد قضایای
23Fabrizio
24Normalization Function



١١ کسری مشتقات و انتگرال خواص
ریمن‐لیوویل کسری مرتبه انتگرال و مشتق خواص

f(t) توابع تمام برای یعنͬ هستند. خطͬ عمل·ر ریمن‐لیوویل کسری مرتبه مشتق و انتگرال
داد نشان ͬ توان م γ و λ حقیقͬ اس΄الرهای تمام و g(t) و

Iα(λf(t) + γg(t)) = λIαf(t) + γIαg(t),

Dα(λf(t) + γg(t)) = λDαf(t) + γDαg(t).

داریم کسری مرتبه انتگرال برای
aI

α
t aI

β
t f(t) = aI

β
t aI

α
t f(t) = aI

α+β
t f(t), α, β ∈ R+ ∪ {٠},

tI
α
b tI

β
b f(t) = tI

β
b tI

α
b f(t) = tI

α+β
b f(t), α, β ∈ R+ ∪ {٠}.

جابجایی و ٢۵ جمͽ پذیری خواص کسری مرتبه انتگرال عمل·ر که معناست بدان تساوی این
جابجایی پذیر کلͬ حالت در ریمن‐لیوویل کسری مرتبه مشتق عمل·رهای اما داراست. را ٢۶ پذیری

تساوی های یعنͬ نیستند. جمͽ پذیر و
aD

α
t (aD

β
t f(t)) = aD

β
t (aD

α
t ),

aD
α
t (aD

β
t f(t)) = aD

α+β
t f(t),

(١ . ٩)

اینکه به توجه با طرفͬ از نیستند. برقرار کلͬ حالت در

aD
α
t (aD

β
t f(t)) = aD

β
t (aD

α
t ) +

β−١∑
k=٠

f (k)(a)(t− a)−α−β+k

Γ(−α− β + k + ١) ,

برای که است این (١ . ٩) تساوی های برقراری برای کافͬ شرط ΁ی که داد نشان ͬ توان م
k = ٠, ١, . . . , r − ١, r = max{[α] + ١, [β] + ١},

.f (k)(a) = ٠ باشیم داشته
انتگرال عمل·ر چپ معکوس α مرتبه از ریمن‐لیوویل کسری مشتق عمل·ر [٢٠] .١ . ۵ . ١ قضیه

یعنͬ است. α مرتبه همان از کسری
aD

α
t (aI

β
t f(t)) = f(t), tD

α
b (tI

β
b f(t)) = f(t).

ریمن‐ کسری انتگرال عمل·ر راست معکوس ΁ی ریمن‐لیوویل کسری مشتق عمل·ر اما
یعنͬ نیست. لیوویل

aI
α
t (aD

α
t f(t)) = f(t)−

∑n
j=١[aDα−j

t f(t)]t=a
(t− a)α−j

Γ(α− j + ١) ,
tI

α
b (tD

α
b f(t)) = f(t)−

∑n
j=(١−)١n−j [tD

α−j
b f(t)]t=b

(b− t)α−j

Γ(α− j + ١) .
25Additivity Property
26Commutative Property



کسری مرتبه چندجمله ای های معرفͬ و کسری حسابان از پیش نیازها ١٢

ریمن‐لیوویل کسری مرتبه مشتق و انتگرال اساسͬ قواعد
آن گاه ،R ≥ ٠ و β > ٠ ،β ∈ C کنید فرض الف‐

(aI
α
t (t− a)β−١)(t) = Γ(β)

Γ(β + α)
(t− a)β+α−١, (R(α) > ٠),

(aD
α
t (t− a)β−١)(t) = Γ(β)

Γ(β − α)
(t− a)β+α−١, (R(α) ≥ ٠),

و
(tI

α
b (b− t)β−١)(t) = Γ(β)

Γ(β + α)
(b− t)β+α−١, (R(α) > ٠),

(tD
α
b (b− t)β−١)(t) = Γ(β)

Γ(β − α)
(b− t)β+α−١, (R(α) ≥ ٠).

از ریمن‐لیوویل کسری مشتق کلͬ حالت در آن گاه ،R(α) ≥ ٠ و β = ١ اگر خاص حالت در
یعنͬ نیست. صفر ثابت تابع

(aD
α
t ١)(t) = (t− a)−α

Γ(١ − α)
, (tD

α
b ١)(t) = (b− t)−α

Γ(١ − α)
.

آن گاه ،c ∈ R کنید فرض ب‐
Iαect = tαE١,α+١(ct), aD

α
t (e

ct) = t−αE١,١−α(ct),

Iα(sin(ct)) = ctα+١E٢,α+٢(−(ct)٢), aD
α
t (sin(ct)) = ct١−αE٢,٢−α((ct)

٢),
Iα(cos(ct)) = tα+١E٢,α+١(−(ct)٢), aD

α
t (cos(ct)) = t−αE٢,١−α(−(ct)٢).

کاپاتو کسری مشتق خواص ١ . ۵ . ١
تمام و g(t) و f(t) توابع تمام برای یعنͬ است، خطͬ عمل·ر ΁ی کاپاتو کسری مرتبه مشتق

داد نشان ͬ توان م γ و λ حقیقͬ اس΄الرهای
CDα(λf(t) + γg(t)) = λCDαf(t) + γCDαg(t).

برای یعنͬ است، صفر ثابت عدد از کاپاتو کسری مشتق ریمن‐لیوویل کسری مشتق برخلاف
.CDαC = ٠ داریم C ثابت عدد هر

یعنͬ است جابجایی پذیر کاپاتو کسری مشتق
C
aD

m
t

C
aD

α
t f(t) =

C
aD

α
t
C
aD

m
t = C

aD
m+α
t

C
aD

α
t f(t), n− ١ < α < n,

اگر تنها و اگر
f (k)(a) = ٠, (k = n, n+ ١, . . . ,m).

آن گاه ،(١ ≤ p ≤ ∞) ،f(t) ∈ Lp(a, b) و α > ٠ اگر
C
aD

α
t (aI

α
t f(t)) = f(t), C

t D
α
b (tI

α
b f(t)) = f(t).



١٣ کسری مشتقات و انتگرال خواص
انتگرال عمل·ر برای چپ معکوس ریمن‐لیوویل کسری مشتق عمل·ر ͬ دهد م نشان این
معکوس ریمن‐لیوویل کسری مشتق عمل·ر اما است. مرتبه همان از ریمن‐لیوویل کسری

یعنͬ نیست، ریمن‐لیوویل کسری انتگرال عمل·ر راست

aI
α
t
C
aD

α
t f(t) = f(t)−

∑n−١
k=٠

f (k)(a)

k!
(t− a)k,

tI
α
b
C
t D

α
b f(t) = f(t)−

∑n−١
k=٠

(−١)kf (k)(b)
k!

(b− t)k.

ͬ شود م بیان زیر به صورت کاپاتو و ریمن‐لیوویل کسری مشتق های بین رابطه
C
aD

α
t f(t) = aD

α
t f(t)−

∑⌈α⌉−١
k=٠

f (k)(a+)

k − α+ ١(t− a)k−α,

C
t D

α
b f(t) = tD

α
b f(t)−

∑⌈α⌉−١
k=٠

(−١)kf (k)(b−)
k − α+ ١ (b− t)k−α.

(١ . ١٠)

کاپاتو کسری مرتبه مشتق اساسͬ قواعد
آن گاه ،R ≥ ٠ و β > ٠ ،β ∈ C کنید فرض الف‐

(CaD
α
t (t− a)β−١)(t) = Γ(β)

Γ(β − α)
(t− a)β−α−١, (R(α) ≥ ٠),

(Ct D
α
b (b− t)β−١)(t) = Γ(β)

Γ(β − α)
(b− t)β−α−١, (R(α) ≥ ٠), (١ . ١١)

آن گاه c ∈ R کنید فرض ب‐
C
aD

α
t (e

ct) = cntn−αE١,n−α+١(ct),
C
aD

α
t (sin(ct)) = − ١٢ i(ic)ntn−α[E١,n−α+١(ict)− (−١)nE١,n−α+١(−ict)],

C
aD

α
t (cos(ct)) =

١٢(ic)ntn−α[E١,n−α+١(ict) + (−١)nE١,n−α+١(−ict)].

همدیس پذیر کسری مشتق خواص ٢ . ۵ . ١
α ∈ (٠, ١] مرتبه از مشتق پذیر t٠ > ٠ نقطه در f : [٠,∞) → R کنید فرض [٢٨] .١ . ۵ . ١ لم
این صورت در است). همدیس پذیر کسری مشتق همان کسری، مشتق پذیری از (منظور باشد

است. پیوسته t٠ نقطه در f
این صورت در باشد. مشتق پذیر تابعͬ f : [٠,∞) → R و α ∈ (٠, ١] کنید فرض [٢٨] .٢ . ۵ . ١ لم

داریم t٠ > ٠ برای
Tα(f)t = t١−αdf

dt
(t).

از برخͬ که دارد نیز دی·ری خواص همدیس پذیر کسری مشتق فوق، خاصیت دو بر علاوه
شده اند. آورده زیر در آن ها



کسری مرتبه چندجمله ای های معرفͬ و کسری حسابان از پیش نیازها ١۴
α مرتبه از مشتق پذیر g و f هر برای [٢٩ ،٢٨] .٣ . ۵ . ١ لم

.Tα(af + bg) = aTα(f) + bTα(g) آن گاه a, b ∈ R اگر . ١
.Tα(tp) = ptp−α داریم p ∈ R هر برای . ٢
.Tα(C) = ٠ ،f(t) = C ثابت تابع برای . ٣

داریم g و f کسری مشتق پذیر توابع برای . ۴
Tα(fg) = fTα(g) + gTα(f), Tα(

f

g
) =

gTα(f)− fTα(g)

g٢ .

.Tα(Iα)(t) = f(t) داریم f پیوسته تابع برای ‐ ۵

متغیر مرتبه کسری مشتق های ۶ . ١
مشتقات این در است. زمان به وابسته α ی با کسری مرتبه مشتقات بررسͬ قسمت این هدف
(n − ١, n) بازه از را خود مقادیر که ͬ شود م گرفته نظر در α(t) تابع ΁ی به صورت آن ها مرتبه
داریم را زیر تعاریف f(t) ∈ Cn[a, b] تابع فرض با ͬ کند. م اختیار ،n = [maxa≤t≤b(α(t))]+١ که
است عبارت f(t) تابع از α(t) مرتبه ریمن‐لیوویل راست و چپ کسری مشتق .١ . ۶ . ١ تعریف

از
aD

α(t)
t f(t) =

١
Γ(n− α(t))

(
d

dt
)n

∫ t
a(t− τ)n−α(t)−١f(τ)dτ , (t > a),

tD
α(t)
b f(t) =

(−١)n
Γ(n− α(t))

(
d

dt
)n

∫ b
t (τ − t)n−α(t)−١f(τ)dτ , (t < b).

(١ . ١٢)

از است عبارت f(t) تابع از α(t) مرتبه کاپاتو راست و چپ کسری مشتق .٢ . ۶ . ١ تعریف
C
aD

α(t)
t f(t) =

١
Γ(n− α(t))

∫ t
a(t− τ)n−α(t)−١f (n)(τ)dτ , (t > a),

C
t D

α(t)
b f(t) =

(−١)n
Γ(n− α(t))

∫ b
t (τ − t)n−α(t)−١f (n)(τ)dτ , (t < b).

(١ . ١٣)

به صورت f(t) تابع از α(t) مرتبه از گرانوالد‐لتنی΄ف متغیر مرتبه کسری مشتق .٣ . ۶ . ١ تعریف
G
aD

α(t)
t f(t) = lim

h→٠
١

hα(t)

∞∑
k=٠

(−١)k
(
α(t)

k

)
f(t− kh), (١۴ . ١)

ͬ شود. م تعریف
است زیر به صورت کاپاتو مشتق از سودمند بسیار رابطه ΁ی

(CaD
α(t)
t (t− a)γ)(t) =

Γ(γ + ١)
Γ(γ − α(t) + ١)(t− a)γ−α(t), (R(α(t)) ≥ ٠), γ > ٠,

(Ct D
α(t)
b (b− t)γ)(t) =

Γ(γ + ١)
Γ(γ − α(t) + ١)(b− t)γ−α(t), (R(α(t)) ≥ ٠), γ > ٠. (١۵ . ١)



١۵ کسری مرتبه چندجمله ای های
از کاپاتو و ریمن‐لیوویل مشتقات از دی·ر تعریف چند ͬ توان م [٣٠] به مراجعه با همچنین

کرد. مشاهده را آن ها بین روابط و متغیر مرتبه

کسری مرتبه چندجمله ای های ١ . ٧
نقش غیره و ٢٩ لاگرانژ ، ٢٨ چبیشف ، ٢٧ لژاندر همچون متعامد ΁کلاسی چندجمله ای های
ͬ کنند. م ایفا ΁کلاسی بهینه کنترل و دیفرانسیل معادلات به مربوط مسائل حل در مهمͬ بسیار
توابعͬ چندجمله ای ها، این کسری مشتق هستند. صحیح توان های دارای چندجمله ای ها این
خطا چندجمله ای ها تعداد افزایش با که ͬ شود م باعث ویژگͬ این هستند. کسری توان های با
توابع از استفاده کسری حسابان به مربوط مسائل حل برای مؤثر روش های از ی΄ͬ یابد. کاهش
توان های با توابعͬ چندجمله ای ها این از کسری مشتق است. Φn =

∑n
i=٠ cixiα به صورت پایه

΁کلاسی پایه توابع به نسبت چندجمله ای ها این هم·رایی نرخ ͬ شود م باعث که است کسری
ͬ شود. م معرفͬ کسری مرتبه از پایه توابع از برخͬ ادامه در باشد. سریع تر

کسری مرتبه لاگرانژ چندجمله ای های ١ . ٧ . ١
چندجمله ای jامین این صورت در هستند. [٠, ١] بازه در درونیابی نقاط {tj}N−١

j=٠ کنید فرض
[٣١] ͬ شود م تعریف زیر به صورت N − ١ مرتبه از Gj(t) لاگرانژ

Gj(t) =
N−١∏

i=٠,i ̸=j

t− ti
tj − ti

, j = ٠, ١, . . . , N − ١.

زیرتعریف به صورت ͬ تواند م کسری لاگرانژ چندجمله ای jامین ،t = τα متغیر تغییر از استفاده با
 شود

Gα
j (τ) =

N−١∏
i=٠,i ̸=j

τα − ti
tj − ti

, j = ٠, ١, . . . , N − ١,

برقرار کسری لاگرانژ چندجمله ای برای زیر ویژگͬ لاگرانژ چندجمله ای های مشابه .ti = ταi که
است

Gα
j (τ) =


١, τ = τj ,

٠, τ ̸= τj .

27Legendre
28Chebyshev
29Lagrange



کسری مرتبه چندجمله ای های معرفͬ و کسری حسابان از پیش نیازها ١۶
دادند. ارائه چندجمله ای ها این محاسبه برای دی·ری روش [٣٢] هم΄ارانش و ٣٠ زائرنوری

کردند تعریف زیر به صورت را N + α− ١ درجه از کسری لژاندر چندجمله ای های آن ها

hαj (x) = (
x− x١
xj − x١

)α
N∏

k=١,k ̸=j

x− xk
xj − xk

, ٢ < j < N.

ببینید. را [٣٢ ،٣١] چندجمله ای ها این مورد در بیشتر مطالعه برای

کسری مرتبه لژاندر چندجمله ای های ١ . ٧ . ٢
بازگشتͬ رابطه در که هستند [−١, ١] بازه در متعامد چندجمله  ای های لژاندر چندجمله  ای  های

[٣٣] ͬ کنند م صدق زیر
Li+١ =

٢i+ ١
i+ ١ xLi(x)−

i

i+ ١Li−١(x), i = ١,٢, . . . ,
لژاندر چندجمله ای های x = ٢t − ١ متغیر تغییر از استفاده با .L١(x) = x و L٠(x) = ١ که

ͬ شوند م داده نمایش زیر به صورت [٠, ١] بازه روی m مرتبه از Pm(t) یافته انتقال
Pm+١(t) =

٢m+ ١
m+ ١ (٢t− ١)Pm(t)− m

m+ ١Pm−١(t), m = ١,٢, . . . ,
P٠(t) = ١, P١(t) = ٢t− ١.

داریم Pm(t) چندجمله ای های برای
∫

٠١
Pm(t)Pn(t)dt =


١

٢n+ ١ , m = n,

٠, m ̸= n.

است زیر به صورت Pn(t) یافته انتقال لژاندر چندجمله ای های تحلیلͬ فرم
Pn(t) =

n∑
k=٠

(−١)n−k (n+ k)!

(n− k)!(k!)٢ .

قابل زیر به صورت [٠, ١] بازه روی ٣١ رودری·ز فرمول از استفاده با چندجمله ای ها این همچنین
هستند نمایش

Ln(t) =
١

٢٢nn!
dn

dtn
((٢t− ٢(١ − ١)n.

چندجمله ای های از تعمیمͬ رودری·ز، فرمول در معمولͬ مشتق با کسری مشتق جای·زینͬ با [٣۴] در
را آن ها از استفاده ام΄ان چندجمله ای ها این پیچیدگͬ ͬ آید. م به دست کسری مرتبه از لژاندر
در t = xα متغیر تغییر از استفاده با [٣۵] در رو این از است. ساخته دشوار کاربردی مسائل در
برای را [٠, ١] بازه در یافته انتقال کسری مرتبه لژاندر چندجمله ای های (١ . ٧ . ٢) بازگشتͬ فرم
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١٧ کسری مرتبه چندجمله ای های
لژاندر چندجمله ای های FLα

m اگر داده اند. قرار مطالعه مورد کسری دیفرانسیل معادلات حل
آن گاه باشد m درجه از کسری مرتبه

FLα
m+١(x) =

٢m+ ١
m+ ١ (٢xα − ١)FLα

m(x)− m

m+ ١FLα
m−١(x), m = ١,٢, . . . ,

FLα٠ (x) = ١, FLα١ (x) = ٢xα − ١.
است زیر به صورت چندجمله ای ها این تحلیلͬ فرم

FLα
n(x) =

n∑
k=٠

(−١)n+k (n+ k)!

(n− k)!(k!)٢x
kα.

هستند متعامد (٠, ١] بازه در w(x) = xα−١ وزن تابع به توجه با چندجمله ای ها این
∫ ١

٠ FLα
m(x)FLα

n(x)w(x)dx =


١

(٢n+ ١)α, m = n,

٠, m ̸= n.

مرتبه لژاندر چندجمله ای های از استفاده با تقریب قابل (٠, ١] بازه به متعلق f دلخواه تابع
است زیر به صورت کسری

f(t) =
∞∑
n=٠

cnFL
α
n(t), cn = α(٢n+ ١)

∫ ١
٠ f(t)FLα

n(t)w(t)dt.

کسری مرتبه چبیشف چندجمله ای های ١ . ٧ . ٣
محاسبه قابل زیر بازگشتͬ فرمول از و ͬ شوند م تعریف [−١, ١] بازه در چبیشف چندجمله ای های

[٣۶] هستند
Ti+١(x) = ٢xTi(x)− Ti−١(x), i = ١,٢, . . . ,

ͬ شود م بیان زیر به صورت چندجمله ای ها این تعامد رابطه .T١(x) = x و T٠(x) = ١ که

∫ ١
−١
Tm(x)Tn(x)√

x٢ dx =


π, m = n = ٠,
π٢ , m = n ̸= ٠,
٠, m ̸= n.

m مرتبه از T ∗
m(t) یافته انتقال چبیشف چندجمله ای های x = ٢t

L − ١ متغیر تغییر از استفاده با
است زیر به صورت [٠, L] بازه در

T ∗
m(t) = Tm(

٢t
L

− ١),
T ∗
m(t) یافته انتقال چبیشف چندجمله ای های تحلیلͬ فرم . T١(t) = (

٢t
L

− ١) و T٠(t) = ١ که
است زیر به صورت [٠, L] بازه در m مرتبه از

T ∗(t) = n
n∑

k=٠
(−١)n−k (n+ k − ٢٢!(١k

(n− k)!(٢k)!Lk
tk.



کسری مرتبه چندجمله ای های معرفͬ و کسری حسابان از پیش نیازها ١٨
چندجمله ای های t = xα متغیر تغییر با ͬ توان م کسری مرتبه لژاندر چندجمله ای های مشابه

[٣٧] کرد تعریف را زیر کسری مرتبه چبیشف

FTα
n (x = n)

n∑
k=٠

(−١)n−k (n+ k − ٢٢!(١k
(n− k)!(٢k)!Lk

xkα.

است زیر به صورت چندجمله ای ها این برای تعامد ∫خاصیت L

٠ FTα
m(x)FTα

n

xα−١√
Lxα − x٢αdx = δmnhn,

از استفاده با تقریب قابل (٠, L] بازه به متعلق f دلخواه تابع .b٠ = ٢ با hn =
bnπ٢α که

به صورت کسری مرتبه چبیشف چندجمله ای های

f(t) =

∞∑
n=٠

cnFT
α
n (t),

به صورت cn ضرایب که است
cn =

١
hn

∫ L

٠ f(t)FTα
n (t)w(t)dt, n = ٠, ١,٢, . . . ,

ͬ شوند. م محاسبه

مونتس‐لژاندر چندجمله ای های ۴ . ١ . ٧
بخش این در که مفاهیمͬ همه ͬ شود. م بررسͬ ٣٢ مونتس چندجمله ای های بخش این در
.٠ ≤ λ٠ < λ١ < · · · <∞ کنید فرض یافت. [٣٨] در بیشتر جزئیات با ͬ توان م را ͬ شود م n∑بیان

k=٠ akxλk فرم به مونتس چندجمله ای های که ͬ کند م بیان ٣٣ مونتس‐سزار ΁کلاسی قضیه
اگر هستند چ·ال L٠]٢, ١] در

n∑
k=٠

akx
λk = ∞.

مشابهͬ نتایج آن گاه ، λ٠ = ٠ دی·ر عبارت به یا باشد سیستم به متعلق ١ ثابت تابع اگر
Λn = مجموعه در مختلط اعداد کنید فرض است. برقرار ی΄نواخت نرم با C[٠, ١] برای
چندجمله ای های آن گاه کند صدق k ∈ N هر برای R(λk) > − ١٢ رابطه در {λ٠, λ١, . . . , λn}

[٣٩] ͬ شوند م تعریف زیر به صورت [٠, ١] بازه روی ٣۴ مونتس‐لژاندر

Mn(x) =Mn(x,Λn) =

n∑
k=٠

Cnx
λk , Cn,k =

∏n−١
ν=٠(λk + λ̄ν + ١)∏n−١
ν=٠,ν ̸=k(λk + λ̄ν)

,
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١٩ کسری مرتبه چندجمله ای های
یعنͬ هستند. متعامد [٠, ١] بازه در داخلͬ ضرب به توجه با که

(Mn,Mm) =

∫ ١
٠ Mn(x)Mm(x)dx =

δnm
λn + λ̄n + ١ , (١۶ . ١)

،λk = αk گرفتن نظر در با ͬ دهد. م نشان را داخلͬ ضرب (., .) و ٣۵ کرونکر دلتای δnm که
ͬ شوند م داده نمایش زیر به صورت [٠, ١] بازه روی کسری مونتس‐لژاندر چندجمله ای های

[۴٠]
Ln,α(t) =

n∑
k=٠

Cn,kt
kα, Cn,k =

(−١)n+k

αnk!(n− k)!

n−١∏
ν=٠

((k + ν)α+ ١).
داریم (١۶ . ١) تعامد ویژگͬ به توجه با

(Ln,α, Lm,α) =

∫ ١
٠ Ln,α(t)Lm,α(t)dt =

δnm٢nα+ ١ .
تقریب قابل زیر به صورت مونتس‐لژاندر چندجمله ای های توسط f ∈ L٠]٢, ١] دلخواه تابع هر

است
f(t) =

∞∑
n=٠

cnLn,α(t), cn = (٢nα+ ١)
∫ ١

٠ f(t)Ln,α(t)dt.

به صورت چندجمله ای ها این کسری مشتق یعنͬ مونتس‐لژاندر چندجمله ای های ویژگͬ مهم ترین
ͬ شود م بیان زیر

CDαLn,α(t) =

n∑
k=⌈α⌉

Dn,kt
(k−١)α, Dn,k =

Γ(kα+ ١)
Γ(kα+ ١ − α)

Cn,k.
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٢ فصل
معرفͬ و عصبی شب΄ه از پیش نیازها

دینامی΄ͬ سیستم های

عصبی شب΄ه از پیش نیازها ٢ . ١
است ساده تر زيرمسئله های به آن ش΄ستن پيچيده، مسائل حل در كارآمد روش های از ي΄ͬ
΁ي حقيقت در هستند. توصيف و درک قابل ساده تری نحو به زيرمسئله ها اين از كدام هر كه
را نهایی پيچيده سيستم ي΄دي·ر كنار در كه است ساده ساختارهای اين از مجموعه ای شب΄ه

ͬ شوند م تش΄يل مؤلفه دو از آن ها هم·ͬ اما دارند مختلفͬ انواع شب΄ه ها ͬ کند. م توصيف

را ورودی ها كه است شب΄ه محاسباتͬ واحد حقيقت در گره هر گره ها: از الف)مجموعه ای
شده انجام پردازش آيد. به دست خروجͬ تا ͬ دهد م انجام پردازش آن روی بر و گرفته
پيچيده ترين تا ورودی ها كردن ͽجم نظير پردازش ها نوع ساده ترين از ͬ تواند م گره توسط
دي·ر شب΄ه ΁ي شامل خود ͬ تواند م گره ΁ي خاص، حالت در شود. شامل را محاسبات

باشد.

در ͬ كند. م مشخص را گره ها بين اطلاعات گذر نحوه اتصالات اين گره ها: بين ب)اتصالات
٢١



دینامی΄ͬ سیستم های معرفͬ و عصبی شب΄ه از پیش نیازها ٢٢
باشند. دوسویه٢ یا سویه١ تک ͬ توانند م اتصالات كلͬ حالت

بیولوژی΄ͬ عصبی شب΄ه های ٢ . ١ . ١
اعصاب سیستم و دارد را یادآوری و تحلیل تفکر، قدرت که است پیچیده ای سیستم انسان مغز
برای که است کارهایی انجام به قادر انسان مغز است. ش·فت آوری ͬ های ویژگ دارای انسان
پردازش های و عمل΄ردها آن، دلیل مهم ترین که است غیرمم΄ن کامپیوترها پیشرفته ترین
و است مغز سیستم از سلولͬ واحد ΁ی نرون٣ است. اعصاب شب΄ه در هم زمان و موازی
از زیاد تفاوت های وجود با نرون ها است. شده ساخته نرون میلیون صد از تقریباً انسان مغز
نشان ٢ . ١ ش΄ل در که همان طور دارند. مشترکͬ مشخصه های ظاهری، ش΄ل و اندازه نظر
دارد. نام دندریت۴ که ͬ شود م خارج کوتاه ΁شاخ تعدادی نرون سلولͬ تنه از است شده داده
لوله ΁ی طریق از و ͬ کنند م دریافت مجاور نرون های از را سی·نال ها سلولͬ، تنه و دندریت ها

ͬ شوند. م منتقل دی·ر نرون های به آکسون۵ نام به ΁باری
نام آکسونͬ پایانه  که ͬ شود م تقسیم ΁باری جانبی رشته تعدادی به خود انتهای در آکسون
نرون دندریت و نرون ΁ی آکسون بین ارتباط است. مرتبط نرون ها سایر دندریت های با و دارد
و ͬ شوند م ترکیب نرون تنه در شده جمͽ بندی سی·نال های همه ͬ نامند. م سیناپس۶ را دی·ر
ͬ شود م فعال شدن٧ ΁تحری مرحله برسد، نرون آستانه به شده ترکیب سی·نال های وسعت اگر
از بخشͬ یا منفرد پالس ΁ی به صورت سی·نال این ͬ شود. م تولید خروجͬ سی·نال ΁ی و
موجب و ͬ یابد م انتقال سیناپسͬ پایانه های به آکسون موازات به خاص میزان ΁ی در پالس ها
پخش سیناپسͬ ش΄اف داخل در عصب‐رسانه ͬ شود. م عصب‐رسانه به نام موادی ͹ترش
دی·ری به نرون ΁ی از سی·نال ΁ی ترتیب این به و ͬ کند م ΁تحری را بعدی نرون و ͬ شود م
به نرون ΁ی دندریت های با مختلف نرون های از آکسون زیادی بسیار تعداد ͬ یابد. م انتقال
ͬ شوند م تقسیم دسته سه به عمل΄ردشان به توجه با نرون ها ͬ کنند. م برقرار ارتباط این صورت

ͬ فرستند. م نخاع و مغز به حسͬ ارگان های از را اطلاعات نرون ها این حسͬ: نرون های (١
غدد و ماهیچه ها به نخاع و مغز از را فرمان سی·نال های نرون ها این حرکتͬ: نرون های (٢

ͬ کنند. م هدایت
دی·ر رابط نرون ΁ی به و ͬ گیرند م حسͬ نرون های از را پیام ها نرون ها این رابط: نرون های (٣
در فقط رابط نرون های ͬ رسانند. م حرکتͬ نرون ΁ی به را پیام ها یا و ͬ دهند م انتقال

1Unidirectional
2Bidirectional
3Neuron
4Dendrite
5Axon
6Synapse
7Firing



٢٣ عصبی شب΄ه از پیش نیازها

نرون ساختار :٢ . ١ ش΄ل
ͬ شوند. م یافت نخاعͬ طناب و چشم مغز،

عصبی شب΄ه های در سوال این ͺپاس چیست؟ یادگیری تعریف، این با که است این سوال
بود. خواهد مهم مصنوعͬ

تنظیم و سلول بدنه و دندریت ها شیمیایی فعالیت نوع در تغییر یادگیری عمل .٢ . ١ . ١ تعریف
است. فعالیت ها آن مجدد

بدنه در شیمایی فعالیت های جز چیزی مغز در آن ها ذخیره سازی و اطلاعات حفظ نتیجه در
سلول بدنه و دندریت ها از سی·نال عبور هنگام اینکه دی·ر نتیجه نیست. آن پیوندهای و سلول
شیمیایی فرآیندهای واسطه به اگر ͬ شود. م تغییراتͬ دستخوش سیناپس ها به رسیدن تا و
همین است. داده رخ جدید یادگیری ΁ی گیرد صورت جدیدی خاص قوانین با تغییرات این
را مصنوعͬ عصبی شب΄ه های بتوان تا است کافͬ زیستͬ عصبی شب΄ه های از معرفͬ و مقدمه

کرد. بیان

مصنوعͬ عصبی شب΄ه های ٢ . ١ . ٢
زمینه در تحقیقات شروع چند هر است. جدیدی نسبتاً پدیده  مصنوع٨ͬ عصبی شب΄ه های
١٩٨٠ دهه در آن گسترش اما ͬ گردد بر م میلادی ١٩۴٠ دهه به مصنوعͬ عصبی شب΄ه های
تلاشͬ ͽواق در و است مصنوعͬ هوش از شاخه ای عصبی شب΄ه های .[١] پذیرفت صورت
عصبی شب΄ه ΁ی در است. مصنوعͬ به صورت انسان مغز عصبی نرون های پیاده سازی برای

8Artificial Neural Network



دینامی΄ͬ سیستم های معرفͬ و عصبی شب΄ه از پیش نیازها ٢۴
ͬ شوند م بیان ریاضͬ مدل ΁ی به صورت نرون ها همان یا انسان مغز عصبی سلول های مصنوعͬ
انسان مغز عمل΄رد های از برخͬ ͬ توان م مختلف اش΄ال در عصبی سلول های کردن مرتب با و
را ال·وها بین کردن برقرار ارتباط و یادگیری فرآیند ال·وها، حافظه، در اطلاعات ذخیره مانند

کرد. پیاده سازی
مفهوم این به است. آن ها در یادگیری قابلیت مصنوعͬ عصبی شب΄ه های ویژگͬ مهم ترین
یا و زمان گذشت با و نشده برنامه ریزی ثابت و مشخص قاعده ΁ی مبنای بر شب΄ه این که
شب΄ه های مبحث ͬ بیند. م آموزش اصطلاح به یا ͬ کند م تغییر آن وضعیت شب΄ه تکرار هر در
به صورت آن پیاده سازی و انسان در یادگیری قوه از ال·وبرداری به مربوط مصنوعͬ عصبی
کارهای که دارند را قابلیت این عصبی شب΄ه های بنابراین است. کامپیوتری ال·وریتم های

گیرند. فرا را هستند مش΄ل قاعده مبتنͬ بر سیستم های برای که پیچیده ای
و کند استدلال ͬ دهد م انجام که کارهایی مورد در ͬ تواند نم مصنوعͬ عصبی شب΄ه ΁ی
هنگامͬ مثال عنوان به ͬ شود. م محسوب مصنوعͬ عصبی شب΄ه برای ضعف نقطه ΁ی این
کار این چ·ونه که دهد توضیح ͬ تواند نم آموخت، را چهره تشخیص عمل عصبی شب΄ه ΁ی که
که هوشمند سیستم های از دسته ای روی بر تحقیقات حاضر حال در لذا است. داده انجام را
توضیح قابلیت (با قاعده مبتنͬ بر سیستم های و یادگیری قابلیت با عصبی شب΄ه های از مرکب

ͬ شود. م انجام هستند استدلال) و

مصنوعͬ عصبی شب΄ه تکامل سیر
سیستم کردند سعͬ نروفیزیولوژیست ها سویی از جداگانه اما همزمان به طور نوزدهم قرن از
مدل کردند تلاش ͬ دانان ریاض دی·ر سوی از و کنند کشف را مغز تحلیل و تجزیه و یادگیری
اولین باشد. دارا را مسائل عمومͬ تحلیل و تجزیه و فراگیری قابلیت که بسازند ریاضͬ
وارن توسط ١٩۴٠ دهه ی اوایل در منطقͬ مدل ΁ی از استفاده با شبیه سازی در کوشش ها
عصبی شب΄ه های اکثر سازنده اصلͬ معیار امروزه که شد انجام ١٠ پیتز والتر و ٩ ΁کال ΁م
از استفاده با خروجͬ ایجاد و ورودی ها ͽجم بر مبتنͬ مدل این عمل΄رد است. مصنوعͬ
اصطلاحاً باشد بیشتر آستانه مقدار از ورودی ها ͽجم حاصل اگر است. نرون ها از شب΄ه ای
١٩۴٩ سال در بود. منطقͬ توابع از ترکیبی اجرای مدل این نتیجه ͬ شود. م برانگیخته نرون
شب΄ه ١٩۵٨ سال در .[۴١] کرد طراحͬ عصبی شب΄ه های برای را یادگیری قانون ١١ هب دونالد
بود. قبلͬ شده مدل واحدهای نظیر شب΄ه این گردید. معرفͬ ١٣ روزنبلات توسط ١٢ پرسپترون
است. میانͬ لایه ی و خروجͬ لایه ی ورودی، لایه ی شامل که است لایه سه دارای پرسپترون
که کند تنظیم گونه ای به را وزن ها تکرارشونده روشͬ با که ب·یرد یاد ͬ تواند م سیستم این
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٢۵ عصبی شب΄ه از پیش نیازها
خطͬ مدل دی·ر روش .[۴٢] داشته باشد را خروجͬ و ورودی جفت های بازتولید توان شب΄ه
دانش·اه در ١۵ هاف مارسیان و ١۴ ویدرو برنارد توسط ١٩۶٠ سال در که است نرون تطبیقͬ
بود. واقعͬ مسائل در شده گرفته کار به عصبی شب΄ه های اولین که آمد وجود به استنفورد
شده مختصر و شد نام گذاری آدلاین١۶ که کردند ابداع را نرون ها از سطحͬ سه مدل ΁ی آن ها
بر تعلیم قانون ΁ی آدلاین برای همچنین .[۴۴ ،۴٣] بود ”١٧ تطبیقͬ خطͬ عنصر ” حروف
کردن متصل از است. معروف α−LMS به تعلیم قانون این نمودند. بیان مشتق گیری مبنای
برای مادلاین عصبی شب΄ه از هاف و ویدرو شد. ساخته ١٨ مادلاین ی΄دی·ر به آدلاین چند
که نوشتند کتابی ١٩ پاپرت و میس΄ͬ ١٩۶٩ سال در کردند. استفاده تلفن خطوط از اکو حذف
کتاب این نتیجه کردند. تشریح را پرسپترون لایه چند و لایه تک سیستم های محدودیت های
بود. عصبی شب΄ه های شبیه سازی زمینه در تحقیقات برای سرمایه گذاری ͽقط و داوری پیش
این در تحقیقات نیست، جالبی مسئله هیچ حل به قادر پرسپترون شب΄ه اینکه طرح با آن ها
پس آموزش شیوه ١٩٧۴ سال در ٢٠ ورباس پال کردند. متوقف سال چند مدت برای را زمینه
آموزشͬ نیرومندتر قوانین با البته چندلایه پرسپترون شب΄ه ΁ی که کرد ایجاد را خطا ٢١ انتشار
شب΄ه های به توجه جلب برای آمد به دست ١٩٨٠ تا ١٩٧٠ سال در که پیشرفت هایی بود.
دانست. عصبی شب΄ه دوباره تولد ͬ توان م را ١٩٨۶ تا ١٩٨٢ سال های بود. مهم بسیار عصبی
مفهوم و بازگشتͬ عصبی شب΄ه ارائه اول داد. رخ زمینه این در مهم اتفاق دو سال ها این در
حل اتفاق، دومین .[۴۵] شد منتشر ١٩٨٢ سال در که بود هاپفیلد٢٢ جان توسط انرژی تابع
از که داد نشان هاپفیلد .[۴۶] بود هاپفیلد شب΄ه توسط (TSP) دوره گرد فروشنده مسئله
در را جدیدی افق و کرد استفاده بهینه سازی مسائل حل برای ͬ توان م بازگشتͬ شب΄ه این

گشود. مصنوعͬ عصبی شب΄ه های

مصنوعͬ عصبی نرون رياضͬ مدل
نام نرون که محلͬ در شود، پردازش است قرار که اطلاعاتͬ مصنوعͬ عصبی شب΄ه هر در
نرون های به ارتباط نوع ΁ی با سی·نال ها یا اطلاعات این از کدام هر ͬ شود. م ذخیره دارد
(j = ،xj ورودی n + ١ شامل بايد نرون ΁ي مدل ساده نگاه ΁ي در ͬ شوند. م متصل دی·ر
که (j = ١,٢, . . . , n + ١) ،wj

٢٣ سیناپسͬ وزن های در ورودی ها اين باشد. ١,٢, . . . , n + ١)
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دینامی΄ͬ سیستم های معرفͬ و عصبی شب΄ه از پیش نیازها ٢۶

مصنوعͬ عصبی نرون ریاضͬ مدل :٢ . ٢ ش΄ل
وزن ͬ شوند. م ضرب ͬ کنند م ایفا را سیناپسͬ ساختار نقش و هستند ͽواق آکسون ها روی
حاصل ضرب مجموع .[٢] ͬ نامند م بایاس٢۴ را است −١ همواره آن مقدار که ورودی اولین
دی·ر مقدار ΁ی به ٢۵ فعال ساز تابع نام به تابعͬ توسط متناظرشان وزن های در ورودی ها
جواب اگر و خير يا شود فعال نرون آيا كه ͬ كند م تصميم گيری فعال ساز تابع ͬ شود. م نگاشته
از استفاده با مصنوعͬ عصبی شب΄ه بنابراين ͬ سازد. م مشخص را خروجͬ ميزان باشد مثبت
ͬ توان م توضيحات اين به توجه با ͬ پردازد. م اطلاعات پردازش به واقعͬ نرون شده ساده مدل
اين كرد. پيشنهاد مصنوعͬ) عصبی شب΄ه در گره ΁ي) نرون ΁ي توصيف برای ساده ای مدل
اصلͬ تفاوت شده اعمال ساده سازی های از جدای است. شده داده نشان ٢ . ٢ ش΄ل در مدل
آن كه حال ͬ اند، زمان سي·نال های ورودی ها واقعͬ شب΄ه در كه است اين در واقعيت با مدل اين
طراحͬ در که عصبی شب΄ه ΁ی اصلͬ مشخصه های هستند. حقیقͬ اعداد ورودی مدل اين در

از است عبارت گیرند قرار نظر مد باید آن
تش΄یل لایه های تعداد و آن ها تعداد نرون ها، بین اتصالات نحوه عصبی: شب΄ه معماری

گویند. عصبی شب΄ه  معماری را ارتباطͬ نرون های بخش دهنده 
و کرده اثر نرون ورودی های بر تا گیرد قرار نرون روی تابعͬ چه این که فعال ساز: تابع های

گویند. نرون آن فعال ساز تابع کند تولید را نرون خروجͬ
خروجͬ تا ͬ کنند م تغییر آن اساس بر آکسون ها روی وزن های که روشͬ آموزش: ال·وریتم

ͬ شود. م نامیده آموزش ال·وریتم درآید، مطلوب حالت به عصبی شب΄ه

فعال ساز توابع
ͬ  شود م معرفͬ فعال ساز توابع از نمونه چند اینجا در
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٢٧ عصبی شب΄ه از پیش نیازها
است زیر به صورت θ آستانه ای حد با تابع این پله  ای: تابع

f(x) =


١ x ≥ θ,

٠ x < θ.

ͬ شود م تعریف زیر به صورت θ آستانه ای حد با تابع این دوقطبی: پله ای تابع

f(x) =


١ x ≥ θ,

−١ x < θ.

مشتق ͬ توان م و است مشتق پذیر و کراندار ی΄نوا، تابعͬ سی·موئید٢۶، تابع سی·موئید: تابع
است زیر ش΄ل به که کرد بیان تابع خود ΁کم به را تابع

f(x) =
١

١ + e−x
, f ′(x) = f(x)(١ − f(x)).

تعریف زیر به صورت و دارد را سی·موئید تابع خواص همان تابع این قطبی: سی·موئید تابع
ͬ شود م

g(x) = ٢f(x)− ١ = ٢
( ١

١ + e−x

)
− ١ =

١ − e−x

١ + e−x
, g′(x) =

١
١)٢ + g(x))(١ − g(x)).

زیر به صورت و ͬ گیرد م قرار استفاده مورد ورودی نرون های برای بیشتر تابع این همانͬ: تابع
ͬ شود م بیان

f(x) = x.

عصبی شب΄ه های برای یادگیری انواع ٢ . ١ . ٣
فعال ساز توابع و بایاس ها وزن ها، یافتن از است عبارت یادگیری لایه، چند شب΄ه ΁ی در
به یادگیری قواعد شود. حاصل مطلوب خروجͬ ورودی، هر از کاری دامنه ΁ی در به طوری که
ناظر. بدون یادگیری و تشدیدی یادگیری ناظر، با یادگیری ͬ شوند: م تقسیم عمده بخش سه

ͬ شود. م ارائه قواعد این عمل΄رد نحوه درمورد مختصری توضیح اینجا در
٢٧ ناظر با یادگیری

ورودی ها وزن ها، یافتن برای و است معلوم مطلوب خروجͬ ورودی، هر ازای به یادگیری این در
مطلوب خروجͬ با خروجͬ این سپس ͬ آید، م به دست شب΄ه خروجͬ و ͬ شوند م اعمال شب΄ه به
بایاس ها و وزن ها باید و نشده کامل یادگیری هنوز اختلاف وجود صورت در ͬ  شود. م مقایسه

ͬ گویند. م ناظر با یادگیری را شب΄ه بهینه پارامترهای به رسیدن تا عمل این یابند. تغییر
26Sigmoid
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دینامی΄ͬ سیستم های معرفͬ و عصبی شب΄ه از پیش نیازها ٢٨
تقویتͬ یادگیری یا تشدیدی یادگیری

ͽمواض نتواند معلم بدون است مم΄ن عصبی شب΄ه که است این ناظر با یادگیری اش΄ال ΁ی
یادگیری ب·یرد. یاد است نشده پوشانده تجربی جدید داده های مجموعه توسط که را جدیدی
صورت ٢٨ آنلاین به طور یادگیری نوع این ͬ کند. م برطرف را محدودیت این تشدیدی نوع از
در داد. انجام ͬ توان م ٢٩ آفلاین و آنلاین صورت دو به را ناظر با یادگیری که حالͬ در ͬ گیرد م
استفاده یادگیری داده های داشتن اختیار در با محاسب سیستم ΁ی از ͬ توان م آفلاین حالت
به عصبی شب΄ه یادگیری، و طراحͬ مرحله از پس رساند. پایان به را عصبی شب΄ه طراحͬ و کرد
خود با همراه عصبی شب΄ه آنلاین یادگیری در اما ͬ کند. م عمل استاتی΄ͬ سیستم ΁ی عنوان
ͬ کند. م عمل دینامی΄ͬ سیستم ΁ی مثل رو این از و است کار انجام حال در یادگیر سیستم
کار این است. ورودی‐خروجͬ نگاشت ΁ی از آنلاین یادگیری ΁ی تشدیدی نوع از یادگیری
به موسوم اجرایی شاخص ΁ی که ͬ پذیرد م انجام به  صورتͬ خطا و سعͬ پروسه ΁ی طریق از
به را پارامترهایش عصبی شب΄ه اگر که است معنͬ بدین این شود. بیشینه تشدید سی·نال
تولید جهت یادگیر سیستم تمایل آن گاه شد مساعد حالت ΁ی به منجر که داد تغییر گونه ای
تولید جهت عصبی شب΄ه تمایل این صورت غیر در ͬ شود. م تشدید یا تقویت خاص عمل آن
ال·وریتم این و نیست ناظر با یادگیری مثل تقویتͬ یادگیری ͬ شود. م تضعیف خاص عمل آن

دارد. کاربرد کنترلͬ سیستم های برای بیشتر

٣٠ ناظر بدون یادگیری
ͺپاس توسط تنها عصبی شب΄ه پارامترهای سامانده خود یادگیری یا ناظر بدون یادگیری در
را شب΄ه به محیط از دریافتͬ اطلاعات تنها عبارتͬ به ͬ شوند. م تنظیم و اصلاح سیستم
به مطلوب جواب بردار ناظر با یادگیری با مقایسه در و ͬ دهند م تش΄یل ورودی بردارهای
بیاموزد است قرار که تابعͬ از نمونه ای هیچ عصبی شب΄ه به عبارتͬ به ͬ شود. نم اعمال شب΄ه
ͬ بینیم م عمل در هزینه). تابع (مانند دارد وجود آموزش برای شاخص ΁ی بل΄ه ͬ شود نم داده
باشند شده تش΄یل نرونͬ لایه های زیادی تعداد از که شب΄ه هایی مورد در ناظر با یادگیری که
پیشنهاد ناظر بدون و ناظر با یادگیری تلفیق موارد این گونه در و ͬ کند م عمل کند بسیار

ͬ گردد. م

مصنوعͬ عصبی شب΄ه های انواع ۴ . ٢ . ١
اما است عصبی شب΄ه كارایی در كليدی نكات ͬ ترين اساس جزء نرون كردن مدل نحوه چند هر
است. اثرگذاری و مهم بسيار فاكتور نيز شب΄ه (توپولوژی) چيدمان و اتصالات برقراری نحوه
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٢٩ عصبی شب΄ه از پیش نیازها
مدلͬ عنوان به آن از ͬ توان نم كه است پيچيده آن قدر انسان مغز توپولوژی كه داشت توجه بايد
ساده مدل ΁ي ͬ كنيم، م استفاده كه مدلͬ كه چرا نمود، استفاده عصبی شب΄ه به اعمال برای
مختلفͬ انواع ͬ كند. م استفاده زيادی بسيار المان های از مغز چيدمان ͬ كه حال در است شده
΁ی هر که شده اند معرفͬ مصنوعͬ عصبی شب΄ه های کلͬ عنوان تحت محاسباتͬ مدل های از
و قابلیت ها از مشخصͬ وجه از کدام هر در و هستند استفاده قابل کاربردها از دسته ای برای
نظر در ریاضͬ ساختار ΁ی مدل ها، این همه در است. شده گرفته الهام انسان مغز خصوصیات
و پارامترها سری ΁ی و است دادن نمایش قابل هم گرافی΄ͬ به صورت البته که است شده گرفته
تنظیم آن قدر ٣١ تربیت یا یادگیری ال·وریتم ΁ی توسط کلͬ، ساختار این دارد. تنظیم پیچ های
انواع از کوتاه مرور ΁ی ادامه در دهد. نشان خود از مناسبی رفتار بتواند که ͬ شود، م بهینه و
موثر بسیار اولیه آشنایی ΁ی ایجاد در آن مطالعه که داشت  خواهیم عصبی شب΄ه های مختلف

بود. خواهد

پس خور شب΄ه های
نرون همان به نرون ΁ی از برگشتͬ سی·نال ΁ی حداقل برگشتͬ یا ٣٢ پس خور شب΄ه های در
باشد ΁فیدب دارای نرونͬ اگر و دارد وجود قبل لایه های نرون های یا لایه همان نرون های یا
مقدار به بل΄ه لحظه آن در ورودی به تنها نه حال لحظه در نرون خروجͬ که است مفهوم بدین
هاپفیلد عصبی شب΄ه مثال، عنوان به است. وابسته نیز گذشته لحظه ی در نرون خود خروجͬ
نرون های تمام ورودی به نرون هر خروجͬ آن در که مفهوم این به است، بازگشتͬ شب΄ه ΁ی ٣٣
قدم در و ͬ شود م محاسبه آن خروجͬ شب΄ه به اولیه ورودی اعمال از پس است. متصل دی·ر
شب΄ه خروجͬ تا ͬ شود م تکرار آنقدر فرآیند این ͬ شود. م اعمال شب΄ه به ورودی عنوان به بعد
هر در وضعیتش که دینامی΄ͬ سیستم ΁ی عنوان به شب΄ه اینجا در شود. هم·را ثابت نقطه به
بر که جوابی به شب΄ه ͺپاس رسیدن یعنͬ شب΄ه، هم·رایی و ͬ کند م عمل ͬ کند، م تغییر تکرار
رسیده خود تعادل یا پایدار حالت به شب΄ه که گفت ͬ توان م این صورت در نکند. تغییر تکرار اثر

است.

پیش خور شب΄ه های
پردازش جلو به رو همواره آن ها در ͺپاس مسیر که هستند شب΄ه هایی ٣۴ پیش خور شب΄ه های
اجازه تنها سی·نال ها به شب΄ه  نوع این در ͬ گردد. نم باز خود قبل لایه های نرون های به و شده
وجود ΁فیدب یا بازخورد بنابراین ͬ شود. م داده خروجͬ) تا ورودی (از ی΁ طرفه مسیر از عبور
تغییری خودش لایه ی در و ͬ گذارد م اثر بعد لایه بر تنها لایه هر خروجͬ که معنͬ این به ندارد

31Training Algorithm
32FeedBack Neural Network
33Hopfield
34Feedforward Neural Network



دینامی΄ͬ سیستم های معرفͬ و عصبی شب΄ه از پیش نیازها ٣٠

خروجͬ لایه و پنهان لایه ورودی، لایه با نرون ΁ی ساختار :٢ . ٣ ش΄ل

پرسپترون. شب΄ه مانند ͬ کند نم ایجاد

MLP یا چند لایه پرسپترون
مدل سازی در استفاده برای پيشنهادی چيدمان  كارآمدترين حال عين در و ساده ترين از ي΄ͬ
(نرون های ورودی لايه ΁ي از كه است ٣۵(MLP)چندلايه پرسپترون مدل واقعͬ، عصب های
حرکتͬ) (نرون های خروجͬ لايه ΁ي و ارتباطͬ) (نرون های پنهان لايه چند يا ΁ي حسͬ)،
متصل بعد لايه نرون های تمام به لايه ΁ي نرون های تمام ساختار، اين در است. شده تش΄يل
٢ . ٣ ش΄ل ͬ دهد. م تش΄يل را كامل اتصالات با شب΄ه ΁ي اصطلاحاً چيدمان اين هستند.
نمود استنباط ͬ توان م سادگͬ به ͬ دهد. م نشان را لايه سه پرسپترون شب΄ه ΁ي شمای
پرسپترون های در است. لایه ها دي·ر نرون های تعداد از مستقل لايه هر نرون های تعداد كه
ͬ شوند. م متصل بهم غیرخطͬ نگاشت ΁ی توسط خروجͬ واحد های به ورودی واحد های چندلایه
وجودی قضیه از است. تابع تقریب در آن ها توانایی چندلایه پرسپترون کاربرد مهم ترین
پیوسته تابع هر از ͬ تواند م گره n(٢n+١) با لایه سه پرسپترون ΁ی که ͬ دانیم م کولوموگروف٣۶
بستگͬ شده پنهان لایه های در نرون ها تعداد به تقریب دقت .[۴٧] شود محاسبه متغیر n با
قابل پیش خور چندلایه عصبی شب΄ه های ندارد. بستگͬ شده پنهان لایه های تعداد به و دارد

است. بدحالت شب΄ه ها این آموزشͬ مسئله موارد برخͬ در و هستند یادگیری
35Multi Layer Perceptron
36Existence Colomogorov Theorem



٣١ دینامی΄ͬ سیستم های

دینامی΄ͬ سیستم های ٢ . ٢
ب·یرید نظر در را زیر دینامی΄ͬ سیستم .٢ . ٢ . ١ تعریف

ẋ = f(x(t)), x(t٠) = x٠ ∈ Rn, (٢ . ١)
.f(x∗) = ٠ اگر ͬ شود م نامیده (٢ . ١) ٣٧ تعادل نقطه ΁ی x∗ است. Rn به Rn از تابع ΁ی f که
،f (x) ̸= ٠ ،∀x ∈ Ω∗\{x∗} و f(x∗) = ٠ که باشد داشته وجود x∗ از Ω∗ ⊆ Rn همسای·ͬ اگر

ͬ شود. م نامیده ٣٨ تنها تعادل نقطه ΁ی x∗ آن گاه
x∗ است. (٢ . ١) جواب ΁ی x(t) کنید فرض .( لیاپانوف٣٩ مفهوم به (پایداری ٢ . ٢ . ٢ تعریف
΁ی ،ε > ٠ هر و x٠ = x(t٠) هر برای اگر است لیاپانوف مفهوم به تنها، پایدار تعادل نقطه

آن گاه ∥x(t٠)− x∗∥ < δ اگر به طوری که باشد داشته وجود δ > ٠
∥x(t)− x∗∥ < ε, ∀t ≥ t٠.

لیاپانف. پایداری :۴ . ٢ ش΄ل

(٢ . ١) جواب های مجموعه به ۴٠ سراسری هم·رای (٢ . ١) دینامی΄ͬ سیستم .٢ . ٢ . ٣ تعریف
زیر رابطه در x(t) مسیر دلخواه، آغازین نقطه هر برای اگر است ͬ شود، م داده نمایش Ω∗ با که

کند صدق
lim
t→∞

dist(x(t),Ω∗) = ٠,
37Equilibrium Point
38Isolated Equilibrium Point
39Stability in the Sense of Lyapunov
40Globally Convergent



دینامی΄ͬ سیستم های معرفͬ و عصبی شب΄ه از پیش نیازها ٣٢
که

dist(x,Ω∗) = inf
y∈Ω∗

∥x− y∥,

ͬ دهد. م نشان را l٢ نرم ∥.∥ و

مجانبی پایدار است، ی΄تا x∗ تعادل نقطه دارای که (٢ . ١) دینامی΄ͬ سیستم .۴ . ٢ . ٢ تعریف
کند صدق زیر شرط در و باشد پایدار لیاپانوف مفهوم به x∗ اگر ͬ شود م نامیده ۴١ سراسری

lim
t→∞

x(t) = x∗.

سراسری. مجانبی پایداری :۵ . ٢ ش΄ل

گفته β نرخ با ۴٢ سراسری نمایی پایدار x∗ نقطه در (٢ . ١) دینامی΄ͬ سیستم .۵ . ٢ . ٢ تعریف
کند صدق زیر رابطه در x(t) مسیر دلخواه، آغازین نقطه هر برای اگر ͬ شود م

∀t ≥ t٠, ∥x(t)− x∗∥ ≤ α ∥x(t٠)− x∗∥ e−β(t−t٠),

هستند. آغازین نقاط از مستقل و مثبت ثابت های β و α که
ͬ دهد. م نتیجه را سراسری مجانبی پایداری سراسری، نمایی پایداری که است ͹واض

گفته (٢ . ١) سیستم به نسبت ۴٣ تغییرناپذیر مجموعه ΁ی M ⊆ Rn مجموعه .۶ . ٢ . ٢ تعریف
باشد. x(t) ∈M ،t ≥ t٠ هر ازای به و t٠ ≥ ٠ ،x(t٠) ∈M اگر ͬ شود م

41Globally Asymptotically Stable
42Globally Exponential Stable
43Invariant Set



٣٣ دینامی΄ͬ سیستم های
وجود L ثابت اگر است، ۴۴ لیپ شیتز پیوسته E روی F : E ⊂ Rn → Rn تابع .٢ . ٢ . ٧ تعریف

باشیم داشته x, y ∈ E نقطه دو هر برای به طوری که باشد داشته
∥F (x)− F (y)∥ ≤ L ∥x− y∥ .

‐ε ΁ی ،x٠ ∈ E نقطه برای اگر ͬ شود م نامیده E روی ۴۵ محلͬ لیپ شیتز پیوسته F تابع
نقطه دو هر برای به طوری که باشد داشته وجود L٠ ثابت ΁ی و Nε(x٠) ⊂ E مانند همسای·ͬ

باشیم داشته x, y ∈ Nε(x٠)

∥F (x)− F (y)∥ ≤ L٠ ∥x− y∥ .

آن گاه باشد، F ∈ C١(E) اگر ب·یرید. نظر در را F : E ⊂ Rn → Rn تابع [۴٨] .٢ . ٢ . ١ قضیه
است. محلͬ شیتز لیپ E روی F

به طور V (x) باشد. پذیر مشتق پیوسته به طور تابع ΁ی V : Rn → R کنید فرض .٢ . ٢ . ٨ تعریف
اگر ͬ شود م گفته بی کران شعاعͬ

∥x∥ → ∞ ⇒ V (x) → ∞.

همه آن گاه است. بی کران Ω١ که باشد g : Ω١⊂ Rl → R کنید فرض [۴٩] .٢ . ٢ . ١ لم
اگر وفقط اگر هستند کراندار g ͹سط مجموعه های

lim
k→∞

g(uk) = +∞,

. lim
k→∞

∥∥uk∥∥ = +∞ و {uk} ⊂ Ω١ که
همه آن گاه باشد پیوسته Ω١ بسته مجموعه روی g : Ω١⊂ Rl → R کنید فرض [۴٩] .٢ . ٢ . ٢ لم
و غیرتهͬ g کننده های کمینه مجموعه اگر فقط و اگر هستند کراندار g ͹سط مجموعه های

باشند. کراندار
مجموعه ΁ی Ω که ،f : Ω → Ω پیوسته تابع [۴٩](۴۶ بروئر ثابت نقطه (قضیه .٢ . ٢ . ٢ قضیه

دارد. ثابت نقطه ΁ی حداقل است محدب و فشرده
Rn به Rn از پیوسته تابع ΁ی f کنید فرض (٢ . ١) دینامی΄ͬ سیستم در [۴٨] .٢ . ٢ . ٣ قضیه
τ > t٠ که t ∈ [t٠, τ) ازای به x(t) محلͬ جواب ΁ی ، x٠ ∈ Rn و t٠ ≥ ٠ هر برای آن گاه باشد،
اگر و ی΄تاست جواب آن گاه باشد محلͬ لیپ شیتز پیوسته x٠ در f اگر براین علاوه دارد. وجود

شود. داده توسعه +∞ تا ͬ تواند م τ آن گاه باشد لیپ شیتز پیوسته Rn در f
44Lipschitz Continuous
45Locally Lipschitz Continuous
46Brouwer’s Fixed Point Theorem



دینامی΄ͬ سیستم های معرفͬ و عصبی شب΄ه از پیش نیازها ٣۴
محلͬ جواب ΁ی به نتواند [t٠, τ) بازه در شده تعریف محلͬ جواب ΁ی اگر .٢ . ٢ . ٩ تعریف
نامیده ماکسیمال جواب ΁ی آن گاه یابد، گسترش است τ١ > t٠ که [t٠, τ١) بزرگتر بازه ΁ی روی
جواب وجود ماکسیمال بازه ͬ شود. م نامیده جواب وجود ماکسیمال بازه ،[t٠, τ) بازه و ͬ شود م

ͬ شود. م تعریف [t٠, τ(x٠)) به صورت اغلب x٠ به مربوط
t ∈ [t٠, τ(x٠)) ،x(t) اگر است. پیوسته تابع ΁ی f : Rn → Rn کنید فرض [۵٠] .۴ . ٢ . ٢ قضیه

آن گاه τ(x٠) < +∞ و باشد ماکسیمال جواب ΁ی
lim

t→τ(x٠)
∥x(t)∥ = +∞.

سیستم تعادل نقطه ΁ی x = ٠ که کنید فرض لیاپانوف)[۵١] پایداری (قضیه .۵ . ٢ . ٢ قضیه
به طوری که است مشتق پذیر پیوسته به طور تابع ΁ی V : Rn → R و است (٢ . ١)

V (٠) = ٠ . ١
V (x) > ٠ ،x∈ Rn\{٠} هر ازای به . ٢
V̇ (x) ≤ ٠ ،x∈ Rn\{٠} هر ازای به . ٣

است. پایدار x = ٠ در سیستم آن گاه
زیر شرایط در V (·) اگر ۵ . ٢ . ٢ قضیه شرایط تحت مجانبی)[۵١] پایداری (قضیه .۶ . ٢ . ٢ قضیه

کند صدق
V (٠) = ٠ . ١

V (x) > ٠ ،x∈ Rn\{٠} هر ازای به . ٢
V̇ (x) < ٠ ،x∈ Rn\{٠} هر ازای به . ٣

است. مجانبی پایدار x = ٠ در سیستم آن گاه
V (·) اگر ۵ . ٢ . ٢ قضیه شرایط تحت [۵١] سراسری) مجانبی پایداری (قضیه .٢ . ٢ . ٧ قضیه

است. سراسری مجانبی پایدار x = ٠ نقطه آن گاه باشد بی کران شعاعͬ به طور
به طور تابع ΁ی V : Rn → R کنید فرض [۵١](۴٧ لسال تغییرناپذیری (اصل .٢ . ٢ . ٨ قضیه

کنید فرض همچنین باشد، مشتق پذیر پیوسته
باشد. (٢ . ١) سیستم جواب به نسبت پایدار و فشرده مجموعه ΁ی M ⊂ Rn . ١

.V̇ (x) ≤ ٠ ،x ∈M ازای به . ٢
47LaSalle Principle of Invariance



٣۵ دینامی΄ͬ سیستم های
.V̇ (x) = ٠ به طوری که باشد M نقاط همه مجموعه E . ٣

باشد. E در پایدار مجموعه بزرگترین N . ۴
داریم است t٠ ≥ ٠ که x(t٠) ∈M هر ازای به آن گاه

lim
t→∞

dist(x(t), N) = ٠.





٣ فصل

بهینگͬ شرایط و بهینه کنترل مسئله

بهینه کنترل مسئله ٣ . ١

و تحلیل اصول با و ͬ پردازد م کاربردی مسائل به که است ریاضیات از شاخه ای بهینه کنترل
قبیل از مختلف رشته های از بسیاری در بهینه کنترل دارد. سروکار کنترل سیستم های طراحͬ
این کنترل از منظور بهینه کنترل در دارد. زیادی کاربردهای زیستͬ علوم و اقتصاد مهندسͬ،
این شود. حاصل مطلوبی عمل΄رد تا ب·ذارد تاثیر سیستم عمل΄رد نحوه روی عاملͬ که است
انجام سیستم از مستقل و خارج شخصͬ یا و سیستم خود توسط ͬ تواند م کنترل و اثرگذاری
در دارد. کاربرد نیز غیرخطͬ سیستم های در خطͬ سیستم های علاوه بر کنترل نظریه شود.
که است کنترل کننده عنوان به سیستم ΁ی ورودی کردن پیدا هدف بهینه، کنترل مسئله ΁ی

کند. بیشینه یا کمینه را هدف تابع و کند صدق دستگاه فیزی΄ͬ شرایط در
٣٧



بهینگͬ شرایط و بهینه کنترل مسئله ٣٨

΁کلاسی بهینه کنترل مسئله ٣ . ١ . ١
است زیر صورت به صحیح مرتبه مشتق با بهینه کنترل مسئله ΁ی کلͬ ش΄ل

Minimize J = h(x(tf ), tf ) +

∫ tf

t٠
f٠(x(t), u(t), t)dt, (٣ . ١)

subject to ẋ = g(x(t), u(t), t), (٣ . ٢)
x(t٠) = x٠, x(tf ) = xf , (٣ . ٣)

کنترل بردار u(t) = (u١(t), . . . , uq(t))T ∈ Rq و حالت بردار x(t) = (x١(t), . . . , xp(t))T ∈ Rp که
ͬ شود. م نامیده

اویلر‐لاگرانژ معادله و تغییرات حساب
مسائل حل در و است محاسبات تعمیم نوعͬ ریاضیات از شاخه ای عنوان به تغییرات حساب
خم ها مسیرها، از مجموعه ای یافتن هدف تغییرات حساب در است. مفید بسیار بهینه سازی
مسئله از که هستند اکسترمم دارای مشتق پذیر و پیوسته توابعͬ عنوان به  که است غیره و
جان سوئیسͬ ͬ دان ریاض وسیله به ١۶٩۶ سال در ١ بارچیستوچرون) (مسئله شده پیشنهاد

.[۵٢] است شده ناشͬ ٢ برنولͬ
کرد تعریف زیر صورت به ͬ توان م را تابعͬ نمو [۵٣] .٣ . ١ . ١ تعریف
∆J(x, δx) = δJ(x, δx) + g(x, δx)||δx||,

دیفرانسیل را J آن گاه ،lim||δx||→٠ g(x, δx) = ٠ اگر است. δx حسب بر خطͬ قسمت δJ که
ͬ شود. م نامیده J تابعͬ تغییرات δJ و گویند ٣ پذیر

باشد، اکسترمم منحنͬ ΁ی x∗ اگر تغییرات). حساب اساسͬ [۵٣](قضیه .٣ . ١ . ١ قضیه
.δJ(x∗, δx) = ٠ قبول قابل δx هر ازای به یعنͬ شود، صفر باید x∗ روی J تغییرات

پیوسته تابع هر برای و بوده پیوسته h تابع اگر تغییرات). حساب اساسͬ [۵٣](لم .٣ . ١ . ١ لم
باشیم داشته [t٠, tf ] محدوده در δx ∫مانند tf

t٠
h(t)δx(t)dt = ٠,

باشد. صفر [t٠, tf ] محدوده تمام در باید h آن گاه
1Barchistochrone
2John Bernoulli
3Differentiable



٣٩ بهینه کنترل مسئله
هر به نسبت پیوسته دوم و اول مرتبه نسبی مشتقات دارای f٠ اینکه فرض با را زیر تابعͬ
را هستند xf و x٠ به صورت منحنͬ انتهایی نقاط و ثابت tf و t٠ و است خود متغیر های از ΁ی

ب·یرید نظر در
J(x) =

∫ tf

t٠
f٠(x(t), ẋ(t), t)dt. (۴ . ٣)

تغییرات ببرد. خود اکسترمم به را J(x) که وجود) صورت (در هستیم منحنͬ ΁ی جستجوی در
ͬ آید م به دست زیر به صورت δJ(x, δx)

δJ(x, δx) =

∫ tf

t٠

{[
∂f٠
∂x

(x(t), ẋ(t), t)

]
δx(t) +

[
∂f٠
∂ẋ

(x(t), ẋ(t), t)

]
δẋ

}
dt.

داریم تغییرات حساب اساسͬ قضیه اعمال با ب·یرید نظر در را x∗ مانند اکسترممͬ منحنͬ اگر
δJ(x∗, δx) = ٠ =

∫ tf

t٠

{
∂f٠
∂x

(x∗(t), ẋ∗(t), t)− d

dt

[
∂f٠
∂ẋ

(x∗(t), ẋ∗(t), t)

]}
δx(t)dt.

t ∈ [t٠, tf ] هر ازای به x∗ اینکه برای لازم شرط تغییرات حساب اساسͬ لم اعمال با حال
ͬ آید م به دست زیر به صورت باشد اکسترمم

∂f٠
∂x

(x∗(t), ẋ∗(t), t)− d

dt

[
∂f٠
∂ẋ

(x∗(t), ẋ∗(t), t)

]
= ٠. (۵ . ٣)

ͬ شود م نامیده اویلر‐لاگرانژ معادله ی و است (۴ . ٣) برای بهینگͬ لازم شرط (۵ . ٣) معادله
.[۵٢]

پونتریاگین کمینه اصل و ΁کلاسی بهینه کنترل برای لازم شرایط
منحنͬ کردن طͬ با (٣ . ٣) دستگاه شود باعث که است u∗ مانند قبول قابل کنترل تعیین هدف

کند کمینه را زیر معیار تابعͬ x∗ قبول قابل مسیر
J(u) = h(x(tf ), tf ) +

∫ tf

t٠
f٠(x(t), u(t), t)dt. (۶ . ٣)

را J(x) تابعͬ t ∈ [t٠, tf ] هر ازای به x∗ اینکه برای لازم شرط شد داده نشان قبل بخش در
باید است بهینه منحنͬ x∗ اینکه تشخیص برای لذا است. اویلر‐لاگرانژ معادله کند اکسترمم

باشند برقرار زیر شرایط
تابعͬ اکسترمم ،x∗ اینکه برای لازم شرایط باشد آزاد xf و مشخص tf اگر (١

J(x) =

∫ tf

t٠
f٠(x(t), ẋ(t), t)dt,

معادله برقراری همچنین و اویلر معادله برقراری از است عبارت باشد
∂f٠
∂ẋ

(x∗(tf ), ẋ
∗(tf ), tf ) = ٠.

ͬ شود. م نامیده ۴ طبیعͬ مرزی شرط معادله این
4Natural Boundary Condition



بهینگͬ شرایط و بهینه کنترل مسئله ۴٠
برقراری و اویلر معادله  برقراری از است عبارت لازم شرایط باشد، مشخص xf و آزاد tf اگر (٢

معادله 
f٠(x∗(tf ), ẋ∗(tf ), tf )−

[
∂f٠
∂ẋ

(x∗(tf ), ẋ
∗(tf ), tf )

]
ẋ∗(tf ) = ٠. (٣ . ٧)

ͬ گیریم م نظر در را زیر حالت دو هستند آزاد دو هر xf و tf که مسائلͬ در (٣
معادله  برقراری از است عبارت لازم شرایط این صورت در نیستند. مرتبط xf و tf الف)

.f٠(x∗(tf ), ẋ∗(tf ), tf ) = ٠ معادله  برقراری و اویلر
برقراری بر علاوه حالت این در .xf = θ(tf ) مثال عنوان به هستند، مرتبط xf و tf ب)

معادله  اویلر، ]معادله 
∂f٠
∂ẋ

(x∗(tf ), ẋ
∗(tf ), tf )

] [
dθ

dt
(tf )− ẋ∗(tf )

]
+ f٠(x∗(tf ), ẋ∗(tf ), tf ) = ٠,

باشد. برقرار باید نیز ͬ شود م نامیده اریبی۵ شرط که
همیلتونͬ تابع نام به H(x(t), u(t), λ(t), t) تابع تعریف و تغییرات حساب اساسͬ قضیه اعمال با

به صورت
H(x(t), u(t), λ(t), t)

∆
= f٠(x(t), u(t), t) + λT .g(x(t), u(t), t), (٣ . ٨)

از است عبارت لازم شرایط ،[۵٢] است لاگرانژ ضرب گر λ که
∂H

∂x
(x∗(t), u∗(t), λ∗(t), t) = −λ̇(t), (٣ . ٩)

∂H

∂u
(x∗(t), u∗(t), λ∗(t), t) = ٠, (٣ . ١٠)

∂H

∂λ
(x∗(t), u∗(t), λ∗(t), t) = ẋ(t), (٣ . ١١)[

∂h

∂x
(x∗(tf ), tf )− λ∗(tf )

]T
δxf +

[
H(x∗(tf )u

∗(tf ), λ
∗(tf ), tf ) +

∂h

∂t
(x∗(tf ), tf )

]
δtf = ٠.

(٣ . ١٢)
و است قبول قابل کنترل ΁ی u∗(t) کنید فرض پونتریاگین)[۵٢] کمینه (اصل .٣ . ١ . ٢ قضیه
زمان در x١ به t = t٠ زمان در x٠ از را دستگاه که است x∗ = (x∗١, x∗٢) نیز آن متناظر مسیر
لازم کند) کمینه را J (یعنͬ باشد بهینه x∗ و u∗ اینکه برای ͬ کند. م هدایت t١ غیرمشخص
تابع نیز و صدق کند (i = ٠, ١,٢) ،λ̇i = − ∂H

∂xi
در λ = (λ٠, λ١, λ٢)T غیرصفر بردار که است

عددی
H(λ, x, u) = λ٠f٠(x, u) + λ١f١(x, u) + λ٢f٢(x, u), (٣ . ١٣)

به طوری که باشد موجود
5Transversality Condition



۴١ بهینه کنترل مسئله
برسد. u = u∗(t) در u به نسبت خود کمینه به H ،t٠ ≤ t ≤ t١ هر ازای به الف)

ازای به i = ١,٢ ،λ̇i = − ∂H
∂xi

جواب λ∗(t) که ،λ ≤ ٠ ،t = t١ در و H(λ∗, x∗, u∗) = ٠ ب)
است. u = u∗

بنابراین .λ٠(t) = ثابت عدد نیز، و ،H(λ∗, x∗, u∗) = ثابت عدد که، داد نشان ͬ توان م به علاوه
.λ٠ ≤ ٠ و H = ٠ بهینه، مسیر روی نقطه هر ازای به

بهینگͬ لازم شرایط و کسری بهینه کنترل مسئله ٣ . ١ . ٢
سیستم های تحت که است ΁کلاسی بهینه کنترل مسئله از تعمیمͬ کسری بهینه کنترل مسئله
توجه مورد و جالب بسیار موضوعات از ی΄ͬ امروزه و است کسری مشتقات شامل دینامی΄ͬ
مشتق های به نسبت ͬ تواند م کسری بهینه کنترل مسئله ΁ی است. کسری سیستم های در
ابتدا است. ریمن‐لیوویل و کاپاتو کسری مشتق های آن ها مهم ترین که شود تعریف مختلفͬ
سپس و ͬ کنیم م تعریف زیر به صورت را ثابت مرتبه با کسری کنترل بهینه مسئله کلͬ فرم

ͬ شود. م بیان بهینگͬ شرایط قضایای
Minimize J(x, u) =ψ(T, x(T )) +

∫ T

٠ f
(
t, x(t), u(t)

)
dt, (١۴ . ٣)

subject to Mẋ(t)+N ٠Dα
t x(t) = g

(
t, x(t), u(t)

)
, (١۵ . ٣)

x(٠) = x٠, (١۶ . ٣)
و هستند (M,N) ̸= (٠, ٠) و M,N ∈ Rp ،x٠ ∈ Rp ،٠ < α < ١ که

f, g : R× Rp × Rq → R, ψ : Rp × Rp → Rp,

ẋ(t) و هستند کنترل و وضعیت متغیرهای ترتیب به u(·) و x(·) هستند. مشتق پذیر توابعͬ
کسری مشتق ،C٠ Dα

t x(t) باشیم داشته (١۵ . ٣) در اگر حال ͬ دهد. م نشان را معمولͬ مشتق
مرتبه از لیویل ریمن چپ کسری مشتق ،٠Dα

t x(t) باشیم داشته اگر و α مرتبه از کاپوتو چپ
باشند. آزاد یا و ثابت ͬ توانند م x(T ) و T ،(١۶ . ٣)‐(١۴ . ٣) مسئله در ͬ دهد. م نشان را α
زمان روی ،u(·) کنترل متغیر و x(·) وضعیت متغیر بر علاوه مسئله، این در توجه بنابراین
بهینه x(T ) و T حالت های به توجه با را J تابعͬ بتوان تا است معطوف نیز موردنظر T نهایی
خواهیم را ΁کلاسی بهینه کنترل مسئله باشد N = ٠ اگر ،(١۶ . ٣)‐(١۴ . ٣) مسئله در کرد.

داشت.

کاپاتو مشتق با کسری بهینه کنترل مسائل برای بهینگͬ لازم شرایط تعمیم
کنترل مسئله در (x, u, T ) سه تایی بهینه جواب یعنͬ شود نتیجه بهینگͬ لازم شرایط اینکه برای
همیلتونͬ تابع و برده به کار را λ(·) لاگرانژ ضریب کند، صدق (١۶ . ٣)‐(١۴ . ٣) کسری بهینه



بهینگͬ شرایط و بهینه کنترل مسئله ۴٢
[۵۵ ،۵۴] کنید تعریف زیر به صورت را H

H(t, x, u, λ) = f(t, x, u) + λg(t, x, u). (٣ . ١٧)
در است. (١۶ . ٣)‐(١۴ . ٣) مسئله برای بهینه جواب (x, u, T ) کنید فرض [۵۵] .٣ . ١ . ٣ قضیه

ͬ کند م صدق زیر شرایط در (x, u, λ) سه تایی به طوری که دارد وجود λ(·) تابع این صورت
همیلتونͬ دستگاه (الف)

Mλ̇(t)−NtD
α
Tλ(t) =

−∂H
∂x

(
t, x(t), u(t), λ(t)

)
, t ∈ [٠, T ], (٣ . ١٨)

Mẋ(t) +NC٠ Dα
t x(t) =

∂H

∂λ

(
t, x(t), u(t), λ(t)

)
, t ∈ [٠, T ], (٣ . ١٩)

ایستایی شرایط (ب)
∂H

∂u

(
t, x(t), u(t), λ(t)

)
= ٠, t ∈ [٠, T ], (٣ . ٢٠)

تراگردی شرایط ](ج)
H
(
(t, x(t), u(t), λ(t)

)
−Nλ(t)C٠ Dα

t x(t) +Nẋ(t)tI
١−α
T λ(t) +

∂ψ

∂t
(t, x(t))

]
t=T

= ٠,[
Mλ(t) +NtI

١−α
T λ(t)− ∂ψ

∂x
(t, x(t))

]
t=T

= ٠,
(٣ . ٢١)

است. شده تعریف (٣ . ١٧) در H همیلتونͬ که
بهینگͬ شرایط برای جالبی خاص حالت های ،x(T ) نهایی م΄ان و T نهایی زمان به توجه با

ͬ شود. م شامل را حالت ها این از مورد چند زیر نتیجه که ͬ آید م به وجود
‐(١۴ . ٣) کسری بهینه کنترل  مسئله برای بهینه جواب  ،(x, u) کنید فرض .٣ . ١ . ١ نتیجه

است. (١۶ . ٣)
که است برقرار زیر تراگردی شرایط با ٣ . ١ . ٣ قضیه آن گاه باشد، آزاد x(T ) و ثابت T اگر (الف)

ͬ شود م (٣ . ٢١) ]جای·زین
Mλ(t) +NtI

١−α
T λ(t)− ∂ψ

∂x
(t, x(t))

]
t=T

= ٠.

که است برقرار زیر تراگردی شرایط با ٣ . ١ . ٣ قضیه آن گاه باشد،  ثابت x(T ) و آزاد T اگر (ب)
ͬ شود م (٣ . ٢١) ]جای·زین

H
(
t, x(t), u(t), λ(t)

)
−Nλ(t)C٠ Dα

t x(t) +Nẋ(t)tI
١−α
T λ(t) +

∂ψ

∂t
(t, x(t))

]
t=T

= ٠.



۴٣ بهینه کنترل مسئله
خواهد برقرار تراگردی شرایط بدون ٣ . ١ . ٣ قضیه آن گاه باشند، ثابت دو هر x(T ) و T اگر (ج)

بود.
منحنͬ γ که ،x(T ) = γ(T ) یعنͬ باشد ثابت منحنͬ ΁ی به متعلق نهایی م΄ان اگر (د)
جای·زین که است برقرار زیر تراگردی شرایط با ٣ . ١ . ٣ قضیه آن گاه است، مشتق پذیر

ͬ شود م (٣ . ٢١)[
H
(
t, x(t), u(t), λ(t)

)
−Nλ(t)C٠ Dα

t x(t) +Nẋ(t)tI
١−α
T λ(t) +

∂ψ

∂t

(
t, x(t)

)
− γ̇(t)

(
Mλ(t) +NtI

١−α
T λ(t)− ∂ψ

∂t

(
(t, x(t))

))]
t=T

= ٠.

شرایط با ٣ . ١ . ٣ قضیه آن گاه باشد x(T ) ≥ K ،K ∈ R مقادیر برخͬ برای و ثابت T اگر (ه)
ͬ شود م (٣ . ٢١) جای·زین که است برقرار زیر ]تراگردی

Mλ(t) +NtI
١−α
T − ∂ψ

∂x

(
t, x(t)

)]
t=T

≤ ٠,
(
x(T )−K

)[
Mλ(t) +NtI

١−α
T λ(t)− ∂ψ

∂x

(
t, x(t)

)]
t=T

= ٠.

با ٣ . ١ . ٣ قضیه آن گاه باشد T ≤ K ،K ∈ R مقادیر برخͬ برای و باشد ثابت x(T ) اگر (و)
ͬ شود م (٣ . ٢١) جای·زین که است برقرار زیر تراگردی ]شرایط

H
(
t, x(t), u(t), λ(t)

)
−Nλ(t)C٠ Dα

t x(t) +Nẋ(t)tI
١−α
T λ(t) +

∂ψ

∂t
(t, x(t))

]
t=T

≥ ٠,[
H
(
t, x(t), u(t), λ(t)

)
−Nλ(t)C٠ Dα

t x(t) +Nẋ(t)tI
١−α
T λ(t) +

∂ψ

∂t
(t, x(t))

]
t=T

× (T −K) = ٠.

ریمن‐ مشتق با کسری بهینه کنترل مسائل برای بهینگͬ لازم شرایط تعمیم
لیوویل

کسری بهینه کنترل مسئله اینجا در
Minimize J(x, u) =

∫ ١٠ F (x(t), u(t), t)dt,
subject to ٠Dα

t x(t) = G(x(t), u(t), t),

x(٠) = x٠,

یافتن برای .[۵۶] ͬ شود م فرمول بندی ‐لیوویل ریمن راست و چپ کسری مشتق شرایط در
ب·یرید نظر در زیر به صورت را هدف تابع قبل سنتͬ رهیافت از بهینگͬ لازم شرایط

J̄(u) =

∫ ١
٠ [F (x, u, t) + λ(G(x, u, t)− ٠Dα

t x)]dt, (٣ . ٢٢)



بهینگͬ شرایط و بهینه کنترل مسئله ۴۴
داریم (٣ . ٢٢) تابعͬ برای تغییرات گرفتن نظر در با است. لاگرانژ λضرب·ر که

δJ̄(u) =

∫ ١
٠

[
∂F

∂x
δx+

∂F

∂u
δu+ δλ(G(x, u, t)− ٠Dα

t x) + λ

(
∂G

∂x
δx+

∂G

∂u
δu− δ(٠Dα

t x)

)]
dt,

(٣ . ٢٣)
است. λ(١) = ٠ تراگردی شرط طبق و هستند λ و u ،x تغییرات ترتیب به δλ و δu ،δx که

است برقرار زیر رابطه α > ٠ برای که داد نشان [۵٧] در ۶ ∫ریو b

a

dαf(t)

d(t− a)α
g(t)dt = (−١)−α

∫ b

a
f(t)

dαg(t)

d(t− b)α
dt, (٢۴ . ٣)

.
dkg(t)

dtk
= ٠ یا و dkf(t)

dtk
= ٠ باشیم داشته t = b و t = a در k = ٠, ..., n−١ برای که شرطͬ به

(٢۴ . ٣) در
dαf(t)

d(t− a)α
= ٠Dα

t f(t), (٢۵ . ٣)
صحیح عدد کوچ΄ترین n و است α مرتبه از f(t) تابع ریمن‐لیوویل چپ کسری مشتق
نوشته زیر به صورت (٢۴ . ٣) شده، استفاده نمادگذاری های از استفاده با است. α از بزرگتر

ͬ شود ∫م b

a
(aD

α
t f(t))g(t)dt =

∫ b

a
f(t)(tD

α
b g(t))dt. (٢۶ . ٣)

شده آورده [۵٨] در که ͬ شود م نامیده کسری جز به جز انتگرال گیری فرمول (٢۶ . ٣) رابطه
ͬ شود م نوشته زیر به صورت (٣ . ٢٣) در انتگرال آخرین (٢۶ . ٣) از استفاده با ∫است. ١

٠ λδ(٠Dα
t x)dt =

∫ ١
٠ δx(tD

α١ λ)dt. (٣ . ٢٧)
مشخص x(٠) = ٠ چون .λ(١) = ٠ یا x(١) = ٠ و λ(٠) = ٠ یا δx(٠) = ٠ که ͬ شود م ثابت
رابطه فرضیات این با .λ(١) = ٠ لذا نیست، مشخص x(١) چون و δx(٠) = ٠ داریم است،

داریم (٣ . ٢٧) و (٣ . ٢٣) روابط از استفاده با است. برقرار (٣ . ٢٧)
δJ̄(u) =

∫ ١
٠

[
δλ(G(x, u, t)− ٠Dα

t x) + δx

(
∂F

∂x
+ λ

∂G

∂x
− tD

α١ λ
)
+ δu

(
∂F

∂u
+ λ

∂G

∂u

)]
dt.

(٣ . ٢٨)
δx ،δλ ضرایب که ͬ افتد م اتفاق زمانͬ (J(u) کمینه مقدار نتیجه در (و J̄(u) کمینه مقدار

ͬ آید م به دست زیر به صورت بهینگͬ لازم شرایط نتیجه در شود. صفر (٣ . ٢٨) رابطه در δu و

٠Dα
t x = G(x, u, t),

tD
α١ λ = ∂F

∂x + λ∂G
∂x ,

∂F
∂u + λ∂G

∂u = ٠,
x(٠) = x٠, λ(١) = ٠.

6Riewe



۴۵ کسری بهینه کنترل مسائل برای عددی روش های بررسͬ

بهینگͬ شرایط و متغیر مرتبه از بهینه کنترل مسئله ٣ . ١ . ٣
ͬ گیرید م نظر در زیر به صورت را متغیر مرتبه از بهینه کنترل مسئله

J(u) =
∫ b
a φ(x, u, t)dt,

aD
α(t)
t x(t) = ψ(x, u, t),

x(a) = xa, x(b) = xb.

(٣ . ٢٩)

ͬ توان م و است ریمن‐لیوویل کسری مشتق اینجا در شده ارائه متغیر مرتبه کسری مشتق
(٣ . ٢٩) مسئله برای همیلتونͬ تابع [۵٩] به توجه با گرفت. درنظر هم دی·ر کسری مشتق های

است زیر به صورت
H(x, u, λ, t) = φ(x, u, t) + λψ(x, u, t), (٣ . ٣٠)

مرتبه با (٣ . ٢٩) بهینه کنترل مسئله برای بهینگͬ لازم شرایط است. لاگرانژ ضرب گر λ که
به صورت متغیر

aD
α(t)
t x(t) =

∂H

∂λ
,

tD
α(t)
b λ(t) =

∂H

∂x
,

∂H

∂u
= ٠,

(٣ . ٣١)

است.

بهینه کنترل مسائل برای عددی روش های بررسͬ ٣ . ٢
کسری

نیاید به دست آسانͬ به است مم΄ن کسری مسائل برای تحلیلͬ جواب های موارد بیشتر در
کارا و معتبر روش ها این که است شده ثابت که استفاده کنند عددی روش های از اغلب و
شده ارائه بهینه کنترل مسائل حل برای بسیاری عددی روش های اخیر دهه های در هستند.
بزرگ دسته دو به است مم΄ن کسری بهینه کنترل مسائل عددی حل برای روی΄ردها  است.
کنترل مسائل مستقیم، روش غیرمستقیم. روش های و مستقیم روش های شوند: تقسیم
گسسته سازی ΁ی پایه بر که ͬ کند م حل پیوسته کاملا́ و غیرخطͬ سیستم های برای را بهینه
وضعیت و کنترل متغیرهای یافتن برای مسئله که معناست بدان این است. زمان به نسبت
تعداد ΁ی در فقط وضعیت و کنترل مقادیر ارزش گذاری با غیرخطͬ برنامه ریزی به بهینه،
این در وضعیت و کنترل مقادیر دادن تغییر با ͬ شود. م تبدیل زمانͬ هم محلͬ نقاط از متناهͬ
روش های با ͬ تواند م آمده به دست مسئله ͬ شود. م بهینه مستقیم به طور هزینه تابع نقاط،

حل شود. غیرخطͬ برنامه ریزی



بهینگͬ شرایط و بهینه کنترل مسئله ۴۶
شرایط که اویلر‐لاگرانژ معادلات در که هستند جواب هایی پایه بر غیرمستقیم روش های
بهینگͬ کافͬ شرایط که ٧ همیلتونͬ‐ژاکوبی‐بلمن معادلات در یا و هستند بهینگͬ لازم
جواب مستقیم، روش در هزینه تابع کردن کمینه به جای روش، این در کنند. صدق هستند
داده بهینه کنترل مسئله به توجه با ͬ آید. م به دست بهینگͬ شرایط در بودن صادق از بهینه،
شامل که ͬ شود م دونقطه ای کران مقادیر با مسئله به دست یابی به منجر بهینگͬ شرایط شده،
جبری معادله پیوسته، الحاقͬ متغیرهای و پیوسته وضعیت متغیر برای دیفرانسیل معادلات
زمان و الحاقͬ متغیرهای وضعیت، متغیرهای برای کران داری شرایط و پیوسته کنترل برای
ͬ توان م دوم، درجه هزینه های و خطͬ سیستم های کامل پیوستگͬ خاص موارد برخͬ در است.
بهینگͬ پایه بر غیرمستقیم روش های کرد. پیدا مرزی شرایط با مسئله برای تحلیلͬ راه حل ΁ی
پایه بر مستقیم روش های که  ͬ حال در هستند اصلͬ بهینه کنترل مسئله گسسته سازی سپس

هستند. اصلͬ بهینه کنترل مسئله بهینگͬ سپس و گسسته سازی
به ͬ توان م غیرمستقیم به صورت چه و مستقیم به صورت چه عددی کارهای از برخͬ برای
بهینه کنترل مسئله از کلͬ فرم ΁ی [۶١] در نویسندگان آن ها میان در کرد. رجوع [٧۴]‐[۶٠]
همیلتونͬ‐ معادله عددی جواب کردن پیدا پایه بر آن ها حل روش  و کردند ارائه را کسری
[۶٢] در است. شده پایه ریزی گاوس‐لژاندر ٨ هم محلͬ روش توسط که است ژاکوبی‐بلمن
مشتق های شامل دینامی΄ͬ سیستم های آن در که کسری بهینه کنترل مسائل از رده ای ΁ی
چندجمله ای های از عددی حل برای نویسندگان کار این در شد. مطرح هستند ΁کلاسی و کسری
΁کم با کسری بهینه کنترل مسائل حل برای عددی روش ΁ی [۶۵] در کردند. استفاده لاگر
مسائل حل برای عددی روش چند ͬ توان م [٧۶ ،٧۵] در است. شده مطالعه ٩ هار ΁موج
΁ی به صورت عددی روش های این معمول به طور کرد. مشاهده را متغیر مرتبه از کسری
صورت مناسب تجزیه ΁ی با کسری عمل·رهای کردن جای·زین یا زمان حول گسسته سازی

ͬ گیرد. م
گسسته سازی به نیاز آن ها اما ͬ کنند م فراهم جواب برای خوبی تقریب های روش ها این گرچه
باشد. برانگیز چالش بالاتر یا دو ابعاد در است مم΄ن که دارند مش بندی طریق از دامنه
تاثیر جواب پایداری روی جدی به طور و هستند ناپیوسته آمده به دست تقریبی جواب های
باشد نیاز است مم΄ن مطلوب و مناسب جواب های آوردن به دست برای همچنین ͬ گذارند. م
محاسباتͬ هزینه های توجهͬ قابل به طور خود این که شود انجام زیادی مش بندی های تا
برای عمل·ر ماتریس های از عددی روش های از برخͬ دی·ر طرف از ͬ دهد. م افزایش را
این و است سخت معمولا عمل·ر ماتریس های کردن پیدا ͬ که حال در ͬ کنند م استفاده حل
روی΄رد ΁ی شد. خواهند نیز محاسباتͬ پیچیدگͬ باعث بالاتر مرتبه های در عمل·ر ماتریس های
پایه بر مصنوعͬ عصبی شب΄ه های از استفاده محدودیت ها این بر غلبه برای کننده امیدوار

7Hamilton-Jacobi-Bellman
8Collocation Method
9Haar Wavelet



۴٧ کسری بهینه کنترل مسائل برای عددی روش های بررسͬ
توانایی و یادگیری استراتژی عصبی، فعال سازی خواص اتصال، ال·وی شب΄ه، توپولوژی ΁ی
΁نزدی و مشتق پذیر عصبی شب΄ه طرح های از آمده به دست جواب های داده هاست. پردازش

هستند. تحلیلͬ جواب های به
شب΄ه های از ریاضͬ ساختار و طراحͬ مدل بندی، کاربردها، قضایا، درباره منابع بسیاری
دیفرانسیل معادلات عددی حل همچنین ببینید). را [٧٩]‐[٧٧] ͽمراج) دارند وجود عصبی
خطͬ ریزی برنامه مسائل ، [٨۶]‐[٨٣] بهینه کنترل مسائل ، [٨٢]‐[٨٠] جزئͬ و معمولͬ
با [٩۶ ،٩۵ ،۶٠] کسری بهینه کنترل و کسری دیفرانسیل معادلات عددی حل و [٩۴]‐[٨٧]
نویسندگان آن ها میان در کرد. مشاهده شده ذکر ͽمراج این در ͬ توان م را عصبی شب΄ه ساختار
را کسری بهینه کنترل مسئله جواب تا کردند ارائه پرسپترون عصبی شب΄ه ΁ی [۶٠] در
شد. دونقطه ای کران مقادیر با مسئله ΁ی به دست یابی به منجر بهینگͬ شرایط بزنند. تقریب
دیفرانسیل معادلات حل برای عصبی شب΄ه های از کاربرد ΁ی [٩۵] در نویسندگان همچنین
استفاده مناسب توانͬ سری ΁ی از شده ارائه روش کردند. بیان را کسری مرتبه از معمولͬ
بحث نامساوی محدودیت های با غیرخطͬ بهینه کنترل مسائل از رده ای ΁ی [٨۵] در ͬ کند. م
دیفرانسیل معادلات جواب [٩۶] در است. شده حل بهینگͬ شرایط جواب پایه بر که است شده
شد. زده تقریب مصنوعͬ عصبی شب΄ه پایه بر جدید روی΄رد ΁ی از استفاده با کسری تاخیری
بررسͬ میتاگ‐لفلر هسته با را متغیر مرتبه از کسری دیفرانسیل معادلات [٩۶] در نویسندگان

کردند.





۴ فصل
شب΄ه با کسری بهینه کنترل مسائل

بهینه سازی طرح های و عصبی
دینامی΄ͬ

مقدمه ١ . ۴
مرتبه دیفرانسیل معادلات توسط دینامی΁ ها که است سیستمͬ کسری، دینامی΄ͬ سیستم ΁ی
΁ی با بهینه کنترل مسئله ΁ی کسری بهینه کنترل مسئله ΁ی و ͬ شوند م توصیف کسری
این در باشد. متغیر مرتبه از یا ثابت مرتبه از ͬ تواند م کسری مشتق این است. کسری مشتق
کسری بهینه کنترل مسائل حل برای عصبی شب΄ه پایه بر غیرمستقیم عددی روش ΁ی فصل
مسائل مورد در قبل فصل در شده ارائه مطالب به توجه با شد. خواهد ارائه ثابت مرتبه از
کنترل مسائل برای تعمیم قابل راحتͬ به روش این متغیر، مرتبه و ثابت مرتبه از بهینه کنترل
بالای دقت غیرمستقیم روش خاصیت های بهترین از ی΄ͬ است. متغیر مرتبه از کسری بهینه
بر ویژه خاصیت این است. اصلͬ بهینه کنترل مسئله حل از آمده به دست تقریبی جواب های
پونتریاگین کمینه اصل و تغییرات حساب از که است بهینگͬ لازم شرایط در کردن صدق پایه
[۶٠] عفتͬ و صبوری محاسباتͬ، هوش روش های از کاربرد ΁ی عنوان به است. شده ناشͬ
کردند. ارائه کاپاتو کسری مشتق با کسری بهینه کنترل مسائل حل برای را عصبی شب΄ه ΁ی

۴٩



دینامی΄ͬ بهینه سازی طرح های و عصبی شب΄ه با کسری بهینه کنترل مسائل ۵٠
انتگرال معادلات از سیستم ΁ی به را بهینه کنترل مسئله آن ها بهینگͬ لازم شرایط با متناظر
غیرخطͬ معادلات از سیستم ΁ی به مسئله سیمپسون قاعده از استفاده با و کردند تبدیل ولترا
در است. روش این معایب از ی΄ͬ سیمپسون قاعده محاسباتͬ پیچیدگͬ است. شده تبدیل
΁کم با ریمن‐لیوویل کسری مشتق عددی، محاسبات در فصل این در شده ارائه روش
عمل·رهای روش، ارائه از قبل بنابراین ͬ شود. م زده تقریب گرانوالد‐لتنی΄ف کسری مشتق

ͬ  شوند. م معرفͬ گرانوالد‐لتنی΄ف

گرانوالد‐لتنی΄ف عمل·رهای ٢ . ۴
ͬ تواند م صحیح مرتبه مشتقات برای ΁کلاسی مفهوم ΁ی پایه بر گرانوالد‐لتنی΄ف عمل·رهای
͹واض l ∈ N ،y ∈ C l([a, b]) فرض با شود. داده نمایش متناهͬ تفاضل محدودیت های به صورت

آید به دست زیر به صورت ͬ تواند م t ∈ (a, b] در y از l مرتبه مشتق که است

aD
l
ty(t) = lim

h→٠
١
hl

l∑
k=٠

(−١)k
 l

k

 y(t− kh), (١ . ۴)

به صورت دوجمله ای ضرایب که l

k

 =
l(l − ١)...(l − k + ١)

k!
=

l!

k!(l − k)!
, (٢ . ۴)

΁ی عنوان به ͬ تواند م گاما تابع .Γ(l + ١) = l! داریم l ∈ N اینکه به توجه با ͬ شوند. م تعریف
مقدار هر با l کردن جای·زین با و شود گرفته نظر در حقیقͬ آرگومان های با فاکتوریل از بسط

کرد بازنویسͬ زیر صورت به ͬ توان م را (٢ . ۴) دوجمله ای ضرایب ،(٢ . ۴) در α مثبت αحقیقͬ
k

 =
Γ(α+ ١)

Γ(k + ١)Γ(α− k + ١) . (٣ . ۴)

z ̸∈ وقتͬ z < ٠ برای گاما تابع از که ͬ دهد م را اجازه این Γ(z+١) = zΓ(z) رابطه چون طرفͬ از
α ̸∈ {٣−,٢−,١−,٠, ...} با α < ٠ برای ͬ توان م را (٢ . ۴) پس شود استفاده {٣−,٢−,١−,٠, ...}
مرتبه به (١ . ۴) تا دارد وجود ام΄ان این l = [α] ،y ∈ C l([a, b]) برای بنابراین .[٢٠] برد کار به

شود داده بسط زیر به صورت t ∈ (a, b] برای α > ٠ کسری
G
aD

α
t y(t) = lim

N→∞

١
hα

N∑
k=٠

w
(α)
k y(t− kh), (۴ . ۴)

به صورت w(α)
k وزن های و h =

t− a

N
که

w
(α)
k = (−١)k

α
k

 ,



۵١ مسئله حل روش و کسری بهینه کنترل مسئله
شوند تعریف زیر بازگشتͬ رابطه به صورت ͬ توانند م وزن ها همچنین ͬ شوند. م تعریف

w
(α)٠ = ١, w

(α)
k = (١ − α+ ١

k
)w

(α)

k−١. (۵ . ۴)
مشتق (۴ . ۴) رابطه ،h < ٠ وقتͬ و گرانوالد‐لتنی΄ف چپ مشتق (۴ . ۴) رابطه ،h > ٠ وقتͬ
شد بیان اول فصل در که همان طور طرفͬ از ͬ شود. م نامیده گرانوالد‐لتنی΄ف راست کسری

به صورت f(t) تابع از α(t) مرتبه از گرانوالد‐لتنی΄ف متغیر مرتبه کسری مشتق
G
aD

α(t)
t f(t) = lim

h→٠
١

hα(t)

∞∑
k=٠

(−١)k
(
α(t)

k

)
f(t− kh), (۶ . ۴)

وقتͬ و متغیر مرتبه از گرانوالد‐لتنی΄ف چپ مشتق (۶ . ۴) رابطه ،h > ٠ وقتͬ ͬ شود. م تعریف
ͬ شود. م نامیده متغیر مرتبه از گرانوالد‐لتنی΄ف راست کسری مشتق (۶ . ۴) رابطه ،h < ٠

به صورت w(α(t))
k = (−١)k(α(t)k

) وزن تابع بازگشتͬ رابطه همچنین
w

(α(t))٠ = ١, w
(α(t))
k = (١ − α(t) + ١

k
)w

(α(t))

k−١ , (٧ . ۴)
ͬ شود. م تعریف

مسئله حل روش و کسری بهینه کنترل مسئله ٣ . ۴
ب·یرید نظر در را زیر بهینه کنترل مسئله

minimize J(x(t), u(t)) =
∫ tf
t٠ F (t, x(t), u(t))dt,

subject to t٠D
α
tf
x(t) = G(t, x(t), u(t)),

x(t٠) = x٠, x(tf ) = xf ,

(٨ . ۴)

مشتقات دارای F کنید فرض .t ∈ R و کنترل متغیر u(t) ∈ Rq وضعیت، متغیر x(t) ∈ Rp که
مجموعه روی لیپ شیتز پیوسته G و آرگومان هایش تمام به نسبت دوم و اول مرتبه جزئͬ
قسمت [αi] که ،(i = ١, . . . , p) n = [αi] + ١ ،α = [α١, . . . , αp]

T همچنین است. Ω ⊆ Rp

کمینه ΁ی (x, u) اگر ،٣ فصل در شده ارائه بهینگͬ لازم شرایط از استفاده با است. αi صحیح
ͬ کنند م صدق زیر در (x, u, λ) تایی سه که دارد وجود λ(t) ΁ی آن گاه باشد (٨ . ۴) از

∂H

∂x
(t, x, u, λ) = tD

α
tf
λ(t),

∂H

∂λ
(t, x, u, λ) = t٠Dα

t x(t),

∂H

∂u
(t, x, u, λ) = ٠,

x(t٠) = x٠, x(tf ) = xf ,

(٩ . ۴)

به صورت و است همیلتونͬ تابع H که
H(t, x, u, λ) = F (t, x, u) + λG(t, x, u),



دینامی΄ͬ بهینه سازی طرح های و عصبی شب΄ه با کسری بهینه کنترل مسائل ۵٢
شب΄ه سه ͬ دهیم. م ارائه (٩ . ۴) دستگاه حل برای تقریبی طرح ΁ی حال ͬ شود. م تعریف
عصبی (شب΄ه وضعیت متغیرهای از ΁ی هر برای جداگانه به طور پرسپترون خور پیش عصبی
برای (Nu آن عصبی (شب΄ه کنترل و (Nλ آن عصبی (شب΄ه لاگرانژ ضرب گرهای ،(Nx آن

ͬ کنیم م تعریف زیر به صورت i = ١,٢, ..., I
Nx(t) =

∑I
i=١ vixσ(zix), zix = wi

xt+ bix,

Nλ(t) =
∑I

i=١ viλσ(ziλ), ziλ = wi
λt+ biλ,

Nu(t) =
∑I

i=١ viuσ(ziu), ziu = wi
ut+ biu,

(١٠ . ۴)

ورودی از وزن پارامتر ،wi باشد، متفاوت شب΄ه هر برای ͬ تواند م که نرون هاست تعداد I که
i‐امین ،bi خروجͬ، لایه به i پنهان لایه از وزن پارامتر i‐امین ،vi پنهان، واحد i‐امین به
فعال ساز تابع ΁ی σ و پنهان واحد i‐امین از ورودی ،zi پنهان، لایه در واحد i برای بایاس
تابع رساله از فصل این در شده ارائه عددی مثال های در ببینید). را ٣ . ۴ (ش΄ل است دلخواه

پرسپترون عصبی شب΄ه ساختار :١ . ۴ ش΄ل

به صورت سی·موئید
σ(x) =

١
١ + e−x

, (١١ . ۴)
چندلایه پرسپترون با را پیوسته تابع هر ͬ توان م کولوموگوروف، قضیه بنابر است. شده استفاده
استفاده تابع تخمین در دلخواه عصبی شب΄ه هر از ͬ توان م قضیه این وسیله به کرد. ایجاد
کمینه سازی مسئله ΁ی جواب های و (٩ . ۴) جواب های بین رابطه ای ͬ توان م حال .[۴٧] کرد
به صورت آزمایشͬ جواب های این .[٩٧] کرد پیدا ١ آزمایشͬ جواب های طریق از معادل نامقید

1trial solutions



۵٣ مسئله حل روش و کسری بهینه کنترل مسئله
شرایط در و نیست تنظیم قابل پارامترهای شامل اول بخش ͬ شوند. م نوشته بخش دو مجموع
قابل پارامترهای با پیش خور عصبی شب΄ه ΁ی شامل دوم بخش ͬ کند. م صدق مرزی و اولیه
با فقط که شده اند تنظیم طوری وزن ها دوم قسمت در که است ذکر به لازم است. تنظیم
پایه بر شود. صفر آن ها مقدار مرزی شرایط در و باشند داشته سروکار کمینه سازی مسئله
وضعیت، تابع های برای آزمایشͬ جواب های شده، پیشنهاد عصبی شب΄ه های و حقیقت این

ͬ شوند م تعریف زیر ساختار در ترتیب به کنترل و لاگرانژ ضرب گرهای
xT (t) =

(t− tf )x(t٠)− (t− t٠)x(tf )
t٠ − tf

+ (t− t٠)(t− tf )Nx(t),

λT (t) = Nλ(t),

uT (t) = Nu(t).

(١٢ . ۴)

xT (tf ) = و xT (t٠) = x٠ یعنͬ ͬ کند، م صدق اولیه شرایط در xT که کرد بررسͬ ͬ توان م آسانͬ به
باشد آزاد x(t٠) اگر مثال برای .λ(.) = ٠ داریم آزاد انتهایی نقاط برای که است این نکته .xf
λT = (t − t٠)Nλ به صورت را (١٢ . ۴) در λT ͬ توان م بنابراین و λ(t٠) = ٠ باشیم داشته باید
را مناسب آزمایشͬ جواب های ͬ توان م نیز دی·ر مرزی و اولیه شرایط هر برای کرد. تعریف
کنند. صدق (٩ . ۴) در باید و هستند ͽجام تقریب های (١٢ . ۴) تقریبی جواب های ساخت.

بنابراین

∂HT

∂xT
= tD

α
tf
λT (t),

∂HT

∂λT
= t٠D

α
t xT (t),

∂HT

∂uT
= ٠,

(١٣ . ۴)

که
HT = H(t, xT (t), uT (t), λT (t)).

روی را (١٣ . ۴) بهینگͬ سیستم ابتدا نامقید بهینه سازی مسئله ΁ی به (١٣ . ۴) تبدیل برای
برای ͬ کنیم. م گسسته سازی [t٠, tf ] بازه از k = ٠, ١, ..., N ،tk = t٠ +

tf − t٠
N

k نقطه N + ١
ͬ توان م را (۴ . ۴) رابطه مساوی، فاصله با گره N + ١ با [t٠, tf ] شده گسسته سازی زمانͬ بازه

نوشت زیر تقریبی به صورت
GDαy(tk) ≃

١
hα

k∑
j=٠

w
(α)
j y(tk−j), k = ٠, ..., N. (١۴ . ۴)

زیر به شرح k نقطه در (١٣ . ۴) در گرانوالد‐لتنی΄ف راست و چپ مشتقات ،(١۴ . ۴) با متناظر
است

t٠D
α
tk
xT ≃ ١

hα

k∑
j=٠

w
(α)
j xT (tk−j), k = ١, ..., N, (١۵ . ۴)



دینامی΄ͬ بهینه سازی طرح های و عصبی شب΄ه با کسری بهینه کنترل مسائل ۵۴

tk
Dα

tf
λT ≃ ١

hα

N−k∑
j=٠

w
(α)
j λT (tk+j), k = N − ١, ..., ٠. (١۶ . ۴)

ͬ شود م تعریف زیر به صورت بهینه سازی مسئله بنابراین

minimizey E(y) =
١
٢

N∑
k=٠

{E١(tk, y) + E٢(tk, y) + E٣(tk, y)}, (١٧ . ۴)

و y = (wx, wλ, wu, bx, bλ, bu, vx, vλ, vu)
T ∈ R٣I(٢p+q) که

E١(tk, y) =
[
∂HT

∂xT
− ١
hα

∑N−k
j=٠ w

(α)
j λT (tk+j)

]٢
, k = ٠, . . . , N − ١,

E٢(tk, y) =
[
∂HT

∂λT
− ١
hα

∑k
j=٠w(α)

j xT (tk−j)

]٢
, k = ١, . . . , N,

E٣(tk, y) =
[
∂HT

∂uT

]٢
, k = ١, . . . , N.

(١٨ . ۴)

کند صدق زیر دستگاه در y∗ = (w∗
x, w

∗
λ, w

∗
u, b

∗
x, b

∗
λ, b

∗
u, v

∗
x, v

∗
λ, v

∗
u)

T اگر .٣ . ١ . ۴ لم

η(y) =



E١(t١, y)
E١(t٢, y)...
E١(tN , y)
E٢(t١, y)
E٢(t٢, y)...
E٢(tN , y)
E٣(t١, y)
E٣(t٢, y)...
E٣(tN , y)



= ٠, (١٩ . ۴)

است. (١٧ . ۴) بهینه جواب y∗ آن گاه
.Ei(tk, y

∗) = ٠ داریم k = ١, ..., N و i = ١,٢,٣ برای آن گاه .η(y∗) = ٠ کنید فرض برهان.
است. (١٧ . ۴) بهینه جواب ΁ی y∗ بنابراین ،E(y) ≥ ٠ (١٧ . ۴) در چون

معادل (١٧ . ۴) کمینه سازی مسئله کرد بررسͬ ͬ توان م راحتͬ به ،٣ . ١ . ۶ لم به توجه با حال
است زیر مسئله با

minimizey E(y) =
١
٢∥η(y)∥٢. (٢٠ . ۴)



۵۵ آموزش ال·وریتم
بهینهسازی ال·وریتم های از ͬ توان م است، نامقید بهینه سازی مسئله ΁ی که (٢٠ . ۴) حل برای
.[٩٩ ،٩٨] کرد استفاده غیره و مزدوج گرادیان شبه نیوتن، نیوتن، کاهش، تندترین مانند
پرندگان، گروه بهینه سازی ،΁ژنتی ال·وریتم مانند ابتکاری ال·وریتم های از ͬ توان م همچنین

.[١٠٠] کرد استفاده غیره و مورچ·ان ال·وریتم

آموزش ال·وریتم ۴ . ۴
وابسته متغیرهای vu(.) و vλ(.) ،vx(.) ،bu(.) ،bλ(.) ،bx(.) ،wu(.) ،wλ(.) ،wx(.) کنید فرض
΁ی که خود، تعادل نقطه به که است دینامی΄ͬ مدل ΁ی طراحͬ هدف هستند. زمان به
(٢٠ . ۴) مسئله حل برای دینامی΄ͬ مدل ΁ی کند. میل است E(y) انرژی تابع از تعادل نقطه

ͬ  شود م پیشنهاد زیر به صورت
dy(t)
dt = −κ∇E(y(t)), κ > ٠,
y(٠) = y٠,

(٢١ . ۴)

دیفرانسیل معادلات زمینه در اولیه نتایج از برخͬ اکنون است. (٢١ . ۴) برای هم·رایی نرخ κ که
مهمͬ نقش بعدی تحلیل های و تجزیه در و ͬ گیرد م قرار استفاده مورد بعد ها که معمولͬ
x = و ترانهاده ،T ، Rp از L٢ نرم ،∥.∥ مطلب ادامه در ͬ  کنیم. م یادآوری ͬ کنند م ایفا را

.(x١, x٢, · · · , xp)T
نگاشت هر برای است. F گرادیان ،∇F ∈ Rp آن گاه باشد، مشتق پذیر تابع ،F : Rp → R اگر
F ژاکوبین ∇F = [∇F١(x), · · · ,∇Fq(x)] ∈ Rp×q ،F = (F١, · · · , Fq)

T : Rp → Rq مشتق پذیر
است. x در

و مشتق پذیر تابع به است. x̄ از باز همسای·ͬ ΁ی Ω ⊆ Rp کنید فرض [١٠١] .١ . ۴ . ۴ تعریف
اگر ͬ شود، م گفته ẋ = F (x) سیستم برای x̄ در لیاپانوف تابع ΁ی ،ζ : Rp → R پیوسته

ζ(x̄) = ٠, ζ(x) > ٠,∀x ∈ Ω\{x̄},

dζ(x(t))
dt = [∇ζ(x(t))]TF (x(t)) ≤ ٠, ∀x ∈ Ω.

[١٠١] .١ . ۴ . ۴ لم
x∗ از Ω∗ همسای·ͬ اگر است لیاپانوف پایدار ẋ = F (x) سیستم از x∗ ٢ تنها تعادل نقطه (a)

باشد. داشته وجود لیاپانوف تابع روی
2Isolated Equilibrium Point



دینامی΄ͬ بهینه سازی طرح های و عصبی شب΄ه با کسری بهینه کنترل مسائل ۵۶
Ω∗ همسای·ͬ ΁ی هرگاه است مجانبی پایدار ẋ = F (x) سیستم از x∗ تنها تعادل نقطه  (b)
باشیم داشته ∀x ∈ Ω∗\{x∗} به طوری که باشد داشته وجود لیاپانوف تابع روی x∗ از

.dζ(x(t))dt < ٠
نقاط از مجموعه ای X∗ و ẋ = F (x) سیستم از مسیر ΁ی x(t) کنید فرض [٩٩] .٢ . ۴ . ۴ تعریف

در x(t) اگر گویند سراسری هم·رای X∗ مجموعه به را x(t) مسیر است. سیستم این تعادل
lim
t→∞

dist(x(t), X∗) = ٠,
شامل فقط X∗ مجموعه اگر خاص، به طور .dist(x(t), X∗) = infy∈X∗ ∥x − y∥ که کند صدق

است. لیاپانوف مجانبی پایدار x∗ نقطه در سیستم و lim
t→∞

x(t) = x∗ آن گاه باشد x∗ نقطه
دارای AX = ٠ هم·ن دستگاه آن گاه باشد ناتکین n× n ماتریس ΁ی A اگر [٩٩] .٢ . ۴ . ۴ لم

است. X = ٠ بدیهͬ جواب
ب·یرید نظر در را زیر بهینه سازی مسئله [٩٩] .١ . ۴ . ۴ قضیه
minimize f(x),

subject to x ∈ Rn,

مسئله در موضعͬ جواب ΁ی x∗ اگر است. مشتق پذیر x∗ ∈ Rn نقطه در f : Rn → R که
.∇f(x∗) = ٠ آن گاه باشد، بهینه سازی

هم·رایی و پایداری ۵ . ۴
در η(y) ژاکوبین ماتریس و (٢١ . ۴) مدل از ٣ تعادل نقطه ΁ی y∗ کنید فرض .١ . ۵ . ۴ قضیه
y∗ اگر برعکس، است. (٢٠ . ۴) برای بهینه جواب ΁ی y∗ آن گاه است. معکوس پذیر (١٩ . ۴)

است. (٢١ . ۴) برای تعادل نقطه ΁ی y∗ آن گاه باشد، (٢٠ . ۴) برای بهینه جواب ΁ی
که است ͹واض است. (٢١ . ۴) دینامی΄ͬ مدل برای تعادل نقطه ΁ی y∗ کنید فرض برهان.

داد نشان ͬ توان م ساده محاسبه ΁ی با .∇E(y∗) = ٠
∇E(y) = (∇η(y)T η(y)),

بهینه جواب ΁ی y∗ یعنͬ ،η(y∗) = ٠ ،٢ . ۴ . ۴ لم طبق است. η(y) ژاکوبین ماتریس ∇η(y)  که
ͬ شود. م اثبات نیز قضیه عکس ١ . ۴ . ۴ قضیه از استفاده با است. (٢٠ . ۴) برای

3Equilibrium Point



۵٧ هم·رایی و پایداری
η(y) ژاکوبین ماتریس و است (٢١ . ۴) برای تنها تعادل نقطه ΁ی y∗ کنید فرض .٢ . ۵ . ۴ قضیه

است. y∗ در مجانبی پایدار (٢١ . ۴) سیستم آن گاه است. معکوس پذیر (١٩ . ۴) در
تنها تعادل نقطه ΁ی y∗ چون علاوه براین، .E(y∗) = ٠ و E(y) ≥ ٠ که کنید توجه ابتدا برهان.
و E(y∗) = ٠ به طوری که دارد وجود y∗ از Ω∗ ⊆ R٣I(٢p+q) همسای·ͬ ΁ی پس است، (٢١ . ۴) از

∇E(y) ̸= ٠, ∀y ∈ Ω∗\{y∗}.

وجود y ∈ Ω∗\{y∗} اگر این صورت غیر در .E(y) > ٠ ،y ∈ Ω∗\{y∗} هر برای که ͬ کنیم م ادعا
برای تعادل نقطه ΁ی نیز y یعنͬ .∇E(y) = ٠ آن گاه کند صدق E(y) = ٠ در که باشد داشته
است. تناقض در باشد Ω∗ برای تنها تعادل نقطه ΁ی y∗ اینکه فرض با به وضوح که است (٢١ . ۴)

علاوه براین
dE(y(t))

dt
= ∇[E(y(t))]T

dy(t)

dt
= −κ∥∇E(y(t))∥٢ ≤ ٠, ∀y ∈ Ω∗.

نتیجه در
dE(y(t))

dt
< ٠, ∀y(t) ∈ Ω∗, y(t) ̸= y∗.

است. y∗ در مجانبی پایدار (٢١ . ۴) سیستم ،(b) قسمت ١ . ۴ . ۴ لم از استفاده با
با y(t, y٠) ماکسیمال جواب ΁ی حداکثر ،y٠ = y(t٠) اولیه حالت هر برای (a) .١ . ۵ . ۴ گزاره

دارد. وجود (٢١ . ۴) مدل برای t ∈ [t٠, β(y٠))
آن گاه باشد کراندار L(y٠) = {y ∈ R٣I(٢p+q) : E(y) ≤ E(y٠)} ۴ ͹سط مجموعه اگر (b)

β(y٠) → +∞.

∇η بنابراین است. پیوسته نیز ∇η نتیجه در است، پیوسته دیفرانسیل پذیر η چون (a) برهان.
محلͬ به طور ∇E(y) که ͬ دهد م نتیجه این و است کراندار y از محلͬ فشرده همسای·ͬ ΁ی در

ͬ شود. م حاصل مطلوب نتیجه [١٠٢] در ٢ . ١ لم بنابر است. لیپ شیتز پیوسته
ͬ کنیم. م اثبات خلف برهان از استفاده با را نتیجه است. کراندار L(y٠) ͹سط مجموعه (b)

آن گاه ،β(y٠) <∞ ͬ کنیم م فرض
lim

t→β(y٠)
∥y(t)∥ = ∞.

ͬ کنیم م تعریف زیر به صورت را β٠ و L(y٠) متمم
LC(y٠) := R٣I(٢p+q)\L(y٠),
β٠ := inf{s ≥ ٠|s < β(y٠), y(s) ∈ LC(y٠)} <∞.

(٢٢ . ۴)

4Level Set



دینامی΄ͬ بهینه سازی طرح های و عصبی شب΄ه با کسری بهینه کنترل مسائل ۵٨
کران دار L(y٠) فرض، طبق طرفͬ از دارد. قرار LC(y٠) و L(y٠) مرز روی y(β٠) که ͬ دانیم م
بنابراین است. فشرده L(y٠) نتیجه در است. نیز بسته E(y) پیوستگͬ به توجه با و است

داریم s ∈ (β٠, β(y٠)) از برخͬ برای پس .β٠ < β(y٠) و y(β٠) ∈ L(y٠)

E(y(s)) > E(y٠) > E(y(β٠)). (٢٣ . ۴)
با که است، غیرافزایشͬ ،[t٠, β(y٠)) بازه روی E که ͬ شود م نتیجه ٢ . ۵ . ۴ قضیه از طرفͬ از

است. تمام (b) اثبات نتیجه در است. تناقض در (٢٣ . ۴)
y٠ = y(٠, y٠) ابتدایی نقطه در (٢١ . ۴) از مسیر ΁ی y = y(t, y٠) کنید فرض .٣ . ۵ . ۴ قضیه

آن گاه باشد. کراندار L(y٠) = {y ∈ R٣I(٢p+q) : E(y) ≤ E(y٠)} ͹سط مجموعه و است
است. کراندار γ+(y٠) = {y(t, y٠)|t ≥ ٠} (a)

. lim
t→∞

y(t, y٠) = ȳ به طوری که دارد وجود ȳ (b)

∀y٠ ∈ R٣I(٢p+q) آن گاه است. معکوس پذیر (١٩ . ۴) در η(y) از ژاکوبین ماتریس کنید فرض (c)

ͬ شود. م هم·را (٢٠ . ۴) از بهینه جواب ΁ی به (٢١ . ۴) از مربوطه مسیر
داریم (t ≥ ٠) y(t, y٠) برای مسیر امتداد در E(y) مشتق محاسبه با (a) برهان.

dE(y(t))

dt
= ∇[E(y(t))]T

dy(t)

dt
= −κ∥∇E(y(t))∥٢ ≤ ٠. (٢۴ . ۴)

این از است. کاهشͬ ی΄نواخت طور به  E ،(t ≥ ٠) ،y = y(t, y٠) مسیر امتداد در ترتیب بدین
است. کراندار γ+(y٠) = {y(t, y٠)|t ≥ ٠} یعنͬ ،γ+(y٠) ⊆ L(y٠) رو

است، نقاط از کراندار مجموعه ΁ی γ+(y٠) = {y(t, y٠)|t ≥ ٠} ،(a) قسمت از استفاده با (b)

نظر در افزایشͬ ی΄نواخت اکیداً دنباله ΁ی را t̄p → ∞ ،٠ < t̄١ < · · · < t̄p ،{t̄p} دنباله پس
است. شده تش΄یل نقطه بی نهایت از که است کراندار دنباله ای {y(t̄p, y٠)} نتیجه در ͬ گیریم. م
وجود tp → ∞ ،{tp} ⊆ {t̄p} زیردنباله ΁ی که معنا این به دارد. وجود ȳ حدی نقطه بنابراین
با است. γ+(y٠) از w‐حدی نقطه ȳ ͬ دهد م نشان که ، lim

p→∞
(tp, y٠) = ȳ به طوری که دارد

بزرگترین M ,y(t که y٠) → ȳ ∈ M داریم t → ∞ ͬ که زمان ،٢ . ٢ . ٨ لسال قضیه از استفاده
است. K = {y(t, y٠)|dE(y(t,y٠))

dt = ٠} در مجموعه
از است معکوس پذیر ∇η چون است. (٢١ . ۴) از تعادل نقطه ΁ی ȳ ،(b) و (a) از استفاده با (c)

ͬ شود م نتیجه (٢۴ . ۴)
dwx

dt
=
dwp

dt
= · · · = dνu

dt
= ٠ ⇐⇒ dE(y(t))

dt
= ٠.

شده معرفͬ (٢٠ . ۴) بهینه جواب های مجموعه D∗ که M ⊆ K ⊆ D∗ از استفاده با بنابراین
(٢٠ . ۴) از بهینه جواب ΁ی به y(t, y٠) مسیر ،y٠ اولیه نقطه هر از نتیجه در .ȳ ∈ D∗ داریم است
به طور (٢١ . ۴) در شده ارائه مدل که ͬ دهند م نشان ٣ . ۵ . ۴ و ٢ . ۵ . ۴ قضیه های ͬ شود. م هم·را
نقطه ΁ی (٢٠ . ۴) اگر ویژه به است. هم·را (٢٠ . ۴) از دقیق جواب ΁ی به و است پایدار مجانبی
باشد) داشته وجود (٢١ . ۴) در منحصربه فرد تعادل نقطه  ΁ی (یعنͬ باشد داشته ی΄تا کمینه

است. سراسری هم·رای y(t, y٠) مسیر آن گاه



۵٩ عددی مثال های

عددی مثال های ۶ . ۴
مثال دو در شود. بررسͬ مثال چند برای پیشنهادی ال·وریتم که ͬ شود م سعͬ بخش، این در
متغیر مرتبه با مسائل همان ثابت، مرتبه با کسری بهینه کنترل مسائل بررسͬ بر علاوه  اول
هر برای ͬ شود. م اعمال آن ها روی شده پیشنهاد روش و شد خواهد بررسͬ جداگانه به طور هم
کسری مشتقات و ͬ کنیم م استفاده بایاس و خروجͬ ورودی، وزن های برای پارامتر ۵ مسئله
نرم افزار از مثال ها همه در ͬ شود. م زده تقریب گرانوالد‐لتنی΄ف مشتق تعریف ΁کم با هم

است. شده استفاده شبیه سازی برای MATLAB

مسئله .١ . ۶ . ۴ مثال
minimize J = ١٢

∫ ١٠ (x٢(t) + u٢(t))dt,
subject to ٠Dα

t x(t) = −x(t) + u(t),
(٢۵ . ۴)

اولیه شرط با
x(٠) = ١,

که ͬ دانیم م [١٠٣] از است. α ثابت مرتبه از کسری مشتق سیستم این در ب·یرید. نظر در را
زیراست به صورت α = ١ برای شده ارائه مسئله برای تحلیلͬ جواب

x(t) = cosh(
√٢t) + β sinh(

√٢t),
u(t) = (١ +

√٢β) cosh(√٢t) + (
√٢ + β) sinh(

√٢t),
که

β = −cosh(
√٢t) +√٢ sinh(

√٢t)√٢ cosh(
√٢t) + sinh(

√٢t) ≈ −٠٫٩٨.
داریم (٩ . ۴) با متناظر

tD
α١ λ(t) = x(t)− λ(t),

٠Dα
t x(t) = −x(t) + u(t),

u(t) + λ(t) = ٠,
x(٠) = ١, λ(١) = ٠.

(٢۶ . ۴)

جواب های ،x(٠) = ١ اولیه شرط و شرط این به توجه با .λ(١) = ٠ داریم است، آزاد x(١) چون
کرد انتخاب زیر به صورت ͬ توان م را آزمایشͬ

xT = ١ + tNx,

λT = (t− ١)Nλ,

uT = Nu.

(٢٧ . ۴)



دینامی΄ͬ بهینه سازی طرح های و عصبی شب΄ه با کسری بهینه کنترل مسائل ۶٠
با ͬ کنیم. م جای·ذاری (٢۶ . ۴) بهینگͬ لازم شرایط در را آمده به دست آزمایشͬ جواب های
نامقید، بهینه سازی مسئله ΁ی به بهینگͬ شرایط تبدیل برای فصل این در شده ارائه روند
΁کم با ͬ کنیم. م گسسته سازی [٠, ١] بازه از نقطه N = ۶ روی را (٢۶ . ۴) بهینگͬ سیستم
آمده به دست وزن های ͬ کنیم. م حل را مسئله نامقید بهینه سازی روش ΁ی با مطلب، نرم افزار
در ͬ کنیم. م رسم را بهینه مسیر سپس و کرده جای·زاری (٢٧ . ۴) آزمایشͬ جواب های در را
با شده پیشنهاد روش برای کنترل و وضعیت توابع تقریبی جواب های ٣ . ۴ و ٢ . ۴ ش΄ل های
داده نشان ۵ . ۴ و ۴ . ۴ ش΄ل های در توابع مطلق خطای شده اند. مقایسه دقیق جواب های
α مقدار چند برای N = ۶ با کنترل و وضعیت توابع تقریبی جواب های همچنین است. شده

است. شده رسم ٧ . ۴ و ۶ . ۴ ش΄ل های در ترتیب به
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 approximate with N=6
exact

.١ . ۶ . ۴ مثال در α = ١ برای x(.) بهینه مسیر :٢ . ۴ ش΄ل
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.١ . ۶ . ۴ مثال در α = ١ برای x(.)بهینه کنترل :٣ . ۴ ش΄ل



۶١ عددی مثال های
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.١ . ۶ . ۴ مثال در α = ١ برای وضعیت تابع تقریب خطای :۴ . ۴ ش΄ل
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.١ . ۶ . ۴ مثال در α = ١ برای کنترل تابع تقریب خطای :۵ . ۴ ش΄ل
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.١ . ۶ . ۴ مثال در α مختلف مقادیر برای x(.) بهینه مسیر تقریبی جواب :۶ . ۴ ش΄ل



دینامی΄ͬ بهینه سازی طرح های و عصبی شب΄ه با کسری بهینه کنترل مسائل ۶٢
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 α=1
α=0.9 
α=0.8
α=0.7

.١ . ۶ . ۴ مثال در α مختلف مقادیر برای u(.) بهینه کنترل تقریبی جواب :٧ . ۴ ش΄ل

ب·یرید نظر در زیر به صورت α(t) متغیر مرتبه از کسری مشتق با را (٢۵ . ۴) سیستم حال
minimize J = ١٢

∫ ١٠ (x٢(t) + u٢(t))dt,
subject to ٠Dα(t)

t x(t) = −x(t) + u(t),
(٢٨ . ۴)

اولیه شرط با
x(٠) = ١.

از است عبارت مسئله لازم شرایط

tD
α(t)

١ λ(t) = x(t)− λ(t),

٠Dα(t)
t x(t) = −x(t) + u(t),

u(t) + λ(t) = ٠,
x(٠) = ١, λ(١) = ٠.

(٢٩ . ۴)

در را شد ارائه ثابت مرتبه مشتق برای که (٢٧ . ۴) آزمایشͬ جواب های و شب΄ه ساختار همان
مسئله جواب ٨ . ۴ ش΄ل افزار، نرم با حل از بعد ͬ کنیم. م جای·ذاری (٢٩ . ۴) بهینگͬ شرایط
ش΄ل ͬ دهد. م نشان را α = ٠٫٩۵ و α = ١ ثابت مرتبه ،α(t) = ١ − ٠٫٠۵t متغیر مرتبه برای
ͬ دهد. م نشان را α = ٠٫٨ ثابت مرتبه و α(t) = ١− ٠٫٢۵t متغیر مرتبه برای مسئله جواب ٩ . ۴

ب·یرید نظر در زیر به صورت را زمان به وابسته کسری بهینه کنترل مسئله [۵۶] .٢ . ۶ . ۴ مثال
minimize J = ١٢

∫ ١٠ (x٢(t) + u٢(t))dt,
subject to ٠Dα

t x(t) = tx(t) + u(t),

x(٠) = ١.
(٣٠ . ۴)



۶٣ عددی مثال های
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α=1−0.05t
α=0.95

α(t) و α مقادیر برای u(.) بهینه کنترل و x(.) بهینه مسیر تقریبی جواب :٨ . ۴ ش΄ل
.١ . ۶ . ۴ مثال در
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α=1−0.25t
α=0.8

α(t) و α مقادیر برای u(.) بهینه کنترل و x(.) بهینه مسیر تقریبی جواب :٩ . ۴ ش΄ل
.١ . ۶ . ۴ مثال در

داریم (٩ . ۴) بهینگͬ لازم شرایط با متناظر

tD
α١ λ(t) = x(t) + tλ(t),

٠Dα
t x(t) = tx(t) + u(t),

u(t) + λ(t) = ٠,
x(٠) = ١, λ(١) = ٠.

x(٠) = ١ اولیه شرط و شرط این گرفتن نظر در با .λ(١) = ٠ داریم است، آزاد x(١) چون



دینامی΄ͬ بهینه سازی طرح های و عصبی شب΄ه با کسری بهینه کنترل مسائل ۶۴
کرد انتخاب زیر به صورت را آزمایشͬ جواب های ͬ توان م


xT = ١ + tNx,

λT = (t− ١)Nλ,

uT = Nu.

و وضعیت توابع برای N = ۶ با α مختلف مقادیر برای مسئله این عددی جواب های رفتار
ͬ شود. م داده نشان ١١ . ۴ و ١٠ . ۴ ش΄ل های در ترتیب به کنترل
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.٢ . ۶ . ۴ مثال در α مختلف مقادیر برای x(.) بهینه مسیر تقریبی جواب :١٠ . ۴ ش΄ل
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.٢ . ۶ . ۴ مثال در α مختلف مقادیر برای u(.) بهینه کنترل تقریبی جواب :١١ . ۴ ش΄ل

نظر در زیر به صورت α(t) متغیر مرتبه از کسری مشتق با را (٣٠ . ۴) مسئله قبل مثال مانند



۶۵ عددی مثال های
ب·یرید

minimize J = ١٢
∫ ١٠ (x٢(t) + u٢(t))dt,

subject to ٠Dα(t)
t x(t) = tx(t) + u(t),

x(٠) = ١.
(٣١ . ۴)

از است عبارت لازم شرایط

tD
α(t)

١ λ(t) = x(t) + tλ(t),

٠Dα(t)
t x(t) = tx(t) + u(t),

u(t) + λ(t) = ٠,
x(٠) = ١, λ(١) = ٠.

(٣٢ . ۴)

ͬ کنیم. م جای·ذاری (٣٢ . ۴) شرایط در را ثابت مرتبه حالت در شده انتخاب آزمایشͬ جواب های
ͬ توان م را متغیر αهای با مقدار چند برای بهینه کنترل و بهینه مسیر افزار نرم با حل از بعد

کرد. مشاهده ١٢ . ۴ ش΄ل در
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α=1−0.1t
α=1−0.2t
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α=1−0.4t

مختلف مقادیر برای u(.) بهینه کنترل و x(.) بهینه مسیر تقریبی جواب :١٢ . ۴ ش΄ل
.٢ . ۶ . ۴ مثال در α(t)

ب·یرید نظر در را زیر بهینه کنترل مسئله .٣ . ۶ . ۴ مثال
minimize J =

∫ ١٠ [(x(t)− t٢(٢ + (u(t) + t۴ − ٢٠t ٩١٠
٩Γ( ٩١٠)

)٢]dt,

subject to ٠D١
tx(t) = y(t),

٠D٠٫١
t y(t) = t٢x(t) + u(t),

x(٠) = ٠, y(٠) = ٠.

(٣٣ . ۴)



دینامی΄ͬ بهینه سازی طرح های و عصبی شب΄ه با کسری بهینه کنترل مسائل ۶۶
است زیر به صورت مسئله تحلیلͬ جواب های

x(t) = t٢, y(t) = ٢t, u(t) =
٢٠t ٩١٠

٩Γ( ٩١٠)
− t۴.

به صورت همیلتونͬ تابع تعریف با
H = (x(t)− t٢(٢ + (u(t) + t۴ − ٢٠t ٩١٠

٩Γ( ٩١٠)
)٢ + λ١(t)(y(t)) + λ٢(t)(t٢x(t) + u(t)),

نوشت زیر به صورت ͬ توان م را لازم شرایط (٩ . ۴) با متناظر و

٠D١
tx(t) = y(t)

tD
١١λ١(t) = −٢(x(t)− t٢)− λ٢(t)t٢

٠D٠٫١
t y(t) = t٢x(t) + u(t),

tD
٠٫١١ λ٢(t) = λ١(t),

٢(u(t) + t۴ − ٢٠t ٩١٠
٩Γ( ٩١٠)

) + λ٢(t) = ٠,
x(٠) = ٠, y(٠) = ٠, λ(١)١ = ٠, λ(١)٢ = ٠.

و شرایط این گرفتن نظر در با .λ(١)٢ = ٠ و λ(١)١ = ٠ داریم هستند آزاد y(١) و x(١) چون
کرد تعریف زیر به صورت را آزمایشͬ جواب های ͬ توان م y(٠) = ٠ و x(٠) = ٠ اولیه شرایط

xT = tNx,

yT = tNy,

λ١T = (t− ١)Nλ١ ,

λ٢T = (t− ١)Nλ٢ ,

uT = Nu.

دقیق جواب های با N = ٢۴ برای u(t) و x(t) تقریبی جواب های ١۴ . ۴ و ١٣ . ۴ ش΄ل های در
رسم ١۶ . ۴ و ١۵ . ۴ ش΄ل های در کنترل و مسیر توابع با متناظر خطای توابع شده اند. مقایسه

شده اند.
ب·یرید نظر در را زیر بهینه کنترل مسئله .۴ . ۶ . ۴ مثال

minimize J = ١٢
∫ ١٠ (٣x٢(t) + u٢(t))dt

subject to ٠Dα
t x(t) = −x(t) + u(t),

x(٠) = ٠, x(١) = ٢.
(٣۴ . ۴)

به صورت α = ١ حالت در دقیق جواب های
x(t) =

٢
sinh٢ sinh(٢t),

u(t) =
٢

sinh٢)٢ cosh(٢t) + sinh(٢t)),



۶٧ عددی مثال های
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.٣ . ۶ . ۴ مثال در α = ١ برای x(.) بهینه مسیر :١٣ . ۴ ش΄ل

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

t

u(
t)

 

 

 approximate with N=24
exact

.٣ . ۶ . ۴ مثال در α = ١ برای u(.) بهینه کنترل :١۴ . ۴ ش΄ل
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.٣ . ۶ . ۴ مثال در α = ١ برای وضعیت تابع تقریب خطای :١۵ . ۴ ش΄ل



دینامی΄ͬ بهینه سازی طرح های و عصبی شب΄ه با کسری بهینه کنترل مسائل ۶٨
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.٣ . ۶ . ۴ مثال در α = ١ برای کنترل تابع تقریب خطای :١۶ . ۴ ش΄ل

داریم (٩ . ۴) رابطه و قبلͬ مثال های مشابه است.

tD
α١ λ(t) = ٣x(t)− λ(t),

٠Dα
t x(t) = −x(t) + u(t),

u(t) + λ(t) = ٠,
x(٠) = ٠, x(١) = ٢.

کرد انتخاب زیر به صورت ͬ توان م را آزمایشͬ جواب های
xT = ٢t+ t(t− ١)Nx,

λT = Nλ,

uT = Nu.

ش΄ل های در کنترل و وضعیت توابع مطلق خطای و x(.) متناظر مسیر ،u(.) بهینه کنترل
برای N = ٨ با کنترل و وضعیت توابع عددی جواب های همچنین شده اند. رسم ٢٠ . ۴ و ١٧ . ۴

شده اند. رسم ترتیب به ٢٢ . ۴ و ٢١ . ۴ ش΄ل های در α مقدار چند



۶٩ عددی مثال های
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.۴ . ۶ . ۴ مثال در α = ١ برای x(.) بهینه مسیر :١٧ . ۴ ش΄ل
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.۴ . ۶ . ۴ مثال در α = ١ برای u(.) بهینه کنترل :١٨ . ۴ ش΄ل
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.۴ . ۶ . ۴ مثال در α = ١ برای وضعیت تابع تقریب خطای :١٩ . ۴ ش΄ل



دینامی΄ͬ بهینه سازی طرح های و عصبی شب΄ه با کسری بهینه کنترل مسائل ٧٠
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.۴ . ۶ . ۴ مثال در α = ١ برای کنترل تابع تقریب خطای :٢٠ . ۴ ش΄ل
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.۴ . ۶ . ۴ مثال در α مختلف مقادیر با x(.) تقریبی جواب بهینه مسیر :٢١ . ۴ ش΄ل
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.۴ . ۶ . ۴ مثال در α مختلف مقادیر با u(.) تقریبی جواب کنترل مسیر :٢٢ . ۴ ش΄ل



۵ فصل
بهینه کنترل مسائل از رده ای حل
و مساوی محدودیت های با کسری

از متفاوت روی΄رد دو با نامساوی
عصبی شب΄ه های

نامساوی و مساوی محدودیت های با کسری بهینه کنترل مسائل از کلͬ فرم ΁ی فصل این در
شب΄ه های و توانͬ سری روش های از ترکیبی اول روش ͬ شود. م بررسͬ متفاوت روش دو با
در همچنین است. عصبی شب΄ه های و میتاگ‐لفلر تابع از ترکیب ΁ی دوم روش و عصبی
ارائه فصل این در که روش هایی مانند ͬ کنند م استفاده بهینگͬ لازم شرایط از که روش هایی
ارائه روش های اکثر در که ͬ شود م ظاهر هم راست مشتق چپ، مشتق بر علاوه شد خواهد
با اول روش در است. شده استفاده عددی انتگرال گیری از راست مشتق محاسبه برای شده
راست مشتق چپ، مشتق علاوه بر ͬ توان م عصبی شب΄ه مدل از مناسب ساختار ΁ی انتخاب
پیچیدگͬ ͬ شود م باعث خود این که کرد محاسبه عددی انتگرال گیری از استفاده بدون را
با کسری مسئله ΁ی فصل انتهای در همچنین یابد. کاهش توجهͬ قابل به طور محاسباتͬ

ͬ گیرد. م قرار بررسͬ مورد و حل ͬ شود م ارائه که روشͬ با متغیر مرتبه مشتق
٧١



با نامساوی و مساوی محدودیت های با کسری بهینه کنترل مسائل از رده ای حل ٧٢
عصبی شب΄ه های از متفاوت روی΄رد دو

ب·یرید نظر در را زیر مسئله
minimize J(x, u) = Φ(t, x)|b +

∫ b

a
L(t, x, u)dt, (١ . ۵)

subject to A ẋ(t) +B c
aD

α
t x(t) = f(t, x, u), (٢ . ۵)

G(t, x, u) ≤ ٠, (٣ . ۵)
x(a) = xa, (۴ . ۵)

باشد. ثابت یا آزاد ͬ تواند م x(b) است. ثابت x(a) و ٠ < α < ١ ،(A,B) ̸= (٠, ٠) ،x(t) ∈ Rp که

بهینگͬ لازم شرایط بررسͬ ١ . ۵
µ(t)ای و λ(t) آن گاه باشد (۴ . ۵) تا (١ . ۵) مسئله از کمینه جواب ΁ی (x, u) اگر ،[٨۵] و [۵۵] از

ͬ کنند م صدق زیر شرایط در (x, u, λ, µ) که دارند وجود
∂H

∂x
(t, x, u, λ, µ) = −A λ̇(t) +B tD

α
b λ(t), (۵ . ۵)

∂H

∂λ
(t, x, u, λ, µ) = A ẋ(t) +B c

aD
α
t x(t), (۶ . ۵)

∂H

∂u
(t, x, u, λ, µ) = ٠, (٧ . ۵)

µ G(t, x, u) = ٠, (٨ . ۵)
µ ≥ ٠, (٩ . ۵)
G(t, x, u) ≤ ٠, (١٠ . ۵)
x(a) = xa, (١١ . ۵)
λ(b) =

∂ϕ

∂x
|b, (١٢ . ۵)
ͬ شود م تعریف زیر به صورت و است همیلتونͬ تابع H که

H(t, x, u, λ, µ) = L(t, x, u) + λ F (t, x, u) + µ G(t, x, u).

١ غیرخطͬ م΄مل مسئله تابع ΁ی جواب و (١٠ . ۵)‐(٨ . ۵) جواب های بین رابطه ای ͬ توان م
است شده تعریف پایین در NCP توابع از رده ای .[٨۵] کرد پیدا (NCP )

صدق زیر شرط در اگر ͬ شود م نامیده NCP تابع ΁ی ϕ : R٢ → R تابع ΁ی • .١ . ١ . ۵ تعریف
کند

ϕ(a, b) = ٠ ⇐⇒ a ≥ ٠, b ≥ ٠, ab = ٠.
نیمه قویاً که است (FB) ٢ فیشر‐برمیستر تابع دارد بیشتری عمومیت که NCP تابع ΁ی •

1Nonlinear CompleTRfmentarity Problem
2Fischer-Burmeister



٧٣ کسری توانͬ سری عصبی شب΄ه پایه بر بهینه سازی
ͬ شود م تعریف زیر به صورت و [١٠۴] است هموار

ϕFB(a, b) = (a+ b)−
√
a٢ + b٢.

ͬ شود م تعریف زیر به صورت نیز ٣ یافته اغتشاش FB تابع
ϕεFB(a, b) = (a+ b)−

√
a٢ + b٢ + ε, ε→ ٠+,

مشاهده ͬ توان م را ϕεFB مهم خاصیت ΁ی زیر نتیجه در است. مثبت و ΁کوچ عددی ϵ که
کرد.

داریم ε ∈ R هر برای [١٠۵] .١ . ١ . ۵ گزاره
ϕεFB(a, b) = ٠ ⇔ a > ٠, b > ٠, ab = ε

٢ .
به توجه با ϕεFB(a, b) که شود توجه باید است. شده حذف آن اثبات و است ͹واض ١ . ١ . ۵ گزاره

است. هموار ε > ٠ برای a, b
محدودیت های به را (١٠ . ۵)‐(٨ . ۵)NCP مسئله ͬ توان م یافته، اغتشاش FB تابع از استفاده با

کرد تبدیل زیر معادل
ϕεFB(µ,−G(t, x, u)) = ٠, ε→ ٠+.

ͬ شود م بازنویسͬ زیر فرم به (١٢ . ۵)‐(۶ . ۵) بهینگͬ شرایط بنابراین

∂H

∂x
(t, x, u, λ, µ) = −A λ̇(t) +B tD

α
b λ(t),

∂H

∂λ
(t, x, u, λ, µ) = A ẋ(t) +B c

aD
α
t x(t),

∂H

∂u
(t, x, u, λ, µ) = ٠,

ϕεFB(µ,−G(t, x, u)) = ٠,
x(a) = xa,

λ(b) =
∂ϕ

∂x
|b.

(١٣ . ۵)

کسری توانͬ سری عصبی شب΄ه پایه بر بهینه سازی ٢ . ۵
بهینه سازی و گسسته سازی سپس و ͬ شود م معرفͬ توانͬ سری عصبی شب΄ه ساختار ابتدا

ͬ گیرد. م قرار بررسͬ مورد (١٣ . ۵)
3perturbed



با نامساوی و مساوی محدودیت های با کسری بهینه کنترل مسائل از رده ای حل ٧۴
عصبی شب΄ه های از متفاوت روی΄رد دو

کسری توانͬ سری عصبی شب΄ه ساختار ٢ . ١ . ۵
برای انعطاف قابل و قوی طرح ΁ی اینکه برای دارند زیادی قابلیت عصبی شب΄ه روش های
پرسپترون عصبی شب΄ه ΁ی ساختار ٣ . ۶ ش΄ل باشند. طبیعͬ پدیده های حل و ریاضͬ مدل بندی

شده ارائه عصبی ساختار بلوکͬ نمودار :١ . ۵ ش΄ل

بردار w و v کنید فرض .[٩۵] ͬ دهد م نشان را خروجͬ ΁ی و پنهان نرون n ورودی، ΁ی با
ضرب vi وزن های در t ورودی تک شده، معرفͬ ساختار در باشد. بایاس وزن b و ١×n وزن های
حاصل ضرب این روی f فعال ساز تابع سپس ͬ آید. م دست به وزن دار ورودی ΁ی و ͬ شود م
لایه نرون i‐امین کردن ضرب با N(t) خروجͬ شود. حاصل مناسب نتیجه ΁ی تا ͬ کند م اثر
هر خروجͬ و ورودی بین رابطه ͬ آید. م دست به b بایاس با ͽجم و wi وزن پارامتر در پنهان

کرد مشاهده زیر ساختار در شده خلاصه به صورت ͬ توان م را واحد
O١ = t, ورودی واحد
O٢

i = f(neti), neti = t.vi, i = ١, ..., n, پنهان واحد
N(t) =

∑I
i=١(O٢

i .wi) + b. خروجͬ واحد
(١۴ . ۵)

ͬ شود م بیان زیر به صورت توانͬ سری پرسپترون ΁ی
∞∑
i=٠

ai(t− t٠)iα = a٠ + a١(t− t٠)α + a٢(t− t٢(٠α + ..., (١۵ . ۵)
سری ΁ی ∑∞

i=٠ aitiα بسط باشد، t٠ = ٠ اگر خاص حالت در .t ≥ t٠ و ٠ ≤ n− ١ < α < n که
مؤلفه های از هم·را سری ΁ی به را x(t) جواب روش، این ͬ شود. م نامیده کسری لورن ΁م



٧۵ کسری توانͬ سری عصبی شب΄ه پایه بر بهینه سازی
نوشت کسری توانͬ سری ΁ی فرم به را x(t) جواب ͬ توان م بنابراین ͬ کند. م تجزیه جواب

x(t) =

∞∑
i=٠

ait
iα. (١۶ . ۵)

ͬ شود م نوشته زیر به صورت (١۶ . ۵) معادله بنابراین .a٠ = b دهید قرار

x(t) = b+
∞∑
i=١

ait
iα. (١٧ . ۵)

ͬ تواند م جواب تابع شود، بیان ۴ شده ͽقط یافته توسعه توانͬ سری ΁ی به صورت جواب تابع اگر
جواب بنابراین شود. زده تقریب i = ١,٢, ..., I برای ،ai مجهول ضرایب کردن پیدا با آسانͬ به

شده ͽقط سری توسط x(t)

x(t) = b+

I∑
i=١

ait
iα, (١٨ . ۵)

در f(t) = tα فعال ساز تابع و wi = ai ،vi = ti−١ کردن جای·زین با ͬ شود. م زده تقریب
خروجͬ با معادل شده ͽقط یافته توسعه کسری توانͬ سری که کرد استدلال ͬ توان م ،(١٨ . ۵)

است زیر به صورت شده طراحͬ عصبی شب΄ه

N(t) = b+

I∑
i=١

wif(zi), zi = νit, νi = ti−١. (١٩ . ۵)

گسسته سازی و بهینه سازی ٢ . ٢ . ۵
΁ی هر برای عصبی شب΄ه چهار هستیم. (١٣ . ۵) سیستم عددی جواب دنبال به بخش این در
و Nλ آن ها عصبی (شب΄ه های لاگرانژ ضرب گرهای ،( Nx آن عصبی شب΄ه ) وضعیت توابع از

ͬ کنیم م تعریف زیر به صورت i = ١,٢, · · · , n برای (Nu آن عصبی (شب΄ه کنترل و ( Nµ

Nx(t) =
∑I

i=١wi
xf(z

i
x) + bx, zix = vixt, vix = ti−١,

Nλ(t) =
∑I

i=١wi
λf(z

i
λ) + bλ, ziλ = viλt, viλ = ti−١,

Nµ(t) =
∑I

i=١wi
µf(z

i
µ) + bµ, ziµ = viµt, viµ = ti−١,

Nu(t) =
∑I

i=١wi
uf(z

i
u) + bu, ziu = viut, viu = ti−١,

(٢٠ . ۵)

که مطالبی به توجه با است. فعال ساز تابع ΁ی α ∈ [٠, ١] ،f(z) = zα و نرون ها تعداد n که
این کرد. استفاده آزمایشͬ جواب های از (١٣ . ۵) جواب های جای به ͬ توان م شد گفته قبلا
پیشنهاد زیر به صورت کنترل و لاگرانژ ضرب گرهای وضعیت، توابع برای آزمایشͬ جواب های

4 truncated



با نامساوی و مساوی محدودیت های با کسری بهینه کنترل مسائل از رده ای حل ٧۶
عصبی شب΄ه های از متفاوت روی΄رد دو

ͬ شوند م

xT (t) = A١(t) +A٢(t)Nx(t),

λT (t) = A٣(t) +A۴(t)Nλ(t),

µT (t) = A۵(t) +A۶(t)Nµ(t),

uT (t) = A٧(t) +A٨(t)Nu(t),

(٢١ . ۵)

باید uT و µT ،λT ،xT آزمایشͬ جواب های که هستند توابعͬ A١(t), A٣(t), A۵(t), A٧(t) که
A٢(t), A۴(t), A۶(t), A٨(t) هستند. تنظیم قابل پارامترهای فاقد و صدق کنند انتهایی و اولیه شرایط
شب΄ه های از استفاده با شوند. صفر انتهایی و اولیه شرایط در که شوند مشخص طوری باید

کرد تعریف زیر ساختار با ͬ توان م را آزمایشͬ جواب های (٢٠ . ۵) در شده پیشنهاد عصبی

xT = x(a) + (t− a)Nx,

λT =
∂Φ

∂xT
|b + (t− b)Nλ,

µT = Nµ,

uT = Nu.

(٢٢ . ۵)

بنابراین کنند. صدق (١٣ . ۵) شرایط در باید (٢٢ . ۵) آزمایشͬ جواب های

∂H

∂xT
(t, xT , uT , λT , µT ) = −A λ̇T (t) +B tD

α
b λT (t),

∂H

∂λT
(t, xT , uT , λT , µT ) = A ẋT (t) +B c

aD
α
t xT (t),

∂H

∂uT
(t, xT , uT , λT , µT ) = ٠,

ϕεFB(µT ,−G(t, xT , uT )) = ٠.

(٢٣ . ۵)

متغیر تغییر با را [a, b] بازه ابتدا نامقید بهینه سازی مسئله ΁ی به صورت (٢٣ . ۵) بیان برای حال
t =

b− a

L
θ + a,

ηi هم محلͬ نقاط برای مناسب انتخاب ΁ی حالت این در ͬ کنیم. م تبدیل [٠, L] بازه ی به
به صورت

ηi = θi
١
α , i = ٠, ١, . . . ,m,

یعنͬ هستند. [٠, L] بازه در شده انتخاب نقاط ηiها که است
ηi =

L

٢ − L

٢ cos
πi

m
, i = ٠, ١, . . . ,m.

با متناظر
c
aD

α
t (t− a)β−١(x) = Γ(β)

Γ(β − α)
(x− a)(β−α−١),

c
tD

α
b (b− t)β−١(x) = Γ(β)

Γ(β − α)
(b− x)(β−α−١),

(٢۴ . ۵)



٧٧ کسری توانͬ سری عصبی شب΄ه پایه بر بهینه سازی
راست مشتقات از تقریب ΁ی کسری، فرم در شده توصیف (١٩ . ۵) عصبی شب΄ه ساختار و
بهینه سازی مسئله ΁ی حال ͬ شود. م محاسبه آسانͬ به کاپاتو c

aD
α
t xT (t) چپ و tD

α
b λT (t)

به صورت

minimizeyE(y) =
١
٢

۴∑
j=١

m∑
k=٠

Ej(ηk, y), (٢۵ . ۵)

و y = (wx, wλ, wµ, wu, bx, bλ, bµ, bu, vx, vλ, vµ, vu)
T ∈ R۴I(٣p+q) که کنید تعریف



E١(ηk, y) =
[
∂H

∂xT
(ηk, xT , uT , λT , µT ) +A λ̇T (ηk)−B c

ηk
Dα

LλT (ηk)

]٢
,

E٢(ηk, y) =
[
∂H

∂λT
(ηk, xT , uT , λT , µT )−A ẋT (ηk)−B c٠Dα

LxT (ηk)

]٢
,

E٣(ηk, y) =
[
∂H

∂uT
(ηk, xT , uT , λT , µT )

]٢
,

E۴(ηk, y) = [ϕεFB(µT ,−G(ηk, xT , uT ))]
٢ ,

(٢۶ . ۵)

.k = ٠, ١,٢, . . . ,m که

در y = (w∗
x, w

∗
λ, w

∗
µ, w

∗
u, b

∗
x, b

∗
λ, b

∗
µ, b

∗
u, v

∗
x, v

∗
λ, v

∗
µ, v

∗
u)

T اگر .٢ . ١ . ۵ لم

γ(y) =
[
E١(η١, y), . . . , E١(ηm, y), E٢(η١, y), . . . , E٢(ηm, y),
E٣(η١, y), . . . , E٣(ηm, y), E۴(η١, y), . . . , E۴(ηm, y)

]T
= ٠, (٢٧ . ۵)

است. (٢۵ . ۵) بهینه جواب y∗ آن گاه کند صدق

است زیر مسئله با معادل (٢۵ . ۵) کمینه سازی مسئله پس

minimizeyE(y) =
١
٢∥γ(y)∥٢. (٢٨ . ۵)

تابع انتخاب با طرفͬ از کرد. حل دلخواه بهینه سازی روش هر با را مسئله این ͬ توان م حال
پایداری و هم·رایی ͬ توان م شد بررسͬ ۴ فصل در آنچه مطابق لیاپانف تابع ΁ی عنوان به E(y)

کرد. اثبات را روش



با نامساوی و مساوی محدودیت های با کسری بهینه کنترل مسائل از رده ای حل ٧٨
عصبی شب΄ه های از متفاوت روی΄رد دو

میتاگ‐ تابع پایه بر عصبی شب΄ه ΁کم با بهینه سازی ٣ . ۵
لفلر

به صورت کنترل و لاگرانژ ضرب گرهای وضعیت، توابع برای آزمایشͬ جواب های روش این در
ͬ شوند م انتخاب زیر



xT =
∑I

i=١ vxi σ(zxi ), zxi = wx
i t+ bxi ,

λT =
∑I

i=١ vλi σ(zλi ), zλi = wλ
i t+ bλi ,

µT =
∑I

i=١ vµi σ(zµi ), zµi = wµ
i t+ bµi ,

uT =
∑I

i=١ vui σ(zui ), zui = wu
i t+ bui ,

(٢٩ . ۵)

ex نمایی تابع σ همچنین هستند. بایاس پارامتر b و وزن پارامترهای w و v نرون، تعداد I که
ͬ شود. م استفاده عصبی شب΄ه مدل بندی در سی·موئید تابع از جای·زین ΁ی عنوان به که است
داده نشان ٣ . ۵ ش΄ل در کسری بهینه کنترل مسائل برای عصبی شب΄ه ساختار از کلͬ فرم ΁ی

داریم (١٣ . ۵) در (٢٩ . ۵) آزمایشͬ جواب های جای·ذاری با شد.

شده. ارائه عصبی شب΄ه ساختار بلوکͬ نمودار :٢ . ۵ ش΄ل



٧٩ میتاگ‐لفلر تابع پایه بر عصبی شب΄ه ΁کم با بهینه سازی


∂H

∂xT
(t, xT , uT , λT , µT ) = −A λ̇T (t) +B tD

α
b λT (t),

∂H

∂λT
(t, xT , uT , λT , µT ) = A ẋT (t) +B c

aD
α
t xT (t),

∂H

∂uT
(t, xT , uT , λT , µT ) = ٠,

ϕεFB(µT ,−G(t, xT , uT )) = ٠, ε→ ٠+.
xT (a) = xa, λT (b) =

∂ϕ

∂x
|b.

(٣٠ . ۵)

ͬ شوند م محاسبه زیر به صورت f(t) = ex نمایی تابع از کاپاتو و ریمن‐لیوویل مشتق
aD

α
t (e

ct) = t−αE١,١−α(ct),

C
aD

α
t (e

ct) = ct١−αE١,٢−α(ct),

به صورت پارامتری دو لفلر میتاگ تابع Eβ,γ که
Eα,β(z) =

∞∑
k=٠

zk

Γ(αk + β)
, α, β > ٠ , z ∈ C, (٣١ . ۵)

شده استفاده f(x) = ewix+bi فعال ساز تابع از عصبی شب΄ه ساختار در اینکه به توجه با است.
ͬ شود م تعریف زیر رابطه توسط c

aD
α
t x(t) چپ مشتق است،

c
aD

α
t xT (t) =

I∑
i=٠

wie
bit١−αE١,٢−α(wit). (٣٢ . ۵)

مسئله ΁ی ͬ  شود. م محاسبه عددی انتگرال گیری روش ΁کم با tD
α
b λ(t) راست مشتق
به صورت بهینه سازی

minimizeyE(y) =
١
٢

۶∑
j=١

m∑
k=٠

Ej(ηk, y), (٣٣ . ۵)

و y = (wx, wλ, wµ, wu, bx, bλ, bµ, bu, vx, vλ, vµ, vu)
T ∈ R۴I(٣p+q) که ͬ کنیم م تعریف

E١(ηk, y) =
[
∂H

∂xT
(ηk, xT , uT , λT , µT ) +A λ̇T (ηk)−B c

ηk
Dα

LλT (ηk)

]٢
,

E٢(ηk, y) =
[
∂H

∂λT
(ηk, xT , uT , λT , µT )−A ẋT (ηk)−B c٠Dα

LxT (ηk)

]٢
,

E٣(ηk, y) =
[
∂H

∂uT
(ηk, xT , uT , λT , µT )

]٢
,

E۴(ηk, y) = [ϕεFB(µT ,−G(ηk, xT , uT ))]
٢ ,

E۵(ηk, y) = [xT (a)− xa]
٢ ,

E۶(ηk, y) =
[
λT (b)−

∂ϕ

∂x

]٢
,

(٣۴ . ۵)

است زیر مسئله معادل (٣٣ . ۵) کمینه سازی مسئله ٢ . ١ . ۵ لم ΁کم با .k = ٠, ١,٢, . . . ,m که
minimizeyE(y) =

١
٢∥γ(y)∥٢. (٣۵ . ۵)

کرد. حل دلخواه بهینه سازی روش هر با را مسئله این ͬ توان م حال



با نامساوی و مساوی محدودیت های با کسری بهینه کنترل مسائل از رده ای حل ٨٠
عصبی شب΄ه های از متفاوت روی΄رد دو
عددی مثال های ۴ . ۵

روش از آمده به دست جواب های و ͬ گیرد م قرار بررسͬ مورد عددی مثال چند فصل این در
خطا جدول ΁ی مثال ها از بعضͬ برای ͬ شود. م مقایسه تحلیلͬ جواب های با شده پیشنهاد
شده ارائه عددی روش دو هر با اول مثال دو است. شده ارائه ٠ < α < ١ مختلف مقادیر برای
دو در اول مثال در همچنین شده اند. حل اول روش ΁کم با مثال ها بقیه و است شده حل
این در شده پیشنهاد اول روش از آمده به دست نتایج کنترل و وضعیت توابع برای مجزا جدول
برای پارامتر ۵ مسئله هر برای شده اند. مقایسه دی·ر روش چند از آمده به دست نتایج با فصل
نرم افزار از اول روش مثال های همه در ͬ کنیم. م استفاده بایاس و خروجͬ ورودی، وزن های
در است. شده استفاده شبیه سازی برای MATLAB نرم افزار از دوم روش مثال های و GAMS

ͬ گیرد م قرار بررسͬ مورد متغیر مرتبه مشتق با کسری بهینه کنترل مسئله ΁ی فصل انتهای
نرم افزار از مثال این حل برای ͬ شود. م سازی پیاده آن روی فصل این در شده ارائه اول روش و

ͬ کنیم. م استفاده MAPLE

ب·یرید نظر در را زیر مسئله [۵۶] .١ . ۴ . ۵ مثال
minimize J = ١٢

∫ ١٠ (x٢(t) + u٢(t))dt,
subject to c٠Dα

t x(t) = −x(t) + u(t),

اولیه شرایط با
x(٠) = ١.

است زیر به صورت α = ١ برای مسئله تحلیلͬ جواب های
x(t) = cosh(

√٢t) + β sinh(
√٢t),

u(t) = (١ +
√٢β) cosh(√٢t) + (

√٢ + β) sinh(
√٢t),

که
β = −cosh(

√٢t) +√٢ sinh(
√٢t)√٢ cosh(

√٢t) + sinh(
√٢t) ≈ −٠٫٩٨.

داریم (١٣ . ۵) با متناظر

tD
α١ λ(t) = x(t)− λ(t),

٠Dα
t x(t) = −x(t) + u(t),

u(t) + λ(t) = ٠,
x(٠) = ١, λ(١) = ٠.



٨١ عددی مثال های
شرط به توجه با کسری) توانͬ سری عصبی شب΄ه پایه (بر اول روش برای آزمایشͬ جواب های

به صورت اولیه
xT = ١ + tNx,

λT = (t− ١)Nλ,

uT = Nu,

و α = ١ حالت در کنترل و وضعیت توابع تقریبی جواب شده ارائه روش از استفاده با است.
و α = ١ برای بهینه کنترل و مسیر ۴ . ۵ و ٣ . ۵ ش΄ل های در است. آمده  به دست α مقدار چند
برای آزمایشͬ جواب های است. شده رسم α = ١ برای خطا مسیر همچنین و α مقدار چند
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.α = ١ برای مطلق خطای و α = ١, ٠٫٩۵, ٠٫٩, ٠٫٨ برای x(.) بهینه مسیر :٣ . ۵ ش΄ل
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.α = ١ برای مطلق خطای و α = ١, ٠٫٩۵, ٠٫٩, ٠٫٨ برای u(.) بهینه کنترل :۴ . ۵ ش΄ل



با نامساوی و مساوی محدودیت های با کسری بهینه کنترل مسائل از رده ای حل ٨٢
عصبی شب΄ه های از متفاوت روی΄رد دو

به صورت اولیه شرط به توجه با میتاگ‐لفلر) تابع پایه (بر دوم روش

xT =
∑I

i=١ vxi ew
x
i t+bxi ,

λT =
∑I

i=١ vλi ew
λ
i t+bλi ,

uT =
∑I

i=١ vui ew
u
i t+bui ,

xT (٠) = ٠, λT (١) = ٠,

(٣۶ . ۵)

به دست تقریبی جواب با کنترل و مسیر توابع تحلیلͬ جواب های ۶ . ۵ و ۵ . ۵ ش΄ل های در است.
برای است. شده رسم آن ها با متناظر خطاهای و شده مقایسه α = ١ برای دوم روش از آمده
توانͬ سری روش اینکه به توجه با شده اند. رسم کنترل و بهینه مسیرهای نیز α مقدار چند
ترتیب به ٢ . ۵ و ١ . ۵ جدول های است، میتاگ‐لفلر تابع پایه بر روش از قوی تری روش کسری
چندجمله ای های از نوع چند از آمده به دست کنترل و وضعیت متغیرهای مقادیر بین مقایسه ای
را فصل این در شده ارائه کسری توانͬ سری عصبی شب΄ه روش و [۵۶] در شده ارائه مختلف

ͬ دهند. م نشان
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مطلق خطای و α = ١, ٠٫٩۵, ٠٫٩, ٠٫٨, ٠٫٧, ٠٫۵ برای x(.) بهینه مسیر :۵ . ۵ ش΄ل
.α = ١ برای

ب·یرید نظر در زیر به صورت را نامساوی محدودیت های با بهینه سازی مسئله ΁ی .٢ . ۴ . ۵ مثال
minimize

∫ ١
٠ u(t) dt,

subject to c٠Dα
t x(t) = u(t),

x(٠) = ١,
u(t) ≥ ٠,
x(t)− u(t) ≥ ٠.



٨٣ عددی مثال های
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مطلق خطای و α = ١, ٠٫٩۵, ٠٫٩, ٠٫٨, ٠٫٧, ٠٫۵ برای u(.) بهینه کنترل :۶ . ۵ ش΄ل
.α = ١ برای

Time Analytical Shifted Power Shifted Neural
(s) Solution Legendre Series Chebyshev Network

١st kind
٠ ١٫٠٠٠٠٠٠٠ ١٫٠٠٠٠٠٠٠ ١٫٠٠٠٠٠٠٠ ٠٫٩٩٩٩٩٩٩ ١٫٠٠٠٠٠٠٠
٠٫١ ٠٫٨٧٠٩٧٢٧ ٠٫٨٧٠٩٧٣١ ٠٫٨٧٠٨۶٠٠ ٠٫٨٧٠٩٧٢٨ ٠٫٨٧٠٩٧٢٠
٠٫٢ ٠٫٧۵٩٣٩٣٣ ٠٫٧۵٩٣٩٣۶ ٠٫٧۵٩٣١۴۴ ٠٫٧۵٩٣٩٣٣ ٠٫٧۵٩٣٩٣٠
٠٫٣ ٠٫۶۶٣٠٢٧۵ ٠٫۶۶٣٠٢٧٨ ٠٫۶۶٢٩٨١٩ ٠٫۶۶٣٠٢٧۵ ٠٫۶۶٣٠٢٧۴
٠٫۴ ٠٫۵٧٩٩۴۴٣ ٠٫۵٧٩٩۴۴٧ ٠٫۵٧٩٩٠٠۴ ٠٫۵٧٩٩۴۴۶ ٠٫۵٧٩٩۴۴٣
٠٫۵ ٠٫۵٠٨۴٧٩٣ ٠٫۵٠٨۴٧٩٧ ٠٫۵٠٨۴٢٣٧ ٠٫۵٠٨۴٧٩۵ ٠٫۵٠٨۴٧٩١
٠٫۶ ٠٫۴۴٧٢٠٠٨ ٠٫۴۴٧٢٠١٠ ٠٫۴۴٧١۴٣۴ ٠٫۴۴٧٢٠٠٨ ٠٫۴۴٧٢٠٠٣
٠٫٧ ٠٫٣٩۴٨٨١٢ ٠٫٣٩۴٨٨١۴ ٠٫٣٩۴٨٣٧۶ ٠٫٣٩۴٨٨١٢ ٠٫٣٩۴٨٨١٠
٠٫٨ ٠٫٣۵٠۴٧٢۵ ٠٫٣۵٠۴٧٢٨ ٠٫٣۵٠۴۴٢١ ٠٫٣۵٠۴٧٢٧ ٠٫٣۵٠۴٧٢۶
٠٫٩ ٠٫٣٠٣٠٨۵١ ٠٫٣١٣٠٨۵٣ ٠٫٣١٣٠۵٠١ ٠٫٣١٣٠٨۵١ ٠٫٣١٣٠٨۵٠
١ ٠٫٢٨١٩۶٩۶ ٠٫٢٨١٩۶٩٨ ٠٫٢٨١٩٣۴٩ ٠٫٢٨١٩۶٩۶ ٠٫٢٨١٩۶٩١

.x(t) مسیر برای تقریبی روش چند و تحلیلͬ جواب بین مقایسه :١ . ۵ جدول

هستند u(t) = exp(t) و x(t) = exp(t) ،α = ١ برای کنترل و وضعیت توابع تحلیلͬ جواب
،x(٠) = ١ اولیه شرط و شرط این به توجه با .λ(١) = ٠ داریم است آزاد x(١) چون .[٨۵]



با نامساوی و مساوی محدودیت های با کسری بهینه کنترل مسائل از رده ای حل ٨۴
عصبی شب΄ه های از متفاوت روی΄رد دو

Time Analytical Shifted Power Shifted Neural
(s) Solution Legendre Series Chebyshev Network

١st kind
٠ −٠٫٣٨۵٨١٨۵ −٠٫٣٨۵٨١٨٧ −٠٫٣٧۵٧٨٩۵ −٠٫٣٨۵٨١٨٧ −٠٫٣٨۵٨١٨٧
٠٫١ −٠٫٣٢٨٠۶٠١ −٠٫٣٢٨٠۶٠٢ −٠٫٣٢٨٠٣٨٨ −٠٫٣٢٨٠۶٠٢ −٠٫٣٢٨٠۶٠٠
٠٫٢ −٠٫٢٧۶٨٧٣٨ −٠٫٢٧۶٨٧٣٩ −٠٫٢٧۶٨۴٨۵ −٠٫٢٧۶٨٧٣٩ −٠٫٢٧۶٨٧٣٧
٠٫٣ −٠٫٢٣١٢٣۴٢ −٠٫٢٣١٢٣۴٣ −٠٫٢٣١٢١٧٧ −٠٫٢٣١٢٣۴٣ −٠٫٢٣١٢٣۴٣
٠٫۴ −٠٫١٩٠٢٢٧٠ −٠٫١٩٠٢٢٧٠ −٠٫١٩٠٢٢۴٧ −٠٫١٩٠٢٢٧١ −٠٫١٩٠٢٢٧١
٠٫۵ −٠٫١۵٣٠٣٠٧ −٠٫١۵٣٠٣٠۶ −٠٫١۵٣٠٣۵٧ −٠٫١۵٣٠٣٠۶ −٠٫١۵٣٠٣٠٧
٠٫۶ −٠٫١١٨٩٠٠١ −٠٫١١٨٩٠٠٠ −٠٫١١٨٩٠٢۵ −٠٫١١٨٩٠٠٠ −٠٫١١٨٩٠٠١
٠٫٧ −٠٫٠٨٧١۵١۴ −٠٫٠٨٧١۵١۴ −٠٫٠٨٧١۵٠٩ −٠٫٠٨٧١۵١۵ −٠٫٠٨٧١۵١۵
٠٫٨ −٠٫٠۵٧١۴٨٧ −٠٫٠۵٧١۴٨٧ −٠٫٠۵٧١۵٧۶ −٠٫٠۵٧١۴٨٩ −٠٫٠۵٧١۴٩٠
٠٫٩ −٠٫٠٢٨٢٩١٠ −٠٫٠٢٨٢٩٠٧ −٠٫٠٢٨٣١٧۴ −٠٫٠٢٨٢٩٠٩ −٠٫٠٢٨٢٩١٢
١ ٠٫٠٠٠٠٠٠٠ −۴٫۵۵E − ٠٩ ٧٫۵۴١E − ٠٩ −٢٫٠٩E − ٠٩ ٠

.u(t) کنترل برای تقریبی روش چند و تحلیلͬ جواب بین مقایسه :٢ . ۵ جدول

ͬ شود م انتخاب زیر به صورت کسری توانͬ سری روش برای آزمایشͬ جواب های



xT = ١ + tNx,

λT = (t− ١)Nλ,

uT = Nu,

µ١T = Nµ١ ,

µ٢T = Nµ٢ .

α = ١ برای مطلق خطای و α مقدار چند برای u(t) و x(t) برای آمده دست به تقریبی نتایج
جواب های اولیه، شرط به توجه با ͬ شوند. م داده نشان ٨ . ۵ و ٧ . ۵ ش΄ل های در ترتیب به



٨۵ عددی مثال های
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.α = ١ برای مطلق خطای و α = ١, ٠٫٩۵, ٠٫٩, ٠٫٨ برای x(.) بهینه مسیر :٧ . ۵ ش΄ل
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.α = ١ برای مطلق خطای و α = ١, ٠٫٩۵, ٠٫٩, ٠٫٨ برای u(.) بهینه کنترل :٨ . ۵ ش΄ل
به صورت میتاگ‐لفلر پایه بر آزمایشͬ

xT =
∑I

i=١ vxi ew
x
i t+bxi ,

λT =
∑I

i=١ vλi ew
λ
i t+bλi ,

uT =
∑I

i=١ vui ew
u
i t+bui ,

µ١T T =
∑I

i=١ vµ١
i e

w
µ١
i t+b

µ١
i ,

µ٢T T =
∑I

i=١ vµ٢
i ew

µ٢
i t+b

µ٢
i ,

xT (٠) = ٠, λT (١) = ٠,

(٣٧ . ۵)

برای مطلق خطای و α مقدار چند برای u(t) و x(t) برای آمده به دست تقریبی نتایج است.
خطا تابع مقادیر همچنین ͬ شود. م داده نشان ١٠ . ۵ و ٩ . ۵ ش΄ل های در ترتیب به α = ١
داده نشان روش دو هر برای ٠ < α < ١ مقدار چند برای ٣ . ۵ جدول در (٢٠ . ۶) در E(y)



با نامساوی و مساوی محدودیت های با کسری بهینه کنترل مسائل از رده ای حل ٨۶
عصبی شب΄ه های از متفاوت روی΄رد دو
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مطلق خطای و α = ١, ٠٫٩۵, ٠٫٩, ٠٫٨, ٠٫٧, ٠٫۵ برای x(.) بهینه مسیر :٩ . ۵ ش΄ل
.α = ١ برای
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مطلق خطای و α = ١, ٠٫٩۵, ٠٫٩, ٠٫٨, ٠٫٧, ٠٫۵ برای u(.) بهینه کنترل :١٠ . ۵ ش΄ل
.α = ١ برای

ͬ شوند. م

α ٠٫٩۵ ٠٫٩ ٠٫٨ ٠٫٧ ٠٫۵
اول روش E ١٫١ × ٢−١٠ ١٫٨ × ٢−١٠ ٢٫٨ × ٢−١٠ ٣٫٢ × ٢−١٠ ٣٫١ × ٢−١٠

دوم روش E ٢٫۴ × ٢−١٠ ٣٫٩ × ٢−١٠ ۴٫٨ × ٢−١٠ ۴٫٢ × ٢−١٠ ٧٫٢ × ٢−١٠

.٠ < α < ١ مقدار چند برای E(y) خطا تابع مقدار :٣ . ۵ جدول

ͬ شوند. م حل روش این ΁کم با بعدی مثال های اول، روش بودن قوی تر به توجه با



٨٧ عددی مثال های
ب·یرید نظر در را زیر بهینه سازی مسئله [٨۵] .٣ . ۴ . ۵ مثال

minimize − ln(٢)
∫ ١

٠ x(t) dt,

subject to c٠Dα
t x(t) = ln(٢)(x(t)− u(t)),

x(٠) = ٠,
|u(t)| ≤ ١,
x(t) + u(t) ≤ ٢.

هستند زیر به صورت وضعیت و کنترل توابع برای دقیق جواب های x(t) = exp(ln٢(t))− ١,
u(t) = ١.

ͬ شوند م انتخاب زیر به صورت آزمایشͬ جواب های

xT = tNx,

λT = (t− ١)Nλ,

uT = Nu,

µ١T = Nµ١ ,

µ٢T = Nµ٢ ,

µ٣T = Nµ٣ .

برای آن ها با متناظر مطلق خطاهای و α مقدار چند برای u(t) و x(t) برای تقریبی جواب های
E(y) خطای تابع مقادیر همچنین کرد. مشاهده ١٢ . ۵ و ١١ . ۵ ش΄ل های در ͬ توان م را α = ١

است. شده ارائه ۴ . ۵ جدول در ٠ < α < ١ مقدار چند برای
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.α = ١ برای مطلق وخطای α = ١, ٠٫٩۵, ٠٫٩, ٠٫٨ برای x(.) بهینه مسیر :١١ . ۵ ش΄ل



با نامساوی و مساوی محدودیت های با کسری بهینه کنترل مسائل از رده ای حل ٨٨
عصبی شب΄ه های از متفاوت روی΄رد دو

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

t

 u
(t

)

 

 

Exact
 α=1
α=0.95 
α=0.9
α=0.8

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

1

2

3

4

5
x 10

−6

t

 E
rr

or
 u

(t
)

 

 

 Error u(t)

.α = ١ برای مطلق خطای و α = ١, ٠٫٩۵, ٠٫٩, ٠٫٨ برای u(.) بهینه کنترل :١٢ . ۵ ش΄ل
α ٠٫٩۵ ٠٫٩ ٠٫٨ ٠٫٧ ٠٫۵
E ٢٫١ × ٣−١٠ ٢٫۶ × ٣−١٠ ٢٫۶ × ٣−١٠ ۴٫۴ × ٣−١٠ ۴٫٨ × ٢−١٠

.٠ < α < ١ مقدار چند برای E(y) خطا تابع مقدار :۴ . ۵ جدول

تابعͬ کمینه ͬ خواهیم م مثال این در [٨۵] .۴ . ۴ . ۵ مثال
∫ ٣

٠ ٢x١(t)dt,

مرزی شرایط و محدودیت ها با
c٠Dα

t x١(t) = x٢(t),
c٠Dα

t x٢(t) = u(t),

|u(t)| ≤ ٢,
−٧ ≤ x١(t),
x(٠)١ = ٢, x(٠)٢ = ٠,

زیر به صورت α = ١ برای وضعیت و کنترل توابع برای دقیق جواب های آوریم. به دست را
هستند

x١(t) = ٢ − t٢,
x٢(t) = −٢t,
u(t) = −٢.

شرایط و شرایط این به توجه با .λ(٣)١ = λ(٣)٢ = ٠ داریم هستند، آزاد x(٣)٢ و x(٣)١ چون



٨٩ عددی مثال های
به صورت آزمایشͬ جواب های ،x(٠)١ = ٢, x(٠)٢ = ٠ اولیه

x١T = ٢ + tNx١ ,

x٢T = tNx٢ ,

λ١T = (t− ٣)Nλ١ ,

λ٢T = (t− ٣)Nλ٢ ,

uT = Nu,

µ١T = Nµ١ ,

µ٢T = Nµ٢ ,

µ٣T = Nµ٣ ,

خطای و α مقدار چند برای u(t) و x٢(t) ،x١(t) توابع برای پیشنهادی روش نتایج هستند.
کرد. مشاهده ١۵ . ۵‐١٣ . ۵ ش΄ل های در به ترتیب ͬ توان م را α = ١ برای آن ها با متناظر مطلق
شده مشخص ۵ . ۵ جدول در ٠ < α < ١ مقدار چند برای E(y) خطا تابع مقادیر همچنین

است.
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برای مطلق خطای و α = ١, ٠٫٩۵, ٠٫٩, ٠٫٨ برای x١(.) بهینه مسیر :١٣ . ۵ ش΄ل
.α = ١

α ٠٫٩۵ ٠٫٩ ٠٫٨ ٠٫٧ ٠٫۵
E ١٫٢ × ٣−١٠ ۴٫٣ × ٣−١٠ ١٫٣ × ٣−١٠ ٣٫٨ × ٣−١٠ ۴٫۵ × ٣−١٠

.٠ < α < ١ مقدار چند برای E(y) خطای تابع مقدار :۵ . ۵ جدول



با نامساوی و مساوی محدودیت های با کسری بهینه کنترل مسائل از رده ای حل ٩٠
عصبی شب΄ه های از متفاوت روی΄رد دو

0 1 2 3
−7

−6

−5

−4

−3

−2

−1

0

t

 x
2(t

)

 

 

Exact
 α=1
α=0.95 
α=0.9
α=0.8

0 1 2 3
0

0.5

1

1.5
x 10

−7

t

 E
rr

or
 x

2(t
)

 

 

 Error x
2
(t)

برای مطلق خطای و α = ١, ٠٫٩۵, ٠٫٩, ٠٫٨ برای x٢(.) بهینه مسیر :١۴ . ۵ ش΄ل
.α = ١
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برای مطلق خطای و α = ١, ٠٫٩۵, ٠٫٩, ٠٫٨ برای u(.) بهینه کنترل :١۵ . ۵ ش΄ل
.α = ١

[٨۵]۵ بولزای مسئله .۵ . ۴ . ۵ مثال

minimize
H

٢ x٢(T ) +
∫ T

٠
١
۴u٢(t) dt,

subject to c٠Dα
t x(t) = −ax(t) + u(t),

x(٠) = ۵,

و کنترل توابع برای دقیق جواب ،T = ١۵ و a = −٠٫٢ ،H = ۵ فرض با ب·یرید. نظر در را

5Bolza



٩١ عددی مثال های
است زیر به صورت α = ١ برای وضعیت

x(t) = B exp(
−t
۵ )− ۵A exp(

t

۵),

u(t) = −٢A exp(
t

۵),

که
A =

٢۵
٢۶ exp(۶)− ٢۵ , B =

٢۶A exp(۶)
۵ .

هستند زیر به صورت آزمایشͬ جواب های .λ(١۵) = ۵x(١۵) داریم است آزاد x(١۵) چون
xT = ۵ + tNx,

λT = (t− ١۵)Nλ + ۵x(١۵),
uT = Nu.

١۶ . ۵ ش΄ل های در آن ها با متناظر خطای تابع و α مقدار چند برای بهینه کنترل و بهینه مسیر
ͬ دهد. م نشان را E(y) خطا تابع مقدار ۶ . ۵ جدول همچنین شده اند. رسم α = ١ برای ١٧ . ۵ و
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.α = ١ برای مطلق خطای و α = ١, ٠٫٩۵, ٠٫٩, ٠٫٨ برای x(.) بهینه مسیر :١۶ . ۵ ش΄ل

α ٠٫٩۵ ٠٫٩ ٠٫٨ ٠٫٧ ٠٫۵ ٠٫٣
E ٣٫۴ × ١٠−۴ ٧٫١ × ١٠−۴ ٣٫٧ × ٣−١٠ ٢٫٨ × ٣−١٠ ٢٫۵ × ٢−١٠ ٣٫١ × ٢−١٠

.٠ < α < ١ مقدار چند برای E(y) خطا تابع مقدار :۶ . ۵ جدول



با نامساوی و مساوی محدودیت های با کسری بهینه کنترل مسائل از رده ای حل ٩٢
عصبی شب΄ه های از متفاوت روی΄رد دو
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برای مطلق خطای و α = ١, ٠٫٩۵, ٠٫٩, ٠٫٨ برای u(.) بهینه کنترل :١٧ . ۵ ش΄ل
.α = ١

و صحیح مرتبه مشتقات با بهینه سازی مسئله ΁ی بعدی مثال و مثال این در .۶ . ۴ . ۵ مثال
کمینه را زیر تابعͬ ͬ خواهید م که کنید فرض ͬ شود. م بررسͬ ثابت انتهایی نقطه با کسری

کنید
J(x, u) =

∫ ١
٠ (u٢(t)− ۴x(t))٢dt,

به صورت آن  دینامی΄ͬ محدودیت های که
ẋ(t) + c٠D٠٫۵

t x(t) = u(t) +
٢

Γ(٢٫۵) t١٫۵, t ∈ [٠, ١],
مرزی شرایط با

x(٠) = ٠, x(١) = ١,
جفت α = ٠٫۵ برای دقیق جواب های است.

(x(t), u(t)) = (t٢,٢t),
همیلتونͬ تابع با متناظر .[٧٠] است

H = (u٢(t)− ۴x(t))٢ + λ(t)(u(t) +
٢

Γ(٢٫۵) t١٫۵),

از است عبارت بهینگͬ شرایط

−∂H
∂x

= λ̇(t)− tD
α١ λ(t) = (u٢(t)− ۴x(t)),

∂H

∂λ
= ẋ(t) + C٠ Dα

t x(t) = u(t) +
٢

Γ(٢٫۵) t١٫۵,

∂H

∂u
= ۴u(t)(u٢(t)− ۴x(t)) + λ(t) = ٠.



٩٣ عددی مثال های
به صورت آزمایشͬ جواب های اولیه شرایط به توجه با

xT = t+ t(١ − t)Nx,

λT = Nλ,

uT = Nu,

خطای همچنین و بهینه کنترل بهینه، مسیر فصل این در شده ارائه روی΄رد ΁کم با هستند.
است. شده رسم ١٩ . ۵ و ١٨ . ۵ ش΄ل های در α = ٠٫۵ برای آن ها مطلق
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.α = ٠٫۵ برای مطلق خطای x(.) بهینه مسیر :١٨ . ۵ ش΄ل
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.α = ٠٫۵ برای مطلق خطای و u(.) بهینه کنترل :١٩ . ۵ ش΄ل

ب·یرید نظر در را زیر کسری بهینه کنترل مسئله [٧٢] .٧ . ۴ . ۵ مثال
minimize J(x, u) =

∫ ١
٠ (tu(t)− (α+ ٢)x(t))٢dx,



با نامساوی و مساوی محدودیت های با کسری بهینه کنترل مسائل از رده ای حل ٩۴
عصبی شب΄ه های از متفاوت روی΄رد دو

هستند زیر به صورت آن مرزی شرایط و دینامی΄ͬ سیستم که
ẋ(t) + c٠Dα

t x(t) = u(t) + t٢,

x(٠) = ٠, x(١) = ٢
Γ(٣ + α)

.

است زیر زوج به صورت α = ٠٫۵ برای دقیق جواب
(x(t), u(t)) = (

٢t(α+٢)
Γ(α+ ٣) ,

٢tα+١
Γ(α+ ٢)).

همیلتونͬ تابع با متناظر
H = (tu(t)− (α+ ٢)x(t))٢ + λ(t)(u(t) + t٢),

نوشت زیر به صورت ͬ توان م را بهینگͬ شرایط

−∂H
∂x

= λ̇(t)− tD
α١ λ(t) = ٢(α+ ٢)(tu(t)− (α+ ٢)x(t)),

∂H

∂λ
= ẋ(t) + C٠ Dα

t x(t) = u(t) + t٢,

∂H

∂u
= ٢t(tu(t)− (α+ ٢)x(t)) + λ(t) = ٠.

از است عبارت آزمایشͬ جواب های همچنین
xT =

٢
Γ(٣ + α)

t+ t(١ − t)Nx,

λT = Nλ,

uT = Nu.

کرد. مشاهده ٢١ . ۵ و ٢٠ . ۵ ش΄ل های در ͬ توان م را بهینه کنترل و بهینه مسیرهای
ͬ شود. م بررسͬ متغیر مرتبه مشتق با کسری بهینه کنترل مسئله ΁ی آخر مثال در

به صورت متغیر مرتبه از کسری بهینه کنترل مسئله [١٠۶] .٨ . ۴ . ۵ مثال
minimize J(x(t), u(t)) =

∫ ١
٠ [(x(t)− t

۵٢ )۴ +(١+ t٢)(u(t)+ t۶ − ١۵√π
٨Γ(٧٢ − α(t))

t
۵٢−α(t))٢]dt,

دینامی΄ͬ سیستم با
C٠ Dα(t)

t x(t) = tx(t)٢ + u(t), ١ < α(t) ≤ ٢,
اولیه شرایط و

x(٠) = ẋ(٠) = ٠,



٩۵ عددی مثال های
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.α = ٠٫۵ برای مطلق خطای و x(.) بهینه مسیر :٢٠ . ۵ ش΄ل
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.α = ٠٫۵ برای مطلق خطای و u(.) بهینه کنترل :٢١ . ۵ ش΄ل
به صورت کنترل و وضعیت متغیرهای برای تحلیلͬ جواب های ب·یرید. نظر در را

x(t) = t
۵٢ , u(t) =

١۵√π
٨Γ(٧٢ − α(t))

t
۵٢−α(t) − t۶,

از است عبارت همیلتونͬ تابع هستند.
H = (x(t)− t

۵٢ )۴ + (١ + t٢)(u(t) + t۶ − ١۵√π
٨Γ(٧٢ − α(t))

t
۵٢−α(t))٢ + λ(t)(tx(t)٢ + u(t)),

ͬ شود م نوشته زیر به صورت بهینگͬ شرایط است. لاگرانژ ضرب گر λ(t) که

C٠ Dα(t)
t x(t) = tx(t)٢ + u(t),

tD
α(t)

١ λ(t) = ۴(x(t)− t
۵٢ )٣ + ٢tλ(t)x(t),

١)٢ + t٢)(u(t) + t۶ − ١۵√π
٨Γ(٧٢ − α(t))

t
۵٢−α(t)) + λ(t) = ٠.



با نامساوی و مساوی محدودیت های با کسری بهینه کنترل مسائل از رده ای حل ٩۶
عصبی شب΄ه های از متفاوت روی΄رد دو

ͬ شوند م انتخاب زیر به صورت آزمایشͬ جواب های اولیه شرایط به توجه با
xT = t٢Nx,

λT = (١ − t)Nλ,

uT = Nu.

(٣٨ . ۵)

α(t) = کسری مرتبه های برای [٠, ١] بازه در شده گسسته سازی نقطه N = ٨ با مسئله این
α(t) = ١٫۵ + ٠٫٢۵ sin(t) و α(t) = ١٫٢۵ + ٠٫٢۵ sin(t) ،α(t) = ١٫۵ − ٠٫۴۵t٢ ،١٫۵ − ٠٫٢۵t٢
و ٢٢ . ۵ ش΄ل های است. شده استفاده MAPLE نرم افزار از شبیه سازی برای است. شده حل
همچنین ͬ دهند. م نشان را α(t) چند برای u(t) کنترل متغیر عددی جواب های رفتار ٢٣ . ۵
[١٠۶] در شده ارائه روش و فصل این در شده ارائه اول روش مطلق خطاهای بین مقایسه ای

کرد. مشاهده ٨ . ۵ و ٧ . ۵ جدول های در ͬ توان م را

.α(t) چند برای u(t) کنترل متغیر عددی جواب های مسیر :٢٢ . ۵ ش΄ل

.α(t) چند برای u(t) کنترل متغیر عددی جواب های مسیر :٢٣ . ۵ ش΄ل



٩٧ عددی مثال های

α(t) = ١٫۵ + ٠٫٢۵ sin(t)

t Method of [١٠۶] Neural Network Method

eu(t) ex(t) eu(t) ex(t)

٠٫١ ١٫٧٩E − ۶ ۵٫٣٣E − ۵ ٨٫٩١E − ١۴ ١٫١٠E − ۴
٠٫٣ ١٫٠۶E − ۶ ١٫٠٠E − ۴ ٣٫٩۵E − ١٣ ٨٫٩٠E − ۵
٠٫۵ ۶٫٩٩E − ٧ ١٫٣۶E − ۴ ١٫١۵E − ١٢ ٨٫١٠E − ۵
٠٫٧ ۴٫٨٧E − ٧ ١٫۶٩E − ۴ ٢٫۶۴E − ١٣ ۶٫٠۶E − ۵
٠٫٩ ٢٫۵٨E − ٧ ٢٫٠٨E − ۴ ٨٫١۴E − ١٣ ٨٫٠٩E − ۶

شده ارائه اول روش و N = ١۵ با [١٠۶] در شده ارائه روش بین مقایسه :٧ . ۵ جدول
.N = ٨ با فصل این در

α(t) = ١٫۵ − ٠٫۴۵t٢
t Method of [١٠۶] Neural Network Method

eu(t) ex(t) eu(t) ex(t)

٠٫١ ١٫٢٠E − ٧ ۵٫٠۶E − ۵ ٧٫٩٩E − ١۴ ٩٫١۵E − ۵
٠٫٣ ٧٫٩٠E − ٨ ٩٫١٢E − ۵ ١٫۶۶E − ١٣ ٧٫٧٠E − ۵
٠٫۵ ۵٫٣۵E − ٨ ١٫١٧E − ۴ ٣٫٧۶E − ١٣ ۴٫۵٠E − ۵
٠٫٧ ٣٫٧٨E − ٨ ١٫٣٨E − ۴ ۵٫٨٩E − ١٣ ١٫٠٣E − ۵
٠٫٩ ٢٫٠١E − ٨ ١٫۶٨E − ۴ ٧٫٨٠E − ١٣ ١٫١٢E − ۵

شده ارائه اول روش و N = ١۵ با [١٠۶] در شده ارائه روش بین مقایسه :٨ . ۵ جدول
.N = ٨ با فصل این در





۶ فصل
΁ی با کسری بهینه کنترل مسئله

آشوبناک سیستم های در کاربرد
کسری

عمل·رها زدن تقریب از کنند حل عددی به صورت را مسئله بتوانند اینکه برای کسری مسائل
توانͬ سری ΁ی به دادن بسط قابل ریمن‐لیوویل کسری مشتق مثال برای ͬ کنند. م استفاده

آن گاه باشد تحلیلͬ تابع ΁ی x اگر .[٢٠] است صحیح مرتبه مشتق تنها شامل

aD
α
t (x(t)) =

∞∑
k=١

(
α

k

)
(t− a)k − α

Γ(k + ١ − α)
x(k)(t), (١ . ۶)

)که
α

k

)
=

(−١)k−١αΓ(k − α)

Γ(١ − α)Γ(١ + k)
.

خطای ΁ی داشتن برای که است، این عددی محاسبات در (١ . ۶) استفاده آش΄ار معایب از
مرتبه مشتقات دارای باید تابع بنابراین کرد. ͽجم را جملات از زیادی تعداد باید ،΁کوچ
در دی·ری روش مش΄ل این با مقابله برای نیست. مناسب بهینه کنترل برای که باشد بالاتر
مشتقات وجود به نیاز بدون توابع کسری مشتق برای خوبی تقریب که است شده ارائه [۶٨]
است. شده تعریف چپ ریمن‐لیوویل کسری مشتقات برای روش این است. بالاتر مراتب

٩٩



کسری آشوبناک سیستم های در کاربرد ΁ی با کسری بهینه کنترل مسئله ١٠٠
کنترل مسئله ΁ی به کسری بهینه کنترل مسئله ΁ی که ͬ شود م باعث تقریب این از استفاده
این در غیرکسری بهینه کنترل مسئله برای بهینگͬ لازم شرط شود. تبدیل غیرکسری بهینه
ͬ شود م معرفͬ ادامه در که عصبی شب΄ه ساختار ΁ی با و ͬ شود م اعمال آمده دست به مسئله

کرد. حل را مسئله ͬ توان م

ریمن‐لیوویل کسری مشتق تقریب ١ . ۶
شود داده بسط زیر به صورت ͬ تواند م ریمن‐لیوویل کسری مشتق

aD
α
t x(t) = A(α)(t−a)−αx(t)+B(α)(t−a)١−αẋ(t)−

∞∑
p=٢

C(α, p)(t−a)١−p−αyp(t), (٢ . ۶)

است زیر سیستم جواب p = ٢,٣, . . . ،yp(t) و x ∈ C٢[a, b] ،α ∈ (٠, ١) که
ẏp(t) = (١ − p)(t− a)p−٢y(t),
yp(t) = ٠.

(٣ . ۶)

ͬ شوند م تعریف زیر به صورت C و B ،A همچنین
A(α) =

١
Γ(١ − α)

[١ +
∑∞

p=٢
Γ(p− ١ + α)

Γ(α)(p− ١)!
]
,

B(α) =
١

Γ(٢ − α)

[١ +
∑∞

p=١
Γ(p− ١ + α)

Γ(α− ١)p!
]
,

C(α, p) =
Γ(p− ١ + α)

Γ(٢ − α)Γ(α− ١)(p− ١)! , p = ٢,٣, . . . .

(۴ . ۶)

اول فصل  در و دارد وجود کاپاتو و ریمن‐لیوویل کسری مشتق بین که رابطه ای به توجه با
΁ی از تنها تقریب ها در گرفت. نظر در کاپاتو مشتق برای مشابه تقریبی ͬ توان م شد، بیان

به صورت متناهͬ مجموع
(۵ . ۶)

aD
α
t x(t) ≈ A(α, k)(t− a)−αx(t) +B(α, k)(t− a)١−αẋ(t)−

k∑
p=٢

C(α, p)(t− a)١−p−αyp(t),

و k ≥ ٢ که ͬ شود م استفاده
A(α, k) =

١
Γ(١ − α)

[١ +
∑k

p=٢
Γ(p− ١ + α)

Γ(α)(p− ١)!
]
,

B(α, k) =
١

Γ(٢ − α)

[١ +
∑k

p=١
Γ(p− ١ + α)

Γ(α− ١)p!
]
.

(۶ . ۶)



١٠١ مسئله ریاضͬ مدل بندی
است زیر به صورت و است کراندار تقریب این خطای

|Etr(t)| ≤ max
τ∈[a,t]

|ẍ(τ)|exp((١ − α)٢ + ١ − α)

Γ(٢ − α)(١ − α)k١−α
(t− a)٢−α. (٧ . ۶)

ببینید. را [٧١] بیشتر جزئیات و اثبات برای

مسئله ریاضͬ مدل بندی ٢ . ۶
بررسͬ زیر به صورت را کاپاتو مشتق با کسری بهینه کنترل مسائل از رده ای ΁ی فصل این

ͬ کند م

minimize J(x, u) =
∫ b
a L(t, x, u)dt,

subject to M ẋ(t) +N c
aD

α
t x(t) = f(t, x, u),

x(a) = xa, x(b) = xb,

(٨ . ۶)

و (١ . ١٠) رابطه ΁کم با c
aD

α
t x(t) عمل·ر ابتدا .٠ < α < ١ و (M,N) ̸= (٠, ٠) ،x(t) ∈ Rp که

B = B(α, k) ،A = A(α, k) کنید فرض بحث در سادگͬ برای ͬ شود. م جای·زین (۵ . ۶) تقریب
بنابراین .p = ٢,٣, . . . ،Cp = C(α, p) و

ẋ(t) =
f(t,x(t),u(t))−NA(t−a)−αx(t)+

∑k
p=٢ NCp(t−a)١−p−αyp(t)+

Nxa(t−a)−α

Γ(١−α)

M+NB(t−a)١−α . (٩ . ۶)

و Y (t) = (y٢(t), y٣(t), . . . , yk(t)) کنید تعریف همچنین

F (t, x(t), Y (t), u(t)) =
f(t,x(t),u(t))−NA(t−a)−αx(t)+

∑k
p=٢ NCp(t−a)١−p−αyp(t)+

Nxa(t−a)−α

Γ(١−α)

M+NB(t−a)١−α .

ͬ شود م تبدیل زیر بهینه سازی مسئله به (٨ . ۶) مسئله بنابراین

minimize J(x, u) =
∫ b
a L(t, x, u)dt,

subject to ẋ(t) = F (t, x(t), Y (t), u(t)),

ẏp(t) = (١ − p)(t− a)p−٢x(t), p = ٢, . . . , k,
x(a) = xa,

x(b) = xb,

yp(a) = ٠, p = ٢, . . . , k.

(١٠ . ۶)



کسری آشوبناک سیستم های در کاربرد ΁ی با کسری بهینه کنترل مسئله ١٠٢
Υ = (γ٢, . . . , γk) و λ(t) آن گاه باشد (١٠ . ۶) مسئله بهینه جواب ΁ی (x, u) اگر ،[٨۵] به توجه با

ͬ کند م صدق زیر شرایط در (x, Y, u, λ,Υ) که دارند وجود

∂H

∂x
(t, x, Y, u, λ,Υ) = −λ̇(t),

∂H

∂λ
(t, x, Y, u, λ,Υ) = ẋ(t),

∂H

∂Y
(t, x, Y, u, λ,Υ) = −Υ̇(t),

∂H

∂Υ
(t, x, Y, u, λ,Υ) = Ẏ (t),

∂H

∂u
(t, x, Y, u, λ,Υ) = ٠,

x(a) = xa,

x(b) = xb,

yp(a) = ٠, p = ٢, . . . , k,

(١١ . ۶)

است زیر به صورت همیلتونͬ تابع H و هستند لاگرانژ ضرب گرهای p = ٢, . . . , k ،γp و λ که

H(t, x, Y, u, λ,Υ) = L(t, x, u) + λ F (t, x, Y, u) +
k∑

p=٢
γp(١ − p)(t− a)p−٢x(t).

بهینه سازی و عصبی شب΄ه ساختار ٣ . ۶
تنها، ورودی ΁ی شامل که ͬ دهد م نشان را لایه تک لژاندر عصبی شب΄ه ΁ی ساختار ٣ . ۶ ش΄ل
ساختار در .[١٠٧] است لژاندر چندجمله ای های پایه بر تابعͬ بسط بلوک و خروجͬ لایه ΁ی

لژاندر. عصبی شب΄ه بلوکͬ نمودار :١ . ۶ ش΄ل



١٠٣ بهینه سازی و عصبی شب΄ه ساختار
ͬ شود م تعریف زیر به صورت P̄ وزن بردار و t ورودی با خروجͬ مقدار شده داده نمایش


N(t, P̄ ) = σ(z),

z =
∑I

i=٠wiLi(t),

(١٢ . ۶)

i = ٠, ١,٢, . . . , I ،wi و لژاندر) (چندجمله ای های پردازش عناصر L٠(t), L١(t), . . . , LI(t) که
است زیر به صورت فعال ساز تابع ΁ی σ همچنین هستند. آن ها با متناظر وزن های

σ(z) = tanh(z) =
ez − e−z

ez + e−z
. (١٣ . ۶)

کنترل و لاگرانژ ضرب گرهای وضعیت، توابع برای را زیر شب΄ه های (١١ . ۶) عددی حل برای
گرفت درنظر ͬ توان م



Nx(t) = σ(zx), zx =
∑I

i=١wx
i Li(t),

NY (t) = σ(zY ), zY =
∑I

i=١wY
i Li(t),

Nλ(t) = σ(zλ), zλ =
∑I

i=١wλ
i Li(t),

NΥ(t) = σ(zΥ), zΥ =
∑I

i=١wΥ
i Li(t),

Nu(t) = σ(zu), zu =
∑I

i=١wu
i Li(t),

(١۴ . ۶)

به دست جواب های بین که رابطه ای به توجه با است. (١٣ . ۶) به صورت فعال ساز تابع ΁ی σ که
دارد وجود شد بحث قبل فصل های در که آزمایشͬ جواب های و (١١ . ۶) بهینگͬ شرایط از آمده
زیر به صورت را لاگرانژ ضرب گرهای و کنترل وضعیت، توابع برای آزمایشͬ جواب های ͬ توان م

کرد تعریف



xT (t) = x(a) + (t− a)Nx(t),

YT (t) = tNY (t),

λT (t) = Nλ(t),

ΥT (t) = (t− b)NΥ(t),

uT (t) = Nu(t).

(١۵ . ۶)

به صورت را (١۵ . ۶) در λT ͬ توان م ،λ(.) = ٠ آزاد انتهایی نقطه با مسئله برای اینکه به توجه با
کنند. صدق (١١ . ۶) شرایط در باید (١۵ . ۶) آزمایشͬ جواب های کرد. تعریف λT = (t − b)Nλ



کسری آشوبناک سیستم های در کاربرد ΁ی با کسری بهینه کنترل مسئله ١٠۴
بنابراین

∂H

∂xT
(t, xT , YT , uT , λT ,ΥT ) = −λ̇T (t),

∂H

∂λT
(t, xT , YT , uT , λT ,ΥT ) = ẋT (t),

∂H

∂YT
(t, xT , YT , uT , λT ,ΥT ) = −Υ̇T (t),

∂H

∂ΥT
(t, xT , YT , uT , λT ,ΥT ) = ẎT (t),

∂H

∂uT
(t, xT , YT , uT , λT ,ΥT ) = ٠.

(١۶ . ۶)

تغییر ΁ی با را [a, b] بازه ابتدا نامقید، کمینه سازی مسئله ΁ی به (١۶ . ۶) تبدیل برای طرفͬ از
نقاط برای مناسب انتخاب ΁ی حالت این در ͬ کنیم. م تبدیل [−١, ١] بازه به مناسب متغیر
تابع با متناظر کلͬ صورت هستند. [−١, ١] بازه در لژاندر جندجمله ای ریشه های هم محلͬ
فرمول بندی زیر به صورت ͬ تواند م (١۶ . ۶) معمولͬ دیفرانسیل معادلات دستگاه برای خطا

شود
minimizeP E(P ) =

١
٢

۵∑
j=١

m∑
l=١

Ej(tl, P ), (١٧ . ۶)

و P = (wx, wY , wλ, wΥ, wu, vx, vY , vλ, vΥ, vu)
T که

E١(tl, P ) =
[
∂H

∂xT
(t, xT , YT , uT , λT ,ΥT ) + λ̇T (t)

]٢
,

E٢(tl, P ) =
[
∂H

∂λT
(t, xT , YT , uT , λT ,ΥT )− ẋT (t)

]٢
,

E٣(tl, P ) =
[
∂H

∂YT
(t, xT , YT , uT , λT ,ΥT ) + Υ̇T (t)

]٢
,

E۴(tl, P ) =
[
∂H

∂ΥT
(t, xT , YT , uT , λT ,ΥT )− ẎT (t)

]٢
,

E۵(tl, P ) =
[
∂H

∂uT
(t, xT , YT , uT , λT ,ΥT )

]٢
.

(١٨ . ۶)

کند صدق زیر معادله در P = (wx, wY , wλ, wΥ, wu, vx, vY , vλ, vΥ, vu)
T اگر .٣ . ١ . ۶ لم

(١٩ . ۶)
η(P ) =

[
E١(t١, P ), . . . , E١(tm, P ), E٢(t١, P ), . . . , E٢(tm, P ), E٣(t١, P ), . . . , E٣(tm, P ),
E۴(t١, P ), . . . , E۴(tm, P ), E۵(t١, P ), . . . , E۵(tm, P )

]T
= ٠,

است. (١٧ . ۶) از بهینه جواب ΁ی P ∗ آن گاه
مسئله با معادل (١٧ . ۶) مسئله که کرد بررسͬ راحتͬ به ͬ توان م ،٣ . ١ . ۶ لم از استفاده با

است زیر
minimizeP E(P ) =

١
٢∥η(P )∥٢. (٢٠ . ۶)

کرد. حل نامقید بهینه سازی مسائل بهینه سازی روش هر با ͬ توان م را بهینه سازی مسئله این



١٠۵ کسری آشوبناک سیستم های بهینه کنترل

کسری آشوبناک سیستم های بهینه کنترل ۴ . ۶
تغییرات به مثلا دارد، دینامی΄ͬ پیچیده رفتارهای جالب بسیار پدیده ΁ی عنوان به آشوب
توجه با آشوب کنترل به اخیر سال های در غیره. و بودن حساس اولیه شرایط در ΁کوچ
شیمیایی، نوری، سیستم های امن، ارتباطات زمینه در خود بالقوه کاربردی برنامه های به
.[١٠٩ ،١٠٨] است شده زیادی بسیار توجه غیره و عصبی شب΄ه های بیولوژی΄ͬ، فیزی΄ͬ،
مانند است. شده پیشنهاد روش ها از وسیعͬ طیف آشوبناک، سیستم های کنترل برای تاکنون
[١١٢] ٣ لغزشͬ مد کنترل روش ،[١١١] ٢ آنتروپی کمینه کنترل ،[١١٠] ١ تطبیقͬ کنترل روش
کسری مرتبه آشوبناک سیستم های که آشوبناک سیستم های از جدید رده ΁ی اینجا در غیره. و
را کسری مرتبه آشوبناک سیستم ΁ی [١١٣] ۴ در هارتلͬ ͬ کنیم. م معرفͬ را ͬ شود م نامیده
همچنین شد. گرفته نظر در کسری مرتبه از ۵ سلولͬ بافت عصبی شب΄ه [١١۴] در کرد. معرفͬ

گرفت. قرار بررسͬ مورد نیز دی·ر کارهای از بسیاری در کسری مرتبه آشوبناک سیستم های
حول را آشوبناک سیستم های از کسری بهینه کنترل مسئله ΁ی داریم قصد بخش این در
توسط شده مدل بندی دینامی΄ͬ سیستم ΁ی دهیم. قرار بررسͬ مورد آن ها تعادل نقاط

ب·یرید نظر در را زیر وضعیت معادلات
C٠Dα

t xi(t) = fi(x١(t), x٢(t), . . . , xN (t)), i = ١,٢, . . . , s,
xi(٠) = xi,٠,

(٢١ . ۶)

غیرخطͬ پیوسته تابع ΁ی fi و وضعیت متغیر x = (x١, x٢, . . . , xs) : [٠,∞) → A ⊆ Rs که
i = برای (٢١ . ۶) آشوبناک سیستم های در آشوب کنترل برای که ͬ دانیم م ،[١١۵] از است.

به طوری که شود تعیین ui کنترل تابع باید ١, . . . , s
C٠Dα

t xi(t) = fi(x١(t), x٢(t), . . . , xN (t)) + ui(t), i = ١,٢, . . . , s,
lim
t→∞

xi(t) = x̄i,

(٢٢ . ۶)

u = (u١, u٢, . . . , us) : [٠,∞) → B ⊆ Rs و است تعادل حالت x̄i, ،i = ١,٢, . . . , s برای که
دست به تعادلش نقطه اطراف در (٢١ . ۶) دینامی΄ͬ سیستم شرایط از که است کنترل ورودی

ͬ شود م پیشنهاد زیر به صورت ۶ کسری نامتناهͬ افق بهینه کنترل مسئله ΁ی است. آمده
minimize J =

∫ ∞

٠
n∑

i=٠
(xi(t)− x̄i)

٢dt, (٢٣ . ۶)
1 Adaptive Control Method
2 Minimum Entropy Control
3 Sliding Mode Control Method
4 Hartley
5 Cellular Neural Network
6 Fractional Infinite Horizon Optimal Control



کسری آشوبناک سیستم های در کاربرد ΁ی با کسری بهینه کنترل مسئله ١٠۶
(٢۴ . ۶)

subject to


C٠Dα

t xi(t) = fi(x١(t), x٢(t), . . . , xN (t)) + ui(t), i = ١,٢, . . . , s,
xi(٠) = xi,٠.

کنترل آشوبناک سیستم ͬ تواند م (٢۴ . ۶) و (٢٣ . ۶) بهینه کنترل مسئله که ͬ کنیم م ثابت حال
کند. حل را (٢٢ . ۶) شده

ͬ کنیم م استفاده زیر نرم های از L(∞,٠])٢) در y : [٠,∞) → Rn تابع هر برای .١ . ۴ . ۶ گزاره
∥y(t)∥٢ = (

∑n
i=١ |ηi(t)|٢)

١٢ , t ≥ ٠,
∥y(.)∥L٢ = (

∫∞٠ ∥y(t)∥٢٢)
١٢ ,

.yi : [٠,∞) → R ،i = ١, ..., n برای و y(t) = (y١(t), y٢(t)...., yn(t)) و است متناهͬ عددی n که
نقطه به (٢١ . ۶) آشوبناک سیستم کننده کنترل u(.) = û(t), t ≥ ٠ ورودی تابع .١ . ۴ . ۶ تعریف
صدق limt→∞ x(t) = x̄ در (٢١ . ۶) سیستم از x(.) متناظر خروجͬ اگر است x̄ ناپایدار تعادل

یعنͬ کند،
lim
t→∞

∥x(t)− x̄∥٢ = ٠.
آشوبناک سیستم کنترل برای u(.) = û(t) جواب ΁ی که کنید فرض [١١۶] .١ . ۴ . ۶ قضیه
باشد. L(∞,٠])٢) در آن با متناظر x(.) = x̂(t) خروجͬ که به طوری باشد داشته وجود (٢١ . ۶)
(x∗(.), u∗(.)) اگر ب·یرید. نظر در را (٢۴ . ۶) و (٢٣ . ۶) کسری نامتناهͬ افق بهینه کنترل مسئله
کنترل آن گاه باشد (٢۴ . ۶) و (٢٣ . ۶) کسری نامتناهͬ افق بهینه کنترل مسئله بهینه جواب ΁ی

ͬ رساند. م منحصربفردش ناپایدار تعادل نقطه به را (٢١ . ۶) آشوبناک سیستم ،u∗(.) بهینه
خروجͬ است، (٢١ . ۶) آشوبناک سیستم کنترل برای جواب ΁ی u(.) = û(t) چون برهان.

بنابراین ͬ کند. م صدق limt→∞ x̂(t) = x̄ در متناظرش x(.) = x̂(t)

lim
t→∞

∥x̂(t)− x̄∥٢٢ = ∥ lim
t→∞

(x̂(t)− x̄)∥٢٢ = ٠. (٢۵ . ۶)
بهینه جواب ΁ی (x∗(.), u∗(.)) طرفͬ از است. متناهͬ J(x̂(.)) داریم x̂ ∈ L(∞,٠])٢) چون

بنابراین است. (٢۴ . ۶) و (٢٣ . ۶) کسری نامتناهͬ افق بهینه کنترل مسئله
٠ ≤ J(x∗(.)) = ∥x∗(.)− x̄∥٢

L٢ =

∫ ∞

٠ ∥x∗(.)− x̄∥٢٢dt ≤ J(x̂(.)). (٢۶ . ۶)
پس .limt→∞ x∗(t) = K و x̄ ̸= K ∈ Rn کنید فرض حال است. متناهͬ J(x∗(.)) نتیجه در
متناهͬ عدد ΁ی باید ∥K − x̄∥٢ ،(٢۶ . ۶) از استفاده با و limt→∞ ∥x∗(t) − x̄∥٢ = ∥K − x̄∥٢
داشت خواهیم t ≥ t١ هر برای به طوری که دارند وجود t١ > ٠ و n١ ∈ N نتیجه در باشد.



١٠٧ عددی مثال های
آن گاه .∥x∗(t)− x̄∥٢ ≥ ∥K − x̄∥٢ − ١

n١

J(x∗(.)) =
∫∞٠ ∥x∗(t)− x̄∥٢٢dt

=
∫ t١٠ ∥x∗(t)− x̄(t)∥٢٢dt+

∫∞
t١ ∥x∗(t)− x̄∥٢٢dt

≥
∫ t١٠ ∥x∗(t)− x̄∥٢٢dt+ (∥K − x̄∥٢ − ١

n١
)
∫∞
t١ dt.

(٢٧ . ۶)

تناقض ΁ی این و باشد متناهͬ ͬ تواند نم J(x∗(.)) ،(٢٧ . ۶) رابطه در آخر انتگرال به توجه با
.limt→∞ x∗(t) = x̄ بنابراین است.

عددی مثال های ۵ . ۶
ͬ شود. م ارائه کسری آشوبناک سیستم های در کاربرد ΁ی و عددی مثال چند بخش این در

به صورت کمینه سازی مسئله ΁ی [٧٠] .١ . ۵ . ۶ مثال
minimize J(x, u) =

∫ ١
٠ (u٢(t)− ۴x(t))٢dt,

دینامی΄ͬ سیستم  با
ẋ(t) + c٠D٠٫۵

t x(t) = u(t) +
٢

Γ(٢٫۵) t١٫۵, t ∈ [٠, ١],
مرزی شرایط و

x(٠) = ٠, x(١) = ١,
هستند. (x(t), u(t)) = (t٢,٢t) زوج به صورت α = ٠٫۵ برای دقیق جواب های ب·یرید. نظر در را

زیر مسئله به اصلͬ کمینه سازی مسئله (٩ . ۶) تقریب ΁کم با
minimize J(x, u) =

∫ ١
٠ (u٢(t)− ۴x(t))٢dt,

دینامی΄ͬ سیستم های با
ẋ(t) =

u(t) +
٢

Γ(٢٫۵) t١٫۵ −At−٠٫۵x(t) +∑k
p=٢ cpt٠٫۵−pyp(t)

١ +Bt٠٫۵ ,

ẏp(t) = (١ − p)tp−٢x(t), p = ٢, . . . , k,
مرزی شرایط و

x(٠) = ٠, x(١) = ١,
yp(٠) = ٠, p = ٢, . . . , k,

(٢٨ . ۶)



کسری آشوبناک سیستم های در کاربرد ΁ی با کسری بهینه کنترل مسئله ١٠٨
زیر به صورت آزمایشͬ جواب های ،k = ٣ با (٢٨ . ۶) اولیه شرایط با متناظر ͬ شود. م تبدیل

ͬ شوند م انتخاب

xT = t+ t(١ − t)Nx,

λT = Nλ,

y٢T
= tNy٢ ,

y٣T
= tNy٣ ,

γ٢T
= (١ − t)Nγ٢ ,

γ٣T
= (١ − t)Nγ٣ ,

uT = Nu.

در α = ٠٫۵ برای بهینه کنترل و بهینه مسیر فصل دراین شده پیشنهاد طرح از استفاده با
و α مقدار چند برای تقریبی جواب های ۴ . ۶ ش΄ل در شده اند. رسم ٣ . ۶ و ٢ . ۶ ش΄ل های
در ٠ < α < ١ مقدار چند برای E(y) خطا تابع مقدار همچنین است. شده رسم دقیق جواب

ͬ شود. م داده نشان ١ . ۶ جدول
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Error X(t)

برای x(t) مطلق (خطای راست ،(α = ٠٫۵ برای x(t) بهینه (مسیر چپ :٢ . ۶ ش΄ل
.(α = ٠٫۵

α ٠٫٣ ٠٫۵ ٠٫٧ ٠٫٩
E ٧٫٣٣ × ٣−١٠ ٨٫٧۵ × ١٠−۴ ١٫٩۴ × ٣−١٠ ١٫۵۶ × ٣−١٠

.٠ < α < ١ مقدار چند برای E(y) خطای تابع مقدار :١ . ۶ جدول



١٠٩ عددی مثال های

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
−0.5

0

0.5

1

1.5

2

2.5

t

U
(t

)

 

 

Approximate
Exact

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.01

0.02

0.03

0.04

0.05

0.06

0.07

0.08

t

E
rr

or

 

 

Error U(t)

برای u(t) مطلق (خطای راست ،(α = ٠٫۵ برای u(t) بهینه (کنترل چپ :٣ . ۶ ش΄ل
.(α = ٠٫۵
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Exact for α=0.5
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Exact for α=0.5
α=0.3
α=0.5
α=0.7
 α=0.9

.α مختلف مقادیر با u(.) بهینه کنترل و x(.) بهینه مسیر :۴ . ۶ ش΄ل
ب·یرید نظر در را زیر بهینه کنترل مسئله [٧٢] .٢ . ۵ . ۶ مثال

minimize J(x, u) =

∫ ١
٠ (tu(t)− (α+ ٢)x(t))٢dt,

هستند زیر به صورت مرزی شرایط و دینامی΄ͬ سیستم که
ẋ(t) + c٠Dα

t x(t) = u(t) + t٢,
x(٠) = ٠, x(١) = ٢

Γ(٣ + α)
.

به صورت دقیق جواب
(x(t), u(t)) = (

٢t(α+٢)
Γ(α+ ٣) ,

٢tα+١
Γ(α+ ٢)),

به اصلͬ کمینه سازی مسئله (٩ . ۶) از استفاده با است.
minimize J(x, u) =

∫ ١
٠ (tu(t)− (α+ ٢)x(t))٢dt,



کسری آشوبناک سیستم های در کاربرد ΁ی با کسری بهینه کنترل مسئله ١١٠
دینامی΄ͬ سیستم با

ẋ(t) =
u(t) + t٢ −At−αx(t) +

∑k
p=٢ cpt١−p−αyp(t)

١ +Bt١−α
,

ẏp(t) = (١ − p)tp−٢x(t), p = ٢, . . . , k,
مرزی شرایط و

x(٠) = ٠, x(١) = ٢
Γ(٣ + α)

,

yp(٠) = ٠, p = ٢, . . . , k,
(٢٩ . ۶)

به صورت ͬ توان م را آزمایشͬ جواب های k = ٣ با (٢٩ . ۶) اولیه شرایط مطابق ͬ شود. م تبدیل
کرد انتخاب زیر

xT =
٢

Γ(٣ + α)
t+ t(١ − t)Nx, λT = Nλ,

y٢T
= tNy٢ , y٣T

= tNy٣ ,

γ٢T
= (١ − t)Nγ٢ , γ٣T

= (١ − t)Nγ٣ ,

uT = Nu.

α = ٠٫٢, ٠٫٣, ٠٫۵, ٠٫٧ برای مطلق خطای و بهینه کنترل بهینه، مسیر شده، ارائه روش از استفاده با
شده اند. رسم ۶ . ۶ و ۵ . ۶ ش΄ل های در ترتیب به
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Error X(t) for α=0.2
Error X(t) for α=0.3
Error X(t) for α=0.5
Error X(t) for α=0.7

مطلق (خطای راست ،(α = ٠٫٢, ٠٫٣, ٠٫۵, ٠٫٧ برای x(t) بهینه (مسیر چپ :۵ . ۶ ش΄ل
.(α = ٠٫٢, ٠٫٣, ٠٫۵, ٠٫٧ برای x(t)



١١١ عددی مثال های
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Error U(t) for α=0.2
Error U(t) for α=0.3
Error U(t) for α=0.5
Error U(t) for α=0.7

(خطای راست ،(α = ٠٫٢, ٠٫٣, ٠٫۵, ٠٫٧ برای u(t) بهینه (کنترل چپ :۶ . ۶ ش΄ل
.(α = ٠٫٢, ٠٫٣, ٠٫۵, ٠٫٧ u(t)برای مطلق

ب·یرید نظر در را زیر کسری آشوبناک سیستم .٣ . ۵ . ۶ مثال


C٠Dα
t X١(t) = −X١(t)−X٢٢ (t),

C٠Dα
t X١(t) = ٢٫۵X٢(t)− ۴X١(t)X٣(t),

C٠Dα
t X١(t) = −۵X٣(t) + ۴X١(t)X٢(t),

X(٠)١ = ٠٫٢, X(٠)٢ = ٠, X(٠)٣ = ٠٫۵.

(٣٠ . ۶)

را U٣(t) و U٢(t) ،U١(t) کنترل های باید (٣٠ . ۶) آشوبناک سیستم در آشوب کنترل منظور به
که کرد تعیین طوری

lim
t→∞

Xi(t) = X̄i i = ١,٢,٣. (٣١ . ۶)

است زیر بهینه سازی مسئله حل با معادل این

minimize
∫∞٠

[
(X١(t)− X̄٢(١ + (X٢(t)− X̄٢(٢ + (X٣(t)− X̄٢(٣

]
dt,

subject to



C٠Dα
t X١(t) = −X١(t)−X٢٢ (t) + U١(t),

C٠Dα
t X٢(t) = ٢٫۵X٢(t)− ۴X١(t)X٣(t) + U٢(t),

C٠Dα
t X٣(t) = −۵X٣(t) + ۴X١(t)X٢(t) + U٣(t),

X(٠)١ = ٠٫٢, X(٠)٢ = ٠, X(٠)٣ = ٠٫۵.

(٣٢ . ۶)



کسری آشوبناک سیستم های در کاربرد ΁ی با کسری بهینه کنترل مسئله ١١٢
و t = τ

(١−τ)
متغیر تغییر ،(۵ . ۶) از استفاده با


xi(τ) = Xi

(
τ١−τ

)
, i = ١,٢,٣,

ui(τ) = Ui

(
τ١−τ

)
, i = ١,٢,٣,

vi(τ) = Vi
(

τ١−τ

)
, i = ١,٢,٣.

کرد بازنویسͬ زیر به صورت ͬ توان م (p = ٢,٣) برای را (٣٢ . ۶) مسئله
(٣٣ . ۶)

minimize
∫ ١٠ ١

(١−τ)٢
[
(x١(τ)− X̄٢(١ + (x٢(τ)− X̄٢(٢ + (x٣(τ)− X̄٢(٣

]
dτ ,

subject to



ẋ١ = ١
(١−τ)٢B( τ١−τ

)١−α

(
C٢( τ١−τ

)−١−αv٢١(τ) + C٣( τ١−τ
)−٢−αv٣١(τ)

−(A( τ١−τ
)−α + ١)x١(τ) + x٢٢(τ) + u١(τ)

)
,

ẋ٢ = ١
(١−τ)٢B( τ١−τ

)١−α

(
C٢( τ١−τ

)−١−αv٢١(τ) + C٣( τ١−τ
)−٢−αv٣١(τ)

+(A( τ١−τ
− ٢٫۵)−α)x٢(τ)− ۴x١(τ)− x١(τ)x٣(τ) + u٢(τ)

)
,

ẋ٣ = ١
(١−τ)٢B( τ١−τ

)١−α

(
C٢( τ١−τ

)−١−αv٢١(τ) + C٣( τ١−τ
)−٢−αv٣١(τ)

−(A( τ١−τ
)−α + ۵)x٣ + ۴x١(τ)x٢(τ) + u٣(τ)

)
,

v̇٢١(t) = − ١
(١−τ)٢x١(τ), v̇٢٢(t) = − ١

(١−τ)٢x٢(τ),
v̇٢٣(t) = − ١

(١−τ)٢x٣(τ), v̇٣١(t) = − ٢τ
(١−τ)٣x١(τ),

v̇٣٢(t) = − ٢τ
(١−τ)٣x١(τ), v̇٣٣(t) = − ٢τ

(١−τ)٣x١(τ),
x(٠)١ = ٠٫٢, x(٠)٢ = ٠, x(٠)٣ = ٠٫۵,
v(٠)٢١ = ٠, v(٠)٢٢ = ٠, v(٠)٢٣ = ٠,
v(٠)٣١ = ٠, v(٠)٣٢ = ٠, v(٠)٣٣ = ٠.

از است عبارت (٣٣ . ۶) همیلتونͬ تابع .K = ١
(١−τ)٢B( τ١−τ

)١−α و h = ( ١١−τ
)٢ کنید فرض

H = h

[
(x١(τ)− X̄٢(١ + (x٢(τ)− X̄٢(٢ + (x٣(τ)− X̄٢(٣

]
+ λ١K[

C٢( τ١−τ
)−١−αv٢١(τ) + C٣( τ١−τ

)−٢−αv٣١(τ)− (A( τ١−τ
)−α + ١)

x١(τ) + x٢٢(τ) + u١(τ)
]
+ λ٢K

[
C٢( τ١−τ

)−١−αv٢١(τ) + C٣
( τ١−τ

)−٢−αv٣١(τ) + (A( τ١−τ
)−α − ٢٫۵)x٢(τ)− ۴x١(τ)x٣(τ)

+u٢(τ)
]
+ λ٣K

[
C٢( τ١−τ

)−١−αv٢١(τ) + C٣( τ١−τ
)−٢−αv٣١(τ)

−(A( τ١−τ
)−α + ۵)x٣ + ۴x١(τ)x٢(τ) + u٣(τ)

]
.

(٣۴ . ۶)



١١٣ عددی مثال های
نوشت زیر به صورت ͬ توان م را بهینگͬ شرایط همیلتونͬ تابع به توجه با

(٣۵ . ۶)

٢h(x١(τ)− x̄٢(١ − λ١K(A( τ١−τ
)−α + ١)− λ٢Kx٣(τ) + ۴λ٣Kx٢(τ) + λ٣Kx٢(τ)− hΥ١

− ٢τ١−τ
Υ۴ = −λ̇١,

٢h(x٢(τ)− x̄٢(٢ + ٢λ١Kx٢(τ)− λ٢K(A( τ١−τ
− ٢٫۵)−α) + ۴λ٣Kx١(τ)− hΥ٢ − ٢τ١−τ

Υ۵
= −λ̇٢,
٢h(x٣(τ)− x̄٢(٣ − ۴λ٢Kx١(τ)− λ٣K(A( τ١−τ

)−α + ۵)− hΥ٣ − ٢τ١−τ
Υ۶ = −λ̇٣,

h
[
C٢( τ١−τ

)−١−αv٢١(τ) + C٣( τ١−τ
)−٢−αv٣١(τ)− (A( τ١−τ

)−α + ١)x١(τ)− x٢٢(τ) + u١(τ)
]

= ẋ١,
h
[
C٢( τ١−τ

)−١−αv٢١(τ) + C٣( τ١−τ
)−٢−αv٣١(τ) + (A( τ١−τ

)−α − ٢٫۵)x٢(τ)− ۴x١(τ)x٣(τ)
+u٢(τ)

]
= ẋ٢,

h
[
C٢( τ١−τ

)−١−αv٢١(τ) + C٣( τ١−τ
)−٢−αv٣١(τ)− (A( τ١−τ

)−α + ۵)x٣ + ۴x١(τ)x٢(τ) + u٣(τ)
]

= ẋ٣,
λ١KC٢( τ١−τ

−١−α) = −Υ̇١, λ٢KC٢( τ١−τ
−١−α) = −Υ̇٢, λ٣KC٢( τ١−τ

−١−α) = −Υ̇٣,
λ١KC٣( τ١−τ

−١−α) = −Υ̇۴, λ٢KC٣( τ١−τ
−١−α) = −Υ̇۵, λ٣KC٣( τ١−τ

−١−α) = −Υ̇۶,
−hx١ = v̇٢١, − hx١ = v̇٢٢, − hx١ = v̇٢٣,
−٢τ١−τ

٣
= v̇٣١, −٢τ١−τ

٣
= v̇٣٢, −٢τ١−τ

٣
= v̇٣٣,

λ١
(١−τ)٢ = ٠, λ٢

(١−τ)٢ = ٠, λ٣
(١−τ)٢ = ٠.

کرد انتخاب زیر صورت به را آزمایشͬ جواب های ͬ توان م اولیه، شرایط درنظرگرفتن با
(٣۶ . ۶)

x١T = ٠٫٢ + τNx١ x٢T = τNx٢ x٣T = ٠٫۵ + τNx٣

v٢١T = τNv٢١, v٢٢T = τNv٢٢, v٢٣T = τNv٢٣,

v٣١T = τNv٣١, v٣٢T = τNv٣٢, v٣٣T = τNv٣٣,

λ١T = (١ − τ)Nλ١, λ٢T = (١ − τ)Nλ٢, λ٣T = (١ − τ)Nλ٣,

Υ١T = (١ − τ)NΥ١, Υ٢T = (١ − τ)NΥ٢, Υ٣T = (١ − τ)NΥ٣,

u١T = Nu١, u٢T = Nu٢, u٣T = Nu٣.

ش΄ل های در ترتیب به α = ٠٫۵, ٠٫٨, ٠٫٩ برای کنترل و وضعیت توابع برای تقریبی جواب های



کسری آشوبناک سیستم های در کاربرد ΁ی با کسری بهینه کنترل مسئله ١١۴
شده اند. رسم ٩ . ۶‐٧ . ۶
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١١۵ عددی مثال های
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کسری آشوبناک سیستم های در کاربرد ΁ی با کسری بهینه کنترل مسئله ١١۶

پیشنهادات و نتیجه گیری
مختلف مدل چهار با عصبی شب΄ه پایه بر کسری بهینه کنترل مسائل از رده ای پایان نامه این در
گرانوالد‐ مشتق تقریب از کسری، مشتق تقریب برای ۴ فصل در دادیم. قرار بررسͬ مورد را
از ۵ فصل در شد. پیاده سازی آن روی پرسپترون عصبی شب΄ه ساختار و شد استفاده لتنی΄ف
استفاده نامساوی و مساوی محدودیت های با کسری بهینه کنترل مسائل حل برای روش دو
به سری این مشتق اینکه به توجه با بود. توانͬ سری عصبی شب΄ه پایه بر اول روش شد.
دوم روش در یافت. کاهش توجهͬ قابل به طور محاسباتͬ پیچیدگͬ است محاسبه قابل راحتͬ
تابع از کسری مشتق عصبی، شب΄ه ساختار در سی·موئید تابع جای به نمایی تابع جانشینͬ با
کاربرد و اهمیت کسری حسابان در تابع این که شد تبدیل میتاگ‐لفلر تابع ΁ی به نمایی
کنترل مسئله ΁ی به تقریب ΁ی با ابتدا کسری بهینه کنترل مسئله ۶ فصل در دارد. فراوان

شد. سازی پیاده آن روی لژاندر عصبی شب΄ه سپس و کردیم تبدیل غیرکسری بهینه
مرتبه از هم و ثابت مرتبه از هم ͬ تواند م کسری مشتق کسری، بهینه کنترل مسئله ΁ی در
مرتبه از کسری مشتق با مسائلͬ روی ابتدا نامه پایان این در شده ارائه روش های باشد. متغیر
محققان توجه مورد و جالب بحث های از ی΄ͬ اخیراً اینکه به توجه با اما شد. پیاده سازی ثابت
کردیم معرفͬ پایان نامه در نیز را مسئله این است متغیر مرتبه مشتق با بهینه کنترل مسئله حل
مسئله شده معرفͬ شب΄ه های ساختار همان با ۵ و ۴ فصل های در شده ارائه روش دو با سپس و
هستند غیرمستقیم روش های شد استفاده پایان نامه این در که روش هایی تمام کردیم. حل را
به عنوان خطا تابع این انتخاب با رسیدیم. خطا تابع ΁ی به نهایت در روش ها این تمام در و
فصل در روش ها پایداری و هم·رایی کامل به طور عصبی، شب΄ه ساختار در لیاپانف تابع ΁ی

شد. بررسͬ ۴
با مقایسه در عصبی شب΄ه های از استفاده مزایای ͬ آید. م پیش منطقͬ سوال ΁ی اکنون
بعضͬ سوال این به ͺپاس برای چیست؟ بهینه کنترل مسائل حل برای موجود روش های دی·ر

ͬ شود. م بیان خلاصه به طور پیشنهادی شب΄ه عصبی روش مزیت های از
تحلیلͬ جواب های یا ندارند تحلیلͬ جواب های که مسائلͬ حل برای عصبی شب΄ه های از (١

ͬ شود. م استفاده نیست محاسبه قابل راحتͬ به آن ها
عددی روش های اکثر ͬ که حال در است. پیوسته مسئله دامنه تمام حول مسئله جواب (٢
از باید نقاط این بین جواب و ͬ آورند م به دست شده گسسته سازی نقاط در تنها را جواب ها

آید. به دست درونیابی طریق
عددی روش های از برخͬ ͬ کنند. نم استفاده عمل·ر ماتریس از عصبی شب΄ه پایه بر روش ها (٣
است سخت معمولا˟ عمل·ر ماتریس کردن پیدا ͬ کنند. م استفاده حل برای عمل·ر ماتریس از

شد. خواهند نیز محاسباتͬ پیچیدگͬ باعث بالاتر مرتبه های در عمل·ر ماتریس های این و
است. تحلیلͬ جواب به ΁نزدی مسئله تقریبی جواب (۴

مرتبه های با مسائلͬ یا غیرخطͬ مسائل حل برای عصبی شب΄ه روش از ͬ توان م راحتͬ به (۵



١١٧ عددی مثال های
کرد. استفاده بالاتر

واقعͬ کاربردهای در پارامترها از کمͬ تعداد با و سریع طور به ͬ توان م را مسئله جواب (۶
زد. تخمین

است صفر صفر، در تابع دو مشتق که دارند را مش΄ل این همدیس پذیر و کاپاتو مشتق
مشتق از ادامه در که ͬ شود م پیشنهاد مش΄ل این از رهایی برای است. بزرگͬ اش΄ال این که
حتͬ و پایان نامه این در شده ارائه بهینه کنترل مسائل از برخͬ شود. استفاده کاپاتو‐فابریسیو
حل مستقیم به صورت عصبی شب΄ه پایه بر را کاپاتو‐فابریسیو مشتق با بهینه کنترل مسئله
را مسائل این که ͬ شود م پیشنهاد آتͬ کارهای برای آمد. به دست خوبی بسیار نتایج و کردیم
شود. بررسͬ روش هم·رایی و پایداری و شود حل نیز مستقیم به صورت عصبی شب΄ه پایه بر
سیستم های با مسائلͬ روی را روش ها این که کرد پیشنهاد آتͬ کارهای برای ͬ توان م همچنین

کرد. پیاده سازی ... و نامتناهͬ افق مسائل کسری، جزئͬ مشتقات با مسائلͬ تاخیری،
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Aabstract

Fractional optimal control problems are problems that their associated dynamical sys-

tems have derivatives and integrals of fractional order. These derivatives and integrals

provide more accurate models for existing systems in nature. Due to the necessity of

solving problems and the high capability of neural network models, which are one of the

active and useful fields in the area of artificial intelligence, in this thesis we study a frac-

tional optimal control problem with equality and inequality constraints. In order to solve

these problems, we use numerical methods based on the perceptron neural network and

Grunwald–Letnikov approximation, the neural network based on the Mitag-Lefler func-

tion, the neural network based on the fractional power series and also the neural network

based on Legendre polynomials. On the other hand, some of the fractional optimal control

problems have the time-dependent fractional derivatives which in this thesis, we will also

solve these kinds of problems.

keywords: Fractional optimal control problem with fixed and variable order derivatives,

Optimal condition, Artifcial neural network, Unconstrained optimization, Stability and

convergence.
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