


ری  اض  ی ع  ل  وم دان  ش  ک  ده

ه  ن  دس  ه گ  رای  ش م  ح  ض، ری  اض  ی رش  ت  ه

دک  ت  ری رس  ال  ه

ق  وان  ی  ن ک  ردن پ  ی  دا ه  ن  دس  ی روش  ه  ای
ف  ی  زی  ک در آن ک  ارب  رده  ای و پ  ای  س  ت  گ  ی

ل  ش  ک  ری  ان ال  ه  ام ن  گ  ارن  ده:

راه  ن  م  ا اس  ت  اد

ح  ج  ازی رض  ا س  ی  د دک  ت  ر

١٣٩٧ دی







ب  ه ک  ن  م م  ی ت  ق  دی  م را ه  ای  م آم  وخ  ت  ه م  اح  ص  ل

پ  درم پ  رل  ط  ف دس  ت  ان گ  اه  م، ت  ک  ی  ه اس  ت  وارت  ری  ن

م  ادرم م  ه  ر پ  ر چ  ش  م  ان زن  دگ  ی  م، ن  گ  اه م  ه  رب  ان  ت  ری  ن

ک  وچ  ک  م ی ف  رش  ت  ه پ  رن  ی  ان زن  دگ  ی  م، ع  ش  ق ب  زرگ  ت  ری  ن

ز



س  پ  اس گ  زاری...

ه  ی  چ از رس  ی  ده، ع  ل  م از م  رح  ل  ه ای  ن ب  ه ت  ا داد را ف  رص  ت ای  ن م  ن ب  ه ک  ه م  ن  ان ای  زد س  پ  اس
خ  ود وظ  ی  ف  ه ی ای  ن  ج  ا در ب  ود. ق  ل  ب ق  وت م  را زن  دگ  ی  م م  راح  ل ت  م  ام در و ن  ک  رد دری  غ م  ح  ب  ت  ی
ک  رده ان  د ک  م  ک م  ن ب  ه راه ای  ن در ک  ه ع  زی  زان  ی ت  م  ام  ی از را س  پ  اس  گ  زاری ن  ه  ای  ت ک  ه م  ی  دان  م

آورم: ب  ه ع  م  ل
از ک  ه ح  ج  ازی رض  ا س  ی  د دک  ت  ر آق  ای ج  ن  اب م  ای  ه ام پ  ر و دان  ش  م  ن  د راه  ن  م  ای اس  ت  اد از اب  ت  دا
ه  ی  چ از ف  روت  ن  ی و ص  ب  ر ک  م  ال در ای  ش  ان و ب  رده ام ب  ه  ره ه  ا ت  دری  س  ش  ان، ف  ی  ض پ  ر م  ح  ض  ر

دارم. را ت  ش  ک  ر ک  م  ال ان  د ن  ن  م  وده دری  غ م  ن ب  ر ع  رص  ه ای  ن در ک  م  ک  ی
ب  خ  ش  ن  ده ال  ل  ه روح دک  ت  ر خ  واه، ن  ج  ف  ی م  ه  دی دک  ت  ر آق  ای  ان گ  رام  ی، داوران از ه  م چ  ن  ی  ن،
داش  ت  ن  د ب  رع  ه  ده را رس  ال  ه ای  ن ت  ص  ح  ی  ح و داوری زح  م  ت ک  ه ن  ژاد م  ع  ت  م  د اح  م  د دک  ت  ر و

س  پ  اس  گ  زارم.
م  ن ه  م  راه و ی  ار ه  م  ی  ش  ه ک  ه ع  زی  زم خ  ان  واده ب  ه م  ی ک  ن  م ت  ق  دی  م را رس  ال  ه ای  ن پ  ای  ان، در

ب  وده ان  د.

ل  ش  ک  ری  ان ال  ه  ام
١٣٩٧ دی

ح



ط
ن  ام  ه ت  ع  ه  د

ری  اض  ی ع  ل  وم دان  ش  ک  ده م  ح  ض ری  اض  ی رش  ت  ه دک  ت  ری دان  ش  ج  وی ل  ش  ک  ری  ان ال  ه  ام ای  ن  ج  ان  ب
ق  وان  ی  ن ک  ردن پ  ی  دا ه  ن  دس  ی روش  ه  ای ع  ن  وان ب  ا رس  ال  ه ن  وی  س  ن  ده ش  اه  رود، ص  ن  ع  ت  ی دان  ش  گ  اه
م  ت  ع  ه  د ح  ج  ازی رض  ا دک  ت  رس  ی  د راه  ن  م  ای  ی ت  ح  ت ، ف  ی  زی  ک در آن ک  ارب  رده  ای و پ  ای  س  ت  گ  ی

م  ی ش  وم:
ب  رخ  وردار اص  ال  ت و ص  ح  ت از و اس  ت ش  ده ان  ج  ام ای  ن  ج  ان  ب ت  وس  ط رس  ال  ه ای  ن در ت  ح  ق  ی  ق  ات •

اس  ت.
اس  ت  ن  اد اس  ت  ف  اده م  ورد م  رج  ع ب  ه پ  ژوه  ش گ  ران، دی  گ  ر پ  ژوه  ش ه  ای ن  ت  ای  ج از اس  ت  ف  اده در •

اس  ت. ش  ده
ی  ا م  درک ن  وع ه  ی  چ دری  اف  ت ب  رای دی  گ  ری ف  رد ی  ا خ  ود، ت  وس  ط ک  ن  ون ت  ا رس  ال  ه، ای  ن م  ط  ال  ب •

اس  ت. ن  ش  ده ارای  ه ه  ی  چ ج  ا در ام  ت  ی  ازی
م  س  ت  خ  رج م  ق  الات و دارد، ت  ع  ل  ق ش  اه  رود ص  ن  ع  ت  ی دان  ش  گ  اه ب  ه اث  ر، ای  ن م  ع  ن  وی ح  ق  وق •
چ  اپ ب  ه “ Shahrood University of Technology “ ی  ا “ ش  اه  رود ص  ن  ع  ت  ی دان  ش  گ  اه “ ن  ام ب  ا

رس  ی  د. خ  واه  د
ب  وده ان  د، ت  اث  ی  رگ  ذار رس  ال  ه اص  ل  ی ن  ت  ای  ج آوردن ب  ه دس  ت در ک  ه اف  رادی ت  م  ام م  ع  ن  وی ح  ق  وق •

م  ی گ  ردد. رع  ای  ت رس  ال  ه از م  س  ت  خ  رج م  ق  الات در
آن  ه  ا) ب  اف  ت ه  ای (ی  ا زن  ده م  وج  ود از ک  ه م  واردی در رس  ال  ه، ای  ن ان  ج  ام م  راح  ل ت  م  ام در •

اس  ت. ش  ده رع  ای  ت اخ  لاق  ی اص  ول و ض  واب  ط اس  ت، ش  ده اس  ت  ف  اده
اف  راد ش  خ  ص  ی اط  لاع  ات ح  وزه ب  ه ک  ه م  واردی در رس  ال  ه، ای  ن ان  ج  ام م  راح  ل ت  م  ام در •
رع  ای  ت ان  س  ان  ی اخ  لاق اص  ول و رازداری اص  ل اس  ت)، ش  ده اس  ت  ف  اده (ی  ا ی  اف  ت  ه دس  ت  رس  ی

اس  ت. ش  ده
ل  ش  ک  ری  ان ال  ه  ام
١٣٩٧ دی

ن  ش  ر ح  ق و ن  ت  ای  ج م  ال  ک  ی  ت
ب  رن  ام  ه ه  ای ک  ت  اب، م  س  ت  خ  رج، ( م  ق  الات آن م  ح  ص  ولات و اث  ر ای  ن م  ع  ن  وی ح  ق  وق ت  م  ام •
ش  اه  رود ص  ن  ع  ت  ی دان  ش  گ  اه ب  ه م  ت  ع  ل  ق ش  ده) س  اخ  ت  ه ت  ج  ه  ی  زات و ن  رم اف  زاره  ا رای  ان  ه ای،

ش  ود. ذک  ر م  رب  وط  ه ع  ل  م  ی ت  ول  ی  دات در م  ق  ت  ض  ی، ن  ح  و ب  ه ب  ای  د م  ط  ل  ب ای  ن م  ی ب  اش  د.
ن  م  ی ب  اش  د. م  ج  از م  ن  ب  ع ذک  ر ب  دون رس  ال  ه ای  ن در م  وج  ود ن  ت  ای  ج و اط  لاع  ات از اس  ت  ف  اده •



چ  ک  ی  ده
ک  ارب  رد ف  راگ  ی  ر و ج  ان  ب  ه ه  م  ه ب  ررس  ی ح  اض  ر، دک  ت  ری رس  ال  ه ب  ن  ی  ادی و م  ح  وری م  وض  وع
م  ی ب  اش  د. دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن ت  ب  ی  ی  ن و م  ط  ال  ع  ه و ه  ن  دس  ه در ل  ی گ  روه  ه  ای

اس  ت. ش  ده ارائ  ه م  ج  زا ب  خ  ش ش  ش در رس  ال  ه، ای  ن در ش  ده ارائ  ه م  ط  ال  ب
اس  ت  ف  اده م  ورد رس  ال  ه ط  ی در ک  ه ای پ  ای  ه م  ف  اه  ی  م و ت  ع  اری  ف ب  ه دوم ب  خ  ش م  ق  دم  ه، از ب  ع  د
م  ع  ادلات ه  ای ج  واب و ل  ی ت  ق  ارن  ه  ای ت  ب  دی  لات، ب  ررس  ی اس  ت. ش  ده پ  رداخ  ت  ه گ  ی  رن  د م  ی ق  رار
ای  م. پ  رداخ  ت  ه آن ب  ه ب  خ  ش ای  ن ط  ی ک  ه اس  ت دی  گ  ری م  وارد از ت  ق  ارن  ه  ا ای  ن ت  ح  ت دی  ف  ران  س  ی  ل
اخ  ت  ص  اص آن  ه  ا، ی م  ح  اس  ب  ه م  ت  ف  اوت روش  ه  ای و پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن م  ط  ال  ع  ه ب  ه ب  ی  ش  ت  ر س  وم ب  خ  ش
ب  الاخ  ص و ت  ق  ری  ب  ی دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات ب  رای پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن و ت  ق  ارن م  ح  اس  ب  ه اس  ت. ی  اف  ت  ه
رون  د. م  ی ش  م  ار ب  ه چ  ه  ارم ب  خ  ش م  وض  وع  ات م  ه  م  ت  ری  ن از ت  ق  ری  ب  ی دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات دس  ت  گ  اه
ن  ح  وه س  پ  س پ  رداخ  ت  ه ک  س  ری م  ح  اس  ب  ات ب  ا آش  ن  ای  ی ب  ه م  ف  ص  ل ط  ور ب  ه اب  ت  دا پ  ن  ج  م ف  ص  ل در
ش  ده چ  اپ م  ق  الات ط  ی در م  ع  ادلات از دس  ت  ه ای  ن ب  رای را پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن و ت  ق  ارن م  ح  اس  ب  ه
را م  ح  اس  ب  ات س  رع  ت ک  ه اف  زاری ن  رم م  ح  اس  ب  ات  ی ه  ای ب  س  ت  ه از ب  رخ  ی ن  ه  ای  ت در ای  م. داده ت  وض  ی  ح

اس  ت. ش  ده آورده ان  ت  ه  ای  ی ب  خ  ش در ب  خ  ش  ن  د م  ی ب  ه  ب  ود
پ  ای  س  ت  گ  ی، ق  وان  ی  ن ب  ه  ی  ن  ه، دس  ت  گ  اه اوی  ل  ر‐لاگ  ران  ژ، م  ع  ادلات ن  وت  ر، ق  ض  ی  ه ک  ل  ی  دی: ک  ل  م  ات
ت  ق  ری  ب  ی، دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات ب  وی  ر، ق  ض  ی  ه ل  ی، ت  ق  ارن  ه  ای ه  وم  وت  وپ  ی، ف  رم  ول  ه  ای م  س  ت  ق  ی  م، روش

ک  س  ری. دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات

ک



رس  ال  ه از م  س  ت  خ  رج م  ق  الات ل  ی  س  ت

1. Elham Lashkarian, S. Reza Hejazi, Noora Habibi, Ahmad Motamednezhad,

Symmetry properties, conservation laws, reduction and numerical approximations of

time-fractional cylindrical-Burgers equation.

Communications in Nonlinear Science and Numerical Simulation, 67(2019) 176-191.

2. Noora Habibi, Elham Lashkarian, Elham Dastranj , S. Reza Hejazi,

Lie symmetry analysis, conservation laws and numerical approximations of time-fractional

Fokker–Planck equations for special stochastic process in foreign exchange markets.

Physica A: Statistical Mechanics and Its Applications, 513(2019) 750-766.

3. Elham Lashkarian S. Reza Hejazi,

Exact solutions of the time fractional nonlinear Schrödinger equation with two differ-

ent methods.

Mathematical Methods in the Applied Sciences, 41(7)(2018) 2664–2672.

4. Elham Lashkarian, S. Reza Hejazi, Elham Dastranj,

Conservation laws of (3 + α)-dimensional time-fractional diffusion equation.

Computers and Mathematics with Applications, 75(3)(2018) 740-754.

5. S. Reza Hejazi, Soleiman Hosseinpour, Elham Lashkarian,

Approximate symmetries, conservation laws and numerical solutions a class of per-

turbed Linear Wave type system.

Quaestiones Mathematicae, DOI: 10.2989/16073606.2018.1538062, Accepted.

6. Elham Lashkarian, S. Reza Hejazi,

Group analysis of the time fractional generalized diffusion equation.

Physica A: Statistical Mechanics and Its Applications, 479(2017) 572-579.

7. Elham Lashkarian, Elaheh Saberi and S. Reza Hejazi,

Symmetry reductions and exact solutions for a class of nonlinear PDEs.

Asian-European J. Mathematics, 9(2)(2015), 1650061 (11 pages).

8. Elham Lashkarian, S. Reza Hejazi,

Polynomial and non-polynomial solutions set for wave equation using Lie point sym-

م



ن
metries.

Computational Methods for Differential Equations, 4(4)(2016) 298-308.

9. Elham Lashkarian, S. Reza Hejazi,

Exact solutions of a linear fractional partial differential equation via characteristics

method.

Computational Methods for Differential Equations, 6(1)(2018) 12-18.

10. S. Reza Hejazi and Elham Lashkarian,

Conservation laws and symmetry analysis of (1+1)-dimensional Sawada-Kotera equa-

tion.

Bulletin KRASEC. Physical and Mathematical Sciences, 19(3)(2017) 10-19.

11. S. Reza Hejazi and Elham Lashkarian,

On The Structure of Conservation Laws of (3+1)-dimensional Wave Equation.

Arab Journal of Mathematical Sciences, 24(2)(2018) 199-224.

12. Elham Lashkarian, S. Reza Hejazi,

Conservation laws and Lie symmetry approach for perturbed differential equations.

49th Annual Iranian mathematics conferences, University of Science and Technology, Au-

gust 23-26 (2018).

13. Elham Lashkarian, S. Reza Hejazi,

Exact solutions of the time fractional nonlinear difiusion equation via invariant sub-

space method.

48thAnnual IranianMathematics Conference, Bu-Ali SinaUniversity, August 22-25 (2017).

14. Elham Lashkarian , Elaheh Saberi, S. Reza Hejazi,

Classification of n-th order ODEs under a given symmetry group.

13th International Seminar on Differential Equations, Dynamical System and Applications,

Isfahan University of Technology, July 13-15 (2016).

15. Elham Lashkarian1, S. Reza Hejazi,

Geometric study of Wave Equation and their Application in Physics.

Iranian Conference on Mathematical Physiscs, Nov. 5 (2016).

16. S. Reza Hejazi, Elaheh Saberi and Elham Lashkarian,

Intergration of ordinary differential equations.



س
12nd International Seminar on Differential Equations, Dynamical System and Applications,

University of Tabriz, May 27-29 (2015).

17. Elham Lashkarian, Reza Hejazi,

Exact solutions of time-fractional super KdV system via Lie symmetry theory.

, 14th International Seminar onDifferential Equations, Dynamical System andApplications,

Zanjan University of Technology, July 17-20 (2018).

18. S. Reza Hejazi, Elaheh Saberi and Elham Lashkarian,

Symmetry Group, Hamiltonian Equations and Conservation Laws of General Three-

Dimensional Anisotropic Non-linear Sourceless Heat Transfer Equation.

Computational Methods for Differential Equations, 7(1)(2019) 54-68.

19. Elham Lashkarian, S. Reza Hejazi and Noora Habibi,

A new method for constructing exact solution for a time-fractional differential equa-

tion.

Computational Methods for Differential Equations, Accepted.



م  ط  ال  ب ف  ه  رس  ت
ش ت  ص  اوی  ر ف  ه  رس  ت
ث ج  داول ف  ه  رس  ت
١ م  ق  دم  ه ١
٩ دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات ه  ن  دس  ی س  اخ  ت  ار ٢
٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . ل  ی ج  ب  ره  ای و ت  ب  دی  لات ل  ی، گ  روه  ه  ای ٢ . ١
١٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ل  ی گ  روه ٢ . ١ . ١
١٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ل  ی ج  ب  ر ٢ . ١ . ٢
١۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ت  ب  دی  لات ان  واع م  ع  رف  ی ٢ . ١ . ٣
٢٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ج  ت ف  ض  اه  ای ٢ . ٢
٢١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات دس  ت  گ  اه ٢ . ٣
٢٢ . . . . . . . . . . . . . . . ک  وچ  ک ن  ه  ای  ت ب  ی م  ول  ده  ای و ن  م  ای  ی ن  گ  اش  ت ۴ . ٢
٢۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ه  ا ت  ق  ارن م  ح  اس  ب  ه ن  ح  وه و م  ع  رف  ی ۵ . ٢
٢٧ . . . . . . . . . م  وج (٣+١)‐ب  ع  دی م  ع  ادل  ه ت  ق  ارن گ  روه م  ح  اس  ب  ه ١ . ۵ . ٢
٣١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ت  ق  ارن گ  روه ک  ارب  رده  ای ۶ . ٢
٣١ . . . . . . . . . . . م  ع  م  ول  ی دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات م  رت  ب  ه ک  اه  ش ١ . ۶ . ٢

ت  ق  ارن گ  روه ت  ح  ت n‐ام م  رت  ب  ه دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات ب  ن  دی ط  ب  ق  ه ٢ . ۶ . ٢
٣٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ش  ده داده

م  ش  ت  ق  ات ب  ا دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات ب  رای گ  روه‐ن  اوردا ه  ای ج  واب ٣ . ۶ . ٢
٣۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ج  زی  ی
۴١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پ  ذی  ر ح  ل ه  ای گ  روه ٢ . ٧
۴٢ . . . . . . ت  ق  ارن  ی خ  اص  ی  ت از اس  ت  ف  اده ب  ا ه  ا ج  واب از وس  ی  ع  ی دس  ت  ه م  ح  اس  ب  ه ٢ . ٨

۴٧ پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن ٣
۴٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پ  ای  س  ت  گ  ی ق  ان  ون م  ف  ه  وم و م  ع  رف  ی ٣ . ١

ف
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٩۴ . . دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات دس  ت  گ  اه ب  رای ت  ق  ری  ب  ی ه  ای ت  ق  ارن م  ح  اس  ب  ه ٢ . ۴ . ۴
٩۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ت  ق  ری  ب  ی پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن ۵ . ۴

م  ع  ادلات دس  ت  گ  اه ب  رای ت  ق  ری  ب  ی پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن م  ح  اس  ب  ه ١ . ۵ . ۴
٩۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ت  ق  ری  ب  ی دی  ف  ران  س  ی  ل

١٠۵ ک  ارب  رده  ا و ک  س  ری م  ش  ت  ق  ات ب  ا دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات ۵
١٠۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ک  س  ری م  ح  اس  ب  ات ب  ا آش  ن  ای  ی ١ . ۵
١٠۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ک  ارب  ردی و خ  اص ت  واب  ع ١ . ١ . ۵
١١٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . ک  س  ری م  ش  ت  ق  ات و ان  ت  گ  رال ١ . ٢ . ۵

م  ع  م  ول  ی دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات ح  ل ب  رای لاپ  لاس ت  ب  دی  ل روش ١ . ٣ . ۵
١٢١ . . . . . . . . ری  م  ان‐ل  ی  ووی  ل م  ش  ت  ق ت  ع  ری  ف از اس  ت  ف  اده ب  ا ک  س  ری



غ م  ط  ال  ب ف  ه  رس  ت
م  ع  م  ول  ی دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات ح  ل ب  رای لاپ  لاس ت  ب  دی  ل روش ۴ . ١ . ۵

١٢٨ . . . . . . . . . . . . ک  اپ  وت  و م  ش  ت  ق ت  ع  ری  ف از اس  ت  ف  اده ب  ا ک  س  ری
١٣٣ . . . . . . . . . . . . . . . ک  س  ری دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات ت  ق  ارن  ی ت  ح  ل  ی  ل ٢ . ۵
١٣٩ ک  وب  ر ع  م  ل  گ  ر از اس  ت  ف  اده ب  ا ک  س  ری دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات م  رت  ب  ه ک  اه  ش ٢ . ١ . ۵
١۴۶ . . . . . . . . . . . . . ک  س  ری دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات ه  ای ج  واب ٢ . ٢ . ۵
١٧٠ . . . . . . . . . . . . . . ک  س  ری دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن ٣ . ۵
١٧٠ . . . . . . ف  رم  ال لاگ  ران  ژی از اس  ت  ف  اده ب  ا پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن م  ح  اس  ب  ه ٣ . ١ . ۵

م  ع  ادلات پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن م  ح  اس  ب  ه ب  رای ن  وت  ر ق  ض  ی  ه ک  س  ری ت  ع  م  ی  م ٣ . ٢ . ۵
١٩۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ک  س  ری دی  ف  ران  س  ی  ل

دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات از دس  ت  گ  اه  ی ب  رای پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن و ل  ی روش ت  ح  ل  ی  ل ۴ . ۵
١٩٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ک  س  ری
٢٠٠ . . . . (٢۶٩ . ۵) ک  س  ری دس  ت  گ  اه دق  ی  ق ه  ای ج  واب و م  رت  ب  ه ک  اه  ش ١ . ۴ . ۵
٢٠٢ . . . . . . . . . . . . . ک  س  ری دس  ت  گ  اه ی  ک از پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن ٢ . ۴ . ۵
٢٠۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ی  ادداش  ت ۵ . ۵

٢٠٧ اف  زاری ن  رم م  ح  اس  ب  ات ۶
٢٠٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ن  ی  از م  ورد ه  ای پ  ک  ی  ج ١ . ۶
٢٠٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ل  ی ب  راک  ت ١ . ١ . ۶
٢٠٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ه  ا ت  ق  ارن ام  ت  داد ١ . ٢ . ۶
٢٠٩ . . . . . . . . . . . . . . . . م  ع  م  ول  ی دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات ح  ل ١ . ٣ . ۶
٢٠٩ . . . . . . . . . . . ج  زی  ی م  ش  ت  ق  ات ب  ا دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات ح  ل ۴ . ١ . ۶
٢٠٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ه  ا ت  ق  ارن م  ح  اس  ب  ه ن  ح  وه ۵ . ١ . ۶
٢١٠ . . . . دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات دس  ت  گ  اه ب  رای ه  ا ت  ق  ارن م  ح  اس  ب  ه ن  ح  وه ۶ . ١ . ۶
٢١١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گ  روه‐ن  اوردا ه  ای ج  واب ١ . ٧ . ۶
٢١١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ن  اوردا ت  ب  دی  لات م  ح  اس  ب  ه ١ . ٨ . ۶
٢١٢ . . . . ن  ظ  ر م  ورد ن  اوردای ت  ح  ت دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات م  رت  ب  ه ک  اه  ش ١ . ٩ . ۶
٢١٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . م  ی  پ  ل ک  م  ک ب  ا ش  ک  ل رس  م ١ . ١٠ . ۶

ت  ق  ارن از اس  ت  ف  اده ب  ا ج  زی  ی م  ش  ت  ق  ات ب  ا دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات ح  ل ١ . ١١ . ۶
٢١٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ش  ده داده
٢١٣ . . . . . . . . . ج  ب  ری ع  ب  ارات از گ  ی  ری ان  ت  گ  رال و گ  ی  ری م  ش  ت  ق ١ . ١٢ . ۶
٢١۴ . . . . . . . ج  ب  ری ع  ب  ارات از لاپ  لاس م  ع  ک  وس و لاپ  لاس ت  ب  دی  ل ١ . ١٣ . ۶
٢١۴ . . . . . . . . . . . . . ت  ق  ری  ب  ی دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات ه  ای ت  ق  ارن ١۴ . ١ . ۶
٢١۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ان  ت  گ  رال ع  ام  ل ک  ردن پ  ی  دا ١۵ . ١ . ۶
٢١۶ . . . . . . . . . . م  س  ت  ق  ی  م روش ب  ه پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن ک  ردن پ  ی  دا ١۶ . ١ . ۶



م  ط  ال  ب ف  ه  رس  ت ر
٢١۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ال  ح  اق  ی م  ع  ادل  ه ١ . ١٧ . ۶
٢١٧ . . . . . . . . . . . ک  س  ری دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات ت  ق  ارن  ه  ای ی  اف  ت  ن ١ . ١٨ . ۶

٢١٩ رس  ال  ه از گ  رف  ت  ه ب  ر م  ق  الات
٢٢۵ ن  م  اده  ا ف  ه  رس  ت
٢٢٩ م  راج  ع
٢٣٧ ان  گ  ل  ی  س  ی ب  ه ف  ارس  ی واژه ن  ام  ه
٢۴٣ ف  ارس  ی ب  ه ان  گ  ل  ی  س  ی واژه ن  ام  ه
٢۵٠ ن  م  ای  ه



ت  ص  اوی  ر ف  ه  رس  ت
٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . م  ع  اص  ر غ  ی  ر دان  ش  م  ن  دان از ت  ص  اوی  ری ١ . ١
٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . م  ع  اص  ر دان  ش  م  ن  دان از ت  ص  اوی  ری ١ . ٢
۴۵ . . . . . . . . . . . . . . م  وج م  ع  ادل  ه دق  ی  ق ه  ای ج  واب از ب  رخ  ی ش  ک  ل ٢ . ١
٨۴ . . . . . . (٣ . ٨٩) ی  اف  ت  ه ک  اه  ش م  ع  ادلات دق  ی  ق ه  ای ج  واب از ه  ای  ی ش  ک  ل ٣ . ١
١۵۶ . . . . . . . . . . . . . . . α = ١٢ , ١٣ , ١۴ , ١۵ ب  ا u = tα−١/Γ(α) ت  اب  ع ش  ک  ل ١ . ۵
١۵۶ . . . . . . . . . . . . . . . . α = ١٢ , ١٣ , ١۴ , ١۵ ب  ا u = ١√

x
tα−١
Γ(α) ت  اب  ع ش  ک  ل ٢ . ۵

١۵٧ . . . . . . . . . α = ١٢ , ١٣ , ١۴ , ١۵ ب  ا u = et√
x
[sinh(A) + cosh(A)] ت  اب  ع ش  ک  ل ٣ . ۵

١۵٧ . . . . . . . . . . . . . . α = ١٢ , ١٣ , ١۴ , ١۵ ب  ا u = tα

(١+√
x)Γ(α)

ت  اب  ع ش  ک  ل ۴ . ۵
٢٠١ . . . . . . . . . . . . . . . . c١ = ١ ب  ا u = cit

α−١/Γ(α) ت  اب  ع از ش  ک  ل  ی ۵ . ۵

ش



ج  داول ف  ه  رس  ت
ه  ای ت  ق  ارن ب  رای ی  اف  ت  ه ک  اه  ش م  ع  ادلات و ن  اوردا ت  ب  دی  لات ٢ . ١

٣٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . {Xi, i = ١, . . . ١٠}
٣٩ . . {Xi, i = ١, . . .۶} ه  ای ت  ق  ارن ت  ح  ت (٢ . ٣٣) م  وج م  ع  ادل  ه ه  ای ج  واب ٢ . ٢
۴٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ج  اب  ج  اگ  ر ج  دول ٢ . ٣
۴٣ . . . . . . . . . [Xi, X١٢] ل  ی ب  راک  ت ت  وس  ط ش  ده ت  ول  ی  د ج  دی  د ه  ای ج  واب ۴ . ٢
۴۴ . . (٢ . ٣٣) م  وج م  ع  ادل  ه ب  رای ج  دی  د ای ج  م  ل  ه چ  ن  د ه  ای ج  واب ب  ن  دی ط  ب  ق  ه ۵ . ٢
۴۴ . . (٢ . ٣٣) م  وج م  ع  ادل  ه ب  رای ج  دی  د ای ج  م  ل  ه چ  ن  د ه  ای ج  واب ب  ن  دی ط  ب  ق  ه ۶ . ٢
۴۶ (٢ . ٣٣) م  وج م  ع  ادل  ه ب  رای ج  دی  د ای ج  م  ل  ه چ  ن  د غ  ی  ر ه  ای ج  واب ب  ن  دی ط  ب  ق  ه ٢ . ٧
۴۶ (٢ . ٣٣) م  وج م  ع  ادل  ه ب  رای ج  دی  د ای ج  م  ل  ه چ  ن  د غ  ی  ر ه  ای ج  واب ب  ن  دی ط  ب  ق  ه ٢ . ٨
۵۴ . . . . . . . . . . م  س  ت  ق  ی  م روش در پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن ش  اره  ای و چ  گ  ال  ی ٣ . ١
۶٣ . . . . . . . . . . ن  وت  ر روش از اس  ت  ف  اده ب  ا ش  ده م  ح  اس  ب  ه پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن ٣ . ٢
٧٠ . . . . . . . اب  راگ  ی  م  وف روش از اس  ت  ف  اده ب  ا ش  ده م  ح  اس  ب  ه پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن ٣ . ٣
٧١ . . . . . . . اب  راگ  ی  م  وف روش از اس  ت  ف  اده ب  ا ش  ده م  ح  اس  ب  ه پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن ۴ . ٣

روش از اس  ت  ف  اده ب  ا Λi ض  رای  ب ب  ا م  ت  ن  اظ  ر آم  ده ب  دس  ت ش  اره  ای و چ  گ  ال  ی ۵ . ٣
٧۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ه  رم  ان‐پ  ل
٨۵ . . . . . X۴ ت  ق  ارن ب  رای ج  دی  د ض  رای  ب از اس  ت  ف  اده ب  ا ج  دی  د پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن ۶ . ٣
٨۶ . . . . . X۶ ت  ق  ارن ب  رای ج  دی  د ض  رای  ب از اس  ت  ف  اده ب  ا ج  دی  د پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن ٣ . ٧
١٠١ . . . . . . . . . . . . . (٣۴ . ۴) اخ  ت  لال غ  ی  ر دس  ت  گ  اه ب  رای چ  گ  ال  ی و ش  ار ١ . ۴
١٠۴ . . . . . . . . . . . . . . . (٣٢ . ۴) اخ  ت  لال دس  ت  گ  اه ب  رای چ  گ  ال  ی و ش  ار ٢ . ۴
١٣٨ دل  خ  واه f(u), g(u), h(u) ب  رای ک  س  ری ان  ت  ش  ار م  ع  ادل  ه م  ول  ده  ای ال  ح  اق  ی ن  م  ای  ش ١ . ۵

ب  رای ک  س  ری ان  ت  ش  ار م  ع  ادل  ه م  ول  ده  ای ال  ح  اق  ی ن  م  ای  ش ٢ . ۵
١٣٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . f(u) = g(u) = h(u) = eu

ب  رای ک  س  ری ان  ت  ش  ار م  ع  ادل  ه م  ول  ده  ای ال  ح  اق  ی ن  م  ای  ش ٣ . ۵
١٣٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . f(u) = g(u) = h(u) = ua

ث



ج  داول ف  ه  رس  ت خ
١۴١ . . . . . . . . . V۴ و V٣ ه  ای ت  ق  ارن م  ش  خ  ص  ه م  ع  ادلات و ع  م  وم  ی ج  واب ۴ . ۵
١۴١ . . . . . . . . . . . . V۴ و V٣ ه  ای ت  ق  ارن ت  ح  ت ی  اف  ت  ه ک  اه  ش م  ع  ادلات ۵ . ۵
١۴٢ . . . . . . . . . V١٣ و V١٠ ه  ای ت  ق  ارن م  ش  خ  ص  ه م  ع  ادلات و ع  م  وم  ی ج  واب ۶ . ۵
١۴٢ . . . . . . . V۶ V۵و و V٢ ه  ای ت  ق  ارن م  ش  خ  ص  ه م  ع  ادلات و ع  م  وم  ی ج  واب ٧ . ۵
١۴٣ . . . . . . . . . . . . . . . V٢ = X٢ ت  ق  ارن ت  ح  ت ی  اف  ت  ه ک  اه  ش م  ع  ادلات ٨ . ۵
١۴٣ . . . . . . . . . . . . V۵ = X٢ +X٣ ت  ق  ارن ت  ح  ت ی  اف  ت  ه ک  اه  ش م  ع  ادلات ٩ . ۵
١۴٣ . . . . . . . . . . . . . V۶ = X٣ +X۴ ت  ق  ارن ت  ح  ت ی  اف  ت  ه ک  اه  ش م  ع  ادل  ه ١٠ . ۵
١۵١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (١٣۶ . ۵) م  ع  ادل  ه ه  ای ج  واب ١١ . ۵
١۵١ . . . . . . . . . . . . X١ = ∂

∂x ت  ق  ارن ت  ح  ت (١۴٣ . ۵) م  ع  ادل  ه ه  ای ج  واب ١٢ . ۵
١۵٢ . . . . . . . . . . . X٣ = u ∂

∂u ت  ق  ارن ت  ح  ت (١۴٣ . ۵) م  ع  ادل  ه ه  ای ج  واب ١٣ . ۵
١۵۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . (١۶٠ . ۵) ک  س  ری م  ع  ادل  ه ه  ای ج  واب ١۴ . ۵
١۵۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . (١۶۶ . ۵) ک  س  ری م  ع  ادل  ه ج  واب ن  ت  ای  ج ١۵ . ۵
١۵۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . (١۶٧ . ۵) ک  س  ری م  ع  ادل  ه ج  واب ن  ت  ای  ج ١۶ . ۵
١۶١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (١٣۶ . ۵) م  ع  ادل  ه ه  ای ج  واب ١٧ . ۵
١۶۵ . . آم  ده ب  دس  ت ق  دی  م  ی ه  ای ج  واب از اس  ت  ف  اده ب  ا ج  دی  د ه  ای ج  واب م  ح  اس  ب  ه ١٨ . ۵
١٧۵ . . . . . . . . . . . . ف  وک  ر‐پ  لان  ک ک  س  ری م  ع  ادل  ه پ  ای  س  ت  گ  ی ه  ای م  ول  ف  ه ١٩ . ۵
١٨٢ . . . . . . . . . . . v١ و f = g = h = ١ ب  ا (٢٢۵ . ۵) ک  س  ری م  ع  ادل  ه ش  ار ٢٠ . ۵
١٨٣ . . . . . . . . . . . v٢ و f = g = h = ١ ب  ا (٢٢۵ . ۵) ک  س  ری م  ع  ادل  ه ش  ار ٢١ . ۵
١٨۴ . . . . . . . . . . . v٣ و f = g = h = ١ ب  ا (٢٢۵ . ۵) ک  س  ری م  ع  ادل  ه ش  ار ٢٢ . ۵
١٨۵ . . . . . . . . . . . v١ و f = g = h = eu ب  ا (٢٢۵ . ۵) ک  س  ری م  ع  ادل  ه ش  ار ٢٣ . ۵
١٨۶ . . . . . . . . . . . v٢ و f = g = h = eu ب  ا (٢٢۵ . ۵) ک  س  ری م  ع  ادل  ه ش  ار ٢۴ . ۵
١٨٧ . . . . . . . . . . . v٣ و f = g = h = eu ب  ا (٢٢۵ . ۵) ک  س  ری م  ع  ادل  ه ش  ار ٢۵ . ۵
١٨٧ . . . . . . . . . . v١ و f = g = h = uA ب  ا (٢٢۵ . ۵) ک  س  ری م  ع  ادل  ه ش  ار ٢۶ . ۵
١٨٨ . . . . . . . . . . v٢ و f = g = h = uA ب  ا (٢٢۵ . ۵) ک  س  ری م  ع  ادل  ه ش  ار ٢٧ . ۵
١٨٩ . . . . . . . . . . v٣ و f = g = h = uA ب  ا (٢٢۵ . ۵) ک  س  ری م  ع  ادل  ه ش  ار ٢٨ . ۵
١٩٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (٢٢۵ . ۵) ک  س  ری م  ع  ادل  ه چ  گ  ال  ی ٢٩ . ۵
١٩١ . . . . . . . . . . . ٠ < α < ١ ح  ال  ت در (٢٢۶ . ۵) ک  س  ری م  ع  ادل  ه چ  گ  ال  ی ٣٠ . ۵
١٩١ . . . . . . . . . . ١ < α < ٢ ح  ال  ت در (٢٢۶ . ۵) ک  س  ری م  ع  ادل  ه چ  گ  ال  ی ٣١ . ۵
١٩٢ . . . . . . . . . . . ٠ < α < ١ ح  ال  ت در (٢٢٧ . ۵) ک  س  ری م  ع  ادل  ه چ  گ  ال  ی ٣٢ . ۵
١٩٣ . . . . . . . . . . ١ < α < ٢ ح  ال  ت در (٢٢٧ . ۵) ک  س  ری م  ع  ادل  ه چ  گ  ال  ی ٣٣ . ۵
١٩۴ . . . . . . . . . . . ٠ < α < ١ ح  ال  ت در (٢٢٨ . ۵) ک  س  ری م  ع  ادل  ه چ  گ  ال  ی ٣۴ . ۵
١٩۵ . . . . . . . . . . ١ < α < ٢ ح  ال  ت در (٢٢٨ . ۵) ک  س  ری م  ع  ادل  ه چ  گ  ال  ی ٣۵ . ۵



١ ف  ص  ل
م  ق  دم  ه

ش  ی  م  ی، ف  ی  زی  ک، (در ط  ب  ی  ع  ت ع  م  وم  ی ق  وان  ی  ن از ب  س  ی  اری ک  ن  ن  ده ت  وص  ی  ف دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات
ط  ب  ی  ع  ی و زی  ب  ات  ری  ن ط  ب  ی  ع  ت گ  ف  ت ت  وان م  ی و ب  اش  د. م  ی (... و ش  ن  اس  ی س  ت  اره ش  ن  اس  ی، زی  س  ت
در دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات ک  ارب  رده  ای ی  اب  د. م  ی دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات در را خ  ود ری  اض  ی ب  ی  ان ت  ری  ن
ت  وج  ه  ی ق  اب  ل اه  م  ی  ت از دی  گ  ر ه  ای ح  وزه از ب  س  ی  اری و م  ه  ن  دس  ی در ه  ن  دس  ه وی  ژه ب  ه ری  اض  ی  ات
زم  ان ی  ا ح  ال  ت  ه  ا در م  خ  ت  ل  ف م  ق  ادی  ر ب  ا م  ت  غ  ی  ر چ  ن  د ب  ی  ن ای راب  ط  ه ک  ه زم  ان ه  ر اس  ت. ب  رخ  وردار
ب  ا م  خ  ت  ل  ف ه  ای زم  ان در م  ت  غ  ی  ره  ا ت  غ  ی  ی  رات ن  رخ ک  ه م  ع  ن  ا ای  ن ب  ه ب  اش  د داش  ت  ه وج  ود م  خ  ت  ل  ف ه  ای
روی  داد ت  ح  ل  ی  ل ب  رای دق  ی  ق و لازم اب  زار دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات ش  ود، ش  ن  اخ  ت  ه م  خ  ت  ل  ف ح  الات
م  ی آن م  ک  ان و س  رع  ت ب  ه ج  س  م ی  ک ح  رک  ت واب  س  ت  گ  ی آن م  ث  ال ی  ک ب  اش  د. م  ی ش  ده داده ت  وض  ی  ح
ح  رک  ت ح  ال  ت ای  ن در ش  ود. م  ی ت  وص  ی  ف ن  ی  وت  ن ح  رک  ت م  ع  ادلات ب  ا ک  لاس  ی  ک ف  ی  زی  ک در ک  ه ب  اش  د
م  ی ب  ی  ان س  ازد م  ی م  رت  ب  ط زم  ان ب  ه را آن م  ک  ان ک  ه دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه ی  ک غ  ال  ب در ج  س  م ی  ک

گ  ردد.
ک  ت  اب و م  ق  ال  ه ه  زار ه  زاران ک  ه اس  ت گ  س  ت  رده آن  چ  ن  ان دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات وص  ف ک  ل  ی ط  ور ب  ه
م  ع  ادلات ت  ری  ن اس  اس  ی و م  ه  م  ت  ری  ن از اس  ت. ش  ده ن  وش  ت  ه آن م  ورد در م  خ  ت  ل  ف ه  ای زب  ان ب  ه
و ن  ی  وت  ن دوم ق  ان  ون م  ع  ادل  ه ب  ه ت  وان م  ی ب  اش  د م  ی ط  ب  ی  ع  ی وق  ای  ع از ب  س  ی  اری ب  ن  ی  ان ک  ه دی  ف  ران  س  ی  ل
م  ع  ادلات ، ای ه  س  ت  ه واپ  اش  ی م  ع  ادلات ه  م  چ  ن  ی  ن ک  رد. اش  اره ک  لاس  ی  ک ف  ی  زی  ک در ه  م  ی  ل  ت  ون
م  ون  ژ م  ع  ادلات ش  ک  ارچ  ی، و ش  ک  ار م  ع  ادلات ای  ن  ی  ش  ت  ی  ن، ف  رم  ول ال  ک  ت  روم  غ  ن  اط  ی  س، در م  اک  س  ول

دارن  د. ف  راوان ک  ارب  رد ن  وی  ن ف  ی  زی  ک در ک  ه ه  س  ت  ن  د م  ع  ادلات  ی م  ه  م  ت  ری  ن از ... و لاپ  لاس آم  پ  ر،
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اس  ت. آن ح  ل دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات دس  ت  گ  اه ی  ک ب  ا م  واج  ه  ه ه  ن  گ  ام در م  س  ال  ه م  ه  م  ت  ری  ن
و خ  ط  ی غ  ی  ر و خ  ط  ی م  ع  ادلات ک  رد، ب  ن  دی رده ای دس  ت  ه دو ش  اخ  ه دو در ت  وان م  ی را م  ع  ادلات
ق  رار ش  اخ  ه ی  ک در ک  ه ه  ای  ی آن ح  ت  ی دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات ح  ل .٢ ای پ  اره و ١ م  ع  م  ول  ی م  ع  ادلات
غ  ی  ر ه  ای پ  دی  ده ب  ا ک  ه ه  ن  گ  ام  ی خ  ص  وص ب  ه ک  ن  ن  د. ن  م  ی ت  ب  ع  ی  ت خ  اص  ی روش از ل  زوم  ا گ  ی  رن  د م  ی
ج  واب ی  اف  ت  ن ب  رای ب  خ  ش ث  م  ر و س  ودم  ن  د روش  ی ی  اف  ت  ن ه  س  ت  ی  م رو ب  ه رو ای پ  اره م  ع  ادلات ی  ا خ  ط  ی
س  اده م  ع  ادلات از ارزی ه  م ای رده ب  ه ه  ا آن ت  ا اس  ت لازم گ  اه  ی ب  ل  ک  ه ن  ی  س  ت. م  ی  س  ر ه  م  ی  ش  ه ه  ا

ک  رد. ارائ  ه اول  ی  ه م  ع  ادلات ب  رای ج  واب  ی ب  ت  وان ت  ا ک  رد ح  ل را ج  دی  د م  ع  ادلات و ش  ده ت  ب  دی  ل ت  ر
ن  ظ  ر در ن  ی  ز ک  س  ری ص  ورت ب  ه ت  وان م  ی را ای پ  اره و م  ع  م  ول  ی دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات م  رت  ب  ه
دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات از ن  وع ای  ن ش  ود. م  ی ی  اد ٣ ک  س  ری دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات ب  ه آن از ک  ه گ  رف  ت
ت  غ  ی  ی  رات ت  ک  رار ه  م  وت  وپ  ی، آدوم  ی  ان، ت  ج  زی  ه روش ب  ه ت  وان م  ی ک  ه دارن  د گ  ون  اگ  ون  ی ح  ل ه  ای روش

ک  رد. اش  اره ... و
گ  روه س  ه ای  ن ش  ون  د. م  ی ب  ن  دی ط  ب  ق  ه گ  روه س  ه ب  ه دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات ح  ل ه  ای روش
ت  اب  ع  ی ف  رم و دق  ی  ق ج  واب دارای م  ع  ادلات از ب  رخ  ی ع  ددی. و ت  ح  ل  ی  ل  ی ن  ی  م  ه ت  ح  ل  ی  ل  ی، از ع  ب  ارت  ن  د
دق  ی  ق ه  ای ج  واب ب  ه و ک  رد ح  ل ت  ح  ل  ی  ل  ی روش از ت  وان م  ی را م  ع  ادلات از ای  ن  گ  ون  ه ک  ه ه  س  ت  ن  د
ت  ح  ل  ی  ل  ی ن  ی  م  ه ه  ای روش ب  ه ب  ای  د را ن  ی  س  ت  ن  د م  ش  خ  ص ت  اب  ع ف  رم دارای ک  ه دی  گ  ر م  ع  ادلات رس  ی  د.
آن  ال  ی  ز ، آدوم  ی  ان ت  ج  زی  ه روش ب  ه ت  وان م  ی ت  ح  ل  ی  ل  ی ن  ی  م  ه ه  ای روش از ک  رد. ح  ل ع  ددی ی  ا
ب  رای را ت  ری وس  ی  ع دام  ن  ه ع  ددی ه  ای روش ک  رد. اش  اره ... و دی  ف  ران  س  ی  ل ت  ب  دی  لات ه  م  وت  وپ  ی،
ران  گ‐ک  وت  ا، ت  ی  ل  ور، ه  ون، اوی  ل  ر، روش ب  ه ت  وان م  ی دس  ت  ه آن از گ  ی  رن  د. م  ی ک  ار ب  ه م  ع  ادلات ح  ل
ک  رد. اش  اره ... و م  وج  ک  ه  ا ط  ی  ف  ی، ش  ب  ه و ط  ی  ف  ی س  ی  م  پ  س  ون، م  ی  ل  ن آدام  ز‐ب  ش  ف  ورت‐م  ول  ت  ون،
وج  ود م  ح  دودی  ت  ی و ک  رد ح  ل روش س  ه ه  ر ب  ه ه  م  زم  ان ت  وان م  ی را م  ع  ادلات از ب  ع  ض  ی ال  ب  ت  ه
ب  ر م  ب  ت  ن  ی ت  ح  ل  ی  ل  ی ن  ی  م  ه و ت  ح  ل  ی  ل  ی ه  ای روش از ب  رخ  ی ب  ررس  ی رس  ال  ه ای  ن اص  ل  ی ه  دف ن  دارد.

ش  د. خ  واه  ن  د ب  ررس  ی آن ه  ای ب  خ  ش س  ر ادام  ه در ک  ه اس  ت دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات گ  روه  ی آن  ال  ی  ز
از خ  اص ای دس  ت  ه ی  اف  ت  ن ب  ه م  ت  ک  ی ب  ی  ش  ت  ر دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات ب  ررس  ی ن  وزده  م ق  رن اوای  ل ت  ا
س  وف  وس ب  ع  د ب  ه م  ق  ط  ع ای  ن از ای  ن  ک  ه ت  ا ب  ود. ... و ه  م  گ  ن پ  ذی  ر، ج  دای  ی م  ع  ادلات م  ان  ن  د م  ع  ادلات
آن ت  وس  ط ش  ده ت  ول  ی  د ن  اورداه  ای و ت  ق  ارن  ی ه  ای گ  روه ک  م  ک ب  ه را دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات ح  ل ۴ ل  ی
م  ع  ادلات ن  ظ  ری  ه گ  س  ت  رش در ل  ی ان  گ  ی  ز اع  ج  اب ت  وان گ  وی  ای روش ای  ن داد. ق  رار ب  ررس  ی م  ورد ه  ا
ب  ا ل  ی ه  ای گ  روه ارت  ب  اط ت  ح  ل  ی  ل روش ای  ن اه  م  ی  ت اس  ت. گ  روه  ی آن  ال  ی  ز اس  اس ب  ر دی  ف  ران  س  ی  ل
ان  ش  ع  اب، ن  ظ  ری  ه ن  اورداه  ا، ن  ظ  ری  ه دی  ف  ران  س  ی  ل، ه  ن  دس  ه ج  ب  ری، ت  وپ  ول  وژی چ  ون ه  ای  ی ش  اخ  ه

ODE١
PDE٢
FDE ٣

در آم  د، دن  ی  ا ب  ه ن  روژ اس  ل  وی در ١٨۴١٨٩٩-٢ ل  ی: س  وف  وس م  اری  وس Marius Sophus Lie ۴
و ش  د اس  ل  و دان  ش  گ  اه در ه  ن  دس  ی ت  ب  دی  لات از ای رده ع  ن  وان ت  ح  ت خ  ود رس  ال  ه از دف  اع ب  ه م  وف  ق ١٨٧٢ س  ال
ل  وب  اج  ف  س  ک  ی م  دال ک  س  ب او اف  ت  خ  ارات م  ه  م  ت  ری  ن از ی  اف  ت. دس  ت اس  ت  ادی ک  رس  ی ب  ه دان  ش  گ  اه ه  م  ان در

ب  اش  د. م  ی ه  ا آن ک  ارب  رد و ت  ب  دی  لات ه  ای گ  روه در وی اب  داع  ات ل  ی ش  ه  رت دل  ی  ل ت  ری  ن ع  م  ده اس  ت.
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گ  روه م  ح  ض دی  دگ  اه ک  ه اس  ت گ  ف  ت  ن  ی ال  ب  ت  ه اس  ت. ... و ن  س  ب  ی  ت ک  وان  ت  وم، و ک  لاس  ی  ک م  ک  ان  ی  ک
گ  روه ع  ن  وان ت  ح  ت اوق  ات ب  ی  ش  ت  ر م  ف  ه  وم ای  ن ش  ود. م  ی دی  ده ک  ارب  ردی ع  ل  وم در ک  م  ت  ر ل  ی ه  ای
رف  ت  ار م  س  ت  ق  ی  م غ  ی  ر و م  س  ت  ق  ی  م ط  ور ب  ه ک  ه ش  ود م  ی ب  رده ک  ار ب  ه دی  ن  ام  ی  ک  ی دس  ت  گ  اه ی  ک ت  ق  ارن  ی

ک  ن  د. م  ی ت  ح  ل  ی  ل را دس  ت  گ  اه
ای  ن اس  ت. م  ف  روض ف  ی  زی  ک  ی ح  ال  ت ف  ض  ای روی آن ع  م  ل ب  ر ل  ی ه  ای گ  روه ک  ارب  رد ب  ن  ی  اد
ب  ه را آن ب  ار ۶اول  ی  ن ک  ارت  ان ال  ی آن پ  ی در و ش  د ری  زی ۵پ  ای  ه ن  وت  ر و ل  ی ت  وس  ط ب  ار اول  ی  ن ک  ارب  رد
در ب  س  ی  اری ه  ای ت  لاش آن پ  ی در ب  خ  ش  ی  د. م  ع  ن  ا دی  ف  ران  س  ی  ل ه  ن  دس  ه در خ  ود ام  روزی س  ب  ک
م  ه  م  ت  ری  ن از ی  ک  ی و اس  ت ش  ده ان  ج  ام دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات در ل  ی ه  ای گ  روه ک  ارب  رده  ای ت  ع  م  ی  م

اس  ت. اووزی  ان  اک  وف ت  وس  ط ش  وروی ج  م  اه  ی  ر ات  ح  اد در ای م  درس  ه ت  اس  ی  س آن  ه  ا
م  ی ه  ن  دس  ی ت  ب  دی  لات از ای م  ج  م  وع  ه دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات دس  ت  گ  اه ی  ک ت  ق  ارن  ی ه  ای گ  روه
ش  ده داده ج  واب ی  ک روی از را ه  ا ج  واب از وس  ی  ع  ی دس  ت  ه ت  وان م  ی ه  ا آن ک  م  ک ب  ه ک  ه ب  اش  ن  د
دس  ت  ه دو ب  ه ک  ل  ی ن  گ  اه ی  ک در ه  ا آن ب  ا م  ت  ن  اظ  ر ت  ب  دی  لات و ت  ق  ارن  ی ه  ای گ  روه آورد. ب  دس  ت
آن م  اس  ت م  ط  ال  ع  ه م  وض  وع ک  ه اول دس  ت  ه م  زی  ت ش  ون  د. م  ی ب  ن  دی ت  ق  س  ی  م گ  س  س  ت  ه و پ  ی  وس  ت  ه
و دی  ف  ران  س  ی  ل ح  س  اب پ  ای  ه ب  ر ام  ا ب  اش  د گ  س  ت  رده اس  ت م  م  ک  ن چ  ه اگ  ر م  ح  اس  ب  ات ف  رآی  ن  د ک  ه اس  ت

اس  ت. ک  ار لازم  ه ک  لاس  ی  ک غ  ی  ر ه  ای اب  زار از اس  ت  ف  اده دوم رده در ب  اش  د. م  ی ک  لاس  ی  ک ان  ت  گ  رال
ت  وان م  ی را دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات از ب  رخ  ی ش  د اش  اره آن ب  ه م  ق  دم  ه اب  ت  دای در ک  ه ط  ور ه  م  ان
ای  ن ک  رد. ح  ل آی  ن  د م  ی ب  دس  ت ت  ب  دی  لات  ی ت  ح  ت اول  ی  ه م  ع  ادلات از ک  ه ای ث  ان  وی  ه م  ع  ادلات ک  م  ک ب  ه
ب  دس  ت ت  ق  ارن  ی گ  روه ب  ا م  ت  ن  اظ  ر ک  وچ  ک ن  ه  ای  ت ب  ی م  ول  ده  ای از ک  ه ه  س  ت  ن  د م  ت  غ  ی  ره  ای  ی ت  ب  دی  لات
س  وی از ک  ن  ن  د. م  ی ت  ب  دی  ل ت  ری س  اده ش  رای  ط ب  ه را دس  ت  گ  اه ب  ر ح  اک  م پ  ی  چ  ی  ده ش  رای  ط و آی  ن  د م  ی
ت  ح  ت را دس  ت  گ  اه ه  ای ج  واب ت  وان م  ی ت  ق  ارن گ  روه ن  ظ  ری  ه ب  ه  ی  ن  ه دس  ت  گ  اه س  اخ  ت  ن ب  ا دی  گ  ر

ک  ن  د. م  ی ک  م  ک ه  ا ج  واب دی  گ  ر ط  ب  ق  ه ش  ن  اخ  ت در ک  ه ک  رد ب  ن  دی رده خ  اص ش  رای  ط  ی
ک  ن  د م  ی ک  م  ک ت  ق  ارن گ  روه ب  اش  ی  م، درگ  ی  ر م  ع  م  ول  ی دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات دس  ت  گ  اه ی  ک ب  ا اگ  ر
اس  ت. آل  م  ان ب  اورای  ن م  ت  ول  د ١٩٣-١٨٨٢۵ ن  وت  ر: ام  ی آم  ال  ی Amalle Emmy Noether۵
ک  ارگ  ی  ری ب  ه ک  رد. ارائ  ه ج  ب  ر در ه  ا م  ی  دان و ه  ا ح  ل  ق  ه از ک  ه اس  ت ن  وی  ن  ی ت  ع  اری  ف او اب  داع  ات م  ه  م  ت  ری  ن
س  ه ب  ه را ن  وت  ر ری  اض  ی م  ط  ال  ع  ات اس  ت. س  اخ  ت  ه زب  ان  زد ری  اض  ی ن  واب  غ ع  ال  م در را او ف  ی  زی  ک در م  ج  رد ج  ب  ر
ن  ظ  ری  ه ب  ر ت  وج  ه  ی ق  اب  ل ت  اث  ی  ر وی ک  ه ١٩١٩ ت  ا ١٩٠٨ س  ال از اول دوره ک  رد، ب  ن  دی ت  ق  س  ی  م ت  وان م  ی دوره
ت  اک  ن  ون ح  س  اب  ان در ن  وت  ر دی  ف  ران  س  ی  ل ن  اورداه  ای ک  ارب  رد ن  ظ  ری  ه گ  ذاش  ت اع  داد م  ی  دان و ج  ب  ری ن  ام  ت  غ  ی  ره  ای
چ  ه  ره (١٩٢-١٩٢٠۶) دوم دوره در اس  ت. داش  ت  ه م  درن ف  ی  زی  ک پ  ی  ش  ب  رد و ه  دای  ت در س  زای  ی ب  ه ن  ق  ش
در م  ه  م  ی آث  ار (١٩٣-١٩٢٧۵) س  وم دوره در و ک  رد م  ع  رف  ی خ  ود م  ق  الات ار ی  ک  ی در را ان  ت  زاع  ی ج  ب  ر ج  دی  د
در و گ  ذاش  ت م  ی اش  ت  راک ب  ه دی  گ  ران ب  ا س  خ  اوت  م  ن  دان  ه ه  ای  ش ای  ده او س  اخ  ت م  ن  ت  ش  ر ج  اب  ج  ای  ی ج  ب  ر
ای  ن اص  ل  ی ه  ای پ  ای  ه از ی  ک  ی اس  ت ذک  ر ش  ای  ان ک  رد. م  ی ش  رک  ت خ  ود زم  ان دان  ش  م  ن  دان از ب  س  ی  اری ت  ح  ق  ی  ق  ات

اس  ت. ف  ی  زی  ک در دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات ب  ق  ای ق  وان  ی  ن در ن  وت  ر ن  ظ  ری  ه ب  ر م  ب  ت  ن  ی رس  ال  ه
ه  ن  دس  ه در س  ورب  ون دان  ش  گ  اه اس  ت  اد ١٨۶١٩-٩۵١ ک  ارت  ان: ج  ورف ال  ی Elie Joseph Cartan ۶
روش اس  اس ب  ر ک  ه ری  اض  ی  ات در ارزی ه  م ن  ظ  ری  ه ب  ود. ل  ی ک  ارب  رده  ای و دی  ف  ران  س  ی  ل ه  ن  دس  ه م  ن  ی  ف  ل  ده  ا،

اس  ت. ش  ده ارائ  ه و اب  داع ک  ارت  ان ت  وس  ط ب  اش  د م  ی خ  ارج  ی دی  ف  ران  س  ی  ل ح  س  اب و م  ت  ح  رک ک  ن  ج  ه  ای
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ص  ورت  ی در آوری  م ب  دس  ت گ  ی  ری ان  ت  گ  رال ی  ک  ب  ار ب  ا را ج  واب ی  ک، ب  ه م  ع  ادل  ه م  رت  ب  ه ک  اه  ش ب  ا ت  ا
از دس  ت  ه ای  ن ع  م  وم  ی ج  واب ی  ع  ن  ی ن  ی  س  ت ب  رق  رار چ  ی  زی چ  ن  ی  ن ل  زوم  ا ای پ  اره م  ع  ادلات در ک  ه
ب  رخ  ی ت  ن  ه  ا وض  ع  ی  ت ای  ن در آورد. ب  دس  ت ت  ق  ارن ه  ای گ  روه داش  ت  ن ب  ا ل  زوم  ا ت  وان ن  م  ی را م  ع  ادلات
اول ب  خ  ش در و ش  ود م  ی ی  اد ن  اوردا گ  روه ه  ای ج  واب ب  ه آن از ک  ه آی  ن  د م  ی ب  دس  ت ه  ا ج  واب از
دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات ب  رای رو پ  ی  ش رس  ال  ه در ال  گ  وری  ت  م ای  ن گ  رف  ت. خ  واه  ن  د ق  رار ب  ررس  ی م  ورد
ف  وق ال  گ  وی ش  رای  ط  ی ت  ح  ت ک  ه ش  ده داده ن  ش  ان ی  ع  ن  ی اس  ت. گ  رف  ت  ه ق  رار ک  ن  ک  اش م  ورد ن  ی  ز ک  س  ری

ک  رد. س  ازی پ  ی  اده ک  س  ری م  ع  ادلات ب  رای ت  وان م  ی را
ی  ک ب  اش  ن  د. م  ی پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن ف  ی  زی  ک، در ت  ق  ارن ه  ای گ  روه ک  ارب  رده  ای م  ه  م  ت  ری  ن از ی  ک  ی
ف  ی  ری  ک  ی ک  م  ی  ت ی  ک م  ان  دن ث  اب  ت ب  ی  ان  گ  ر ک  ه اس  ت ای گ  زاره ف  ی  زی  ک در ب  ق  اء اص  ل ی  ا پ  ای  س  ت  گ  ی ق  ان  ون
ب  ر در را ه  ای  ی ق  ی  د پ  ای  س  ت  گ  ی ق  ان  ون ه  ر اس  ت. آن ت  ح  ول ط  ی در م  ش  خ  ص س  ی  س  ت  م ی  ک ب  ه م  رب  وط
زم  ان  ی ف  ق  ط م  ک  ان  ی  ک  ی ک  ل ان  رژی پ  ای  س  ت  گ  ی اص  ل م  ث  لا اس  ت. ص  ادق ه  ا آن ت  ح  ت ف  ق  ط ک  ه دارد
ق  ان  ون ه  ر ازای ب  ه ب  اش  ن  د. پ  ای  س  ت  ار ن  ظ  ر م  ورد س  ی  س  ت  م ب  ر وارد ن  ی  روه  ای ه  م  ه ک  ه ک  ن  د م  ی ص  دق
داد ن  ش  ان ن  وت  ر داد. ک  اه  ش م  رت  ب  ه ی  ک را دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه ت  وان م  ی س  ی  س  ت  م ب  ر ح  اک  م پ  ای  س  ت  گ  ی
م  ه  م  ت  ری  ن ب  اش  د. م  ی آن در ت  ق  ارن ی  ک وج  ود ن  ت  ی  ج  ه س  ی  س  ت  م در پ  ای  س  ت  گ  ی ق  ان  ون ه  ر وج  ود ک  ه

از: ع  ب  ارت  ن  د پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن
ان  رژی، و ج  رم ارزی ه  م ب  ی  ان و خ  اص ن  س  ب  ی  ت ن  ظ  ری  ه ارائ  ه از ق  ب  ل ان  رژی: و ج  رم پ  ای  س  ت  گ  ی .١

ش  دن  د. م  ی ش  ن  اخ  ت  ه ج  داگ  ان  ه اص  ل دو ع  ن  وان ب  ه ان  رژی پ  ای  س  ت  گ  ی و ج  رم پ  ای  س  ت  گ  ی
خ  ط  ی) ح  رک  ت (ان  دازه ت  ک  ان  ه پ  ای  س  ت  گ  ی .٢

ای) زاوی  ه ح  رک  ت (ان  دازه ای زاوی  ه ت  ک  ان  ه پ  ای  س  ت  گ  ی .٣
ال  ک  ت  ری  ک  ی ب  ار پ  ای  س  ت  گ  ی .۴

ت  غ  ی  ی  رات  ی ان  ت  گ  رال ی  ک ت  ق  ارن گ  روه ب  ی  ن ارت  ب  اط ک  ه ک  رد ارائ  ه را م  ه  م ق  ض  ی  ه دو ١٩١٨ س  ال در ن  وت  ر
ک  ه ک  رد ث  اب  ت اول ق  ض  ی  ه در او ده  د. م  ی ن  ش  ان را م  ت  ن  اظ  ر اوی  ل  ر‐لاگ  ران  ژ م  ع  ادلات ه  ای وی  ژگ  ی ب  ا
م  ع  ادلات ب  رای ب  ق  اء ق  وان  ی  ن ت  ول  ی  د ب  ه م  ن  ج  ر ی  ک‐پ  ارام  ت  ری ت  غ  ی  ی  رات  ی ت  ق  ارن ه  ای گ  روه چ  گ  ون  ه
ی  ک‐پ  ارام  ت  ری ت  غ  ی  ی  رات  ی م  س  ال  ه ی  ک ان  رژی پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن م  ث  لا ش  ون  د. م  ی اوی  ل  ر‐لاگ  ران  ژ
ق  ان  ون م  ث  ال ع  ن  وان ب  ه ش  ون  د. م  ی اوی  ل  ر‐لاگ  ران  ژ م  ع  ادلات ب  رای پ  ای  س  ت  گ  ی ق  ان  ون ت  ول  ی  د ب  ه م  ن  ج  ر
ح  ال  ی  ک  ه در اس  ت زم  ان ب  ه ن  س  ب  ت ان  ت  ق  ال ت  ق  ارن ت  ح  ت ن  اوردای  ی م  س  ال  ه ی  ک ان  رژی پ  ای  س  ت  گ  ی
م  ی دوران و ان  ت  ق  ال ت  ب  دی  لات ت  ح  ت ن  اوردای  ی م  س  ال  ه ی  ک ای زاوی  ه و خ  ط  ی گ  ش  ت  اور پ  ای  س  ت  گ  ی
ق  وان  ی  ن و ت  ق  ارن ه  ای گ  روه م  ی  ان ی  ک ب  ه ی  ک ت  ن  اظ  ر ی  ک ک  ردن ب  رق  رار ن  وت  ر ک  اره  ای دی  گ  ر از ب  اش  د.
ش  د ی  اف  ت  ه ت  ع  م  ی  م ه  ای ت  ق  ارن ن  ام ب  ه ه  ا ت  ق  ارن از ن  وع  ی ارائ  ه ب  ه م  ن  ج  ر ت  ن  اظ  ر ای  ن اس  ت. پ  ای  س  ت  گ  ی

گ  رف  ت. خ  واه  د ق  رار ب  ح  ث م  ورد دوم ب  خ  ش در ک  ه
ت  غ  ی  ی  رات  ی م  س  ال  ه ی  ک از ی  ک‐پ  ارام  ت  ری گ  روه ه  ر ک  ه اس  ت آن ن  وت  ر ن  ظ  ری  ه ن  ت  ای  ج دی  گ  ر از
ی  ک ب  ه پ  ای  س  ت  گ  ی ق  ان  ون ه  ر ع  ک  س ط  ور ب  ه و ش  ود پ  ای  س  ت  گ  ی ق  ان  ون ت  ول  ی  د ب  ه م  ن  ج  ر ت  وان  د م  ی



۵
ام  ا اس  ت. م  ه  م  ی ب  س  ی  ار ن  ت  ی  ج  ه ی  ک ای  ن چ  ه اگ  ر ش  ود. م  ی م  رب  وط ه  ا ت  ق  ارن از ت  غ  ی  ی  رات  ی م  س  ال  ه
ه  م  ی  ن ب  ه اس  ت. ن  ظ  ر م  ورد ت  غ  ی  ی  رات  ی م  س  ال  ه وج  ود ع  دم ی  ا وج  ود ه  م  ان ک  ه دارد ه  ای  ی م  ح  دودی  ت
ه  ای روش و پ  ذی  رف  ت  ه ص  ورت ق  ض  ی  ه ای  ن رف  ع ب  رای ب  س  ی  اری ت  لاش  ه  ای م  ع  اص  ر دوره در ج  ه  ت
ک  ه اس  ت روش  ی ه  ا آن م  ه  م  ت  ری  ن از اس  ت. ش  ده ارائ  ه پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن م  ح  اس  ب  ه ب  رای م  ت  ف  اوت  ی
م  ی ت  غ  ی  ی  رات  ی م  س  ال  ه ی  اف  ت  ن از ن  ظ  ر ص  رف ک  ه ک  رد اش  اره آن ب  ه [٣٢] ت  ح  ق  ی  ق  ات  ش در ٧ اب  راگ  ی  م  وف
ص  وری ط  ور ب  ه را پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن ب  اش  د م  ی ن  وت  ر اس  اس  ی ق  ض  ی  ه ت  ع  م  ی  م ن  وع  ی ب  ه ک  ه روش  ی ب  ا ت  وان
را پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن ک  ه م  ه  م  ی و دی  گ  ر روش آورد. ب  دس  ت ن  ظ  ر م  ورد س  ی  س  ت  م ه  ای ت  ق  ارن پ  ای  ه ب  ر
را ت  ق  ارن م  س  ال  ه چ  ه اگ  ر ک  ه ب  اش  د م  ی [٧] م  س  ت  ق  ی  م روش ک  ن  د م  ی ب  ررس  ی م  ت  ن  اظ  رش ت  ق  ارن ب  دون
اس  ت  ف  اده ن  ی  ازم  ن  د اغ  ل  ب ک  ه اس  ت ای پ  ی  چ  ی  ده ب  س  ی  ار م  ح  اس  ب  ات آن م  ع  ای  ب از ام  ا آورد ن  م  ی م  ی  ان ب  ه
در ه  ا آن از ب  رخ  ی ب  ه ک  ه اس  ت م  وج  ود ه  م دی  گ  ری ه  ای روش ب  اش  د. م  ی م  ح  اس  ب  ات  ی ه  ای ب  س  ت  ه از

ش  د. خ  واه  د اش  اره رس  ال  ه ط  ی
م  رت  ب  ه ب  ا دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات ب  رای ه  م  گ  ی اب  ت  دا در ش  ده ت  وص  ی  ف ه  ای روش اس  ت ذک  ر ب  ه لازم
ک  س  ری دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات ب  ه ف  وق ه  ای روش و ه  ا ال  گ  وری  ت  م اخ  ی  را ام  ا ان  د. ش  ده ب  ی  ان ص  ح  ی  ح
ک  رد. خ  واه  ی  م واک  اوی را ه  ا آن چ  ه  ار و س  ه ه  ای ب  خ  ش در ک  ه ان  د ش  ده داده ت  ع  م  ی  م ن  ی  ز ت  ق  ری  ب  ی و
را م  ح  اس  ب  ات  ی اف  زاره  ای ن  رم و ه  ا ب  س  ت  ه ک  ارگ  ی  ری ب  ه ن  ح  وه م  ج  زا ب  خ  ش  ی در ش  ود م  ی س  ع  ی پ  ای  ان در
و ت  لاش ت  م  ام  ی ک  ن  ی  م. ب  ی  ان رس  ال  ه ای  ن ن  ظ  ر م  ورد م  ح  اس  ب  ات در را ه  ا آن م  زای  ای و ک  رده م  ع  رف  ی
ع  ل  وم در را ه  ن  دس  ه ک  ارب  رد دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات ک  م  ک ب  ه ک  ه اس  ت آن ب  ر رس  ال  ه ای  ن س  ع  ی
ج  ای خ  ود در ک  ه ای ن  ظ  ری  ه پ  ش  ت  وان  ه ب  ه ه  ن  دس  ی ه  ای روش ده  ی  م ن  ش  ان و ک  رده پ  ی  دا م  خ  ت  ل  ف
ن  وی  س  ن  ده چ  ن  د ه  ر ب  اش  د. ک  ارب  ردی ع  ل  وم در ه  ا ک  اس  ت  ی از ب  س  ی  اری راه  گ  ش  ای ت  وان م  ی دارد
ه  م  چ  ون ب  زرگ  ان  ی ع  ل  م  ی ت  ول  ی  دات و ت  لاش  ه  ا از اق  ی  ان  وس  ی زی  را ن  ی  س  ت ک  اف  ی ای  ن ک  ه دارد م  ی اذع  ان
٢۵ در ک  ه اس  ت ف  ران  س  وی ای  ت  ال  ی  ای  ی‐ ری  اض  ی  دان و م  ن  ج  م لاگ  ران  ژ ل  وی  ی ژوزف ٨ لاگ  ران  ژ ن  وت  ر، ام  ی
ب  ه واف  ری ع  لاق  ه س  ال  گ  ی ١۶ س  ن ت  ا ژوزف گ  ش  ود. ج  ه  ان ب  ه دی  ده ت  ورن ش  ه  ر در ١٧٣۶ ژان  وی  ه
آن  چ  ن  ان ری  اض  ی  ات در لاگ  ران  ژ ک  رد، پ  ی  دا ری  اض  ی  ات ب  ه گ  رای  ش م  رت  ب  ه ی  ک ب  ه ول  ی داش  ت ادب  ی  ات
ژوزف ش  د. ان  ت  خ  اب ت  ورن ش  ه  ر ت  وپ  خ  ان  ه م  درس  ه م  ع  ل  م  ی ب  ه س  ال  گ  ی ١٨ س  ن در ک  ه ن  م  ود پ  ی  ش  رف  ت
را ع  ل  م  ی ان  ج  م  ن ت  وان  س  ت آن  ه  ا ک  م  ک ب  ا ک  ه ن  م  ود ای  ج  اد خ  وی  ش ش  اگ  ردان در ش  وق  ی و ش  ور چ  ن  ان
او گ  ردی  د. ت  ب  دی  ل ت  ورن ع  ل  وم پ  ادش  اه  ی آک  ادم  ی ب  ه ١٧۵٨ س  ال در ان  ج  م  ن ای  ن ک  ه آورد وج  ود ب  ه
ن  م  ود. آش  ک  ار ت  غ  ی  ی  رات) (ح  س  اب اخ  ت  راع ب  ا را خ  ود ف  ک  ری ق  درت و ن  ب  وغ س  ال  گ  ی ١٩ س  ن در
پ  ل  ی م  درس  ه اس  ت  اد ١٧٩٧ س  ال در و ن  ورم  ال اک  ول ن  وب  ن  ی  اد م  وس  س  ه اس  ت  اد ١٧٩۵ س  ال در لاگ  ران  ژ
ن  ت  ی  ج  ه لاگ  ران  ژ ل  وی  ی ژوزف آورد. دس  ت ب  ه را س  ن  ات  ور و ک  ن  ت ل  ق  ب ن  اپ  ل  ئ  ون زم  ان در و ش  د ت  ک  ن  ی  ک
ت  ح  ق  ی  ق زم  ی  ن  ه ه  م  ی  ن در ک  ه ن  ی  ز اوی  ل  ر ف  رس  ت  اد، اوی  ل  ر ب  رای رس  ال  ه ب  ص  ورت را خ  ود ت  ح  ق  ی  ق  ات
ب  ت  وان  د لاگ  ران  ژ ل  وی  ی ژوزف ت  ا ک  ش  ی  د دس  ت خ  ود ک  ار از ک  ه گ  رف  ت ق  رار او ت  أث  ی  ر ت  ح  ت آن  چ  ن  ان م  ی  ک  رد
ک  ه چ  را ش  د پ  ط  رزب  ورگ س  ن ع  ازم ١٧۶۶ س  ال در اوی  ل  ر ن  م  ای  د. چ  اپ را خ  ود ت  ح  ق  ی  ق  ات ن  ت  ی  ج  ه

Nail H.Ibragimov ٧
Joseph-Louis Lagrange ٨



م  ق  دم  ه ۶
اوی  ل  ر ع  زی  م  ت، ه  ن  گ  ام ک  رد م دع  وت خ  ود درب  ار ب  ه را ن  واب  غ و دان  ش  م  ن  دان زم  ان آن در روس  ی  ه م  ل  ک  ه
ل  وی  ی ژوزف و ب  گ  م  ارد. ب  رل  ن آک  ادم  ی س  رپ  رس  ت  ی ب  ه را لاگ  ران  ژ ل  وی  ی ژوزف ت  ا خ  واس  ت ف  ردری  ک از
١٧٩٣ س  ال در ش  د. م  ن  ص  وب آک  ادم  ی ری  اس  ت ب  ه ن  داش  ت س  ال ۴٠ از ب  ی  ش زم  ان آن در ک  ه لاگ  ران  ژ
ج  زئ  ی ک  ه گ  رف  ت  ن  د ع  ه  ده ب  ر را م  ام  وری  ت  ی دی  گ  ر دان  ش  م  ن  دان از چ  ن  دت  ن ک  م  ک ب  ا لاگ  ران  ژ ل  وی  ی ژوزف
م  ت  ر ت  رت  ی  ب ب  دی  ن ن  ه  ادن  د. ن  ام م  ت  ر را واح  د ای  ن و ده  ن  د ق  رار ط  ول واح  د را پ  اری  س ال  ن  ار ن  ص  ف از
ک  ن  ون ت  ا ک  ه اس  ت گ  ی  ری ان  دازه س  ی  س  ت  م ت  ری  ن دق  ی  ق و ش  د ک  ش  وره  ا از ب  س  ی  اری رس  م  ی م  ق  ی  اس

اس  ت. ش  ده ع  رض  ه
م  ی را ت  ح  ل  ی  ل  ی م  ک  ان  ی  ک ١٧٨٨ س  ال در لاگ  ران  ژ ل  وی  ی ژوزف ع  ل  م  ی ش  اه  ک  اره  ای ب  زرگ  ت  ری  ن از
ت  ح  ل  ل  ی  ل  ی، م  ک  ان  ی  ک در پ  ی  ش  رو ه  ای ن  ظ  ری  ه از ب  س  ی  اری م  ب  دع او داد. ان  ت  ش  ار ک  ه ب  رد ن  ام ت  وان
ج  ه  ان از چ  ش  م پ  اری  س در ١٨١٣ آوری  ل ١٠ در وی ب  اش  د. م  ی ... و ری  اض  ی آن  ال  ی  ز س  ی  الات،
راه ای  ن در ... و ب  ل  وم  ن اب  راگ  ی  م  وف، اول  ور، چ  ون م  ع  اص  ری ن  واب  غ و ک  ارت  ان ،٩ اوی  ل  ر ف  روب  س  ت.
در آن  ان، دس  ت  اورده  ای از گ  ی  ری ب  ک  ار و ه  ا آن دادن ق  رار ه  م ک  ن  ار ب  ا ت  ا ش  ده س  ع  ی ام  ا دارد. ق  رار

گ  ردد. م  ع  رف  ی م  ن  دان ع  لاق  ه ب  ه ت  لاش  ه  ا ای  ن ع  ظ  م  ت م  س  ای  ل ب  رخ  ی

ف  ی  زی  ک  دان و ری  اض  ی  دان از (١٧٨٣ س  پ  ت  ام  ب  ر ١٨ – ١٧٠٧ آوری  ل ١۵) اوی  ل  ر ل  ئ  ون  ارد Leonhard Euler٩
ن  ظ  ری  ه و ان  ت  گ  رال و دی  ف  ران  س  ی  ل ح  س  اب زم  ی  ن  ه ه  ای در م  ه  م  ی ب  س  ی  ار ک  ش  ف ه  ای او ب  ود. س  وئ  ی  س  ی ب  رج  س  ت  ه
م  ف  ه  وم م  ان  ن  د ری  اض  ی ت  ح  ل  ی  ل و ت  ج  زی  ه زم  ی  ن  ه ه  ای در م  ه  م  ی اص  لاح  ات ه  م  چ  ن  ی  ن اوی  ل  ر داش  ت  ه اس  ت. گ  راف
ش  ه  رت ن  ج  وم و اپ  ت  ی  ک س  ی  الات، دی  ن  ام  ی  ک م  ک  ان  ی  ک، در خ  ود ک  اره  ای ب  رای و داده اس  ت ان  ج  ام ری  اض  ی ت  اب  ع
س  ر ب  ه آل  م  ان ب  رل  ی  ن ش  ه  ر و روس  ی  ه در پ  ت  رزب  ورگ س  ن ش  ه  ر در را خ  ود زن  دگ  ی س  ال ه  ای ب  ی  ش  ت  ر اوی  ل  ر دارد.
ش  ن  اخ  ت  ه دوران ت  م  ام دان  ش  م  ن  دان ب  زرگ  ت  ری  ن از ی  ک  ی و ١٨ س  دۀ ری  اض  ی  دان  ان ب  رج  س  ت  ه ت  ری  ن از ی  ک  ی او ب  رد.
ش  ی  وه ای ب  ه ب  ود گ  رف  ت  ه ان  ج  ام ری  اض  ی ت  ح  ل  ی  ل زم  ی  ن  ه در ه  ج  ده  م س  ده ن  ی  م  ه در ک  ه ش  ده اس  ت.ک  ش  ف ه  ای  ی
،(١٧۴٨) ن  ام  ت  ن  اه  ی ت  ح  ل  ی  ل ب  ر م  دخ  ل  ی ش  ده اس  ت: خ  لاص  ه زی  ر ک  ت  اب س  ه م  ج  م  وع  ه در اوی  ل  ر ب  ه وس  ی  ل  ه م  ن  ظ  م
م  ع  ن  ای ب  ه اوی  ل  ر . (١٧۶١٧٧٠-٨) ان  ت  گ  رال ح  س  اب روش  ه  ای ،(١٧۵۵) دی  ف  ران  س  ی  ل ح  س  اب روش  ه  ای
ری  اض  ی  ات او ک  ار در ب  ود. ه  ن  دس  ه دان م  ی رف  ت ک  ار ه  ن  دس  ه ک  ل  م  ه ب  رای ه  ج  ده  م س  ده در ک  ه گ  س  ت  رده ای
ری  اض  ی آث  ار در داش  ت. ع  م  وم  ی زن  دگ  ی ب  ا و ف  ن  اوری م  س  ائ  ل ب  ا ع  ل  وم س  ای  ر ک  ارب  رد ب  ا ن  زدی  ک  ی ب  س  ت  گ  ی
ب  ا او زم  ی  ن  ه اس  ت. ای  ن در او آث  ار م  ج  م  وع  ه از ج  ل  د ه  ف  ده دارد؛ را ن  خ  س  ت ج  ای  گ  اه ری  اض  ی ت  ح  ل  ی  ل اوی  ل  ر
در س  اخ  ت م  ن  ظ  م را خ  ود درس  ی ک  ت  اب  ه  ای در آن ع  رض  ه ن  ح  وه داد. ی  اری ری  اض  ی ت  ح  ل  ی  ل ب  ه م  ت  ع  دد ک  ش  ف  ی  ات
دی  ف  ران  س  ی  ل، م  ع  ادلات ن  ظ  ری  ه ت  غ  ی  ی  رات، ف  اض  ل و ج  ام  ع ح  س  اب ن  ظ  ی  ر ری  اض  ی م  ت  ع  دد رش  ت  ه ه  ای ب  ن  ی  ادگ  ذاری
از ب  س  ی  اری وی ک  رد. ک  م  ک ان  دزه ب  ی خ  اص ت  واب  ع ن  ظ  ری  ه و م  خ  ت  ل  ط م  ت  غ  ی  ره  ای ت  واب  ع م  ق  دم  ات  ی ن  ظ  ری  ه

ک  رد. م  ی  دان وارد را ری  اض  ی ع  لائ  م ک  ن  ون  ی ق  رارداده  ای
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م  ع  اص  ر غ  ی  ر دان  ش  م  ن  دان از ت  ص  اوی  ری :١ . ١ ش  ک  ل
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م  ع  اص  ر دان  ش  م  ن  دان از ت  ص  اوی  ری :١ . ٢ ش  ک  ل



٢ ف  ص  ل
دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات ه  ن  دس  ی س  اخ  ت  ار

ن  ح  وه ه  ا، آن م  ی  ان ارت  ب  اط چ  گ  ون  گ  ی و ل  ی ه  ای ج  ب  ر و ه  ا گ  روه ب  ا آش  ن  ای  ی ب  ر ع  لاوه ب  خ  ش ای  ن در
ای  ن از ن  اوردا ه  ای ج  واب از دس  ت  ه ی  ک ب  ه رس  ی  دن و دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات ه  ای ت  ق  ارن م  ح  اس  ب  ه ی

ده  ی  م. م  ی ق  رار ب  ررس  ی م  ورد را م  ع  ادلات

ل  ی ج  ب  ره  ای و ت  ب  دی  لات ل  ی، گ  روه  ه  ای ٢ . ١
ب  ا ل  ی١ س  وف  وس ن  روژی دان ری  اض  ی ت  وس  ط ن  وزده  م ق  رن اواخ  ر در ل  ی ه  ای گ  روه روی ب  ر م  ط  ال  ع  ه
در م  ق  الات  ی و م  ط  ال  ع  ات ٢ک  ه گ  ال  وا اواری  س  ت ف  ران  س  وی ج  ب  ری  س  ت و دان ری  اض  ی ک  ار روش از ال  ه  ام
ب  ود، ک  رده اس  ت  ف  اده ای ج  م  ل  ه چ  ن  د م  ع  ادلات ت  ح  ل  ی  ل ب  رای آن از و داش  ت ه  ا گ  روه ن  ظ  ری  ه زم  ی  ن  ه
گ  روه ع  م  ل ح  ی  ط  ه در ه  ا آن ک  ارب  ردن ب  ه و ه  ا ت  ق  ارن از اس  ت  ف  اده ب  ه ب  س  ی  اری ع  لاق  ه ل  ی ش  د. ان  ج  ام
وج  ود ب  ا داش  ت. ج  زی  ی م  ش  ت  ق  ات ب  ا دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات اب  ه  ام  ات رف  ع و س  ازی س  اده ب  رای
را م  ش  ک  لات از ب  س  ی  اری ت  وان  س  ت داش  ت وج  ود ل  ی زن  دگ  ی زم  ان در ک  ه ع  ل  م  ی ه  ای م  ح  دودی  ت
ام  روزه ک  ه ک  ل  ی اب  زاره  ای از ن  ت  وان  س  ت ول  ی ب  ردارد راه س  ر از ل  ی ه  ای گ  روه از م  ا ب  ه  ت  ر درک ب  رای
ه  م  چ  ون ت  وپ  ول  وژی  ک  ی م  ف  اه  ی  م س  ازی س  اده ب  رای ش  ون  د م  ی ش  ن  اخ  ت  ه ل  ی ه  ای گ  روه ع  ن  وان ب  ه
ی  ک اس  اس  ا داد ان  ج  ام م  ط  ال  ع  ات  ش در ل  ی ک  ه آن  چ  ه ک  ن  د. اس  ت  ف  اده ه  ا آن ک  ردن ف  رم  ول  ه و م  ن  ی  ف  ل  ده  ا

Sophus Lie١
Evariste Galois٢

٩



دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات ه  ن  دس  ی س  اخ  ت  ار ١٠
م  ی اط  لاق آن ب  ه م  وض  ع  ی ل  ی ه  ای گ  روه ع  ن  وان ام  روزه ک  ه ب  ود ل  ی ه  ای گ  روه از م  وض  ع  ی ن  س  خ  ه
م  ش  ت  ق  ات ب  ا دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه ی  ک ک  ه داد ن  ش  ان خ  ود ش  ده م  ن  ت  ش  ر م  ق  ال  ه اول  ی  ن در وی ش  ود.
اس  ت ب  رخ  وردار پ  ارام  ت  ری س  ه ن  اوردای  ی گ  روه ی  ک از ح  داک  ث  ر دوم م  رت  ب  ه از خ  ط  ی ب  ع  دی دو ج  زی  ی
ه  م  چ  ن  ی  ن او ش  ود.) م  ی ن  اش  ی ب  ودن خ  ط  ی از ک  ه پ  ارام  ت  ر ن  ام  ت  ن  اه  ی ب  دی  ه  ی ت  ق  ارن گ  روه از غ  ی  ر (ب  ه
را ت  ق  ارن ای  ن و ک  رد م  ح  اس  ب  ه را ب  ع  دی ی  ک گ  رم  ای  ی رس  ان  ش م  ع  ادل  ه م  اک  س  ی  م  ال ن  اوردای  ی گ  روه

داد. ق  رار اس  ت  ف  اده م  ورد م  ع  ادل  ه ص  ری  ح ه  ای ج  واب س  اخ  ت ب  رای

ل  ی گ  روه ٢ . ١ . ١
گ  روه ش  ن  اخ  ت ب  رای م  ن  اس  ب اب  زار ک  ردن ف  راه  م و ل  ی ه  ای گ  روه م  ع  رف  ی ب  خ  ش ای  ن اص  ل  ی ه  دف
ب  ه ل  ی گ  روه زی  ر م  ع  رف  ی و ل  ی گ  روه ت  ع  ری  ف از ب  ع  د ب  اش  د. م  ی آن ک  ارب  رده  ای و خ  واص ت  ق  ارن،
خ  واص ه  ای  ی م  ث  ال ارائ  ه ب  ا ادام  ه در پ  ردازی  م[٨٠]. م  ی م  ن  ی  ف  ل  ده  ا روی ب  ر گ  روه ع  م  ل ب  ررس  ی

ش  د. خ  واه  د درک ق  اب  ل گ  روه ای  ن از ب  ی  ش  ت  ری
ج  ب  ری س  اخ  ت  ار دارای ه  رگ  اه ن  ام  ن  د م  ی ل  ی گ  روه ی  ک را G چ  ون ه  م  واری م  ن  ی  ف  ل  د .٢ . ١ . ١ ت  ع  ری  ف
ض  اب  ط  ه ب  ا ه  م  راه m : G×G −→ G و i : G −→ G س  از وارون و ض  رب ع  م  ل دو و ب  اش  د گ  روه  ی

ه  ای
m(g, h) = g.h, i(g) = g−١. (٢ . ١)

گ  روه ی  ک را G آن  گ  اه ب  اش  ن  د، پ  ی  وس  ت  ه i و m و ت  وپ  ول  وژی  ک  ی م  ن  ی  ف  ل  د ی  ک G اگ  ر ب  اش  ن  د. ه  م  وار
ن  ام  ن  د. م  ی ت  وپ  ول  وژی  ک  ی

ن  گ  اش  ت ک  ه ط  وری ب  ه ب  اش  د گ  روه  ی س  اخ  ت  ار ب  ا ه  م  وار م  ن  ی  ف  ل  د ی  ک G اگ  ر .٢ . ١ . ٢ گ  زاره
ب  ود. خ  واه  د ل  ی گ  روه ی  ک G ای  ن  ص  ورت در ب  اش  د، ,g)ه  م  وار h) 7→ gh−١ ب  اض  اب  ط  ه G×G −→ G

ه  س  ت  ن  د: ل  ی گ  روه ی  ک از ه  ای  ی ن  م  ون  ه زی  ر ه  ای م  ن  ی  ف  ل  د از ی  ک ه  ر .٢ . ١ . ٣ م  ث  ال
وارون م  خ  ت  ل  ط ه  ای م  ات  ری  س ت  م  ام از ک  ه GL(n,C) م  خ  ت  ل  ط ع  ام خ  ط  ی گ  روه •
گ  روه ای  ن ب  اش  د. م  ی ل  ی گ  روه ی  ک ، اس  ت ش  ده س  اخ  ت  ه n × n پ  ذی  ر
ض  رب ن  گ  اش  ت ک  ه m ن  گ  اش  ت و اس  ت ‐ب  ع  دی ٢n٢ م  ن  ی  ف  ل  د ی  ک خ  ود
ه  ای م  ات  ری  س وارون ن  گ  اش  ت ع  ن  وان ب  ه i ن  گ  اش  ت و م  رب  ع  ی ه  ای م  ات  ری  س
گ  روه ی  ک GL(n,C) ب  ن  اب  رای  ن ه  س  ت  ن  د. ه  م  وار ش  ود، م  ی ش  ن  اخ  ت  ه م  رب  ع  ی

اس  ت. ل  ی

خ  ط  ی گ  روه از خ  اص ح  ال  ت ی  ک ک  ه GL(n,R) ح  ق  ی  ق  ی ع  ام خ  ط  ی گ  روه –
‐ب  ع  دی n٢ ل  ی گ  روه ی  ک اس  ت  ن  ب  اط ه  م  ی  ن ب  ا اس  ت م  خ  ت  ل  ط ع  ام



١١ ل  ی ج  ب  ره  ای و ت  ب  دی  لات ل  ی، گ  روه  ه  ای
ب  ود. خ  واه  د

م  ی n٢ − ١ ب  ع  د ب  ا ل  ی گ  روه ،SL(n) = {A; detA = ١} خ  اص خ  ط  ی گ  روه –
ب  اش  د.

م  ت  ع  ام  د م  ات  ری  س  ه  ای گ  روه ک  ن  د م  ی ح  ف  ظ را اق  ل  ی  دس  ی ن  رم ک  ه ل  ی گ  روه –
از و ان  د ف  اص  ل  ه و ن  رم ح  اف  ظ ک  ه ه  س  ت  ن  د n(n−١)٢ ب  ع  د ب  ا O(n) = {A;ATA = I}

ب  رد. ن  ام ان  ع  ک  اس و دوران ت  وان م  ی ه  ا آن خ  واص
م  ات  ری  س از ،n(n−١)٢ ب  ع  د و دوران وی  ژگ  ی ب  ا خ  اص م  ت  ع  ام  د ه  ای م  ات  ری  س گ  روه –
خ  لاص  ه ط  ور ب  ه اس  ت. ش  ده ت  ش  ک  ی  ل ی  ک دت  رم  ی  ن  ان ب  ا م  ت  ع  ام  د ه  ای

.SO(n) = {A;ATA = I, detA = ١}
پ  ذی  ری وارون و ان  ت  ق  ال خ  واص ب  ا A(n + ١) = GL(n) × Rn آف  ی  ن ت  ب  دی  لات گ  روه –

ب  اش  د. م  ی n(n+ ١) ب  ع  د دارای

ه  ای وی  ژگ  ی ب  ا SA(n + ١) = SL(n) × Rn خ  اص آف  ی  ن ت  ب  دی  لات گ  روه –
دارد. n٢ + n− ١ ب  ا ب  راب  ر ب  ع  دی ان  ت  ق  ال و ت  ص  وی  ری

اق  ل  ی  دس  ی ت  ب  دی  لات و E(n) = O(n) × Rn اق  ل  ی  دس  ی ت  ب  دی  لات گ  روه –
خ  اص

دارن  د. را n(n+١)٢ ب  ع  د ان  ت  ق  ال، و دوران خ  واص ب  ا SE(n) = SO(n)× Rn

ل  ی گ  روه ج  م  ع، ع  م  ل ت  ح  ت Rn اق  ل  ی  دس  ی ف  ض  ای و R ح  ق  ی  ق  ی اع  داد •
گ  ردن  ن  د. م  ی م  ح  س  وب

ض  رب ع  م  ل ت  ح  ت ع  ن  اص  رش  ان ه  م  ه پ  ذی  ری وارون دل  ی  ل ب  ه C∗ = C−{٠} و R∗ = R−{٠} •
ه  س  ت  ن  د. ب  ع  دی دو و ب  ع  دی ی  ک ل  ی گ  روه  ه  ای ت  رت  ی  ب ب  ه ،

و (θ١, θ٢) 7−→ θ١ + θ٢ ه  ای ن  گ  اش  ت θ, θ١, θ٢ ∈ S١ دل  خ  واه زاوی  ه ه  ر ب  رای آن  ج  ای  ی  ک  ه از •
م  ن  ی  ف  ل  د ی  ک S١ دای  ره و ده  ن  د م  ی گ  روه ی  ک ت  ش  ک  ی  ل م  خ  ت  ل  ط اع  داد ض  رب ت  ح  ت θ 7−→ −θ

گ  ردد. م  ی م  ح  س  وب ل  ی گ  روه ی  ک S١ ب  ن  اب  رای  ن ب  اش  د، م  ی ه  م  وار
GL(V ) ، ت  رک  ی  ب ت  ح  ت ص  ورت ای  ن در ب  اش  د م  خ  ت  ل  ط ی  ا ح  ق  ی  ق  ی ب  رداری ف  ض  ای ی  ک V اگ  ر •
V اگ  ر ده  د. م  ی گ  روه ی  ک ت  ش  ک  ی  ل V ب  ه V از پ  ذی  ر وارون خ  ط  ی ت  ب  دی  لات ک  ل  ی  ه از م  ت  ش  ک  ل



دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات ه  ن  دس  ی س  اخ  ت  ار ١٢
ی  ا GL(n,R) ب  ه GL(V ) از ای  زوم  ورف  ی  س  م ی  ک V پ  ای  ه ه  ر آن  گ  اه ب  اش  د م  ت  ن  اه  ی پ  ای  ه دارای
اس  ت. ه  م  وار م  ن  ی  ف  ل  د ی  ک و ل  ی گ  روه ی  ک خ  ود GL(V ) ب  ن  اب  رای  ن ک  ن  د. م  ی ت  ع  ری  ف GL(n,C)

ه  ای ن  گ  اش  ت وس  ی  ل  ه ب  ه گ  اه آن ب  اش  ن  د ل  ی گ  روه n ،G١, G٢, . . . , Gn اگ  ر •
(g١, g٢, . . . , gn)(h١, h٢, . . . , hn) = (g١h١, g٢h٢, . . . , gnhn),

(g١, g٢, . . . , gn)−١ = (g−١١ , g−١٢ , . . . , g−١
n ).

ده  د. م  ی ل  ی گ  روه ی  ک ت  ش  ک  ی  ل G١ ×G٢ × . . .×Gn

گ  روه زی  ر ی  ک ش  رای  ط  ی چ  ه ت  ح  ت ک  ن  د م  ی ب  ی  ان ک  ارت  ان ق  ض  ی  ه ع  ن  وان ت  ح  ت زی  ر ب  ن  ی  ادی ق  ض  ی  ه
.[۵٩] ش  ود م  ی ل  ی گ  روه ی  ک خ  ود ل  ی گ  روه ی  ک از

ص  ورت ای  ن در ب  اش  د، H ⊆ G آن از ب  س  ت  ه گ  روه زی  ر ی  ک H و ل  ی گ  روه ی  ک G اگ  ر .۴ . ٢ . ١ ق  ض  ی  ه
G ب  رای ل  ی گ  روه زی  ر ی  ک خ  ود H ل  ذا ، ب  رد م  ی ارث ب  ه G از را ه  م  وار م  ن  ی  ف  ل  د و گ  روه س  اخ  ت  ار H

ش  ود. م  ی م  ح  س  وب
ک  ن  د م  ی ع  م  ل M م  ان  ن  د ه  م  وار م  ن  ی  ف  ل  د ی  ک روی ب  ر ک  ه G م  ان  ن  د ت  ب  دی  ل گ  روه ی  ک .۵ . ٢ . ١ ت  ع  ری  ف
ب  ا ه  م  راه (p, g) 7−→ p.g ض  اب  ط  ه ب  ا M ×G→M ن  گ  اش  ت ک  ه ش  رای  ط ای  ن ب  ا ب  اش  د م  ی ل  ی گ  روه ی  ک

ب  اش  د. ه  م  وار زی  ر ه  ای وی  ژگ  ی
p.e = p, (p.g١).g٢ = p.(g١g٢). ∀ g١, g٢ ∈ G, p ∈M.

ع  م  ل ت  وان م  ی ص  ورت ه  م  ی  ن ب  ه اس  ت. ک  رده ع  م  ل M روی راس  ت از G گ  وی  ی  م م  ی ح  ال  ت ای  ن در
ک  رد. ت  ع  ری  ف ن  ی  ز را M روی ب  ر G چ  پ

ی  ا M ×G → M ن  گ  اش  ت و ب  اش  د ل  ی گ  روه ی  ک G و ه  م  وار م  ن  ی  ف  ل  د ی  ک M اگ  ر ه  م  چ  ن  ی  ن
ن  ام  ی  ده ه  م  وار گ  روه ع  م  ل ی  ک گ  روه ع  م  ل ص  ورت ای  ن در ب  اش  د ه  م  وار ن  گ  اش  ت  ی گ  روه، ع  م  ل ه  م  ان

ش  ود. م  ی
g ت  ب  دی  ل ه  ر ازای ب  ه و ب  اش  د M روی ب  ر ت  ب  دی  ل گ  روه ی  ک G ه  رگ  اه اس  ت ت  ب  دی  ل ی  ک g ∈ G

ک  رد. ن  وی  س  ی ب  از ϕg :M −→M ش  ک  ل ب  ه ت  وان م  ی را ϕ ت  ب  دی  ل ن  گ  اش  ت
ی  ع  ن  ی G گ  روه ت  ح  ت p ت  ب  دی  لات ت  م  ام م  ج  م  وع  ه ص  ورت ای  ن در ب  اش  د p ∈M اگ  ر

G.p = {g.p : g ∈ G}.

ه  س  ت  ن  د. م  ن  ی  ف  ل  د زی  ر م  داره  ا ه  م  ه ن  ام  ن  د. م  ی G ت  ب  دی  ل ت  ح  ت p م  دار را
ع  م  ل ه  م  ان  ی ع  ض  و ص  ورت ب  ه ک  ه اس  ت G گ  روه اع  ض  ای از دس  ت  ه آن ،p س  از پ  ای  دار گ  روه زی  ر

ب  اش  د. م  ی ن  ی  ز G از گ  روه  ی زی  ر و ده  ن  د م  ی ن  م  ای  ش Gp = {g : g.p = p} ص  ورت ب  ه و ک  ن  ن  د م  ی
ای  ن  ص  ورت در ک  ن  د م  ی ع  م  ل M م  ن  ی  ف  ل  د روی ک  ه ب  اش  د ت  ب  دی  لات گ  روه ی  ک G اگ  ر .۶ . ٢ . ١ ت  ع  ری  ف
g ∈ G و p ∈ M ه  ر ب  رای ک  ه ق  س  م  ی ب  ه اس  ت ‐ن  اوردا G ت  اب  ع ی  ک I : M −→ R ح  ق  ی  ق  ی ت  اب  ع

.I(g.p) = I(p) ب  اش  ی  م داش  ت  ه



١٣ ل  ی ج  ب  ره  ای و ت  ب  دی  لات ل  ی، گ  روه  ه  ای

ل  ی ج  ب  ر ٢ . ١ . ٢
م  ج  م  وع  ه ی  ک روی از پ  ی  وس  ت  ه ن  گ  اش  ت ای  ده ت  وان م  ی چ  ط  ور ک  ه ش  د خ  واه  د گ  ف  ت  ه ب  ح  ث، ادام  ه در
آن  ج  ای  ی  ک  ه از داد. ت  ع  م  ی  م ه  م  وار م  ن  ی  ف  ل  ده  ای روی ب  ر را U ⊆ Rn ب  از م  ج  م  وع  ه ب  ه U ⊆ Rn م  ان  ن  د ب  از
ب  ه M از X پ  ی  وس  ت  ه ن  گ  اش  ت ی  ک ص  ورت ب  ه M ه  م  چ  ون ه  م  وار م  ن  ی  ف  ل  د ی  ک از ب  رداری م  ی  دان ی  ک
ی  ک M م  ن  ی  ف  ل  د از دل  خ  واه ن  ق  ط  ه ه  ر ب  ه ت  وان م  ی ل  ذا ب  ود، خ  واه  د TM م  ن  ی  ف  ل  د ب  ر م  م  اس ص  ف  ح  ه

داد. اخ  ت  ص  اص TM م  م  اس ف  ض  ای در م  م  اس ب  ردار
X ب  رداری م  ی  دان ب  اش  د. M م  ن  ی  ف  ل  د روی ت  ب  دی  لات گ  روه ی  ک G ک  ه ک  ن  ی  د ف  رض .٢ . ١ . ٧ ت  ع  ری  ف
p ∈ M و g ∈ G ه  ر ازای ب  ه ه  رگ  اه گ  وی  ی  م، چ  پ ‐ ‐ن  اوردای G ب  رداری م  ی  دان ی  ک را M روی

g∗(Xp) = Xg.p ب  اش  ی  م: داش  ت  ه ش  ود، م  ی ت  ع  ری  ف g.p ک  ه
م  ی ع  م  ل (راس  ت) چ  پ از خ  ودش روی ک  ه ب  اش  د ل  ی گ  روه ی  ک G ک  ن  ی  د ف  رض .٢ . ١ . ٨ ت  ع  ری  ف
چ  پ ل  ی ج  ب  ر چ  پ،(راس  ت) ن  اوردای ب  رداری ه  ای م  ی  دان ت  م  ام م  ج  م  وع  ه ب  ه ص  ورت ای  ن در ک  ن  د.
ب  ا ه  س  ت  ن  دو ی  ک  س  ان ه  م ب  ا وراس  ت چ  پ ل  ی ج  ب  ر ک  ه ش  ود م  ی ث  اب  ت ش  ود. م  ی گ  ف  ت  ه G (راس  ت)

ش  ود. م  ی داده ن  م  ای  ش g ن  م  اد
.G ≃ TeG ص  ورت ای  ن در ب  اش  د ل  ی گ  روه ی  ک G ک  ن  ی  م ف  رض .٢ . ١ . ٩ ق  ض  ی  ه

ت  وان م  ی گ  روه، ه  ر ه  م  ان  ی ع  ض  و در م  م  اس ف  ض  ای س  اخ  ت  ن ب  ا ک  ه ک  ن  د م  ی ب  ی  ان ق  ض  ی  ه ای  ن
.[١] ک  رد پ  ی  دا را گ  روه آن ل  ی ج  ب  ر

:[٧٠] اس  ت ش  ده آورده ادام  ه در ل  ی ج  ب  ر از ک  ارب  ردی م  ث  ال چ  ن  د
ب  اش  د. م  ی n×n م  رب  ع  ی ه  ای م  ات  ری  س م  ج  م  وع  ه GL(n,C) م  خ  ت  ل  ط ع  ام خ  ط  ی گ  روه ل  ی ج  ب  ر •

TInGL(n,C) =M(n× n,C).

ص  ف  ر اث  ر ب  ا n× n م  رب  ع  ی ه  ای م  ات  ری  س م  ج  م  وع  ه SL(n,R) خ  اص خ  ط  ی ل  ی گ  روه ل  ی ج  ب  ر •
ی  ع  ن  ی ب  اش  د م  ی

TInSL(n,R) = {A ∈M(n× n,R) : trA = ٠}.
م  ت  ق  ارن پ  اد م  رب  ع  ی ه  ای م  ات  ری  س م  ج  م  وع  ه خ  اص، م  ت  ع  ام  د و م  ت  ع  ام  د م  ات  ری  س  ه  ای ل  ی ج  ب  ر •

ه  س  ت  ن  د.
اس  ت. R ح  ق  ی  ق  ی اع  داد S١ ل  ی گ  روه ل  ی ج  ب  ر •

ب  اش  د. م  ی Rn خ  ود Rn اق  ل  ی  دس  ی ف  ض  ای ل  ی ج  ب  ر •
ت  ش  ک  ی  ل خ  ود و ب  وده ه  م  وار ب  رداری م  ی  دان دو ت  رک  ی  ب ب  رای راه  ی ک  ه ل  ی ب  راک  ت ع  م  ل  گ  ر ادام  ه در

ک  ن  ی  م. م  ی م  ع  رف  ی را ده  ن  د م  ی ج  دی  د ب  رداری م  ی  دان ی  ک



دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات ه  ن  دس  ی س  اخ  ت  ار ١۴
ت  اب  ع و ب  اش  ن  د M ه  م  وار م  ن  ی  ف  ل  د روی ب  ر ه  م  وار ب  رداری ه  ای م  ی  دان Y و X اگ  ر .٢ . ١ . ١٠ ت  ع  ری  ف
ه  م  وار ت  اب  ع f ت  اب  ع روی ب  ر X ب  رداری م  ی  دان اث  ر ب  ا ت  وان م  ی ب  اش  د، م  ف  روض f :M −→ R ه  م  وار
ج  دی  د ه  م  وار ت  اب  ع Xf ج  دی  د ت  اب  ع ب  ر Y ب  رداری م  ی  دان اث  ر ب  ا ه  م  چ  ن  ی  ن . ک  رد ت  ول  ی  د دی  گ  ری

ش  ود. م  ی س  اخ  ت  ه Y Xf = Y (Xf) ص  ورت ب  ه دی  گ  ری
ش  ن  اخ  ت  ه Y و X ب  رداری م  ی  دان دو ل  ی ب  راک  ت ع  م  ل  گ  ر [X,Y ] : C∞(M) −→ C∞(M) ع  م  ل  گ  ر

ش  ود. م  ی ت  ع  ری  ف [X,Y ] f = XY f − Y Xf ص  ورت ب  ه و
ی  ک ه  م  واره ه  م  وار، ب  رداری ه  ای م  ی  دان ج  ف  ت ی  ک از ل  ی ب  راک  ت ع  م  ل ک  ه ش  ود م  ی داده ن  ش  ان

داری  م: و ب  ود خ  واه  د ه  م  وار ب  رداری م  ی  دان
[X,Y ]

(
fg
)
= f [X,Y ] g + g [X,Y ] f

ش  ود. م  راج  ع  ه [۶٠] ب  ه اث  ب  ات: .

ل  ی: ب  راک  ت خ  واص .٢ . ١ . ١١ گ  زاره
خ  ط  ی •

[aX + bY, Z] = a [X,Z] + b [Y, Z] , [Z, aX + bY ] = a [Z,X] + b [Z, Y ] , ∀a, b ∈ R.

ت  ق  ارن پ  اد •
[X,Y ] = − [Y,X]

.
ژاک  وب  ی ات  ح  اد •

[
X,
[
Y, Z

]]
+
[
Y,
[
Z,X

]]
+
[
Z,
[
X,Y

]]
= ٠.

•
[
fX, gY

]
= fg

[
X,Y

]
+
(
fXg

)
Y −

(
gY f

)
X.

.[۶٠] در اث  ب  ات

ی  ک از ه  م  وار ب  رداری ه  ای م  ی  دان ت  م  ام م  ج  م  وع  ه ک  ه گ  رف  ت ن  ت  ی  ج  ه ت  وان م  ی
ب  اش  ن  د، ب  س  ت  ه ل  ی ب  راک  ت ع  م  ل ب  ا چ  پ ض  رب  ی ع  م  ل ت  ح  ت ک  ه ل  ی گ  روه

ده  ن  د. م  ی ل  ی ج  ب  ر ی  ک ت  ش  ک  ی  ل



١۵ ل  ی ج  ب  ره  ای و ت  ب  دی  لات ل  ی، گ  روه  ه  ای

ت  ب  دی  لات ان  واع م  ع  رف  ی ٢ . ١ . ٣
از ش  د) خ  واه  د ص  ح  ب  ت آن از ادام  ه در ک  ه ن  اوردا ‐ گ  روه (ج  واب  ه  ای ه  ای  ی ج  واب ب  ه رس  ی  دن ب  رای
آن  ج  ای  ی  ک  ه از ول  ی داری  م ه  ا ت  ق  ارن ان  واع ای  ج  اد ن  ح  وه و ش  ن  اخ  ت ب  ه ن  ی  از دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه ی  ک
ه  ا آن از اس  ت  ف  اده ب  ا را ه  ا ت  ق  ارن ک  ه ه  س  ت  ن  د ت  ب  دی  لات  ی ش  ن  اخ  ت ه  ا، ت  ق  ارن ان  واع ب  ررس  ی لازم  ه

ک  رد. خ  واه  ی  م ت  ب  دی  لات ان  واع ب  ه م  خ  ت  ص  ر ن  گ  اه  ی ب  خ  ش ای  ن در ای  ن  رو از آوری  م. م  ی ب  دس  ت
م  ی  ان از ک  ه دارن  د وج  ود ت  ب  دی  لات از م  ت  ن  وع  ی و م  ت  ف  اوت ان  واع ک  ل  ی ط  ور ب  ه
م  رات  ب ت  ب  دی  لات ب  رخ  وردی، ت  ب  دی  لات ای، ن  ق  ط  ه ت  ب  دی  لات ب  ه ت  وان م  ی ه  ا آن
ای، آی  ن  ه ت  ب  دی  لات پ  ت  ان  س  ی  ل  ی، ت  ب  دی  لات م  وض  ع  ی، ت  ب  دی  لات ب  الات  ر،
ب  س  ی  اری و ع  م  ودی ت  ب  دی  لات ت  ار، ح  اف  ظ ت  ب  دی  لات ای، پ  ای  ه ت  ب  دی  لات

ک  رد. اش  اره دی  گ  ر ت  ب  دی  لات

ای ن  ق  ط  ه ت  ب  دی  لات
م  ت  غ  ی  ر ت  ا m ، u =

(
u١(x), . . . , um(x)

) و م  س  ت  ق  ل م  ت  غ  ی  ر ت  ا n ، x = (x١, . . . , xn) ک  ن  ی  م ف  رض
م  ش  ت  ق  ات ت  م  ام م  ج  م  وع  ه ن  م  ای  ش ∂pu ن  م  اد ک  ه uµiب  اش  ن  د = ∂uµ(x)

∂xi
ج  زی  ی م  ش  ت  ق  ات ب  ا واب  س  ت  ه
ب  اش  د. م  ی p م  رت  ب  ه از ج  زی  ی

∂pu =
{
uµi١...ip | µ = ١, . . . ,m; i١, . . . , ip = ١, . . . , n} ,

=

{
∂puµ(x)

∂xi١ . . . ∂xin
| µ = ١, . . . ,m; i١, . . . , ip = ١, . . . , n

}
. (٢ . ٢)



دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات ه  ن  دس  ی س  اخ  ت  ار ١۶
ن  ق  ط  ه ت  ب  دی  ل ی  ک م  ی  ک  ن  د ع  م  ل (x, u) (n+m)‐ب  ع  دی ف  ض  ای روی ب  ر ک  ه ی  ک  ی ب  ه ی  ک ت  ب  دی  ل

ف  رم ب  ه و ن  ام  ی  م م  ی ای
x∗ = f(x, u),

u∗ = g(x, u). (٢ . ٣)
. ش  ود م  ی داده ن  م  ای  ش

ش  ک  ل ب  ه (٢ . ٣) ای ن  ق  ط  ه ت  ب  دی  لات از پ  ارام  ت  ری ی  ک ل  ی گ  روه
(x∗)i = f i(x, u; ε) = xi + εξi(x, u) +O(ε٢), i = ١, . . . , n,
(u∗)µ = gµ(x, u; ε) = uµ + εηµ(x, u) +O(ε٢), µ = ١, . . . ,m. (۴ . ٢)

ک  وچ  ک ن  ه  ای  ت ب  ی ع  م  ل  گ  ر ب  ا

X = ξi(x, u)
∂

∂xi
+ ηµ(x, u)

∂

∂uµ
. (۵ . ٢)

ب  ود. خ  واه  د
ص  ورت ب  ه (۵ . ٢) ک  وچ  ک ن  ه  ای  ت ب  ی م  ول  د ‐ام k ام  ت  داد

X(k) = ξi(x, u)
∂

∂xi
+ ηµ(x, u)

∂

∂uµ
+ η

(١)µ
i (x, u, ∂u)

∂

∂uµi

+ . . .+ η
(k)µ
i١...ik(x, u, ∂u, . . . , ∂

ku)
∂

∂uµi١...ik
. (۶ . ٢)

داری  م: ک  ه ب  اش  د م  ی
η
(١)µ
i = Diη

µ − (Diξ
j)uµj ,

η
(k)µ
i١...ik = Dikη

(k−١)µ
i١...ik−١ − (Dikξ

j)uµi١...ik−١j ,

µ = ١, . . . ,m ij = ١, . . . , n j = ١, . . . k k = ١,٢, . . . . (٢ . ٧)
م  س  ت  ق  ل م  ت  غ  ی  ر ای ن  ق  ط  ه ت  ب  دی  لات در ک  ه ک  رد ب  ی  ان ای  ن  ط  ور ت  وان م  ی س  اده خ  ی  ل  ی ط  ور ب  ه
ب  ه ن  ی  ز ج  دی  د واب  س  ت  ه م  ت  غ  ی  ره  ای و ه  س  ت  ن  د ق  دی  م  ی واب  س  ت  ه و م  س  ت  ق  ل م  ت  غ  ی  ره  ای از ت  اب  ع  ی ج  دی  د

ف  رم ب  ه ق  دی  م  ی واب  س  ت  ه و م  س  ت  ق  ل م  ت  غ  ی  ره  ای از ت  اب  ع  ی ص  ورت ه  م  ی  ن
G× E −→ E ک  ه ط  وری ب  ه g.(x, u) 7−→ (x̃, ũ) = (f(x, u), g(x, u)) .

گ  ی  رن  د. م  ی ش  ک  ل

ب  رخ  وردی ت  ب  دی  لات
ف  رم ب  ه ت  ب  دی  ل  ی ب  رخ  وردی ت  ب  دی  ل ،(m = ١) u واب  س  ت  ه م  ت  غ  ی  ر ی  ک ت  ن  ه  ا گ  رف  ت  ن ن  ظ  ر در ب  ا

(x∗)i = f i(x, u, ∂u),



١٧ ل  ی ج  ب  ره  ای و ت  ب  دی  لات ل  ی، گ  روه  ه  ای
(u∗)µ = g(x, u, ∂u),

(u∗)µi = hi(x, u, ∂u). (٢ . ٨)

ب  رخ  وردی ش  رط و ب  اش  د م  ی ی  ک ب  ه ی  ک (x, u, ∂u) ف  ض  ای و D دام  ن  ه روی ب  ر ک  ه اس  ت
ب  ود. خ  واه  د ص  ادق آن ب  رای du∗ = u∗i dx

∗i

ص  ورت ای  ن غ  ی  ر در زی  را دارن  د u ت  اب  ع اول م  ش  ت  ق ب  ه واب  س  ت  گ  ی g و f ت  واب  ع ک  ه اس  ت ت  وج  ه ق  اب  ل
داش  ت. خ  واه  ی  م ای ن  ق  ط  ه ت  ب  دی  ل ی  ک ب  رخ  وردی ت  ب  دی  ل ج  ای ب  ه

ف  رم ب  ه ب  رخ  وردی ت  ب  دی  لات از پ  ارام  ت  ری ی  ک ل  ی گ  روه

(x∗)i = f i(x, u, ∂u) = xi + εξi(x, u, ∂u) +O(ε٢),
(u∗)µ = g(x, u, ∂u) = u+ εη(x, u, ∂u) +O(ε٢),
(u∗)i

µ = hi(x, u, ∂u) = ui + η
(١)
i (x, u, ∂u) +O(ε٢), i = ١, . . . , n.

ش  ک  ل ب  ه ت  ب  دی  لات ای  ن ب  رای X ک  وچ  ک ن  ه  ای  ت ب  ی م  ول  د و ه  س  ت  ن  د.

X = ξi(x, u, ∂u)
∂

∂xi
+ η(x, u, ∂u)

∂

∂u
+ η

(١)
i (x, u, ∂u)

∂

∂ui
.

ک  ه ش  ود. م  ی ت  ع  ری  ف

ξj =
∂W

∂uj
, η = ui

∂W

∂ui
−W,

η
(١)
j = −∂W

∂xj
− uj −

∂W

∂u
, W = ξiui − η, j = ١, . . . , n. (٢ . ٩)

ب  الات  ر م  رات  ب ت  ب  دی  لات
م  ت  غ  ی  ر ت  ا m ، u =

(
u١(x), . . . , um(x)

) و م  س  ت  ق  ل م  ت  غ  ی  ر ت  ا n ، x = (x١, . . . , xn) ک  ن  ی  م ف  رض
ع  م  ل (x, u, ∂u, . . . , ∂ku) م  ت  ن  اه  ی ب  ع  د ب  ا ف  ض  اه  ای از ب  رخ  ی روی ب  ر ک  ه ت  ب  دی  ل  ی ب  اش  ن  د. واب  س  ت  ه
ش  ک  ل ب  ه ب  الات  ر م  رت  ب  ه ت  ب  دی  ل ی  ک ک  ن  د، ص  دق ن  ی  ز ب  رخ  وردی ت  ب  دی  لات ن  اوردای  ی ش  رای  ط در و ک  ن  د

ب  ود. خ  واه  د زی  ر

(x∗)i = f i(x, u, ∂u, . . . , ∂su) = xi + εξi(x, u, ∂u, . . . , ∂su) +O(ε٢),
(u∗)µ = gµ(x, u, ∂u, . . . , ∂su) = uµ + εηµ(x, u, ∂u, . . . , ∂su) +O(ε٢). (٢ . ١٠)

.i = ١, . . . , n و µ = ١, . . . ,m داری  م ک  ه
ب  ه ی  ک (x, u, ∂u, . . . , ∂ku) ف  ض  ای روی ب  ر (٢ . ١٠) ب  الات  ر م  رات  ب ت  ب  دی  ل اگ  ر ک  ه ک  ن  ی  د ت  وج  ه ال  ب  ت  ه
ی  ا ای ن  ق  ط  ه ت  ب  دی  ل ی  ک ب  الات  ر م  رت  ب  ه ت  ب  دی  ل ی  ک ج  ای ب  ه ای  ن  ص  ورت در ب  اش  د م  ت  ن  اه  ی k و ب  اش  د ی  ک

داش  ت. خ  واه  ی  م (٢ . ٨) و (٢ . ٣) ف  رم ب  ه ب  رخ  وردی ت  ب  دی  ل



دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات ه  ن  دس  ی س  اخ  ت  ار ١٨
م  وض  ع  ی ت  ب  دی  لات

ک  وچ  ک ن  ه  ای  ت ب  ی م  ول  د ب  ا ای ن  ق  ط  ه ت  ب  دی  لات از پ  ارام  ت  ری ی  ک ل  ی گ  روه
X̂ = η̂µ(x, u)

∂

∂uµ
=
(
ηµ(x, u)− uµi ξ

i(x, u)
) ∂

∂uµ
(٢ . ١١)

ک  وچ  ک ن  ه  ای  ت ب  ی م  ول  د ب  ا ب  رخ  وردی ت  ب  دی  لات از پ  ارام  ت  ری ی  ک ل  ی گ  روه وی  ا
X̂ = η̂µ(x, u, . . . , ∂su)

∂

∂uµ
=
(
ηµ(x, u, . . . , ∂su)− uµi ξ

i(x, u, . . . , ∂su)
) ∂

∂uµ
(٢ . ١٢)

ش  ود. م  ی ش  ن  اخ  ت  ه م  وض  ع  ی ت  ب  دی  ل ی  ک ع  ن  وان ب  ه
ن  س  ب  ت واب  س  ت  گ  ی ه  ی  چ و اس  ت خ  ط  ی ui ب  ه ن  س  ب  ت ای ن  ق  ط  ه ت  ب  دی  لات در η̂µ ک  ه ک  ن  ی  د دق  ت
اس  ت م  م  ک  ن ب  رخ  وردی ت  ب  دی  لات در η̂µ ول  ی ن  دارد. u از ... و دوم و اول م  رت  ب  ه م  ش  ت  ق  ات ب  ه

ش  ون  د. ظ  اه  ر ه  ا آن در م  ت  ن  اه  ی م  رت  ب  ه ت  ا u از ... و دوم و اول م  رت  ب  ه م  ش  ت  ق  ات
ی  ک خ  ان  واده ب  اش  ی  م داش  ت  ه u واب  س  ت  ه م  ت  غ  ی  ر ت  ا m و x م  س  ت  ق  ل م  ت  غ  ی  ر ی  ک ت  ن  ه  ا اگ  ر واق  ع در

ت  ب  دی  لات از پ  ارام  ت  ری
(x∗)i = xi, i = ١, . . . , n,
(u∗)µ = uµ + ε

[
ηµ(x, u)− uµi ξ

i(x, u)
]
+O(ε٢), µ = ١, . . . ,m.

وی  ا
(x∗)i = xi, i = ١, . . . , n,
(u∗)µ = uµ + ε

[
ηµ(x, u, . . . , ∂su)− uµi ξ

i(x, u, . . . , ∂su)
]
+O(ε٢), µ = ١, . . . ,m.

داد. خ  واه  ن  د م  وض  ع  ی ت  ب  دی  ل ی  ک ت  ش  ک  ی  ل
ص  ورت ب  ه ن  ی  ز (٢ . ١٢) ک  وچ  ک ن  ه  ای  ت ب  ی م  ول  د ام  ت  داد

X̂∞ = η̂µ
∂

∂uµ
+ η̂

(١)µ
i

∂

∂uµi
+ . . .+ η̂

(p)µ
i١...ip

∂

∂uµi
+ . . . .

η̂
(١)µ
i = Diη̂

µ,

η̂
(p)µ
i١...ip = Dip η̂

(p−١)µ
i١...ip−١ , µ = ١, . . . ,m ij = ١, . . . , n p = ٢,٣, . . . . (٢ . ١٣)

ش  ود. م  ی ن  وش  ت  ه

اف  ق  ی ت  ب  دی  لات
اف  ق  ی ت  ب  دی  لات از گ  روه  ی G ک  ن  د. م  ی ع  م  ل E روی ک  ه ب  اش  د ت  ب  دی  لات گ  روه ی  ک G ک  ن  ی  م ف  رض
ث  اب  ت واب  س  ت  ه م  ت  غ  ی  ر و ب  وده ق  دی  م م  س  ت  ق  ل م  ت  غ  ی  ر از ت  اب  ع  ی ج  دی  د م  س  ت  ق  ل م  ت  غ  ی  ر گ  اه ه  ر اس  ت

ب  اش  ی  م: داش  ت  ه g ∈ G ه  ر ازای ب  ه دی  گ  ر ب  ی  ان ب  ه ب  م  ان  د.
g.(x, u) 7−→ (x̃, ũ) = (f(x), u) .



١٩ ل  ی ج  ب  ره  ای و ت  ب  دی  لات ل  ی، گ  روه  ه  ای
ش  ک  ل ب  ه ف  رم  ی ت  ب  دی  ل ای  ن ک  وچ  ک ن  ه  ای  ت ب  ی م  ول  د ب  ن  اب  رای  ن

X =

p∑
i=١

ξi(x)
∂

∂xi
.

داش  ت. خ  واه  د

ع  م  ودی ت  ب  دی  لات
ای  ن ب  ه ش  ود م  ی ان  ج  ام واب  س  ت  ه ه  ای م  ت  غ  ی  ر روی ب  ر ف  ق  ط ت  ب  دی  ل ع  م  ل ع  م  ودی، ت  ب  دی  لات در
ول  ی ه  س  ت  ن  د ق  دی  م واب  س  ت  ه م  ت  غ  ی  ره  ای ح  س  ب ب  ر ت  اب  ع  ی ف  ق  ط ج  دی  د واب  س  ت  ه م  ت  غ  ی  ره  ای ک  ه ص  ورت

ک  ه: م  ع  ن  ا ای  ن ب  ه م  ان  د. خ  واه  ن  د ب  اق  ی ث  اب  ت ت  غ  ی  ی  ر ب  دون م  س  ت  ق  ل م  ت  غ  ی  ره  ای
G× E −→ E,

g.(x, u) 7−→ (x̃, ũ) = (x, g(u)) .

ص  ورت ب  ه ت  ب  دی  ل ای  ن ک  وچ  ک ن  ه  ای  ت ب  ی ع  م  ل  گ  ر ل  ذا

X =

q∑
α=١

ηα(u)
∂

∂u
.

ش  د. خ  واه  د م  ح  اس  ب  ه

ت  ار) (ح  اف  ظ ت  ص  وی  ری ت  ب  دی  لات
ص  ورت ب  ه ک  ه ت  ب  دی  ل از ن  وع ای  ن در

G× E −→ E,

g.(x, u) 7−→ (x̃, ũ) = (f(x), g(x, u)) .

م  ت  غ  ی  ره  ای و ق  دی  م م  س  ت  ق  ل م  ت  غ  ی  ره  ای از ت  اب  ع  ی ت  ن  ه  ا ج  دی  د م  س  ت  ق  ل م  ت  غ  ی  ره  ای ش  ود م  ی ت  ع  ری  ف
ن  ه  ای  ت ب  ی ع  م  ل  گ  ر ب  ا ت  ب  دی  ل ع  م  ل از ق  ب  ل واب  س  ت  ه و م  س  ت  ق  ل م  ت  غ  ی  ره  ای از ت  اب  ع  ی ج  دی  د واب  س  ت  ه

ک  وچ  ک

X =

p∑
i=١

ξi(x)
∂

∂xi
+

q∑
α=١

ηα(x, u)
∂

∂u
.

ب  اش  ن  د. م  ی
ب  اش  د. م  ی ت  ار ح  اف  ظ ی  ا و ت  ص  وی  ری ت  ب  دی  ل ی  ک زی  ر ت  ب  دی  ل م  ث  ال ط  ور ب  ه
g.(x, t, u) 7−→

(
x+ ٢εt, t− ε, eεx+ε

٢tu
)
. (١۴ . ٢)



دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات ه  ن  دس  ی س  اخ  ت  ار ٢٠
ک  ه ک  ام  ل ف  ض  ای ب  ه X م  س  ت  ق  ل م  ت  غ  ی  ره  ای ف  ض  ای از Γf : X −→ E ن  گ  اش  ت .٢ . ١ . ١٢ ت  ع  ری  ف

ض  اب  ط  ه ب  ا ب  اش  د م  ی واب  س  ت  ه و م  س  ت  ق  ل م  ت  غ  ی  ره  ای ت  م  ام ش  ام  ل
Γf = {(x, f(x)); x ∈ X} ⊆ X × U.

و اس  ت E از ای  م  رش  ن م  ن  ظ  م p‐ب  ع  دی م  ن  ی  ف  ل  د زی  ر ی  ک Γf گ  راف ک  ه ن  ام  ن  د م  ی f ت  اب  ع گ  راف را
ب  اش  د. م  ی م  س  ت  ق  ل م  ت  غ  ی  ره  ای ب  ع  د ب  ا ب  راب  ر آن ب  ع  د

ی  ع  ن  ی ی  اب  د م  ی ن  ی  ز ان  ت  ف  ال G ت  ب  دی  لات گ  روه ت  وس  ط Γf گ  راف ه  م  چ  ن  ی  ن
g.Γf = {(xã, ũ) = g.(x, u); (x, u) ∈ Γf}.

ده  د م  ی ج  دی  د گ  راف ی  ک ت  ش  ک  ی  ل ،Γf گ  راف روی ب  ر گ  روه ع  م  ل اث  ر زم  ان  ی ت  ن  ه  ا اس  ت ذک  ر ب  ه لازم
در دارد، ن  گ  ه ث  اب  ت ت  غ  ی  ی  ر ب  دون را گ  راف ، G گ  روه ه  م  ان  ی ع  ض  و و ب  اش  د ه  م  وار ع  م  ل ی  ک G ک  ه

ب  اش  د. م  ی g ت  وس  ط f ت  اب  ع ان  ت  ق  ال f̃ ک  ه ب  ود خ  واه  د ج  دی  د گ  راف ی  ک Γf̃ = g.Γf ص  ورت ای  ن
ص  ورت ب  ه (١۴ . ٢) ت  ص  وی  ری ت  ب  دی  ل ب  رای ج  دی  د گ  راف م  ث  ال ع  ن  وان ب  ه
u = e(x−εt−ε

٢)f(x− ٢tε− ٢ε٢, t+ ε),

x = x̃− ٢ε(t̃+ ε).

ش  ود. م  ی ن  وش  ت  ه

ج  ت ف  ض  اه  ای ٢ . ٢
ت  ع  داد ب  اش  ی  م داش  ت  ه (x١, . . . , xp

) م  س  ت  ق  ل م  ت  غ  ی  ر p ب  ا ه  م  وار و م  ق  دار ح  ق  ی  ق  ی ت  اب  ع ی  ک اگ  ر
ب  ا ب  راب  ر ‐ام k م  رت  ب  ه م  ت  م  ای  ز ج  زی  ی م  ش  ت  ق  ات

Pk =

(
p+ k − ١

k

)
.

ب  ود. خ  واه  د
ک  ه ده  ن  د م  ی ن  م  ای  ش ∂Jf(x) = ∂kf(x)

∂xj١∂xj٢ ...∂xjk ن  م  اد ب  ا را J ب  ه ن  س  ب  ت f(x) ت  اب  ع ج  زی  ی م  ش  ت  ق
ت  اب  ع از ای م  رت  ب  ه چ  ه ت  ا ک  ه ک  ن  د م  ی م  ش  خ  ص و ب  اش  د م  ی چ  ن  دگ  ان  ه ان  دی  س م  رت  ب  ه J = (j١, . . . , jk)

.j١ + . . .+ jk = k ک  ه اس  ت واض  ح . اس  ت ش  ده گ  رف  ت  ه م  ش  ت  ق f(x)

م  ی  گ  ی  ری  م. پ  ی م  س  ت  ق  ل م  ت  غ  ی  ر p ب  ا م  ت  غ  ی  ره q ه  م  وار ت  واب  ع روی ب  ر و داده ب  س  ط ک  م  ی را ف  وق ب  ح  ث
ت  اب  ع آن  ج  ای  ی  ک  ه از ب  اش  د، ه  م  وار ت  اب  ع ی  ک U ≃ Rq و X ≃ Rp ک  ه f : X −→ U ک  ن  ی  م ف  رض
دارد وج  ود ج  زی  ی م  ش  ت  ق ت  ا pk ت  ع  داد م  ق  دار، ه  ر ب  رای و اس  ت م  ق  دار q دارای f(x١, . . . , xp)
خ  واه  د pk + pk + . . .+ pk = qpk = q

(
p+k−١
k

) ب  ا ب  راب  ر ،f(x) ت  اب  ع ج  زی  ی م  ش  ت  ق  ات ت  ع  داد ب  ن  اب  رای  ن
ب  ود.



٢١ دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات دس  ت  گ  اه
k م  رت  ب  ه ت  ا ج  زی  ی م  ش  ت  ق  ات دادن ن  ش  ان ب  رای لازم ف  ض  ای Uk ≃ Rqpk ک  ه ک  ن  ی  د ف  رض ح  ال

و ‐ام
f(x) ت  اب  ع ب  رای n‐ام م  رت  ب  ه ت  ا ج  زی  ی م  ش  ت  ق  ات ت  م  ام ف  ض  ای U (n) = U × U١ × U٢ × . . . × Un

داری  م ای  ن  ص  ورت در ب  اش  د

dimU (n) = dimU + dimU١ + dimU٢ + . . .+ dimUn

= q + qp١ + qp٢ + . . .+ qpn = q

(
p+ n

n

)
≡ qp(n).

U (n) ج  زی  ی م  ش  ت  ق  ات ت  م  ام ف  ض  ای ب  ه X م  س  ت  ق  ل م  ت  غ  ی  ره  ای p‐ب  ع  دی ف  ض  ای ک  ردن اض  اف  ه ب  ا
ب  ا ب  راب  ر آن ب  ع  د ک  ه ش  ود م  ی ت  ش  ک  ی  ل f(x) ت  اب  ع ب  رای ، Jn = X × U (n) n‐ام، م  رت  ب  ه ج  ت ف  ض  ای

ب  ود. خ  واه  د p+ qp(n)

ص  ورت ای  ن در ب  گ  ی  ری  م، ن  ظ  ر در u = f(x) ض  اب  ط  ه ب  ا f : X −→ U ه  م  وار ت  اب  ع اگ  ر ه  م  چ  ن  ی  ن
ص  ورت ب  ه U (n) ج  زی  ی م  ش  ت  ق  ات ت  م  ام ف  ض  ای روی ب  ر f(x) ت  اب  ع ‐ام n م  رت  ب  ه ام  ت  داد

pr(n)f = f (n) : X −→ U (n),

داری  م: و ش  ود م  ی ت  ع  ری  ف

dim(f (n)) = dimJ (n) − p = qp(n).

دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات دس  ت  گ  اه ٢ . ٣
دارن  د، ه  ا گ  رای  ش و ع  ل  وم ت  م  ام در ک  ل  ی  دی و م  ه  م ن  ق  ش دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات
م  ی ک  ه اس  ت دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات ه  م  ی  ن ت  ح  ل  ی  ل و ت  ج  زی  ه از اس  ت  ف  اده ب  ا
را خ  ود پ  ی  رام  ون دن  ی  ای ب  ا ارت  ب  اط و ت  ع  ام  ل ن  ح  وه و ف  ی  زی  ک  ی رف  ت  اره  ای ت  وان
م  دل ج  ز ای چ  اره خ  ود اط  راف ج  ه  ان ط  ب  ی  ع  ی ه  ای پ  دی  ده درک ب  رای ک  ن  ی  م. ک  ش  ف
ن  داری  م. دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات ق  ال  ب در ه  ا پ  دی  ده ای  ن ک  ردن ف  رم  ول  ه و ب  ن  دی
خ  ود در را س  ی  ال  ی و م  وج  ی ح  رارت  ی، گ  رم  ای  ی، رف  ت  اره  ای ت  م  ام ک  ه م  ع  ادلات  ی
ج  واب ب  ه رس  ی  دن ب  رای زی  ادی ت  لاش  ه  ای م  ح  ق  ق  ان ت  اک  ن  ون ان  د. گ  ن  ج  ان  ده
ن  اه  م  گ  ن، و ه  م  گ  ن خ  ط  ی، غ  ی  ر و خ  ط  ی م  ع  ادلات از اع  م دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات
م  ع  ادلات ی  ا و م  ن  ب  ع ب  ا دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات اض  اف  ی، ت  ق  ری  ب ب  ا م  ع  ادلات
ب  ه رس  ی  دن ه  ای راه از ی  ک  ی ان  د. داده ان  ج  ام ک  س  ری م  ش  ت  ق  ات ب  ا دی  ف  ران  س  ی  ل
م  ق  دم  ات ادام  ه در ب  اش  د. م  ی دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات ت  ق  ارن  ی ت  ح  ل  ی  ل ج  واب،

آوری  م. م  ی ف  راه  م را روش ای  ن ب  ررس  ی



دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات ه  ن  دس  ی س  اخ  ت  ار ٢٢
و x = (x١, x٢, . . . , xp) م  س  ت  ق  ل م  ت  غ  ی  ر ‐ p ب  ا دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات دس  ت  گ  اه ی  ک .٢ . ٣ . ١ ت  ع  ری  ف

ص  ورت ب  ه ه  م  وار ت  اب  ع  ی n‐ام م  رت  ب  ه u = (u١, u٢, . . . , uq) واب  س  ت  ه م  ت  غ  ی  ر ‐q

∆ : Jn −→ Rl. (١۵ . ٢)
p = ١ اگ  ر و ب  اش  د م  ی ای پ  اره دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات دس  ت  گ  اه ی  ک دس  ت  گ  اه ،p > ١ اگ  ر ب  اش  د. م  ی

دارد. ن  ام م  ع  م  ول  ی دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات دس  ت  گ  اه ی  ک دس  ت  گ  اه
ف  رم ب  ه ه  م  وار ت  اب  ع  ی (١۵ . ٢) دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه ب  رای ه  م  وار ج  واب ی  ک .٢ . ٣ . ٢ ت  ع  ری  ف

ب  ط  وری  ک  ه ب  اش  د م  ی u = f(x)

∆ν(x, f(x)
(n)) = ٠, ν = ١, . . . , l.

ای ج  م  ل  ه چ  ن  د غ  ی  ر ت  اب  ع و u(t, x) = t٢ + x٢ ای ج  م  ل  ه چ  ن  د ت  اب  ع م  ث  ال، ط  ور ب  ه
utt − uxx = ٠ (١+١)‐ب  ع  دی م  وج م  ع  ادل  ه ج  واب  ه  ای از ه  ای  ی ن  م  ون  ه u(t, x) = ln

(
x−t
x+t

)
ه  س  ت  ن  د.

م  ج  م  وع  ه ی  ک م  ع  ادل ط  ور ب  ه ی  ا و n‐ام م  رت  ب  ه دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه دس  ت  گ  اه ی  ک ک  ن  ی  م ف  رض
ای  ن ب  رای ت  ق  ارن گ  روه ی  ک ب  اش  ی  م. داش  ت  ه M (n) ⊆ X × U (n) n‐ام م  رت  ب  ه ج  ت ف  ض  ای از ج  واب
M ⊆ X ×U روی ک  ه ش  ود م  ی ت  ع  ری  ف G م  ان  ن  د ت  ب  دی  لات از م  وض  ع  ی گ  روه ی  ک ص  ورت ب  ه دس  ت  گ  اه

ک  ن  د. م  ی م  ن  ت  ق  ل دی  گ  ر ه  ای ج  واب ب  ه را دس  ت  گ  اه ه  ای ج  واب و ک  ن  د م  ی ع  م  ل

ک  وچ  ک ن  ه  ای  ت ب  ی م  ول  ده  ای و ن  م  ای  ی ن  گ  اش  ت ۴ . ٢
ن  گ  اش  ت ت  وس  ط ای  ن  ص  ورت در ب  اش  د آن ب  ا م  ت  ن  اظ  ر ل  ی ج  ب  ر g و ل  ی گ  روه ی  ک G اگ  ر .١ . ۴ . ٢ ت  ع  ری  ف

ن  م  ای  ی
exp : g −→ G.

از ع  ض  و ه  ر ل  ذا ش  ود. م  ی م  ت  ن  اظ  ر ل  ی گ  روه در exp(εv) م  ن  ح  ن  ی ی  ک ب  ه v ∈ g ب  رداری م  ی  دان ه  ر
از م  ت  ن  اه  ی ض  رب ص  ورت ب  ه ی  ا g = exp(v) ص  ورت ب  ه ی  ک  ت  ای  ی ط  ور ب  ه ت  وان  د م  ی g ∈ G م  ان  ن  د گ  روه

ش  ود. ن  وش  ت  ه ه  ا آن
ازای ب  ه ص  ورت، ای  ن در ب  اش  د. g ل  ی ج  ب  ر ب  ا ه  م  ب  ن  د ل  ی گ  روه ی  ک G ک  ن  ی  د ف  رض .٢ . ۴ . ٢ ق  ض  ی  ه

ش  ک  ل ب  ه ن  م  ای  ی ه  ای ن  گ  اش  ت ض  رب ص  ورت ب  ه g م  ان  ن  د G ع  ض  و ه  ر ،v١, . . . , vk ∈ g ه  ر
g = exp(v١) ◦ exp(v٢) ◦ . . . ◦ exp(vk), v١, . . . , vk ∈ g.

ش  د[٧١]. خ  واه  د ب  ی  ان



٢٣ ک  وچ  ک ن  ه  ای  ت ب  ی م  ول  ده  ای و ن  م  ای  ی ن  گ  اش  ت
م  ح  اس  ب  ه و ل  ی ج  ب  ر ی  ک اع  ض  ای داش  ت  ن اخ  ت  ی  ار در ب  ا ک  ه گ  رف  ت ن  ت  ی  ج  ه ط  ور ای  ن ت  وان م  ی
ت  ب  دی  ل ض  اب  ط  ه ب  ه راح  ت  ی ب  ه ه  م، در ه  ا آن ک  ردن ض  رب و ع  ض  و ه  ر ب  ا م  ت  ن  اظ  ر ن  م  ای  ی ه  ای ن  گ  اش  ت

رس  ی  د. خ  واه  ی  م گ  روه
پ  ارام  ت  ری ‐ ی  ک گ  روه زی  ر {exp(tv)} و g ل  ی ج  ب  ر ب  ا ل  ی گ  روه ی  ک G ک  ن  ی  م ف  رض .٣ . ۴ . ٢ گ  زاره
ک  وچ  ک ن  ه  ای  ت ب  ی م  ول  د ص  ورت ای  ن در ک  ن  د ع  م  ل M روی G اگ  ر ب  اش  د. v ∈ g ع  ض  و ب  ا م  ت  ن  اظ  ر

آی  د. م  ی ب  دس  ت زی  ر ص  ورت ب  ه exp(tv) ش  ار از م  ش  ت  ق  گ  ی  ری ب  ا v ع  ض  و ن  ظ  ی  ر
v̂|x =

d

dt
exp(tv)x|t=٠, x ∈M, v ∈ g.

Φx(g) = g.x ض  اب  ط  ه ب  ا Φx : G −→ M ن  گ  اش  ت اگ  ر ک  ه اس  ت ذک  ر ب  ه لازم
در ب  ا و اس  ت. ب  رق  رار v̂|x = dΦx(v|e) راب  ط  ه ص  ورت ای  ن در ب  اش  د، ش  ده ت  ع  ری  ف
داری  م v ∈ g = gR راس  ت ن  اوردای ب  رداری م  ی  دان و Φx ◦ Rh = Φh.x داش  ت  ن اخ  ت  ی  ار

.dΦx(v|g) = v̂|g.x

در ک  ن  د. م  ی ع  م  ل M روی ک  ه ب  اش  د ه  م  ب  ن  د ت  ب  دی  لات از گ  روه ی  ک G ک  ن  ی  م ف  رض .۴ . ۴ . ٢ ق  ض  ی  ه
ه  ر ازای ب  ه اگ  ر اگ  روت  ن  ه  ا اس  ت ن  اوردا G گ  روه ع  م  ل ت  ح  ت I :M −→ R ح  ق  ی  ق  ی ت  اب  ع ص  ورت، ای  ن

ب  اش  ی  م داش  ت  ه V ∈ g و p ∈M

Vp(I) = ٠.
اس  ت. ش  ده اش  اره [٧١] م  رج  ع در اث  ب  ات:

ی  ک ت  وس  ط ش  ده ت  ول  ی  د م  وض  ع  ی ش  ار ه  ر ب  ه ت  وان م  ی ش  د اش  اره ب  الا گ  زاره در ک  ه ط  ور ه  م  ان
داد ن  س  ب  ت زی  ر ش  ک  ل ب  ه ب  رداری م  ی  دان ی  ک ، ک  وچ  ک ن  ه  ای  ت ب  ی م  ول  د

V |(x,u) =
d

dε
|ε=٠gε.(x, u) =

p∑
i=١

ξi(x, u)
∂

∂xi
+

q∑
α=١

φα(x, u)
∂

∂uα
,

ت  وان م  ی ه  م  چ  ن  ی  ن اس  ت، ش  ده ت  ع  ری  ف U و X واب  س  ت  ه و م  س  ت  ق  ل م  ت  غ  ی  ره  ای ف  ض  ای روی ب  ر ک  ه
م  ش  خ  ص  ه دس  ت  گ  اه ح  ل ب  ا

dx١
ξ١(x) =

dx٢
ξ٢(x) = . . . =

dxn

ξn(x)
.

رس  ی  د. G ت  ب  دی  ل گ  روه ب  رای ن  اوردا دس  ت  ه ی  ک ب  ه
از اس  ت  ف  اده ب  ا را SL(٢) خ  اص خ  ط  ی م  ات  ری  س از ل  ی گ  روه و ل  ی ج  ب  ر م  ث  ال، ای  ن در .۵ . ۴ . ٢ م  ث  ال
ک  ه ط  ور ه  م  ان آوری  م. م  ی ب  دس  ت اس  ت، آم  ده ب  خ  ش ای  ن در ک  ه م  ط  ال  ب  ی و م  داری ن  گ  اش  ت م  ف  ه  وم

j٣ و j١, j٢ ه  ای م  ات  ری  س دان  ی  م م  ی

j١ =

٠ ١
٠ ٠

 , j٢ =

٠ ٠
١ ٠

 , j٣ =

١ ٠
٠ −١

 .



دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات ه  ن  دس  ی س  اخ  ت  ار ٢۴
ص  ورت ب  ه χ ن  گ  اش  ت ت  ع  ری  ف ب  ا ب  اش  ن  د. م  ی SL(٢) ج  ب  ر ب  رای پ  ای  ه ی  ک

χ : R −→ R,

(
α β

γ δ

)
.x −→ αx+β

γx+δ .

ش  ک  ل ب  ه ک  وچ  ک ن  ه  ای  ت ب  ی م  ول  ده  ای
X١ =

d

dt
|t=٠χ(I + tj١) =

d

dt
|t=٠(x+ t) = ١ =⇒ X١ = ١ ∂

∂x
,

X٢ =
d

dt
|t=٠χ(I + tj٢) =

d

dt
|t=٠ x

xt+ ١ = −x٢ =⇒ X٢ = −x٢ ∂

∂x
,

X٣ =
d

dt
|t=٠χ(I + tj٣) =

d

dt
|t=٠x(١ + t)

١ − t
= ٢x =⇒ X٣ = ٢x ∂

∂x
.

آی  ن  د. م  ی ب  دس  ت
م  ی اس  ت آم  ده (١ . ۴ . ٢) ت  ع  ری  ف در آن  چ  ه ب  ر ب  ن  ا و ه  س  ت  ن  د χ ل  ی ج  ب  ر اع  ض  ای X٣ و X١, X٢ ک  ه

آورد. ب  دس  ت SL(٢) ب  رای ن  ی  ز را گ  روه ع  م  ل ل  ی، ج  ب  ر اع  ض  ای از اس  ت  ف  اده ب  ا ت  وان
X١ :

dx

dε
= ١

∫
−→ x̄ = x+ ε =⇒ exp(εX١) = x+ ε,

X٢ :
dx

dε
= −x٢ ∫

−→ x̄ =
x

εx+ ١ =⇒ exp(εX٢) =
x

εx+ ١ ,
X٣ :

dx

dε
= ٢x

∫
−→ x̄ = xe٢ε =⇒ exp(εX٣) = xe٢ε.

g = exp(εx٣)
(
exp(εx٢) (exp(εx١))

)
= exp(εx٣)

(
exp(εx٢) (x+ ε)

)
= exp(εx٣)

(
x+ ε

(x+ ε)ε+ ١
)

=
x+ ε

(x+ ε)ε+ ١e٢ε = ψ(ε, x) ∈ G.

ب  ا: ب  ود خ  واه  د ع  ب  ارت SL(٢) ل  ی ج  ب  ر ،ψ(ε, x) م  داری ن  گ  اش  ت از گ  ی  ری م  ش  ت  ق ب  ا
X =

d

dε
ψ(ε, x) = (١ + ٢x− x٢) ∂

∂x
∈ SL(٢).

ن  گ  اش  ت ب  ا SO(٢) دوران گ  روه ب  رای .۶ . ۴ . ٢ م  ث  ال
SO(٢)× R٢ −→ R٢,

(
cos θ − sin θ

sin θ cos θ

)
.

(
x

u

)
7−→

(
x̄

ū

)
=

(
x cos θ − u sin θ

x sin θ + u cos θ

)
.

م  ول  د ت  وان م  ی
X =

d

dθ
|θ=٠ (x cos θ − u sin θ, x sin θ + u cos θ) = (−u, x),



٢۵ ه  ا ت  ق  ارن م  ح  اس  ب  ه ن  ح  وه و م  ع  رف  ی
= −u ∂

∂x
+ x

∂

∂u
∈ SO(٢).

م  ش  خ  ص  ه م  ع  ادل  ه ح  ل ب  ا ک  ه ک  رد ت  ع  ری  ف را
dx

−u
=
du

x
,

آی  د. م  ی ب  دس  ت c = x٢ + u٢ ش  ک  ل ب  ه ت  ق  ارن گ  روه ای  ن از م  ع  م  ول  ی ن  اوردای

ه  ا ت  ق  ارن م  ح  اس  ب  ه ن  ح  وه و م  ع  رف  ی ۵ . ٢
ه  ا ت  ق  ارن و ل  ی گ  روه م  ف  ه  وم م  ع  رف  ی ب  ا ل  ی س  وف  وس ن  ام ب  ه ن  روژی ری  اض  ی  دان ن  ون  زده  م ق  رن در
ب  ه روش  ه  ای م  ی  ان از ک  ه ط  وری ب  ه ک  رد. ای  ج  اد ع  ل  م در ب  زرگ  ی ان  ق  لاب دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات ب  رای
ل  ی گ  روه  ی ت  ح  ل  ی  ل روش غ  ی  رخ  ط  ی، دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات ج  واب ب  ه رس  ی  دن ب  رای ش  ده گ  رف  ت  ه ک  ار
ک  ن  د. م  ی ای  ف  ا م  ش  ک  ل ای  ن ح  ل در را م  ه  م  ی ن  ق  ش و ب  وده م  ن  د ن  ظ  ام و س  ی  س  ت  م  ات  ی  ک روش ی  ک
م  ع  ادلات ج  واب ب  ه رس  ی  دن ب  رای م  ن  اس  ب اب  زار ک  ردن ف  راه  م از اس  ت  ف  اده ب  ا ت  ن  ه  ا ن  ه روش ای  ن
ب  ق  اء ق  وان  ی  ن ه  م  چ  ون م  ف  اه  ی  م  ی دادن ارت  ب  اط ب  ا ب  ل  ک  ه اس  ت ب  رداش  ت  ه ب  زرگ  ی ق  دم دی  ف  ران  س  ی  ل
اث  ب  ات ب  ه ع  ل  وم دی  گ  ر و م  ک  ان  ی  ک و ف  ی  زی  ک ه  ای زم  ی  ن  ه در را خ  ود ب  ودن ک  ارب  ردی ل  ی ه  ای وت  ق  ارن

اس  ت. رس  ان  ده
ت  وان م  ی ش  د، داده ت  وض  ی  ح ف  ص  ل ه  م  ی  ن از ق  ب  ل ب  خ  ش در ک  ه ت  ب  دی  لات  ی ان  واع از ی  ک ه  ر ب  رای
ی  ک ذک  ر ب  ا ه  م  راه آن م  ح  اس  ب  ه ن  ح  وه ، ای ن  ق  ط  ه ت  ق  ارن از ت  ع  ری  ف  ی ادام  ه در ک  رد. ت  ع  ری  ف ت  ق  ارن

.[٢٨] اس  ت ش  ده آورده م  ث  ال
از پ  ارام  ت  ری ی  ک ل  ی گ  روه ب  رای ک  وچ  ک ن  ه  ای  ت ب  ی م  ول  د ی  ک (۵ . ٢) ک  ن  ی  د ف  رض .١ . ۵ . ٢ ق  ض  ی  ه
ای  ن در ب  اش  د ک  وچ  ک ن  ه  ای  ت ب  ی م  ول  د k‐ام ام  ت  داد (۶ . ٢) اگ  ر ب  اش  د. (۴ . ٢) ای ن  ق  ط  ه ت  ب  دی  لات
∆(x, u) = ٠ دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات دس  ت  گ  اه ب  رای ای ن  ق  ط  ه ت  ق  ارن ی  ک (۴ . ٢) ت  ب  دی  لات ص  ورت

[٧] ب  اش  ی  م داش  ت  ه α = ١, . . . , n ه  ر ب  رای اگ  ر ف  ق  ط و اگ  ر ب  ود خ  واه  د
Xk∆α(x, u, . . . , ∂ku) = ٠, ∆α(x, u, . . . , ∂ku) = ٠. (١۶ . ٢)

دس  ت  گ  اه ب  رای ت  ق  ارن گ  روه ی  ک G ت  ب  دی  لات از ه  م  ب  ن  د گ  روه ‐ ت  ق  ارن) (گ  روه .٢ . ۵ . ٢ ق  ض  ی  ه
ن  ه  ای  ت ب  ی ت  ق  ارن ش  رط اگ  ر ف  ق  ط و اگ  ر ش  ود م  ی ش  ن  اخ  ت  ه ∆(x, u) = ٠ دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات

.[٧] ب  اش  د ب  رق  رار G گ  روه از v ∈ g ک  وچ  ک ن  ه  ای  ت ب  ی م  ول  د ه  ر ب  رای (١۶ . ٢) ک  وچ  ک
ف  ض  ای روی ب  ر ه  م  وار ت  اب  ع ی  ک F (x, un) و ب  از م  ج  م  وع  ه ی  ک Ω ⊂ E ک  ن  ی  م ف  رض .٣ . ۵ . ٢ ت  ع  ری  ف
ده  ی  م م  ی ن  ش  ان DiF (x, u

(n+١)) ن  م  اد ب  ا را xi ب  ه ن  س  ب  ت F ک  ام  ل م  ش  ت  ق ب  اش  د، n‐ام م  رت  ب  ه ج  ت
ص  ورت ب  ه و اس  ت Ω +n‐ام ١ م  رت  ب  ه ج  ت ف  ض  ای روی ب  ر ه  م  وار ت  اب  ع  ی ک  ه

DiF (x, u
(n+١)) = ∂

∂xi
F (x, un) +

q∑
α=١

∑
J

uαJ,i
∂F

∂uαJ
. (٢ . ١٧)



دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات ه  ن  دس  ی س  اخ  ت  ار ٢۶
ش  ود. م  ی ت  ع  ری  ف

ن  ظ  ر در (x, y, z, u) م  خ  ت  ص  ات ب  ا E ≃ R٣ × R ص  ورت ب  ه را ک  ام  ل ف  ض  ای اگ  ر م  ث  ال ط  ور ب  ه
از: ع  ب  ارت  س  ت Dx ک  ام  ل م  ش  ت  ق ب  گ  ی  ری  م

Dx =
∂

∂x
+ ux

∂

∂u
+ uxx

∂

∂ux
+ uxy

∂

∂uy
+ uxz

∂

∂uz
+ uxxx

∂

∂uxx
+ uxxy

∂

∂uxy
+ . . .

ش  ک  ل ب  ه J = (j١, . . . , jk) چ  ن  دگ  ان  ه ان  دی  س ب  ه ن  س  ب  ت ب  الات  ر م  رات  ب ک  ام  ل م  ش  ت  ق
DJ = Dj١ . . . DJk .

ه  س  ت  ن  د. م  ح  اس  ب  ه ق  اب  ل
اگ  ر .۴ . ۵ . ٢ ق  ض  ی  ه

X =

p∑
i=١

ξi(x, u)
∂

∂xi
+

q∑
α=١

ϕα(x, u)
∂

∂uα
, (٢ . ١٨)

n‐ام م  رت  ب  ه ام  ت  داد ب  اش  د. Ω ⊂ E ب  از م  ج  م  وع  ه زی  ر روی ش  ده ت  ع  ری  ف ب  رداری م  ی  دان ی  ک
ش  ک  ل ب  ه ب  رداری م  ی  دان ،X ب  رداری م  ی  دان

X(n) = X +

q∑
α=١

∑
J

ϕJα(x, u
(n))

∂

∂uαJ
, (٢ . ١٩)

راب  ط  ه ب  ا ϕJα ض  رای  ب ک  ه ب  اش  د م  ی

ϕJα(x, u
(n)) = DJ

ϕα −
p∑
i=١

ξiuαi

+

p∑
i=١

ξiuαJ,i. (٢ . ٢٠)

.[٧٠ ،٧١] ن  ام  ی  م م  ی X ب  رداری م  ی  دان م  ش  خ  ص  ه Qα = ϕα −
∑p

i=١ ξiuαi و ش  ون  د م  ی ش  ن  اخ  ت  ه
م  ع  ادلات دس  ت  گ  اه ،(۴ . ٢) ای ن  ق  ط  ه ت  ب  دی  لات از پ  ارام  ت  ری ی  ک ل  ی گ  روه ی  ک .۵ . ۵ . ٢ ت  ع  ری  ف
k‐ام م  رت  ب  ه ام  ت  داد اگ  ر ف  ق  ط و اگ  ر ک  ن  د م  ی ح  ف  ظ ن  اوردا ص  ورت ب  ه را ∆(x, u) = ٠ دی  ف  ران  س  ی  ل
ص  ورت ب  ه (x, u, ∂u, . . . , ∂ku) ف  ض  ای روی را ∆(x, u) = ٠ دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه ه  ای ج  واب (۶ . ٢)
ای ن  ق  ط  ه ت  ق  ارن ی  ک ای ن  ق  ط  ه ت  ب  دی  لات از پ  ارام  ت  ری ی  ک ل  ی گ  روه ع  ب  ارت  ی ب  ه ی  ا ک  ن  د. ح  ف  ظ ن  اوردا
ه  ای ج  واب از دی  گ  ر ای خ  ان  واده ب  ه دس  ت  گ  اه ه  ای ج  واب از ای خ  ان  واده ه  رگ  اه ش  ود م  ی ن  ام  ی  ده

ب  م  ان  ن  د. ب  اق  ی ن  اوردا ه  ا ج  واب و ش  ود ن  گ  اش  ت  ه دس  ت  گ  اه
ص  ورت ب  ه را uxx = ٠ ت  اب  ع ،X = −u ∂

∂x + x ∂
∂u م  ول  د ب  ا ص  ف  ح  ه در دوران گ  روه م  ث  ال ط  ور ب  ه

زی  را ک  ن  د م  ی ح  ف  ظ ن  اوردا
Pr(٢)(X)(uxx) =

(
−u ∂

∂x
+ x

∂

∂u
+ (١ + u٢

x)
∂

∂ux
+ ٣uxuxx ∂

∂uxx

)
(uxx)

= ٣uxuxx|uxx=٠ = ٠.



٢٧ ه  ا ت  ق  ارن م  ح  اس  ب  ه ن  ح  وه و م  ع  رف  ی
ه  م  ی  ن واق  ع در ک  ه ه  س  ت  ن  د. ن  اوردا دوران گ  روه ت  ح  ت uxx = ٠ م  ع  ادل  ه ه  ای ج  واب ب  ن  اب  رای  ن
ش  ک  ل ب  ه خ  ط  وط  ی م  ع  ادلات از دس  ت  ه ای  ن ه  ای ج  واب آن  ج  ای  ی  ک  ه از چ  ون ب  اش  د م  ی ه  م ط  ور
ب  دون ه  م  چ  ن  ان ده  ی  م دوران θ زاوی  ه ت  ح  ت را راس  ت خ  ط ی  ک چ  ق  در ه  ر ه  س  ت  ن  د، u = ax + b

م  ان  ن  د. م  ی ب  اق  ی راس  ت خ  ط ی  ک ت  غ  ی  ی  ر

م  وج (٣+١)‐ب  ع  دی م  ع  ادل  ه ت  ق  ارن گ  روه م  ح  اس  ب  ه ١ . ۵ . ٢
[٢٧] ف  رم ب  ه خ  ط  ی غ  ی  ر م  ع  ادل  ه ی  ک ک  ل  ی، ح  ال  ت در م  وج م  ع  ادل  ه

utt − (f(u)ux)x − (g(u)uy)y − (h(u)uz)z = ٠, (٢ . ٢١)
ف  رم ب  ه خ  اص ح  ال  ت در را م  وج م  ع  ادل  ه f(u) = g(u) = h(u) = ١ گ  رف  ت  ن ن  ظ  ر در ب  ا ک  ه ب  اش  د م  ی

utt − uxx − uyy − uzz = ٠, (٢ . ٢٢)
را (٢ . ٢٢) م  وج م  ع  ادل  ه ب  رای ای ن  ق  ط  ه ت  ب  دی  لات از پ  ارام  ت  ری ی  ک ل  ی گ  روه اگ  ر داش  ت. خ  واه  ی  م

ش  ک  ل ب  ه
t̄ = t+ εξ١(t, x, y, z, u) +O(ε٢),
x̄ = x+ εξ٢(t, x, y, z, u) +O(ε٢),
ȳ = y + εξ٣(t, x, y, z, u) +O(ε٢), (٢ . ٢٣)
z̄ = z + εξ۴(t, x, y, z, u) +O(ε٢),
ū = u+ εϕ(t, x, y, z, u) +O(ε٢).

از: ع  ب  ارت  س  ت (٢ . ٢٣) ت  ب  دی  ل ن  ظ  ی  ر ک  وچ  ک ن  ه  ای  ت ب  ی م  ول  د آن  گ  اه ب  گ  ی  ری  م ن  ظ  ر در
X = ξ١

∂

∂t
+ ξ٢

∂

∂x
+ ξ٣

∂

∂y
+ ξ۴

∂

∂z
+ ϕ

∂

∂u
. (٢۴ . ٢)

ش  ک  ل ب  ه (٢۴ . ٢) م  ول  د ک  ه اس  ت لازم ب  ن  اب  رای  ن ب  اش  د م  ی دوم م  رت  ب  ه (٢ . ٢٢) م  ع  ادل  ه چ  ون
X(٢) = X + ϕt

∂

∂ut
+ ϕx

∂

∂ux
+ ϕy

∂

∂uy
+ ϕz

∂

∂uz

+ϕtt
∂

∂utt
+ ϕtx

∂

∂utx
+ ϕty

∂

∂uty
+ ϕtz

∂

∂utz
+ ϕxx

∂

∂uxx

+ϕxy
∂

∂uxy
+ ϕxz

∂

∂uxz
+ ϕyy

∂

∂uyy
+ ϕyz

∂

∂uyz
+ ϕzz

∂

∂uzz
. (٢۵ . ٢)

ی  ک X چ  ن  ان  چ  ه ، اس  ت آم  ده (١ . ۵ . ٢) ق  ض  ی  ه در آن  چ  ه ب  ر ب  ن  ا ش  ود. داده ام  ت  داد دوم م  رت  ب  ه ت  ا
ب  ای  د: ب  اش  د (٢ . ٢٢) ب  رای ت  ق  ارن

X(٢) (utt − uxx − uyy − uzz) = ϕtt − ϕxx − ϕyy − ϕzz|(٢.٢٢) = ٠. (٢۶ . ٢)



دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات ه  ن  دس  ی س  اخ  ت  ار ٢٨
ش  ده داده ت  وض  ی  ح م  ورد ای  ن در ان  ت  ه  ای  ی ف  ص  ل (در م  ی  پ  ل در اف  زاری ن  رم دس  ت  ورات از اس  ت  ف  اده ب  ا
) ب  رداری م  ی  دان در آن  ه  ا ج  ای  گ  ذاری ب  ا ک  ه ش  ون  د م  ی م  ح  اس  ب  ه ξ١, ξ٢, ξ٣, ξ۴, ϕ م  ج  ه  ولات اس  ت)،
دس  ت م  وج م  ع  ادل  ه ل  ی ه  ای ت  ق  ارن ب  ه ت  وان م  ی ث  اب  ت ض  رای  ب اس  اس ب  ر ب  ن  دی دس  ت  ه و (٢۴ . ٢

.[۵٢] ی  اف  ت



٢٩ ه  ا ت  ق  ارن م  ح  اس  ب  ه ن  ح  وه و م  ع  رف  ی
از: ع  ب  ارت  ن  د ه  ا ت  ق  ارن ای  ن

X١ =
∂

∂x
, X٢ =

∂

∂y
, X٣ =

∂

∂z
, X۴ =

∂

∂t
,

X۵ = u
∂

∂u
, X۶ = z

∂

∂y
− y

∂

∂z
, X٧ = t

∂

∂y
+ y

∂

∂t
,

X٨ = z
∂

∂t
+ t

∂

∂z
, X٩ = t

∂

∂x
+ x

∂

∂t
, X١٠ = z

∂

∂x
− x

∂

∂z

X١١ = y
∂

∂x
− x

∂

∂y
, X١٢ = x

∂

∂x
+ y

∂

∂y
+ z

∂

∂z
+ t

∂

∂t
,

X١٣ =
١
٢(y٢ + z٢ − x٢ − t٢) ∂

∂x
− xy

∂

∂y
− xz

∂

∂z
− xt

∂

∂t
− xu

∂

∂u
,

X١۴ = zx
∂

∂x
+ zy

∂

∂y
+

١
٢(t٢ + z٢ − x٢ − y٢) ∂

∂z
+ zt

∂

∂t
− zu

∂

∂u
,

X١۵ = yx
∂

∂x
+

١
٢(y٢ + t٢ − x٢ − z٢) ∂

∂y
+ yz

∂

∂z
+ yt

∂

∂t
− yu

∂

∂u
,

X١۶ = tx
∂

∂x
+ ty

∂

∂y
+ tz

∂

∂z
+

١
٢(x٢ + t٢ − y٢ − z٢) ∂

∂t
− tu

∂

∂u
. (٢ . ٢٧)

دس  ت  گ  اه ی  ک از ک  وچ  ک ن  ه  ای  ت ب  ی ه  ای ت  ق  ارن ت  م  ام م  ج  م  وع  ه اس  ت ش  ده گ  ف  ت  ه ک  ه ط  ور ه  م  ان
ل  ی ج  ب  ر ای  ن اگ  ر ل  ذا ده  ن  د. م  ی ب  رداری ه  ای م  ی  دان از ل  ی ج  ب  ر ی  ک ت  ش  ک  ی  ل دی  ف  ران  س  ی  ل، م  ع  ادل  ه
ب  ر ک  ه اس  ت ت  ب  دی  لات از م  وض  ع  ی ل  ی گ  روه ی  ک دس  ت  گ  اه، از ت  ق  ارن گ  روه ب  اش  د، م  ت  ن  اه  ی ب  ع  د دارای

ک  ن  د. م  ی ع  م  ل X × U ک  ام  ل ف  ض  ای از ای زی  رم  ج  م  وع  ه روی
گ  روه ش  ار ه  م  ان ی  ا ف  ل  و ب  گ  ی  ری  م ان  ت  گ  رال آم  ده ب  دس  ت ک  وچ  ک ن  ه  ای  ت ب  ی م  ول  ده  ای از اگ  ر
ب  ا ه  ا ف  ل  و از ی  ک ه  ر ت  رک  ی  ب ب  ا ب  اش  ن  د. م  ی ن  ی  ز ت  ق  ارن گ  روه ی  ک آن  ه  ا ار ی  ک ه  ر ک  ه ش  ود م  ی ح  اص  ل
ب  رای را گ  روه ش  ار ب  ه رس  ی  دن رون  د ادام  ه در رس  ی  د. خ  واه  ی  م م  وج م  ع  ادل  ه ک  ل  ی ت  ق  ارن گ  روه ب  ه ه  م

ای  م. آورده X١٢ و X١ م  ول  د دو
داری  م: X١ م  ول  د ب  رای •

dx

١ = dε

∫
−→ x = ε+ c|ε=٠ =⇒ x = c,

x∗ = x+ ε =⇒ G١ = (t, x+ ε, y, z, u) . (٢ . ٢٨)

داش  ت: خ  واه  ی  م X١٢ م  ول  د ب  رای •
dt

t
=

dx

x
=
dy

y
=
dz

z
= dε

∫
−→ t = ceε|ε=٠ =⇒ t = c,

t∗ = teε =⇒ G١٢ = (teε, xeε, yeε, zeε, u) . (٢ . ٢٩)

ش  ون  د. م  ی پ  ی  دا ت  رت  ی  ب ه  م  ی  ن ب  ه ن  ی  ز ه  ا م  ول  د م  اب  ق  ی ب  رای گ  روه ش  ار
ت  وان م  ی اس  ت، ش  ده اش  اره آن ب  ه آخ  ر ف  ص  ل در ک  ه م  ی  پ  ل اف  زاری ن  رم دس  ت  ورات ب  ا ه  م  چ  ن  ی  ن

ی  اف  ت. دس  ت م  ول  د ه  ر ب  رای گ  روه ش  ار ب  ه راح  ت  ی ب  ه
X٢ : G٢ = (t, x, ε+ y, z, u) ,



دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات ه  ن  دس  ی س  اخ  ت  ار ٣٠
X٣ : G٣ = (t, x, y, ε+ z, u) ,

X۴ : G۴ = (t = ε+ t, x, y, z, u) ,

X۵ : G۵ = (t, x, y, z, ueε) ,

X۶ : G۶ = (t, x, z sin(ε) + y cos(ε), z cos(ε)− y sin(ε), u) ,

X٧ : G٧ =

(
t− y

٢ e−ε +
t+ y

٢ eε, x,
y − t

٢ e−ε +
y + t

٢ eε, z, u

)
,

X٨ : G٨ =

(
t− z

٢ e−ε +
t+ z

٢ eε, x, y,
z − t

٢ e−ε +
z + t

٢ eε, u

)
,

X٩ : G٩ =

(
t− x

٢ e−ε +
t+ x

٢ eε,
x− t

٢ e−ε +
x+ t

٢ eε, y, z, u

)
,

X١٠ : G١٠ = (t, z sin(ε) + x cos(ε), y, z cos(ε)− x sin(ε), u) ,

X١١ : G١١ = (t, y sin(ε) + x cos(ε), y cos(ε)− x sin(ε), z, u) . (٢ . ٣٠)
ه  ای ج  واب از ی  ک ه  ر ص  ورت ای  ن در ب  اش  د م  وج م  ع  ادل  ه ب  رای ج  واب ی  ک u = f(t, x, y, z) اگ  ر
ت  م  ام  ی ت  رک  ی  ب ب  ا ب  ود. خ  واه  ن  د م  وج م  ع  ادل  ه ب  رای ج  واب ی  ک ن  ی  ز Gi ت  ق  ارن گ  روه از آم  ده ب  دس  ت

.[٢٧] رس  ی  د م  وج م  ع  ادل  ه از ک  ل  ی ج  واب ی  ک ب  ه ت  وان م  ی آم  ده ب  دس  ت ه  ای ج  واب



٣١ ت  ق  ارن گ  روه ک  ارب  رده  ای

ت  ق  ارن گ  روه ک  ارب  رده  ای ۶ . ٢
دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات از دس  ت  گ  اه  ی ی  ا و دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه ی  ک از ت  ق  ارن ی  ک داش  ت  ن اخ  ت  ی  ار در ب  ا
از ص  ری  ح  ی و دق  ی  ق ه  ای ج  واب ب  ه ت  وان م  ی دس  ت  گ  اه، ی  ا و م  ع  ادل  ه آن از م  رت  ب  ه ک  اه  ش ب  ر ع  لاوه
ب  ن  دی دس  ت  ه و ب  ن  دی ط  ب  ق  ه ه  ن  دس  ه از م  ه  م ب  خ  ش ای  ن ک  ارب  رده  ای دی  گ  ر از ی  اف  ت. دس  ت آن
ب  الات  ر م  رات  ب و م  ع  م  ول  ی ن  اورداه  ای اس  اس ب  ر ... و س  وم دوم، اول، م  رت  ب  ه دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات
از ی  ک  ی خ  ود ام  ر ای  ن ک  ه ب  اش  د م  ی اس  ت، ش  ده ح  اص  ل گ  روه ع  م  ل ی  ا و ه  ا ت  ق  ارن ام  ت  داد از ک  ه
دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه ی  ک ه  ای ت  ق  ارن آوردن ب  دس  ت ب  ه در ب  ی  ش  ت  ر چ  ه ه  ر را م  ا ک  ه اس  ت دلای  ل  ی
ه  م  چ  ون ت  ب  دی  لات  ی و ه  ا ت  ق  ارن ک  م  ک ب  ا م  ه  م، دس  ت  اورده  ای ای  ن ب  ر ع  لاوه ک  ن  د. م  ی ت  ش  وی  ق
ی  ک ه  ای ج  واب از خ  اص ای دس  ت  ه ت  وان م  ی ... و ت  ج  ان  س ای، گ  ال  ی  ل  ه ت  ص  وی  ری، ت  ب  دی  لات
در ف  ص  ل ادام  ه در .[٧١] آورد ب  دس  ت را گ  روه‐ن  اوردا ه  ای ج  واب ب  ه م  ع  روف دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه
ه  ا، ت  ق  ارن از اس  ت  ف  اده ب  ا دق  ی  ق ه  ای ج  واب ب  ه رس  ی  دن دی  ف  ران  س  ی  ل، م  ع  ادلات م  رت  ب  ه ک  اه  ش م  ورد
ب  ح  ث دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه ی  ک از گ  روه‐ن  اوردا ه  ای ج  واب و دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات ب  ن  دی ط  ب  ق  ه

ک  رد. خ  واه  ی  م

م  ع  م  ول  ی دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات م  رت  ب  ه ک  اه  ش ١ . ۶ . ٢
ن  اه  م  گ  ن و ه  م  گ  ن از اع  م م  ع  ادلات از دس  ت  گ  اه  ی ی  ا ج  زی  ی م  ش  ت  ق  ات ب  ا دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه ی  ک اگ  ر
ک  اه  ش ب  ا ت  وان م  ی ب  اش  ی  م داش  ت  ه اخ  ت  ی  ار در ک  س  ری و ت  ق  ری  ب  ی ح  ت  ی ی  ا و خ  ط  ی غ  ی  ر و خ  ط  ی ی  ا
ه  ای ج  واب ب  ه رس  ی  دن ک  ه ی  اف  ت دس  ت ت  ر پ  ای  ی  ن م  رات  ب  ه ب  ا م  ع  ادل  ه ب  ه دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه م  رت  ب  ه
ان  ت  گ  رال م  ع  م  ول  ی، دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات ب  رای ک  ه ج  ای  ی ت  ا ب  اش  د. م  ی آس  ان  ت  ر ی  اف  ت  ه ک  اه  ش م  ع  ادل  ه
ب  رس  ان  د. اول  ی  ه م  ع  ادل  ه ه  ای ج  واب ب  ه را م  ا ت  وان  د م  ی ی  اف  ت  ه ک  اه  ش م  ع  ادل  ه ه  ای ج  واب از گ  ی  ری
ه  ای ج  واب ت  وان م  ی ش  د خ  واه  د داده ت  وض  ی  ح ب  خ  ش ادام  ه در ک  ه پ  ذی  ری ح  ل ش  رای  ط ت  ح  ت
ک  اه  ش م  ع  ادلات ه  ای ج  واب از گ  ی  ری ان  ت  گ  رال ب  ا ن  ی  ز را ج  زی  ی م  ش  ت  ق  ات ب  ا دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه

.[۵۵] ک  رد م  ح  اس  ب  ه ن  ظ  ی  رش ی  اف  ت  ه

اول م  رت  ب  ه م  ع  م  ول  ی دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات
R× Rq ک  ام  ل ف  ض  ای در dU

dx = P (x,U) اول م  رت  ب  ه م  ع  م  ول  ی دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه دس  ت  گ  اه ی  ک اگ  ر
ب  گ  ی  ری  م، ن  ظ  ر در X = ξ ∂

∂x +
∑q

i=١ φi ∂
∂ui

م  ول  د ب  ا
م  ش  خ  ص  ه م  ع  ادل  ه ح  ل ب  ا

dx

ξ
=
du١
dφ١

= . . . =
duq
dφq

=
dν

١ .

ش  ون  د. م  ی پ  ی  دا w = ζ(x,U) و y = η(x,U) م  ع  م  ول  ی ن  اورداه  ای



دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات ه  ن  دس  ی س  اخ  ت  ار ٣٢
اول م  رت  ب  ه دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه دس  ت  گ  اه در آم  ده ب  دس  ت ن  اورداه  ای ج  ای  گ  ذاری ب  ا
از و رس  ی  د خ  واه  ی  م X∗(١) = X∗ = ∂

∂w م  ول  د ب  ا ∆̃(y, w(١)) = ٠ ج  دی  د دس  ت  گ  اه ب  ه ∆(x, U (١)) = ٠
ص  ورت ب  ه را دس  ت  گ  اه ت  وان  ی  م م  ی ب  اش  د، م  ی w م  ت  غ  ی  ر ف  اق  د م  ع  ادل  ه ج  دی  د دس  ت  گ  اه آن  ج  ای  ی  ک  ه
م  ع  ادل  ه دس  ت  گ  اه م  ث  ال ب  رای ک  ن  ی  م. ب  ازن  وی  س  ی اس  ت اول م  رت  ب  ه خ  ط  ی م  ع  ادل  ه ی  ک ک  ه ∂w

∂y = H(y)

دی  ف  ران  س  ی  ل ut = (١ + t)v − u,

vt = u− tv.
(٢ . ٣١)

از ک  ه {w = v, y = u− tv} ن  اورداه  ای ج  ای  گ  ذاری ب  ا ب  گ  ی  ری  د. ن  ظ  ر در X = t∂u + ∂v م  ول  د ب  ا را
لاگ  ران  ژی دس  ت  گ  اه

dt

٠ =
du

t
=
dv

١ =
dν

١ ,

ی  اف  ت  ه ت  ب  دی  ل دس  ت  گ  اه ب  ه ،(٢ . ٣١) دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه دس  ت  گ  اه در ان  د، آم  ده ب  دس  ت yt = −(١ + t)y,

wt = y.

ش  ک  ل ب  ه ج  واب  ی ف  وق دس  ت  گ  اه رس  ی  د. خ  واه  ی  م

w(t) =

√٢π
٢ erf

(√٢t+√٢
٢

)
+ c١, y(t) = e

−(١+t)٢٢ .

ب  اش  د. م  ی خ  ط  ا ت  اب  ع erf(x) ک  ه داش  ت خ  واه  د

ب  الات  ر م  رات  ب م  ع  م  ول  ی دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات
∆(x,U (n)) = ∆(x,U, Ux, . . . , Un) = ٠ n‐ام، م  رت  ب  ه م  ع  م  ول  ی دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه دس  ت  گ  اه ی  ک
ت  غ  ی  ی  ر ب  ا دارد. X = ξ ∂

∂x + φ ∂
∂U ک  وچ  ک ن  ه  ای  ت ب  ی م  ول  د ب  ا ت  ق  ارن گ  روه ی  ک ک  ه ب  گ  ی  ری  د ن  ظ  ر در

دس  ت  گ  اه در ج  ای  گ  ذاری و دس  ت  گ  اه) م  ع  م  ول  ی (ن  اورداه  ای w = ψ(x,U) و y = θ(x,U) م  ت  غ  ی  ره  ای
از رس  ی  د. خ  واه  ی  م ∆̃(y, w(n)) = ٠ ی  اف  ت  ه ت  ب  دی  ل دس  ت  گ  اه ب  ه ،∆(x,U (n)) = ٠ دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه
دس  ت  گ  اه ب  ن  اب  رای  ن ب  اش  د م  ی ∆(x,U (n)) = ٠ اول  ی  ه دس  ت  گ  اه ب  رای ت  ق  ارن گ  روه ی  ک G آن  ج  ای  ی  ک  ه
و پ  ذی  رد م  ی ن  اوردا گ  روه ی  ک ع  ن  وان ب  ه را G ن  ی  ز، (y, w) م  خ  ت  ص  ات ح  س  ب ب  ر ج  دی  د ی  اف  ت  ه ت  ب  دی  ل

داش  ت. خ  واه  د X = ∂
∂w ف  رم ب  ه ک  وچ  ک ن  ه  ای  ت ب  ی م  ول  د

ن  اوردا w ت  غ  ی  ی  رات ت  ح  ت ∆̃(y, w(n)) = ٠ ی  اف  ت  ه ت  ب  دی  ل دس  ت  گ  اه ک  ه م  ع  ن  اس  ت ای  ن ب  ه م  س  ال  ه ای  ن
ف  رم ب  ه ش  ک  ل  ی ی  اف  ت  ه ت  ب  دی  ل دس  ت  گ  اه ب  ن  اب  رای  ن اس  ت. w م  ت  غ  ی  ر ف  اق  د و م  ان  د م  ی ب  اق  ی
م  ت  غ  ی  ره  ای ت  غ  ی  ی  ر ب  ا ت  وان م  ی ک  ه داش  ت خ  واه  د ∆̃(y, w(s), w(s+١), . . . , w(n)) = ٠

z =
∂s

∂ys
= w(s), z(١) = ∂s+١

∂ys+١ = w(s+١), . . . .



٣٣ ت  ق  ارن گ  روه ک  ارب  رده  ای
ب  رس  ی  م. ∆̄(y, z(n−s)) = ٠ ی  اف  ت  ه ک  اه  ش دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه دس  ت  گ  اه ب  ه

وب  ر‐ه  رم  ی  ت م  ع  ادل  ه .١ . ۶ . ٢ م  ث  ال
uxx +

(
a+

١
٢ − ١

۴x٢
)
u = ٠.

ب  دون م  ع  ادل  ه u −→ λu ت  ب  دی  ل ب  ا آن  ج  ای  ی  ک  ه از ب  گ  ی  ری  د، ن  ظ  ر در را اس  ت ث  اب  ت ض  ری  ب ی  ک a ک  ه
وب  ر‐ه  رم  ی  ت دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه ب  رای ت  ق  ارن ی  ک X = u ∂

∂u ل  ذا م  ان  د م  ی ب  اق  ی ث  اب  ت ت  غ  ی  ی  ر
ج  ای  گ  ذاری و w = lnu و y = x ف  رم ب  ه م  ع  ادل  ه م  ع  م  ول  ی ن  اورداه  ای م  ح  اس  ب  ه ب  ا ش  ود. م  ی م  ح  س  وب
wyy + w٢

y + a+ ١٢ − ١۴y٢ = ٠ ی  اف  ت  ه ت  ب  دی  ل م  ع  ادل  ه ب  ه ت  وان م  ی وب  ر‐ه  رم  ی  ت، م  ع  ادل  ه در ه  ا آن
رس  ی  د.

م  ع  ادل  ه ب  ه را ی  اف  ت  ه ت  ب  دی  ل م  ع  ادل  ه zy = wyy و z = wy م  ت  غ  ی  ره  ای ت  غ  ی  ی  ر ب  ا
zy + z٢ +

١
٢ − ١

۴y٢ = ٠,
ص  ورت ب  ه ج  واب  ی ن  ی  ز م  ع  ادل  ه ای  ن ک  ه ده  ی  م م  ی م  رت  ب  ه ک  اه  ش

z(y) = − y٢ − e
y٢
٢

c١ + I٢
√٢πerf( I٢y

√٢) ,

داری  م z = wy م  ت  غ  ی  ر ت  غ  ی  ی  ر ب  ه ت  وج  ه ب  ا دارد.

w =

∫
z(y)dy = ln

[−√٢
٢

(
−
√٢πerf(√٢y٢ I) + ٢Ic١

)
√
π

]
− y٢

۴ ,

ص  ورت ب  ه وب  ر‐ه  رم  ی  ت م  ع  ادل  ه ج  واب w = lnu و y = x ن  اورداه  ای از اس  ت  ف  اده ب  ا ن  ه  ای  ت در ک  ه

u =
−
√٢
٢

(
−
√٢πerf(√٢x٢ I) + ٢Ic١

)
√
π

− e
x٢
۴ .

.[٢۵]( ب  اش  د م  ی I٢ = ١ و دل  خ  واه ث  اب  ت c١ ) آی  د م  ی ب  دس  ت

گ  روه ت  ح  ت n‐ام م  رت  ب  ه دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات ب  ن  دی ط  ب  ق  ه ٢ . ۶ . ٢
ش  ده داده ت  ق  ارن

ک  ه اس  ت ت  ب  دی  لات از م  وض  ع  ی گ  روه ب  زرگ  ت  ری  ن دی  ف  ران  س  ی  ل، م  ع  ادلات دس  ت  گ  اه ی  ک از ت  ق  ارن گ  روه
ط  ور ب  ه را دس  ت  گ  اه از م  ن  ی  ف  ل  د ه  ای ج  واب و ک  رده ع  م  ل دس  ت  گ  اه واب  س  ت  ه و م  س  ت  ق  ل ه  ای م  ت  غ  ی  ر ب  ر
ب  ه را دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات دس  ت  گ  اه از ج  واب ه  ر گ  راف آن ک  ه م  ع  ن  ا ای  ن ب  ه ک  ن  د م  ی ح  ف  ظ ن  اوردا
ه  ای گ  روه ت  وان م  ی ه  م  چ  ن  ی  ن ن  گ  ارد. م  ی دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات دس  ت  گ  اه از دی  گ  ر ج  واب ی  ک
ش  ام  ل ت  ق  ارن  ی ه  ای گ  روه و پ  ی  وس  ت  ه ت  ب  دی  لات ش  ام  ل ت  ق  ارن  ی ه  ای گ  روه دس  ت  ه دو ب  ه را ت  ق  ارن  ی



دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات ه  ن  دس  ی س  اخ  ت  ار ٣۴
م  ع  ادل  ه دس  ت  گ  اه ی  ک از ت  ق  ارن گ  روه داش  ت  ن اخ  ت  ی  ار در ب  ا ک  رد. ب  ن  دی رده گ  س  س  ت  ه ت  ب  دی  لات
ج  واب دو اگ  ر ط  وری  ک  ه ب  ه ک  رده ب  ن  دی ط  ب  ق  ه را دس  ت  گ  اه آن ن  ظ  ی  ر ه  ای ج  واب ت  وان م  ی دی  ف  ران  س  ی  ل
ت  ب  دی  ل ی  ک  دی  گ  ر ب  ه ت  ق  ارن گ  روه م  ول  ده  ای از ب  ع  ض  ی ت  وس  ط ت  وان م  ی ب  گ  ی  رن  د ق  رار دس  ت  ه ی  ک در
از م  رت  ب  ه ک  اه  ش و دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه ی  ک از ت  ق  ارن گ  روه داش  ت  ن اخ  ت  ی  ار در ب  ا ه  م  چ  ن  ی  ن ش  ون  د.
از ص  ری  ح  ی ه  ای ج  واب ب  ه م  ک  رر ه  ای گ  ی  ری ان  ت  گ  رال ب  ا گ  روه ب  ودن پ  ذی  ر ح  ل ش  رط ب  ه ت  وان م  ی آن

ی  اف  ت. دس  ت ای پ  اره دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه

پ  ارام  ت  ری ی  ک ت  ق  ارن گ  روه
از ف  ض  ای  ی زی  ر روی ب  ر ک  ه ب  اش  د ت  ب  دی  لات از م  وض  ع  ی گ  روه ی  ک G ک  ن  ی  م ف  رض .٢ . ۶ . ٢ ت  ع  ری  ف
ت  اب  ع ی  ک G گ  روه از n‐ام م  رت  ب  ه دی  ف  ران  س  ی  ل ن  اوردای ک  ن  د، م  ی ع  م  ل M ⊆ X × U ک  ام  ل ف  ض  ای
ن  ی  ز G(n) ی  ع  ن  ی گ  روه ش  ده داده ام  ت  داد ع  م  ل ب  رای ک  ه اس  ت η(x, u, ux, . . . , u(n)) م  ان  ن  د ه  م  وار

داری  م و ش  ود م  ی م  ح  س  وب ن  اوردا ی  ک

g(n).(x, u(n)) = η(x, u(n)), (x, u(n)) ∈M (n), ∀g ∈ G.

ف  ض  ای روی ب  ر ک  ه ب  اش  د ت  ب  دی  لات از پ  ارام  ت  ری ی  ک گ  روه ی  ک G اگ  ر ف  وق، ت  ع  ری  ف از اس  ت  ف  اده ب  ا
م  س  ت  ق  ل ن  اورداه  ای از ک  ام  ل م  ج  م  وع  ه ی  ک w = ζ(x, u, ux) و y = η(x, u) و ک  ن  د م  ی ع  م  ل M

دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات ص  ورت ای  ن در ب  اش  ن  د. G(n) گ  روه ع  م  ل اول م  رت  ب  ه ام  ت  داد ب  رای ت  اب  ع  ی
n م  رت  ب  ه دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات اگ  ر وف  ق  ط اگ  ر پ  ذی  رن  د م  ی ت  ق  ارن گ  روه ع  ن  وان ب  ه را G ‐ام، n م  رت  ب  ه

ی  ع  ن  ی: ک  رد ب  ازن  وی  س  ی دی  ف  ران  س  ی  ل  ی ن  اورداه  ای ح  س  ب ب  ر ب  ت  وان را ‐ام

∆̃
(
η١(x, u(n)), . . . , ηk(x, u(n))

)
= ٠.

را w = ζ(x, u, ux)و y = η(x, u) ن  اورداه  ای ک  ه ام  ی ‐n م  رت  ب  ه دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه دی  گ  ر ب  ی  ان ب  ه
، ∆̃

(
y, w, dwdy , . . . ,

dn−١w
dyn−١

)
= ٠ ، ‐ام n− ١ م  رت  ب  ه دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه ش  ک  ل ب  ه ت  وان  د م  ی دارد،

ی  ک ت  وان م  ی اول، م  رت  ب  ه و م  ع  م  ول  ی ن  اورداه  ای ک  م  ک ب  ا و رون  د ای  ن ب  ا واق  ع در ش  ود. ب  ازن  وی  س  ی
رس  ان  ی  د. س  ران  ج  ام ب  ه را دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات ب  ن  دی ط  ب  ق  ه و داده ک  اه  ش م  ع  ادل  ه م  رت  ب  ه از م  رت  ب  ه

اول م  رت  ب  ه ام  ت  داد و X = −u∂x + x∂u م  ول  د ب  ا SO(٢) دوران گ  روه

X(١) = −u∂x + x∂u + (١ + u٢
x)uxx∂ux ,

دوم م  رت  ب  ه ام  ت  داد و

X(٢) = −u∂x + x∂u + (١ + u٢
x)uxx∂ux + ٣uxuxx∂uxx .

م  رت  ب  ه ن  اوردای م  ع  م  ول  ی، ن  اوردای ام  ت  داد ه  ر از ح  اص  ل م  ش  خ  ص  ه م  ع  ادلات ح  ل ب  ا ب  گ  ی  ری  د. ن  ظ  ر در



٣۵ ت  ق  ارن گ  روه ک  ارب  رده  ای
ب  ا: ب  ود خ  واه  ن  د ع  ب  ارت دوم م  رت  ب  ه ن  اوردای و اول

y =
√
x٢ + u٢, w =

xux − u

uux + x
,

z = uxx exp

{
− ٣

∫ x
(

−١√
x٢ + u٢ − a٢ tan

(
− arctan

(
a√

x٢ + u٢ − a٢

))

+arctan
x

u
+ arctanux

)
da

}
.

گ  روه ک  ه ... و س  وم دوم، م  رت  ب  ه دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات ن  اورداه  ا، از اس  ت  ف  اده ب  ا ت  وان م  ی
.[۵١] ک  رد ب  ن  دی ط  ب  ق  ه زی  ر ف  رم ب  ه پ  ذی  رن  د م  ی ت  ق  ارن گ  روه ع  ن  وان ب  ه را دوران

dw

dy
=

√
x٢ + u٢
x+ uux

 x.uxx
uux + x

−
(xux − u)

(
u٢
x + uuxx + ١)

(uux + x)٢

 ,

d٢w
dy٢ = ٢

√
x٢ + u٢

x+ ٢uux
 uxx
u+ x

+
xuxxx
uux + x

−
٢xuxx

(
u٢
x + uuxx + ١)

(uux + x)٢


+

٢(xux − u)
(
u٢
x + uuxx + ٢(١

(uux + x)٣ − (xux − u)(٣uxuxx + uuxxx)

(uux + x)٢

+
١√

x٢ + u٢

 xuxx
uux + x

−
(xux − u)

(
u٢
x + uuxx + ١)

(uux + x)٢


−

٢√x٢ + u٢ (٢ + ٢ (ux)
٢ + ٢uuxx

)
(٢x+ ٢uux)٢

 xuxx
uux + x

−
(xux − u)

(
u٢
x + uuxx + ١)

(uux + x)٢

.
دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات از ای دس  ت  ه ک  ه ک  رد ب  ی  ان ط  ور ای  ن ت  وان م  ی ش  ده آورده م  ث  ال ب  ه ت  وج  ه ب  ا
دارن  د w = H(y) ص  ورت ب  ه ش  ک  ل  ی پ  ذی  رن  د م  ی ت  ق  ارن گ  روه ع  ن  وان ب  ه را دوران گ  روه ک  ه اول م  رت  ب  ه
دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات ص  ورت ه  م  ی  ن ب  ه ب  اش  د. م  ی اول م  رت  ب  ه ن  اوردای w و م  ع  م  ول  ی ن  اوردای y ک  ه
dw
dy = H(y, w) ف  رم ب  ه ب  اش  د م  ی ه  ا آن ت  ق  ارن گ  روه ع  ن  وان ب  ه دوران گ  روه ک  ه س  وم  ی و دوم م  رت  ب  ه

اس  ت. ش  ده آورده م  ح  اس  ب  ات ن  ت  ی  ج  ه ب  الا م  ث  ال در ک  ه ب  ود خ  واه  ن  د d٢w
dy٢ = H(y, w, dwdy ) و

پ  ارام  ت  ری چ  ن  د ت  ق  ارن گ  روه
ب  ا ص  ورت ای  ن در ب  اش  د، r‐ام م  رت  ب  ه ن  اوردای w = ζ(x, u(r)) و م  ع  م  ول  ی ن  اوردای y = η(x, u) اگ  ر
n− r م  رت  ب  ه دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه ب  ه را n‐ام م  رت  ب  ه دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه ت  وان م  ی ک  اه  ش م  رت  ب  ه r

ک  رد. ت  ب  دی  ل ب  اش  ن  د م  ی ن  ی  ز ارز ه  م ک  ه زی  ر
∆̃(y, w, dw/dy, · · · , dn−rw/dyn−r) = ٠

گ  روه ع  م  ل ب  ا SL(٢) ت  ص  وی  ری گ  روه م  ث  ال ط  ور ب  ه
(x, u) 7−→

(αx+ β

γx+ δ
, u
)



دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات ه  ن  دس  ی س  اخ  ت  ار ٣۶
گ  روه ای  ن از س  وم م  رت  ب  ه و م  ع  م  ول  ی ن  اورداه  ای ب  گ  ی  ری  د. ن  ظ  ر در را x٢∂x و x∂x ،∂x م  ول  ده  ای و

از: ع  ب  ارت  ن  د
y = u, w = ٢uxxx

u٣
x

− ٣u٢
xx

u۴
x

,

ب  ه چ  ه  ارم م  رت  ب  ه ان  س  ی  ل دی  ف  ر م  ع  ادلات ب  ن  اب  رای  ن ب  اش  د م  ی س  ه م  رت  ب  ه ن  اوردای w ای  ن  ک  ه ب  ه ت  وج  ه ب  ا
ف  رم

ش  ک  ل ب  ه ن  ی  ز ش  ش  م و پ  ن  ج  م م  رات  ب م  ع  ادلات ص  ورت ه  م  ی  ن ب  ه ب  ود. خ  واه  ن  د dw
dy = H(y, w)

آم  ده ب  دس  ت ن  اورداه  ای از اس  ت  ف  اده ب  ا ب  اش  ن  د. م  ی d٣w
dy٣ = H(y, w, dwdy ,

d٢w
dy٢ ) و d٢w

dy٢ = H(y, w, dwdy )

ع  ن  وان ب  ه را ت  ص  وی  ری گ  روه ک  ه ش  ش  م  ی و پ  ن  ج  م چ  ه  ارم، م  رت  ب  ه دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات ب  ن  دی دس  ت  ه
م  ع  ادلات رون  د ه  م  ی  ن ب  ا ت  وان م  ی .[۵١] پ  ذی  رد م  ی ان  ج  ام زی  ر ش  ک  ل ب  ه پ  ذی  رن  د م  ی ت  ق  ارن گ  روه
ب  ن  دی ط  ب  ق  ه پ  ذی  رن  د م  ی ت  ق  ارن گ  روه ع  ن  وان ب  ه را ت  ص  وی  ری گ  روه ک  ه ب  الات  ری م  رات  ب دی  ف  ران  س  ی  ل

ک  رد.
dw

dy
=

١
ux

(
−١٢uxxxuxx

u۴
x

+ ٢uxxxx
u٣
x

+ ١٢u٣
xx

u۵
x

)
,

d٢w
dy٢ =

١
ux

( ١
ux

(
٨۴uxxxu٢

xx

u۵
x

− ١٨uxxxxuxx
u۴
x

− ١٢u٢
xxx

u۴
x

+ ٢uxxxxx
u٣
x

− ۶٠u۴
xx

u۶
x

)

−uxx
u٢
x

(
−١٢uxxxuxx

u۴
x

+ ٢uxxxx
u٣
x

+ ١٢u٣
xx

u۵
x

))
,

d٣w
dy٣ =

١
ux

( ١
ux

( ١
ux

(
١۵۶uxxxxu٢

xx

u۵
x

+ ٢١۶u٢
xxxuxx

u۵
x

− ۶۶٠uxxxu٣
xx

u۶
x

− ٢۴uxxxxxuxx
u۴
x

−۴٢uxxxxuxxx
u۴
x

+ ٢uxxxxxx
u٣
x

+ ٣۶٠u۵
xx

u٧
x

)
− ٢uxx

u٢
x

(
٨۴uxxxu٢

xx

u۵
x

− ١٨uxxxxuxx
u۴
x

−١٢u٢
xxx

u۴
x

+ ٢uxxxxx
u٣
x

− ۶٠u۴
xx

u۶
x

)
− uxxx

u٢
x

(
− ١٢uxxxuxx

u۴
x

+٢uxxxx
u٣
x

+ ١٢u٣
xx

u۵
x

)
+ ٢u٢

xx

u٣
x

(
− ١٢uxxxuxx

u۴
x

+ ٢uxxxx
u٣
x

+ ١٢u٣
xx

u۵
x

))

−uxx
u٢
x

( ١
ux

(
٨۴uxxxu٢

xx

u۵
x

− ١٨uxxxxuxx
u۴
x

− ١٢u٢
xxx

u۴
x

+ ٢uxxxxx
u٣
x

− ۶٠u۴
xx

u۶
x

)

−uxx
u٢
x

(
− ١٢uxxxuxx

u۴
x

+ ٢uxxxx
u٣
x

+ ١٢u٣
xx

u۵
x

)))
.

ب  ا دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات ب  رای گ  روه‐ن  اوردا ه  ای ج  واب ٣ . ۶ . ٢
ج  زی  ی م  ش  ت  ق  ات

دی  ف  ران  س  ی  ل، م  ع  ادل  ه دس  ت  گ  اه ی  ک م  ش  اب  ه ه  ای ج  واب ک  ردن پ  ی  دا ب  رای ی  اف  ت  ه ت  ع  م  ی  م روش ی  ک
م  ت  ف  اوت  ی ه  ای روش چ  ن  د ه  ر ب  اش  د. م  ی دس  ت  گ  اه آن ب  رای گ  روه‐ن  اوردا ه  ای ج  واب ی  اف  ت  ن



٣٧ ت  ق  ارن گ  روه ک  ارب  رده  ای
دس  ت  گ  اه ی  ک ه  ای ج  واب ب  ه رس  ی  دن ب  رای ف  ی  زی  ک  ی آزم  ای  ش  ات و ع  ددی ه  ای روش ه  م  چ  ون
م  ی م  ا ب  ه را ام  ک  ان ای  ن گ  روه‐ن  اوردا ه  ای ج  واب روش ول  ی اس  ت، ش  ده ارائ  ه دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه
دی  گ  ر دل  خ  واه ت  ب  دی  ل ه  ر ی  ا و ای گ  ال  ی  ل  ه ت  ص  وی  ری، ت  ب  دی  لات و ت  ق  ارن گ  روه از اس  ت  ف  اده ب  ا ک  ه ده  د
ک  ن  ی  م. پ  ی  دا دس  ت ن  ظ  ر م  ورد دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه دس  ت  گ  اه آن ب  رای دق  ی  ق و ص  ری  ح ه  ای ج  واب ب  ه
p > ١ م  س  ت  ق  ل م  ت  غ  ی  ر ی  ک از ب  ی  ش ب  ا ج  زی  ی م  ش  ت  ق  ات ب  ا دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه ی  ک ک  ن  ی  م ف  رض
ب  اش  د، ه  ا آن ب  رای s‐ب  ع  دی م  داره  ای ب  ا r م  رت  ب  ه از ت  ق  ارن گ  روه G ک  ه ب  اش  ی  م داش  ت  ه اخ  ت  ی  ار در
ب  اش  د م  ع  ادل  ه م  س  ت  ق  ل م  ت  غ  ی  ره  ای ت  ع  داد از ک  م  ت  ر ی  ک  ی ، G ت  ق  ارن گ  روه م  رت  ب  ه اگ  ر ص  ورت ای  ن در
داد. م  رت  ب  ه ک  اه  ش م  رت  ب  ه p − s ت  ا را م  ع  ادل  ه ت  وان م  ی م  ن  اس  ب ت  ب  دی  ل ی  ک ب  ا ، (r = p − ١)
ش  ده اع  م  ال م  ت  غ  ی  ره  ای ت  غ  ی  ی  ر ج  ای  گ  ذاری ب  ا ی  اف  ت  ه ک  اه  ش ب  ار p − s م  ع  ادل  ه ه  ای ج  واب ک  ه

ب  اش  ن  د. م  ی م  س  ت  ق  ل م  ت  غ  ی  ر p ب  ا ج  زی  ی م  ش  ت  ق  ات ب  ا م  ع  ادل  ه ب  ه ت  ب  دی  ل ق  اب  ل (ن  اورداه  ا)،
روی s‐ب  ع  دی م  داره  ای ب  ا G م  ان  ن  د گ  روه ع  م  ل ی  ک ت  اب  ع  ی م  س  ت  ق  ل ن  اورداه  ای ت  ع  داد ازآن  ج  ای  ی  ک  ه
دس  ت  گ  اه روی ش  ده اع  م  ال ت  ب  دی  ل اگ  ر ب  اش  د، م  ی p+ q − s ب  ا ب  راب  ر +p‐ب  ع  دی q ک  ام  ل ف  ض  ای
ب  ه دس  ت  گ  اه ن  اورداه  ای ک  ن  ی  م، ف  رض ت  ص  وی  ری ت  ب  دی  ل را ج  زی  ی م  ش  ت  ق  ات ب  ا دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه

ص  ورت
y = η(x, t) = (η١(x, t), . . . , ηp−s(x, t)),
w = ζ(x, u, t) = (ζ١(x, u, t), . . . , ζq(x, u, t)).

گ  روه ک  وچ  ک ن  ه  ای  ت ب  ی م  ول  د ع  ن  وان ب  ه X = τ∂t + ξi∂xi + φ∂u گ  رف  ت  ن ن  ظ  ر در ب  ا ب  ود. خ  واه  ن  د
ب  دس  ت dt

τ = dxi
ξi

= du
φ م  ش  خ  ص  ه م  ع  ادل  ه دس  ت  گ  اه ح  ل از ت  اب  ع  ی م  س  ت  ق  ل ن  اورداه  ای ،G ت  ق  ارن

آم  د. خ  واه  ن  د
ت  ص  وی  ری ت  ب  دی  ل ب  ا (٢ . ٢٢) ١)‐ب  ع  دی + ٣) م  وج م  ع  ادل  ه .٣ . ۶ . ٢ م  ث  ال
را X = t∂t + x∂x + y∂y + z∂z ک  وچ  ک ن  ه  ای  ت ب  ی م  ول  د و (t, x, y, z, u) −→ (λt, λx, λy, λz, u)

از. ع  ب  ارت  ن  د ح  اص  ل ن  اورداه  ای dt
t = dx

x = dy
y = dz

z م  ش  خ  ص  ه م  ع  ادل  ه ح  ل ب  ا گ  ی  ری  م. م  ی ن  ظ  ر در
p =

x

t
, r =

y

t
, q =

z

t
, w = u.

داش  ت: خ  واه  ی  م آم  ده ب  دس  ت ن  اورداه  ای از اس  ت  ف  اده ب  ا
uxx =

١
t٢wpp, uyy =

١
t٢wrr, uzz =

١
t٢wqq, utt =

p٢
t٢ (wpp +

٢
p
wp).

ی  اف  ت  ه ک  اه  ش م  ع  ادل  ه ب  ه ،(٢ . ٢٢) م  وج م  ع  ادل  ه در آم  ده ب  دس  ت م  ت  غ  ی  ره  ای ت  غ  ی  ی  ر ج  ای  گ  ذاری ب  ا
١)‐ب  ع  دی + ٢)

∆̃(p, q, r, w) = (p٢ − ١)wpp + ٢pwp − wrr + wqq = ٠ (٢ . ٣٢)
.[٢٧] رس  ی  د خ  واه  ی  م



دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات ه  ن  دس  ی س  اخ  ت  ار ٣٨
١)‐ب  ع  دی + ٢) م  وج م  ع  ادل  ه .۴ . ۶ . ٢ م  ث  ال

utt − uxx − uyy = ٠. (٢ . ٣٣)
ت  ق  ارن  ه  ای ب  ا را

X١ =
∂

∂x
, X٢ =

∂

∂y
, X٣ =

∂

∂t
,

X۴ = −y ∂
∂x

+ x
∂

∂y
X۵ = t

∂

∂x
+ x

∂

∂t
,

X۶ = t
∂

∂y
+ y

∂

∂t
X٧ = x

∂

∂x
+ y

∂

∂y
+ t

∂

∂t
,

X٨ = (t٢ + x٢ − y٢) ∂
∂x

+ ٢xy ∂
∂y

+ ٢xt ∂
∂t

− xu
∂

∂u
,

X٩ = ٢xy ∂
∂x

+ (t٢ − x٢ + y٢) ∂
∂y

+ ٢yt ∂
∂t

− yu
∂

∂u
,

X١٠ = ٢xt ∂
∂x

+ ٢yt ∂
∂y

+ (t٢ + x٢ + y٢) ∂
∂t

− tu
∂

∂u
,

X١١ = u
∂

∂u
, X١٢ = f(x, y, t)

∂

∂u
.

.[۵۶] ب  اش  د م  ی (٢ . ٣٣) م  ع  ادل  ه ب  رای ج  واب ی  ک f(t, x, y) ک  ه ب  گ  ی  ری  د ن  ظ  ر در
م  رت  ب  ه ک  اه  ش را (٢ . ٣٣) م  وج م  ع  ادل  ه آم  ده، ب  دس  ت ه  ای ت  ق  ارن از ی  ک ه  ر ت  ح  ت ت  وان م  ی
ح  ل ب  ا ب  گ  ی  ری  م ن  ظ  ر در را X١ = ∂

∂x ت  ق  ارن اگ  ر م  ث  ال ط  ور ب  ه رس  ی  د. آن از ه  ای  ی ج  واب ب  ه ت  ا داد
م  ش  خ  ص  ه)، (دس  ت  گ  اه لاگ  ران  ژی دس  ت  گ  اه

dx

dε
= ١, dt

dε
= ٠, dy

dε
= ٠, du

dε
= ٠.

آوری  م. م  ی ب  دس  ت آن از ج  واب  ی ع  ن  وان ب  ه را u = g(t, y) ب  اش  د، م  ی G ت  ق  ارن گ  روه پ  ارام  ت  ر ε ک  ه
م  ع  ادل  ه ، (٢ . ٣٣) م  وج م  ع  ادل  ه در آم  ده ب  دس  ت ج  واب ج  ای  گ  ذاری ب  ا ک  ه ش  ود م  ی دی  ده راح  ت  ی ب  ه
ای چ  ن  دج  م  ل  ه غ  ی  ر و g(t, y) = t٢ + y٢ ای ج  م  ل  ه چ  ن  د ه  ای ج  واب ب  ا gtt − gyy = ٠ ی  اف  ت  ه ک  اه  ش

آم  د. خ  واه  د دس  ت ب  ه g(t, y) = ln y−t
y+t

ب  رای {Xi, i = ١, . . . ١٠} ه  ای ت  ق  ارن از ی  ک ه  ر ت  ح  ت ی  اف  ت  ه، ک  اه  ش م  ع  ادلات و ن  اورداه  ا
م  ث  ال ی  ک ع  ن  وان ب  ه .[٢٧] اس  ت ش  ده خ  لاص  ه (٢ . ١) ج  دول در (١+٢)‐ب  ع  دی م  وج م  ع  ادل  ه

دس  ت  گ  اه ح  ل ب  ا ب  گ  ی  ری  م ن  ظ  ر در را X۵ ت  ق  ارن اگ  ر دی  گ  ر،
dx

dε
= t,

dt

dε
= x,

dy

dε
= ٠, du

dε
= ٠.

{u = g(r, y), r = t٢ − x٢} دی  گ  ر ع  ب  ارت ب  ه رس  ی  د. خ  واه  ی  م t٢ − x٢ و y ،u ن  اورداه  ای ب  ه
در ه  ا آن ج  ای  گ  ذاری ب  ا ک  ه ب  اش  ن  د م  ی ف  وق لاگ  ران  ژی دس  ت  گ  اه ب  رای ج  واب م  ج  م  وع  ه ی  ک
ای ج  م  ل  ه چ  ن  د ه  ای ج  واب ب  ا ۴rgrr + ۴gr + gyy = ٠ م  ع  ادل  ه ب  ه (١+٢)‐ب  ع  دی م  وج م  ع  ادل  ه

رس  ی  د. خ  واه  ی  م g(r, y) = arctanh
√

y٢+r
y٢ ای ج  م  ل  ه چ  ن  د غ  ی  ر و g(r, y) = r + ٢y٢

در {Xi, i = ١, . . .۶} ه  ای ت  ق  ارن ت  ح  ت ای ج  م  ل  ه چ  ن  د غ  ی  ر و ای ج  م  ل  ه چ  ن  د ه  ای ج  واب
.[۵۶] اس  ت ش  ده آورده (٢ . ٢) ج  دول



٣٩ ت  ق  ارن گ  روه ک  ارب  رده  ای
ه  ای ت  ق  ارن ب  رای ی  اف  ت  ه ک  اه  ش م  ع  ادلات و ن  اوردا ت  ب  دی  لات :٢ . ١ ج  دول

{Xi, i = ١, . . . ١٠}

ه  ا ت  ق  ارن ن  اوردا ت  ب  دی  لات ی  اف  ت  ه ک  اه  ش م  ع  ادلات
X١ q = t, r = y, g = u gqq − grr = ٠
X٢ q = t, r = x, g = u gqq − grr = ٠
X٣ q = x, r = y, g = u gqq + grr = ٠
X۴ q = t, r = x٢ + y٢, g = u gqq − ۴gr − ۴rgrr = ٠
X۵ q = y, r = t٢ − x٢, g = u gqq + ۴gr + ۴rgrr = ٠
X۶ q = x, r = y٢ − t٢, g = u gqq + ۴gr + ۴rgrr = ٠
X٧ q = t

x
, r = y

x
, g = u r٢grr + q٢gqq + ٢qrgrq + ٢qgq + ٢rgr − grr + gqq = ٠

X٨ q = x٢+y٢−t٢
y

, r = t
y
, g = u

√
y ۴r٢qrr + ٨grqgr + ۴g٢qgg + ١٢gqg + ١٢rqr − ۴qgg + ٣q = ٠

X٩ q = x٢+y٢−t٢
x

, r = t
x
, g = u

√
x ۴r٢qrr + ٨grqgr + ۴g٢qgg + ١٢gqg + ١٢rqr − ۴qgg + ٣q = ٠

X١٠ q = t٢−y٢−x٢
x

, r = y
x
, g = u

√
x ۴r٢qrr + ٨grqgr + ۴g٢qgg + ١٢gqg + ١٢rqr + ۴qgg + ٣q = ٠

{Xi, i = ١, . . .۶} ه  ای ت  ق  ارن ت  ح  ت (٢ . ٣٣) م  وج م  ع  ادل  ه ه  ای ج  واب :٢ . ٢ ج  دول

ه  ا ت  ق  ارن ن  اوردا ت  ب  دی  لات ای ج  م  ل  ه چ  ن  د ه  ای ج  واب ای ج  م  ل  ه چ  ن  د غ  ی  ر ه  ای ج  واب
X١ t, y, u t٢ + y٢ ln y−t

y+t

X٢ t, x, u t٢ + x٢ ln x−t
x+t

X٣ x, y, u x٢ − y٢ ٠
X۴ t, x٢ + y٢, u ٢t٢ + x٢ + y٢ arctan

√
x٢+y٢−t٢

t٢

X۵ t٢ − x٢, y, u t٢ − x٢ + ٢y٢ arctanh
√

y٢+t٢−x٢
y٢

X۶ x, y٢ − t٢, u y٢ − t٢ − ٢x٢ arctanh
√

y٢+x٢−t٢
x٢

۵ م  رت  ب  ه KdV م  ع  ادل  ه از ن  وع ی  ک دی  گ  ر، م  ث  ال ی  ک ع  ن  وان ب  ه .۵ . ۶ . ٢ م  ث  ال
∆ := ut − ٢٠u٢ux − ٢۵uxuxx − ١٠uuxxx − uxxxxx = ٠, (٣۴ . ٢)

را اس  ت ش  ده ٧م  ع  رف  ی گ  ی  ب  ون ۶و ک  ان  دری داد۵، ت  وس  ط س  پ  س ۴و ک  وت  را ٣و س  اوادا ت  وس  ط ک  ه را
ن  س  ب  ت  ا ه  ای آب در م  وج ط  ول ت  وص  ی  ف م  ع  ادل  ه ای  ن ک  ار اس  اس ده  ی  م. م  ی ق  رار ب  ررس  ی م  ورد
م  ع  ادل  ه م  رت  ب  ه ک  اه  ش درص  دد م  ع  ادل  ه، ه  ای ت  ق  ارن م  ع  رف  ی ب  ا ای  ن  ج  ا در ک  ه ب  اش  د م  ی ع  م  ق ک  م

Sawada ٣
Kotera ۴
Dodd ۵

Caundery ۶
Gibbon ٧



دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات ه  ن  دس  ی س  اخ  ت  ار ۴٠
.[٢۶] ه  س  ت  ی  م آن ب  رای دق  ی  ق ه  ای ج  واب ب  ه رس  ی  دن و ش  ده پ  ی  دا ت  ب  دی  لات ت  ح  ت دی  ف  ران  س  ی  ل

داش  ت  ه ب  ای  د ب  اش  د، (٣۴ . ٢) ب  رای ک  وچ  ک ن  ه  ای  ت ب  ی م  ول  د ی  ک X = ξ∂x + τ∂t + η∂u اگ  ر
ب  اش  ی  م

Pr(۵)(X)(∆) = ٠,
ب  ا ٣‐ب  ع  دی ل  ی ج  ب  ر ی  ک (٣۴ . ٢) م  ع  ادل  ه ب  الا، راب  ط  ه از ح  اص  ل م  ش  خ  ص  ه م  ع  ادلات ح  ل ب  ا

م  ول  ده  ای
X١ =

∂

∂x
, X٢ =

∂

∂t
, X٣ =

x

۵
∂

∂x
+ t

∂

∂t
− ٢u

۵
∂

∂u
,

پ  ذی  رد. م  ی .
ف  رم ب  ه را ن  اورداه  ا ،X١ = ∂

∂x م  ول  د گ  رف  ت  ن ن  ظ  ر در ب  ا •
r = x, s = t, u = φ(r, s), (٣۵ . ٢)

ی  اف  ت  ه ت  ب  دی  ل م  ع  ادل  ه ، (٣۴ . ٢) م  ع  ادل  ه در (٣۵ . ٢) ج  ای  گ  ذاری ب  ا ک  ه داش  ت خ  واه  ی  م
φ(۵)
r + ١٠φφ(٣)

r + ٢۵φφ(٢)
r + ٢٠φ٢φr = ٠,

آی  د. م  ی ب  دس  ت
ن  اوردای ،X٢ = ∂

∂t م  ول  د از ح  اص  ل ت  ب  دی  لات ت  ح  ت •
r = t, s = x, u = φ(r, s), (٣۶ . ٢)

ده  د. م  ی ک  اه  ش φr = ٠ م  ع  م  ول  ی دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه ی  ک ب  ه را ۵ م  رت  ب  ه م  ع  ادل  ه
ن  اورداه  ای •

r = −x
٢

۵ + t٢, s = − ln
(√۵(√۵x− ۵t)) .

م  ع  ادل  ه ب  ه را (١۶٠ . ۵) KdV م  ع  ادل  ه X٣ = x۵ ∂
∂x + t ∂∂t −

٢u۵ ∂
∂u ت  ق  ارن ب  ه م  ت  ع  ل  ق

exp

(
s(
√۵− ۶۵ )

) [
١۵۶٢۵٠٠٠ exp

(
− ۴s√۵

)
φ(٣)
r

+١٨٧۵٠٠٠٠٠ exp
(
− ٢۵ s(

√۵−١)
)
φ(٢)
r − ٢۵٠٠٠ exp

(
− ٢۵ s(٣

√۵−٢)r)
φ(۴)
r

+٢۵٠ exp
(
− ۴۵ s(٢

√۵−١))
φ(۴)
r + · · · − ١٧١٨٧۵٠٠ exp

(
− ٢۵ s(٢

√۵−١))
rφφ(٢)

r

−٢٣۴٣٧۵٠٠٠√۵ exp

( ۴۵ s
)
r٢φ(٢)

r + ۴۶٠٩٣٧۵٠٠√۵ exp

( ۴۵ s
)
r٣φ(٣)

r

+٩٧۶۵۶٢۵ exp

( ۴۵ s
)
r۵φ(۵)

r

]
= ٠.

ک  ن  د. م  ی ت  ب  دی  ل



۴١ پ  ذی  ر ح  ل ه  ای گ  روه
داد. ک  اه  ش م  ول  ده  ا، از ی  ک ه  ر ت  رک  ی  ب ت  ح  ت را دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات ت  وان م  ی ه  م  چ  ن  ی  ن •

ن  اورداه  ای ب  ا X∗ = X١ +X٢ اگ  ر
r = t− s, , s = x, u = φ(r, s). (٢ . ٣٧)

از ع  ب  ارت  س  ت X∗ = ∂
∂x + ∂

∂t م  ول  د ت  ح  ت ی  اف  ت  ه ت  ب  دی  ل م  ع  ادل  ه ب  گ  ی  ری  م، ن  ظ  ر در
φ(۵)
r + ١٠φφ(٣)

r + ٢۵φφ(٢)
r + (٢٠φ٢ + ١)φr = ٠.

پ  ذی  ر ح  ل ه  ای گ  روه ٢ . ٧
ت  ح  ت ‐ام n م  رت  ب  ه دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه ی  ک ح  ل ب  رای ش  د گ  ف  ت  ه ق  ب  ل  ی ب  خ  ش  ه  ای در ک  ه ط  ور ه  م  ان
از اس  ت  ف  اده ب  ا ت  وان م  ی م  ث  ال ع  ن  وان ب  ه ده  ی  م، م  ی م  رت  ب  ه ک  اه  ش را م  ع  ادل  ه ش  ده داده گ  روه ع  م  ل
ب  ا دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه ی  ک ب  ه را م  ع  ادل  ه و داده ک  اه  ش ب  ار r را م  ع  ادل  ه ‐ام r م  رت  ب  ه ن  اورداه  ای
ب  ار r ب  ا ت  وان م  ی آی  ا ک  ه ش  ود م  ی م  ط  رح ای  ن  ج  ا در اس  اس  ی س  وال ح  ال ک  رد. ت  ب  دی  ل n− r م  رت  ب  ه

رس  ی  د؟ ‐ام n م  رت  ب  ه دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه ج  واب ب  ه آم  ده ب  دس  ت ه  ای ج  واب از گ  ی  ری ان  ت  گ  رال
ه  رگ  اه ی  ع  ن  ی اس  ت، دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه ب  ودن ن  اپ  ذی  ر ح  ل ی  ا و پ  ذی  ر ح  ل در م  س  ال  ه ای  ن پ  اس  خ
ک  اه  ش م  ع  ادل  ه ه  ای ج  واب از گ  ی  ری ان  ت  گ  رال ب  ار r ب  ا ت  وان م  ی ب  اش  د پ  ذی  ر ح  ل دی  ف  ران  س  ی  ل  ی م  ع  ادل  ه

رس  ی  د. ‐ام n م  رت  ب  ه دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه ج  واب ب  ه ی  اف  ت  ه،
ح  ل گ  روه ی  ک G ص  ورت ای  ن در ب  اش  د، آن ن  ظ  ی  ر ل  ی ج  ب  ر g و ل  ی گ  روه ی  ک G اگ  ر .٢ . ٧ . ١ ت  ع  ری  ف
ل  ی گ  روه زی  ر در ل  ی گ  روه زی  ر ه  ر ک  ه خ  اص  ی  ت ای  ن ب  ا ل  ی ه  ای زی  رگ  روه از زن  ج  ی  ری ه  رگ  اه اس  ت پ  ذی  ر

زن  ج  ی  ر در ب  ن  اب  رای  ن ب  اش  د، ن  رم  ال خ  ود ب  ع  دی
{e} = G٠ ⊆ G١ ⊆ G٢ ⊆ . . . ⊆ Gr−١ ⊆ Gr = G.

اس  ت. س  اده گ  روه ی  ک Gi/Gi−١

gk در gk−١ ه  ر ک  ه ب  اش  ی  م داش  ت  ه g ل  ی ج  ب  ره  ای زی  ر از ال ای  ده زن  ج  ی  ر ی  ک اگ  ر م  ع  ادل، ط  ور ب  ه
زن  ج  ی  ر در و اس  ت ن  رم  ال

{e} = g٠ ⊆ g١ ⊆ g٢ ⊆ . . . ⊆ gr−١ ⊆ gr = g,

g ل  ی ج  ب  ر ب  رای ای پ  ای  ه {X١, . . . Xr} اگ  ر دی  گ  ر ب  ی  ان ب  ه ب  اش  د. م  ی س  اده ل  ی ج  ب  ر ی  ک gi/gi−١
ه  رگ  اه ه  س  ت  ن  د پ  ی  چ  ش  ی {Xi, ١ ≤ i ≤ r} ای  ن  ص  ورت در ب  اش  ن  د

[Xi, Xj ] =

j−١∑
k=١

ckijXk, ∀ ١ ⩽ i, j, k ⩽ r, i < j, Xi, Xj , Xk ∈ g. (٢ . ٣٨)



دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات ه  ن  دس  ی س  اخ  ت  ار ۴٢
ک  ن  ن  د م  ی ص  دق (٢ . ٣٨) ب  ودن پ  ی  چ  ش  ی ش  رط در (٢ . ٣٣) م  وج م  ع  ادل  ه ه  ای ت  ق  ارن .٢ . ٧ . ٢ م  ث  ال
ه  ای گ  ی  ری ان  ت  گ  رال ب  ا ت  وان م  ی و ب  اش  د م  ی م  وج م  ع  ادل  ه ب  رای پ  ذی  ر ح  ل ت  ق  ارن گ  روه ی  ک G ل  ذا
ج  اب  ج  اگ  ر ج  دول رس  ی  د. م  وج م  ع  ادل  ه ج  واب ب  ه ی  اف  ت  ه، ک  اه  ش م  ع  ادلات ه  ای ج  واب از م  رت  ب

اس  ت. ش  ده آورده (٢ . ٣) ج  دول در (٢ . ٣٣) م  وج م  ع  ادل  ه ه  ای ت  ق  ارن
ج  اب  ج  اگ  ر ج  دول :٢ . ٣ ج  دول

[Xi;Xj] X١ X٢ X٣ X۴ X۵ X۶ X٧ X٨ X٩ X١٠ X١١
X١ ٠ ٠ ٠ X٢ X٣ ٠ X١ ٢X٧ −X١١ −٢X۴ ٢X۵ ٠
X٢ ٠ ٠ ٠ −X١ ٠ X٣ X٢ ٢X۴ ٢X٧ −X١١ ٢X۶ ٠
X٣ ٠ ٠ ٠ ٠ X١ X٢ X٣ ٢X۵ ٢X۶ ٢X٧ −X١١ ٠
X۴ −X٢ X١ ٠ ٠ −X۶ X۵ ٠ −X٩ X٨ ٠ ٠
X۵ −X٣ ٠ −X١ X۶ ٠ X۴ ٠ X١٠ ٠ X٨ ٠
X۶ ٠ −X٣ −X٢ −X۵ −X۴ ٠ ٠ ٠ X١٠ X٩ ٠
X٧ −X١ −X٢ −X٣ ٠ ٠ ٠ ٠ X٨ X٩ X١٠ ٠
X٨ X١١ − ٢X٧ −٢X۴ −٢X۵ X٩ −X١٠ ٠ −X٨ ٠ ٠ ٠ ٠
X٩ ٢X۴ X١١ − ٢X٧ −٢X۶ −X٨ ٠ −X١٠ −X٩ ٠ ٠ ٠ ٠
X١٠ −٢X۵ −٢X۶ X١١ − ٢X٧ ٠ −X٨ −X٩ −X١٠ ٠ ٠ ٠ ٠
X١١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠

از اس  ت  ف  اده ب  ا ه  ا ج  واب از وس  ی  ع  ی دس  ت  ه م  ح  اس  ب  ه ٢ . ٨
ت  ق  ارن  ی خ  اص  ی  ت

دارد ج  واب ن  ام  ت  ن  اه  ی ت  ع  داد ج  زی  ی م  ش  ت  ق  ات ب  ا دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه ی  ک دان  ی  م م  ی ک  ه ط  ور ه  م  ان
ت  وان م  ی خ  اص ت  ق  ارن گ  روه ی  ک ت  ح  ت م  ت  ف  اوت، ه  ای دس  ت  ه در ه  ا ج  واب ب  ن  دی ط  ب  ق  ه ب  ا ک  ه
دی  گ  ر ع  ب  ارت ب  ه ک  رد. م  ن  ت  ق  ل دس  ت  ه ه  م  ان در u٢ = f٢(x, u) ج  واب ب  ه را u١ = f١(x, u) ج  واب
ای  ن در رس  ی  د. دی  گ  ری ج  دی  د ج  واب ب  ه ج  واب  ی از م  ع  ادل  ه، از ت  ق  ارن ی  ک از اس  ت  ف  اده ب  ا ت  وان م  ی
ت  ق  ارن ی  ک ت  ش  ک  ی  ل Xi = f(x, u)∂u ت  ق  ارن ب  ا م  ع  ادل  ه ه  ای ت  ق  ارن از ی  ک ه  ر ل  ی ب  راک  ت روش
ج  واب ب  ه راح  ت  ی ب  ه ت  وان م  ی آن ار اس  ت  ف  اده ب  ا ک  ه داد خ  واه  ن  د دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه ب  رای ج  دی  د
(۴ . ٢) ج  دول در (٢ . ٣٣) م  وج م  ع  ادل  ه ب  رای ک  ار ن  ت  ی  ج  ه رس  ی  د. دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه ب  رای ج  دی  دی
ت  ح  ت ص  ورت ای  ن در ب  گ  ی  ری  م ن  ظ  ر در g(t, y) = ln y−t

y+t ج  واب اگ  ر م  ث  ال ط  ور ب  ه اس  ت. ش  ده آورده
ب  ود[۵۶]. خ  واه  ن  د زی  ر ص  ورت ب  ه ج  دی  د ج  واب  ه  ای X٢ و X١ ت  ق  ارن

fnew =
∂fold
∂x

= ٠,
fnew = f١(x, y, t) = ∂fold

∂y
=

−٢t
t٢ − y٢ ,

fnew = f٢(x, y, t) = ∂f١
∂y

= −٢ t(y + t)

(y − t)٢ + ٢ t

y − t
,



۴٣ ت  ق  ارن  ی خ  اص  ی  ت از اس  ت  ف  اده ب  ا ه  ا ج  واب از وس  ی  ع  ی دس  ت  ه م  ح  اس  ب  ه
[Xi, X١٢] ل  ی ب  راک  ت ت  وس  ط ش  ده ت  ول  ی  د ج  دی  د ه  ای ج  واب :۴ . ٢ ج  دول

[Xi, X١٢] ج  دی  د ت  ق  ارن ج  دی  د ه  ای ج  واب
[X١, X١٢] ∂fold

∂x
∂
∂u

fnew = ∂fold
∂x

[X٢, X١٢] ∂fold
∂y

∂
∂u

fnew = ∂fold
∂y

[X٣, X١٢] ∂fold
∂t

∂
∂u

fnew = ∂fold
∂t

[X۴, X١٢]
(
−y ∂fold

∂x
+ x∂fold

∂y

)
∂
∂u

fnew = −y ∂fold
∂x

+ x∂fold
∂y

[X۵, X١٢]
(
t∂fold
∂x

+ x∂fold
∂t

)
∂
∂u

fnew = t∂fold
∂x

+ x∂fold
∂t

[X۶, X١٢]
(
t∂f
∂y

+ y ∂f
∂t

)
∂
∂u

fnew = t∂fold
∂y

+ y ∂fold
∂t

[X٧, X١٢]
(
x∂fold

∂x
+ y ∂fold

∂y
+ t∂fold

∂t

)
∂
∂u

fnew = x∂fold
∂x

+ y ∂fold
∂y

+ t∂fold
∂t

[X٨, X١٢]
(
xfold + (t٢ + x٢ − y٢)∂fold

∂x
fnew = xfold + (t٢ + x٢ − y٢)∂fold

∂x

+٢xy ∂fold
∂y

+ ٢xt∂fold
∂t

)
∂
∂u

+٢xy ∂fold
∂y

+ ٢xt∂fold
∂t

[X٩, X١٢]
(
yfold + ٢xy ∂fold

∂x
+ (t٢ − x٢ + y٢)∂fold

∂y
fnew = yfold + ٢xy ∂fold

∂x

+٢yt∂fold
∂t

)
∂
∂u

+(t٢ − x٢ + y٢)∂fold
∂y

+ ٢yt∂fold
∂t

[X١٠, X١٢]
(
tfold + ٢xt∂fold

∂x
+ ٢yt∂fold

∂y
fnew = tfold + ٢xt∂fold

∂x
+ ٢yt∂fold

∂y

+(t٢ + x٢ + y٢)∂fold
∂t

)
∂
∂u

+(t٢ + x٢ + y٢)∂fold
∂t

fnew = f٣(x, y, t) = ∂f٢
∂y

= ۴ t(y + t)

(y − t)٣ − ۴ t

(y − t)٢ , . . .

fnew = fn(x, y, t) =
∂fn−١
∂y

= ٢tn!
[(

(−١)nt(y + t)

(y − t)(n+١)
)
+

(
(−١)n+١
(y − t)n

)]
.

ک  ه ای  م آورده ب  دس  ت Xi ه  ای ت  ق  ارن ت  ح  ت م  وج م  ع  ادل  ه ج  دی  د ه  ای ج  واب از ف  ه  رس  ت  ی ادام  ه در
ان  د. ش  ده خ  لاص  ه (٢ . ٨) و (٢ . ٧) ،(۶ . ٢) ،(۵ . ٢) ه  ای ج  دول در

ق  اب  ل ب  اش  د داش  ت  ه Xj = f(x, u) ∂∂u ف  رم ب  ه ت  ق  ارن  ی ک  ه دی  ف  ران  س  ی  ل  ی م  ع  ادل  ه ه  ر ب  رای روش ای  ن
اس  ت. ش  ده رس  م ج  واب، ت  واب  ع از ب  رخ  ی ش  ک  ل ادام  ه در اس  ت. اج  را



دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات ه  ن  دس  ی س  اخ  ت  ار ۴۴

(٢ . ٣٣) م  وج م  ع  ادل  ه ب  رای ج  دی  د ای ج  م  ل  ه چ  ن  د ه  ای ج  واب ب  ن  دی ط  ب  ق  ه :۵ . ٢ ج  دول
fold = x٢ − y٢ fold = x٢ + t٢ fold = y٢ + t٢

fnew = ٢x fnew = ٢x fnew = ٢y
fnew = ٢y fnew = ٢t fnew = ٢t
fnew = c fnew = c fnew = c

fnnew = (−١)n(٢٢n)xy fnnew = (−١)n+١(٢٢n+١)xy fnnew = (−١)n(٢٢n+١)xy
fnnew = (−١)n(٢٢n)xy fnnew = (−١)n+١(٢٢n+١)xy fnnew = (−١)n(٢٢n+١)xy
fnnew = (٢٢n+١)xt fnnew = (٢٢n)xt fnnew = (٢٢n+١)xt
fnnew = (٢٢n+١)(x٢ + t٢) fnnew = (٢٢n)(x٢ + t٢) fnnew = (٢٢n+١)(x٢ + t٢)
fnew = ٢xt٢ + ٣x٣ − ٧xy٢ fnew = ٧xt٢ + ٣x٣ − ٢xy٢ fnew = ۵xt٢ + ۵xy٢

fnew = ٧yx٢ − ٢yt٢ − ٣y٣ fnew = ۵yt٢ + ۵yx٢ fnew = ٧yt٢ − ٢yx٢ + ٣y٣

fnew = ۵tx٢ − ۵ty٢ fnew = ٧tx٢ + ٢ty٢ + ٣t٣ fnew = ٢tx٢ + ٧ty٢ + ٣t٣

(٢ . ٣٣) م  وج م  ع  ادل  ه ب  رای ج  دی  د ای ج  م  ل  ه چ  ن  د ه  ای ج  واب ب  ن  دی ط  ب  ق  ه :۶ . ٢ ج  دول
fold = y٢ − t٢ − ٢x٢ fold = ٢y٢ + t٢ − x٢ fold = y٢ + ٢t٢ + x٢

fnew = ٢x fnew = ٢x fnew = ٢x
fnew = ٢y fnew = ٢t fnew = ٢t
fnew = ٢t fnew = ٢y fnew = c

fnnew = (−١)n+١(٢٢n+١)(x٢ − y٢) fnnew = (−١)n(٢٢n+١)(x٢ − y٢) fnnew = (١−)٣n(٢٢n+١)(x٢ − y٢)
fnnew = (١−)٣n(٢٢n+١)(x٢ − y٢ fnnew = (١−)٣n(٢٢n+١)xy fnnew = (−١)n(٢٢n)(x٢ + t٢)
fnnew = (−٣)(٢٢n+١)xt ٠ fnnew = (٢٢n+١)yt
fnnew = (−٣)(٢٢n+١)(x٢ + t٢) fnnew = ٣(٢٢n+١)yt fnnew = ٣(٢٢n+١)(y٢ + t٢)
fnew = ٩xy٢ − ٩xt٢ − ۶x٣ fnew = ٣xt٢ + ١٢xy٢ − ٣x٣ fnew = ١٢xt٢ + ٣xy٢ + ٣x٣

fnew = ٣y٣ − ١٢yx٢ − ٣yt٢ fnew = ٩yt٢ − ٩yx٢ + ۶y٣ fnew = ١٢yt٢ + ٣yx٢ + ٣y٣

fnew = ٣ty٢ − ١٢tx٢ − ٣t٣ fnew = ١٢ty٢ − ٣tx٢ + ٣t٣ fnew = ٩ty٢ + ٩tx٢ + ۶t٣



۴۵ ت  ق  ارن  ی خ  اص  ی  ت از اس  ت  ف  اده ب  ا ه  ا ج  واب از وس  ی  ع  ی دس  ت  ه م  ح  اس  ب  ه

u = x٢ − y٢ u = t٢ + x٢ u = t٢ + y٢

u = y٢ − t٢ − ٢x٢ u = t٢ − x٢ + ٢y٢ u = ٢t٢ + x٢ + y٢

u = log(
√

t٢
x٢+y٢ +

√
t٢−x٢−y٢
x٢+y٢ ) u = arctanh(

√
x٢+y٢−t٢

x٢ ) u = arctan(
√

x٢+y٢−t٢
t٢ )

م  وج م  ع  ادل  ه دق  ی  ق ه  ای ج  واب از ب  رخ  ی ش  ک  ل :٢ . ١ ش  ک  ل



دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات ه  ن  دس  ی س  اخ  ت  ار ۴۶

م  وج م  ع  ادل  ه ب  رای ج  دی  د ای ج  م  ل  ه چ  ن  د غ  ی  ر ه  ای ج  واب ب  ن  دی ط  ب  ق  ه :٢ . ٧ ج  دول
(٢ . ٣٣)

Xi fold = ln x−t
x+t

X١ fnew = −٢ t
t٢−x٢ ,−۴ xt

(t٢−x٢)٢ ,−۴ t(t٣+٢x٢)
(t٢−x٢)٣

X٢ fnew = ٠
X٣ fnew = ٢ x

t٢−x٢ ,−۴ xt

(t٢−x٢)٢ ,۴ x(٣ t٢+x٢)
(t٢−x٢)٣

X۴ fnew = ٢ ty

t٢−x٢ ,
−٢xt(t٢−x٢−٢y٢)

(t٢−x٢)٢ ,−۴ yt(٢t٢x٢−t٢y٢−٢x۴−x٢y٢)
(t٢−x٢)٢

X۵ fnew = −٢, ٠
X۶ fnew = ٠
X٧ fnew = −٢, t(t٢−x٢−y٢)

(t٢−x٢)

Xi fold = ln y−t
y+t

X١ fnew = ٠
X٢ fnew = ٢tn![ (−١)nt(y+t)

(y−t)(n+١) ) + ( (−١)n+١
(y−t)n )]

X٣ fnew = ٢yn![ (−١)nt(y+t)
(y−t)(n+١) ) + ( (−١)n

(y−t)n )]

X۴ fnew = −٢ tx
t٢−y٢ ,٢ t(yt٢−٢tx٢−y٣)

(−y+t)٢ ,٢ tx(t٣+۵yt٢−۴tx٧−٣ty٢+y٣)
(−y+t)٣

X۵ fnew = ٢ yx

t٢−y٢ ,٢ yt(t٢−٢x٢−y٢)
(t٢−y٢)٢ ,−٢ yx(۵ t۴−۶ t٢x٢−۴ t٢y٢−٢x٢y٢−y۴)

(t٢−y٢)٣

X۶ fnew = ٠
X٧ fnew = ٠

م  وج م  ع  ادل  ه ب  رای ج  دی  د ای ج  م  ل  ه چ  ن  د غ  ی  ر ه  ای ج  واب ب  ن  دی ط  ب  ق  ه :٢ . ٨ ج  دول
(٢ . ٣٣)

Xi fold = arctanh
√

y٢+x٢−t٢
x٢

X١ fnew = y٢x√
t٢−x٢+y٢(−y۴+t٢−x٢+y٢)

X٢ fnew = yx٢√
−t٢+x٢+y٢(x۴+t٢−x٢−y٢)

X٣ fnew = −tx٢√
−t٢+x٢+y٢(x۴+t٢−x٢−y٢)

X۴ fnew =
٢yx√−t٢+x٢+y٢
(x۴+t٢−x٢−y٢)

X۵ fnew =
−٢tx√−t٢+x٢+y٢
(x۴+t٢−x٢−y٢)

X۶ fnew =
−x٢√−t٢+x٢+y٢
(x۴+t٢−x٢−y٢)

X٧ fnew =
xy٢(٣t٣−٢x٢+y٢)√

t٢−x٢+y٢(−y۴+t٢−x٢+y٢)

Xi fold = arctanh
√

y٢+t٢−x٢
y٢

X١ fnew = xy٢√
t٢−x٢+y٢(−y۴+t٢−x٢+y٢)

X٢ fnew =
(٢ t٢−٢x٢+y٢)y√

t٢−x٢+y٢(−y۴+t٢−x٢+y٢)
X٣ fnew = − ty٢√

t٢−x٢+y٢(−y۴+t٢−x٢+y٢)

X۴ fnew = ٢ xy(t٢−x٢)√
t٢−x٢+y٢(−y۴+t٢−x٢+y٢)

X۵ fnew = ٠
X۶ fnew =

√
t٢−x٢+y٢

−y۴+t٢−x٢+y٢

X٧ fnew =
xy٢(٣t٣−٢x٢+y٢)√

t٢−x٢+y٢(−y۴+t٢−x٢+y٢)

Xi fold = arctan
√

x٢+y٢−t٢
t٢

X١ fnew = xt٢√
−t٢+x٢+y٢(t۴−t٢+x٢+y٢)

X٢ fnew = t٢y√
−t٢+x٢+y٢(t۴−t٢+x٢+y٢)

X٣ fnew =
(t٢−٢x٢−٢ y٢)t√

−t٢+x٢+y٢(t۴−t٢+x٢+y٢)
X۴ fnew = ٠
X۵ fnew = −٢ xt

√
−t٢+x٢+y٢

t۴−t٢+x٢+y٢

X۶ fnew = − t٢
√

−t٢+x٢+y٢
t۴−t٢+x٢+y٢

X٧ fnew = −٣xt٢
√

−t٢+x٢+y٢
t۴−t٢+x٢+y٢



٣ ف  ص  ل
پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن

ک  م  ی  ت ی  ک م  ان  دن ث  اب  ت ب  ی  ان  گ  ر ک  ه ای  س  ت گ  زاره ف  ی  زی  ک، در ب  ق  اء اص  ل ه  م  ان ی  ا پ  ای  س  ت  گ  ی ق  ان  ون
ک  ه ط  ور ه  م  ان ب  اش  د. م  ی س  ی  س  ت  م آن ت  ح  ول ح  ی  ن در م  ش  خ  ص س  ی  س  ت  م ی  ک ب  ا م  رت  ب  ط ف  ی  زی  ک  ی
پ  ای  س  ت  گ  ی ق  ان  ون ه  ا آن از ی  ک  ی ج  م  ل  ه از دارد وج  ود پ  ای  س  ت  گ  ی ق  ان  ون ن  وع چ  ن  دی  ن ش  د گ  ف  ت  ه ق  ب  لا
(م  ن  زوی) ای  زول  ه س  ی  س  ت  م ی  ک در ان  رژی م  ق  دار ک  ه م  ی گ  وی  د ان  رژی پ  ای  س  ت  گ  ی ق  ان  ون اس  ت. ان  رژی
از ت  ن  ه  ا و ن  م  ی آی  د وج  ود ب  ه و ن  م  ی رود ب  ی  ن از ان  رژی ک  ه اس  ت، ای  ن ق  ان  ون ای  ن پ  ی  ام  د م  ی م  ان  د. ث  اب  ت
از م  ی ش  ود. ت  ب  دی  ل گ  رم  ای  ی ان  رژی ب  ه ج  ن  ب  ش  ی ان  رژی م  ث  لا م  ی ش  ود؛ ت  ب  دی  ل دی  گ  ر ش  ک  ل ب  ه ش  ک  ل  ی
ک  ل  ی ح  ال  ت در ان  رژی پ  ای  س  ت  گ  ی واب  س  ت  ه ان  د، ه  م ب  ه ج  رم و ان  رژی خ  اص ن  س  ب  ی  ت ن  ظ  ری  ۀ در ک  ه آن ج  ا

ب  ود. خ  واه  د پ  ای  س  ت  ه ت  ک اف  ت  اده س  ی  س  ت  م ی  ک ج  رم و ان  رژی م  ج  م  وع ک  ه ش  ود م  ی ب  ی  ان ای  ن  ط  ور
ک  ه م  ی ک  ن  د ک  ار ه  ن  گ  ام  ی ت  ن  ه  ا دائ  م  ی ح  رک  ت در م  اش  ی  ن ک  ه اس  ت ای  ن ق  ان  ون ای  ن دی  گ  ر پ  ی  ام  د
ب  ی  ش  ت  ر م  ی ده  د خ  ود پ  ی  رام  ون ب  ه دس  ت  گ  اه ک  ه ان  رژی ای اگ  ر ن  ده  د. خ  ود پ  ی  رام  ون ب  ه ان  رژی ای ه  ی  چ
ب  رای ن  م  ی ت  وان  د دس  ت  گ  اه  ی چ  ن  ی  ن ب  م  ان  د، ث  اب  ت ه  م دس  ت  گ  اه ج  رم و م  ی گ  ی  رد ک  ه ب  اش  د ان  رژی ای از

ک  ن  د. ک  ار ه  م  ی  ش  ه
ی  ا ج  رم پ  ای  س  ت  گ  ی ق  ان  ون ب  اش  د. م  ی ج  رم پ  ای  س  ت  گ  ی ق  ان  ون م  ه  م پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن دی  گ  ر از
و ج  رم ک  ه م  ی ک  ن  د ب  ی  ان اس  ت، ش  ی  م  ی و ف  ی  زی  ک ب  ن  ی  ادی  ن ق  وان  ی  ن از ی  ک  ی ک  ه م  اده پ  ای  س  ت  گ  ی
و ب  از س  ی  س  ت  م ه  ای در ن  ه (و ب  س  ت  ه س  ی  س  ت  م ی  ک در ش  ی  م  ی  ای  ی گ  ون  ه ه  ر در م  وج  ود ع  ن  اص  ر ت  ع  داد
خ  ارج آن از ی  ا و ش  ده وارد س  ی  س  ت  م ب  ه ان  رژی و م  اده از م  ت  ف  اوت  ی ص  ورت ه  ای ک  ه س  ی  س  ت  م ه  ای  ی
ت  غ  ی  ی  رن  اپ  ذی  ر و ث  اب  ت اس  ت، وق  وع ح  ال در آن درون در ک  ه ف  رای  ن  ده  ای  ی از ن  ظ  ر ص  رف م  ی ش  ون  د.)

۴٧



پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن ۴٨
ب  ا ام  روزه ق  ان  ون ای  ن ن  ی  س  ت.) ص  ادق ای ه  س  ت  ه واک  ن  ش ه  ای م  ورد در ق  ان  ون (ای  ن م  ی م  ان  ن  د. ب  اق  ی
چ  ن  د ه  ر ک  ن  د. م  ی ت  ول  ی  د ان  رژی و ج  رم پ  ای  س  ت  گ  ی ق  ان  ون و ش  ده ت  رک  ی  ب ان  رژی پ  ای  س  ت  گ  ی ق  ان  ون
ن  ت  ای  ج ای  ن ام  ا دادن  د ت  وض  ی  ح را ق  ان  ون ٢ای  ن م  ج  ری  ط  ی ح  ک  ی  م ج  م  ل  ه از اف  رادی لاووازی  ه١ از پ  ی  ش
پ  دی  د ش  ی  م  ی در ان  ق  لاب  ی ت  ج  رب  ی ش  ک  ل ب  ه ت  رازو گ  ی  ری ک  ار ب  ه ب  ا ک  ه ب  ود لاووازی  ه آن  ت  وان ت  ح  ق  ی  ق  ات
ش  ی  م  ی، در ن  ظ  ری  ه ای  ن ک  رد. ت  وج  ی  ه ق  ان  ون ای  ن ط  ری  ق از را ش  ی  م  ی  ای  ی پ  دی  ده ه  ای از ت  ع  دادی و آورد

دارد. ف  راوان  ی ک  ارب  رده  ای س  ی  الات دی  ن  ام  ی  ک و م  ک  ان  ی  ک
ق  ان  ون  ی ب  ار پ  ای  س  ت  گ  ی ف  ی  زی  ک، در ک  ه اس  ت ال  ک  ت  ری  ک  ی ب  ار پ  ای  س  ت  گ  ی ق  ان  ون ب  ق  اء اص  ل دی  گ  ر ن  وع
م  ج  م  وع ب  ودن ی  ک  س  ان م  ی ب  رد. ب  ی  ن از ن  ه م  ی آی  د وج  ود ب  ه ن  ه ال  ک  ت  ری  ک  ی ب  ار م  ی دارد ب  ی  ان ک  ه اس  ت
ب  ار پ  ای  س  ت  گ  ی ش  ود. اط  لاق پ  ای  س  ت  ه ک  م  ی  ت ی  ک آن ب  ه ک  ه م  ی ش  ود ب  اع  ث ج  ه  ان ک  ل ب  اره  ای
ف  ی  زی  ک دان ت  وس  ط ق  ان  ون ای  ن ب  ار اول  ی  ن م  ی ان  ج  ام  د. ک  ی  رش  ه  ف م  داری ق  ان  ون ه  ای ب  ه م  س  ت  ق  ی  م  ا

ش  د. ب  ی  ان ١٧۴٧ در ف  ران  ک  ل  ی  ن٣ ب  ن  ج  ام  ی  ن آم  ری  ک  ای  ی
ب  ه م  ت  ف  اوت  ی م  ق  ادی  ر ، م  خ  ت  ل  ف چ  ارچ  وب  ه  ای در واق  ع ن  اظ  ره  ای ، خ  ط  ی ت  ک  ان  ه پ  اس  ت  گ  ی م  ورد در
ص  ف  ر دس  ت  گ  اه ب  ر وارد ن  ی  روه  ای ب  رآی  ن  د ک  ه ف  رض ای  ن ب  ا آن  ه  ا ه  م  ه ام  ا م  ی ده  ن  د، ن  س  ب  ت خ  ط  ی ت  ک  ان  ه
ان  دازه خ  ط  ی ت  ک  ان  ه م  ق  دار ، دس  ت  گ  اه ده  ن  ده ت  ش  ک  ی  ل ذرات ح  رک  ت ه  ن  گ  ام ک  ه دارن  د ق  ب  ول اس  ت،
ق  ان  ون ک  اب  رده  ای ب  ارزت  ری  ن از ی  ک  ی م  ی م  ان  د. ب  اق  ی ت  غ  ی  ی  ر ب  دون خ  ودش  ان دس  ت  گ  اه در ش  ده گ  ی  ری
ه  واس  ت. م  ق  اوم  ت ن  ی  روی ب  ودن ص  ف  ر ف  رض ب  ا پ  رت  اب  ی ح  رک  ت ب  ررس  ی در خ  ط  ی ت  ک  ان  ه پ  ای  س  ت  گ  ی
ب  ا ذره دو ک  ه ه  ن  گ  ام  ی اس  ت. ب  رخ  ورد م  س  ائ  ل ت  ش  ری  ح در خ  ط  ی ت  ک  ان  ه ب  ق  ای ق  ان  ون دی  گ  ر ک  ارب  رد
ان  دازه ب  ن  اب  رای  ن اس  ت، ص  ف  ر س  ی  س  ت  م ب  ر وارد ن  ی  روه  ای ب  رآی  ن  د چ  ون م  ی ک  ن  ن  د، ب  رخ  ورد ی  ک  دی  گ  ر
ک  ارب  رده  ای خ  ط  ی ح  رک  ت ان  دازه ب  ق  ای ق  ان  ون ال  ب  ت  ه داش  ت. خ  واه  د وج  ود ب  ق  اء خ  ط  ی ح  رک  ت

ک  ن  ی  م. م  ی خ  ودداری آن  ه  ا ذک  ر از م  ط  ل  ب ش  دن ط  ولان  ی خ  اط  ر ب  ه ای  ن  ج  ا در ک  ه دارد ن  ی  ز دی  گ  ری
و ک  ن  ن  ده دوران ج  رم ب  ه ه  م ای زاوی  ه ت  ک  ان  ه خ  ط  ی، ت  ک  ان  ه خ  لاف ب  ر
ق  ان  ون ع  ب  ارت  ی ب  ه اس  ت. واب  س  ت  ه ج  رم، اط  رف آن ت  وزی  ع ن  ح  وه ب  ه ه  م
ک  ه ص  ورت  ی در ک  ه ش  ود م  ی ب  ی  ان ط  ور ای  ن ای زاوی  ه ت  ک  ان  ه پ  ای  س  ت  گ  ی

م  ی م  ان  د. ث  اب  ت آن ای زاوی  ه ت  ک  ان  ه ن  ش  ود، وارد دوران  ی س  ی  س  ت  م ب  ه گ  ش  ت  اوری

م  ه ٨ اع  دام ‐١٧۴٣ اوت ٢۶ (زاده لاووازی  ه ل  وران آن  ت  وان de Antoine-Laurent Lavoisier ١
ج  ه  ت را ت  رازو ک  ه ب  ود ک  س  ی ن  خ  س  ت  ی  ن وی ب  ود. ن  وی  ن ش  ی  م  ی ب  ن  ی  ان گ  ذار و ف  ران  س  وی دان  ش  م  ن  د (١٧٩۴
ب  ا ت  وأم س  ن  ج  ش و ت  ج  رب  ه و ک  رد ع  م  ل وارد آزم  ای  ش  گ  اه در ش  ی  م  ی  ای  ی ان  ف  ع  الات و ف  ع  ل در ت  ح  ق  ی  ق و س  ن  ج  ش

داد. ق  رار ع  ل  م ای  ن اس  اس و پ  ای  ه را ص  ح  ی  ح ن  ت  ی  ج  ه گ  ی  ری
٣٩٧ س  ال ب  ه (درگ  ذش  ت  ه م  ج  ری  ط  ی ح  ک  ی  م ب  ه م  ع  روف م  ج  ری  ط  ی م  س  ل  م  ه Majriti al-Maslama ٢

ب  ود. م  ی  لادی) ن  ه  م (ق  رن ه  ج  ری چ  ه  ارم ق  رن در اس  لام  ی ت  م  دن ب  زرگ دان  ان ری  اض  ی و ف  لاس  ف  ه از ق)
Benjamin Franklin٣



۴٩ پ  ای  س  ت  گ  ی ق  ان  ون م  ف  ه  وم و م  ع  رف  ی

پ  ای  س  ت  گ  ی ق  ان  ون م  ف  ه  وم و م  ع  رف  ی ٣ . ١
ف  ی  زی  ک  ی ق  وان  ی  ن از ری  اض  ی ع  ب  ارت ی  ک دی  ف  ران  س  ی  ل، م  ع  ادلات دس  ت  گ  اه ی  ک از پ  ای  س  ت  گ  ی ق  ان  ون ی  ک
ب  ه ی  اف  ت  ن دس  ت وی  ژه ب  ه دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات خ  واص ت  ح  ل  ی  ل در م  وث  ری ب  س  ی  ار ن  ق  ش ک  ه ب  اش  د م  ی
م  ن  ظ  ور ب  ه ع  ددی ه  ای روش ت  وس  ع  ه ه  ا، ج  واب ی  ک  ت  ای  ی و وج  ود ت  ح  ل  ی  ل دق  ی  ق، ه  ای ج  واب
م  دل ک  ن  د. م  ی ای  ف  ا م  وض  ع  ی غ  ی  ر واب  س  ت  ه دس  ت  گ  اه  ه  ای ی  اف  ت  ن و ت  ر دق  ی  ق ه  ای ج  واب ب  ه رس  ی  دن
ه  ا، ج  واب ی  ک  ت  ای  ی و پ  ای  داری وج  ود، اث  ب  ات ب  رای پ  ذی  ری ان  ت  گ  رال ت  ح  ق  ی  ق و ف  ازی م  س  ای  ل س  ازی
م  رت  ب  ه ک  اه  ش ه  دف ب  ه ب  ازگ  ش  ت  ی ع  م  ل  گ  ره  ای و ه  م  ی  ل  ت  ون  ی س  اخ  ت  ار ه  م  چ  ون خ  واص  ی م  ط  ال  ع  ه
ای  ن، ب  ر ع  لاوه ب  اش  د. م  ی دی  ف  ران  س  ی  ل  ی ک  م  ی  ت ای  ن م  ه  م ک  ارب  رده  ای دی  گ  ر از دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات
ح  رک  ت ث  اب  ت  ه  ای و ال  ک  ت  ری  ک  ی ب  ار ای، زاوی  ه ت  ک  ان  ه ت  ک  ان  ه، ان  رژی، ج  رم، ه  م  چ  ون ک  م  ی  ت  ه  ای  ی ب  ررس  ی

ب  اش  د. م  ی ف  ی  زی  ک  ی ق  وان  ی  ن ای  ن ع  ه  ده ب  ر
از دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات دس  ت  گ  اه ی  ک پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن پ  ی  داک  ردن ب  رای م  ت  ف  اوت  ی ه  ای روش
م  ی ک  ه دارد. وج  ود ل  ی ه  ای ت  ق  ارن از اس  ت  ف  اده روی  ک  رد ب  ا ل  ی ه  ای گ  روه ک  لاس  ی  ک روش ج  م  ل  ه
پ  ای  س  ت  گ  ی ق  ان  ون چ  ن  د ی  ا ی  ک دی  ف  ران  س  ی  ل، م  ع  ادلات دس  ت  گ  اه از آم  ده ب  دس  ت ت  ق  ارن ی  ک از ت  وان

س  اخ  ت. دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات دس  ت  گ  اه ب  رای
م  ع  ادلات پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن ب  ه رس  ی  دن ب  رای م  ت  ف  اوت  ی ه  ای روش از ن  ی  ز م  س  ی  ر ای  ن در ال  ب  ت  ه
م  ف  ه  وم ک  م  ک ب  ا اب  راگ  ی  م  وف روش ب  وی  ر، روش ن  وت  ر، روش م  س  ت  ق  ی  م، روش ه  م  چ  ون دی  ف  ران  س  ی  ل
ک  رد اس  ت  ف  اده ت  وان م  ی ه  رم  ان‐پ  ل روش و وردش  ی ه  ای ت  ق  ارن روش خ  ط  ی، غ  ی  ر ال  ح  اق خ  ود
ش  د. خ  واه  د داده ت  وض  ی  ح م  ث  ال ه  م  راه ب  ه ه  ا روش از ک  دام ه  ر م  ف  ص  ل ط  ور ب  ه ب  خ  ش ادام  ه در ک  ه

دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات دس  ت  گ  اه
Rσ[u] = Rσ(x, u, ∂u, . . . , ∂ku) = ٠, σ = ١, . . . , N, (٣ . ١)

م  ی ن  ظ  ر در u = (u١, . . . , um) واب  س  ت  ه م  ت  غ  ی  ر ـ m و x = (x١, . . . , xn) م  س  ت  ق  ل م  ت  غ  ی  ر ـ n ب  ا
گ  ی  ری  م.

م  ش  ت  ق  ات ب  ا دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات دس  ت  گ  اه ب  رای م  وض  ع  ی، پ  ای  س  ت  گ  ی ق  ان  ون ی  ک .٣ . ١ . ١ ت  ع  ری  ف
ش  ک  ل ب  ه دی  ورژان  س  ی ع  ب  ارت ی  ک ،(٣ . ١) ج  زی  ی

Diϕ
i[u] = D١ϕ١[u] + . . .+Dnϕ

n[u] = ٠. (٣ . ٢)
ص  دق (٣ . ١) دس  ت  گ  اه ج  واب  ه  ای ه  م  ه روی ب  ای  س  ت م  ی (٣ . ٢) دی  ورژان  س  ی ع  ب  ارت ک  ه م  ی ب  اش  د

ب  اش  د. م  ی م  س  ت  ق  ل م  ت  غ  ی  ره  ای ب  ه ن  س  ب  ت ک  ام  ل م  ش  ت  ق م  ع  رف {Di, ١ ≤ i ≤ n} ک  ه ک  ن  د.
ای  ن  ج  ا در

ϕi[u] = ϕi(x, u, ∂u, ..., ∂ru),



پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن ۵٠
م  رت  ب  ه ش  ود، م  ی دی  ده ϕi[u] ش  ار در ک  ه م  ش  ت  ق م  رت  ب  ه ب  ی  ش  ت  ری  ن و اس  ت پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن ش  ار

ش  ود. م  ی ن  ام  ی  ده پ  ای  س  ت  گ  ی ق  ان  ون
t زم  ان م  س  ت  ق  ل م  ت  غ  ی  ر دارای ک  ه دی  ف  ران  س  ی  ل  ی م  ع  ادلات دس  ت  گ  اه پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن .٣ . ١ . ٢ ت  ذک  ر

ش  ک  ل ب  ه م  ی ت  وان را ب  اش  د م  ی

Dtψ
t[u] +

(n−١)∑
i=١

Diϕ
i[u] = ٠. (٣ . ٣)

ش  ون  د. م  ی ن  ام  ی  ده پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن ش  اره  ای ه  ا، ϕi[u] و چ  گ  ال  ی ،ψt[u] ک  ه ن  وش  ت
ب  ت  وان ه  رگ  اه ش  ود م  ی ن  ام  ی  ده ب  دی  ه  ی پ  ای  س  ت  گ  ی ق  ان  ون ی  ک ،(٣.٢) پ  ای  س  ت  گ  ی ق  ان  ون .٣ . ١ . ٣ ت  ع  ری  ف
م  ع  ادل  ه در ج  واب ع  ن  وان ب  ه M i[u] ک  ه ن  وش  ت ϕi[u] = M i[u] +H i[u] ص  ورت ب  ه را ϕi[u] ش  ار ه  ر

ب  اش  د. ب  رق  رار Di(H
i[u]) = ٠ و ک  رده ص  دق

ه  رگ  اه ش  ود م  ی ن  ام  ی  ده غ  ی  رب  دی  ه  ی پ  ای  س  ت  گ  ی ق  ان  ون ی  ک ،(٣.٢) پ  ای  س  ت  گ  ی ق  ان  ون .۴ . ٣ . ١ ت  ع  ری  ف
ن  ش  ود. ص  ف  ر دس  ت  گ  اه(٣ . ١) ه  ای ج  واب روی ک  ه ب  اش  د داش  ت  ه وج  ود ϕi[u] م  ان  ن  د ش  اری

آن ت  ف  اض  ل ه  رگ  اه گ  وی  ن  د، ارز ه  م پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن را ϕ٢ و ϕ١ پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن .۵ . ٣ . ١ ت  ع  ری  ف
. Di(ϕ

٢ − ϕ١) = ٠ ب  اش  ی  م داش  ت  ه ع  ب  ارت  ی ب  ه ب  اش  د پ  ای  س  ت  گ  ی ق  ان  ون ی  ک ن  ی  ز دو
ارز ه  م پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن دس  ت  ه ی  ک را پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن از {ϕ١, . . . , ϕk} دس  ت  ه .۶ . ٣ . ١ ت  ع  ری  ف
ص  ورت دارای ϕ∗[u] م  ان  ن  د ب  دی  ه  ی غ  ی  ر پ  ای  س  ت  گ  ی ق  ان  ون ی  ک ب  ا ه  ا ϕi[u] از ی  ک ه  ر ه  رگ  اه گ  وی  ن  د
ای  ن در .{Di(ϕ

i[u]− ϕ∗[u]) = ٠, ١ ≤ i ≤ k} ب  اش  ی  م داش  ت  ه ع  ب  ارت  ی ب  ه ب  اش  د، دی  ورژان  س  ی
ن  ام  ی  م. م  ی ارز ه  م پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن دس  ت  ه ی  ک را {ϕ١, . . . , ϕk} ص  ورت

پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن م  ح  اس  ب  ه ی م  س  ت  ق  ی  م روش ٣ . ٢
دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات دس  ت  گ  اه ی  ک پ  ای  س  ت  گ  ی ق  ان  ون ش  د گ  ف  ت  ه (٣ . ١ . ١ ) ت  ع  ری  ف در ک  ه ط  ور ه  م  ان
ص  ف  ر دس  ت  گ  اه(٣ . ١) ج  واب  ه  ای ت  م  ام روی ک  ه اس  ت دی  ورژان  س  ی ف  رم ب  ه ن  م  ای  ش  ی ج  زی  ی، م  ش  ت  ق  ات ب  ا
از م  وض  ع  ی پ  ای  س  ت  گ  ی ق  ان  ون ی  ک ک  ه ب  دی  ه  ی غ  ی  ر دی  ورژان  س  ی ن  م  ای  ش ه  ر ک  ل  ی ح  ال  ت در ش  ود. م  ی
ع  ام  ل  ه  ای ه  م  ان ی  ا ض  رای  ب از ده  د، ن  ت  ی  ج  ه ج  زی  ی م  ش  ت  ق  ات ب  ا دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات دس  ت  گ  اه
م  ی واب  س  ت  ه م  ت  غ  ی  ره  ای م  ش  ت  ق  ات و واب  س  ت  ه م  ت  غ  ی  ره  ای م  س  ت  ق  ل، م  ت  غ  ی  ره  ای ب  ه واب  س  ت  ه ک  ه ان  ت  گ  رال

م  ی آی  د. ب  دس  ت ب  اش  ن  د،
اگ  ر و ش  ود م  ی ص  ف  ر اوی  ل  ر‐لاگ  ران  ژ ع  م  ل  گ  ر ت  وس  ط دی  ورژان  س  ی، ن  م  ای  ش ه  ر ک  ه ش  ود م  ی ث  اب  ت
و واب  س  ت  ه م  ت  غ  ی  ره  ای و م  س  ت  ق  ل م  ت  غ  ی  ره  ای ش  ام  ل ک  ه را ع  ب  ارت  ی اوی  ل  ر‐لاگ  ران  ژ، ع  م  ل  گ  ره  ای
دی  ورژان  س  ی ع  ب  ارت ی  ک ع  ب  ارت، آن آن  گ  اه ک  ن  ن  د، ص  ف  ر را اس  ت واب  س  ت  ه م  ت  غ  ی  ره  ای م  ش  ت  ق  ات
ت  ن  ه  ااگ  ر و اگ  ر اس  ت، پ  ای  س  ت  گ  ی ق  ان  ون دارای دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات دس  ت  گ  اه ه  ر ل  ذا ب  ود. خ  واه  د



۵١ پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن م  ح  اس  ب  ه ی م  س  ت  ق  ی  م روش
ت  وس  ط دس  ت  گ  اه، م  ع  ادلات از ب  اه  ری  ک آن  ه  ا خ  ط  ی ت  رک  ی  ب ک  ه ب  اش  ن  د م  وج  ود ض  رای  ب از ای م  ج  م  وع  ه
دس  ت  گ  اه، پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن ی  اف  ت  ن م  س  ال  ه ی ب  ن  اب  رای  ن ش  ود. ص  ف  ر اوی  ل  ر‐لاگ  ران  ژ ع  م  ل  گ  ره  ای
ای م  ج  م  وع  ه ه  ر ب  رای ای  ن ب  ر ع  لاوه ش  ود. م  ی م  ن  ت  ه  ی ض  رای  ب، م  ج  م  وع  ه ی  اف  ت  ن م  س  ال  ه ی ب  ه
م  ح  اس  ب  ه ب  رای ان  ت  گ  رال  ی ف  رم  ول ی  ک ش  ون  د، م  ی پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن ت  ول  ی  د ب  اع  ث ک  ه ض  رای  ب از
از ض  رای  ب ش  دن م  ش  خ  ص از ب  ع  د ه  ا، آن اغ  ل  ب ک  ه دارد وج  ود پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن ش  ار ه  ای و چ  گ  ال  ی
م  ح  اس  ب  ه ب  رای م  س  ت  ق  ی  م، روش ع  ن  وان ب  ه آن از م  ع  م  ولا ک  ه آی  ن  د، م  ی ب  دس  ت م  س  ت  ق  ی  م م  ح  اس  ب  ه ی

.[٢ ،٣ ،۶ ،٧ ،٢٨] ک  ن  ن  د م  ی ی  اد پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن
ف  رم ب  ه ع  م  ل  گ  ری ،U j ب  ه ن  س  ب  ت اوی  ل  ر‐لاگ  ران  ژ ع  م  ل  گ  ر .٣ . ٢ . ١ ت  ع  ری  ف

EUj =
∂

∂U j
−Di

∂

∂U ji
+ . . .+ (−١)sDi١ . . . Dis

∂

∂U ji١...is
+ . . . , j = ١, . . . ,m. (۴ . ٣)

راب  ط  ه ک  ل  ی ط  ور ب  ه ک  ن  د. م  ی ص  ف  ر را Diϕ
i[U ] دی  ورژان  س  ی ع  ب  ارت ک  ه ب  اش  د م  ی

EUj

(
Diϕ

i(x, u, ∂u, . . . , ∂ru)
)
≡ ٠, j = ١, . . . ,m. (۵ . ٣)

ب  اش  د. م  ی ب  رق  رار دل  خ  واه  ی U(x) ه  ر ب  رای
رواب  ط .٣ . ٢ . ٢ ق  ض  ی  ه

EUjF (x,U, ∂U, ..., ∂sU) ≡ ٠, j = ١, . . . ,m.
دی  ورژان  س  ی ارزی ه  م اگ  ر ت  ن  ه  ا و اگ  ر اس  ت، ب  رق  رار U(x) دل  خ  واه ت  اب  ع ه  ر ب  رای
F (x, U, ∂U, ..., ∂sU) ≡ Diψ

i(x, U, ∂U, ..., ∂s−١U),

ب  اش  ن  د. ب  رق  رار ψi(x,U, ∂U, ..., ∂s−١U), i = ١, . . . , n ت  واب  ع ب  رای
اس  ت. آم  ده [٧] م  رج  ع در اث  ب  ات

م  وض  ع  ی ض  رای  ب از ای م  ج  م  وع  ه .٣ . ٢ . ٣ ق  ض  ی  ه
Λσ[U ]Nσ=١ = Λσ(x,U, ∂U, ..., ∂

lU)
N

σ=١, (۶ . ٣)
م  ی ن  ت  ی  ج  ه (٣ . ١) دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات دس  ت  گ  اه ب  رای پ  ای  س  ت  گ  ی ق  ان  ون ی  ک ،l دل  خ  واه م  رت  ب  ه ب  ا

راب  ط  ه اگ  ر وت  ن  ه  ا اگ  ر ده  د،
EUj

[
(Λσ(x,U, ∂U, ..., ∂

lU))Rσ(x, u, ∂u, ..., ∂ku)
]
≡ ٠, j = ١, . . . ,m. (٣ . ٧)

ب  اش  د. ب  رق  رار ،U(x) دل  خ  واه ت  اب  ع ه  ر ب  رای
ح  ل از ک  ه ه  س  ت  ن  د، خ  ط  ی م  ش  خ  ص  ه م  ع  ادلات از دس  ت  ه ی  ک (٣ . ٧) از آم  ده ب  دس  ت م  ع  ادلات

ی  اف  ت. دس  ت (۶ . ٣) ض  رای  ب ت  م  ام م  ج  م  وع  ه ی ب  ه ت  وان م  ی ه  ا آن
اس  ت. آم  ده [٧] م  رج  ع در اث  ب  ات



پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن ۵٢
در (۶ . ٣) ض  رای  ب م  ج  م  وع  ه ی گ  رف  ت ن  ت  ی  ج  ه ت  وان م  ی ش  د آورده ب  الا در ک  ه ای ق  ض  ی  ه دو از
ب  راب  ر ب  ا واق  ع در ک  ن  د. م  ی ص  دق ،U(x) دل  خ  واه ت  اب  ع ه  ر ب  رای Λσ[U ]Rσ[U ] ≡ Diϕ

i[U ] راب  ط  ه
ع  ب  ارت ب  ا ،(٣ . ١) دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات دس  ت  گ  اه و (۶ . ٣) ض  رای  ب خ  ط  ی ت  رک  ی  ب ق  راردادن

ک  رد. م  ح  اس  ب  ه را پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن ت  وان م  ی Diϕ
i[U ] دی  ورژان  س  ی

ص  ف  ر x ن  ق  ط  ه در آن م  ش  ت  ق گ  اه ه  ر اس  ت ت  ک  ی  ن x ن  ق  ط  ه در f(x) م  ت  غ  ی  ره ی  ک ت  اب  ع .۴ . ٣ . ٢ ت  ع  ری  ف
ب  ا اس  ت ش  ده گ  رف  ت  ه ک  ار ب  ه م  ت  غ  ی  ره چ  ن  د م  ش  ت  ق  ات Λσ[U ] ض  رای  ب در ک  ه آن  ج  ای  ی از ام  ا ش  ود.
آن ژاک  وب  ی  ن م  ات  ری  س گ  اه ه  ر ه  س  ت  ن  د ت  ک  ی  ن Λσ ض  رای  ب ب  ن  اب  رای  ن ه  س  ت  ی  م. م  واج  ه ژاک  وب  ی  ن م  ب  ح  ث

ش  ود. ص  ف  ر (٣ . ١) دس  ت  گ  اه از U(x) = u(x) ج  واب ن  ق  ط  ه در ه  ا
دس  ت  گ  اه ی  ک از پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن ب  ه رس  ی  دن م  س  ی  ر ش  ده، آورده ق  ض  ای  ای و ت  ع  اری  ف ب  ه ت  وج  ه ب  ا

ک  رد: خ  لاص  ه م  رح  ل  ه چ  ن  د در ت  وان م  ی را دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات
م  ع  ادل  ه دس  ت  گ  اه ب  رای را l دل  خ  واه م  رت  ب  ه ب  ا Λσ(x,U, ∂U, ..., ∂lU)

N
σ=١ ض  رای  ب م  ج  م  وع  ه •

م  ج  م  وع  ه ای  ن ت  ع  داد ک  ه ط  وری ب  ه گ  ی  ری  م، م  ی ن  ظ  ر در k م  رت  ب  ه از R{x;u} دی  ف  ران  س  ی  ل
م  ی دس  ت  گ  اه م  رت  ب  ه از م  س  ت  ق  ل آن م  رت  ب  ه ان  ت  خ  اب و دس  ت  گ  اه م  ع  ادلات ت  ع  داد ب  ا ب  راب  ر ض  رای  ب

ب  اش  د.
م  ی ب  دس  ت U(x) دل  خ  واه ت  واب  ع ب  رای Λσ[U ] ض  رای  ب ،(٣ . ٧) م  ش  خ  ص  ه م  ع  ادلات ح  ل ب  ا •

آی  ن  د.
ات  ح  اد و ش  ده پ  ی  دا ت  اب  ع  ی ض  رای  ب از اس  ت  ف  اده ب  ا •

Λσ(x, U, ∂U, . . . , ∂
lU)Rσ(x,U, ∂U, . . . , ∂kU) ≡ Diϕ

i(x,U, ∂U, . . . , ∂rU). (٣ . ٨)
ش  ون  د. م  ی م  ح  اس  ب  ه ϕi(x,U, ∂U, . . . , ∂rU) ش  اره  ای

ش  ک  ل ب  ه پ  ای  س  ت  گ  ی ق  ان  ون ی  ک ش  ان، ض  رای  ب ه  م  راه ب  ه ϕi[U ] ی ش  اره  ا از م  ج  م  وع  ه ه  ر •
از u(x) ه  ای ج  واب ت  م  ام ب  رای ک  ه ک  ن  ن  د م  ی م  ع  رف  ی را Diϕ

i(x, u, ∂u, . . . , ∂ru) = ٠
ب  اش  د. م  ی ص  ادق R{x;u} دس  ت  گ  اه

ب  ع  دی ‐(٣ + ١) م  وج م  ع  ادل  ه .۵ . ٣ . ٢ م  ث  ال
utt − uxx − uyy − uzz = ٠, (٣ . ٩)

اول م  رت  ب  ه ت  اب  ع  ی ض  رای  ب ب  ا
Λ = Λ(x, y, z, t, u, ux, uy, uz, ut),

ف  رم ب  ه اوی  ل  ر‐لاگ  ران  ژ ع  م  ل  گ  ر و
Eu =

∂

∂u
− Dx

∂

∂ux
−Dy

∂

∂uy
−Dz

∂

∂uz
−Dt

∂

∂ut



۵٣ پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن م  ح  اس  ب  ه ی م  س  ت  ق  ی  م روش
+ Dxx

∂

∂uxx
+Dyy

∂

∂uyy
+Dzz

∂

∂uzz
+Dtt

∂

∂utt
, (٣ . ١٠)

.[٢٧ ،۵٢] گ  ی  ری  م م  ی ن  ظ  ر در را
ات  ح  اد از آم  ده ب  دس  ت م  ش  خ  ص  ه م  ع  ادلات ح  ل ب  ا

Eu [Λ(x, y, z, t, u, ux, uy, uz, ut)(utt − uxx − uyy − uzz)] ≡ ٠, (٣ . ١١)
از: ع  ب  ارت  ن  د اول م  رت  ب  ه ت  اب  ع  ی ض  رای  ب م  ت  م  ت  ی  ک  ا، و م  ی  پ  ل اف  زاره  ای ن  رم ک  م  ک ب  ه

Λ١ = ut, Λ٢ = ux,

Λ٣ = uy, Λ۴ = uz,

Λ۵ = tux + xut, Λ۶ = tuy + yut,

Λ٧ = −xuy + yux, Λ٨ = tuz + zut,

Λ٩ = ux

(
y٢+z٢−t٢−x٢

٢
)
− x(tut + yuy + zuz + u),

Λ١٠ = uz

(
t٢+z٢−z٢−x٢

٢
)
+ z(tut + yuy + zuz + u),

Λ١١ = uy

(
y٢+t٢−z٢−x٢

٢
)
+ y(tut + yuy + zuz + u),

Λ١٢ = ut

(
y٢+z٢+t٢+x٢

٢
)
+ t(tut + yuy + zuz + u).

(٣ . ١٢)

آم  ده ب  دس  ت ت  اب  ع  ی ض  رای  ب از ی  ک ه  ر ب  ا م  ت  ن  اظ  ر ش  اره  ای و چ  گ  ال  ی ،(٣ . ٨) ات  ح  اد از اس  ت  ف  اده ب  ا
ش  ون  د. م  ی م  ح  اس  ب  ه ،(٣ . ١٢) در

ف  رض ب  ا
A =

١
٢(u٢

t + u٢
x + u٢

y + u٢
z ) B =

١
٢(u٢

y + u٢
z − u٢

x − u٢
t )

C =
١
٢(u٢

x + u٢
z − u٢

y − u٢
t ) D =

١
٢(u٢

y + u٢
x − u٢

z − u٢
t )

اس  ت. ش  ده آورده (٣ . ١) ج  دول در ن  ظ  ر م  ورد ن  ت  ای  ج



پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن ۵۴
م  س  ت  ق  ی  م روش در پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن ش  اره  ای و چ  گ  ال  ی :٣ . ١ ج  دول

Λ(i) ϕz[u] ϕy[u] ϕx[u] ψt[u]

Λ(١) −uzut −uyut −uxut A

Λ(٢) −uzux −uyux B uxut

Λ(٣) −uzuy C −uxuy uyut

Λ(۴) D −uyuz −uxuz uzut

Λ(۵) −uz (tux + xut) −uy (tux + xut) −xuxut − xB tuxut + xA

Λ(۶) −uz (tuy + yut) −yuyut + tC −ux (tuy + yut) tuyut + yA

Λ(٧) −uz (yux − xuy) −yuyux − xC xuxuy + yB ut (yux − xuy)

Λ(٨) −zuzut + tD −uy (tuz + zut) −ux (tuz + zut) tuzut + zA

م  ی م  ح  اس  ب  ه م  س  ت  ق  ی  م روش ب  ه را (٣۴ . ٢) م  ع  ادل  ه پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن م  ث  ال ای  ن در .۶ . ٣ . ٢ م  ث  ال
ک  ن  ی  م.

لاگ  ران  ژ اوی  ل  ر ع  م  ل  گ  ر ب  ا (٣۴ . ٢) م  ع  ادل  ه

δ

δu
=

∂

∂u
−Dx

∂

∂ux
−Dt

∂

∂ut
+D٢

x

∂

∂uxx
+ · · · −D۵

x

∂

∂uxxxxx
. (٣ . ١٣)

ف  رم ب  ه ای م  ش  خ  ص  ه م  ع  ادل  ه دارای

Λt + Λxxxxx + ٢٠u٢Λx + ٢Λuuxxxxx + · · ·+ ٢٠uΛuuxxx + ١٣۵Λuuxuxx = ٠. (١۴ . ٣)

دس  ت  گ  اه ح  ل از ک  ه اس  ت

δ

δu

(
Λ(x, t, u, ux, uxx, uxxx, uxxxx)∆

)
≡ ٠, (١۵ . ٣)

اس  ت. آم  ده ب  دس  ت



۵۵ پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن م  ح  اس  ب  ه ی م  س  ت  ق  ی  م روش
:[٢۶] از ع  ب  ارت  ن  د ،(١٠۴ . ۵) ۵ م  رت  ب  ه م  ع  ادل  ه ب  رای پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن

Dx(−uxt − ut) +Dt(uxx + ux) = ٠,
Dx

(
−x− uxxxx − ١٠uuxx − ١۵

٢ u٢
x −

٢٠
٣ u٣

)
+Dt(t+ u) = ٠,

Dx(−utttt − uxtt − tuxttt + uttt − xuxttt) +Dt(uxttt + tuxxtt + xuxxtt) = ٠,
Dx(−uxxxutttt − utttuxxxt − uxttt) +Dt(uxxtt + xuxxxt) = ٠,
Dx(−uxxxutttt − utttuxxxt) +Dt(uxxxuxttt + utttuxxxx) = ٠,
Dx(−uxxxuxttt − uxttuxxxt) +Dt(uxxxuxxtt + uxttuxxxx) = ٠,
Dx(−uxxtuxxxt − uxxxuxxxt) +Dt(uxxxuxxxt + uxxtuxxxx + uxxxuxxxx) = ٠,
Dx(−uxuxxxt + uxxuxxt − uxtuxxx) +Dt(uxuxxxx) = ٠,
Dx(−uxxx − tuxxxt + uxxt − xuxxxt) +Dt(tuxxxx + xuxxx) = ٠,
Dx(−u٢

ttt − uttutttt) +Dt(uttuxttt + uxttuttt) = ٠,
Dx(−uxtutttt − uxttuttt − uxxtt) +Dt(uxtuxttt + uxxtuttt + uxxxt) = ٠,
Dx(−uxxutttt − uxxtuttt) +Dt(uxxuxttt + uxxxuttt) = ٠,
Dx(−ututttt − uttuttt) +Dt(utuxttt + uxtuttt) = ٠,
Dx(−uxutttt − uxtuttt) +Dt(uxuxttt + uxxuttt) = ٠,
Dx(−uutttt − ututtt) +Dt(uuxttt + uxuttt) = ٠,
Dx(−uxuxttt − uxtuxttt) +Dt(u

٢
xtt + uttuxxtt) = ٠,

Dx(−uxtuxttt − u٢
xtt) +Dt(uxtuxxtt + uxxtuxtt) = ٠,

Dx(−uxxuxttt − uxxtuxtt) +Dt(uxxuxxtt + uxxxuxtt) = ٠,
Dx(−uxuxttt − uxtuxttt) +Dt(uxuxxtt + uxxuxtt) = ٠,
Dx(−uuxttt − utuxtt) +Dt(uuxxtt + uxuxtt) = ٠,
Dx(−u٢

t − utt − tuttt − xuttt) +Dt(tuxtt + tuxtt) = ٠,
Dx(−uxtuxxtt − uxxtuxtt) +Dt(uxtuxxxt + u٢

xxt) = ٠,
Dx(−uxxuxxtt − u٢

xxt) +Dt(uxxuxxtt + uxxxuxxt) = ٠,
Dx(utuxttt − uxtuttt) +Dt(−utuxxtt + uttuxxt) = ٠,
Dx(−uxtt − uxtuxtt) +Dt(uxxt + uxtuxxt) = ٠,
Dx(−uxuxxtt − uxtuxxt) +Dt(uxuxxxt + uxxuxxt) = ٠,
Dx(−uxxtt − utuxxt) +Dt(uuxxxt + uxuxxt) = ٠,
Dx(utt − xuxtt − uxt − tuxtt) +Dt(tuxxt + xuxxt) = ٠,



Dx(−uuxxxt − utuxxx) +Dt(uuxxxx + uxuxxx) = ٠,
Dx(−uuxxt + uxuxt − utuxx) +Dt(uuxxx) = ٠,
Dx(−xuxxt + uxt − uxx − tuxxt) +Dt(xuxxx + tuxxx) = ٠,
Dx(−ututtt − u٢

tt) +Dt(utuxtt + uxtutt) = ٠,
Dx(uuxttt − uxuttt + utuxtt − uxtutt) +Dt(−uuxxtt + uxxutt) = ٠,
Dx(−uuttt − ututt) +Dt(uuxtt + uxutt) = ٠,
Dx(−utuxtt − uxtutt) +Dt(utuxxt + u٢

xt) = ٠,
Dx(uuxxtt − uxuxtt + utuxxt − u٢

xt) +Dt(−uuxxxt + uxxuxt) = ٠,
Dx(−uuxtt − utuxt − ututt) +Dt(uuxxt + uxuxt + utuxt) = ٠,
Dx(−xutt − ut − tutt) +Dt(ut + xut + tuxt) = ٠,
Dx(uuxtt − uxutt − uxxt) +Dt(−uuxxt + utuxx + uxxx) = ٠,
Dx(uuxxxt − uxuxxt + utuxxx − uxxuxt) +Dt(−uuxxxx + u٢

xx) = ٠,
Dx(uuxtt − uxutt − tuxt − ux − xuxt + ut)

+Dt(tuxx + xuxx − uuxxt + utuxx) = ٠,
Dx(−uuxt − uxut − uutt − uutt) +Dt(uuxx + u٢

x + uuxt + uxut) = ٠,
Dx(−uut − u− tut − uxtt) +Dt(uux + tux + uxtt) = ٠,
Dx

(٢٠
٣ u٣ + ١٠uuxx + ١۵

٢ u٢
x − xut + uxxxx − utt − ٢xt

)
+Dt(xux + uxt + t٢) = ٠.

روش از اس  ت  ف  اده ب  ا پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن م  ح  اس  ب  ه ی ٣ . ٣
ن  وت  ر

دس  ت  گ  اه ی  ک از م  وض  ع  ی پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن ی  اف  ت  ن ب  رای را خ  ود ال  گ  وری  ت  م ن  وت  ر، ـ ام  ی ١٩١٨ س  ال در
دس  ت  گ  اه ک  ه وق  ت  ی .[۶٨] ن  م  ود ارائ  ه پ  ذی  رن  د، م  ی را ت  غ  ی  ی  رات  ی اص  ل ک  ه دی  ف  ران  س  ی  ل  ی م  ع  ادلات
دس  ت  گ  اه ی  ک ت  غ  ی  ی  ر، اص  ل اک  س  ت  رم  م ه  ای آن  گ  اه م  ی پ  ذی  رد، را ت  غ  ی  ی  رات  ی اص  ل دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات
ح  ال  ت، ای  ن در م  ی ده  ن  د. ن  ت  ی  ج  ه را اوی  ل  ر‐لاگ  ران  ژ م  ع  ادلات دس  ت  گ  اه ن  ام ب  ه دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات
ق  وان  ی  ن ش  اره  ای آن  گ  اه ب  اش  د، م  وج  ود ت  غ  ی  ی  ر اص  ل از ن  ق  ط  ه ای، ت  ق  ارن ی  ک اگ  ر ک  ه داد ن  ش  ان ن  وت  ر
و ن  ق  ط  ه ای ت  ق  ارن از ک  وچ  ک ه  ای  ی ب  ی  ن  ه  ای  ت ش  ام  ل ک  ه ص  ری  ح ف  رم  ول  ی ت  وس  ط م  وض  ع  ی، پ  ای  س  ت  گ  ی
ج  م  ل  ه از م  ح  دودی  ت ه  ای  ی ن  وت  ر ق  ض  ی  ه در ال  ب  ت  ه م  ی آی  ن  د. ب  دس  ت ب  اش  د، م  ی ت  غ  ی  ی  رات اص  ل لاگ  ران  ژی
ج  زئ  ی  ات از اط  لاع ب  رای ک  ه دارد، وج  ود ن  ی  ز دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه ب  رای ف  رم  ال غ  ی  ر لاگ  ران  ژی وج  ود



۵٧ ن  وت  ر روش از اس  ت  ف  اده ب  ا پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن م  ح  اس  ب  ه ی
ک  ن  ی  د. م  راج  ع  ه [٧٢] و [٧] م  راج  ع ب  ه م  ی ت  وان  ی  د ب  ی  ش  ت  ر،

دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات دس  ت  گ  اه ال  ح  اق  ی خ  ود ٣ . ٣ . ١
دل  خ  واه ت  واب  ع و (٣ . ١) ج  زی  ی م  ش  ت  ق  ات ب  ا دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات دس  ت  گ  اه
دس  ت  گ  اه ب  رای L[U ] س  ازی خ  ط  ی ع  م  ل  گ  ر ب  گ  ی  ری  د. ن  ظ  ر در را ،U(x) =

(
U١(x), . . . , Um(x)

)
ص  ورت ب  ه (٣ . ١) دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات

Lσρ [U ]V ρ =

[
∂Rσ[U ]

∂Uρ
+
∂Rσ[U ]

∂Uρi
Di + . . .+

∂Rσ[U ]

∂Uρi١...ik
Di١ . . . Dik

]
V ρ,

σ = ١, . . . , N, (١۶ . ٣)

ال  ح  اق  ی ع  م  ل  گ  ر ه  م  چ  ن  ی  ن ه  س  ت  ن  د، دل  خ  واه ت  واب  ع V (x) =
(
V ١(x), . . . , V m(x)

) ک  ه ب  اش  د م  ی
ش  ک  ل ب  ه ج  زء ب  ه ج  زء گ  ی  ری ان  ت  گ  رال ب  ا (٣ . ١) دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات دس  ت  گ  اه ب  رای L⋆[U ]

L⋆σρ [U ]Wσ =
∂Rσ[U ]

∂Uρ
Wσ −Di

(
∂Rσ[U ]

∂Uρi
Wσ

)
+ . . .

+ (−١)kDi١ . . . Dik

(
∂Rσ[U ]

∂Uρi١...ik
Wσ

)
, φ = ١, . . . ,m, (٣ . ١٧)

و (١۶ . ٣) رواب  ط ب  اش  ن  د. م  ی دل  خ  واه ت  واب  ع W (x) = (W١(x), . . . ,WN (x)) ک  ه آی  د م  ی ب  دس  ت
دی  ورژان  س  ی ع  ب  ارت در (٣ . ١٧)

WσLσρ [U ]V ρ − V ρL⋆σρ [U ]Wσ ≡ DiΨ
i[U ], (٣ . ١٨)

ب  ا

Ψi[U ] =
k−١∑
p=٠

k−p−١∑
q=٠

(−١)q(Di١ . . . DipV
ρ)×Dj١ . . . Djq

(
Wσ

∂Rσ[U ]

∂Uρj١...jqii١...ip

)
. (٣ . ١٩)

ه  ای ان  دی  س از ت  رک  ی  ب  ی j١ . . . jqi١ . . . ip و i دی  ف  ران  س  ی  ل، م  ع  ادل  ه م  رت  ب  ه k ک  ه ک  ن  ن  د. م  ی ص  دق
ب  اش  ن  د. م  ی ١ ≤ j١ ≤ . . . jq ≤ i ≤ i١ ≤ . . . ≤ ip ≤ n ص  ورت ب  ه م  رت  ب چ  ن  دگ  ان  ه

اس  ت، ش  ده داده (١۶ . ٣) راب  ط  ه در ک  ه Lσρ [U ] ه  ای م  ول  ف  ه ب  ا L[U ] ک  ن  ی  د ف  رض .٣ . ٣ . ١ ت  ع  ری  ف
ب  رای ال  ح  اق  ی ع  م  ل  گ  ر L∗[U ] و (٣ . ١) دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات دس  ت  گ  اه ب  رای س  ازی خ  ط  ی ع  م  ل  گ  ر ی  ک
ی  ک L[U ] ص  ورت ای  ن در ب  اش  ن  د، م  ف  روض L⋆σρ [U ] ه  ای م  ول  ف  ه ب  ا L[U ] س  ازی خ  ط  ی ع  م  ل  گ  ر

ع  ب  ارت  ی ب  ه ی  ا ب  اش  ی  م داش  ت  ه L[U ] = L∗[U ] گ  اه ه  ر ش  ود م  ی ن  ام  ی  ده ال  ح  اق خ  ود ع  م  ل  گ  ر

Lσρ [U ] = L⋆σρ [U ], σ, ρ = ١, . . . ,m.



پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن ۵٨

اوی  ل  ر‐لاگ  ران  ژ م  ع  ادلات ٣ . ٣ . ٢
م  ش  ت  ق  ه  ای  ش  ان و U = (U١(x), . . . , Um(x)) دل  خ  واه ت  اب  ع ـ m م  س  ت  ق  ل، م  ت  غ  ی  ر ـ n ب  ا J [U ] ت  اب  ع  ک

ب  گ  ی  ری  د: ن  ظ  ر در زی  ر ص  ورت ب  ه ان  د ش  ده ت  ع  ری  ف Ω دام  ن  ه روی ک  ه k م  رت  ب  ه ت  ا
J [U ] =

∫
Ω
L[U ]dx =

∫
Ω
L(x,U, ∂U, . . . , ∂k[U ])dx. (٣ . ٢٠)

م  ی ن  ام  ن  د. ت  غ  ی  ی  ر اص  ل را J [U ] ت  اب  ع  ک و لاگ  ران  ژی را L[U ] = L(x, U, ∂U, . . . , ∂kU) ت  اب  ع
دل  خ  واه اس  ت ت  اب  ع  ی v(x) ک  ه ،U(x) → U(x) + εv(x) ش  ک  ل ب  ه U از ک  وچ  ک ب  ی  ن  ه  ای  ت ت  غ  ی  ی  ر
ب  گ  ی  ری  د. ن  ظ  ر در ش  ون  د، م  ی ص  ف  ر Ω دام  ن  ه از ∂Ω م  رز روی k − ١ م  رت  ب  ه ت  ا م  ش  ت  ق  ات  ش و وخ  ودش

ص  ورت ب  ه لاگ  ران  ژی در م  ت  ن  اظ  ر ت  غ  ی  ی  ر
L = L(x,U + εv, ∂U + ε∂v, . . . , ∂k[U ] + ε∂kv)− L(x,U, ∂U, . . . , ∂k[U ])

= ε

(
∂L[U ]

∂Uσ
vσ + ∂Uσj v

σ
j + . . .+ ∂Uσj١...jkv

σ
j١...jk

)
+O(ε٢). (٣ . ٢١)

داد ن  ش  ان م  ی ت  وان ج  ز ب  ه ج  ز، ان  ت  گ  رال گ  ی  ری ب  ا م  ی ب  اش  د.
δL = ε

(
vσEUσ(L[U ]) +DiW

i[U, v]
)
+O(ε٢), (٣ . ٢٢)

از ع  ب  ارت  س  ت Uσ ب  ه ن  س  ب  ت اوی  ل  ر ع  م  ل  گ  ر EUσ ک  ه
EUσ =

∂

∂Uσ
−Di

∂

∂Uσi
+ . . .+ (−١)sDi١ . . . Dis

∂

∂Uσi١...is
+ . . . , σ = ١, . . . ,m. (٣ . ٢٣)

داری  م و
W i[U, v] = vσ

(
∂L[U ]

∂Uσi
+ . . .+ (−١)(k−١)Dj١ . . . Djk−١

∂L[U ]

∂Uσij١...jk−١

)

+ vσij١

(
∂L[U ]

∂Uσij١
+ . . .+ (−١)(k−٢)Dj٢ . . . Djk−١

∂L[U ]

∂Uσij١...jk−١

)

+ . . .+ vσj١...jk−١

(
∂L[U ]

∂Uσij١...jk−١

)
. (٢۴ . ٣)

ص  ورت ب  ه J [U ] در م  ت  ن  اظ  ر ت  غ  ی  ی  ر دی  ورژان  س، ق  ض  ی  ه و (٣ . ٢٢) ن  م  ای  ش ب  ه ب  ن  ا
δJ = J [U + εv]− J [U ]

= Ω

∫
δLdx

= ε

∫
Ω

(
vσEUσ(L[U ]) +DLW

L[U, v]
)
dx+O(ε٢)

= ε
(∫

Ω
vσEUσ(L[U ])dx+

∫
∂Ω
W l[U, v]nlds

)
+O(ε٢), (٢۵ . ٣)

ن  رم  ال ب  ردار n = (n١, . . . , nn) ب  ا Ω دام  ن  ه از ∂Ω م  رز روی س  ط  ح ان  ت  گ  رال ب  ی  ان  گ  ر ∫∂Ω ک  ه ب  اش  د م  ی
δJ از O(ε٢) ج  م  ل  ه آن  گ  اه ب  اش  د، J [U ] اک  س  ت  رم  م U = u(x) اگ  ر ب  ن  اب  رای  ن، اس  ت. ی  ک  ه س  وی ب  رون

ل  ذا ش  ود، ص  ف  ر ب  ای  س  ت ∫م  ی
Ω
vσEuσ(L[U ])dx = ٠,



۵٩ ن  وت  ر روش از اس  ت  ف  اده ب  ا پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن م  ح  اس  ب  ه ی
U = u(x) اگ  ر ب  ن  اب  رای  ن، اس  ت. ب  رق  رار ،Ω دام  ن  ه روی ش  ده ت  ع  ری  ف دل  خ  واه v(x) ه  ر ب  رای

دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات دس  ت  گ  اه در ب  ای  د u(x) آن  گ  اه ب  اش  د، J [U ] اک  س  ت  رم  م
Euσ(L[U ]) =

(∂L[U ]

∂Uσ
+ . . .+ (−١)(k)Dj١ . . . Dj(k)

∂L[U ]

∂Uσj١...jk

)
= ٠, σ = ١, . . . ,m. (٢۶ . ٣)

از U = u(x) اک  س  ت  رم  م ک  ه م  ی ن  ام  ن  د؛ اوی  ل  ر‐لاگ  ران  ژ م  ع  ادلات را، (٢۶ . ٣) م  ع  ادلات ک  ن  د. ص  دق
داش  ت. خ  واه  ی  م را زی  ر ق  ض  ی  ه ل  ذا اس  ت. ص  ادق م  ع  ادلات درای  ن J [U ] ت  غ  ی  ی  ر اص  ل

ت  غ  ی  ی  ر اص  ل اک  س  ت  رم  م ،U(x) = u(x) ه  م  وار اگ  رت  اب  ع .٣ . ٣ . ٢ ق  ض  ی  ه
J [U ] =

∫
Ω
L[U ]dx,

اوی  ل  ر‐لاگ  ران  ژ م  ع  ادلات در u(x) آن  گ  اه ب  اش  د، L[U ] = L(x,U, ∂U, . . . , ∂kU) لاگ  ران  ژی ب  ا
م  ی ک  ن  د. ص  دق (٢۶ . ٣)

.[٧] در اث  ب  ات

ن  وت  ر ق  ض  ی  ه ی از ن  وت  ر ال  گ  وری  ت  م ٣ . ٣ . ٣
لازم ال  گ  وری  ت  م، درای  ن پ  رداخ  ت. خ  واه  ی  م ن  وت  ر ق  ض  ی  ه ی از ن  وت  ر ال  گ  وری  ت  م ب  ی  ان ب  ه ب  خ  ش درای  ن

ن  ق  ط  ه ای ت  ب  دی  لات از پ  ارام  ت  ری ی  ک ل  ی گ  روه ت  ح  ت J [U ] ت  غ  ی  ی  ر اص  ل ک  ه اس  ت
x̃i = xi + εξi(x, U) + O(ε٢), i = ١, . . . , n,
Ũα = Uα + εηα(x,U) + O(ε٢), α = ١, . . . ,m. (٣ . ٢٧)

ک  وچ  ک ن  ه  ای  ت ب  ی ب  ام  ول  د

X =

n∑
i=١

ξi(x,U)
∂

∂xi
+

m∑
α=١

ηα(x, U)
∂

∂Uα
, (٣ . ٢٨)

راب  ط  ه ک  ه اس  ت، ب  رق  رار زم  ان  ی ت  ن  ه  ا ن  اوردای  ی ای  ن ب  اش  د. ∫ن  اوردا
Ω̃
L[Ũ ]dx̃ =

∫
Ω
L[U ]dx,

م  ی ب  اش  د. (٣ . ٢٧) ن  ق  ط  ه ای ت  ب  دی  لات ت  ح  ت Ω ت  ص  وی  ر Ω̃ ای  ن  ج  ا در ب  اش  د. ب  رق  رار
ج  م  لات  ی L[Ũ ] = eεX(k)L[U ] راب  ط  ه ل  ذا اس  ت ت  ب  دی  لات از ل  ی گ  روه ی  ک (٣ . ٢٧) ک  ه آن  ج  ای  ی از
ک  ه گ  رف  ت ن  ت  ی  ج  ه ت  وان م  ی ب  ن  اب  رای  ن دارد (٣ . ٢٨) ک  وچ  ک ب  ی  ن  ه  ای  ت م  ول  د ‐ام k م  رت  ب  ه ام  ت  داد از
ن  ق  ط  ه ای ت  ق  ارن ی  ک ، (٣ . ٢٧) ن  ق  ط  ه ای ازت  ب  دی  لات پ  ارام  ت  ری ی  ک ل  ی گ  روه ن  وت  ر، ال  گ  وری  ت  م در

راب  ط  ه اگ  روت  ن  ه  ااگ  ر ب  ود خ  واه  د J [U ] ∫ب  رای
Ω
(JeεX

(k) − ١)L[U ]dx = ε

∫
Ω

(
L[U ]Diξ

i(x,U) +X(k)L[U ]
)
dx+O(ε٢), (٣ . ٢٩)



پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن ۶٠
ف  رم ب  ه (٣ . ٢٧) ای ن  ق  ط  ه ت  ب  دی  لات ژاک  وب  ی  ن ک  ه ب  اش  د. ب  رق  رار ،U(x) ه  ر ب  رای

J = det(Dix̃
j) = ١ + εDiξ

i(x,U) + ε٢

ب  اش  د. م  ی dx̃ = Jdx ب  ا
O(ε٢) ج  م  ل  ه آن  گ  اه ب  اش  د، (٣ . ٢٧) ن  ق  ط  ه ای ت  ق  ارن دارای ،J [U ] ت  غ  ی  ی  رات  ی اگ  ر دی  گ  ر ب  ی  ان ب  ه

ات  ح  اد و ش  د. ص  ف  رخ  واه  د ،(٣ . ٢٩) راب  ط  ه در
L[U ]Diξ

i(x, U) +X(k)L[U ] ≡ ٠. (٣ . ٣٠)
اس  ت. ب  رق  رار

ب  اخ  ان  واده ای ،(٣ . ٢٧) ن  ق  ط  ه ای ت  ب  دی  لات از پ  ارام  ت  ری ی  ک ل  ی گ  روه ک  ه آن  ج  ای  ی  ک  ه از ه  م  چ  ن  ی  ن
ف  رم ب  ه م  وض  ع  ی ت  ب  دی  لات از

x̃i = xi, i = ١, . . . , n,
Ũα = Uα + ε

[
ηα(x,U)− Uαi ξ

i(x,U)
]
+O(ε٢), α = ١, . . . ,m. (٣ . ٣١)

ت  وس  ط ک  ه ،(X̃(k)
) م  ت  ن  اظ  رش، ‐ام k م  رت  ب  ه ی  اف  ت  ه ام  ت  داد ک  وچ  ک ب  ی ن  ه  ای  ت م  ول  د اس  ت، م  ع  ادل

راب  ط  ه
X̃ =

q∑
α=١

ηα(x,U)−
p∑
i=١

uαi ξ
i(x,U)

 ∂

∂uα
,

ش  د. خ  واه  د ب  ی  ان ش  ود، م  ی ت  وص  ی  ف
ک  وچ  ک ب  ی  ن  ه  ای  ت ت  غ  ی  ی  ر ، (٣ . ٣١) ت  ب  دی  ل ت  ح  ت

U(x) → U(x) + εv(x),

ه  ای م  ول  ف  ه دارای
vα(x) = η̃α[U ] = ηα(x,U)− Uαi ξ

i(x,U),

،(٣ . ٣١) گ  روه  ی خ  واص ب  ه ب  ن  ا ای  ن، ب  ر ع  لاوه م  ی ب  اش  د. ه  س  ت  ن  د، (٣ . ٣١) ت  ب  دی  ل از ج  م  لات  ی ک  ه
رواب  ط

δL = εX̃(k)L[U ] + O(ε٢), (٣ . ٣٢)
∫و

Ω
δLdx = ε

∫
Ω
X̃(k)Ldx+O(ε٢). (٣ . ٣٣)

م  ول  د ب  ا (٢۵ . ٣) و (٣ . ٣٣) م  ق  ای  س  ه از ب  ع  د آی  ن  د. م  ی ب  دس  ت
vα(x) = η̃α[U ] = ηα(x,U)− Uαi ξ

i(x,U),



۶١ ن  وت  ر روش از اس  ت  ف  اده ب  ا پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن م  ح  اس  ب  ه ی
ی  اف  ت  ه ت  ع  م  ی  م م  ول  د

X̃(k)L[U ] ≡ η̃α[U ]EUα(L[U ]) +DiW
i[U, η̃α[U ]]. (٣۴ . ٣)

اس  ت. ش  ده ت  ع  ری  ف (٢۴ . ٣) راب  ط  ه در W i[U, η̃α[U ]] ک  ه ش  ود، م  ی ن  ت  ی  ج  ه
ی  ک ل  ی گ  روه از ک  وچ  ک ب  ی  ن  ه  ای  ت م  ول  د ‐ام k م  رت  ب  ه ام  ت  داد X(k) ک  ن  ی  د ف  رض .٣ . ٣ . ٣ ل  م
ب  ی  ن  ه  ای  ت م  ول  د ‐ام k م  رت  ب  ه ام  ت  داد ن  ی  ز X̃(k)و ب  اش  د، (٣ . ٢٧) ن  ق  ط  ه ای ت  ب  دی  لات از پ  ارام  ت  ری

اگ  ر ح  ال ب  اش  د. (٣ . ٣١) م  ع  ادل پ  ارام  ت  ری ی  ک ت  ب  دی  لات خ  ان  واده از ک  وچ  ک
F (U) = (x,U, ∂U, . . . , ∂k(U)),

ات  ح  اد آن  گ  اه ب  اش  د، دل  خ  واه  ی ت  اب  ع
X̃(k)F [U ] + F [U ]Diξ

i(x, U) ≡ X̃(k)F [U ]Di(F [U ]ξi(x,U)). (٣۵ . ٣)
اس  ت. ش  ده اش  اره [٧] م  رج  ع در اث  ب  ات اس  ت. ب  رق  رار

ج  زی  ی م  ش  ت  ق  ات ب  ا دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات دس  ت  گ  اه ی  ک ک  ن  ی  م ف  رض ن  وت  ر) (ق  ض  ی  ه ی .۴ . ٣ . ٣ ق  ض  ی  ه
م  ع  ادلات از م  ج  م  وع  ه ای م  ف  روض دس  ت  گ  اه ع  ب  ارت  ی ب  ه ب  اش  د، ش  ده ن  ت  ی  ج  ه ت  غ  ی  ی  رات  ی اص  ل از (٣ . ١)
J [U ] ت  غ  ی  ی  رات  ی اص  ل از U(x) = u(x) اک  س  ت  رم  م u(x) ج  واب  ه  ای ک  ه ب  اش  د، (٢۶ . ٣) اوی  ل  ر‐لاگ  ران  ژ
،(٣ . ٢٧) ای ن  ق  ط  ه ت  ب  دی  لات از پ  ارام  ت  ری ی  ک ل  ی گ  روه ک  ن  ی  د ف  رض ب  اش  ن  د. L[U ] لاگ  ران  ژی ب  ا
(٢۴ . ٣) راب  ط  ه ت  وس  ط v(x) و U(x) دل  خ  واه ت  واب  ع ب  رای W l[U, u] و J [U ] ب  رای ن  ق  ط  ه ای ت  ق  ارن

ص  ورت ای  ن در ب  اش  د. ش  ده ت  ع  ری  ف
ات  ح  اد •

η̃α[U ]EUα(L[U ]) ≡ −Di(ξ
i(x,U)L[U ] +W i[U, η̃α[U ]]), (٣۶ . ٣)

ت  اب  ع  ی ض  رای  ب از ای م  ج  م  وع  ه {η̃α[U ]}m
α=١ ی  ع  ن  ی، اس  ت، ب  رق  رار U(x) دل  خ  واه ت  اب  ع ب  رای

م  ی ب  اش  ن  د. (٢۶ . ٣) اوی  ل  ر‐لاگ  ران  ژ دس  ت  گ  اه ب  رای
م  وض  ع  ی پ  ای  س  ت  گ  ی ق  ان  ون •

Di(ξ
i(x, U)L[U ] +W i[U, η̃[U ]]) = ٠. (٣ . ٣٧)

اس  ت. ب  رق  رار (٢۶ . ٣) اوی  ل  ر‐لاگ  ران  ژ دس  ت  گ  اه از u = Θ(x) ج  واب ه  ر ب  رای
ش  ود. م  راج  ع  ه [٧] ب  ه اث  ب  ات:

ات  ح  اد ن  وت  ر ال  گ  وری  ت  م در اگ  ر .۵ . ٣ . ٣ ت  ذک  ر
X̃(k)L[U ] +Di

(
L[U ]ξi(x, u)

)
≡ ٠, (٣ . ٣٨)



پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن ۶٢
راب  ط  ه از دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات دس  ت  گ  اه پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن ص  ورت ای  ن در ب  اش  د ب  رق  رار

Ci = L[U ]ξi(x, u) +W i[U, η̃[U ]], (٣ . ٣٩)
چ  ون ه  م دی  ورژان  س  ی ع  ب  ارت ی  ک در م  ش  خ  ص  ه و لاگ  ران  ژی ات  ح  اد اگ  ر و آی  ن  د م  ی ب  دس  ت

X̃(k)L[U ] +Di

(
L[U ]ξi(x, u)

)
≡ Di(Bi), (۴٣ . ٠)

آن  گ  اه: ک  ن  ن  د، ص  دق
Ci = L[U ]ξi(x, u) +W i[U, η̃[U ]]−Bi. (۴٣ . ١)

ق  وان  ی  ن ص  ورت ای  ن غ  ی  ر در س  ازن  د، م  ی را دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات دس  ت  گ  اه پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن
ب  ود. ن  خ  واه  ن  د م  ح  اس  ب  ه ق  اب  ل ن  وت  ر روش ب  ا پ  ای  س  ت  گ  ی

L[U ] = ١٢(u٢
x + u٢

y + u٢
z − u٢

t ) لاگ  ران  ژی ب  ا ،(٣ . ٩) ‐ب  ع  دی (٣+ ١) م  وج م  ع  ادل  ه .۶ . ٣ . ٣ م  ث  ال
ب  گ  ی  ری  د. ن  ظ  ر در را

ش  ک  ل ب  ه م  ول  دی ،X١ = ∂
∂x ک  وچ  ک ن  ه  ای  ت ب  ی م  ول  د ت  ک  ام  ل  ی ت  ق  ارن

X̃١ = −ux
∂

∂u
,

.[٢٧] ب  ود خ  واه  د
ص  ورت ب  ه ن  ی  ز X̃١ ت  ک  ام  ل  ی ت  ق  ارن اول م  رت  ب  ه ام  ت  داد

X̃(١)١ = −ux
∂

∂u
− uxx

∂

∂ux
− uxy

∂

∂uy
− uxz

∂

∂uz
− uxt

∂

∂ut
. (۴٣ . ٢)

ب  اش  د. م  ی
دوم ط  رف دی  ورژان  س  ی ع  ب  ارت ،L[U ] لاگ  ران  ژی روی ب  ر ،X̃(١)١ ام  ت  داد اث  ر ب  ا

X̃
(١)
١ L[U ] = −Dx

(
u٢
x + u٢

y + u٢
z − u٢

t٢
)
.

و ψt چ  گ  ال  ی ت  وان  س  ت  ی  م ن  وت  ر ق  ض  ی  ه از اس  ت  ف  اده ب  ا ب  ن  اب  رای  ن ب  ود. خ  واه  د م  ح  اس  ب  ه ق  اب  ل راح  ت  ی ب  ه
ش  ک  ل ب  ه را ϕz و ϕy ،ϕx ش  اره  ای

ψt = uxut, ϕx =
u٢
z+u

٢
y+u

٢
x−u٢

t٢ , ϕy = −uxuy, ϕz = −uxuz.

اس  ت. ش  ده آورده (٣ . ٢) ج  دول در ه  ا ت  ق  ارن ب  ا م  ت  ن  اظ  ر ش  اره  ای و چ  گ  ال  ی س  ای  ر آوری  م. ب  دس  ت
از: ع  ب  ارت  ن  د F و A,B,C,D,E ه  ای ع  ب  ارت ج  دول ای  ن در

A = (xux + yuy + zuz + tut),



۶٣ ن  وت  ر روش از اس  ت  ف  اده ب  ا پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن م  ح  اس  ب  ه ی
ن  وت  ر روش از اس  ت  ف  اده ب  ا ش  ده م  ح  اس  ب  ه پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن :٣ . ٢ ج  دول

Xi ϕz [u] ϕy [u] ϕx[u] ψt[u]

X١ −uxuzt −uxuy B uxut

X٢ −uyuz B −uxuy −uyut
X٣ B −uyuz −uxuz −uzut
X۴ −uzut −uyut −uxut B

X۶ uz(yuz − zuy)− yB uy(yuz − zuy) + zB ux(yuz − zuy) −ut(yuz − zuy)

X٧ −uz(tuy + yut) −uy(tuy + yut) + tB −ux(tuy + yut) ut(tuy + yut) + yB

X٨ −uz(tuz + zut) + t

(
u٢
x+u٢

y+u٢
z−u٢

t٢
)

−uy (tuz + zut) −ux (tuz + zut) ut(tuz + zut) + zB

X٩ −uz(tux + xut) −uy (tux + xut) −ux (tux + xut) + tB ut(tux + xut) + xB

X١٠ uz(xuz − zux)− xB uy(xuz − zux) ux(xuz − zux) + zB −ut(xuz − zux)

X١١ uz(xuy − yux) uy(xuy − yux)− xB ux(xuy − yux) + yB −ut(xuy − yux)

X١٢ −uz(xux + yuy + zuz + tut) + zB −uyA+ yB −uxA+ xB utA+ tB

X١٣ uzC − xzB uyC − xyB uxC −
(

x٢+t٢−y٢−z٢
٢

)
B −utC − xtB

X١۴ uzD +

(
z٢+t٢−x٢−y٢

٢
)
B uyD + zyB uxD + zxB −utD + ztB

X١۵ uzE + yzB uyE +

(
y٢+t٢−x٢−z٢

٢
)
B uxE + yxB −utE + ytB

X١۶ uzF + ztB uyF + ytB uxF + xtB −utF +

(
x٢+t٢−y٢−z٢

٢
)
B

B =
u٢
x + u٢

y + u٢
z − u٢

t٢ ,

C = xu+

(
x٢ + t٢ − y٢ − z٢

٢
)
ux + xyuy + xzuz + xtut,

D = −zu− zxux − zyuy −

(
z٢ + t٢ − y٢ − x٢

٢
)
uz − ztut,

E = −yu− yxux −

(
y٢ + t٢ − x٢ − z٢

٢
)
uy − yzuz − ytut,

F = −tu− txux − tyuy − tzuz −

(
x٢ + t٢ − y٢ − z٢

٢
)
ut.

ن  وت  ر ق  ض  ی  ه ی ت  ع  م  ی  م ۴ . ٣ . ٣
م  رت  ب  ه ت  ب  دی  لات از ح  اص  ل پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن ی  اف  ت  ن ب  رای را ن  وت  ر ۴ق  ض  ی  ه ی ب  وی  ر ،١٩۶٧ س  ال در
ی  ک ت  ب  دی  لات ب  ه ن  س  ب  ت ،J [U ] ت  غ  ی  ی  رات  ی اص  ل خ  اص، ح  ال  ت ای  ن در .[٩] داد ت  ع  م  ی  م ب  الات  ر،
ت  ب  دی  لات  ی چ  ن  ی  ن ب  ه ن  س  ب  ت ،L[U ] ی  ع  ن  ی آن، لاگ  ران  ژی گ  اه ه  ر اس  ت ن  اوردا ب  الات  ر م  رت  ب  ه پ  ارام  ت  ری

ب  اش  د. ن  اوردا

ک  ن  ی  د ف  رض .٣ . ٣ . ٧ ت  ع  ری  ف

X̃ =

m∑
α=١

η̃α(x,U, ∂U, . . . , ∂sU)
∂

∂uα
, (۴٣ . ٣)

Boyer۴



پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن ۶۴
آن در ک  ه ب  اش  د، X̃(∞) ام  ت  داد ب  ا ب  الات  ر م  رت  ب  ه م  وض  ع  ی ت  ب  دی  لات از ک  وچ  ک ب  ی  ن  ه  ای  ت م  ول  د

η̃α[U ] ≡ η̃α[x,U, ∂U, . . . , ∂sU ],

ارزی ه  م اگ  ر وت  ن  ه  ا اگ  ر اس  ت، J [U ] ب  رای م  وض  ع  ی ت  ق  ارن ی  ک (۴٣ . ٣) ت  ب  دی  ل داری  م.
X̃(∞)L[U ] ≡ DiA

i[U ], (۴۴ . ٣)
ب  اش  د. ب  رق  رار ، Ai[U ] = Ai(x,U, ∂U, . . . , ∂rU) ت  واب  ع از ای م  ج  م  وع  ه ب  رای

ص  ورت ب  ه (۴۴ . ٣) راب  ط  ه در ،X̃(∞) ی  اف  ت  ه ام  ت  داد م  ول  د .٣ . ٣ . ٨ ت  ع  ری  ف
X̃(∞) = η̃α

∂

∂uα
+ η̃

(١)α
i

∂

∂uαi
+ . . .+ η̃

(p)α
i١...ip

∂

∂uαi١...ip
+ . . . . (۴۵ . ٣)

م  ی ش  ود. ت  ع  ری  ف
م  وض  ع  ی ت  ب  دی  ل .٣ . ٣ . ٩ ت  ع  ری  ف

x̃i = xi, i = ١, . . . , n,
ũα = uα + εη̃α(x, u(k)) + O(ε٢), α = ١, . . . , q, (۴۶ . ٣)

م  ی م  ح  س  وب J [U ] ت  غ  ی  ی  رات  ی اص  ل ب  رای م  وض  ع  ی ت  ق  ارن ی  ک ک  ه ،X̃ ک  وچ  ک ب  ی ن  ه  ای  ت ب  ام  ول  د
م  ی ن  ام  ن  د. J [U ] ب  رای ت  غ  ی  ی  رات  ی ت  ق  ارن ی  ک را ش  ود

از Rσ[u] دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات دس  ت  گ  اه ک  ن  ی  د ف  رض ن  وت  ر) ق  ض  ی  ه (ت  ع  م  ی  م .٣ . ٣ . ١٠ ق  ض  ی  ه
م  ع  ادلات از ای م  ج  م  وع  ه م  ف  روض دس  ت  گ  اه ب  ن  اب  رای  ن ب  اش  د، ش  ده ن  ت  ی  ج  ه ت  غ  ی  ی  رات  ی اص  ل
ت  غ  ی  ی  رات  ی اص  ل از U(x) = u(x) اک  س  ت  رم  م u(x) ج  واب  ه  ای ک  ه ب  اش  د م  ی (٢۶ . ٣) اوی  ل  ر‐لاگ  ران  ژ
ب  ام  ول  د م  وض  ع  ی ت  ب  دی  لات از پ  ارام  ت  ری ی  ک ل  ی گ  روه ک  ن  ی  د ف  رض اس  ت. L[U ] لاگ  ران  ژی ب  ا ،J [U ]

U(x) دل  خ  واه ت  واب  ع ب  رای W l[U, u] و J [U ] ب  رای ت  غ  ی  ی  رات  ی ت  ق  ارن ی  ک ،(۴٣ . ٣) ک  وچ  ک ب  ی  ن  ه  ای  ت
ای  ن  ص  ورت در ب  اش  د. ش  ده ت  ع  ری  ف (٢۴ . ٣) راب  ط  ه ت  وس  ط v(x) و

ات  ح  اد •

η̃α[U ]EUα(L[U ]) ≡ Di

(
Ai[U ]−W i[U, η̃α[U ]]

)
, (۴٣ . ٧)

ت  اب  ع  ی ض  رای  ب از م  ج  م  وع  ه ای ،{η̃α[U ]}m
α=١ و اس  ت. ب  رق  رار ،U(x) دل  خ  واه ت  اب  ع ب  رای
ب  اش  ن  د. م  ی (٢۶ . ٣) اوی  ل  ر‐لاگ  ران  ژ دس  ت  گ  اه ب  رای

ص  ورت ب  ه م  وض  ع  ی پ  ای  س  ت  گ  ی ق  ان  ون •

Di

(
Ai[u]−W i[U, η̃α[u]]

)
= ٠, (۴٣ . ٨)

ش  ود. م  ی م  ح  اس  ب  ه ،(٢۴ . ٣) اوی  ل  ر‐لاگ  ران  ژ دس  ت  گ  اه از u = Θ(x) ج  واب ه  ر ب  رای
ش  ود. م  راج  ع  ه [٧] ب  ه اث  ب  ات:



۶۵ ن  وت  ر روش از اس  ت  ف  اده ب  ا پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن م  ح  اس  ب  ه ی
پ  ای  س  ت  گ  ی ق  ان  ون آن  گ  اه ب  اش  د، ش  ده ح  اص  ل ن  وت  ر ق  ض  ی  ه از پ  ای  س  ت  گ  ی ق  ان  ون اگ  ر .٣ . ٣ . ١١ ق  ض  ی  ه

. آی  د م  ی  ب  دس  ت ن  ی  ز ب  وی  ر) (ال  گ  وری  ت  م ن  وت  ر ق  ض  ی  ه ت  ع  م  ی  م از م  ذک  ور
ش  ود. م  راج  ع  ه [٧] ب  ه اث  ب  ات:

ب  وی  ر) (روش ن  وت  ر ت  ع  م  ی  م روش ب  ه را پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن ،(٣ . ٩) م  وج م  ع  ادل  ه ب  رای .٣ . ٣ . ١٢ م  ث  ال
.[٢٧] آوری  م م  ی ب  دس  ت

ش  ک  ل ب  ه پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن ش  اره  ای و چ  گ  ال  ی X١ = ∂
∂x گ  رف  ت  ن ن  ظ  ر در ب  ا

X̃∞١ L[U ] = Dt(٠)−Dx

(
u٢
x + u٢

y + u٢
z − u٢

t٢
)

+Dy(٠) +Dz(٠),
ش  ک  ل ب  ه را پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن ش  اره  ای و چ  گ  ال  ی ب  ن  اب  رای  ن ش  ون  د. م  ی م  ح  اس  ب  ه
ψt = ٠, ϕx =

u٢
x + u٢

y + u٢
z − u٢

t٢ , ϕy = ٠, ϕz = ٠,
ان  د: ش  ده م  ح  اس  ب  ه ه  ا ت  ق  ارن ب  ق  ی  ه ب  رای پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن ادام  ه در داش  ت. خ  واه  ی  م

X٢ ت  ق  ارن ب  ا م  ت  ن  اظ  ر ش  ار و چ  گ  ال  ی •
Dt(−uyut) +Dx(−uxuy) +Dy

(
u٢
x + u٢

z − u٢
y − u٢

t٢
)

+Dz(−uyuz) = ٠,

X٣ ت  ق  ارن ب  ا م  ت  ن  اظ  ر ش  ار و چ  گ  ال  ی •
Dt(−utuz) +Dx(−uxuz) +Dy(−uzuy) +Dz

(
u٢
x + u٢

y − u٢
t − u٢

z٢
)

= ٠,

X۴ ت  ق  ارن ب  ا م  ت  ن  اظ  ر ش  ار و چ  گ  ال  ی •
Dt

(
u٢
x + u٢

y + u٢
z + u٢

t٢
)

+Dx(−uxut) +Dy(−uyut) +Dz(−uzut) = ٠,

X۶ ت  ق  ارن ب  ا م  ت  ن  اظ  ر ش  ار و چ  گ  ال  ی •
Dt (−ut(yuz − zuy)) +Dx (ux(yuz − zuy))

+Dy

(
uy(yuz − zuy) + z

u٢
x + u٢

y + u٢
z − u٢

t٢
)

+Dz

(
uz(yuz − zuy)− y

u٢
x + u٢

y − u٢
t − u٢

z٢
)

= ٠,

X٧ ت  ق  ارن ب  ا م  ت  ن  اظ  ر ش  ار و چ  گ  ال  ی •
Dt

(
ut(tuy + yut) + y

u٢
x + u٢

y + u٢
z − u٢

t٢
)

+Dx (−ux(tuy + yut))

+Dy

(
−uy(tuy + yut) + t

u٢
x + u٢

y + u٢
z − u٢

t٢
)

+Dz (−uz(tuy + yut)) = ٠,



پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن ۶۶
X٨ ت  ق  ارن ب  ا م  ت  ن  اظ  ر ش  ار و چ  گ  ال  ی •

Dt

(
ut(tuz + zut) + z

u٢
x + u٢

y + u٢
z − u٢

t٢
)

+Dx (−ux(tuz + zut))

+Dy (−uy(tuz + zut)) +Dz

(
−uz(tuz + zut) + t

u٢
x + u٢

y + u٢
z − u٢

t٢
)

= ٠,

X٩ ت  ق  ارن ب  ا م  ت  ن  اظ  ر ش  ار و چ  گ  ال  ی •

Dt

(
ut(tuz + zut) + z

u٢
x + u٢

y + u٢
z − u٢

t٢
)

+Dx (−ux(tuz + zut))

+Dy (−uy(tuz + zut)) +Dz

(
−uz(tuz + zut) + t

u٢
x + u٢

y + u٢
z − u٢

t٢
)

= ٠.

پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن م  ح  اس  ب  ه ب  رای اب  راگ  ی  م  وف روش ۴ . ٣
ف  رم  ال غ  ی  ر لاگ  ران  ژی داش  ت  ن اخ  ت  ی  ار در ل  زوم ب  وی  ر، روش و ن  وت  ر روش ه  ای م  ح  دودی  ت از ی  ک  ی
چ  ون ه  م ب  س  ی  اری م  ح  ق  ق  ان و دان  ش  م  ن  دان رو ای  ن از ب  اش  د. م  ی دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه ی  ک ب  رای
م  ح  ق  ق ای  ن ٢٠١١-٢٠١٠ ه  ای س  ال در ان  د. ب  وده م  ح  دودی  ت ای  ن رف  ع ب  رای ت  لاش در اب  راگ  ی  م  وف
غ  ی  ر لاگ  ران  ژی داش  ت  ن اخ  ت  ی  ار در ب  دون پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن از ه  ای  ی دس  ت  ه س  اخ  ت ب  ه م  وف  ق روس  ی
در ح  ق  ی  ق  ت در .[۶١ ،٣٣] ش  د دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات دس  ت  گ  اه ب  رای وردش  ی س  اخ  ت  ار و ف  رم  ال
از اس  ت  ف  اده ب  ا دی  ف  ران  س  ی  ل، م  ع  ادلات دس  ت  گ  اه ی  ک ب  رای ف  رم  ال غ  ی  ر لاگ  ران  ژی وج  ود ع  دم ص  ورت
و وردش  ی ش  رای  ط م  ح  دودی  ت ت  وان م  ی ب  اش  د، م  ی ن  وت  ر روش از ت  وس  ی  ع  ی ک  ه اب  راگ  ی  م  وف روش
دس  ت ن  ظ  ر م  ورد دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه ب  رای پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن از ای دس  ت  ه ب  ه و ک  رد رف  ع را ت  غ  ی  ی  رات  ی
خ  ط  ی، غ  ی  ر ال  ح  اق خ  ود ه  م  چ  ون م  ف  اه  ی  م  ی م  ع  رف  ی ب  ه ن  ی  از م  ه  م، ای  ن ب  ه رس  ی  دن ب  رای ی  اف  ت.
م  ی [٣٣ ،۶٧ ،٣٢] پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن ش  اره  ای و چ  گ  ال  ی ه  ای م  ول  ف  ه ت  ع  ری  ف ف  رم  ال، لاگ  ران  ژی

.[٢٨] پ  رداخ  ت خ  واه  ی  م م  ث  ال ذک  ر ب  ا م  س  ای  ل ای  ن ب  ه ت  ش  ری  ح ب  ه ادام  ه در ب  اش  د.
ک  ن  ی  م ف  رض

Rα[U ] = Rα(x, u, ∂u, . . . , ∂
su) = ٠, α = ١, . . . ,m, (۴٣ . ٩)

واب  س  ت  ه م  ت  غ  ی  ر ـ mو x = (x١, . . . , xn) م  س  ت  ق  ل م  ت  غ  ی  ر ـ n ب  ا دی  ف  ران  س  ی  ل، م  ع  ادلات دس  ت  گ  اه
م  ت  غ  ی  ره  ای ب  ه ن  س  ب  ت واب  س  ت  ه م  ت  غ  ی  ره  ای م  ش  ت  ق  ات ∂u, . . . , ∂su ک  ه ب  اش  د u = (u١, . . . , um)

ب  اش  ن  د. م  ی s ت  ا ١ م  رت  ب  ه از ، م  س  ت  ق  ل
ص  ورت ب  ه ، (۴٣ . ٩) دس  ت  گ  اه ب  رای ال  ح  اق  ی م  ع  ادل  ه .١ . ۴ . ٣ ت  ع  ری  ف

F ∗
α (x, u, v, ∂u, ∂v, . . . , ∂

su, ∂sv) = ٠, α = ١, . . . ,m, (۵٣ . ٠)



۶٧ پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن م  ح  اس  ب  ه ب  رای اب  راگ  ی  م  وف روش
راب  ط  ه ک  ه ش  رط ای  ن ب  ا م  ی ش  ود. ت  ع  ری  ف

F ∗
α (x, u, v, ∂u, ∂v, . . . , ∂

su, ∂sv) =
δL
δuα

, α = ١, . . . ,m, (۵٣ . ١)
ت  ع  ری  ف ب  ا لاگ  ران  ژ اوی  ل  ر‐ ع  م  ل  گ  ر ب  رای

δ

δuα
=

∂

∂uα
+

∞∑
s=١

(−١)sDi١ . . . Dis

∂

∂uαi١...is
, α = ١, . . . ,m, (۵٣ . ٢)

ف  رم ب  ه (۴٣ . ٩) دس  ت  گ  اه لاگ  ران  ژی و

L = vβFβ ≡
m∑
β=١

vβFβ, (۵٣ . ٣)

ب  رق  رار ب  اش  ن  د، م  ی ه  ا آن م  ش  ت  ق  ات ∂v, . . . , ∂sv و ج  دی  د واب  س  ت  ه م  ت  غ  ی  ره  ای v = (v١, . . . , vm) ک  ه
داش  ت خ  واه  ی  م ل  ذا ب  اش  د.

δ(vβFβ)

δuα)
=

∂(vβFβ)

∂uα
−Di

(
∂(vβFβ)

∂uαi

)
+DiDk

(
∂(vβFβ)

∂uαik

)
+ . . . , (۵۴ . ٣)

ص  ورت ب  ه و اس  ت ک  ام  ل م  ش  ت  ق ب  ی  ان  گ  ر Di ک  ه
Di =

∂

∂xi
+ uαi

∂

∂uα
+ vαi

∂

∂vα
+ uαij

∂

∂uαj
+ vαij

∂

∂vαj
+ . . . . (۵۵ . ٣)

ش  ود. م  ی ت  ع  ری  ف
گ  اه ه  ر گ  وی  ن  د، ال  ح  اق خ  ود اک  ی  دا را (۴٣ . ٩) دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات دس  ت  گ  اه .٢ . ۴ . ٣ ت  ع  ری  ف
ض  ری  ب ی  ک ب  ا م  ع  ادل  ه خ  ود ب  ا م  ع  ادل v = u ج  ای  گ  ذاری ب  ا ،(۵٣ . ٠) از آم  ده ب  دس  ت ال  ح  اق  ی م  ع  ادل  ه

ف  رم ب  ه Λ
F ∗
α (x, u, v, ∂u, ∂v, . . . , ∂

su, ∂sv) |v=u = ΛF (x, u, ∂u, . . . , ∂su) . (۵۶ . ٣)
ش  ود.

م  وج م  ع  ادل  ه ال  ح  اق  ی م  ع  ادل  ه ب  گ  ی  ری  د. درن  ظ  ر را م  وج ب  ع  دی ـ (١ + ٣) م  ع  ادل  ه .٣ . ۴ . ٣ م  ث  ال
:[٢٧] از اس  ت ع  ب  ارت

F ∗ =
δ

δu
(vF )

=

(
∂

∂u
+Dxx

∂

∂uxx
+Dyy

∂

∂uyy
+Dtt

∂

∂utt
+Dzz

∂

∂uzz

)
(vutt − vuxx − vuyy − vuzz)

= vtt − vxx − vyy − vzz|v=u = utt − uxx − uyy − uzz = F.

ب  اش  د. م  ی ال  ح  اق خ  ود اک  ی  دا م  ع  ادل  ه ی  ک م  وج، م  ع  ادل  ه ب  ن  اب  رای  ن



پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن ۶٨
ه  رگ  اه ن  ام  ن  د، م  ی ال  ح  اق خ  ود ش  ب  ه را (۴٣ . ٩) دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات دس  ت  گ  اه .۴ . ۴ . ٣ ت  ع  ری  ف
ب  ا ،(۵٣ . ٠) ال  ح  اق  ی م  ع  ادل  ه ،φ′(u) = ∥∂φ′(u)

∂uβ
∥ ̸= ٠ ش  رط ب  رق  راری و ،v = φ(u) ج  ای  گ  ذاری ب  ا

ت  س  اوی ک  ه م  ع  ن  ا ای  ن ب  ه ارزی ه  م ب  اش  ن  د. ارز ه  م ،(۴٣ . ٩) دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات دس  ت  گ  اه
F ∗
α(x, u, φ, . . . , ∂

su, ∂sφ) = ΛβαF
β
α (x, u, ∂u, . . . , ∂

su), α = ١, . . . ,m,
و Λβα ض  رای  ب ت  م  ام ب  رای را

φ = {φα(u)}, φ(σ) = {Di١ , . . . , Diσ (φ
α(u))}, σ = ١, . . . , s.

ب  اش  ی  م. داش  ت  ه
گ  اه ه  ر گ  وی  ن  د، خ  ط  ی غ  ی  ر ال  ح  اق خ  ود را (۴٣ . ٩) دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات دس  ت  گ  اه .۵ . ۴ . ٣ ت  ع  ری  ف

ال  ح  اق  ی م  ع  ادل  ه
F ∗
α(x, u, v, ∂u, ∂v, . . . , ∂

su, ∂sv) ≡
δ(vβFβ)

δuα
, α = ١, . . . ,m,

ک  ه vα = φα(x, u), α = ١, . . . ,m ج  ای  گ  ذاری ب  ا ، (۴٣ . ٩) دس  ت  گ  اه ج  واب  ه  ای ه  م  ه روی
راب  ط  ه ع  ب  ارت  ی ب  ه ک  ن  د. ص  دق اس  ت، ب  رق  رار φ(x, u) ̸= ٠ ش  رط

F ∗
α(x, u, φ(x, u), . . . , ∂

su, ∂sφ) = λβαFβ(x, u, . . . , ∂
su), α = ١, . . . ,m,

ص  ورت ب  ه φ = φ(x, u) ت  اب  ع ام ـ σ م  رت  ب  ه م  ش  ت  ق و λβα ض  رای  ب ب  رای
∂σφ = Di١,...,iσ (φ

α(x, u)) , α = ١, . . . ,m, σ = ١, . . . , s.
ب  اش  د. ب  رق  رار

ب  ه م  وج ب  ع  دی ـ (١ + ٣) م  ع  ادل  ه ال  ح  اق خ  ود م  ع  ادل  ه ک  ه دادی  م ن  ش  ان ق  ب  ل م  ث  ال در .۶ . ۴ . ٣ م  ث  ال
ب  ه ال  ح  اق خ  ود م  ع  ادل  ه v = φ(x, u) گ  رف  ت  ن ن  ظ  ر ب  ادر اس  ت. vtt − vxx − vyy − vzz = ٠ ص  ورت

ش  ک  ل
φtt − φxx − φyy − φzz = ٠,

ال  ح  اق  ی م  ش  خ  ص  ه م  ع  ادلات ح  ل از ب  ود. خ  واه  د
φtt = ٠, φxx = ٠, φyy = ٠, φzz = ٠,

ت  اب  ع  ی ض  ری  ب
v = a١(xyzt) + b١(xyz) + b٢(xyt) + b٣(yzt) + c١(xy) + c٢(xz)

+ c٣(xt) + c۴(yz) + c۵(yt) + c۶(zt) + d١x+ d٢y + d٣z + d۴t+ k.

ش  ود. م  ی م  ش  خ  ص م  وج م  ع  ادل  ه ب  رای



۶٩ پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن م  ح  اس  ب  ه ب  رای اب  راگ  ی  م  وف روش

روش ب  ه پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن پ  ی  داک  ردن ب  رای دق  ی  ق ف  رم  ول  ی ١ . ۴ . ٣
اب  راگ  ی  م  وف

ی  ک ، (۴٣ . ٩) دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات دس  ت  گ  اه ک  ن  ی  م ف  رض اب  راگ  ی  م  وف) (ق  ض  ی  ه .٧ . ۴ . ٣ ق  ض  ی  ه
م  ی ت  ق  ارن  ه  ا ای  ن ک  ه م  ع  ادل  ه، ت  ق  ارن  ه  ای داش  ت  ن دس  ت در ب  ا ب  اش  د، خ  ط  ی غ  ی  ر ال  ح  اق خ  ود م  ع  ادل  ه
از را پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن ب  اش  ن  د، ب  الات  ر م  رات  ب ت  ق  ارن  ه  ای ی  ا و ب  رخ  وردی ، ای ن  ق  ط  ه ت  ق  ارن  ه  ای ت  وان  ن  د

راب  ط  ه

Ci =Wα

[
∂L
∂uαi

−Dj

(
∂L
∂uαij

)
+DjDk

(
∂L
∂uαijk

)
−, . . .

]

+Dj(W
α)

[
∂L
∂uαij

−Dk

(
∂L
∂uαijk

)
+, . . .

]
+DjDk(W

φ)

[
∂L
∂uαijk

−, . . .

]
.(۵٣ . ٧)

ه  س  ت  ن  د. ه  ا م  ش  خ  ص  ه W = ηα − ξjuαj و ف  رم  ال لاگ  ران  ژی L = vβFβ ک  ه آوری  م. م  ی ب  دس  ت
اس  ت. ش  ده آورده [٣٢] در اث  ب  ات

م  ی خ  ط  ی غ  ی  ر ال  ح  اق خ  ود م  ع  ادل  ه ی  ک م  وج ب  ع  دی ـ (١ + ٣) م  ع  ادل  ه آن  ج  ای  ی  ک  ه از .٨ . ۴ . ٣ م  ث  ال
ب  رای را پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن (٧ . ۴ . ٣) ق  ض  ی  ه در (۵٣ . ٧) راب  ط  ه از اس  ت  ف  اده ب  ا ت  وان م  ی ب  ن  اب  رای  ن ب  اش  د
چ  گ  ال  ی ،W = −ux م  ش  خ  ص  ه و X١ = ∂

∂x ت  ق  ارن گ  رف  ت  ن ن  ظ  ر در ب  ا ن  م  ون  ه ط  ور ب  ه آورد. ب  دس  ت آن
ف  رم ب  ه پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن ش  اره  ای و

ψt = uxut − uuxt, ϕx = uuxx − u٢
x,

ϕy = uuxy − uxuy, ϕz = uuxz − uxuz.

) و (٣ . ٣ ) ه  ای ج  دول در X٢, . . . , X١۶ ت  ق  ارن  ه  ای ب  رای پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن س  ای  ر ب  ود. خ  واه  ن  د
اس  ت. ش  ده آورده (۴ . ٣



پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن ٧٠
اب  راگ  ی  م  وف روش از اس  ت  ف  اده ب  ا ش  ده م  ح  اس  ب  ه پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن :٣ . ٣ ج  دول

W −ux
ψt uxut − uuxt

X١ ϕx uuxx − u٢
x

ϕy uuxy − uxuy

ϕz uuxz − uxuz

W −uy
ψt uyut − uuyt

X٢ ϕx uuxy − uxuy

ϕy uuyy − u٢
y

ϕz uuyz − uyuz

W −uz
ψt uzut − uuzt

X٣ ϕx uuxz − uxuz

ϕy uuyz − uyuz

ϕz uuzz − u٢
z

W −ut
ψt −(u٢

t + uutt)

X۴ ϕx uuxt − uxut

ϕy uuyt − uyut

ϕz uuzt − uzut

W u

ψt ٠
X۵ ϕx ٠

ϕy ٠
ϕz ٠
W yuz − zuy

ψt −utW + u(yuzt − zuyt)

X۶ ϕx −uxW − u(yuxz − zuxy)

ϕy −uyW − u(yuyz − zuyy + uz)

ϕz −uzW − u(yuzz − zuyz − uy)

W −(yut + tuy)

ψt −utW + u(tuyt + yutt + uy)

X٧ ϕx uxW + u(tuxy + yuxt)

ϕy uyW + u(tuty + yutt + ut)

ϕz uzW + u(tuzy + yuzt)

W −(tuz + zut)

ψt −utW − u(tuzt + zutt + uz)

X٨ ϕx −uxW − u(tuxz + zuxt)

ϕy −uyW − u(tuzy + zuyt)

ϕz −uzW − u(tuzz + zuzt + ut)

ال  ح  اق  ی م  ع  ادل  ه ،L = v∆ لاگ  ران  ژی ب  ا ،(٣۴ . ٢) ۵ م  رت  ب  ه KdV م  ع  ادل  ه .٩ . ۴ . ٣ م  ث  ال
∆∗ =

δL
δu

= vxxxxx − ٢٠uxxvx + ۵uxvxx + ١٠uvxxx + ٢۵uxvx + ٢٠u٢vx − vt,

م  ول  ده  ای
X١ =

∂

∂x
, X٢ =

∂

∂t
, X٣ =

x

۵
∂

∂x
+ t

∂

∂t
− ٢u

۵
∂

∂u
,



٧١ پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن م  ح  اس  ب  ه ب  رای اب  راگ  ی  م  وف روش
اب  راگ  ی  م  وف روش از اس  ت  ف  اده ب  ا ش  ده م  ح  اس  ب  ه پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن :۴ . ٣ ج  دول

W −(tux + xut)

ψt −utW − u(ux + tuxt + xutt)

X٩ ϕx uxW + u(ut + tuxx + xuxt)

ϕy uyW + u(tuxy + xuyt)

ϕz uzW + u(tuxz + xuzt)

W (xuz − zux)

ψt −utW + u(xuzt − zuxt)

X١٠ ϕx uxW − u(uz + xuxz − zuxx)

ϕy uyW − u(xuyz − zuxy)

ϕz uzW − u(xuzz − zuxz − ux)

W xuy − yux

ψt −utW + u(xuyt − yuxt)

X١١ ϕx uxW − u(uy + xuxy − yuxx)

ϕy uyW − u(xuyy − yuxy − ux)

ϕz uzW − u(xuyz − yuxz)

W −(xux + yuy + zuz + tut)

ψt −utW − u(xuxt + yuyt + zuzt + tutt)

X١٢ ϕx uxW + u(xuxx + yuxy + zuxz + tuxt + ux)

ϕy uyW + u(xuxy + yuyy + zuyz + tuyt + uy)

ϕz uzW + u(xuxz + yuyz + zuzz + tuzt + uz)

W xu− (y
٢+z٢−x٢−t٢٢ ux + xyuy + xzuz + xtut)

ψt −utW + u
(٢xut + tux + (y

٢+z٢−x٢−t٢٢ )uxt + xyuyt + xzuzt + xtutt

)
X١٣ ϕx uxW − u

(
u+ xux + yuy + zuz + tut − (y

٢+z٢−x٢−t٢٢ )uxx + xyuxy + xzuxz + xtuxt

)
ϕy uyW − u

(٢xuy − yux − (y
٢+z٢−x٢−t٢٢ )uxy + xyuyy + xzuyz + xtuyt

)
ϕz uzW − u

(٢xuz − zux − (y
٢+z٢−x٢−t٢٢ )uxz + xyuyz + xzuzz + xtuzt

)
W −(zu+ zxux + zyuy + ztut + (x

٢+y٢−z٢−t٢٢ )uz

ψt −utW − u
(٢zut − tuz + xzuxt + yzuyt + ztutt + (x

٢+y٢−z٢−t٢٢ )uzt

)
X١۴ ϕx uxW + u

(٢zux + xuz + xzuxx + yzuxy + ztuxt + (x
٢+y٢−z٢−t٢٢ )uxz

)
ϕy uyW + u

(٢zuy + yuz + xzuxy + yzuyy + ztuyt + (x
٢+y٢−z٢−t٢٢ )uyz

)
ϕz uzW + u

(
u+ xux + yuy + tut − zuz + zuzz + xzuxz + yzuyt + xtuzt + (x

٢+y٢−z٢−t٢٢ )uzz

)
W −

(
yu+ xyux + yzuz + ytut + (y

٢+t٢−x٢−z٢
٢

)
uy)

ψt −utW − u
(٢yut + tuy + xyuxt + yzuzt + ytutt + (y

٢+t٢−x٢−z٢
٢ )uyt

)
X١۵ ϕx uxW + u

(٢yux − xuy + xyuxx + yzuxz + ytuxt + (y
٢+t٢−x٢−z٢

٢ )uxy

)
ϕy uyW + u

(
u+ xux + ٢yuy + tut + zuz + xyuxy + yzuzy + ytuyt + (y

٢+t٢−x٢−z٢
٢ )uyy

)
ϕz uzW + u

(٢yuz − zuy + xyuxz + yzuzz + ytuzt + (y
٢+t٢−x٢−z٢

٢ )uyz

)
W −

(
tu+ xtux + ytuy + ztuz − (x

٢+t٢−y٢−z٢
٢ )ut

)
ψt −utW − u

(
u+ ٢tut + xux + yuy + zuz + xtuxt + ytuyt + ztuzt + (x

٢+t٢−y٢−z٢
٢ )utt

)
X١۶ ϕx uxW + u

(٢tux + xut + xtuxx + ytuxy + ztuxz + (x
٢+t٢−y٢−z٢

٢ )uxt

)
ϕy uyW + u

(٢tuy − yut + xtuxy + ytuyy + ztuzy + (x
٢+t٢−y٢−z٢

٢ )uyt

)
ϕz uxW + u

(٢tuz − zut + xtuxz + ytuyz + ztuzz + (x
٢+t٢−y٢−z٢

٢ )uzt

)

ه  ای م  ش  خ  ص  ه و

W١ = −ux, W٢ = −ut, W٣ =
−٢
۵ u− x

۵ux − tut.

ع  ب  ارت  س  ت (؟؟)، م  ع  ادل  ه ب  رای چ  گ  ال  ی و ش  ار ک  ل  ی ف  رم  ول ،(۵٣ . ٧) ب  ه ت  وج  ه ب  ا گ  ی  ری  م. م  ی ن  ظ  ر در



پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن ٧٢
از

Cx = ξ١L+Wi

(
∂L
∂ux

−Dx

(
∂L
∂uxx

)
+D٢

x

(
∂L
∂uxxx

)
+D۴

x

(
∂L

∂uxxxxx

))
+Dx(Wi)

(
∂L
∂uxx

−Dx

(
∂L
∂uxxx

)
−D٣

x

(
∂L

∂uxxxxx

))
+D٢

x(Wi)

(
∂L
∂uxxx

+D٢
x

(
∂L

∂uxxxxx

))
+D٣

x(Wi)

(
−Dx

(
∂L

∂uxxxxx

))
+D۴

x

(
∂L

∂uxxxxx

)
, (۵٣ . ٨)

Ct = ξ٢L+Wi
∂L
∂ut

. (۵٣ . ٩)
از: ع  ب  ارت  ن  د X٣ و X٢, X١ م  ول  ده  ای ب  رای پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن خ  اص ط  ور ب  ه

X١ م  ول  د ب  رای •
Cx = ut + ١٠ux(ux − uxx), Ct = −ux.

X٢ م  ول  د ب  رای •
Cx = uxxxxt + uxuxxxx + ٢٠u٢u٢

x + ١۵uxuxt + ٢۵u٢
xuxx

+١٠uuxxt + uxuxxxxx, (۶٣ . ٠)
Ct = −uxxxxx − ١٠uuxxx − ٢۵uxuxx − ٢٠u٢ux.

X٣ م  ول  د ب  رای •
Cx = ٨u٣ + ۶u٢

x + ٢uuxx + ۴(١ + ١٠tu٢)u٢ux + ٢)٢x+ ١٠٠tu٢)uuxxx
+۵(٣t+ ۵x+ ١٠٠tu٢)uxuxx + ١

٢uxxxx + tuxxxxt

+(٢٠tu٢ + x)uxxxxx, (۶٣ . ١)
Ct =

٢u
۵ +

x

۵ux − ٢٠tu٢ux − ٢۵tuxuxxx − ١٠tuuxxx − tuxxxxx.

ق  وان  ی  ن م  ح  اس  ب  ه ی ب  رای ‐پ  ل ه  رم  ان روش ۵ . ٣
پ  ای  س  ت  گ  ی

ه  م  ان پ  رداخ  ت، خ  واه  ی  م پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن ی  اف  ت  ن ب  رای دی  گ  ری روش م  ع  رف  ی ب  ه ب  خ  ش ای  ن در
ب  ر آن ج  م  لات ک  ه ض  رای  ب  ی ی  اف  ت  ن ب  رای ط  ولان  ی ب  س  ی  ار رون  د ی  ک م  س  ت  ق  ی  م روش دی  دی  م ک  ه ط  ور
چ  ق  در ه  ر و ب  ود، گ  رف  ت  ه ش  ک  ل ب  ودن  د ه  ا آن م  ش  ت  ق  ات و واب  س  ت  ه و م  س  ت  ق  ل ه  ای م  ت  غ  ی  ر اس  اس
م  ی ت  ر ط  ولان  ی ب  س  ی  ار م  ح  اس  ب  ات رون  د ک  ردی  م م  ی ان  ت  خ  اب ب  ی  ش  ت  ر را ض  رای  ب در م  ش  ت  ق  ات م  رت  ب  ه



٧٣ پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن م  ح  اس  ب  ه ی ب  رای ‐پ  ل ه  رم  ان روش
پ  ی در پ  ی ه  ای گ  ی  ری ان  ت  گ  رال ش  ام  ل ک  ه رواب  ط  ی ب  ا ض  رای  ب، م  ح  اس  ب  ه از ب  ع  د ه  م  چ  ن  ی  ن ش  د،
را پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن ب  ت  وان آن از ک  ه ب  ودی  م م  ی دی  ورژان  س  ی ع  ب  ارات دن  ب  ال ب  ه ب  ای  س  ت م  ی ب  ودن  د،
ض  ع  ف م  ی ت  وان  د زی  ادی ح  د ت  ا دادن  د، ارائ  ه ٢٠١٠ س  ال در ۵ پ  ل و ه  رم  ان ک  ه روش  ی ک  رد. م  ح  اس  ب  ه
ق  وان  ی  ن ش  اره  ای و چ  گ  ال  ی ، ت  ری س  ی  س  ت  م  ات  ی  ک رواب  ط ط  ی و ک  ن  د. ب  رط  رف را م  س  ت  ق  ی  م روش ه  ای

.[٢٩] ک  رد م  ح  اس  ب  ه را پ  ای  س  ت  گ  ی
ک  رد. خ  لاص  ه ت  وان م  ی زی  ر ش  رح ب  ه م  رح  ل  ه چ  ه  ار در را ه  رم  ان‐پ  ل ال  گ  وری  ت  م

ت  ک  ام  ل  ی ص  ورت ب  ه ن  ظ  ر، م  ورد دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات دس  ت  گ  اه ب  ای  س  ت م  ی اب  ت  دا اول: گ  ام •
ب  اش  د.

و ک  رد ح  ذف م  ع  ادل  ه از را ut ج  م  لات ت  وان م  ی اس  ت ت  ک  ام  ل  ی ف  رم ب  ه م  ع  ادل  ه چ  ون دوم: گ  ام •
دارد؛ ص  ف  ر ب  ا ب  راب  ر ح  اص  ل  ی م  ان  ده، ب  اق  ی دق  ی  ق ع  ب  ارت ب  ر اوی  ل  ر ع  م  ل  گ  ر اث  ر ک  ه م  س  ال  ه ای  ن از
ن  ظ  ر در ض  رای  ب دس  ت  گ  اه، ای  ن ح  ل ب  ا ب  رس  ی  م. ض  رای  ب از خ  ط  ی دس  ت  گ  اه ب  ه ت  ا ن  م  ود اس  ت  ف  اده

ش  ون  د. م  ی م  ح  اس  ب  ه ش  ده گ  رف  ت  ه
ادام  ه در (ک  ه ه  وم  وت  وپ  ی، ع  م  ل  گ  ر از اس  ت  ف  اده ب  ا ض  رای  ب ش  دن م  ش  خ  ص از ب  ع  د س  وم: گ  ام •

آی  ن  د. م  ی ب  دس  ت م  ف  روض، ض  رای  ب ب  ا م  ت  ن  اظ  ر ش  اره  ای اس  ت) آم  ده آن ت  ع  ری  ف
م  ی م  ح  اس  ب  ه آم  ده ب  دس  ت ش  اره  ای و چ  گ  ال  ی ب  ا م  ت  ن  اظ  ر پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن چ  ه  ارم: گ  ام •

ش  ون  د.
ه  ای م  ت  غ  ی  ر ش  ام  ل دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات ب  رای ب  ع  دی، دو ه  وم  وت  وپ  ی ع  م  ل  گ  ر .١ . ۵ . ٣ ت  ع  ری  ف

م  ول  ف  ه دو ب  ا اس  ت، ب  رداری ع  م  ل  گ  ر {x, t} )م  س  ت  ق  ل
Hx
u(x,t)(f),H

t
u(x,t)(f)

)
,

م  س  ت  ق  ی  م روش در ک  ه ب  اش  د م  ی ت  اب  ع  ی ض  ری  ب Λ(x,U (l)) ) f = Λ(x,U (l))∆(x,U (n)) ک  ه
ب  اش  د). م  ی ن  ظ  ر م  ورد دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه دس  ت  گ  اه ن  ی  ز ∆(x,U (n)) و اس  ت ش  ده م  ح  اس  ب  ه

ش  ون  د: م  ی م  ش  خ  ص زی  ر رواب  ط ب  ا ه  ا م  ول  ف  ه
Hx
u(x,t)(f) =

∫ ١
٠

q∑
j=١

Ixuj (f)[λu]
dλ

λ
,

Ht
u(x,t)(f) =

∫ ١
٠

q∑
j=١

Ituj (f)[λu]
dλ

λ
, (۶٣ . ٢)

رواب  ط از It
uj(x,t)

(f) و Ix
uj(x,t)

(f) ان  ت  گ  رال زی  ر ت  واب  ع

Ixu(f) =

Mj١∑
k١=١

Mj
٢∑

k٠=٢

k١−١∑
i٠=١

k٢∑
i٠=٢

Bxu
xi١ ti٢ (−Dx)

k١−i١−١(−Dt)
k٢−i٢

 ∂f

∂u
xk١ tk٢

,

Herman-pol۵



پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن ٧۴

Itu(f) =

Mj١∑
k٠=١

Mj
٢∑

k١=٢

 k١∑
i٠=١

k١−٢∑
i٠=٢

Btu
xi١ ti٢ (−Dx)

k١−i١(−Dt)
k٢−i١−٢

 ∂f

∂u
xk١ tk٢

,(۶٣ . ٣)

از: ع  ب  ارت  ن  د Bt و Bx ت  رک  ی  ب  ات  ی ض  رای  ب ک  ه ش  ده م  ح  اس  ب  ه

Bx = B(i١, i٢, k١, k٢) =
(i١+i٢

i١
)(k١+k٢−i١−i١−٢

k١−i١−١
)(k١+k٢

k١
) , (۶۴ . ٣)

Bt = B(i١, i٢, k١, k٢) =
(i١+i٢

i٢
)(k١+k٢−i١−i١−٢

k٢−i١−٢
)

(k١+k٢
k١
) . (۶۵ . ٣)

ب  اش  ن  د. م  ی tو x ب  ه ن  س  ب  ت ،u fدر م  ش  ت  ق  ات م  رت  ب  ه ت  رت  ی  ب ب  ه ن  ی  ز M j٢ و M j١

KdV م  ع  ادل  ه .٢ . ۵ . ٣ م  ث  ال
F [x, u] = ut − uux − uxxx = ٠,

م  رت  ب  ه از ض  ری  ب چ  ه  ار پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن م  ح  اس  ب  ه م  س  ت  ق  ی  م روش از اس  ت  ف  اده ب  ا اس  ت. م  ف  روض
آوری  م: م  ی ب  دس  ت آن ب  رای زی  ر ش  رح ب  ه دوم

Λ١ = ١,
Λ٢ = u,

Λ٣ = tu+ x,

Λ۴ =
u٢
٢ + uxx.

آورد. ب  دس  ت پ  ل ‐ ه  رم  ان روش از اس  ت  ف  اده ب  ا را پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن م  ی  ت  وان Λi ب  اه  ر م  ت  ن  اظ  ر ح  ال
ض  ری  ب ب  ا م  ت  ن  اظ  ر پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن م  ح  اس  ب  ات، ط  ولان  ی رون  د دل  ی  ل ب  ه ای  ن  ج  ا در

Λ٣ = tu+ x, (۶۶ . ٣)
ک  ن  ی  م. م  ی خ  لاص  ه (٣ . ۵) ج  دول در را ن  ت  ای  ج ب  ق  ی  ه و آوری  م م  ی ب  دس  ت را

داری  م: ض  ری  ب ای  ن ب  ا م  ت  ن  اظ  ر
f = Λ٣.F [x, u] = (tu+ x)(ut − uux − uxxx). (۶٣ . ٧)

داش  ت خ  واه  ی  م ب  اش  د، م  ی ١ و ٣ ت  رت  ی  ب ب  ه tو x ب  ه ن  س  ب  ت م  ش  ت  ق م  رت  ب  ه ب  ی  ش  ت  ری  ن آن  ج  ای  ی  ک  ه از

Itu(f) =

٣∑
k٠=١

١∑
k١=٢

 k١∑
i٠=١

k١−٢∑
i٠=٢

Btu
xi١ ti٢ (−Dx)

k١−i١(−Dt)
k٢−i١−٢

 ∂f

∂u
xk١ tk٢

,



٧۵ پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن م  ح  اس  ب  ه ی ب  رای ‐پ  ل ه  رم  ان روش
آن  گ  اه: ب  گ  ی  ری  م؛ ن  ظ  ر در k٢ = ١ و k١ = اگ  ر٠

Itu(f) =

 ٠∑
i٠=١

٠∑
i٠=٢

Btu(−Dx)
٠(−Dt)

٠
 ∂f

∂ut
= u(tu+ x),

Ht(f) = ψtu(x,t)(f) =

∫ ١
٠
(It(f))[λu]

dλ

λ
=

∫ ١
٠

(λu(λtu+ x))
dλ

λ

=
u٢
٢ t+ xu,

ش  د. خ  واه  ن  د ص  ف  ر k١ = و٣ k١ = و٢ k١ = ١ ب  ا k٢ = ١ ح  ال  ت  ه  ای ب  ق  ی  ه ب  رای ن  ت  ی  ج  ه
ده  ی  م: ق  رار اگ  ر ح  ال

Ixu(f) =

٣∑
k١=١

١∑
k٠=٢

k١−١∑
i٠=١

k٢∑
i٠=٢

Bxu
xi١ ti٢ (−Dx)

k١−i١−١(−Dt)
k٢−i٢

 ∂f

∂u
xk١ tk٢

, (۶٣ . ٨)

گ  اه: آن •
داری  م: k١ = ١ و k٢ = ٠ ف  رض ب  ا : (١) ح  ال  ت

Ix١ =
[∑٠

i٠=١
∑٠

i٠=٢Bxu(−Dx)
٠(−Dt)

٠] ∂f
∂ux

= −u(tu٢ + ux),

داری  م: k١ = ٢ و k٢ = ٠ ف  رض ب  ا : (٢) ح  ال  ت •
Ix٢ =

[∑٠
i٠=١

∑٠
i٠=٢Bxu(−Dx)

٠(−Dt)
٠] ∂f

∂ux
= −u٢(tu+ x),

داش  ت: خ  واه  ی  م k١ = ٣ و k٢ = ٠ ف  رض ب  ا : (٣) ح  ال  ت •
Ix٣ =

[∑٢
i٠=١

∑٠
i٠=٢Bxu

xi١ ti٢ (−Dx)
٢−i١(−Dt)

٠] ∂f
∂uxxx

,

: i١ = ٠ و i٢ = ٠ ف  رض ب  ا : (٣*١) ح  ال  ت ••

Ix١∗٣ = Bx
[
u(−Dx)

٢(−Dt)
٠] ∂f

∂uxxx
= −tuuxx,

: i١ = ١ و i٢ = ٠ ف  رض ب  ا : (٣*٢) ح  ال  ت ••

Ix٢∗٣ = Bx
[
ux(−Dx)

١(−Dt)
٠] ∂f

∂uxxx
= ux(tux + ١),

: i١ = ٢ و i٢ = ٠ ف  رض :ب  ا (٣*٣) ح  ال  ت ••

Ix٣∗٣ = Bx [uxx(−Dx)
٠(−Dt)

٠] ∂f
∂uxxx

= −uxx(tu+ x),



پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن ٧۶
ب  ن  اب  رای  ن

Ix(f) = −u(tu٢ + ux)− tuuxx + ux(tux + ١)− uxx(tu+ x),

از: ع  ب  ارت  س  ت Λ٣ ض  ری  ب ب  ا م  ت  ن  اظ  ر ش  ده ت  ول  ی  د ش  ار ل  ذا
Hx(f) =

∫ ١
٠ (Ix(f))[λu]

dλ

λ
=

−١
٣ tu٣ − ١

٢u٢x+
١
٢ tu٢

x − tuuxx − xuxx + ux.

ک  رد. م  ح  اس  ب  ه را پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن ن  ی  ز Λ۴و Λو٢ Λ١ ض  رای  ب ب  ا م  ت  ن  اظ  ر ت  وان م  ی م  ش  اب  ه ط  ری  ق ب  ه
اس  ت. ش  ده خ  لاص  ه (۵ . ٣) ج  دول در ن  ظ  ر م  ورد ن  ت  ای  ج

روش از اس  ت  ف  اده ب  ا Λi ض  رای  ب ب  ا م  ت  ن  اظ  ر آم  ده ب  دس  ت ش  اره  ای و چ  گ  ال  ی :۵ . ٣ ج  دول
ه  رم  ان‐پ  ل

Λi ψti ϕxi

Λ١ = ١ ψt١ = u ϕx١ = − ١
٢u٢ − uuxx

Λ٢ = u ψt٢ =
١
٢u٢ ϕx٢ =

١
٢u٢

x −
١
٣u٣ − uxx

Λ٣ = tu+ x ψt٣ =
١
٢tu٢ + xu ϕx٣ =

−١
٣ tu٣ − ١

٢u٢x+ ١
٢tu٢

x − tuuxx − xuxx + ux

Λ۴ =
١
٢u٢ + uxx ψt۴ =

١
۶u٣ +

١
٢uuxx ϕx۴ = − ١

٨u۴ − ١
٢(uuxt + u٢uxx − uxut − u٢

xx)

و {x, y, z, t} م  س  ت  ق  ل م  ت  غ  ی  ره  ای ب  ا دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن م  ح  اس  ب  ه ب  رای
ص  ورت ب  ه ب  ع  دی چ  ه  ار ه  وم  وت  وپ  ی ع  م  ل  گ  ر ت  ع  ری  ف ب  ه ن  ی  از {u} واب  س  ت  ه )م  ت  غ  ی  ر

Hx
u(x,y,z,t)(f),H

y
u(x,y,z,t)(f),H

z
u(x,y,z,t)(f),H

t
u(x,y,z,t)(f)

)
,

ک  ه ب  ود خ  واه  ی  م
Hx
u(x,y,z,t)(f) =

∫ ١
٠

q∑
j=١

Ixuj (f)[λu]
dλ

λ
,

Hy
u(x,y,z,t)(f) =

∫ ١
٠

q∑
j=١

Iy
uj
(f)[λu]

dλ

λ
,

Hz
u(x,y,z,t)(f) =

∫ ١
٠

q∑
j=١

Izuj (f)[λu]
dλ

λ
,

Ht
u(x,y,z,t)(f) =

∫ ١
٠

q∑
j=١

Ituj (f)[λu]
dλ

λ
, (۶٣ . ٩)

ف  رم ب  ه ان  ت  گ  رال زی  ر ت  اب  ع و

Ixu(f) =

Mj١∑
k١=١

Mj
٢∑

k٠=٢

Mj
٣∑

k٠=٣

Mj

۴∑
k۴=٠

[ k١−١∑
i٠=١

k٢∑
i٠=٢

k٣∑
i٠=٣

k۴∑
i۴=٠

Bxu
xi١yi٢zi٣ ti۴



٧٧ ش  ده م  ح  اس  ب  ه پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن از اس  ت  ف  اده ب  ا ج  دی  د پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن ب  ه رس  ی  دن
(−Dx)

k١−i١−١(−Dy)
k٢−i٢(−Dz)

k٣−i٣(−Dt)
k۴−i۴

] ∂f

∂u
xk١yk٢zk٣ tk۴

,

ب  ا

Bx =

(i١+i٢+i٣+i۴
i١

)(i٢+i٣+i۴
i٢

)(i٣+i۴
i٣
)(k١+k٢+k٣+k۴−i١−i٢−i٣−i۴−١

k١−i١−١
)(k٢+k٣+k۴−i٢−i٢−i۴

k٢−i٢
)(k٣+k۴−i٣−i۴

k٣−i٣
)

(k١+k٢+k٣+k۴
k١

)(k٢+k٣+k۴
k٢

)(k٣+k۴
k٣
) ,

ش  ود. م  ی ت  ع  ری  ف ب  اش  ن  د tم  ی و x, y, z ب  ه ن  س  ب  ت u م  ش  ت  ق  ات ت  رت  ی  ب ب  ه M j
۴ و M j١ ,M j٢,M j٣ ک  ه

م  ث  ال ط  ور ب  ه ش  د. خ  واه  ن  د ت  ع  ری  ف ن  ی  ز چ  ه  ارم و س  وم و دوم م  ول  ف  ه م  ش  اب  ه ط  ری  ق ب  ه

Iyu(f) =

Mj١∑
k٠=١

Mj
٢∑

k١=٢

Mj
٣∑

k٠=٣

Mj

۴∑
k۴=٠

[ k١∑
i٠=١

k١−٢∑
i٠=٢

k٣∑
i٠=٣

k۴∑
i۴=٠

Byu
xi١yi٢zi٣ ti۴

(−Dx)
k١−i١(−Dy)

k٢−i١−٢(−Dz)
k٣−i٣(−Dt)

k۴−i۴
] ∂f

∂u
xk١yk٢zk٣ tk۴

,

ب  ا

By =

(i١+i٢+i٣+i۴
i٢

)(i١+i٣+i۴
i١

)(i٣+i۴
i٣
)(k١+k٢+k٣+k۴−i١−i٢−i٣−i۴−١

k٢−i١−٢
)(k١+k٣+k۴−i١−i٣−i۴

k١−i١
)(k٣+k۴−i٣−i۴

k٣−i٣
)

(k١+k٢+k٣+k۴
k٢

)(k١+k٣+k۴
k١

)(k٣+k۴
k٣
) .

از اس  ت  ف  اده ب  ا ج  دی  د پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن ب  ه رس  ی  دن ۶ . ٣
ش  ده م  ح  اس  ب  ه پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن

در ک  ه پ  ردازی  م. م  ی ج  دی  د پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن م  ح  اس  ب  ه م  ن  ظ  ور ب  ه روش دو ارائ  ه ب  ه ب  خ  ش ای  ن در
ب  خ  ش در ش  ده داده ت  وض  ی  ح ه  ای روش از ی  ک  ی ب  ه ش  ده م  ح  اس  ب  ه پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن روش، دو ه  ر

ک  ن  ن  د. ت  ول  ی  د ج  دی  د پ  ای  س  ت  گ  ی ق  ان  ون دس  ت  ه ی  ک و گ  ی  رن  د ق  رار اس  ت  ف  اده م  ورد ت  وان  ن  د م  ی ق  ب  ل

م  ع  ادلات دس  ت  گ  اه ت  ب  دی  ل ب  ا ج  دی  د پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن م  ح  اس  ب  ه ١ . ۶ . ٣
دی  گ  ر دس  ت  گ  اه ب  ه دی  ف  ران  س  ی  ل

م  رات  ب و ب  رخ  وردی ت  ب  دی  لات ی  ا و ای ن  ق  ط  ه ت  ب  دی  لات ه  م  چ  ون پ  ذی  ری وارون ت  ب  دی  لات ت  ح  ت
دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات دس  ت  گ  اه ب  ه را Rσ[U ] ج  زی  ی م  ش  ت  ق  ات ب  ا دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات دس  ت  گ  اه ب  الات  ر،
ت  ب  دی  لات ب  ا Sσ[W ] و Rσ[U ] دس  ت  گ  اه دو آن  ج  ای  ی  ک  ه از و ک  ن  ی  م. م  ی ت  ب  دی  ل Sσ[W ] م  ان  ن  د دی  گ  ری
ب  رای ک  ه پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن و ب  وده ارز ه  م دس  ت  گ  اه دو ب  ن  اب  رای  ن ان  د، ش  ده ت  ب  دی  ل ه  م ب  ه پ  ذی  ر وارون
م  ی م  ح  س  وب ن  ی  ز Rσ[U ] دس  ت  گ  اه ب  رای ج  دی  د پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن آوری  م، م  ی ب  دس  ت Sσ[W ] دس  ت  گ  اه

ش  ون  د.



پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن ٧٨
پ  ذی  ر وارون ای ن  ق  ط  ه ت  ب  دی  لات ت  ح  ت ،(٣ . ١) Rσ[U ] دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات از ت  ای  ی N دس  ت  گ  اه

xi = xi(z,W ), i = ١, . . . , n,
Uµ = Uµ(z,W ), µ = ١, . . . ,m. (٣ . ٧٠)

،W (z) =
(
W ١(z), . . . ,Wm(z)

) ،z = (z١, . . . , zm
) ، U(x) =

(
U١(x), . . . , Um(x)

) و
ب  ه را Rσ[U ] دس  ت  گ  اه از م  ع  ادل  ه ه  ر آن، ام  ت  داد و (٣ . ٧٠) ای ن  ق  ط  ه ت  ب  دی  ل ب  گ  ی  ری  د. ن  ظ  ر در را

دس  ت  گ  اه از ای م  ع  ادل  ه
Sσ[W ] = Sσ(z,W, ∂W, . . . , ∂kW ), (٣ . ٧١)

ص  ورت ای  ن در ب  اش  د، Rσ[U ] دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه از ج  واب  ی U(x) = u(x) اگ  ر و ن  گ  ارد. م  ی
ض  اب  ط  ه ب  ا Sσ[W ] دس  ت  گ  اه از ج  واب  ی W (z) = w(z) م  ت  ن  اظ  را

Sσ[w] = Sσ(z, w, ∂w, . . . , ∂kw), σ = ١, . . . , N. (٣ . ٧٢)
ب  ود. خ  واه  د

دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات دس  ت  گ  اه ب  رای پ  ای  س  ت  گ  ی ق  ان  ون ی  ک Diϕ
i[u] = ٠ ک  ن  ی  د ف  رض .١ . ۶ . ٣ ق  ض  ی  ه

م  وج  ودن  د {ψi[W ]}n
i=١ م  ان  ن  د پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن ،(٣ . ٧٠) ای ن  ق  ط  ه ت  ب  دی  لات ت  ح  ت ب  اش  د. Rσ[U ]

ب  ط  وری  ک  ه
J [W ]Diϕ

i[U ] = D̃iψ
i[W ], (٣ . ٧٣)

آن در ک  ه ب  اش  د ب  رق  رار
J [W ] =

Di(x
١, . . . , xm)

D̃i(z١, . . . , zn) , (٧۴ . ٣)
ت  ع  ری  ف ب  ا ک  ام  ل م  ش  ت  ق  ات ع  م  ل  گ  ر D̃i و Di ه  م  چ  ن  ی  ن

Di =
∂

∂xi
+ Uµi

∂

∂Uµ
+ Uµii١

∂

∂Uµi١
+ . . . ,

D̃i =
∂

∂zi
+Wµ

i

∂

∂Wµ
+Wµ

ii١
∂

∂Wµ
i١
+ . . . , i = ١, . . . , n. (٧۵ . ٣)

ب  اش  ن  د. م  ی Wµ
i = ∂Wµ

∂zi
،Uµi = ∂Uµ

∂xi
و ب  وده

اس  ت. ش  ده اش  اره [٧] م  رج  ع در اث  ب  ات:
م  ع  ادلات دس  ت  گ  اه ب  رای ت  ق  ارن ی  ک ک  ه ای ن  ق  ط  ه ت  ب  دی  ل ه  ر دان  ی  م م  ی ک  ه ط  ور ه  م  ان
ک  ه م  ع  ن  ا ای  ن ب  ه دارد. م  ی ن  گ  ه ن  اوردا را ه  ا ج  واب م  ن  ی  ف  ل  د ش  ود، م  ح  س  وب Rσ[U ] دی  ف  ران  س  ی  ل

راب  ط  ه در ک  ه دارن  د وج  ود Aστ م  ان  ن  د ت  واب  ع  ی
Sσ[W ] = Rσ[U ] = Aστ [W ]Rτ [W ]. (٧۶ . ٣)

ک  ن  ن  د. ص  دق



٧٩ ش  ده م  ح  اس  ب  ه پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن از اس  ت  ف  اده ب  ا ج  دی  د پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن ب  ه رس  ی  دن
ب  رای ت  ق  ارن ی  ک ، (x, u) −→

(
x̃(x, u), ũ(x, u)

) پ  ذی  ر وارون ای ن  ق  ط  ه ت  ب  دی  ل اگ  ر .٢ . ۶ . ٣ گ  زاره
از Diϕ

i[u] = ٠ پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن ص  ورت ای  ن در ب  اش  د، Rσ[U ] دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات دس  ت  گ  اه
ض  واب  ط ب  ا Diψ

i[u] = ٠ ج  دی  د پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن ، Rσ[U ] دس  ت  گ  اه

ψ١[u] =


ϕ١[ũ] D٢x̃١ . . . Dnx̃١
ϕ٢[ũ] D٢x̃٢ . . . Dnx̃٢

... ... ... ...
ϕn[ũ] D٢x̃n . . . Dnx̃n


n×n

, . . . ,

(٣ . ٧٧)

ψn[u] =


D١x̃١ . . . Dn−١x̃١ ϕ١[ũ]
D١x̃٢ . . . Dn−١x̃٢ ϕ٢[ũ]

... ... ... ...
D١x̃n . . . Dn−١x̃n ϕn[ũ]


n×n

.

ده  ن  د. م  ی ن  ت  ی  ج  ه Rσ[U ] دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات دس  ت  گ  اه ب  رای را
ش  ود. م  راج  ع  ه [٧] ب  ه اث  ب  ات:

پ  ای  س  ت  گ  ی ض  رای  ب ت  ب  دی  ل ب  ا ج  دی  د پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن م  ح  اس  ب  ه ٢ . ۶ . ٣
ج  دی  د ض  رای  ب ب  ه

ق  وان  ی  ن ض  رای  ب م  ج  م  وع  ه ب  ر Rσ[U ] دس  ت  گ  اه از آم  ده ب  دس  ت ه  ای ت  ق  ارن ت  اث  ی  ر ب  ا روش ای  ن در
ض  رای  ب م  ج  م  وع  ه ج  دی  د س  ری ی  ک ت  وان م  ی ان  د، ش  ده م  ح  اس  ب  ه م  س  ت  ق  ی  م روش در ک  ه پ  ای  س  ت  گ  ی
راه ج  دی  د، ض  رای  ب م  ج  م  وع  ه ای  ن از اس  ت  ف  اده ب  ا ک  ه ک  رد پ  ی  دا دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات دس  ت  گ  اه ب  رای
،Rσ[U ] دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات دس  ت  گ  اه ب  رای پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن ت  ر وس  ی  ع ه  ای دس  ت  ه ب  ه رس  ی  دن

ش  ود. م  ی ه  م  وار
م  ع  ادلات دس  ت  گ  اه ب  رای ت  ق  ارن ی  ک ،(٣ . ٧٠) ای ن  ق  ط  ه ت  ب  دی  لات ک  ن  ی  د ف  رض .٣ . ۶ . ٣ ق  ض  ی  ه
م  ع  ادل  ه ب  رای پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن ض  رای  ب از ای م  ج  م  وع  ه {Λσ[U ]}N

σ=١ اگ  ر ب  اش  د. Rσ[U ] دی  ف  ران  س  ی  ل
در Aστ [W ] ض  رای  ب و (٧۴ . ٣) اس  ت  ف  اده ب  ا ص  ورت ای  ن در ب  اش  د، ϕi[u] ش  ار ب  ا Rσ[U ] دی  ف  ران  س  ی  ل

ص  ورت ب  ه پ  ای  س  ت  گ  ی ض  رای  ب از ج  دی  د س  ری ی  ک ت  وان م  ی (٣ . ٧١)
Λ̂τ [W ] = J [W ]Aστ [W ]Λ[U(z,W )], τ = ١, . . . , N, (٣ . ٧٨)

راب  ط  ه و Λ̂τ [W ] آم  ده ب  دس  ت ج  دی  د ض  رای  ب از اس  ت  ف  اده ب  ا آورد. ب  دس  ت
Λ̂τ [W ]Rτ [W ] = D̃iψ

i[W ], (٣ . ٧٩)
ش  ون  د. م  ی ح  اص  ل Rσ[U ] دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه دس  ت  گ  اه ب  رای ،ψi[W ] ج  دی  د پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن



پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن ٨٠
م  ع  ادل  ه ب  رای ج  دی  د پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن دس  ت  ه ی  ک {Λ̂τ [U ]}N

τ=١ ض  رای  ب م  ج  م  وع  ه .۴ . ۶ . ٣ گ  زاره
ض  رای  ب م  ج  م  وع  ه از م  س  ت  ق  ل م  ج  م  وع  ه ای  ن اگ  ر وف  ق  ط اگ  ر ده  ن  د م  ی ن  ت  ی  ج  ه ، Rσ[U ] دی  ف  ران  س  ی  ل
ث  اب  ت ه  ر ب  رای ع  ب  ارت  ی ب  ه ب  اش  د. (٣ . ١) دس  ت  گ  اه از U(x) = u(x) ه  ای ج  واب روی {Λσ[U ]}N

σ=١
و c دل  خ  واه

ب  اش  د. ب  رق  رار Λ̂τ [U ] ̸= cΛτ [U ] ن  ام  س  اوی τ = ١, . . . , N
ب  دس  ت (٣ . ۵) ج  دول در ک  ه ش  اره  ای  ی و ،(٣ . ١٢) ض  رای  ب ب  ا را (٣ . ٩) م  وج م  ع  ادل  ه .۵ . ۶ . ٣ م  ث  ال

،[٢٧] ب  گ  ی  ری  د ن  ظ  ر در اس  ت آم  ده
ای ن  ق  ط  ه ت  ب  دی  ل ت  ح  ت •

t̃ = t+ ε, x̃ = x, ỹ = y, z̃ = z, ũ = u,

از: ع  ب  ارت  س  ت ن  ظ  ر م  ورد ژاک  وب  ی دت  رم  ی  ن  ان ،X۴ = ∂
∂t ت  ق  ارن از ح  اص  ل

J [W ] =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

١ ٠ ٠ ٠
٠ ١ ٠ ٠
٠ ٠ ١ ٠
٠ ٠ ٠ ١

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= ١.

لازم ت  ب  دی  لات اع  م  ال ب  ا ه  م  چ  ن  ی  ن
utt = ũt̃t̃, uxx = ũx̃x̃, uyy = ũỹỹ, uzz = ũz̃z̃.

ص  ورت ب  ه ج  دی  د دس  ت  گ  اه ،(٣ . ٩) م  وج م  ع  ادل  ه روی ب  ر
S[W ] = R[U ] = utt − uxx − uyy − uzz. (٣ . ٨٠)

ش  ک  ل ب  ه ج  دی  د ض  رای  ب ،(٣ . ٧٨) راب  ط  ه از اس  ت  ف  اده ب  ا آی  د. م  ی ب  دس  ت

Λ̂١ = J [W ]Aσ١Λσ =



ũt̃ σ = ٢
ũx̃ σ = ٣
ũỹ σ = ۴
ũz̃ σ = ۵
t̃ũx̃ + x̃ũt̃ σ = ۶
t̃ũỹ + ỹũt̃ + ε(−ũỹ) σ = ٧
ỹũx̃ − x̃ũỹ σ = ٨
t̃ũz̃ + z̃ũt̃ + ε(−ũz̃) σ = ٩

ش  ون  د. م  ی م  ح  اس  ب  ه
آورده (۶ . ٣) ج  دول در ش  ده، م  ح  اس  ب  ه ج  دی  د ض  رای  ب ب  ه م  رب  وط ج  دی  د پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن

اس  ت. ش  ده



٨١ پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن از اس  ت  ف  اده ب  ا ج  واب ی  اف  ت  ن
ش  ک  ل ب  ه X۶ ت  ق  ارن ت  ب  دی  ل گ  رف  ت  ن ن  ظ  ر در ب  ا •

t̃ = t, x̃ = x, ỹ = z sin(ε) + y cos(ε), z̃ = z cos(ε)− y sin(ε), ũ = u,

ف  رم ب  ه را ژاک  وب  ی دت  رم  ی  ن  ان

J [W ] =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

١ ٠ ٠ ٠
٠ ١ ٠ ٠
٠ ٠ cos ε sin ε

٠ ٠ sin ε cos ε

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= ١.

ص  ورت ب  ه X۶ ت  ق  ارن از ح  اص  ل ت  ب  دی  لات اع  م  ال ب  ا داش  ت. خ  واه  ی  م
utt = ũt̃t̃, uyy = cos٢ εũỹỹ + sin٢ εũz̃z̃ − sin٢εũỹz̃,
uxx = ũx̃x̃, uzz = sin٢ εũỹỹ + cos٢ εũz̃z̃ + sin٢εũỹz̃.

ج  دی  د م  ع  ادل  ه م  وج، م  ع  ادل  ه روی ب  ر
S[W ] = R[U ] = utt − uxx − uyy − uzz. (٣ . ٨١)

م  ان  د. م  ی ب  اق  ی ث  اب  ت ت  غ  ی  ی  ر ب  دون
ج  دی  د ض  رای  ب ب  ا ح  ال

Λ̂١ = J [W ]Aσ١Λσ =



ũt̃ σ = ٢
ũx̃ σ = ٣
ũỹ cos ε− ũz̃ sin ε σ = ۴
ũỹ sin ε+ ũz̃ cos ε σ = ۵
t̃ũx̃ + x̃ũt̃ σ = ۶
t̃ (ũỹ cos ε− ũz̃ sin ε) + ũt̃ (ỹ cos ε− z̃ sin ε) σ = ٧
(ỹũx̃ − x̃ũỹ) cos ε+ (x̃ũz̃ − z̃ũx̃) sin ε σ = ٨
(t̃ũỹ + ỹũt̃) sin ε+ (t̃ũz̃ + z̃ũt̃) cos ε σ = ٩

خ  لاص  ه (٣ . ٧) ج  دول در ن  ظ  ر م  ورد ن  ت  ای  ج ک  ه آی  ن  د م  ی ب  دس  ت ج  دی  دی پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن
.[٢٧] اس  ت ش  ده

پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن از اس  ت  ف  اده ب  ا ج  واب ی  اف  ت  ن ٣ . ٧
م  ع  ادلات م  رت  ب  ه ک  اه  ش و ن  اوردا ه  ای ج  واب ب  ه رس  ی  دن ب  رای ل  ی ه  ای گ  روه روش ب  ر ع  لاوه
ن  ی  ز ش  ده ذک  ر ه  ای روش از ی  ک ه  ر از ش  ده پ  ی  دا پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن ک  م  ک ب  ا ت  وان م  ی دی  ف  ران  س  ی  ل،



پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن ٨٢
دس  ت  گ  اه م  رت  ب  ه ت  وان م  ی ک  ل  ی ح  ال  ت در رس  ی  د، دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه دس  ت  گ  اه ی  ک از ج  واب  ی ب  ه
ش  ده داده اخ  ت  ص  اص روش ای  ن ب  ررس  ی ب  ه ب  خ  ش ای  ن داد. ک  اه  ش را ن  ظ  ر م  ورد دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه
(١+٣)‐ب  ع  دی م  وج م  ع  ادل  ه ب  رای را روش م  وض  وع، ش  دن ت  ر روش  ن ب  رای ه  م  چ  ن  ی  ن اس  ت.

ای  م. ک  رده ت  ش  ری  ح
پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن ب  ا ، Rσ[U ] دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات دس  ت  گ  اه

[Di(C
i) = ٠]|Rσ [U ]=٠ = ٠, (٣ . ٨٢)

ک  ه
C = (C١, . . . , Cn), Ci = Ci(x, u, u(١), . . .), i = ١, . . . , n.

ص  ورت ب  ه را (٣ . ٨٢) م  ع  ادلات از ی  ک ه  ر ت  وان م  ی ب  گ  ی  ری  د. ن  ظ  ر در را
Di(C

i) = µαFα(x, u, u(١), . . . , u(s)). (٣ . ٨٣)
ن  وش  ت. ه  س  ت  ن  د، µα = µα(x, u, u(١), . . .). ش  ک  ل ب  ه ت  اب  ع  ی ض  رای  ب µα ک  ه

ع  ب  ارت  ی ب  ه ی  ا ، Di(C
i) = ٠ ک  ه آن  ج  ای  ی از

Dt(C
t) = ٠, Dx(C

x) = ٠, . . . ,

ش  ک  ل ب  ه را پ  ای  س  ت  گ  ی ه  ای م  ول  ف  ه از ی  ک ه  ر ت  وان م  ی
C =

(
C١(x٢, . . . , xn), . . . , Cn(x١, . . . , xn−١)

)
, (٨۴ . ٣)

C١(x, u, u(١), . . .) = h١(x٢, x٣, . . . , xn),
C٢(x, u, u(١), . . .) = h٢(x١, x٣, . . . , xn),...
Cn(x, u, u(١), . . .) = hn(x١, x٢, . . . , xn−١). (٨۵ . ٣)

ب  اش  د. م  ی xi م  ت  غ  ی  ر ج  ز ب  ه م  س  ت  ق  ل م  ت  غ  ی  ره  ای از ت  اب  ع  ی م  ول  ف  ه، ه  ر ک  ه ن  وش  ت
دس  ت  گ  اه ح  ل ب  ا

D١[C١(x, u, u(١), . . .)] = D١(h١) = ٠,
D٢[C١(x, u, u(١), . . .)] = D٢(h٢) = ٠,...
Dn[C

١(x, u, u(١), . . .)] = D٢(h٢) = ٠. (٨۶ . ٣)
ب  دس  ت دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات ه  ای ج  واب ،(٣ . ١) دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات دس  ت  گ  اه در ج  ای  گ  ذاری و

آی  ن  د. م  ی



٨٣ پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن از اس  ت  ف  اده ب  ا ج  واب ی  اف  ت  ن
پ  ای  س  ت  گ  ی ق  ان  ون ب  ا را (٣ . ٩) م  وج ٣)‐ب  ع  دی + ١) م  ع  ادل  ه .٣ . ٧ . ١ م  ث  ال

Dt(ut) +Dx(−ux) +Dy(−uy) +Dz(−uz) = ٠, (٣ . ٨٧)
از خ  ط  ی ت  رک  ی  ب م  وج، م  ع  ادل  ه ج  واب (٨۵ . ٣) و (٨۶ . ٣) رواب  ط از اس  ت  ف  اده ب  ا ب  گ  ی  ری  د. ن  ظ  ر در

ش  ک  ل ب  ه hi ت  واب  ع
u = h١(x, y, z)t− h٢(t, y, z)x− h٣(t, x, z)y − h۴(t, x, y)z, (٣ . ٨٨)

ی  اف  ت  ه ک  اه  ش م  ع  ادلات ب  ه (٣ . ٩) م  وج م  ع  ادل  ه در (٣ . ٨٨) ج  ای  گ  ذاری ب  ا ک  ه ب  ود. خ  واه  د
h١
xx + h١

yy + h١
zz = ٠,

h٢
tt − h٢

yy − h٢
zz = ٠,

h٣
tt − h٣

xx − h٣
zz = ٠,

h۴
tt − h۴

xx − h۴
yy = ٠. (٣ . ٨٩)

رس  ی  د. خ  واه  ی  م
ف  ص  ل ان  ت  ه  ای در ه  ا آن ش  ک  ل ه  م  راه ب  ه ،(٣ . ٨٩) ی  اف  ت  ه ک  اه  ش م  ع  ادلات از ت  ع  دادی ج  واب

.[٢٧] اس  ت ش  ده آورده



پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن ٨۴

u = ٧tx٢ + ٢ty٢ + ٣t٣ u = t
t٢−y٢ u = y(t٢ + x٢)

u = ln(x−t
x+t

) u = ln(y−t
y+t

) u = t٢ + y٢

u = log
( ١٢ + x٢

t٢−x٢ +
√

x۴
(t٢−x٢)٢ + x٢

t٢−x٢
)

(٣ . ٨٩) ی  اف  ت  ه ک  اه  ش م  ع  ادلات دق  ی  ق ه  ای ج  واب از ه  ای  ی ش  ک  ل :٣ . ١ ش  ک  ل



٨۵ پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن از اس  ت  ف  اده ب  ا ج  واب ی  اف  ت  ن

X۴ ت  ق  ارن ب  رای ج  دی  د ض  رای  ب از اس  ت  ف  اده ب  ا ج  دی  د پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن :۶ . ٣ ج  دول
ψt ١٢(ũ٢̃

t
+ ũ٢̃

x + ũ٢̃
y + ũ٢̃

z ) ٠
σ = ٢ ϕx −ũx̃ũt̃ ٠

ϕy −ũỹũt̃ ٠
ϕz −ũz̃ũz̃ ٠
ψt ũx̃ũt̃ ٠

σ = ٣ ϕx ١٢(ũ٢̃
y + ũ٢̃

z − ũ٢̃
x − ũ٢̃

t
) ٠

ϕy −ũx̃ũỹ ٠
ϕz −ũx̃ũz̃ ٠
ψt ũỹũt̃ ٠

σ = ۴ ϕx −ũx̃ũỹ ٠
ϕy ١٢(ũ٢̃

x + ũ٢̃
z − ũ٢̃

y − ũ٢̃
t
) ٠

ϕz −ũỹũz̃ ٠
ψt ũz̃ũt̃ ٠

σ = ۵ ϕx −ũx̃ũz̃ ٠
ϕy −ũỹũz̃ ٠
ϕz ١٢(ũ٢̃

x + ũ٢̃
y − ũ٢̃

z − ũ٢̃
t
) ٠

ψt ١٢ x̃(ũ٢̃
t
+ ũ٢̃

x + ũ٢̃
y + ũ٢̃

z ) + t̃ũx̃ũt̃ −ε(ũx̃ũt̃)

σ = ۶ ϕx ١٢ t̃(ũ٢̃
y + ũ٢̃

z − ũ٢̃
x − ũ٢̃

t
)− x̃ũx̃ũt̃

١٢ε(ũ٢̃
x + ũ٢̃

t
− ũ٢̃

y − ũ٢̃
z )

ϕy −(x̃ũỹũt̃ + t̃ũx̃ũỹ) ε(ũx̃ũỹ)

ϕz −(x̃ũz̃ũt̃ + t̃ũx̃ũz̃) ε(ũx̃ũz̃)

ψt ١٢ ỹ(ũ٢̃
t
+ ũ٢̃

x + ũ٢̃
y + ũ٢̃

z ) + t̃ũỹũt̃ −ũỹũt̃
σ = ٧ ϕx −ũx̃(t̃ũỹ + ỹũt̃) ũx̃ũỹ

ϕy − ١٢ t̃(ũ٢̃
y + ũ٢̃

t
− ũ٢̃

x − ũ٢̃
z )− ỹũỹũt̃

١٢(ũ٢̃
y + ũ٢̃

t
− ũ٢̃

x − ũ٢̃
z )

ϕz −ũz̃(t̃ũỹ + ỹũt̃) ũỹũz̃

ψt (ỹũx̃ũt̃ − x̃ũỹũt̃) ٠
σ = ٨ ϕx ١٢ ỹ(ũ٢̃

y + ũ٢̃
z − ũ٢̃

x − ũ٢̃
t
) + x̃ũx̃ũỹ ٠

ϕy ١٢ x̃(ũ٢̃
y + ũ٢̃

t
− ũ٢̃

x − ũ٢̃
z )− ỹũx̃ũỹ ٠

ϕz (x̃ũỹũz̃ − ỹũx̃ũz̃) ٠
ψt ١٢ z̃(ũ٢̃

t
+ ũ٢̃

x + ũ٢̃
y + ũ٢̃

z ) + t̃ũz̃ũt̃ −ũz̃ũt̃
σ = ٩ ϕx −ũx̃(t̃ũz̃ + z̃ũt̃) ũx̃ũz̃

ϕy −ũỹ(t̃ũz̃ + z̃ũt̃) ũỹũz̃

ϕz − ١٢ t̃(ũ٢̃
t
+ ũ٢̃

z − ũ٢̃
x − ũ٢̃

y)− z̃ũz̃ũt̃ − ١٢(ũ٢̃
x + ũ٢̃

y − ũ٢̃
z − ũ٢̃

t
)



پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن ٨۶

X۶ ت  ق  ارن ب  رای ج  دی  د ض  رای  ب از اس  ت  ف  اده ب  ا ج  دی  د پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن :٣ . ٧ ج  دول
ψt ١٢(ũ٢̃

t
+ ũ٢̃

x + ũ٢̃
y + ũ٢̃

z )

σ = ٢ ϕx −ũx̃ũt̃
ϕy −ũỹũt̃
ϕz −ũz̃ũz̃
ψt ũx̃ũt̃

σ = ٣ ϕx ١٢(ũ٢̃
y + ũ٢̃

z − ũ٢̃
x − ũ٢̃

t
)

ϕy −ũx̃ũỹ
ϕz −ũx̃ũz̃
ψt ũt̃(ũỹ cos ε− ũz̃ sin ε)

σ = ۴ ϕx −ũx̃(ũỹ cos ε− ũz̃ sin ε)

ϕy ١٢
(
ũ٢̃
x − ũ٢̃

t
+ ũ٢̃

y(sin
٢ ε− cos٢ ε)− ũ٢̃

z (sin
٢ ε− cos٢ ε) + ۴ sin ε cos εũỹũz̃

)
ϕz ١٢ sin٢ε(ũ٢̃

z − ũ٢̃
y) + ũỹũz̃(sin٢ ε− cos٢ ε)

ψt ũt̃(sin εũỹ + cos εũz̃)

σ = ۵ ϕx −ũx̃(sin εũỹ + cos εũz̃)

ϕy ١٢ sin٢ε(ũ٢̃
z − ũ٢̃

y) + ũỹũz̃(sin٢ ε− cos٢ ε)
ϕz ١٢

(
ũ٢̃
x − ũ٢̃

t
− ũ٢̃

y(sin
٢ ε− cos٢ ε) + ũ٢̃

z (sin
٢ ε− cos٢ ε)− ۴ sin ε cos εũỹũz̃

)
ψt ١٢ x̃(ũ٢̃

t
+ ũ٢̃

x + ũ٢̃
y + ũ٢̃

z ) + t̃ũx̃ũt̃

σ = ۶ ϕx ١٢ t̃(ũ٢̃
y + ũ٢̃

z − ũ٢̃
x − ũ٢̃

t
)− x̃ũx̃ũt̃

ϕy −(x̃ũỹũt̃ + t̃ũx̃ũỹ)

ϕz −(x̃ũz̃ũt̃ + t̃ũx̃ũz̃)

ψt ١٢(ỹ cos ε− z̃ sin ε)(ũ٢̃
t
+ ũ٢̃

x + ũ٢̃
y + ũ٢̃

z ) + t̃(ũỹ cos ε− ũz̃ sin ε)

σ = ٧ ϕx −ũx̃
(
cos ε(t̃ũỹ + ỹũt̃)− sin ε(t̃ũz̃ + z̃ũt̃)

)
ϕy ١٢ t̃

(
ũ٢̃
t
− ũ٢̃

x − ũ٢̃
y(sin

٢ ε− cos٢ ε) + ũ٢̃
z (sin

٢ ε− cos٢ ε)− ۴ sin ε cos εũỹũz̃

)
ϕz −(ũỹ cos ε+ ũz̃ sin ε)

(
cos ε(t̃ũỹ + ỹũt̃)− sin ε(t̃ũz̃ + z̃ũt̃)

)
ψt ũt̃ (cos ε(ỹũx̃ − x̃ũỹ) + sin ε(x̃ũz̃ − z̃ũx̃))

σ = ٨ ϕx ١٢(ỹ cos ε− z̃ sin ε)(ũ٢̃
t
+ ũ٢̃

x + ũ٢̃
y + ũ٢̃

z ) + t̃ũx̃(ũỹ cos ε− ũz̃ sin ε)

ϕy ١٢ t̃
(
ũ٢̃
t
− ũ٢̃

x − ũ٢̃
y(sin

٢ ε− cos٢ ε) + ũ٢̃
z (sin

٢ ε− cos٢ ε) + ۴ sin ε cos εũỹũz̃

)
ϕz −(ũỹ sin ε+ ũz̃ cos ε) (cos ε(ỹũx̃ − x̃ũỹ) + sin ε(x̃ũz̃ − z̃ũx̃))

ψt ١٢(ỹ sin ε+ z̃ cos ε)(ũ٢̃
t
+ ũ٢̃

x + ũ٢̃
y + ũ٢̃

z ) + t̃ũt̃(ũỹ sin ε+ ũz̃ cos ε)

σ = ٩ ϕx −ũx̃
(
sin ε(t̃ũỹ + ỹũt̃) + cos ε(t̃ũz̃ + z̃ũt̃)

)
ϕy −(cos εũỹ − sin εũz̃)

(
sin ε(t̃ũỹ + ỹũt̃) + cos ε(t̃ũz̃ + z̃ũt̃)

)
ϕz − ١٢ t̃

(
ũ٢̃
t
− ũ٢̃

x + ũ٢̃
y(sin

٢ ε− cos٢ ε) + ũ٢̃
z (sin

٢ ε− cos٢ ε) + ۴ sin ε cos εũỹũz̃

)



۴ ف  ص  ل
ت  ق  ری  ب  ی پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن و ت  ق  ارن

در دق  ی  ق، ه  ای ت  ق  ارن ه  م  ان  ن  د ε اخ  ت  لال ض  ری  ب ب  ا دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه ی  ک از ت  ق  ری  ب  ی ه  ای ت  ق  ارن
ک  ارب  رده  ای دی  گ  ر از ک  ن  ن  د. م  ی ای  ف  ا را م  ه  م  ی ن  ق  ش ت  ق  ری  ب  ی پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن س  اخ  ت و ج  واب ت  ول  ی  د
ن  ام ت  ق  ری  ب  ی دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات ب  رای م  ن  اس  ب ع  ددی ت  ح  ل  ی  ل داش  ت  ن ب  ه ت  وان م  ی ت  ق  ری  ب  ی، ت  ق  ارن
ت  ق  ری  ب  ی ه  ای ت  ق  ارن ب  ه رس  ی  دن ب  رای م  ح  ق  ق  ان ت  وس  ط زی  ادی ه  ای ت  لاش اخ  ی  ر ه  ای ده  ه در ب  رد.
،١ ب  ای  ک  وف ک  ه ج  ای  ی ت  ا اس  ت. ش  ده ان  ج  ام ε ک  وچ  ک پ  ارام  ت  ر ب  ا ت  ق  ری  ب  ی دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه ی  ک از
ب  رای را ت  ق  ری  ب  ی دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات ب  رای ت  ق  ری  ب  ی ه  ای ت  ق  ارن ی  اف  ت  ن ت  ک  ن  ی  ک ش  ت  ل  ن٣ ٢و ف  اش  چ  ی  چ

.[۴ ،١۵] ک  ردن  د ارائ  ه ب  ار اول  ی  ن
ن  ی  ز دی  گ  ران و ۵ م  ح  م  د و ک  ارا۴ م  ق  الات در ت  وان م  ی را ت  ق  ری  ب  ی ه  ای ت  ق  ارن از ک  ارب  رده  ای  ی

.[١۴ ،۴٠ ،۶٣] ک  رد م  ط  ال  ع  ه

Baikov ١
Fushchich٢

Shtelen٣
Kara۴

Mahomed۵

٨٧



ت  ق  ری  ب  ی پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن و ت  ق  ارن ٨٨

ت  ق  ری  ب  ی ت  ب  دی  لات گ  روه ١ . ۴
و ش  ده ت  ع  ری  ف ε ̸= ٠ از ه  م  س  ای  گ  ی ی  ک در ک  ه ب  گ  ی  ری  د ن  ظ  ر در را ε پ  ارام  ت  ر ب  ا f(x, ε) م  ت  غ  ی  ره n ت  واب  ع
ب  اش  ن  د. پ  ی  وس  ت  ه و م  ت  ن  اه  ی دل  خ  واه م  رت  ب  ه ه  ر ت  ا ه  ا آن م  ش  ت  ق  ات ت  م  ام  ی x = (x١, . . . , xn) ن  ق  اط در

ش  رط در f(x, ε) ت  اب  ع اگ  ر
lim
ε−→٠

f(x, ε)

εp
= ٠,

ت  س  اوی ص  ورت ای  ن در ک  ن  د ص  دق
f(x, ε) = O(εp),

دارد. εp از ک  م  ت  ر ای م  رت  ب  ه f ک  ه ش  ود م  ی گ  ف  ت  ه و اس  ت ب  رق  رار
ب  اش  ی  م، داش  ت  ه گ  اه ه  ر گ  وی  ی  م ارز ه  م ت  ق  ری  ب  ی ط  ور ب  ه را g و f ت  اب  ع دو .١ . ١ . ۴ ت  ع  ری  ف

f(x, ε)− g(x, ε) = O(εp),

ده  ی  م. م  ی ن  م  ای  ش f ≈ g ن  م  اد ب  ا را g و f ت  اب  ع دو ارزی ه  م
ب  ا ع  ب  ارت  س  ت ε پ  ارام  ت  ر ب  ا ،x ن  ق  ط  ه ح  ول p درج  ه از f(x, ε) ت  اب  ع ت  ی  ل  ور ب  س  ط خ  اص، ح  ال  ت در

f(x, ε) = f٠(x) + εf١(x) + . . .+ εpfp(x),

راب  ط  ه g و f ارزی ه  م ص  ورت در ک  ه
g(x, ε) = f٠(x) + εf١(x) + . . .+ εpfp(x) +O(εp),

داش  ت. خ  واه  ی  م را
ک  ه ،x ن  ق  ط  ه ح  ول ه  م  وار ب  رداری ت  واب  ع از ای م  ج  م  وع  ه ع  ن  وان ب  ه را f٠(x, a), . . . fp(x, a)

ش  ک  ل ب  ه م  خ  ت  ص  ات  ی ن  م  ای  ش
f i٠(x, a), . . . , f ip(x, a), i = ١, . . . , n,

ف  رم ب  ه a ح  ق  ی  ق  ی پ  ارام  ت  ر ب  ا G پ  ارام  ت  ری ی  ک ت  ق  ری  ب  ی ت  ب  دی  لات گ  روه ب  گ  ی  ری  د. ن  ظ  ر در دارن  د،
x̄i ≈ f i٠(x, a) + εf i١(x, a) + . . .+ εpf ip(x, a), i = ١, . . . , n, (١ . ۴)

ص  ورت ب  ه x̄ = (x̄١, . . . , x̄n) ∈ Rn ن  ق  اط ب  ه x = (x١, . . . , xn) ∈ Rn ن  ق  اط از
x̄ = f(x, a, ε), (٢ . ۴)

م  خ  ت  ص  ات  ی ن  م  ای  ش ب  ا پ  ذی  ر وارون ت  ب  دی  لات از دس  ت  ه ی  ک م  ع  رف ک  ه ش  ود، م  ی ت  ع  ری  ف
f i(x, a, ε) = f i٠(x, a) + εf i١(x, a) + . . .+ εpf ip(x, a),

ب  اش  ن  د. م  ی f(x, ٠, ε) ≈ x ش  رط و



٨٩ ل  ی ت  ق  ری  ب  ی م  ع  ادلات
پ  ارام  ت  ری ی  ک ت  ق  ری  ب  ی ت  ب  دی  لات گ  روه ی  ک ع  ن  وان ب  ه ،(٢ . ۴) ت  ب  دی  لات م  ج  م  وع  ه .١ . ٢ . ۴ ت  ع  ری  ف

ارزی ه  م ه  رگ  اه ش  ود م  ی ت  ع  ری  ف
f(f(x, a, ε), b, ε) ≈ f(x, a+ b, ε),

ب  اش  د. ب  رق  رار ،(٢ . ۴) پ  ذی  ر وارون ت  ب  دی  لات ت  م  ام ب  رای
دی  ف  ران  س  ی  ل ع  م  ل  گ  ره  ای از ای دس  ت  ه ،G م  ان  ن  د ت  ق  ری  ب  ی ت  ب  دی  لات گ  روه ی  ک م  ول  د .١ . ٣ . ۴ ت  ع  ری  ف

ص  ورت ب  ه ی  ک م  رت  ب  ه خ  ط  ی

X =

n∑
i=١

ξi(x, ε)
∂

∂xi
, (٣ . ۴)

ارزی ه  م ب  ط  وری  ک  ه ه  س  ت  ن  د
ξi(x, ε) ≈ ξi٠(x) + εξi١(x) + . . .+ εpξip(x),

ξiν(x) =
∂f iν(x, a)

∂a
|a=٠,

را (٢ . ۴) ت  ق  ری  ب  ی ت  ب  دی  لات گ  روه م  ول  د ب  ن  اب  رای  ن ب  اش  د. ب  رق  رار ٠ ⩽ ν ⩽ p و ١ ⩽ i ⩽ n ه  ر ب  رای
ف  رم ب  ه ت  وان م  ی

X =

n∑
i=١
(
ξi٠(x) + εξi١(x) + . . .+ εpξip(x)

) ∂

∂xi
. (۴ . ۴)

ن  وش  ت.

ل  ی ت  ق  ری  ب  ی م  ع  ادلات ٢ . ۴
ارزی ه  م ع  ب  ارت ،G پ  ارام  ت  ری ی  ک ت  ق  ری  ب  ی ت  ب  دی  لات گ  روه ب  رای p = ١ گ  رف  ت  ن ن  ظ  ر در ب  ا

x̄i ≈ f i٠(x, a) + εf i١(x, a), i = ١, . . . , n, (۵ . ۴)
ب  ود. خ  واه  د ی  ک م  رت  ب  ه ت  ق  ری  ب  ی ت  ب  دی  لات گ  روه از ن  م  ای  ش  ی

گ  رف  ت  ن ن  ظ  ر در ب  ا
X٠ = ξi٠(x)

∂

∂xi
, X١ = ξi١(x)

∂

∂xi
,

ک  ن  ی  د ف  رض
X = X٠ + εX١, (۶ . ۴)



ت  ق  ری  ب  ی پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن و ت  ق  ارن ٩٠
ب  ه x ن  ق  اط از م  خ  ت  ص  ات  ی ت  ق  ری  ب  ی ت  ب  دی  ل ک  ه آن  ج  ای  ی از ب  اش  د، G ت  ب  دی  لات گ  روه ب  رای ت  ق  ری  ب  ی م  ول  د

ص  ورت ب  ه x̄ = x̄٠ + εx̄١ ن  ق  اط
x̄i = x̄i٠ + εx̄i١, x̄i٠ = f i٠(x, a), x̄i١ = f i١(x, a), (٧ . ۴)

م  ع  ادلات ح  ل ب  ا ل  ذا ب  اش  د، م  ی
dx̄i٠
da

= ξi٠(x̄٠), dx̄i٠ |a=٠= xi, i = ١, . . . , n,
dx̄i١
da

=
n∑
k=١

∂ξi٠(x)
∂xk

|x=x̄٠ x̄k١ + ξi١(x̄٠), dx̄i١ |a=٠= ٠. (٨ . ۴)

گ  روه ت  وان م  ی ه  س  ت  ن  د، م  ع  روف ت  ق  ری  ب  ی م  ش  خ  ص  ه م  ع  ادلات ه  م  ان ی  ا ل  ی ت  ق  ری  ب  ی م  ع  ادلات ب  ه ک  ه
آورد. ب  دس  ت (۶ . ۴) ت  ق  ری  ب  ی ت  ق  ارن ب  رای را (۵ . ۴) ت  ق  ری  ب  ی ت  ب  دی  لات

ت  ق  ری  ب  ی ن  م  ای  ی ن  گ  اش  ت ٣ . ۴
ات  ح  اده  ای م  ح  اس  ب  ه ب  ا

≪ aX٠, aX١ ≫ = aX١ +
a٢
٢! [X٠, X١] +

a٣
٣! [X٠, [X٠, X١]] + . . . ,

eaX٠ = ١ + aX٠ + a٢
٢!X٢٠ +

a٣
٣!X٣٠ + . . . , (٩ . ۴)

x̄i٠ = eaX٠(xi), x̄i١ =≪ aX٠, aX١ ≫ (x̄i٠).

ص  ورت ب  ه را a پ  ارام  ت  ر ب  ا پ  ارام  ت  ری ی  ک ت  ق  ری  ب  ی ت  ب  دی  لات گ  روه ت  وان م  ی
x̄i = x̄i٠ + εx̄i١, i = ١, . . . , n. (١٠ . ۴)

ب  رق  رار X١ =
∑n

i=١ ξi١(x) ∂
∂xi

و X٠ =
∑n

i=١ ξi٠(x) ∂
∂xi

آن در ک  ه (۶ . ۴) ت  ق  ری  ب  ی م  ول  د ب  رای
آورد. ب  دس  ت ه  س  ت  ن  د،

ت  ق  ری  ب  ی م  ول  د .٣ . ١ . ۴ م  ث  ال
X =

(١ + ε[(x١)٢ − (x٢)٢ − (x٣)٢ − (x۴)٢]
) ∂

∂x١
+ ٢εx١

(
x٢ ∂

∂x٢ + x٣ ∂

∂x٣ + x۴ ∂

∂x۴
)
, (١١ . ۴)

آن در ک  ه ب  گ  ی  ری  د، ن  ظ  ر در را
X٠ =

∂

∂x١ ,

X١ = [(x١)٢ − (x٢)٢ − (x٣)٢ − (x۴)٢] ∂
∂x١ + ٢x١

(
x٢ ∂

∂x٢ + x٣ ∂

∂x٣ + x۴ ∂

∂x۴
)
,



٩١ ت  ق  ری  ب  ی ه  ای ت  ق  ارن
و

x̄٠١ = x١ + a, x̄٠j = xj , j = ٢,٣,۴.
اخ  ت  ی  ار در را (٩ . ۴) رواب  ط اس  ت لازم اب  ت  دا ،(١٠ . ۴) ت  ق  ری  ب  ی ت  ب  دی  لات گ  روه ب  ه رس  ی  دن ب  رای

ب  اش  ی  م داش  ت  ه
≪ aX٠, aX١ ≫ = aX١ +

a٢
٢! [X٠, X١] +

a٣
٣! [X٠, [X٠, X١]] + . . . ,

=

(
[(x١)٢ − (x٢)٢ − (x٣)٢ − (x۴)٢]a+ x١a٢ +

١
٣a٣

)
∂

∂x١
+ (٢ax١ + a٢)

(
x٢ ∂

∂x٢ + x٣ ∂

∂x٣ + x۴ ∂

∂x۴
)
.

ک  ه
[X٠, X١] = x١ ∂

∂x١ + x٢ ∂

∂x٢ + x٣ ∂

∂x٣ + x۴ ∂

∂x۴ ,
[X٠, [X٠, X١]] = ٢ ∂

∂x١ , [X٠, [X٠, [X٠, X١]]] = ٠,
ص  ورت ای  ن در

x̄١١ = ≪ aX٠, aX١ ≫ (x̄١٠) = [(x١)٢ − (x٢)٢ − (x٣)٢ − (x۴)٢]a+ x١a٢ +
١
٣a٣,

x̄j١ = (٢ax١ + a٢)xj , j = ٢,٣,۴.
ص  ورت ب  ه ،(١١ . ۴) م  ول  د ب  رای ت  ق  ری  ب  ی ت  ب  دی  لات گ  روه ب  ن  اب  رای  ن

x̄١ ≈ x̄١٠ + εx̄١١ = x١ + a+ ε

([
(x١)٢ − (x٢)٢ − (x٣)٢ − (x۴)٢

]
a+ x١a٢ +

١
٣a٣

)
,

x̄j ≈ x̄j٠ + εx̄j١ = xj + ε(٢ax١ + a٢)xj , j = ٢,٣,۴.
آی  د. م  ی ب  دس  ت

ت  ق  ری  ب  ی ه  ای ت  ق  ارن ۴ . ۴
ارزی ه  م گ  رف  ت  ن ن  ظ  ر در ب  ا .١ . ۴ . ۴ ت  ع  ری  ف

z̄i ≈ f(z, a, ε) ≡ f i٠(z, a) + εf i١(z, a), i = ١, . . . , N. (١٢ . ۴)
ت  ق  ری  ب  ی م  ع  ادل  ه پ  ارام  ت  ری، ی  ک ت  ق  ری  ب  ی ت  ب  دی  لات گ  روه ی  ک ع  ن  وان ب  ه
F (z, ε) ≡ F٠(z) + εF١(z) ≈ ٠, (١٣ . ۴)

گ  اه ه  ر اس  ت ن  اوردا ،G ت  ب  دی  لات گ  روه ب  ه ن  س  ب  ت ت  ق  ری  ب  ی ط  ور ب  ه
F (z̄, ε) ≈ F (f(z, a, ε), ε) = O(ε).

G ص  ورت ای  ن در ،z = (x, u, u(١), . . . , u(k)) ب  اش  ی  م داش  ت  ه اگ  ر و ک  ن  د. ص  دق (١٣ . ۴) م  ع  ادل  ه در
ب  اش  د. م  ی (١٣ . ۴) k م  رت  ب  ه از دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه ب  رای ت  ق  ری  ب  ی ت  ق  ارن گ  روه ی  ک



ت  ق  ری  ب  ی پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن و ت  ق  ارن ٩٢
ب  ا ،(١٢ . ۴) ت  ق  ری  ب  ی ت  ب  دی  لات گ  روه ت  ح  ت ،(١٣ . ۴) ت  ق  ری  ب  ی دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه .٢ . ۴ . ۴ ق  ض  ی  ه

م  ول  د
ت  س  اوی اگ  ر وف  ق  ط اگ  ر اس  ت ن  اوردا ت  ق  ری  ب  ی ط  ور ب  ه X = X٠ + εX١

[XF (z, ε)]F≈٠ = O(ε), (١۴ . ۴)
ات  ح  اد دی  گ  ر ع  ب  ارت ب  ه ی  ا ب  اش  د، ]ب  رق  رار

X٠F٠(z) + ε
(
X١F٠(z) +X٠F١(z)

)]
(۴.١٣) = O(ε). (١۵ . ۴)

ب  اش  ی  م. داش  ت  ه را
اس  ت. ش  ده آورده [٣١] در اث  ب  ات

ص  ورت ب  ه ت  وان م  ی را (١۵ . ۴) م  ش  خ  ص  ه م  ع  ادلات .٣ . ۴ . ۴ ت  ذک  ر
X٠F٠(z) = λ(z)F٠(z), (١۶ . ۴)

X١F٠(z) +X٠F١(z) = λ(z)F١(z). (١٧ . ۴)
ت  ق  ری  ب  ی دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه ب  رای X = X٠ + εX١ ت  ق  ری  ب  ی ه  ای ت  ق  ارن ه  ا آن ح  ل ب  ا ک  ه ن  وش  ت،

آی  ن  د. م  ی ب  دس  ت (١٣ . ۴)
G ،X٠ ̸= ٠ ک  ه X = X٠ + εX١ م  ول  د ب  ا ،(١٣ . ۴) ت  ق  ری  ب  ی دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه اگ  ر .۴ . ۴ . ۴ ق  ض  ی  ه

م  ول  د ص  ورت ای  ن در ب  پ  ذی  رد، ت  ق  ری  ب  ی ت  ب  دی  لات گ  روه ع  ن  وان ب  ه را
X٠ =

n∑
i=١

ξi٠(z)
∂

∂zi
, (١٨ . ۴)

ت  ق  ری  ب  ی غ  ی  ر م  ع  ادل  ه ب  رای دق  ی  ق ت  ق  ارن ی  ک
F٠(z) = ٠, (١٩ . ۴)

ب  ود. خ  واه  د
ش  ود. م  راج  ع  ه [٣١] ب  ه اث  ب  ات:

اخ  ت  لال م  ع  ادل  ه و اخ  ت  لال غ  ی  ر م  ع  ادل  ه ت  رت  ی  ت ب  ه (١٣ . ۴) و (١٩ . ۴) م  ع  ادلات .۵ . ۴ . ۴ ت  ع  ری  ف
م  ول  د ،(۴ . ۴ . ۴) ق  ض  ی  ه ش  رای  ط ت  ح  ت ش  ون  د، م  ی ن  ام  ی  ده ت  ق  ری  ب  ی دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه ی  ک از
م  ول  د م  ت  ن  اظ  را ک  ه ش  ود. م  ی ن  ام  ی  ده (١٩ . ۴) اخ  ت  لال غ  ی  ر م  ع  ادل  ه ب  رای پ  ای  دار ت  ق  ارن ی  ک X٠
م  ی (١٣ . ۴) دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه ب  رای ت  ق  ری  ب  ی ت  ق  ارن ه  م  ان ی  ا اخ  ت  لال ت  ق  ارن ی  ک X = X٠ + εX١
ن  ه  ای  ت ب  ی م  ول  د ی  اف  ت  ه ت  غ  ی  ی  ر ش  ک  ل X = X٠ + εX١ ک  وچ  ک ن  ه  ای  ت ب  ی م  ول  د ع  ب  ارت  ی ب  ه ب  اش  د.
εF١(z) ی  ع  ن  ی دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه اخ  ت  لال ق  س  م  ت ت  وس  ط ک  ه اس  ت (١٩ . ۴) م  ع  ادل  ه از X٠ ک  وچ  ک

اس  ت. ش  ده ت  ول  ی  د
ق  س  م  ت ف  اق  د و پ  ای  دار ،(١٣ . ۴) ت  ق  ری  ب  ی دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه ک  ل  ی ه  ای ت  ق  ارن اگ  ر ک  ل  ی ط  ور ب  ه
اخ  ت  لال غ  ی  ر م  ع  ادل  ه از را دق  ی  ق ه  ای ت  ق  ارن (١٣ . ۴) م  ع  ادل  ه گ  وی  ی  م ص  ورت ای  ن در ب  اش  ن  د اخ  ت  لال

اس  ت. ب  رده ارث ب  ه (١٩ . ۴)



٩٣ ت  ق  ری  ب  ی ه  ای ت  ق  ارن

دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات ب  رای ت  ق  ری  ب  ی ه  ای ت  ق  ارن م  ح  اس  ب  ه ١ . ۴ . ۴
ت  ق  ری  ب  ی

ی  ک ب  رای را ت  ق  ری  ب  ی ه  ای ت  ق  ارن م  ح  اس  ب  ه ش  رای  ط (١٧ . ۴) و (١۶ . ۴) رواب  ط و (۴ . ۴ . ۴) ق  ض  ی  ه
ک  ن  ن  د. م  ی م  ه  ی  ا ε ک  وچ  ک پ  ارام  ت  ر ب  ا ت  ق  ری  ب  ی دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه

ک  رد. خ  لاص  ه زی  ر ش  ک  ل ب  ه ت  وان م  ی را ت  ق  ری  ب  ی ه  ای ت  ق  ارن م  ح  اس  ب  ه ال  گ  وری  ت  م
را X٠ دق  ی  ق ه  ای ت  ق  ارن ،(١٩ . ۴) اخ  ت  لال غ  ی  ر م  ع  ادل  ه گ  رف  ت  ن ن  ظ  ر در ب  ا اب  ت  دا اول، گ  ام در •

م  ش  خ  ص  ه م  ع  ادلات ح  ل ب  ا
X٠F٠(z) |F٠(z)=٠= ٠, (٢٠ . ۴)

آوری  م. م  ی ب  دس  ت
اخ  ت  لال ق  س  م  ت گ  رف  ت  ن ن  ظ  ر در و X٠ دق  ی  ق ه  ای ت  ق  ارن ش  دن م  ش  خ  ص ب  ا ب  ع  دی گ  ام در •

ص  ورت ب  ه را H اخ  ت  لال ت  اب  ع ،F٠(z) اخ  ت  لال غ  ی  ر و F١(z)

H =
١
ε

[
X٠(F٠(z) + εF١(z)

)
|F٠(z)+εF١(z)=٠

]
, (٢١ . ۴)

ک  ن  ی  م. م  ی ت  ع  ری  ف
م  ش  خ  ص  ه م  ع  ادلات ح  ل و H اخ  ت  لال ت  اب  ع ش  دن م  ش  خ  ص ب  ا ن  ه  ای  ی گ  ام در •

X١F٠(z) |F٠(z)=٠ +H = ٠. (٢٢ . ۴)
ش  ود. م  ی م  ش  خ  ص ،X = X٠ + εX١ ت  ق  ری  ب  ی ت  ق  ارن از X١ م  ول  د

در ت  ق  ری  ب  ی، دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه ی  ک ب  رای ت  ق  ری  ب  ی ه  ای ت  ق  ارن ی  اف  ت  ن رون  د ن  وی  س  ی ب  رن  ام  ه
اس  ت. ش  ده ن  وش  ت  ه م  ی  پ  ل اف  زار ن  رم

۵ م  رت  ب  ه KdV ت  ق  ری  ب  ی م  ع  ادل  ه .۶ . ۴ . ۴ م  ث  ال
∆ := ut − ٢٠u٢ux − ٢۵uxuxx − ١٠uuxxx − uxxxxx + εut = ٠, (٢٣ . ۴)

اخ  ت  لال غ  ی  ر م  ع  ادل  ه ب  ا
∆٠(t, x) := ut − ٢٠u٢ux − ٢۵uxuxx − ١٠uuxxx = ٠, (٢۴ . ۴)

اخ  ت  لال ق  س  م  ت و
∆١(t, x) := εut = ٠, (٢۵ . ۴)



ت  ق  ری  ب  ی پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن و ت  ق  ارن ٩۴
ه  ای ت  ق  ارن دادی  م، ن  ش  ان اول ب  خ  ش از (۵ . ۶ . ٢) م  ث  ال در ک  ه ط  ور ه  م  ان گ  ی  ری  م. م  ی ن  ظ  ر در را

از: ع  ب  ارت  ن  د (٢۴ . ۴) م  ع  ادل  ه ب  رای پ  ای  دار
X١ =

∂

∂x
, X٢ =

∂

∂t
, X٣ =

x

۵
∂

∂x
+ t

∂

∂t
− ٢u

۵
∂

∂u
.

ص  ورت ب  ه ت  رت  ی  ب ب  ه را ت  ق  ری  ب  ی ه  ای ت  ق  ارن و H ت  اب  ع م  ی  پ  ل، اف  زار ن  رم ک  م  ک ب  ه
H =

٧B١
۵ (ut − ٢٠u٢ux − ١٠uuxxx − ٢۵uxuxx − uxxxxx + εut),

X١ = ε
∂

∂x
, X٢ = ε

∂

∂t
,

ب  اش  د.) م  ی دل  خ  واه و ث  اب  ت ع  دد B١) آوری  م. م  ی ب  دس  ت
ت  ق  ری  ب  ی غ  ی  ر و ت  ق  ری  ب  ی ت  ق  ارن  ه  ای ب  ن  اب  رای  ن

X١ =
∂

∂x
, X٢ =

∂

∂t
, X٣ =

x

۵
∂

∂x
+ t

∂

∂t
− ٢u

۵
∂

∂u
,

X۴ = ε
∂

∂x
, X۵ = ε

∂

∂t
. (٢۶ . ۴)
داش  ت. خ  واه  ی  م ،(٢٣ . ۴) ت  ق  ری  ب  ی م  ع  ادل  ه ب  رای را

م  ع  ادلات دس  ت  گ  اه ب  رای ت  ق  ری  ب  ی ه  ای ت  ق  ارن م  ح  اس  ب  ه ٢ . ۴ . ۴
دی  ف  ران  س  ی  ل

ت  ق  ارن ت  وان م  ی ت  ق  ری  ب  ی، دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه ی  ک ب  رای ت  ق  ری  ب  ی ه  ای ت  ق  ارن ی  اف  ت  ن روش م  ش  اب  ه
.[۵۴] آورد ب  دس  ت ن  ی  ز را ت  ق  ری  ب  ی دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات دس  ت  گ  اه ی  ک ه  ای

ت  ق  ری  ب  ی دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات دس  ت  گ  اه

∆k = ∆٠
k(x, u, ∂u, . . . , ∂

ru) +

k∑
t=١

εt∆t
k(x, u, ∂u, . . . , ∂

ru) = ٠, (٢٧ . ۴)

ت  ق  ری  ب  ی غ  ی  ر ق  س  م  ت ب  ا
∆٠
k(x, u, u(١), . . . , ∂ru) = ٠, k = ١,٢, . . . ,m, (٢٨ . ۴)

،k م  رت  ب  ه ت  ق  ری  ب  ی م  ول  د و
X = X٠ +

k∑
t=١

εtXt,

م  ول  د ع  ب  ارت  ی ب  ه ب  گ  ی  ری  د. ن  ظ  ر در را X(∆k)|(۴.٢٧) = O(εk+١) ک  ه

X =

n∑
i=١

ξi
∂

∂xi
+

m∑
j=١

ηj
∂

∂uj
, i = ١, . . . , n, j = ١, . . . ,m, (٢٩ . ۴)



٩۵ ت  ق  ری  ب  ی ه  ای ت  ق  ارن
ب  ا

ξi = ξi٠ + εξi١ + . . .+ εkξik, ηi = ηi٠ + εηi١ + . . .+ εkηik.

م  ی (٢٧ . ۴) ت  ق  ری  ب  ی دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات دس  ت  گ  اه ب  رای ت  ق  ری  ب  ی ک  وچ  ک ن  ه  ای  ت ب  ی م  ول  د ی  ک
ب  اش  د.

ح  ل ب  ا را (٢٨ . ۴) ت  ق  ری  ب  ی غ  ی  ر دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات دس  ت  گ  اه ه  ای ت  ق  ارن ب  ای  س  ت م  ی اب  ت  دا
م  ش  خ  ص  ه م  ع  ادلات

X٠∆)٠
k)|(۴.٢٨)=٠ = ٠,

آوری  م. ب  دس  ت
م  ش  خ  ص  ه م  ع  ادلات ح  ل ب  ا ب  ع  د م  رح  ل  ه در

X٠∆١
k(x, u, ∂u, . . .)|∆٠

k=٠ +H = ٠, (٣٠ . ۴)
ش  ک  ل ب  ه آن در H اخ  ت  لال ت  اب  ع ک  ه

H =
١
ε

[
X٠ (∆٠

k(x, u, ∂u, . . .) + ε∆١
k(x, u, ∂u, . . .)

)
|∆٠

k+ε∆
١
k=٠
]
. (٣١ . ۴)

،(٢٧ . ۴) ت  ق  ری  ب  ی دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات دس  ت  گ  اه ب  رای X١ ت  ق  ری  ب  ی ه  ای ت  ق  ارن اس  ت، ش  ده ت  ع  ری  ف
ش  د. خ  واه  ن  د م  ش  خ  ص

ت  ق  ری  ب  ی، دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه دس  ت  گ  اه ی  ک ب  رای ت  ق  ری  ب  ی ه  ای ت  ق  ارن ی  اف  ت  ن رون  د ن  وی  س  ی ب  رن  ام  ه
اس  ت. ش  ده ن  وش  ت  ه م  ی  پ  ل اف  زار ن  رم در

ت  ق  ری  ب  ی دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات دس  ت  گ  اه .٧ . ۴ . ۴ م  ث  ال ut − ux − v + εux = ٠,
vt − vx − u+ εvx = ٠. (٣٢ . ۴)

ب  ا
∆٠١ = ut − ux − v, ∆٠٢ = vt − vx − u, ∆١١ = ux, ∆١٢ = vx. (٣٣ . ۴)

ص  ورت ب  ه آن ت  ق  ری  ب  ی غ  ی  ر دس  ت  گ  اه ک  ه ut − ux − v = ٠,
vt − vx − u = ٠. (٣۴ . ۴)

.[۵۴] ب  گ  ی  ری  د ن  ظ  ر در را ب  اش  د، م  ی
ت  ق  ری  ب  ی غ  ی  ر و ت  ق  ری  ب  ی ه  ای ت  ق  ارن

X١ =
∂

∂t
, X٢ =

∂

∂x
, X٣ = t

∂

∂x
+ x

∂

∂t
+ u

∂

∂u
, X۴ = u

∂

∂u
+ v

∂

∂v
,

X۵ = ε
∂

∂x
, X۶ = ε

∂

∂u
, X٧ = ε

∂

∂v
,

X٨ = ε

(
∂

∂t
− ∂

∂x
+
( ∫

ξt٠udu
) ∂
∂v

)
. (٣۵ . ۴)

آی  ن  د. م  ی ب  دس  ت م  ی  پ  ل اف  زار ن  رم ک  م  ک ب  ا ،(٣٢ . ۴) دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات دس  ت  گ  اه ب  رای



ت  ق  ری  ب  ی پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن و ت  ق  ارن ٩۶

ت  ق  ری  ب  ی پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن ۵ . ۴
ک  ن  ن  د، م  ی ای  ف  ا ف  ی  زی  ک  ی ه  ای پ  دی  ده و ری  اض  ی  ات در را م  ه  م  ی ن  ق  ش پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن ک  ه آن  ج  ای  ی از
ی  ک از ت  ق  ری  ب  ی پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن ت  ول  ی  د و س  اخ  ت چ  گ  ون  گ  ی روی ب  ر وس  ی  ع  ی م  ط  ال  ع  ات م  ح  ق  ق  ان
۶در ج  ان  ف  ی  ل  ی  ا ن  م  ون  ه ع  ن  وان ب  ه .[١٣ ،٣۵ ،۴١ ان  د[٣٧، داده ان  ج  ام ت  ق  ری  ب  ی دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه
و ت  ق  ری  ب  ی ن  وت  ر ه  ای ت  ق  ارن ک  م  ک ب  ه ت  ق  ری  ب  ی پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن آوردن ب  دس  ت ن  ح  وه [٣۶] م  ق  ال  ه
ک  ه ت  ق  ری  ب  ی خ  ط  ی غ  ی  ر ال  ح  اق خ  ود م  ف  ه  وم ت  ع  م  ی  م اس  ت. داده ق  رار ب  ررس  ی م  ورد را ج  زی  ی لاگ  ران  ژی
ان  ج  ام ف  روز٨ و ک  ارا٧ ت  وس  ط اس  ت، رف  ت  ه ک  ار ب  ه پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن ای  ج  اد ب  رای اب  راگ  ی  م  وف ت  وس  ط

اس  ت[١٣]. ش  ده
دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات ب  رای ت  ق  ری  ب  ی خ  ط  ی غ  ی  ر ال  ح  اق خ  ود م  ف  ه  وم ب  ا اب  ت  دا ب  خ  ش ای  ن در م  ا
ت  وس  ط ک  ه ت  ق  ری  ب  ی پ  ای  س  ت  گ  ی ه  ای م  ول  ف  ه ت  ع  ری  ف، ای  ن ک  م  ک ب  ا س  پ  س ش  وی  م، م  ی آش  ن  ا ت  ق  ری  ب  ی

آوری  م. م  ی ب  دس  ت را ت  ق  ری  ب  ی پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن اس  ت، ش  ده ارائ  ه [٣٣ ،٣٢] در اب  راگ  ی  م  وف
ک  ه م  ق  الات دی  گ  ر ب  ا م  ت  م  ای  ز ک  اری ت  ق  ری  ب  ی، م  ع  ادلات دس  ت  گ  اه ب  رای م  ث  ال  ی ارائ  ه ب  ا ادام  ه در
اخ  ت  ص  اص ت  ق  ری  ب  ی دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن و ت  ق  ارن ی  اف  ت  ن ب  ه را خ  ود م  ث  الات ت  م  ام  ی

رس  ان  ی  م. م  ی پ  ای  ان ب  ه را ب  خ  ش ای  ن م  وض  وع ان  د، داده

م  ع  ادلات دس  ت  گ  اه ب  رای ت  ق  ری  ب  ی پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن م  ح  اس  ب  ه ١ . ۵ . ۴
ت  ق  ری  ب  ی دی  ف  ران  س  ی  ل

م  س  ت  ق  ل، م  ت  غ  ی  ره  ای x = (x١, . . . , xn) ک  ن  ی  م ف  رض
u = (u١, . . . , um), λ = (λ١, . . . , λm), λ̃ = (λ̃١, . . . , λ̃m),

و واب  س  ت  ه م  ت  غ  ی  ره  ای از م  ج  م  وع  ه ی  ک
ψ(x, u) = (ψ١, . . . , ψm), ϕ(x, u) = (ϕ١, . . . , ϕm).

U = (u, λ, λ̃, ψ, ϕ) اگ  ر .λ̃ = ψ(x, u) + εϕ(x, u) ک  ه ب  اش  ن  د م  ت  غ  ی  ره ‐m ب  رداری ت  واب  ع
ص  ورت ای  ن در ب  اش  د، ب  رداری ه  ای ت  اب  ع و واب  س  ت  ه م  ت  غ  ی  ره  ای ت  م  ام م  ج  م  وع  ه
Di آن در ک  ه xi١ , . . . , xir ب  ه ن  س  ب  ت Uk م  ش  ت  ق  ات ن  م  ای  ش U(r) = Uki١,...,ir = Di١Di٢ . . . Dir(U

k)

ب  اش  د. م  ی اس  ت، xi ب  ه ن  س  ب  ت ک  ام  ل م  ش  ت  ق ع  م  ل  گ  ر م  ع  رف
ف  رم  ال لاگ  ران  ژی ت  ع  ری  ف ب  ا

L̃ = λ̃k

[
∆٠
k(x, u, ∂u, . . . , ∂

ru) + ε∆١
k(x, u, ∂u, . . . , ∂

ru)
]

k = ١, . . . ,m, (٣۶ . ۴)
Johnpillai۶

Kara٧
Feroze٨



٩٧ ت  ق  ری  ب  ی پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن
ص  ورت ب  ه ت  ق  ری  ب  ی، ال  ح  اق  ی دس  ت  گ  اه ،(٢٧ . ۴) ت  ق  ری  ب  ی دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه دس  ت  گ  اه ب  رای

∆∗
α(x, u, λ̃, ∂u, ∂λ̃, . . . , ∂

ru, ∂rλ̃) =
δL̃
δuα

= ٠, (٣٧ . ۴)
ک  ه ب  ود خ  واه  د

δ

δuα
=

∂

∂uα
+

∞∑
s=١

(−١)sDi١ . . . Dis

∂

∂uαi١...is
. (٣٨ . ۴)

ب  اش  د. م  ی اوی  ل  ر‐لاگ  ران  ژ ع  م  ل  گ  ر م  ع  رف
ت  ق  ری  ب  ی خ  ط  ی غ  ی  ر ال  ح  اق خ  ود دس  ت  گ  اه ی  ک را (٢٧ . ۴) ت  ق  ری  ب  ی دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات دس  ت  گ  اه
(٢٧ . ۴) ت  ق  ری  ب  ی دس  ت  گ  اه ه  ای ج  واب ت  م  ام  ی در (٣٧ . ۴) ت  ق  ری  ب  ی ال  ح  اق  ی دس  ت  گ  اه ه  رگ  اه گ  وی  ی  م،

ات  ح  اد ک  ه اس  ت آن م  ع  ادل ف  وق ش  رط دی  گ  ر ب  ی  ان ب  ه ک  ن  د. ص  دق
δ

δuα

(
λ̃k

[
∆٠
k + ε∆١

k

])
|λ̃=ψ+εϕ −

[
(Bαk + εCαk )∆٠

k(x, u, ∂u, . . . , ∂
ru)

+εBαk∆١
k(x, u, ∂u, . . . , ∂

ru)

]
= O(ε٢), (٣٩ . ۴)

ب  اش  ی  م. داش  ت  ه λ̃k = ψk(x, u) + εϕk(x, u) ̸= ٠ ب  ا (٣۶ . ۴) ت  ق  ری  ب  ی لاگ  ران  ژی ب  رای را
م  ا ب  رای (٣٩ . ۴) م  ش  خ  ص  ه م  ع  ادلات ح  ل ب  ا Cαk = Cαk (x, u) و Bαk = Bαk (x, u) م  ج  ه  ول ت  واب  ع

ش  د. خ  واه  ن  د م  ش  خ  ص
ب  رداره  ای .١ . ۵ . ۴ ق  ض  ی  ه

C̃ = (C̃١, C̃٢, . . . , C̃n),

ص  ورت ب  ه C̃i ه  ر آن در ک  ه
C̃i = C̃i٠ + εC̃i١ + . . .+ εkC̃ik,

ن  ام  ی  ده (٢٧ . ۴) ت  ق  ری  ب  ی دس  ت  گ  اه ب  رای ت  ق  ری  ب  ی پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن ه  ای م  ول  ف  ه ش  ود، م  ی ت  ع  ری  ف
ب  اش  د. ب  رق  رار Di(C̃

i) = O(ε٢) ت  س  اوی ،C̃i ت  م  ام ب  رای ه  رگ  اه ش  ون  د، م  ی
اس  ت. ش  ده اش  اره [٣١] م  رج  ع در اث  ب  ات:

از اس  ت ع  ب  ارت ،(٢٧ . ۴) ت  ق  ری  ب  ی دس  ت  گ  اه ب  رای اول م  رت  ب  ه ت  ق  ری  ب  ی پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن راب  ط  ه
C̃i = Ci + ε

[
ξi٠L١ +Wα٠

δL١
δuαi

+Dj(W
α٠ )
δL١
δuαij

+DjDk(W
α٠ )

δL١
δuαijk

+ . . .+ ξi١L٢ +Wα١
δL٢
δuαi

+Dj(W
α١ )
δL٢
δuαij

+DjDk(W
α١ )
δL٢
δuαijk

+ . . .
]
. (۴٠ . ۴)

ه  م  چ  ن  ی  ن ب  اش  ن  د. م  ی (٢٨ . ۴) ت  ق  ری  ب  ی غ  ی  ر دس  ت  گ  اه ب  رای پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن ه  ای م  ول  ف  ه Ciه  ا ک  ه
ه  ای ت  ق  ارن از ت  ق  ری  ب  ی م  ش  خ  ص  ه Wα١ = ηα١ − ξj١uαj و ت  ق  ری  ب  ی غ  ی  ر م  ش  خ  ص  ه Wα٠ = ηα٠ − ξj٠uαj

ه  س  ت  ن  د. ت  ق  ری  ب  ی دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات دس  ت  گ  اه



ت  ق  ری  ب  ی پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن و ت  ق  ارن ٩٨
و دس  ت  گ  اه، ف  رم  ال لاگ  ران  ژی ه  ای م  ول  ف  ه L٢ = ψk∆

٠
k و L١ = ψk∆

١
k ،(۴٠ . ۴) م  ع  ادل  ه در

δ

δuαi
=

∂

∂uαi
+

∞∑
s=١

(−١)sDi١ . . . Dis

∂

∂uαii١...is
. (۴١ . ۴)

ب  اش  د. م  ی uαi م  ت  غ  ی  ره  ای ب  ه ن  س  ب  ت اوی  ل  ر‐لاگ  ران  ژ ع  م  ل  گ  ر
م  ع  ادل  ه .٢ . ۵ . ۴ م  ث  ال

∆ := ut + buux − a
(١
x
ux + uxx −

١
x٢u

)
+ εut = ٠, (۴٢ . ۴)

ه  ای ت  ق  ارن ب  ا
X١ =

∂

∂t
, X٢ = t

∂

∂t
+
x

٢
∂

∂x
− u

٢
∂

∂u
, X٣ =

t٢
٢
∂

∂t
+
tx

٢
∂

∂x
− ١

٢ (tu− x

b
)
∂

∂u
,

X۴ = ε

(
∂

∂t

)
, X۵ = ε

(
t
∂

∂t
+
x

٢
∂

∂x
− u

٢
∂

∂u

)
, X۶ = ε

(
t٢
٢
∂

∂t
+
tx

٢
∂

∂x
− ١

٢ (tu− x

b
)
∂

∂u

)
,

.[۵٠] ب  گ  ی  ری  د ن  ظ  ر در را
ت  ق  ری  ب  ی غ  ی  ر م  ع  ادل  ه ب  رای L = λ(x, t)∆٠ ت  ق  ری  ب  ی غ  ی  ر ف  رم  ال لاگ  ران  ژی ت  ع  ری  ف ب  ا

∆٠ = ut + buux − a
(١
x
ux + uxx −

١
x٢u

)
,

ال  ح  اق  ی دس  ت  گ  اه از ح  اص  ل م  ش  خ  ص  ه م  ع  ادلات ح  ل و
δ

δu

(
λ∆٠) = A∆٠,

ص  ورت ب  ه λ(x, t) و A م  ج  ه  ولات
A = ٠, λ(x, t) = c١x٢ + c٢.

ه  س  ت  ن  د. دل  خ  واه  ی ث  اب  ت اع  داد c٢ و c١ ک  ه آی  ن  د م  ی ب  دس  ت
لاگ  ران  ژی و W = −ut م  ش  خ  ص  ه ب  ا X١ ت  ق  ارن

L = (c١x٢ + c٢)
[
ut + buux − a

(١
x
ux + uxx −

١
x٢u

)]
,

پ  ای  س  ت  گ  ی ه  ای م  ول  ف  ه
Ct = −(c١x٢ + c٢)ut,
Cx = −ut

[
(bu− a

x
)(c١x٢ + c٢) + ٢ac١x

]
− ٢c١ax(c١x٢ + c٢). (۴٣ . ۴)

ده  ن  د. م  ی ن  ت  ی  ج  ه را
ت  ق  ری  ب  ی ف  رم  ال لاگ  ران  ژی ت  ش  ک  ی  ل ب  ا م  رح  ل  ه ای  ن در

L̃ = λ̃

[
ut + buux − a

(١
x
ux + uxx −

١
x٢u

)
+ εut

]
, λ̃ = ψ(x, t) + εϕ(x, t)



٩٩ ت  ق  ری  ب  ی پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن
ت  ق  ری  ب  ی ال  ح  اق  ی دس  ت  گ  اه از م  ش  خ  ص  ه م  ع  ادلات م  ج  ه  ولات م  ح  اس  ب  ه و

δ

δu

[
λ̃
(
∆٠ + ε∆١)] = (B١ + εC٠∆(١ + εB١∆١, (۴۴ . ۴)

X١ م  ول  د ب  رای ت  ق  ری  ب  ی پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن ی  اف  ت  ن پ  ی در λ̃ = r١ + εr٢ و B١ = C١ = ٠ ص  ورت ب  ه
ب  اش  ن  د.) م  ی دل  خ  واه ث  اب  ت ض  رای  ب r٢ و r١) ب  ود. خ  واه  ی  م

و X١ = ∂
∂t م  ول  د ب  رای •

ξt٠ = ١, ξt١ = ٠, ξx٠ = ٠, ξx١ = ٠, L١ = r١∆١, L٢ = r٠∆١.

ص  ورت ب  ه ،(۴٠ . ۴) از اس  ت  ف  اده ب  ا ت  ق  ری  ب  ی پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن
C̃t = Ct + ε

(
L١ +W٠ δ

δut
L١
)
= Ct,

C̃x = Cx +
(
ξx٠ +W٠ δ

δux
L١ + ξx١ +W١

δ

δux
L٢
)
= Cx (۴۵ . ۴)

ان  د. ش  ده م  ح  اس  ب  ه (۴٣ . ۴) در Cx و Ct ک  ه . آی  ن  د م  ی ب  دس  ت
و X۴ = ε ∂∂t گ  رف  ت  ن ن  ظ  ر در ب  ا •

ξt٠ = ٠, ξt١ = ١, ξx٠ = ٠, ξx١ = ٠, L١ = r١∆١, L٢ = r٠∆١.

از: ع  ب  ارت  ن  د (۴٢ . ۴) م  ع  ادل  ه ت  ق  ری  ب  ی و ت  ق  ری  ب  ی غ  ی  ر پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن
Ct = ٠, Cx = ٠,
C̃t = Ct + ε[L٢ +W١

δ

δut
L٢] = εr٠∆]١ − ut] = εr١

[
buux − a

(١
x
ux + uxx −

١
x٢u

)]
,

C̃x = Cx +
[
− ut

δ

δux
L٢ +Dx(−ut)

δ

δuxx
L٢
]
= εr١

[(a
x
− bu

)
ut + auxt

]
. (۴۶ . ۴)

م  ش  اب  ه ط  ور ب  ه ،Xi, i = ٢,٣,۵,۶ ه  ای ه  ای ت  ق  ارن ب  رای ت  ق  ری  ب  ی پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن •
آی  ن  د. م  ی ب  دس  ت

ب  رای غ  ی  رت  ق  ری  ب  ی و ت  ق  ری  ب  ی ه  ای ت  ق  ارن دی  دی  م (٧ . ۴ . ۴) م  ث  ال در ک  ه ط  ور ه  م  ان .٣ . ۵ . ۴ م  ث  ال
ص  ورت ب  ه (٣٢ . ۴) ت  ق  ری  ب  ی دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات دس  ت  گ  اه

X١ =
∂

∂t
, X٢ =

∂

∂x
, X٣ = t

∂

∂x
+ x

∂

∂t
+ u

∂

∂u
, X۴ = u

∂

∂u
+ v

∂

∂v
,

X۵ = ε
∂

∂x
, X۶ = ε

∂

∂u
, X٧ = ε

∂

∂v
,

X٨ = ε

(
∂

∂t
− ∂

∂x
+
(∫

ξt٠udu
) ∂
∂v

)
.

ف  رم  ال لاگ  ران  ژی گ  رف  ت  ن ن  ظ  ر در ب  ا اب  ت  دا پ  ای  س  ت  گ  ی، ق  وان  ی  ن م  ح  اس  ب  ه ب  رای آی  ن  د. م  ی ب  دس  ت
L = λ٠١∆١ + λ٠٢∆٢,



ت  ق  ری  ب  ی پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن و ت  ق  ارن ١٠٠
دس  ت  گ  اه از ح  اص  ل م  ش  خ  ص  ه م  ع  ادلات ح  ل و δ

δu

(
λ٠١∆١ + λ٠٢∆٢

)
≃ A٠١∆١,

δ
δv

(
λ٠١∆١ + λ٠٢∆٢

)
≃ A٠٢∆٢.

(۴٧ . ۴)

آوری  م م  ی ب  دس  ت ،(٣۴ . ۴) ت  ق  ری  ب  ی غ  ی  ر دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات دس  ت  گ  اه ب  رای را پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن
.[۵۴]

از ع  ب  ارت  ن  د A٢ و A١ ،λ٢ ،λ١ ت  واب  ع (۴٧ . ۴) ح  ل ب  ا
λ١ = e−xR١(x, t, u) + exR٢(x, t, u), A١ = ٠,
λ٢ = −e−xR١(x, t, u) + exR٢(x, t, u), A٢ = ٠. (۴٨ . ۴)

ه  س  ت  ن  د. دل  خ  واه ت  واب  ع  ی R٢(x, t, u) و R١(x, t, u) ک  ه
و X١ ت  ق  ارن گ  رف  ت  ن ن  ظ  ر در ب  ا •

ξt٠ = ١, ξx٠ = ٠, W ١٠ = −ut, W ٢٠ = −vt,

داری  م:
Ct = ξt٠L+W ١٠ [

∂L
∂ut

] +W ٢٠ [
∂L
∂vt

] = −[λ١(ux + v) + λ٢(vx + u)],

Cx = ξx٠L+W ١٠ [
∂L
∂ux

] +W ٢٠ [
∂L
∂vx

] = [λ١ut + λ٢vt]. (۴٩ . ۴)
خ  واه  ن  د (٣۴ . ۴) ت  ق  ری  ب  ی غ  ی  ر دس  ت  گ  اه ب  رای ت  ق  ری  ب  ی غ  ی  ر پ  ای  س  ت  گ  ی ه  ای م  ول  ف  ه Ct و Cx ک  ه

ان  د. ش  ده م  ح  اس  ب  ه (۴٨ . ۴) در λ٢ و λ١ ب  ود.
در م  ح  اس  ب  ه از ب  ع  د ،(٣۵ . ۴) ه  ای ت  ق  ارن ب  ق  ی  ه ب  رای ت  ق  ری  ب  ی غ  ی  ر پ  ای  س  ت  گ  ی ه  ای م  ول  ف  ه •

اس  ت. ش  ده خ  لاص  ه (١ . ۴) ج  دول
لاگ  ران  ژی ت  ع  ری  ف ب  ا را ت  ق  ری  ب  ی پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن ت  ق  ری  ب  ی، غ  ی  ر پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن م  ح  اس  ب  ه از ب  ع  د

آوری  م. م  ی ب  دس  ت ،(٣٢ . ۴) ت  ق  ری  ب  ی دس  ت  گ  اه ب  رای ت  ق  ری  ب  ی ال  ح  اق  ی دس  ت  گ  اه و ت  ق  ری  ب  ی ف  رم  ال
ت  ق  ری  ب  ی ف  رم  ال لاگ  ران  ژی

L̃ ≡ λ̃١(x, t, u, v)(ut − ux − v + εux) + λ̃٢(x, t, u, v)(vt − vx − u+ εvx), (۵٠ . ۴)
ض  رای  ب ب  ا

λ̃١ = ψ١(x, t, u, v) + εϕ١(x, t, u, v), λ̃٢ = ψ٢(x, t, u, v) + εϕ٢(x, t, u, v), (۵١ . ۴)
گ  ی  ری  م. م  ی ن  ظ  ر در ،(٣٢ . ۴) ت  ق  ری  ب  ی دس  ت  گ  اه ب  رای را

ک  ه ∆∗١ ≡ δ
δu

(
λ̃١(ut − ux − v + εux) + λ̃٢(vt − vx − u+ εvx)

)
,

∆∗٢ ≡ δ
δv

(
λ̃١(ut − ux − v + εux) + λ̃٢(vt − vx − u+ εvx)

)
.

(۵٢ . ۴)



١٠١ ت  ق  ری  ب  ی پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن
(٣۴ . ۴) اخ  ت  لال غ  ی  ر دس  ت  گ  اه ب  رای چ  گ  ال  ی و ش  ار :١ . ۴ ج  دول

Xi ه  ا م  ش  خ  ص  ه (٣۴ . ۴) دس  ت  گ  اه ت  ق  ری  ب  ی غ  ی  ر پ  ای  س  ت  گ  ی ه  ای م  ول  ف  ه
ξt٠ = ١, ξx٠ = ٠

X١ ηu٠ = ٠, ηv٠ = ٠ Ct = −[λ١(ux + v) + λ٢(vx + u)]

W ١٠ = −ut Cx = [utλ١ + vtλ٢]
W ٢٠ = −vt
ξx٠ = ١ ،ξt٠ = ٠

X٢ ηu٠ = ٠, ηv٠ = ٠ Ct = −[uxλ١ + vxλ٢]
W ١٠ = −ux Cx = [λ١(ut − v) + λ٢(vt − u)]

W ٢٠ = −vx
ξt٠ = x, ξx٠ = t

X٣ ηu٠ = u, ηv٠ = ٠ Ct = λ١[u− (x+ t)ux − xv]− λ٢[(x+ t)vx + xu]

W ١٠ = u− tux − xut Cx = λ١[(x+ t)ut − tv − u] + λ٢[(x+ t)vt − tu]

W ٢٠ = −(tvx + xvt)

ξt٠ = ٠, ξx٠ = ٠
X۴ ηu٠ = u, ηv٠ = v Ct = [uλ١ + vλ٢]

W ١٠ = u Cx = −[uλ١ + vλ٢]
W ٢٠ = v

ξt٠ = ٠, ξx٠ = ٠
X۵ ηu٠ = ٠, ηv٠ = ٠ Ct = ٠

W ١٠ = ٠ Cx = ٠
W ٢٠ = ٠
ξt٠ = ٠, ξx٠ = ٠

X۶ ηu٠ = ٠, ηv٠ = ٠ Ct = ٠
W ١٠ = ٠ Cx = ٠
W ٢٠ = ٠
ξt٠ = ٠, ξx٠ = ٠

X٧ ηu٠ = ٠, ηv٠ = ٠ Ct = ٠
W ١٠ = ٠ Cx = ٠
W ٢٠ = ٠
ξt٠ = ٠, ξx٠ = ٠

X٨ ηu٠ = ٠, ηv٠ = ٠ Ct = ٠
W ١٠ = ٠ Cx = ٠
W ٢٠ = ٠

ج  ای  گ  ذاری ب  ا ب  اش  ن  د. م  ی (٣٢ . ۴) ت  ق  ری  ب  ی دس  ت  گ  اه ب  رای ت  ق  ری  ب  ی ال  ح  اق  ی م  ع  ادلات دس  ت  گ  اه
از ح  اص  ل م  ش  خ  ص  ه م  ع  ادلات ح  ل و (٣٩ . ۴) در (٣٣ . ۴) و (۵١ . ۴)

δ
δu

(
λ̃١∆١ + λ̃٢∆٢

)
≃ (B١ + εC٠١∆(١ + B١ε∆١١,

δ
δv

(
λ̃١∆١ + λ̃٢∆٢

)
≃ (B٢ + εC٠٢∆(٢ + B٢ε∆١٢.

(۵٣ . ۴)

ش  ک  ل ب  ه ف  وق م  ع  ادل  ه م  ج  ه  ولات
C١ = ٠, C٢ = ٠, ϕ١ = F١(x, t), B١ =

∂F٣(u)
∂u

,

B٢ =
١
u

[
F١tt − F١xx + ۴F٢t − ٢xF٢tt − ٢F۴tt + F١ + ٢xF٢ + ٢F۴ + ٢F٣



ت  ق  ری  ب  ی پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن و ت  ق  ارن ١٠٢
+

∫ ∫
(F١tttt − F١ttxx − F١tt)dxdx−

∫ ∫
(F١tt − F١xx + F١)dxdx,

+ ٢
∫

(F١txx − F١ttt − F١t)dx
]
,

ϕ٢ = F١x − F١t − F٢ +
١
٢
∫ (

F١tt − F١xx + F١
)
dx, (۵۴ . ۴)

ψ١ = F٣ + F۴ + xF٢ − ١
٢
∫ ∫ (

F١tt − F١xx + F١
)
dxdx,

ψ٢ = F٢ − F۴t − xF٢t −
١
٢
∫ (

F١tt − F١xx + F١
)
dx+

١
٢
∫ ∫ (

F١ttt − F١txx + F١t
)
dxdx.

ب  اش  ن  د. م  ی دل  خ  واه ت  واب  ع  ی ه  م  گ  ی F۴(t) و ،F٣(u) ،F٢(t) ،F١(x, t) ک  ه ش  ون  د، م  ی م  ش  خ  ص
ح  ال  ت  ه  ای ادام  ه در ،(۵۴ . ۴) م  ج  ه  ول  ی ح  ال  ت از آم  ده ب  دس  ت پ  ای  س  ت  گ  ی ه  ای م  ول  ف  ه اس  ت  خ  راج ب  رای

گ  رف  ت. خ  واه  ی  م ن  ظ  ر در را ه  ا Fi از م  ت  ف  اوت  ی
ک  ن  ی  د ف  رض اول: ح  ال  ت •

F١(x, t) = x٢ + t٢, F٢(t) = t, F٣(u) = u, F۴ = t.

ش  ک  ل ب  ه (۵٣ . ۴) دس  ت  گ  اه م  ج  ه  ولات ل  ذا
B١ = ١, B٢ =

١
u

[x٢
٢ + a٢x+ a٣ − ٢t(x+ a١) + ٢ − x

]
, C١ = C٢ = ٠,

ϕ١ = x٢ + t٢, ϕ٢ =
١
٢
(x٣

٣ + t٢x+ a۴
)
+ ٢x− ٣t,

ψ١ =
−١
٢
( t٢x٢

٢ +
x۴
١٢ + a۵x+ a۶

)
+ tx+ t+ u,

ψ٢ =
−١
٢
(x٣

٣ + t٢x+ a٧
)
+ t
(x٢

٢ + a٨x+ a٩
)
− x,

L١ = ψ١ux + ψ٢vx, L٢ = ψ١(ut − ux − v) + ψ٢(vt − vx − u).

ش  ون  د. م  ی م  ش  خ  ص م  ا ب  رای ه  س  ت  ن  د، دل  خ  واه  ی ه  ای ث  اب  ت a, b, ai, i = ١, . . .٨ ک  ه
و X١ = ∂

∂t گ  رف  ت  ن ن  ظ  ر در ب  ا –
W ١٠ = −ut, W ٢٠ = −vt, W ١١ = ٠, W ٢١ = ٠,

از: ع  ب  ارت  ن  د ت  ق  ری  ب  ی پ  ای  س  ت  گ  ی ه  ای م  ول  ف  ه
C̃t = Ct + ε

[
ξt٠L١ +W ١٠

δL١
δut

+ ξt١L٢ +W ١١
δL٢
δut

+W ٢٠
δL١
δvt

+W ٢١
δL٢
δvt

]
= Ct + ε [L١] , (۵۵ . ۴)

C̃x = Cx + ε

[
ξx٠L١ +W ١٠

δL١
δux

+ ξx١L٢ +W ١١
δL٢
δux

+W ٢٠
δL١
δvx

+W ٢١
δL٢
δvx

]
= Cx + ε

[
ut

[( tx٢
۴ +

a٣tx٢ +
a۴t٢
)
− (ax+ b+ u)

] (۵۶ . ۴)
+vt

[(xt٢
٢ +

x٣
۶ +

a۵x٢
)
− t
(x٢

٢ + a۶x+ a٧
)
+ x
]]
.



١٠٣ ت  ق  ری  ب  ی پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن
و X٢ = ∂

∂x گ  رف  ت  ن ن  ظ  ر در ب  ا –
W ١٠ = −ux, W ٢٠ = −vx, W ١١ = ٠, W ٢١ = ٠.

از: ع  ب  ارت  ن  د ت  ق  ری  ب  ی پ  ای  س  ت  گ  ی ه  ای م  ول  ف  ه
C̃t = Ct, C̃x = Cx.

ج  دول در ،(٣۴ . ۴) ت  ق  ری  ب  ی غ  ی  ر دس  ت  گ  اه پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن ه  ای م  ول  ف  ه Ct و Cx
ج  دول در (٣۵ . ۴) ت  ق  ری  ب  ی ه  ای ت  ق  ارن م  اب  ق  ی ب  رای ت  ق  ری  ب  ی پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن و (١ . ۴)

.[۵۴] اس  ت ش  ده م  ح  اس  ب  ه (٢ . ۴)
ف  رض ب  ا دوم: ح  ال  ت •

F١(x, t) = t, F٢(t) = t٢, F٣(u) = u٢, F۴ = t.

ص  ورت ای  ن در
B١ = ٢u, B٢ =

١
u
[(٣ − (x+ a١) + ٢tx+ ٢u)], C١ = C٢ = ٠,

ϕ١ = t, ϕ٢ =
t

٢(x+ a٢)− t٢ − ١,
ψ١ =

−t
٢
(x٢

٢ + a٣x+ a۴
)
+ t٢x+ u٢ + t,

ψ٢ =
−١
٢
(x٣

٣ + t٢x+ a۵
)
+ t
(x٢

٢ + a۶x+ a٧
)
− x,

L١ = ψ١ux + ψ٢vx, L٢ = ψ١(ut − ux − v) + ψ٢(vt − vx − u).

س  وم: ح  ال  ت •
گ  رف  ت  ن ن  ظ  ر در ب  ا ن  ه  ای  ت در

F١(x, t) = x٢ + t٢, F٢(t) = t, F٣(u) = u, F۴ = t.

ص  ورت ب  ه (۵٣ . ۴) دس  ت  گ  اه م  ج  ه  ولات
B١ = ١, B٢ =

١
u

[x٢
٢ + a٢x+ a٣ − ٢t(x+ a١) + ٢ − x

]
,

C١ = C٢ = ٠, ϕ١ = x٢ + t٢, ϕ٢ =
١
٢(
x٣
٣ + t٢x+ a۴) + ٢x− ٣t,

ψ١ =
−١
٢
( t٢x٢

٢ +
x۴
١٢ + a۵x+ a۶

)
+ tx+ t+ u,

ψ٢ =
−١
٢
(x٣

٣ + t٢x+ a٧
)
+ t
(x٢

٢ + a٨x+ a٩
)
− x,

L١ = ψ١ux + ψ٢vx, L٢ = ψ١(ut − ux − v) + ψ٢(vt − vx − u).

آی  ن  د. م  ی ب  دس  ت
ج  دول در ه  م  گ  ی س  وم، و دوم و اول ح  الات ب  رای (٣٢ . ۴) دس  ت  گ  اه ت  ق  ری  ب  ی پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن

اس  ت. ش  ده آورده (٢ . ۴)



ت  ق  ری  ب  ی پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن و ت  ق  ارن ١٠۴

(٣٢ . ۴) اخ  ت  لال دس  ت  گ  اه ب  رای چ  گ  ال  ی و ش  ار :٢ . ۴ ج  دول
Xi W j

i (٣٢ . ۴) دس  ت  گ  اه ت  ق  ری  ب  ی پ  ای  س  ت  گ  ی ه  ای م  ول  ف  ه
W ١٠ = −ut

X١ W ٢٠ = −vt C̃t = Ct + ε[L١]
W ١١ = ٠ C̃x = Cx − ε[utB١ + vtB٢]
W ٢١ = ٠
W ١٠ = −ux

X٢ W ٢٠ = −vx C̃t = Ct

W ١١ = ٠ C̃x = Cx

W ٢١ = ٠
W ١٠ = u− tux − xut

X٣ W ٢٠ = −(xvt + tvx) C̃t = Ct + ε[xL١]
W ١١ = ٠ C̃x = Cx + ε[(u− xut)ψ١ − xvtψ٢]
W ٢١ = ٠
W ١٠ = u

X۴ W ٢٠ = v C̃t = Ct

W ١١ = ٠ C̃x = Cx + ε[uψ١ + vψ٢]
W ٢١ = ٠
W ١٠ = ٠

X۵ W ٢٠ = ٠ C̃t = −[uxψ١ + vxψ٢]
W ١١ = −ux C̃x = ε[ψ١(ut − v) + ψ٢(vt − u)]

W ٢١ = −vx
W ١٠ = ٠

X۶ W ٢٠ = ٠ C̃t = εψ١
W ١١ = ١ C̃x = −εψ١
W ٢١ = ٠
W ١٠ = ٠

X٧ W ٢٠ = ٠ C̃t = εψ٢
W ١١ = ٠ C̃x = −εψ٢
W ٢١ = ١
W ١٠ = ٠

X٨ W ٢٠ = ٠ C̃t = ε[−vψ١ + ψ٢(
∫
ξt٠uudu− u)]

W ١١ ux − ut C̃x = ε[vψ١ − ψ٢(
∫
ξt٠uudu− u)]

W ٢١ = vx − vt +
∫
ξt٠uudu



۵ ف  ص  ل
ک  س  ری م  ش  ت  ق  ات ب  ا دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات

ک  ارب  رده  ا و

ک  س  ری م  ح  اس  ب  ات ب  ا آش  ن  ای  ی ١ . ۵
ه  ای ب  رن  ام  ه دل  ی  ل ب  ه آن از ق  ب  ل م  ا ح  ت  ی و اخ  ی  ر ده  ه س  ه ط  ول در ک  س  ری ح  س  اب م  وض  وع
ف  رآی  ن  ده  ای ب  رق، ه  ای ش  ب  ک  ه ج  م  ل  ه از م  ه  ن  دس  ی م  خ  ت  ل  ف ه  ای زم  ی  ن  ه از ب  س  ی  اری در ک  ارب  ردی
پ  ردازش و ش  ی  م  ی ف  ی  زی  ک ال  ک  ت  روش  ی  م  ی، دی  ن  ام  ی  ک  ی، ه  ای س  ی  س  ت  م و ک  ن  ت  رل ن  ظ  ری  ه ای، س  ازه
ب  ال  ق  وه اب  زاره  ای م  ب  ح  ث، ای  ن واق  ع در اس  ت. آورده ب  دس  ت ت  وج  ه  ی ق  اب  ل م  ح  ب  وب  ی  ت ه  ا س  ی  گ  ن  ال
در دی  گ  ر م  خ  ت  ل  ف م  وض  وع  ات و ک  س  ری ان  ت  گ  رال دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات ف  ص  ل و ح  ل ب  رای م  ف  ی  دی

ده  د. م  ی ق  رار م  ا اخ  ت  ی  ار
م  ارک  وی  ی  س ت  وس  ط ١۶٩۵ س  ال در ک  ه س  وال ی  ک از ک  س  ری م  ح  اس  ب  ات م  ف  ه  وم رس  د م  ی ن  ظ  ر ب  ه
م  ف  ه  وم م  ورد در ( ٢(١۶۴۶-١٧١۶م لای  ب‐ن  ی  ت  س وی  ل  ه  ل  م از ( ١(١۶۶١-١٧٠۴م ه  وپ  ی  ت  ال دی
در ه  وپ  ی  ت  ال ب  ه پ  اس  خ در لای  ب‐ن  ی  ت  س ب  اش  د. ش  ده ش  روع اس  ت، n = ١٢ ک  ه زم  ان  ی dny

dxn م  ش  ت  ق
از ک  ه ب  اش  د...” م  ی ظ  اه  ری پ  ارادوک  س ی  ک م  وض  وع ای  ن ...” ن  وش  ت: ١۶٩۵ س  پ  ت  ام  ب  ر ٣٠ ت  اری  خ
آم  ده ب  دس  ت ن  وی  س  ن  دگ  ان ت  وس  ط م  ت  ع  دد ه  ای ک  ت  اب و ه  ا م  ق  ال  ه ط  ی م  ف  ی  دی ن  ت  ای  ج ب  ع  د ب  ه زم  ان آن

Marquis de L’Hopital١
Wilhelm Leibniz٢

١٠۵



ک  ارب  رده  ا و ک  س  ری م  ش  ت  ق  ات ب  ا دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات ١٠۶
،١٨١٢ س  ال ۵در لاپ  لاس ،١٧٧٢ س  ال ۴در لاگ  ران  ژ ،١٧٣٠ س  ال ٣در اوی  ل  ر ن  م  ون  ه ط  ور ب  ه اس  ت.
س  ال ٩در ری  م  ان ،١٨٣٢ س  ال ٨در ل  ی  ووی  ل ، ١٨٢٢ س  ال ٧در ف  وری  ه ،١٨١٩ س  ال ۶در لاک  وری  ک  س
م  ش  ت  ق ان  واع ت  ع  ری  ف زم  ی  ن  ه در ای م  لاح  ظ  ه ق  اب  ل ن  ت  ای  ج ب  ه ١٨۶٧ س  ال ١٠در گ  ران  دوال و ١٨٧۴
ک  ت  اب ب  ه ت  وان م  ی ک  ه ان  د. پ  رداخ  ت  ه ک  س  ری دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات در ه  ا آن ک  ارب  رد و ک  س  ری ه  ای

ع  ن  وان ت  ح  ت ای ص  ف  ح  ه ٧٠٠ م  رج  ع و درس  ی
Traite du Calcul Differentiel et du Calcul Integral.

ک  ه اس  ت ک  ت  اب  ی ک  س  ری م  ح  اس  ب  ات زم  ی  ن  ه در ه  ا ک  ت  اب اول  ی  ن از ی  ک  ی ه  م  چ  ن  ی  ن ک  رد. اش  اره
ک  س  ری م  ح  اس  ب  ات ک  ت  اب اس  ت. ش  ده م  ن  ت  ش  ر [۶٩] ١٩٧۴ س  ال ١٢در اس  پ  ان  ی  ر ١١و اول  ده  ام ت  وس  ط
م  ع  ادلات و ک  س  ری م  ش  ت  ق  ات ب  ا آش  ن  ای  ی زم  ی  ن  ه در ه  ا م  رج  ع ج  دی  دت  ری  ن از ی  ک  ی [٧٣]١٣ پ  ودلاب  ن  ی
١۴در ه  ی  ل  ف  ر ج  م  ل  ه از م  ع  اص  ر ن  وی  س  ن  دگ  ان ت  وس  ط دی  گ  ری م  ت  ع  دد م  ف  ی  د م  راج  ع ب  اش  د. م  ی ک  س  ری
رس  ی  ده چ  اپ ب  ه ١٩٨٧ س  ال ١٧در م  اری  چ  و ١۶و ک  ی  ل  ب  اس ،٢٠٠۵ س  ال ١۵در زلاوس  ک  ی ،٢٠٠٠ س  ال
ب  ا ک  ی  ل  ب  اس از دی  گ  ری ک  ت  اب ش  ده ن  وش  ت  ه ک  س  ری ه  ای ک  ت  اب ت  ک  م  ی  ل در .[٨٢ ،٧۴ ،٣٠] اس  ت
گ  ون  ه ای  ن ح  ل ب  رای ف  رد ب  ه م  ن  ح  ص  ر ه  ای ح  ل راه و ک  س  ری م  خ  ت  ل  ط دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات م  وض  وع
پ  رداخ  ت  ه ... و ک  وش  ی گ  ام  ا، لاپ  لاس، ت  واب  ع ه  م  چ  ون خ  اص  ی ت  واب  ع ت  ع  ری  ف از اس  ت  ف  اده ب  ا م  س  ای  ل از

.[۴٣] اس  ت

ک  ارب  ردی و خ  اص ت  واب  ع ١ . ١ . ۵
ت  اب  ع ه  م  چ  ون ک  ارب  ردی و م  ه  م ت  واب  ع از ب  رخ  ی خ  ص  وص  ی  ات و ت  ع  اری  ف ب  خ  ش ای  ن در
ه  م  چ  ون ک  ارب  ردی پ  ر و ک  س  ری ه  ای م  ش  ت  ق ب  رای ک  ه لاپ  لاس ت  ب  دی  ل و گ  ام  ا ت  اب  ع م  ی  ت  ی  ج‐ل  ف  ل  ر،
ای خ  لاص  ه ه  م  چ  ن  ی  ن اس  ت. ش  ده داده ت  وض  ی  ح رون  د، م  ی ک  ار ب  ه ک  اپ  وت  و و ری  م  ان‐ل  ی  ووی  ل
و ک  وب  ر ه  ی  ل  ف  ر، گ  ران  وال  د، ک  س  ری ه  ای م  ش  ت  ق ب  رای ک  ه گ  ران  وال  د و ب  س  ل ه  ای ت  اب  ع ت  ع  ری  ف از
در آن  ه  ا خ  واص ب  ا ب  ی  ش  ت  ری ت  وض  ی  ح  ات . اس  ت ش  ده آورده گ  ی  رن  د، م  ی ق  رار اس  ت  ف  اده م  ورد ری  س

Euler٣
Lagrange۴

Laplace۵
Lacroix۶
Fourier٧

Liouville٨
Riemann٩

Grunwald١٠
Oldham١١
Spanier١٢

Podlubny١٣
Hilfer ١۴

Zaslavsky١۵
Kilbas١۶

Marichev١٧



١٠٧ ک  س  ری م  ح  اس  ب  ات ب  ا آش  ن  ای  ی
ب  اش  د. م  ی م  وج  ود [٨٣ ،٧۴ ،٨١ ،٧۵ م  راج  ع[١٢،

لاپ  لاس ت  اب  ع
ب  رای ی  ک  ت  ا ج  واب ی  ک ب  ه رس  ی  دن ک  ار راه و ص  ری  ح ه  ای ح  ل راه لاپ  لاس ت  ب  دی  ل روش از اس  ت  ف  اده ب  ا

ک  ن  ی  م. م  ی ارائ  ه ک  اپ  وت  و و ری  م  ان‐ل  ی  ووی  ل م  ش  ت  ق ن  وع از ک  س  ری م  ع  ادلات
ب  ا، اس  ت ع  ب  ارت t ∈ R+ = (٠,∞) ح  ق  ی  ق  ی م  ت  غ  ی  ر از φ(t) ت  اب  ع لاپ  لاس ت  ب  دی  ل .١ . ١ . ۵ ت  ع  ری  ف

(Lφ)(s) = L[φ(t)](s) = φ̃(s) :=

∫ ∞

٠ e(−st)φ(t)dt, (s ∈ C). (١ . ۵)
ب  ه s ∈ C ه  ر ب  رای (١ . ۵) ص  ورت ای  ن در ب  اش  د، ه  م  گ  را s٠ ∈ C ن  ق  ط  ه در (١ . ۵) ان  ت  گ  رال اگ  ر ک  ه
ع  دد ح  ق  ی  ق  ی ق  س  م  ت R(s) از (م  ن  ظ  ور R(s) > R(s٠) ک  ه ط  وری ب  ه ش  ود، م  ی ه  م  گ  را م  ط  ل  ق ط  ور
(١ . ۵) ان  ت  گ  رال ه  م  گ  رای  ی ص  ورت ای  ن در ب  اش  د، s م  ق  دار ای  ن  ف  ی  م  م σφ اگ  ر و ب  اش  د). م  ی s م  خ  ت  ل  ط
R(s) < σφ م  ق  ادی  ر ب  رای و ه  م  گ  را R(s) > σφ م  ق  ادی  ر ب  رای (١ . ۵) و ب  وده اف  ق  ی ن  وع از ه  م  گ  رای  ی

ب  ود. خ  واه  د واگ  را
ص  ورت ب  ه ن  ی  ز م  ع  ک  وس لاپ  لاس ت  ب  دی  ل .١ . ٢ . ۵ ت  ع  ری  ف

(L−١g)(x) = L−١[g(s)](x) := ١
٢πi

∫ γ+i∞

γ−i∞
esxg(s)ds, (γ = R(s) > σφ) . (٢ . ۵)

رواب  ط φ و g ت  اب  ع ه  ر ب  رای ک  ه ش  ود م  ی ت  ع  ری  ف
L−١Lφ = φ, LL−١g = g.

ه  س  ت  ن  د. ب  رق  رار
آوری  م. م  ی را لاپ  لاس ت  ب  دی  ل از ک  ارب  ردی و م  ه  م خ  واص از ب  رخ  ی ادام  ه در

(Lτhφ)(p) = e(−ph)(Lφ)(p), h ∈ R,

(LΠλφ)(p) =
١
λ
L(
p

λ
), λ ∈ R+,

L[e−atφ(t)](p) = (τ−aL)(p) ≡ L(p+ a), a ∈ C,

L[Dkφ(t)](p) = pk(Lφ)(p), k ∈ N,

Dk(Lφ)(s) = (−١)kL[tkφ(t)](s), k ∈ N,

L[Dkφ(t)](s) = sk(Lφ)(s)−
k−١∑
j=٠

sk−j−١(Djφ)(٠), k ∈ N. (٣ . ۵)

ک  ه
(τhφ)(x) = φ(x− h), x, h ∈ R,

(Πλφ)(x) = φ(λx), x ∈ R;λ > ٠. (۴ . ۵)
ش  ون  د. م  ی ن  ام  ی  ده ت  اخ  ی  ر ع  م  ل  گ  ر و ان  ت  ق  ال ع  م  ل  گ  ر ت  رت  ی  ب ب  ه



ک  ارب  رده  ا و ک  س  ری م  ش  ت  ق  ات ب  ا دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات ١٠٨
گ  ام  ا ت  اب  ع

ت  ع  ری  ف ب  ا Γ(z) گ  ام  ا ت  اب  ع

Γ(z) =

∫ ∞

٠ tz−١e−tdt, tz−١ = e(z−١) log(t), R(z) > ٠. (۵ . ۵)

خ  واص دارای و ه  م  گ  را z ∈ C ت  م  ام ب  رای

Γ(z + ١) = zΓ(z), R(z) > ٠,
Γ(n+ ١) = n!, n ∈ N٠,

Γ(z)Γ(١ − z) =
π

sin(πz)
, z /∈ Z٠, ٠ < R(z) < ١,

Γ(mz) =
٢(mz−١)

(٢π)(m−١)/٢
m−١∏
k=٠

Γ(z +
k

m
), z ∈ C, m ∈ N− {١},

Γ(٢z) =
٢(٢z−١)
√
π

Γ(z)Γ(z +
١
٢), z ∈ C, (۶ . ۵)

Γ(n+
١
٢) =

(٢n− ١)!!
٢n

√
π, (٢n− ١)!! = ١.٣ . . . (٢n− ١), n ∈ N,(

α

n

)
=

α(α− ١) . . . (α− n+ ١)
n!

,

(
α

٠
)

= ١,(
m

n

)
=

m!

n!(m− n)!
, m, n ∈ N٠, m ≥ n,(

α

n

)
=

Γ(α+ ١)
n!Γ(α− n+ ١) , α ∈ C, α /∈ Z−, n ∈ N٠,(

α

β

)
=

Γ(α+ ١)
Γ(β + ١)Γ(α− β + ١) , α, β ∈ C, α /∈ Z−,

٠! = ١, Γ
( ١
٢
)
=

√
π.

ب  اش  د. م  ی

ب  س  ل ت  اب  ع
ش  ک  ل ب  ه اول ن  وع از ب  س  ل ت  اب  ع

Jν(z) =

∞∑
k=٠

(−١)k(z/٢)٢k+ν
k!Γ(ν + k + ١) , z ∈ C− (−∞, ٠], ν ∈ C. (٧ . ۵)

اس  ت. آم  ده [۴٣] در ت  اب  ع خ  واص ب  ا ه  م  راه ب  ی  ش  ت  ر ج  زئ  ی  ات ک  ه ش  ود م  ی ت  ع  ری  ف



١٠٩ ک  س  ری م  ح  اس  ب  ات ب  ا آش  ن  ای  ی
م  ی  ت  ی  ج‐ل  ف  ل  ر ت  اب  ع

ب  اش  د، م  ی Eα(λz
α) م  ی  ت  ی  ج‐ل  ف  ل  ر ت  اب  ع از ت  ری ک  ل  ی ح  ال  ت ک  ه ،Eα,β(λzα)١٨ م  ی  ت  ی  ج‐ل  ف  ل  ر ت  اب  ع

ت  ع  ری  ف ب  ا

Eα,β(λz
α) =

∞∑
k=٠

λk
zαk

Γ(αk + β)
, R(α) > ٠, R(β) > ٠. (٨ . ۵)

ف  رم ب  ه م  ش  ت  ق  ات  ی دارای α, β, λ ∈ C ک  ه z ∈ C− {٠} روی ب  ر
(
∂

∂z
)n[zβ−١Eα,β(λzα)] = zγ−n−١Eα,β−n(λzα),

(
∂

∂λ
)n[zβ−١Eα,β(λzα)] = n!zαn+β−١En+١

α,αn+β(λz
α), (٩ . ۵)

(
∂

∂z
)n[Eα(λz

α)] = z−nEα,١−n(λzα),

(
∂

∂λ
)n[Eα(λz

α)] = n!zαnEn+١
α,αn+١(λzα).

ب  اش  ن  د. م  ی

از: ع  ب  ارت  ن  د Eα(λz
α) و Eα,β(λz

α) م  ی  ت  ی  ج‐ل  ف  ل  ر ت  واب  ع لاپ  لاس ت  ب  دی  لات از ب  رخ  ی

L [Eα(λt
α)] (s) =

sα−١
sα − λ

, R(s) > ٠, λ ∈ C, |λs−α| < ١,
L

[
tαn(

∂

∂λ
)nEα(λt

α)

]
(s) =

n!sα−١
(sα − λ)n+١ , n ∈ N, (١٠ . ۵)

L
[
tβ−١Eα,β(λtα)

]
(s) =

sα−β

sα − λ
, R(s) > ٠, λ ∈ C, |λs−α| < ١,

L

[
tαn+β−١( ∂

∂λ
)nEα,β(λt

α)

]
(s) =

n!sα−β

(sα − λ)n+١ , n ∈ N, |λs−α| < ١.

ب  ا eλzα α‐ن  م  ای  ی ت  اب  ع ب  ه ت  ب  دی  ل zβ−١Eα,β(λzα) م  ی  ت  ی  ج‐ل  ف  ل  ر ت  اب  ع ،β = α خ  اص ح  ال  ت در
گ  ون  ه س  ری ت  ع  ری  ف

eλzα := zα−١Eα,α(λzα) = zα−١ ∞∑
k=٠

λk
zαk

Γ[(k + ١)α] , R(α) > ٠. (١١ . ۵)

ات  ح  اده  ای اس  ت، ت  ح  ل  ی  ل  ی z ∈ C− {٠} ب  ه ن  س  ب  ت eλzα ت  اب  ع آن  ج  ای  ی  ک  ه از ش  ود. م  ی
lim
z−→٠[z

١−αeλzα ] =
١

Γ(α)
, R(α) > ٠,

lim
x−→٠+[(x− a)١−αeλ(x−a)α ] =

١
Γ(α)

, R(α) > ٠. (١٢ . ۵)
Mittage-Leffler١٨



ک  ارب  رده  ا و ک  س  ری م  ش  ت  ق  ات ب  ا دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات ١١٠
لاپ  لاس ت  ب  دی  لات و م  ش  ت  ق  ات ب  ا ه  م  راه

(
d

dz

)n
[eλzα ] = zα−n−١Eα,α−n(λzα), n ∈ N, λ ∈ C,(

d

dλ

)n
[eλzα ] = n!zαn+α−١En+١

α,(n+١)α(λzα), n ∈ N, λ ∈ C,

L[eλtα ](s) =
١

sα − λ
, λ ∈ C, R(s) > ٠, |λs−α| < ١,

L

[(
∂

∂λ

)n
eλtα

]
(s) =

n!

(sα − λ)n+١ , λ ∈ C, R(s) > ٠, n ∈ N. (١٣ . ۵)

ه  س  ت  ن  د. ب  رق  رار eλzα ت  اب  ع ب  رای

ک  س  ری م  ش  ت  ق  ات و ان  ت  گ  رال ١ . ٢ . ۵
ک  س  ری م  ش  ت  ق و ان  ت  گ  رال و ری  م  ان‐ل  ی  ووی  ل ک  س  ری م  ش  ت  ق و ان  ت  گ  رال از ت  ع  اری  ف  ی ب  ه را ب  خ  ش ای  ن
از ب  ی  ش  ت  ر ج  زی  ی  ات و اط  لاع  ات ای  م. داده اخ  ت  ص  اص م  ت  ن  اه  ی و م  ح  دود ف  اص  ل  ه ی  ک در ک  اپ  وت  و
م  راج  ع در ت  وان م  ی را م  خ  ت  ل  ط اع  داد ب  رای ح  ت  ی ی  ا و ن  ام  ت  ن  اه  ی ف  واص  ل ب  رای ت  ع  اری  ف و خ  واص

ک  رد. ج  س  ت  ج  و [٧۴ ،۴٣]

ری  م  ان‐ل  ی  ووی  ل ک  س  ری م  ش  ت  ق و ان  ت  گ  رال
R ح  ق  ی  ق  ی اع  داد م  ح  ور روی ب  ر م  ت  ن  اه  ی ب  ازه ی  ک {Ω = [a, b], −∞ < a < b <∞} ک  ن  ی  د ف  رض

ه  ای ان  ت  گ  رال ب  اش  د.

(Iαa+f)(x) :=
١

Γ(α)

∫ x

a

f(t)dt

(x− t)١−α , x > a, R(α) > ٠,
(Iαb−f)(x) :=

١
Γ(α)

∫ b

x

f(t)dt

(t− x)١−α , x < b, R(α) > ٠. (١۴ . ۵)

گ  ام  ا ت  اب  ع Γ(α) ک  ه ش  ون  د. م  ی ن  ام  ی  ده ری  م  ان‐ل  ی  ووی  ل ک  س  ری چ  پ و راس  ت ان  ت  گ  رال ت  رت  ی  ب ب  ه
ان  ت  گ  رال گ  اه آن ب  اش  د، α = n ∈ N٠ م  ان  ن  د ط  ب  ی  ع  ی ع  دد ی  ک α ص  ورت  ی  ک  ه در ب  اش  د. م  ی (۵ . ۵)

‐ام n م  رت  ب  ه ان  ت  گ  رال ب  ه ت  ب  دی  ل ری  م  ان چ  پ و راس  ت ک  س  ری

(Iαa+f)(x) =
١

(n− ١)!
∫ x

a
(x− t)n−١f(t)dt, n ∈ N,

(Iαb−f)(x) =
١

(n− ١)!
∫ b

x
(t− x)n−١f(t)dt, n ∈ N. (١۵ . ۵)

ش  ون  د. م  ی



١١١ ک  س  ری م  ح  اس  ب  ات ب  ا آش  ن  ای  ی
ش  ک  ل ب  ه ری  م  ان‐ل  ی  ووی  ل چ  پ و راس  ت ک  س  ری م  ش  ت  ق ص  ورت ه  م  ی  ن ب  ه

(Dα
a+y)(x) :=

(
d

dx

)n
(In−α
a+

y)(x)

=
١

Γ(n− α)

(
d

dx

)n ∫ x

a

y(t)dt

(x− t)α−n+١ , n = [R(α)] + ١, x > a,

(Dα
b−y)(x) :=

(
− d

dx

)n
(In−α
b− y)(x) (١۶ . ۵)

=
١

Γ(n− α)

(
− d

dx

)n ∫ b

x

y(t)dt

(t− x)α−n+١ , n = [R(α)] + ١, x < b.

ش  ون  د. م  ی ت  ع  ری  ف ب  اش  د) م  ی R(α) ص  ح  ی  ح ق  س  م  ت [R(α)] )
α = n ∈ N٠ خ  اص ح  ال  ت در

(D٠
a+y)(x) = (D٠

b−y)(x) = y(x), (Dn
a+y)(x) = y(n)(x), (D٠

b−y)(x) = (−١)ny(n)(x).
چ  پ و راس  ت ه  ای م  ش  ت  ق ه  م  ان دق  ی  ق  ا ،(D٠

b−y)(x) چ  پ و (D٠
a+y)(x) راس  ت ک  س  ری م  ش  ت  ق  ات

م  ث  ال  ه  ا و ق  ض  ای  ا اغ  ل  ب ک  ه آن  ج  ای  ی از ام  ا ای  م. داش  ت  ه س  روک  ار آن ب  ا اغ  ل  ب ک  ه ب  ود خ  واه  ن  د م  ع  م  ول  ی
ح  ال  ت ب  رای

چ  پ و راس  ت ک  س  ری م  ش  ت  ق  ات خ  اص ط  ور ب  ه ش  ون  د م  ی ب  ررس  ی ٠ < R(α) < ١
(Dα

a+y)(x) =
١

Γ(١ − α)

d

dx

∫ x

a

y(t)dt

(x− t)α
, ٠ < α < ١ x > a,

(Dα
b−y)(x) = − ١

Γ(١ − α)

d

dx

∫ b

x

y(t)dt

(t− x)α
, ٠ < α < ١, x < b. (١٧ . ۵)

داش  ت. خ  واه  ی  م را
رواب  ط ص  ورت ای  ن در (R(β) > ٠) β ∈ C و R(α) ≥ ٠ اگ  ر .١ . ٣ . ۵ )گ  زاره

Iαa+(t− a)β−١) (x) =
Γ(β)

Γ(β + α)
(x− a)β+α−١, R(α) > ٠,(

Dα
a+(t− a)β−١) (x) =

Γ(β)

Γ(β − α)
(x− a)β−α−١, R(α) ≥ ٠,(

Iαb−(b− t)β−١) (x) =
Γ(β)

Γ(β + α)
(b− x)β+α−١, R(α) > ٠,(

Dα
b−(b− t)β−١) (x) =

Γ(β)

Γ(β − α)
(b− x)β−α−١, R(α) ≥ ٠. (١٨ . ۵)

ه  س  ت  ن  د. ب  رق  رار
ش  ود. م  راج  ع  ه [۴٣] ب  ه اث  ب  ات:

چ  پ و راس  ت م  ش  ت  ق  ات م  ث  ال ط  ور ب  ه
(Dα

a+١) (x) = (x− a)−α

Γ(١ − α)
, (Dα

b−١) (x) = (b− x)−α

Γ(١ − α)
, ٠ < R(α) < ١. (١٩ . ۵)

داری  م. را



ک  ارب  رده  ا و ک  س  ری م  ش  ت  ق  ات ب  ا دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات ١١٢
.n = [R(α)] + ١ و R(α) > ٠ ک  ن  ی  د ف  رض .۴ . ١ . ۵ گ  زاره

ب  اش  ی  م داش  ت  ه اگ  ر ف  ق  ط و اگ  ر اس  ت ب  رق  رار (Dα
a+y
)
(x) = ٠ ت  س  اوی •

y(x) =
n∑
j=١

cj(x− a)α−j ,

اگ  ر ت  ر خ  اص ح  ال  ت در و ب  اش  ن  د. م  ی دل  خ  واه ث  اب  ت اع  داد cj ∈ R, j = ١, . . . , n ک  ه
ت  اب  ع اگ  ر ف  ق  ط و اگ  ر اس  ت ب  رق  رار (Dα

a+y
)
(x) = ٠ راب  ط  ه ص  ورت ای  ن در ، ٠ < R(α) ≤ ١

ک  ن  د. ص  دق ف  وق ت  س  اوی در ،c ∈ R ه  ر ب  رای y(x) = c(x− a)α−١

اگ  ر وف  ق  ط اگ  ر اس  ت ب  رق  رار چ  پ م  ش  ت  ق ب  رای (Dα
b−y
)
(x) = ٠ ات  ح  اد •

y(x) =

n∑
j=١

dj(b− x)α−j ,

ت  س  اوی ق  ب  ل ح  ال  ت م  ش  اب  ه و ب  اش  د. ب  رق  رار dj ∈ R, j = ١, . . . , n ث  اب  ت ع  دد ه  ر ب  رای
داش  ت  ه d ∈ R ه  ر ب  رای y(x) = d(b− x)α−١ اگ  ر ف  ق  ط و اگ  ر اس  ت ب  رق  رار (Dα

b−y
)
(x) = ٠
ب  اش  ی  م.

ش  ود. م  راج  ع  ه [۴٣] ب  ه اث  ب  ات:
ک  س  ری م  ش  ت  ق ص  ورت ای  ن در R(α) ≥ ٠ و β = ١ اگ  ر ک  ل  ی ح  ال  ت در ک  ه گ  ی  ری  م م  ی ن  ت  ی  ج  ه

ب  ود. ن  خ  واه  د ص  ف  ر ب  ا ب  راب  ر ل  زوم  ا a م  ان  ن  د دل  خ  واه ث  اب  ت ع  دد ی  ک از ری  م  ان‐ل  ی  ووی  ل
ص  ورت ای  ن در ، R(α),R(β) > ٠ اگ  ر .۵ . ١ . ۵ )ل  م

Iαa+I
β
a+
f
)
(x) =

(
Iα+β
a+

f
)
(x),

(
Iαb−I

β
b−f
)
(x) =

(
Iα+β
b− f

)
(x). (٢٠ . ۵)

در اس  ت. ب  رق  رار ،x ∈ [a, b] ن  ق  ط  ه ه  ر در ت  ق  ری  ب  ا و f(x) ∈ Lp(a, b), ١ ≤ p ≤ ∞ ت  اب  ع ب  رای
ب  رق  رار [a, b] ب  ازه در ،x م  ان  ن  د ن  ق  ط  ه ه  ر ب  رای (٢٠ . ۵) ص  ورت ای  ن در ،α+ β > ١ اگ  ر خ  اص ح  ال  ت

ب  اش  د. م  ی
ش  ود. م  راج  ع  ه [۴٣] ب  ه اث  ب  ات:

ص  ورت ای  ن در f(x) ∈ Lp(a, b), ١ ≤ p ≤ ∞ و R(α) > ٠ اگ  ر .۶ . ١ . ۵ ل  م
(Dα

a+I
α
a+f) (x) = f(x), (Dα

b−I
α
b−f) (x) = f(x). (٢١ . ۵)

ب  اش  د. م  ی ب  رق  رار [a, b] ب  ازه در ،x م  ان  ن  د ن  ق  ط  ه ه  ر در ت  ق  ری  ب  ا
ش  ود. م  راج  ع  ه [۴٣] ب  ه اث  ب  ات:

ص  ورت ای  ن در ،f(x) ∈ Lp(a, b), ١ ≤ p ≤ ∞ و R(α) > R(β) > ٠ اگ  ر .١ . ٧ . ۵ )گ  زاره
Dβ
a+
Iαa+f

)
(x) = Iα−β

a+
f(x),

(
Dβ
b−I

α
b−f
)
(x) = Iα−β

b− f(x). (٢٢ . ۵)



١١٣ ک  س  ری م  ح  اس  ب  ات ب  ا آش  ن  ای  ی
و اس  ت. ب  رق  رار [a, b] ب  ازه در ای ن  ق  ط  ه ه  ر ب  رای )ت  ق  ری  ب  ا

DkIαa+f
)
(x) = Iα−k

a+
f(x),

(
DkIαb−f

)
(x) = (−١)kIα−k

b− f(x). (٢٣ . ۵)
ب  اش  د. م  ی ب  رق  رار R(α) > ٠ و β = k ∈ N خ  اص ح  ال  ت ب  رای

ش  ود. م  راج  ع  ه [۴٣] ب  ه اث  ب  ات:
D = d

dx و m ∈ N ،R(α) ≥ ٠ ک  ن  ی  د ف  رض .١ . ٨ . ۵ گ  زاره
ت  س  اوی ب  اش  ن  د، داش  ت  ه وج  ود (Dα+m

a+
y
)
(x) و (Dα

a+y
)
(x) راس  ت ک  س  ری م  ش  ت  ق  ات اگ  ر •

(DmDα
a+y) (x) = Dα+m

a+
y(x), (٢۴ . ۵)

اس  ت. ب  رق  رار
ات  ح  اد (Dα+m

b− y
)
(x) و (Dα

b−y
)
(x) چ  پ ک  س  ری م  ش  ت  ق  ات وج  ود ص  ورت در •

(DmDα
b−y) (x) = Dα+m

b− y(x). (٢۵ . ۵)
داش  ت. خ  واه  ی  م را

ش  ود. م  راج  ع  ه [۴٣] ب  ه اث  ب  ات:
n = [R(α)]+١ و n−α م  رت  ب  ه از ک  س  ری ان  ت  گ  رال fn−α(x) = (In−αa+

f
)
(x) ک  ن  ی  د ف  رض .١ . ٩ . ۵ ل  م

R(α) > ٠ ک  ه
ت  س  اوی ب  اش  ی  م، داش  ت  ه f(x) ∈ Iαa+(Lp) اگ  ر •

(Iαa+D
α
a+f) (x) = f(x). (٢۶ . ۵)

ب  اش  د. م  ی ب  رق  رار ١ ≤ p ≤ ∞ ه  ر ب  رای
ات  ح  اد ،fn−α(x) ∈ ACn[a, b] و f(x) ∈ L١(a, b) اگ  ر •

(Iαa+D
α
a+f) (x) = f(x)−

n∑
j=١

fn−jn−α(a)

Γ(α− j + ١)(x− a)α−j . (٢٧ . ۵)

ب  ود. خ  واه  د ب  رق  رار ،[a, b] ب  ازه در ن  ق  ط  ه ه  ر ب  رای ت  ق  ری  ب  ا
ص  ورت ب  ه Iαb−(Lp) و Iαa+(Lp) ای  ن  ج  ا در ک  ه

Iαa+(Lp) := {f : f = Iαa+φ, φ ∈ Lp(a, b)},

Iαb−(Lp) := {f : f = Iαb−ϕ, ϕ ∈ Lp(a, b)}.

ش  ون  د. م  ی ت  ع  ری  ف



ک  ارب  رده  ا و ک  س  ری م  ش  ت  ق  ات ب  ا دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات ١١۴
ت  س  اوی ،٠ < R(α) < ١ اگ  ر خ  اص ح  ال  ت در

(Ina+D
n
a+f) (x) = f(x)−

f١−α(a)
Γ(α)

(x− a)α−١,

ات  ح  اد و داری  م. f١−α(x) =
(
I١−α
a+

)
(x) آن در ک  ه ب  ود، خ  واه  د ب  رق  رار

(Ina+D
n
a+f) (x) = f(x)−

n−١∑
k=٠

f (k)(a)

k!
(x− a)k.

ب  اش  د. م  ی ب  رق  رار α = n ∈ N ب  رای
ش  ود. م  راج  ع  ه [۴٣] ب  ه اث  ب  ات:

ک  ه m − ١ < β ≤ m و n − ١ < α ≤ n ط  وری  ک  ه ب  ه α, β > ٠ ک  ن  ی  م ف  رض .١ . ١٠ . ۵ گ  زاره
ات  ح  اد fm−α ∈ ACm ([a, b]) گ  رف  ت  ن ن  ظ  ر در ب  ا ،α+ β < n و n,m ∈ N

(
Dα
a+D

β
a+
f
)
(x) =

(
Dα+β
a+

f
)
(x)−

m∑
j=١

(
Dβ−j
a+

f
) (x− a)−α−j

Γ(١ − α− j)
. (٢٨ . ۵)

داش  ت. خ  واه  ی  م f ∈ L١(a, b) ه  ر ب  رای را
ش  ود. م  راج  ع  ه [۴٣] ب  ه اث  ب  ات:

ک  س  ری ان  ت  گ  رال گ  رف  ت  ن ن  ظ  ر در ب  ا ،R(α) > ٠ آن در ک  ه n = [R(α)] + ١ ک  ن  ی  م ف  رض .١ . ١١ . ۵ ل  م
داری  م: را زی  ر م  وارد ،n− α م  رت  ب  ه ب  ا gn−α(x) = (In−αb− g

)
(x)

ات  ح  اد •
(Iαb−D

α
b−g) (x) = g(x), (٢٩ . ۵)

اس  ت. ب  رق  رار g(x) ∈ Iαb−(Lp) و ١ ≤ p ≤ ∞ ب  رای
راب  ط  ه •

(Iαb−D
α
b−g) (x) = g(x)−

n∑
j=١

(−١)n−jg(n−j)n−α (a)

Γ(α− j + ١)(b− x)α−j
. (٣٠ . ۵)

داش  ت. خ  واه  ی  م gn−α(x) ∈ ACn[a, b] و g(x) ∈ L١(a, b) ب  رای را
ف  رم ب  ه (٣٠ . ۵) راب  ط  ه ب  ن  اب  رای  ن ب  اش  ی  م، داش  ت  ه ٠ < R(α) < ١ اگ  ر خ  اص ح  ال  ت در •

(Iαb−D
α
b−g) (x) = g(x)−

g١−α(a)
Γ(α)

(b− x)α−١, g١−α(x) =
(
I١−α
b− g

)
(x),

ات  ح  اد ب  اش  د، α = n ∈ N ط  ب  ی  ع  ی ع  دد ی  ک α زم  ان  ی  ک  ه و ش  ود. م  ی ت  ب  دی  ل

(Iαb−D
α
b−g) (x) = g(x)−

n−١∑
k=٠

(−١)kg(k)(b)
k!

(b− x)k.



١١۵ ک  س  ری م  ح  اس  ب  ات ب  ا آش  ن  ای  ی
آی  د. م  ی ب  دس  ت

ش  ود. م  راج  ع  ه [۴٣] ب  ه اث  ب  ات:

ک  ن  ی  د ف  رض .١ . ١٢ . ۵ ت  ذک  ر
n = [R(α)] + ١, R(α) > ٠, y(x) ∈ ACn[٠, b], b > ٠.

ش  ک  ل ب  ه ری  م  ان‐ل  ی  ووی  ل م  ش  ت  ق از لاپ  لاس ت  ب  دی  ل
(
LDα٠+y

)
(x) = sα (Ly) (s)−

n−١∑
k=٠

sn−k−١Dk
(
In−α٠+ y

)
(٠+). (٣١ . ۵)

ب  ود. خ  واه  د
ب  ه را ری  م  ان م  ش  ت  ق لاپ  لاس ب  اش  د، ب  رق  رار y(x) ∈ AC[٠, b] و ب  گ  ی  ری  م ن  ظ  ر در ٠ < R(α) < ١ اگ  ر

ص  ورت
(
LDα٠+y

)
(x) = sα (Ly) (s)−

(
I١−α٠+ y

)
(٠+). (٣٢ . ۵)

داش  ت. خ  واه  ی  م

ات  ح  اده  ای ،R(λ) > ٠ ب  ودن م  ف  روض ب  ا .١ . ١٣ . ۵ گ  زاره
(
Iα+e

λt
)
(x) = λ−αeλx,

(
Dα

+e
λt
)
(x) = λαeλx.

ت  ع  اری  ف از ک  ه ،Dα
+ و Iα+ م  ش  ت  ق و ان  ت  گ  رال ت  ع  ری  ف ک  ه ب  اش  ن  د. م  ی ب  رق  رار R(α) > ٠ ب  رای

از: ع  ب  ارت  ن  د اس  ت، ش  ده گ  رف  ت  ه (١۶ . ۵) و (١۴ . ۵) رواب  ط در چ  پ و راس  ت م  ش  ت  ق و ان  ت  گ  رال

(Iα+f)(x) :=
١

Γ(α)

∫ x

−∞

f(t)dt

(x− t)١−α , R(α) > ٠,
(Iα−f)(x) :=

١
Γ(α)

∫ ∞

x

f(t)dt

(t− x)١−α , R(α) > ٠, (٣٣ . ۵)
(Dα

+y)(x) :=

(
d

dx

)n
(In−α+ y)(x)

=
١

Γ(n− α)

(
d

dx

)n ∫ x

−∞

y(t)dt

(x− t)α−n+١ , n = [R(α)] + ١, R(α) ≥ ٠,
(Dα

−y)(x) :=

(
− d

dx

)n
(In−α− y)(x)

=
١

Γ(n− α)

(
− d

dx

)n ∫ ∞

x

y(t)dt

(t− x)α−n+١ , n = [R(α)] + ١, R(α) ≥ ٠.

ش  ود. م  راج  ع  ه [۴٣] ب  ه اث  ب  ات:



ک  ارب  رده  ا و ک  س  ری م  ش  ت  ق  ات ب  ا دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات ١١۶
رواب  ط α > β > ٠ اگ  ر .١۴ . ١ . ۵ گ  زاره

(
Dβ

+I
α
+f
)
(x) =

(
Iα−β٠+ f

)
(x),

(
Dβ

−I
α
−f
)
(x) =

(
Iα−β− f

)
(x),

ب  ا ه  م  راه (β = k ∈ N), β ب  ودن ط  ب  ی  ع  ی ش  رط اگ  ر ک  ه ب  اش  ن  د. م  ی ب  رق  رار f(x) ∈ L١(R) ب  رای
ص  ورت ب  ه را ب  الا رواب  ط گ  اه آن ده  ی  م ق  رار R(α) > k

(
DkIα+f

)
(x) =

(
Iα−k+ f

)
(x),

(
DkIα−f

)
(x) = (−١)k (Iα−k− f

)
(x).

داش  ت. خ  واه  ی  م
ش  ود. م  راج  ع  ه [۴٣] ب  ه اث  ب  ات:

D = d/dx و m ∈ N ،α > ٠ ب  ودن م  ف  روض ب  ا .١۵ . ١ . ۵ گ  زاره
ص  ورت ای  ن در ب  اش  ن  د، داش  ت  ه وج  ود (Dα+m

+ y
)
(x) و (Dα

+y
)
(x) راس  ت م  ش  ت  ق  ات اگ  ر •

)ت  س  اوی
DmDα

+y
)
(x) =

(
Dα+m

+ y
)
(x),

ب  ود. خ  واه  د ب  رق  رار
ت  س  اوی ،(Dα+m

− y
)
(x) و (Dα

−y
)
(x) م  ش  ت  ق  ات وج  ود ص  ورت در و •

(
DmDα

−y
)
(x) = (−١)m (Dα+m

− y
)
(x).

داری  م. را
ش  ود. م  راج  ع  ه [۴٣] ب  ه اث  ب  ات:

ک  اپ  وت  و ک  س  ری م  ش  ت  ق و ان  ت  گ  رال
و R ح  ق  ی  ق  ی اع  داد م  ح  ور روی ب  ر م  ت  ن  اه  ی ب  ازه ی  ک [a, b] ک  ن  ی  م ف  رض
ری  م  ان‐ ک  س  ری م  ش  ت  ق  ات (Dα

b− [y(t)]
)
(x) ≡

(
Dα
b−y
)
(x) و (Dα

a+ [y(t)]
)
(x) ≡

(
Dα
a+y
)
(x)

و (cDα
a+y
)
(x) ک  س  ری م  ش  ت  ق  ات ت  ع  ری  ف ب  اش  ن  د. {α ∈ C, (R(α) ≥ ٠)} م  رت  ب  ه از ل  ی  ووی  ل

اس  ت. ش  ده آورده زی  ر ق  ض  ی  ه در [a, b] ب  ازه روی ب  ر {α ∈ C, (R(α) ≥ ٠)} م  رت  ب  ه از (cDα
b−y
)
(x)

ای  ن  ص  ورت در ،y(x) ∈ ACn[a, b] و n = [R(α)] + ١,R(α) ≥ ٠ ک  ن  ی  د ف  رض .١۶ . ١ . ۵ ق  ض  ی  ه
ب  ازه از ن  ق  ط  ه ه  ر روی ب  ر (cDα

b−y
)
(x) و (cDα

a+y
)
(x) ١٩ ک  اپ  وت  و چ  پ و راس  ت ک  س  ری م  ش  ت  ق  ات

ه  س  ت  ن  د. م  وج  ود [a, b]

Caputo١٩



١١٧ ک  س  ری م  ح  اس  ب  ات ب  ا آش  ن  ای  ی
از: ع  ب  ارت  ن  د ت  رت  ی  ب ب  ه ک  اپ  وت  و چ  پ و راس  ت ک  س  ری م  ش  ت  ق  ات ،α /∈ N٠ اگ  ر •

(cDα
a+y) (x) =

١
Γ(١ − α)

∫ x

a

y(n)(t)dt

(x− t)α−n+١ :=
(
In−α
a+

Dny
)
(x), (٣۴ . ۵)

و
(cDα

b−y) (x) =
(−١)n

Γ(١ − α)

∫ b

x

y(n)(t)dt

(t− x)α−n+١ := (−١)n (In−α
b− Dny

)
(x). (٣۵ . ۵)

ص  ورت ای  ن در ب  اش  ی  م، داش  ت  ه ٠ < R(α) < ١ و y(x) ∈ AC[a, b] اگ  ر خ  اص ح  ال  ت در
ش  ک  ل ب  ه را ک  اپ  وت  و ک  س  ری م  ش  ت  ق  ات

(cDα
a+y) (x) =

١
Γ(١ − α)

∫ x

a

y
′
(t)dt

(x− t)α
:=
(
I١−α
a+

Dy
)
(x), (٣۶ . ۵)

و
(cDα

b−y) (x) =
−١

Γ(١ − α)

∫ b

x

y
′
(t)dt

(t− x)α
:= −

(
I١−α
b− Dy

)
(x). (٣٧ . ۵)

داری  م.
ای  ن  ص  ورت در ،α = n ∈ N٠ اگ  ر •

(cDα
a+y) (x) = (cDα

b−y) (x) = y(x).

ب  ود. خ  واه  د ک  اپ  وت  و چ  پ و راس  ت ک  س  ری م  ش  ت  ق از ن  م  ای  ش  ی
ش  ود. م  راج  ع  ه [۴٣] ب  ه اث  ب  ات:

ص  ورت ای  ن در ب  اش  ن  د، م  ف  روض n = [R(α)] + ١ و R(α),R(β) > ٠ ک  ن  ی  د ف  رض .١ . ١٧ . ۵ گ  زاره
)رواب  ط

cDα
a+(t− a)β−١) (x) =

Γ(β)

Γ(β − α)
(x− a)β−١, R(β) > n,(

cDα
b−(b− t)β−١) (x) =

Γ(β)

Γ(β − α)
(b− x)β−١, R(β) > n. (٣٨ . ۵)

ت  س  اوی و ه  س  ت  ن  د. ب  رق  رار ک  اپ  وت  و چ  پ و راس  ت ک  س  ری م  ش  ت  ق  ات )ب  رای
cDα

a+(t− a)k
)
(x) =

(
cDα

b−(t− a)k
)
(x) = ٠. (٣٩ . ۵)

ص  ورت ای  ن در R(α) /∈ N٠ اگ  ر خ  اص ح  ال  ت در داش  ت. خ  واه  ی  م ،k = ٠, ١,٢, . . . , n− ١ ب  رای را
ب  ود. خ  واه  ن  د ص  ف  ر ب  ا ب  راب  ر ی  ک ح  ق  ی  ق  ی ع  دد از ک  اپ  وت  و چ  پ و راس  ت ک  س  ری م  ش  ت  ق  ات

ش  ود. م  راج  ع  ه [۴٣] ب  ه اث  ب  ات:
ب  اش  ن  د م  ف  روض y(x) ∈ C[a, b] ی  ا و y(x) ∈ L∞(a, b) و R(α) > ٠ ک  ن  ی  د ف  رض .١ . ١٨ . ۵ ل  م



ک  ارب  رده  ا و ک  س  ری م  ش  ت  ق  ات ب  ا دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات ١١٨
ت  س  اوی ص  ورت ای  ن در ،α ∈ N ی  ا و R(α) /∈ N اگ  ر •

(cDα
a+I

α
a+y) (x) = y(x), (cDα

b−I
α
b−y) (x) = y(x). (۴٠ . ۵)

داش  ت. خ  واه  ی  م ک  اپ  وت  و م  ش  ت  ق و ک  س  ری ان  ت  گ  رال ب  رای را
ص  ورت ب  ه ب  الا رواب  ط ص  ورت ای  ن در ب  اش  د، ب  رق  رار R(α) ∈ N اگ  ر •

(cDα
a+I

α
a+y) (x) = y(x)−

(
Iα+١−n
a+

y
)
(a+)

Γ(n− α)
(x− a)n−α,

(cDα
b−I

α
b−y) (x) = y(x)−

(
Iα+١−n
b− y

)
(b−)

Γ(n− α)
(b− x)n−α. (۴١ . ۵)

ی  اب  ن  د. م  ی ت  ع  م  ی  م
ش  ود. م  راج  ع  ه [۴٣] ب  ه اث  ب  ات:

از ک  اپ  وت  و ک  س  ری م  ش  ت  ق ص  ورت ای  ن در ب  اش  ن  د، ب  رق  رار λ > ٠ و R(α) > ٠ اگ  ر .١ . ١٩ . ۵ گ  زاره
ص  ورت ب  ه eλt ن  م  ای  ی )ت  اب  ع

cDα
+e

λt
)
(x) = λαeλx,

(
cDα

−e
−λt
)
(x) = λαe−λx.

ف  رم ب  ه (cDα
−y
)
(x) و (cDα

+y
)
(x) ک  اپ  وت  و چ  پ و راس  ت ک  س  ری م  ش  ت  ق  ات ک  ه آی  ن  د. م  ی ب  دس  ت

(
cDα

+y
)
(x) =

١
Γ(n− α)

∫ x

−∞

y(n)(t)dt

(x− t)α−n+١ , α /∈ N,

(
cDα

−y
)
(x) =

(−١)n
Γ(n− α)

∫ ∞

x

y(n)(t)dt

(t− x)α−n+١ , α /∈ N,

(
cDα

+y
)
(x) =

١
Γ(١ − α)

∫ x

−∞

y
′
(t)dt

(x− t)α
, ٠ < R(α) < ١,

(
cDα

−y
)
(x) =

−١
Γ(١ − α)

∫ ∞

x

y
′
(t)dt

(t− x)α
, ٠ < R(α) < ١. (۴٢ . ۵)

ان  د. ش  ده ت  ع  ری  ف
ش  ود. م  راج  ع  ه [۴٣] ب  ه اث  ب  ات:

م  ی  ت  ی  ج‐ل  ف  ل  ر ت  اب  ع و ک  اپ  وت  و ک  س  ری م  ش  ت  ق ب  ی  ن راب  ط  ه ،λ ∈ C و α ∈ R > ٠ اگ  ر .١ . ٢٠ . ۵ ل  م
از: ع  ب  ارت  ن  د

(cDα
a+Eα[λ(t− a)α]) (x) = λEα[λ(x− a)α],(

cDα
−t
α−١Eα[λt−α]

)
(x) =

١
x
Eα,١−α(λx−α). (۴٣ . ۵)

ف  رم ب  ه را ب  الا رواب  ط ،α = n ∈ N خ  اص ح  ال  ت در
DnEn[λ(x− a)n] = En[λ(x− a)n],



١١٩ ک  س  ری م  ح  اس  ب  ات ب  ا آش  ن  ای  ی
Dn
(
tn−١En[λt−n]

)
(x) =

١
x
En,١−n(λx−n) =

λ

xn+١En(λx−n). (۴۴ . ۵)

داش  ت. خ  واه  ی  م
ش  ود. م  راج  ع  ه [۴٣] ب  ه اث  ب  ات:

و y(x) ∈ Cn(R+) ط  وری  ک  ه ب  ه {n − ١ < α ≤ n, n ∈ N} و α > ٠ اگ  ر .١ . ٢١ . ۵ ل  م
ب  اش  ن  د. م  ف  روض b > ٠ ه  ر ب  رای y(n)(x) ∈ L٠)١, b)

ص  ورت ای  ن در ب  اش  د، ب  رق  رار k = ٠, ١,٢, . . . , n − ١ ب  رای ، lim
x−→+∞

(Dky)(x) = ٠ ک  ن  ی  د ف  رض
ب  ا: اس  ت ع  ب  ارت ک  اپ  وت  و م  ش  ت  ق از لاپ  لاس ت  ب  دی  ل

(LcDα٠+y) (s) = sα(Ly)(s)−
n−١∑
k=٠

sα−k−١(Dky)(٠), (۴۵ . ۵)

ش  ک  ل ب  ه را ک  اپ  وت  و م  ش  ت  ق از لاپ  لاس ت  ب  دی  ل ص  ورت ای  ن در ،٠ < α ≤ ١ اگ  ر خ  اص ح  ال  ت در

(LcDα٠+y) (s) = sα(Ly)(s)− sα−١y(٠). (۴۶ . ۵)

داش  ت. خ  واه  ی  م
ش  ود. م  راج  ع  ه [۴٣] ب  ه اث  ب  ات:

ای  ردی  ل  ی‐ک  وب  ر٢٠ ک  س  ری م  ش  ت  ق و ان  ت  گ  رال
ب  ا ب  اش  د، R+ م  ث  ب  ت ح  ق  ی  ق  ی اع  داد م  ح  ور روی ب  ر ن  ام  ت  ن  اه  ی ی  ا م  ت  ن  اه  ی ب  ازه ی  ک (a, b) ک  ن  ی  م ف  رض

گ  رف  ت  ن ن  ظ  ر در
R(α) > ٠, α, η ∈ C, σ > ٠,

از: ع  ب  ارت  ن  د ت  رت  ی  ب ب  ه ک  وب  ر راس  ت و چ  پ ک  س  ری ان  ت  گ  رال
(
Iαa+;σ,ηf

)
(x) :=

σx−σ(σ+η)

Γ(α)

∫ x

a

tση+σ−١f(t)dt
(xσ − tσ)١−α ,(

Iαb−;σ,ηf
)
(x) :=

σxση

Γ(α)

∫ b

x

tσ(١−α−η)−١f(t)dt
(tσ − xσ)١−α , (۴٧ . ۵)

(
Iα+;σ,ηf

)
(x) :=

σx−σ(σ+η)

Γ(α)

∫ x

−∞

tση+σ−١f(t)dt
(xσ − tσ)١−α ,(

Iα−;σ,ηf
)
(x) :=

σxση

Γ(α)

∫ ∞

x

tσ(١−α−η)−١f(t)dt
(tσ − xσ)١−α .

Erdelyi-Kober٢٠



ک  ارب  رده  ا و ک  س  ری م  ش  ت  ق  ات ب  ا دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات ١٢٠
ص  ورت ب  ه ت  رت  ی  ب، ه  م  ی  ن ب  ه ن  ی  ز ک  وب  ر ک  س  ری م  ش  ت  ق ،n = [R(α)] + ١ گ  رف  ت  ن ن  ظ  ر در ب  ا

(
Dα
a+;σ,ηy

)
(x) := x−ση

( ١
σxσ−١D

)n
xσ(n+η)

(
In−αa+;σ,η+αy

)
(x),

(
Dα
b−;σ,ηy

)
(x) := xσ(η+α)

(
−١

σxσ−١D
)n

xσ(n−η−α)
(
In−αb−;σ,η+α−ny

)
(x), (۴٨ . ۵)

(
Dα

+;σ,ηy
)
(x) := x−ση

( ١
σxσ−١D

)n
xσ(n+η)

(
In−α+;σ,η+αy

)
(x), a = −∞,

(
Dα

−;σ,ηy
)
(x) := xσ(η+α)

(
−١

σxσ−١D
)n

xσ(n−η−α)
(
In−α−;σ,η+α−ny

)
(x), b = ∞.

ش  ده ارائ  ه [٧۴ ،۶۴ ،۴۴ ،۴٣] در ک  س  ری ع  م  ل  گ  ر ای  ن از ب  ی  ش  ت  ری خ  واص ش  ون  د. م  ی ت  ع  ری  ف
اس  ت.

٢١ گ  رن  وال  د ک  س  ری م  ش  ت  ق
ص  ورت ب  ه گ  ران  وال  د راس  ت و چ  پ م  ش  ت  ق  ات ت  رت  ی  ب ب  ه yα)− (x) و yα)+ (x)

y
α)
+ (x) := lim

h−→+٠
(∆α

hy) (x)

hα
,

y
α)
− (x) := lim

h−→+٠
(
∆α

−hy
)
(x)

hα
. (۴٩ . ۵)

ش  ون  د. م  ی ت  ع  ری  ف
ت  ع  ری  ف و h ∈ R گ  ام ط  ول ب  ا y(x) ت  اب  ع n م  رت  ب  ه م  ت  ن  اه  ی ت  ف  اض  ل (∆n

hy)(x) ک  ه

(∆α
hy) (x) :=

∞∑
k=٠

(−١)k
(
α

k

)
y(x− kh), α > ٠, x ∈ R. (۵٠ . ۵)

ب  اش  د. م  ی
م  ش  ت  ق  ات ب  ه ت  ب  دی  ل گ  ران  وال  د راس  ت و چ  پ م  ش  ت  ق  ات ،x ∈ [a, b] اگ  ر خ  اص ح  ال  ت در

y
α)
a+(x) := lim

h−→+٠

(
∆α
h,a+y

)
(x)

hα
,

y
α)
b−(x) := lim

h−→+٠

(
∆α
h,b−y

)
(x)

hα
. (۵١ . ۵)

ش  ون  د. م  ی
ف  رم ب  ه (۵١ . ۵) م  ش  ت  ق  ات ش  وی  م ق  ائ  ل را ٠ < α < ١ ش  رط اگ  ر ت  ر خ  اص ح  ال  ت در و
y
α)
a+(x) :=

y(x)

Γ(١ − α)(x− a)α
+

α

Γ(١ − α)

∫ x

a

y(x)− y(t)

(x− t)١+α dt,

y
α)
b−(x) :=

y(x)

Γ(١ − α)(b− x)α
+

α

Γ(١ − α)

∫ b

x

y(x)− y(t)

(t− x)١+α dt. (۵٢ . ۵)
Grunwald٢١



١٢١ ک  س  ری م  ح  اس  ب  ات ب  ا آش  ن  ای  ی
ح  ق  ی  ق  ی ت  اب  ع از گ  ران  وال  د ک  س  ری راس  ت و چ  پ م  ش  ت  ق م  ث  ال ط  ور ب  ه ب  ود. خ  واه  ن  د م  ح  اس  ب  ه ق  اب  ل

ب  ا: اس  ت ع  ب  ارت ی  ک
y
α)
a+(x) :=

١
Γ(١ − α)

(x− a)−α,

y
α)
b−(x) :=

١
Γ(١ − α)

(b− x)−α. (۵٣ . ۵)

م  ع  م  ول  ی دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات ح  ل ب  رای لاپ  لاس ت  ب  دی  ل روش ١ . ٣ . ۵
ری  م  ان‐ل  ی  ووی  ل م  ش  ت  ق ت  ع  ری  ف از اس  ت  ف  اده ب  ا ک  س  ری

ج  واب ب  ه رس  ی  دن ب  رای ه  ای  ی ح  ل راه ارائ  ه و ف  ردی ب  ه م  ن  ح  ص  ر و وج  ود ب  ه ای اش  اره ب  خ  ش ای  ن در
م  ش  ت  ق از اس  ت  ف  اده ب  ا خ  ط  ی غ  ی  ر و خ  ط  ی و ن  اه  م  گ  ن و ه  م  گ  ن ح  ال  ت دو در ک  س  ری م  ع  ادلات
ت  ب  دی  ل و ش  ده ت  ع  ری  ف ت  واب  ع از گ  رف  ت  ن ک  م  ک ب  ا ک  اپ  وت  و ک  س  ری م  ش  ت  ق و ری  م  ان‐ل  ی  ووی  ل ک  س  ری
م  ی اس  ت، ش  ده آورده آن ت  وض  ی  ح  ات ق  ب  ل  ی ه  ای ب  خ  ش در ک  ه ک  س  ری م  ش  ت  ق  ات چ  ن  ی  ن از لاپ  لاس

پ  ردازی  م.
ب  ه رس  ی  دن ب  رای ک  ل  ی ح  ل راه ی  ک ت  ن  ه  ا م  ع  م  ول  ی دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات ب  رای ک  ه ط  ور ه  م  ان
ش  ده ذک  ر ت  ب  دی  لات و رواب  ط از اس  ت  ف  اده ت  ن  ه  ا ن  ی  ز ک  س  ری م  ع  ادلات م  ورد در ن  دارد، وج  ود ج  واب
ک  ل  ی و ج  ام  ع ه  ای روش و ب  اش  د ن  م  ی م  ع  ادلات از دس  ت  ه ای  ن ف  رد ب  ه م  ن  ح  ص  ر ج  واب ب  ه رس  ی  دن راه
ک  ن  ی  م، م  ی ص  ح  ب  ت ت  ف  ص  ی  ل ب  ه آن م  ورد در ادام  ه در ک  ه ل  ی ت  ق  ارن ه  ای گ  روه روش ه  م  چ  ون ت  ری
ب  ه اس  ت ب  ه  ت  ر ب  ن  اب  رای  ن ب  اش  د. م  ی ک  س  ری دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات ب  رای ی  ک  ت  ا ج  واب ارائ  ه ب  رای روش  ی
و ه  م  گ  ن ک  س  ری م  ع  ادلات ت  م  ام  ی ک  ه ش  ود اش  اره ج  ا ه  م  ی  ن در ل  ی ت  ق  ارن ه  ای گ  روه اه  م  ی  ت
ب  ه اس  ت م  م  ک  ن ت  واب  ع  ی و ت  ب  دی  لات چ  ن  ی  ن از اس  ت  ف  اده ب  ا خ  ط  ی غ  ی  ر ی  ا خ  ط  ی از اع  م ن  اه  م  گ  ن
ب  رای ج  ام  ع روش ی  ک ک  ه ل  ی ت  ق  ارن ه  ای گ  روه روش ه  م  چ  ون روش  ی اس  ت لازم ک  ه ن  رس  ن  د ج  واب

ش  ود. ارائ  ه ب  اش  د، م  ی ج  واب ب  ه رس  ی  دن

ث  اب  ت ض  رای  ب ب  ا ه  م  گ  ن ک  س  ری م  ع  م  ول  ی دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات ج  واب  ه  ای
م  ع  م  ول  ی دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات ه  ای ج  واب لاپ  لاس، ت  ب  دی  ل روش از اس  ت  ف  اده ب  ا ب  خ  ش ای  ن در

ک  س  ری
m∑
k=٠

Ak
(
Dαk٠+y

)
(x) +A٠y(x) = ٠. (۵۴ . ۵)

ش  رای  ط ک  ه
x > ٠, m ∈ N, ٠ < α١ < . . . < αm, Ak ∈ R, k = ٠, . . . ,m.

ب  دس  ت ری  م  ان‐ل  ی  ووی  ل م  ش  ت  ق ت  ع  ری  ف ک  م  ک ب  ا را ب  اش  د م  ی ب  رق  رار آن در
ه  س  ت  ن  د.) دل  خ  واه ح  ق  ی  ق  ی اع  داد ه  ا Ak) آوری  م. م  ی



ک  ارب  رده  ا و ک  س  ری م  ش  ت  ق  ات ب  ا دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات ١٢٢
ش  ک  ل ب  ه را (۵۴ . ۵) م  ع  م  ول  ی ک  س  ری دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه ب  گ  ی  ری  م ن  ظ  ر در m = ١ اگ  ر •
(
Dα٠+y

)
(x)− λy(x) = ٠, λ ∈ R, n− ١ < α ≤ n, n ∈ N. (۵۵ . ۵)

داش  ت. خ  واه  ی  م
ت  واب  ع ،(٣١ . ۵) ری  م  ان‐ل  ی  ووی  ل م  ش  ت  ق لاپ  لاس ت  ب  دی  ل از اس  ت  ف  اده ب  ا .١ . ٢٢ . ۵ ق  ض  ی  ه

yj(x) = xα−jEα,α+١−j(λxα), j = ١, . . . , n. (۵۶ . ۵)
ب  اش  ن  د. م  ی (۵۵ . ۵) ک  س  ری دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات ه  ای ج  واب از ای دس  ت  ه

ش  ود. م  راج  ع  ه ([۴٣]) ب  ه اث  ب  ات:

ب  ه (۵۵ . ۵) ک  س  ری دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه ج  واب ص  ورت ای  ن در ٠ < α ≤ ١ اگ  ر م  ث  ال ط  ور ب  ه
ش  ک  ل

y(x) = xα−١Eα,α(λxα)

ت  واب  ع ،١ < α ≤ ٢ اگ  ر و ب  ود. خ  واه  د
y١(x) = xα−١Eα,α(λxα), y٢(x) = xα−٢Eα,α−١(λxα).

ه  س  ت  ن  د. (۵۵ . ۵) ک  س  ری م  ع  ادل  ه از ه  ای  ی ج  واب
ک  س  ری م  ع  م  ول  ی دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه ه  ای ج  واب دس  ت  ه .١ . ٢٣ . ۵ )م  ث  ال
D
n−١/٢٠+ y

)
(x)− λy(x) = ٠, x > ٠, n ∈ N. (۵٧ . ۵)

ف  رم ب  ه
yj(x) = xn−j−١/٢En−١/٢,n−j+١/٢(λxn−١/٢), j = ١, . . . , n. (۵٨ . ۵)

ب  اش  ن  د م  ی
ت  واب  ع .٢۴ . ١ . ۵ م  ث  ال

yj(x) = xn−jEn,n−j+١(λxn), j = ١, . . . , n. (۵٩ . ۵)
ک  س  ری م  ع  ادل  ه ه  ای )ج  واب

y(n)
)
(x)− λy(x) = ٠, x > ٠, n ∈ N. (۶٠ . ۵)

ه  س  ت  ن  د.



١٢٣ ک  س  ری م  ح  اس  ب  ات ب  ا آش  ن  ای  ی
دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات ه  ای ج  واب .٢۵ . ١ . ۵ م  ث  ال

y
′′ − λy(x) = ٠, y

′′
+ λy(x) = ٠. (۶١ . ۵)

ص  ورت ب  ه
y١(x) =

١√
λ
sinh(

√
λx), y٢(x) = cosh(

√
λx),

y١(x) =
١√
λ
sin(

√
λx), y٢(x) = cos(

√
λx). (۶٢ . ۵)

ب  اش  ن  د. م  ی
ک  س  ری م  ع  ادل  ه ب  ه ت  ب  دی  ل (۵۴ . ۵) ه  م  گ  ن ک  س  ری م  ع  ادل  ه m = ٢ گ  رف  ت  ن ن  ظ  ر در ب  ا •(
Dα٠+y

)
(x)− λ

(
Dβ٠+y

)
(x)− µy(x) = ٠, n− ١ < α ≤ n, n ∈ N. (۶٣ . ۵)

ش  ود. م  ی β و α م  ش  ت  ق  ات ب  ا
ن  ظ  ر در را α > β > ٠ م  ش  ت  ق  ات ب  ا ،(۶٣ . ۵) ه  م  گ  ن ک  س  ری م  ع  ادل  ه .٢۶ . ١ . ۵ ق  ض  ی  ه

ف  رم ب  ه ه  ای  ی ج  واب ب  گ  ی  ری  د.

yj(x) =

∞∑
n=٠

µn

n!
xαn+α−j١Ψ١


(n+ ١, ١)

λxα−β

(αn+ α− j, α− β)

 , j = ١, . . . , n(۶۴ . ۵)

ت  ع  ری  ف ب  ا س  ازه ت  اب  ع از ن  م  ای  ش  ی ١Ψ١ ک  ه ه  س  ت  ن  د. م  ح  اس  ب  ه ق  اب  ل م  ع  ادلات از س  ری ای  ن ب  رای

١Ψ١


(n+ ١, ١)

z

(αn+ β, α)

 :=

∞∑
j=٠

Γ(n+ j + ١)
Γ(αn+ β + αj)

zj

j!
=

(
∂

∂z

)n
Eα,β(z). (۶۵ . ۵)

ب  اش  د. م  ی
ه  م  گ  ن دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات ه  ای ج  واب .١ . ٢٧ . ۵ )م  ث  ال

Dα٠+y
)
(x)− λ

(
Dβ٠+y

)
(x) = ٠, x > ٠, α > β > ٠,

از ع  ب  ارت  ن  د
yj(x) = xα−jEα−β,α+١−j(λxα−β), j = ١, . . . n.

ه  م  گ  ن ک  س  ری م  ع  ادل  ه ج  واب ٠ < β < α ≤ ١ خ  اص ح  ال  ت در )ک  ه
Dα٠+y

)
(x)− λ

(
Dβ٠+y

)
(x) = ٠, x > ٠.

ص  ورت ب  ه
y١(x) = xα−١Eα−β,α(λxα−β).

ش  ود. م  ی م  ح  اس  ب  ه



ک  ارب  رده  ا و ک  س  ری م  ش  ت  ق  ات ب  ا دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات ١٢۴
ه  م  گ  ن ک  س  ری م  ع  م  ول  ی م  ع  ادل  ه ه  ای ج  واب .١ . ٢٨ . ۵ ن  ت  ی  ج  ه

(
Dα٠+y

)
(x)− λ

(
Dβ٠+y

)
(x)− µy(x) = ٠, ١ < α ≤ ٢, ٠ < β < α, (۶۶ . ۵)

ف  رم ب  ه

y١(x) =
∞∑
n=٠

µn

n!
xαn+α−١١Ψ١


(n+ ١, ١)

λxα−β

(αn+ α, α− β)

 , (۶٧ . ۵)

و

y٢(x) =
∞∑
n=٠

µn

n!
xαn+α−٢١Ψ١


(n+ ١, ١)

λxα−β

(αn+ α− ١, α− β)

 , (۶٨ . ۵)

آی  ن  د. م  ی ب  دس  ت
ت  واب  ع .١ . ٢٩ . ۵ م  ث  ال

y١(x) = xα−١Eα−β,α(λxα−β),

و
y٢(x) = xα−٢Eα−β,α−١(λxα−β).

ب  اش  ن  د. م  ی (۶۶ . ۵) ک  س  ری م  ع  م  ول  ی م  ع  ادل  ه از ه  ای  ی ج  واب

ث  اب  ت ض  رای  ب ب  ا ن  اه  م  گ  ن ک  س  ری م  ع  م  ول  ی دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات ج  واب  ه  ای
ای  ن در ه  م  گ  ن، ن  وع از ک  س  ری م  ع  م  ول  ی دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه ه  ای ج  واب م  ح  اس  ب  ه و م  ع  رف  ی از ب  ع  د

ک  ن  ی  م. م  ی ب  ررس  ی را ن  اه  م  گ  ن ن  وع از ک  س  ری م  ع  م  ول  ی م  ع  ادل  ه ه  ای ج  واب ب  خ  ش
م  ع  ادلات

m∑
k=٠

Ak
(
Dαk٠+y

)
(x) +A٠y(x) = f(x). (۶٩ . ۵)

ش  رای  ط ک  ه ب  اش  ن  د. م  ی ک  س  ری ن  اه  م  گ  ن م  ع  م  ول  ی دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات از ک  ل  ی ف  رم
x > ٠, m ∈ N, ٠ < α١ < . . . < αm, Ak ∈ R, k = ٠, . . . ,m.

ب  اش  د. م  ی ب  رق  رار (۶٩ . ۵) ن  اه  م  گ  ن ک  س  ری م  ع  ادل  ه ب  رای
خ  اص ح  الات در را (۶٩ . ۵) م  ع  ادل  ه ه  ای ج  واب ری  م  ان‐ل  ی  ووی  ل، م  ش  ت  ق ت  ع  ری  ف از اس  ت  ف  اده ب  ا

آوری  م. م  ی ب  دس  ت ،m = ١,m = ٢
،m = ١, Am = ١ گ  رف  ت  ن ن  ظ  ر در ب  ا •



١٢۵ ک  س  ری م  ح  اس  ب  ات ب  ا آش  ن  ای  ی
در ب  اش  د. ش  ده ت  ع  ری  ف R+ روی ب  ر f(x) ت  اب  ع و α > ٠, λ ∈ R ک  ن  ی  د ف  رض .١ . ٣٠ . ۵ ق  ض  ی  ه

م  ع  ادل  ه ص  ورت ای  ن
(
Dα٠+y

)
(x)− λy(x) = f(x), x > ٠, (٧٠ . ۵)

ف  رم ب  ه آن ه  ای ج  واب دس  ت  ه و ب  وده پ  ذی  ر ح  ل
y(x) =

∫ x

٠ (x− t)α−١Eα,α[λ(x− t)α]f(t)dt. (٧١ . ۵)
.[۴٣] در اث  ب  ات ب  اش  ن  د. م  ی

ن  اه  م  گ  ن دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات ه  ای ج  واب .١ . ٣١ . ۵ )م  ث  ال
D
n−١/٢٠+ y

)
(x)− λy(x) = f(x), x > ٠, n ∈ N,

از ع  ب  ارت  ن  د
y(x) =

∫ x

٠ (x− t)n−٣/٢En−١/٢,n−١/٢[λ(x− t)n−١/٢]f(t)dt.

دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات ه  ای ج  واب .١ . ٣٢ . ۵ م  ث  ال
yn(x)− λy(x) = f(x).

ص  ورت ب  ه
y(x) =

∫ x

٠
(x− t)n−١En,n[λ(x− t)n]f(t)dt.

ت  واب  ع ،n = ٢ خ  اص ح  ال  ت در و ش  ون  د. م  ی م  ح  اس  ب  ه
y(x) =

∫ x

٠
sinh[

√
λ(x− t)]√
λ

f(t)dt, λ > ٠,
y(x) =

∫ x

٠
sinh[

√
−λ(x− t)]√
−λ

f(t)dt, λ < ٠.
ن  اه  م  گ  ن ک  س  ری م  ع  ادل  ه ه  ای ج  واب

y
′′
(x)− λy(x) = f(x).

ه  س  ت  ن  د.
ب  ا ن  اه  م  گ  ن دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه ب  ه ت  ب  دی  ل ،(۶٩ . ۵) م  ع  ادل  ه ،m = ٢ گ  رف  ت  ن ن  ظ  ر در ب  ا •

ش  ک  ل ب  ه β و α ک  س  ری م  ش  ت  ق  ات
(
Dα٠+y

)
(x)− λ

(
Dβ٠+y

)
(x)− µy(x) = f(x), x > ٠, α > β > ٠. (٧٢ . ۵)

م  ع  ادل  ه ه  ای ج  واب اس  ت، ش  ده آورده ادام  ه در ک  ه ای ق  ض  ی  ه از اس  ت  ف  اده ب  ا ک  ه ش  ود. م  ی
ک  ن  ی  م. م  ی م  ح  اس  ب  ه را (٧٢ . ۵)



ک  ارب  رده  ا و ک  س  ری م  ش  ت  ق  ات ب  ا دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات ١٢۶
ش  ده ت  ع  ری  ف R+ روی ب  ر f(x) ت  اب  ع و α > β > ٠, λ, µ ∈ R ک  ن  ی  د ف  رض .١ . ٣٣ . ۵ ق  ض  ی  ه

ت  اب  ع ص  ورت ای  ن در ب  اش  د،
y(x) =

∫ x

٠ (x− t)α−١Gα,β;λ,µ(x− t)f(t)dt, (٧٣ . ۵)
ک  ه

Gα,β;λ,µ(z) =
∞∑
n=٠

µn

n!
zαn١Ψ١


(n+ ١, ١)

λzα−β

(αn+ α, α− β)

 , (٧۴ . ۵)

ب  اش  د. م  ی (٧٢ . ۵) ن  اه  م  گ  ن ک  س  ری دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه از ج  واب  ی
ک  س  ری م  ع  ادل  ه ه  ای ج  واب .٣۴ . ١ . ۵ م  ث  ال

y
′
(x)− λ

(
Dβ٠+y

)
(x)− µy(x) = f(x), x > ٠, ٠ < Re(β) < ١,

از: ع  ب  ارت  ن  د
y(x) =

∫ x

٠
G١,β;λ,µ(x− t)f(t)dt,

آن در ک  ه

G١,β;λ,µ(z) =
∞∑
n=٠

µzn

n! ١Ψ١


(n+ ١, ١)

λz١−β
(n+ ١, ١ − β)

 ,
ب  اش  د. م  ی ب  رق  رار

ک  س  ری م  ع  ادل  ه ه  ای ج  واب .٣۵ . ١ . ۵ م  ث  ال
y
′′
(x)− λ

(
Dβ٠+y

)
(x)− µy(x) = f(x), x > ٠, ٠ < β < ٢,

ص  ورت ب  ه ت  واب  ع  ی ن  ی  ز
y(x) =

∫ x

٠
(x− t)G٢,β;λ,µ(x− t)f(t)dt,

آن در ک  ه ه  س  ت  ن  د

G٢,β;λ,µ(z) =
∞∑
n=٠

µnz٢n
n! ١Ψ١


(n+ ١, ١)

λz٢−β
(٢n+ ٢,٢ − β)

 ,
ب  اش  د. م  ی ب  رق  رار



١٢٧ ک  س  ری م  ح  اس  ب  ات ب  ا آش  ن  ای  ی
غ  ی  ر ض  رای  ب ب  ا ک  س  ری م  ع  م  ول  ی دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات ح  ل ب  رای لاپ  لاس ت  ب  دی  ل روش

ث  اب  ت
ک  س  ری م  ع  ادل  ه

x
(
Dα٠+y

)
(x)− λy(x) = ٠, x, α > ٠. (٧۵ . ۵)
ف  رم ب  ه ج  واب  ی λ ∈ R و n− ١ < α ≤ n, n ∈ N− {١} ک  ه

y(x) = cy١(x) = cxα−١٠Ψ١

 λ
α−١xα−١

(α, α− ١)



+
l∑

m=٢
cmx

α−m١Ψ٢


(١, ١)

λ
α−١xα−١

(α+ ١ −m,α− ١)(α−m
α−١ , ١)

 , (٧۶ . ۵)

ب  ه ک  ل  ی ح  ال  ت در ،αl, βj ∈ R و z, al, bj ∈ C ب  ا pΨq و دل  خ  واه ح  ق  ی  ق  ی اع  داد c١, . . . , cm ک  ه دارد.
ف  رم

pΨq(z) =p Ψq


(al, αl)١,p

z

(bl, βl)١,q

 :=
∞∑
k=٠

∏p
l=١ Γ(al + αlk)∏q
j=١ Γ(bj + βjk)

zk

k!
, (٧٧ . ۵)

ش  ود. م  ی ت  ع  ری  ف
ب  ا: اس  ت ع  ب  ارت (٧۵ . ۵) ک  س  ری م  ع  ادل  ه ج  واب ٠ < α ≤ ١ خ  اص ح  ال  ت در

y(x) = cy١(x) = cxα−١٠Ψ١

 −λ١−αxα−١
(α, α− ١)

 . (٧٨ . ۵)

اس  ت. ش  ده داده (٧٧ . ۵) در ٠Ψ١ و دل  خ  واه ح  ق  ی  ق  ی ع  دد ی  ک c ک  ه
ت  اب  ع .٣۶ . ١ . ۵ م  ث  ال

y(x) =
c√
x
e−λ

٢/x,

ک  س  ری م  ع  ادل  ه از ج  واب  ی
x
(
D

١/٢٠+ y
)
(x)− λy(x), x, α > ٠, λ ∈ R.

ب  اش  د. م  ی



ک  ارب  رده  ا و ک  س  ری م  ش  ت  ق  ات ب  ا دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات ١٢٨

م  ع  م  ول  ی دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات ح  ل ب  رای لاپ  لاس ت  ب  دی  ل روش ۴ . ١ . ۵
ک  اپ  وت  و م  ش  ت  ق ت  ع  ری  ف از اس  ت  ف  اده ب  ا ک  س  ری

ث  اب  ت ض  رای  ب ب  ا ه  م  گ  ن ک  س  ری م  ع  م  ول  ی دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات ج  واب  ه  ای
ک  س  ری م  ع  م  ول  ی دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات ه  ای ج  واب

m∑
k=٠

Ak
(
cDαk٠+y

)
(x) +A٠y(x) = ٠. (٧٩ . ۵)

ک  ه
x > ٠, m ∈ N, ٠ < α١ < . . . < αm, Ak ∈ R, k = ٠, . . . ,m.

ک  اپ  وت  و م  ش  ت  ق ت  ع  ری  ف ک  م  ک ب  ا و لاپ  لاس ت  ب  دی  ل روش از اس  ت  ف  اده ب  ا
ب  اش  ن  د) م  ی دل  خ  واه ح  ق  ی  ق  ی اع  داد ه  ا Ak) آوری  م. م  ی ب  دس  ت

ص  ورت ب  ه m = ١ ب  ا (٧٩ . ۵) م  ع  م  ول  ی ک  س  ری دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه •(
Dα٠+y

)
(x)− λy(x) = ٠, λ ∈ R, n− ١ < α ≤ n, n ∈ N. (٨٠ . ۵)

ب  گ  ی  ری  م. ن  ظ  ر در
ت  واب  ع ،(۴۵ . ۵) ک  اپ  وت  و م  ش  ت  ق لاپ  لاس ت  ب  دی  ل از اس  ت  ف  اده ب  ا .١ . ٣٧ . ۵ ق  ض  ی  ه

yj(x) = xjEα,j+١(λxα), j = ٠, . . . , n− ١. (٨١ . ۵)
.([۴٣]) در اث  ب  ات ب  اش  ن  د. م  ی (٨٠ . ۵) ک  س  ری دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات ه  ای ج  واب

ت  اب  ع ،٠ < α ≤ ١ اگ  ر م  ث  ال ط  ور ب  ه
y(x) = Eα(λx

α),

ت  واب  ع ،١ < α ≤ ٢ اگ  ر و
y١(x) = Eα(λx

α), y٢(x) = xEα,٢(λxα).

ب  اش  ن  د. م  ی (٨٠ . ۵) ک  س  ری م  ع  ادل  ه از ه  ای  ی ج  واب
ه  ای ج  واب .١ . ٣٨ . ۵ م  ث  ال

yj(x) = xjEn−١/٢,j+١(λxn−١/٢), j = ٠, . . . , n− ١, (٨٢ . ۵)
ک  س  ری م  ع  م  ول  ی دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه از ه  ای  ی ج  واب )دس  ت  ه

cD
n−١/٢٠+ y

)
(x)− λy(x) = ٠, x > ٠, n ∈ N, λ ∈ R. (٨٣ . ۵)

ه  س  ت  ن  د.



١٢٩ ک  س  ری م  ح  اس  ب  ات ب  ا آش  ن  ای  ی
ک  ه ای ق  ض  ی  ه ط  ی ،(٧٩ . ۵) ه  م  گ  ن ک  س  ری م  ع  ادل  ه در m = ٢ دادن ق  رار ب  ا م  رح  ل  ه ای  ن در •
ک  ن  ی  م. م  ی م  ح  اس  ب  ه را آم  ده ب  دس  ت ک  س  ری م  ع  ادل  ه ه  ای ج  واب اس  ت، ش  ده آورده ادام  ه در
ب  ا ه  م  گ  ن ک  س  ری م  ع  ادل  ه ب  ه (٧٩ . ۵) م  ع  ادل  ه ،m = ٢ گ  رف  ت  ن ن  ظ  ر در ب  ا .١ . ٣٩ . ۵ ق  ض  ی  ه

ص  ورت ب  ه β و α م  ش  ت  ق  ات
(
cDα٠+y

)
(x)− λ

(
cDβ٠+y

)
(x)− µy(x) = ٠, m ∈ N, n ∈ N. (٨۴ . ۵)

.n− ١ < α ≤ n,m− ١ < β ≤ m و α > β > ٠ ک  ه ش  د خ  واه  د ت  ب  دی  ل
ه  ای ج  واب دس  ت  ه

j = ٠, . . .m− ١ ب  رای –

yj(x) =
∞∑
n=٠

µn

n!
xαn+j١Ψ١


(n+ ١, ١)

λxα−β

(αn+ j + ١, α− β)



−
∞∑
n=٠

µn

n!
xαn+j+α−β١Ψ١


(n+ ١, ١)

λxα−β

(αn+ j + ١ + α− β, α− β)

 ,(٨۵ . ۵)

j = m, . . . n− ١ ب  رای –

yj(x) =
∞∑
n=٠

µn

n!
xαn+j١Ψ١


(n+ ١, ١)

λxα−β

(αn+ j + ١, α− β)

 . (٨۶ . ۵)

از ن  م  ای  ش  ی ١Ψ١ ای  ن  ج  ا در ک  ه ب  ود. خ  واه  ن  د (٨۴ . ۵) ه  م  گ  ن ک  س  ری م  ع  ادل  ه از ه  ای  ی ج  واب
ب  اش  د. م  ی (۶۵ . ۵) ت  ع  ری  ف ب  ا س  ازه ت  اب  ع

ه  م  گ  ن دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات ه  ای ج  واب .۴١ . ٠ . ۵ م  ث  ال
(
cDα٠+y

)
(x)− λ

(
cDβ٠+y

)
(x) = ٠, x > ٠, α > β > ٠.

از: ع  ب  ارت  ن  د
yj(x) = xjEα−β,j+١(λxα−β)− λxα−β+jEα−β,α−β+j+١(λxα−β), j = ٠, . . .m− ١,

yj(x) = xjEα−β,j+١(λxα−β), j = m, . . . n− ١.
ه  م  گ  ن ک  س  ری م  ع  م  ول  ی م  ع  ادل  ه ج  واب .۴١ . ١ . ۵ ن  ت  ی  ج  ه

(
cDα٠+y

)
(x)− λ

(
cDβ٠+y

)
(x)− µy(x) = ٠, ٠ < β < α ≤ ١, λ, µ ∈ R. (٨٧ . ۵)



ک  ارب  رده  ا و ک  س  ری م  ش  ت  ق  ات ب  ا دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات ١٣٠
ص  ورت ب  ه

y١(x) =

∞∑
n=٠

µn

n!
xαn١Ψ١


(n+ ١, ١)

λxα−β

(αn+ ١, α− β)



− λ

∞∑
n=٠

µn

n!
xαn+α−β١Ψ١


(n+ ١, ١)

λxα−β

(αn+ ١ + α− β, α− β)

 . (٨٨ . ۵)

ش  ون  د. م  ی م  ح  اس  ب  ه
ج  واب ب  ر ع  لاوه ،١ < α ≤ ٢ و ٠ < β < α ش  رای  ط ب  ا (٨٧ . ۵) ک  س  ری م  ع  ادل  ه .۴١ . ٢ . ۵ ن  ت  ی  ج  ه

ف  رم ب  ه ج  واب  ی دارای y١(x)

y٢(x) =

∞∑
n=٠

µn

n!
xαn+١١Ψ١


(n+ ١, ١)

λxα−β

(αn+ ٢, α− β)



− λ

∞∑
n=٠

µn

n!
xαn+١+α−β١Ψ١


(n+ ١, ١)

λxα−β

(αn+ ٢ + α− β, α− β)

 . (٨٩ . ۵)

ج  واب ب  اش  ن  د، ب  رق  رار ٠ < β ≤ ١ و ١ < β < α ک  ه j = ٠, . . . ,m− ١ ح  ال  ت در و ب  اش  د. م  ی ن  ی  ز
ص  ورت ب  ه y٢(x)

y٢(x) =

∞∑
n=٠

µn

n!
xαn+١١Ψ١


(n+ ١, ١)

λxα−β

(αn+ ٢, α− β)

 . (٩٠ . ۵)

آی  د. م  ی ب  دس  ت
ت  واب  ع .۴١ . ٣ . ۵ م  ث  ال

y١(x) = Eα−β(λx
α−β)− λxα−βEα−β,α−β+١(λxα−β),

و
y٢(x) = xEα−β,٢(λxα−β)− λxα−β+١Eα−β,α−β+٢(λxα−β).

ک  س  ری م  ع  م  ول  ی م  ع  ادل  ه از ه  ای  ی )ج  واب
cDα٠+y

)
(x)− λ

(
cDβ٠+y

)
(x) = ٠, ٠ < β < α, ١ < α ≤ ٢.

y٢(x) = xEα−β,٢(λxα−β) ص  ورت ب  ه y٢(x) ج  واب ٠ < β ≤ ١ و ١ < β < α ح  ال  ت در و ه  س  ت  ن  د.
ش  ود. م  ی م  ح  اس  ب  ه



١٣١ ک  س  ری م  ح  اس  ب  ات ب  ا آش  ن  ای  ی
ک  س  ری م  ع  ادل  ه ج  واب .۴۴ . ١ . ۵ م  ث  ال

y
′
(x)− λ

(
cDβ٠+y

)
(x)− µy(x) = ٠, ٠ < β < ١, λ, µ ∈ R. (٩١ . ۵)

ب  ا: اس  ت ع  ب  ارت

y١(x) =
∞∑
n=٠

µn

n!
xn١Ψ١


(n+ ١, ١)

λx١−β
(n+ ١, ١ − β)



− λ

∞∑
n=٠

µn

n!
xn+١−β١Ψ١


(n+ ١, ١)

λx١−β
(n+ ٢ − β, ١ − β)

 . (٩٢ . ۵)

ک  س  ری م  ع  ادل  ه از ج  واب دو .۴۵ . ١ . ۵ م  ث  ال
y
′′
(x)− λ

(
cDβ٠+y

)
(x)− µy(x) = ٠, ٠ < β < ٢, λ, µ ∈ R. (٩٣ . ۵)

ص  ورت ب  ه

y١(x) =
∞∑
n=٠

µn

n!
x٢n١Ψ١


(n+ ١, ١)

λx٢−β
(٢n+ ١,٢ − β)



− λ

∞∑
n=٠

µn

n!
x٢n+٢−β١Ψ١


(n+ ١, ١)

λx٢−β
(٢n+ ٣ − β,٢ − β)

 . (٩۴ . ۵)

و

y٢(x) =
∞∑
n=٠

µn

n!
x٢n+١١Ψ١


(n+ ١, ١)

λx٢−β
(٢n+ ٢,٢ − β)



− λ
∞∑
n=٠

µn

n!
x٢n+٣−β١Ψ١


(n+ ١, ١)

λx٢−β
(٢n+ ۴ − β,٢ − β)

 . (٩۵ . ۵)

آی  ن  د. م  ی ب  دس  ت

ث  اب  ت ض  رای  ب ب  ا ن  اه  م  گ  ن ک  س  ری م  ع  م  ول  ی دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات ج  واب  ه  ای
ای  ن در ه  م  گ  ن، ن  وع از ک  س  ری م  ع  م  ول  ی دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه ه  ای ج  واب م  ح  اس  ب  ه و م  ع  رف  ی از ب  ع  د
ک  اپ  وت  و م  ش  ت  ق ت  ع  ری  ف از اس  ت  ف  اده ب  ا را ن  اه  م  گ  ن ن  وع از ک  س  ری م  ع  م  ول  ی م  ع  ادل  ه ه  ای ج  واب ب  خ  ش



ک  ارب  رده  ا و ک  س  ری م  ش  ت  ق  ات ب  ا دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات ١٣٢
ک  ن  ی  م. م  ی ب  ررس  ی

م  ع  ادلات
m∑
k=٠

Ak
(
cDαk٠+y

)
(x) +A٠y(x) = f(x). (٩۶ . ۵)

در ب  ا ک  ه ب  اش  د. م  ی ک  اپ  وت  و ک  س  ری م  ش  ت  ق ب  ا ن  اه  م  گ  ن م  ع  م  ول  ی دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات از ک  ل  ی ف  رم
ش  رای  ط گ  رف  ت  ن ن  ظ  ر

x > ٠, m ∈ N, ٠ < α١ < . . . < αm, Ak ∈ R, k = ٠, . . . ,m.
و m = ١ خ  اص ح  الات در را (٩۶ . ۵) م  ع  ادل  ه ه  ای ج  واب ک  اپ  وت  و، م  ش  ت  ق ت  ع  ری  ف از اس  ت  ف  اده و

آوری  م. م  ی ب  دس  ت ،m = ٢
،Am = ١ و m = ١ گ  رف  ت  ن ن  ظ  ر در ب  ا •

R+ روی ب  ر f(x) ت  اب  ع و n − ١ < α ≤ n, n ∈ N, λ ∈ R ک  ن  ی  د ف  رض .۴۶ . ١ . ۵ ق  ض  ی  ه
ه  ای ج  واب ص  ورت ای  ن در ب  اش  د. ش  ده ت  ع  ری  ف

y(x) =

∫ x

٠ (x− t)α−١Eα,α[λ(x− t)α]f(t)dt+
n−١∑
j=٠

cjx
jEα,j+١[λxα], (٩٧ . ۵)

م  ع  ادل  ه از ه  ای  ی ج  واب دس  ت  ه ه  س  ت  ن  د، دل  خ  واه ث  اب  ت اع  داد (j = ٠, . . . , n − ١)cj ک  ه ،
ک  س  ری

(
cDα٠+y

)
(x)− λy(x) = f(x), x > ٠. (٩٨ . ۵)

.[۴٣] در اث  ب  ات ب  اش  ن  د. م  ی
و ٠ < α ≤ ١ ب  ا ،(٩٨ . ۵) ن  اه  م  گ  ن دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه ه  ای ج  واب .۴١ . ٧ . ۵ م  ث  ال

از: ع  ب  ارت  ن  د ت  رت  ی  ب ب  ه ١ < α ≤ ٢
y(x) =

∫ x

٠ (x− t)α−١Eα,α[λ(x− t)α]f(t)dt+ c١Eα(λxα),

y(x) =

∫ x

٠ (x− t)α−١Eα,α[λ(x− t)α]f(t)dt+ c١Eα(λxα) + c٢xEα,٢(λxα).

ب  ا ن  اه  م  گ  ن دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه ب  ه ت  ب  دی  ل (٩۶ . ۵) م  ع  ادل  ه ،m = ٢ گ  رف  ت  ن ن  ظ  ر در ب  ا •
ص  ورت ب  ه β و α ک  س  ری م  ش  ت  ق  ات

(
cDα٠+y

)
(x)− λ

(
cDβ٠+y

)
(x)− µy(x) = f(x), x > ٠, α > β > ٠. (٩٩ . ۵)

ق  ض  ی  ه از اس  ت  ف  اده ب  ا ب  اش  ن  د. م  ی ب  رق  رار آن در n− ١ < α ≤ n, n ∈ N ش  رای  ط ک  ه ش  ود، م  ی
ک  ن  ی  م. م  ی م  ح  اس  ب  ه را (٩٩ . ۵) م  ع  ادل  ه ه  ای ج  واب اس  ت، ش  ده آورده ادام  ه در ک  ه ای



١٣٣ ک  س  ری دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات ت  ق  ارن  ی ت  ح  ل  ی  ل
ش  ده ت  ع  ری  ف R+ روی ب  ر f(x) ت  اب  ع و α > β > ٠, λ, µ ∈ R ک  ن  ی  د ف  رض .۴١ . ٨ . ۵ ق  ض  ی  ه

ت  اب  ع ص  ورت ای  ن در ب  اش  د،

y(x) =

∫ x

٠ (x− t)α−١Gα,β;λ,µ(x− t)f(t)dt+

n−١∑
j=٠

cjyj(x), (١٠٠ . ۵)

م  ع  ادل  ه از ج  واب  ی اس  ت، آم  ده (٨۶ . ۵) و (٨۵ . ۵) و (٧۴ . ۵) در yj(x) و Gα,β;λ,µ(z) ک  ه
ب  اش  د. م  ی (٩٩ . ۵) ن  اه  م  گ  ن ک  س  ری دی  ف  ران  س  ی  ل

ک  س  ری م  ع  ادل  ه ج  واب .۴١ . ٩ . ۵ م  ث  ال
y
′
(x)− λ

(
cDβ٠+y

)
(x)− µy(x) = f(x), x > ٠, ٠ < β < ١,

از: اس  ت ع  ب  ارت

y(x) =

∫ x

٠
G١,β;λ,µ(x− t)f(t)dt+ c

( ∞∑
n=٠

µn

n!
xn١Ψ١


(n+ ١, ١)

λx١−β
(n+ ١, ١ − β)



−
∞∑
n=٠

µn

n!
xn+١−β١Ψ١


(n+ ١, ١)

λx١−β
(n+ ٢ − β, ١ − β)


)
. (١٠١ . ۵)

ک  س  ری م  ع  ادل  ه ه  ای ج  واب .۵١ . ٠ . ۵ م  ث  ال
y
′′
(x)− λ

(
Dβ٠+y

)
(x)− µy(x) = f(x), x > ٠, ٠ < β < ٢,

ص  ورت ب  ه ت  واب  ع  ی ن  ی  ز
y(x) =

∫ x

٠ (x− t)G٢,β;λ,µ(x− t)f(t)dt+ c١y١(x) + c٢y٢(x),

آن در ک  ه ه  س  ت  ن  د

G٢,β;λ,µ(z) =
∞∑
n=٠

µnz٢n
n! ١Ψ١


(n+ ١, ١)

λz٢−β
(٢n+ ٢,٢ − β)

 .
ان  د. ش  ده م  ح  اس  ب  ه ق  ب  لا (٩۵ . ۵) و (٩۴ . ۵) رواب  ط در y٢(x) و y١(x) و

ک  س  ری دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات ت  ق  ارن  ی ت  ح  ل  ی  ل ٢ . ۵
ج  واب از وس  ی  ع  ی دس  ت  ه ب  ه رس  ی  دن ب  رای ک  ارآم  د و م  ف  ی  د روش ی  ک ل  ی ت  ق  ارن روش ک  ه آن  ج  ای  ی از
اس  ت  ف  اده ب  ا اس  ت ش  ده آن ب  ر س  ع  ی اخ  ی  ر ه  ای ده  ه در ب  اش  د، م  ی دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات دق  ی  ق ه  ای



ک  ارب  رده  ا و ک  س  ری م  ش  ت  ق  ات ب  ا دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات ١٣۴
م  ف  اه  ی  م  ی ش  ام  ل و ص  ح  ی  ح م  رت  ب  ه م  ش  ت  ق ب  ا م  ح  اس  ب  ات از ت  ع  م  ی  م  ی ک  ه ک  س  ری م  ح  اس  ب  ات از
ع  ل  م در ب  ح  ث م  ورد ت  ب  دی  لات دی  گ  ر و لاپ  لاس ت  ب  دی  لات گ  ی  ری، ان  ت  گ  رال گ  ی  ری، م  ش  ت  ق ه  م  چ  ون
ک  س  ری م  رت  ب  ه از م  ش  ت  ق ب  ا دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات ه  ن  دس  ی ت  ح  ل  ی  ل ب  رای ن  و راه  ی اس  ت ری  اض  ی  ات
ری  اض  ی ب  ن  دی م  دل ج  م  ل  ه از ع  ل  وم ه  ای ش  اخ  ه ت  م  ام  ی در آن ک  ارب  رد ک  ه ج  ای  ی ت  ا ش  ود. ان  ج  ام
ب  رک  س  ی ال  ک  ت  روم  غ  ن  اط  ی  س  ی ام  واج و س  ی  الات ش  ارش م  ک  ان  ی  ک  ی، و دی  ن  ام  ی  ک  ی ف  رآی  ن  ده  ای ف  ی  زی  ک  ی،

.[١١ ،٧٣] ن  ی  س  ت پ  وش  ی  ده
م  رت  ب  ه از م  ش  ت  ق ب  ی  ان ب  ا ه  وپ  ی  ت  ال و ن  ی  ت  س لای  ب ت  وس  ط ک  س  ری م  رت  ب  ه از م  ش  ت  ق ای  ده ک  ه زم  ان  ی
ک  س  ری م  ق  الات ای، گ  س  ت  رده ت  ح  ق  ی  ق  ات در ب  ع  د س  ال  ه  ا ک  ه دان  س  ت ن  م  ی ک  س  ی ش  د آغ  از ن  ی  م
دی  گ  ر و ک  اپ  وت  و گ  ران  دوال، ل  ی  ووی  ل، ری  م  ان، ه  م  چ  ون ن  وی  س  ن  دگ  ان  ی ت  وس  ط زی  ادی ک  ارب  ردی و

.[۶۴ ،۶٩ ،۴٣] ش  د خ  واه  ن  د م  ع  رف  ی ع  ل  م دن  ی  ای ب  ه م  ح  ق  ق  ان
و ‐ل  ی  ووی  ل ری  م  ان ک  س  ری م  ش  ت  ق ب  ا را ل  ی ت  ق  ارن ت  ح  ل  ی  ل م  ف  ص  ل ط  ور ب  ه ب  خ  ش ای  ن در
م  ع  ادل  ه ب  رای را ب  ه  ی  ن  ه دس  ت  گ  اه س  اخ  ت  ار و ه  ا ت  ق  ارن ب  ه رس  ی  دن ن  ح  وه ک  اپ  وت  و، ک  س  ری م  ش  ت  ق
و م  ع  ادلات از دس  ت  ه ای  ن ج  واب ب  ه رس  ی  دن راه  ه  ای ادام  ه در ده  ی  م. م  ی ش  رح ک  س  ری ان  ت  ش  ار

ک  رد. خ  واه  ی  م ب  ررس  ی ٢٢را ای  ردی  ل  ی‐ک  وب  ر ع  م  ل  گ  ر از اس  ت  ف  اده ب  ا م  رت  ب  ه ک  اه  ش چ  گ  ون  گ  ی
ک  س  ری ان  ت  ش  ار خ  ط  ی غ  ی  ر م  ع  ادل  ه

Dα
t u = (f(u)ux)x + (g(u)uy)y + (h(u)uz)z. (١٠٢ . ۵)

م  رت  ب  ه از ری  م  ان‐ل  ی  ووی  ل ک  س  ری م  ش  ت  ق ∂αu
∂tα ک  ه گ  ی  ری  م م  ی ن  ظ  ر در h و g ،f م  ج  ه  ول ت  واب  ع ب  ا را

[۵٧] ت  ب  دی  لات از پ  ارام  ت  ری ی  ک گ  روه ی  ک ت  ح  ت (١٠٢ . ۵) م  ع  ادل  ه ب  اش  د. م  ی ٠ < α < ١

∂αu∗

∂t∗
=
∂αu

∂tα
+ ϵζα,t(t, x, y, z, u) +O(ε٢),

∂u∗

∂x∗
=
∂u

∂x
+ ϵζ١١ (t, x, y, z, u) +O(ε٢), t∗ = t+ ξ٠(t, x, y, z, u) +O(ε٢),

∂u∗

∂y∗
=
∂u

∂y
+ ϵζ٢١ (t, x, y, z, u) +O(ε٢), x∗ = x+ ξ١(t, x, y, z, u) +O(ε٢),

∂u∗

∂z∗
=
∂u

∂z
+ ϵζ٣١ (t, x, y, z, u) +O(ε٢), y∗ = y + ξ٢(t, x, y, z, u) +O(ε٢),

∂٢u∗
∂x∗٢ =

∂٢u
∂x٢ + ϵζ١٢(t, x, y, z, u) +O(ε٢), z∗ = z + ξ٣(t, x, y, z, u) +O(ε٢),

∂٢u∗
∂y∗٢ =

∂٢u
∂y٢ + ϵζ٢٢ (t, x, y, z, u) +O(ε٢), u∗ = u+ η(t, x, y, z, u) +O(ε٢),

∂٢u∗
∂z∗٢ =

∂٢u
∂z٢ + ϵζ٣٢ (t, x, y, z, u) +O(ε٢).

Erdelyi-Kober ٢٢



١٣۵ ک  س  ری دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات ت  ق  ارن  ی ت  ح  ل  ی  ل
ام  ت  داد ض  رای  ب ب  ا

ζ١١ = Dxη − utDxξ
٠ − uxDxξ

١ − uyDxξ
٢ − uzDxξ

٣,
ζ١٢ = Dxζ

١١ − uxtDxξ
٠ − uxxDxξ

١ − uxyDxξ
٢ − uxzDxξ

٣,
ζ٢١ = Dyη − utDyξ

٠ − uxDyξ
١ − uyDyξ

٢ − uzDyξ
٣,

ζ٢٢ = Dyζ
٢١ − uytDyξ

٠ − uyxDyξ
١ − uyyDyξ

٢ − uyzDyξ
٣, (١٠٣ . ۵)

ζ٣١ = Dzη − utDzξ
٠ − uxDzξ

١ − uyDzξ
٢ − uzDzξ

٣,
ζ٣٢ = Dzζ

٣١ − uztDzξ
٠ − uxzDzξ

١ − uyzDzξ
٢ − uzzDzξ

٣.
ζα,t = Dα

t (η − ξ٠ut − ξ١ux − ξ٢uy − ξ٣uz) + ξ٠Dα
t (ut) + ξ١Dα

t (ux) + ξ٢Dα
t (uy) + ξ٣Dα

t (uz).

ت  ع  ری  ف ب  ا ک  ام  ل م  ش  ت  ق ع  م  ل  گ  ر م  ع  رف Dz و Dy, Dx ک  ه ب  ود. خ  واه  د ن  اوردا
Dx =

∂

∂x
+ ux

∂

∂u
+ uxx

∂

∂ux
+ uxy

∂

∂uy
+ uxz

∂

∂uz
+ uxt

∂

∂ut
+ . . . ,

Dy =
∂

∂y
+ uy

∂

∂u
+ uyx

∂

∂ux
+ uyy

∂

∂uy
+ uyz

∂

∂uz
+ uyt

∂

∂ut
+ . . . ,

Dz =
∂

∂z
+ uz

∂

∂u
+ uzx

∂

∂ux
+ uzy

∂

∂uy
+ uzz

∂

∂uz
+ uzt

∂

∂ut
+ . . . . (١٠۴ . ۵)

ب  اش  ن  د. م  ی
ع  م  ل  گ  ر

X = ξ٠ ∂
∂t

+ ξ١ ∂
∂x

+ ξ٢ ∂

∂y
+ ξ٣ ∂

∂z
+ η

∂

∂u
, (١٠۵ . ۵)

گ  ی  ری م  ش  ت  ق رواب  ط از ش  ود، م  ی ش  ن  اخ  ت  ه G گ  روه م  ول  د ی  ا و ک  وچ  ک ن  ه  ای  ت ب  ی م  واد ب  ه ک  ه
ξ٠ =

dt∗

dϵ
|ϵ=٠ ξ١ =

dx∗

dϵ
|ϵ=٠ ξ٢ =

dy∗

dϵ
|ϵ=٠ ξ٣ =

dz∗

dϵ
|ϵ=٠ η =

du∗

dϵ
|ϵ=٠.

و {t∗|ϵ=٠ = t, x∗|ϵ=٠ = x, y∗|ϵ=٠ = y, z∗|ϵ=٠ = z, u∗|ϵ=٠ = u} اول  ی  ه ش  رای  ط ب  ا
آی  د. م  ی ب  دس  ت ξ٠(t, x, y, z, u)|t=٠ = ٠ ن  اوردای  ی ش  رط

X ع  م  ل  گ  ر ک  س  ری، غ  ی  ر ی  ا ک  س  ری م  ع  ادل  ه ه  ر ک  وچ  ک، ن  ه  ای  ت ب  ی ن  اوردای  ی ت  ع  ری  ف ط  ب  ق ب  ر
X ب  رداری م  ی  دان ام  ت  داد اث  ر اگ  ر ف  ق  ط و اگ  ر پ  ذی  رد م  ی ت  ب  دی  لات گ  روه ی  ک ع  ن  وان ب  ه را G گ  روه
ص  ف  ر دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه روی ب  ر ب  اش  د.) م  ی دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه م  رت  ب  ه ب  ا ب  راب  ر ام  ت  داد (م  رت  ب  ه

ی  ع  ن  ی: ش  ود،
Pr(α,٢)X (∆)|∆=٠ = ٠, ∆ = Dα

t u− (f(u)ux)x − (g(u)uy)y − (h(u)uz)z.

ف  رم ب  ه Pr(α,٢)X ع  م  ل  گ  ر
Pr(α,٢)X = X + ζα,t∂∂αt u + ζ١١∂ux + ζ١٢∂uxx + ζ٢١ ∂uy + ζ٢٢∂uyy + ζ٣١ ∂uz + ζ٣٢∂uzz .



ک  ارب  رده  ا و ک  س  ری م  ش  ت  ق  ات ب  ا دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات ١٣۶
آی  ن  د. م  ی ب  دس  ت (١٠٣ . ۵) رواب  ط از ζ٣٢ و ζ٢٢،ζ١٢،ζ٣١ ،ζ٢١ ،ζ١١ ک  ه ش  ود م  ی ت  ع  ری  ف

Pr(α,٢)X (∆) |∆=٠ = ٠ ن  اوردای  ی خ  اص  ی  ت ،(١٠٣ . ۵) م  ج  ه  ولات ش  دن م  ش  خ  ص ب  رای ادام  ه در
از: ع  ب  ارت  س  ت (١٠٢ . ۵) ک  س  ری ان  ت  ش  ار م  ع  ادل  ه ب  رای

−ζα,t + η
(
f ′′(u)u٢

x + f ′(u)uxx + g′′(u)u٢
y + g′(u)uyy + h′′(u)u٢

z + h′(u)uzz

)
+ζ١١

(٢uxf ′(u))+ ζ١٢f(u) + ζ٢١
(٢uyg′(u))+ ζ٢٢g(u) + ζ٣١

(٢uzh′(u))+ ζ٣٢h(u) = ٠.
to

(١٠٧ . ۵)
م  ش  خ  ص  ه م  ع  ادلات دس  ت  گ  اه ، (١٠۶ . ۵) ن  اوردای  ی ش  رط و (١٠٣ . ۵) ت  ع  اری  ف ک  م  ک ب  ا

ξ١
t = ξ٢

t = ξ٣
t = ξ١

u = ξ٢
u = ξ٣

u = ξ٠
t = ξ٠

x = ξ٠
y = ξ١

z = ٠,
٢fξ٣

xu + ٢f ′ξ٣
x + ٢hξ١

zu + ٢h′ξ١
z = ٠,

∞∑
n=١

∂αt ηu −Dn+١
t ξ٠ = ٠,

٢fξ٢
xu + ٢f ′ξ٢

x + ٢gξ١
yu + ٢g′ξ١

y = ٠, u∂αt ηu − ∂αt η + fηxx + gηyy + hηzz = ٠,
٢gξ٣

yu + ٢g′ξ٣
y + ٢hξ٢

zu + ٢h′ξ٢
z = ٠, fξ٠

xx + gξ٠
yy + hξ٠

zz = ٠,
٢hηzu + ٢h′ηz − fξ٣

xx − gξ٣
yy − hξ٣

zz = ٠, f ′η − ٢fξ١
x + αfξ٠

t = ٠, (١٠٨ . ۵)
٢gηyu + ٢g′ηy − fξ٢

xx − gξ٢
yy − hξ٢

zz = ٠, g′η − ٢gξ٢
y + αgξ٠

t = ٠,
٢fηxu + ٢f ′ηx − fξ١

xx − gξ١
yy − hξ١

zz = ٠, h′η − ٢hξ٣
z + αhξ٠

t = ٠,
f ′′η + f ′ηu − ٢f ′ξ١

x − ٢fξ١
xu + fηuu + αf ′ξ٠

t = ٠, fξ٢
x + gξ١

y = ٠,
g′′η + g′ηu − ٢g′ξ٢

y − ٢gξ٢
yu + gηuu + αg′ξ٠

t = ٠, fξ٣
x + hξ١

z = ٠,
h′′η + h′ηu − ٢h′ξ٣

z − ٢hξ٣
zu + hηuu + αh′ξ٠

t = ٠, gξ٣
y + hξ٢

z = ٠.

س  ه، و دو ی  ک، ح  ال  ت  ه  ای در ف  وق دس  ت  گ  اه ه  ای ج  واب ب  ن  دی دس  ت  ه ب  ا ک  ه داش  ت، خ  واه  ی  م را
ش  ون  د. م  ی م  ش  خ  ص م  ا ب  رای م  ج  ه  ولات

ص  ورت ای  ن در ب  اش  د، α ∈ (٠, ١) و دل  خ  واه f(u), g(u), h(u) ت  واب  ع ک  ن  ی  م ف  رض (١ ح  ال  ت
(١٠٩ . ۵)

ξ٠ = c١t, ξ١ =
c١α٢ x+ c٢, ξ٢ =

c١α٢ y + c٣, ξ٣ =
c١α٢ z + c۴, η = ٠.

از ۴‐ب  ع  دی ل  ی ج  ب  ر ی  ک ب  ن  اب  رای  ن ه  س  ت  ن  د. دل  خ  واه و ث  اب  ت اع  داد c۴ و c٣, c٢, c١ ک  ه
ک  وچ  ک ن  ه  ای  ت ب  ی م  ول  ده  ای

X١ =
∂

∂x
, X٢ =

∂

∂y
, X٣ =

∂

∂z
, X۴ =

٢
α
t
∂

∂t
+ x

∂

∂x
+ y

∂

∂y
+ z

∂

∂z
.(١١٠ . ۵)

ش  د. خ  واه  د ی  اف  ت  ه ک  س  ری ان  ت  ش  ار م  ع  ادل  ه ب  رای



١٣٧ ک  س  ری دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات ت  ق  ارن  ی ت  ح  ل  ی  ل
ب  ی م  ول  ده  ای از ٨‐ب  ع  دی ل  ی ج  ب  ر ی  ک ب  گ  ی  ری  م، ن  ظ  ر در f(u) = g(u) = h(u) = eu اگ  ر (٢ ح  ال  ت

ش  ک  ل ب  ه ک  وچ  ک ن  ه  ای  ت
X١ =

∂

∂x
, X٢ =

∂

∂y
, X٣ =

∂

∂z
, X۴ = x

∂

∂x
+ y

∂

∂y
+ z

∂

∂z
+ ٢ ∂

∂u
,

X۵ = y
∂

∂x
− x

∂

∂y
, X۶ = z

∂

∂x
− x

∂

∂z
,

X٧ = z
∂

∂y
− y

∂

∂z
, X٨ = t

∂

∂t
− α

∂

∂u
. (١١١ . ۵)

آی  د. م  ی ب  دس  ت (١٠٢ . ۵) م  ع  ادل  ه ب  رای
ب  ع  دی ه  ف  ت ل  ی ج  ب  ر ،f(u) = g(u) = h(u) = ua ف  رض ب  ا ن  ه  ای  ت در و (٣ ح  ال  ت

X١ =
∂

∂x
, X٢ =

∂

∂y
, X٣ =

∂

∂z
, X۴ =

٢t
α

∂

∂t
+ x

∂

∂x
+ y

∂

∂y
+ z

∂

∂z
,

X۵ = y
∂

∂x
− x

∂

∂y
, X۶ = z

∂

∂x
− x

∂

∂z
, X٧ = z

∂

∂y
− y

∂

∂z
. (١١٢ . ۵)

داش  ت. خ  واه  ی  م α ∈ (٠, ١) ب  ا ک  س  ری ان  ت  ش  ار م  ع  ادل  ه ب  رای را

ب  ه  ی  ن  ه دس  ت  گ  اه
ک  س  ری دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات م  رت  ب  ه ک  اه  ش و دق  ی  ق ه  ای ج  واب ی  اف  ت  ن م  ف  ص  ل ب  ح  ث ای  ن  ک  ه از ق  ب  ل
دس  ت  گ  اه ک  م  ک ب  ه آوری  م. م  ی ت  وض  ی  ح  ات  ی ب  ه  ی  ن  ه دس  ت  گ  اه س  اخ  ت  ار م  ورد در اب  ت  دا ک  ن  ی  م ش  روع را
ای  ن از اس  ت  ف  اده ب  ا ک  ه آن  ج  ای  ی از ک  رد. ب  ن  دی رده ال  ح  اق  ی ع  م  ل ح  د در را ه  ا ت  ق  ارن ت  وان م  ی ب  ه  ی  ن  ه
ه  ای ج  واب ل  ذا رس  ی  د، خ  ط  ی اس  ت  ق  لال خ  اص  ی  ت ب  ا ه  ا ت  ق  ارن از دس  ت  ه ی  ک ب  ه ت  وان م  ی س  اخ  ت  ار
م  ع  ادلات ب  رای ب  ه  ی  ن  ه دس  ت  گ  اه س  اخ  ت  ار از اس  ت  ف  اده ب  ا ت  وان م  ی ن  ی  ز ت  ری گ  س  ت  رده گ  روه‐ن  اوردای
ک  س  ری م  ع  ادل  ه ب  ه  ی  ن  ه دس  ت  گ  اه ب  ا راب  ط  ه در ب  ی  ش  ت  ر ت  وض  ی  ح  ات .[۴ ،۶١ ،٧٠] ک  رد پ  ی  دا ک  س  ری

اس  ت. آم  ده [۵٧] م  ق  ال  ه در ان  ت  ش  ار
ف  رم ب  ه س  ری ی  ک ص  ورت ب  ه ال  ح  اق  ی ع  م  ل  گ  ر ع  م  ل

Ad (exp(ϵXi))Xj = Xj − ϵ[Xi, Xj ] +
ϵ٢
٢ [Xi, [Xi, Xj ]]− . . . (١١٣ . ۵)

س  ری ه  م  چ  ن  ی  ن اس  ت. دل  خ  واه پ  ارام  ت  ر ی  ک ϵ و ج  اب  ج  اگ  ر ع  م  ل  گ  ر م  ع  رف [Xi, Xj ] ک  ه ب  اش  د م  ی
اس  ت. م  ع  روف ل  ی س  ری ب  ه ف  وق

ج  ب  ر ال  ح  اق  ی ن  م  ای  ش ب  گ  ی  ری  م، ن  ظ  ر در ٣ ت  ا ١ ه  ای ح  ال  ت در را ک  وچ  ک ن  ه  ای  ت ب  ی م  ول  د اگ  ر
اس  ت. ش  ده داده ن  ش  ان (٣ . ۵) ت  ا (١ . ۵) ج  داول در (١١٢ . ۵) و (١١٠ . ۵)،(١١١ . ۵) ل  ی ه  ای

ت  وان م  ی ب  گ  ی  ری  م، ن  ظ  ر در ک  ل  ی ح  ال  ت در ب  ه  ی  ن  ه دس  ت  گ  اه از ع  ض  وی V =
∑۴

i=١Xi اگ  ر ه  م  چ  ن  ی  ن
ک  ار ای  ن م  ا ک  ه ک  رد ت  ب  دی  ل ت  ری س  اده ف  رم ب  ه م  ن  اس  ب ال  ح  اق  ی ه  ای ن  گ  اش  ت و ه  ا ج  ای  گ  ذاری ب  ا را V
داده ان  ج  ام س  ه ت  ا ی  ک ح  ال  ت در (١١٢ . ۵) و (١١٠ . ۵)،(١١١ . ۵) آم  ده ب  دس  ت ه  ای ج  ب  ر ب  رای را

ای  م.



ک  ارب  رده  ا و ک  س  ری م  ش  ت  ق  ات ب  ا دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات ١٣٨
f(u), g(u), h(u) ب  رای ک  س  ری ان  ت  ش  ار م  ع  ادل  ه م  ول  ده  ای ال  ح  اق  ی ن  م  ای  ش :١ . ۵ ج  دول

دل  خ  واه

Ad[Xi,Xj] X١ X٢ X٣ X۴
X١ X١ X٢ X٣ X۴ − ϵX١
X٢ X١ X٢ X٣ X۴ − ϵX٢
X٣ X١ X٢ X٣ X۴ − ϵX٣
X۴ eϵX١ eϵX٢ eϵX٣ X۴

ب  رای ک  س  ری ان  ت  ش  ار م  ع  ادل  ه م  ول  ده  ای ال  ح  اق  ی ن  م  ای  ش :٢ . ۵ ج  دول
f(u) = g(u) = h(u) = eu

Ad[Xi,Xj] X١ X٢ X٣ X۴ X۵ X۶ X٧ X٨
X١ X١ X٢ X٣ X۴ − ϵX١ X۵ − ϵX٢ X۶ − ϵX٣ X٧ X٨
X٢ X١ X٢ X٣ X۴ − ϵX٢ X۵ − ϵX١ X۶ X٧ − ϵX٣ X٨
X٣ X١ X٢ X٣ X۴ − ϵX٣ X۵ X۶ − ϵX١ X٧ − ϵX٢ X٨
X۴ eϵX١ eϵX٢ eϵX٣ X۴ X۵ X۶ X٧ X٨
X۵ X١ cos(ϵ)−X٢ sin(ϵ) X١ sin(ϵ) +X٢ cos(ϵ) X٣ X۴ X۵ X۶ X٧ X٨
X۶ X١ cos(ϵ)−X٣ sin(ϵ) X٢ X١ sin(ϵ) +X٢ cos(ϵ) X۴ X۵ cos(ϵ)−X٧ sin(ϵ) X۶ X٧ cos(ϵ)−X۵ sin(ϵ) X٨
X٧ X١ X٢ cos(ϵ)−X٣ sin(ϵ) X٢ sin(ϵ) +X٣ cos(ϵ) X۴ X۵ cos(ϵ)−X۶ sin(ϵ) X۶ cos(ϵ) +X۵ sin(ϵ) X٧ X٨
X٨ X١ X٢ X٣ X۴ X۵ X۶ X٧ X٨

(١ ح  ال  ت ب  رای

V١ = X١, V٢ = X٢, V٣ = X٣, V۴ = X۴,
V۵ = X١ +X٢, V۶ = X١ +X٣, V٧ = X١ +X٢ +X٣.

(٢ ح  ال  ت ب  رای

V١ = X٢, V٢ = X٨, V٣ = X١ +X٢, V۴ = X١ +X٣,
V۵ = X١ +X٨, , V۶ = X٣ +X۴, V٧ = X٣ +X٨,
V٨ = X١ +X٢ +X٣, V٩ = X١ +X٢ +X٨, V١٠ = X١ +X٣ +X٨,
V١١ = X٣ +X۴ +X٨, V١٢ = X٢ +X٣ + bX۴,
V١٣ = X١ +X٢ +X٣ +X٨, V١۴ = X٢ +X٣ + bX۴ +X٨.

(٣ ح  ال  ت ب  رای

V١ = X١, V٢ = X٢, V٣ = X٣, V۴ = X١ +X٢,
V۵ = X٢ +X٣, V۶ = X٣ +X۴, V٧ = X١ +X٢ +X٣.



١٣٩ ک  س  ری دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات ت  ق  ارن  ی ت  ح  ل  ی  ل
ب  رای ک  س  ری ان  ت  ش  ار م  ع  ادل  ه م  ول  ده  ای ال  ح  اق  ی ن  م  ای  ش :٣ . ۵ ج  دول

f(u) = g(u) = h(u) = ua

Ad[Xi,Xj] X١ X٢ X٣ X۴ X۵ X۶ X٧
X١ X١ X٢ X٣ X۴ − ϵX١ X۵ − ϵX٢ X۶ − ϵX٣ X٧
X٢ X١ X٢ X٣ X۴ − ϵX٢ X۵ − ϵX١ X۶ X٧ − ϵX٣
X٣ X١ X٢ X٣ X۴ − ϵX٣ X۵ X۶ − ϵX١ X٧ − ϵX٢
X۴ eϵX١ eϵX٢ eϵX٣ X۴ X۵ X۶ X٧
X۵ X١ cos(ϵ)−X٢ sin(ϵ) X١ sin(ϵ) +X٢ cos(ϵ) X٣ X۴ X۵ X۶ X٧
X۶ X١ cos(ϵ)−X٣ sin(ϵ) X٢ X١ sin(ϵ) +X٣ cos(ϵ) X۴ X۵ cos(ϵ) +X٧ sin(ϵ) X۶ X٧ cos(ϵ)−X۶ sin(ϵ)
X٧ X١ X٢ cos(ϵ)−X٣ sin(ϵ) X٢ sin(ϵ) +X٣ cos(ϵ) X۴ X۵ cos(ϵ)−X۶ sin(ϵ) X۶ cos(ϵ) +X۵ sin(ϵ) X٧

از اس  ت  ف  اده ب  ا ک  س  ری دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات م  رت  ب  ه ک  اه  ش ٢ . ١ . ۵
ک  وب  ر ع  م  ل  گ  ر

دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه ی  ک از دق  ی  ق  ی ج  واب ب  ه رس  ی  دن ج  ای ب  ه م  وارد ب  رخ  ی در
ادام  ه در ب  ود. خ  واه  ی  م دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه آن م  رت  ب  ه ک  اه  ش ب  ه ق  ادر ک  س  ری،
ک  اه  ش ی ن  ح  وه آن، خ  واص ب  ا آش  ن  ای  ی و ای  ردی  ل  ی‐ک  وب  ر ع  م  ل  گ  ر ت  ع  ری  ف ب  ا

ک  رد. خ  واه  ی  م ب  ررس  ی م  ث  ال ارائ  ه ب  ا را ک  س  ری دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات م  رت  ب  ه

ت  ع  ری  ف ب  ا ،[۴۴] α م  رت  ب  ه از P τ,αβ ای  ردی  ل  ی‐ک  وب  ر ک  س  ری دی  ف  ران  س  ی  ل ع  م  ل  گ  ر .٢ . ١ . ۵ ت  ذک  ر
(
P τ,αβ g

)
:=

n−١∏
j=٠

(
τ + j − ١

β
θ
d

dθ

)(
Kτ+α,n−α
β g

)
(θ),

n =

 [α] + ١ α /∈ N

α α ∈ N,

ک  ه ب  اش  د م  ی
(
Kτ,α
β g

)
:=


١

Γ(α)

∫ ∞

١ (u− ١)α−١u−(τ+α)g(θu
١
β )du α > ٠,

g(θ) α = ٠.
(١١۴ . ۵)

خ  اص  ی  ت ب  ا ای  ردی  ل  ی‐ک  وب  ر ک  س  ری ان  ت  گ  رال ع  م  ل  گ  ر
∂n

∂tn

[
tχ(Kτ,n−α

β g)
]
(θ) =

tχ−n
n−١∏
j=٠

(
χ− n+ ١ + j + aθ

d

dθ

)(
Kχ−n+α+١,n−α
β g

)
(θ)

= tχ−n
(
Pχ−n+١,α
β (θ)

)
. (١١۵ . ۵)

t
∂

∂t
g(θ) = aθ

d

dθ
g(θ), θ = xta.



ک  ارب  رده  ا و ک  س  ری م  ش  ت  ق  ات ب  ا دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات ١۴٠
ب  ود. خ  واه  د

ک  س  ری ان  ت  ش  ار م  ع  ادل  ه از دوم ح  ال  ت در V۵ = X١ +X٨ ت  ق  ارن گ  رف  ت  ن ن  ظ  ر در ب  ا .٢ . ٢ . ۵ م  ث  ال
م  ش  خ  ص  ه م  ع  ادلات از گ  ی  ری ان  ت  گ  رال و ،(١٠٢ . ۵)

dx

١ =
dt

t
=

du

−α
,

ج  واب ب  ه
u = ln t−α + k(ξ), ξ = te−x. (١١۶ . ۵)

ق  ض  ی  ه ط  ی ای  ردی  ل  ی‐ک  وب  ر، ع  م  ل  گ  ر ت  ع  ری  ف از اس  ت  ف  اده ب  ا رس  ی  د. خ  واه  ی  م (١٠٢ . ۵) م  ع  ادل  ه ب  رای
.[۵٧] داد خ  واه  ی  م ک  اه  ش ت  ر پ  ای  ی  ن م  رت  ب  ه ب  ه (۵ . ١٠٢)را ک  س  ری ان  ت  ش  ار م  ع  ادل  ه ای

م  ع  ادل  ه ب  ه را (١٠٢ . ۵) ک  س  ری م  ع  ادل  ه (١١۶ . ۵) ت  ب  دی  ل .٢ . ٣ . ۵ ق  ض  ی  ه
−α

Γ(n− α)
(ln t+ ψ(١)− ψ(١ − α)) +

(
P ١−α,α
−١ g

)
(ξ) = ξek

(
ξk′

٢
+ k′ + ξk′′

)
. (١١٧ . ۵)

ده  د. م  ی ک  اه  ش
ک  س  ری م  ش  ت  ق ت  ع  ری  ف ط  ب  ق ب  ر ،n = ١,٢,٣, . . . ک  ه ،n − α < α < n ک  ن  ی  م ف  رض اث  ب  ات:

داری  م: ری  م  ان‐ل  ی  ووی  ل
∂αu

∂tα
=

∂

∂tn
١

Γ(n− α)

∫ t

٠ (t− s)n−α−١ (ln s−α + k(se−x)ds
)

=
∂

∂tn
−α

Γ(n− α)

∫ t

٠
(t− s)n−α−١ln sds+ ∂

∂tn
١

Γ(n− α)

∫ t

٠
(t− s)n−α−١k(se−x)ds

= −α
[
∂α

∂tα
ln t

]
+A

= −α
[

t−α

Γ(١ − α)
(ln t+ ψ(١)− ψ(١ − α))

]
+A, (١١٨ . ۵)

ص  ورت ب  ه A م  ق  دار ن  ی  ز ds = − t
ν٢dν و ν = t

s م  ت  ع  ی  ره  ای ت  غ  ی  ی  ر ب  ا
A =

∂

∂tn
١

Γ(n− α)

∫ ∞

١
tn−αν−(n−α+١)(ν − ١)n−α−١k(ξν−١)dν

=
∂

∂tn

[
tn−α

(
K١,n−α

−١
)
(ξ)
]
= t−α

n−١∏
j=٠

(
١ − α+ j + ξ

d

dξ

)(
K١,n−α

−١ g
)
(ξ)

= t−α
(
P ١−α,α
−١ g

)
(ξ), (١١٩ . ۵)

ب  ن  اب  رای  ن آی  د. م  ی ب  دس  ت
∂αu

∂tα
= t−α

[
−α

Γ(١ − α)
(ln t+ ψ(١)− ψ(١ − α)) +

(
P ١−α,α
−١ g

)
(ξ)

]
. (١٢٠ . ۵)

داری  م: (١٠٢ . ۵) م  ع  ادل  ه در u = ln t−α + k(te−x) ج  واب ج  ای  گ  ذاری ب  ا ط  رف  ی از
∂αu

∂tα
= euux

٢ + euuxx = t١−αe−xek
[
te−xk′

٢
+ k′ + te−xk′′

]



١۴١ ک  س  ری دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات ت  ق  ارن  ی ت  ح  ل  ی  ل
= ξt−αek

(
ξk′

٢
+ k′ + ξk′′

)
. (١٢١ . ۵)

(١١٧ . ۵) ک  س  ری م  ع  م  ول  ی دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه ب  ه (١٠٢ . ۵) ک  س  ری ان  ت  ش  ار م  ع  ادل  ه ب  ن  اب  رای  ن
ی  اب  د. م  ی ک  اه  ش

م  ی گ  ام  ا ت  اب  ع ل  گ  اری  ت  م  ی م  ش  ت  ق ه  م  ان ی  ا ٢٣ دی  گ  ام  ا ت  اب  ع ψ(x) ای  ن  ج  ا در ک  ه اس  ت ذک  ر ب  ه لازم
ب  اش  د.

k(t) = دل  خ  واه ت  واب  ع ب  ا V۴ = X١ + X٣ و V٣ = X١ + X٢ ه  ای ت  ق  ارن ب  رای •
ت  ر پ  ای  ی  ن م  رت  ب  ه م  ع  ادلات ب  ه را (١٠٢ . ۵) ک  س  ری ان  ت  ش  ار م  ع  ادل  ه ،tb, ebt, ln t, tβ−١ ln t
ح  ل ب  ا اس  ت ب  دی  ه  ی ای  م. آورده (۵ . ۵) و (۴ . ۵) ج  دول  ه  ای در را ن  ت  ای  ج و داده ک  اه  ش
م  ی دوم م  رت  ب  ه م  ع  م  ول  ی دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات ک  ه (۵ . ۵) ج  دول در ی  اف  ت  ه ک  اه  ش م  ع  ادلات
ش  دن م  ش  خ  ص ب  ا ب  ن  اب  رای  ن اس  ت. م  ح  اس  ب  ه ق  اب  ل (p = p(z)) , p = p(y) م  ج  ه  ول ت  اب  ع ب  اش  ن  د

آی  د. م  ی ب  دس  ت (۴ . ۵) ج  دول در (u = G(t, z)) , u = G(t, y) ع  م  وم  ی ج  واب p ت  اب  ع
V۴ و V٣ ه  ای ت  ق  ارن م  ش  خ  ص  ه م  ع  ادلات و ع  م  وم  ی ج  واب :۴ . ۵ ج  دول

Vi م  ش  خ  ص  ه م  ع  ادلات ع  م  وم  ی ج  واب
X١ +X٢ dx١ = dy١ u = G(t, z) = k(t)p(z)

X١ +X٣ dx١ = dz١ u = G(t, y) = k(t)p(y)

V۴ و V٣ ه  ای ت  ق  ارن ت  ح  ت ی  اف  ت  ه ک  اه  ش م  ع  ادلات :۵ . ۵ ج  دول

k(t) ی  اف  ت  ه ک  اه  ش م  ع  ادل  ه
tb Γ(b+١)

Γ(b+١−α)tαp = et
bp
(
tbp′٢ + p′′

)
ln t t−α

Γ(١−α) (ln t+ ψ(١)− ψ(١ − α)) = tp ln t
(
ln tp′٢ + p′′

)
ebt ٠

tβ−١ ln t Γ(β)
Γ(β−α)t

β (ln t− ψ(β)− ψ(β − α)) = tt
β−١p ln t

(
ln tβ−١p′٢ + p′′

)

digamma٢٣

ψ(x) =
d

dx
ln (Γ(x)) =

Γ
′(x)

Γ(x)
,

ψ(n, x) =
dnψ(x)

dxn
, ψ(١) = ψ(٠, ١) = −γ.

اس  ت ش  ده گ  رف  ت  ه گ  ام  ا ی  ون  ان  ی ک  وچ  ک ح  رف از ن  م  اد ای  ن و ب  وده اوی  ل  ر ث  اب  ت γ ک  ه
ده  د م  ی ن  ش  ان را ط  ب  ی  ع  ی ل  گ  اری  ت  م و ه  ارم  ون  ی  ک س  ری ب  ی  ن م  ح  دود اخ  ت  لاف و

.γ = lim
n 7−→∞

(
− lnn+

∑n
k=١ ١

k

)
=
∫∞

١
(

−١
x + ١

[x]

)
dx



ک  ارب  رده  ا و ک  س  ری م  ش  ت  ق  ات ب  ا دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات ١۴٢
V١٣ = X١ +X٢ +X٣ +X٨ و V١٠ = X١ +X٣ +X٨ ه  ای ت  ق  ارن ت  وس  ط (١٠٢ . ۵) م  ع  ادل  ه •

ک  س  ری م  رت  ب  ه ب  ا دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات ب  ه ای  ردی  ل  ی‐ک  وب  ر ع  م  ل  گ  ر ت  ع  ری  ف و
α

Γ(١ − α)
(ln t+ ψ(١)− ψ(١ − α)) + P ١−α,α

−١ (ξ١, ξ٢) = ek
٢∑
i=١

[
ξi

٢(kξi٢ + kξiξi) + ξikξi

]
و

−α
Γ(١ − α)

(ln t+ ψ(١)− ψ(١ − α)) + P ١−α,α
−١ (ξ١, ξ٢, ξ٣) = ek

٣∑
i=١

[
ξi

٢(kξi٢ + kξiξi) + ξikξi

]

ج  دول در ه  ا ت  ق  ارن ای  ن از ع  م  وم  ی ه  ای ج  واب و م  ش  خ  ص  ه م  ع  ادلات ش  ود. م  ی ت  ب  دی  ل
ان  د. ش  ده م  ح  اس  ب  ه (۶ . ۵)

V١٣ و V١٠ ه  ای ت  ق  ارن م  ش  خ  ص  ه م  ع  ادلات و ع  م  وم  ی ج  واب :۶ . ۵ ج  دول

Vi م  ش  خ  ص  ه م  ع  ادلات ع  م  وم  ی ج  واب
V١٠ dx١ = dt١ = dz١ = du

−α u = −α ln t+ k(ξ١, ξ٢), ξ١ = te−x, ξ٢ = te−z

V١٣ dx١ = dy١ = dz١ = dt
t
= du

−α u = −α ln t+ k(ξ١, ξ٢, ξ٣), ξ١ = te−x, ξ٢ = te−y, ξ٣ = te−z

ت  واب  ع ت  ح  ت س  وم، ح  ال  ت در V۵ = X٢ +X٣ و V۶ = X٣ +X۴ ،V٢ = X٢ ه  ای ت  ق  ارن •
م  ت  ف  اوت  ی ک  س  ری م  رت  ب  ه ب  ا دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات ب  ه p(t) = tb, ln t, ebt, tβ−١ ln t دل  خ  واه
خ  لاص  ه ط  ور ب  ه (١٠ . ۵) و (٩ . ۵)،(٨ . ۵)،(٧ . ۵) ج  داول در ن  ت  ای  ج ک  ه ی  اب  ن  د م  ی ک  اه  ش

اس  ت. ش  ده آورده

V۶ V۵و و V٢ ه  ای ت  ق  ارن م  ش  خ  ص  ه م  ع  ادلات و ع  م  وم  ی ج  واب :٧ . ۵ ج  دول

Vi م  ش  خ  ص  ه م  ع  ادلات ع  م  وم  ی ج  واب
V٢ dy١ = dϵ u = G(t, x, z) = p(t)k(x, z)

V۵ dy١ = dz١ u = G(t, x) = p(t)k(x)

V۶ dx
x
= dy

y
= dz١+z = du٢ u = p(t) + ٢ ln (١ + z)xy

[۴۵] ٢۴ ای ب  رگ  ر‐اس  ت  وان  ه ک  س  ری دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه داری  م ق  ص  د م  ث  ال ای  ن در .۴ . ٢ . ۵ م  ث  ال
F = Dα

t w + bwwx − a

(١
x
wx + wxx −

w

x٢
)

= ٠. (١٢٢ . ۵)
ده  ی  م. م  رت  ب  ه ک  اه  ش ت  ر پ  ای  ی  ن م  رت  ب  ه ب  ا ک  س  ری دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه ی  ک ب  ه را

Burgers٢۴



١۴٣ ک  س  ری دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات ت  ق  ارن  ی ت  ح  ل  ی  ل
V٢ = X٢ ت  ق  ارن ت  ح  ت ی  اف  ت  ه ک  اه  ش م  ع  ادلات :٨ . ۵ ج  دول

p(t) ی  اف  ت  ه ک  اه  ش م  ع  ادلات
tb Γ(b+١)

Γ(b+١−α)k(x, z) = tba−α
[
aka−١(kx٢ + kz

٢) + ka(kxx + kzz)
]

ln t t−α

Γ(١−α)
(
ln t− ψ(١)− ψ(١ − α)

)
k(x, z) = (ln t)a+١ [aka−١(kx٢ + kz

٢) + ka(kxx + kzz)
]

ebt kt−αE٢,١−α(bt٢) = (ebt)a+١ [aka−١(kx٢ + kz
٢) + ka(kxx + kzz)

]
tβ−١ ln t Γ(β)

Γ(β−α) (ln t− ψ(β)− ψ(β − α)) k(x, z) = ta(β−١)+α(ln t)a+١ [aka−١(kx٢ + kz
٢) + ka(kxx + kzz)

]

V۵ = X٢ +X٣ ت  ق  ارن ت  ح  ت ی  اف  ت  ه ک  اه  ش م  ع  ادلات :٩ . ۵ ج  دول

p(t) ی  اف  ت  ه ک  اه  ش م  ع  ادلات
tb Γ(b+١)

Γ(b+١−α)tαk(x) = (tb)aka−١(akx٢ + kkxx)

ln t t−α

Γ(١−α)
(
ln t− ψ(١)− ψ(١ − α)

)
k(x) = (ln t)a+١ka−١ [akx٢ + kkxx

]
ebt kt−αE١,١−α(bt٢) = (ebt)a+١ka−١ [akx٢ + kkxx

]
tβ−١ ln t Γ(β)

Γ(β−α)

(
ln t− ψ(β)− ψ(β − α)

)
k(x) = (ln t)a+١ka−١ta(β−١)+α [akx٢ + kkxx

]

V۶ = X٣ +X۴ ت  ق  ارن ت  ح  ت ی  اف  ت  ه ک  اه  ش م  ع  ادل  ه :١٠ . ۵ ج  دول

p(t) ی  اف  ت  ه ک  اه  ش م  ع  ادلات
k(t) t−α

(
P ١−α,α
−١ k

)
(t) = −( ٢

x٢ + ٢
y٢ + ٢

z٢ ) + ٢a(٢ ln((١ + z)xy) + k(t)a−١( ١
x
+ ١

y
+ ١

z
)

ب  دس  ت را (١٢٢ . ۵) م  ع  ادل  ه ب  ا م  ت  ن  اظ  ر ل  ی ج  ب  ر ل  ی، ت  ق  ارن روش از اس  ت  ف  اده ب  ا اس  ت لازم اب  ت  دا
.[١٨ ،١٩] آوری  م

ت  ب  دی  لات از پ  ارام  ت  ری ی  ک گ  روه ت  ح  ت (١٢٢ . ۵) ک  س  ری م  ع  ادل  ه
∂αw∗

∂t∗
=
∂αw

∂tα
+ ϵηα,t(t, x, w) +O(ε٢), w∗ = w + η(t, x, w) +O(ε٢),

∂w∗

∂x∗
=
∂w

∂x
+ ϵζ١(t, x, w) +O(ε٢), t∗ = t+ ξ٠(t, x, w) +O(ε٢),

∂٢w∗

∂x∗٢ =
∂٢w
∂x٢ + ϵζ٢(t, x, w) +O(ε٢), x∗ = x+ ξ١(t, x, w) +O(ε٢).

(١٢٣ . ۵)

ام  ت  داد ض  رای  ب ب  ا

ζ١ = Dxη − wtDxξ
٠ − wxDxξ

١,
ζ٢ = Dxζ١ − wxtDxξ

٠ − wxxDxξ
١, (١٢۴ . ۵)

ηα,t = Dα
t (η − ξ١wx − ξ٠wt) + ξ١Dα

t (wx) + ξ٠Dα
t (wt).



ک  ارب  رده  ا و ک  س  ری م  ش  ت  ق  ات ب  ا دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات ١۴۴
اگ  ر ب  اش  د. م  ی ن  اوردا

X = ξ٠ ∂
∂t

+ ξ١ ∂
∂x

+ η
∂

∂w
. (١٢۵ . ۵)

ن  ه  ای  ت ب  ی ن  اوردای  ی ش  رط ط  ب  ق ب  گ  ی  ری  م، ن  ظ  ر در (١٢٢ . ۵) م  ع  ادل  ه ب  رای ت  ق  ارن  ی م  ول  د ی  ک
داری  م: ک  وچ  ک

Pr(α,٢)X(F )|F=٠ =
(
X + ηα,t∂∂αt w + ζ١∂wx + ζ٢∂wxx

)
(F )|F=٠

= ηα,t +

(
a

x٢wx −
٢a
x٣w

)
ξ١ +

(
bwx +

a

x٢
)
η

+
(
bw − a

x

)
ζ١ − aζ٢ = ٠. (١٢۶ . ۵)

دوب  ع  دی ل  ی ج  ب  ر (١٢۶ . ۵) ح  ل ب  ا
X١ = αx

∂

∂x
+ ٢t ∂

∂t
− αw

∂

∂w
,

X٢ = b
∂

∂x
+

a

x٢
∂

∂w
.

آی  د. م  ی ب  دس  ت (١٢٢ . ۵) ک  س  ری دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه ب  رای
ف  رم ب  ه آن ن  ظ  ی  ر م  ش  خ  ص  ه م  ع  ادل  ه و X١ = αx ∂

∂x + ٢t ∂∂t − αw ∂
∂w ت  ق  ارن گ  رف  ت  ن ن  ظ  ر در ب  ا

dx

αx
=
dt

٢t =
dw

−αw
, (١٢٧ . ۵)

ص  ورت ب  ه را (١٢٢ . ۵) ب  رگ  ر ک  س  ری م  ع  ادل  ه ع  م  وم  ی ج  واب
w = t

−α٢ g(µ), µ = xt
−α٢ . (١٢٨ . ۵)

داش  ت. خ  واه  ی  م
از اس  ت  ف  اده ب  ا ه  م  چ  ن  ی  ن (ds = − t

ν٢dν
) ،ν = t

s و n = ١,٢,٣, . . . ،n− α < α < n ف  رض ب  ا
داری  م: ری  م  ان‐ل  ی  ووی  ل ک  س  ری م  ش  ت  ق ت  ع  ری  ف

∂αw

∂tα
=

∂n

∂tn
١

Γ(n− α)

∫ t

٠ (t− s)n−α−١s−α٢
(
g(xs

−α٢ )ds
)

=
∂n

∂tn
١

Γ(n− α)

∫ ∞

١ tn−
٣α٢ ν−(n−α+١−α٢ )(ν − ١)n−α−١g(µν α٢ )dν

=
∂n

∂tn

[
tn−

٣α٢
(
K

١−α٢ ,n−α٢
α

g

)
(µ)

]
= t−

٣α٢
(
P

١− ٣α٢ ,α٢
α

g

)
(µ). (١٢٩ . ۵)

داش  ت: خ  واه  ی  م (١٢٢ . ۵) م  ع  ادل  ه ت  س  اوی راس  ت س  م  ت در w = g(xt
−α٢ ) ج  ای  گ  ذاری ب  ا ط  رف  ی از

∂αw

∂tα
= t−

α٢
[
t−αbgg

′
+ a

(١
x
t−

α٢ g′
+ t−αg

′′ − ١
x٢ g

)]
, (١٣٠ . ۵)

دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه ب  ه (١٢٢ . ۵) ب  رگ  ر ک  س  ری م  ع  ادل  ه و(۵ . ١٣٠) (١٢٩ . ۵) رواب  ط م  ق  ای  س  ه ب  ا
)ک  س  ری

P
١− ٣α٢ ,α٢
α

g

)
(µ) = bgg

′
+

a

µ٢
(
µg

′
+ µ٢g′′ − g

)
. (١٣١ . ۵)

ی  اب  د. م  ی ک  اه  ش



١۴۵ ک  س  ری دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات ت  ق  ارن  ی ت  ح  ل  ی  ل
[٢۴] ٢۵ ف  وک  ر‐پ  لان  ک ک  س  ری م  ع  ادل  ه .۵ . ٢ . ۵ م  ث  ال

Dα
t u− ١

٢a٢uxx − bu− bxux = ٠. (١٣٢ . ۵)
ب  ه ک  وچ  ک ن  ه  ای  ت ب  ی ت  ب  دی  لات از پ  ارام  ت  ری ی  ک گ  روه ی  ک دارای ،a, b دل  خ  واه و ث  اب  ت ض  رای  ب ب  ا

ف  رم
t̃ −→ t+ εξ٠(t, x, u) + o(ε), x̃ −→ x+ εξ١(t, x, u) + o(ε), ũ −→ u+ εη(t, x, u) + o(ε).

گ  ی  ری  م. م  ی ن  ظ  ر در را اس  ت، گ  روه پ  ارام  ت  ر ε ک  ه
ک  ه م  ی ک  ن  د ت  وص  ی  ف ذره ای ب  رای را س  رع  ت اح  ت  م  ال چ  گ  ال  ی ت  اب  ع زم  ان  ی ت  ک  ام  ل م  ع  ادل  ه ای  ن
ب  راون  ی ح  رک  ت ت  وص  ی  ف ب  رای م  ع  ادل  ه ای  ن دارد. ق  رار ک  ات  وره ای ن  ی  روه  ای و پ  س  ار ن  ی  روی ت  أث  ی  ر ت  ح  ت
پ  ی  ش ران ج  م  ل  ه ه  ای ن  ظ  رگ  رف  ت  ن در ب  ا ب  ع  د، ی  ک در ف  وک  ر‐پ  لان  ک م  ع  ادل  ۀ ج  واب و م  ی رود ک  ار ب  ه
س  رع  ت روی ک  ه اس  ت دی  راک دل  ت  ای ت  اب  ع ی  ک ذره س  رع  ت ت  وزی  ع ب  رای اول  ی  ه ش  رای  ط واپ  خ  ش و
س  رع  ت س  م  ت ب  ه و م  ی ش  ود پ  ه  ن ذره س  رع  ت ت  وزی  ع زم  ان ط  ول در اس  ت. گ  رف  ت  ه ق  رار غ  ی  رص  ف  ر
ت  ح  ل  ی  ل ک  م  ک ب  ا اب  ت  دا م  ع  ادل  ه ای  ن از دق  ی  ق  ی ه  ای ج  واب ب  ه رس  ی  دن ب  رای م  ی ک  ن  د. ح  رک  ت ص  ف  ر

آوری  م. م  ی ب  دس  ت را ک  س  ری ت  ب  دی  لات از پ  ارام  ت  ری ی  ک ل  ی گ  روه از ح  اص  ل ل  ی ج  ب  ر ت  ق  ارن  ی
ک  وچ  ک ن  ه  ای  ت ب  ی م  ول  د

X = ξ٠(t, x, u) ∂
∂t

+ ξ١(t, x, u) ∂
∂x

+ η(t, x, u)
∂

∂u
, (١٣٣ . ۵)

خ  واص ب  ا
ξ٠ =

dt̃

dε
|ε=٠, ξ١ =

dx̃

dε
|ε=٠, η =

dũ

dε
|ε=٠ .

ص  ورت ب  ه راح  ت  ی ب  ه (١٣٢ . ۵) ک  س  ری م  ع  ادل  ه ب  رای ک  وچ  ک ن  ه  ای  ت ب  ی ن  اوردای  ی ش  رط اع  م  ال و
X١ = ٢ta٢ ∂

∂t
+ αxa٢ ∂

∂x
+ (αua٢ − ua٢ − αbux٢) ∂

∂u
,

X٢ = a٢ ∂

∂x
− bxu

∂

∂u
, X٣ = u

∂

∂u
, X∞ = F۵(x, t)

∂

∂u
. (١٣۴ . ۵)

ب  ود. خ  واه  ن  د م  ح  اس  ب  ه ق  اب  ل
م  ش  خ  ص  ه م  ع  ادل  ه و X٢ = a٢ ∂

∂x − bxu ∂
∂u ت  ق  ارن گ  رف  ت  ن ن  ظ  ر در ب  ا

dx

a٢ =
du

−bxu
,

آی  د. م  ی ب  دس  ت پ  لان  ک ف  وک  ر‐ ک  س  ری م  ع  ادل  ه ب  رای u = exp
(

−b٢a٢x٢) g(t) ع  م  وم  ی ج  واب
ت  واب  ع ج  ای  گ  ذاری ب  ا ک  ه

ux =
−b
a٢ x exp

(
−b
٢a٢x٢

)
g(t), uxx =

(−b
a٢ +

b٢x٢
a۴

)
exp

(
−b
٢a٢x٢

)
g(t).

Fokker-Planck٢۵



ک  ارب  رده  ا و ک  س  ری م  ش  ت  ق  ات ب  ا دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات ١۴۶
م  ش  ت  ق ب  ا م  ع  م  ول  ی دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه ب  ه ف  وک  ر‐پ  لان  ک ک  س  ری م  ع  ادل  ه ،(١٣٢ . ۵) م  ع  ادل  ه در

ف  رم ب  ه α ک  س  ری

∂αg(t)

dtα
= (

b

٢ − b٢x٢
٢a٢ )g(t) (١٣۵ . ۵)

.[٢۴] ی  اب  د م  ی ک  اه  ش

ک  س  ری دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات ه  ای ج  واب ٢ . ٢ . ۵
دغ  دغ  ه دق  ی  ق و ت  ح  ل  ی  ل  ی ج  واب ی  ک ی  اف  ت  ن ک  س  ری، م  رت  ب  ه از دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات ب  ا م  واج  ه  ه در
ش  ام  ل م  ع  ادلات از دس  ت  ه ای  ن اگ  ر ک  ه ج  ای  ی ت  ا اس  ت. ب  وده م  ح  ق  ق  ان و ن  وی  س  ن  دگ  ان از ب  س  ی  اری
زی  ادی ع  ددی روش  ه  ای و ن  ب  وده ای س  اده ک  ار دق  ی  ق ج  واب  ی ب  ه رس  ی  دن ب  اش  ن  د غ  ی  رخ  ط  ی ج  م  لات
م  وج  ک ک  س  ری ح  س  اب م  ب  ح  ث از اس  ت  ف  اده ب  ا ک  س  ری م  رت  ب  ه از ع  م  ل  ی  ات  ی م  ات  ری  س روش ه  م  چ  ون
ب  ی ت  واب  ع از اس  ت  ف  اده ب  ا ب  ه  ی  ن  ه ک  ن  ت  رل روش م  وج  ک، ان  ت  گ  رال  ی ع  م  ل  گ  ر ه  ای م  ات  ری  س روش ه  ا،
روی ب  ر ارزش  م  ن  د ه  ای روش دی  گ  ر و لاپ  لاس ت  ج  زی  ه روش ت  او، ط  ی  ف  ی روش چ  ب  ی  ش  ف، و اس  پ  لای  ن
و دق  ی  ق ه  ای ج  واب ه  ا روش ای  ن از ی  ک ه  ی  چ ول  ی ان  د. ش  ده م  ط  ال  ع  ه م  ع  ادلات از دس  ت  ه ای  ن
م  ع  رف  ی ب  ه رس  ال  ه از ب  خ  ش ای  ن در ده  د. ن  م  ی ن  ت  ی  ج  ه ک  س  ری دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات ب  رای را ت  ح  ل  ی  ل  ی
ف  ض  ای زی  ر روش ک  س  ری، دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات ب  رای ل  ی ت  ق  ارن ت  ح  ل  ی  ل روش ه  م  چ  ون روش  ه  ای  ی
م  ع  ادلات از دق  ی  ق  ی ه  ای ج  واب ه  ا روش ای  ن ار ی  ک ه  ر ک  ه پ  ردازی  م م  ی م  ش  خ  ص  ه روش و ن  اوردا

ک  ن  ن  د. م  ی ارائ  ه ک  س  ری

ل  ی ه  ای ت  ق  ارن از اس  ت  ف  اده ب  ا ک  س  ری دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات ه  ای ج  واب
م  ع  ادلات ب  رای ج  واب ب  ه رس  ی  دن ه  ای راه از ی  ک  ی ش  د گ  ف  ت  ه ک  ه ط  ور ه  م  ان
ه  ای ت  ق  ارن از اس  ت  ف  اده ک  س  ری، غ  ی  ر ی  ا ک  س  ری از اع  م دی  ف  ران  س  ی  ل
ق  ب  ل اس  ت لازم پ  س ب  اش  د. م  ی ل  ی گ  روه  ی ت  ح  ل  ی  ل روش در آم  ده ب  دس  ت
ب  ررس  ی را م  ع  ادل  ه ی  ک از دق  ی  ق ه  ای ج  واب ب  ه رس  ی  دن ن  ح  وه آن  ک  ه از

ب  ی  اب  ی  م. را ب  ح  ث م  ورد م  ع  ادل  ه ب  ا م  ت  ن  اظ  ر ل  ی ج  ب  ر و ت  ق  ارن گ  روه اب  ت  دا ک  ن  ی  م

.[۴٧] گ  ی  ری  م م  ی ن  ظ  ر در را α ک  س  ری م  رت  ب  ه م  ش  ت  ق ب  ا خ  ط  ی غ  ی  ر ش  رودی  ن  گ  ر م  ع  ادل  ه .۶ . ٢ . ۵ م  ث  ال

iDα
t u+ uxx + uyy + f(u)u = ٠, (١٣۶ . ۵)



١۴٧ ک  س  ری دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات ت  ق  ارن  ی ت  ح  ل  ی  ل
ت  ب  دی  لات از پ  ارام  ت  ری ی  ک گ  روه ت  ح  ت (١٣۶ . ۵) م  ع  ادل  ه

∂αu∗

∂t∗
=
∂αu

∂tα
+ ϵηα,t(t, x, y, u) +O(ε٢),

∂u∗

∂x∗
=
∂u

∂x
+ ϵζ١١ (t, x, y, u) +O(ε٢), t∗ = t+ ξ٠(t, x, y, u) +O(ε٢),

∂u∗

∂y∗
=
∂u

∂y
+ ϵζ٢١ (t, x, y, u) +O(ε٢), x∗ = x+ ξ١(t, x, y, u) +O(ε٢),

∂٢u∗
∂x∗٢ =

∂٢u
∂x٢ + ϵζ١٢(t, x, y, u) +O(ε٢), y∗ = y + ξ٣(t, x, y, u) +O(ε٢),

∂٢u∗
∂y∗٢ =

∂٢u
∂y٢ + ϵζ٢٢ (t, x, y, u) +O(ε٢), u∗ = u+ η(t, x, y, u) +O(ε٢).

(١٣٧ . ۵)
اس  ت. ن  اوردا

ط  ور ب  ه (١٠۴ . ۵) در Dx, Dy ک  ام  ل م  ش  ت  ق ع  م  ل  گ  ر و (١٠٣ . ۵) راب  ط  ه در ζ٢٢ و ζ١١ , ζ١٢, ζ٢١ رواب  ط
ش  ون  د. م  ی ت  ع  ری  ف م  ش  اب  ه

اگ  ر
X = ξ٠ ∂

∂t
+ ξ١ ∂

∂x
+ ξ٢ ∂

∂y
+ η

∂

∂u
. (١٣٨ . ۵)

ح  ل ب  ا ای  ن  ص  ورت در ب  اش  د (١٣۶ . ۵) ک  س  ری ش  رودی  ن  گ  ر م  ع  ادل  ه ب  رای ک  وچ  ک ن  ه  ای  ت ب  ی م  ول  د
ن  اوردای  ی ش  رط

Pr(α,٢)X (∆) |∆=٠ =
(
X + ηα,t∂∂αt u + ζ١١∂ux + ζ١٢∂uxx + ζ٢١ ∂uy + ζ٢٢∂uyy

)
(∆) |∆=٠

= iηα,t + ηxx + ηyy + η(uf ′(u) + f(u)) = ٠, (١٣٩ . ۵)
م  ش  خ  ص  ه دس  ت  گ  اه ب  ه

ξ١
t = ξ٢

t = ξ٠
u = ξ١

u = ξ٢
u = ξ٠

x = ξ٠
y = ηuu = ٠,

αξ٠
t − ٢ξ١

x = ٠, αξ٠
t − ٢ξ٢

y = ٠, ξ٢
x + ξ١

y = ٠, (١۴٠ . ۵)
٢ηxu − ξ١

xx − ξ١
yy = ٠, ٢ηyu − ξ٢

xx − ξ٢
yy = ٠,

(
α

١
)
ηtu −

(
α

٢
)
ξ٠
tt = ٠,

η(uf ′(u) + f(u)) + i∂αt η − ηuuf(u) + αξ٠
t uf(u)− iu∂αt ηu + ηxx + ηyy = ٠.

α ∈ (٠, ١] و f(u) دل  خ  واه ت  اب  ع ب  رای ف  وق دس  ت  گ  اه ه  ای ج  واب ب  ن  دی ط  ب  ق  ه ب  ا ک  ه رس  ی  د. خ  واه  ی  م
ش  ک  ل ب  ه ب  ع  دی (۵ +∞) ل  ی ج  ب  ر ی  ک ت  وان م  ی

X١ =
∂

∂x
, X٢ =

∂

∂y
, X٣ = t

∂

∂t
+
α

٢x
∂

∂x
+
α

٢y
∂

∂y
,

X۴ = y
∂

∂x
− x

∂

∂y
, X۵ = F٣(y)u

∂

∂u
, X∞ = F٢(t, x, y)

∂

∂u
. (١۴١ . ۵)



ک  ارب  رده  ا و ک  س  ری م  ش  ت  ق  ات ب  ا دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات ١۴٨
آورد. ب  دس  ت (١٣۶ . ۵) ش  رودی  ن  گ  ر ک  س  ری م  ع  ادل  ه ب  رای

ل  ی ج  ب  ر ت  وان م  ی ش  د، گ  ف  ت  ه (٢ + α) ب  ع  د ب  ا ش  رودی  ن  گ  ر ک  س  ری م  ع  ادل  ه ب  رای آن  چ  ه م  ش  اب  ه
ب  ع  دی (٣ +∞)

X١ =
∂

∂x
, X٢ = t

∂

∂t
+
α

٢x
∂

∂x
,

X٣ = u
∂

∂u
X∞ = F٢(t, x)

∂

∂u
. (١۴٢ . ۵)
م  ش  خ  ص  ه م  ع  ادلات ح  ل ب  ا را

ξ١
t = ξ٠

u = ξ١
u = ξ٠

x = ηuu = ٠,
αξ٠

t − ٢ξ١
x = ٠, ٢ηxu − ξ١

xx = ٠,
(
α

١
)
ηtu −

(
α

٢
)
ξ٠
tt = ٠,

η(uf ′(u) + f(u)) + i∂αt η − ηuuf(u) + αξ٠
t uf(u)− iu∂αt ηu + ηxx − ξ١

x = ٠.

ش  رودی  ن  گ  ر ک  س  ری م  ع  ادل  ه ب  رای
iDα

t u+ uxx + f(u)u = ٠, (١۴٣ . ۵)
آورد. ب  دس  ت (١ + α) ب  ع  د ب  ا

و ب  ررس  ی ب  ه ش  رودی  ن  گ  ر ک  س  ری م  ع  ادل  ه ه  ای ت  ق  ارن م  ح  اس  ب  ه از ب  ع  د
پ  ردازی  م. م  ی (١۴٣ . ۵) و (١٣۶ . ۵) ک  س  ری م  ع  ادلات ه  ای ج  واب ب  ه رس  ی  دن چ  گ  ون  گ  ی

م  ش  خ  ص  ه م  ع  ادل  ه از گ  ی  ری ان  ت  گ  رال ب  ا •
dx

١ =
dy

٠ =
dt

٠ =
du

٠ ,

ی  ک u = G(t, y) = k(y)g(t) ج  واب ب  اش  د، م  ی X١ = ∂
∂x ت  ق  ارن ب  ا م  ت  ن  اظ  ر ک  ه

ب  دس  ت (١٣۶ . ۵) ک  س  ری ش  رودی  ن  گ  ر م  ع  ادل  ه ب  رای ک  ل  ی و ع  م  وم  ی ج  واب
a, k (ک  ه f(u) = ١

u و f(u) = au ،f(u) = k خ  اص ه  ای ح  ال  ت در ت  وان م  ی آی  د. م  ی
م  ع  ادل  ه ای  ن از ت  ری خ  اص ه  ای ج  واب ب  ه ب  اش  ن  د) م  ی دل  خ  واه  ی اع  دادث  اب  ت

ی  اف  ت. دس  ت

: اول ح  ال  ت
ص  ورت ب  ه را ک  س  ری ش  رودی  ن  گ  ر م  ع  ادل  ه (١٣۶ . ۵) م  ع  ادل  ه در f(u) = k دادن ق  رار ب  ا

i
∂αu

∂tα
+ uxx + uyy + ku = ٠. (١۴۴ . ۵)

داری  م.



١۴٩ ک  س  ری دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات ت  ق  ارن  ی ت  ح  ل  ی  ل
ای  ن در ه  س  ت  ن  د) دل  خ  واه  ی ث  اب  ت اع  داد a, b ) ب  گ  ی  ری  م ن  ظ  ر در را k(y) = ay + b اگ  ر : ١.١
،(١۴۴ . ۵) ی  اف  ت  ه ت  ب  دی  ل م  ع  ادل  ه در u = (ay + b)g(t) ج  واب ج  ای  گ  ذاری ب  ا ص  ورت

ص  ورت ب  ه ت  ر س  اده ح  ال  ت در را ش  رودی  ن  گ  ر م  ع  ادل  ه
i
∂αg(t)

∂tα
+ kg(t) = ٠. (١۴۵ . ۵)

داش  ت. خ  واه  ی  م
ص  ورت ب  ه ری  م  ان‐ل  ی  ووی  ل ک  س  ری م  ش  ت  ق ب  رای لاپ  لاس ت  ب  دی  ل ف  رم  ول از اس  ت  ف  اده ب  ا

L{Dαf(t)} = sαF (s)−
∞∑
k=٠

sk{Dα−k−١
t f(t)}t=٠. (١۴۶ . ۵)

(١۴۵ . ۵) ک  س  ری م  ع  ادل  ه از ج  واب  ی g(t) = L−١{ ١
sα−(ik)} = tα−١Eα,α(iktα) ت  اب  ع

ش  رودی  ن  گ  ر م  ع  ادل  ه از ج  واب  ی u = (ay + b)tα−١Eα,α(iktα) ب  ن  اب  رای  ن ب  اش  د. م  ی
ب  ود. خ  واه  د (١۴۴ . ۵) ک  س  ری

م  ع  ادل  ه از دی  گ  ر ج  واب  ی u = eytα−١Eα,α(i(k + ١)tα) ج  واب ،k(y) = ey ف  رض ب  ا : ١.٢
ب  اش  د. م  ی (١۴۴ . ۵) ک  س  ری

ه  ای ج  واب k(y) = A sinh y +B cosh y و k(y) = A sin y +B cos y ف  رض ب  ا : ١.٣
u = (A sin y +B cos y)tα−١Eα,α(i(k − ١)tα),
u = (A sinh y +B cosh y)tα−١Eα,α(i(k + ١)tα).

ب  ود. خ  واه  ن  د (١۴۴ . ۵) ش  رودی  ن  گ  ر ک  س  ری م  ع  ادل  ه از دی  گ  ری ه  ای ج  واب
: دوم ح  ال  ت

ص  ورت ب  ه را (١٣۶ . ۵) م  ع  ادل  ه f(u) = au ف  رض ب  ا
i
∂αu

∂tα
+ uxx + uyy + au٢ = ٠. (١۴٧ . ۵)

داری  م.
ی  اف  ت  ه ت  ب  دی  ل م  ع  ادل  ه در u = bg(t) ج  ای  گ  ذاری و k(y) = b گ  رف  ت  ن ن  ظ  ر در ب  ا : ٢.١

ت  ر س  اده ف  رم ب  ه را ک  س  ری ش  رودی  ن  گ  ر م  ع  ادل  ه ،(١۴٧ . ۵)
∂αg(t)

∂tα
− ibg(t)٢ = ٠, (١۴٨ . ۵)

ت  واب  ع ب  رای ری  م  ان‐ل  ی  ووی  ل ک  س  ری م  ش  ت  ق ت  ع  ری  ف از اس  ت  ف  اده ب  ا داش  ت. خ  واه  ی  م
دق  ی  ق ج  واب ،(١٨ . ۵) ای ج  م  ل  ه چ  ن  د

u = − i

a

Γ(١ − α)

Γ(١ − ٢α) t−α,
آی  د. م  ی ب  دس  ت (١۴٧ . ۵) ش  رودی  ن  گ  ر ک  س  ری م  ع  ادل  ه ب  رای



ک  ارب  رده  ا و ک  س  ری م  ش  ت  ق  ات ب  ا دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات ١۵٠
: س  وم ح  ال  ت

ف  رم ب  ه (١٣۶ . ۵) م  ع  ادل  ه ،f(u) = ١
u ف  رض پ  ی  ش ب  ا

i
∂αu

∂tα
+ uxx + uyy + ١ = ٠. (١۴٩ . ۵)

ش  ود. م  ی ت  ب  دی  ل
،(١۴٩ . ۵) در u = (ay + b)g(t) ج  ای  گ  ذاری و k(y) = ay + b گ  رف  ت  ن ن  ظ  ر در ب  ا : ٣.١

ف  رم ب  ه ت  ر س  اده ک  س  ری م  ع  ادل  ه ب  ه ت  ب  دی  ل ک  س  ری ش  رودی  ن  گ  ر م  ع  ادل  ه
i(ay + b)

∂αg(t)

∂tα
+ ١ = ٠. (١۵٠ . ۵)

ج  واب ری  م  ان‐ل  ی  ووی  ل م  ش  ت  ق از لاپ  لاس ت  ب  دی  ل خ  اص  ی  ت از اس  ت  ف  اده ب  ا ش  ود. م  ی
خ  واه  د (١۴٩ . ۵) م  ع  ادل  ه ه  ای ج  واب از ی  ک  ی u = i

(ay+b)Γ(α+١) tα + ١
Γ(α) t

α−١ ک  س  ری
ب  ود.

از ج  واب  ی u = eytα−١Eα,α(itα) + itαEα,α+١(itα) ج  واب ،k(y) = ey ف  رض ب  ا : ٣.٢
ب  اش  د. م  ی (١۴٩ . ۵) ک  س  ری ش  رودی  ن  گ  ر م  ع  ادل  ه

م  ع  ادل  ه ه  ای ج  واب k(y) = A sinh y +B cosh y و k(y) = A sin y +B cos y ب  رای : ٣.٣
ص  ورت ب  ه (١۴٩ . ۵)

u = (A sin y +B cos y)tα−١Eα,α(−itα) + itαEα,α+١(−itα),
u = (A sinh y +B cosh y)tα−١Eα,α(itα) + itαEα,α+١(itα).

آی  ن  د. م  ی ب  دس  ت
م  ش  خ  ص  ه م  ع  ادل  ه ح  ل و X٢ = ∂

∂y ت  ق  ارن گ  رف  ت  ن ن  ظ  ر در ب  ا دوم م  رح  ل  ه در •
dy

١ =
dx

٠ =
dt

٠ =
du

٠ ,

،f(u) = k ح  الات از ی  ک ه  ر در را (١٣۶ . ۵) ش  رودی  ن  گ  ر ک  س  ری م  ع  ادل  ه ه  ای ج  واب
ای  م ک  رده خ  لاص  ه (١١ . ۵) ج  دول در را ن  ت  ای  ج و آورده ب  دس  ت f(u) = ١

u و f(u) = au

.[۴٧] ب  اش  ن  د.) م  ی دل  خ  واه و ث  اب  ت اع  داد B و a, b, A)
در (١۴٣ . ۵) ب  ع  دی ی  ک ک  س  ری ش  رودی  ن  گ  ر م  ع  ادل  ه از دق  ی  ق  ی ه  ای ج  واب م  ش  اب  ه ط  ور ب  ه •

اس  ت. ش  ده م  ح  اس  ب  ه (١٣ . ۵) و (١٢ . ۵) ه  ای ج  دول
ج  دول در ب  اش  د م  ی u = exg(t) ص  ورت ب  ه ک  ه X١ +X٣ = ∂

∂x + u ∂
∂u ت  ق  ارن ج  واب .١

اس  ت. ش  ده آورده (١٣ . ۵)
م  ش  خ  ص  ه م  ع  ادل  ه و X٢ = t ∂∂t +

α٢x ∂
∂x ت  ق  ارن گ  رف  ت  ن ن  ظ  ر در ب  ا .٢

dx
αx٢

=
dt

t
=
du

٠ , (١۵١ . ۵)



١۵١ ک  س  ری دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات ت  ق  ارن  ی ت  ح  ل  ی  ل
(١٣۶ . ۵) م  ع  ادل  ه ه  ای ج  واب :١١ . ۵ ج  دول

f(u) k(x) u = k(x)g(t)

ax+ b (ax+ b)tα−١Eα,α(iktα)
k ex extα−١Eα,α(i(k + ١)tα)

A sin x+B cos x (A sin x+B cosx)tα−١Eα,α(i(k − ١)tα)
A sinhx+B coshx (A sinh+B cosh y)tα−١Eα,α(i(k + ١)tα)

au b −i
a

Γ(١−α)
Γ(٢−١α)t−α

ax+ b i
(ay+b)Γ(α+١)tα + ١

Γ(α)
tα−١

١
u

ex extα−١Eα,α(itα) + itαEα,α+١(itα)
A sin x+B cos x (A sin x+B cosx)tα−١Eα,α(−itα) + itαEα,α+١(−itα)
A sinhx+B coshx (A sinh+B cosh y)tα−١Eα,α(itα) + itαEα,α+١(itα)

X١ = ∂
∂x

ت  ق  ارن ت  ح  ت (١۴٣ . ۵) م  ع  ادل  ه ه  ای ج  واب :١٢ . ۵ ج  دول

Xi f(u) u(x, t) = g(t)

k tα−١Eα,α(iktα)
X١ = ∂

∂x
١
u

١
Γ(α)

tα−١ + i
Γ(α+١)tα

au − i
a

Γ(١−α)
Γ(٢−١α)t−α

ی  اف  ت  ه ک  اه  ش م  ع  ادل  ه ب  ه ت  ب  دی  ل (١۴٣ . ۵) ب  ع  دی ی  ک ک  س  ری ش  رودی  ن  گ  ر )م  ع  ادل  ه
P ١−α,α

٢
α

g

)
(ξ) = i(g′′ + kg). (١۵٢ . ۵)

.[۴٧] ش  د خ  واه  د
م  ش  ت  ق ت  ع  ری  ف ط  ب  ق ب  ر .n = ١,٢,٣, . . . و n − α < α < n ک  ن  ی  م ف  رض اث  ب  ات:

داری  م ری  م  ان‐ل  ی  ووی  ل ک  س  ری
∂αu

∂tα
=

∂

∂tn
١

Γ(n− α)

∫ t

٠ (t− s)n−α−١ (g(xs−α٢ )ds
)

(١۵٣ . ۵)
چ  پ س  م  ت (١۵٣ . ۵) راب  ط  ه در ج  ای  گ  ذاری و ν = t

s , ds = − t
ν٢dν ف  رض ب  ا

اس  ت. ش  دن س  اده ق  اب  ل زی  ر ص  ورت ب  ه (١۴٣ . ۵) ک  س  ری م  ع  ادل  ه
∂αu

∂tα
=

∂

∂tn
١

Γ(n− α)

∫ ∞

١ tn−αν−(n−α+١)(ν − ١)n−α−١g(ξν α٢ )dν

=
∂

∂tn

[
tn−α

(
K١,n−α

٢
α

g

)
(ξ)

]
= t−α

n−١∏
j=٠

(
١ − α+ j + ξ

d

dξ

)(
K١,n−α

٢
α

g

)
(ξ)

= t−α
(
P ١−α,α

٢
α

g

)
(ξ) (١۵۴ . ۵)



ک  ارب  رده  ا و ک  س  ری م  ش  ت  ق  ات ب  ا دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات ١۵٢
X٣ = u ∂

∂u
ت  ق  ارن ت  ح  ت (١۴٣ . ۵) م  ع  ادل  ه ه  ای ج  واب :١٣ . ۵ ج  دول

f(u) k(x) u(x, t) = k(x)g(t)

ax+ b (ax+ b)tα−١Eα,α(iktα)
f(u) = k ex extα−١Eα,α(i(k + ١)tα)

sin cx+ cos cx (sin cx+ cos cx)tα−١Eα,α(i(k − c٢)tα)
A sinhx+B coshx (A sinhx+B coshx)tα−١Eα,α((k + i)tα)

ax+ b i
Γ(١+α)tα + (ax+b)

Γ(α)
tα−١

f(u) = ١
u

ex itαEα,α+١(itα)− extα−١Eα,α(itα)
sin cx −tα−١Eα,α(ic٢tα) sin cx− itαEα,α+١(ic٢tα)
cos cx tα−١Eα,α(ic٢tα) cos cx+ itαEα,α+١(ic٢tα)
A sinhx+B coshx (A sinhx+B coshx)tα−١Eα,α(itα) + itαEα,α+١(itα)

f(u) = cu ax+ b Γ(١−α)
icΓ(٢−١α)t−α

ت  واب  ع داش  ت  ن اخ  ت  ی  ار در ب  ا ط  رف  ی از
ξ = xt

−α٢ , u = g(ξ) = g(xt
−α٢ ). (١۵۵ . ۵)

س  م  ت ت  وان م  ی ان  د، آم  ده ب  دس  ت (١۵١ . ۵) م  ش  خ  ص  ه م  ع  ادل  ه گ  ی  ری ان  ت  گ  رال از ک  ه
ص  ورت ب  ه را (١۴٣ . ۵) ک  س  ری م  ع  ادل  ه ت  س  اوی راس  ت

∂αu

∂tα
= i(uxx + kut−α) = it−α(gξξ + kg) (١۵۶ . ۵)

ک  اه  ش م  ع  ادل  ه ب  ه ت  ب  دی  ل (١۴٣ . ۵) ش  رودی  ن  گ  ر ک  س  ری م  ع  ادل  ه ب  ن  اب  رای  ن ک  رد. س  اده
ش  د. خ  واه  د (١۵٢ . ۵) ی  اف  ت  ه

دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه .٢ . ٧ . ۵ م  ث  ال
∆ = Dα

t u− xuxx − f(x)ux. (١۵٧ . ۵)
.[۵٨] ب  گ  ی  ری  د ن  ظ  ر در را f(x) دل  خ  واه ت  اب  ع و ٠ < α ≤ ١ ک  س  ری م  ش  ت  ق ب  ا

پ  ارام  ت  ری ی  ک گ  روه ت  ح  ت (١۵٧ . ۵) م  ع  ادل  ه
t∗ = t+ εξ٠(t, x, u) +O(ε٢), x∗ = x+ εξ١(t, x, u) +O(ε٢),
u∗ = u+ εη(t, x, u) +O(ε٢), ∂αu∗

∂t∗
=
∂αu

∂tα
+ εζα,t(t, x, u) +O(ε٢),

∂u∗

∂x∗
=
∂u

∂x
+ εζx(t, x, u) +O(ε٢), ∂٢u∗

∂x∗٢ =
∂٢u
∂x٢ + εζxx(t, x, u) +O(ε٢).

(١۵٨ . ۵)
ام  ت  داد ض  رای  ب ب  ا

ζx = Dxη − utDxξ
٠ − uxDxξ

١, ζxx = Dxζ
x − uxtDxξ

٠ − uxxDxξ
١,

ζα,t =
∂αη

∂tα
+ (ηu − αDt(ξ

٠))∂
αu

∂tα
− u

∂αηu
∂tα

−
∞∑
n=١

(
α

n

)
Dn
t (ξ

١)Dα−n
t (ux)



١۵٣ ک  س  ری دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات ت  ق  ارن  ی ت  ح  ل  ی  ل

+

∞∑
n=١

[(
α

n

)
∂nηu
∂tn

−
(

α

n+ ١
)
Dn+١
t (ξ٠)

]
Dα−n
t (u) + µ,

(١۵٩ . ۵)
آن در ک  ه

µ =
∞∑
n=٢

n∑
m=١

m∑
k=١

k−١∑
r=٠

(
α

n

)(
n

m

)(
k

r

) ١
k!

tn−α

Γ(n− α+ ١)(−u)r
∂m

∂tm
(uk−r)

∂n−m+k

∂tn−m∂uk
,

)و
α

n

)
=

Γ(α+ ١)
Γ(n+ ١)Γ(α+ ١ − n)

.

.[٧٩ ،٧٨ ،٧٧ ،١٨] ب  اش  د م  ی ن  اوردا
ن  اوردای  ی ش  رط ب  ه ت  وج  ه ب  ا

Pr(α,٢)X (∆) |∆=٠ =
(
X + ζα,t∂∂αt u + ζx∂ux + ζxx∂uxx

)
(△) |△=٠

= ζα,t − (uxx + f ′(x)ux)ξ
١ − f(x)ζx − xζxx = ٠.

م  ش  خ  ص  ه دس  ت  گ  اه ح  ل و
ξ١
t = ξ٠

u = ξ١
u = ξ٠

x = ηuu = ٠, xηu − αxξ٠
t − ξ١ − x(ηu − ٢ξ١

x) = ٠,
−αf(x)ξ٠

t − f ′(x)ξ١ + f(x)ξ١
x − x(٢ηxu − ξ١

xx) = ٠,
∂αt η − u∂αt ηu − f(x)ηx − xηxx = ٠,

(
α

n

)
∂nt ηu −

(
α

n+ ١
)
Dn+١
t ξ٠ = ٠.

ه  ای ج  واب
ξ٠ = c١t+ c٢, ξ١ = αc١x+ c٣

√
x, η = F٣(x)u+ F٢(t, x).

ش  ون  د. م  ی م  ش  خ  ص (١۵٧ . ۵) ک  س  ری دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه ب  رای c٣ و c٢, c١ دل  خ  واه ض  رای  ب ب  ا
ص  ورت ب  ه را (١۵٧ . ۵) ک  س  ری م  ع  ادل  ه β = f(x) = ١٢ ف  رض ب  ا •

Dα
t u = xuxx +

١
٢ux. (١۶٠ . ۵)

ل  ی ه  ای ت  ق  ارن ب  ا
X١ = αx

∂

∂x
+ t

∂

∂t
, X٢ =

√
x
∂

∂x
, X٣ =

∂

∂t
,

X۴ = u
∂

∂u
, XF٢ = F٢(t, x)

∂

∂u
. (١۶١ . ۵)



ک  ارب  رده  ا و ک  س  ری م  ش  ت  ق  ات ب  ا دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات ١۵۴
داش  ت. خ  واه  ی  م

در آم  ده، ب  دس  ت ه  ای ت  ق  ارن از ی  ک ه  ر ت  ح  ت ی  اف  ت  ه ک  اه  ش م  ع  ادل  ه ی  ا و دق  ی  ق ه  ای ج  واب
آن: در ک  ه اس  ت، ش  ده م  ح  اس  ب  ه (١۴ . ۵) ج  دول

A = ٢√xt−αe−tE١,١−α(t),

(١۶٠ . ۵) ک  س  ری م  ع  ادل  ه ه  ای ج  واب :١۴ . ۵ ج  دول

ه  ا ت  ق  ارن دق  ی  ق ه  ای ج  واب ی  اف  ت  ه ک  اه  ش م  ع  ادلات
X١ u = g(xt−α) = g(θ)

(
P ١−α,α

١
α

g

)
(θ) = θg′′ + ١٢g′

X٢ u = tα−١
Γ(α)

X٣ u = c١ + c٢
√
x

X١ +X۴ u = tg(xt−α) = tg(θ)

(
P ٢−α,α

١
α

g

)
(θ) = θg′′ + ١٢g′

X٢ +X۴ u = e٢√xtα−١Eα,α(tα)
X٣ +X۴ u = et [c١ sinh(A) + c٢ cosh(A)]

م  ش  خ  ص  ه م  ع  ادل  ه ب  ا X١ = αx ∂
∂x + t ∂∂t ت  ق  ارن اگ  ر ن  م  ون  ه، ط  ور ب  ه

dx

αx
=
dt

t
=
du

٠ , (١۶٢ . ۵)
u = g(t, x) = g(θ) = g(xt−α) ص  ورت ب  ه م  ع  ادل  ه ای  ن از ع  م  وم  ی ج  واب ب  گ  ی  ری  م، ن  ظ  ر در
و ν = t

s م  ت  غ  ی  ره  ای ت  غ  ی  ی  ر و ری  م  ان‐ل  ی  ووی  ل م  ش  ت  ق ت  ع  ری  ف از اس  ت  ف  اده ب  ا ب  ود. خ  واه  د
داری  م: ds = − t

ν٢dν

∂αu

∂tα
=

∂

∂tn
١

Γ(n− α)

∫ t

٠ tn−αν−(n−α+١)(ν − ١)n−α−١g(θνα)dν

=
∂

∂tn

[
tn−α

(
K١,n−α

٢
α

g

)
(θ)

]
= t−α

n−١∏
j=٠

(
١ − α+ j + θ

d

dθ

)(
K١,n−α

١
α

g

)
(θ)

= t−α
(
P ١−α,α

١
α

g

)
(θ). (١۶٣ . ۵)

م  ع  ادل  ه ب  ه (١۶٠ . ۵) ک  س  ری م  ع  ادل  ه راس  ت س  م  ت در u = g(xt
−α٢ ) ج  ای  گ  ذاری ب  ا ط  رف  ی از

ی  اف  ت  ه ت  ب  دی  ل
∂αu

∂tα
= xuxx +

١
٢ux = t−α(θgξξ +

١
٢gξ). (١۶۴ . ۵)



١۵۵ ک  س  ری دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات ت  ق  ارن  ی ت  ح  ل  ی  ل
ع  م  ل  گ  ر ح  س  ب ب  ر را (١۶٠ . ۵) م  ع  ادل  ه (١۶۴ . ۵) و (١۶٣ . ۵) رواب  ط رس  ی  د. خ  واه  ی  م

ص  ورت ب  ه )ای  ردی  ل  ی‐ک  وب  ر
P ١−α,α

١
α

g

)
(θ) = θg′′ +

١
٢g′.

ده  ن  د. م  ی ن  ت  ی  ج  ه
ه  ای ت  ق  ارن ،(١۵٧ . ۵) ک  س  ری م  ع  ادل  ه در β = f(x) = ٣٢ ج  ای  گ  ذاری ب  ا •
X١ = αx

∂

∂x
+ t

∂

∂t
, X٣ =

∂

∂t
, X۴ = u

∂

∂u
,

X۵ =
√
x
∂

∂x
− ١

٢√xu
∂

∂u
, XF٢ = F٢(t, x)

∂

∂u
. (١۶۵ . ۵)

ک  س  ری م  ع  ادل  ه ب  رای
Dα
t u = xuxx +

٣
٢ux, (١۶۶ . ۵)

ج  دول در ش  ده م  ح  اس  ب  ه ه  ای ت  ق  ارن ت  ح  ت ه  ا ج  واب از ک  ام  ل  ی ل  ی  س  ت آی  ن  د. م  ی ب  دس  ت
اس  ت. ش  ده آورده (١۵ . ۵)

(١۶۶ . ۵) ک  س  ری م  ع  ادل  ه ج  واب ن  ت  ای  ج :١۵ . ۵ ج  دول

ه  ا ت  ق  ارن دق  ی  ق ه  ای ج  واب ی  اف  ت  ه ک  اه  ش م  ع  ادلات
X١ u = g(xt−α) = g(θ)

(
P ١−α,α

١
α

g

)
(θ) = θg′′ + ٣٢g′

X٣ u = c١ + c٢√
x

X۵ u = ١√
x
tα−١
Γ(α)

X٣ +X۴ u = et√
x
[c١ sinh(A) + c٢ cosh(A)]

ف  رم ب  ه را (١۵٧ . ۵) م  ع  ادل  ه β = f(x) = ٣+١√x١)٢+√
x)

گ  رف  ت  ن ن  ظ  ر در ب  ا ه  م  چ  ن  ی  ن •
Dα
t u = xuxx +

١ + ٣√x
١)٢ +

√
x)
ux. (١۶٧ . ۵)

ه  ای ت  ق  ارن ب  ا
X٣ =

∂

∂t
, X۴ = u

∂

∂u
, X۶ = αx

∂

∂x
+ t

∂

∂t
+

α

١)٢ +
√
x)
u
∂

∂u
,

X٧ =
√
x
∂

∂x
− ١

١)٢ +
√
x)
u
∂

∂u
, XF٢ = F٢(t, x)

∂

∂u
. (١۶٨ . ۵)

(١۶ . ۵) ج  دول در ن  ی  ز م  ع  ادل  ه ای  ن ه  ای ج  واب و ی  اف  ت  ه ک  اه  ش م  ع  ادل  ه داش  ت. خ  واه  ی  م
اس  ت. ش  ده خ  لاص  ه

،(١ . ۵) ه  ای ش  ک  ل در (١۶٧ . ۵) و (١۶۶ . ۵)،(١۶٠ . ۵) م  ع  ادلات ه  ای ج  واب از ب  رخ  ی م  ن  ح  ن  ی
.[۵٨] اس  ت ش  ده رس  م (۴ . ۵) و (٣ . ۵)، (٢ . ۵)



ک  ارب  رده  ا و ک  س  ری م  ش  ت  ق  ات ب  ا دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات ١۵۶
(١۶٧ . ۵) ک  س  ری م  ع  ادل  ه ج  واب ن  ت  ای  ج :١۶ . ۵ ج  دول

ه  ا ت  ق  ارن دق  ی  ق ه  ای ج  واب ی  اف  ت  ه ک  اه  ش م  ع  ادلات
X٣ u = c١ + c٢١+√

x

X۶ u =
√
x١+√
x
g(xt−α) =

√
x١+√
x
g(θ)

(
P ١−α,α

١
α

g

)
(θ) = θg′′ + ٣٢g′

X٧ u = tα

(١+√
x)Γ(α)

X٣ +X۴ u = et١+√
x

[
c١ cosh(٢√ax) + c٢

√
x٢ sinh(٢√ax)√

ax

]

α = ١٢ , ١٣ , ١۴ , ١۵ ب  ا u = tα−١/Γ(α) ت  اب  ع ش  ک  ل :١ . ۵ ش  ک  ل

α = ١٢ , ١٣ , ١۴ , ١۵ ب  ا u = ١√
x
tα−١
Γ(α)

ت  اب  ع ش  ک  ل :٢ . ۵ ش  ک  ل



١۵٧ ک  س  ری دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات ت  ق  ارن  ی ت  ح  ل  ی  ل

α = ١٢ , ١٣ , ١۴ , ١۵ ب  ا u = et√
x
[sinh(A) + cosh(A)] ت  اب  ع ش  ک  ل :٣ . ۵ ش  ک  ل

α = ١٢ , ١٣ , ١۴ , ١۵ ب  ا u = tα

(١+√
x)Γ(α)

ت  اب  ع ش  ک  ل :۴ . ۵ ش  ک  ل

ن  اوردا ف  ض  ای زی  ر روش از اس  ت  ف  اده ب  ا ک  س  ری دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات ه  ای ج  واب
م  ع  ادل  ه ی  ک از دق  ی  ق ه  ای ج  واب ب  ه رس  ی  دن ب  رای راه  ی ک  ه ن  اوردا ف  ض  ای زی  ر روش ب  خ  ش ای  ن در

داد. خ  واه  ی  م ش  رح را ب  اش  د م  ی ک  س  ری غ  ی  ر ی  ا ک  س  ری م  رت  ب  ه ب  ا دی  ف  ران  س  ی  ل
ف  ض  ای زی  ر ٢٧روش ک  اس  اخ  ی  ن ٢۶و گ  ازی  زو ه  م  چ  ون ن  وی  س  ن  دگ  ان  ی اخ  ی  را
داده ت  ع  م  ی  م ک  س  ری م  رت  ب  ه م  ش  ت  ق ب  ا دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات ب  رای را ن  اوردا
دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات ب  رای را روش ای  ن از م  خ  ت  ص  ری اب  ت  دا در ول  ی .[٢٣] ان  د

ده  ی  م. م  ی ت  وض  ی  ح ص  ح  ی  ح م  رت  ب  ه م  ش  ت  ق ب  ا

Gazizov٢۶
Kasatkin٢٧



ک  ارب  رده  ا و ک  س  ری م  ش  ت  ق  ات ب  ا دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات ١۵٨
ص  ح  ی  ح م  رت  ب  ه م  ش  ت  ق ب  ا ت  ک  ام  ل  ی دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه ی  ک ک  ن  ی  م ف  رض •
ut = F [u] ≡ F (u,Du,D٢u, . . .) = ٠. (١۶٩ . ۵)

ف  ض  ای  ی زی  ر ب  اش  ی  م. داش  ت  ه اخ  ت  ی  ار در ، D٢u = {uxx, uxt, utt} و Du = {ut, ux} ک  ه
ک  ن  ی  م. م  ی ت  ع  ری  ف fi(x) م  ج  ه  ول و خ  ط  ی م  س  ت  ق  ل ت  اب  ع n از م  ت  ش  ک  ل

Wn = ⟨f١(x), . . . , fn(x)⟩ =


n∑
i=١

cifi(x), i = ١, . . . , n
 ,

دل  خ  واه ث  اب  ت اع  داد ب  ا C ی  ا R روی ب  ر f١(x), . . . , fn(x) ت  واب  ع از ف  ض  ای  ی Wn واق  ع در
ب  اش  د. م  ی c١, . . . , cn

دی  ف  ران  س  ی  ل  ی ع  م  ل  گ  ر ب  ه ن  س  ب  ت Wn ال  ب  ع  د م  ت  ن  اه  ی خ  ط  ی ف  ض  ای .٢ . ٨ . ۵ ت  ع  ری  ف
ع  ب  ارت  ی ب  ه ی  ا .F [Wn] ⊆ Wn ب  اش  ی  م: داش  ت  ه گ  اه ه  ر آی  د م  ی ش  م  ار ب  ه ن  اوردا F

. {F [u] ∈Wn, ∀u ∈Wn}

ت  ش  ک  ی  ل رون  د م  ی ک  ار ب  ه ن  اوردا ف  ض  ای زی  ر روش در ک  ه fi(x) ت  واب  ع م  ج  م  وع  ه ک  ه ک  ن  ی  د ت  وج  ه
ف  رم ب  ه (١۶٩ . ۵) م  ع  ادل  ه ب  رای دق  ی  ق  ی ج  واب

u(x, t) = C١(t)f١(x) + . . .+ Cn(t)fn(x) ∈Wn ∀t ∈ R, (١٧٠ . ۵)
ب  اش  د. م  ی fi(x) ∈Wn و م  ج  ه  ول ض  رای  ب  ی Ci(t) ک  ه ده  ن  د م  ی

ص  ورت ب  ه t و x م  ت  غ  ی  ره  ای ب  ا ت  ک  ام  ل  ی دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه ی  ک اگ  ر ن  م  ون  ه ط  ور ب  ه
ut = F [u] ≡ F (u, ux, uxx, ...), (١٧١ . ۵)

ص  ورت ای  ن در ب  اش  د، ن  اوردا F ع  م  ل  گ  ر ت  ح  ت Wn و ب  اش  ی  م داش  ت  ه اخ  ت  ی  ار در
F [u] = ψ١(C١, . . . , Cn)f١ + . . .+ ψn(C١, . . . , Cn)fn ∈Wn, ∀u ∈Wn. (١٧٢ . ۵)

ض  رای  ب و ش  ود م  ی م  ح  س  وب (١٧١ . ۵) م  ع  ادل  ه ب  رای ن  اوردا ف  ض  ای زی  ر ی  ک Wn ب  ن  اب  رای  ن
دس  ت  گ  اه ح  ل از Ci(t)

dC١(t)
dt = ψ١(C١(t), . . . , Cn(t)),...

dCn(t)
dt = ψn(C١(t), . . . , Cn(t)).

(١٧٣ . ۵)

آی  ن  د. م  ی ب  دس  ت
،k م  رت  ب  ه از و غ  ی  رخ  ط  ی دی  ف  ران  س  ی  ل ع  م  ل  گ  ر ت  ح  ت Wn خ  ط  ی ف  ض  ای اگ  ر .٢ . ٩ . ۵ ق  ض  ی  ه

. n ⩽ ٢k + ١ ص  ورت ای  ن در ب  اش  د ن  اوردا F [y] = F (x, y, y′, . . . , y(k))

اس  ت. ش  ده آورده [۶٩] م  رج  ع در : اث  ب  ات



١۵٩ ک  س  ری دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات ت  ق  ارن  ی ت  ح  ل  ی  ل
ص  ورت ب  ه ک  س  ری دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه ی  ک •

∂αu

∂tα
= F [u], α > ٠. (١٧۴ . ۵)

F [u] و زم  ان ب  ه ن  س  ب  ت ری  م  ان‐ل  ی  ووی  ل ک  س  ری م  ش  ت  ق ن  م  ای  ش  گ  ر ∂α(.)
∂tα ب  گ  ی  ری  د. ن  ظ  ر در را

.[۶٩] ب  اش  د م  ی k م  رت  ب  ه از خ  ط  ی غ  ی  ر دی  ف  ران  س  ی  ل ع  م  ل  گ  ر ی  ک
خ  ط  ی م  س  ت  ق  ل ت  اب  ع n ت  وس  ط ش  ده ت  ول  ی  د خ  ط  ی ف  ض  ای Wn ک  ن  ی  م ف  رض .٢ . ١٠ . ۵ ق  ض  ی  ه

n ص  ورت ای  ن در ب  اش  د، ن  اوردا F [u] ع  م  ل  گ  ر ت  ح  ت Wn اگ  ر ب  اش  د. {fi(x), i = ١,٢, . . . , n}
ک  ه ط  وری ب  ه م  وج  ودن  د ψ١, ψ٢, . . . , ψn م  ان  ن  د ت  اب  ع

F [

n∑
i=٠

cifi(x)] =

n∑
i=٠

ψi(c١, c٢, . . . , cn)fi(x), ∀ci ∈ R. (١٧۵ . ۵)

دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه ب  ن  اب  رای  ن ب  اش  ن  د. م  ی {fi} پ  ای  ه ب  ا F [u] ∈ Wn از ض  رای  ب  ی ه  ا {ψi} و
ف  رم ب  ه ج  واب  ی (١٧۴ . ۵)

u(x, t) =

n∑
i=٠

ci(t)fi(x), (١٧۶ . ۵)

ک  س  ری ی  اف  ت  ه ک  اه  ش م  ع  ادل  ه در ک  ه c١(t), c٢(t), . . . , cn(t) ض  رای  ب ب  ا
dαci(t)

dtα
= ψi (c١(t), c٢(t), . . . , cn(t)) , i = ١,٢. . . . , n. (١٧٧ . ۵)

ب  ود. خ  واه  د دارا ک  ن  د، م  ی ص  دق
داش  ت: خ  واه  ی  م (١٧۶ . ۵) راب  ط  ه و ک  س  ری م  ش  ت  ق خ  ط  ی خ  اص  ی  ت از اس  ت  ف  اده ب  ا اث  ب  ات:

∂αu(x, t)

∂tα
=

n∑
i=١

dαci(t)

dtα
fi(x), (١٧٨ . ۵)

ع  ب  ارت (١٧۵ . ۵) در (١٧۶ . ۵) ج  ای  گ  ذاری ب  ا ط  رف  ی از

F [u(x, t)] =
n∑
i=١

ψi (c١(t), . . . , cn(t)) fi(x), (١٧٩ . ۵)

م  ورد ن  ت  ی  ج  ه (١٧۴ . ۵) در (١٧٩ . ۵) و (١٧٨ . ۵) رواب  ط دادن ق  رار ب  ا ک  ه آی  د م  ی ب  دس  ت
ص  ورت ب  ه ن  ظ  ر

n∑
i=١
[dαci(t)
dtα

− ψi (c١(t), . . . , cn(t))
]
fi(x) = ٠.

ش  ود. م  ی ح  اص  ل



ک  ارب  رده  ا و ک  س  ری م  ش  ت  ق  ات ب  ا دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات ١۶٠
f(u) = b ک  ن  ی  م ف  رض . ب  گ  ی  ری  د ن  ظ  ر در را (١٣۶ . ۵) ک  س  ری ش  رودی  ن  گ  ر م  ع  ادل  ه .٢ . ١١ . ۵ م  ث  ال

ک  س  ری م  ع  ادل  ه ب  ه ت  ب  دی  ل (١٣۶ . ۵) م  ع  ادل  ه ص  ورت ای  ن در ب  اش  د، دل  خ  واه و ث  اب  ت
∂αu

∂tα
= F [u] = i(uxx + uyy + bu). (١٨٠ . ۵)

ش  ود. م  ی
ب  دی  ه  ی ط  ور ب  ه

W١ = L{١, x, y}, W٢ = L{١, x, y, x٢, y٢}, W٣ = L{١, ex, ey},
W۴ = L{١, sinx+ cosx, sin y + cos y}.

زی  ر اگ  ر م  ث  ال ط  ور ب  ه .[۴٧] ب  اش  د م  ی (١٨٠ . ۵) ک  س  ری م  ع  ادل  ه ب  رای ن  اوردا ف  ض  ای زی  ر ی  ک
ف  ض  ای

ن  اوردا ف  ض  ای زی  ر ی  ک W٢ ک  ه داد خ  واه  ی  م ن  ش  ان ب  گ  ی  ری  م، ن  ظ  ر در را W٢ = L{١, x, y, x٢, y٢}
ب  ود. خ  واه  د (١٨٠ . ۵) ک  س  ری م  ع  ادل  ه ب  رای

F [u] = F [c١ + c٢x+ c٣y + c۴x٢ + c۵y٢]
= (٢ic۴ + ٢ic۵ + bc١) + (ibc٢)x+ (ibc٣)y + (ibc۴)x٢ + (ibc۵)y٢

= c̃١ + c̃٢x+ c̃٣y + c̃۴x٢ + c̃۵y٢ ∈W

ف  رم ب  ه (١٨٠ . ۵) ک  س  ری م  ع  ادل  ه ه  ای ج  واب ل  ذا
u(t, x, y) = c١(t) + c٢(t)x+ c٣(t)y + c۴(t)x٢ + c۵(t)y٢.

م  ع  ادلات دس  ت  گ  اه ح  ل و (١٨٠ . ۵) ک  س  ری م  ع  ادل  ه در u(t, x, y) ج  ای  گ  ذاری ب  ا ب  اش  ن  د. م  ی

∂αc١(t)
∂tα = c̃١(t) = ٢ic۴(t) + ٢ic۵(t) + bc١(t),

∂αc٢(t)
∂tα = c̃٢(t) = ibc٢(t),

∂αc٣(t)
∂tα = c̃٣(t) = ibc٣(t),

∂αc۴(t)
∂tα = c̃۴(t) = ibc۴(t),

∂αc۵(t)
∂tα = c̃۵(t) = ibc۵(t).

(١٨١ . ۵)

ه  ای ج  واب ب  ه
c٢(t) = c٣(t) = c۴(t) = c۵(t) = tα−١Eα,α(ibtα), (١٨٢ . ۵)

c١(t) = ۴iL−١
{ ١
(sα − ib)(sα − b)

}
+ L−١

{ ١
(sα − b)

}
=

−٢i(١ + i)

b
tα−١Eα,α(ibtα) + ١ + i+ ٢b

٢b tα−١Eα,α(btα). (١٨٣ . ۵)
رس  ی  د. خ  واه  ی  م



١۶١ ک  س  ری دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات ت  ق  ارن  ی ت  ح  ل  ی  ل
ب  ن  اب  رای  ن

u(t, x, y) =
−٢i(١ + i)

b
tα−١Eα,α(ibtα) + ١ + i+ ٢b

٢b tα−١Eα,α(btα)
+ tα−١Eα,α(ibtα)[x+ y + x٢ + y٢]. (١٨۴ . ۵)

ب  ود. خ  واه  د (١٨٠ . ۵) ک  س  ری ش  رودی  ن  گ  ر م  ع  ادل  ه از ج  واب  ی
روش از اس  ت  ف  اده ب  ا (١٣۶ . ۵) ک  س  ری ش  رودی  ن  گ  ر م  ع  ادل  ه ه  ای ج  واب م  اب  ق  ی
دل  خ  واه و ث  اب  ت اع  داد B و A) اس  ت ش  ده خ  لاص  ه (١٧ . ۵) ج  دول در ن  اوردا ف  ض  ای زی  ر

.[۴٧]( ب  اش  ن  د. م  ی

(١٣۶ . ۵) م  ع  ادل  ه ه  ای ج  واب :١٧ . ۵ ج  دول

f(u) Wi u(t, x, y)

L{١, x, y} tα−١Eα,α(ibtα)[١ + x+ y]

b L{١, x, y, x٢, y٢} tα−١Eα,α(ibtα)[−٢i(١+i)
b

+ x+ y + x٢ + y٢] + ١+i+٢b٢b tα−١Eα,α(btα)
L{١, ex, ey} tα−١Eα,α(btα) + tα−١Eα,α((i+ b)tα)[ex + ey]

L{١, sinx+ cos x, sin y + cos y} tα−١Eα,α(ibtα) +
√٢tα−١Eα,α(i(b− ١)tα)[sin(x+ π۴) + sin(y + π۴)]

L{١, x٢, y٢} ٢i(a+ b) Γ(α)
Γ(٢α)t٢α−١ + ١

Γ(α+١)tα + tα−١[ ١
Γ(α)

+ ax٢ + by٢]
١
u

L{١, ex, ey} i
Γ(α+١)tα + tα−١

Γ(α)
+ tα−١Eα,α(itα)[ex + ey]

L{١, sin x, sin y} i
Γ(α+١)tα + tα−١

Γ(α)
+ tα−١Eα,α(itα)[sinx+ sin y]

L{١, x, x٣, y, y٣} i
Γ(α+١)tα + tα−١

Γ(α)
+ ۶iΓ(α)

Γ(٢α) t٢α−١[Bx+ Ay] + tα−١
Γ(α)

[x+ y] + tα−١[Bx٣ + Ay٣]

زی  ر روش ب  ه (١٠٢ . ۵) ک  س  ری ان  ت  ش  ار م  ع  ادل  ه از دق  ی  ق  ی ه  ای ج  واب م  ث  ال ای  ن در .٢ . ١٢ . ۵ م  ث  ال
.[۴٩] آوری  م م  ی ب  دس  ت ن  اوردا ف  ض  ای

ف  رض ب  ا •
f(u) = au٢ + bu, g(u) = cu٢ + du, h(u) = k.

ص  ورت ب  ه را (١٠٢ . ۵) م  ع  ادل  ه
∂αu

∂tα
= F [u] = (٢au+ bu)u٢

x + (au٢ + bu)uxx + (٢cu+ d)u٢
y + (cu٢ + du)uyy

ف  ض  ای ش  ود م  ی م  ش  خ  ص س  اده ب  ررس  ی ی  ک ب  ا ک  ه داش  ت. خ  واه  ی  م
W١ = L{١, x, y},

ب  ود: خ  واه  د (١٨۵ . ۵) م  ع  ادل  ه ب  رای ن  اوردا ف  ض  ای زی  ر ی  ک
F [u] = F [c١ + c٢x+ c٣y]

= (٢ac١c٢٢ + bc٢٢ + ٢cc١c٢٣ + dc٢٣) + (٢ac٣٢ + ٢cc٢c٢٣)x+ (٢ac٣c٢٢ + ٢cc٣٣)y



ک  ارب  رده  ا و ک  س  ری م  ش  ت  ق  ات ب  ا دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات ١۶٢
= c̃١ + c̃٢x+ c̃٣y ∈W. (١٨۵ . ۵)

م  ی (١٨۵ . ۵) ک  س  ری م  ع  ادل  ه از ج  واب  ی u(t, x, y) = c١(t) + c٢(t)x + c٣(t)y ب  ن  اب  رای  ن
ک  س  ری دس  ت  گ  اه ح  ل و (١٨۵ . ۵) م  ع  ادل  ه در ج  واب ای  ن ج  ای  گ  ذاری ب  ا ب  اش  د.

∂αc١(t)
∂tα = c̃١(t) = ٢ac١(t)c٢(t)٢ + bc٢(t)٢ + ٢cc١(t)c٣(t)٢ + dc٣(t)٢,

∂αc٢(t)
∂tα = c̃٢(t) = ٢ac٢(t)٣ + ٢cc٢(t)c٣(t)٢,

∂αc٣(t)
∂tα = c̃٣(t) = ٢ac٣(t)c٢(t)٢ + ٢cc٣(t)٣.

ه  ای ج  واب ب  ه
c٣(t) = k٣t

−α٢ , c٢(t) = ±
√
λt−α,

c١(t) =
Γ(١ − α)

(
bλ+ dk٢٣

)
١ − Γ(١ − α)

(٢aλ+ ٢ck٢٣
) .

خ  واه  ی  م ب  اش  د، م  ی آن در دل  خ  واه ث  اب  ت ض  ری  ب k٣ ک  ه λ = ١٢a
[

Γ(١−α٢ )

Γ(١− ٣α٢ )
− ٢ck٢٣

]
ب  ا

ص  ورت ب  ه (١٨۵ . ۵) ک  س  ری م  ع  ادل  ه دق  ی  ق ه  ای ج  واب از ی  ک  ی ب  ن  اب  رای  ن رس  ی  د.

u(t, x, y) =
Γ(١ − α)

(
bλ+ dk٢٣

)
١ − Γ(١ − α)

(٢aλ+ ٢ck٢٣
) ±

(√
λt−α

)
x+

(
k٣t

−α٢
)
y.

ب  ود. خ  واه  د
دادن ق  رار ب  ا •

f(u) = au٢ + bu, g(u) = k, h(u) = mu٢ + nu.

م  ع  ادل  ه ج  واب ،W٢ = L{١, x, z} ن  اوردای ف  ض  ای زی  ر گ  رف  ت  ن ن  ظ  ر در و (١٠٢ . ۵) م  ع  ادل  ه در
ص  ورت ب  ه ح  اص  ل ک  س  ری

u(t, x, y) =
Γ(١ − α)

(
bλ١ + nk٢٣

)
١ − Γ(١ − α)

(٢aλ١ + ٢mk٢٣
) ±

(√
λ١t−α

)
x+

(
k٣t

−α٢
)
z.

ب  ود. خ  واه  د λ١ = ١٢a
[

Γ(١−α٢ )

Γ(١− ٣α٢ )
− ٢mk٢٣

]
ب  ا

ف  ض  ای زی  ر گ  رف  ت  ن ن  ظ  ر در و h(u) = mu٢ + nu و g(u) = cu٢ + du ،f(u) = k ف  رض ب  ا •
ص  ورت ب  ه ان  ت  ش  ار ک  س  ری م  ع  ادل  ه ج  واب ق  ب  ل  ی م  ورد دو م  ش  اب  ه ،W٣ = L{١, y, z} ن  اوردای

u(t, x, y) =
Γ(١ − α)

(
dλ٢ + nk٢٣

)
١ − Γ(١ − α)

(٢cλ٢ + ٢mk٢٣
) ±

(√
λ٢t−α

)
y +

(
k٣t

−α٢
)
z.



١۶٣ ک  س  ری دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات ت  ق  ارن  ی ت  ح  ل  ی  ل
آی  د. م  ی ب  دس  ت λ٢ = ١٢c

[
Γ(١−α٢ )

Γ(١− ٣α٢ )
− ٢ck٢٣

]
ب  ا

g(u) = cu٢ + du ،f(u) = au٢ + bu دل  خ  واه ت  واب  ع ب  ا (١٠٢ . ۵) ک  س  ری دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه •
ب  ه م  ن  ح  ص  ر ج  واب دارای W۴ = L{١, x, y, z} ن  اوردای ف  ض  ای زی  ر و h(u) = mu٢ + nu و

دس  ت  گ  اه ح  ل ب  ا ب  اش  د. م  ی ی  ک  ت  ای  ی و ف  رد

∂αc١(t)
∂tα = c̃١(t) = (٢ac١(t) + b)c٢(t)٢ + (٢cc١(t) + d)c٣(t)٢ + (٢mc١(t) + n)c۴(t)٢,

∂αc٢(t)
∂tα = c̃٢(t) = ٢ac٢(t)٣ + ٢cc٢(t)c٣(t)٢ + ٢mc٢(t)c۴(t)٢,

∂αc٣(t)
∂tα = c̃٣(t) = ٢ac٣(t)c٢(t)٢ + ٢cc٣(t)٣ + ٢mc٣(t)٢c۴(t)٢,

∂αc۴(t)
∂tα = c̃۴(t) = ٢ac۴(t)c٢(t)٢ + ٢cc۴(t)c٣(t)٢ + ٢mc۴(t)٣.

ج  واب

u(t, x, y) =
Γ(١ − α)

[
bλ٣ + ٢a(dB٢ + nK)

]
٢a [١ − Γ(١ − α)(λ٣ + ٢cB٢ + ٢mK)

] ±√
At−αx+Bt

−α٢ y +Kt
−α٢ z.

آی  د. م  ی ب  دس  ت ث  اب  ت، K,B و λ٣ =

[
Γ(١−α٢ )

Γ(١− ٣α٢ )
− ٢cB٢ − ٢mK٢

]
, A = ±

√ ١٢aλ٣ ب  ا
و g(u) = bu ، f(u) = au ت  واب  ع و W۵ = L{١, x٢, y٢, z٢} ن  اوردای ف  ض  ای زی  ر ت  ح  ت •
ان  ت  ش  ار ک  س  ری م  ع  ادل  ه از ج  واب  ی u(t, x, y, z) = c١ + c٢x٢ + c٣y٢ + c۴z٢ ج  واب h(u) = cu

دس  ت  گ  اه ح  ل ب  ا ک  ه ب  ود، خ  واه  د

∂αc١(t)
∂tα = c̃١(t) = ٢c١(t) [ac٢(t) + bc٣(t) + cc۴(t)] ,

∂αc٢(t)
∂tα = c̃٢(t) = ٢c٢(t) [٣ac٢(t) + bc٣(t) + cc۴(t)

]
,

∂αc٣(t)
∂tα = c̃٣(t) = ٢c٣(t) [٣bc٣(t) + ac٢(t) + cc۴(t)

]
,

∂αc۴(t)
∂tα = c̃۴(t) = ٢c۴(t) [٣cc۴(t) + ac٢(t) + bc٣(t)

]
.

دق  ی  ق ج  واب ب  ه
u(t, x, y) =

Γ(١ − α)

١٠Γ(١ − ٢α) t−α
(
x٢
a

+
y٢
b

+
z٢
c

)
.

رس  ی  د. خ  واه  ی  م
ف  ض  ای زی  ر و h(u) = mu٢ + nu ،g(u) = cu٢ + du ،f(u) = au٢ + bu گ  رف  ت  ن ن  ظ  ر در ب  ا •

دق  ی  ق ج  واب W۶ = L{١, x, x٢, y, y٢} ن  اوردای
u(t, x, y) = t−α

[٢Γ(١ − ٢α)(aE٢ + bk٢)
Γ(١ − α)

+Hx+ Ex٢ +Ky + Fy٢
]
.

خ  واه  ی  م (١٠٢ . ۵) م  ع  ادل  ه ب  رای را ث  اب  ت H,K و E = Γ(١−α)٨aΓ(٢−١α) , F = Γ(١−α)٨bΓ(٢−١α) ب  ا
داش  ت.



ک  ارب  رده  ا و ک  س  ری م  ش  ت  ق  ات ب  ا دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات ١۶۴
ک  س  ری م  ع  ادل  ه ب  رای ن  اوردا ف  ض  ای زی  ر ی  ک W١ = L{١, x, x٢} ف  ض  ای زی  ر .٢ . ١٣ . ۵ م  ث  ال
ف  رم ب  ه ج  واب  ی (١٣٢ . ۵) م  ع  ادل  ه ب  ن  اب  رای  ن .[٢۴] ب  اش  د م  ی (١٣٢ . ۵) ف  وک  ر‐پ  لان  ک
دس  ت  گ  اه ب  ه (١٣٢ . ۵) در ج  ای  گ  ذاری ب  ا ک  ه داش  ت خ  واه  د u(t, x) = c١(t) + c٢(t)x + c٣(t)x٢

ک  س  ری
Dα
t c١(t) = a٢c٣(t) + bc١(t),

Dα
t c٢(t) = ٢bc٢(t),

Dα
t c٣(t) = ٣bc٣(t).

(١٨۶ . ۵)

ه  ای ج  واب و
c١(t) = a٢tαEα,α+١(٣btα) + ba٢tαEα,α+١(٢btα) + tα−١

(α− ١)!
c٢(t) = a٢Eα,١(٢btα), c٣(t) = Eα,١(٣btα).

ن  ت  ی  ج  ه در رس  ی  د. خ  واه  ی  م
u(t, x) = a٢tαEα,α+١(٣btα) + ba٢tαEα,α+١(٢btα) + tα−١

(α− ١)! + a٢Eα,١(٢btα)x+ Eα,١(٣btα)x٢

a٢ و b ،a دل  خ  واه و ث  اب  ت ض  رای  ب ب  ا (١٣٢ . ۵) ف  وک  ر‐پ  لان  ک ک  س  ری م  ع  ادل  ه از دق  ی  ق ج  واب  ی
ب  ود. خ  واه  د



١۶۵ ک  س  ری دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات ت  ق  ارن  ی ت  ح  ل  ی  ل
ب  دس  ت ه  ای ج  واب از اس  ت  ف  اده ب  ا ک  س  ری دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات از ج  دی  دی ه  ای ج  واب

دی  گ  ر روش  ه  ای از آم  ده
X = F (x, y) ∂∂u ف  رم ب  ه ت  ق  ارن  ی ک  ه ک  س  ری غ  ی  ر ی  ا ک  س  ری دی  ف  ران  س  ی  ل  ی م  ع  ادل  ه ه  ر روش ای  ن در
ج  دی  د ت  ق  ارن ب  ه [Xi, Xj ] ج  اب  ج  اگ  ر ع  م  ل  گ  ر از اس  ت  ف  اده ب  ا ت  وان م  ی را ب  اش  د داش  ت  ه اخ  ت  ی  ار در

.[۵٨] رس  ان  ی  د G(x, y) ج  دی  د ج  واب و Xk = G(x, y) ∂∂u

دارای ه  م  گ  ی ،(٢ . ٧ . ۵) م  ث  ال در (١۶٧ . ۵) و (١۶۶ . ۵) و (١۶٠ . ۵) م  ع  ادلات م  ث  ال ط  ور ب  ه
ت  ق  ارن از اس  ت  ف  اده ب  ا ج  دی  د ه  ای ج  واب ل  ذا ب  اش  ن  د. م  ی XF٢ = F٢(t, x) ∂∂u ص  ورت ب  ه ت  ق  ارن  ی
در را آم  ده ب  دس  ت ن  ت  ای  ج ه  س  ت  ن  د. م  ح  اس  ب  ه ق  اب  ل راح  ت  ی ب  ه م  ع  ادلات از دس  ت  ه ای  ن ب  رای ج  دی  د
دل  خ  واه ث  اب  ت اع  داد c٢ و c١ و B = x

(١ + Γ(−α,t)
Γ(١−α)

) آن در ک  ه ای  م. ک  رده خ  لاص  ه (١٨ . ۵) ج  دول

آم  ده ب  دس  ت ق  دی  م  ی ه  ای ج  واب از اس  ت  ف  اده ب  ا ج  دی  د ه  ای ج  واب م  ح  اس  ب  ه :١٨ . ۵ ج  دول

م  ع  ادلات ج  دی  د ت  ق  ارن ج  دی  د ج  واب
[X٢, XF٢ ] = (

√
x∂fold

∂x
) ∂
∂u

√
x∂fold

∂x
= ٠

(۵.١۶٠) [X٣, XF٢ ] = (∂fold
∂t

) ∂
∂u

∂fold
∂t

= ٠
[X٢ +X۴, XF٢ ] = (

√
x∂fold

∂x
− fold)

∂
∂u

√
x∂fold

∂x
− fold = ٠

[X٣ +X۴, XF٢ ] = (∂fold
∂t

− fold)
∂
∂u

−xαt−(١+α)
√
BΓ(١−α)

[
c١ sinh(٢√B) + c٢ cosh(٢√B)

]
[X٣, XF٢ ] = (∂fold

∂t
) ∂
∂u

∂fold
∂t

= ٠
(۵.١۶۶) [X۵, XF٢ ] = (

√
x∂fold

∂x
+ ١٢√xfold) ∂∂u

√
x∂fold

∂x
+ ١٢√xfold = ٠

[X٣ +X۴, XF٢ ] = (∂fold
∂t

− fold)
∂
∂u

−
√
xαt−(١+α)

√
BΓ(١−α)

[
c١ sinh(٢√B) + c٢ cosh(٢√B)

]
[X٣, XF٢ ] = (∂fold

∂t
) ∂
∂u

∂fold
∂t

= ٠
(۵.١۶٧) [X٧, XF٢ ] = (

√
x∂fold

∂x
+ fold١)٢+√

x)
) ∂
∂u

√
x∂fold

∂x
+ fold١)٢+√

x)
= ٠

[X٣ +X۴, XF٢ ] = (∂fold
∂t

− fold)
∂
∂u

∂fold
∂t

− fold = ٠

ب  اش  ن  د. م  ی

م  ش  ت  ق چ  ن  دی  ن ب  ا دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات ج  واب ب  ه رس  ی  دن ب  رای م  ش  خ  ص  ه روش
ک  س  ری

ل  ی، ت  ق  ارن روش ج  م  ل  ه از م  ت  ع  ددی ه  ای روش ش  د، گ  ف  ت  ه ق  ب  ل  ی ه  ای ب  خ  ش در ک  ه ط  ور ه  م  ان
ب  ه رس  ی  دن ب  رای دی  گ  ر ه  ای روش از ب  س  ی  اری و ع  ددی، ه  ای روش ن  اوردا، ف  ض  ای زی  ر روش
دارای ت  ن  ه  ا ش  ده ذک  ر ه  ای روش ه  م  هء ام  ا دارد. وج  ود ک  س  ری دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه ی  ک ج  واب
در ب  خ  ش ای  ن در ک  ه م  ش  خ  ص  ه روش ه  س  ت  ن  د. زم  ان م  ت  غ  ی  ر روی ب  ر α م  رت  ب  ه از ک  س  ری م  ش  ت  ق ی  ک
ک  س  ری م  ش  ت  ق زم  ان، م  ت  غ  ی  ر روی ب  ر ک  س  ری م  ش  ت  ق ب  ر ع  لاوه اس  ت، ش  ده داده ت  وض  ی  ح آن م  ورد
و β ،α م  رت  ب  ه از گ  ان  ه چ  ن  د ک  س  ری م  ش  ت  ق ع  ب  ارت  ی ب  ه ش  ود. م  ی اع  م  ال ن  ی  ز م  ت  غ  ی  ره  ا دی  گ  ر روی ب  ر
ک  س  ری دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه گ  رف  ت. خ  واه  د ق  رار ب  ح  ث م  ورد ک  س  ری دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات ب  رای γ



ک  ارب  رده  ا و ک  س  ری م  ش  ت  ق  ات ب  ا دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات ١۶۶
خ  ط  ی

f(t, x, y)
∂αu

∂tα
+ g(t, x, y)

∂βu

∂xβ
+ k(t, x, y)

∂γu

∂yγ
= h(t, x, y). (١٨٧ . ۵)

:[۴۶ ،٣٨] داری  م t و y ،x م  ت  غ  ی  ر س  ه ب  رای ک  س  ری ت  ی  ل  ور ب  س  ط از اس  ت  ف  اده ب  ا ب  گ  ی  ری  د. ن  ظ  ر در را
du =

∂αu(t, x, y)

Γ(١ + α)dtα
(dt)α +

∂βu(t, x, y)

Γ(١ + β)dxβ
(dx)β +

∂γu(t, x, y)

Γ(١ + γ)dyγ
(dy)γ , ٠ < α, β < ١, γ < ١.

و

du
ds = h(t, x, y),

(dt)α

Γ(١+α)ds = f(t, x, y),

(dx)β

Γ(١+β)ds = g(t, x, y),

(dy)γ

Γ(١+γ)ds = k(t, x, y).

از ش  ده ذک  ر دس  ت  گ  اه ص  ورت ای  ن در ب  گ  ی  ری  م، ن  ظ  ر در α = β = γ = ١ اگ  ر خ  اص ح  ال  ت در
ش  ن  اخ  ت  ه ج  ی  وم  ری لاگ  ران  ژ م  ش  خ  ص  ه روش ع  ن  وان ب  ا روش  ی (١٨٧ . ۵) ک  س  ری دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات

از: ع  ب  ارت  س  ت دس  ت  گ  اه ای  ن .[٣٩] ش  ود م  ی
(dt)α

f(t, x, y)
=

(dx)α

g(t, x, y)
=

(dy)α

k(t, x, y)
=

Γ(١ + α)du

h(t, x, y)
=

du

h(t, x, y)
. (١٨٨ . ۵)

ب  ه (١٨٧ . ۵) ک  س  ری م  ع  ادل  ه ب  گ  ی  ری  م، ن  ظ  ر در h = ٠ و f = g = k = ١ اگ  ر • .١۴ . ٢ . ۵ م  ث  ال
ص  ورت

∂αu

dtα
+
∂βu

dxβ
+
∂γu

dyγ
= ٠. (١٨٩ . ۵)

م  ش  خ  ص  ه ب  ا

du
ds = ٠,

(dt)α

Γ(١+α)ds = ١,
(dx)β

Γ(١+β)ds = ١,
(dy)γ

Γ(١+γ)ds = ١.
داش  ت: خ  واه  ی  م م  ش  خ  ص  ه م  ع  ادلات ط  رف  ی  ن از گ  ی  ری ان  ت  گ  رال ب  ا داری  م. را

u = c١,
tα

Γ(١+α) = s+ c٢,
xβ

Γ(١+β) = s+ c٣,
yγ

Γ(١+γ) = s+ c۴.

ت  وان م  ی s پ  ارام  ت  ر ح  ذف ب  ا ه  س  ت  ن  د. دل  خ  واه  ی و ث  اب  ت ص  ح  ی  ح اع  داد c۴ و c٣ ،c٢ ،c١ ک  ه
ش  ک  ل ب  ه (١٨٩ . ۵) م  ع  ادل  ه از دق  ی  ق  ی ج  واب ب  ه

u(t, x, y) = f

(
tα

Γ(١ + α)
− xβ

Γ(١ + β)
,

xβ

Γ(١ + β)
− yγ

Γ(١ + γ)

)
, (١٩٠ . ۵)



١۶٧ ک  س  ری دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات ت  ق  ارن  ی ت  ح  ل  ی  ل
u = tα

Γ(١+α) − yγ

Γ(١+γ) و u = xβ

Γ(١+β) − yγ

Γ(١+γ) ،u = tα

Γ(١+α) − xβ

Γ(١+β) ع  ب  ارت  ی ب  ه رس  ی  د.
ب  اش  ن  د. م  ی (١٨٩ . ۵) چ  ن  دگ  ان  ه ک  س  ری م  ع  ادل  ه از ه  ای  ی ج  واب

h(t, x, y) = ٠ و k(t, x, y) = e−dy ،g(t, x, y) = e−ax ،f(t, x, y) = e−bt گ  رف  ت  ن ن  ظ  ر در ب  ا •
ش  ک  ل ب  ه را (١٨٧ . ۵) گ  ان  ه چ  ن  د ک  س  ری م  ع  ادل  ه

e−bt
∂αu

dtα
+ e−ax

∂βu

dxβ
+ e−dy

∂γu

dyγ
= ٠, (١٩١ . ۵)

م  ش  خ  ص  ه دس  ت  گ  اه ب  ا
du

ds
= ٠

∫
−→ u = c١,

(dt)α

Γ(١ + α)ds
= e−bt −→ Jαt e

bt = ds

∫
−→ Et(α, b) = s+ c٢,

(dx)β

Γ(١ + β)ds
= e−ax −→ Jβx e

ax = ds

∫
−→ Ex(β, a) = s+ c٣,

(dy)γ

Γ(١ + γ)ds
= e−dy −→ Jγy e

dy = ds

∫
−→ Ey(γ, d) = s+ c۴.

ب  اش  د) م  ی t ب  ه ن  س  ب  ت α م  رت  ب  ه از ری  م  ان ک  س  ری ان  ت  گ  رال Jαt و م  ی  ت  ی  ج‐ل  ف  ل  ر ت  اب  ع Ez(α))
ب  ه (١٩١ . ۵) ک  س  ری م  ع  ادل  ه ه  ای ج  واب ب  گ  ی  ری  م، ن  ظ  ر در را α = β = γ = ١٢ اگ  ر داری  م.

ص  ورت
u(t, x, y) = b−

١٢ erf(bt)
١٢ − a−

١٢ eaxerf(ax)
١٢ ,

u(t, x, y) = a−
١٢ erf(ax)

١٢ − d−
١٢ edyerf(dy)

١٢ ,

u(t, x, y) = b−
١٢ erf(bt)

١٢ − d−
١٢ edyerf(dy)

١٢ ,

ب  ود. خ  واه  ن  د
م  ع  ادل  ه ،h(t, x, y) = ٠ و k(t, x, y) = ln y ،g(t, x, y) = lnx ،f(t, x, y) = ln t دادن ق  رار ب  ا •

ک  س  ری م  ع  ادل  ه ب  ه ت  ب  دی  ل (١٨٧ . ۵) ک  س  ری
ln t

∂αu

dtα
+ lnx

∂βu

dxβ
+ ln y

∂γu

dyγ
= ٠, (١٩٢ . ۵)

م  ش  خ  ص  ه م  ع  ادلات ح  ل ب  ا ش  د. خ  واه  د

du
ds = ٠,

(dt)α

Γ(١+α)ds = ln t −→ −Jαt ln t = ds,

(dx)β

Γ(١+β)ds = lnx −→ −Jβx lnx = ds,

(dy)γ

Γ(١+γ)ds = ln y −→ −Jγy ln y = ds.



ک  ارب  رده  ا و ک  س  ری م  ش  ت  ق  ات ب  ا دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات ١۶٨
ف  رم ب  ه (١٩٢ . ۵) از دق  ی  ق  ی ه  ای ج  واب و ن  ت  ای  ج

u(t, x, y) =
xβ

Γ(١ + β)
[lnx− γ + ψ(١ + β)]− tα

Γ(١ + α)
[ln t− γ + ψ(١ + α)] ,

u(t, x, y) =
yγ

Γ(١ + γ)
[ln y − γ + ψ(١ + γ)]− xβ

Γ(١ + β)
[lnx− γ + ψ(١ + β)] ,

(.[۶۴ ،٧٣] ب  اش  د م  ی دی  گ  ام  ا ت  اب  ع ψ و اوی  ل  ر ث  اب  ت γ ) آی  ن  د. م  ی ب  دس  ت
و h(t, x, y) = csc(dy) ،g(t, x, y) = csc(ax) ،f(t, x, y) = csc(bt) گ  رف  ت  ن ن  ظ  ر در ب  ا •

ش  ک  ل ب  ه را (١٨٧ . ۵) م  ع  ادل  ه h(t, x, y) = ٠
csc(bt)

∂αu

dtα
+ csc(ax)

∂βu

dxβ
+ csc(dy)

∂νu

dyν
= ٠, (١٩٣ . ۵)

ک  ه داری  م
u(t, x, y) = f(St(α, b)− Sx(β, a), Sx(β, a)− Sy(ν, d)),

،α = β = ν = ١٢ دادن ق  رار ب  ا .٢٨ ب  اش  د م  ی ی  اف  ت  ه ت  ب  دی  ل ک  س  ری م  ع  ادل  ه ب  رای دق  ی  ق ج  واب  ی
u =

√٢
b

[sin(bt)C(p)− cos(bt)S(p)]−
√٢
a

[sin(ax)C(q)− cos(az)S(q)] ,

u =

√٢
a

[sin(ax)C(q)− cos(ax)S(q)]−
√٢
d

[sin(dy)C(z)− cos(dy)S(z)] ,

ه  ای ان  ت  گ  رال S(z) و C(z) ب  اش  ن  د. م  ی (١٩٣ . ۵) ک  س  ری م  ع  ادل  ه از دق  ی  ق  ی ه  ای ج  واب
.[٧٣] ه  س  ت  ن  د z =

√٢dy
π ،q =√٢ax

π ،p =√٢bt
π و ف  رس  ن  ال٢٩

ص  ورت ب  ه را ک  س  ری م  ع  ادل  ه ،h و g ،f ت  واب  ع ب  رای ای ج  م  ل  ه چ  ن  د ع  ب  ارات گ  رف  ت  ن ن  ظ  ر در ب  ا •
tb
∂αu

dtα
+ xa

∂βu

dxβ
+ yd

∂νu

dyν
= ٠, (١٩۴ . ۵)

٢٨

St(γ, a) =
١
٢i
[
Et(γ, ia)− Et(γ,−ia)

]
,

Et(γ, a) = tγeatγ∗(γ, at),

γ∗(γ, t) = e−t
∞∑
k=٠

tk

Γ(γ + k + ١) .

Fresenal Integrals٢٩

C(x) =

∫ x

٠
cos(

١
٢πt٢)dt, S(x) =

∫ x

٠
sin(

١
٢πt٢)dt.



١۶٩ ک  س  ری دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات ت  ق  ارن  ی ت  ح  ل  ی  ل
دق  ی  ق ج  واب ب  ه ت  وان م  ی م  ش  خ  ص  ه م  ع  ادلات ح  ل از ب  ع  د ک  ه داری  م.

u = f

(
Γ(١ − b)

Γ(١ − b+ α)
tα−b − Γ(١ − a)

Γ(١ − a+ β)
xβ−a,

Γ(١ − a)

Γ(١ − a+ β)
xβ−a − Γ(١ − d)

Γ(١ − d+ ν)
yν−d

)
,

ج  واب ص  ورت ای  ن در ب  اش  ن  د، α = β = ν = ١٢ و a = b = d = ١ اگ  ر م  ث  ال ب  رای رس  ی  د.
ه  ای

u =
١√
π

( ١√
t
− ١√

x

)
, u =

١√
π

( ١√
x
− ١

√
y

)
, u =

١√
π

( ١√
t
− ١

√
y

)
.

.[۴۶] ک  ن  ن  د م  ی ص  دق t∂u
١٢

∂t
١٢
+ x∂u

١٢
∂x

١٢
+ y ∂u

١٢
∂y

١٢
= ٠ ک  س  ری م  ع  ادل  ه در



ک  ارب  رده  ا و ک  س  ری م  ش  ت  ق  ات ب  ا دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات ١٧٠

ک  س  ری دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن ٣ . ۵
ب  رای ج  زی  ی م  ش  ت  ق  ات ب  ا دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات ه  م  ان  ن  د پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن ه  م  ان ی  ا ب  ق  اء اص  ل
ه  ر آن  ج  ای  ی  ک  ه از ب  اش  ن  د. م  ی ب  ررس  ی و ت  ع  ری  ف ق  اب  ل ن  ی  ز ک  س  ری م  ش  ت  ق  ات ب  ا دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات
پ  ای  س  ت  گ  ی ق  ان  ون ه  ر از اس  ت  ف  اده ب  ا و اس  ت س  ی  س  ت  م در ت  ق  ارن ی  ک وج  ود ن  ت  ی  ج  ه پ  ای  س  ت  گ  ی ق  ان  ون
م  ح  اس  ب  ه ل  ذا داد ک  اه  ش م  رت  ب  ه ی  ک ت  ا را دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه ت  وان م  ی س  ی  س  ت  م ی  ک ب  ر ح  اک  م
م  ش  ت  ق  ات ب  ا دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه ی  ک ه  ای ج  واب ب  ه رس  ی  دن ب  رای پ  ل  ی ک  س  ری پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن

ب  ود. خ  واه  ن  د ک  س  ری

ف  رم  ال لاگ  ران  ژی از اس  ت  ف  اده ب  ا پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن م  ح  اس  ب  ه ٣ . ١ . ۵
لاگ  ران  ژی ی  ک وج  ود اول  ی  ه ان  ت  گ  رال ب  ه رس  ی  دن ه  ای م  ح  دودی  ت از ی  ک  ی دان  ی  م م  ی ک  ه ط  ور ه  م  ان
ان  ت  گ  رال از اس  ت  ف  اده ب  ا را پ  ای  س  ت  گ  ی ه  ای م  ول  ف  ه ه  م  ی  ش  ه ت  وان ن  م  ی ک  ه ج  ای  ی ت  ا ب  اش  د م  ی ف  رم  ال غ  ی  ر
اس  ت  ف  اده ب  ا ک  س  ری پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن م  ح  اس  ب  ه ب  رای ت  لاش در م  ح  ق  ق  ان ب  ن  اب  رای  ن آورد. ب  دس  ت اول
و م  ف  اه  ی  م ک  س  ری ال  ح  اق  ی م  ع  ادل  ه ت  ع  ری  ف ک  م  ک ب  ا ب  خ  ش ای  ن در ب  رآم  دن  د. ف  رم  ال لاگ  ران  ژی از
ف  رم  ال لاگ  ران  ژی از اس  ت  ف  اده ب  ا پ  ای  س  ت  گ  ی ق  ان  ون ی  ک س  اخ  ت  ار ب  ه رس  ی  دن ب  رای ای اول  ی  ه ت  ع  اری  ف

داد. خ  واه  ی  م ش  رح را ک  س  ری دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه ی  ک از ک  س  ری
دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه

F (t, x, u, uαt , u(١), . . . , u(n)) = ٠, (١٩۵ . ۵)
ک  ه ب  گ  ی  ری  د. ن  ظ  ر در را زم  ان ب  ه ن  س  ب  ت α ک  س  ری م  ش  ت  ق ب  ا

L = vF (t, x, u, uαt , u(١), . . . , u(n)), (١٩۶ . ۵)
ک  س  ری م  ع  ادل  ه ب  رای ج  دی  د واب  س  ت  ه م  ت  غ  ی  ر v = v(t, x, u, u(١), . . . , u(n)) و ف  رم  ال لاگ  ران  ژی

ش  ود. م  ی م  ح  س  وب (١٩۵ . ۵)
ص  ورت ب  ه (١٩۵ . ۵) ک  س  ری م  ع  ادل  ه ب  رای پ  ای  س  ت  گ  ی ق  ان  ون

Dt(C
t) +Dx(C

x) = ٠, (١٩٧ . ۵)
اوی  ل  ر‐لاگ  ران  ژ ع  م  ل  گ  ر ت  ع  ری  ف ب  ا ش  د. خ  واه  د ت  ع  ری  ف C = (Ct, Cx) ب  رداری ه  ای م  ول  ف  ه ب  ا

ک  س  ری
δ

δu
=

∂

∂u
+ (D

µ(α)
t )∗

∂

∂(D
µ(α)
t )

−Dx
∂

∂ux
+D٢

x

∂

∂uxx
, (١٩٨ . ۵)

ک  س  ری ال  ح  اق  ی م  ع  ادل  ه ت  وان م  ی
F ∗(t, x, u, uαt , v

α
t , u(١), v(١), . . . , u(n), v(n)) :=

δL
δu

= ٠, (١٩٩ . ۵)



١٧١ ک  س  ری دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن
آورد. ب  دس  ت (١٩۵ . ۵) ک  س  ری م  ع  ادل  ه ب  رای را

ک  س  ری م  ش  ت  ق ب  رای را زی  ر ج  داگ  ان  ه ت  ع  اری  ف و ب  وده Dµ(α)
t ب  رای ال  ح  اق  ی ع  م  ل  گ  ر (D

µ(α)
t )∗ ک  ه

داش  ت: خ  واه  د ک  اپ  وت  و ک  س  ری م  ش  ت  ق و ری  م  ان‐ل  ی  ووی  ل
(٠Dα

t )
∗ = (−١)ntIn−αT (Dn

t ) ≡ C
t D

α
T (C٠ Dα

t )
∗ = (−١)nDn

t (tI
n−α
T ) ≡ tD

α
T . (٢٠٠ . ۵)

آن ن  ظ  ی  ر ال  ح  اق  ی م  ع  ادل  ه گ  اه ه  ر رود م  ی ش  م  ار ب  ه خ  ط  ی غ  ی  ر ال  ح  اق خ  ود (١٩۵ . ۵) ک  س  ری م  ع  ادل  ه
ک  س  ری م  ع  ادل  ه ب  ا ارز ه  م ، v = φ(t, x, u, u(١), . . .) ̸= ٠ ک  ه v = φ(t, x, u, u(١), . . .) ج  ای  گ  ذاری ب  ا

ب  اش  ی  م: داش  ت  ه ع  ب  ارت  ی ب  ه ش  ود. (١٩۵ . ۵) اول  ی  ه
F ∗|v=φ = λ(t, x, u, u(١), . . .)F, (٢٠١ . ۵)

ال  ح  اق خ  ود ش  ب  ه (١٩۵ . ۵) ک  س  ری م  ع  ادل  ه ب  اش  ن  د، ب  رق  رار φ′
(u) ̸= ٠ و φ = φ(u) ک  ه ص  ورت  ی در

(١٩۵ . ۵) ک  س  ری م  ع  ادل  ه φx ̸= ٠ و φt ̸= ٠ ،φu ̸= ٠ ک  ه φ = φ(t, x, u) ش  رای  ط ب  ا و خ  ط  ی غ  ی  ر
ب  ود. خ  واه  د ن  س  ب  ی ال  ح  اق خ  ود

م  ت  غ  ی  ر ی  ک و x, t م  س  ت  ق  ل م  ت  غ  ی  ر دو ب  ا (١٩۵ . ۵) ک  س  ری دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه گ  رف  ت  ن ن  ظ  ر در ب  ا
داری  م ،u(x, t) واب  س  ت  ه

XL+Dα
t (ξ

٠)L+Dα
x (ξ

١)L =W
δL
δu

+Dt(N tL) +Dx(N xL), (٢٠٢ . ۵)
دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه م  رت  ب  ه ت  ا X ک  وچ  ک ن  ه  ای  ت ب  ی م  ول  د ام  ت  داد X ن  وت  ر، ع  م  ل  گ  ره  ای N t,N x ک  ه

ف  رم ب  ه X ب  رداری م  ی  دان م  ش  خ  ص  ه W و ک  س  ری
W = η − ξ٠ut − ξ١ux, (٢٠٣ . ۵)

رواب  ط در ک  ه ه  س  ت  ن  د ‐لاگ  ران  ژی اوی  ل  ر ع  م  ل  گ  ر و ف  رم  ال لاگ  ران  ژی ن  ی  ز δ
δu و L ب  ود. خ  واه  د

ان  د. ش  ده ت  ع  ری  ف (١٩٨ . ۵) و (١٩۶ . ۵)
ب  راب  ر ع  ب  ارات  ی (١٩٩ . ۵) ال  ح  اق  ی م  ع  ادل  ه ه  م  چ  ن  ی  ن و (٢٠٢ . ۵) ت  س  اوی چ  پ س  م  ت آن  ج  ای  ی  ک  ه از

داری  م ه  س  ت  ن  د، ص  ف  ر ب  ا
Dt(N tL) +Dx(N xL) = ٠. (٢٠۴ . ۵)

پ  ای  س  ت  گ  ی ه  ای م  ول  ف  ه ،(٢٠۴ . ۵) و (١٩٧ . ۵) رواب  ط م  ق  ای  س  ه ب  ا
Ct = N tL, Cx = N xL. (٢٠۵ . ۵)

آی  ن  د. م  ی ب  دس  ت (١٩۵ . ۵) ک  س  ری م  ع  ادل  ه ب  رای
ص  ورت ب  ه ری  م  ان‐ل  ی  ووی  ل ک  س  ری م  ش  ت  ق ب  رای N x و N t ن  وت  ر ع  م  ل  گ  ر ک  ه

N t = ξ٠I +

n−١∑
k=٠

(−١)kDα−١−k
t (W )Dk

t

∂

∂(Dα
t u)

− (−١)nJ
(
W,Dn

t

∂

∂(Dα
t u)

)
,



ک  ارب  رده  ا و ک  س  ری م  ش  ت  ق  ات ب  ا دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات ١٧٢

N x = Wα

[
∂

∂uαx
−Dj(

∂

∂uαxj
) +DjDk(

∂

∂uαxjk
)−, . . .

]

+ Dj(W
α)

[
∂

∂uαxj
−Dk(

∂

∂uαxjk
)+, . . .

]
+DjDk(W

φ)

[
∂

∂uαxjk
−, . . .

]
,(٢٠۶ . ۵)

ان  ت  گ  رال ب  ا
J(f, g) =

١
Γ(n− α)

∫ t

٠
∫ T

t

f(τ, x)g(µ, x)

(µ− τ)n−α
dµdτ. (٢٠٧ . ۵)

ش  ون  د. م  ی ت  ع  ری  ف

ب  رگ  ر‐اس  ت  وان  ه ک  س  ری دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن ب  ه رس  ی  دن چ  گ  ون  گ  ی .٣ . ١ . ۵ م  ث  ال
از ق  ب  ل .[۴۵] ک  ن  ی  م م  ی ب  ررس  ی ش  د، داده ش  رح ب  الا در ک  ه روش  ی از اس  ت  ف  اده ب  ا را (١٢٢ . ۵) ای
م  ش  خ  ص و ت  ع  ی  ی  ن (١٢٢ . ۵) ک  س  ری م  ع  ادل  ه ب  رای را ف  رم  ال لاگ  ران  ژی اس  ت لازم ع  م  ل  ی  ات  ی ه  ر

ک  ن  ی  م.
ب  ه (١٢٢ . ۵) م  ع  ادل  ه ب  رای را ال  ح  اق  ی م  ع  ادل  ه ،v = φ(t, x) واب  س  ت  ه م  ت  غ  ی  ر گ  رف  ت  ن ن  ظ  ر در ب  ا

ص  ورت
δL
δw

= − a

x٢φ+ (Dα
t )

∗φ+ bwφx + a(
φx
x

− φ

x٢ )− aφxx

= λ

[
Dα
t w + bwwx − a

(١
x
wx + wxx −

w

x٢
)]

, (٢٠٨ . ۵)
ک  س  ری م  ع  ادل  ه ب  ه م  ش  خ  ص  ه، م  ع  ادلات ب  ن  دی دس  ت  ه و (٢٠٨ . ۵) ت  س  اوی ب  ه ت  وج  ه ب  ا داری  م.

(Dα
t )

∗φ− aφxx + (bw +
a

x
)φx − ٢ a

x٢φ = ٠,
ب  اش  د) م  ی دل  خ  واه و ث  اب  ت ع  دد ی  ک c )φ(t, x) = ρ(x)θ(t) = cθ(t) ف  رض ب  ا ک  ه رس  ی  د خ  واه  ی  م

داری  م:
(Dα

t )
∗(θ(t)) = ٢ a

x٢ θ(t),

.θ(t) = Eα,٢)١ a
x٢ tα) ن  ت  ی  ج  ه در و cDα

T = ٢ a
x٢ θ(t) ب  ن  اب  رای  ن ،(Dα

t )
∗ =c Dα

T ک  ه آن  ج  ای  ی از
ص  ورت ب  ه (١٢٢ . ۵) ک  س  ری م  ع  ادل  ه ب  رای ف  رم  ال لاگ  ران  ژی ب  ن  اب  رای  ن

L = vF = cEα,١
(

٢ ac
x٢ tα

)[
Dα
t w + bwwx − a

(١
x
wx + wxx −

w

x٢
)]

, (٢٠٩ . ۵)
آی  د. م  ی ب  دس  ت

م  ول  ف  ه W = −αw − αxwx − ٢twt م  ش  خ  ص  ه ب  ا X١ = αx ∂
∂x + ٢t ∂∂t − αw ∂

∂w ت  ق  ارن ب  رای •
ص  ورت ب  ه (٢٠٩ . ۵) ف  رم  ال لاگ  ران  ژی و (٢٠۵ . ۵) راب  ط  ه از اس  ت  ف  اده ب  ا پ  ای  س  ت  گ  ی ق  ان  ون ه  ای

Ct = − cEα,١
(٢a
x٢ tα

)
a

I١−α
t (αw + αwwx + ٢twt)



١٧٣ ک  س  ری دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن
+ J+١

(t)

{
αw + αwwx + ٢twt, t−١Eα,٠

(٢a
x٢ tα

)}
,

(٢١١ . ۵)

Cx = − (αw + αwwx + ٢twt)
[
c
(
bw − a

x

)
Eα,١

(٢a
x٢ tα

)
− ۴ca٢

x٣ αtαE٢
α,α+١

(٢a
x٢ tα

)]
− ac(٢αwx + αxwxx + ٢twxt)Eα,١

(٢a
x٢ tα

)
. (٢١٢ . ۵)

آی  ن  د. م  ی ب  دس  ت
داری  م: W = a

x٢ − bwx و X٢ = b ∂∂x + a
x٢ ∂

∂w گ  رف  ت  ن ن  ظ  ر در ب  ا •
Ct = cEα,١

(٢a
x٢ tα

)
a

I١−α
t

(
a

x٢ − bwx

)
− cJ+١

(t)

{
a

x٢ − bwx, t
−١Eα,٠

(٢a
x٢ tα

)}
,

Cx =

(
a

x٢ − bwx

)[
c
(
bw − a

x

)
Eα,١(

٢a
x٢ tα)−

۴ca٢
x٣ αtαE٢

α,α+١
(٢a
x٢ tα

)]
+ ac

(٢a
x٣ + bwxx

)
Eα,١

(٢a
x٢ tα

)
.

راب  ط  ه ب  ا (١٣٢ . ۵) ف  وک  ر‐پ  لان  ک ک  س  ری م  ع  ادل  ه ن  ظ  ی  ر ال  ح  اق  ی م  ع  ادل  ه .٣ . ٢ . ۵ م  ث  ال
F ∗ =

δL
δu

= (Dα
t )

∗v + bDx(xv)−
١
٢a٢D٢

x(v)− bv. (٢١٣ . ۵)
.[٢۴] گ  ی  ری  م م  ی ن  ظ  ر در

: داش  ت خ  واه  ی  م ،v = φ(t, x) واب  س  ت  ه م  ت  غ  ی  ر گ  رف  ت  ن ن  ظ  ر در ب  ا •
δL
δu

= (Dα
t )

∗φ+ b(φ+ xφx)−
١
٢a٢φxx − bφ

= λ

(
Dα
t u− bxux − bu− ١

٢a٢uxx
)
. (٢١۴ . ۵)

ب  ن  اب  رای  ن (Dα
t )

∗(θ(t)) =c Dα
T (θ(t)) = ٠ داری  م φ(t, x) = ρ(x)θ(t) = cθ(t) دادن ق  رار ب  ا

ه  س  ت  ن  د. دل  خ  واه  ی ث  اب  ت اع  داد A و c ک  ه φ(t, x) = A

ص  ورت ب  ه (١٣٢ . ۵) ک  س  ری م  ع  ادل  ه ب  رای ف  رم  ال لاگ  ران  ژی ح  ال  ت ای  ن در
L = φ(t, x)∆ = A

(
Dα
t u− bxux − bu− ١

٢a٢uxx
)
, (٢١۵ . ۵)

X٣ و X١, X٢ ه  ای ت  ق  ارن از ی  ک ه  ر ن  ظ  ی  ر پ  ای  س  ت  گ  ی ه  ای م  ول  ف  ه ت  وان م  ی و آم  ده ب  دس  ت
آورد. ب  دس  ت (٢١۵ . ۵) ف  رم  ال لاگ  ران  ژی ب  ا را (١٣۴ . ۵)



ک  ارب  رده  ا و ک  س  ری م  ش  ت  ق  ات ب  ا دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات ١٧۴
و X١ = ٢ta٢ ∂

∂t + αxa٢ ∂
∂x + (αua٢ − ua٢ − αbux٢) ∂∂u گ  رف  ت  ن ن  ظ  ر در ب  ا –

ش  ک  ل ب  ه را پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن W = αa٢u− ua٢ − αbux٢ − ٢ta٢ut − αxa٢ux

Ct = AaI
١−α
t (αa٢u− ua٢ − αbux٢ − ٢ta٢ut − αxa٢ux),

Cx = A
[
u(αb٢x٣ + a٢bx+ αabx− αa٢bx)

+ ux(αa
٢bx٢ +

١
٢αabx٢ +

١
٢a٣) + ٢a٢bxtut + a٣tuxt + ١

٢αa٣xuxx
]
.

داش  ت. خ  واه  ی  م
داری  م: W = −(bxu+ a٢ux) و X٢ = a٢ ∂

∂x − bxu ∂
∂u ب  رای –

Ct = −AaI١−α
t (bxu+ a٢ux),

Cx = Abx(bxu+ a٢ux) + ١
٢aA(bu+ a٢uxx + bxux), (٢١۶ . ۵)

ص  ورت ب  ه ن  ی  ز W = u م  ش  خ  ص  ه ب  ا X٣ = u ∂
∂u ت  ق  ارن ب  رای پ  ای  س  ت  گ  ی ه  ای م  ول  ف  ه –

Ct = AaI
١−α
t (u),

Cx = −A
(
bxu+

١
٢aux

)
. (٢١٧ . ۵)

ش  ون  د. م  ی م  ح  اس  ب  ه
ص  ورت ب  ه را اوی  ل  ر‐لاگ  ران  ژ م  ع  ادل  ه ،v = φ(t, x, u) دادن ق  رار ب  ا ح  ال  ت ای  ن در •

(Dα
t )

∗φ + bxφx + φu(bxux + uxx) + φxx + ٢uxφxu + u٢
xφuu

= λ

(
Dα
t u− bxux − bu− ١

٢a٢uxx
)
. (٢١٨ . ۵)

از ح  اص  ل ی م  ش  خ  ص  ه م  ع  ادل  ه ح  ل و φ(t, x, u) = φ١(t)φ٢(x, u) ف  رض ب  ا داش  ت. خ  واه  ی  م
.φ(t, x, u) = (ax+ b)Eα,١

(
−bx
ax+b t

α
) داری  م ،(٢١٨ . ۵) راب  ط  ه

لاگ  ران  ژی ب  ا (١٣۴ . ۵) X٣ و X١, X٢ ه  ای ت  ق  ارن از ی  ک ه  ر ب  رای پ  ای  س  ت  گ  ی ه  ای م  ول  ف  ه
ف  رم  ال

L =
(
(ax+ b)Eα,١(

−bx
ax+ b

tα)
)(

Dα
t u− bxux − bu− ١

٢a٢uxx
)
, (٢١٩ . ۵)

ان  د. ش  ده م  ح  اس  ب  ه (١٩ . ۵) ج  دول در
ک  س  ری م  ش  ت  ق از α ∈ (٠,٢) م  رت  ب  ه ب  ا ان  ت  ش  ار ‐ب  ع  دی (٣ + α) ک  س  ری م  ع  ادل  ه .٣ . ٣ . ۵ م  ث  ال

ب  گ  ی  ری  د. ن  ظ  ر در را ل  ی  ووی  ل ری  م  ان
Dα
t u = (f(u)ux)x + (g(u)uy)y + (h(u)uz)z, (٢٢٠ . ۵)



١٧۵ ک  س  ری دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن
ف  وک  ر‐پ  لان  ک ک  س  ری م  ع  ادل  ه پ  ای  س  ت  گ  ی ه  ای م  ول  ف  ه :١٩ . ۵ ج  دول
Wi Ct,x v = φ(t, x, u) ب  ا (١٣٢ . ۵) ک  س  ری م  ع  ادل  ه پ  ای  س  ت  گ  ی ه  ای م  ول  ف  ه

W١ = αa٢u− ua٢ − αbux٢ − ٢ta٢ut − αxa٢ux Ct (ax+ b)Eα,١(−bxtαax+b
)aI

١−α
t (W١)− Jt{W١, (ax+ b)t−١Eα,٠(−bxtαax+b

)}

Cx W١
[
−bx(ax+ b)Eα,١(−bxtαax+b

) + a٢
٢ Eα,١(−bxt

α

ax+b
) + a٢(ax+ b)Dx(Eα,١(−bxtαax+b

))
]
+Dx(W١)

[−a٢ a(ax+ b)Eα,١(−bxtαax+b
)
]

W٢ = −(bxu+ a٢ux) Ct (ax+ b)Eα,١(−bxtαax+b
)aI

١−α
t (W٢)− Jt{W٢, (ax+ b)t−١Eα,٠(−bxtαax+b

)}

Cx W٢
[
−bx(ax+ b)Eα,١(−bxtαax+b

) + a٢
٢ Eα,١(−bxt

α

ax+b
) + a٢(ax+ b)Dx(Eα,١(−bxtαax+b

))
]
+Dx(W٢)

[−a٢ a(ax+ b)Eα,١(−bxtαax+b
)
]

W٣ = u Ct (ax+ b)Eα,١(−bxtαax+b
)aI

١−α
t (W٣)− Jt{W٣, (ax+ b)t−١Eα,٠(−bxtαax+b

)}

Cx W٣
[
−bx(ax+ b)Eα,١(−bxtαax+b

) + a٢
٢ Eα,١(−bxt

α

ax+b
) + a٢(ax+ b)Dx(Eα,١(−bxtαax+b

))
]
+Dx(W٣)

[−a٢ a(ax+ b)Eα,١(−bxtαax+b
)
]

ک  س  ری م  ع  ادل  ه ای  ن ت  ع  م  ی  م چ  ه  ار ب  رای را پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن ب  ه رس  ی  دن چ  گ  ون  گ  ی م  ث  ال ای  ن در
.[۶٩ ،٧٣ ،٢٠ ،٣٣ ،٣٢ ،٨ ،٣ ،٢ ،۴٨] ک  ن  ی  م م  ی ب  ررس  ی

ک  ه ut = C[U ] ص  ورت ب  ه را (٢٢٠ . ۵) ک  س  ری ان  ت  ش  ار م  ع  ادل  ه ش  روع، ب  رای
C[U ] = (f(u)ux)x + (g(u)uy)y + (h(u)uz)z,

ص  ورت ب  ه ک  س  ری م  ع  ادل  ه ای  ن از ت  ع  م  ی  م چ  ه  ار گ  ی  ری  م. م  ی ن  ظ  ر در را
ut = Iαt C[U ] = Iαt [(f(u)ux)x + (g(u)uy)y + (h(u)uz)z] , (٢٢١ . ۵)

ut = D١−α
t C[U ] = D١−α

t [(f(u)ux)x + (g(u)uy)y + (h(u)uz)z] , (٢٢٢ . ۵)

ut = C[Iαt U ] = fuI
α
t u

٢
x + fIαt uxx + guI

α
t u

٢
y + gIαt uyy + huI

α
t u

٢
z + hIαt uzz, (٢٢٣ . ۵)

ut = C[D١−α
t U ] = fuD

١−α
t u٢

x + fD١−α
t uxx + guD

١−α
t u٢

y + gD١−α
t uyy

+ huD
١−α
t u٢

z + hD١−α
t uzz. (٢٢۴ . ۵)

ک  س  ری م  ش  ت  ق D١−α
t و α م  رت  ب  ه از زم  ان ب  ه ن  س  ب  ت چ  پ ک  س  ری ان  ت  گ  رال Iαt ک  ه ش  ود. م  ی ب  ی  ان

ب  اش  ن  د. م  ی ١ − α م  رت  ب  ه از زم  ان ب  ه ن  س  ب  ت چ  پ
ف  رم ب  ه ت  وان م  ی را (٢٢١ . ۵) م  ع  ادل  ه ص  ورت ای  ن در ،Dα

t I
α
t u = u آن  ج  ای  ی  ک  ه از

Dα+١
t u = Dα

t ut = (f(u)ux)x + (g(u)uy)y + (h(u)uz)z. (٢٢۵ . ۵)
ک  رد. ب  ازن  وی  س  ی

ص  ورت ب  ه (٢٢٢ . ۵) م  ع  ادل  ه ،Iα−١
t ut =

CDα
t u و D١−α

t = Iα−١
t ج  ای  گ  ذاری ب  ا ه  م  چ  ن  ی  ن

CDα
t u = (f(u)ux)x + (g(u)uy)y + (h(u)uz)z. (٢٢۶ . ۵)

ش  د. خ  واه  د ن  وش  ت  ه
ب  ه را (٢٢٣ . ۵) م  ع  ادل  ه ،(Iαt uxx = vxx, I

α
t u

٢
x = v٢

x , ut = D١+α
t v

) ک  ه v = Iαt u دادن ق  رار ب  ا
ص  ورت

D١+α
t v = (f(v)vx)x + (g(v)vy)y + (h(v)vz)z,



ک  ارب  رده  ا و ک  س  ری م  ش  ت  ق  ات ب  ا دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات ١٧۶
ص  ورت ب  ه v = u ج  ای  گ  ذاری ب  ا ع  ب  ارت  ی ب  ه ی  ا

D١+α
t u = (f(u)ux)x + (g(u)uy)y + (h(u)uz)z, (٢٢٧ . ۵)

داری  م.
ف  رم ب  ه (٢٢۴ . ۵) م  ع  ادل  ه ،D١−α

t u = v دادن ق  رار ب  ا ان  ت  ه  ا در
Dα
t u = (f(u)ux)x + (g(u)uy)y + (h(u)uz)z. (٢٢٨ . ۵)

ش  د. خ  واه  د ن  وی  س  ی ب  از
ان  ت  ش  ار م  ع  ادل  ه از ک  س  ری ت  ع  م  ی  م چ  ه  ار (٢٢٨ . ۵) و (٢٢٧ . ۵) ،(٢٢۶ . ۵) ،(٢٢۵ . ۵) م  ع  ادلات
م  ی را ک  س  ری م  ع  ادل  ه چ  ه  ار ای  ن ع  م  وم  ی ف  رم ک  ه ب  اش  ن  د. م  ی خ  ود ک  لاس  ی  ک ح  ال  ت در ک  س  ری

ص  ورت ب  ه ت  وان
F (t, x, y, z,D

µ(α)
t u, ux, uxx, uy, uyy, uz, uzz) = (٢٢٩ . ۵)

D
µ(α)
t u− (f(u)ux)x + (g(u)uy)y + (h(u)uz)z = ٠,

داش  ت.
ت  وض  ی  ح آن م  ورد در م  ف  ص  ل ط  ور ب  ه ق  ب  ل  ی ب  خ  ش در ک  ه ل  ی ت  ق  ارن ت  ح  ل  ی  ل روش از اس  ت  ف  اده ب  ا

آوری  م. م  ی ب  دس  ت زی  ر ح  ال  ت س  ه در را (٢٢٩ . ۵) ک  س  ری م  ع  ادل  ه ه  ای ت  ق  ارن اس  ت ش  ده داده
اول: ح  ال  ت •

ک  س  ری م  ع  ادل  ه ه  ای ت  ق  ارن ب  گ  ی  ری  م، ن  ظ  ر در α ∈ (٠,٢) و f(u) = g(u) = h(u) = ١ اگ  ر
ص  ورت ب  ه را (٢٢٩ . ۵)

X١ =
∂

∂x
, X٢ =

∂

∂y
, X٣ =

∂

∂z
, X۴ = x

∂

∂x
+ y

∂

∂y
+ z

∂

∂z
+ ٢ ∂

∂u
,

X۵ = y
∂

∂x
− x

∂

∂y
, X۶ = z

∂

∂x
− x

∂

∂z
,

X٧ =
∂

∂t
, X٨ = t

∂

∂t
+
α

٢
(
x
∂

∂x
+ y

∂

∂y
+ z

∂

∂z

)
, X٩ =

∂

∂u
. (٢٣٠ . ۵)

داری  م.
دوم: ح  ال  ت •

ک  وچ  ک ن  ه  ای  ت ب  ی م  ول  د ه  ش  ت ،α ∈ (٠,٢) و f(u) = g(u) = h(u) = eu گ  رف  ت  ن ن  ظ  ر در ب  ا
X١ =

∂

∂x
, X٢ =

∂

∂y
, X٣ =

∂

∂z
, X۴ = x

∂

∂x
+ y

∂

∂y
+ z

∂

∂z
+ ٢ ∂

∂u
,

X۵ = y
∂

∂x
− x

∂

∂y
, X۶ = z

∂

∂x
− x

∂

∂z
,

X٧ = z
∂

∂y
− y

∂

∂z
, X٨ = t

∂

∂t
− α

∂

∂u
. (٢٣١ . ۵)

آی  ن  د. م  ی ب  دس  ت (٢٢٩ . ۵) ک  س  ری م  ع  ادل  ه ب  رای



١٧٧ ک  س  ری دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن
س  وم: ح  ال  ت •

ب  رای آم  ده ب  دس  ت ه  ای ت  ق  ارن α ∈ (٠,٢) و f(u) = g(u) = h(u) = uA دادن ق  رار ب  ا
ص  ورت ب  ه (٢٢٩ . ۵) ک  س  ری م  ع  ادل  ه

X١ =
∂

∂x
, X٢ =

∂

∂y
, X٣ =

∂

∂z
, X۴ = x

∂

∂x
+ y

∂

∂y
+ z

∂

∂z
+ ٢ ∂

∂u
,

X۵ = y
∂

∂x
− x

∂

∂y
, X۶ = z

∂

∂x
− x

∂

∂z
, X٧ = z

∂

∂y
− y

∂

∂z
. (٢٣٢ . ۵)

ب  اش  ن  د. م  ی
اگ  ر

Ct = Ct(t, x, y, z, u, . . .), Cx = Cx(t, x, y, z, u, . . .),

Cy = Cy(t, x, y, z, u, . . .), Cz = Cz(t, x, y, z, u, . . .).

ات  ح  اد در ک  ه ب  گ  ی  ری  م ن  ظ  ر در پ  ای  س  ت  گ  ی ق  ان  ون ه  ای م  ول  ف  ه
Dt(C

t) +Dx(C
x) +Dy(C

y) +Dz(C
z) = ٠, (٢٣٣ . ۵)

ف  رم  ال لاگ  ران  ژی ت  ع  ری  ف ب  ا ت  وان م  ی ک  ن  ن  د، ص  دق
L = v(t, x, y, z)

[
D
µ(α)
t (u)− (f(u)ux)x − (g(u)uy)y − (h(u)uz)z

]
, (٢٣۴ . ۵)

ک  س  ری م  ع  ادل  ه ب  رای را ال  ح  اق  ی م  ع  ادل  ه ب  اش  د، م  ی ج  دی  د واب  س  ت  ه م  ت  غ  ی  ر ی  ک v(t, x, y, z) ک  ه
ص  ورت ب  ه (٢٢٩ . ۵)

F ∗ = F ∗(t, x, y, z, u, v,D
µ(α)
t u, (D

µ(α)
t )∗v, ux, vx, uxx, vxx, . . .) =

δL
δu
, (٢٣۵ . ۵)

اوی  ل  ر‐لاگ  ران  ژ ع  م  ل  گ  ر ب  ا
δ

δu
=

∂

∂u
+ (D

µ(α)
t )∗

∂

∂(D
µ(α)
t )

−Dx
∂

∂ux
−Dy

∂

∂uy
−Dz

∂

∂uz

+ D٢
x

∂

∂uxx
+D٢

y

∂

∂uyy
+D٢

z

∂

∂uzz
, (٢٣۶ . ۵)

م  ش  ت  ق ب  رای م  ت  ف  اوت ت  ع  ری  ف دو ب  ا Dµ(α)
t ال  ح  اق  ی ع  م  ل  گ  ر ،(Dµ(α)

t )∗ ت  ع  ری  ف ای  ن در ک  رد. ت  ع  ری  ف
ص  ورت ب  ه ک  اپ  وت  و و ری  م  ان‐ل  ی  ووی  ل ک  س  ری ه  ای

(٠Dα
t )

∗ = (−١)ntIn−αT (Dn
t ) ≡ C

t D
α
T , (C٠ Dα

t )
∗ = (−١)nDn

t (tI
n−α
T ) ≡ tD

α
T .(٢٣٧ . ۵)

ب  رای (Dµ(α)
t )∗ ال  ح  اق  ی ع  م  ل  گ  ر ری  م  ان‐ل  ی  ووی  ل، ک  س  ری م  ش  ت  ق ب  ه ت  وج  ه ب  ا ه  م  چ  ن  ی  ن ب  اش  د. م  ی

ش  ک  ل ب  ه (٢٢٨ . ۵) ت  ا (٢٢۵ . ۵) م  ع  ادلات از ی  ک ه  ر
،(Dµ(α)

t )∗ ≡ (Dα+١
t )∗ = tD

α
TDt :(٢٢۵ . ۵) م  ع  ادل  ه ب  رای •



ک  ارب  رده  ا و ک  س  ری م  ش  ت  ق  ات ب  ا دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات ١٧٨
،(Dµ(α)

t )∗ ≡ (CDα
t )

∗
= tD

α
T :(٢٢۶ . ۵) م  ع  ادل  ه ب  رای •

،(Dµ(α)
t )∗ ≡ (D١+α

t )∗ = C
t D

١+α
T :(٢٢٧ . ۵) م  ع  ادل  ه ب  رای •

.(Dµ(α)
t )∗ ≡ (Dα

t )
∗ = C

t D
α
T : (٢٢٨ . ۵) م  ع  ادل  ه ب  رای •

راس  ت ک  س  ری ه  ای م  ش  ت  ق C
t D

α
T و tD

α
T راس  ت، ک  س  ری ان  ت  گ  رال tI(n−α)T ک  ه ش  ود م  ی ت  ع  ری  ف

ه  س  ت  ن  د. α م  رت  ب  ه از ک  اپ  وت  و و ری  م  ان‐ل  ی  ووی  ل
ال  ح  اق  ی م  ع  ادل  ه ،(٢٣۴ . ۵) ف  رم  ال لاگ  ران  ژی و (٢٣۵ . ۵) ال  ح  اق  ی م  ع  ادل  ه ت  ع  اری  ف ب  ه ت  وج  ه ب  ا

ص  ورت ب  ه را ان  ت  ش  ار ک  س  ری م  ع  ادل  ه ب  رای
F ∗ = (D

µ(α)
t )∗v − fvxx − gvyy − hvzz = ٠, n− ١ < α < n. (٢٣٨ . ۵)

ال  ح  اق  ی م  ع  ادل  ه در v = φ(t, x, y, z) = ϕ(t)ψ(x)ψ(y)ψ(z) ̸= ٠ ج  ای  گ  ذاری ب  ا ک  ه داش  ت خ  واه  ی  م
داری  م: (٢٣٨ . ۵)

ψ(x)ψ(y)ψ(z)(D
µ(α)
t )∗(ϕ(t))

−ϕ(t)
[
fψ(x)′′ψ(y)ψ(z) + gψ(x)ψ(y)′′ψ(z) + hψ(x)ψ(y)ψ(z)′′

]
= ٠,

ب  ن  اب  رای  ن fψ(x)′′ψ(y)ψ(z) + gψ(x)ψ(y)′′ψ(z) + hψ(x)ψ(y)ψ(z)′′ = ٠
(D

µ(α)
t )∗(ϕ(t)) = ٠. (٢٣٩ . ۵)

م  رت  ب  ه از و ج  زی  ی م  ش  ت  ق  ات ب  ا دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه ی  ک (٢٣٩ . ۵) دس  ت  گ  اه از اول م  ع  ادل  ه آن  ج  ای  ی  ک  ه از
ص  ورت ب  ه م  ع  ادل  ه ای  ن دق  ی  ق ه  ای ج  واب ،f = g = h = ١, eu, uA ج  ای  گ  ذاری ب  ا ب  اش  د، م  ی دو

ψ١(x, y, z) = xy(az + b), ψ٢(x, y, z) = a١a٢(az + b),

ψ٣(x, y, z) = ex+y(d١ sin
√٢z + d٢ cos

√٢z). (٢۴٠ . ۵)
آی  ن  د. م  ی ب  دس  ت

از ی  ک ه  ر ب  رای ب  ای  س  ت م  ی و ب  وده ک  س  ری م  ع  ادل  ه ی  ک (٢٣٩ . ۵) دس  ت  گ  اه از دوم م  ع  ادل  ه
گ  ی  رد. ق  رار ب  ررس  ی م  ورد ج  داگ  ان  ه ط  ور ب  ه (٢٢٨ . ۵) ت  ا (٢٢۵ . ۵) م  ع  ادلات

ج  واب (Dα+١
t )∗ϕ(t) = tD

α
T (ϕ

′(t)) = ٠ ات  ح  اد ب  ه ت  وج  ه ب  ا :(٢٢۵ . ۵) م  ع  ادل  ه ب  رای •
داش  ت. خ  واه  ی  م م  ع  ادل  ه ای  ن ب  رای را ϕ(t) = c١(T − t)α + c٢

، (CDα
t )

∗ϕ(t) = tD
α
T (ϕ(t)) = ٠ ات  ح  اد از اس  ت  ف  اده ب  ا :(٢٢۶ . ۵) م  ع  ادل  ه ب  رای •

ب  ود. خ  واه  د (٢٣٩ . ۵) دس  ت  گ  اه دوم م  ع  ادل  ه م  ع  ادل  ه از ج  واب  ی ϕ(t) = c١(T − t)α−١



١٧٩ ک  س  ری دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن
اس  ت  ف  اده ب  ا ک  ه (D١+α

t )∗ϕ(t) = C
t D

١+α
T (ϕ(t)) = ٠ راب  ط  ه ک  م  ک ب  ا :(٢٢٧ . ۵) م  ع  ادل  ه ب  رای •

آی  د، م  ی ب  دس  ت L{Ct Dα
Tϕ(t)

}
= sαϕ(s)− ١ ک  اپ  وت  و ک  س  ری م  ش  ت  ق لاپ  لاس خ  اص  ی  ت از

خ  اص ح  الات در ک  ه رس  ی  د. ϕ(t) = c١tn + c٢tn−١ ک  ل  ی و دق  ی  ق ج  واب ب  ه ت  وان م  ی
ب  رای ϕ(t) = c١t٢ + c٢t و ϕ(t) = c١t + c٢ دق  ی  ق ه  ای ج  واب ،١ < α < ٢ و ٠ < α < ١

آی  ن  د. م  ی ب  دس  ت م  ع  ادل  ه ای  ن
ب  رای ϕ(t) = c١ ج  واب ،(Dα

t )
∗ϕ(t) = C

t D
α
T (ϕ(t)) = ٠ ک  م  ک ب  ا :(٢٢٨ . ۵) م  ع  ادل  ه ب  رای •

آی  د. م  ی ب  دس  ت ١ < α < ٢ ح  ال  ت ب  رای ϕ(t) = c١t ج  واب و ٠ < α < ١
ش  ک  ل ب  ه t و ،z ،y ،x م  س  ت  ق  ل م  ت  غ  ی  ره  ای ب  رای را ن  وت  ر ات  ح  اد

Dt(ξ
٠)I +Dx(ξ

١)I +Dy(ξ
٢)I +Dz(ξ

٣)I = (٢۴١ . ۵)
W

δ

δu
+Dt(N t) +Dx(N x) +Dy(N y) +Dz(N z).

ف  رم ب  ه X م  ول  د ب  رای م  ش  خ  ص  ه W و ه  م  ان  ی ع  م  ل  گ  ر I ک  ه
W = η − ξ٠ut − ξ١ux − ξ٢uy − ξ٣uz,

رواب  ط ب  ا ن  وت  ر ه  ای ع  م  ل  گ  ر گ  ی  ری  م. م  ی ن  ظ  ر در ب  اش  د، م  ی
N x = ξ١I +W

(
∂

∂ux
−Dx

∂

∂uxx

)
+Dx(W )

∂

∂uxx
, (٢۴٢ . ۵)

N y = ξ٢I +W

(
∂

∂uy
−Dy

∂

∂uyy

)
+Dy(W )

∂

∂uyy
, (٢۴٣ . ۵)

N z = ξ٣I +W

(
∂

∂uz
−Dz

∂

∂uzz

)
+Dz(W )

∂

∂uzz
. (٢۴۴ . ۵)

ات  ح  اد ب  ا ری  م  ان‐ل  ی  ووی  ل ک  س  ری م  ش  ت  ق ب  رای N t ن  وت  ر ع  م  ل  گ  ر و آی  ن  د م  ی ب  دس  ت

N t = ξ٠I +

n−١∑
k=٠

(−١)kDα−١−k
t (W )Dk

t

∂

∂(Dα
t u)

− (−١)nJ
(
W,Dn

t

∂

∂(Dα
t u)

)
, (٢۴۵ . ۵)

ات  ح  اد ب  ا ک  اپ  وت  و ک  س  ری م  ش  ت  ق ب  رای و

N t = ξ٠I +

n−١∑
k=٠

Dk
t (W )Dα−١−k

T

∂

∂(Dα
t u)

− J

(
Dn
t (W ),

∂

∂(Dα
t u)

)
, (٢۴۶ . ۵)

ک  ه
J(f, g) =

١
Γ(n− α)

∫ t

٠
∫ T

t

f(τ, x, y, z)g(µ, x, y, z)

(µ− τ)n−α
dµdτ. (٢۴٧ . ۵)

ه  س  ت  ن  د. م  ح  اس  ب  ه ق  اب  ل



ک  ارب  رده  ا و ک  س  ری م  ش  ت  ق  ات ب  ا دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات ١٨٠
ص  ف  ر ب  ا ارز ه  م ات  ح  اد ،L ف  رم  ال لاگ  ران  ژی ب  ر (٢۴١ . ۵) راب  ط  ه ط  رف  ی  ن اث  ر ب  ا

X̃L+Dt(ξ
٠)L+Dx(ξ

١)L+Dy(ξ
٢)L+Dz(ξ

٣)L|(٢.١) = ٠, (٢۴٨ . ۵)
ت  س  اوی آن دن  ب  ال ب  ه ک  ه داش  ت خ  واه  ی  م را

Dt(N tL) +Dx(N xL) +Dy(N yL) +Dz(N zL) = ٠. (٢۴٩ . ۵)
ص  ورت ب  ه را پ  ای  س  ت  گ  ی ه  ای م  ول  ف  ه ،(٢۴٩ . ۵) و (٢٣٣ . ۵) رواب  ط م  ق  ای  س  ه ب  ا ش  ود. م  ی ب  رق  رار

Ct = N tL, Cx = N xL, Cy = N yL, Cz = N zL.

آوری  م. م  ی ب  دس  ت
رواب  ط از (٢٢٨ . ۵)‐(٢٢۵ . ۵) م  ع  ادلات از ی  ک ه  ر ب  رای ان  ت  ش  ار ک  س  ری م  ع  ادل  ه ش  ار

Cx =W

(
∂L
∂ux

−Dx
∂L
∂uxx

)
+Dx(W )

∂L
∂uxx

, (٢۵٠ . ۵)

Cy =W

(
∂L
∂uy

−Dy
∂L
∂uyy

)
+Dy(W )

∂L
∂uyy

, (٢۵١ . ۵)

Cz =W

(
∂L
∂uz

−Dz
∂L
∂uzz

)
+Dz(W )

∂L
∂uzz

. (٢۵٢ . ۵)
و

ات  ح  اده  ای از اس  ت  ف  اده ب  ا ت  رت  ی  ب ب  ه ن  ی  ز (٢٢٨ . ۵)‐(٢٢۵ . ۵) ک  س  ری م  ع  ادلات چ  گ  ال  ی
Ct = Dα−١

t Dt(W )
∂L

∂Dα
t ut

−WDα−١
T Dt

∂L
∂Dα

t ut
+ J

(
Dt(W ), Dt

∂L
∂Dα

t ut

)
, (٢۵٣ . ۵)

Ct =

n−١∑
k=٠

Dk
t (W )Dα−١−k

T

∂L
∂(CDα

t u)
− J

(
Dn
t (W ),

∂L
∂(CDα

t u)

)
, (٢۵۴ . ۵)

Ct = Dα
t (W )

∂L
∂D١+α

t u
−Dα−١

t (W )Dt
∂L

∂D١+α
t u

− J

(
W,D٢

t

∂L
∂D١+α

t u

)
, (٢۵۵ . ۵)

Ct =

n−١∑
k=٠

(−١)kDα−١−k
t (W )Dk

t

∂L
∂(Dα

t u)
− (−١)nJ

(
W,Dn

t

∂L
∂(Dα

t u)

)
. (٢۵۶ . ۵)

ب  ود. خ  واه  ن  د م  ح  اس  ب  ه ق  اب  ل
و (٢٢۵ . ۵) ،(٢٢۶ . ۵) ،(٢٢٧ . ۵) ک  س  ری م  ع  ادلات از ی  ک ه  ر پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن ادام  ه در
f = g = h = uA و f = g = h = eu ،f = g = h = ١ م  ت  ف  اوت ه  ای ح  ال  ت ب  رای را (٢٢٨ . ۵)

آوری  م. م  ی ب  دس  ت



١٨١ ک  س  ری دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن
داری  م: (٢٢۵ . ۵) م  ع  ادل  ه ب  رای •

ص  ورت ب  ه را (٢٢٩ . ۵) ک  س  ری م  ع  ادل  ه ،f = g = h = ١ گ  رف  ت  ن ن  ظ  ر در ب  ا –
D
µ(α)
t − uxx − uyy − uzz = ٠.

م  ت  غ  ی  ر ب  رای م  ت  ف  اوت ت  اب  ع س  ه دادی  م ان  ج  ام ب  الا در ک  ه م  ح  اس  ب  ات  ی پ  ی  رو داری  م.
ش  ک  ل ب  ه v واب  س  ت  ه

v١ = xy(az + b)(c١(T − t)α + c٢),
v٢ = a١a٢(az + b)(c١(T − t)α + c٢),
v٣ = ex+y(d١ sin

√٢z + d٢ cos
√٢z)(c١(T − t)α + c٢).

از ی  ک ه  ر در را پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن از Cz و Cy ،Cx ه  ای م  ول  ف  ه اس  ت. آم  ده ب  دس  ت
آورده خ  لاص  ه ط  ور ب  ه ( ٢٢ . ۵) و ( ٢١ . ۵)،(٢٠ . ۵ ) ه  ای ج  دول در ف  وق ح  ال  ت س  ه

ای  م.
ص  ورت ب  ه را (٢٢٩ . ۵) م  ع  ادل  ه ،f = g = h = eu گ  رف  ت  ن ن  ظ  ر در ب  ا –

D
µ(α)
t − eu

(
u٢
x + uxx + u٢

y + uyy + u٢
z + uzz

)
= ٠.

(٢٣ . ۵) ج  داول در پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن ش  اره  ای ،vi ١ ≤ i ≤ ٣ ح  الات در ک  ه داری  م
ان  د. ش  ده م  ح  اس  ب  ه ( ٢۵ . ۵ ) و (٢۴ . ۵)،

داری  م: (٢٢٩ . ۵) م  ع  ادل  ه در f = g = h = uA دادن ق  رار ب  ا –
D
µ(α)
t +AuA−١ (u٢

x + u٢
y + u٢

z

)
− uA (uxx + uyy + uzz) = ٠.

ه  ای ج  دول در پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن ه  ای م  ول  ف  ه ،vi ١ ≤ i ≤ ٣ ه  ای ح  ال  ت در ک  ه
.[۴٨] اس  ت ش  ده آورده (٢٨ . ۵) و (٢٧ . ۵)،(٢۶ . ۵ )



ک  ارب  رده  ا و ک  س  ری م  ش  ت  ق  ات ب  ا دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات ١٨٢

v١ و f = g = h = ١ ب  ا (٢٢۵ . ۵) ک  س  ری م  ع  ادل  ه ش  ار :٢٠ . ۵ ج  دول
W Cx,y,z (f = g = h = ١) ب  ا (٢٢۵ . ۵) ک  س  ری م  ع  ادل  ه ش  ار

Cx y(az + b)(c١(T − t)α + c٢) [−ux + xuxx]

−ux Cy x(az + b)(c١(T − t)α + c٢) [−ux + yuyx]

Cz xy(c١(T − t)α + c٢) [−aux + (az + b)uzx]

Cx y(az + b)(c١(T − t)α + c٢) [−uy + xuxy]

−uy Cy x(az + b)(c١(T − t)α + c٢) [−uy + yuyy]

Cz xy(c١(T − t)α + c٢) [−auy + (az + b)uzy]

Cx y(az + b)(c١(T − t)α + c٢) [−uz + xuxz]

−uz Cy x(az + b)(c١(T − t)α + c٢) [−uz + yuyz]

Cz xy(c١(T − t)α + c٢) [−auz + (az + b)uzz]

Cx y(az + b)(c١(T − t)α + c٢) [xuy − yux − x(xuxy − yuxx + uy)]

xuy − yux Cy x(az + b)(c١(T − t)α + c٢) [xuy − yux − y(xuyy − yuxy − ux)]

Cz xy(c١(T − t)α + c٢) [a(xuy − yux)− (az + b)(xuyz − yuxz)]

Cx y(az + b)(c١(T − t)α + c٢) [xuz − zux − x(xuxz − zuxx + uz)]

xuz − zux Cy x(az + b)(c١(T − t)α + c٢) [xuz − zux − y(xuyz − zuxy)]

Cz xy(c١(T − t)α + c٢) [a(xuz − zux)− (az + b)(xuzz − zuxz − ux)]

Cx y(az + b)(c١(T − t)α + c٢) [yuz − zuy − x(yuxz − zuxy)]

yuz − zuy Cy x(az + b)(c١(T − t)α + c٢) [yuz − zuy − y(yuyz − zuyy + uz)]

Cz xy(c١(T − t)α + c٢) [a(yuz − zuy)− (az + b)(yuzz − zuzy − uy)]

Cx y(az + b)(c١(T − t)α + c٢) [−ut + xuxt]

−ut Cy x(az + b)(c١(T − t)α + c٢) [−ut + yuyt]

Cz xy(c١(T − t)α + c٢) [−aut + (az + b)uzt]

Cx y(az + b)(c١(T − t)α + c٢)
[
W + x(tuxt +

α٢ (ux + xuxx + yuxy + zuxz))
]

−tut − α٢ (xux + yuy + zuz) Cy x(az + b)(c١(T − t)α + c٢)
[
W + y(tuyt +

α٢ (uy + xuxy + yuyy + zuyz))
]

Cz xy(c١(T − t)α + c٢)
[
W + (az + b)(tuzt +

α٢ (uz + xuzx + yuzy + zuzz))
]

Cx y(az + b)(c١(T − t)α + c٢) [u− xux]

u Cy x(az + b)(c١(T − t)α + c٢) [u− yuy]

Cz xy(c١(T − t)α + c٢) [u− (az + b)uz]



١٨٣ ک  س  ری دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن

v٢ و f = g = h = ١ ب  ا (٢٢۵ . ۵) ک  س  ری م  ع  ادل  ه ش  ار :٢١ . ۵ ج  دول
W Cx,y,z (f = g = h = ١) ب  ا (٢٢۵ . ۵) ک  س  ری م  ع  ادل  ه ش  ار

Cx a١a٢(az + b)(c١(T − t)α + c٢)uxx
−ux Cy a١a٢(az + b)(c١(T − t)α + c٢)uyx

Cz a١a٢(c١(T − t)α + c٢) [−aux + (az + b)uzx]

Cx a١a٢(az + b)(c١(T − t)α + c٢)uxy
−uy Cy a١a٢(az + b)(c١(T − t)α + c٢)uyy

Cz a١a٢(c١(T − t)α + c٢) [−auy + (az + b)uzy]

Cx a١a٢(az + b)(c١(T − t)α + c٢)uxz
−uz Cy a١a٢(az + b)(c١(T − t)α + c٢)uyz

Cz a١a٢(c١(T − t)α + c٢) [−auz + (az + b)uzz]

Cx −a١a٢(az + b)(c١(T − t)α + c٢) [xuxy − yuxx + uy]

xuy − yux Cy −a١a٢(az + b)(c١(T − t)α + c٢) [xuyy − yuxy − ux]

Cz a١a٢(c١(T − t)α + c٢) [a(xuy − yux)− (az + b)(xuyz − yuxz)]

Cx −a١a٢(az + b)(c١(T − t)α + c٢) [xuxz − zuxx + uz]

xuz − zux Cy −a١a٢(az + b)(c١(T − t)α + c٢) [xuyz − zuxy]

Cz a١a٢(c١(T − t)α + c٢) [a(xuz − zux)− (az + b)(xuzz − zuxz − ux)]

Cx −a١a٢(az + b)(c١(T − t)α + c٢) [yuxz − zuxy]

yuz − zuy Cy −a١a٢(az + b)(c١(T − t)α + c٢) [yuyz − zuyy + uz]

Cz a١a٢(c١(T − t)α + c٢) [a(yuz − zuy)− (az + b)(yuzz − zuzy − uy)]

Cx a١a٢(az + b)(c١(T − t)α + c٢)uxt
−ut Cy a١a٢(az + b)(c١(T − t)α + c٢)uyt

Cz a١a٢(c١(T − t)α + c٢) [−aut + (az + b)uzt]

Cx a١a٢(az + b)(c١(T − t)α + c٢)
[
tuxt +

α٢ (ux + xuxx + yuxy + zuxz)
]

−tut − α٢ (xux + yuy + zuz) Cy a١a٢(az + b)(c١(T − t)α + c٢)
[
tuyt +

α٢ (uy + xuxy + yuyy + zuyz)
]

Cz a١a٢(c١(T − t)α + c٢)
[
aW + (az + b)(tuzt +

α٢ (uz + xuzx + yuzy + zuzz))
]

Cx −a١a٢(az + b)(c١(T − t)α + c٢)ux
u Cy −a١a٢(az + b)(c١(T − t)α + c٢)uy

Cz a١a٢(c١(T − t)α + c٢) [au− (az + b)uz]



ک  ارب  رده  ا و ک  س  ری م  ش  ت  ق  ات ب  ا دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات ١٨۴

v٣ و f = g = h = ١ ب  ا (٢٢۵ . ۵) ک  س  ری م  ع  ادل  ه ش  ار :٢٢ . ۵ ج  دول
W Cx,y,z (f = g = h = ١) ب  ا (٢٢۵ . ۵) ک  س  ری م  ع  ادل  ه ش  ار

Cx ex+y(d١ sin
√٢z + d٢ cos

√٢z)(c١(T − t)α + c٢) [−ux + uxx]

−ux Cy ex+y(d١ sin
√٢z + d٢ cos

√٢z)(c١(T − t)α + c٢) [−ux + uyx]

Cz ex+y(c١(T − t)α + c٢)
[
−
√٢((d١ cos

√٢z − d٢ sin
√٢z))ux + (d١ sin

√٢z + d٢ cos
√٢z)uzx

]
Cx ex+y(d١ sin

√٢z + d٢ cos
√٢z)(c١(T − t)α + c٢) [−uy + uxy]

−uy Cy ex+y(d١ sin
√٢z + d٢ cos

√٢z)(c١(T − t)α + c٢) [−uy + uyy]

Cz ex+y(c١(T − t)α + c٢)
[
−
√٢((d١ cos

√٢z − d٢ sin
√٢z))uy + (d١ sin

√٢z + d٢ cos
√٢z)uzy

]
Cx ex+y(d١ sin

√٢z + d٢ cos
√٢z)(c١(T − t)α + c٢) [−uz + uxz]

−uz Cy ex+y(d١ sin
√٢z + d٢ cos

√٢z)(c١(T − t)α + c٢) [−uz + uyz]

Cz ex+y(c١(T − t)α + c٢)
[
−
√٢((d١ cos

√٢z − d٢ sin
√٢z))uz + (d١ sin

√٢z + d٢ cos
√٢z)uzz

]
Cx ex+y(d١ sin

√٢z + d٢ cos
√٢z)(c١(T − t)α + c٢) [xuy − yux − (xuxy − yuxx + uy)]

xuy − yux Cy ex+y(d١ sin
√٢z + d٢ cos

√٢z)(c١(T − t)α + c٢) [xuy − yux − (xuyy − yuxy − ux)]

Cz ex+y(c١(T − t)α + c٢)
[√٢((d١ cos

√٢z − d٢ sin
√٢z))(xuy − yux)− (d١ sin

√٢z + d٢ cos
√٢z)(xuyz − yuxz)

]
Cx ex+y(d١ sin

√٢z + d٢ cos
√٢z)(c١(T − t)α + c٢) [xuz − zux − (xuxz − zuxx + uz)]

xuz − zux Cy ex+y(d١ sin
√٢z + d٢ cos

√٢z)(c١(T − t)α + c٢) [xuz − zux − (xuyz − zuxy)]

Cz ex+y(c١(T − t)α + c٢)
[√٢((d١ cos

√٢z − d٢ sin
√٢z))(xuz − zux)− (d١ sin

√٢z + d٢ cos
√٢z)(xuzz − zuxz − ux)

]
Cx ex+y(d١ sin

√٢z + d٢ cos
√٢z)(c١(T − t)α + c٢) [yuz − zuy − (yuxz − zuxy)]

yuz − zuy Cy ex+y(d١ sin
√٢z + d٢ cos

√٢z)(c١(T − t)α + c٢) [yuz − zuy − (yuyz − zuyy + uz)]

Cz xy(c١(T − t)α + c٢)
[√٢((d١ cos

√٢z − d٢ sin
√٢z))(yuz − zuy)− (d١ sin

√٢z + d٢ cos
√٢z)(yuzz − zuzy − uy)

]
Cx ex+y(d١ sin

√٢z + d٢ cos
√٢z)(c١(T − t)α + c٢) [−ut + uxt]

−ut Cy ex+y(d١ sin
√٢z + d٢ cos

√٢z)(c١(T − t)α + c٢) [−ut + uyt]

Cz e(x+ y)(c١(T − t)α + c٢)
[
−
√٢((d١ cos

√٢z − d٢ sin
√٢z))ut + (d١ sin

√٢z + d٢ cos
√٢z)uzt

]
Cx ex+y(d١ sin

√٢z + d٢ cos
√٢z)(c١(T − t)α + c٢)

[
W + tuxt +

α٢ (ux + xuxx + yuxy + zuxz)
]

−tut − α٢ (xux
+yuy + zuz)

Cy ex+y(d١ sin
√٢z + d٢ cos

√٢z)(c١(T − t)α + c٢)
[
W + tuyt +

α٢ (uy + xuxy + yuyy + zuyz)
]

Cz ex+y(c١(T − t)α + c٢)
[√٢((d١ cos

√٢z − d٢ sin
√٢z))W + (d١ sin

√٢z + d٢ cos
√٢z)(uzt + α٢ (uz + xuzx + yuzy + zuzz))

]
Cx ex+y(d١ sin

√٢z + d٢ cos
√٢z)(c١(T − t)α + c٢) [u− ux]

u Cy ex+y(d١ sin
√٢z + d٢ cos

√٢z)(c١(T − t)α + c٢) [u− uy]

Cz ex+y(c١(T − t)α + c٢)
[√٢((d١ cos

√٢z − d٢ sin
√٢z))u− (d١ sin

√٢z + d٢ cos
√٢z)uz

]



١٨۵ ک  س  ری دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن

v١ و f = g = h = eu ب  ا (٢٢۵ . ۵) ک  س  ری م  ع  ادل  ه ش  ار :٢٣ . ۵ ج  دول
W Cx,y,z (f = g = h = eu) ب  ا (٢٢۵ . ۵) ک  س  ری م  ع  ادل  ه ش  ار

Cx y(az + b)(c١(T − t)α + c٢)eu
[٢xu٢

x − ux + xuxx
]

−ux Cy x(az + b)(c١(T − t)α + c٢)eu
[٢yu٢

y − ux + yuyx
]

Cz xy(c١(T − t)α + c٢)eu
[٢uxuy(az + b)− aux + (az + b)uzx

]
Cx y(az + b)(c١(T − t)α + c٢)eu

[٢xuxuy − uy + xuxy
]

−uy Cy x(az + b)(c١(T − t)α + c٢)eu
[٢yu٢

y − uy + yuyy
]

Cz xy(c١(T − t)α + c٢)eu
[٢(az + b)uyuz − auy + (az + b)uzy

]
Cx y(az + b)(c١(T − t)α + c٢)eu

[٢xu− xuy − uz + xuxz
]

−uz Cy x(az + b)(c١(T − t)α + c٢)eu
[٢yuyuz − uz + yuyz

]
Cz xy(c١(T − t)α + c٢)eu

[٢(az + b)u٢
z − auz + (az + b)uzz

]
Cx y(az + b)(c١(T − t)α + c٢)eu

[
(١ − ٢xux)(xuy − yux)− x(xuxy − yuxx + uy)

]
xuy − yux Cy x(az + b)(c١(T − t)α + c٢)eu

[
(١ − ٢yuy)(xuy − yux)− y(xuyy − yuxy − ux)

]
Cz xy(c١(T − t)α + c٢)eu

[
(a− ٢uz(az + b))(xuy − yux)− (az + b)(xuyz − yuxz)

]
Cx y(az + b)(c١(T − t)α + c٢)eu

[
(١ − ٢xux)(xuz − zux)− x(xuxz − zuxx + uz)

]
xuz − zux Cy x(az + b)(c١(T − t)α + c٢)eu

[
(١ − ٢yuy)(xuz − zux)− y(xuyz − zuxy)

]
Cz xy(c١(T − t)α + c٢)eu

[
(a− ٢uz(az + b))(xuz − zux)− (az + b)(xuzz − zuxz − ux)

]
Cx y(az + b)(c١(T − t)α + c٢)

[
(١ − ٢xux)(yuz − zuy)− x(yuxz − zuxy)e

u
]

yuz − zuy Cy x(az + b)(c١(T − t)α + c٢)
[
(١ − ٢yuy)(yuz − zuy)− y(yuyz − zuyy + uz)e

u
]

Cz xy(c١(T − t)α + c٢)eu
[
(a− ٢uz(az + b))(yuz − zuy)− (az + b)(yuzz − zuzy − uy)

]
Cx y(az + b)(c١(T − t)α + c٢)eu

[
(٢xux − ١)(α + tut) + xtuxt

]
−α− tut Cy x(az + b)(c١(T − t)α + c٢)eu

[
(٢yuy − ١)(α + tut) + ytuyt

]
Cz xy(c١(T − t)α + c٢)eu

[
(٢(az + b)uz − a)(α + tut) + t(az + b)uzt

]
Cx y(az + b)(c١(T − t)α + c٢)eu

[
W (١ − ٢xux) + x(xuxx + yuxy + zuxz + ux)

]
٢ − xux − yuy − zuz Cy x(az + b)(c١(T − t)α + c٢)eu

[
W (١ − ٢yuy) + y(xuxy + yuyy + zuyz + uy)

]
Cz xy(c١(T − t)α + c٢)eu

[
W (a− ٢(az + b)uz) + (az + b)(xuxz + yuzy + zuzz + uz)

]



ک  ارب  رده  ا و ک  س  ری م  ش  ت  ق  ات ب  ا دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات ١٨۶

v٢ و f = g = h = eu ب  ا (٢٢۵ . ۵) ک  س  ری م  ع  ادل  ه ش  ار :٢۴ . ۵ ج  دول
W Cx,y,z (f = g = h = eu) ب  ا (٢٢۵ . ۵) ک  س  ری م  ع  ادل  ه ش  ار

Cx a١a٢(az + b)(c١(T − t)α + c٢)eu
[٢u٢

x + uxx
]

−ux Cy a١a٢(az + b)(c١(T − t)α + c٢)eu
[٢uyux + uyx

]
Cz a١a٢(c١(T − t)α + c٢)eu

[٢uxuz(az + b)− aux + (az + b)uzx
]

Cx a١a٢(az + b)(c١(T − t)α + c٢)eu
[٢uxuy + uxy

]
−uy Cy a١a٢(az + b)(c١(T − t)α + c٢)eu

[٢u٢
y + uyy

]
Cz a١a٢(c١(T − t)α + c٢)eu

[٢(az + b)uyuz − auy + (az + b)uzy
]

Cx a١a٢(az + b)(c١(T − t)α + c٢)eu
[٢uxuz + uxz

]
−uz Cy a١a٢(az + b)(c١(T − t)α + c٢)eu

[٢uyuz + yuyz
]

Cz a١a٢(c١(T − t)α + c٢)eu
[٢(az + b)u٢

z − auz + (az + b)uzz
]

Cx a١a٢(az + b)(c١(T − t)α + c٢)eu
[
−٢ux(xuy − yux)− (xuxy − yuxx + uy)

]
xuy − yux Cy a١a٢(az + b)(c١(T − t)α + c٢)eu

[
−٢uy(xuy − yux)− (xuyy − yuxy − ux)

]
Cz a١a٢(c١(T − t)α + c٢)eu

[
(a− ٢uz(az + b))(xuy − yux)− (az + b)(xuyz − yuxz)

]
Cx a١a٢(az + b)(c١(T − t)α + c٢)eu

[
−٢ux(xuz − zux)− (xuxz − zuxx + uz)

]
xuz − zux Cy a١a٢(az + b)(c١(T − t)α + c٢)eu

[
−٢uy(xuz − zux)− (xuyz − zuxy)

]
Cz a١a٢(c١(T − t)α + c٢)eu

[
(a− ٢uz(az + b))(xuz − zux)− (az + b)(xuzz − zuxz − ux)

]
Cx a١a٢(az + b)(c١(T − t)α + c٢)eu

[
−٢ux(yuz − zuy)− (yuxz − zuxy)

]
yuz − zuy Cy a١a٢(az + b)(c١(T − t)α + c٢)eu

[
−٢uy(yuz − zuy)− (yuyz − zuyy + uz)

]
Cz a١a٢(c١(T − t)α + c٢)eu

[
(a− ٢uz(az + b))(yuz − zuy)− (az + b)(yuzz − zuzy − uy)

]
Cx a١a٢(az + b)(c١(T − t)α + c٢)eu

[٢ux(α + tut) + tuxt
]

−α− tut Cy a١a٢(az + b)(c١(T − t)α + c٢)eu
[٢uy(α + tut) + tuyt

]
Cz a١a٢(c١(T − t)α + c٢)eu

[
(٢(az + b)uz − a)(α + tut) + t(az + b)uzt

]
Cx a١a٢(az + b)(c١(T − t)α + c٢)eu

[
−٢uxW + xuxx + yuxy + zuxz + ux

]
٢ − xux − yuy − zuz Cy a١a٢(az + b)(c١(T − t)α + c٢)eu

[
−٢uyW + xuxy + yuyy + zuyz + uy

]
Cz a١a٢(c١(T − t)α + c٢)eu

[
W (a− ٢(az + b)uz) + (az + b)(xuxz + yuzy + zuzz + uz)

]



١٨٧ ک  س  ری دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن

v٣ و f = g = h = eu ب  ا (٢٢۵ . ۵) ک  س  ری م  ع  ادل  ه ش  ار :٢۵ . ۵ ج  دول
W Cx,y,z (f = g = h = eu) ب  ا (٢٢۵ . ۵) ک  س  ری م  ع  ادل  ه ش  ار

Cx ex+y(d١ sin
√٢z + d٢ cos

√٢z)(c١(T − t)α + c٢)eu
[٢u٢

x − ux + uxx
]

−ux Cy ex+y(d١ sin
√٢z + d٢ cos

√٢z)(c١(T − t)α + c٢)eu
[٢uyux − ux + uyx

]
Cz ex+y(c١(T − t)α + c٢)eu

[
(d١ sin

√٢z + d٢ cos
√٢z)(٢uxuz + uxz)−

√٢(d١ cos
√٢z − d٢ sin

√٢z)ux
]

Cx ex+y(d١ sin
√٢z + d٢ cos

√٢z)(c١(T − t)α + c٢)eu
[٢uxuy − uy + uxy

]
−uy Cy ex+y(d١ sin

√٢z + d٢ cos
√٢z)(c١(T − t)α + c٢)eu

[٢u٢
y − uy + uyy

]
Cz ex+y(c١(T − t)α + c٢)eu

[
(d١ sin

√٢z + d٢ cos
√٢z)(٢uyuz + uyz)−

√٢(d١ cos
√٢z − d٢ sin

√٢z)uy
]

Cx ex+y(d١ sin
√٢z + d٢ cos

√٢z)(c١(T − t)α + c٢)eu
[٢uxuz + uxz

]
−uz Cy ex+y(d١ sin

√٢z + d٢ cos
√٢z)(c١(T − t)α + c٢)eu

[٢uyuz + yuyz
]

Cz ex+y(c١(T − t)α + c٢)eu
[
(d١ sin

√٢z + d٢ cos
√٢z)(٢u٢

z + uzz)−
√٢(d١ cos

√٢z − d٢ sin
√٢z)uz

]
Cx ex+y(d١ sin

√٢z + d٢ cos
√٢z)(c١(T − t)α + c٢)eu

[
(١ − ٢ux)(xuy − yux)− (xuxy − yuxx + uy)

]
xuy − yux Cy ex+y(d١ sin

√٢z + d٢ cos
√٢z)(c١(T − t)α + c٢)eu

[
(١ − ٢uy)(xuy − yux)− (xuyy − yuxy − ux)

]
Cz ex+y(c١(T − t)α + c٢)eu

[√٢(d١ cos
√٢z − d٢ sin

√٢z)(xuy − yux)− ٢uz(xuy − yux)(d١ sin
√٢z + d٢ cos

√٢z)− (xuzy − yuxz)
]

Cx ex+y(d١ sin
√٢z + d٢ cos

√٢z)(c١(T − t)α + c٢)eu
[
(١ − ٢ux)(xuz − zux)− (xuxz − zuxx + uz)

]
xuz − zux Cy ex+y(d١ sin

√٢z + d٢ cos
√٢z)(c١(T − t)α + c٢)eu

[
(١ − ٢uy)(xuz − zux)− (xuyz − zuxy)

]
Cz ex+y(c١(T − t)α + c٢)eu

[√٢(d١ cos
√٢z − d٢ sin

√٢z)(xuz − zux) + (d١ sin
√٢z − ٢uzd٢ cos

√٢z)(xuz − zux)− (xuzz − zuxz − ux)
]

Cx ex+y(az + b)(c١(T − t)α + c٢)eu
[
(١ − ٢ux)(yuz − zuy)− (yuxz − zuxy)

]
yuz − zuy Cy ex+y(az + b)(c١(T − t)α + c٢)eu

[
(١ − ٢uy)(yuz − zuy)− (yuyz − zuyy + uz)

]
Cz ex+y(c١(T − t)α + c٢)eu

[
(d١ sin

√٢z + d٢ cos
√٢z)(−٢uz(yuz − zuy)− (yuzz − zuzy − uy)) +

√٢(d١ cos
√٢z − d٢ sin

√٢z)(yuz − zuy)
]

Cx ex+y(d١ sin
√٢z + d٢ cos

√٢z)(c١(T − t)α + c٢)eu
[
(٢ux − ١)(α + tut) + tuxt

]
−α− tut Cy ex+y(d١ sin

√٢z + d٢ cos
√٢z)(c١(T − t)α + c٢)eu

[
(٢uy − ١)(α+ tut) + tuyt

]
Cz ex+y(c١(T − t)α + c٢)eu

[
(٢uz(α + tut) + tuzt)(d١ sin

√٢z + d٢ cos
√٢z)−√٢(α + tut)(d١ cos

√٢z − d٢ cos
√٢z)]

Cx ex+y(d١ sin
√٢z + d٢ cos

√٢z)(c١(T − t)α + c٢)eu
[
(١ − ٢ux)W + xuxx + yuxy + zuxz + ux

]
٢ − xux

−yuy − zuz
Cy ex+y(d١ sin

√٢z + d٢ cos
√٢z)(c١(T − t)α + c٢)eu

[
(١ − ٢uy)W + xuxy + yuyy + zuyz + uy

]
Cz ex+y(c١(T − t)α + c٢)eu

[
(d١ sin

√٢z + d٢ cos
√٢z)(xuxz + yuzy + zuzz + uz − ٢Wuz) +

√٢W (d١ cos
√٢z − d٢ sin

√٢z)]

v١ و f = g = h = uA ب  ا (٢٢۵ . ۵) ک  س  ری م  ع  ادل  ه ش  ار :٢۶ . ۵ ج  دول
W Cx,y,z (f = g = h = uA) ب  ا (٢٢۵ . ۵) ک  س  ری م  ع  ادل  ه ش  ار

Cx y(az + b)(c١(T − t)α + c٢)uA
[٢A
u
xu٢

x − ux + xuxx

]
−ux Cy x(az + b)(c١(T − t)α + c٢)uA

[٢A
u
yu٢

y − ux + yuyx

]
Cz xy(c١(T − t)α + c٢)uA

[٢A
u
uxuy(az + b)− aux + (az + b)uzx

]
Cx y(az + b)(c١(T − t)α + c٢)uA

[٢A
u
xuxuy − uy + xuxy

]
−uy Cy x(az + b)(c١(T − t)α + c٢)uA

[٢A
u
yu٢

y − uy + yuyy

]
Cz xy(c١(T − t)α + c٢)uA

[٢A
u
(az + b)uyuz − auy + (az + b)uzy

]
Cx y(az + b)(c١(T − t)α + c٢)uA

[٢A
u
xu− xuy − uz + xuxz

]
−uz Cy x(az + b)(c١(T − t)α + c٢)uA

[٢A
u
yuyuz − uz + yuyz

]
Cz xy(c١(T − t)α + c٢)uA

[٢A
u
(az + b)u٢

z − auz + (az + b)uzz

]
Cx y(az + b)(c١(T − t)α + c٢)uA

[
(١ − ٢A

u
xux)(xuy − yux)− x(xuxy − yuxx + uy)

]
xuy − yux Cy x(az + b)(c١(T − t)α + c٢)uA

[
(١ − ٢A

u
yuy)(xuy − yux)− y(xuyy − yuxy − ux)

]
Cz xy(c١(T − t)α + c٢)uA

[
(a− ٢A

u
uz(az + b))(xuy − yux)− (az + b)(xuyz − yuxz)

]
Cx y(az + b)(c١(T − t)α + c٢)uA

[
(١ − ٢A

u
xux)(xuz − zux)− x(xuxz − zuxx + uz)

]
xuz − zux Cy x(az + b)(c١(T − t)α + c٢)uA

[
(١ − ٢A

u
yuy)(xuz − zux)− y(xuyz − zuxy)

]
Cz xy(c١(T − t)α + c٢)uA

[
(a− ٢A

u
uz(az + b))(xuz − zux)− (az + b)(xuzz − zuxz − ux)

]
Cx y(az + b)(c١(T − t)α + c٢)uA

[
(١ − ٢A

u
xux)(yuz − zuy)− x(yuxz − zuxy)

]
yuz − zuy Cy x(az + b)(c١(T − t)α + c٢)uA

[
(١ − ٢A

u
yuy)(yuz − zuy)− y(yuyz − zuyy + uz)

]
Cz xy(c١(T − t)α + c٢)uA

[
(a− ٢A

u
uz(az + b))(yuz − zuy)− (az + b)(yuzz − zuzy − uy)

]
Cx y(az + b)(c١(T − t)α + c٢)uA

[
W (١ − ٢A

u
xux) + x(٢t

α
uxt + ux + xuxx + yuxy + zuxz)

]
−(٢t

α
ut + xux + yuy + zuz) Cy x(az + b)(c١(T − t)α + c٢)uA

[
W (١ − ٢A

u
yuy) + y(٢t

α
uyt + uy + xuxy + yuyy + zuyz)

]
Cz xy(c١(T − t)α + c٢)uA

[
W (a− ٢A

u
(az + b)uz) + (az + b)(٢t

α
uzt + uz + xuxz + yuzy + zuzz)

]



ک  ارب  رده  ا و ک  س  ری م  ش  ت  ق  ات ب  ا دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات ١٨٨

v٢ و f = g = h = uA ب  ا (٢٢۵ . ۵) ک  س  ری م  ع  ادل  ه ش  ار :٢٧ . ۵ ج  دول
W Cx,y,z (f = g = h = uA) ب  ا (٢٢۵ . ۵) ک  س  ری م  ع  ادل  ه ش  ار

Cx a١a٢(az + b)(c١(T − t)α + c٢)uA
[٢A
u
u٢
x + uxx

]
−ux Cy a١a٢(az + b)(c١(T − t)α + c٢)uA

[٢A
u
uyux + uyx

]
Cz a١a٢(c١(T − t)α + c٢)uA

[٢A
u
uxuz(az + b)− aux + (az + b)uzx

]
Cx a١a٢(az + b)(c١(T − t)α + c٢)uA

[٢A
u
uxuy + uxy

]
−uy Cy a١a٢(az + b)(c١(T − t)α + c٢)uA

[٢A
u
u٢
y + uyy

]
Cz a١a٢(c١(T − t)α + c٢)uA

[٢A
u
(az + b)uyuz − auy + (az + b)uzy

]
Cx a١a٢(az + b)(c١(T − t)α + c٢)uA

[٢A
u
uxuz + uxz

]
−uz Cy a١a٢(az + b)(c١(T − t)α + c٢)uA

[٢A
u
uyuz + yuyz

]
Cz a١a٢(c١(T − t)α + c٢)uA

[٢A
u
(az + b)u٢

z − auz + (az + b)uzz

]
Cx a١a٢(az + b)(c١(T − t)α + c٢)eu

[
−٢ux(xuy − yux)− (xuxy − yuxx + uy)

]
xuy − yux Cy a١a٢(az + b)(c١(T − t)α + c٢)uA

[
−٢A
u
uy(xuy − yux)− (xuyy − yuxy − ux)

]
Cz a١a٢(c١(T − t)α + c٢)uA

[
(a− ٢A

u
uz(az + b))(xuy − yux)− (az + b)(xuyz − yuxz)

]
Cx a١a٢(az + b)(c١(T − t)α + c٢)uA

[
−٢A
u
ux(xuz − zux)− (xuxz − zuxx + uz)

]
xuz − zux Cy a١a٢(az + b)(c١(T − t)α + c٢)uA

[
−٢A
u
uy(xuz − zux)− (xuyz − zuxy)

]
Cz a١a٢(c١(T − t)α + c٢)uA

[
(a− ٢A

u
uz(az + b))(xuz − zux)− (az + b)(xuzz − zuxz − ux)

]
Cx a١a٢(az + b)(c١(T − t)α + c٢)uA

[
−٢A

u
ux(yuz − zuy)− (yuxz − zuxy)

]
yuz − zuy Cy a١a٢(az + b)(c١(T − t)α + c٢)uA

[
−٢A

u
uy(yuz − zuy)− (yuyz − zuyy + uz)

]
Cz a١a٢(c١(T − t)α + c٢)uA

[
(a− ٢A

u
uz(az + b))(yuz − zuy)− (az + b)(yuzz − zuzy − uy)

]
Cx a١a٢(c١(T − t)α + c٢)uA

[
−٢A
u
Wux +

٢t
α
uxt + ux + xuxx + yuxy + zuxz

]
−(٢t

α
ut + xux + yuy + zuz) Cy a١a٢(c١(T − t)α + c٢)uA

[
−٢A
u
Wuy +

٢t
α
uyt + uy + xuxy + yuyy + zuyz

]
Cz a١a٢(c١(T − t)α + c٢)uA

[
W (a− ٢A

u
(az + b)uz) + (az + b)(٢t

α
uzt + uz + xuxz + yuzy + zuzz)

]



١٨٩ ک  س  ری دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن
v٣ و f = g = h = uA ب  ا (٢٢۵ . ۵) ک  س  ری م  ع  ادل  ه ش  ار :٢٨ . ۵ ج  دول
W Cx,y,z (f = g = h = uA) ب  ا (٢٢۵ . ۵) ک  س  ری م  ع  ادل  ه ش  ار

Cx ex+y(d١ sin
√٢z + d٢ cos

√٢z)(c١(T − t)α + c٢)uA
[٢A
u
u٢
x − ux + uxx

]
−ux Cy ex+y(d١ sin

√٢z + d٢ cos
√٢z)(c١(T − t)α + c٢)uA

[٢A
u
uyux − ux + uyx

]
Cz ex+y(c١(T − t)α + c٢)eu

[
(d١ sin

√٢z + d٢ cos
√٢z)(٢uxuz + uxz)−

√٢(d١ cos
√٢z − d٢ sin

√٢z)ux
]

Cx ex+y(d١ sin
√٢z + d٢ cos

√٢z)(c١(T − t)α + c٢)uA
[٢A
u
uxuy − uy + uxy

]
−uy Cy ex+y(d١ sin

√٢z + d٢ cos
√٢z)(c١(T − t)α + c٢)uA

[٢A
u
u٢
y − uy + uyy

]
Cz ex+y(c١(T − t)α + c٢)eu

[
(d١ sin

√٢z + d٢ cos
√٢z)(٢uyuz + uyz)−

√٢(d١ cos
√٢z − d٢ sin

√٢z)uy
]

Cx ex+y(d١ sin
√٢z + d٢ cos

√٢z)(c١(T − t)α + c٢)uA
[٢A
u
uxuz + uxz

]
−uz Cy ex+y(d١ sin

√٢z + d٢ cos
√٢z)(c١(T − t)α + c٢)uA

[٢A
u
uyuz + yuyz

]
Cz ex+y(c١(T − t)α + c٢)uA

[
(d١ sin

√٢z + d٢ cos
√٢z)(٢A

u
u٢
z + uzz)−

√٢(d١ cos
√٢z − d٢ sin

√٢z)uz
]

Cx ex+y(d١ sin
√٢z + d٢ cos

√٢z)(c١(T − t)α + c٢)uA
[
(١ − ٢A

u
ux)(xuy − yux)− (xuxy − yuxx + uy)

]
xuy − yux Cy ex+y(d١ sin

√٢z + d٢ cos
√٢z)(c١(T − t)α + c٢)uA

[
(١ − ٢A

u
uy)(xuy − yux)− (xuyy − yuxy − ux)

]
Cz ex+y(c١(T − t)α + c٢)uA

[√٢(d١ cos
√٢z − d٢ sin

√٢z)(xuy − yux)− ٢A
u
uz(xuy − yux)(d١ sin

√٢z + d٢ cos
√٢z)− (xuzy − yuxz)

]
Cx ex+y(d١ sin

√٢z + d٢ cos
√٢z)(c١(T − t)α + c٢)uA

[
(١ − ٢A

u
ux)(xuz − zux)− (xuxz − zuxx + uz)

]
xuz − zux Cy ex+y(d١ sin

√٢z + d٢ cos
√٢z)(c١(T − t)α + c٢)uA

[
(١ − ٢A

u
uy)(xuz − zux)− (xuyz − zuxy)

]
Cz ex+y(c١(T − t)α + c٢)uA

[√٢(d١ cos
√٢z − d٢ sin

√٢z)(xuz − zux) + (d١ sin
√٢z − ٢A

u
uzd٢ cos

√٢z)(xuz − zux)− (xuzz − zuxz − ux)
]

Cx ex+y(az + b)(c١(T − t)α + c٢)uA
[
(١ − ٢A

u
ux)(yuz − zuy)− (yuxz − zuxy)

]
yuz − zuy Cy ex+y(az + b)(c١(T − t)α + c٢)uA

[
(١ − ٢A

u
uy)(yuz − zuy)− (yuyz − zuyy + uz)

]
Cz ex+y(c١(T − t)α + c٢)uA

[
(d١ sin

√٢z + d٢ cos
√٢z)(−٢A

u
uz(yuz − zuy)− (yuzz − zuzy − uy)) +

√٢(d١ cos
√٢z − d٢ sin

√٢z)(yuz − zuy)
]

Cx ex+y(d١ sin
√٢z + d٢ cos

√٢z)(c١(T − t)α + c٢)uA
[
(١ − ٢A

u
ux)W + ٢t

α
uxt + ux + xuxx + yuxy + zuxz

]
−(٢t

α
ut + xux

+yuy + zuz)
Cy ex+y(d١ sin

√٢z + d٢ cos
√٢z)(c١(T − t)α + c٢)uA

[
(١ − ٢A

u
uy)W + ٢t

α
uyt + uy + xuxy + yuyy + zuyz

]
Cz ex+y(c١(T − t)α + c٢)uA

[
(d١ sin

√٢z + d٢ cos
√٢z)(−٢A

u
uzW + ٢t

α
uzt + uz + xuzx + yuzy + zuzz) +

√٢(d١ cos
√٢z − d٢ sin

√٢z)]

داری  م: (٢٢۶ . ۵) م  ع  ادل  ه ب  رای •
م  ول  ف  ه ،(٢٨ . ۵) ت  ا (٢٠ . ۵) ه  ای ج  دول از ی  ک ه  ر در ϕ(t) = c١(T − t)α−١ ج  ای  گ  ذاری ب  ا

آی  ن  د. م  ی ب  دس  ت (٢٢۶ . ۵) م  ع  ادل  ه ب  رای پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن ه  ای
داری  م: (٢٢٧ . ۵) م  ع  ادل  ه ب  رای •

ب  ه (٢٨ . ۵) ت  ا (٢٠ . ۵) ه  ای ج  دول در ϕ(t) = c١t٢ + c٢t و ϕ(t) = c١t + c٢ دادن ق  رار ب  ا
رس  ی  د. خ  واه  ی  م (٢٢٧ . ۵) م  ع  ادل  ه پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن ش  اره  ای

داری  م: (٢٢٨ . ۵) م  ع  ادل  ه ب  رای •
ب  ا ϕ(t) ج  ای  گ  ذاری ب  ا پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن از z و y ،x ه  ای م  ول  ف  ه ق  ب  ل  ی، م  ورد دو ه  م  ان  ن  د
ج  دول در α ∈ (١,٢) ح  ال  ت در ϕ(t) = c١t ج  ای  گ  ذاری و α ∈ (٠, ١) ح  ال  ت در ϕ(t) = c١

آی  ن  د. م  ی ب  دس  ت راح  ت  ی ب  ه ،(٢٨ . ۵) ت  ا (٢٠ . ۵) ه  ای
م  ع  ادلات ب  رای ج  داگ  ان  ه ط  ور ب  ه را پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن ام t م  ول  ف  ه ی  ا و چ  گ  ال  ی ب  ع  د ب  ه م  رح  ل  ه ای  ن از

ک  ن  ی  م. م  ی م  ح  اس  ب  ه (٢٢٨ . ۵) ت  ا (٢٢۵ . ۵)
ک  ل  ی ح  ال  ت چ  ه  ار م  وارد ت  م  ام  ی ب  رای

S١ =
{
f = g = h = ١, f = g = h = eu, f = g = h = uA

}
,

S٢ = {f = g = h = ١} , S٣ = {f = g = h = eu} , S۴ =
{
f = g = h = uA

}
.

ش  ده ت  ع  ری  ف (٢۴٠ . ۵) در ψ٣ و ψ١, ψ٢ ک  ه ψi(x, y, z) = {ψ١(x, y, z), ψ٢(x, y, z), ψ٣(x, y, z)} و
گ  ی  ری  م. م  ی ن  ظ  ر در را ان  د



ک  ارب  رده  ا و ک  س  ری م  ش  ت  ق  ات ب  ا دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات ١٩٠
ج  دول در Wi م  ت  ف  اوت ه  ای م  ش  خ  ص  ه ب  ا (٢٢۵ . ۵) م  ع  ادل  ه ب  رای پ  ای  س  ت  گ  ی ق  ان  ون ‐ام t م  ول  ف  ه

اس  ت. ش  ده م  ح  اس  ب  ه ٢٩ . ۵
ح  ال  ت  ه  ای در ن  ی  ز (٢٢٨ . ۵) و (٢٢٧ . ۵) ،(٢٢۶ . ۵) م  ع  ادلات پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن ‐ام t م  ول  ف  ه
آورده خ  لاص  ه ط  ور ب  ه (٣۵ . ۵ ) ت  ا (٣٠ . ۵ ) ه  ای ج  دول در ت  رت  ی  ب ب  ه ١ < α < ٢ و ٠ < α < ١

اس  ت. ش  ده
(٢٢۵ . ۵) ک  س  ری م  ع  ادل  ه چ  گ  ال  ی :٢٩ . ۵ ج  دول

Wi, Si (٢٢۵ . ۵) ک  س  ری م  ع  ادل  ه چ  گ  ال  ی
−ux, S١ ψi(x, y, z)

[
Dα
t (ux)(c١(T − t)α + c٢) + αc١uxDα−١

T (T − t)α−١ + αc١ p١t
Γ(n−α)

]
−uy, S١ ψi(x, y, z)

[
Dα
t (uy)(c١(T − t)α + c٢) + αc١uyDα−١

T (T − t)α−١ + αc١ p١t
Γ(n−α)

]
−uz, S١ ψi(x, y, z)

[
Dα
t (uz)(c١(T − t)α + c٢) + αc١uzDα−١

T (T − t)α−١ + αc١ p١t
Γ(n−α)

]
xuy − yux, S١ ψi(x, y, z)

[
Dα
t (xuy − yux)(c١(T − t)α + c٢) + αc١(xuy − yux)D

α−١
T (T − t)α−١ + αc١(x p١t

Γ(n−α) − y p٢t
Γ(n−α))

]
xuz − zux, S١ ψi(x, y, z)

[
Dα
t (xuz − zux)(c١(T − t)α + c٢) + αc١(xuz − zux)D

α−١
T (T − t)α−١ + αc١(x p١t

Γ(n−α) − z p٢t
Γ(n−α))

]
yuz − zuy, S١ ψi(x, y, z)

[
Dα
t (yuz − zuy)(c١(T − t)α + c٢) + αc١(yuz − zuy)D

α−١
T (T − t)α−١ + αc١(y p١t

Γ(n−α) − z p٢t
Γ(n−α))

]
−ut, S٢ ψi(x, y, z)

[
(uxx + uyy + uzz)(c١(T − t)α + c٢) + αc١utDα−١

T (T − t)α−١ + αc١I(utt, (T − t)α−١)
]

[−tut − α٢ (xux
+yuy + zuz), S٢]

ψi(x, y, z)
[
Dα
t (Wi)(c١(T − t)α + c٢) + αc١WiD

α−١
T (T − t)α−١ + αc١I(ut + tutt, (T − t)α−١) + α٢c١ t٢Γ(n−α)(xp١ + yp٢ + zp٣)

]

u, S٢ ψi(x, y, z)
[
Dα
t (u)(c١(T − t)α + c٢) + αc١uDα−١

T (T − t)α−١ + αc١I(ut, (T − t)α−١)
]

−(α+ tut), S٣ ψi(x, y, z)
[
Dα
t (α + tut)(c١(T − t)α + c٢) + αc١(α+ tut)D

α−١
T (T − t)α−١ + αc١( p١t

Γ(n−α) + I(ut + tutt, (T − t)α−١))
]

[٢ − xux

−yuy − zuz, S٣]
ψi(x, y, z)

[
Dα
t (Wi)(c١(T − t)α + c٢) + αc١WiD

α−١
T (T − t)α−١ + αc١ t

Γ(n−α)(xp١ + yp٢ + zp٣ + p۴)
]

[−(٢t
α
ut + xux

+yuy + zuz), S۴]
ψi(x, y, z)

[
Dα
t (Wi)(c١(T − t)α + c٢) + αc١WiD

α−١
T (T − t)α−١ + αc١ t

Γ(n−α)(xp١ + yp٢ + zp٣) + ٢c١I(tut, (T − t)α−١)
]



١٩١ ک  س  ری دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن
٠ < α < ١ ح  ال  ت در (٢٢۶ . ۵) ک  س  ری م  ع  ادل  ه چ  گ  ال  ی :٣٠ . ۵ ج  دول

Wi, Si ٠ < α < ١ ح  ال  ت در (٢٢۶ . ۵) ک  س  ری م  ع  ادل  ه چ  گ  ال  ی
−ux, S١ −c١ψi(x, y, z)

[
uxD

α−١
T (T − t)α − p١t

Γ(n−α)

]
−uy, S١ −c١ψi(x, y, z)

[
uyD

α−١
T (T − t)α − p١t

Γ(n−α)

]
−uz, S١ −c١ψi(x, y, z)

[
uzD

α−١
T (T − t)α − p١t

Γ(n−α)

]
xuy − yux, S١ c١ψi(x, y, z)

[
(xuy − yux)D

α−١
T (T − t)α − t

Γ(n−α)(xp١ − yp٢)
]

xuz − zux, S١ c١ψi(x, y, z)
[
(xuz − zux)D

α−١
T (T − t)α − t

Γ(n−α)(xp١ − zp٢)
]

yuz − zuy, S١ c١ψi(x, y, z)
[
(yuz − zuy)D

α−١
T (T − t)α − t

Γ(n−α)(yp١ − zp٢)
]

−ut, S٢ −c١ψi(x, y, z)
[
utD

α−١
T (T − t)α − I(utt, (T − t)α)

]
[−tut − α٢ (xux
+yuy + zuz), S٢]

c١ψi(x, y, z)
[
WiD

α−١
T (T − t)α + αt٢Γ(n−α)(xp١ + yp٢ + zp٣) + I(ut + tutt, (T − t)α)

]

u, S٢ c١ψi(x, y, z)
[
uDα−١

T (T − t)α − I(ut, (T − t)α)
]

−(α+ tut), S٣ −c١ψi(x, y, z)
[
(α+ tut)D

α−١
T (T − t)α − p١t

Γ(n−α) − I(ut + tutt, (T − t)α)
]

[٢ − xux

−yuy − zuz, S٣]
c١ψi(x, y, z)

[
WiD

α−١
T (T − t)α + t

Γ(n−α)(xp١ + yp٢ + zp٣ + p۴)
]

[−(٢t
α
ut + xux

+yuy + zuz), S۴]
c١ψi(x, y, z)

[
WiD

α−١
T (T − t)α + t

Γ(n−α)(xp١ + yp٢ + zp٣) + I(ut + tutt, (T − t)α)
]

١ < α < ٢ ح  ال  ت در (٢٢۶ . ۵) ک  س  ری م  ع  ادل  ه چ  گ  ال  ی :٣١ . ۵ ج  دول
Wi, Si ١ < α < ٢ ح  ال  ت در (٢٢۶ . ۵) ک  س  ری م  ع  ادل  ه چ  گ  ال  ی

−ux, S١ −c١ψi(x, y, z)
[
uxD

α−١
T (T − t)α − uxtD

α−٢
T (T − t)α − p١t

Γ(n−α)

]
−uy, S١ −c١ψi(x, y, z)

[
uyD

α−١
T (T − t)α − uytD

α−٢
T (T − t)α − p١t

Γ(n−α)

]
−uz, S١ −c١ψi(x, y, z)

[
uzD

α−١
T (T − t)α − uztD

α−٢
T (T − t)α − p١t

Γ(n−α)

]
xuy − yux, S١ c١ψi(x, y, z)

[
(xuy − yux)D

α−١
T (T − t)α − (xuyt − yuxt)D

α−٢
T (T − t)α − t

Γ(n−α)(xp١ − yp٢)
]

xuz − zux, S١ c١ψi(x, y, z)
[
(xuz − zux)D

α−١
T (T − t)α − (xuzt − zuxt)D

α−٢
T (T − t)α − t

Γ(n−α)(xp١ − zp٢)
]

yuz − zuy, S١ c١ψi(x, y, z)
[
(yuz − zuy)D

α−١
T (T − t)α − (yuzt − zuyt)D

α−٢
T (T − t)α − t

Γ(n−α)(yp١ − zp٢)
]

−ut, S٢ −c١ψi(x, y, z)
[
utD

α−١
T (T − t)α + uttD

α−٢
T (T − t)α − I(uttt, (T − t)α)

]
[−tut − α٢ (xux
+yuy + zuz), S٢]

c١ψi(x, y, z)
[
WiD

α−١
T (T − t)α − (ut + tutt)D

α−٢
T (T − t)α + αt٢Γ(n−α)(xp١ + yp٢ + zp٣) + I(ut + tutt, (T − t)α)

]

u, S٢ c١ψi(x, y, z)
[
uDα−١

T (T − t)α + utD
α−٢
T (T − t)α − I(utt, (T − t)α)

]

−(α+ tut), S٣ −c١ψi(x, y, z)
[
(α+ tut)D

α−١
T (T − t)α + (ut + tutt)Dα−٢

T (T − t)α − p١t
Γ(n−α) − I(ut + tutt, (T − t)α)

]
[٢ − xux

−yuy − zuz, S٣]
c١ψi(x, y, z)

[
WiD

α−١
T (T − t)α + t

Γ(n−α)(xp١ + yp٢ + zp٣ + p۴)
]

[−(٢t
α
ut + xux

+yuy + zuz), S۴]
c١ψi(x, y, z)

[
WiD

α−١
T (T − t)α − ٢

α
(ut + tutt)D

α−٢
T (T − t)α + t

Γ(n−α)(xp١ + yp٢ + zp٣) + ٢
α
I(utt + tuttt, (T − t)α)

]



ک  ارب  رده  ا و ک  س  ری م  ش  ت  ق  ات ب  ا دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات ١٩٢
٠ < α < ١ ح  ال  ت در (٢٢٧ . ۵) ک  س  ری م  ع  ادل  ه چ  گ  ال  ی :٣٢ . ۵ ج  دول

Wi, Si ٠ < α < ١ ح  ال  ت در (٢٢٧ . ۵) ک  س  ری م  ع  ادل  ه چ  گ  ال  ی
−ux, S١ −ψi(x, y, z)

[
Dα
t (ux)(c١t+ c٢)− c١Dα−١

t (ux)
]
− p١t

Γ(n−α)

−uy, S١ −ψi(x, y, z)
[
Dα
t (uy)(c١t+ c٢)− c١Dα−١

t (uy)
]
− p١t

Γ(n−α)

−uz, S١ −ψi(x, y, z)
[
Dα
t (uz)(c١t+ c٢)− c١Dα−١

t (uz)
]
− p١t

Γ(n−α)

xuy − yux, S١ ψi(x, y, z)
[
Dα
t (xuy − yux)(c١t+ c٢)− c١Dα−١

t (xuy − yux)
]
− t

Γ(n−α)(xp١ − yp٢)
xuz − zux, S١ ψi(x, y, z)

[
Dα
t (xuz − zux)(c١t+ c٢)− c١Dα−١

t (xuz − zux)
]
− t

Γ(n−α)(xp١ − zp٢)
yuz − zuy, S١ ψi(x, y, z)

[
Dα
t (yuz − zuy)(c١t+ c٢)− c١Dα−١

t (yuz − zuy)
]
− t

Γ(n−α)(yp١ − zp٢)
−ut, S٢ −ψi(x, y, z)

[
Dα+١
t (u)(c١t+ c٢)− c١Dα

t (u)
]
− p١t

Γ(n−α)

[−tut − α٢ (xux
+yuy + zuz), S٢]

ψi(x, y, z)
[
Dα
t (Wi)(c١t+ c٢)− c١Dα−١

t (Wi)
]
− p١t

Γ(n−α)

u, S٢ ψi(x, y, z)
[
Dα
t (u)(c١t+ c٢)− c١Dα−١

t (u)
]
− p١t

Γ(n−α)

−(α+ tut), S٣ −ψi(x, y, z)
[
Dα
t (α + tut)(c١t+ c٢)− c١Dα−١

t (α + tut)
]
− p١t

Γ(n−α)

[٢ − xux

−yuy − zuz, S٣]
ψi(x, y, z)

[
Dα
t (Wi)(c١t+ c٢)− c١Dα−١

t (Wi)
]
− p١t

Γ(n−α)

[−(٢t
α
ut + xux

+yuy + zuz), S۴]
ψi(x, y, z)

[
Dα
t (Wi)(c١t+ c٢)− c١Dα−١

t (Wi)
]
− p١t

Γ(n−α)



١٩٣ ک  س  ری دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن

١ < α < ٢ ح  ال  ت در (٢٢٧ . ۵) ک  س  ری م  ع  ادل  ه چ  گ  ال  ی :٣٣ . ۵ ج  دول
Wi, Si ١ < α < ٢ ح  ال  ت در (٢٢٧ . ۵) ک  س  ری م  ع  ادل  ه چ  گ  ال  ی

−ux, S١ −ψi(x, y, z)
[
Dα
t (ux)(c١t٢ + c٢t)− (٢c١t+ c٢)Dα−١

t (ux)− p١t
Γ(n−α)

]
−uy, S١ −ψi(x, y, z)

[
Dα
t (uy)(c١t٢ + c٢t)− (٢c١t+ c٢)Dα−١

t (uy)− p١t
Γ(n−α)

]
−uz, S١ −ψi(x, y, z)

[
Dα
t (uz)(c١t٢ + c٢t)− (٢c١t+ c٢)Dα−١

t (uz)− p١t
Γ(n−α)

]
xuy − yux, S١ ψi(x, y, z)

[
Dα
t (xuy − yux)(c١t٢ + c٢t)− (٢c١t+ c٢)Dα−١

t (xuy − yux)− t
Γ(n−α)(xp١ − yp٢)

]
xuz − zux, S١ ψi(x, y, z)

[
Dα
t (xuz − zux)(c١t٢ + c٢t)− (٢c١t+ c٢)Dα−١

t (xuz − zux)− t
Γ(n−α)(xp١ − zp٢)

]
yuz − zuy, S١ ψi(x, y, z)

[
Dα
t (yuz − zuy)(c١t٢ + c٢t)− (٢c١t+ c٢)Dα−١

t (yuz − zuy)− t
Γ(n−α)(yp١ − zp٢)

]
−ut, S٢ −ψi(x, y, z)

[
Dα+١
t (u)(c١t٢ + c٢t)− (٢c١t+ c٢)Dα

t (u)− I(ut,٢c١)
]

[−tut − α٢ (xux
+yuy + zuz), S٢]

ψi(x, y, z)
[
Dα
t (Wi)(c١t٢ + c٢t)− (٢c١t+ c٢)Dα−١

t (Wi) +
αt٢Γ(n−α)(xp١ + yp٢ + zp٣) + I(tut,٢c١)

]

u, S٢ ψi(x, y, z)
[
Dα
t (u)(c١t٢ + c٢t)− (٢c١t+ c٢)Dα−١

t (u)− I(u,٢c١)
]

−(α+ tut), S٣ −ψi(x, y, z)
[
Dα
t (α + tut)(c١t٢ + c٢t)− (٢c١t+ c٢)Dα−١

t (α + tut)− I(α + tut,٢c١)
]

[٢ − xux

−yuy − zuz, S٣]
ψi(x, y, z)

[
Dα
t (Wi)(c١t٢ + c٢t)− (٢c١t+ c٢)Dα−١

t (Wi) +
t

Γ(n−α)(xp١ + yp٢ + zp٣ − ۴c١p۴)
]

[−(٢t
α
ut + xux

+yuy + zuz), S۴]
ψi(x, y, z)

[
Dα
t (Wi)(c١t٢ + c٢t)− (٢c١t+ c٢)Dα−١

t (Wi) +
t

Γ(n−α)(xp١ + yp٢ + zp٣) + ٢
α
I(tut,٢c١)

]



ک  ارب  رده  ا و ک  س  ری م  ش  ت  ق  ات ب  ا دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات ١٩۴
٠ < α < ١ ح  ال  ت در (٢٢٨ . ۵) ک  س  ری م  ع  ادل  ه چ  گ  ال  ی :٣۴ . ۵ ج  دول

Wi, Si ٠ < α < ١ ح  ال  ت در (٢٢٨ . ۵) ک  س  ری م  ع  ادل  ه چ  گ  ال  ی
−ux, S١ −c١ψi(x, y, z)Dα−١

t (ux) +
p١t

Γ(n−α)

−uy, S١ −c١ψi(x, y, z)Dα−١
t (uy) +

p١t
Γ(n−α)

−uz, S١ −c١ψi(x, y, z)Dα−١
t (uz) +

p١t
Γ(n−α)

xuy − yux, S١ c١ψi(x, y, z)Dα−١
t (xuy − yux) +

p١t
Γ(n−α)

xuz − zux, S١ c١ψi(x, y, z)Dα−١
t (xuz − zux) +

p١t
Γ(n−α)

yuz − zuy, S١ c١ψi(x, y, z)Dα−١
t (yuz − zuy) +

p١t
Γ(n−α)

−ut, S٢ −c١ψi(x, y, z)(uxx + uyy + uzz) +
p١t

Γ(n−α)

[−tut − α٢ (xux
+yuy + zuz), S٢]

−c١ψi(x, y, z)Dα−١
t (tut +

α٢ (xux + yuy + zuz)) +
p١t

Γ(n−α)

u, S٢ c١ψi(x, y, z)Dα−١
t (u) + p١t

Γ(n−α)

−(α+ tut), S٣ −c١ψi(x, y, z)Dα−١
t (α+ tut) +

p١t
Γ(n−α)

[٢ − xux

−yuy − zuz, S٣]
c١ψi(x, y, z)Dα−١

t (٢ − xux − yuy − zuz, S٣) + p١t
Γ(n−α)

[−(٢t
α
ut + xux

+yuy + zuz), S۴]
−c١ψi(x, y, z)Dα−١

t (٢t
α
ut + xux + yuy + zuz) +

p١t
Γ(n−α)



١٩۵ ک  س  ری دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن
١ < α < ٢ ح  ال  ت در (٢٢٨ . ۵) ک  س  ری م  ع  ادل  ه چ  گ  ال  ی :٣۵ . ۵ ج  دول

Wi, Si ١ < α < ٢ ح  ال  ت در (٢٢٨ . ۵) ک  س  ری م  ع  ادل  ه چ  گ  ال  ی
−ux, S١ −c١ψi(x, y, z)

[
tDα−١

t (ux)−Dα−٢
t (ux)

]
− p١t

Γ(n−α)

−uy, S١ −c١ψi(x, y, z)
[
tDα−١

t (uy)−Dα−٢
t (uy)

]
− p١t

Γ(n−α)

−uz, S١ −c١ψi(x, y, z)
[
tDα−١

t (uz)−Dα−٢
t (uz)

]
− p١t

Γ(n−α)

xuy − yux, S١ c١ψi(x, y, z)
[
tDα−١

t (xuy − yux)−Dα−٢
t (xuy − yux)

]
− p١t

Γ(n−α)

xuz − zux, S١ c١ψi(x, y, z)
[
tDα−١

t (xuz − zux)−Dα−٢
t (xuz − zux)

]
− p١t

Γ(n−α)

yuz − zuy, S١ c١ψi(x, y, z)
[
tDα−١

t (yuz − zuy)−Dα−٢
t (yuz − zuy)

]
− p١t

Γ(n−α)

−ut, S٢ −c١ψi(x, y, z)
[
tDα

t (u)−Dα−١
t (u)

]
− p١t

Γ(n−α)

[−tut − α٢ (xux
+yuy + zuz), S٢]

c١ψi(x, y, z)
[
tDα−١

t (Wi) +Dα−٢
t (Wi)

]
− p١t

Γ(n−α)

u, S٢ c١ψi(x, y, z)
[
tDα−١

t (u)−Dα−٢
t (u)

]
− p١t

Γ(n−α)

−(α+ tut), S٣ −c١ψi(x, y, z)
[
tDα−١

t (α + tut)−Dα−٢
t (α + tut)

]
− p١t

Γ(n−α)

[٢ − xux

−yuy − zuz, S٣]
c١ψi(x, y, z)

[
tDα−١

t (Wi) +Dα−٢
t (Wi)

]
− p١t

Γ(n−α)

[−(٢t
α
ut + xux

+yuy + zuz), S۴]
c١ψi(x, y, z)

[
tDα−١

t (Wi)−Dα−٢
t (Wi)

]
− p١t

Γ(n−α)

پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن م  ح  اس  ب  ه ب  رای ن  وت  ر ق  ض  ی  ه ک  س  ری ت  ع  م  ی  م ٣ . ٢ . ۵
ک  س  ری دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات

ت  وص  ی  ف ب  رای ت  وج  ه ق  اب  ل ای  ده ی  ک پ  ای  س  ت  گ  ی، ق  وان  ی  ن ی  ا اوی  ل  ر‐لاگ  ران  ژ م  ع  ادلات از اول ان  ت  گ  رال
داد خ  واه  ی  م ن  ش  ان ب  خ  ش ای  ن در ب  اش  د. م  ی ری  اض  ی ه  ای م  دل ب  ه رس  ی  دن و ف  ی  زی  ک  ی ه  ای پ  دی  ده
گ  روه ی  ک ب  ه م  ت  ع  ل  ق ت  ب  دی  لات، از پ  ارام  ت  ری ی  ک گ  روه ی  ک ب  رای ک  وچ  ک ن  ه  ای  ت ب  ی ض  واب  ط ک  ه

ک  س  ری وردش  ی م  س  اي  ل از وردش  ی ت  ق  ارن
L(w) =

∫ b

a
L(t, x, w(n),aD

α
t ,tD

α
b )dt. (٢۵٧ . ۵)

ه  ای ت  ق  ارن ب  ی  ن م  ن  ط  ق  ی ای راب  ط  ه اس  ت ن  وت  ر ق  ض  ی  ه از ن  س  خ  ه ی  ک ک  ه ف  رای  ن  د ای  ن ب  اش  د. م  ی
ک  ن  د. م  ی ای  ج  اد اوی  ل  ر‐لاگ  ران  ژ م  ع  ادلات از ح  اص  ل پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن و ک  س  ری وردش  ی

م  ع  ادل  ه ک  س  ری ف  رم  ال غ  ی  ر لاگ  ران  ژی ب  ه رس  ی  دن ب  رای را ن  وت  ر ق  ض  ی  ه از ت  ع  م  ی  م  ی ادام  ه در
ک  س  ری م  ش  ت  ق ب  ا (١٣٢ . ۵) ف  وک  ر‐پ  لان  ک ک  س  ری م  ع  ادل  ه (١٢٢ . ۵) و ای ب  رگ  ر‐اس  ت  وان  ه ک  س  ری

.[۴۵ ،٢۴] داد خ  واه  ی  م ش  رح ری  م  ان‐ل  ی  ووی  ل
دارای w(t, x) ت  واب  ع از ای م  ج  م  وع  ه روی ب  ر (٢۵٧ . ۵) در L(w) ک  ن  ی  د ف  رض .۴ . ٣ . ۵ ق  ض  ی  ه



ک  ارب  رده  ا و ک  س  ری م  ش  ت  ق  ات ب  ا دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات ١٩۶
[a, b] ب  ازه در β و α م  رت  ب  ه واز ری  م  ان‐ل  ی  ووی  ل ک  س  ری م  ش  ت  ق ن  وع از چ  پ و راس  ت پ  ی  وس  ت  گ  ی
ش  رط ص  ورت ای  ن در ک  ن  د. ص  دق w(b) = wb و w(a) = wa م  رزی ش  رای  ط در ه  م  چ  ن  ی  ن ب  اش  د.

اوی  ل  ر‐لاگ  ران  ژ م  ع  ادل  ه در w(t) ک  ه ب  اش  د م  ی ای  ن ،L(w) وج  ود ب  رای لازم
Ek(L) = ٠, ١ ≤ k ≤ q. (٢۵٨ . ۵)

ص  ورت ب  ه k‐ام م  رت  ب  ه اوی  ل  ر‐لاگ  ران  ژ م  ع  ادل  ه ک  ه ک  ن  د. ص  دق
Ek =

∑
J

(−D)J
∂

∂wαJ
+t D

α
b

∂

∂aDα
t w

+a D
β
t

∂

∂tD
β
bw

. (٢۵٩ . ۵)

.[۴٢] ش  ود م  ی ت  ع  ری  ف ، ١ ≤ k ≤ q ،١ ≤ jk ≤ p و J = (j١, . . . , jk) ک  ه
ت  ق  ارن گ  روه ی  ک ک  ن  د م  ی ع  م  ل M روی ب  ر ک  ه G ت  ب  دی  لات از پ  ی  وس  ت  ه گ  روه ی  ک .۵ . ٣ . ۵ ت  ع  ری  ف

اگ  ر وف  ق  ط اگ  ر اس  ت وردش  ی
Pr(α,β)X(L) + LDivξ = ٠. (٢۶٠ . ۵)

ب  اش  د. ب  رق  رار G گ  روه از X =
∑p

i=١ ξi ∂
∂xi

+
∑q

j=١ ηj ∂
∂wj ک  وچ  ک ن  ه  ای  ت ب  ی م  ول  د ه  ر ب  رای

ب  اش  د. م  ی ξ = (ξ١, ξ٢, . . . , ξp) ت  ای  ی p از ک  ل  ی دی  ورژان  س ن  م  ای  ش Divξ

X و (٢۵٧ . ۵) ف  رم  ال غ  ی  ر لاگ  ران  ژی ب  رای وردش  ی ت  ق  ارن گ  روه ی  ک G ک  ن  ی  د ف  رض .۶ . ٣ . ۵ ق  ض  ی  ه
ب  اش  رط P (t, x, wα) = (P١, P٢, . . . , Pp) ت  ای  ی p ب  اش  د. G گ  روه از ک  وچ  ک ن  ه  ای  ت ب  ی م  ول  د

DivP =W.E(L) =
q∑

ν=١
WνEν(L), (٢۶١ . ۵)

ک  ه ب  ود خ  واه  ن  د E(L) = ٠ اوی  ل  ر‐لاگ  ران  ژ م  ع  ادل  ه ب  رای پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن ه  ای م  ول  ف  ه
:[۴٢] داری  م و W = (W١, . . . ,Wq)

Wν(x,w
(١)) = ην −

p∑
i=١

ξi
∂wν

∂xi
. (٢۶٢ . ۵)

داری  م: (٢۶١ . ۵) و (٢۶٠ . ۵) رواب  ط از اس  ت  ف  اده ب  ا .٣ . ٧ . ۵ ن  ت  ی  ج  ه
٠ = Pr(α,β)X(L) + LDivξ =

q∑
ν=١

WνEν(L) + DivP, (٢۶٣ . ۵)

م  ع  ادلات پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن ه  ای م  ول  ف  ه ی  ا اوی  ل  ر‐لاگ  ران  ژ م  ع  ادلات اول  ی  ه ان  ت  گ  رال ب  ن  اب  رای  ن
ص  ورت ب  ه (١٩۵ . ۵)

DivP = Pr(α,β)X(L) + LDivξ −WE(L). (٢۶۴ . ۵)
آی  ن  د. م  ی ب  دس  ت



١٩٧ ک  س  ری دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن
ب  رای چ  گ  ال  ی وج  ود ع  دم ی  ا وج  ود ،(٢۶٣ . ۵) ش  رط ب  ررس  ی ب  ا م  ث  ال ای  ن در .٣ . ٨ . ۵ م  ث  ال
(١٣۴ . ۵) X٣ و X٢ ،X١ ه  ای ت  ق  ارن ب  ا ه  م  راه را (١٣٢ . ۵) ف  وک  ر‐پ  لان  ک ک  س  ری م  ع  ادل  ه

.[٢۴] ک  ن  ی  م م  ی ب  ررس  ی
L = A

(
Dα
t u− ١٢a٢uxx − bu− bxux

) ف  رم  ال غ  ی  ر لاگ  ران  ژی گ  رف  ت  ن ن  ظ  ر در ب  ا •
م  ش  خ  ص  ه ب  ا X١ = ٢ta٢ ∂

∂t + αxa٢ ∂
∂x + (αua٢ − ua٢ − αbux٢) ∂∂u ت  ق  ارن ب  رای –

داری  م: W١ = αa٢u− αbx٢u− a٢u− ٢a٢tut − αa٢xux

(Pr(α)X١)(L) + L(Dt(ξ
٠) +Dx(ξ

١)) ̸= ٠
ق  ض  ی  ه ت  ع  م  ی  م روش از اس  ت  ف  اده ب  ا و ن  ب  وده ب  رق  رار X١ ت  ق  ارن ب  رای (٢۶٣ . ۵) ش  رط ل  ذا

ش  ود. ن  م  ی ی  اف  ت (١٣٢ . ۵) ک  س  ری م  ع  ادل  ه ب  رای چ  گ  ال  ی ن  وت  ر
ب  رق  رار دل  ی  ل ب  ه ن  ی  ز W٢ = −bxu − a٢ux م  ش  خ  ص  ه ب  ا X٢ = a٢ ∂

∂x − bxu ∂
∂u ت  ق  ارن –

(٢۶٣ . ۵) ش  رط ن  ب  ودن
(Pr(α)X٢)(L) + L(Dt(ξ

٠) +Dx(ξ
١)) = − Abx

(
Dα
t u− ١

٢a٢uxx − bu− bxux

)
|(∆=٠)

+ Ab٢xu ̸= ٠
ب  اش  د. م  ی روش ای  ن ب  ا چ  گ  ال  ی ف  اق  د

ش  رط آن  ج  ای  ی  ک  ه از ،W٣ = u م  ش  خ  ص  ه و X٣ = u ∂
∂u ف  رض ب  ا –

(Pr(α)X٣)(L) + L(Dt(ξ
٠) +Dx(ξ

١)) = A(Dα
t u− ١

٢a٢uxx − bu− bxux) |(∆=٠)= ٠.
ص  ورت ب  ه ف  وک  ر‐پ  لان  ک ک  س  ری م  ع  ادل  ه ب  رای چ  گ  ال  ی ب  ن  اب  رای  ن ب  اش  د م  ی ب  رق  رار

Ct = (Pr(α)X٣)(L) + L(Dt(ξ
٠) +Dx(ξ

١))−WE(L)

= ADα
t u− A

٢ a٢uxx −Abu−Abxux. (٢۶۵ . ۵)
آی  د. م  ی ب  دس  ت

ف  رم  ال غ  ی  ر لاگ  ران  ژی گ  رف  ت  ن ن  ظ  ر در ب  ا •

L = (ax+ b)Eα,١
(
−bxtα

ax+ b

)(
Dα
t u− ١

٢a٢uxx − bu− bxux

)
ص  ورت ب  ه (٢۶٣ . ۵) ش  رط ،X٣ = u ∂

∂u ت  ق  ارن و
(Pr(α)X٣)(L) + L(Dt(ξ

٠) +Dx(ξ
١)) = (ax+ b)Eα,١

(
−bxtα

ax+ b

)(
Dα

t u− ١
٢a٢uxx − bu− bxux

)
|(∆=٠)= ٠.

ف  رم ب  ه (١٣٢ . ۵) ف  وک  ر‐پ  لان  ک ک  س  ری م  ع  ادل  ه چ  گ  ال  ی ب  ن  اب  رای  ن ب  اش  د، م  ی ب  رق  رار
Ct =WE(L) = u

[
bxDx

(
(ax+ b)Eα,١

(
−bxtα

ax+ b

))



ک  ارب  رده  ا و ک  س  ری م  ش  ت  ق  ات ب  ا دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات ١٩٨
− ١

٢a٢Dxx

(
(ax+ b)Eα,١

(
−bxtα

ax+ b

))
+ tD

α
b

(
(ax+ b)Eα,١

(
−bxtα

ax+ b

))]
. (٢۶۶ . ۵)
ش  ود. م  ی م  ح  اس  ب  ه

ب  ا را (١٢٢ . ۵) ای ب  رگ  ر‐اس  ت  وان  ه ک  س  ری م  ع  ادل  ه پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن م  ث  ال ای  ن در .٣ . ٩ . ۵ م  ث  ال
.[۴۵] آوری  م م  ی ب  دس  ت X٢ و X١ ه  ای ت  ق  ارن ب  رای ن  وت  ر ق  ض  ی  ه ک  س  ری ت  ع  م  ی  م روش از اس  ت  ف  اده

ص  ورت ب  ه (١٢٢ . ۵) ک  س  ری م  ع  ادل  ه چ  گ  ال  ی ،X١ ت  ق  ارن ب  رای •
Ct = c Eα,١

(٢a
x٢ tα

)
(٢αwx + αxwxx + ٢twxt)

(a
x
− bw

)
+ a(٣αwxx + αxwxxx + ٢twxt)− aD

α
t (αw + ٢twt + αxwx)

+ ٢t
(
DtaD

α
t (w) + bwtwx + bwwxt −

a

x
wxt − awxxt −

a

x٢wt
)

+ αx

(
aD

α
t (wx) + bw٢

x + bwwxx −
a

x
wxx − awxxx +

٢a
x٣w

)
+ (٢ + α)

(
aD

α
t (w) + bwwx −

a

x
wx − awxx −

a

x٢w
)

−
(
bwx

a

x٢
)
(αw + ٢twt + αxwx)

+ ٢cEα,٠
(٢a
x٢ tα

)[
Dα
t w + bwwx − a

(١
x
wx + wxx −

w

x٢
)]

− ۴a
x٣ αcxtαE٢

α,α+١
(٢a
x٢ tα

)[
Dα
t w + bwwx − a

(١
x
wx + wxx −

w

x٢
)]

+ c
(
bw − a

x

) ۴a
x٣ tαE٢

α,α+١
(٢a
x٢ tα

)
(αw + ٢twt + αxwx)

− ٢۴
x۴ ca

٢t٢α(E٣
α,٢α+١

(٢a
x٢ tα

))
(αw + ٢twt + αxwx)

+ ctD
α
b

(
Eα,١

(٢a
x٢ tα

))
(αw + ٢twt + αxwx). (٢۶٧ . ۵)

اس  ت. آم  ده ب  دس  ت
ف  رم ب  ه چ  گ  ال  ی ،X٢ ت  ق  ارن ب  رای •

Ct = c Eα,١(
٢a
x٢ tα)(

a

x
− bw)(

٢a
x٣ + bwxx)− a(

۶a
x۴ − bwxxx)

+ aD
α
t (

a

x٢ − bwx) + b
(
aD

α
t (wx) + bw٢

x + bwwxx −
a

x
wxx − awxxx +

٢a
x٣w

)
+ (

a٢
x۴ − b٢w٢

x)− bc
۴a
x٣ tαE٢

α,α+١(
٢a
x٢ tα)

[
Dα
t w + bwwx − a

(١
x
wx + wxx −

w

x٢
)]

− c
۴a
x٣ tαE٢

α,α+١(
٢a
x٢ tα)(bw − a

x
)(
a

x٢ − bwx)

+ c(
a

x٢ − bwx)
(٢۴
x۴ a

٢t٢αE٣
α,٢α+١(

٢a
x٢ tα)− tD

α
b (Eα,١

٢a
x٢ tα)

)
. (٢۶٨ . ۵)

ش  ود. م  ی م  ح  اس  ب  ه



١٩٩ ک  س  ری دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات از دس  ت  گ  اه  ی ب  رای پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن و ل  ی روش ت  ح  ل  ی  ل

دس  ت  گ  اه  ی ب  رای پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن و ل  ی روش ت  ح  ل  ی  ل ۴ . ۵
ک  س  ری دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات از

دس  ت  گ  اه ب  رای را پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن و ه  ا ت  ق  ارن ل  ی، ت  ق  ارن ت  ح  ل  ی  ل روش از ب  ااس  ت  ف  اده ب  خ  ش ای  ن در
م  ع  ادلات ری  اض  ی  ات ع  ل  م در ک  ن  ی  م. م  ی ارائ  ه ٣٠ وی دی س  وپ  ر‐ک  ی ک  س  ری دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات
ب  اش  ن  د. م  ی ع  م  ق ک  م ه  ای آب س  ط  وح روی ب  ر ام  واج از ری  اض  ی م  دل ی  ک ٣١ وری  س ک  ورت  وگ‐دی
ش  دن  د. م  ع  رف  ی ری  اض  ی  ات ب  ه ٣٣ وری  س دی گ  اس  ت  او و ٣٢ ب  وزی  ن  ی  س  ک ت  وس  ط وی دی ک  ی م  ع  ادلات
روش ،[٧٣ ،١٧] ف  وری  ه ت  ب  دی  لات و لاپ  لاس روش ج  م  ل  ه از ج  ال  ب  ی و م  ت  ع  دد ه  ای روش اخ  ی  را
ب  س  ی  اری و ت  وان  ی ه  ای س  ری روش ،[٧۶ ،١٠] وردش  ی ت  ک  رار روش ،[۶۶ ،٣۴] آدم  ی  ن ت  ج  زی  ه

اس  ت. ش  ده ارائ  ه ک  س  ری دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات ب  ررس  ی ب  رای دی  گ  ر ه  ای روش
م  ان  ن  د ک  س  ری دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات دس  ت  گ  اه ی  ک ت  ق  ارن  ی ب  ررس  ی ب  خ  ش ای  ن از اص  ل  ی ه  دف

وی دی س  وپ  ر‐ک  ی دس  ت  گ  اه Dα
t u = ۶uux − uxxx + ٣wwxx,

Dα
t w = ٣wux + ۶uwx − ۴wxxx. (٢۶٩ . ۵)

.[۵٣] ب  اش  د م  ی اس  ت، ٠ < α < ١ و α م  رت  ب  ه از t ب  ه ن  س  ب  ت ک  س  ری م  ش  ت  ق Dα
t آن در ک  ه

ص  ورت ب  ه (٢۶٩ . ۵) دس  ت  گ  اه ب  رای ک  وچ  ک ن  ه  ای  ت ب  ی ت  ب  دی  لات از پ  ارام  ت  ری ی  ک ل  ی گ  روه
t −→ t+ ϵτ(t, x, u, w), x −→ x+ ϵξ(t, x, u, w),

u −→ u+ ϵη(t, x, u, w), w −→ w + ϵϕ(t, x, u, w),

ux −→ ux + ϵηx(t, x, u, w), wx −→ wx + ϵϕx(t, x, u, w),

uxx −→ uxx + ϵηxx(t, x, u, w), wxx −→ wxx + ϵϕxx(t, x, u, w),

uxxx −→ uxxx + ϵηxxx(t, x, u, w), wxxx −→ wxxx + ϵϕxxx(t, x, u, w),

∂αt u −→ ∂αt u+ ϵηα,t(t, x, u, w), ∂αt w −→ ∂αt w + ϵϕα,t(t, x, u, w).

.[٢٢ ،٢١] ب  گ  ی  ری  د ن  ظ  ر در ϵ≪ ١ گ  روه ک  وچ  ک ب  س  ی  ار پ  ارام  ت  ر ب  ا
ف  رم ب  ه (٢۶٩ . ۵) دس  ت  گ  اه ب  رای گ  روه ک  وچ  ک ن  ه  ای  ت ب  ی م  ول  د

X = τ
∂

∂t
+ ξ

∂

∂x
+ η

∂

∂u
+ ϕ

∂

∂w
. (٢٧٠ . ۵)

س  وم م  رت  ب  ه ام  ت  داد ب  ا
Pr(α,٣)X = X + ηα,t∂∂αt u + ϕα,t∂∂αt w + ηx∂ux + ηxx∂uxx

Super Kdv ٣٠
Kortweg ‐ de Vries (KdV)٣١

Boussinesq٣٢
Gustav de Vries٣٣



ک  ارب  رده  ا و ک  س  ری م  ش  ت  ق  ات ب  ا دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات ٢٠٠
+ ηxxx∂uxxx + ϕx∂wx + ϕxx∂wxx + ϕxxx∂wxxx ,

ک  وچ  ک ن  ه  ای  ت ب  ی ن  اوردای  ی ش  رط اع  م  ال ب  ا ش  ود. م  ی ت  ع  ری  ف
Pr(α,٣)X (∆١) |{∆٠=٢∆,٠=١} = ٠, ∆١ = Dα

t u− ۶uux + uxxx − ٣wwxx,
Pr(α,٣)X (∆٢) |{∆٠=٢∆,٠=١} = ٠, ∆٢ = Dα

t w − ٣wux − ۶uwx + ۴wxxx.
ف  رم ب  ه م  ش  خ  ص  ه م  ع  ادلات از دس  ت  گ  اه  ی ب  ه

ηα,t − ۶ηux − ۶uηx + ηxxx − ٣ϕwxx − ٣wϕxx = ٠,
ϕα,t − ٣wηx − ٣ϕux − ۶ηwx − ۶uϕx − ۴ϕxxx = ٠, (٢٧١ . ۵)

ک  ه
ηx = Dx(η)− utDx(τ)− uxDx(ξ),

ϕx = Dx(ϕ)− wtDx(ϕ)− wxDx(ξ),

ηxx = Dx(η
x)− uxtDx(τ)− uxxDx(ξ),

ϕxx = Dx(ϕ
x)− wxtDx(ϕ)− wxxDx(ξ),

ηxxx = Dx(η
xx)− uxxtDx(τ)− uxxxDx(ξ),

ϕxxx = Dx(ϕ
xx)− wxxtDx(ϕ)− wxxxDx(ξ),

ηα,t = Dα
t (η − ξux − τut) + ξDα

t (ux) + τDα
t (ut),

ϕα,t = Dα
t (ϕ− ξwx − τwt) + ξDα

t (wx) + τDα
t (wt). (٢٧٢ . ۵)

ص  ورت ب  ه ϕ و ،η ،ξ ،τ ت  اب  ع  ی ض  رای  ب دس  ت  گ  اه، ای  ن ح  ل ب  ا رس  ی  د. خ  واه  ی  م
ξ = ٢c١α+ c٢, τ = ۶c١t+ c٣, η = −۴c١αu, ϕ = −٣c١αw. (٢٧٣ . ۵)

م  ع  ادلات ب  رای τ(t, x, u, w)|t=٠ = ٠ ن  اوردای  ی ش  رط اع  م  ال ب  ا ش  ون  د. م  ی م  ش  خ  ص م  ا ب  رای
ت  ق  ارن دو ب  اش  د، م  ی ک  س  ری ک  وچ  ک ن  ه  ای  ت ب  ی ت  ب  دی  لات ب  رای لازم ش  رط ی  ک ک  ه ک  س  ری،

X١ =
∂

∂x
, X٢ = ۶t ∂

∂t
+ ٢αx ∂

∂x
− ۴αu ∂

∂u
− ٣αw ∂

∂w
. (٢٧۴ . ۵)

آی  ن  د. م  ی ب  دس  ت (٢۶٩ . ۵) ک  س  ری دس  ت  گ  اه ب  رای

(٢۶٩ . ۵) ک  س  ری دس  ت  گ  اه دق  ی  ق ه  ای ج  واب و م  رت  ب  ه ک  اه  ش ١ . ۴ . ۵
م  ی اس  ت، آم  ده ب  دس  ت (٢۶٩ . ۵) ک  س  ری دس  ت  گ  اه ب  رای X٢ و X١ ت  ق  ارن دو ای  ن  ک  ه ب  ه ت  وج  ه ب  ا
پ  ی  دا آن ب  رای دق  ی  ق  ی ه  ای ج  واب ی  ا و داد ک  اه  ش را دس  ت  گ  اه ه  ا ت  ق  ارن ای  ن از ی  ک ه  ر ت  ح  ت ت  وان

.[۵٣] ک  رد



٢٠١ ک  س  ری دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات از دس  ت  گ  اه  ی ب  رای پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن و ل  ی روش ت  ح  ل  ی  ل
م  ش  خ  ص  ه دس  ت  گ  اه از ج  واب  ی w = g(t) و u = f(t) ه  ای ج  واب ،X١ = ∂

∂x گ  رف  ت  ن ن  ظ  ر در ب  ا •
ه  ای ج  واب ج  ای  گ  ذاری ب  ا ب  اش  ن  د. م  ی dx١ = dt٠ = du٠ = dw٠ ص  ورت ب  ه ت  ق  ارن ای  ن ن  ظ  ی  ر
(٢۶٩ . ۵) ک  س  ری دس  ت  گ  اه ب  رای دق  ی  ق ج  واب ،(٢۶٩ . ۵) ک  س  ری دس  ت  گ  اه در آم  ده ب  دس  ت

ف  رم ب  ه
u = f(t) =

c١
Γ(α)

tα−١, w = g(t) =
c٢

Γ(α)
tα−١,

ه  س  ت  ن  د). دل  خ  واه و ث  اب  ت اع  داد ci, i = ١,٢) آی  د. م  ی ب  دس  ت

اس  ت. ش  ده رس  م (۵ . ۵) ش  ک  ل در آم  ده ب  دس  ت ج  واب از م  ن  ح  ن  ی

c١ = ١ ب  ا u = cit
α−١/Γ(α) ت  اب  ع از ش  ک  ل  ی :۵ . ۵ ش  ک  ل

ح  ل ب  ا •
dt

۶t =
dx

٢αx =
du

−۴αu =
dw

−٣αw.
ت  ب  دی  لات ب  اش  د، م  ی X٢ ت  ق  ارن ن  ظ  ی  ر م  ش  خ  ص  ه دس  ت  گ  اه ک  ه

u = t−
٢α٣ g(z), w = t−

α٢ h(z), z = xt−
α٣ .

رواب  ط ج  ای  گ  ذاری ب  ا آی  ن  د. م  ی ب  دس  ت
ux = t−αgz, uxx = t−

۴٣αgzz, uxxx = t−
۵٣αgzzz,

wx = t−
۵۶αhz, wxx = t−

٧۶αhzz, wxxx = t−
٣٢αhzzz,

ب  ه را ی  اف  ت  ه ک  اه  ش دس  ت  گ  اه ،(٢۶٩ . ۵) ک  س  ری دس  ت  گ  اه ه  ای ت  س  اوی راس  ت ط  رف در
ص  ورت

۶uux − uxxx + ٣wwxx ≡ t−
۵٣α
(۶ggz − gzzz + ٣hhzz) ,



ک  ارب  رده  ا و ک  س  ری م  ش  ت  ق  ات ب  ا دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات ٢٠٢
٣wux − ۴wxxx + ۶uwx ≡ t−

٣٢α
(٣hgz + ۶ghz − ۴hzzz) .

داش  ت. خ  واه  ی  م
ری  م  ان‐ل  ی  ووی  ل م  ش  ت  ق ت  ع  ری  ف ب  ه ب  ن  ا ط  رف  ی از

∂αu

∂tα
=

∂n

∂tn

[ ١
Γ(n− α)

∫ t

٠ (t− s)n−α−١u(s, x)ds
]
.

از اول م  ع  ادل  ه چ  پ ط  رف در (ds = − t
ν٢dν, ١ < ν < ∞) ک  ه s = t

ν ج  ای  گ  ذاری ب  ا
ش  ک  ل ب  ه ک  س  ری دس  ت  گ  اه از اول م  ع  ادل  ه ،(٢۶٩ . ۵) دس  ت  گ  اه

∂αu

∂tα
=

∂n

∂tn
١

Γ(n− α)

∫ ∞

١ tn−
۵٣α(ν − ١)n−α−١ν−(n+١− ۵٣α)g(zν

α٣ )dν

=
∂n

∂tn
tn−

۵٣α
(
K

١,n− ۵٣α٣
α

g

)
(z) = t−

۵٣α
(
P

١− ۵٣α,α٣
α

g

)
(z)

ی  اب  د. م  ی ک  اه  ش
،(٢۶٩ . ۵) ک  س  ری دس  ت  گ  اه از دوم م  ع  ادل  ه در w = t−

α٢ h(z) ج  ای  گ  ذاری و رون  د ه  م  ی  ن ب  ا
ف  رم ب  ه دس  ت  گ  اه از دوم م  ع  ادل  ه چ  پ س  م  ت

∂αw

∂tα
=

∂n

∂tn
١

Γ(n− α)

∫ t

٠ (t− s)n−α−١w(s, x)ds

=
∂n

∂tn
١

Γ(n− α)

∫ ∞

١ tn−
٣٢α(ν − ١)n−α−١ν−(n+١− ٣٢α)h(zν

α٢ )dν

=
∂n

∂tn
tn−

٣٢α
(
K

١,n− ٣٢α٢
α

h

)
(z) = t−

٣٢α
(
P

١− ٣٢α,α٢
α

h

)
(z).

ب  ود. خ  واه  د ت  ب  دی  ل ق  اب  ل
ش  ک  ل ب  ه (٢۶٩ . ۵) ک  س  ری دس  ت  گ  اه ی  اف  ت  ه ک  اه  ش ف  رم ب  ن  اب  رای  ن

(P
١− ۵٣α,α٣
α

g)(z) = ۶ggz − gzzz + ٣hhzz
(P

١− ٣٢α,α٣
α

h)(z) = ٣hgz + ۶ghz − ۴hzzz
ب  اش  د. م  ی

ک  س  ری دس  ت  گ  اه ی  ک از پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن ٢ . ۴ . ۵
ش  رط در ک  ه ب  اش  ن  د پ  ای  س  ت  گ  ی ه  ای م  ول  ف  ه Cx = Cx(t, x) و Ct = Ct(t, x) ک  ن  ی  م ف  رض

Dt(C
t) +Dx(C

x) = ٠.
ص  ورت ب  ه ،(٢۶٩ . ۵) ک  س  ری دس  ت  گ  اه ب  رای ف  رم  ال لاگ  ران  ژی ک  ن  ن  د. م  ی ص  دق

L = v١(t, x)
(
Dα
t u− ۶uux + uxxx − ٣wwxx)



٢٠٣ ک  س  ری دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات از دس  ت  گ  اه  ی ب  رای پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن و ل  ی روش ت  ح  ل  ی  ل
+ v٢(t, x)

(
Dα
t w − ٣wux − ۶uwx + ۴wxxx) . (٢٧۵ . ۵)

.[۵٣] ه  س  ت  ن  د ج  دی  د واب  س  ت  ه م  ت  غ  ی  ره  ای v٢ و v١ ک  ه ش  ود م  ی ن  وش  ت  ه
ش  ک  ل ب  ه ن  ی  ز U ب  ه ن  س  ب  ت اوی  ل  ر‐لاگ  ران  ژ ع  م  ل  گ  ر

δ

δU
=

∂

∂U
+ (Dα

t )
∗ ∂

∂Dα
t U

−Dx
∂

∂Ux
+D٢

x

∂

∂Uxx
−D٣

x

∂

∂Uxxx
, U = {u,w},(٢٧۶ . ۵)

خ  اص  ی  ت ب  ا (Dα
t ) ری  م  ان‐ل  ی  ووی  ل ک  س  ری م  ش  ت  ق ال  ح  اق  ی ع  م  ل  گ  ر (Dα

t )
∗ ش  ود. م  ی ت  ع  ری  ف

(٠Dα
t )

∗ = (−١)ntIn−αT (Dn
t ) ≡ c

tD
α
T ,

ه  س  ت  ن  د. α م  رت  ب  ه از راس  ت ک  اپ  وت  و م  ش  ت  ق c
tD

α
T و چ  پ ری  م  ان‐ل  ی  ووی  ل م  ش  ت  ق (٠Dα

t )
∗

ال  ح  اق  ی م  ع  ادلات م  ش  اب  ه ،(٢۶٩ . ۵) ک  س  ری و خ  ط  ی غ  ی  ر دس  ت  گ  اه ب  رای ال  ح  اق  ی م  ع  ادلات
ش  ود. م  ی ت  ع  ری  ف م  ع  م  ول  ی دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات دس  ت  گ  اه

δL
δu

= ٠, δL
δw

= ٠. (٢٧٧ . ۵)
اس  ت. آم  ده (٢٧۶ . ۵) راب  ط  ه در ک  ه اس  ت اوی  ل  ر‐لاگ  ران  ژی ع  م  ل  گ  ر δ

δU ک  ه
ص  ورت ب  ه (٢۶٩ . ۵) ک  س  ری دس  ت  گ  اه ب  رای ال  ح  اق  ی دس  ت  گ  اه −(Dα

t )
∗v١ + ۶v١ux + ۶v٢wx − ۶v١ux − ۶uv١x − ٣v٢wx − ٣wv٢x + v١xxx = ٠,

−(Dα
t )

∗v٢ + ٣v١wxx + ٣v٢ux − ۶v٢ux − ۶uv٢x + ٣v١wxx + ۶v١xwx + ٣v١xxw + ۴v٢xxx = ٠.
آی  د. م  ی ب  دس  ت

م  ت  غ  ی  ر دو و x و t م  س  ت  ق  ل م  ت  غ  ی  ر دو ب  رای م  ع  م  ول  ی دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات دس  ت  گ  اه م  ش  اب  ه
داری  م: w(t, x) و u(t, x) واب  س  ت  ه

Dt(τ)I +Dx(ξ)I =W j δ

δU
+Dt(N t

j ) +Dx(N x
j ), W j = {W ١,W ٢}, U = {u,w}(٢٧٨ . ۵)

N t٢ و N t١ ، N x٢ ،N x١ و ل  ی م  ش  خ  ص  ه ت  واب  ع W ٢ = ϕ − ξwx − τwt و W ١ = η − ξux − τut ک  ه
ت  ع  اری  ف ب  ا ن  وت  ر ع  م  ل  گ  ره  ای

N x١ = ξI + W ١
(

∂

∂ux
−Dx

∂

∂uxx
+D٢

x

∂

∂uxxx

)
+ Dx(W

١)
(

∂

∂uxx
−Dx

∂

∂uxxx

)
+D٢

x(W
١) ∂

∂uxxx
, (٢٧٩ . ۵)

N x٢ = ξI + W ٢
(

∂

∂wx
−Dx

∂

∂wxx
+D٢

x

∂

∂wxxx

)
+ Dx(W

٢)
(

∂

∂wxx
−Dx

∂

∂wxxx

)
+D٢

x(W
٢) ∂

∂wxxx
,

N t١ = τI +Dα−١
t (W ١) ∂

∂Dα
t u

− (−١)nJ
(
W ١, Dt

∂

∂Dα
t u

)
, (٢٨٠ . ۵)



ک  ارب  رده  ا و ک  س  ری م  ش  ت  ق  ات ب  ا دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات ٢٠۴
N t٢ = τI +Dα−١

t (W ٢) ∂

∂Dα
t w

− (−١)nJ
(
W ٢, Dt

∂

∂Dα
t w

)
,

آن در ک  ه
J(f, g) =

١
Γ(n− α)

∫ t

٠
∫ T

t

f(τ, x)g(µ, x)

(µ− τ)n−α
dµdτ. (٢٨١ . ۵)

ه  س  ت  ن  د. ب  اش  د، م  ی
دس  ت  گ  اه از X٢ و X١ ت  ق  ارن دو ه  ر ،L ف  رم  ال لاگ  ران  ژی روی ب  ر (٢٧٨ . ۵) راب  ط  ه ط  رف  ی  ن اث  ر ب  ا

راب  ط  ه در (٢۶٩ . ۵) ک  س  ری
Pr(٣,α)XL+Dt(τ)L+Dx(ξ)L|٠=٢.١ = ٠, (٢٨٢ . ۵)

راب  ط  ه از ب  ن  اب  رای  ن ک  ن  ن  د. م  ی ص  دق
Dt(N t

jL) +Dx(N x
j L) = Dt(C

t
j) +Dx(C

x
j ) = ٠, j = ١,٢ (٢٨٣ . ۵)

پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن ه  ای م  ول  ف  ه ت  وان م  ی ،Cx = Cx١ + Cx٢ و Ct = Ct١ + Ct٢ آن در ک  ه
آورد. ب  دس  ت (٢۶٩ . ۵) ک  س  ری دس  ت  گ  اه ب  رای را

چ  گ  ال  ی و ش  ار ،W ٢ = −wx و W ١ = −ux ه  ای م  ش  خ  ص  ه و X١ = ∂
∂x گ  رف  ت  ن ن  ظ  ر در ب  ا •

ص  ورت ب  ه (٢۶٩ . ۵) ک  س  ری دس  ت  گ  اه ب  رای
Cx = ۶v١uux + ٣v٢wux − v١xxux + v١xuxx − v١uxxx + ۶v٢uwx

− ٣v١w٢
x − ٣v١xwwx − ۴v٢xxwx + ٣v١wwxx + ۴v٢xwxx − ۴v٢wxxx

Ct = −
[
v١Dα−١

t (ux) + v٢Dα−١
t (wx) + J(ux, v١t) + J(wx, v٢t)

]
.

ب  ود. خ  واه  ن  د
ه  ای م  ش  خ  ص  ه و X٢ = ۶t ∂∂t + ٢αx ∂

∂x − ۴αu ∂
∂u − ٣αw ∂

∂w دادن ق  رار ب  ا •
W ١ = −(۴αu+ ٢αxux + ۶tut), W ٢ = −(٣αw + ٢αxwx + ۶twt).

ف  رم ب  ه پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن ه  ای م  ول  ف  ه
Cx = (۴αu+ ٢αxux + ۶tut)(۶uv١ + ٣wv٢ − v١xx)

+ v١x(۶αux + ٢αxuxx + ۶tuxt)− v٨)١αuxx + ٢αxuxxx + ۶tuxxt)
+ (٣αw + ٢αxwx + ۶twt)(۶uv٢ − ٣v١wx − ٣v١xw − ۴v٢xx)
− (۵αwx + ٢αxwxx + ۶twxt)(٣wv١ + ۴v٢x)
+ ۴v٧)٢αwxx + ٢αxwxxx + ۶twxxt).

Ct = −
[
Dα−١
t (۴αu+ ٢αxux + ۶tut)v١ +Dα−١

t (٣αw + ٢αxwx + ۶twt)v٢
]

− J(۴αu+ ٢αxux + ۶tut, v٢t)− J(٣αw + ٢αxwx + ۶twt, v٢t).

ش  ون  د. م  ی م  ح  اس  ب  ه



٢٠۵ ی  ادداش  ت

ی  ادداش  ت ۵ . ۵
م  ح  اس  ب  ه ن  ح  وه م  ان  ن  د م  ق  دم  ات  ی از م  خ  ت  ص  ری ت  وض  ی  ح  ات ب  ا اب  ت  دا اس  ت ش  ده س  ع  ی رس  ال  ه ای  ن در
ش  ده م  ط  ال  ع  ه دک  ت  ری از دوره ای  ن ط  ی ک  ه م  وض  وع  ات  ی ب  ی  ش  ت  ر چ  ه ه  ر آن، ک  ارب  رده  ای و ت  ق  ارن
ی  ک ب  رای ت  ق  ری  ب  ی پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن و ت  ق  ارن م  ح  اس  ب  ه ه  م  چ  ون م  ب  اح  ث  ی ش  ود. پ  رداخ  ت  ه اس  ت،
م  ح  اس  ب  ه ،[۵۴] م  ی  پ  ل در آن م  ح  اس  ب  ات  ی ک  د ن  وش  ت  ن و ت  ق  ری  ب  ی دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات از دس  ت  گ  اه
روش ب  ه ک  س  ری ب  ق  اه  ای ب  الاخ  ص ک  س  ری دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن و ه  ا ت  ق  ارن
ی  اف  ت  ن ،[۴۵ ،٢۴] ف  وک  ر‐پ  لان  ک و ای ‐اس  ت  وان  ه ب  رگ  ر ک  س  ری م  ع  ادل  ه دو ب  رای ن  وت  ر ت  ع  م  ی  م
ک  س  ری ب  ق  اه  ای و ه  ا ت  ق  ارن ب  ه رس  ی  دن و +α)‐ب  ع  دی ٣) ان  ت  ش  ار ک  س  ری م  ع  ادل  ه از ت  ع  م  ی  م چ  ه  ار
ک  م  ک ب  ا م  ح  اس  ب  ات رون  د ت  م  ام  ی ک  ه اس  ت ذک  ر ب  ه (لازم ،[۴٨] ت  ع  م  ی  م چ  ه  ار از ی  ک ه  ر ب  رای
ت  ب  دی  لات و ک  اپ  وت  و ک  س  ری م  ش  ت  ق و ری  م  ان‐ل  ی  ووی  ل ک  س  ری م  ش  ت  ق  ات ب  رای ک  س  ری م  ح  اس  ب  ات
ک  ده  ای م  واق  ع اک  ث  ر در ه  ن  وز ک  ه آن  ج  ای  ی از و اس  ت پ  ذی  رف  ت  ه ص  ورت م  ش  ت  ق  ات ای  ن ب  رای لاپ  لاس
ص  ورت ب  ه م  ح  اس  ب  ات ت  م  ام  ی اس  ت، ن  ش  ده ت  ع  ری  ف ک  س  ری دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات ب  رای م  ح  اس  ب  ات  ی
س  ال در دک  ت  ری دان  ش  ج  وی  ان اس  ت ام  ی  د ال  ب  ت  ه اس  ت. ش  ده ان  ج  ام ان  ت  ش  ار م  ع  ادل  ه خ  اص و دس  ت  ی
ک  ردن پ  ی  دا و س  ازن  د.) آس  ان  ت  ر را م  ح  اس  ب  ات رون  د م  ح  اس  ب  ات  ی ک  ده  ای چ  ن  ی  ن ن  وش  ت  ن ب  ا آت  ی ه  ای
دو ه  ر ب  رای دی  گ  ر ه  ای روش ب  ه آم  ده ب  دس  ت ق  دی  م  ی ه  ای ج  واب س  ری از ج  دی  د ه  ای ج  واب
ت  ن  ه  ا ،[۵٨ ،۵۶] ک  س  ری دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات و ج  زی  ی م  ش  ت  ق  ات ب  ا دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات از دس  ت  ه
از ام  ا اس  ت. رس  ی  ده س  ران  ج  ام ب  ه ه  ا آن روی ب  ر ت  ح  ق  ی  ق ک  ه ب  اش  ن  د م  ی م  ط  ال  ع  ات  ی از ای گ  وش  ه
ت  ح  ق  ی  ق  ات  ی ب  ود اخ  ت  ی  ار در ک  م م  ج  ال  ی رس  ال  ه پ  ی  ش  ن  ه  اد از ب  ع  د س  ال  ه دو دوره ای  ن در ک  ه آن  ج  ای  ی
ک  س  ری، م  رت  ب  ه ب  ا ت  ق  ری  ب  ی دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات ب  رای پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن و ت  ق  ارن م  ح  اس  ب  ه م  ان  ن  د
،... و ک  وب  ر گ  ران  وال  د، ک  س  ری م  ش  ت  ق  ات ب  ا دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات ب  رای ب  ق  اء و ت  ق  ارن م  ح  اس  ب  ه
ی  اف  ت  ن ک  س  ری، دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن م  ح  اس  ب  ه ب  رای م  س  ت  ق  ی  م روش از اس  ت  ف  اده
و اس  ت م  ان  ده ک  اره ن  ی  م  ه ،γ و β ،α گ  ان  ه چ  ن  د ک  س  ری م  رت  ب  ه ب  ا دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات ه  ای ت  ق  ارن
ن  ت  ای  ج و گ  ی  رن  د ق  رار ل  وح  ه س  ر اه  داف ای  ن آی  ن  ده س  ال  ه  ای و ب  ع  دی م  ق  اط  ع در ک  ه اس  ت ام  ی  د

ش  ود. دی  ف  ران  س  ی  ل ه  ن  دس  ه ع  ل  م ک  ران ب  ی دری  ای وارد ارزش  م  ن  دی





۶ ف  ص  ل
اف  زاری ن  رم م  ح  اس  ب  ات

م  ی را م  ح  اس  ب  ات از ب  الای  ی ح  ج  م م  وارد از ب  رخ  ی در گ  ذش  ت رو پ  ی  ش از رس  ال  ه ای  ن در ک  ه م  ط  ال  ب  ی
زم  ان و ب  وده گ  ی  ر وق  ت ب  س  ی  ار م  وارد از ب  س  ی  اری در ش  ود ان  ج  ام دس  ت ب  ا اگ  ر م  ح  اس  ب  ات ای  ن ط  ل  ب  ی  د
ل  ذا ب  ود. خ  واه  د زی  اد ب  س  ی  ار ان  س  ان  ی خ  ط  ای اح  ت  م  ال ط  رف  ی از و ک  رد خ  واه  د ص  رف را زی  ادی
ب  س  ت  ه ای  ن از ت  ع  دادی ب  ه ذی  ل در اس  ت. ض  روری ب  س  ی  ار م  ح  اس  ب  ات  ی ک  ده  ای و ه  ا ب  س  ت  ه از اس  ت  ف  اده
خ  واه  ی  م اش  اره ان  د گ  رف  ت  ه ق  رار اس  ت  ف  اده م  ورد ن  ی  ز م  ق  الات و رس  ال  ه ط  ی در ک  ه م  ف  ی  د ک  ده  ای و ه  ا

ک  رد

ن  ی  از م  ورد ه  ای پ  ک  ی  ج ١ . ۶
ل  ی ب  راک  ت دس  ت  ور ط  ولان  ی، ع  ب  ارات از گ  ی  ری م  ش  ت  ق و ان  ت  گ  رال ع  م  ل ج  م  ل  ه از م  ح  اس  ب  ات  ی ک  ده  ای
ت  ق  ارن، ام  ت  داد ع  م  ل ب  رداری، م  ی  دان دو ت  وس  ط ش  ده ت  ول  ی  د ج  دی  د ب  رداری م  ی  دان م  ح  اس  ب  ه ب  رای
آم  ده، ب  دس  ت ه  ای ج  واب ب  رای ش  ک  ل رس  م و ای پ  اره و م  ع  م  ول  ی دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات ح  ل
ه  ای ج  واب ب  ه رس  ی  دن و ن  اورداه  ا آوردن ب  دس  ت و ای پ  اره دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات م  رت  ب  ه ک  اه  ش
دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات ه  ای ت  ق  ارن آوردن ب  دس  ت آم  ده، ب  دس  ت ن  اورداه  ای ای  ن از اس  ت  ف  اده ب  ا ص  ری  ح

٢٠٧



اف  زاری ن  رم م  ح  اس  ب  ات ٢٠٨
م  ی ٣ م  ت  م  ت  ی  ک  ا و ٢ م  ت  ل  ب و م  ی  پ  ل١ م  ح  اس  ب  ات  ی دن  ی  ای از ای گ  وش  ه ت  ن  ه  ا ک  س  ری ب  الاخ  ص و ت  ق  ری  ب  ی

اس  ت. ک  رده آس  ان ن  وی  س  ن  دگ  ان ب  رای را ن  ت  ای  ج ب  ه رس  ی  دن و م  ق  الات ب  ررس  ی ک  ه ب  اش  د

ل  ی ب  راک  ت ١ . ١ . ۶
دس  ت  ور ای  ن  ج  ا در ش  د. داده ت  وض  ی  ح م  ف  ص  ل ط  ور ب  ه ل  ی ب  راک  ت خ  واص و ت  ع  ری  ف اول ف  ص  ل در
م  ی ت  ول  ی  د X[j] و X[i] ب  رداری م  ی  دان دو ت  وس  ط ک  ه [X[i], X[j]

] ج  دی  د ب  رداری م  ی  دان م  ح  اس  ب  ه
ای  م. آورده م  ی  پ  ل اف  زار ن  رم ک  م  ک ب  ا را ش  ود

،X[٣] = ∂
∂t ،X[٢] = ∂

∂y ،X[١] = ∂
∂x ب  رداری ه  ای م  ی  دان اگ  ر م  ث  ال ط  ور ب  ه

م  ف  روض X[٧] = x ∂
∂x +y

∂
∂y + t

∂
∂t و X[۶] = t ∂∂y +y

∂
∂t ،X[۵] = t ∂∂x +x

∂
∂t X[۴] = −y ∂

∂x +x
∂
∂y

دس  ت  ور ب  ا آن  ه  ا ل  ی ب  راک  ت ج  دول ب  اش  ن  د

> with(PDETools) :

> with(DifferentialGeometry) :

> with(Tools) :

> with(LieAlgebras) :

> DGsetup([t, x, y, u],M);

> X[١] := evalDG(Dx);

> X[٢] := evalDG(Dy);

> X[٣] := evalDG(Dt);

> X[۴] := evalDG(−y ∗Dx + x ∗Dy);

> X[۵] := evalDG(t ∗Dx + x ∗Dt);

> X[۶] := evalDG(t ∗Dy + y ∗Dt);

> X[٧] := evalDG(x ∗Dx + t ∗Dt + y ∗Dy);

> Gamma := evalDG([X[١], X[٢], X[٣], X[۴], X[۵], X[۶], X[٧]]);
> L١ := LieAlgebraData(Gamma,Alg١);
> DGsetup(L١, verbose);
> MultiplicationTable();

> MultiplicationTable(”LieTable”);

آی  د. م  ی ب  دس  ت
Maple ١
Matlab٢

Matematica٣



٢٠٩ ن  ی  از م  ورد ه  ای پ  ک  ی  ج

ه  ا ت  ق  ارن ام  ت  داد ١ . ٢ . ۶
ان  دازه ب  ه آن  ه  ا ام  ت  داد دی  ف  ران  س  ی  ل، م  ع  ادل  ه ی  ک ه  ای ت  ق  ارن ب  ه رس  ی  دن م  راح  ل م  ه  م  ت  ری  ن از ی  ک  ی
و S[٢] = x ∂

∂x ، S[١] = ∂
∂x ت  ق  ارن س  ه ام  ت  داد زی  ر دس  ت  ور در ب  اش  د. م  ی دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه م  رت  ب  ه

اس  ت. ش  ده م  ح  اس  ب  ه دوم و اول م  رت  ب  ه ت  ا S[٣] = x٢ ∂
∂x

> with(PDEtools) :

> S[١] := [١, ٠];
> S[٢] := [x, ٠];
> S[٣] := [(x٢), ٠];
> G[۴] := InfinitesimalGenerator(S[١], u(x), prolongation = ١, expanded);
> G[۵] := InfinitesimalGenerator(S[٢], u(x), prolongation = ١, expanded);
> G[۶] := InfinitesimalGenerator(S[٣], u(x), prolongation = ١, expanded);
> G[٧] := InfinitesimalGenerator(S[١], u(x), prolongation = ٢, expanded);
> G[٨] := InfinitesimalGenerator(S[٢], u(x), prolongation = ٢, expanded);
> G[٩] := InfinitesimalGenerator(S[٣], u(x), prolongation = ٢, expanded);

م  ع  م  ول  ی دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات ح  ل ١ . ٣ . ۶
م  ی ان  ج  ام زی  ر دس  ت  ور ب  ا u = ٢xux(١ +

√
x) م  ع  ادل  ه م  ان  ن  د م  ع  م  ول  ی دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه ی  ک ح  ل

ش  ود.
> ode := ٢ ∗ x ∗ diff(u(x), x) ∗ (١ + sqrt(x)) = u(x);

> dsolve(ode);

ج  زی  ی م  ش  ت  ق  ات ب  ا دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات ح  ل ۴ . ١ . ۶
ب  ا ut − a

xux + auxx = ٠ م  ع  ادل  ه م  ان  ن  د ج  زی  ی م  ش  ت  ق  ات ب  ا دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه ی  ک ه  ای ج  واب
آی  ن  د. م  ی ب  دس  ت زی  ر دس  ت  ور

> pde := diff(u(t, x), t)− (a/x) ∗ diff(u(t, x), x) + a ∗ diff(u(t, x), x, x);

> pdsolve(pde);

ه  ا ت  ق  ارن م  ح  اس  ب  ه ن  ح  وه ۵ . ١ . ۶
ب  رن  ام  ه در م  ث  ال ط  ور ب  ه ه  س  ت  ن  د. م  ح  اس  ب  ه ق  اب  ل ف  وق ب  رن  ام  ه ب  ا دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه ی  ک ه  ای ت  ق  ارن

آی  ن  د. م  ی ب  دس  ت ut − uxxx − uux = ٠ دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه ه  ای ت  ق  ارن زی  ر
> with(PDEtools);



اف  زاری ن  رم م  ح  اس  ب  ات ٢١٠
> declare(u(x, t));

> U := diff_table(u(x, t));
> PDE := U [t]− U [x, x, x]− U [] ∗ U [x];

> DetSys := DeterminingPDE(PDE);

> pdsolve(DetSys);

دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات دس  ت  گ  اه ب  رای ه  ا ت  ق  ارن م  ح  اس  ب  ه ن  ح  وه ۶ . ١ . ۶
خ  واه  ن  د م  ح  اس  ب  ه دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات از دس  ت  گ  اه ی  ک ه  ای ت  ق  ارن ب  الا دس  ت  ور م  ش  اب  ه دس  ت  وری ب  ا

دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات دس  ت  گ  اه ه  ای ت  ق  ارن زی  ر دس  ت  ورات ش  د.

f(x) =

 ut + ux − v = ٠
vt − vx − u = ٠

ک  ن  د. م  ی م  ح  اس  ب  ه را
> with(PDEtools) :

> declare((u, v)(x, t), (xi, eta)(x, t, u, v));

> DepV ars := [u, v](x, t);

> U, V := diff_table(u(x, t)), diff_table(v(x, t));
> eq١ := U [t] + U [x]− V [] = ٠;
> eq٢ := V [t]− V [x]− U [] = ٠;
> PDESY S := [eq١, eq٢];
> DetSys := DeterminingPDE(PDESY S);

> pdsolve(DetSys);

> G := Infinitesimals(PDESY S);



٢١١ ن  ی  از م  ورد ه  ای پ  ک  ی  ج

گ  روه‐ن  اوردا ه  ای ج  واب ١ . ٧ . ۶
ک  م  ک ب  ا ب  اش  ی  م داش  ت  ه اخ  ت  ی  ار در دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه ی  ک ی  ا گ  روه ع  م  ل ی  ک از ت  ق  ارن ی  ک اگ  ر
ب  ا ه  م  چ  ن  ی  ن آورد. ب  دس  ت را ت  ق  ارن آن ت  ح  ت گ  روه‐ن  اوردا ه  ای ج  واب ت  وان م  ی زی  ر دس  ت  ورات
م  ع  ادل  ه ی  ا گ  روه ع  م  ل ب  رای ن  ی  ز دی  گ  ری گ  روه‐ن  اوردا ه  ای ج  واب ب  الات  ر م  رات  ب ب  ه ت  ق  ارن ام  ت  داد

ش  ون  د. م  ی م  ح  اس  ب  ه م  ذک  ور دی  ف  ران  س  ی  ل
آن ام  ت  داد و S[١] = −u ∂

∂x + x ∂
∂u ت  ق  ارن ب  رای گ  روه‐ن  اوردا ه  ای ج  واب زی  ر دس  ت  ور در

اس  ت. آم  ده ب  دس  ت
> with(PDEtools) :

> S[١] := [−u, x];

> pde[١] := −u ∗ diff(H(x, u), x) + x ∗ diff(H(x, u), u);

> pdsolve(pde[١]);
> G := InfinitesimalGenerator(S[١], u(x), prolongation = ١, expanded);

> pde[٢] := −u ∗ diff(H(x, u, u[x]), x) + x ∗ diff(H(x, u, u[x]), u)

+(u[x]٢ + ١) ∗ diff(H(x, u, u[x]), u[x]);

> pdsolve(pde[٢]);

ن  اوردا ت  ب  دی  لات م  ح  اس  ب  ه ١ . ٨ . ۶
راح  ت  ی ب  ه زی  ر دس  ت  ورات ب  ا X٣ = t ∂∂x +x ∂

∂t و X٢ = ∂
∂t و X١ = ∂

∂x ه  ای ت  ق  ارن ن  اوردای ت  ب  دی  لات
ه  س  ت  ن  د. م  ح  اس  ب  ه ق  اب  ل

> with(PDEtools, InvariantTransformation,ChangeSymmetry);

> with(SimilarityTransformation, InfinitesimalGenerator);

> S := [_xi[١] = ١,_xi[٢] = ٠,_eta[١] = ٠];
> InvariantTransformation(S, u(x, t), v(r, s));

> ITR, TR := SimilarityTransformation(S, u(x, t), v(r, s));

> S := [_xi[١] = ٠,_xi[٢] = ١,_eta[١] = ٠];
> InvariantTransformation(S, u(x, t), v(r, s));

> ITR, TR := SimilarityTransformation(S, u(x, t), v(r, s));

> S := [_xi[١] = t,_xi[٢] = x,_eta[١] = ٠];
> InvariantTransformation(S, u(x, t), v(r, s));

> ITR, TR := SimilarityTransformation(S, u(x, t), v(r, s));



اف  زاری ن  رم م  ح  اس  ب  ات ٢١٢

ن  ظ  ر م  ورد ن  اوردای ت  ح  ت دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات م  رت  ب  ه ک  اه  ش ١ . ٩ . ۶
ج  زی  ی م  ش  ت  ق  ات ب  ا دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه

(١ − u٢
t )uxx + ٢uxutuxt − (١ − u٢

x)utt = ٠
ت  ر پ  ای  ی  ن م  رت  ب  ه ب  ا دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه ب  ه زی  ر ب  رن  ام  ه ت  وس  ط S٣ و S٢ و S١ ن  اوردای س  ه ک  م  ک ب  ا

ی  اب  د. م  ی ک  اه  ش
> with(PDEtools);

> PDE := (١ − diff(u(x, t), t)٢) ∗ diff(u(x, t), x, x)
+٢ ∗ diff(u(x, t), x) ∗ diff(u(x, t), t) ∗ diff(u(x, t), x, t)

−(١ − diff(u(x, t), x)٢) ∗ diff(u(x, t), t, t) = ٠;

> tr := {t = r, u(x, t) = v(r), x = s};

> S١ := dchange(tr, PDE) :

> simplify(S١);
> tr := {u(x, t) = v(r), x = r, t = s};

> S٢ := dchange(tr, PDE) :

> simplify(S٢);
> tr := {t = ١/٢ ∗ (exp(s)٢ + r)/exp(s), x = ١/٢ ∗ (−r + exp(s)٢)/exp(s), u(x, t) = v(r)};

> S٣ := dchange(tr, PDE) :

> simplify(S٣);

م  ی  پ  ل ک  م  ک ب  ا ش  ک  ل رس  م ١ . ١٠ . ۶
ب  ازه در م  خ  ت  ل  ف ت  واب  ع رس  م اف  زاری ن  رم ه  ای ب  رن  ام  ه در اب  زاره  ا ت  ری  ن ک  ارب  ردی و م  ه  م  ت  ری  ن از ی  ک  ی
ش  ده اس  ت  ف  اده آن از ن  ام  ه پ  ای  ان ط  ول در ک  ه ت  اب  ع چ  ن  د رس  م ف  وق ب  رن  ام  ه ب  اش  د. م  ی ش  ده ت  ع  ری  ف

ده  د. م  ی ن  ش  ان را اس  ت
> with(plots) :

> animate٣d(arctanh(sqrt((y٢ + x٢ − t٢)/(x٢))),
x = ١ ∗ Pi..٣ ∗ Pi, y = ١ ∗ Pi..۴ ∗ Pi, t = ٢ ∗ Pi..۴ ∗ Pi,

axes = boxed, axis[١,٢] = [mode = log], coords = spherical
)
;



٢١٣ ن  ی  از م  ورد ه  ای پ  ک  ی  ج
> plot٣d(t٢ + x٢, t = −٢..٢, x = −٢..٢, grid = [١٠٠, ١٠٠]);

> plot٣d(sin(x) ∗ x, x = −٢ ∗ Pi..٢ ∗ Pi, y = −١..١,
axes = boxed, axis[١,٢] = [mode = log], title = ”SinenGraph”

)
;

> animate٣d(cos(t ∗ x) ∗ sin(t ∗ y), x = −Pi..P i, y = −Pi..P i, t = ٢..١);
از اس  ت  ف  اده ب  ا ج  زی  ی م  ش  ت  ق  ات ب  ا دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات ح  ل ١ . ١١ . ۶

ش  ده داده ت  ق  ارن
ت  ق  ارن ت  ح  ت utt − uyy = ٠ ص  ورت ب  ه م  وج م  ع  ادل  ه ه  ای ج  واب ب  رن  ام  ه ای  ن از اس  ت  ف  اده ب  ا
م  رت  ب  ه ت  ا ه  ا ج  واب آوردن ب  دس  ت ب  رای ن  ی  ز G[٢] و G[١] دس  ت  ورات آی  ن  د. م  ی ب  دس  ت S[١] = u ∂

∂u

داش  ت  ه س  ه م  رت  ب  ه دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه ی  ک اگ  ر ک  ه ص  ورت ب  دی  ن ب  اش  د م  ی ش  ده ت  ع  ری  ف دل  خ  واه
آوری  م. ب  دس  ت ن  ظ  ر م  ورد ت  ق  ارن ت  ح  ت دو م  رت  ب  ه از ه  ای  ی ج  واب G[٢] دس  ت  ور ب  ا ت  وان م  ی ب  اش  ی  م

> with(PDEtools) :

> S[١] := [٠, ٠, u];
> Pde := diff(U(t, y), t, t)− diff(U(t, y), y, y);

> pdsolve(pde);

> G[١] := InfinitesimalGenerator(S[١], u(y, t), prolongation = ١, expanded);

> pde[١] := u ∗ diff(H(y, t, u, u١, v١), u)
+v١ ∗ diff(H(y, t, u, u١, v١), v١) + u١ ∗ diff(H(y, t, u, u١, v١), u١);

> pdsolve(pde[١]);
> G[٢] := InfinitesimalGenerator(S[١], u(y, t), prolongation = ٢, expanded);

ج  ب  ری ع  ب  ارات از گ  ی  ری ان  ت  گ  رال و گ  ی  ری م  ش  ت  ق ١ . ١٢ . ۶
و u = log

(
(y − t)/(y + t)

) ه  م  چ  ون ج  ب  ری ع  ب  ارات از ت  وان م  ی راح  ت  ی ب  ه زی  ر س  اده دس  ت  ور ب  ا
گ  رف  ت. ن  ظ  ر م  ورد م  س  ت  ق  ل م  ت  غ  ی  ر ب  ه ن  س  ب  ت ان  ت  گ  رال و م  ش  ت  ق u =

١√
(y٢ + y)

> p[١] := diff
(
log
(
(y − t)/(y + t)

)
, y
)
;

> simplify(p[١]);
> p[٢] := int

(١/sqrt(y٢ + y), y
)
;

> simplify(p[٢]);



اف  زاری ن  رم م  ح  اس  ب  ات ٢١۴

ج  ب  ری ع  ب  ارات از لاپ  لاس م  ع  ک  وس و لاپ  لاس ت  ب  دی  ل ١ . ١٣ . ۶
م  ع  ک  وس ی  ا و لاپ  لاس ت  ب  دی  ل ج  ب  ری ع  ب  ارت ه  ر از ت  وان م  ی with(MTM) پ  ک  ی  ج ف  راخ  وان  ی ب  ا
ت  اب  ع لاپ  لاس م  ع  ک  وس و t sin(t) ت  اب  ع لاپ  لاس ت  ب  دی  ل زی  ر دس  ت  ورات در داد. ان  ج  ام را ت  ب  دی  ل ای  ن

اس  ت. ش  ده اج  را ١
(s−A٢)∗(A+s(١/٢))

> with(MTM) :

> laplace
(
t sin(t)

)
;

> ilaplace
(١/(−A٢ + s) ∗ (A+ s(١/٢))

)
;

ت  ق  ری  ب  ی دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات ه  ای ت  ق  ارن ١۴ . ١ . ۶
with(JetCalculus) و with(Tools) و with(DifferentialGeometry) ه  ای پ  ک  ی  ج ف  راخ  وان  ی ب  ا

م  ان  ن  د ت  ق  ری  ب  ی دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه ی  ک ه  ای ت  ق  ارن ت  وان م  ی زی  ر دس  ت  ورات اج  رای و
utt − ٢uu٢

t − u٢uxx + εut = ٠
آورد. ب  دس  ت را

> with(DifferentialGeometry) :

> with(Tools) :

> with(JetCalculus);

> DGsetup([x, t], [u],M,٢);
> eq := u[٢,٢]− ٢ ∗ u[] ∗ (u[١])٢ − u[]٢ ∗ u[١, ١];
> v := evalDG(xi٠(x, t, u[]) ∗Dx + phi٠(x, t, u[]) ∗Dt + eta٠(x, t, u[]) ∗Du[])

> v٢ := Prolong(v,٢);
> EQ := LieDerivative(v٢, eq);
> solve(eq, u[٢,٢]);
> subs(u[٢,٢] = ٪, EQ) :

> EQ := expand(٪);
> coeffs(EQ, u[١, ١]) :
> map(coeffs,٪, u[١,٢]) :
> map(coeffs,٪, u[٢]) :
> sys := map(coeffs,٪, u[١]);
> sol := pdsolve(sys);



٢١۵ ن  ی  از م  ورد ه  ای پ  ک  ی  ج
> w := evalDG

((
(_C٣ + _C۴) ∗ x+ _C٢) ∗Dx + (_C٣ ∗ t+ _C١) ∗Dt

+
(
u[] ∗ (_C۴)) ∗Du[]

)
;

> w٢ := Prolong(w,٢);
> eq := u[٢,٢]− ٢ ∗ u[] ∗ (u[١])٢ − u[]٢ ∗ u[١, ١] + epsilon ∗ u[٢];
> H := ١/epsilon ∗

(
LieDerivative(w٢, eq));

> solve(eq, u[٢,٢]);
> subs(u[٢,٢] = ٪,H) :

> H := expand(٪);
> H :=A ٣ ∗ u[٢];
> v := evalDG(xi١(x, t, u[]) ∗Dx + phi١(x, t, u[]) ∗Dt + eta١(x, t, u[]) ∗Du[]);

> v٢ := Prolong(v,٢);
> eq := u[٢,٢]− ٢ ∗ u[] ∗ (u[١])٢ − u[]٢ ∗ u[١, ١];
> EQ := LieDerivative(v٢, eq);
> solve(eq, u[٢,٢]);
> subs(u[٢,٢] = ٪, EQ) :

> EQ := expand(٪) +H;

> coeffs(EQ, u[١, ١]) :
> map(coeffs,٪, u[١,٢]) :
> map(coeffs,٪, u[٢]) :
> sys := map(coeffs,٪, u[١]);
> sol := pdsolve(sys);

ان  ت  گ  رال ع  ام  ل ک  ردن پ  ی  دا ١۵ . ١ . ۶
ه  م  ان ی  ا ان  ت  گ  رال ع  ام  ل اب  ت  دا ک  ه اس  ت لازم دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه ی  ک چ  گ  ال  ی و ش  ار م  ح  اس  ب  ه از ق  ب  ل
م  ح  اس  ب  ه ب  ر ع  لاوه ذی  ل دس  ت  وری ک  د ب  ا ش  ود. م  ح  اس  ب  ه م  ذک  ور دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه ب  رای λ ض  رای  ب

ب  اش  ن  د. ... ی  ا و دو ی  ک، ص  ف  ر، م  رت  ب  ه از ض  رای  ب ای  ن ک  ه ک  رد م  ش  خ  ص ت  وان م  ی ض  رای  ب ای  ن
> with(PDEtools) :

> U := diff_table(u(x, t)) :
> declare(U []);

> pde[١] := U [t]− U [x, x] = ٠;
> Euler(pde[١]);
> ConservedCurrents(pde[١]);



اف  زاری ن  رم م  ح  اس  ب  ات ٢١۶
> IntegratingFactors(pde[١]);
> IntegratingFactors(pde[١], type = polynomial, split = false);

> IntegratingFactors(pde[١],_mu = f(U [x], U [t]));

> J [alpha] := ConservedCurrents(pde[١],_J = f(U [x], U [t]));

> IntegratingFactors(pde[١],_mu = f(x, U [], U [x], U [t, t]));

> J [alpha] := ConservedCurrents(pde[١],_J = f(x,U [], U [x], U [t, t]));

م  س  ت  ق  ی  م روش ب  ه پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن ک  ردن پ  ی  دا ١۶ . ١ . ۶
دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه ی  ک پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن ب  ه رس  ی  دن ب  رای ش  د آورده دوم ب  خ  ش در ک  ه ط  ور ه  م  ان
ت  ع  ری  ف ت  وان  د م  ی ه  م م  ع  ادل  ه م  رت  ب  ه خ  ود ت  ا ک  ه λ ض  ری  ب ک  ه اس  ت لازم اب  ت  دا م  س  ت  ق  ی  م روش ب  ه
پ  ای  س  ت  گ  ی ق  ان  ون ه  ای م  ول  ف  ه ب  ه λ(PDE) ب  ر لاگ  ران  ژ اوی  ل  ر ع  م  ل  گ  ر ت  اث  ی  ر ب  ا س  پ  س ش  ود. پ  ی  دا ش  ود،

رس  ی  د. خ  واه  ی  م

> with(DifferentialGeometry) : with(Tools) : with(JetCalculus) :

> DGsetup([x, t], [u],M,٣) : PDE := u[٢]− u[١, ١];
> DE := DifferentialEquationData([PDE], [u[٢]]) :
> DE١ := Prolong(DE,٢) :
> iota := Transformation(DE١) :
> alias(Lambda = Lambda(x, t, u[])) :

> EulerLagrange(Lambda ∗ PDE) : op(٪) :
> Pullback(iota,٪) : expand(٪) :
> sys := coeffs(٪, [u[١], u[١, ١], u[١, ١, ١]]);
> λ := pdsolve(sys);

> alias(P١ = P١(x, u[], u[١], u[١, ١])) : alias(P٢ = P٢(x, u[], u[١], u[١, ١])) :
> TotalDiff(P١, x) + TotalDiff(P٢, t)− (λ) ∗ PDE :

> coeffs(٪, [u[١,٢], u[٢,٢], u[١, ١, ١], u[١, ١,٢], u[١,٢,٢], u[٢,٢,٢]]);
> pdsolve(٪);

ال  ح  اق  ی م  ع  ادل  ه ١ . ١٧ . ۶
ن  ظ  ر م  ورد م  ع  ادل  ه آی  ا ک  ه ش  ود ب  ررس  ی ب  ود لازم اب  راگ  ی  م  وف روش پ  ای  س  ت  گ  ی ق  وان  ی  ن م  ح  اس  ب  ه در
ده  د م  ی ن  ش  ان ال  ح  اق  ی م  ع  ادل  ه ی  اف  ت  ن ب  ر ع  لاوه ف  وق ب  رن  ام  ه خ  ی  ر؟. ی  ا ب  اش  د م  ی ال  ح  اق  ی م  ع  ادل  ه ی  ک
اک  ی  دا م  ع  ادل  ه ی  ک ن  ظ  ر م  ورد م  ع  ادل  ه ص  ورت ای  ن در ش  ود ص  ف  ر ب  رن  ام  ه آخ  ر ع  ب  ارت ح  اص  ل اگ  ر ک  ه



٢١٧ ن  ی  از م  ورد ه  ای پ  ک  ی  ج
ب  ود. خ  واه  د ال  ح  اق خ  ود

> with(DifferentialGeometry) :

> with(JetCalculus) :

> with(Tools) :

> DGsetup([x, t], [u,U ], J,۵);
> EQ := u[٢]− u[١, ١];
> R := U [٢]− U [١, ١];
> D١ := S− > TotalDiff(S, x);

> D٢ := S− > TotalDiff(S, t);

> EULER := S− > diff(S,U [])−D١(diff(S,U [١]))−D٢(diff(S,U [٢]))
+D١(D١(diff(S,U [١, ١]))) +D٢(D٢(diff(S,U [٢,٢])));

> alias(Lambda = Lambda(x, t, U []));

> EULER(Lambda ∗R);

> subs(Lambda = U [],٪);
> simplify(٪);

ک  س  ری دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات ت  ق  ارن  ه  ای ی  اف  ت  ن ١ . ١٨ . ۶
ج  واب ب  ه رس  ی  دن ب  رای ک  س  ری م  ع  ادلات ت  ح  ل  ی  ل ه  ای روش از ی  ک  ی ک  ه دی  دی  م چ  ه  ارم ب  خ  ش در
ک  د ب  اش  د. م  ی م  ع  ادلات از دس  ت  ه ای  ن ه  ای ت  ق  ارن م  ح  اس  ب  ه پ  ای  س  ت  گ  ی، ق  وان  ی  ن و ص  ری  ح ه  ای

ک  ن  د. م  ی م  ح  اس  ب  ه راح  ت  ی ب  ه را ک  س  ری م  ع  ادل  ه ی  ک ه  ای ت  ق  ارن ذی  ل م  ح  اس  ب  ات  ی
> read(”C : /Users/lotus/Downloads/Desktop/fracsym/ASPv۴.۶.٣.mpl”) :
> with(ASP ) :

> with(desolv) :

> read(”C : /Users/lotus/Downloads/Desktop/fracsym/FracSym.v١.١۶.txt”) :
> with(FracSym) : Rfracdiff

(
u(x, t), t, alpha

)
;

> Rfracdiff
(
u(x, t)& ∗ v(x, t), t, alpha

)
;

> Rfracdiff
(
v(x, t)& ∗ u(x, t), t, alpha

)
;

> Rfracdiff
(
u(x, t)& ∗ v(x, t), t,٢);

> TotalD
(
xi[x](x, y), x,٢);

> evalTotalD
(
[٪], [y], [x]);
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> fde١ := Rfracdiff

(
u(x, t), t, alpha

)
=
(
diff(u(x, t), x)٢) ∗ h(u(x, t))

+k
(
u(x, t)

)
∗ diff

(
u(x, t), x, x

)
;

> deteqs := fracDet
(
[fde١], [u], [x, t],٢, alpha = ٢..٠٫١);

> sol١ := pdesolv
(
expand(deteqs[١][١]), deteqs[١][٣], deteqs[١][۴]);

> subs
(
sol[٣]١, deteqs[١][٢]);

> sol٢ := pdesolv
(
expand(deteqs[٢][١]), deteqs[٢][٣], deteqs[٢][۴]);

> subs
(
sol[٣]٢, deteqs[٢][٢]);

> sol٣ := pdesolv
(
expand(deteqs[٣][١]), deteqs[٣][٣], deteqs[٣][۴]);

> subs
(
sol[٣]٣, deteqs[٣][٢]);

> deteqs := fracDet
(
[fde١], [u], [x, t],٢, alpha = ٢);

> sol٣٣ := pdesolv
(
expand(deteqs[١]), deteqs[٣], deteqs[۴]);

> fde٢ := Rfracdiff
(
u(x, t), t, alpha

)
=
(
diff(u(x, t), x)٢) ∗ (b ∗ u(x, t)(b−١))

+
(
u(x, t)b

)
∗ diff

(
u(x, t), x, x

)
;

> deteqs٢ := fracDet
(
[fde٢], [u], [x, t],٢, alpha = ٢..٠٫١);

> sol٢١ := pdesolv
(
expand

(
deteqs[١][١]٢), deteqs[٣][١]٢, deteqs[١]٢[۴]);

> subs
(
sol[٣]٢١, deteqs[٢][١]٢);

> sol٢٢ := pdesolv
(
expand(deteqs[١][٢]٢), deteqs[٣][٢]٢, deteqs[٢]٢[۴]);

> subs
(
sol[٣]٢٢, deteqs[٢][٢]٢);

> fde٣ := Rfracdiff
(
u(x, t), t, alpha

)
=
(
diff(u(x, t), x)٢) ∗ (exp(u))

+
(
exp(u)

)
∗ diff

(
u(x, t), x, x

)
;

> deteqs٣ := fracDet
(
[fde٣], [u], [x, t],٢, alpha = ٢..٠٫١) :

> sol٣ := pdesolv
(
expand(deteqs[١][١]٣), deteqs[٣][١]٣, deteqs[١]٣[۴]);

> subs
(
sol[٣]٣, deteqs[٢][١]٣);

ب  دس  ت K(u) = ub, eu و α = ٢ ،α = ١ ب  رای ه  ا ت  ق  ارن ای پ  ای  ه دس  ت  ورات س  ری ای  ن از ب  ع  د ل  ذا
آی  ن  د. م  ی
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ن  م  اده  ا ف  ه  رس  ت
D . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دی  ف  ران  س  ی  ل  ی ع  م  ل  گ  ر
D. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ک  ام  ل. م  ش  ت  ق
d = d

dx . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . x ب  ه ن  س  ب  ت م  ش  ت  ق
d . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دی  ف  ران  س  ی  ل
C∞ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ه  م  وار
det . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دت  رم  ی  ن  ان
Di . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . xi م  ت  غ  ی  ر ب  ه ن  س  ب  ت ک  ام  ل م  ش  ت  ق
dim . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ب  ع  د
exp . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ن  م  ای  ی ن  گ  اش  ت
g . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ل  ی ج  ب  ر
GL(n) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ع  ام خ  ط  ی گ  روه
SO(n) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دوران گ  روه
SL(n) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ت  ص  وی  ری ت  ب  دی  لات گ  روه
O(n) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . م  ت  ع  ام  د گ  روه
A(n) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آف  ی  ن ت  ب  دی  لات گ  روه
E(n) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اق  ل  ی  دس  ی ت  ب  دی  لات گ  روه
G(n) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ی  اف  ت  ه ام  ت  داد گ  روه
Ad . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ال  ح  اق  ی ن  م  ای  ش ن  گ  اش  ت
∆ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات دس  ت  گ  اه
J (n) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ام -n م  رت  ب  ه ج  ت ف  ض  ای
d . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دی  ف  ران  س  ی  ل
dn . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ام -n م  رت  ب  ه دی  ف  ران  س  ی  ل
d . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . م  ش  ت  ق
G . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ل  ی گ  روه
M. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . م  ن  ی  ف  ل  د.
Pr(n) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ی  اف  ت  ه ت  ع  م  ی  م ب  رداری م  ی  دان ام -n م  رت  ب  ه ام  ت  داد
≡ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ارزی ه  م
≃ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ی  ک  ری  خ  ت  ی
[., .] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ل  ی ب  راک  ت
R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ح  ق  ی  ق  ی اع  داد
R(n) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اق  ل  ی  دس  ی ف  ض  ای

٢٢۵



X . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ک  وچ  ک ن  ه  ای  ت ب  ی م  ول  د
X(n) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .X ک  وچ  ک ن  ه  ای  ت ب  ی م  ول  د ام -n م  رت  ب  ه ام  ت  داد
Γf . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . f ت  اب  ع گ  راف
∂J . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . J ب  ه ن  س  ب  ت ج  زی  ی م  ش  ت  ق
J . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گ  ان  ه چ  ن  د ان  دی  س م  رت  ب  ه
Rσ[u]. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دی  ف  ران  س  ی  ل. م  ع  ادلات دس  ت  گ  اه
γ(z) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گ  ام  ا ت  اب  ع
Jν(z) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ب  س  ل ت  اب  ع
Eα,β(z) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ‐ل  ف  ل  ر م  ی  ت  ی  ج ت  اب  ع
δ
δu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اوی  ل  ر‐لاگ  ران  ژ ع  م  ل  گ  ر
L[u] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . لاگ  ران  ژی
X̃∞ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ی  اف  ت  ه. ام  ت  داد م  ول  د
F ∗ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ال  ح  اق  ی. م  ع  ادل  ه
Cx,y,z . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پ  ای  س  ت  گ  ی )ق  وان  ی  ن
Hx(f),Ht(f)

) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ه  وم  وت  وپ  ی ع  م  ل  گ  ر
ε . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ک  وچ  ک ب  س  ی  ار ت  ق  ری  ب
H . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اخ  ت  لال ت  اب  ع
∆0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اخ  ت  لال غ  ی  ر دس  ت  گ  اه
∆1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اخ  ت  لال دس  ت  گ  اه
R(z) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . z م  خ  ت  ل  ط ع  دد ح  ق  ی  ق  ی ق  س  م  ت
τh . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ان  ت  ق  ال. ع  م  ل  گ  ر
Πλ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ت  اخ  ی  ر. ع  م  ل  گ  ر
ϕx,y,z . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ش  ار
ψt . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . چ  گ  ال  ی.
Iαa+ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ل  ی  ووی  ل ‐ ری  م  ان راس  ت ان  ت  گ  رال
Iαb− . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ل  ی  ووی  ل ‐ ری  م  ان چ  پ ان  ت  گ  رال
Dα
a+ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ل  ی  ووی  ل ‐ ری  م  ان راس  ت ک  س  ری م  ش  ت  ق

Dα
b− . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ل  ی  ووی  ل. ‐ ری  م  ان چ  پ ک  س  ری م  ش  ت  ق

cDα
a+ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ک  اپ  وت  و راس  ت ک  س  ری م  ش  ت  ق

cDα
b− . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ک  اپ  وت  و چ  پ ک  س  ری م  ش  ت  ق

Iαa+;σ,η . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ک  وب  ر چ  پ ک  س  ری ان  ت  گ  رال
Iαb−;σ,η . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ک  وب  ر راس  ت ک  س  ری ان  ت  گ  رال
Dα
a+;σ,η . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ک  وب  ر چ  پ ک  س  ری م  ش  ت  ق

Dα
b−;σ,η . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ک  وب  ر راس  ت ک  س  ری م  ش  ت  ق

y
α)
+ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گ  ران  وال  د چ  پ م  ش  ت  ق
y
α)
− . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گ  ران  وال  د راس  ت م  ش  ت  ق
pΨq(z) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . س  ازه ت  اب  ع
P τ,αβ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . α م  رت  ب  ه از ای  ردی  ل  ی‐ک  وب  ر ک  س  ری دی  ف  ران  س  ی  ل ع  م  ل  گ  ر
Kτ,α
β . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ای  ردی  ل  ی‐ک  وب  ر ک  س  ری ان  ت  گ  رال ع  م  ل  گ  ر

C(z), S(z) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ف  رس  ن  ال ان  ت  گ  رال  ه  ای
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N t,x,y . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ن  وت  ر ع  م  ل  گ  ره  ای
L . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . لاپ  لاس ت  ب  دی  ل
L−1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . لاپ  لاس. م  ع  ک  وس ت  ب  دی  ل
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Abstract

The main purpuse of the present PhD thesis is the geometric study of the application of Lie groups
in differential equations and conservation laws comprehsively. The thesis contains six separated
sections.

َAfter tntroduction, In the second section, basic and fundamental concepts including transfor-
mation, Lie symmetries, and solutions of differential equations are given. Third section is devoted
for the study of conservation laws and their methods of calculations. Symmetries and conservation
laws for perturbed system are studied in section four. All discussed methods and concepts are gen-
eralized for fractional differential equations in section five. Finally some computational packages
and codes are introduced in section 6.

Keywods: Noether’s theorem, Euler-Lagrange equations, optimal system, conservation laws, di-
rect method, homotopy formulas, Lie symmetries, Boyer’s theorem, perturbed differential equa-
tions, fractional differential equations.
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