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سلام තअرت ฬم ଘ
শتࢂীඟࡣت... গدا ষیࢆو و ا॥ت ඟتࢂশ গدا ਟی پایان ଒ را ࠙࡭ق තअرت ণپاس، و ارج
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دارم. دو॥ت را ඼ෙय़باฬن ঙࢠ൒نان ૼن و ا॥ت ঳ࢯ૱ن اਯࣨون و ...
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نامه تعهد
دانش·اه ریاضͬ علوم محض ریاضͬ رشته دکتری دانشجوی خجسته سعیدی مریم اینجانب
تحت ، خطͬ فضاهای در تعامد برای عمل·ری دیدگاه عنوان با پایان نامه نویسنده شاهرود،

ͬ شوم: م متعهد ایرانمنش مهدی راهنمایی
برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط پایان نامه این در تحقیقات •

است.
شده استناد استفاده مورد ͽمرج به پژوهش گران، دی·ر پژوهش های نتایج از استفاده در •

است.
مدرک نوع هیچ دریافت برای دی·ری فرد یا خود، توسط کنون تا پایان نامه، این مطالب •

است. نشده ارایه هیچ جا در امتیازی یا
نام با مستخرج مقالات و دارد، تعلق شاهرود صنعتͬ دانش·اه به اثر، این معنوی حقوق •
خواهد چاپ به “ Shahrood University of Technology “ یا “ شاهرود صنعتͬ دانش·اه “

رسید.
بوده اند، تاثیرگذار پایان نامه اصلͬ نتایج آوردن به دست در که افرادی تمام معنوی حقوق •

ͬ گردد. م رعایت پایان نامه از مستخرج مقالات در
آنها) بافت های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •

است. شده رعایت اخلاقͬ اصول و ضوابط است، شده استفاده
افراد شخصͬ اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •
شده رعایت انسانͬ اخلاق اصول و رازداری اصل است)، شده استفاده (یا یافته دسترسͬ

است.
خجسته سعیدی مریم
١٣٩٧ بهمن

نشر حق و نتایج مال΄یت
برنامه های کتاب، مستخرج، ( مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
شاهرود صنعتͬ دانش·اه به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم افزارها رایانه ای،

شود. ذکر مربوطه علمͬ تولیدات در مقتضͬ، نحو به باید مطلب این ͬ باشد. م
ͬ باشد. نم مجاز منبع ذکر بدون پایان نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده •

ز



چ΄یده
به ͬ کنیم. م معرفͬ خطͬ فضاهای در تعامد برای را عمل·ری دیدگاه ما پایان نامه این در
ͬ دهیم، م اختصاص آنها به که عمل·ری از استفاده با را، متعامد بردارهای مفهوم خاص، طور
تعامد پیوستگͬ ͬ های ویژگ از تعدادی بررسͬ به همچنین ͬ نماییم. م معرفͬ نرم دار فضاهای در

مقدار مجموعه تابع ͬ دهیم م نشان ،ͽواق در ͬ پردازیم. م خطͬ فضاهای در عمل·ری
F (x; y) = {µ : µ ∈ C, p(x− µy, y) = ١}

آن در که است، پایینͬ و بالایی پیوسته ی نیم
p(x, y) = sup{pz١,...,zn−٢(x, y) : z١, . . . , zn−٢ ∈ X}

و
pz١,...,zn−٢(x, y) = ∥Px,z١,...,zn−٢,y∥

−١

ͬ باشد. م {x, z١, . . . , zn−٢} توسط شده تولید زیرفضای به X از y موازی تصویر Px,z١,...,zn−٢,y که

تابع مینکوفس΄ͬ، صفحه ی بیرخوف، تعامد نرم دار، فضای خطͬ، فضای کلیدی: کلمات
پایینͬ. پیوستگͬ نیم بالایی، پیوستگͬ نیم مقدار، مجموعه

ط



ی

پیش·فتار
بتوان شاید ͬ باشد. م عددی آنالیز و ریاضͬ آنالیز مفاهیم مهم ترین از ی΄ͬ تعامد،
مختلفͬ انواع است. داخلͬ ضرب و نرم دار خطͬ، فضاهای اصلͬ ویژگͬ تعامد گفت،
شده تعریف ریاضͬ فضاهای در مختلفͬ اش΄ال به تعامد ،ͽواق در دارد. وجود تعامد از

است.
اگر عمودند y و x بردار دو ͬ گوییم م سادگͬ به داخلͬ، ضرب فضاهای در

⟨x, y⟩ = ٠.
ندارد؛ وجود متعامد بردارهای تعریف برای ساده ای ابزار نرم دار فضاهای در اما،
است. [٣] بیرخوف جیمز تعامد آن ها از ی΄ͬ که دارد وجود خوبی نظریه های هرچند
x ͬ گوییم م باشند. X از اعضایی y و x و حقیقͬ نرم دار فضای ΁ی X کنیم فرض

باشیم، داشته a مانند اس΄الر هر برای اگر y بر است بیرخوف متعامد
∥x∥ ⩽ ∥x+ ay∥.

داخلͬ ضرب فضای در تعامد تعریف بر تعریف این دهیم نشان ͬ توانیم م سادگͬ به
[١٣] است. منطبق

گوتکس٢ مشتقات طریق از نرم دار فضاهای در را g‐تعامد ١΁میلیشی ،١٩٩٣ سال در
داریم. g‐تعامد با ارتباط در را g‐زاویه نماد ما حال و نمود معرفͬ

توسط ابتدا نرم دار، فضاهای به داخلͬ ضرب فضاهای از تعامد، تعریف گسترش
بردار دو تعامد برای را تعریفͬ خود مقاله ی در وی شد. مطرح ١٩٣۴ سال در رابرت
مناسب رابرت تعریف که داد نشان جیمز آن از پس کرد. ارائه نرم دار فضای ΁ی در
اقلیدسͬ، فضای در بردار دو تعامد هندسͬ ͬ های ویژگ از الهام با سپس وی نیست.

کرد. بیان نرم دار فضای ΁ی در تعامد برای را دی·ر تعریف دو
یا و جمعͬ ،X نرم دار فضای ΁ی روی الساقین متساوی تعامد که داد نشان جیمز
مشابهͬ ح΄م همچنین باشد؛ داخلͬ ضرب فضای ΁ی X که وقتͬ م·ر نیست هم·ن

پرداخت. آن ها مطالعه ی به تفصیل به و کرد اثبات فیثاغورثͬ تعامد برای را
زیر رابطه ی بودند وی رساله ی از مستخرج مقالات که [١٢] و [١١] در سپس جیمز

1Milicic
2Gateaux



ک
کرد مطرح نرم دار فضای ΁ی در بردار دو تعامد برای را

x ⊥J y ⇐⇒ ∥x+ λy∥ ⩾ ∥x∥, λ ∈ R

پرداخت. آن ͬ های ویژگ کلیه ی بررسͬ به و
اشاره آن به [٣] در بیرخوف که است مطلبی همان تعمیم جیمز دیدگاه ͽواق در
است: کرده بیان این طور تعامد از را خود تعریف مقاله این ابتدای در بیرخوف نمود.

عمودند هم بر ٣ از ناکم تر بعد با X داخلͬ ضرب فضای ΁ی در pr و pq بردار دو »
باشد.» pq پاره خط نقاط سایر تا r فاصله ی مینیمم pr بردار طول هرگاه

رابطه ی صورت به را تعامد تا داد جیمز به را ایده این که بود تعریف همین ͽواق در
است شده شناخته جیمز نام به تنها تعامد این ͽمراج از بعضͬ در کند. تعریف بالا

است. بوده موضوع این از مستقل کاملا́ خود مقاله ی در بیرخوف هدف چون
متساوی فیثاغورثͬ، تعامدهای داخلͬ ضرب فضای ΁ی در که است شده ثابت
بدانیم است جالب اما هستند. داخلͬ ضرب تعامد با معادل بیرخوف‐جیمز و الساقین
نتیجه را دی·ری کدام هیچ و هستند مستقل کاملا́ تعامدها این نرم دار، فضاهای در که

ͬ دهد. نم
رابطه این که کرد بررسͬ سادگͬ به ͬ توان م بیرخوف‐جیمز، تعامد تعریف به بنا

نیست. متقارن و جمعͬ کلͬ حالت در اما است هم·ن
او توسط شده تعریف تعامد که بود این ͬ کرد م اثبات باید جیمز که ح΄مͬ اولین
عبارت به ندارد. نرم دار فضاهای هندسه ی در را رابرت توسط شده تعریف تعامد ضعف
وجود z١, z٢ ∈ X صفر غیر بردارهای x ∈ X هر برای و X نرم دار فضای هر در دی·ر،

.x ⊥BJ z٢ و z١ ⊥BJ x که طوری به دارند
آورد. دست به رابطه این در ح΄مͬ هان‐باناخ قضیه ی از استفاده با [١٢] در جیمز
فضای ΁ی نرم آن ها از ΁ی هر تحت که شده اند معرفͬ متعددی شرایط تاکنون
شرایط، این شده ترین شناخته ͬ آید. م دست به داخلͬ ضرب ΁ی از X مانند نرم دار

است. آمده دست به نیز دی·ری معیارهای است. متوازی الاضلاع قانون
نرم دار فضای که این برای کافͬ و لازم شرط که است کرده ثابت [١۴] در کاپور٣
متساوی فیثاغورثͬ، تعامدهای از ی΄ͬ که است این باشد داخلͬ ضرب فضای ΁ی X

دهد. نتیجه را دی·ری بیرخوف‐جیمز و الساقین
شده پرداخته آن به [٢٢] در که بیرخوف‐جیمز تعامد کاربردهای از دی·ر ی΄ͬ
مشخص سازی با آن ارتباط و نرم دار فضاهای در آن وجود و تقریب بهترین نظریه ی است،

ͬ باشد. م داخلͬ ضرب فضای ΁ی
3O. P. Kapoor



ل
با هموار محدب اکیداً داخلͬ ضرب فضای ΁ی X اگر که است شده ثابت [٢٢] در
بهترین x٠ مانند Y از خارج بردار هر و Y زیرفضای هر برای آنگاه باشد، ٣ از ناکم تر بعد
صورت به معیاری نهایت در و هستند برابر هم با Y در x٠ هم‐تقریب بهترین و تقریب

ͬ شود. م بیان داخلͬ ضرب فضاهای برای زیر
است داخلͬ ضرب فضای ΁ی X متناهͬ بعد با هموار محدب اکیداً نرم دار «فضای
بیرخوف‐ مفهوم به متعامد پایه ی ΁ی X واحد گوی در x٠ بردار هر برای اگر تنها و اگر

باشد.» داشته وجود X برای x٠ شامل جیمز
حوزه ی عنوان به همچنین (که A (جبری) عددی برد ،A ∈ B(X) عمل·ر هر برای

ͬ کنیم م تعریف زیر صورت به را ͬ شود) م شناخته A مقادیر
F (A) = {ω(A) : ω ∈ Ω}.

طیفͬ نرم ∥.∥٢ که ،(X, ∥.∥) = (Cn, ∥.∥٢) گرفتن نظر در با متناهͬ، بعد حالت در
ͬ شود م نوشته زیر صورت به A ∈ Cn×n مانند مربعͬ ماتریس ΁ی عددی برد است،

F (A) = {x∗Ax ∈ C : x ∈ Cn, x∗x = ١}.
[١٠] و [۴] ͽمراج ماتریس ها، و عمل·رها عددی برد به ͽراج بیشتر اطلاعات برای

ͬ شوند. م توصیه
متعامد مجموعه های پیوستگͬ ͬ های ویژگ از تعدادی بررسͬ به نامه پایان این در

ͬ پردازیم. م خطͬ فضاهای در عمل·ری
نامه پایان ساختار

تابعͬ آنالیز از را لازم پیش نیازهای و مقدمات اول، فصل در نامه، پایان این در
آورده ایم. اثبات بدون را قضایا و مختصر صورت به را تعاریف ͬ آوریم. م

ͬ کنیم. م معرفͬ خطͬ فضاهای در تعامد برای را عمل·ری دیدگاه دوم، فصل در
اختصاص آنها به که عمل·ری از استفاده با را، متعامد بردارهای مفهوم خاص، طور به

ͬ نماییم. م معرفͬ نرم دار فضاهای در ͬ دهیم، م
متعامد مجموعه های پیوستگͬ ͬ های ویژگ از تعدادی بررسͬ به سوم فصل در
مقدار مجموعه تابع ͬ دهیم م نشان ،ͽواق در ͬ پردازیم. م خطͬ فضاهای در عمل·ری

F (x; y) = {µ : µ ∈ C, p(x− µy, y) = ١}
است. پایینͬ و بالایی پیوسته ی نیم



م
را آن ها ارتباط و ͬ پردازیم م D(X) و a(x, y) شاخص های بررسͬ به چهارم فصل در
شرایط در a(x, y) شاخص که ͬ دهیم م نشان ویژه به ͬ کنیم. م بررسͬ تعامد انواع با

ͬ کند. م بیان خوبی به را تعامد انواع از بسیاری معین
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نیازها پیش و تعاریف ٢

به را تعاریف ͬ آوریم. م تابعͬ آنالیز از را لازم پیش نیازهای و مقدمات فصل، این در
آورده ایم. اثبات بدون را قضایا و مختصر صورت

تابعͬ آنالیز در مهم ساختارهای ١. ١
هستیم. آشنا آن  ͬ های ویژگ و ΁متری فضای مانند تابعͬ آنالیز در متداول مفاهیم با
بخش این در هستند. روشن هم فشرده و بسته باز، مجموعه های مفاهیم همچنین،
باناخ فضای داخلͬ، ضرب فضای نرم دار، فضای مانند تابعͬ آنالیز در اساسͬ مفاهیم

ͬ کنیم. م مرور را هیلبرت فضای و
نرم ΁ی را ∥.∥ : X −→ R تابع باشد. برداری فضایی X کنیم فرض .١. ١. ١ تعریف

باشد. برقرار زیر شرایط هرگاه ͬ نامیم م X روی
∥x∥؛ ⩾ ٠ باشیم داشته x ∈ X هر ازای به .١

∥x∥؛ = ٠ ⇐⇒ x = ٠ باشیم داشته x ∈ X هر ازای به .٢
∥αx∥؛ = |α|∥x∥ باشیم داشته α اس΄الر هر و x ∈ X هر ازای به .٣

مثلث). (نامساوی ∥x+ y∥ ⩽ ∥x∥+ ∥y∥ باشیم داشته x, y ∈ X هر ازای به .۴
است. نرم دار فضای ΁ی (X, ∥.∥) ͬ گوییم م باشد X روی نرم ΁ی ∥.∥ که صورتͬ در
΁ی زیر ضابطه ی با d تابع آنگاه باشد، X روی نرم ΁ی ∥.∥ اگر که ͬ کنیم م توجه

ͬ کند م تعریف X روی متر
d(x, y) = ∥x− y∥,

΁متری فضای ΁ی نرم دار فضای هر نتیجه در ͬ نامیم؛ م نرم از شده القا متر را آن که
ͬ رود. م شمار به هم

ͬ شود م نامیده داخلͬ ضرب فضای ΁ی H مختلط برداری فضای ΁ی .١. ١. ٢ تعریف
حاصل ضرب که ،⟨x, y⟩ مختلط عدد H در y و x بردارهای از مرتب جفت هر به اگر
به باشد، شده داده اختصاص ͬ شود، م نامیده y و x اس΄الری حاصل ضرب یا داخلͬ

باشد. برقرار زیر قوانین که قسمͬ
C در α هر و H در z و y ،x هر ازای به

ͬ باشد.) م مختلط مزدوج معنͬ به بار (علامت ,x⟩؛ y⟩ = ⟨y, x⟩ .١



٣ تابعͬ آنالیز در مهم ساختارهای
+x⟩؛ y, z⟩ = ⟨x, z⟩+ ⟨y, z⟩ .٢

,αx⟩؛ y⟩ = α⟨x, y⟩ .٣
,x⟩؛ x⟩ ⩾ ٠ .۴

.x = ٠ که زمانͬ تنها ⟨x, x⟩ = ٠ .۵
القا نرم که هست نیز نرم دار فضای ΁ی داخلͬ، ضرب فضای هر که داریم توجه

ͬ شود م تعریف زیر صورت به داخلͬ ضرب از شده
∥x∥ = ⟨x, x⟩

١٢ .

دنباله ی هر آن در که است فضایی کامل ΁متری فضای ΁ی که ͬ کنیم م یادآوری
کامل کامل، فضای ΁ی بسته ی مجموعه ی زیر هر که است روشن باشد. هم·را کشͬ

هست.
کامل از منظور ͬ نامیم؛ م باناخ فضای ΁ی را کامل نرم دار فضای هر .١. ١. ٣ تعریف
فضا، نرم از شده القا متر به توجه با کشͬ، دنباله ی هر که است این اینجا در بودن

باشد. هم·را
اساسͬ قضایای از بسیاری هست. تابعͬ آنالیز در ساختارها مهم ترین از باناخ فضای
در بسته نمودار قضیه ی و باز نگاشت قضیه ی هان‐باناخ، قضیه ی مانند زمینه این در

ͬ شوند؛ م بیان باناخ فضاهای مورد
خطͬ تابعک های مجموعه ی باشد، نرم دار فضای ΁ی X کنیم فرض .۴ .١. ١ تعریف
را آن و ͬ دهیم م نشان X∗ با را است، باناخ فضای ΁ی همیشه که ،C به X از کراندار

ͬ نامیم. م X دوگان فضای
منظور ͬ نامیم. م هیلبرت فضای ΁ی را کامل داخلͬ ضرب فضای هر .۵ .١. ١ تعریف
نرم از حاصل متر به توجه با کشͬ، دنباله ی هر که است این اینجا در بودن کامل از

باشد. هم·را فضا، داخلͬ ضرب از شده القا
وجود که ͬ رود م شمار به باناخ فضای از مهمͬ بسیار و خاص حالت هیلبرت فضای

ͬ سازد. م روان تر و ساده تر را آن در محاسبات داخلͬ ضرب نام به مفیدی ابزار
این روی خطͬ عمل·رهای معرفͬ به نوبت هیلبرت و باناخ فضاهای معرفͬ از پس
از توجهͬ قابل و مهم بخش خطͬ عمل·رهای ͬ های ویژگ بررسͬ ͬ رسد. م فضاها

است. داده اختصاص خود به را تابعͬ آنالیز در پژوهش ها و مطالعات



نیازها پیش و تعاریف ۴
T : X −→ Y خطͬ عمل·ر باشند؛ نرم دار فضای دو Y و X کنیم فرض .۶ .١. ١ تعریف
کراندار مجموعه ی هر بهتر، عبارت به کند؛ حفظ را کرانداری هرگاه ͬ نامیم م کراندار را
و اگر است کراندار T عمل·ر که داد نشان ͬ توان م ببرد، کراندار مجموعه ی ΁ی به را

اگر تنها
sup

{
∥Tx∥
∥x∥

: x ̸= ٠
}

< ∞.

ͬ کنیم م تعریف زیر صورت به را ∥T∥ حالت، این در
∥T∥ = sup

{
∥Tx∥
∥x∥

: x ̸= ٠
}
.

دارد؛ وجود عمل·ری نرم برای نیز دی·ر معادل تعاریف
∥T∥ = sup {∥Tx∥ : ∥x∥ ⩽ ١}

= sup {∥Tx∥ : ∥x∥ = ١}
= sup {∥Tx∥ : ∥x∥ < ١}
= inf {c : ∀x , ∥Tx∥ ⩽ c∥x∥} .

ی΄ͬ است. خطͬ عمل·رهای قدرت سنجش برای دقیقͬ و مهم ابزار عمل·ری نرم
ͬ بینیم. م بعدی نتیجه ی در را عمل·ری نرم مهم ͬ های ویژگ از

داریم ،x هر برای که است روشن عمل·ری نرم تعریف به توجه با .١. ١. ١ نتیجه
∥Tx∥ ⩽ ∥T∥∥x∥.

کراندار و خطͬ عمل·رهای مجموعه ی باشند؛ نرم دار Y و X کنیم فرض .١. ١. ٧ تعریف
نشان B(X) با اختصار به را B(X,X) ͬ دهیم. م نشان B(X,Y ) نماد با را Y به X از

ͬ دهیم. م
باشد. کامل Y اگر تنها و اگر است کامل B(X,Y ) .١. ١. ١ قضیه

صورت این در .A ∈ B(H) و باشد هیلبرت فضای ΁ی H کنیم فرض .١. ١. ٨ تعریف
که گونه ای به دارد وجود B ∈ B(H) مانند ی΄تایی عمل·ر ریس نمایش قضیه ی بنابر

x, y ∈ H هر برای
⟨Ax, y⟩ = ⟨x,By⟩.

نشان A∗ نماد با را آن و ͬ نامیم م B(H) در A الحاقͬ عمل·ر را B حالت این در
داریم نتیجه، در ͬ دهیم. م

⟨Ax, y⟩ = ⟨x,A∗y⟩.



۵ تابعͬ آنالیز در مهم ساختارهای
.P ٢ = P هرگاه ͬ نامیم، م تصویر را P ∈ B(H) عمل·ر .١. ١. ٩ تعریف

.∥P∥ ⩾ ١ آنگاه باشد، تصویری عمل·ر ΁ی P اگر .١. ١. ٢ نتیجه
توان خود و الحاق خود هرگاه ͬ نامیم، م متعامد تصویر را P عمل·ر .١. ١. ١٠ تعریف

است. P الحاقͬ عمل·ر P ∗ آن در که P؛ ٢ = P و P ∗ = P دی·ر عبارت به باشد
.∥P∥ = ١ آنگاه باشد، متعامد تصویر ΁ی P اگر [٢٠] .١. ١. ٢ قضیه

بهتر عبارت به است. تعریف قابل هم باشد باناخ فضا که حالتͬ در الحاقͬ عمل·ر
باناخͬ دیدگاه ادامه در نیست. ضروری داخلͬ ضرب وجود الحاقͬ عمل·ر تعریف برای

ͬ آوریم. م را الحاقͬ عمل·ر تعریف برای
حالت این در .T ∈ B(X) و باشد باناخ فضای ΁ی X کنیم فرض .١. ١. ١١ تعریف

ͬ کنیم م تعریف زیر صورت به را T باناخͬ مزدوج
T ∗ : X∗ −→ X∗

f 7−→ T ∗(f)

T ∗(f)(x) = f(T (x)).

قراردادی نمایش با که داریم توجه همچنین .T ∗ ∈ B(X∗) که ͬ کنیم م توجه
f(x) = ⟨x, f⟩

داریم ریاضͬ، زبان به داد. نمایش آن هیلبرتͬ حالت مشابه را باناخͬ مزدوج ͬ توان م
⟨Tx, f⟩ = ⟨x, T ∗f⟩

حالتͬ در هستند. خطͬ عمل·رهای از مهمͬ و خاص نوع حقیقت در ماتریس ها
ͬ دهیم. م نمایش هم ماتریسͬ صورت به را خطͬ عمل·رهای باشد متناهͬ فضا بعد که
وارون پذیری ماتریس هرگاه ͬ نامیم م متشابه را B و A ماتریس های .١. ١. ١٢ تعریف

که طوری به باشد داشته وجود D مانند
A = D−١BD.

متناظر مشخصه ی چندجمله ای ͬ گیریم؛ م نظر در را A مربعͬ ماتریس .١. ١. ١٣ تعریف
ͬ کنیم م تعریف زیر صورت به را A

f(x) = det (xI − A).

مجموعه ی ͬ باشند؛ م A ماتریس ویژه ی مقادیر A مشخصه ی چندجمله ای ریشه های
ͬ دهیم. م نشان Sp(A) یا σ(A) نماد با و ͬ نامیم م A طیف را A ماتریس ویژه ی مقادیر



نیازها پیش و تعاریف ۶
در باشد؛ آن ویژه ی مقدار ΁ی α و مربعͬ ماتریس ΁ی A کنیم فرض .١۴ .١. ١ تعریف
هرگاه است A برای α با متناظر ویژه ی بردار ΁ی x ناصفر بردار ͬ گوییم م حالت این

.Ax = αx

طیفͬ شعاع را ماتریس ΁ی ویژه ی مقادیر قدرمطلق مقدار بیشترین .١۵ .١. ١ تعریف
داریم پس ͬ دهیم؛ م نشان ρ(A) نماد با را A ماتریس طیفͬ شعاع ͬ نامیم؛ م ماتریس آن

ρ(A) = max {|α| : det (αI − A) = ٠} .
مشخصه ی چندجمله ای آنگاه باشند متشابه هم با ماتریس دو اگر .١. ١. ١ ملاحظه
بود. خواهد ی΄سان هم آن ها طیفͬ شعاع و ویژه مقادیر نتیجه در است. ی΄سان آن ها

ͬ آید م دست به زیر رابطه ی از A ماتریس عمل·ری نرم که داد نشان ͬ توان م
∥A∥ = [ρ(A∗A)]

١٢ .

کرد. خواهیم صحبت بیشتر باره این در بعدی بخش های در
مثال ها غالب در که ͬ کنیم م معرفͬ را باناخ فضاهای از مهمͬ بسیار نوع ادامه در

ͬ شود. م استفاده آن ها از
lp نماد با ،∑∞

n=١ |an|p < ∞ که را ،{an} مانند دنباله هایی مجموعه ی .١۶ .١. ١ تعریف
ریاضͬ، زبان به ͬ دهیم. م نشان

lp =

{
{an} :

∞∑
n=١

|an|p < ∞

}
.

صورت به آن نرم که است نرم دار فضای ΁ی ،p ⩾ ١ برای ،lp که داد نشان ͬ توان م
ͬ شود م تعریف زیر

∥ {an} ∥p = (
∞∑
n=١

|an|p)
١
p

.

زبان به ͬ دهیم؛ م نشان l∞ نماد با را کراندار دنباله های مجموعه ی .١. ١. ٢ ملاحظه
ریاضͬ،

l∞ = {{an} : ∃M ∀n , |an| < M} .

ͬ شود م تعریف زیر صورت به آن نرم که است نرم دار فضای ΁ی l∞

∥{an}∥∞ = sup {|an|}∞n=١.



٧ نرم دار فضاهای در تعامد انواع
شده اند؛ مجهز lp نرم به که است q‐تایی دنباله های فضای lpq فضای .١. ١. ١٧ تعریف

ریاضͬ، زبان به
lpq =

(a١, . . . , aq) : ∥(a١, . . . , aq)∥ = (

q∑
i=١

|ai|p)
١
p

 .

نرم دار فضاهای در تعامد انواع ١. ٢
در خط دو بودن عمود از الهام با تعامد مفهوم داخلͬ، ضرب پیدایش با هم زمان
تعریف داخلͬ ضرب فضای ΁ی بردارهای بین رابطه ای عنوان به ،R٢ اقلیدسͬ صفحه ی
در بردار دو تعامد برای معادل شرایط معرفͬ به منجر رابطه این روی مطالعه شد.
بیان نرم برحسب تنها معادل، شرایط این از برخͬ گردید. داخلͬ ضرب فضای ΁ی
(که نرم دار فضاهای در تعامد از تعریفͬ عنوان به را آن ها ͬ توان م نتیجه در و ͬ شوند م
مقاله ای در ١٩٣۵ سال در بیرخوف گرفت. نظر در نیستند) داخلͬ ضرب فضای الزاماً

است. داشته موضوع این به مختصر اشاره ای
ͬ شود، م تعریف آن ها در راحتͬ به تعامد مفهوم که داخلͬ ضرب فضاهای خلاف بر
به است؛ دشواری کار تعامد تعریف برای مناسب ابزارهای یافتن نرم دار فضاهای در
تعامد مفهوم نرم، مفهوم ΁کم با تا است گرفته صورت زیادی تلاش های هرحال،
در تعامد برای شده ارائه تعاریف از بعضͬ ادامه در شود. توصیف مناسبی ش΄ل به

ͬ کنیم. م مرور را نرم دار فضاهای
باشند؛ X از اعضایی y و x و باشد نرم دار فضای ΁ی X کنیم فرض

عدد هر برای هرگاه هستند رابرت عمود هم بر y و x بردارهای رابرت١: تعامد .١
باشیم داشته γ حقیقͬ

∥x+ γy∥ = ∥x− γy∥;

.x ⊥R y ͬ نویسیم م حالت این در
هرگاه است y بر بیرخوف‐جیمز عمود x ͬ گوییم م بیرخوف٢‐جیمز٣: تعامد .٢

باشیم داشته λ مانند اس΄الر هر برای
∥x+ λy∥ ⩾ ∥x∥;

.x ⊥BJ y ͬ نویسیم م حالت این در
1B. D. Roberts
2G. Birkhoff
3R. C. James



نیازها پیش و تعاریف ٨
متساوی عمود هم بر y و x ͬ گوییم م جیمز): الساقین(تعامد متساوی تعامد .٣

هرگاه هستند الساقین(جیمز)
∥x+ y∥ = ∥x− y∥;

متساوی تعامد که است روشن .(x ⊥J y)x ⊥i y ͬ نویسیم م حالت این در
ͬ باشد. م رابرت تعامد از خاصͬ بسیار حالت الساقین

هرگاه هستند سینگر عمود هم بر y و x ͬ گوییم م سینگر۴: تعامد .۴∥∥∥∥ x

∥x∥
+

y

∥y∥

∥∥∥∥ =

∥∥∥∥ x

∥x∥
− y

∥y∥

∥∥∥∥ ;
. x ⊥S y ͬ نویسیم م حالت این در

هرگاه هستند فیثاغورثͬ عمود هم بر y و x ͬ گوییم م فیثاغورث۵ͬ: تعامد .۵
∥x+ y∥٢ = ∥x∥٢ + ∥y∥٢;

.x ⊥P y ͬ نویسیم م حالت این در
فرض است. متفاوت اندکͬ قبلͬ تعاریف با تعامد نوع این تعریف دیمینه۶: تعامد .۶
حالت این در باشد. آن دوگان فضای X∗ و باشد نرم دار فضای ΁ی X کنیم

باشد برقرار زیر رابطه ی هرگاه هستند دیمینه عمود هم بر y و x ͬ گوییم م
sup {f(x)g(y)− f(y)g(x) : f, g ∈ X∗, ∥f∥ = ١, ∥g∥ = ١} = ∥x∥∥y∥.

.x ⊥D y ͬ نویسیم م حالت این در
هستند ناحیه ای عمود هم بر y و x ناصفر بردارهای ͬ گوییم م ناحیه ای٧: تعامد .٧
به را y و x توسط شده تولید فضای واحد گوی −y و y ،−x ،x بردارهای هرگاه
.x ⊥A y ͬ نویسیم م حالت این در کنند؛ تقسیم مساوی مساحت با ناحیه چهار

ͬ گیریم. م نظر در ناحیه ای عمود برداری هر بر را صفر بردار همچنین
شود بیان تعامد انواع میان موجود روابط تا است گرفته صورت زیادی تلاش های
بسیاری که است شده داده نشان گردد. کشف داخلͬ ضرب فضاهای با آن ها ارتباط و
برای ͬ شود. م منطبق تعامد متداول تعریف بر داخلͬ ضرب فضاهای در تعاریف این از

ͬ کنیم. م توجه زیر گزاره ی به مثال
4Singer
5Pythagorean
6Diminnie
7Area



٩ نرم دار فضاهای در تعامد انواع
معادل زیر عبارت های X داخلͬ ضرب فضای در داد نشان ͬ توان م .١. ٢. ١ گزاره

هستند.
,x⟩؛ y⟩ = ٠ (i)

+x∥؛ y∥٢ = ∥x∥٢ + ∥y∥٢ (ii)
+x∥؛ y∥ = ∥x− y∥ (iii)

.λ ∈ C هر برای ∥x+ λy∥ ⩾ ∥x∥ (iv)
الساقین متساوی تعامد فیثاغورثͬ، تعامد داخلͬ، ضرب فضاهای در بهتر، عبارت به
ͬ شود م ملاحظه که همان طور هستند؛ متداول تعامد بر منطبق بیرخوف تعامد و
از شده اند. بیان نرم حسب بر تنها است، آمده دست به تعامد برای که معادلͬ شرایط
نرم دار فضاهای به داخلͬ ضرب فضاهای از را تعامد ͬ توان م آن ها از استفاده با رو این

داد. گسترش
توسط ابتدا نرم دار، فضاهای به داخلͬ ضرب فضاهای از تعامد، تعریف گسترش
بردار دو تعامد برای را (١) تعریف خود مقاله ی در وی شد. مطرح ١٩٣۴ سال در رابرت
مناسب رابرت تعاریف که داد نشان جیمز آن از پس کرد. ارائه نرم دار فضای ΁ی در
جمله ای های چند همه ی از متش΄ل برداری فضای X اگر که کرد ثابت جیمز نیست.
شرط آن گاه باشد، (٠, ١) بازه ی روی حقیقͬ ضرایب با ax٢ + bx ش΄ل به ٢ درجه ی از
صفر آن ها از ی΄ͬ حداقل که است این ،(١) مفهوم به g و f بردار دو تعامد برای لازم
دو اقلیدسͬ، فضای در بردار دو تعامد هندسͬ ͬ های ویژگ از الهام با سپس وی باشد.

کرد. بیان نرم دار فضای ΁ی برای را (۵) و (٣) تعریف
ͬ گیریم. م نظر در A مانند مجموعه ΁ی روی را ∼ رابطه ی .١. ٢. ١ تعریف

y؛ ∼ x دهد نتیجه x ∼ y هرگاه گوییم متقارن را ∼ (i)
,λ؛ µ ∈ C هر برای λx ∼ µy دهد نتیجه x ∼ y هرگاه گوییم هم·ن را ∼ (ii)

.x ∼ y + z دهد نتیجه x ∼ z و x ∼ y هرگاه گوییم جمعͬ را ∼ (iii)
یا و جمعͬ ،X نرم دار فضای ΁ی روی الساقین متساوی تعامد که داد نشان جیمز
مشابهͬ ح΄م همچنین باشد؛ داخلͬ ضرب فضای ΁ی X که وقتͬ م·ر نیست هم·ن

پرداخت. آن ها مطالعه ی به تفصیل به و کرد اثبات فیثاغورثͬ تعامد برای را



نیازها پیش و تعاریف ١٠
رابطه ی بودند، وی رساله ی از مستخرج مقالات که ،[١٢] و [١١] در سپس جیمز

کرد مطرح نرم دار فضای ΁ی در بردار دو تعامد برای را زیر
x ⊥J y ⇐⇒ ∥x+ λy∥ ⩾ ∥x∥, λ ∈ R

پرداخت. آن ͬ های ویژگ کلیه ی بررسͬ به و
آن به [٣] در بیرخوف که است مطلبی همان ١. ٢. ١ گزاره ی از (iv) قسمت ͽواق در
کرده بیان این طور تعامد از را خود تعریف مقاله این ابتدای در بیرخوف نمود. اشاره

است:
عمودند هم بر ٣ از ناکم تر بعد با X داخلͬ ضرب فضای ΁ی در pr و pq بردار دو »

باشد.» pq پاره خط نقاط سایر تا r فاصله ی مینیمم pr بردار طول هرگاه
رابطه ی صورت به را تعامد تا داد جیمز به را ایده این که بود تعریف همین ͽواق در
است شده شناخته جیمز نام به تنها تعامد این ͽمراج از بعضͬ در کند. تعریف بالا

است. بوده موضوع این از مستقل کاملا́ خود مقاله ی در بیرخوف هدف چون
متساوی فیثاغورثͬ، تعامدهای داخلͬ ضرب فضای ΁ی در دیدیم که همان طور
اما .(١. ٢. ١ (گزاره هستند داخلͬ ضرب تعامد با معادل بیرخوف‐جیمز و الساقین
کدام هیچ و بوده مستقل کاملا́ تعامدها این نرم دار، فضاهای در که بدانیم است جالب

ͬ کند. م روشن تر را مطلب این زیر مثال ͬ دهد. نم نتیجه را دی·ری
ب·یرید نظر در ∥x∥١ = |x(١)| + |x(٢)| نرم با همراه را l١٢ برداری فضای .١. ٢. ١ مثال

.(q = ٢ و p = ١ که وقتͬ است ١. ١. ١٧ تعریف lpq فضای همان (این
فیثاغورثͬ عمود y بر x صورت این در .y = (٨,−۴) و x = (٣,٢) کنید فرض .١

نیست. بیرخوف‐جیمز و الساقین متساوی عمود اما هست
متساوی عمود y بر x صورت این در .y = (١−,٢) و x = (١, ١) کنید فرض .٢

نیست. بیرخوف‐جیمز و فیثاغورثͬ عمود اما هست الساقین
بیرخوف‐جیمز عمود y بر x صورت این در .y = (١−,١) و x = (١, ٠) کنید فرض .٣

نیست. فیثاغورثͬ و الساقین متساوی عمود اما هست
رابطه این که کرد بررسͬ سادگͬ به ͬ توان م بیرخوف‐جیمز، تعامد تعریف به بنا

نیست. متقارن و جمعͬ کلͬ حالت در اما است هم·ن
او توسط شده تعریف تعامد که بود این ͬ کرد م اثبات باید جیمز که ح΄مͬ اولین
عبارت به ندارد. نرم دار فضاهای هندسه ی در را رابرت توسط شده تعریف تعامد ضعف



١١ بیرخوف‐جیمز تعامد کاربردهای
وجود z١, z٢ ∈ X صفر غیر بردارهای x ∈ X هر برای و X نرم دار فضای هر در دی·ر،

.x ⊥BJ z٢ و z١ ⊥BJ x که طوری به دارند
زیر صورت به رابطه این در ح΄مͬ هان‐باناخ قضیه ی از استفاده با [١٢] در جیمز

است. آورده دست به
طوری به دارند وجود λ, µ ∈ R اعداد x, y ∈ X بردار دو هر برای [١٢] .١. ٢. ١ قضیه

که
x ⊥BJ (λx+ y) , (µx+ y) ⊥BJ x.

اگر علاوه، به
x ⊥BJ (α١x+ y) , x ⊥BJ (α٢x+ y) , (β١x+ y) ⊥BJ x , (β٢x+ y) ⊥BJ x,

روابط β١ ⩽ µ ⩽ β٢ که µ هر و α١ ⩽ λ ⩽ α٢ که λ هر برای آن گاه
x ⊥BJ (λx+ y) , (µx+ y) ⊥BJ x

است. برقرار

بیرخوف‐جیمز تعامد کاربردهای ١. ٣
مانند برداری فضای ΁ی بودن نرم دار برای که شرایطͬ از ی΄ͬ مثلث. تساوی .١

عبارت در یعنͬ مثلث، نامساوی در نرم تابع که است این است لازم X

∥x+ y∥ ⩽ ∥x∥+ ∥y∥, ∀x, y ∈ X

که شرایطͬ و آن معکوس مثلث، نامساوی روی بسیاری مطالعات کند. صدق
در است[٩]. گرفته انجام ͬ شود، م تبدیل تساوی به نامساوی این آن ها تحت
مثلث تساوی برای معادل شرط ΁ی بیرخوف‐جیمز، تعامد از استفاده با این جا،

ͬ کنیم. م بیان را نرم دار فضای ΁ی در
صورت این در .x, y ∈ X و باشد نرم دار فضای ΁ی X کنید فرض .١. ٣. ١ قضیه

هستند. معادل زیر عبارت های
+x∥؛ y∥ = ∥x∥+ ∥y∥ (i)
y؛ ⊥BJ (∥x∥y − ∥y∥x) (ii)
.x ⊥BJ (∥x∥y − ∥y∥x) (iii)



نیازها پیش و تعاریف ١٢
شده اند معرفͬ متعددی شرایط تاکنون داخلͬ. ضرب فضاهای سازی مشخص .٢
داخلͬ ضرب ΁ی از X مانند نرم دار فضای ΁ی نرم آن ها از ΁ی هر تحت که
است. متوازی الاضلاع قانون شرایط، این شده ترین شناخته ͬ آید. م دست به
ͬ کنیم. م بیان را آن ها خلاصه طور به که است آمده دست به نیز دی·ری معیارهای

∥x∥؛ = ∥y∥ = ١ که x, y ∈ X هر برای ∥x+ y∥٢ + ∥x− y∥٢ = ۴ (i)
k؛ ∈ R هر برای ∥x+ ky∥ = ∥x− ky∥ آنگاه ∥x+ y∥ = ∥x− y∥ اگر (ii)

هر برای ∥x + ky∥٢ = ∥x∥٢ + ∥ky∥٢ آنگاه ∥x+ y∥٢ = ∥x∥٢ + ∥y∥٢ اگر (iii)
.k ∈ R

X نرم دار فضای که این برای کافͬ و لازم شرط که است کرده ثابت [١۴] در کاپور٨
متساوی فیثاغورثͬ، تعامدهای از ی΄ͬ که است این باشد داخلͬ ضرب فضای ΁ی
فضای ΁ی برای دی·ر، بیان به دهد. نتیجه را دی·ری بیرخوف‐جیمز و الساقین

هستند. معادل زیر گزاره های X نرم دار
است؛ داخلͬ ضرب فضای ΁ی X (i)

x؛ ⊥i y آنگاه x ⊥P y اگر x, y ∈ X هر برای (ii)
x؛ ⊥P y آنگاه x ⊥i y اگر x, y ∈ X هر برای (iii)

x؛ ⊥BJ y آنگاه x ⊥P y اگر x, y ∈ X هر برای (iv)
x؛ ⊥P y آنگاه x ⊥BJ y اگر x, y ∈ X هر برای (v)
x؛ ⊥BJ y آنگاه x ⊥i y اگر x, y ∈ X هر برای (vi)
x؛ ⊥i y آنگاه x ⊥BJ y اگر x, y ∈ X هر برای (vii)

این به منجر تعامدها این بین ارتباطͬ گونه هر ͬ کنیم م ملاحظه که همان طور
باشد. داخلͬ ضرب فضای ΁ی X که ͬ شود م

در که بیرخوف‐جیمز تعامد کاربردهای از دی·ر ی΄ͬ تقریب٩. بهترین نظریه ی .٣
فضاهای در آن وجود و تقریب بهترین نظریه ی است، شده پرداخته آن به [٢٢]
از قبل ͬ باشد. م داخلͬ ضرب فضای ΁ی مشخص سازی با آن ارتباط و نرم دار

داریم. نیاز زیر تعاریف به بیش تر جزئیات بیان
8O. P. Kapoor
9Best Approximation Theory



١٣ بیرخوف‐جیمز تعامد کاربردهای
برداری x٠ و آن از زیرفضایی Y نرم دار، فضای ΁ی X کنید فرض .١. ٣. ١ تعریف

هرگاه ͬ گوییم م Y در x٠ برای تقریب بهترین را y٠ ∈ Y بردار باشد. Y از خارج
∥x٠ − y٠∥ ⩽ ∥x٠ − y∥, ∀y ∈ Y

هرگاه گوییم Y در x٠ هم‐تقریب بهترین را w٠ ∈ Y همچنین
∥w٠ − y∥ ⩽ ∥x٠ − y∥, ∀y ∈ Y

به متعامد x عنصر به نسبت را S = {x١, . . . , xn} مجموعه ی .١. ٣. ٢ تعریف
λ١, . . . , λn هر برای هرگاه ͬ گوییم م بیرخوف‐جیمز مفهوم

∥x∥ ⩽
∥∥∥∥∥x+

n∑
i=١

λixi

∥∥∥∥∥ .
مفهوم این به است. بیرخوف‐جیمز عضوی تعامد تعمیم حقیقت در تعریف این

ͬ آید. م دست به بیرخوف‐جیمز تعامد تعریف باشد، عضوی تک S اگر که
هرگاه ͬ نامیم م بیرخوف‐جیمز مفهوم به متعامد را S مجموعه ی .١. ٣. ٣ تعریف
بیرخوف‐جیمز مفهوم به متعامد x عنصر بر S\{x} مجموعه ی x ∈ S هر برای

باشد.
هموار١٠ محدب اکیداً داخلͬ ضرب فضای ΁ی X اگر که است شده ثابت [٢٢] در
مانند Y از خارج بردار هر و Y زیرفضای هر برای آنگاه باشد، ٣ از ناکم تر بعد با
نهایت در و هستند برابر هم با Y در x٠ هم‐تقریب بهترین و تقریب بهترین x٠

ͬ شود. م بیان داخلͬ ضرب فضاهای برای زیر صورت به معیاری
داخلͬ ضرب فضای ΁ی X متناهͬ بعد با هموار محدب اکیداً نرم دار «فضای
به متعامد پایه ی ΁ی X واحد گوی در x٠ بردار هر برای اگر تنها و اگر است

باشد.» داشته وجود X برای x٠ شامل بیرخوف‐جیمز مفهوم
خطͬ، تبدیل ΁ی اگر که پرسید ͬ توان م جالب مساله ی ΁ی عنوان به سوال:
داشته نرم دار فضای دو بین اس΄الر، ضرب و ͽجم اعمال حافظ نگاشت ΁ی یعنͬ
دامنه ی در بردار دو اگر یعنͬ است، تعامد حافظ نگاشت این صورت چه در باشیم،
عمود هم بر نیز دو آن تصویرهای شرایطͬ چه تحت باشند عمود هم بر تابع

بود؟ خواهد
10smooth



نیازها پیش و تعاریف ١۴

مقدار مجموعه توابع پیوستگͬ ۴ .١
نظر این از است. بوده ابهام برانگیز مسائل جزء همیشه مقدار مجموعه توابع پیوستگͬ
شاخص ترین از ی΄ͬ که است شده مطرح مجموعه ها نزدی΄ͬ برای متعددی تعاریف که
مهمͬ نوع که طیفͬ، تابع و طیف تعریف از بعد بخش این در است. هاسدورف متر آن ها

ͬ کنیم. م بررسͬ را آن پیوستگͬ خاصͬ حالت های در است، مقدار مجموعه توابع از
صورت این در .x ∈ X و باشد ی΁ دار باناخ جبر ΁ی X کنیم فرض .١ .۴ .١ تعریف

ͬ کنیم م تعریف زیر صورت به را x طیف
σ(x) = Sp(x) =

{
α ∈ C : نباشد پذیر وارون α.١X − x

}
.

مختلط اعداد از فشرده و ناتهͬ زیرمجموعه ی ΁ی باناخ جبر ΁ی در عضو هر طیف
است.

ترکیب عمل با B(X) صورت این در باشد. باناخ فضای ΁ی X کنیم فرض .١ .۴ .١ مثال
ͬ شود م تعریف زیر صورت به A طیف A ∈ B(X) هر برای پس است. جبر ΁ی توابع

Sp(A) =
{
α ∈ C : نباشد پذیر وارون α.I − A

}
.

صورت این در .x ∈ X و باشد ی΁ دار باناخ جبر ΁ی X کنیم فرض .٢ .۴ .١ تعریف
ͬ کنیم م تعریف زیر صورت به را x طیفͬ شعاع

ρ(x) = sup {|α| : α ∈ Sp(x)} .

.x ∈ A و باشد ی΁ دار باناخ جبر ΁ی A کنیم فرض طیفͬ). (نگاشت ١ .۴ .١ قضیه
در باشد، x طیف شامل بازی مجموعه ی در تحلیلͬ تابع ΁ی f کنیم فرض همچنین

داریم صورت این
Sp(f(x)) = f(Sp(x)).

فرض همچنین .x ∈ A و باشد ی΁ دار باناخ جبر ΁ی A کنیم فرض [١] .٢ .۴ .١ قضیه
داریم صورت این در .α /∈ Sp(x) کنیم

dist (α, Sp(x)) =
١

ρ
(
(α١A − x)

−١) .
است. Sp(x) مجموعه ی از α نقطه ی فاصله ی ،dist (α, Sp(x)) از منظور آن در که



١۵ مقدار مجموعه توابع پیوستگͬ
است این طیفͬ نظریه ی در اصلͬ پرسش باشد. ی΁ دار باناخ جبر ΁ی A کنیم فرض
پیوسته تابع این آیا گفت؟ ͬ توان م چه x 7−→ Sp(x) طیفͬ تابع خواص باره ی در که

است؟
ͬ شود. م پیشنهاد مختلفͬ دیدگاه های مقدار مجموعه توابع پیوستگͬ بررسͬ برای
کنیم، تعریف مجموعه ها روی متر(فاصله) ΁ی ابتدا که است این مشخص دیدگاه ΁ی
به توجه با کنیم. بررسͬ متر این ΁کم با را مقدار مجموعه توابع پیوستگͬ سپس
زیرمجموعه ی ΁ی عنصر هر طیف و است مقدار مجموعه تابع ΁ی طیفͬ تابع این که
روی فاصله ای ابتدا طیفͬ، تابع پیوستگͬ بررسͬ منظور به بنابراین، است، C فشرده ی

[١] ͬ کنیم. م معرفͬ هاسدورف، فاصله ی نام به ،C فشرده ی زیرمجموعه های
این در باشند. C از فشرده ای زیرمجموعه های K٢ و K١ کنیم فرض .٣ .۴ .١ تعریف

ͬ کنیم م تعریف زیر صورت به را K٢ و K١ بین هاسدورف فاصله ی صورت
∆(K١, K٢) = dH (K١, K٢) = max

{
sup
z∈K٢

dist(z,K١), sup
z∈K١

dist(z,K٢)
}
.

پیوسته a ∈ A نقطه ی در x 7−→ F (x) مقدار مجموعه نگاشت ͬ گوییم م .۴ .۴ .١ تعریف
که باشد داشته وجود δ > ٠ ،ϵ > ٠ هر برای هرگاه است

∥x− a∥ < δ

بدهد نتیجه
dH(F (x), F (a)) < ϵ.

a ∈ A هر در هرگاه است پیوسته A روی x 7−→ F (x) نگاشت ͬ گوییم م همچنین
باشد. پیوسته

ͬ گوییم م باشد a نقطه ی از مستقل آن با متناظر δ > ٠ دلخواه، ϵ > ٠ برای اگر
است. ی΄نواخت پیوسته ی x 7−→ F (x) نگاشت

عدد ΁ی r و باشد مختلط اعداد از زیرمجموعه ΁ی K کنیم فرض .۵ .۴ .١ تعریف
ͬ بریم م کار به را زیر نماد صورت این در باشد مثبت حقیقͬ
K + r = {z : dist(z,K) ⩽ r} .

در باشند. مختلط اعداد از فشرده زیرمجموعه ی دو K٢ و K١ کنیم فرض .١ .۴ .١ لم
هستند برقرار زیر روابط صورت این

K١ ⊂ K٢ + dH(K١, K٢)



نیازها پیش و تعاریف ١۶
و

K٢ ⊂ K١ + dH(K١, K٢).

کنیم فرض همچنین باشد. ی΁ دار باناخ جبر ΁ی A کنیم فرض [١] .٣ .۴ .١ قضیه
داریم نتیجه در و Sp(y) ⊂ Sp(x) + ρ(x− y) آنگاه شوند. جابه جا ی΄دی·ر با x, y ∈ A

dH (Sp(x), Sp(y)) ⩽ ρ(x− y) ⩽ ∥x− y∥.

است. ی΄نواخت پیوسته ی A روی طیفͬ تابع آنگاه باشد جابه جایی A اگر علاوه، به
نشان بعدی مثال است؛ اساسͬ بسیار ٣ .۴ .١ قضیه ی در بودن جابه جایی فرض

نیست. برقرار لزوماً نتیجه آن فرض، این حذف با که ͬ دهد م
پیوسته ی اما ،[١] است پیوسته طیفͬ تابع آنگاه ،A = Mn(C) کنیم فرض .٢ .۴ .١ مثال

ب·یریم نظر در را زیر دنباله های و A = M٢(C) دهیم قرار اگر زیرا نیست؛ ی΄نواخت

an =

 n٢ ١
n٢(n− n٢) n− n٢


و

bn =

 n٢ ١
n٢(n− n٢) n− n٢ − ١

n

 ,

dH(Sp(an), Sp(bn)) ⩾
١
٢ بزرگ کافͬ اندازه ی به های n برای اما ∥an − bn∥ =

١
n

آنگاه
.[١]

پیوسته ی اما است پیوسته A روی طیفͬ تابع آنگاه A = B(X) اگر .٣ .۴ .١ مثال
.[١] نیست ی΄نواخت

مثال، برای نیست. هم پیوسته حتͬ باناخ جبرهای روی طیفͬ تابع کلͬ حالت در
تابع آنگاه باشد تفکی΁ پذیر هیلبرت فضای ΁ی H اگر که است داده نشان کاکوتان١١ͬ

.[١] نیست پیوسته B(H) روی طیفͬ
΁متری فضای ΁ی (Y, ρY ) و ΁متری فضای ΁ی (X, ρX) کنیم فرض [٢] .۶ .۴ .١ تعریف
x٠ ∈ X ͬ کنیم م فرض و گرفته نظر در را F : X → Y مقداری چند نگاشت باشد. کامل

باشد.
11S. Kakutani



١٧ مقدار مجموعه توابع پیوستگͬ
N(x٠) ⊂ همسای·ͬ ،δ > ٠ هر برای اگر نامیم بالایی پیوسته ی δ‐نیم ،x٠ در را F (i)

که قسمͬ به باشد داشته وجود x٠ از X
F (x) ⊂ F (x٠) +B(٠, δ), ∀x ∈ N(x٠).

N(x٠) ⊂ همسای·ͬ ،δ > ٠ هر برای اگر نامیم پایینͬ پیوسته ی δ‐نیم ،x٠ در را F (ii)
که قسمͬ به باشد داشته وجود x٠ از X

F (x٠) ⊂ F (x) +B(٠, δ), ∀x ∈ N(x٠).

باشد. پایینͬ و بالایی پیوسته ی δ‐نیم هرگاه نامیم پیوسته δ‐نیم ،x٠ در را F (iii)
از N(F (x٠)) ⊂ Y همسای·ͬ هر برای اگر نامیم بالایی پیوسته ی نیم x٠ در را F (i’)

که قسمͬ به باشد داشته وجود x٠ از N(x٠) ⊂ X همسای·ͬ ،F (x٠)

F (x) ⊂ N(F (x٠)), ∀x ∈ N(x٠).

همسای·ͬ هر و y٠ ∈ F (x٠) هر برای اگر نامیم پایینͬ پیوسته ی نیم x٠ در را F (ii’)
که قسمͬ به باشد داشته وجود x٠ از N(x٠) ⊂ X همسای·ͬ ،y٠ از N(y٠) ⊂ Y

F (x) ∩N(y٠) ̸= ∅, ∀x ∈ N(x٠).

باشد. پایینͬ و بالایی پیوسته ی نیم هرگاه نامیم، پیوسته  نیم x٠ در را F (iii’)
΁متری فضای ΁ی (Y, ρY ) و ΁متری فضای ΁ی (X, ρX) کنیم فرض [٢] .٢ .۴ .١ لم
ͬ کنیم م فرض و گرفته نظر در را F : X → Y مقداری چند نگاشت باشد. کامل

باشد. x٠ ∈ X

است. بالایی پیوسته ی δ‐نیم ،x٠ در آنگاه باشد بالایی پیوسته ی نیم x٠ در F اگر (i)
باشد. فشرده F (x٠) که است برقرار زمانͬ برعکس حالت

است. پایینͬ پیوسته ی نیم x٠ در آنگاه باشد پایینͬ پیوسته ی δ‐نیم ،x٠ در F اگر (ii)
باشد. فشرده F (x٠) که است برقرار زمانͬ برعکس حالت

طیفͬ تابع آنگاه باشد. ی΁ دار باناخ جبر ΁ی A کنیم فرض [١] .۴ .۴ .١ قضیه
شامل باز مجموعه ی هر برای یعنͬ است؛ بالایی پیوسته ی نیم A روی x 7−→ Sp(x)

.Sp(y) ⊂ U آنگاه ∥x− y∥ < δ اگر که است موجود چنان δ > ٠ ،U مانند Sp(x)

این صورت در باشد. X از زیرمجموعه ای W کنیم فرض .٧ .۴ .١ تعریف



نیازها پیش و تعاریف ١٨
از شمارا اشتراک صورت به را آن بتوان اگر نامیم Gδ مجموعه ی ΁ی را W (i)

نوشت؛ X باز زیرمجموعه های
از شمارا اجتماع صورت به را آن بتوان اگر نامیم Fσ مجموعه ی ΁ی را W (ii)

نوشت. X بسته ی زیرمجموعه های
مجموعه ی باشد، ناپیوسته طیفͬ تابع اگر حتͬ که ͬ کند م بیان بعدی قضیه ی

است. بزرگ نسبتاً آن پیوستگͬ نقاط
نقاط مجموعه ی آنگاه باشد. ی΁ دار باناخ جبر ΁ی A کنیم فرض [١] .۵ .۴ .١ قضیه

است. A از چ·ال Gδ زیرمجموعه ی ΁ی x 7−→ Sp(x) طیفͬ تابع پیوستگͬ
همچنین .x ∈ A و باشد ی΁ دار باناخ جبر ΁ی A کنیم فرض [١] .۶ .۴ .١ قضیه
و Sp(x) ⊂ U

∪
V که طوری به باشند مجزا باز مجموعه ی دو V و U کنیم فرض

آنگاه ∥x − y∥ < r اگر که است موجود چنان r > ٠ این صورت در .Sp(x)∩U ̸= ∅

.Sp(y)∩U ̸= ∅

آن همبندی مؤلفه های هرگاه ͬ نامیم م ناهمبند کلا́ را مجموعه ΁ی .٨ .۴ .١ تعریف
ناهمبند آن نقطه ی ΁ی از بیش با زیرمجموعه هر بهتر، عبارت به باشند. عضوی تک

است.
است. ناهمبند کلا́ مجموعه ی ΁ی ماتریس هر طیف .۴ .۴ .١ مثال

در x 7−→ Sp(x) طیفͬ تابع آنگاه باشد؛ ناهمبند کلا́ a طیف کنیم فرض .٧ .۴ .١ قضیه
است. پیوسته a

طیف که عناصرش، تمام در طیفͬ تابع که ͬ دهد م نتیجه خصوص به قبل قضیه ی
است. پیوسته دارند، شمارا یا متناهͬ

است. پیوسته A روی طیفͬ تابع آنگاه A = Mn(C) اگر .١ .۴ .١ نتیجه

C∗ جبرهای ۵ .١
فضاهای از بسیاری هستند. تابعͬ آنالیز در جبری ساختارهای مهم ترین از C∗ جبرهای

دارند. را C∗ جبر ساختار خطͬ عمل·رهای و ماتریس ها مانند آشنا
نگاشت ΁ی همراه به A مانند باناخ جبر ΁ی ،C∗ جبر ΁ی از منظور .١ .۵ .١ تعریف
ͬ کند. م صدق زیر شرایط در β و α اس΄الر هر و x, y ∈ A هر برای که است ∗ : A −→ A



١٩ C∗ جبرهای
∗∗x؛ = x .١

+αx)؛ βy)∗ = αx∗ + βy∗ .٢
∗(xy)؛ = y∗x∗ .٣

∥x∗x∥؛ = ∥x∥٢ .۴
ͬ نامیم. م x عضو الحاق را x∗ عضو و A روی برگشت ΁ی را ∗ : A −→ A عمل

شرط دقیق ترین حقیقت در و است اساسͬ شرط ΁ی C∗ جبر تعریف در آخر شرط
داریم x هر برای که داد نشان ͬ توان م ویژگͬ این ΁کم با است. C∗ جبر ΁ی تعریف در

∥x∥ = ∥x∗∥.

هست. ایزومتری برگشت عمل بهتر، عبارت به
این بر علاوه .١∗ = ١ داریم ی΁ دار C∗ جبر هر در که داد نشان ͬ توان م همچنین
حالت این در باشد. چنین x∗ اگر تنها و اگر است وارون پذیر x که داد نشان ͬ توان م

داریم
(x∗)−١ = (x−١)∗.

که ͬ شود م نتیجه سادگͬ به ویژگͬ این از
Sp(x∗) = Sp(x) = {α : α ∈ Sp(x)} .

.ρ(x∗) = ρ(x) نتیجه در و
C∗ جبر ترین ساده برگشت عنوان به مزدوج عمل با مختلط اعداد مجموعه ی
قضیه ی بر بنا حقیقت در است. C∗ جبر ΁ی هم B(H) که دید خواهیم ادامه در است.

ͬ شود. م نشانده B(H) در مناسبی H برای C∗ جبر هر گلفاند‐نیمارک‐س·ال
این از بعضͬ زیر تعریف در هستند. توجه مورد بسیار C∗ جبرهای از خاصͬ عناصر

ͬ بینیم. م را مهم عناصر
صورت این در .x ∈ A و باشد C∗ جبر ΁ی A کنیم فرض .٢ .۵ .١ تعریف

∗x؛ = x هرگاه ͬ نامیم م خودالحاق را x .١
x∗x؛ = xx∗ هرگاه ͬ نامیم م نرمال را x .٢

x∗x؛ = ١A = xx∗ هرگاه ͬ نامیم م ی΄انͬ را x .٣



نیازها پیش و تعاریف ٢٠
x٢؛ = x = x∗ هرگاه ͬ نامیم م تصویر را x .۴

.x = y∗y که باشد داشته وجود y ∈ A مانند عضوی هرگاه ͬ نامیم م مثبت را x .۵
است ͹واض همچنین هستند. نرمال ی΄انͬ، و خودالحاق اعضای که است روشن

هستند. مثبت تصاویر و هستند خودالحاق مثبت، اعضای که
که ͬ شود م گفته اعضا این برای هم دی·ری معادل تعاریف بالا، تعاریف بر علاوه

ͬ آوریم. م بعدی تعریف در را آن ها از ی΄ͬ نمونه برای
تصویر ΁ی x این صورت در باشد. A عضو x و C∗ جبر ΁ی A کنیم فرض .٣ .۵ .١ تعریف

.x = x∗x هرگاه است
داریم باشد، تصویر ΁ی x کنیم فرض اگر حقیقت در

x = x٢ = xx = x∗x.

داریم و بود خواهد الحاق خود x حالت این در .x = x∗x کنیم فرض اگر برعکس
x = x∗x = xx = x٢.

است. تصویر ΁ی x پس
ادامه در دارد. وجود آن ها طیف و C∗ جبر ΁ی خاص عناصر میان جالبی روابط

ͬ آوریم. م را روابط این از بعضͬ
زیر گزاره های این صورت در .x ∈ A و C∗ جبر ΁ی A کنیم [٢۴]فرض .١ .۵ .١ گزاره

هستند. برقرار
Sp(x)؛ ⊂ R آنگاه باشد خودالحاق x اگر (i)

Sp(x)؛ ⊂ R+ آنگاه باشد مثبت x اگر (ii)
است؛ واحد گوی S آن در که ،Sp(x) ⊂ S آنگاه باشد ی΄انͬ x اگر (iii)

.Sp(x) ⊂ {٠, ١} آنگاه باشد تصویر ΁ی x اگر (iv)

ماتریس ها عمل·ری نرم محاسبه ی ۶ .١
متناهͬ بعد با فضاهای در خطͬ عمل·رهای از نوع مهم ترین عنوان به ماتریس ها  
ماتریس ها با ارتباط در مباحث مهم ترین از ی΄ͬ دارند؛ قرار ویژه ای توجه مورد همیشه



٢١ ماتریس ها عمل·ری نرم محاسبه ی
ادامه در ͬ شود. م استفاده موارد از بسیاری در که هست آن ها عمل·ری نرم محاسبه ی
ͬ شود. م ارائه ΁کوچ ابعاد با ماتریس ها عمل·ری نرم محاسبه ی برای مناسبی راه΄ار
ارائه کلͬ راه΄ار ΁ی سپس ͬ کنیم م بررسͬ باشد نرمال A ماتریس که را حالتͬ ابتدا

ͬ دهیم. م
تعریف زیر صورت به و ͬ دهیم م نشان A∗ نماد با را A الحاقͬ ماتریس .١ .۶ .١ تعریف

ͬ کنیم م
A∗ = At.

که هیلبرت، فضاهای در الحاقͬ عمل·ر تعریف بر تعریف این که داد نشان ͬ توان م
است. منطبق شد، بیان قبلا́

هرگاه ͬ نامیم م نرمال را A ماتریس .٢ .۶ .١ تعریف
A∗A = AA∗.

آن طیفͬ شعاع با A عمل·ری نرم آنگاه باشد، نرمال A ماتریس [١]اگر .١ .۶ .١ قضیه
است. برابر

درایه های مطلق قدر مقدار بیشترین با برابر قطری ماتریس هر عمل·ری نرم .١ .۶ .١ مثال
دهیم قرار اگر ریاضͬ، زبان به هست؛ آن قطری

A = diag(αi),

داریم آنگاه
∥A∥ = max{|αi| : i = ١, . . . , n}.

داریم حالت این در زیرا هست، نرمال قطری، عمل·ر هر حقیقت، در
A∗ = diag(αi).

نتیجه در و
A∗A = diag(αiαi) = diag(|αi|٢) = diag(αiαi) = AA∗.

قضیه ی از مستقیم صورت به ͬ توان نم نباشد نرمال A ماتریس اگر کلͬ حالت در
ͬ کنیم. م استفاده C∗ جبرهای در کلیدی خاصیت ΁ی از عوض در کرد. استفاده ١ .۶ .١

داریم A خطͬ عمل·ر هر [١]برای .٢ .۶ .١ قضیه
∥A∥٢ = ∥A∗A∥.



نیازها پیش و تعاریف ٢٢
بسیار روش ΁ی و است C∗ جبر ΁ی B(H) که ͬ کند م بیان حقیقت در قبل قضیه ی

ͬ دهد. م دست به عمل·ری نرم محاسبه ی برای کارا و مؤثر
داریم A خطͬ عمل·ر هر برای .٣ .۶ .١ قضیه

∥A∥ = ρ(A∗A)
١٢ .

در هست خودالحاق حقیقت در و نرمال همیشه A∗A که ͬ کنیم م توجه حقیقت در
داریم نتیجه

∥A∥ = ∥A∗A∥
١٢ = ρ(A∗A)

١٢ .

ͬ گیریم م نظر در را زیر ماتریس .٢ .۶ .١ مثال

A =

a b

c d

 .

داریم صورت این در
A∗ =

a c

b d

 ,

نتیجه در
A∗A =

aa+ cc ab+ cd

ab+ cd bb+ dd

 ,

ͬ آید م در زیر صورت به A∗A مشخصه ی معادله ی و
x٢ − (aa+ bb+ cc+ dd)x+

(
(aa+ cc)(bb+ dd)− (ab+ cd)(ab+ cd)

)
= ٠

از عبارتند ترتیب به ،x٢ و x١ آن، ریشه های که
١
٢
[
(aa+ bb+ cc+ dd) +

[
(aa+ bb+ cc+ dd)

٢ − ۴ ((aa+ cc)(bb+ dd)− (ab+ cd)(ab+ cd)
)] ١٢
]

و
١
٢
[
(aa+ bb+ cc+ dd)−

[
(aa+ bb+ cc+ dd)

٢ − ۴ ((aa+ cc)(bb+ dd)− (ab+ cd)(ab+ cd)
)] ١٢
]

داریم قبلͬ قضایای به توجه با بنابراین
∥A∥ = ρ(A∗A)

١٢ = max{|x١|
١٢ , |x٢|

١٢}



٢٣ ماتریس ها عمل·ری نرم محاسبه ی
در حتͬ ماتریس ΁ی عمل·ری نرم محاسبه ی ͬ بینیم م قبل مثال در که گونه همان
عمل·ری نرم محاسبه ی است. زیاد محاسبات شامل و دشوار بسیار هم دو در دو حالت
این جا در ͬ کنیم؛ م صرفنظر آن از و هست طولانͬ بسیار بیشتر بعد با حالت های در

ͬ پردازیم. م سه در سه حالت از مثال ΁ی به تنها
ͬ گیریم م نظر در را زیر ماتریس .٣ .۶ .١ مثال

A =


١ ٠ ٠
١ ٠ ٠
١ ٠ ٠

 .

داریم صورت این در

A∗ =


١ ١ ١
٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠

 ,

نتیجه در

A∗A =


٣ ٠ ٠
٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠

 ,

ͬ آید م در زیر صورت به A∗A مشخصه ی معادله ی و
x٣ − ٣x٢ = ٠

داریم قبلͬ قضایای به توجه با بنابراین .{٠,٣} از عبارتند آن ریشه های که
∥A∥ = ρ(A∗A)

١٢ = max{٣√,٠} =
√٣.





٢ فصل
فضاهای در تعامد برای عمل·ری دیدگاه

خطͬ



خطͬ فضاهای در تعامد برای عمل·ری دیدگاه ٢۶

ͬ کنیم. م معرفͬ خطͬ فضاهای در تعامد برای را عمل·ری دیدگاه ما فصل، این در
اختصاص آنها به که عمل·ری از استفاده با را، متعامد بردارهای مفهوم خاص، طور به

ͬ نماییم. م معرفͬ نرم دار فضاهای در ͬ دهیم، م

مقدمه ٢. ١
مطرح مختلف بخش های در و ͬ باشد م ریاضͬ آنالیز مفاهیم مهم ترین از ی΄ͬ تعامد،
خطͬ، فضاهای در مطرح اصلͬ مباحث از ی΄ͬ تعامد گفت، بتوان شاید ͬ شود. م
به تعامد ،ͽواق در دارد. وجود تعامد از مختلفͬ انواع است. داخلͬ ضرب و نرم دار

است. شده تعریف ریاضͬ فضاهای در مختلفͬ اش΄ال
اگر عمودند y و x بردار دو ͬ گوییم م سادگͬ به داخلͬ، ضرب فضاهای در

⟨x, y⟩ = ٠.
ندارد؛ وجود متعامد بردارهای تعریف برای ساده ای ابزار نرم دار فضاهای در اما،
است. [٣] بیرخوف‐جیمز تعامد آن ها از ی΄ͬ که دارد وجود خوبی نظریه های هرچند
x ͬ گوییم م باشند. X از اعضایی y و x و حقیقͬ نرم دار فضای ΁ی X کنیم فرض

باشیم، داشته a اس΄الر هر برای اگر است، y بر بیرخوف متعامد
∥x∥ ⩽ ∥x+ ay∥.

داخلͬ ضرب فضای در تعامد تعریف بر تعریف این دهیم نشان ͬ توانیم م سادگͬ به
[١٣] است. منطبق

مشتقات طریق از نرم دار فضاهای در را g‐تعامد ،١΁میلیشی ،١٩٩٣ سال در
داریم. g‐تعامد با ارتباط در را g‐زاویه نماد ما حال و نمود معرفͬ گاتوکس٢

ͬ شود م تعریف زیر صورت به g : X ×X → R تابعک .٢. ١. ١ تعریف
g(x, y) =

١
٢ ∥(τ+(x, y) + τ−(x, y))∥ ,

آن در که
τ±(x, y) = lim

t→±٠
∥x+ ty∥ − ∥x∥

t
.

1Milicic
2Gateaux



٢٧ مقدمه
به زیر رابطه ی از که ͬ دهیم م نمایش Ag(x, y) با را y و x بردار دو بین g‐زاویه

ͬ آید م دست
Ag(x, y) = arccos

g(x, y)

∥x∥∥y∥
.

اگر ( x ⊥g y ) است g‐متعامد ،y بر x گوییم علاوه به
g(x, y) = ٠,

یعنͬ
Ag(x, y) =

π

٢ .

خلاصه صورت (به داخلͬ ضرب شبه فضای ΁ی را X نرم دار فضای .٢. ١. ٢ تعریف
x, y ∈ X هر برای هرگاه ͬ نامیم م ٣(q.i.p فضای

∥x+ y∥۴ + ∥x− y∥۴ = ٨ [∥x∥٢g(x, y) + ∥y∥٢g(y, x)
]
.

شبه فضای ΁ی l١ فضای اما است داخلͬ ضرب شبه فضای ΁ی l۴ فضای .٢. ١. ١ مثال
نیست. داخلͬ ضرب

محدب اکیداً و هموار ی΄نواخت طور به X داخلͬ ضرب شبه فضای [١٩] .٢. ١. ١ قضیه
هست. نیز بازتابی۴ باشد، باناخ X اگر همچنین و است

شده اند معرفͬ زیر روابط ،g تابعک از استفاده با ،[١٨] در .٢. ١. ٣ تعریف
x

g

⊥ y ⇔ g(x, y) + g(y, x) = ٠
و

x ⊥
g
y ⇔ ∥x∥٢g(x, y) + ∥y∥٢g(y, x) = ٠.

آنگاه باشد هموار X اگر [١٨] .٢. ١. ٢ قضیه
x ⊥g y ⇔ x ⊥B y.

آنگاه باشد داخلͬ ضرب شبه فضای ΁ی X اگر [١٩] .٢. ١. ١ لم
x ⊥

g
y ⇔ x ⊥J y.

و
x

g

⊥ y ⇔ x ⊥S y.

3Quasi Inner Product
4Reflexive



خطͬ فضاهای در تعامد برای عمل·ری دیدگاه ٢٨
دو بین A(x, y) زاویه ی متداول، تعریف بر بنا ،(X, ⟨., .⟩) داخلͬ ضرب فضای در

ͬ آید م دست به زیر رابطه ی از X در y و x صفر غیر بردار
A(x, y) = arccos

⟨x, y⟩
∥x∥∥y∥

,

ͬ دهد. م نشان را X در داخلͬ ضرب از شده القا نرم ∥x∥ = ⟨x, x⟩١/٢ آن در که
ͬ کند م صدق زیر ͬ های ویژگ در A(x, y) زاویه ی که ͬ بینیم م

و اگر A(x, y) = π باشند؛ جهت ΁ی در y و x اگر تنها و اگر A(x, y) = ٠ توازی: •
باشند. هم مخالف جهت در y و x اگر تنها

.X در y و x هر برای ،A(x, y) = A(y, x) تقارن: •
هم·نͬ: •

A(ax, by) =

A(x, y) ab > ٠;
π − A(x, y) ab < ٠.

.A(xn, yn) → A(x, y) آنگاه نرم)، (در yn → y و xn → x اگر پیوستگͬ: •
زیر ͬ های ویژگ و است منطبق داخلͬ ضرب فضای ΁ی در معمول زاویه بر g‐زاویه

دارد. را
و x اگر ؛ Ag(x, y) = ٠ آنگاه باشند، جهت ΁ی در y و x اگر جزئͬ: توازی ویژگͬ •

.Ag(x, y) = π آنگاه باشند هم مخالف جهت در y

هم·نͬ: ویژگͬ •

Ag(ax, by) =

Ag(x, y) ab > ٠;
π − Ag(x, y) ab < ٠.

.Ag(x, yn) → Ag(x, y) آنگاه نرم)، (در yn → y اگر جزئͬ: پیوستگͬ ویژگͬ •
ͬ باشد. نم بیرخوف تعامد معادل g‐تعامد حال، هر به اما،

y و x بردار دو بین ،Ap(x, y) p‐زاویه، تعریف ارائه ی برای تصویرها ،[٢٣] در
اگر تنها و اگر y بر است بیرخوف عمود x که چنان شده اند، استفاده

Ap(x, y) =
π

٢ .



٢٩ مقدمه
بردار دو آن بین زاویه ی همان نرم دار فضای در بردار دو بین زاویه ی که آنجایی از
فضای که ͬ گیریم م نظر در را حالتͬ ابتدا آنهاست، توسط شده تولید زیرفضای در
مینکوفس΄۵ͬ، صفحه ی برای را زاویه تعریف بهتر، عبارت به باشد؛ بعدی دو موردنظر
در گوناگونͬ دیدگاه های ͬ کنیم. م بیان حقیقͬ، بعدی دو نرم دار خطͬ فضای یعنͬ

ͬ کنیم. م اشاره [٢٣] در شده ارائه تعریف به اینجا در دارد، وجود رابطه این
در ͬ توانید م را مینکوفس΄ͬ صفحه ی هندسͬ ͬ های ویژگ درباره ی بیشتر مطالب

بیابید. [١٧] و [١۶]
نمایش را X نرم ∥.∥ وسیله ی به باشد. مینکوفس΄ͬ صفحه ی X کنید فرض
به را x ∈ X هر ͬ توانیم م حال ͬ گیریم؛ م نظر در X برای را {e١, e٢} پایه ی و ͬ دهیم م
{δe١ , δe٢} علاوه، به .x١, x٢ ∈ R آن در که بنویسیم پایه این تحت x = (x١, x٢) صورت
روی کراندار خطͬ تابع ،i = ١,٢ ،δei آن در که است، X∗ دوگان فضای برای پایه ای

است زیر ضابطه ی با X
δei(ej) =

٠ i ̸= j;

١ i = j.

B(X) با را X به X از کراندار خطͬ عمل·رهای تمام مجموعه ی که ͬ کنیم م یادآوری
ͬ دهیم. م نمایش

x ∈ X هر برای اگر ͬ نامیم م T باناخ مزدوج را T ∗ ∈ B(X∗) عمل·ر T ∈ B(X) برای
.(T ∗f)(x) = f(Tx) باشیم داشته ،f ∈ X∗ هر و

کنیم استفاده زیر نماد از اگر که باشید داشته توجه
f(x) = ⟨x, f⟩,

کنیم بیان زیر صورت به ͬ توانیم م نیز را مزدوج عمل·ر ویژگͬ
⟨x, T ∗f⟩ = ⟨Tx, f⟩;

است. رایج داخلͬ ضرب فضای در که نمادی
تحت X در خطͬ مستقل بردار دو y = [y١, y٢]T و x = [x١, x٢]T ͬ کنیم م فرض

ͬ دهیم م قرار باشند. {e١, e٢} پایه ی

Dxy =

x١ y١
x٢ y٢

 (٢. ١)
5Minkowski Plane



خطͬ فضاهای در تعامد برای عمل·ری دیدگاه ٣٠
ͬ اند خط مستقل y و x که آنجایی از ͬ کنیم م توجه

|Dxy| = x١y٢ − x٢y١ ̸= ٠.
تنها Pxy پس ͬ کنیم. م تعریف {λx;λ ∈ R} زیرفضای به X از y موازی تصویر را Pxy

دارد زیر صورت به نمایشͬ {e١, e٢} پایه ی تحت و داشته بستگͬ y و x به

Pxy = Dxy .

١ ٠
٠ ٠

 . Dxy
−١ = ١

|Dxy|

x١y٢ −x١y١
x٢y٢ −x٢y١

 . (٢. ٢)

،X در y و x خطͬ مستقل بردار دو هر برای وضوح به
١ ≤ ∥Pxy∥ < +∞.

ͬ کنیم م تعریف زیر صورت به را p(x, y) علاوه، به

p(x, y) =

 ٠ باشند؛ خطͬ وابسته y و x

∥Pxy∥−١ باشند. خطͬ مستقل y و x

(٢. ٣)

ͬ شود م تعریف زیر صورت به y و x بین p‐زاویه ،x, y ∈ X هر برای
Ap(x, y) = arcsin(p(x, y)). (۴ .٢)

ͬ کند. م صدق زیر ͬ های ویژگ در p‐زاویه [٢٣] .٢. ١. ٣ قضیه
باشند؛ خطͬ وابسته ی y و x اگر تنها و اگر Ap(x, y) = ٠ توازی: ویژگͬ (i)

,a؛ b ∈ R \ {٠} و x, y ∈ X هر برای Ap(ax, by) = Ap(x, y) هم·نͬ: ویژگͬ (ii)
آنگاه نرم)، (در yn −→ y و xn −→ x اگر پیوستگͬ: ویژگͬ (iii)

Ap(xn, yn) −→ Ap(x, y).

ͬ گردد. م ثابت Pxy عمل·ر تعریف و خطͬ استقلال تعریف به توجه با سادگͬ به زیر لم
در باشند. X بعدی دو فضای در خطͬ مستقل بردار دو y و x کنیم فرض .٢. ١. ٢ لم

که قسمͬ به دارند وجود a, b ∈ R ،z ∈ X هر برای صورت این
z = ax+ by.

و ی΄تاست تجزیه این علاوه به
Pxy(z) = ax.



٣١ مقدمه
a, b ∈ R هر برای آنگاه باشد بیرخوف متعامد y بر x کنیم فرض .٢. ١. ٣ لم

∥ax+ by∥ ⩾ ∥ax∥.

y بر x که آن جا از .a ̸= ٠ ͬ کنیم م فرض حال است؛ ͹واض نتیجه این a = ٠ برای
داریم است بیرخوف متعامد

∥ax+ by∥ = |a|
∥∥∥∥x+

b

a
y

∥∥∥∥ ⩾ |a|∥x∥ = ∥ax∥.

معادل بیرخوف تعامد با بخش این در شده تعریف تعامد که کنیم توجه است جالب
͹واض باشد. بیرخوف متعامد y بر x ͬ کنیم م فرض ابتدا مطلب این بررسͬ برای است.
ͬ توانیم م z ∈ X هر برای ،٢. ١. ٢ لم طبق هستند. خطͬ مستقل y و x که است

بنویسیم
z = ax+ by, a, b ∈ R.

،٢. ١. ٣ لم طبق
∥Pxy(z)∥ = ∥ax∥ ⩽ ∥ax+ by∥ = ∥z∥.

علاوه، به
∥Pxy∥ ⩾ ١.

بنابراین
∥Pxy∥ = ١.

داریم t ∈ R هر برای .∥Pxy∥ = ١ ͬ کنیم م فرض حال
∥x∥ = ∥Pxy(x+ ty)∥ ⩽ ∥Pxy∥∥x+ ty∥ = ∥x+ ty∥.

ͬ بینیم. م زیر قضیه در را مطلب این خلاصه ی است. y بر بیرخوف عمود x بنابراین
صفحه ی در بردار دو y = [y١, y٢]T و x = [x١, x٢]T کنیم فرض [٢٣] .۴ .٢. ١ قضیه
است بیرخوف متعامد y بر x صورت این در باشند. {e١, e٢} پایه ی با X مینکوفس΄ͬ

اگر تنها و اگر
Ap(x, y) =

π

٢ ,

یعنͬ
∥Pxy∥ = ١.



خطͬ فضاهای در تعامد برای عمل·ری دیدگاه ٣٢
صفحه ی در خطͬ مستقل بردار دو y = [y١, y٢]T و x = [x١, x٢]T کنیم فرض .۴ .٢. ١ لم
و x′ = [y٢,−y١]T کنیم فرض همچنین باشند. {e١, e٢} پایه ی با X مینکوفس΄ͬ
صورت این در باشند. {δe١ , δe٢

} پایه ی با X∗ دوگان فضای در بردار دو y′ = [−x٢, x١]T

یعنͬ، است. Pxy باناخͬ مزدوج عمل·ر Px′y′

Px′y′ = P ∗
xy.

در خطͬ مستقل بردار دو y = [y١, y٢]T و x = [x١, x٢]T کنیم [٢٣]فرض .۵ .٢. ١ قضیه
x′ = [y٢,−y١]T کنیم فرض همچنین باشند. {e١, e٢} پایه ی با X مینکوفس΄ͬ صفحه ی
صورت این در باشند. {δe١ , δe٢

پایه ی{ با X∗ دوگان فضای در بردار دو y′ = [−x٢, x١]T و
Ap(x, y) = Ap(x

′, y′).

و x = [x١, x٢]T بردار دو هر برای .١ ⩽ r ⩽ ∞ کنیم [٢٣]فرض .۶ .٢. ١ قضیه
با است برابر y و x بین p‐زاویه ی ،lr٢ در y = [y١, y٢]T

Ap(x, y) = arcsin

(
|x١y٢ − x٢y١|
∥x∥r∥y∥ r

r−١

)
.

داریم هولدر نامساوی به توجه با .٢. ١. ١ ملاحظه
∥xy∥١ ⩽ ∥x∥r∥y∥q

|x|r اگر تنها و اگر است برقرار تساوی همچنین هستند؛ ی΄دی·ر مزدوج q و r آن در که
ͬ شود م تعریف زیر صورت به |x|r این جا در که باشد، |y|q از مضربی

|x|r = (|x١|r, . . . , |xn|r) .

اگر تنها و اگر است p‐متعامد ،y بر x بردار بعدی دو حالت در نتیجه در
|x١|r = α|y٢|q , |x٢|r = α|y١|q.

این در باشند. l∞٢ در بردار دو y = [y١, y٢]T و x = [x١, x٢]T کنیم فرض .٢. ١. ١ نتیجه
اگر تنها و اگر x ⊥B y صورت

∥x∥r∥y∥ r
r−١ = |x١y٢ − x٢y١|.

دی·ری روش از [١٢] در جیمز که نتیجه ای بر l∞٢ در بیرخوف تعامد از توصیف این
است. منطبق رسیده آن به



٣٣ n‐بعدی فضاهای در p‐تعامد و p‐زاویه مفهوم گسترش

فضاهای در p‐تعامد و p‐زاویه مفهوم گسترش ٢. ٢
n‐بعدی

کنیم فرض همچنین باشد؛ n‐بعدی خطͬ فضای ΁ی X کنیم فرض
xk = (xk١, . . . , xkn) , k = ١, . . . , n

ͬ دهیم م قرار باشند. X در خطͬ مستقل بردار n

Dx١,...,xn =


x١١ . . . xn١... ... ...
x١n . . . xnn

 . (۵ .٢)

داریم ͬ اند، خط مستقل x١, . . . , xn که آنجا از
|Dx١,...,xn| ̸= ٠.

باشند؛ خطͬ مستقل بردار دو x = (x١, . . . , xn), y = (y١, . . . , yn) کنیم فرض علاوه، به
مانند بردار n− ٢ کردن اضافه با را y و x

zk = (zk١, . . . , zkn) , k = ١, . . . , n− ٢.
ͬ دهیم. م گسترش X برای پایه ای به

توسط شده تولید زیرفضای به X از y موازی تصویر را Px,z١,...,zn−٢,y
ویژه ی بردارهای x, z١, . . . , zn−٢, y که آنجا از ͬ کنیم. م تعریف {x, z١, . . . , zn−٢}

مشابه Px,z١,...,zn−٢,y ͬ شود م نتیجه هستند Px,z١,...,zn−٢,y
١ . . . ٠ ٠... ... ... ...
٠ . . . ١ ٠
٠ . . . ٠ ٠


دارد زیر صورت به نمایشͬ Px,z١,...,zn−٢,y ͽواق در ͬ باشد؛ م

Px,z١,...,zn−٢,y = Dx,z١,...,zn−٢,y .


١ . . . ٠ ٠
... ... ... ...
٠ . . . ١ ٠
٠ . . . ٠ ٠

 . D−١
x,z١,...,zn−٢,y. (۶ .٢)
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X در y و x خطͬ مستقل بردار دو هر برای که دید ͬ توان م سادگͬ به

١ ≤ ∥Px,z١,...,zn−٢,y∥ < +∞.

است. کراندار عمل·ر ΁ی Px,z١,...,zn−٢,y بنابراین،
ͬ دهیم م قرار حال

pz١,...,zn−٢(x, y) = ∥Px,z١,...,zn−٢,y∥
−١ (٢. ٧)

ͬ کنیم م تعریف زیر صورت به را p(x, y) علاوه به و

p(x, y) = sup
{
pz١,...,zn−٢(x, y) : z١, . . . , zn−٢ ∈ X

}
. (٢. ٨)

داریم ،Px,z١,...,zn−٢,y هم·نͬ ویژگͬ به توجه با و خطͬ عمل·ر مشابه .٢. ٢. ١ لم
p(x, y) = sup

{
∥Px,z١,...,zn−٢,y∥

−١ : z١, . . . , zn−٢ ∈ X, ∥z١∥ = ١, . . . , ∥zn−٢∥ = ١} .

داریم است، هم·ن عناصرش همه ی به نسبت Px,z١,...,zn−٢,y که آنجا از برهان.

Px,z١,...,zn−٢,y = P
x,

z١
∥z١∥ ,...,

zn−٢
∥zn−٢∥ ,y

.

جای·زینͬ با مجدد حال، هستند؛ X واحد گوی در z١
∥z١∥ , . . . ,

zn−٢
∥zn−٢∥ که ͬ کنیم م توجه

ͬ گیریم م نتیجه z١, . . . , zn−٢ با z١
∥z١∥ , . . . ,

zn−٢
∥zn−٢∥

p(x, y) = sup
{
∥Px,z١,...,zn−٢,y∥

−١ : z١, . . . , zn−٢ ∈ X
}

= sup

{
∥P

x,
z١

∥z١∥ ,...,
zn−٢

∥zn−٢∥ ,y
∥−١ : z١, . . . , zn−٢ ∈ X

}
= sup

{
∥Px,z١,...,zn−٢,y∥

−١ : z١, . . . , zn−٢ ∈ X , ∥z١∥ = ١, . . . , ∥zn−٢∥ = ١} .



٣۵ n‐بعدی فضاهای در p‐تعامد و p‐زاویه مفهوم گسترش
آنگاه باشد؛ متناهͬ بعد با فضایی X کنیم فرض .٢. ٢. ٢ لم

p(x, y) = max
{
∥Px,z١,...,zn−٢,y∥

−١ : z١, . . . , zn−٢ ∈ X, ∥z١∥ = ١, . . . , ∥zn−٢∥ = ١} .

فشرده مجموعه های روی پیوسته توابع اساسͬ ویژگͬ این از لم این اثبات برای برهان.
خود اکسترمم مقادیر فشرده مجموعه های روی پیوسته تابع هر که ͬ کنیم م استفاده

ͬ گیریم م نظر در را زیر تابع ͬ کند؛ م اختیار را

f : B١(X)× . . .×B١(X) −→ R⩾٠

f(z١, . . . , zn−٢) = ∥Px,z١,...,zn−٢,y∥
−١

ͬ دهد؛ م نشان را X واحد گوی B١(X) آن در که
است، متناهͬ بعد دارای X که آنجا از علاوه، به است. پیوسته f که است ͹واض
روی را خود ماکسیمم f تابع بنابراین، است. فشرده B١(X)×· · ·×B١(X) مجموعه ی

ͬ کند. م اختیار مجموعه این

صورت به را y و x بین p‐زاویه ،X در خطͬ مستقل y و x هر برای .٢. ٢. ١ تعریف
ͬ کنیم م تعریف زیر

Ap(x, y) = arcsin(p(x, y)). (٢. ٩)

ندارد. بستگͬ z١, . . . , zn−٢ شده ی انتخاب بردارهای به p‐زاویه که ͬ کنیم م توجه
هرگاه هستند p‐متعامد ،y و x گوییم علاوه، به

Ap(x, y) =
π

٢ .

باشند موجود چنان z١, . . . , zn−٢ بردارهای اگر p‐متعامدند ،y و x معادل، طور به
که

∥Px,z١,...,zn−٢,y∥ = ١.
ͬ کنیم. م بیان مثال ΁ی با را p‐زاویه مفهوم بهتر، درک برای ادامه، در
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با ،R٣ در y = (٠, ١, ٠) و x = (١, ٠, ٠) بین زاویه ی محاسبه ی برای .٢. ٢. ١ مثال

ͬ گیریم م نظر در را زیر ماتریس y و x به نسبت خطͬ مستقل z١ = (a, b, c) افزودن

P =


١ a ٠
٠ b ١
٠ c ٠




١ ٠ ٠
٠ ١ ٠
٠ ٠ ٠




١ a ٠
٠ b ١
٠ c ٠


−١

داریم پس

P =


١ ٠ ٠
٠ ٠ b/c

٠ ٠ ١


ͬ آید م در زیر صورت به P TP ماتریس مشخصه ی معادله ی و

det(xI − P TP ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x− ١ ٠ ٠

٠ x ٠
٠ ٠ x− [( b

c
)
٢
+ ١]

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = (x− ١)
[
x

(
x−

((
b

c

)٢
+ ١
))]

.

بنا نتیجه در و است
(
b

c

)٢
+ ١ با برابر ρ(P TP ) یا P TP ویژه مقدار بیشترین بنابراین

داریم ٣ .۶ .١ قضیه بر
∥P∥ =

√(
b

c

)٢
+ ١

داریم p(x, y) تعریف به توجه با ادامه در

p(x, y) = inf
b,c∈R

√(
b

c

)٢
+ ١,

.Ap(x, y) =
π٢ پس

.Ap(x, y) =
π٢ آنگاه y = (٠, ٠, ١) و x = (١, ٠, ٠) اگر مشابه، طور به

p‐زاویه ͬ های ویژگ ٢. ٣
است. شده آورده زیر قضیه ی در p‐زاویه ͬ های ویژگ از بعضͬ

ͬ باشد م زیر ͬ های ویژگ دارای p‐زاویه .٢. ٣. ١ قضیه
R؛ در ناصفر b و a هر و X در y و x هر برای Ap(ax, by) = Ap(x, y) هم·نͬ: .١



٣٧ p‐زاویه ͬ های ویژگ
.Ap(xn, yn) → Ap(x, y) آنگاه نرم)، (در yn → y و xn → x اگر پیوستگͬ: .٢

حقیقت، در ͬ شود. م نتیجه تعریف از سادگͬ به Ap هم·نͬ .١ برهان.

Pax,z١,...,zn−٢,by = Px,z١,...,zn−٢,y

بنابراین .b و a اس΄الر هر برای

∥Pax,z١,...,zn−٢,by∥ = ∥Px,z١,...,zn−٢,y∥

.Ap(ax, by) = Ap(x, y) نتیجه در و
Px,z١,...,zn−٢,y ماتریس درایه های که ͬ کنیم م توجه ابتدا ،Ap پیوستگͬ اثبات برای .٢

صورت به
١

|Dx,z١,...,zn−٢,y|
f(x, z١, . . . , zn−٢, y)

است؛ x, z١, . . . , zn−٢, y برحسب چندجمله ای f آن در که هستند،
آن گاه m −→ ∞ وقتͬ یعنͬ است؛ پیوسته y و x حسب بر Px,z١,...,zn−٢,y بنابراین،

. ∥Pxm,z١,...,zn−٢,ym − Px,z١,...,zn−٢,y∥ −→ ٠
دی·ر، طرف از

∥Pxm,z′١,...,z′n−٢,ym∥ ≤ ∥Pxm,z′١,...,z′n−٢,ym − Px,z١,...,zn−٢,y∥+ ∥Px,z١,...,zn−٢,y∥.

ͬ گیریم م نتیجه z′١, . . . , z′n−٢ روی اینفیموم گرفتن با بنابراین،

inf
z′١,...,z′n−٢

∥Pxm,z′١,...,z′n−٢,ym∥ ≤ inf
z′١,...,z′n−٢

∥Pxm,z′١,...,z′n−٢,ym − Px,z١,...,zn−٢,y∥

+ ∥Px,z١,...,zn−٢,y∥,

ͬ گیریم م نتیجه z١, . . . , zn−٢ روی اینفیموم گرفتن با مجددا

inf
z′١,...,z′n−٢

∥Pxm,z′١,...,z′n−٢,ym∥ ≤ inf
z١,...,zn−٢,z′١,...,z′n−٢

∥Pxm,z′١,...,z′n−٢,ym − Px,z١,...,zn−٢,y∥

+ inf
z١,...,zn−٢

∥Px,z١,...,zn−٢,y∥,



خطͬ فضاهای در تعامد برای عمل·ری دیدگاه ٣٨
بنابراین،

inf
z′١,...,z′n−٢

∥Pxm,z′١,...,z′n−٢,ym∥ − inf
z١,...,zn−٢

∥Px,z١,...,zn−٢,y∥

≤ inf
z١,...,zn−٢,z′١,...,z′n−٢

∥Pxm,z′١,...,z′n−٢,ym − Px,z١,...,zn−٢,y∥.

دی·ر، سوی از
inf

z١,...,zn−٢,z′١,...,z′n−٢
∥Pxm,z′١,...,z′n−٢,ym − Px,z١,...,zn−٢,y∥

≤ inf
z١,...,zn−٢

∥Pxm,z١,...,zn−٢,ym − Px,z١,...,zn−٢,y∥.

تابع ͬ دهند م نتیجه که

f(x, y) = inf
z١,...,zn−٢

∥Px,z١,...,zn−٢,y∥

تابع یعنͬ آن، وارون بنابراین، است. پیوسته

p(x, y) = (f(x, y))−١ = sup
z١,...,zn−٢

∥Px,z١,...,zn−٢,y∥
−١.

تابع ͬ شود م نتیجه نهایت در و است پیوسته نیز

Ap(x, y) = arcsin(p(x, y))

است. پیوسته
متقارن کلͬ حالت در p‐تعامد و p‐زاویه مفاهیم که ͬ کنیم م توجه .٢. ٣. ١ ملاحظه
این زیر محاسبات ͬ باشد. نم Ap(y, x) با برابر لزوماً Ap(x, y) بهتر عبارت به نیستند؛

ͬ کند. م روشن تر را مطلب
صورت به lr٢ در بردار دو بین p‐زاویه ی ،۶ .٢. ١ قضیه ی طبق که ͬ کنیم م یادآوری

ͬ آید م در زیر
Ap(x, y) = arcsin

(
|x١y٢ − x٢y١|
∥x∥r∥y∥ r

r−١

)
.

ͬ گیریم م نظر در l٣٢ در را زیر بردارهای اکنون
x = (٢,٢) , y = (−٩,۴).



٣٩ داخلͬ ضرب فضای در p‐تعامد بررسͬ
نتیجه در

∥x∥٣ =
٣√٣۵ , ∥y∥ ٣٢ =

٣
√

٣۵٢
.

و
∥y∥٣ =

٧٩٣√٣ , ∥x∥ ٣٢ =
٣
√(√٢٣

+
√٢(٣٣

.

بنابراین
Ap(x, y) = arcsin

 ٣۵
٣√٣۵ ٣

√
٣۵٢

 = arcsin ١ =
π

٢ ,

اما

Ap(y, x) = arcsin

 ٣۵
٧٩٣√٣ ٣

√(√٢٣
+
√٢(٣٣

 .

.Ap(x, y) ̸= Ap(y, x) این جا در ͬ بینیم م که همان گونه
به y و x گسترش با باشند. X در خطͬ مستقل بردار دو y و x کنید فرض .٢. ٣. ١ لم

صورت به X در z هر ،{x, z١, . . . , zn−٢, y} مانند پایه ای
z = ax+ c١z١ + · · ·+ cn−٢zn−٢ + by

علاوه به ͬ شود؛ م نوشته

Px,z١,...,zn−٢,y(z) = ax+ c١z١ + · · ·+ cn−٢zn−٢.

ͬ شود. م دیده سادگͬ به Px,z١,...,zn−٢,y و خطͬ استقلال تعریف به توجه با برهان.

داخلͬ ضرب فضای در p‐تعامد بررسͬ ۴ .٢
در که ͬ بینیم م و ͬ پردازیم م داخلͬ ضرب فضای در p‐تعامد بررسͬ به بخش این در
،ͽواق در است. منطبق فضا این در رایج تعامد بر p‐تعامد مفهوم داخلͬ ضرب فضای

داریم. را زیر قضیه ی
آن در رایج تعامد مفهوم بر p‐تعامد مفهوم داخلͬ، ضرب فضای در .١ .۴ .٢ قضیه

است. منطبق
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بر y و x ͬ کنیم م فرض ابتدا باشد. داخلͬ ضرب فضای ΁ی X کنید فرض برهان.
. ∥Px,z١,...,zn−٢,y∥ = ١ مناسبی z١, . . . , zn−٢ برای دهیم نشان باید باشند؛ عمود هم
،{x, z١, . . . , zn−٢, y} مانند X برای متعامدی پایه ی به y و x گسترش با منظور، بدین
تصویر P = Px,z١,...,zn−٢,y که ∥P∥ = ١ ͬ دهیم م نشان اشمیت۶، گرام فرایند ΁کم با

است. {x, z١, . . . , zn−٢} توسط شده تولید زیرفضای به شده داده اختصاص متعامد
که آنجایی از

y ∈ [span{x, z١, . . . , zn−٢}]⊥

داریم ،z ∈ X هر برای و
Pz ∈ span{x, z١, . . . , zn−٢}

ͬ گیریم م نتیجه
y ⊥ Pz

داریم و
∥z∥٢ = ∥z − Pz + Pz∥٢ = ∥z − Pz∥٢ + ∥Pz∥٢ ≥ ∥Pz∥٢

بنابراین
∥P∥ ≤ ١,

داریم ،z = x گرفتن نظر در با حال
Px = x

بنابراین
∥Px∥ = ∥x∥

نتیجه در و
∥P∥ = ١.

z١, . . . , zn−٢ هر برای دهیم نشان باید نباشند؛ عمود y و x ͬ کنیم م فرض حال
X در z١, . . . , zn−٢ ͬ کنیم م فرض منظور این برای .∥Px,z١,...,zn−٢,y∥ > ١ دلخواه،
موازی تصویر P = Px,z١,...,zn−٢,y که ∥P∥ > ١ ͬ دهیم م نشان هستند. دلخواه

است. {x, z١, . . . , zn−٢} توسط شده تولید زیرفضای به شده داده اختصاص
6Gram-Schmidt process



۴١ داخلͬ ضرب فضای در p‐تعامد بررسͬ
که آنجایی از

{y}⊥ ̸= span{x, z١, . . . , zn−٢}

برای ͬ باشد. نم span{x, z١, . . . , zn−٢} به متعلق که دارد وجود {y}⊥ در z ناصفر بردار
داریم z بردار این

Pz − z ⊥ z.

که ͬ گیریم م نتیجه پس
∥Pz∥٢ = ∥Pz − z + z∥٢ = ∥Pz − z∥٢ + ∥z∥٢ > ∥z∥٢.

بنابراین
∥P∥ > ١,

بودیم. کرده ادعا که همانطور





٣ فصل
از متعامد مجموعه های پیوستگͬ

عمل·ری تعامد دیدگاه



عمل·ری تعامد دیدگاه از متعامد مجموعه های پیوستگͬ ۴۴

عمل·ری متعامد مجموعه های پیوستگͬ ͬ های ویژگ از تعدادی بررسͬ به فصل این در
مقدار مجموعه تابع ͬ دهیم م نشان ،ͽواق در ͬ پردازیم. م خطͬ فضاهای در

F (x; y) = {µ : µ ∈ C, p(x− µy, y) = ١}
است. پایینͬ و بالایی پیوسته ی نیم

مقدمه ٣. ١
جبر B(X) و باشد آن دوگان (X∗, ∥.∥) و مختلط باناخ فضای ΁ی (X, ∥.∥) ͬ کنیم م فرض
صورت به را شده نرمال حالت های مجموعه ی باشد. X روی کراندار عمل·رهای همه ی
را همانͬ عمل·ر I آن در که ͬ کنیم؛ م تعریف Ω = {ω ∈ B(X)∗ : ω(I) = ∥ω∥ = ١}

ͬ دهد. م نشان
حوزه ی عنوان به همچنین (که A (جبری) عددی برد ،A ∈ B(X) عمل·ر هر برای

ͬ کنیم، م تعریف زیر صورت به را ͬ شود) م شناخته A مقادیر
F (A) = {ω(A) : ω ∈ Ω} .

طیفͬ نرم ∥.∥٢ که ،(X, ∥.∥) = (Cn, ∥.∥٢) گرفتن نظر در با متناهͬ، بعد حالت در
ͬ شود، م نوشته زیر صورت به A ∈ Cn×n مانند مربعͬ ماتریس ΁ی عددی برد است،

F (A) = {x∗Ax ∈ C : x ∈ Cn, x∗x = ١} .
[١٠] و [۴] ͽمراج ماتریس ها، و عمل·رها عددی برد به ͽراج بیشتر اطلاعات برای

ͬ شوند. م توصیه
΁متری فضای ΁ی از Ω٢ و Ω١ فشرده ی زیرمجموعه ی دو برای که ͬ کنیم م یادآوری

ͬ شود، م تعریف زیر صورت به Ω٢ و Ω١ بین هاسدورف فاصله ی ،(X, ρ) مانند
dH(Ω١,Ω٢) = max

{
max
x١∈Ω١

min
x٢∈Ω٢

ρ(x١, x٢), max
x٢∈Ω٢

min
x١∈Ω١

ρ(x١, x٢)
}
.

ͬ کنیم، م تعریف زیر صورت به را B(x٠, δ) بسته ی گوی ،δ > ٠ هر و x٠ ∈ X هر برای
B(x٠, δ) = {x ∈ X : ρ(x٠, x) ≤ δ} .

΁متری فضای ΁ی (Y, ρY ) و ΁متری فضای ΁ی (X, ρX) کنیم فرض [٢] .٣. ١. ١ تعریف
x٠ ∈ X ͬ کنیم م فرض و گرفته نظر در را F : X → Y مقداری چند نگاشت باشد. کامل

باشد.



۴۵ مقدمه
از N(F (x٠)) ⊂ Y همسای·ͬ هر برای اگر است بالایی پیوسته ی نیم x٠ در F (i)

که قسمͬ به باشد داشته وجود x٠ از N(x٠) ⊂ X همسای·ͬ ،F (x٠)

F (x) ⊂ N(F (x٠)), ∀x ∈ N(x٠).

همسای·ͬ هر و y٠ ∈ F (x٠) هر برای اگر است پایینͬ پیوسته ی نیم x٠ در F (ii)
که قسمͬ به باشد داشته وجود x٠ از N(x٠) ⊂ X همسای·ͬ ،y٠ از N(y٠) ⊂ Y

F (x) ∩N(y٠) ̸= ∅, ∀x ∈ N(x٠).

باشد. پایینͬ و بالایی پیوسته ی نیم هرگاه است، پیوسته  نیم x٠ در F (iii)
ͬ بینیم. م را بالایی پیوسته ی نیم تابع ΁ی از نمونه ای زیر مثال در

ͬ دهیم م قرار α ∈ C هر برای نرم دار باشد، فضای ΁ی X کنیم فرض .٣. ١. ١ مثال
f(α) = {x : x ∈ X, ∥x∥ ≤ |α|} .

است. بالایی پیوسته ی نیم f تابع
f(α) آنگاه |α| ≤ |β| اگر که، معنا این به است؛ صعودی تابع این که ͬ کنیم م توجه

ͬ باشد. م f(β) در مشمول
صورت به دی·ر نقاط بررسͬ ͬ کنیم. م بررسͬ α٠ = ١ در را بالایی پیوستگͬ نیم ما

ͬ باشد. م مشابه
΁ی f(١) که آنجایی از باشد. f(١) شامل بازی مجموعه ی N(f(١)) ͬ کنیم م فرض

که قسمͬ به دارد وجود β مانند اس΄الری است، بسته مجموعه ی
f(١) ⊆ f(β) = {x : x ∈ X, ∥x∥ ≤ |β|} ⊆ N(f(١)).

ͬ گیریم م نظر در را زیر باز مجموعه ی حال .١ < |β| وضوح به
N(١) = {α : α ∈ C, |α| < |β|} ,

بنابراین است. f(β) در مشمول f(α) ،N(١) در α هر برای است صعودی f که آنجایی از
.f(α) ⊆ N(f(١))

عددی برد .A ∈ B(H) و باشد هیلبرت فضای ΁ی H کنیم فرض .٣. ١. ٢ تعریف
ͬ شود م تعریف زیر صورت به A عمل·ر

F (A) = {⟨Ax, x⟩ : x ∈ H, ∥x∥ = ١} .
و فشرده زیرمجموعه ی ΁ی خطͬ کراندار عمل·ر ΁ی عددی برد که ͬ شود م ثابت

است. مختلط اعداد صفحه ی از محدب



عمل·ری تعامد دیدگاه از متعامد مجموعه های پیوستگͬ ۴۶
داد نمایش ͬ توان م هم زیر صورت های به را A عمل·ر عددی برد [۴] .٣. ١. ١ لم

F (A) = {µ ∈ C : ∥A− λI∥ ⩾ |µ− λ|,∀λ ∈ C}

=
∩
λ∈C

{µ ∈ C : ∥A− λI∥ ⩾ |µ− λ|} ,

است. همانͬ عمل·ر I و دارد عمل·ری نرم به اشاره ∥.∥ آن در که
ͬ دهیم م قرار A ∈ B(H) عمل·ر برای .٣. ١. ٣ تعریف

D (λ, ∥A− λI∥) = {µ ∈ C : |µ− λ| ⩽ ∥A− λI∥} .

ͬ شود م داده نشان نیز زیر صورت به A عمل·ر عددی برد .٣. ١. ١ نتیجه
F (A) =

∩
λ∈C

D(λ, ∥A− λI∥).

ارائه عددی برد از جامͽ تری تعریف [۵] ͽمرج در بالا اشتراکͬ نمایش به استناد با
داده اند. تعمیم عمل·رها از زوج ΁ی برای را عددی برد مفهوم حقیقت، در است؛ شده
A عمل·ر عددی برد حالت این در .B ̸= ٠ و A,B ∈ B(H) کنیم فرض .۴ .٣. ١ تعریف

ͬ کنیم م تعریف زیر صورت به را B عمل·ر به نسبت
F∥.∥(A;B) = {µ ∈ C : ∥A− λB∥ ⩾ |µ− λ|, ∀λ ∈ C}

=
∩
λ∈C

D(λ, ∥A− λB∥).

و اگر است ناتهͬ همچنین، است؛ محدب و فشرده نیز مجموعه این ͬ شود م ثابت
ببینید. را [۵] بیشتر جزئیات برای .∥B∥ ⩾ ١ اگر تنها

ͬ گوییم م .x, y ∈ X و باشد مختلط نرم دار فضای ΁ی X اگر که ͬ کنیم م یادآوری
باشیم داشته λ ∈ C هر برای هرگاه y بر است بیرخوف‐جیمز عمود x

∥x+ λy∥ ⩾ ∥x∥,

.x ⊥BJ y ͬ نویسیم م حالت این در
بر است بیرخوف‐جیمز ϵ‐عمود ،x ͬ گوییم م ،ϵ ∈ [٠, ١) کنیم فرض .۵ .٣. ١ تعریف

باشیم داشته λ ∈ C هر برای هرگاه y

∥x+ λy∥ ⩾
√١ − ϵ٢∥x∥,

بیرخوف‐ تعامد تعریف ϵ = ٠ برای که است روشن .x ⊥ϵ
BJ y ͬ نویسیم م حالت این در

ͬ آید. م بدست جیمز
است. هم·ن ͬ ها ویژگ این که داد نشان ͬ توان م



۴٧ مقدمه
این در .x, y ∈ X و باشد داخلͬ ضرب فضای ΁ی (X, ⟨., .⟩) کنیم فرض .۶ .٣. ١ تعریف

هرگاه هستند ϵ‐عمود ،y و x ͬ گوییم م حالت
|⟨x, y⟩| ⩽ ϵ∥x∥∥y∥,

.x ⊥ϵ y ͬ نویسیم م حالت این در
و ∥B∥ ⩾ ١ و باشد کراندار خطͬ عمل·ر ΁ی B کنیم فرض [۶] .٣. ١. ٢ لم

داریم A کراندار خطͬ عمل·ر هر برای صورت این در .ϵB =

√
∥B∥١−٢
∥B∥

F∥.∥(A;B) = {µ ∈ C : B ⊥ϵB
BJ (A− µB)} .

ͬ شود. م نتیجه شده عنوان مطالب از طبیعͬ صورت به زیر تعریف
باشد. ناصفر B و باشند کراندار خطͬ عمل·ر دو B و A کنیم فرض .٣. ١. ٧ تعریف
بیرخوف‐جیمز ϵ‐متعامد مجموعه ی حالت این در .ϵ ∈ [٠, ١) کنیم فرض همچنین

ͬ شود م تعریف زیر صورت به B به نسبت A
F ϵ
∥.∥(A;B) = {µ ∈ C : B ⊥ϵ

BJ (A− µB)}

=
{
µ ∈ C : ∥A− λB∥ ⩾

√١ − ϵ٢∥B∥|µ− λ|,∀λ ∈ C
}

=
∩
λ∈C

D

(
λ,

∥A− λB∥√١ − ϵ٢∥B∥

)
.

است. محدب و فشرده ناتهͬ، بالا مجموعه ی
داریم همواره .٣. ١. ٢ نتیجه

F ϵ
∥.∥(A;B) ⊆ D

(
٠, ∥A∥√١ − ϵ٢∥B∥

)
.

به نسبت را F ϵ
∥.∥(A;B) بیرخوف‐جیمز ϵ‐متعامد مجموعه ی پیوستگͬ ادامه، در

ͬ آوریم. م رابطه این در لم دو ابتدا ͬ کنیم. م بیان خاص شرایط تحت A ماتریس
مضرب A ماتریس اگر .٠ ⩽ ϵ١ < ϵ٢ < ١ و A,B ∈ Cn×m کنیم فرض [۶] .٣. ١. ٣ لم
قرار ،Int [F ϵ٢

∥.∥(A;B)
] ،F ϵ٢

∥.∥(A;B) درون در F
ϵ١
∥.∥(A;B) آنگاه نباشد، B از اس΄الری

ͬ گیرد. م
مضرب A کنیم فرض همچنین .ϵ ∈ [٠, ١) و A,B ∈ Cn×m کنیم فرض [١۵] .۴ .٣. ١ لم
به دارد وجود λ١, λ٢, . . . , λk ∈ C ،δ > ٠ هر برای صورت این در نباشد. B از اس΄الری

که قسمͬ
dH

(
k∩

i=١
D

(
λi,

∥A− λiB∥√١ − ϵ٢∥B∥

)
, F ϵ

∥.∥(A;B)

)
⩽ δ.



عمل·ری تعامد دیدگاه از متعامد مجموعه های پیوستگͬ ۴٨
A٠ کنیم فرض همچنین .ϵ ∈ [٠, ١) و A٠, B ∈ Cn×m کنیم فرض [٧] .٣. ١. ١ قضیه
نیم A٠ در A 7−→ F ϵ

∥.∥(A;B) نگاشت صورت این در نباشد. B از اس΄الری مضرب
است. پیوسته

هنوز نه، یا است پیوسته B 7−→ F ϵ
∥.∥(A;B) تابع آیا که مطلب این .٣. ١. ١ ملاحظه

نیست. روشن
آن از نمونه ΁ی که است، شده اثبات هم پیوستگͬ این خاص حالت های در البته

ͬ کنیم. م مشاهده زیر در را
کراندار خطͬ عمل·ر دو B و A و باشد داخلͬ ضرب فضای ΁ی X کنیم فرض .۵ .٣. ١ لم
∥.∥ آن در که است پیوسته B 7−→ F ϵ

∥.∥(A;B) نگاشت صورت این در .B ̸= ٠ که باشند
دارد. داخلͬ ضرب از شده القا نرم به اشاره

عمل·ری تعامد برای متعامد مجموعه ی تعریف ٣. ٢
این فصل این در کردیم؛ تعریف را عمل·ری تعامد خطͬ، فضای ΁ی برای قبل فصل در

ͬ دهیم. م نشان ⊥p نماد با را تعامد از نوع
را زیر مجموعه ی [۴] مشابه باشند. X در خطͬ مستقل بردار دو y و x کنید فرض

ͬ گیریم م نظر در C در y به نسبت x متعامد مجموعه ی عنوان به
F (x; y) = {µ : µ ∈ C, (x− µy) ⊥p y} ,

معادل، طور به یا
F (x; y) =

{
µ : µ ∈ C, ∃z١, . . . , zn−٢ ∈ X, ∥Px−µy,z١,...,zn−٢,y∥ = ١} .

کنیم وارد را α مانند دی·ری تعامد پارامتر بیشتر، فواید برای ͬ توانیم م علاوه به
F (x; y;α) = {µ : µ ∈ C, (αx− µy) ⊥p y} , (٣. ١)

معادل، طور به یا
F (x; y;α) =

{
µ : µ ∈ C,∃z١, . . . , zn−٢ ∈ X, ∥Pαx−µy,z١,...,zn−٢,y∥ = ١} .

داریم ناصفر، α هر برای .٣. ٢. ١ لم
F (x; y;α) = αF (x; y; ١).



۴٩ عمل·ری تعامد برای متعامد مجموعه ی پیوستگͬ ویژگͬ
داریم P هم·نͬ خاصیت و تعریف از استفاده با برهان.

F (x; y;α) =
{
µ : µ ∈ C, ∥Pαx−µy,z١,...,zn−٢,y∥ = ١}

=
{
µ : µ ∈ C, ∥Pα(x− µ

α
y),z١,...,zn−٢,y∥ = ١}

=
{
µ : µ ∈ C, ∥P(x− µ

α
y),z١,...,zn−٢,y∥ = ١} ,

.µ ∈ αF (x; y; ١) یا µ
α
∈ F (x; y; ١) آنگاه µ ∈ F (x; y;α) اگر ͬ دهد م نتیجه که

عمل·ری تعامد برای متعامد مجموعه ی پیوستگͬ ویژگͬ ٣. ٣
از استفاده با ،α به نسبت را F (x; y;α) پایینͬ و بالایی پیوستگͬ نیم بعدی قضایای در

دید. خواهیم ، ٣. ٢. ١ لم
پیوسته ی نیم ͬ نگارد، م F (x; y;α) به را α که مقداری مجموعه تابع .٣. ٣. ١ قضیه

است. بالایی
بالایی پیوستگͬ نیم داد؛ خواهیم نشان α٠ = ١ در را بالایی پیوستگͬ نیم ما برهان.

ͬ گردد. م ثابت ٣. ٢. ١ لم ΁کم به دی·ر نقاط در
نظر در ثابت را y و x و f(α) = F (x; y;α) ͬ دهیم م قرار کار، بیشتر راحتͬ برای

ͬ گیریم. م
اس΄الرهای باشد. f(١) شامل کراندار باز مجموعه ی ΁ی N(f(١)) ͬ کنیم م فرض

هستند تعریف خوش زیر
β١ = inf

{
β : است N(f(١)) در مشمول f(β)

}
,

β٢ = sup
{
β : است N(f(١)) در مشمول f(β)

}
.

باز مجموعه ای حال .β١ < ١ < β٢ داریم است، بسته f(١) که آنجایی از طرفͬ از
ͬ گیریم م نظر در زیر، صورت به ،١ اطراف

N(١) = {α : α ∈ C, β١ < |α| < β٢} .

ͬ باشد. م N(f(١)) در مشمول f(α) ،N(١) در α هر برای که است ͹واض
پیوسته ی نیم ͬ نگارد، م F (x; y;α) به را α که مقداری مجموعه تابع .٣. ٣. ٢ قضیه

است. پایینͬ



عمل·ری تعامد دیدگاه از متعامد مجموعه های پیوستگͬ ۵٠
پایینͬ پیوستگͬ نیم داد؛ خواهیم نشان α٠ = ١ در را پایینͬ پیوستگͬ نیم ما برهان.

ͬ گردد. م ثابت ٣. ٢. ١ لم ΁کم به دی·ر نقاط در
نظر در ثابت را y و x و f(α) = F (x; y;α) ͬ دهیم م قرار کار، بیشتر راحتͬ برای

ͬ گیریم. م
N(β٠) ͬ کنیم م فرض علاوه، به باشد. دلخواه نقطه ی ΁ی β٠ ∈ f(١) ͬ کنیم م فرض

هستند تعریف خوش زیر اس΄الرهای باشد. β٠ از باز همسای·ͬ ΁ی
β١ = inf

{
β : دارد اشتراک N(β٠) با f(β)} ,

β٢ = sup
{
β : دارد اشتراک N(β٠) با f(β)} .

باز مجموعه ای حال .β١ < ١ < β٢ داریم است، بسته f(١) که آنجایی از طرفͬ از
ͬ گیریم م نظر در زیر، صورت به ،١ اطراف

N(١) = {α : α ∈ C, β١ < |α| < β٢} .

دارد. اشتراک N(β٠) با f(α) ،N(١) در α هر برای که است ͹واض
است. پیوسته نیم ͬ نگارد، م F (x; y;α) به را α که مقداری مجموعه تابع .٣. ٣. ١ نتیجه
نتیجه پس است، پایینͬ و بالایی پیوسته ی نیم تابع این کردیم ثابت که همانطور

است. برقرار
فضاهای در عمل·ری متعامد بردارهای مفهوم دیدیم، ١ .۴ .٢ قضیه ی در که همانطور
برای یعنͬ، است. منطبق فضاها این در متعامد بردارهای رایج مفهوم بر داخلͬ، ضرب

داریم ،X داخلͬ ضرب فضای در y و x هر
p(x, y) = ١

اگر تنها و اگر
⟨x, y⟩ = ٠.

داخلͬ ضرب فضای در F (x; y;α) برای ساده ای محاسبه ی به را ما مطلب این
ͬ کند. م هدایت

داریم داخلͬ ضرب فضای ΁ی در .٣. ٣. ١ مثال
F (x; y;α) = {µ : µ ∈ C, ⟨αx− µy, y⟩ = ٠} .

ͬ دهد م نتیجه که
F (x; y;α) = {µ : µ ∈ C, α⟨x, y⟩ = µ⟨y, y⟩} .



۵١ عمل·ری تعامد برای متعامد مجموعه ی پیوستگͬ ویژگͬ
معادل، طور به یا

F (x; y;α) =

{
α⟨x, y⟩
⟨y, y⟩

}
.

بنابراین عضویست. تک مجموعه ی ΁ی F (x; y;α) داخلͬ، ضرب فضاهای در یعنͬ
منطبق آن معمول پیوستگͬ مفهوم بر مقدار مجموعه تابع این پیوستگͬ نیم مفهوم

است.
بردار دو هر برای ۶ .٢. ١ قضیه ی طبق .١ ≤ r ≤ ∞ کنیم فرض .٣. ٣. ٢ مثال
محاسبه زیر رابطه ی از y و x بین عمل·ری زاویه ی ،l٢r در y = (y١, y٢) و x = (x١, x٢)

ͬ شود م
arcsin

(
|x١y٢ − x٢y١|
∥x∥r∥y∥ r

r−١

)
.

اگر است عمل·ری متعامد y بر x که ͬ دهد م نتیجه رابطه این
∥x∥r∥y∥ r

r−١ = |x١y٢ − x٢y١|.

داریم حالت این در بنابراین،
F (x; y;α) = {µ : µ ∈ C, (αx− µy) ⊥p y}

=
{
µ : µ ∈ C, ∥αx− µy∥r∥y∥ r

r−١ = |(αx١ − µy١)y٢ − (αx٢ − µy٢)y١|
}
.

داریم ،∥x∥r تعریف از استفاده با بنابراین
F (x; y;α) = {µ : µ ∈ C,(|αx١ − µy١|r + |αx٢ − µy٢|r)

١
r (|y١|

r
r−١ + |y٢|

r
r−١ )

r−١
r =

|(αx١ − µy١)y٢ − (αx٢ − µy٢)y١|}

،r = ٢ برای خاص، حالت در و
F (x; y;α) = {µ : µ ∈ C,(|αx١ − µy٢|١ + |αx٢ − µy٢|٢)

١٢ (|y٢|١ + |y٢|٢)
١٢ =

|(αx١ − µy١)y٢ − (αx٢ − µy٢)y١|}.

،α و y٢ ،y١ ،x٢ ،x١ بودن معلوم فرض با F (x; y;α) اعضاء شدن مشخص برای
داریم µ حسب بر را زیر )معادله ی

(αx١ − µy٢(١ + (αx٢ − µy٢(٢) (y١٢ + y٢٢) = ((αx١ − µy١)y٢ − (αx٢ − µy٢)y٢(١.

٢ درجه معادله ی به بالا محاسبات از
Aµ٢ +Bµ+ C = ٠



عمل·ری تعامد دیدگاه از متعامد مجموعه های پیوستگͬ ۵٢
آن در که ͬ رسیم م µ برحسب

A = (y١٢ + y٢(٢٢
,

B =
(
−٢α) (x١y١٣ + x٢y١٢y٢ + x١y١y٢٢ + x٢y٢٣) ,

C = α٢(x١y١ + x٢y٢(٢.

و ∆ = ٠ معادله این حل از
µ =

α
(
x١y١٣ + x٢y١٢y٢ + x١y١y٢٢ + x٢y٢٣)(

y١٢ + y٢(٢٢

پیوستگͬ نیم مفهوم و عضویست تک مجموعه ی ΁ی F (x; y;α) نیز l٢٢ فضای در یعنͬ
است. منطبق آن معمول پیوستگͬ مفهوم بر مقدار مجموعه تابع این



۴ فصل
ارتباط و D(X) و a(x, y) شاخص های

تعامد انواع با آن ها



تعامد انواع با آن ها ارتباط و D(X) و a(x, y) شاخص های ۵۴

را آن ها ارتباط و ͬ پردازیم م D(X) و a(x, y) شاخص های بررسͬ به فصل این در
شرایط در a(x, y) شاخص که ͬ دهیم م نشان ویژه به ͬ کنیم. م بررسͬ تعامد انواع با
شاخص ΁کم با ادامه، در ͬ کند. م بیان خوبی به را تعامد انواع از بسیاری معین
نوعͬ به حقیقت در که ͬ دهیم م ارائه بردارها میان زاویه برای جدیدی تعریف a(x, y)

ͬ رود. م شمار به بیرخوف‐جیمز دیدگاه تعمیم

مقدمه ١ .۴
است. شده پیشنهاد گوناگونͬ راه΄ارهای تعامد انواع راحت تر و بهتر بررسͬ برای
انواع محاسبه ی برای محاسباتͬ ابزارهای ارائه ی بر مبتنͬ راه΄ارها این از بسیاری
و a(x, y) شاخص های راستا این در ابزارها مفیدترین و بهترین از ی΄ͬ است. تعامد

هستند. D(X)

a(x, y) شاخص ٢ .۴
ͬ کنیم م تعریف حالت این در .x, y ∈ X و باشد نرم دار فضای ΁ی X کنیم فرض

a(x, y) = inf

{
∥x+ αy∥

∥x∥
: α ∈ K

}
, (١ .۴)

که دارد جالبی ͬ های ویژگ a(x, y) است. مختلط یا حقیقͬ اعداد میدان K آن در که
ͬ آوریم. م را آن ها از بعضͬ ادامه در

همواره صورت این در .x, y ∈ X و باشد نرم دار فضای ΁ی X کنیم فرض .٢. ١ .۴ لم
داریم

a(x, y) ⩽ ١.
داریم α = ٠ برای برهان.

∥x+ αy∥
∥x∥

=
∥x∥
∥x∥

= ١,
تعریف، بر بنا نتیجه، در

a(x, y) ⩽ ١.

x صورت این در .x, y ∈ X و باشد نرم دار فضای ΁ی X کنیم فرض .٢. ١ .۴ قضیه
.a(x, y) = ١ اگر تنها و اگر است y بر بیرخوف عمود



۵۵ a(x, y) شاخص
داریم α هر برای تعریف، بر بنا پس .a(x, y) = ١ کنیم فرض ابتدا برهان.

∥x+ αy∥
∥x∥

⩾ ١

یا و
∥x+ αy∥ ⩾ ∥x∥

است. y بر بیرخوف عمود x پس
α هر برای تعریف، بر بنا پس باشد. y بر بیرخوف عمود x کنیم فرض برعکس،

داریم
∥x+ αy∥ ⩾ ∥x∥

یا و
∥x+ αy∥

∥x∥
⩾ ١

a(x, y) = ١ پس .a(x, y) ⩽ ١ داریم همیشه قبل لم بر بنا دی·ر سوی از .a(x, y) ⩾ ١ پس
ͬ کند. م تمام را برهان این و

این در .x, y ∈ X و باشد حقیقͬ داخلͬ ضرب فضای ΁ی X کنیم فرض .٢. ٢ .۴ قضیه
صورت

a(x, y) =

√
⟨x, x⟩⟨y, y⟩ − ⟨x, y⟩٢

⟨x, x⟩⟨y, y⟩
.

داریم آن ͬ های ویژگ و داخلͬ ضرب تعریف و (١ .۴) رابطه ی به توجه با برهان.

a٢(x, y) = inf

{
∥x+ αy∥٢

∥x∥٢ : α ∈ R

}

= inf

{
⟨x+ αy, x+ αy⟩

⟨x, x⟩
: α ∈ R

}
= inf

{
⟨x, x⟩+ ⟨x, αy⟩+ ⟨αy, x⟩+ ⟨αy, αy⟩

⟨x, x⟩
: α ∈ R

}
= inf

{
⟨x, x⟩+ ٢α⟨x, y⟩+ α٢⟨y, y⟩

⟨x, x⟩
: α ∈ R

}
.

ax٢+bx+c دوم درجه چندجمله ای اکسترمم مقدار ͬ دانیم م اینکه به توجه با اکنون



تعامد انواع با آن ها ارتباط و D(X) و a(x, y) شاخص های ۵۶

که ͬ گیریم م نتیجه است، ۴ac− b٢
۴a با برابر

a٢(x, y) = inf

{
⟨x, x⟩+ ٢α⟨x, y⟩+ α٢⟨y, y⟩

⟨x, x⟩
: α ∈ R

}
= inf

{
١ + ٢ ⟨x, y⟩

⟨x, x⟩
α +

⟨y, y⟩
⟨x, x⟩

α٢ : α ∈ R
}

=

۴ ⟨y, y⟩
⟨x, x⟩

− ۴ ⟨x, y⟩٢

⟨x, x⟩٢

۴ ⟨y, y⟩
⟨x, x⟩

=
⟨x, x⟩⟨y, y⟩ − ⟨x, y⟩٢

⟨x, x⟩⟨y, y⟩
.

علاوه و است نامنفͬ همواره a(x, y) شوارتز کشͬ نامساوی به توجه با .٢. ١ .۴ نتیجه
برقرار تساوی شوارتز کشͬ نامساوی در اگر تنها و اگر است صفر برابر a(x, y) این بر

باشد.
در .x, y ∈ X و باشد مختلط داخلͬ ضرب فضای ΁ی X کنیم فرض .٢. ٣ .۴ قضیه

صورت این
a(x, y) =

√
⟨x, x⟩⟨y, y⟩ − ⟨x, y⟩⟨y, x⟩

⟨x, x⟩⟨y, y⟩
.

داریم تعریف به توجه با برهان.
a٢(x, y) = inf

{
∥x+ αy∥٢

∥x∥٢ : α ∈ C

}

= inf

{
⟨x+ αy, x+ αy⟩

⟨x, x⟩
: α ∈ C

}
= inf

{
⟨x, x⟩+ ٢Re (α⟨x, y⟩) + |α|٢⟨y, y⟩

⟨x, x⟩
: α ∈ C

}
.

ͬ دهیم م قرار هستند مختلط اعداد ⟨x, y⟩ و α اینکه به توجه با اکنون
α = β + γi , ⟨x, y⟩ = a+ bi. (٢ .۴)

داریم این به توجه با
a٢(x, y) = inf

{
⟨x, x⟩+ ٢(aβ + bγ) + (β٢ + γ٢)⟨y, y⟩

⟨x, x⟩
: β, γ ∈ R

}
= inf

{
١ +

٢a
⟨x, x⟩

β +
⟨y, y⟩
⟨x, x⟩

β٢ +
٢b

⟨x, x⟩
γ +

⟨y, y⟩
⟨x, x⟩

γ٢ : β, γ ∈ R
}
.



۵٧ a(x, y) شاخص
−b٢
۴a با برابر ax٢ + bx دوم درجه چندجمله ای اکسترمم مقدار ͬ دانیم م قبل مشابه

که ͬ گیریم م نتیجه است،
a٢(x, y) = inf

{
⟨x, x⟩+ ٢(aβ + bγ) + (β٢ + γ٢)⟨y, y⟩

⟨x, x⟩
: β, γ ∈ R

}
= inf

{
١ +

٢a
⟨x, x⟩

β +
⟨y, y⟩
⟨x, x⟩

β٢ +
٢b

⟨x, x⟩
γ +

⟨y, y⟩
⟨x, x⟩

γ٢ : β, γ ∈ R
}

= ١ + inf

{ ٢a
⟨x, x⟩

β +
⟨y, y⟩
⟨x, x⟩

β٢ : β ∈ R}+ inf{ ٢b
⟨x, x⟩

γ +
⟨y, y⟩
⟨x, x⟩

γ٢ : γ ∈ R
}

= ١ − a٢ + b٢
⟨x, x⟩⟨y, y⟩

.

که ͬ دانیم م (٢ .۴) رابطه ی بر بنا دی·ر سوی از
a٢ + b٢ = |⟨x, y⟩|٢.

داریم پایان در نتیجه در

a(x, y) =

√
١ − |⟨x, y⟩|٢

⟨x, x⟩⟨y, y⟩
,

کنیم بازنویسͬ هم زیر صورت به را آن ͬ توانیم م که

a(x, y) =

√
⟨x, x⟩⟨y, y⟩ − ⟨x, y⟩⟨y, x⟩

⟨x, x⟩⟨y, y⟩
.

و باشد مختلط یا حقیقͬ داخلͬ ضرب فضای ΁ی X کنیم فرض .٢. ٢ .۴ نتیجه
.a(x, y) = ١ اگر تنها و اگر عمودند هم بر y و x صورت این در .x, y ∈ X

دست به مهمͬ نتیجه ی ،٢. ٢ .۴ نتیجه ی و ٢. ١ .۴ قضیه ی به توجه با این جا در
ͬ کنیم. م بیان را آن بعدی مطلب در که ͬ آید م

و باشد مختلط یا حقیقͬ داخلͬ ضرب فضای ΁ی X کنیم فرض .٢. ٣ .۴ نتیجه
است. X در متداول تعامد بر منطبق بیرخوف تعامد صورت این در .x, y ∈ X

این در باشد. زوج طبیعͬ عدد ΁ی p آن در که X = lpn کنیم فرض .۴ .٢ .۴ قضیه
صورت

a(x, y) =
∥x+ α٠y∥p

∥x∥p
,



تعامد انواع با آن ها ارتباط و D(X) و a(x, y) شاخص های ۵٨
است زیر معادله ی ریشه ی α٠ آن در که

∑
i

yi(xi + αyi)
p−١ = ٠.

و
x = (x١, . . . , xn) , y = (y١, . . . , yn)

داریم قضیه فرض های به توجه با برهان.
x+ αy = (x١ + αy١, . . . , xn + αyn),

داریم نتیجه در
∥x+ αy∥pp =

n∑
i=١

|xi + αyi|p,

نوشت ͬ توان م هست زوجͬ طبیعͬ عدد p که جا آن از

∥x+ αy∥pp =
n∑

i=١
(xi + αyi)

p.

ͬ گیریم م نظر در را زیر تابع اکنون

f(α) =
n∑

i=١
(xi + αyi)

p.

اکسترمم مقادیر نتیجه، در است. مشتق پذیر و پیوسته تابع، این که ͬ کنیم م توجه
ͬ بینیم م مستقیم مشتق گیری با ͬ کند. م اختیار خودش مشتق ریشه های در را خود

که
f ′(α) =

n∑
i=١

pyi(xi + αyi)
p−١.

است زیر رابطه ی با معادل f ′(α) = ٠ معادله ی پس
n∑

i=١
yi(xi + αyi)

p−١ = ٠,

است. مطلوب رابطه ی همان این که
بررسͬ خاص حالت چند در را a(x, y) شاخص قبل، قضیه ی ΁کم به ادامه، در

ͬ کنیم. م



۵٩ a(x, y) شاخص
داریم p = ٢ برای .٢. ١ .۴ مثال

∥x+ αy∥٢٢ =
n∑

i=١
(xi + αyi)

٢.

ͬ گیریم م نظر در را زیر تابع اکنون
f(α) =

n∑
i=١

(xi + αyi)
٢,

ͬ آید م در زیر صورت به آن مشتق که
f ′(α) =

n∑
i=١

٢yi(xi + αyi).

ͬ آید م دست به زیر رابطه ی از که دارد ریشه ΁ی تنها f ′ که ͬ بینیم م
n∑

i=١
yi(xi + αyi) = ٠.

معادل صورت به
n∑

i=١
xiyi + α

n∑
i=١

yi
٢ = ٠,

نتیجه در
α٠ = −

∑n
i=١ xiyi∑n
i=١ yi٢

.

با است برابر f تابع مقدار کمترین بنابراین
f(α٠) = f

(
−
∑n

i=١ xiyi∑n
i=١ yi٢

)
=

n∑
i=١

(
xi −

∑n
i=١ xiyi∑n
i=١ yi٢

yi

)٢
.

که ͬ کنیم م توجه
f(α) =

n∑
i=١

(xi + αyi)
٢ =

n∑
i=١

xi
٢ + ٢α

n∑
i=١

xiyi + α٢
n∑

i=١
yi

٢,

نتیجه در
f(α٠) =

n∑
i=١

xi
٢ − ٢

(∑n
i=١ xiyi

)٢∑n
i=١ yi٢

+

(∑n
i=١ xiyi

)٢∑n
i=١ yi٢

=
n∑

i=١
xi

٢ −
(∑n

i=١ xiyi
)٢∑n

i=١ yi٢

=

∑n
i=١ xi

٢∑n
i=١ yi٢ −

(∑n
i=١ xiyi

)٢∑n
i=١ yi٢

.



تعامد انواع با آن ها ارتباط و D(X) و a(x, y) شاخص های ۶٠
داریم پایان در

a٢(x, y) = f(α٠)∑n
i=١ xi

٢ =

∑n
i=١ xi

٢∑n
i=١ yi٢ −

(∑n
i=١ xiyi

)٢∑n
i=١ xi

٢∑n
i=١ yi٢

.

داریم p = ۴ برای .٢. ٢ .۴ مثال
∥x+ αy∥۴۴ =

n∑
i=١

(xi + αyi)
۴.

ͬ گیریم م نظر در را زیر تابع اکنون
f(α) =

n∑
i=١

(xi + αyi)
۴,

ͬ آید م در زیر صورت به آن مشتق که
f ′(α) =

n∑
i=١

۴yi(xi + αyi)
٣.

ͬ آید م دست به زیر رابطه ی از که دارد حقیقͬ ریشه ی ΁ی تنها f ′ که ͬ بینیم م
n∑

i=١
yi(xi + αyi)

٣ = ٠.

معادل صورت به
n∑

i=١
xi

٣yi + ٣α
n∑

i=١
xi

٢yi٢ + ٣α٢
n∑

i=١
xiyi

٣ + α٣
n∑

i=١
yi

۴ = ٠.

ͬ کنیم. م یادآوری سوم درجه معادله ی مورد در را نکاتͬ محاسبات ادامه ی از پیش
است زیر ش΄ل به ٣ درجه معادله ی کلͬ صورت

ax٣ + bx٢ + cx+ d = ٠.
x −→ x− b

٣a متغیر تغییر با که ͬ کنیم م توجه ابتدا معادله این راحت تر بررسͬ برای
ͬ آید م در زیر صورت به بالا معادله ی

ax٣ +

(
c− b٢

٣a
)
x+

(
d+

٢b٣
٢٧a٢ − bc

٣a
)

= ٠,
با است معادل که

x٣ +

(
c

a
− b٢

٣a٢
)
x+

(
d

a
+

٢b٣
٢٧a٣ − bc

٣a٢
)

= ٠.



۶١ a(x, y) شاخص
معادله ی حقیقͬ ریشه ی که ͬ کنیم م توجه اکنون
x٣ + px+ q = ٠

ͬ آید م دست به زیر رابطه ی از
٣

√√√√− q

٢ +

√
۴p٣ + ٢٧q٢

١٠٨ +
٣

√√√√− q

٢ −

√
۴p٣ + ٢٧q٢

١٠٨ .

معادله ی حقیقͬ ریشه ی نتیجه در
ax٣ + bx٢ + cx+ d = ٠

ͬ آید درم زیر صورت به
٣

√√√√− q

٢ +

√
۴p٣ + ٢٧q٢

١٠٨ +
٣

√√√√− q

٢ −

√
۴p٣ + ٢٧q٢

١٠٨ − b

٣a
آن در که

p =
c

a
− b٢

٣a٢ , q =
d

a
+

٢b٣
٢٧a٣ − bc

٣a٢
ͬ گردیم، برم نظر مورد معادله ی به حال

n∑
i=١

xi
٣yi + ٣α

n∑
i=١

xi
٢yi٢ + ٣α٢

n∑
i=١

xiyi
٣ + α٣

n∑
i=١

yi
۴ = ٠.

داریم شده گفته مطالب به توجه با

α٠ =
٣

√√√√− q

٢ +

√
۴p٣ + ٢٧q٢

١٠٨ +
٣

√√√√− q

٢ −

√
۴p٣ + ٢٧q٢

١٠٨ − b

٣a,

آن در که
p =

c

a
− b٢

٣a٢ , q =
d

a
+

٢b٣
٢٧a٣ − bc

٣a٢
و

a =
n∑

i=١
yi

۴ , b = ٣
n∑

i=١
xiyi

٣ , c = ٣
n∑

i=١
xi

٢yi٢ , d =
n∑

i=١
xi

٣yi.

شد. معرفͬ بالا در α٠ که است f(α٠) با برابر f تابع مقدار کمترین بنابراین
داریم پایان در

a۴(x, y) = f(α٠)∑n
i=١ xi

۴ .



تعامد انواع با آن ها ارتباط و D(X) و a(x, y) شاخص های ۶٢

نرم دار فضاهای در تعامد و زاویه برای جدید دیدگاه ٣ .۴
و x میان a‐زاویه ی صورت این در .x, y ∈ X و باشد نرم دار فضای ΁ی X کنیم فرض

ͬ کنیم م تعریف زیر صورت به را y

Aa(x, y) = arcsin (a(x, y)) . (٣ .۴)
صورت این در .x, y ∈ X و باشد نرم دار فضای ΁ی X کنیم فرض .٣. ١ .۴ قضیه

Aa(x, y) =
π

٢
باشد. بیرخوف عمود y بر x اگر تنها و اگر

است. برقرار قضیه ح΄م Aa(x, y) تعریف و ٢. ١ .۴ قضیه ی به توجه با برهان.

ͬ کنیم. م بیان مثال ΁ی با را a‐زاویه مفهوم بهتر، درک برای اینجا، در
انتخاب فضا این در را زیر توابع و ͬ گیریم م نظر در را C([٠, ١]) فضای .٣. ١ .۴ مثال

ͬ کنیم م
f(x) = x٢ , g(x) = x.

داریم صورت این در
∥f∥ = sup {|f(x)| : x ∈ [٠, ١]} = ١

و
∥g∥ = sup {|g(x)| : x ∈ [٠, ١]} = ١.

داریم دی·ر، سوی از
(f + λg)(x) = x٢ + λx

نتیجه در و
∥f + λg∥ = sup

{
|x٢ + λx| : x ∈ [٠, ١]} = max

{
λ٢
۴ , |١ + λ|

}
.

داریم g و f برای (١ .۴) رابطه ی به توجه با بنابراین
a(f, g) = inf

{
∥f + λg∥

∥f∥
: λ ∈ R

}
= inf

{
max

{
λ٢
۴ , |١ + λ|

}
, λ ∈ R

}
= ٣ − ٢√٢.



۶٣ نرم دار فضاهای در تعامد و زاویه برای جدید دیدگاه
با است برابر g و f میان a‐زاویه ی پس

Aa(f, g) = arcsin
(٣ − ٢√٢) .

داریم f و g میان a‐زاویه ی محاسبه ی برای مشابه طور به
(g + λf)(x) = λx٢ + x

نتیجه در و
∥g + λf∥ = sup

{
|λx٢ + x| : x ∈ [٠, ١]} = max

{
|١ + λ|, | ١

۴λ |
}
.

بنابراین
a(g, f) = inf

{
∥g + λf∥

∥g∥
: λ ∈ R

}
= inf

{
max

{
|١ + λ|, | ١

۴λ |
}
, λ ∈ R

}
=

√٢ − ١
٢ .

با است برابر g و f میان a‐زاویه ی پس

Aa(f, g) = arcsin

(√٢ − ١
٢

)
.

مجموعه های بررسͬ به همچنین ͬ کنیم؛ م بررسͬ را Aa(x, y) مهم ͬ های ویژگ ادامه در
ͬ پردازیم. م a(x, y) با متناظر متعامد

ͬ باشد. م زیر ͬ های ویژگ دارای a‐زاویه .٣. ٢ .۴ قضیه
R؛ در ناصفر β و α هر و X در y و x هر برای Aa(αx, βy) = Aa(x, y) هم·نͬ: .١

.Aa(xn, yn) → Aa(x, y) آنگاه نرم)، (در yn → y و xn → x اگر پیوستگͬ: .٢
هم·ن a(x, y) دهیم نشان است کافͬ Aa(x, y) هم·نͬ ویژگͬ اثبات برای .١ برهان.

داریم ((١ .۴) (رابطه ی a(x, y) تعریف به توجه با منظور این برای است.

a(αx, βy) = inf

{
∥αx+ λβy∥

∥αx∥
: λ ∈ R

}
= inf


∥x+ λ

β

α
y∥

∥x∥
: λ ∈ R

 .



تعامد انواع با آن ها ارتباط و D(X) و a(x, y) شاخص های ۶۴
داریم λ −→ λ

α

β
متغیر تغییر با اکنون

a(αx, βy) = inf

{
∥x+ λy∥

∥x∥
: λ ∈ R

}
= a(x, y).

بنابراین
Aa(αx, βy) = Aa(x, y).

اما است؛ پیوسته a(x, y) دهیم نشان است کافͬ Aa(x, y) پیوستگͬ اثبات برای .٢
،λ ∈ R هر برای آنگاه yn −→ y و xn −→ x اگر زیرا است. ͹واض a(x, y) پیوستگͬ

.∥xn + λyn∥
∥xn∥

−→ ∥x+ λy∥
∥x∥

نتیجه در و xn + λyn −→ x+ λy

ͬ دانیم م طرفͬ، از
a(xn, yn) = inf

{
∥xn + λyn∥

∥xn∥
: λ ∈ R

}
.

به که است، پیوسته a(x, y) یعنͬ .a(xn, yn) −→ a(x, y) بالا، نتایج به توجه با پس
ͬ دهد. م نتیجه را Aa(x, y) پیوستگͬ وضوح

کلͬ حالت در بهتر، عبارت به نیست؛ متقارن a(x, y) که ͬ دهد م نشان زیر مثال
نیست. مساوی a(y, x) با a(x, y)

در را X در y = (١−,١) و x = (١, ٠) عضو دو و X = l١٢ برداری فضای .٣. ٢ .۴ مثال
صورت این در ͬ گیریم؛ م نظر

∥x∥١ = ١ , ∥y∥١ = ٢ , ∥x+λy∥١ = |١+λ|+|λ| , ∥y+λx∥١ = |١+λ|+١,
نتیجه در و

a(x, y) = inf

{
|١ + λ|+ |λ|

١ : λ ∈ R
}

= ١
و

a(y, x) = inf

{
|١ + λ|+ ١

٢ : λ ∈ R
}

=
١
٢ .

نیست. متقارن a‐زاویه .٣. ١ .۴ نتیجه
برابر را x و y بردارهای میان a‐زاویه ی ،٣. ٢ .۴ مثال مورد در که ͬ کنیم م توجه

ͬ کنیم. م تعریف π

۶
Aa(y, x) = arcsin(

١
٢) =

π

۶ .

نرم دار فضای ΁ی بردارهای میان تعامد مفهوم فقط بیرخوف‐جیمز دیدگاه در
هم بردارها میان زاویه مفهوم تعامد، مفهوم بر علاوه اینجا در اما ͬ شود. م بررسͬ
تعمیم را بیرخوف‐جیمز دیدگاه a‐زاویه تعریف با حقیقت در ͬ شود. م گرفته نظر در

ͬ دهیم. م



۶۵ آن پیوستگͬ ویژگͬ بررسͬ و a‐تعامد برای متعامد مجموعه ی تعریف

بررسͬ و a‐تعامد برای متعامد مجموعه ی تعریف ۴ .۴
آن پیوستگͬ ویژگͬ

تعریف نیز a‐تعامد برای را متعامد مجموعه های مفهوم ͬ توان م p‐تعامد همانند
y و x با متناظر متعامد مجموعه ی حالت این در .α ∈ C و x, y ∈ X کنیم فرض کرد.

ͬ کنیم. م تعریف زیر صورت به را α به وابسته
F (x; y;α) = {µ ∈ C : a(αx− µy, y) = ١}. (۴ .۴)

دارد؛ را پیوستگͬ ͬ های ویژگ نیز متعامد مجموعه ی این ͬ رود م انتظار که همانگونه
ͬ کنیم. م بررسͬ را آن هم·نͬ ویژگͬ ابتدا پیوستگͬ، ویژگͬ به پرداختن از پیش

داریم ناصفر α هر برای .١ .۴ .۴ لم
F (x; y;α) = αF (x; y; ١).

داریم a(x, y) هم·نͬ خاصیت و تعریف از استفاده با برهان.
F (x; y;α) = {µ : µ ∈ C, a(αx− µy, y) = ١}

=
{
µ : µ ∈ C, a(x− µ

α
y, y) = ١}

= {αµ : µ ∈ C, a(x− µy, y) = ١}
= αF (x; y; ١).

قضایای مشابه نیز a‐تعامد با متناظر متعامد مجموعه ی برای ،١ .۴ .۴ لم به توجه با
داریم. را ٣. ٣. ١ نتیجه ی و ٣. ٣. ٢ و ٣. ٣. ١

پیوسته ی نیم ͬ نگارد، م F (x; y;α) به را α که مقداری مجموعه تابع .١ .۴ .۴ قضیه
است. بالایی

پیوسته ی نیم ͬ نگارد، م F (x; y;α) به را α که مقداری مجموعه تابع .٢ .۴ .۴ قضیه
است. پایینͬ

است. پیوسته نیم ͬ نگارد، م F (x; y;α) به را α که مقداری مجموعه تابع .١ .۴ .۴ نتیجه



تعامد انواع با آن ها ارتباط و D(X) و a(x, y) شاخص های ۶۶

D(X) شاخص ۵ .۴
ͬ کنیم م تعریف حالت این در باشد. نرم دار فضای ΁ی X کنیم فرض

D⊥(X) = inf {a(x, y) : x, y ∈ S(X), x ⊥ y} , (۵ .۴)
مجموعه ی S(X) و است X فضای در خاص تعامد نوع ΁ی دهنده ی نشان ⊥ آن در که
که ͬ یابیم م در تعریف این در دقت با بهتر، عبارت به است. X در واحد نرم با بردارهای
جایی ͬ شود. م تعریف D⊥(X) شاخص نوع ΁ی X فضای در تعامد نوع هر با متناظر

ͬ نویسیم. م D(X) اختصار به D⊥(X) جای به باشد نداشته وجود ابهام که
اعضای به وابسته و هست X فضای کل برای معیاری D(X) شاخص که داریم توجه

نیست. آن
این در باشد. مختلط یا حقیقͬ داخلͬ ضرب فضای ΁ی X کنیم فرض .١ .۵ .۴ لم

.D(X) = ١ صورت
ثابت داخلͬ ضرب فضای در تعامد تعریف و ٢. ٣ .۴ و ٢. ٢ .۴ قضایای به توجه با برهان.

ͬ گردد. م
.D⊥BJ

(X) = ١ صورت این در باشد. نرم دار فضای ΁ی X کنیم فرض .٢ .۵ .۴ لم
ͬ گردد. م ثابت ٢. ١ .۴ قضیه ی به توجه با برهان.

lp فضاهای در D(X) شاخص برای کران هایی ۶ .۴
کران های تا ͬ کنیم م تلاش حسابان در معمول روش های ΁کم با بخش این در
این دقیق مقدار خاص حالت های در ویژه به بیابیم D(X) شاخص برای مناسبی

ͬ یابیم. م را شاخص
نظر در الساقین متساوی تعامد با متناظر را D(X) شاخص بخش این سرتاسر در

ریاضͬ، زبان به ͬ گیریم. م
D(X) = inf {a(x, y) : x, y ∈ S(X), x ⊥i y} . (۶ .۴)

داریم dim(X) ⩾ ٢ که X مانند حقیقͬ نرم دار فضای هر [١٣]برای .١ .۶ .۴ قضیه
٢√)٢ − ١) ⩽ D(X) ⩽ ١,

باشد. اقلیدس١ͬ X اگر تنها و اگر D(X) = ١ و
1Euclidean



۶٧ lp فضاهای در D(X) شاخص برای کران هایی

.١
p
+

١
q
= ١ بهتر عبارت به باشند؛ هم مزدوج q و p کنیم فرض [١٣] .٢ .۶ .۴ قضیه

صورت این در

D(lp٢) = inf

{
(١ + α٢)

(١ + αq)
١/q

(١ + αp)
١/p : α ∈ [٠, ١]

}
.

.١
p
+

١
q
= ١ که طوری به است حقیقͬ عدد ΁ی q آن در که D(lp٢) = D(lq٢) .١ .۶ .۴ نتیجه

.limp−→∞D(lp٢) = ٢√)٢ − ١) .٢ .۶ .۴ نتیجه
دو نرم دار خطͬ فضای یعنͬ مینکوفس΄ͬ، صفحه ی X کنیم فرض .١ .۶ .۴ تعریف

،t ∈ R هر برای که باشند موجود چنان e١, e٢ ∈ S(X) اگر باشد. حقیقͬ، بعدی
∥e١ + te٢∥ = ∥e١ − te٢∥ = ∥e٢ + te١∥ = ∥e٢ − te١∥,

X مینکوفس΄ͬ پایه ی را {e١, e٢} و متقارن مینکوفس΄ͬ صفحه ی را X صورت این در
ͬ نامیم. م

صفحه ی ΁ی X صورت این در .١ ⩽ p ⩽ ∞ ،X = (R٢, ∥.∥p) کنیم فرض .١ .۶ .۴ مثال
است. X برای مینکوفس΄ͬ پایه ی ΁ی {(١, ٠), (٠, ١)} و ͬ باشد م متقارن مینکوفس΄ͬ

آن در که ،١ ⩽ p١ ⩽ p٢ ⩽ ∞ ،X = (R٢, ∥.∥p١+p٢) کنیم فرض .٢ .۶ .۴ مثال
ͬ باشد م متقارن مینکوفس΄ͬ صفحه ی ΁ی X صورت این در .∥.∥p١+p٢ =

∥.∥p١ + ∥.∥pاست.٢٢ X برای مینکوفس΄ͬ پایه ی ΁ی {(١, ٠), (٠, ١)} و
e٢ = (٠, ١) و e١ = (١, ٠) و متقارن مینکوفس΄ͬ صفحه  ΁ی X کنیم فرض .٣ .۶ .۴ قضیه

آنگاه باشند، آن مینکوفس΄ͬ پایه ی
e١؛ ⊥R e٢ .١
e١؛ ⊥i e٢ .٢

e٢؛ ⊥B e١ و e١ ⊥B e٢ .٣
X∗ مینکوفس΄ͬ پایه ی {e∗١, e∗٢} و است متقارن مینکوفس΄ͬ صفحه ی ΁ی نیز X∗ .۴

ͬ شوند م تعریف زیر صورت به e∗٢ و e∗١ آن در که است
e∗١(e١) = ١ , e∗١(e٢) = ٠ , e∗٢(e٢) = ١ , e∗٢(e١) = ٠.



تعامد انواع با آن ها ارتباط و D(X) و a(x, y) شاخص های ۶٨
و e١ = (١, ٠) و متقارن مینکوفس΄ͬ صفحه ی ΁ی X کنیم فرض .۴ .۶ .۴ قضیه

آنگاه باشند، آن مینکوفس΄ͬ پایه ی e٢ = (٠, ١)
D(X) = inf

{
(١ + α٢)

∥(α, ١)∥∥(α, ١)∥∗ : α ∈ R
}
,

ͬ دهد. م نشان را X دوگان نرم ∥.∥∗ آن در که
.D(X) = D(X∗) آنگاه باشد، متقارن مینکوفس΄ͬ صفحه ی ΁ی X اگر .٣ .۶ .۴ نتیجه
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Abstract

In this thesis we introduce the operator approach for orthogonality in linear spaces.

In particular, we represent the concept of orthogonal vectors using an operator associated

with them, in normed linear spaces.

Moreover, we investigate some of continuity properties of this kind of orthogonality.

More precisely, we show that the set valued function

f(x; y) = {µ : µ ∈ C, p(x− µy, y) = 1}

is upper and lower semi continuous, where

p(x, y) = sup
{
pz1,...,zn−2(x, y) : z1, . . . , zn−2 ∈ X

}
and

pz1,...,zn−2(x, y) = ∥Px,z1,...,zn−2,y∥−1

where Px,z1,...,zn−2,y denotes the projection parallel to y fromX to the subspace generated

by x, z1, . . . , zn−2, y. This can be considered as an alternative definition for numerical

range in linear spaces.

Keywords. Linear space; Normed space; Birkhoff orthogonality; Minkowski plane;

Set valued function; Upper semi continouity; Lower semi Continouity
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