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ا اس ، ذ ود از و ار ا از ان ا  ا و ر اس
ان ر اران روز ر رد ا در ان ود و د ا ای ر و ار ر
ان ا در رس و ردا ر و ا ادرس ر ان زر ای اس  ، ا
د.... رو  ز ر ان غ در ای اس  و د را ا 

. د  سرم و ادرم پدرم، را ا ر ا
د. د را ود ا ان  ا

و
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ر و ر د

ازی ا ر د ر د ای آ اب ا ام ر و د ارز اد ا از اس و ر
ا و رده ام ا ره  ان ا ائ ای دت  ا و ان در ر ر از
ان آ را ر ا ودن و د ا ار آ را را از را راه ان در ای ود  ر
رده ام د رو و د ا را راه ا ای ان  ا اری ا ال د. ود
ان ا ار ا ات و و وده ان ا وی  ا زد دۀ آ در وا دوارم ا

. ا را را ود رد ا
اه دا از واه ر د ان ا آ را د ا ا از لازم دا ود ر

ای آ رود، ا اه دا در را اد ا و غان دا اه دا از ری ا ر د و
را ذاری ا ا د ر ده ر را ا ر ا داوری ز ر ر  د

. ا را دردا و ر ال ان ا دا ود رات از و آورده

دی ر ده س
اه د اس

ز
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ح
ا د

ا ر وم ح ا ر ر د ار ا ار وی دا دی ر ده س ا ا
گرال ‐ا س را د ادلات دس طا وان ا ا ان  ا ده و رود، ا اه دا

وم: د  ازی ح ا ر د س ا را ، کسری ر از
وردار ر ا ا و از و ا ده ام ا ا ا و ا ان  ا ا در ات چ

. ا
ده اد ا اده ا ورد ر ران، ژو  ر د ای ژو  ا از اده ا در چ

. ا
درک وع ا در رای ری د رد ا ود، و ون ا ، ا ان  ا ا ا چ

. ا ده ارا ا در  ازی ا ا
ام ا رج الات و دارد، رود ا اه دا ر، ا ا وی وق چ
د وا اپ “ Shahrood University of Technology “ ا “ رود ا اه دا “

د. ر
د، وده ا ذار ر ا ا ان  ا ا ا آوردن در د رادی ا ام وی وق چ

ردد. ا  ر ا ان  ا از رج الات در
ا) آ ای ا  ا ) ده ز ود و از واردی در ، ا ان  ا ا ام ا را ام در چ

. ا ده ا ر لا ا ول ا و وا ، ا ده اده ا
راد ا ات لا ا وزه واردی در ، ا ان  ا ا ام ا را ام در چ
ده ا ر ا ا لاق ا ول ا و رازداری ا ،( ا ده اده ا ا ) ا ر د

. ا
دی ر ده س

اه د اس

ر ح و ا ا
ای ا  ر اب، رج، الات  ) آن ولات و ر ا ا وی وق ام چ
رود ا اه دا ده) ا زات و ا زار رم ا ا ای، را

ود. ر ذ و ر دات و در ، و د ا ا د. ا  
د. ا از  ر ذ دون ا ان  ا ا در ود و ا و ات لا ا از اده ا چ
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ده چ
ای روه  رد ار ر را و ا رر ر، ا ری د ا ر ادی و وری وع و

را د ادلات از وا ا د. ا ری  رال ‐ا را د ادلات در د و
ز و ر ا ر ا در ری رال ‐ا را د ادلات و ری و ر
ادلات رو ز ا آ وم ادا در ود. ان  ری را د اب از ا د
ای روه  ا ادلات، ا ای ارن  ا از و ود داده  ده ر

ا د د وا داده ان ود. ا  ادلات ا رای اوردا ای واب  ارن
د وا ا ری و ر را د ادلات ا وا ، رو ز ا آ
ا د. ا ارن  ا ر د د ای واب  ا در ا ای را ا وا ا د.

ای ارن  رای و ا اوردا  ا روط ر ر در
، وو ‐ ر و و و ا ری دو ر ا ری ر رال ‐ا را د ادلات
ادلات‐ ا وا ا ده ات ا ا ر ا در ا ای ود. ا 
در و رای د. آ د وا د ا ارن  از اده ا ا ری ر رال ا را د

ا وا و ارن ای روه  ا در آن رد ار و ر زار ا رم ات ا ام ا
د. د وا ان ری و ر از را د ادلات

ر از رال ‐ا را د ادلات ری، ر از را د ادلات دی: ات
، ای ار ، وو ‐ ر ری رال ا ، وو ‐ ر و، و ا ری،

. ، ا وا ژ، را ر‐لا او ادلات ر، و اوردا، ای واب 

ی
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ا ان  پا از الات س

1. Saeede Rashidi, S.Reza Hejazi,Symmetry properties, similarity reduction and exact solu-

tions of fractional Boussinesq equation, International Journal of Geometric Methods in

Modern Physics 14(6) (2017), 1750083 (15 pages).

Abstract: In this paper, some properties of the time fractional Boussinesq equa-

tion are presented. Group analysis of the time fractional Boussinesq equation

with Riemann-Liouville derivative is performed and the corresponding opti-

mal system of subgroups are determined. Next, we apply the obtained opti-

mal systems for constructing reduced fractional ordinary differential equations

(FODEs). Finally, we show how to derive exact solutions to time fractional

Boussinesq equation via invariant subspace method.

2. Saeede Rashidi, S.Reza Hejazi, Analyzing Lie symmetry and constructing conservation

laws for time-fractional Benny-Lin equation. International Journal of Geometric Methods

in Modern Physics, 14(12) (2017) 1750170 (25 pages).

Abstract: This paper investigates the invariance properties of the time frac-

tional Benny-Lin equation with Riemann-Liouville and Caputo derivatives. This

equation can be reduced to the Kawahara equation, fifth-order Kdv equation, the

Kuramoto-Sivashinsky equation and Navier-Stokes equation. By using the Lie

group analysis method of fractional differential equations (FDEs), we derive Lie

symmetries for the Benny-Lin equation. Conservation laws for this equation are

obtained with the aid of the concept of nonlinear self-adjointness and the frac-

tional generalization of the Noether’s operators. Furthermore, by means of the

invariant subspace method, exact solutions of the equation are also constructed.

3. Saeede Rashidi, S.Reza Hejazi and Elham Dastranj, Approximate symmetry analysis of

nonlinear Rayleigh-wave equation. International Journal of Geometric Methods in Modern

Physics, 15(4) (2018) 1850055 (18 pages).

Abstract: In this paper, the Lie approximate symmetry analysis is applied to

investigate the new exact solutions of the Rayleigh-wave equation. The power

series method is employed to solve some of the obtained reduced ordinary dif-

ferential equations with a small parameter. We yield the new analytical solutions

ل
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م
with small parameter which is effectively obtained by the proposed method. The

concept of nonlinear self-adjointness is used to construct the conservation laws

for Rayleigh-wave equation. It is shown that this equation is approximately non-

linearly self-adjoint and therefore desired conservation laws can be found using

appropriate formal Lagrangians.

4. Saeede Rashidi, S.Reza Hejazi, Lie symmetry approach for The Vlasov–Maxwell system

of equations, Journal of Geometry and Physics, 132 (2018) 1-12,

Abstract: The present paper is intended for the investigation of the fractional

integro-differential system called Vlasov-Maxwell system. The method is based

on using the geometric vector fields of the symmetries. This system arises for

interaction of charged particles in plasma. The fractional derivative is consid-

ered in both the Caputo and Riemann-Liouville sense. Under some suitable

conditions, we construct the infinitesimal criterion of invariance for detecting

Lie symmetries of these equations. In this study, Lie symmetry method for con-

structing the similarity solutions of the considered system is implemented. The

theory is constructed step by step and carefully to apply in the Vlasov-Maxwell

system.

5. Saeede Rashidi, S.Reza Hejazi, Self-adjointness, Conservation laws and Invariant Solutions

of the Buckmaster Equation, Computational Methods for Differential Equations, Accepted.

Abstract: The present paper considers the group analysis of extended (1+1)-

dimensional Buckmaster equation and its conservation laws. Symmetry oper-

ators of Buckmaster equation are found via Lie algorithm of differential equa-

tions. The method of non-linear self-adjointness is applied to the considered

equation. The infinite set of conservation laws associated with the finite al-

gebra of Lie point symmetries of the Buckmaster equation is computed. The

corresponding conserved quantities are obtained from their respective densities.

Furthermore, the similarity reductions corresponding to the symmetries of the

equation are constructed.

6. S.Reza Hejazi, A.Naderifard, S.Rashidi, Conservation Laws and Similarity Reduction of

the Zoomeron Equation, Vestnik KRAUNC. Fiz.-mat. Nauki. 14(3) (2016), 7-13.

Abstract: In this study, we consider a 4-th order (1+1)-dimensional PDE called
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ن
Zoomeron equation. Some conservation laws are derived based on direct method.

We also derived some similarity solutions using the symmetries.

ا دي، دو رارت ال ا اد اي ارن ازی، ا يدر يدي، ر يده .
، اره ، دوره ، ال غير و اي ي  ، ي د اي واب و ر

. ا ، ان ز
ي را دي ای ر از د اي از يری ره  ا ا اي در ده: چ
اد ي د اي واب  ي ي را دي ادلات ای ارن  ام

ال ا اد دا ا ورت دي . ردازي دی  دو رارت ال ا
د ا  اص ای ا  در رده ر را دی دو رارت

ادلات ي د ای ب  وا ر ر در ور ذ ي را دي ای ر آوردن
ر ي ا روش اي ا ر ذ ايان . يا ي وا را ده آ  د

. ا ي را دي ادلات از اه د وع
8. Saeede Rashidi, S.Reza Hejazi, Group Analysis and Similarity Solutions of the Buckmaster

Equation, 13th International Seminar on Differential Equations, Dynamical Systems and

Applications, Department of Mathematical Sciences, Isfahan University of Technology, Is-

fahan, Iran, 15-13 July 2016.

Abstract: This paper addresses an extended (1 + 1)-dimensional Buckmaster

equation. By Lie method, the symmetries of Buckmaster equation are found.

Then similarity reduction cor- responding to the symmetries of the equation

in the question is constructed. Also the Lie symmetry analysis leads to many

plethora of solutions to the equation.

9. S.Reza Hejazi, Saeede Rashidi, Approximate Symmetries and Conservation Laws of The

Van der Pol Equation, Iranian Conference on Mathematical Physics,Qom University of

Technology, p90, 3 November 2016.

Abstract: This paper addresses a two dimensional differential equation that

called Van der Pol equation. The first-order approximate symmetries for the

Van der Pol equation by the method of approximate transformation groups are

computed. Then the set of conservation law associated with the algebra of ap-

proximate symmetries of the Van der Pol equation is constructed.

10. Saeede Rashidi, S.Reza Hejazi, Exact Solutions of Time-Fractional Diffusivity Equation

Using Lie Point Symmetry Method, 48th Annual Iranian Mathematics Conference, Bu-Ali

PDF Compressor Free Version 



س
Sina University, Hamedan, Iran, 22-25 August , 2017.

Abstract: Given a time fractional nonlinear partial differential equation. In

this paper, we perform group analysis of the time fractional diffusivity equa-

tion with Riemann Liouville derivative. Lie point symmetries of this equation

is investigated and compared. Examples of using the obtained symmetries for

constructing exact solutions of the equation under consideration are presented.

As a result, the reduced fractional ordinary differential equations are deduced,

and some group invariant solutions in explicit form are obtained as well.

11. Saeede Rashidi, S.Reza Hejazi, Lie point symmetries for a class of fractional order integro-

differential equations, 14th International Seminar on Differential Equations, Dynamical

Systems and Applications, The institute for Advanced Studies in Basic Sciences (IASBS),

Zanjan, Iran, 17-19 July 2018.

Abstract: The present paper is intended for the investigation of the fractional

integro-differential equation. The fractional derivative is considered in both the

Caputo and Riemann-Liouville sense. Under some suitable conditions, we con-

strucrt the infinitesimal criterion of invariance for detecting Lie symmetries of

these equations. An example is provided to illustrate the main results. This ex-

ample shows that this approach is easy to implement and accurate when applied

to fractional integro-differential equations.

12. Saeede Rashidi, S.Reza Hejazi, Lie symmetry analysis and similarity reduction of the time

fractional Regularized Long-Wave equation, 49th Annual Iranian Mathematics Conference,

Iran University of Science and Technology, Tehran, Iran, 23-26 August, 2018.

Abstract: In this paper, group analysis of the time fractional Regularized Long-

Wave equation with Riemann- Liouville derivative is performed. Using the Lie

point symmetries of Regularized Long-Wave equation, it is shown that it can be

transformed into a nonlinear ordinary differential equation of fractional order

with a new dependent variable. In the reduced equation the derivative is in

Erdélyi-Kober sense.

13. Saeede Rashidi, S.Reza Hejazi, Symmetries, conservation laws and exact solutions of the

time-Fractional diffusivity equation via Riemann-Liouville and Caputo derivatives, Submit-

ted to Waves in Random and Complex Media.
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ع
14. S.Reza Hejazi, Saeede Rashidi, Symmetry analysis and conservation laws of the space-time

fractional Klein-Gordon equation, Submitted to Journal of Geometric Mechanics.
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طا رس
ث داول رس

ار پ

ا از  پ 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . را د ادلات د ار ا  . 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ر را د ادلات  . 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ا ر و ا اد  .  . 
٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . ϵ ر ارا ا ر ادلات  .  . 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . رال ‐ا را د ادلات  . 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . ری رال ا و را د اب  . 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . ری ات ا ار  .  . 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ا ا ا  .  . 
. . . . . . . . . . . . ری رال ا و را د ای ر  .  . 
. . . . . . . . . . . . . . . . . وو ‐ ر ری رال ا  .  . 
. . . . . . . . . . . . . . . . . وو ‐ ر ری  .  . 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . و و ا ری  .  . 

٠ . . . . . . . و و ا و وو ‐ ر را   ی  .  . 
٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . ری ات ای ژ  و  .  . 

. . . . . . . . . . . . . . . ری ات از لاس لا د  .  . 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ر اگ‐ ا ٠ .  . 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ری را د ادلات  . 
. . . . . . . . . . . . . . ری ر از رال ‐ا را د ادلات  . 

. ری ر از رال ‐ا را د ادلات از ر  .  . 

. . ری ر از رال ‐ا را د ادلات از ر دو  .  . 
غ
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ا ر ر
گرال ا و س را د ادلات ارن ای گروه 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . لات د و ای روه   . 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ر  .  . 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ا ا  .  . 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . و ا روه   .  . 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . و ا اوردا   .  . 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دادد ا  .  . 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . را د ادلات ای ارن   . 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . روه د داد ا  .  . 

. . . . . . . . . . . . . . ا ارن  و رداری ای دان  داد ا  .  . 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . وردی ر لات د  . 

٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ر الا ر لات د  . 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . و لات د  . 
. . . . . . . . . . . . . . ر الا ر ای ارن  و وردی ر ای ارن   . 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ر لات د  . 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ر ادلات  .  . 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ر ا ا  .  . 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ر ای ارن   . 

. . . . . . . . . . . . . دار ا ای ارن  و ادلات  .  . 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . ري  ای ارن ا  .  . 

. . . . . . . . . . . . . . . . . ري ای ارن  از ای ال   .  . 
. . . . . . . . . . . . . . ری را د ادلات ار  . 

. . . . . ری و را د ادلات ای ای ارن   .  . 

. . . ری ای ODE از اد ای دو اه د ارن  .  . 
. . . . . ری ر از زئ را د ادلات ای ای ارن  ٠ . 

٠ . . . . . . . . . . . . . . . . رال ‐ا را د ادلات ای ارن   . 
٠ . . . . . . . رال ‐ا را د ادلات رای اوردا  .  . 

. . . . . . . . . ری ر از رال ‐ا را د ادلات ای ارن   . 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ای ای ارن   .  . 
. ری ر رال ‐ا را د ادلات رای اوردا  .  . 

٠ . . . . د ای واب  ا و ادلات ر ا در ا ارن  رد ار  . 
. . . . . . . . . . . . . . . رو اوردای ای واب  ا  .  . 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اوردا ای ورت  روش  .  . 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . ذاری ا روش  .  . 
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ش ا ر
س را د ادلات گ س پا وا

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . و ا وا  . 

. . . . . . . . . . . . . . . ا وا رای ا ا را  . 

. . . . . . . . . . . . . . ا وا ا رای روش  . 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . وا ‐ و رم  .  . 

٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ر و  . 
٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ژ را ‐لا ر او ادلات  .  . 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . ر و از ر و ور ا  .  . 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ر و  .  . 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . ر و ای دود   .  . 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . وف را ا روش  . 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . روش ازی  . 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . ان‐ ر روش ور ا  .  . 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . ده روش  .  . 
٠ . . . . . . . . . . . . . . ر را د ادلات ا وا  . 

کسری ر گرال ‐ا س را د ادلات گ س پا وا
. . . . . . . . . . . رات غ اب از ری ادلات رای ر و  . 

٠ . . . . . . . . ری ر را د ادلات ر غ ا ا ود  . 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ر و ری ای ر  . 
. . . . ری ر رال ‐ا را د ادلات رای ا وا  . 

زار ا رم از اده اس
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Maple از ری ر  . 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ای اد  ر  .  . 

. Maple ا را د اد ای ای ارن  ا  .  . 

. . Maple ا را د اد ر ای ارن  ا  .  . 

. Maple ا ری را د ادلات ای ارن  ا  .  . 

. Maple ا ا وا ا ا را ا  .  . 

. . . . . . . . . . . . Maple ا ا وا ا  .  . 

. . . . . Maple ا زئ را د اد ر ا  .  . 

را
٠ س گ ا ارس ا واژه 

PDF Compressor Free Version 



ا ر ت
ارس س گ ا ا واژه 

ا
ا
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داول رس
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ا و ای  را دول  . 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ري ای رو   . 
. . ان‐ ر روش از اده ا ا Λi را ا ر ا ای ار و ا  . 
. . . . . . . . . ری ات ا ارا اوا اد رای ا وا  . 
. . . ری ات ا ر KdV اد رای ا ای ردار  . 

٠ ری ات ا وا و‐ و ورو اد رای ا ای ردار  . 
. . . . ری ات ا و ر‐ا و اد رای ا ای ردار  . 

ث
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ص
ار پ

را ذ ای ئ ر ا  ا ، زئ ا و و را د اد ا وا ام
داع ا ای ا زی ان ا . ا آن رای روش ارائ د ر  در
ای روه  ر ای د. وزد رن ا در و وس ار و ر ای

ا ای روه  ر وان ان ر را در ون ا و ود ارائ و
و ردی ار و از ا ر وم ا در راوا ای رد  ار دارای ود  

ارن ای روه  ای رد  ار د. ات ا ر ا ر ا و ر ا و د ، ز
د ری، وژی و و وان ا  آ از د ون ا و و وع ار و
ا رل، ر ددی، ز ا آ اص، وا اب، ا ر اوردا، ر ، را د

روه ر ا ا آ دک ا ا ا ود او رد. ام ره غ و و وآ ا ، لا
. ا را د ادلات ز در آن ا رد ار ا در 

را را د اد لات ای د از ارن روه ا ئ داد ان
ای ارن  ا ئ ، را د اد از ارن ای د، اوردا دار

وی د. ا ا  آن و ا ای  د  و رای ادلات از
اد را اد آن زئ را د اد از ارن ای داد ان

ا ا ارن  ا و را د اد ورد در و د ا د ر ر را د
از داد. د وا را اد ای واب  ری رال ا ار و اد ر ا
واده ا ، را د اد از ارن ای ود آن د ر آن ری د ا

Marius Lie Sophus
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ار
د، ا ارن از ا ر اوردای واب را د اد از وا ر از ری ار

د. د  و
از دارد راوا ای ز  را د ادلات اه د ارن روه دا

دی رده ا رد. اره ا را د ادلات اه د ای واب  دی وان ا  آ
ر د د ا ارن روه ای د  و و وا دو ر ا ورت ا
در ا وا ارن روه ای رد ار ر د از . ر ر  در د در را د ا
رال ا ارن ای روه  اط ار رد ات ا ال ای در ر و . ا ز
راری ر ر و ات دا ا ر د از ان داد. را ژ را ر‐لا او ادلات ای ژ  و ا رات غ
ارائ ر ر ا ا . ا ا وا و ارن ای روه  ری ا

ای ارن  ا ا ارن  ا ا اوت د. رد ا ای ارن  ام ا ارن  از و
ای ر غ وا ر لاوه وا ای ر غ ات ا آ وا د

و د ای ارن  از را غ ئ ری ارا روه ر . ا وا و
ور و ردد ا ون ا د و ر د وا رد  أت ا ای ارن  از

رد. ر ا ارن  ا را غ ئ وان را  ا ون ا ر وس
ر از رال ا و رر ا ات ا ر از ا ای ری را د اب

ان ز در د. و ده  ا ری رال ا و ار ا ردازد ر  غ
ز ری را د اب ای ر  لا را د اب ری ا
، وو ون وری ان دا ا ر و ری را د اب ان ز ول در د. زده

ا د. ذاری ا ران د و آ ، ور ، د ا و ، ژ را لا ، ر او ، د وا رو
ر از رال ا و ا د ا ر رال ا و ر دو ر ا
راوا ای رد ار دارای ری را د اب د. اص ا وان ز

ال، ا و ار آ ، رو ا ای  ، ا ای اه  د رل ر ا، اره  ان ر در
ردازش ، ا ، رو ا ، و ا ود ای ار ا در ا د ای د رآ

و رای د در زاری ا ری را د اب . ا ر د وم اری و ا
از اری در د. ارائ د ون ا و ای د رو و واد ورا و ا ای ای ژ  و
ز ود ا ز ار د دار ال ان ز ز ای ده  د
ری ر از رال ا و ئوری ا را ا آ وان ورت  ا در د دار وا
در ری ات ا از ا ا .[ ، ، ، ، ، ، ، ] رد ازی دل

. ا ده ا ا ده اد ودن ر ؤ و ود و ا ا آ ر ای دل  ا ا
ا ر ا در ا ز ر و دارد ود و ری ر از ات رای او ای ر 

رای ده ارائ ای روش  . ا و و ا و وو ‐ ر آن ر روف  و دو ر
الات از داد و د اوت الات در ری ر را د ادلات
J. Liouville
Grünwald
Euler

Lagrange
Heaviside

Fourier
Abel
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از ا و د ردا ا ری ر را د ادلات رو ز ا آ روش و
ر ادلات ا ر ا در ود. ال  د ا ر ا در ا ا داف ا

ا ادلات ا . ر  را ری ر از رال ‐ا را د دۀ ا
ای ده  د از اری د، را د ای ر غ ا و ا رال ا وع از لا
ادلات ا ا ر الات ر د. و  را واد در ا ر ا ر از ز

د ا ای روش  ان در د. ردا ا ادلات ا رای واب ا و ود و ات ا
ا ر ا در ا روش  ر از رو ز ا آ روش ده ارائ ادلات ا رای

. ردا ا آن
واع ا ر و ا از ان  دا ا ا وم ر ان ا ر ا دوم در
ری ر را د ادلات و رال ‐ا را د و ر از را د ادلات
از ا د ا در . ردا ا ری ر رال ‐ا را د ادلات و

وم در . ا ده ر ذ ده وا ر ا آ ری را د اب
ادلات در آن از ر ر ای روش  و ارن وم ری و ز د د ا ا ده
داده دوم در ده ر ادلات واع ا ارن روش ا در . رداز
ارم در د. د وا ارائ ر درک ا ا ز دام ر رای و د د وا

ا رای ان‐ ر روش و وف را ا روش ، روش از روش د
د. د وا ان روش ر ای زا و ا و ارائ زئ را د ادلات ا وا
ادلات ا وا ا رای ارم در ده ان ای روش  از در
زار ا رم ر ز در . ر وا ره ری ر رال ‐ا را د
و ارن ا ور ا رای ا زار ا رم ا ا و ا ده ردا Maple ا ا

. ردا وا ادلات واع ا رای ا وا
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ص
ا از  پ 

ولا از ز ر رای ذا ، ا ا د ۀ د ا راف ا زم ار و ا ۀ ا
ر ز و ا د  ون ا ار از اری دد ان از ا ار اد ا و لام دن
. ا ودداری  ... و اس ای ، را د ای رم  رداری، ای دان  ا، د
،[ ٠ ، ، ، ] ون ا د ای اب  ر ا در ده اد ار ا ر ذ لازم
راوان ا د. ا را ا آ د وا زوم  ورت در ده وا و ده ا
ات د ان ا در ار و ا وع و ا آن اط ار و ا آ در ادلات ار ا
. ردا وا ری را د اب ر ز و را د ادلات واع ا ر و

س را د ادلات دس ار ساخ  . 
دی ود، ده و اق ا و ر در ر و لاب ا ا
ای ال  د. ار آ آن راوان ای رد  ار و ات ا ر در زئ ات ا را د ادلات
ازی دل  زئ ات ا را د ادلات و ز اد ای ده  د از و ا

د. و  
اد ام ا و ا آ از ا لا زئ را د ادلات ر

و وا ا ا، آ ادلات و ا ز  ا از د، و ذاری  ا ا آ ان د
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ا از   
ا غ رو ا ،( ا اد ) ام ر ،( راک د و ر رود ادلات )

،( ر غ ر رود ، لاچ ول‐ ا ، ال ا ادلات ) ا ،( ول ا اد )
ا ا ر ر ا ،( ر ‐دو وج٠ ور ، و ‐ا ر و ، ر او ادلات ) الات ا

ا د درو و ا غ ،( و ولا اد ) ا لا ر ،( دا ‐لا رگ ز اد )
ای وا  رر ا)، ر اد ) ا د و ر ،( و ر‐ا و ز و ول ا ادلات )
‐ اد ) اد ا و ا ،( وف و ‐ رو ‐ روف و اد ) ا
رای د ر د اری و ( و و ا ‐ وگ٠ ز اد ) ا ،( ز و
واع ا ا ود و ا ا ا ا ا د. ا وع ر [ ] ر ای و  و ا ال 

ا و وم وا ، لا ز از ا ز ای دل  وان ادلات ا
ا وارد ر ا در د. ا زئ را د ادلات ا ر ا د، ده ا
. ا د و ددی ده ر ای رح  را ا، آ ای راه  درک و ا راه

ا در . ا آ ا واص از درک د از ادلات ا رای
رد. وا رر را ادلات ا د ار ا

و وا ای ر غ و ای ر غ را ای را د اد از ور
ام ای را ا ای . ا ای ر غ وا ای ر غ ات
ای ر ات د د ا از د ادا در . ر ر  در وا و ای ر  غ

.[ ] رداز  
داد دارای ،f(x1, · · · , xp) ره غ ‐p دار وار ا

pk =

(

p+ k − 1

k

)

ورت ات ا ا k ر از ز ا زئ
∂Jf(x) =

∂kf

∂xj1∂xj2 · · · ∂xjk

k ̸= J ر از 1 ⩽ jk ⩽ p J = (j1, · · · , jk) ارن ا د ای د  ا ا ود د وا
داد ا دا را (u1, · · · , uq) وا ر غ q ر ا را ا . ا ده ذاری اد
k‐ام ر ات ا دادن ان رای 1 ⩽ α ⩽ q ،uαJ ز ا ات qk = qpk

. دار از u = f(x) ا از uαJ = ∂Jf
α(x) ز ا

n‐ام ر ای ،E = X × U ≃ Rp × Rq ا ای رای
J (n) = J (n)E = X × U (n)

Schrödinger
Dirac
Einstein
Maxwell
Eikonal
Bloch
Euler
Navier

Stokes
٠Korteweg
de Vries
Ginzburg
Landa
Vlasov
Kolmogorov

Petrovsky
Piskounov
Black
Scholes

٠Fitzhugh
Nagumo
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را د ادلات د ار ا
د از د ا ای

p+ p(n) ≡ p+ q

(

p+ n

n

)

،uαJ ات و uα وا ر غ q ،xi ر غ p ا آن ات ا
ا u(n) ا U (n) ار) ) ودی ای در اط د. ا  1 ⩽ J ⩽ n ر از ،α = 1, · · · , q

را ا د. ا  n ر ا ا آ ات و وا ای ر  غ ا و د و داده 
ات ون د. و داده  ا (x, u(n)) ا z ∈ J (n) و ات

ری و ا د u(n+k) د ات از و ر ز u(n)

ود و ای روی πn+kn (x, u(n+k)) = (x, u(n)) را ا πn+kn : J (n+k) → J (n)

M ⊂ E ر ا . ا E = J0 J (n) از ر و πn0 (x, u
(n)) = (x, u) ا ر ذ ا دارد.

ای از و ر ز J (n)M = (πn0 )
−1M ⊂ J (n)E د، ا E از و ر ز

د. اب  از M را ر و ا n‐ام ر
از از و ر ز روی F : J (n) → R دار وار ا . ر .  . 
ود. ده  ا n‐ام ر را د ا ، ا ده ر n‐ام ر ای

ا n‐ام ر را د ا راردادن ر از n ر را د اد ر
ر را د ا و uxx+uyy = 0 در لاس لا اد ال وان ود.  

ات دارای E = R2 × R آن در و ده ر J (2)E روی F (x, u(2)) = uxx + uyy دوم
n‐ام ر را د ا ر د ا دا و د. د آ د، ا  (x, y, u)

ا ر ا و د ر  ر الا ر ای ر روی را د ا ار ود ور
(x, u(n+k)) ات از ای و ر ز وان J (n) از (x, u(n)) ات ر ر در ا

از ات ا اد ای را د اد وا در رد. ورت  J (n+k) از
اد ، را د اد د. ر  ر د را ر غ د ا وا ا

د ا دا ر غ u ا ر ا ود ده  ا (ODE) و را د
زئ را د اد را د اد آن ر غ از ر u وا ورت در و

آن در ده ر ا ر ر الا را د اد ر ود. ده  ا (PDE)
ده ر ا اد آن در u ا از ر ا ا ر اد ر . ا اد

ز لا ای آ اد دارد. ود و زئ ات دادن ان رای را اد دو د. ا
ار ر غ ا ا از و ات دادن ان رای و وده d ورت ا
ار ر غ از ا ا داده ان رای و د ا  ∂ دوم اد و  رود،
. ا د ا از اده ا زئ ات دادن ان رای ز ا ده لا اد  رود.
ان رای و ∂2u/∂x2 ده د ان uxx ا در د ا  ∂u/∂t ده د ان ut ال رای

. اده  ا uxxy رده اد از ∂3u/∂x2∂y دادن
Laplace Leibniz
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ا از   
ورت n‐ام ر را د اد ‐m اه د . ر .  . 

∆ν(x, u
(n)) = 0, ν = 1, · · · ,m, (  . )

ورت وا ر غ q و x = (x1, · · · , xp) ر غ p دارای ود داده  ان
د. ا  n ر ا x u ات ده د ان u(n) د. ا  u = (u1, · · · , uq)
ردن ر ا ود، داده  ا ∆ = 0 ا ار ا اغ (  . ) ادلات اه د
‐n ر ای روی ده ر ∆ν : J (n) → R را د وا از و

ا ؤ  ا در ∆(x, u(n)) = (∆1(x, u
(n)), · · · ,∆m(x, u

(n))) ا ود. ا  ام
ای X × U (n) ای از وار ا ∆ ود. ر  ر در وار

د. ا  Rm دی m د ا
ای در ول ای و د و د وا  (  . ) را د اد اه د

رم n‐ام ر
S∆ =

{

(x, u(n))|∆ν(x, u
(n)) = 0, ν = 1, · · · ,m

}

, (  . )
ادلات اه د در ادق (x, u(n)) ∈ J (n) اط ام ا ا و د ا ود. ر ز

ر ا ا د S∆ ا در ∆ν ده ر وا د. ا  
را m ال ا ر S∆ روی ا (x, u(n)) ای ر غ ∆ν وا و ژا
د از J (n) از د ر ز S∆ د ا روض ادلات اه د ر r ر ا د. ا دا
را S∆ ،πnX : J (n) → X ری و ا رض  ا د. ا  p + q

(

p+n
n

)

ارد. ای  ر غ ای از از و  ر ز روی
را رو رو ا آ ا ا ر ا در را را د ادلات واع ا از ر ادا در

رد. وا رر

ر س را د ادلات  . 
ادلات ا د. ر را د ادلات ز در ادلات رد ار ر واع ا از
. ان د ϵ ا را آن د لال ا ر ارا ام و ر ارا ا ود ورت در
. ر وا ر در ϵ در د ر او در را ر ادلات ا ا ا در

را [ ] د وا ادلات  ا ر ای رد  ار و ا ال  ا رای ده وا
د. د وا ارائ ا د ای ذاری  اد و ار ر ادا در د. ا

ا ر و ا اد  .  . 
ر ارا و x = (x1, x2, · · · , xn) ر غ n از دار ار و ر f(x, ϵ) وا ا ا ا در

ا ود. ر  ر در ϵ = 0 ا در اً و ر ارا ا ا ده ϵ

PDF Compressor Free Version 



ر را د ادلات
ادق ورت در د. و ز ا آ ر الا را ای در ز و ا x ،ϵ در وا

رط در f(x, ϵ) ا ودن
lim
ϵ→0

f(x, ϵ)

ϵp
= 0,

ϵp از ر ر از f ورت ا در و f(x, ϵ) = O(ϵp) ورت را آن وان  
C > 0 ا و رد، ان وان ز ری د ورت را الا رط . ود

دارد ود و
|f(x, ϵ)| ⩽ C|ϵ|p+1;

: دارد ود و ϵ = 0 ا در φ(x, ϵ) ا وان ادل ور ا

f(x, ϵ) = ϵp+1φ(x, ϵ).

را ر ا
f(x, ϵ)− g(x, ϵ) = O(ϵp),

ورت و د و اوی اً ر ( O(ϵp) ای ا ) f, g وا اه آ د ا رار ر
د؛ و و ر ز

f(x, ϵ) = g(x, ϵ) +O(ϵp),

ارزی را د ر الا در ر اوی .f ≈ g و وان ار ا ا
ای ا g(x, ϵ) و f(x, ϵ) رد ر و ا وان را ارزی رده د. ر

د رض د، ر ر در را f(x, ϵ) ا .f ≈ g ر ا و ر ا د ارزی رده
د ای

f0(x) + ϵf1(x) + · · ·+ ϵpfp(x)

ϵ ای وا در ϵ = 0 ول f(x, ϵ) ور از ا p در از ر د ای
ا وان را  g ≈ f ا ر . ا ده آ د

g(x, ϵ) = f0(x) + ϵf1(x) + · · ·+ ϵpfp(x) +O(ϵp)

ا در داد. ا

f0(x) + ϵf1(x) + · · ·+ ϵpfp(x)

وا از ارزی رده ، ا ر ا ود. ده  ا f ا وا ارزی رده از ارف ا
د. د آ f0(x), f1(x), · · · , fp(x) ا (p+ 1) ردن ر ا f(x, ϵ) ≈ g(x, ϵ)
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ا از   ٠

ϵ ر پارا ا ر ادلات  .  . 
ا د و ر ا ا ر ای ازی  دل در را د ادلات وارد از ای اره در
ϵ ا را آن و ر ارا ا .[ ، ] د و ارائ  و ر ارا ا  ی

ا ر ز ادلات ا ورت ود. ده  ا لال ا ر ارا ، ان د
F (z, ϵ) ≡ F0(z) + ϵF1(z) ≈ 0. (  . )

وان ود. ده  ا (  . ) لال ا ر اد لال ا ر غ F0(z) = 0 اد
ا ر اد ر ز اد ال

F (x, y, ϵ) ≡ y2+ϵ − ϵx2 − 1 = O(ϵ), (  . )
: دار د در ان ا وق اد و از از د

F (x, y, ϵ) ≡ y2 − ϵ(x2 − y2 ln y)− 1 ≈ 0. (  . )
اد ، و ر ارا ا دوم ر از و را د ادلات ان در ر د ا

ر ا و
y′′ + y + ϵ(y′3 − y′) = 0, (  . )

. ا وردار ر الات در ژه ای و اه ا از و ا ور در ون اد د ا  
در ون ازار ا ام د ا رق دس و ز دان و ار اد ا

ا ار ا ر غ ر ا و اد ، اد ا ا د در د. اه ا آز در ول
اد ا ا ز در . ا ان ز از ا وده ر ا و ان ده د ان y

و ا ا رش ا ورون  ای ا  رای د وان دان در
ای و  از اده ا ا ر ا ای دار در دود ر وع وان ر ا ال در

ار رود. لاء
د: ا ر  ز رم ا وج ر غ لال ا اد ر د ا

utt − (u2ux)x + ϵut = 0. (  . )
ار ا و رای ا دوم ر زئ را د ادلات از ز اد ا
آب، واج ا ون ) ا ای وج از ا د، روی د لا ز در وا ا
از و ر ارا ر ا در ار رود. وری واج ا و ( ز ز واج ا و وت واج ا
(  . ) اد لال ا ر غ د. اد ا واج ا ار ا در لا ا وم ا
راوان ادلات ورت د. ا  ut آن لال ا و utt − (u2ux)x ورت

زد. ال وان ر  را د ادلات از ری د
Van der Pol
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رال ‐ا را د ادلات

گرال ‐ا س را د ادلات  . 
‐ را د ادلات از د دار ود و ر غ ای ر ا ادلات از ادی ز واع ا
ر ر د اری و اد را د ادلات ری، أ را د ادلات رال، ا
وم از اری در و ات ا ر در ولا ار ای دت  رای ادلات ا د. ده ا ا
[ ] را ده وا ر ای ال  دن د د. وده ا ا ورد د ای رد ار و

. اع د ار
ا ان ز ا اد ای (IDE) رال ‐ا را د اد ات، ا ر در

‐ را د اد آن د ا ا رال ا دود ر ا . ا ا ات و رال ا
اد ی ، اد آن د، ا ر غ رال ا دود از ر ا و رد رال ا اد رال، ا

ا دا رال ا درون در ا وم ا ا ر ا .[ ٠ ] ود ده  ا را و رال ا
دا رال ا رون و درون در وم ا ا ر ا و اول، وع رال ا اد را اد آن

رال ا اد ال رای ود. ده  ا دوم وع رال ا اد ، اد آن ا
u(x) = x+

1

2

∫ 1

−1
(x− t)u(t)dt, (  . )

ا اد ای ر دا ا ا . ا دوم وع از رد رال ا اد
ود. ده  ا رال ‐ا را د اد د ا u(x) وم ا ا از ات و رال ا

ورت رد وع از را رال‐د ا اد ات و ا ا
u(k)(x) = f(x) +

∫ b

a
K(x, t)u(t)dt, u(k) =

dku

dxk
,

ود: د وا ر ز ورت را و وع از رال ‐ا را د اد و

u(k)(x) = f(x) +

∫ x

a
K(x, t)u(t)dt, u(k) =

dku

dxk
.

ای ر  ا د (KE) ادلات رال، ‐ا را د ادلات ر روف 
اد د. را د و و وا راد ا، لا ، ر ای از

اد و ا لا ز در و ولا و دا لا ادلات ، ر ای از ا د در ز و
ا ا ز ا ، ادلات د. ا از اد ا ر در و و و ا

ون از، ای ول  و د ا د ال ا و در ر د ا ذرات ر از (DE) وز
ال ا ا ا ای DE د. و  را ره غ و ذرات ا، رون  ا ا،
ادلات . ا ده ر ذرات از ا د ای ر  غ ای در ا ادی ر غ

ود: ر  ر ز ورت (IDEs) رال ‐ا را د
W

(

F (x, y, y1, · · · , ym),
∫

X
f(x, y, y1, · · · , yk)dx1 · · · dxl

)

= 0, (  . )
Fredholm
Volterra

Boltzmann Smoluchowski
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ا از   
واه د f و W,F وا x = (x1, · · · , xn) و l ≤ n و د واه د داد ا n,m, k, l
د. را اد ا رای واب ود و ا د ا ا دازه ا د ا د

و ده د ان ym اد . ا واه د ز ( X وزه ) ا رال ا دود اد ا در
: ا m ر از زئ ات

ym =

{

∂my

∂xi1 · · · ∂xim ≡ ∂xi1 · · · ∂ximy ≡ yi1···im

}

. ( ٠ . )

ود. د  زئ را د اد د ا f = 0 ور در (  . ) اد
در د دار ود و رال ‐ا را د ادلات از راوا ای ال  د ان ور ا

رد. وا اره ا ا آ از و دو ادا
ده ا ا اد ا ز و اد از دل ر اده  ر ز اد

ود.  
∂f

∂t
+ v

∂f

∂x
+ F

∂f

∂v
= J(f, f), (  . )

: دار وق اد در
J(f, f) =

∫ ∞

−∞

dw

∫

−ππg(θ)[f(v′)f(w′)− f(v)f(w)]dθ. (  . )

روی F و رال ا ورد ر ر J(f, f) و DE وز ا ان f = f(t, v, x) ا ا در
ا ال ر را ا ذرات ای ر   وا ر g(θ) = g(−θ) . ا ار

∫ π

−π
g(θ)dθ = 1. (  . )

ادلات اه د از وان رال  ‐ا را د ادلات از ر د ال وان
ا لا اردار زای ا وز ا و رای ادلات اه د ا رد. ام ول ا و‐ ولا

از: ار اه د ا ورت ار رود. ای ون  و ا رون  ا ون


































∂tfα + u∂xfα +
qα
mα

E∂ufα = 0,

∂tE +
∑

α

qα
ϵ0

∫ +∞

−∞

ufαdu = 0,

∂xE −
∑

α

qα
ϵ0

∫ +∞

−∞

fαdu = 0,

(  . )

v = (u, 0, 0) ر ردار از x ؤ u ،E = (E, 0, 0) رداری دان از x و E = E(t, x)

mα و qα ادلات اه د ا در د. ا لا ای ؤ  وز ا fα = f(t, x, u) و
.[ ٠ ] د ا لأ  ر ا ذرد ر ϵ0 و ذرات ا رم و ار ر

Kac
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ری رال ا و را د اب

کسری گرال ا و س را د حساب  . 
ر از وم ر رال ا و ا ان وا در ری را د اب

را د اب راع ا ان ز اب ا ۀ ار . ا ر غ واه د ۀ ر
ادلات از ری را د ادلات .[ ] ردد از  و و ز لا و
د. وم در ادی ز ای رد  ار دارای و وده ر غ ۀ ر ا را د
ای ده  د ر د  و د ری را د ای دل  ا داده ان ات ا

ر ا در د. ر را د ای دل  از ر د ارآ ار ر غ
. ردا وا اب ا ات د

کسری ات حاس خچ ار  .  . 
ا د. ا ا ر ای ر  ا در ا ر ا  ا از د ا وم

وان ا  از ، دا آن از وا و دد ر ا وان و  دارد ز ای وم
راً ا رد. ام را اب و ر ا ده ا ی را ی و رات غ زان
ودار ر ز در ور ا آن د ای ا او لا ا وم رال ا وم
ام ا ار ال وان رد. ر آن رای ادی ز ای رد ار وان ز  در و ا

ا د د. د آ و ار را رال ا از ا ود ر د رآ در ده
وده رال ا و ز و د ر ا آن ال د ا ا در ا آ

. وم دو ا از ری ول ر غ ورت ارائ در و
و ز لا ده دل و رد ای ا  از و ای ار در ری ده ا

ا د ر ال و آ .[ ٠] ود داده  ر ا ار ام در ال٠ و
ا ز لا داد؟ د وا روی ر 1

2 ا ر را را n ، dnydxn ≡ Dny در ر ا ود
رای ر . و ا ا ری ورت وان را  d 1

2 الا ا داد
ور را ا ال ا ار دو ا را ز ا آری ا دارد؟ ود و D 1

2 ا آ ا ا ود رح  ا
ز ای n رای Dn ا آ ا ا ر د وال د. ر وا (D

1
2 )2 = D ور ذ

رال ا ور را ا ان وان ا ده رح ور را ا ا ا ا ر؟ ا دارد ود و
. ا ری

دا ری ای ا ات ا را در وا و و ر ا ا ا ز لا
اوا و اوا ز ا در ا و ات ا د ر ر . ا

د رن در د ر ردد. ر  رن و و ر ، وو و وزد رن
آ د. دا ا ا ا ای ز  ا در ز و... ژ را لا و ر او از دا دا

٠Hopital
J. Bernoulli
Wallis

J. Liouville
G. F. B. Riemman

Holmgren
Lagrange
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ا از   
ا ر ا در د. ری ات ا ام ات ا ر در ری رای  ا ای د ان

ا آ ر ای و د ا ری ر ای رال  ا و ات رد وا ان
د. ا ا  روی را ات ا ر از دی د د و وده و ا اد

، وف ‐ د وا رو ا از دارد ود و ری ر از رای او ار
ار ا ر ا آ ام رد. ام وان راس  و ر ، وو ‐ ر ، و٠ و ا ، ز ر

رد، ر وان دو  ا رای راوا ای زا د. و و ا و وو ‐ ر ا رای
ر رزی را ا را ائ دی ول ر ان ا و و ا ا از

ا ا ار لاس لا د ا و و ا د ان ا د. د د
ا ا آ ا اری از از د وا دارای ار ا از ر ا ا د. ا ذاب  را

ا ا ا وارد و و ا رادا ا از و رای د. ا ر 
‐ ر . دار دوم ر دا از اول ر ا رای

ا ا . ر ا دد از ا از وا دارای ز وو
ادلات در ژه و ان ان در وو ‐ ر و و و ا و د
و ر ا د د در . ا وار ا دو ا روی ر ا ار ز ر ، زئ را د

ا ا رر د. رده ا دا اص ا ری را د اب و ارائ ادی ز الات
در . ا ده ارائ [ ] در راس و ری را د اب رش و ار اره در

ای ر  ای ژ  و و ار ر [ ] و [ ] د ا ز ا در ا
ار از ردآوری ر  . ا ده ردا ری ر از رال ا و

ده ام ا [ ] در ادلا ور ا و ری اب ز در آن ای رد  ار و ری
. ا

ا گا ا  .  . 
داد ا ا رای ور ا ان ا ا ا رای اده ان ز ر ر ادی 

اره ا ر ز د د ا ا دا ا ا ا از ا و ا ر وا ر ا . ا
د: اد ر او و

Γ(x) = lim
N→∞

N !Nx

x(x+ 1)(x+ 2) · · · (x+N)
.

: ا ر را  اغ آن را ا ر ا ا
Γ(x) =

∫ ∞

0
tx−1e−tdt, x > 0. (  . )

د ر وا Γ(x + 1) = xΓ(x) از را ز ز رال ا ا
ور ا n دد ر رای ،Γ(1) = 1 رض ا . ا ر او ر از

Grünwald
Letnikov
Riesz

٠Caputo
Miller

Ross
Igor Podlubny
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ری رال ا و را د اب
ورت از را و از ا . دا وا n! = n(n − 1) · · · 2 · 1 ورت را
وان  n ≤ N رای ود. د وا ا ا Γ(0) ا وا در Γ(x− 1) = Γ(x)/(x− 1)

: و
Γ(−n)
Γ(−N)

= (−N)(−N + 1) · · · (−n− 2)(−n− 1) = (−1)N−1N !

n!
.

و ر ز ورت ا ا و دار ا x ا رای ا ا ا از 1/Γ(x) و
ود:  

1

Γ(x)
∼ x1/2−x√

2π
ex, x→ ∞.

وا ره ر ز ارت از ر غ ر از را د و رال ا ای ر رای
رد:

Γ(j − q)

Γ(−q)Γ(j + 1)
,

دو ای ارت از ا و د ا د وا ددی  ر q و ر غ دد j آن در

Γ(j − q)

Γ(−q)Γ(j + 1)
=

(

j − q − 1

j

)

= (−1)j
(

q

j

)

, (  . )
رای ز ری د وه ی ا روری ا و . اده  ا آن ان رای

از: ا ارت آن و دارد ود و ر ورت ا ا ا ان
Γ(x) =

∫ 1

0
tx−1e−tdt+

∫ ∞

1
tx−1e−tdt.

ا دوم و ا ا ا رای ری ان وق ارت از
د: ر  را ا

Γ(z) =

∞
∑

k=0

(−1)k

k!

1

k + z
+ کامل ,تابع z = −n, n = 0, 1, 2, · · · .

ا دار ا ود، ده  ا ز رال ا ا ا ا ز ا آ در
را د ور ، داد ا روی دا اش از ا اط ام در

د. ا وا و ا د ای ا وا از اده ار ای و  . ا ر ذ

کسری گرال ا و س را د ای ر  .  . 
ات از ر دو وی داد. ام ا ری ان ا در را و ات ا وو

ا ری در را وا ر در داد. ارائ ری
f(x) =

∞
∑

k=0

ck exp(akx),
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ا از   
ا د ا در ، ال ا ا را وق ری α ر او داد.

ر ر ا رد. ر ا دد α

را ر ز ول ر (α ∈ C ا n ∈ N ذاری ا ا ) ری ا dn

dxn exp(ax) = Dneax = aneax

آورد: د
Dαf(x) =

∞
∑

k=0

cka
α
k exp(akx). (  . )

ا در ا ردد. ر  (  . ) ری را رای α اب ا ر ا دود
وع روی ری وی  دود آن، ای ا ا . دا α اب ا در دود دوم ر

،b واه د ر ارا ا F (x) =
1

xb
وع از وا رای وو . دا ر ار وا

ورت را α ر از ری
Dαx−b =

(−1)αΓ(b+ α)

Γ(b)
x−b−α.

الات در را ار ا وو ، ر دو ر در ود و ای دود  ود و ا داد.
ال در رد. اده ا د و ا ، ز در ردی ار ائ از دادی رای ود دی
اد اوت ر ر داد. ام ا ور ری روی ر ،
ردی ار ر غ ای ا ا وا ای ری  رای و د رال  ا ا رد
رد: اد ر ز ورت را f(x) روض ا رای α ر از ری رال ا ر او ود.

D−αf(x) =
1

Γ(α)

∫ x

c
(x− t)α−1f(t)dt+ ψ(x). (  . )

د وا رو ا وم رار از . ا c رال ا ا در ود و ام ا ψ(x) ا ود و
رای رال ا ول ر و رد ار را وو و ر ا ار ود
ان ψ(x) ا دون و c = 0 ا د ا (  . ) اد د. ر α‐ام ر

ود. ده  ا ری ر از وو ‐ ر رال ا روزه ا ا زی
وو ‐ ر ری رال ا روزی ا ر در cD

−α
x f(x) اد ورد در را ا ال

د: ر ر در را ر ز رال ا اد . ادآوری 
cD

−α
x f(x) =

1

Γ(α)

∫ x

c
(x− t)α−1f(t)dt, Re(α) > 0. (  . )

در −α ای α ذاری ا ا (و ری رال ا رای د د از ر در وز اد ا
ا ا ا ا د. ا و د و ار او ود، اده  ا ری) ر

: از ؛ ا ر ای ام  ، ا د اب ا وع
0D

−α
x f(x) =

1

Γ(α)

∫ x

0
(x− t)α−1f(t)dt, ر ول ر

( ٠ . )
−∞D

−α
x f(x) =

1

Γ(α)

∫ x

−∞

(x− t)α−1f(t)dt. وو ول ر
H. T. Davis
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ری رال ا و را د اب
د. ان د را وو ‐ ر (  . ) ول ر ذاری ام  ول، ر دو ا

(  . ) در α ر ارا لا در ری ری و  ری رال  ا اد ا ود و ا
ر غ ا ور ری، ری ری  ری رال  ا و د، رق 

وا در ا ا ا ود؛ ا د وا  (  . ) را در α لا
ر ز ورت را وو ‐ ر ذا  . را وا ور ∫ x

c (x− t)−α−1f(t)dt رال ا
: ر 

cD
α
xf(x) = cD

n−β
x f(x)

= cD
n
xcD

−β
x f(x) =

dn

dxn

(

1

Γ(β)

∫ x

c
(x− t)β−1f(t)dt

)

, (  . )
.0 < β = n− α < 1 و ا α از ر رزگ  دد ر و  n = [α]

(c = 0) ر ری داد ان وان اد (  . ) ر از اده ا ا
ا ا ر را b واه د ر ارا ا f(x) = xb ا رای

0D
α
xx

b =
Γ(b+ 1)

Γ(b− α+ 1)
xb−α.

ر ر در ا او ال در . ا وب و ری رال  ا اغ (  . ) ول ر
وان را  0 < α < 1 رای ری رال ا داد ان ا ا ام ا و ور د

: و ر ز ای ورت 
Iα+φ(x) =

1

Γ(α)

∫ x

−∞

(x− t)α−1φ(t)dt,

Iα−φ(x) =
1

Γ(α)

∫ +∞

x
(x− t)α−1φ(t)dt. (  . )

و وم زوم و وده ر را ا آ ا ار و ‐ ر ات ای ژ  و از ر
در ر ر ا ال وان ازد. ان  ا را ری ات رای ری ا

ا اد ا در او روط د ا وو ‐ ر وع از ری را د اد
ادلات در او روط و و ا ر از اده ا ا ا در ا د ری

د. ا  ( ر ) لا ا ری را د

وو ‐ ر کسری گرال ا  .  . 
ا را ا د ، ور ر  آن رراً ری ر از رال ا از ار از

و ول ر ا ر ا ازی رای ود. ده  ا وو ‐ ر رال ا
(0, t) ا ازه ر در و و f(ζ) د رض . ا ادآوری  را ا د رال ا رای

Weyl Cauchy
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ا از   
: دار ورت ا در د ا ر ذ رال  ا

D−nf(t) =

∫ t

0

∫ tn−1

0
· · ·
∫ t1

0
f(t0)dt0 · · · dtn−2dtn−1

=
1

(n− 1)!

∫ t

0

f(s)

(t− s)1−n
ds, n = 1, 2, · · · ,

دد ا ا د. ان د را ری رال  ا ار n ،D−n ا f (−n) و D0f(t) = f(t) آن در
ری رال ا ،Γ(n) و ا ا (n − 1)! ور ا و α دد ا n

را ر ز وو ‐ ر
aI
α
t f(t) =

1

Γ(α)

∫ t

a
(t− s)α−1f(s)ds,

aI
α
t f(t) در ری ری رال ا ر وط ر د دو t و a ای د  د.ا  د

د. اده  ا R−α
D اد از Iα ری رال ا ای از در د. ا د را

ری ات از ردی ار و اوت ر دو دا وو ‐ ر ری رال ا ا
n = [α] + 1 و ره غ دو ا f ر ا ات د ا ا د. و دی ول ر د وا  

α ر از وو ‐ ر رال ا اه آ د ا t ∈ [0, T ] ز و n − 1 < α < n

ود: ر  و ا t ر غ
(0I

α
t )f(t, x) =

1

Γ(α)

∫ t

0

f(τ, x)

(t− τ)1−α
dτ, t > 0. (  . )

: دار α ر از وو ‐ ر را رال ا ر رای
(tI

α
T )f(t, x) =

1

Γ(α)

∫ T

t

f(τ, x)

(τ − t)1−α
dτ, t < T. (  . )

ری رال ا رای را ر ز ای ژ  و د ا t ≥ 0 رای و ا f(t) ا رض ا
رد. ر وان وو  ‐ ر

▶ lim
α→0

Iα(f(t)) = f(t),

▶ Iαt (I
β
t f(t)) = Iβt (I

α
t f(t)) = Iα+βt f(t), α, β ∈ R+,

▶ Iα(λf(t) + g(t)) = λIα(f(t)) + Iα(g(t)) α ∈ R+, λ ∈ C,

▶ Iαt t
γ =

Γ(γ + 1)

Γ(α+ γ + 1)
tα+γ , Iαt C =

C

Γ(α+ 1)
tα,

. ا ده آ [ ] ر در وق ای ژ  و ات ا . ا ا دد C و γ ≥ −1

وو ‐ ر کسری  .  . 
را د اب لاف ر د ان د ری را د اب در ر ا ای

اغ رو د. و ر ای روش  ا ری ات ، لا
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ری رال ا و را د اب
ری ر از رال ا آن و ا د رال ا از ود اده  ا ار ا ان رای
ا ا و ز) لا ده (ا ری ر از رال ا رار ا ا ری ات رد. ره 

د. و ر  ( ر اد ) ری ر رال ا از ر

ری ،n = [α] + 1 ودو ر  [a, b] ازه روی f(x) ا رای . ر .  . 
ود: ر  و ا ر α > 0 ر از ان ز وو ‐ ر را و

aD
α
t f(t) = Dn

t (aI
n−α
t f(t)) =

1

Γ(n− α)

(

d

dt

)n ∫ t

a

f(s)

(t− s)α−n+1
ds, (  . )

tD
α
b f(t) = (−1)nDn

t (tI
n−α
b f(t)) =

(−1)n

Γ(n− α)

(

d

dt

)n ∫ b

t

f(s)

(s− t)α−n+1
ds. (  . )

: ا ده ان ذ در وو ‐ ر ا ا ای ژ  و از ر

▶ Dα
t D

m
t f(t) = Dα+m

t f(t) ̸= DmDαf(t), m = 0, 1, 2, · · ·

▶ Dα
t I

α
t f(t) = f(t), Dα−n

t f(t) = In−αt f(t),

▶ Dα
t t
γ =

Γ(γ + 1)

Γ(γ − α+ 1)
tγ−α, Dα

t C =
C

Γ(1− α)
t−α,

N m و n و m − 1 < β ⩽ m و n − 1 < α ⩽ n ا β > 0 و α > 0 رض
: دار α+ β < n و د ا

(aD
α
aD

β)f(x) = (aD
α+βf)(x)−

m
∑

j=1

(aD
β−jf)(a)

(x− a)−j−α

Γ(1− j − α)

. ا ده آ [ ] ر در وق ای ژ  و ات ا . ا ا دد C و γ ≥ −1

و کاپو کسری  .  . 
رال ا و ر و در وو ‐ ر ری از (  .  . ) ر

ر از را د ادلات از ات ا ر در آن ای رد ار و ری ر از
وژی و ال ا ا ود. ا ا ا ری  دی و  د د لاس از وا ر ،
الات د. ود ری از ا ر ار در اص ر د د د از د د ای
رای ری ات از دات ا ا و وآلا و ز در وص ده ر
دل رای ا ر ای دل از اده ا .[ ] د ر ره  واد ای ژ  و ر و
د د ون  ر را ری ر از را د ادلات از اده ا وژ ژئو ای ده  د ازی

ا ا د. ادلا  رای رزی را دی ول  ر زوم در و
t = a ازه ا در وو ‐ ر د ا رزی را ر وو ‐ ر
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ا از   ٠
ال وان د، د وا

lim
t→a

aD
α−1
t f(t) = b1,

lim
t→a

aD
α−2
t f(t) = b2,

...
lim
t→a

aD
α−n
t f(t) = bn,

و و ا ام ا ا ا دان ا ر ال در د. ا k = 1, 2, · · ·n ا bk ا
از ود. ری ر از ات ور را ا از دی د ر اوی رد ر ا ای
ری را د ادلات رای رزی را ا ا و و ا ازات ا ر زر

د ا د ا ر  را د ادلات رم ان و، و ا ا
رد. وا ان را ا ر ادا ود.در د وا t = a ازه ا در ر
ری ،n = [α]+ 1 و ود ر  [a, b] ازه روی f(x) ا رای . ر .  . 

ود: ر  و ا ر α > 0 ر از ان ز و و ا را و
C
aD

α
t f(t) =a I

n−α
t (Dn

t f(t)) =
1

Γ(n− α)

∫ t

a

f (n)(s)

(t− s)α−n+1
ds, (  . )

C
t D

α
b f(t) = (−1)ntI

n−α
b (Dn

t f(t)) =
(−1)n

Γ(n− α)

∫ b

t

f (n)(s)

(s− t)α−n+1
ds. (  . )

لاف ر ا دد از و و ا ا ا و و ا ای ژ  و از ر د
ود. ر  وو ‐ ر

ا آن ا ا دم رد ر و و ا رای وان ا  و ر د از
د ا m ر از و ر Dm رض ر ا ور . ا و

اه آ
CDα

t D
m
t = CDα+m

t ̸= Dm
t

CDα
t .

و کاپو و وو ‐ ر ط   ی را  .  . 
رای C

aD
α
t و aD

α
t دو ر د ا ان f ∈ A1[a, b] و n = [α] + 1 αو ≥ 0 د رض

ود: د وا رار ر دو ا ر ز را ی ورت ا در د ا دا ود و آن
C
aD

α
t f(t) = aD

α
t f(t)−

n−1
∑

k=0

Dkf(a)

Γ(k − α+ 1)
(t− a)k−α. (  . )

کسری ات ای ژگ  و  .  . 
ود. د وا ات ا در ری ات رد ار ر ای ژ  و ر ا ز ر ا در

ودن خط (
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ری رال ا و را د اب
: ا ر ری ، ر ا ا در

Dα
t (λf(t) + µg(t)) = λDα

t f(t) + µDα
t g(t), ( ٠ . )

. ا ای در  ده ان ری ات از ر ده د ان Dα

کسری رای ز لا ده ا (
: ا ر ز ورت ری ات رای ز لا ده ا

Dα
t [f(t)g(t)] =

∞
∑

n=0

(

α

n

)

Dα−n
t f(t)Dn

t g(t). (  . )
کسری ات رای ره ای ز ده ا (

از ری ، ا دو رب از ری رای ز لا ده ا د ا از
د: ا ر ا Ψ(t) د رض . ا ر ا

Ψ(t) = Ψ(ϕ(t)),

: ا ر ز ورت Ψ(t) ا از α‐ام ر ری

Dα
t (Ψ(ϕ(t))) =

tαΨ(ϕ(t))

Γ(1− α)
+

∞
∑

k=1

Cαk
k!tk−α

Γ(k − α+ 1)

k
∑

m=1

(Dm
ϕ Ψ(ϕ))ϕ=ϕ(t) ×

×
∑

k
∏

r=1

1

ar!

(

(Dr
tϕ)(t)

r!

)ar

, (  . )

ان ا ak, · · · , a2, a1 ا ر غ ر اد ات ر ام روی ∑k وع و t > 0

. دار را ∑k
r ar = m ز و ∑k

r=1 rar = k

کسری ات از لاپلاس د  .  . 
ر ا s ر غ از F (s) ا . آغاز  لاس لا د ر ا را ا

F (s) = L{f(t) : s} =

∫ ∞

0
e−stf(t)dt, (  . )

ر از د ا f(t) ا رال ا ا ود و رای ود. ده  ا f(t) ا از لاس لا د
د دار ود و ان M و T وا د؛ ا α ا

e−αt|f(t)| ≤M, ∀t > T

t→ ∞ ا ز ا ا ری ر  د ر د ا f(t) ا ر د ارت
F (s) از وس لاس لا د از اده ا ا د وا  f(t) ا ا د. ا دا
f(t) = L−1{F (s); t} =

∫ c+i∞

c−i∞
estF (s)ds, c = Re(s) > c0, (  . )
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ا از   
رار (  . ) لاس لا رال ا رای لا ا را در c0 ود ا از
رب از لاس لا د آ . ا ژ و دو دارای ا اه د د از د ا دارد.

: ا ا دو آن از لاس لا د رب ا ر را ا دو
L{f(t) ∗ g(t); s} = F (s)G(s). (  . )

ان ر ز ورت ا f(t) ا از n‐ام ر از لاس لا د دوم
ود:  

L{fn(t); s} = snF (s)−
n−1
∑

k=0

sn−k−1f (k)(0) = snF (s)−
n−1
∑

k=0

skf (n−k−1)(0). (  . )

وو ‐ ر کسری از لاپلاس د
ود: ر  ر ز ورت f(t) ا از α ر وو ‐ ر ری لاس لا د

L{0Dα
t f(t); s} = sαF (s)−

n−1
∑

k=0

sk[0D
α−k−1
t f(t)]t=0, (n− 1 ≤ α < n). (  . )

و کاپو کسری از لاپلاس د
ود: ر  ر ز ورت و و ا ری از لاس لا د

L{C0 Dα
t f(t); s} = sαF (s)−

n−1
∑

k=0

sα−k−1f (k)(0), (n− 1 ≤ α < n). (  . )

ر اگ‐ ا ٠ .  . 
د. ا  ا ر از را د ادلات ئوری در ،ez ا ا

ود داده  ان ر ز ورت ری ارا ا ا ا
Eα(z) =

∞
∑

k=0

zk

Γ(1 + αk)
, (  . )

از ری د و ا ا ا د د. ر ٠ ال در ر اگ‐ و
د. رر ال در رت٠ ا و ال در ولارد ، ٠ ال در و

ر ا ر اگ‐ ری ارا دو ا
Eα,β(z) =

∞
∑

k=0

zk

Γ(β + αk)
, α > 0, β > 0, ( ٠ . )

Mittage-Leffler
Wiman

Pollard ٠Humbert
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ری رال ا و را د اب
در راوال آ و ار د ازی  ری را د اب در

و د ا د ر ا اً ر رت ا و روال آ ا ود او د. ر ال
ر ز روا د. ود اده ا ا ا دادن ان رای ر اگ‐ ذاری اد و ام ان از

ود: ا  ر اگ‐ ا ر از ور
E1,1(z) =

∞
∑

k=0

zk

Γ(1 + k)
= ez, (  . )

E2,2(z) =
∞
∑

k=0

zk

Γ(2 + 2k)
=

sinh
√
z√

z
, (  . )

E2,1(z) =
∞
∑

k=0

zk

Γ(1 + 2k)
= cosh

√
z. (  . )

ا از ورت ا در ،a ∈ R و α, β, γ > 0 د رض .Eα = Eα,1 ا ر ذ ا
ود: د وا ر ز ورت ر اگ‐

Dγ [tβ−1Eα,β(at
α)] = tβ−γ−1Eα,β−γ(at

α), (  . )
Dα[Eα(at

α)] = aEα(at
α). (  . )

از: ا ارت α > 0 ر از ر اگ‐ ا از لاس لا د
L {Eα(atα)} =

sα−1

sα − a
, s > |a|1/α. (  . )

دار ا ا ری از اده ا ا s > a رای در
1

s− α
=

∫ ∞

0
e−steatdt =

∞
∑

k=0

ak

k!

∫ ∞

0
e−sttkdt =

∞
∑

k=0

ak

k!

k!

sk+1
=

∞
∑

k=0

ak

sk+1
.

: دار ز ر اگ‐ ا رای ا ور
L {Eα(atα)} =

∞
∑

k=0

ak

Γ(αk + 1)

∫ ∞

0
e−sttαkdt =

∞
∑

k=0

ak

Γ(αk + 1)

Γ(αk + 1)

sαk+1

=

∞
∑

k=0

ak

sαk+1
= sα−1

∞
∑

k=0

ak

(sα)k+1
=

sα−1

sα − a
.

ود: د وا ر ز tαk+β−1E
(k)
α,β(±atα) ا از لاس لا د د، ان آ و ا

L{tαk+β−1E
(k)
α,β(±atα)} =

∫ ∞

0
tαk+β−1e−stE

(k)
α,β(±atα)dt

=
k!sα−β

(sα ∓ a)k+1
, s > |a|1/α, (  . )

. ا k‐ام ر E
(k)
α,β(z) =

dk

dzk
Eα,β(z) از ور

Agarwal

PDF Compressor Free Version 



ا از   

کسری س را د ادلات  . 
وع از ات ده ردار در ا را د اد  (FDE) ری را د اد

ر ا را د ادلات از ری را د ادلات . ا ری
در ا آ ده و رار ر ا ر ا ری را د ادلات ر ا ای ال  در د.
ال، ا ، ا ر ز ، ا ز ، رو ا الات، ا در ای رد ار

د دو ری را د ادلات د. وده ا ا و و ورد ار ره غ و د
ا ری را د اد ورت د. و دی  ر‐ غ و

: ا ورت
F (t, x, u, ut, ux, uy, uz, uxx, uyy, · · · , Dα

t u,
CDβ

xu,D
γ
yu, · · · ) = 0, (  . )

ا و ر ات و u = u(t, x, y, z, · · · ) ر د ای F آن در
0 < α, β, γ < 1 ورت ری ات ر . ا ای ر غ u ری

رد. وا اره ا ادلات ا ر رو  از ورد د ال رای . ا
ورت ا ا ر دا لا  اد ی . ثال .  . 

∂T

∂t
=

∂

∂x

[

D
∂T

∂x

]

, x ∈ (0,∞), t > 0,

t ان ز در x در ا د T (x, t) اد ا در . ا ز و ات ا ر در ا آ ام ادلات از
ا از وص اده در ا ر ال ا ر ان ا ر ار ا ا ر D و
ا در را ا ر ار ا اد ا زد دس وان ور  ا . ا رد ا رم

د ارائ اردی و ا د  اد ا د. ان د ان ز ول در اده از
ود: ز  ا ری ر از ا ان ز ر آن در

∂αT

∂tα
=

∂

∂x

[

D
∂T

∂x

]

, x ∈ (0,∞), t > 0. (  . )
ا α ر از ان ز وو ‐ ر ری ده ی د ان ∂αT

∂tα
آن در

. ا ری را د اد از و ای اد ا .[ ]
ار ا و رای ا ر دل KdV ار ا ا دور وج ور اد . ثال .  . 

ری ا در KdV وع از ادلات ورت . ا آب وح در واج ا
ا ر ز ان ز

∂αu

∂tα
= uNx +AuPux, 0 < α < 1, P > 0, uNx =

∂Nu

∂xN
( ٠ . )

، رز ر ری اد ر ( ٠ . ) اد ،N = 2, 3, 5 ز و P = 1 ر ر در ا
.[ ٠] ود د  ر KdV و KdV

Mainardi
Korteweg-de Vries

Burgers
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ری ر از رال ‐ا را د ادلات
اد ا رد ار ر و روف ار آن ری ا ادلا از ر د . ثال .  . 

اده در را ذرات رو ر ار ر ، ز در اد ا .[ ] د ا ار  ا
اد ا ات ا ر در د. و ، ا ذره رو ر اد ر از ا

وم ، د ز وم ات، لا ا وم واد، وم د ا وف ار د رآ ا ر ات و و در
از: ا ارت اد ا ورت . ا رد ار ر ار ره غ و ، ا ا

Dα
t u = (k(u)ux)x, (  . )

ده د ان Dα
t و 0 < α ⩽ 2 ، ا k(u) و ان و ان ز از وا ای ر غ u

د او ری ادلات α ازه ر غ ا اد ا د. ا ان  ز ری
رای ار، ا اد α = 1 رای ار، ا ر ز اد α ∈ (0, 1) رای لا ود.  

ود. د  وج ر اد α = 2 رای و وج ار ا اد α ∈ (1, 2)

د روش از دارد ود و او ای روش  ری را د اد رای
ری روش ، ور د روش ، د روش از ای روش  لاس لا

رر رای ر ؤ روش ددی. ای روش  از اری و اوردا ای ر ز روش ، وا ای
از ارن . ا رو ز ا آ روش ری، را د ادلات رای واب ا و
زار ا ا روه  ر و دا . ا ا ده  د و ا ا ای ژ  و
ای ژ  و . ا ز ات ا را د ادلات و ز رای را و ر را
الات ر در را ا . ا ر رار ا ورد رده ور ذ در ا PDE ار
ور آ ای در  . ا ده داده ز ا FDE ارن روه د ارآ ر

داد. وا رح را روش ا

کسری ر از گرال ‐ا س را د ادلات  . 
ردازش در راوا ای رد ار دارای ری را د اب د اره ا داً ا ور ان 
ا ر ا ر و ا ر ای  ، وژ و ای ا  ده، ای ا  د ، ا

ر از رال ‐ا را د ادلات ادی ز ای ژو  ر ا ال د در د. ا  
ات ا ا ا ات ا ات ا ا ر ا . ا ده داده (FIDEs) ری
ود و رای رزی را رر ر د ر د. رداز ادلات  ا رای واب ود و

ا ا د رد رو ا ا ا دک ا ان ا در د. ردا ا ادلات ا رای واب
ادلات وص در ده ام ا د ای ژو  ان در د. ا رده ورد ر ات ا
در ود. ده  د اوت ر دو ادلات ا رای ری، ر از رال ‐ا را د

. ردا وا ار ا ار ا ادا
Markov
Mellin

Fourier
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ا از   

ر از گرال ‐ا س را د ادلات از ر خس  .  . 
کسری

و ور وا ا ور د  ا f(x) وا لاس ده د ان ACm[a, b] د رض
و لا ا f (m−1)(x) و د ر ذ m − 1 ر ا [a, b] ازه ی روی

وو ‐ ر وع از ری ای ود  و رای ا رط .f (m−1)(x) ∈ AC[a, b] : ا
ا ا ،ϕ(x) ا رای (  . ) و (  . ) ر ا و و ا و (  . ) و (  . ) ر ا

ای ر  غ ا وم دو ا را د ادلات د. ا دا ACm[a, b] ازه
. را د وا ری د و را د

وا ر غ u = u(x) و ای ر غ ردار x = (x1, · · ·xn) د رض . ر .  . 
د: ر ز ورت ای ر غ را د ای ر غ د. ا

u(1) = {ui1}, u(2) = {ui1i2}, · · ·u(k) = {ui1i2···ik} (  . )
ود: ر  ر ز روا ا

ui1 = Di1(u), ui1i2 = Di2(ui1) = Di2Di1(u), · · ·

ui1i2···ik = Dik(ui1i2···ik−1
) = DikDik−1

· · ·Di1(u), (i1, i2, · · · , ik = 1, 2, · · · , n).

آن رای ر ز ر ا xi را د ر ده د ان Di ر ا در
: ا ده ارائ

Di =
∂

∂xi
+ ui

∂

∂u
+ uij

∂

∂uj
+ uijk

∂

∂ujk
+ · · · . (  . )

رد. وا ر را ری ر از رال ‐ا را د ادلات د ا از د
ا وا ای ر غ از ا ر ری ر از رال ‐ا را د ادلات از وع ا در
دا ا . ا اوت ا ری ا ر از را د ادلات در وا ای ر غ

ورت دی ‐n وح ا وازی Ω د رض
Ω = [a1, b1]× [a2, b2]× · · · × [an, bn], −∞ < ai < bi <∞, (i = 1, · · · , n).

ور ا ر ا از دام ر . ر ر  در را ا ر از وع ا ر ا در د. ا
،x ∈ Ω ای ر غ ردار از xi(i = 1, · · · , n) ات از دام ر

ای ر ،Di ری را د ای ر د: ورت ا ا ر ا د.  
رال ا ای ر و ،αi ∈ (0, 1) ر از Iαi

i+
≡ aiI

αi
xi از ری ری رال ا

در ا ر ا ردن ر ا .βi ∈ (0, 1) ر −Iβiiاز ≡ xiI
βi
bi

را از ری ری
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ری ر از رال ‐ا را د ادلات
: دار ر ا

B =











D1 D2 · · ·Dn

Iα1
1+

Iα2
2+

· · · Iαn
n+

Iβ11− Iβ22− · · · Iβnn−











, αi, βi ∈ (0, 1) (i = 1, 2, · · · , n),

د: ا ر  ز ورت ر ا ا ای درا 

Bδ
i =



















Iαi

i+
, δ = +1,

Di, δ = 0,

Iβii− , δ = −1.

(  . )

ر از رال ‐ا را د ای ر  ا را را د ای ر  غ وم ا ال
. ری د

وا ای ر غ رروی (  . ) ای ر ردن ار  u[k] ای ر  غ . ر .  . 
د: و ر  ر ز روا ا و وده u

u[1] = {uδ1i1 } ≡ {Bδ1
i1
(u)},

u[2] = {uδ1δ2i1i2
} ≡ {Bδ2

i2
(uδ1i1 )} = {Bδ2

i2
Bδ1
i1
(u)}, · · · , (  . )

u[k] = {uδ1δ2···δki1i2···ik
} ≡ {Bδk

ik
(u
δ1δ2···δk−1

i1i2···ik−1
)} = {Bδk

ik
B
δk−1

ik−1
· · ·Bδ1

i1
(u)}, · · · ,

(i1, i2, · · · , ik = 1, 2, · · · , n, δ1, δ2, · · · , δk = −1, 0, 1),

وح و ود. ده  ا ری ر از رال ‐ا را د ای ر غ ا، ر غ ا
ردن ار ا  u(k)) ود ز  u(k) ای ر غ و ا u[k] ای ر غ و

.( ا u وا ای ر غ روی ر ا ر
‐ را د ا x, u, u[1], · · · ای ر غ ا داد وا F ا . ر .  . 
‐ را د ا در (  . ) رم ای ر غ از k ر ر الا ود. ده  ا ری رال ا

رال ا
F = F (x, u, u[1], u[2], · · · , u[k]), k <∞, (  . )

را ا ای ر  از رال ‐ا را د وا و ود. ده  ا ا ر
را ری ر از رال ‐ا را د اد وان الا  ات د ا . ان د F ا

رد: ر
F = F (x, u, u[1], u[2], · · · , u[k]) = 0. (  . )

. ا ری و ر دو ر از رال ا و را د ای ر ا اد ا
رال ا ادلات ، را د ادلات ا اص ای ا  در اد ا وان  
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ا از   
ا ر د و و و ا ا و وو ‐ ر ای ا  ری ادلات ری، ر از

. ا رال ‐ا را د ادلات ده ی
:[ ] رد اره ا ری ر ا و اد وان ادلات  ا از ا وان

xD
α
1 (
C
0 D

α
xu)− w2u = 0, x ∈ (0, 1), α ∈ (0, 1), (  . )

رد: و از ر ز را اد ا وان وا  در
(−1)Dx

(

xI
1−α
1 (0I

1−α
x Dx(u))

)

− w2u = 0.

و ای . ا ری ر از رال ‐ا را د ر غ u ود ده  د وح و
ری وج اد ادلات، ا از ر د

utt = −C
xD

α
1 (0D

α
xu), x ∈ (0, 1), α ∈ (0, 1), (  . )

د. ا ری  ر از رال ‐ا را د ر غ u ز وق اد در . ا

کسری ر از گرال ‐ا س را د ادلات از ر دو  .  . 
ای ر غ ر وع ری ر از رال ‐ا را د ادلات از ر درا

ا ادلات از وع ا دارد. ری ا ر را د ادلات ا او وا
ورت ادلات ا ورت د. ری ر از و رال ا وع از ا  

Dα
t u(t, x) = G

(

F (t, x, u, u1, · · · , um),
∫

X
f(t, x, u, u1, · · · , uk)dx1 · · · dxl

)

, ( ٠ . )
ا و

CDα
t u(t, x) = G

(

F (t, x, u, u1, · · · , um),
∫

X
f(t, x, u, u1, · · · , uk)dx1 · · · dxl

)

, (  . )
ر غ x = (x1, x2 · · · , xp) و l ≤ p ور د واه د دا ا l و P,m, k ا
وع از ان ز u ر غ از ری Dα

t ز و x و t از وا ر غ u و
ود. ر  ر در t ∈ (0, T ] و 0 < α < 1 ا در . ا و و ا ا و وو ‐ ر
ود. ا آ رای واب ود و د و رض  و و واه، د f و G,F وا
واه د ز آن ود ر  ر در X ا رال ا دود (  . ) و ( ٠ . ) ادلات در

ورت um اد . ا
um =

{

∂mu

∂xi1 · · · ∂xim ≡ ∂xi1 · · · ∂ximu ≡ ui1···im

}

,

د ا f = 0 ر ا وق ادلات از دام ر  . ا m ر از ز ده د ان
ود. د  ری را د اد

PDF Compressor Free Version 



ری ر از رال ‐ا را د ادلات
ول ا و‐ ولا ری اه د وان ادلات  ا از ال وان



























∂αt f + u∂βxf +
q

m
E∂uf = 0,

∂αt E +
q

ϵ0

∫ +∞

−∞

ufdu = 0,

∂βxE − q

ϵ0

∫ +∞

−∞

fdu = 0,

(  . )

ات ده د ان ∂βxE و ∂αt E, ∂βxf, ∂αt f و 0 < α, β ≤ 1 وق اه د در .[ ] رد اره ا
د. وو ‐ ر ری

اددا
دا را د ادلات د ار ا ر ا ا روری ود آن ر ا در

وم در رد ار رای را د ادلات از رده ای واع ا د اره ا ور ا . ا
، ا ، ا ، ز ای ده  د از ا ده  د واع ا و و د
دا ور ره غ و ا ورون  و ای دام  ا و و وا ، ا غ رو ا ، ا غ
ار ا ا زم را د ادلات ا ای ده  د ازی دل  د. رده ا

ا رای و ر ادلات رد ار ر واع ا از ر ا در . ا آ رده واع ا و
را د اب ری ا ان ز در د. ارائ ا آ از وس ای ال ر
را د اب . ر ز ری را د اب د رن در لا
لا و ون ز ، ا ری ر از رال ا و ات ده ر ر در ری

از در د. ا ذاب  را آن ا ار و ا آ ا راوا ای رد ار دارای آن
در و د ان ری را د اب ا ار ات د و ار و ار ذ رو
ده ی ا ر ادلات ا ر ا در اره ا ورد ا وع و ز زی ر ا ا

آ ای در . رد ارائ ا آ از ای ال  و زد ری ر از رال ‐ا را د
. ردا وا ا در ده ر ادلات روه ای روش
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ص
و س را د ادلات ارن ای گروه 

گرال ا
ا ا ای ده  ا از اری و  وس ار روژی دان ا ر رن از دود در

ال در و اده ا ای ور ا ده  ا ا ر ا رد. رح را ار ای روش  در
روش  د. را د ات از اری اس ا وز د و ان

د د ادلات ا ار رای را د در راز ا از و و وده د ارز و ردی ار ار
رد. ده اد را را د ادلات ا ار ام ا آ د وا و  داده ر ار

ا آن  و ده د و ای اوردا و ار ای روه  و را را د ادلات
رای ری روه از وا ا اور ود ر ا آن  از ار ا ده ا داد، رار رر ورد
ا و ای روه  ر را ود ات ا و ود. رده اده ا ری ادلات
ر روش ا ود. آغاز ا   ODE رای ا و ا ا ای دف 
رف را ود ز اب ا ا وان ا دا آن ر را وی ا را د ادلات از ری رال  ا
ا روه  ا را ز د. ای روه  وم اس ا ر را د ادلات ر ی رش
ر ا و د ، ز در د دار ردی ار و ات ا ر در ا رد ار ر لاوه
، را د د ری، وژی و و ون ا ا  د. و ر  ار ز ا وم

ا رل، ر ی ددی، ز ا آ اص، وا اب، ا ر ی ا، اوردا ر ی
Évariste Galois
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رال ا و را د ادلات ارن ای روه 
د دار ار رو آن ای رد ار و ای روه  ا دت ره غ و ، لا و وم وا
ادلات در ا وان را ای روه  رد ار زوم وم ا از ر راف ا و
اه د د ا وا ر در ای روه  ا ر ذ ان ا ا ازد. ار  آ را د

ار روه وان ات او ا د، و رده  ار ات ا ر در ود
ا ر ای ژ  و از اری د و ر  ا را د ادلات از ا د اه د

را اه د ار ر ر غ و ور ... و اد ‐ ری، ذ آن 
د.  

وی اه د ا واب د از د ر را د ادلات اه د ارن
اه د ان از ر د واب را اه د از وا ر ارن د . ا ودش

وژ و و ورت را د ادلات اه د از و ای ارن  در ارد.  
از رده ای واع ا د. ای ای ارن  دود رو ا از و د ا ده ر

لا ر غ آ ای، ، ای ارن  ر، الا ر وردی، ر ون ای، ا ارن 
اه د ر ا در رد. وا اره ا ا آ از ر ا در د دار ود و ... و
. ا ا ارن  از اده ا و ا أ . ا ارن دارای زئ را د اد

را لا د د ا زئ را د ادلات اه د ارن ردن دا رای لا،
د وا  و ای ر  غ ا د ا ا ای ا روی و
ای ر  غ دود لات د ا ود ده  د داً ور ا ر ا . ر ر در را

لا د ا اه د ای واب  روی ا ار د. PDE اه د از وا و
د. رده،  ال ا ا آن  راف روی

ا را د اد لات ا د از روه  ا رای داد ان
وا اه د ا لازم ارن) روه ) د اوردا دار را زئ ا و و از

داد ان وی . ا را آن و ا ای  د و رای ادلات
) اد ر ا و PDE ا در را د اد از ای ای ارن 
ای واب  ا ODE ا در و ( ده ال ا دا ا را ر ر ر در دون
ود. ا  ای واب  ا و اوردا ای واب  ام د اوردا ارن روه ژه و
واب وم واب ر از ، را د اد از ارن روه رد ات ا او لاوه
از ر د.  د  و را ا واب  از ری ارا واده ا د ا ارن از ا اوردای

. ز ر غ را د ادلات روی ر را ا ا ار ا
ا راوا ای ز  دارای را د ادلات اه د ارن روه دا

ا رد. اره ا را د ادلات اه د ای واب  دی وان  آن  از
ا ارن روه ای د  و از ر و را وا دو ر ا و ا دی رده 

ا، روه  ا ای اده  ا ر د از . ر ر  در د در را د ا ر د د
. ا آ ا واه د ا ا ر ارا اس ا ر را د ادلات دی ان  ا
ا آ ر غ وع ژه و زئ را د ادلات روی ر ر از رد ار
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لات د و ای روه 
ا آ از د ا ارن ای دارای زئ را د اد ر ا . ا دود

ای واب  و از و و ر ز ارن ا از ده آ د اوردای ای واب 
ا را رزی را ائ از داد رو ا از د، را د را د اد ا

ر ای رد  ار ا ، زئ را د ادلات ار رد. وان آن 
ای ا  وان ا  رد  ار ا از . ا دا ز ر ادلات ا در ای ای ارن 
اه د ای ارن  ای ا رزی، را ائ ای واب  ا و ازی
ا ارن  ای رد  ار ر، الا ر ای ارن  و و ای ارن  ده داده PDE

ا د، و ا  اه  د رای ا وا ا ر را غ ای ارن 
اه د ر ؤ و ا لا ر غ روش روش از ا ر ای واب 
زاری رم ا ات ا و ر از ا د ادلات ا ا ارن  از را
در Mathematica و Maple ون ا زار  رم ا از اده ا و ر و ا ری ار ود. اره ا
دی رو از د ا ا دارای و ای روه  را ز ا ده ا د ز ا

د. ا روی  ور ا
ادآور را ای روه  وص در ا د و ار ارن، ا ا ا ان از

د. وا

لات د و ای گروه   . 
دارای ور ا دی r وار دی ری، ارا ‐r روه . ر .  . 
m از وارون  و رب ا دو و دارا را آن ای ا  ام و وده روه ری ار ا

ای ا  ا i و
m : G×G→ G, i : G→ G,

m(g.h) = g.h, g, h ∈ G i(g) = g−1, g ∈ G,

د. ا  د وار ا ا  د، و ر 
ا روه از اده ال د ار ا ا Rr د ا ای . ثال .  . 

ود. ر  −x ردار ا وارون ا و (x, y) 7→ x+ y ردار ا آن در روه
اد G = SO(2) در دوران روه از ای روه  از ر د ا وا . ثال .  . 

ورت

G =











cos θ − sin θ

sin θ cos θ



 : 0 ⩽ θ < 2π







,

د: ا ر  ز ورت ϵ ر ارا ا روه و ا دوران زاو θ آن در ا
Ψ(ϵ, (x, y)) = (x cos ϵ− y sin ϵ, x sin ϵ+ y cos ϵ).
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رال ا و را د ادلات ارن ای روه 
ا آن از دی ر ز و و ر ز ،G روه از H روه ر ز . ر .  . 

د. و ر  H رای ا ز m و i ای ا  . ا روه ز ود

M د روی G د روه د. ا وار د M د رض . ر .  . 
(g, x) → g.x ا ا ϕ : G×M →M ا رط ا ا د، ر ر در را د  

د: دق ر ز را در

i) (g.h).x = g.(h.x),

ii) e.x = x.

از وان د.   M روی از G و ورت  ا در
د را g اه آ د ا g ∈ G و M روی د روه G اه ر رد. ر ز را را

و از ϕg : M → M ورت وان را  ϕ د ا g د ر ازای . ا  
x لات د ام و اه آ د ا x ∈ M ر ا . ان د ϕg = g ا ار ا رد
ا دار . ا  G د x دار را G.x = {g.x : g ∈ G} G لات د روه

.[ ] د د ر ز

ورت x ∈M ازای را د ا  و ورت G ای ا از د آن

Gx = {g : g.x = x},

ر ا GM د. ا x از دار  ا روه ، ا G از رو ر ز را روه آن و داده ا
G اه آ د، ا GM = {e} اه ر . ا G ر را از دار ا روه ر ز را GM =

∩

x∈M Gx

ر ؤ اً و ور G و د، ا GM ار ا ر ا و د ر  ؤ ور
د.  

ا دا ،x ∈M ر ازای اه ر د،  M روی آزاد ور G لات د روه
ا در د. ا دی  را د د و دار ا G اه ر .Gx = {e}

x ∈ M ر ر ا د ا و د ا د G دارت اه ر د ا را G
د. ا د p دار ا آن راک ا ور د ا و واه د ا دارای

ا د. ا M د روی ده لات د روه G د رض . ر .  . 
از و ر ز روی ا I : M → R د ا دار ا و اوردای ‐G

ورت ا و از Vx ⊂ G ا در g ∈ Vx د ر و x ∈ U ر رای U ⊂ M

ا دا g.x ∈ U ور g ∈ G و x ∈ U ر رای ر ا ود. ر  I(g.x) = I(x)

. ا ر  را اوردای را I اه آ ،I(g.x) = I(x)
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لات د و ای روه 

ر  .  . 
روه د دار ود و آن روی ا رداری ای دان  د، ا روه G ر ا

د از ا  ا د ا رداری ای اوردا رداری ای دان  ا د. اوردا
در ژ و ر اً ا ا د. و  G و ا ای  د  و و ی ا ر آن

ود. ا  ز آن ر در د ا روض روه
روی v رداری دان د. ا M د روی لات د روه G د رض . ر .  . 

ا دا ود ر g.x x ∈ M و g ∈ G ر ازای اه ر و اوردا ‐G را M
. g∗(vx) = vg.x

ای دان  ام و ی د ( (را از ودش Gروی د رض . ر .  . 
ر ودن ورف زو ا د. و G ( (را ر را ( (را اوردای رداری

ا در و ان د g ا را G روه ر .[ ] ا ات ا ا ر د ا را و
. ا ر ، ر از ان ور ار و ا

اس ای ا ا .g ≃ TeG ورت ا در د ا روه G اه ر .  .  . 
. ا را آن ر وان روه  ا و در روه ر

.[ ] برهان.
رد اره ا GL(n,R) ام روه وان ر  رای ا وان . ثال .  . 

روه در ر د. ا  n × n ر ای ر  ا و ان آن ر
د. ا ر  ر ا ا n× n ای ر  ا و ز SL(n,R) اص

ا گا  .  . 
ا را exp : g → G ا . ر ر  در را g ر ا G روه . ر .  . 

د. ا ا
و ئو د exp اه آ د ا e ∈ G ا V ز و 0 ∈ g ا U اه ر

د. رار  ر V و U
ر رای ورت ا در د ا g ر ا د روه G د رض .  .  . 

د د ا ا  ای ا  رب ورت ان ا g G و ر v1, · · · ,vk ∈ g

ا
g = exp(v1)o · · · o exp(vk).
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رال ا و را د ادلات ارن ای روه 
رب و و ر ا ر ا ا ای ا  ا ی و ر ای ا دا ا

[ ] ر در ا ان ر آورد. د را روه د ا وان در  ا آ
. ا ده آ

از وان د  و آن د روه آوردن د رای ا دا را روه د و ا
ا ا

x̄ = expaX(x), ȳ = expaX(y), (  . )
آن در رد اده ا

expaX = 1 +
a

1!
X +

a2

2!
X2 + · · ·+ as

s!
Xs + · · · .

د: ر ر در را ر ز د و . ثال .  . 
X = x2 ∂

∂x
+ xy

∂

∂y
.

رای را Xs(x) و Xs(y) د ا دا را د روه ا ا از اده ا ا ا رای
: ا ر ز رح آن دا ا د ا s = 1, 2, · · ·

X(x) = x2, X2(x) = X(X(x)) = X(x2) = 2!x3, X3(x) = X(2!x3) = 3!x4.

ز دس را ا
Xs(x) = s!xs+1.

. ا ات  ا را وق دس را ا دلال ا ا
Xs+1(x) = X(s!xs+1) = (s+ 1)!x2xs = (s+ 1)!xs+2.

: دار y رای
X(y) = xy, X2(y) = X(xy) = yX(x) + xX(y) = yx2 + xxy = 2!yx2,

X3(y) = 2![yX(x2) + x2X(y)] = 3!yx3,

: دس ز را ا دداً
Xs(y) = s!yxs,

: ات  ا را آن را ا دلال ا از اده ا ا و
Xs+1(y) = s!X(yxs) = s![syxs+1 + xs(xy)] = (s+ 1)!yxs+1,
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لات د و ای روه 
ا ا در ارت ا ا ا ا

expaX(x) = x+ ax2 + · · ·+ asxs+1 + · · · ,

ا و x(1+ ax+ · · ·+ asxs+ · · · ) ورت را رف و از ا د. ر وا
: دار ا |ax| < 1 رط 1

1− ax
ا ور ارا آ ز را دا ری

x̄ = expaX(x) =
x

1− ax
.

د آور
expaX(y) = y + ayx+ a2yx2 + · · ·+ asyxs + · · ·

= y(1 + ax+ a2x2 + · · ·+ asyxs + · · · ),

: در
ȳ = expaX(y) =

y

1− ax
.

از: د ار ر ورد لات د روه
x̄ =

x

1− ax
, ȳ =

y

1− ax
.

کوچ ا گروه   .  . 
Ψ(g, x) = g.x د ا M د روی ده و لات د از روه G د رض
ود و M روی G از g ر از و ا د.  ا (g, x) ∈ U ⊂ G×M رای
آن ار ر  M روی رداری دان را ψ(v) اه آ د ا v ∈ g ر ا دارد.

ا د ا . ا M روی G روه از exp(ϵv) ری ارا روه ر ز ر
: دار x ∈M رای

ψ(v)|x =
d

dϵ

∣

∣

∣

∣

∣

ϵ=0

Ψ(exp(ϵv), x) = dΨx(v|e), (  . )

ر  و ر ر در را Ψ ا ر اع ار وان  . ا Ψx(g) ≡ Ψ(g.x) آن در
ر در ان د را د M روی رداری دان ر  Ψ(g) آن ا ا را g

: ر ره  ر ز ول ر از لات د روه از ر  ا رای ر د ارت . ر

v|x =
d

dϵ

∣

∣

∣

∣

∣

ϵ=0

Ψ(ϵ, x) =
d

dϵ

∣

∣

∣

∣

∣

ϵ=0

exp(ϵv)x, v ∈ g. (  . )

ود. ده  ا G روه از و ا د  و v رداری دان
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رال ا و را د ادلات ارن ای روه 
د: ر ر در در را دوران روه . ثال .  . 

Ψ(ϵ, (x, y)) = (x cos ϵ− y sin ϵ, x sin ϵ+ y cos ϵ).

رای ا v = ξ(x, y)∂x + η(x, y)∂y رم رداری دان آن و ا د  و
: دار ا آ

ξ(x, y) =
d

dϵ

∣

∣

∣

∣

∣

ϵ=0

(x cos ϵ− y sin ϵ) = −y,

η(x, y) =
d

dϵ

∣

∣

∣

∣

∣

ϵ=0

(x sin ϵ+ y cos ϵ) = x,

. ا روه ا و ا د  و v = −y∂x + x∂y را ا

کوچ ا اوردا   .  . 
دۀ و ر  غ را ز ا ان ا ای روه  ۀ ر ای دی  وا از

اوردا ارز و  رط ا لات د روه ا ا و ر ز اوردا
ا ا  . ا روه از و ا ای  د  و و ا  

ای اه  د ارن ای روه  رای را د و وده ات ا ا اد و
ذارد. ان  ار ا در را د ادلات

د. ا M د روی ده د لات د از روه G رض . گزاره .  . 
و x ∈ M رای ر ا و ر ا اوردا G روه I : M → R دار و وار ا

: ا دا v ∈ g

v(I) = 0. (  . )
.[ ] برهان.

و ا د  و v =
∑m

i=1 ξ
i(x)∂/∂xi و ری ارا ا u = I(x) اه ر

: دار v(I) = 0 د ا د ا G اوردا I آ رای د ا
v =

m
∑

i=1

ξi(x)
∂u

∂xi
= 0. (  . )

: ا را  ر ز اه د I ا رای ال
dx1

ξ1(x)
=

dx2

ξ2(x)
= · · · = dxm

ξm(x)
. (  . )

ود: و  ر ز ورت وق اد رای واب
I1(x1, · · ·xm) = c1, · · · , Im−1(x1, · · ·xm) = cm−1, (  . )
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را د ادلات ای ارن 
Im−1, · · · , I1 د. ا cj از وا ا Ii(x) و ری رال ا وا cm−1, · · · c1 آن در
. ا آ از ا ری د اوردا ر د (  . ) اه د رای ا ا واب 

ود: ر  ر ز ورت ره غ ای روی SO(2) روه . ثال .  . 
(x, y, z) 7−→

(

x cos ϵ− y sin ϵ, x sin ϵ+ y cos ϵ,
sin ϵ+ z cos ϵ

cos ϵ− z sin ϵ

)

.

: ا ر ز رم ا از و ا د  و
v = −y ∂

∂x
+ x

∂

∂y
+ (1 + z2)

∂

∂z
.

ۀ اد اه د ا
dx

−y =
dy

x
=

dz

(1 + z2)
,

د. د آ w =
xz − y

yz + x
و r =√x2 + y2 ورت اوردا ا دو

دادد ا  .  . 
ای ر غ ای ودن ا ا از n‐ام ر ای د ان ر ور ا

رر ا . ا p+ qp(n) د دارای و ود ا  n‐ام ر ا ز ات ای
لاف ز زی ار ا ا و دارد د ار ا Jn د د وان د 
ان رای لازم ای ا د ا ا . ا qp(n) آن ای ار د X د روی رداری

. ا f ا ور دادن
د. ا وا ر غ و ر غ دو ا ا u = f(x, y) د رض . ثال .  . 

: دار ا ر ا و دوم ر ا را ا زئ ات ا ا J2 ا رای
J2 = {(x, y;u;ux, uy;uxx, uxy, uyy)} ≃ R

8

ا ا داد ا را ای ر  غ ا n‐ام ر ای . ر .  . 
. ان د u(n) = f (n)(x) ا را آن و ا n‐ام  ر

ا: ا ر را ال در f ا دوم ر داد ا ا ر ا
f (2)(x, y) = (f ; fx, fy; fxx, fxy, fyy)

س را د ادلات ای ارن   . 
د ا را د اد l اه د

∆σ

(

x, u(n)
)

= 0, σ = 1, . . . , l,
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رال ا و را د ادلات ارن ای روه  ٠
n ر ا u ات و u =

(

u1, . . . , uq
) وا ر غ q و x =

(

x1, . . . , xp
) ر غ p ا

از وار واب ود. ر  ∆ : Jn → Rm وا رای اه د ا . ر ر  در را
د ا  u = f(x) رم x = (x1, . . . , xp) ای ر غ از وار ا ا د

∆σ

(

x, f (n)(x)
)

= 0, σ = 1, . . . , l,

: د د ا ر ز اد ا را r ر از u ا زئ ات
∂ru =

{

uαj1,...,jr |α = 1, . . . , q; j1, . . . , jr = 1, . . . , p
}

=

{

∂ruα (x)

∂xj1 , . . . , ∂xjr
|α = 1, . . . , q; j1, . . . , jr = 1, . . . , p

}

.

از و رو ،∆ = 0 را د ادلات اه د رای ارن روه . ر .  . 
ر وری رده،  O د ا E از از و ر ز روی ا G د ا لات د

د. د  ری د واب را ∆ = 0 اه د از واب
ا از . ردا وا ا روی g ∈ G د ا د رد وه ان دا ا

راف ا را u = f(x) ا ود. رض  روه G لات د روه
Γf = {(x, f(x)) : x ∈ Ω} ⊂ E,

g د ال رد. رار  f ا ر ۀ دا درون Ω و آن در ر ر  در
را f ا راف روی

g.Γf = {(x̄, ū) : (x, u) ∈ Γf},

وار ور G اه ر ا ا ود. د وا د د ا راف ود g.Γf اً زو ر 
وان  Ω ۀ دا ا اب ا ا دارد، ا را f راف ،G ا ر و رده

ا ا اوردا دارد، را f ا راف G ا ر ول اً و g د د د
g.Γf = Γf̄ . (  . )

g د f ا راف ۀ ا د ان (  . ) در f̄ از ور د ا دا و
الا ا ادا در ا ود و f ا ۀ ا د راف ا رای روش . ا

د: ر ر در ر ز رم را g د رد. وا اره ا آن
(x̄, ū) = g.(x.u) = (φg(x, u), ψg(x, u)), (  . )

ورت x ∈ Ω رای f̄ ا راف ات اه آ د. وار وا ψg و φg آن در
x̄ = φg(x, f(x)) = φgo(Id× f)(x), ( ٠ . )
ū = ψg(x, f(x)) = ψgo(Id× f)(x),
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را د ادلات ای ارن 
( ٠ . ) را از را x د ا f̄ ا رای . ا X روی ا ا Id آن در ود ر 

ا و زد g ازای .φeo(Id×f) = Id ا وا g = e ازای ود. ذف
دار ا از اده ا ا را ا و ا ر غ φo(Id× f) و ژا ،e

x = [φgo(Id× f)]−1 (x̄). (  . )

: دار f̄ در (  . ) ذاری ا ا ال

f̄ = g.f = [ψgo(Id× f)] o [φgo(Id× f)]−1 ,

ود: ا  ر ز f̄ ا φg ردن وارون و x ذف ا ذا

ū = f̄(x̄) = f(φ−1
g (x̄)) = f(φg−1(x̄)). (  . )

G = SO(2) ای دوران  روه .X ≃ U ≃ R ا ر ا و p = q = 1 رض . ثال .  . 
: دار د ا G از وی θ ر ا .[ ] د ر ر در را E ≃ R روی

(x̄, ū) = θ.(x, u) =
(

x cos θ − u sin θ, x sin θ + u cos θ
)

. (  . )

SO(2) ا وا د ا Γf راف ا R2 روی ا u = f(x) رض ر ا ا ا
ازۀ روی f ر ا ا ر ا .θ ۀ زاو دازۀ ا آن راف دوران ز زی f ا روی
راف ۀ ا دوران راف ود θ.Γf اه آ د ا زرگ |θ| و ده ر [a, b] د ا ا

روض ا ر ا ال د. ا  f ا

f(x) = ax+ b, (  . )

ا وا ا ا در ر ر در را

(x̄, ū) = θ.(x, u) =
(

x cos θ − (ax+ b) sin θ, x sin θ + (ax+ b) cos θ
)

. (  . )

: دا وا اه د از x ذف ا

x =
x̄+ b sin θ

cos θ − a sin θ
. (  . )

و رده ذاری ا f̄ در (  . ) از را x ،θ ۀ زاو (  . ) ا ۀ ا د ا رای
د: در آ ر ز ورت f̄ ا ر ا

ū = f̄(x̄) =
sin θ + a cos θ

cos θ − a sin θ
x̄+

b

cos θ − a sin θ
. (  . )
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رال ا و را د ادلات ارن ای روه 

گروه د داد ا  .  . 
ای از M ⊂ X × U از ۀ و ر ز روی د ا لات د روه G رض

ر ای روی G روه از ده ا ا د. وا  و ای ر غ
را آن و ود ده  ا M روی G روه از n‐ام ر داد ا دارد ود و M (n) n‐ام

ا ات ا ده ر ان د داد ا ا . ا د G(n) ا pr(n)G ا
از ور ر د ان د. ر  ا ū = f̄(x) ا د ا ات را u = f(x)

u = f(x) ا n‐ام ر ا زئ ات روی آن روه، داد ا
ا ا ا ا در د ا G لات د روه از ر g ر ا د. ا  

ا اه آ ود. ر  (x̄0, ū0) = g.(x0, u0) ر ا ۀ ا در ز g.f آن د
ورت: M روی آن داد ا ،g :M →M ورت ا وان g ر ر در

g(n) :M (n) →M (n), (  . )
ود. ر  (x0, u

(n)
0 ) ∈M (n) واه د ۀ ر ازای g(n).(x0, u

(n)
0 ) = (x̄0, ū

(n)
0 ) ا ا

ال .  .  د ا را E روی SO(2) روه د. ا E = R× R رض . ثال .  . 
ا ا در . د داد ا ۀ ر ا را ا وا  .[ ] ر ر  در
ر اه آ د ا E روی ا f(x) = u ر ا J(1)(E). دا = R × R(1) ≃ R3

: دار ر ز ورت را f اول ر داد ا  .  . 
f (1)(x) = (f(x), f ′(x)).

د ا دف د. ا SO(2) از د θ و J1(E) از ,x0) ای u0, u0x) رض
ورت

θ(1).(x0, u0, u0x) = (x̄0, ū0, ū0x),

د ای . ا
f(x) = u0 + u0x(x− x0) = u0x.x+ (u0 − u0xx

0), (  . )
ۀ ا د (  . ) ا و ا . ر ر  در را f ′(x0) = u0x و f(x0) = u0 آن در را

د: ا ر  ز ا θ ۀ زاو f

f̄(x̄) = θ.f(x̄) =
sin θ + u0x cos θ

cos θ − u0x sin θ
x̄+

u0 − x0u0x
cos θ − u0x sin θ

, u0x ̸= cot θ. ( ٠ . )
را ا

x̄0 = x0 cos θ − u0 sin θ,
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را د ادلات ای ارن 
در و

ū0 = f̄(x̄0) = x0 sin θ + u0 cos θ.

: دار ū0 از ری ار ا  ال
ū0x = f̄ ′(x̄0) =

sin θ + u0x cos θ

cos θ − u0x sin θ
.

. و ر ز رم وان را  J(1) روی SO(2)(1) روه اول ۀ ر داد ا ۀ ا ا ر ا
θ(1).(x, u, ux) =

(

x cos θ − u sin θ, x sin θ + u cos θ,
sin θ + ux cos θ

cos θ − ux sin θ

)

, |θ| < |arccotux|.

د ا (x, u) ای ر  غ روی SO(2)(1) ود ده  ا و ا وق ال در
ور د. اوت  ور ux روی ا و ا ر غ ا روی SO(2)

ادل G(n) k ≤ n ۀ ر ا ا د، (x, u(n)) روی G(n) ر ا
ر ا ا د . ا G ا G(0) k = 0 رای ژه و ود. د وا G(k)

ا u(k) د ا πnk (x, u
(n)) = (x, u(k)) ۀ ا ا ر و ا πnk : M (n) → M (n)

ال: وان .#J ≤ k آن در ا uαJ ای ؤ  از د آن
π21(x, y;u;ux, uy;uxx, uxy, uyy) = (x, y;u;ux, uy).

ا ارن  و رداری ای دان  داد ا  .  . 
ا آن  از داد داد ا وان ز  را رداری ای دان  ان د ، ا در
ام د رآ ا ا ر ذ ا ردد. اد  و ا ای  د و وان  

ود. وب  را د ادلات ای ارن  ا ای را در
روی وار ا F (x, u(n)) و وده از و ای O ⊂ E د رض . ر .  . 

ا DiF (x, u
(n+1)) ا را آن xi F ا از ور د. ا J (n)(O)

د ا ژ  و ا دارای و ده ر J (n+1)(O) روی ا وار ا ،   د
اه: آن  د، ا وار ا u = f(x) اه ر

DiF (x, f
(n+1)(x)) =

∂

∂xi
[F (x, f (n)(x))].

ول ر ردد، ا  ری ز ده ا از و ور ر  ز ا ر ذ ان ا
.[ ] د ا ارائ  ر ا در ا ا ور ر

اه ر د. ر ر در J (n)(O) ای روی را F (x, u(n)) ا .  .  . 
اه: آن  د. ا uαJ,i =

∂uα
J

∂xi
و وده ا د د ا J = (j1, . . . , jk)

DiF =
∂F

∂xi
+

q
∑

α=1

∑

J

uαJ,i
∂F

∂uαJ
, (  . )
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رال ا و را د ادلات ارن ای روه 
اه: آن  د، ا (x, y, u) ات ا E ≃ R2 × R اه ر ال، وان  

DxF =
∂F

∂x
+ ux

∂F

∂u
+ uxx

∂F

∂ux
+ uxy

∂F

∂uy
+ uxxx

∂F

∂uxx
+ . . . ,

DyF =
∂F

∂y
+ uy

∂F

∂u
+ uxy

∂F

∂ux
+ uyy

∂F

∂uy
+ uxxy

∂F

∂uxx
+ . . . ,

ر الا را ا ، ر د. ا  x, y F ا ر
ود: ان ر ز ورت  J = (j1, . . . , jk) ا د د ا وان را 

DJ = Dj1 ·Dj2 · · ·Djk .

ای دان  داد ا ا وه ی رداز ارائ ای ا د ا ا  را ون ا
د. را د د رداری

روی رداری دان  v و E = X × U از از و ر ز M ر . ر .  . 
، ان  د v(n) ا را v n‐ام ر داد ا د. ا exp(εv) ری ارا ‐ روه ا M

ری ارا ‐ ا داد ا روه و ا د  و آن وده M (n) روی رداری دان
: ا د د. و  [exp(εv)](n)

v(n)
∣

∣

∣

(x,u(n))
=

d

dε

∣

∣

∣

∣

∣

ε=0

[exp(εv)](n)(x, u(n)), (x, u(n)) ∈M (n), (  . )

و ا د  و . ر ر  در R2 روی SO(2) روه . ثال .  . 
v = −u ∂

∂x
+ x

∂

∂u
,

ری ارا ‐ روه ر
exp(εv)(x, u) = (x cos ε− u sin ε, x sin ε+ u cos ε),

: دار ( ٠ . ) را ا د. ا  
[exp(εv)](n)(x, u, ux) =

(

x cos ε− u sin ε, x sin ε+ u cos ε,
sin ε+ ux cos ε

cos ε− ux sin ε

)

,

ا: ا ر را د د د وان  (  . ) ول ر
v(1) = −u ∂

∂x
+ x

∂

∂u
+ (1 + u2x)

∂

∂ux
. (  . )

اه ر ا ال ا ر ی از ∆ : J (n) −→ Rm را د ادلات اه د . ر .  . 
آن و ژا ر ا

J∆(x, u
(n)) =

(∂∆ν

∂xi
,
∂∆ν

∂uαJ

)

m×(p+qp(n))
,

د. ا m ر از
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را د ادلات ای ارن 
ال ا ر ی از را د ادلات از اه د ∆ = 0 رض .  .  . 

د ا لات د از و روه G ر ا د، ا O د ا E از از و ر ز در ده ر 
روه وان را  G ،∆ = 0 اه آن  د، ا آن و ا د  و v و رده O روی

ر: ا رد. ذ ارن 
v(n)(∆) = 0, اه ر ∆ = 0. (  . )

[ ] برهان.
دان داد ا ا رای ر ول ر ارائ زم وق ری ار روش

. ا رداری
رض .  .  . 

v =

p
∑

i=1

ξi(x, u)
∂

∂xi
+

q
∑

α=1

ϕα(x, u)
∂

∂uα
,

v رداری دان  n‐ام ر داد ا د. ا O ⊂ E از و ر ز روی رداری دان 
رداری دان 

v(n) = v +

q
∑

α=1

∑

J

ϕJα(x, u
(n))

∂

∂uαJ
, (  . )

ول ر ا (  . ) در ϕJα را د ا  J (n)(O) روی

ϕJα(x, u
(n)) = DJ

(

ϕα −
p
∑

i=1

ξiuαi
)

+

p
∑

i=1

ξiuαJ,i , (  . )

ارت ا ر ذ ان ا د. و ا 

Qα = ϕα −
p
∑

i=1

ξiuαi ,

. ا  v رداری دان  را (  . ) در
روه gε = exp(εv) رض . ات  ا n = 1 ازای دا ا را برهان.

د: د آ ر ز ول ر ا آن د د ا v رداری دان ر ری ارا ‐
(x̄, ū) = gε.(x, u) = (Φε(x, u),Ψε(x, u)),

: دار ز و
ξi(x, u) =

d

dε

∣

∣

∣

ε=0
Φiε(x, u), i = 1, · · · , p, (  . )

ϕα(x, u) =
d

dε

∣

∣

∣

ε=0
Ψα
ε (x, u), α = 1, · · · , q,
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رال ا و را د ادلات ارن ای روه 
ا (x, u(1)) ∈ J1(O) و (x, u) ∈ E ازای د. Ψε و Φε ای ؤ  Ψα

ε و Φiε ور
روض uαi =

∂fα(x)

∂xi
و uα = fα(x) ای ؤ  و u(1) = f (1)(x) ۀ ر داد ا ا u = f(x)

ر ز ورت و ا ر وش gε f د و ا دازۀ ا ε اب ا ا . ا
ود: داده  ا

ū = f̄ε(x̄) = (gε.f)(x̄) = [Ψεo(Id× f)]o[Φεo(Id× f)−1(x̄)].

رض ا Jf̄ε(x) = (∂f̄αε /∂x̄
i) و ژا ر ا ره ای ز از اده ا ا

x = [Φεo(Id× f)]−1(x)

Jf̄ε(x̄) = J[Ψεo(Id× f)](x).
{

J[Φεo(Id× f)](x)−1
}

, (  . )
ا رای د. د د را g(1)ε اول ر داد ا (  . ) ول ر ود. و 
د رار ا در و ر ε (  . ) از د ا ،v(1) و ا د  و

اه آ د، ا ε وا وا از ر ذ وارون ر ر ا Ξ(ε) ر ا .ε = 0

d

dε
[Ξ(ε)−1] = −Ξ(ε)−1dΞ(ε)

dε
Ξ(ε)−1.

: دار د ا ε = 0 اه ر
Φ0(x, f(x)) = x, Ψ0(x, f(x)) = f(x), (  . )

اه: آ د ا p× p ا ر ا I ر ا را ا
J[Φ0o(Id× f)](x) = Id, J[Ψ0o(Id× f)](x) = Jf(x).

ا ر ز روا ز لا دۀ ا از اده ا و ε = 0 ۀ در (  . ) از ری ا ال
د: و  

d

dε

∣

∣

∣

ε=0
Jf̄ε(x̄) =

d

dε

∣

∣

∣

ε=0
J[Ψεo(Id× f)](x)− Jf(x).

d

dε

∣

∣

∣

ε=0
J[Φεo(Id× f)](x)

= J[ϕ o(Id× f)](x)− Jf(x).J[ξ o(Id× f)](x). ( ٠ . )
ردار دو ϕ = (ϕ1, · · · , ϕq)T و ξ = (ξ1, · · · , ξp)T الا ارت دوم اوی در ود و

v(1) در را ∂/∂uαk ارت ϕkα را ( ٠ . ) ۀ را ر ا ای درا  د. و
ا: ا ر را ,α)‐ام k) ۀ درا ال وان د.  

ϕkα(x, f
(1)(x)) =

∂

∂xk
[ϕα(x, f(x))]−

p
∑

i=1

∂fα

∂xi
∂

∂xk
[ξi(x, f(x))].

ر ز ورت الا ۀ را ا ری ار ا ،uαk,i = ∂2uα/∂xk∂xi د رار ر ا ذا
ود: و  از

ϕkα(x, u
(1)) = Dk[ϕα(x, u)]−

p
∑

i=1

Dk[ξ
k(x, u)]uαi

= Dk

[

ϕα −
p
∑

i=1

ξiuαi
]

+

p
∑

i=1

ξiuαki. (  . )
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را د ادلات ای ارن 
وان را  J(n+1)(O) و د ا دا ا . ات  ا و ا در را ال
را uαJ n)‐ام + 1) ۀ ر را (ز . ر ر در J(1)(J(n)(O)) از ا ر ز وان
را ا (. ر ر در n‐ام ۀ ر ات اول ۀ ر وان وان  
در رداری دان v(n−1) رض . ا ورت د v(n−1) روی از را v(n) وان  
J(J(n−1)(O)) در رداری دان آن دادن داد ا ار ا را ا د. ا J(n−1)(O)

α = 1, · · · , q و J = (j1, · · · , jk) ،1 ≤ k ≤ p ۀ ا د د ا ازای آن را  ر
ۀ ر داد ا در ∂/∂uαJ,k را (  . ) و ا ال ود. د وا uαJ,k = ∂uαJ/∂x

k ا ر را
ا: ود د وا ر را v(n−1) اول

ϕJ,kα = Dkϕ
J
α −

p
∑

i=1

Dkξ
k.uαJ,i. (  . )

ات ا در ر ا ا د. دق  (  . ) در (  . ) ول ر د ان ا ا ال
ϕJ,kα = Dk

{

DJ

(

ϕα −
p
∑

i=1

ξiuαi
)

+

p
∑

i=1

ξiuαJ,i

}

−
p
∑

i=1

Dkξ.u
α
J,i

= DkDJ

(

ϕα −
p
∑

i=1

ξiuαi

)

+

p
∑

i=1

(Dkξ
i.uαJ,i + ξiuJ,i,k)−

p
∑

i=1

Dkξ
i.uαJ,i

= DkDJ

(

ϕα −
p
∑

i=1

ξiuαi

)

+

p
∑

i=1

ξiuJ,i,k ,

. ا رؤ ا
ر در را د  X × U ≃ R × R روی را SO(2) دوران روه دداً . ثال .  . 

: ا ر ز ورت آن و ا د  و د. دا ر
v = −u ∂

∂x
+ x

∂

∂u
,

ر ز ورت رداری دان ا از داد ا او ا ϕ = x و ξ = −u ا ا در
ود: د وا

pr(1)v = v + ϕx
∂

∂ux

آن در
ϕx = Dx(ϕ− ξux) + ξuxx = Dx(x+ uux)− uuxx = 1 + u2x.

ر ز روش ا v دوم ر ر داد ا در ∂/∂uxx از ϕxx را
ϕxx = D2

x(ϕ− ξux) + ξuxxx = D2
x(x+ uux)− uuxxx = 3uxuxx,

د: د آ ر ز از ول ر اده ا ا ا
ϕxx = Dxϕ

x − uxxDxξ = Dx(1 + u2x) + uxuxx = 3uxuxx.
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رال ا و را د ادلات ارن ای روه 
د: در آ ر ز ورت SO(2) روه دوم ر داد ا و ا د  و

v(2) = −u ∂
∂x

+ x
∂

∂u
+ (1 + u2x)

∂

∂ux
+ 3uxuxx

∂

∂uxx
. (  . )

ۀ و ر ز M د روی ده لات د از روه G رض . ر .  . 
I : M (n) → R د ا وار ا G از n‐ام ر را د اوردای د. ا X × U

ا ؛ اوردا G n‐ام ر داد ا I ور ا u ات و u ،x وا
: ا

I
(

g(n).(x, u(n))
)

= I(x, u(n)).

را د اوردای (  .  . ) ر و ا رد از  (  .  . ) ال . ثال .  . 
د. دق  I(g.(x, u)) = I(x, u) رط در ا I : E → R ون ا ر ۀ ر
اوردای r ا ر ا . ا ر ورد ا r =

√
x2 + u2 ا ا در رد رر وان  

وا د د وان ر  . ا و اوردای ا ر ۀ ر را د
w =

xux − u

x+ uux
, k =

uxx

(1 + u2x)
3/2

,

د. وم و دوم ر را د ای اوردا ر از
اه ر و ا را Ik, · · · , I1 را د ای اوردا . ر .  . 

dI1 ∧ · · · ∧ dIk ̸= 0,

ر ا و ا داً ا و
dx ∧ du(n−1) ∧ dI1 ∧ · · · dIk ̸= 0.

رای ورت ا در د. ا O ⊂ E روی رداری دان دو w و v رض .  .  . 
د: رار ر ر ز ای ژ  و n ∈ N ر

1)(αv + βw)(n) = αv(n) + βw(n), α, β ∈ R,

2)[v,w](n) = [v(n),w(n)].

.[ ] برهان.
د. وق آ از ور ر ز ۀ

روی ده ر ال ا ۀ ر از ادلات اه د ∆ = 0 رض .  .  . 
ای دان  از ر اه د ا و ا ای  ارن  ام ۀ و د. ا O ⊂ E

ا ای ارن  روه د، ا ا د ا ر ا ر ا آن ر لاوه ازد.  O روی رداری
. ا O روی لات د از و روه
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را د ادلات ای ارن 
.[ ] برهان.

و را ا دو ر رای ا ر دل ر اده  وان را رز ر ۀ اد . ثال .  . 
و ز وع از ر و رده وزۀ در رژی ا لاف ا و ز و ر غ ای ار ر ا ا

و ال در ار اد ا آورد. اب ا از ا د و واج ا ا
ر را ود ا رز ر وس ار ا ژو ال در ا د د. ر ری

ر غ PDE اد ا رد. آغاز آن روی
ut = uxx + u2x, (  . )

ا روف رز ر ا اد و ده ر E ≃ R2 × R ا ای روی ا
دان دوم ر داد ا ا لازم ا ارن  ا رای ، ا دوم ر اد ون .[ ]

رداری
v = ξ1(x, t, u)

∂

∂x
+ ξ2(x, t, u)

∂

∂t
+ ϕ(x, t, u)

∂

∂u
,

را ا ارن  (  .  . ) از اده ا ا و داده داد ا دو ر ا ود ر  E روی را
. ا

ا: ا ر را v دوم ر داد ا
v(2) = v + ϕx

∂

∂ux
+ ϕt

∂

∂ut
+ ϕxx

∂

∂uxx
+ ϕxt

∂

∂uxt
+ ϕtt

∂

∂utt
,

، ا Q = ϕ− ξ1ux− ξ2ut ،v رداری دان ا  و (  . ) ول ر از اده ا ا و
: د آور ر     ز در را ϕx, ϕt, ϕxx, ϕxt, ϕtt v2 را

ϕx = DxQ+ ξ1uxx = ϕx + (ϕu − ξ1x)ux − ξ2xut − ξ1uu
2
x − ξ2uu− xut,

ϕt = DtQ+ ξ1uxt + ξ2utt = ϕt − ξ1t ux + (ϕu − ξ2t )ut − ξ1uuxut − ξ2uu
2
t ,

ϕxx = D2
xQ+ ξ1uxxx + ξ2uxxt = ϕxx + (2ϕxuξ

1
xx)ux − ξ2xxut + (ϕuu − 2ξ1xu)u

2
x

−2ξ2xuuxut − ξ1uuu
3
x − ξ2uuu

2
xut + (ϕu − 2ξ1x)uxx − 2ξ2xuxt − 3ξ1uuxuxx − 2ξ2uuxuxt,

ϕxt = DxDtQ+ ξ1uxxt + ξ2uxtt = ϕxt + (ϕut − ξ1xt)ux + (ϕxu − ξ2xt)ut

−ξ1utu2x − ξ2xuu
2
t + (ϕuu − ξ1xu − ξ1ut)uxut − ξ1uuu

2
xut − ξ2uuuxu

2
t − ξ1t uxx

+(ϕu − ξ1x − ξ2t )uxt − ξ1uuxxut − 2ξ1uuxuxt − 2ξ2uutuxt − ξ2xutt − ξ2uuxutt,

ϕtt = D2
tQ+ ξ1uttt + ξ2uxtt = ϕtt + (2ϕut − ξ1tt)ut − ξ1ttux

+(ϕuu − 2ξ2ut)− 2ξ1utuxut − ξ2uuu
3
t − ξ1uuuxu

2
t + (ϕu − 2ξ2t )utt

−2ξ1t uxt − 3ξ2uututt − ξ1uuxutt − 2ξ1uutux.

: دار رز ر اد ر v(2) دادن ر ا ا ال
ϕt = ϕxx + 2uxϕ

x, (  . )
Harry Bateman Johannes Martinus Burgers
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رال ا و را د ادلات ارن ای روه  ٠
PDE اه د (  . ) در داد ا را ذاری ا ا

ϕt − ξ1t ux + (ϕu − ξ2t )ut − ξ1uuxut − ξ2uu
2
t = ϕxx + (2ϕxu − ξ1xx)ux − ξ2xxut

+(ϕuu − 2ξ1xu)u
2
x − 2ξ2xuuxut

−ξ1uuu3x − ξ2uuu
2
xut + (ϕu − 2x)uxx

−2ξ2xuxt − 3ξ1uuxuxx − ξ2uutuxx

−2ξ2uuxuxt + 2ϕxux + 2(ϕu − ξ1x)u
2
x

−2ξ2xutux − 2ξ1uu
3
x − 2ξ2uu

2
xut,

: دار الا در ut = u2x + uxx راردان ا  ر
ϕt − ξ1t ux + (ϕu − ξ2t )ut − ξ1uuxut − ξ2uu

2
t = ϕxx + (2ϕxu − ξ1xx)ux − ξ2xxut

+(ϕuu − 2ξ1xu)ut − (ϕuu − 2ξ1xu)uxx

−2ξ2xuuxut − ξ1uuu
3
x − ξ2uuu

2
t + ξ2uuutuxx

+(ϕu − 2ξ1x)uxx − 2ξ2xuxt − 3ξ1uuxuxx

−ξ2uutuxx − 2ξ2uuxuxt + 2ϕxux

+2(ϕu − ξ1x)ut − 2(ϕu − ξ1x)uxx

−2ξ2xutux − 2ξ1uu
3
x − 2ξ2uu

2
t + 2ξ2uutuxx,

(  . ) دول الا اوی رف دو در u ا ات را دادن رار اوی ا ال
u و x ξ2 ود دول  در ( ) و ( ) اد ی از .  ر

اد ی از . ا u ξ1 ود  ( ٠) اد ی از  . ا
( ) اد ی از .ϕ = α(x, t)e−u + β(x, t) را ا ϕu = −ϕuu ود  ( )
و ا ξ1xx = 0 ا اول در از x ξ1 ξ2t = 2ξ1x ود  

ورت: ا در و ξ1t = −2ϕxu − 2ϕx ود  ( ) اد ی
ξ1t = −2ϕxu − 2ϕx = −2βx ⇒ β = −1

8ξ
2
ttx

2 − 1
2σtx+ ρ(t).

: ود  ϕt = ϕxx از و
ξ1 = c1 + c4x+ 2c5 + 4c6xt,

ξ2 = c2 + 2c4t+ 4c6t
2,

ϕ = α(x, t)e−u + c3 − c5x− 2c6t− c6x
2.

.αt = αxx ا رارت اد از وا د واب α(x, t) و د واه د وا c1, . . . , c6

ود: د  و ر ز ای ردار و ا ارن  ر ای را ا
v1 = ∂x, v2 = ∂t, v3 = ∂u,

v4 = x∂x + 2t∂t, v5 = 2t∂x − x∂u,

v6 = 4tx∂x + 4t2 − (x2 + 2t)∂u, vα = α(x, t)e−u∂u.
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را د ادلات ای ارن 
ا را ای 

1 ϕxx = ϕt ( )
ux 2ϕxu − ξ1xx + 2ϕx = −ξ1t ( )
ut ξ2xx + ϕuu − 2ξ1xu + 2ϕu − 2ξx = ϕu − ξ2t ( )
uxut −2ξ2xu − 2ξ2x = ξ1u ( )
u2t −ξ2uu − 2ξ2u = ξ2u ( )
uxx 2ξ1xu − ϕuu + ϕu − 2ξ1x − 2ϕu + 2ξ1x = 0 ( )
u3x ξ1uu − 2ξ1u = 0 ( )
utuxx ξ2uu − ξ2u − 2ξ2u = 0 ( )
uxt −2ξ2x = 0 ( )
uxuxx −3ξ1u = 0 ( ٠)
uxuxt −2ξ2u = 0 ( )

ا و ای  را دول : دول . 

: دار رداری ای دان  ا ر ا ا ا ا ا در
g1 := exp(εv1)(x, t, u) = (x+ ε, t, u),

g2 := exp(εv2)(x, t, u) = (x, t+ ε, u),

g3 := exp(εv3)(x, t, u) = (x, t, u+ ε),

g4 := exp(εv4)(x, t, u) = (eεx, e2εt, u),

g5 := exp(εv5)(x, t, u) = (x+ 2εt, t,−2tε2 − xε+ u),

g6 := exp(εv6)(x, t, u) =

(

x

1− 4εt
,

t

1− 4εt
, u

√
1− 4εt exp

{ −εx2
1− 4εt

})

,

gα := exp(εvα)(x, t, u) = (x, t, u+ εα(x, t)).

ا در ، د ر ا آن روی را ا ارن  و د ا ور ذ اد ی رای واب u = f(x, t) ر ا
د: ر د آ ز اد رای د د ا واب  ورت

u1 = f(x− ε, t),

u2 = f(x, t− ε),

u3 = f(x, t− ε),

u4 = f(e−εx, e−2εt),

u5 = f(x− 2εt, t) + εx− ε2t,

u6 =
1√

1 + 4εt
exp

{ −εx2
1 + 4εt

}

f

(

x

1 + 4εt
,

t

1 + 4εt

)

,

uα = f(x, t) + εα(x, t).
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رال ا و را د ادلات ارن ای روه 
u6 و ا ذا . ا (  . ) اد از واب u = c ا د ال وان  

د. آ u د =
c√

1 + 4εt
exp

{ −εx2
1 + 4εt

}

د د واب
ار د ا ال ای ور  ای ان  ر و در ر اک اد . ثال .  . 
د. رخ د دن ون ا ده  د از اری در ازک را ای ور  ا د  رود.
از ر و ازی رده ان ز در ازک ام ا در ا داری ا ا از و ای دن
ای ورق  دن ود. از  ارج در دن و و داده رخ ا آ
ر اک اد . ر رار ا ورد ا و ر اک ون رادی ا و دی دو

: ا ر ز ورت دی دو
ut = (u4)xx + (u3)xx. (  . )

ود. ر  E ≃ R2×R ا ای روی ا ر غ اد ای ر اک اد
ری ارا روه .[ ٠] ا را اد ا ای ای ارن  دار د ال ا در

ورت د و ر  ذ اد ا و و ای لات د از
t̄ = t̄(t, x, u), x̄ = x̄(t, x, u), ū = ū(t, x, u),

د. ا  اد ا از ر د وا را ر اک اد از وا ر د
ورت وق لات د روه وا رداری دان

v = τ(x, t, u)
∂

∂t
+ ξ(x, t, u)

∂

∂x
+ η(x, t, u)

∂

∂u
, (  . )

وق رداری دان ا لازم ا دوم ر اد ر اک ا و ا . ا
ول ر ا را (  . ) رداری دان دوم ۀ ر داد ا . د داد ا دوم ر ا را

ا: ا ر را (  . )
v(2) = τ

∂

∂t
+ ξ

∂

∂x
+ η

∂

∂u
+ ηt

∂

∂ut
+ ηx

∂

∂ux
+ ηxx

∂

∂uxx
,

ورت را ر اک اد
ut − 4uxxu

3 − 12u2xu
2 − 3u2ux = 0, (  . )

اوردا رط (  .  . ) ر ا . و  از
v(2)(ut − 4uxxu

3 − 12u2xu
2 − 3u2ux)

∣

∣

∣(  . ) = 0, (  . )
دان رد. ذ ارن  روه د و وان را (  . ) د و اد ا د ا رار ر

اد (  . ) ر v(2) د و دادن ر ا ا . ا Q = η − τut − ξux ورت v رداری
د: ر وا ر ز

ηt − 6ηuxu− 24ηuu2x − 12ηuxxu
2 − 3ηxu2 − 24ηxuxu

2 − 4ηxxu3 = 0. ( ٠ . )
Buckmaster Nachman
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را د ادلات ای ارن 
. د آور ( ٠ . ) در را را (  . ) ول ر ا

ηx = DxQ+ ξuxx + τuxt = ηx + (ηu − ξx)ux − τxut − ξuu
2
x − τuuxut,

ηt = DtQ+ ξuxt + τutt = ηt − ξtux + (ηu − τt)ut − ξuuxut − τuu
2
t ,

ηxx = D2
xQ+ ξuxxx + τuxxt = ηxx + (2ηxuξxx)ux − τxxut + (ηuu − 2ξxu)u

2
x − ξuuu

3
x

−2τxuuxut − τuuu
2
xut + (ηu − 2ξx)uxx − 2τxuxt − 3ξuuxuxx − 2τuuxuxt,

PDE اه د ( ٠ . ) اد در وق را ذاری ا ا
τu = τx = τtt = ξt = ξu = 0,

ξx = τt, η = τtu.

د: د آ ر ز ورت η و ξ, τ ر اد وق اه د ا
τ(x, t, u) = c3t+ c1, ξ(x, t, u) = −c3x+ c2, η(x, t, u) = −c3u, (  . )

د و ر ز ای ردار و ا ارن ر ای را ا د. واه د وا ا ci

ود:  
v1 =

∂

∂t
, v2 =

∂

∂x
, v3 = t

∂

∂t
− x

∂

∂x
− u

∂

∂u
. (  . )

د: ر ز ورت ا Xi و ده د و ری ارا روه
G1 : (t+ ϵ, x, u), G2 : (t, x+ ϵ, u), G3 : (te

ϵ, xe−ϵ, ue−ϵ).

ر ا داد ان وان ا  ا از اده ا ا ، ا ارن روه Gi ر ون
وا اه آ د ا ر اک اد از وا u = f(t, x)

u(1) = f(t− ϵ, x), u(2) = f(t, x− ϵ), u(3) = f(e−ϵt, eϵx, eϵu),

د. اد ا رای ری د ای واب  ز ا دد ϵ ر ارا ا آ در
دی  دو‐ د در را رارت ال ا اد ارن روه . ثال .  . 

ورت را رارت ال ا اد .[ ]
ut − uxx − uyy = 0, (  . )

ول در را ا د رات غ ا ا ر ار ا اد ا د و دا ا . ر ر  در را
و y و x ،t ر غ اد ا در د. ان د اده از ا در ان ز

ر ا رداری دان ال . E = X × U (2) و q = 1 و p = 3 را ا ، دار u وا ر غ
: ا ر ز ورت  

v = τ(x, t, u)
∂

∂t
+ ξ(x, t, u)

∂

∂x
+ φ(x, t, u)

∂

∂y
+ η(x, t, u)

∂

∂u
, (  . )
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رال ا و را د ادلات ارن ای روه 
ورت آن  دوم داد ا

v(2) = v + ηx
∂

∂ux
+ ηt

∂

∂ut
+ ηy

∂

∂uy
+ ηxx

∂

∂uxx
+ ηxt

∂

∂uxt

+ηtt
∂

∂utt
+ ηyy

∂

∂uyy
+ ηxy

∂

∂uxy
+ ηty

∂

∂uty
,

ورت (  . ) اد رای اوردا و ا  (  .  . ) د. ا  

0 = v(2)(ut − uxx − uyy)|ut−uxx−uyy=0 = (ηt − ηxx − ηyy)|ut−uxx−uyy=0, (  . )

: د آور وق ۀ را در را را (  . ) ول ر ا . ا

ηt = DtQ+ ξuxt + τutt + φuyt

= ηt − φtuy − ξtux + (ηu − τt)ut − ξuuxut − φuutuy − τuu
2
t ,

ηx = DxQ+ ξuxx + τuxt + φuxy

= ηx − φxuy − τxut + (ηu − ξx)ux − τuuxut − φuuxuy − ξuu
2
x,

ηy = DxQ+ ξuxx + τuxt + φuyy

= ηy − τyut − ξyux + (ηu − φy)uy − ξuuxuy − τuuyut − φuu
2
y,

ηxx = −τuuutu2x − ξuuu
3
x − φuuu

2
xuy − 2τxuutux − 2ξxuu

2
x − 2φxuuxuy + ηuuu

2
x

−τuutuxx − 2τuuxutx − 3ξuuxuxx − 2φuuxuxy − φuuyuxx + 2uxηxu

−τxxut − ξx,xux − φx,xuy + ηuuxx − 2τxutx − 2ξxuxx − 2φxuxy + ηxx,

ηyy = −τuuutu2y − ξuuuxu
2
y − φuuu

3
y − 2τyuutuy − 2ξyuuxuy − 2φyuu

2
y + ηuuu

2
y

−τuutuyy − 2τuuyuty − ξuuxuyy − 2ξuuyuxy − 3φuuyuyy − τyyut

−ξyyux − φyyuy + 2uyηyu + ηuuyy − 2τyuty − 2ξyuxy − 2φyuyy + ηyy.

: دار ηyy و ηxx ،ηt رای ده ارائ ای ول  ر و (  . ) را از اده ا ا

0 = ηt − φtuy − ξtux + (ηu − τt)ut − ξuuxut − φuutuy − τuu
2
t + τuuutu

2
x

+ξuuu
3
x + φuuu

2
xuy + 2τxuutux + 2ξxuu

2
x + 2φxuuxuy − ηuuu

2
x

+τuutuxx + 2τuuxutx + 3ξuuxuxx + 2φuuxuxy + φuuyuxx − 2uxηxu

+τxxut + ξx,xux + φx,xuy − ηuuxx + 2τxutx + 2ξxuxx + 2φxuxy − ηxx

+τuuutu
2
y + ξuuuxu

2
y + φuuu

3
y + 2τyuutuy + 2ξyuuxuy + 2φyuu

2
y − ηuuu

2
y

+τuutuyy + 2τuuyuty + ξuuxuyy + 2ξuuyuxy + 3φuuyuyy + τyyut

+ξyyux + φyyuy − 2uyηyu − ηuuyy + 2τyuty + 2ξyuxy + 2φyuyy − ηyy.
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را د ادلات ای ارن 
: دار ا را ای  دادن رار ر ر را ز و ut = uxx + uyy دادن رار ا
ηtu = −1

2
τtt, ηuu = 0, ηux = −1

2
ξt, ηuy = −1

2
φt, ηxx = ηt − ηyy,

τu = τx = τy = τttt = ξu = ξtt = φu = φtt = φtx = φxx = 0,

φy =
1

2
τt, ξx =

1

2
τt, ξy = −φx. (  . )

د: η د و φ ،ξ ،τ رای را ر ز ر اد (  . ) ادلات اه د
τ =

1

2
c1t

2 + c2t+ c3,

ξ =
1

2
(c1x− 4c7)t+

1

2
c2x− c4y + c8,

φ =
1

2
(c1y + 2c5)t+ c4x+

1

2
yc2 + c6,

η = −1

8
c1(x

2 + y2 + 4t)u− 1

2
c5yu− c7xu+ uc9 + α(t, x, y), (  . )

و ا ارن ر ای را ا د. واه د وا ا ci ز و αt = αxx + αyy

ود: د  و ر ز ای ردار
v1 = ∂x, v2 = ∂t, v3 = ∂y, v4 = u∂u,

v5 = y∂x − x∂y, v6 = x∂x + y∂y + 2t∂t,

v7 = t∂x −
1

2
xu∂u, v8 = t∂y −

1

2
yu∂u,

v9 =
1

2
t2∂t +

1

2
xt∂x +

1

2
ty∂y −

1

8
(x2 + y2 + 4t)u∂u,

vα = α(t, x, y)∂u, (  . )
: ا ر ز رح لات د از ری ارا ‐ روه د و و ا د  و ر

G1 : (t, x+ ε, y, u),

G2 : (t+ ε, x, y, u),

G3 : (t, x, y + ε, u),

G4 : (t, x, y, e
εu),

G5 : (t, x+ εy, y − εx, u),

G6 : (te
2ε, eεx, eεy, u),

G7 :
(

t, x+ tε, y, ue−
1
2
xε
)

,

G8 :
(

t, x, y + εt, ue−
1
2
yε
)

,

G9 :

(

t

1− 4εt
,

x

1− 4εt
,

y

1− 4εt
, u

√
1− 4εt exp

{−εx2 − εy2

1− 4εt

})

,

. Gα : (t, x, y, u+ εα(t, x, y)) .
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رال ا و را د ادلات ارن ای روه 
را ا د ا دی دو رارت ال ا اد از وا u = f(t, x, y) رض  ال

ری ارا ‐ روه . ا آن از دی د واب ũ = f(t̃, x̃, ỹ)

G9(t̃, x̃, ỹ, ũ) =

(

t

1− 4εt
,

x

1− 4εt
,

y

1− 4εt
, u

√
1− 4εt exp

[−εx2 − εy2

1− 4εt

])

,

. ر ر  در را

ũ = f

(

t

1 + 4εt
,

x

1 + 4εt
,

y

1 + 4εt

) exp
(

−εx2−εy2

1+4εt

)

√
1 + 4εt

,

د. ا رارت  ال ا اد از وا ز

رخوردی لات د  . 
ا ا . و ا آ وردی ر ای رم  ا ا لازم وردی ر لات د ر از

اع ار [ ] آن را ده وا را د ای رم  اره در ا د دا د از
.  د

وردی ر رم J (n) n‐ام ر ای روی θ را د رم ‐ ، . ر .  . 
ر u = f(x) ر ا ر د ارت ود. ر ا داد ا وا ام و ر ا ود ده  ا
θ از ده ا د، ا f (n) : X → J (n) n‐ام ر داد ا ا واری ا

: ود، ر د ا f (n) ا X

(f (n))∗θ = 0.

ای روی د. ر ر در وا ر غ و ر غ ا را ا . ثال .  . 
θ = adx + bdu + cdp ورت رم ‐ p = ux, u, x ات ا J (1) اول ر
p = f ′(x) اول ر داد ا دارای u = f(x) ا د. p, u, x از وا c, b, a ، ا

ا ا ر را (f (1))∗θ در ، ا

[a(x, f(x), f ′(x)) + b(x, f(x), f ′(x))f ′(x) + c(x, f(x), f ′(x))f ′′(x)]dx,

θ = b(x, u, p)θ0 در .a = −bp و c = 0 ر ا ا و ر ا د د وا ر ا f ا رای
د رو ام ا ا د. ا θ0 = du−pdx = du−uxdx وردی ر ای رم  از ر اً زو د ا
د ان د ا ات ا q = uxx ا ا ات ا J (2) دوم ر ای رای
،θ = bθ0+ cθ1 ر ا و ر ا ا وردی ر رم θ = adx+ bdu+ cdp+ edq رم ‐

. ا دی ۀ ا وردی ر رم θ1 = dp− qdx = dux − uxxdx
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وردی ر لات د
ا θ =

∑

J,α P
α
J θ

α
J ر ورت د وا  J (n) روی وردی ر رم ر .  .  . 

ۀ ا وردی ر ای رم  از PαJ (x, u(n)) وار وا ورت را

θαJ = duαJ −
p
∑

i=1

uαJ,idx
i, α = 1, · · · , q, 0 ≤ J < n, (  . )

ا ر ذ ا . ا  θαJ وردی ر رم ۀ ر را #J ا وق ۀ را در ود. و
د. دار n− 1 ر دا ۀ ر J (n) روی وردی ر ای رم 

.[ ] برهان.
u = f(x) ا داد ا ،n ۀ ر ای از u(n) = F (x) رش .  .  . 

ا د؛ ر را J (n) روی وردی ر ای ر F ر ا و ر ا ا F = f (n)

:
F ∗θαJ = 0, α = 1, · · · , q, 0 ≤ #J < n, ( ٠ . )

ر ا و ر ا ا u = f (n)(x) ۀ ا داد ا ا راف Γ(n) ⊂ J (n) دی p د  ر ز
.θαJ |Γ(n) = 0 ود ر آن روی وردی ر ای رم  ۀ

.[ ] برهان.
. ا دا u(x) وا ر غ و x = (x1, · · · , xn) ر غ n د رض

ا د وردی ر د . ر .  . 
(x̄)i = f i(x, u, ∂u),

ū = g(x, u, ∂u), (  . )
ūi = hi(x, u, ∂u),

رط ا و ا (x, u, ∂u) ای در ز و i = 1, · · · , n آن در
، ا وردی ر

dū = ūidx̄
i. (  . )

ر غ در د، ا دا وا u اول ر ات g و f i وا ا آن ر رض
. ا د ای وردی ر د ورت ا

ود ا  ژ و ا ا g د ای ر از g(n) : J (n) → J (n) n‐ام ر داد ا
ا د ا از ا داد ا راف را ا ر از ا داد ا راف ر د ا

وردی ر ای رم  را وردی ر ای رم  g(n) د ان  (  .  . ) د. ا 
را وردی ر رم ر Ψ : J (n) → J (n) و ور ئو د ر، د رف از ارد.  
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رال ا و را د ادلات ارن ای روه 
ا ا داد ا وا ای راف  ون د، ر ر در را د ا  ر د وردی ر رم

ا داد ا راف از Ψ[Γ
(n)
f ] ر و د، و ا  آن روی وردی ر ای رم  ردن ر

ا ر ا . ا u = f̄(x) ۀ ا د ا از n‐ام ر داد ا راف ،u = f(x) ا
ود. ر  ار u = f(x) وا روی Ψ از ر رای Ψ[Γ

(n)
f ] = Γ

(n)

f̄

ر از وردی ر د Ψ : J (n) → J (n) و ور ئو د . ر .  . 
رم ر θ ر ا ا د، ا وردی ر ای رم  ای ا ر ا د ر  n

. ا وردی ر رم ز (Ψ(n))∗θ د، ا J (n) روی وردی ر
د ، ا ا ر ار و ا در در ژا د . ثال .  . 

اول ر وردی ر
x̄ = p, ū = u− xp, p̄ = −x, (  . )

ر د ا ا د وردی ر ای رم  ا ا در .[ ] p̄ = ūx̄ ز و p = ux آن در ا
د ا

dū− p̄dx̄ = du− pdx,

د د، ا ا ر u = f(x) ر د.ا ر  J (1) روی وردی ر د (  . )
ورت آن از ū = f̄(x̄) در ژا

x̄ = f ′(x), ū = f(x)− xf ′(x),

ره ای ز ده ا ا .fxx(x) ̸= 0 ر ا و ر ا ا ر وش  اً و و ود ر 
. ز وردی ر رط در ادق p̄ = −x = −(f ′)−1(x̄) ود ات  ا

ورت اول ۀ ر وردی ر د از ا ا در ژا د
x̄ = χ(x, u, p), ū = ψ(x, u, p), p̄ = π(x, u, p), (  . )

د (  . ) ا رط . ا وا ر غ و ر غ دارای ا
ا ا د ر وردی ر

Ψ∗(dū− p̄dx̄) = dψ − πdχ = λ(du− pdx), (  . )
: ا ر ز ورت λ(x, u, p) د ا ا رای

ψx − πχx = −pλ, ψu − πχu = λ, ψp − πχp = 0.

Legendre
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وردی ر لات د
روا د ا (  . ) ر  λ ذف ا

ψx + pψu = π(χx + pχu), ψp − πχp = 0, (  . )
ر ا داد ا د ای (  . ) لات د د. ا ادق لات د ا رای

اول رط ا ا در د، ا p ات از ψ و χ ر ا و ر ا د  
ود. د  اول ۀ ر داد ا ول ر (  . ) در

g ،f i وا ر ا ا و ر ا د، ر  وردی ر د (  . ) روا .  .  . 
د: دق ر ز روا در i = 1, · · · p رای hi و

∂g

∂ui
= hj

∂f j

∂ui
,

∂g

∂xi
+ ui

∂g

∂u
= hj

(

∂f j

∂xi
+ ui

∂f j

∂u

)

. (  . )
رم اول ر ای روی وردی ر د φ رض برهان.

φ : J (1) → J (1)

(xi, u, ui) → (f i, g, hi),

ا د، ا وردی ر ای رم  ا د ا φ ،(  .  . ) ر ا ورت ا در د. ا
دار اه آ د ا وردی ر رم θ = dū− ūidx̄

i ر ا
φ∗ : Ω(J (1)) → Ω(J (1))

φ∗(θ) = λω,

وردی ر رم ω ز و x u و u ،x از ا λ و J (1) ان دو ای Ω

ا ر ا . ا Ω(J (1)) روی
φ∗(dū− ūjdx̄

j) = d(u∗oφ)− (u∗joφ)d(x
j∗oφ)

⇒ dg − hjdf
j = λ(du− uidx

i)

⇒
(

∂g

∂xi
dxi +

∂g

∂u
du+

∂g

∂ui
dui

)

− hj

(

∂f j

∂xi
dxi +

∂f j

∂u
du+

∂f j

∂ui
dui

)

= λdu− λuidx
i.

ود: ر  ذ را الا روا از
∂g

∂xi
− hj

∂f j

∂xi
= −λui, (∗)

∂g

∂u
− hj

∂f j

∂u
= λ, (∗∗)

∂g

∂ui
− hj

∂f j

∂ui
= 0, (∗ ∗ ∗)
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رال ا و را د ادلات ارن ای روه  ٠
در −ui رب ا ادا در د. ا د لا را (  . ) را (∗ ∗ ∗) را

: دار (∗) ا آن دادن رار ر را و (∗∗)

−ui
∂g

∂u
+ uihj

∂f j

∂u
=

∂g

∂xi
− hj

∂f j

∂xi
,

وق روا ا ا ر ذ لازم د. را د (  . ) در دوم را وراً ز ا
د. ر ذ ر

وردی ر لات د از ری ارا ‐ روه (  . ) وردی ر د د رض ال
د: ا ر ز ورت

(x̄)i = xi + εξi(x, u, ∂u) +O(ε2),

ū = u+ εη(x, u, ∂u) +O(ε2),

ūi = ui + εη
(1)
i (x, u, ∂u) +O(ε2), (  . )

: ا ر ز ورت آن و ا د  و ز و i = 1, · · · , p آن در
v = ξi(x, u, ∂u)

∂

∂xi
+ η(x, u, ∂u)

∂

∂u
+ η

(1)
i (x, u, ∂u)

∂

∂ui
. (  . )

. دا وا را ر ز
د ر  وردی ر لات د از ری ارا ‐ روه (  . ) روا .  .  . 

د: دق ر ز روا در η و ξ وا ر ا و ر ا
∂η

∂ui
− uj

∂ξj

∂ui
= 0, i = 1, · · · , n. ( ٠ . )

.[ ] برهان.

ر الا ر لات د  . 
ادلات رای د Q ۀ ا لا د وردی ر لات د د رد لا
ادلات در اش و او وا ا وا لا د ا ا د. ا اول ر PDE

ر ود و ردا وع و ا ار او د. دار را ر الا ر
لات د دام رد رح و ا را ر د لا ، وازات ردازد. ا

را د ای رم  د
du = uidx

i, dui = uijdx
j , (  . )

A.V. Backlund
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ر الا ر لات د
ا لات  د از ا وع ا لا د در را ؤال ا ا او د؟ اوردا دار را

لا د داد و ال در ا ا د. دی ‐ ای در ا رو  و در
د د لا وق ود ا و د وق را د وا د ود و ر الا را از
را لا د د لا د. د ارائ ال در ده لاح ا و ر ورت را ود ا ا

ۀ ا ا
x̄i = ξi(x, u(k)), ūα = ψα(x, u(k)), (  . )

ای u = (u1, · · · , uq) وا و x = (x1, · · · , xp) ای ر  غ ا E ا ای از
اوردا را (  . ) ای رم  لا د داد ان و رد ر E k‐ام ر

لات د د، ا  u زئ ا دۀ د ان u(k) آن در لات د و ا د.  دار
د ا آ ای رط J (k)(E) وی ا د و ر  الا ر

وردی. ر
ر ز لات ای د از ری ارا روه

x̄i = f i(x, u, ε) = eεvxi, i = 1, · · · , p,

ūα = gα(x, u, ε) = eεvuα, α = 1, · · · , q, (  . )
و ا د  و ا

v =

p
∑

i=1

ξi(x, u)
∂

∂xi
+

q
∑

α=1

ηα(x, u)
∂

∂uα
,

رض  را {uα = Θα(x)} ای رو  از واده ای ا ال د. ر ر در را
Θ ۀ رو روی (x, u) ۀ لات د ا ε ر اد از ر رای د. اوردا (  . ) لات د

ادلات ا (x̄, ū) ۀ را
x̄i = f i(x,Θ(x), ε), i = 1, · · · , p,

ūα = gα(x,Θ(x), ε), α = 1, · · · , q, (  . )
ذاری ا ا (  . ) روا از وان را  x, ε ا رای د. د 

x = f(x̄, ū,−ε),

اه آ رد. ذف
ū = g

(

f(x̄, ū, ε),Θ(f(x̄, ū,−ε)), ε
)

= g
(

e−εvx̄,Θ(e−εv), ε
)

, (  . )
آن در

v =

p
∑

i=1

ξi(x, u)
∂

∂xi
+

q
∑

α=1

ηα(x, u)
∂

∂uα

=

p
∑

i=1

ξi(x̄, ū)
∂

∂x̄i
+

q
∑

α=1

ηα(x̄, ū)
∂

∂ūα
.
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رال ا و را د ادلات ارن ای روه 
: دار (  . ) در (x̄, ū,−ε) ای (x, u, ε) ذاری ا ا

u = g
(

eεvx,Θ(eεv),−ε
)

= g
(

f(x, u, ε),Θ(f(x, u, ε)),−ε
)

. (  . )
اوردا (  . ) لات د {uα = Θα(x)} ای رو وادۀ ا د رض .  .  . 
ری ارا ای رو وادۀ ا را ا رو از واده ا ا (  . ) د ورت ا در د. ا

د. ر  و {uα = Θα(x, ε)}

ر الا را ری ارا لات  د وردی ر ا ری ارا ای روه  رای
ای u = u(x) وا ای روی روه اه د د از را ا رو  ر و وۀ ا لازم

وادۀ ا د ا د ا را اری . رر اول ر ای ا ا ای روی
لات د {uα = Θα(x, ε)} ری ارا ای رو  وادۀ ا {uα = Θα(x)} ای رو 

x̄ = x,

ū = η(x, ε) = (eεṽu)
∣

∣

u=Θ(x)
,

را (  . ) لات د اه آ د. ا وق د ر و ا د  و ṽ ر ا داد. ام ا
رد و از ر ز وان  

x̄i = xi + εξi(x,Θ(x)) +O(ε2), i = 1 · · · p,

ūα = uα + εηα(x,Θ(x)) +O(ε2), α = 1 · · · q. (  . )
(  . ) در اد از رد. ذف (  . ) دوم اد از را x د ا ηα(x, ε) ا رای

: دار
xi = x̄i − εξi(x̄,Θ(x̄)) +O(ε2), i = 1, · · · , p. (  . )

ورت ηα ا ε = 0 ول آن و (  . ) در (  . ) راردادن ا ون ا
ηα(x̄, ε) = Θα(x̄) + ε

[

ηα(x̄,Θ(x̄))− ∂Θα(x̄)

∂x̄i
ξi(x̄,Θ(x̄))

]

+O(ε2), (  . )
ای رو  وادۀ ا د ر و (  . ) در x̄ ای x ذاری ا ا ال ود. ا 
وادۀ ا ر د ان . د  آور (  . ) ری ارا لات د را {uα = Θα(x)}

ای رو  از ری ارا ‐ وادۀ ا {uα = Θα(x, ε)} ای رو 
ūα = η(x, ε)

= θα(x) + ε
[

ηα(x,Θ(x))− ∂Θα(x)

∂x̄i
ξi(x,Θ(x))

]

+O(ε2), α = 1, · · · , q,
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و لات د
ای ر  غ د ا د ر ر در را ا رو  از د آن ال د. و ر  و

ا ا د ا ا  اوردا ا آ
x̄i = xi, i = 1, · · · , p,

ūα = uα + ε
[

ηα(x, u)− uαi ξ
i(x, u)

]

+O(ε2), α = 1, · · · , q. ( ٠ . )
وق د ر و ا د  و ا ر ا

ṽ =

q
∑

α=1

[

ηα(x, u)−
p
∑

i=1

uαi ξ
i(x, u)

] ∂

∂uα
, (  . )

و ا د  و ( ا ) را و ا د  و ا ود. و 
د. ا  v

اه آ د، ا ال ا ری ارا د روه و E = R2 ر ا . ثال .  . 
x̄ = x+ ε, ū = u,

دار ا ا در ذا
v =

∂

∂x
, ṽ = −ux

∂

∂u
.

ورت ا د ا در ا ا
x̄ = eεx, ū = e2εu,

ود: د وا ر ز ورت د و ا د  و د، ا
v = x

∂

∂x
+ 2u

∂

∂u
, v = (2u− xux)

∂

∂u
.

و لات د  . 
ای روه  وم از د د وا ر لات د از ر د و ادا در

ر ری ارا و د ṽ و ا د  و ا لات ای د از ری ارا
و ا د  و ا ر الا

ṽ =

q
∑

α=1

η̃α(x, u, u(n))
∂

∂uα
, (  . )

د. ا  n ≥ 1 ر ر دا ا ات وا آن ای ؤ  و ای ا
ورت وان را  (  . ) د و ر د

x̄i = xi, i = 1, · · · , p,

ūα = uα + εη̃α(x, u(k)) +O(ε2), α = 1, · · · , q, (  . )
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رال ا و را د ادلات ارن ای روه 
و ا د  و د ا (  . ) د در ر الا را لات ۀ ا رای داد. ا

ازای ا ر ا رد. رر ات ر را د و ا وان ا داد داد ا را (  . )
و k = 2, 3, · · · رای ز و i, j = 1, · · · , p و α = 1, · · · , q

η̃
(1)α
i = Diη̃

α,

η̃
(k)α
i1,··· ,ik

= Dik η̃
(k−1)α
ii···ik−1

, (  . )
ود: ر  ر ز رداری دان ا (ṽ داد (ا ا و و ا د  و

ṽ(∞) = η̃α
∂

∂uα
+ η̃

(1)α
i

∂

∂uαi
+ · · ·+ η̃

(k)α
i1,··· ,ik

∂

∂uαi1···ik
+ · · · . (  . )

ری ارا لات د از ر الا ر و د . ر .  . 
x̄i = xi, i = 1, · · · , p,

ūα = eεṽ
(∞)
uα = uα +

∞
∑

j=1

εj

j!
(ṽ(∞))(j−1)η̃α, α = 1, · · · , q, (  . )

ود. و 
اره ا آن ادا در ا ا ژ و دو دارای ر الا ر از ری ارا د ر

ود.  
ا ری ارا لات ای د از روه ارز ری ارا و د ر (

η̃α ر ر ا ا و ر ا
η̃α = ηα(x, u)− uαi ξ

i(x, u),

و د ا ا uαi اول ر ات ا η̃α ر ود، و
د. ا دا u ر الا ر ات

ری ارا وردی ر لات د از روه ارز ری ارا و د ر (
ورت وان را η̃α و وده q = 1 ر ا ا و ر ا ا

η̃α = η̃α(x, u(1)),

د. ا u اول ر ات از ر غ ا ر ورت ا η̃α . و
و ا د  و ا ری ارا و د .  .  . 

v = Q(x, u, u(1))
∂

∂u
,

و ا د  و ا ری ارا ای روه  از وردی ر د ارز
v =

p
∑

i=1

ξi(x, u(1))
∂

∂xi
+ η(x, u(1))

∂

∂u
+

p
∑

i=1

η
(1)
i (x, u(1))

∂

∂ui
,
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ر الا ر ای ارن  و وردی ر ای ارن 
د: دق  ر ز ارات در د و ا را د، ا  

ξi(x, u(1)) =
∂Q

∂ui
,

η(x, u(1)) = ui
∂Q

∂ui
−Q, i = 1, · · · , p,

η
(1)
i (x, u(1)) = −∂Q

∂ui
− ui

∂Q

∂u
.

[ ] برهان.
ا د  و ا ری ارا و د ر ا آن ا

و
v = η(x, u, u(1))

∂

∂u
,

ری ارا ای روه  از وردی ر د و ا د  و ا ارز ا ور
. ا آن ۀ η(x, u,(1) ) د ا  

را ری ارا و لات د ا آن رد و آن د ا
ای روه  از وردی ر د و د ری ارا و د ر، الا

د. ا ر  و د ا د لا ‐ د را لا د ری. ارا
د v = uxx∂/∂u+ · · · ر p = q = 1 ازای . ثال .  . 
x̄ = x, ū = u+

∞
∑

j=1

εj

j!
u2x ,

. ا ر الا ر د د د  و را
و ا د  و . ثال .  . 

ṽ =

(

1

2
u2ux + 2uxuxxx +

3

5
uxxxxx

)

∂

∂u
,

. ا ut + uux + uxxx = 0 ،KdV ۀ اد رای ر الا ر د

ر الا ر ای ارن  و رخوردی ای ارن   . 
و ر ا اوردا دارد را ∆ = 0 زئ ادلات اه د (  . ) ری ارا و د

رداری دان د و ا د  و n‐ام ر داد ا ر ا ا
v(n) = η̃α

∂

∂uα
+ η̃

(1)α
i

∂

∂uαi
+ · · ·+ η̃

(k)α
i1···in

∂

∂uαi1···in
, (  . )

واده ا ر دارد. اوردا را آن n‐ام ر ای در را اد ای واب  د
ارد. ا واب  رو از ری د واده ا را ا واب  رو از
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رال ا و را د ادلات ارن ای روه 
آن n‐ام ر داد ا (  . ) د و ا د  و ر . ر .  . 

ر الا ر ارن ا وردی ر ارن دارد اوردا را ∆ = 0 ادلات اه د (  . )
. ا اه د رای

ا و داده ارائ را ا ارن  ۀ ا ور ا د ادا آ در  ای
را د ادلات اه د ای ای ارن  ا رای و ا اوردا 

. ا
k ≥ 0 ر از و ا د  و v =

∑q
α=1 η̃

α(x, u, u(k))∂/∂uα اه ر .  .  . 
اه د اه آ د، ا آن n‐ام ر داد ا v(n) و (  . ) ری ارا و د رای
و ر ا رد ذ ر  الا ر ا وردی ر ارن ای، وان را v ،∆ = 0 ادلات

.v(n)(∆) = 0 ر ا ا
ر و وردی ر ای ای ارن  د و ر  ا ارن  از ر د و ادا در

ود. اد  ا ای ارن  وان ا آ از و د ا آن  از ا ا ر الا
ورت ا رداری دان . ر .  . 

v =

p
∑

i=1

ξ(x, u(n))
∂

∂xi
+

q
∑

α=1

ηα(x, u(n))
∂

∂uα
, (  . )

د. ا وار  وا ηα و ξi وا ود ان 
E ≃ R×R ای روی ا رداری دان v = xux∂x+uxx∂u ال وان

. ا
رداری دان (  . ) رداری دان n‐ام ر داد ا . ر .  . 
v(n) =

p
∑

i=1

ξ(x, u(n))
∂

∂xi
+

q
∑

α=0

∑

#J≤n

ηαJ (x, u
(n))

∂

∂uαJ
,

و وده ا د د ا J ور ا

ηαJ = DJ

(

ηα −
p
∑

i=1

ξiuαi

)

+

p
∑

i=1

ξiuαJ,i . (  . )

ا: ا ر را وق ال در رداری دان اول ر داد ا ول ر ا از اده ا ا
v(1) = xux

∂

∂x
+ uxx

∂

∂u
+ [uxxx − (xuxx + ux)u]

∂

∂ux
.

Dx(uxx − xu2x) + xuxuxx = Dx(uxx) − Dx(xux)ux ر از وق داد ا در ∂/∂ux ر
ود. ا 
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ر الا ر ای ارن  و وردی ر ای ارن 
دان ا ر  داد ا وان در  ر الا را لات د د ا

ا رداری دان v ر ا ورت ا رد. ر را ا رداری
اه: آ د ا

v(∞) =

p
∑

i=1

ξi
∂

∂xi
+

q
∑

α=0

∑

J

ηαJ
∂

∂uαJ
, ( ٠ . )

را د ا F (x, u(n)) ر ا رد و د ا ا ا ود. ان  (  . ) ول ر ا ηαJ و
ا F ر ا ژه و . ا را د ا دداً v(∞)(F ) = v(n)(F ) د، ا n‐ام ر

ا رای ( ٠ . ) لات از ا داد د ا وا u ا ر ا ات
وان ا  رداری ای دان  رای د ر ا از . ا v(∞)(F )

ارن وان وان را  ا رداری دان ر ا ا آن و رد راج ا
اوردا داد. رار ر د را د ادلات اه د رای و ا  

. ا رار ر ز ا ا و ا  
رای ا و ا ارن  v ا رداری دان .  .  . 

ادلات اه د
∆ν(x, u

(n)) = 0, ν = 1, · · · ,m,

ر ا ا و ر ا ، ا
v(∞)(∆ν) = 0. (  . )

k‐ام ر ات v ا رداری دان را ر ا ا و ا
ود. وا  (n+k)‐ام ر ات ( ٠ . ) ول ر را اه آ د، ا وا

ر داد ا و ∆ روی را ا لازم د ر ا ا واب  ۀ روی (  . ) ۀ را آ رای
. د رار s = 0, 1, · · · رای ∆(s) آن s‐ام

ا ا د ده ا ر غ لا را د ادلات ای اه  د ۀ ر: راگ رض
د. ر ذ اً و و ال ا ر از دو ر ا آ داد ا و اه د ود

را د ادلات ای ای ارن  ۀ ا ا ا در ا ای ارن  ۀ ا
. ر  را رداری ای دان  از اص و آن از ا ا . ا

وا از ا ‐q Q(x, u(n)) = (Q1(x, u
(n)), · · · , Qq(x, u(n))) د رض . ر .  . 
ا رداری دان د. ا را د وار

vQ =

q
∑

α=1

Qα(x, u
(n))

∂

∂uα
, (  . )

دان د د وان را  ا د. ا آن  ۀ را Q و ا رداری دان را
ود. ا  ا رداری دان در ∂xi را دادن رار ر ا ا رداری
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رال ا و را د ادلات ارن ای روه 
را ا (  . ) رداری دان ا ر  داد ا

vQ =
∑

α,J

DJQα
∂

∂uαJ
,

ورت را ا رداری دان ۀ اه ر د. و ان 

Qα = ηα −
p
∑

i=1

ξiuαi , α = 1, · · · , q, (  . )

د ا ا وان ا ای  رداری دان رای اه آ د ان
. ا ده آورده ر ز در ا آورد.

ا ∆ = 0 را د ادلات اه د ارن ا رداری دان .  .  . 
د. ا آن ا ا vQ ر ا ا و ر ا

دودی ا روش ا . رد از  ا ای ارن  ۀ ا وه ال
آن ا ا را ر ورد ارن د ا دا ا رط ا ا ا ارن  ر ا ۀ ا

ادا در د.  q p + q از ول وا داد ا ر ا ا را ز رد د
. ال آور د روش ا رای

.[ ] ا ut = uux ر غ وج اد ۀ ا ای ارن  ا دف . ثال .  . 
ازای د. ا ا آن ا ارن vQ = Q(x, t, u(n))∂u د رض دا ا
د رو ا ا داد. رار اد از را uux آن دار وان  t u ات از ر
ور ارن ر . رار د ... و u2uxx+2uu2x ،utt ای ،uuxx+u2x ،uxt ای

اد ر را اوردا رط ال ود. ر  Q = Q(x, t, u, ux, uxx, · · · ) ۀ ا
ورت

v(∞)(ut − uux) = 0 ⇒ DtQ = uDxQ+ uxQ, (  . )
Q = Q(x, t, u, ux, uxx) ۀ دوم ر ای ارن  ۀ ا رای ا ا ، ال  ا

ورت وان را  (  . ) ۀ را ذا . د از
∂Q

∂t
− u

∂Q

∂x
+ u2x

∂Q

∂ux
+ 3uxuxx

∂Q

∂uxx
= uxQ,

Q ا اد ا ا رد. و از
Q = uxf

(

x+ tu, u, t+
1

ux
,
uxx
u3x

)

,

ورت د ا اد ۀ (  . ) ول ر ا د. د آ
Q = η(x, t, u)− uxξ

1(x, t, u)− uuxξ
2(x, t, u),
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ر الا ر ای ارن  و وردی ر ای ارن 
د ا

v = ξ1∂x + ξ2∂t + η∂u,

رم η = −tη − ξ1 − uξ2 ون ا ازای . ا آن و ا د  و
Q = u− xη(x+ tu, u) + (tux + 1)η(x+ tu, u),

ا ا در . ر ر در ξ2 و ξ1 رای را اری ر  اد وان ورت  ا در . دار
د ارن ر ود. ر  Q را ز ، ا د v ا رم ،ξ1 + uξ2 = 0

رداری دان ا ارز اد
v = −(η + tη)

∂

∂x
+ η

∂

∂u
,

ر آن ر د د د ا ارن  را أ ر ا ال . ا ξ2 = 0 ازای
ر روه ر ز ر)، ذ ر و لات د ) د ا وا ای ر  غ از ، ای ر  غ

و ا ای  د  و و لات د ا
v1 = ∂x, v2 = ∂t, v3 = x∂x + t∂t,

v4 = a∂x + u∂u, v5 = t∂x − ∂u, v6 = x∂t + u2∂u,

v7 = xt∂x + t2∂t − (x+ tu)∂u, v8 = x2∂x + xt∂t + (x+ tu)u∂u,

د. و د  و
د. و ا  ut = uxx+u

2
x ر ر ۀ اد ۀ ا ای ارن  ال ا در . ثال .  . 

Q = Q(x, t, u, ux, uxx, Qxxx) ۀ ا را v = Q(x, t, u(n))∂u ا و ا د  و
: دا وا اوردا را ال ا ا ال ا .[ ] د ر ر در

DtQ = D2
xQ+ 2uxDxQ. (  . )

رار اد از را آن دار t u ای ) (  . ) در لازم را ذاری ا ا
آ ر دارای uxxx Q د) د

Q = α(t)uxxx +Q′(x, t, u, ux, uxx),

د، د آ ر ز ۀ اد (  . ) در Q ذاری ا ا . ا
6αuxxuxxx + αtuxxx = Q′

uxxuxxu
2
xxx + 2Q′

uxuxxuxxuxxx

+2Q′
uuxxuxuxxx + 2Q′

xuxxuxxx,

آ ر دارای uxx Q′ ود ا  آن ا
Q′ = 3αuxuxx +

(

1

2
αtx+ β(t)

)

uxx +Q′′(x, t, u, ux),

PDF Compressor Free Version 



رال ا و را د ادلات ارن ای روه  ٠
ورت (  . ) در u2xx ر ا ا . ا

6αux + αtx+ 2β = Q′′
uxux ,

: دار را ا ، ا
Q = α(uxxx + 2uxuxx + u3x) +

(

1

2
αtx+ β

)

(uxx + u2x)

+A(x, t, u)ux + B(x, t, u).

ارت
(

3αtux +
1

2
αttx+ βt

)

uxx = (2Auux + 3αtux + 2Ax)uxx,

و ا u از A د ر آ ا از . ا uxx ا ا ا
A =

1

8
αttx

2 +
1

2
βtx+ γ(t).

د ان د ات ا ا ادا
B(x, t, u) = ρ(x, t)e−u + σ(x, t).

ux ر ۀ ا ا
1

8
αtttx

2 +
1

2
βttx+ γt = 2σx +

1

4
αtt,

ورت σ ا ۀ ا
σ(x, t) =

1

48
αtttx

3 +
1

8
βttx

2 +

(

1

2
γt −

1

8
αtt

)

x+ δ(t),

ارت ا u ات از (  . ) در ا ای ا در د. د آ
ρte

−u + σt = ρxxe
−u + σxx,

وا و ا ρt = ρxx ای ر ال ا ۀ اد از واب ρ ا د د وان  . ا
ادلات اه د در δ و γ, β, α

αtttt = βttt = 0, γtt =
1

2
αttt, δt =

1

4
βtt,

ای واب  اه د ا د. دق 
α(t) = c9t

3 + c8t
2 + c7t+ c6, β(t) = c5t

2 + c4t+ c3,

γ(t) =
3

2
c9t

2 + c2t+ c1, δ(t) =
1

2
c5t+ c0,
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ر لات د
وم ر ا ای ارن  ذا د. وا د ای ا  c9, · · · , c0 ور ده

ورت ا دارای  ر ر ۀ اد
Q0 = 1,

Q1 = ux,

Q2 = tux +
1

2
x,

Q3 = uxx + u2x,

Q4 = t(uxx + u2x) +
1

2
xux,

Q5 = t2(uxx + u2x) + txux

(

1

2
t+

1

4
+ x2

)

,

Q6 = uxxx + 3uxuxx + u3x,

Q7 = t(uxxx + 3uxuxx + u3x) +
1

2
x(uxx + u2x),

Q8 = t2(uxxx + 3uxuxx + u3x + tx(uxx + u2x) +

(

1

2
t+

1

4
x2
)

ux,

Q9 = t3(uxxx + 3uxuxx + u3x) +
3

2
t2x(uxx + u2x) +

(

3

2
t2 +

3

4
tx2
)

ux +

(

3

4
tx+

1

8
x3
)

,

دی ا ۀ  راه
Qρ = ρ(x, t)e−u,

ای ای ارن  Qρ راه Q5, · · · , Q0 ای د  د وان را  . ا
ارز Q4 لا د. د  و را اد

Q̃4 = tux +
1

2
xux,

و ا د  و ر ۀ وده
v4 = −1

2
x
∂

∂x
− t

∂

∂t
,

. ا

ر لات د  . 
د رض د ر ر در را f(x, ϵ) ا

f0(x) + ϵf1(x) + · · ·+ ϵpfp(x),

ϵ ای وان  در ϵ = 0 ول f(x, ϵ) ور از ا p در از ر د ای
دارد: را ر ز رم g ≈ f ا ر . ا ده آ د

g(x, ϵ) = f0(x) + ϵf1(x) + · · ·+ ϵpfp(x) +O(ϵp).
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رال ا و را د ادلات ارن ای روه 
ا در

f0(x) + ϵf1(x) + · · ·+ ϵpfp(x),

لاس ، ا ر ا ود. ده  ا f ا وا ارزی لاس از ارف ا
fp(x) ...،f1(x) ،f0(x) ا p + 1 و ردن ر ا f(x, ϵ) ≈ g(x, ϵ) وا از ارزی
ر ای و  ر لات د ای روه  ئوری در ا ا وا د. د آ

ورت a رو ر ارا و x وا وار رداری وا از
f0(x, a), f1(x, a), · · · , fp(x, a),

ورت لات د ا در ا وا د. و ر  ر در
f i0(x, a), f

i
1(x, a), · · · , f ip(x, a) i = 1, · · · , n,

را ا را ر لات د از G ری ارا واده ا ال د.
x̄i ≈ f i0(x, a) + ϵf i1(x, a) + · · ·+ ϵpf ip(x, a), i = 1, · · · , n, (  . )

x̄ = (x̄1, · · · , x̄n) ∈ Rn اط را x = (x1, x2, · · · , xn) ∈ Rn اط ر 
ر ذ وارون لات د رده د ا ارد.  

x̄ = f(x, a, ϵ), (  . )
ا f = f(f1, · · · , fn) رداری وا ا

f i(x, a, ϵ) ≈ f i0(x, a) + ϵf i1(x, a) + · · ·+ ϵpf ip(x, a), i = 1, · · · , n,

رط لاوه . ا ر ارا a و
f(x, 0, ϵ) ≈ x,

در a دار ر رای ز ا ا د ر ا در لات ای د . ا رار ر ز
،f(x, a, ϵ) ≈ x اد ا ا در ا و ود ر  a = 0 و ا

د. را د a = 0

ری ارا ر لات د روه (  . ) لات د و .( ري ديلات ) ر .  . 
رط ر ا ود ده  ا

f(f(x, a, ϵ), b, ϵ) ≈ f(x, a+ b, ϵ),

.[ ] د ا رار ر
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ر لات د
ری د ا ر ا را f وان د  ا لازم ا ر ، روه ئوری لاف ر ا ا . لاحظ .  . 

رد. ز ا g ≈ f

:[ ] د ر ر در را ر ز وا و n = 1 د رض . ثال .  . 
f(x, a, ϵ) = x+ a

(

1 + ϵx+
1

2
ϵa

)

,

g(x, a, ϵ) = x+ a

(

(1 + ϵx)

(

1 +
1

2
ϵa

))

.

د، اوی د ر او در وا ا
g(x, a, ϵ) = f(x, a, ϵ) + ϵ2φ(x, a), φ(x, a) =

1

2
a2x,

در د دق  ر روه ژ و در و
f(g(x, a, ϵ), b, ϵ) = g(x, a, ϵ) + b

(

1 + ϵg(x, a, ϵ) +
1

2
ϵb

)

= x+ a(1 + ϵx)

(

1 +
1

2
ϵa

)

+ b

[

1 + ϵx+ ϵa(1 + ϵx)

(

1 +
1

2
ϵa

)

+
1

2
ϵb

]

= x+ (a+ b)

[

1 + ϵx+
1

2
(a+ b)

]

+ ϵ2φ(x, a, b, ϵ)

= f(x, a+ b, ϵ) + ϵ2φ(x, a, b, ϵ),

. ا φ(x, a, b, ϵ) = 1
2a(ax+ ab+ 2bx+ ϵabx)

را د ای ر لاس ود داده  (  . ) ا G ر روه د و
ورت اول ر

v = ξi(x, ϵ)
∂

∂xi
, (  . )

ور د ا  
ξi(x, ϵ) ≈ ξi0(x) + ϵξi1(x) + · · ·+ ϵpξip(x),

را ا ξp, · · · , ξ1, ξ0 رداری ای دان  را و
ξiν(x) =

∂f iν(x, a)

∂a

∣

∣

∣

∣

∣

a=0

, ν = 0, · · · , p i = 1, · · · , n,

ورت ر روه د و د. و ا 
v ≈ (ξi0(x) + ϵξi1(x) + · · ·+ ϵpξip(x))

∂

∂xi
, (  . )

ای در  . اده  ا اوی اد از آن در ر لا ای ا از ا
ز و ود ر  ر در p ⩾ 1 واه د ر از O(ϵp) ای ا ا ری  را ئوری،

د. و ر  اده  ا ارت  p = 1 دادن رار ا
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رال ا و را د ادلات ارن ای روه 

ر ادلات  .  . 
د: ر ر در ر ز رم را د اول ر در ری ارا ر د ای روه 

x̄i ≈ f i0(x, a) + ϵf i1(x, a), i = 1, · · · , n. ( ٠ . )
د رض

v = v0 + ϵv1, (  . )
: دار آن در د ا ده داده ر ر

v0 = ξi0(x)
∂

∂xi
, v1 = ξi1(x)

∂

∂xi
.

ات ا x̄ = x̄0 + ϵx̄1 اط x اط از ( ر( . ٠ ا ر د
x̄i = x̄i0 + ϵx̄i1, (  . )

آن در
x̄i0 = f i0(x, a), x̄i1 = f i1(x, a),

ود: ر  ز ادلات ا
dx̄i0
da

= ξi0(x̄0), x̄i0
∣

∣

a=0
= xi, i = 1, · · · , n, (  . )

dx̄i1
da

=
n
∑

k=1

∂ξi0(x)

∂xk

∣

∣

∣

x=x̄0
x̄k1 + ξi1(x̄0), x̄i1

∣

∣

a=0
= 0. (  . )

د و دا ورت در ود. ده  ا ر ادلات (  . ) و (  . ) ادلات
ال د دو ان از د ادا در رد. را لات د وان ادلات  ا ا

. رد وا ر ذ
(x0, 0) از ا در g(x, ϵ) و f(x, ϵ) وا د رض .  .  . 

رط در د،
g(x, ϵ) = f(x, ϵ) +O(ϵp),

ای ا  از ا واب  ر x̄ = x̄(t, ϵ) و x = x(t, ϵ) د رض ز و د دق 
د ا ر ز

dx

dt
= f(x, ϵ), x

∣

∣

t=0
= α(ϵ),

dx̄

dt
= g(x̄, ϵ), x̄

∣

∣

t=0
= β(ϵ),

: دار β(ϵ) = α(ϵ) +O(ϵp) و α(0) = β(0) = x0

x̄(t, ϵ) = x(t, ϵ) +O(ϵp).
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ر لات د
ورت را و ارن ا

dx

dt
≈ f(x, ϵ), x

∣

∣

t=0
≈ α(ϵ),

ورت وان أ  ا در را اد د. ر ر در
dx

dt
= g(x, ϵ), g(x, ϵ) ≈ f(x, ϵ),

ا وان ز  را أ ا در ود و رط رد. و از
x
∣

∣

t=0
= β(ϵ), β(ϵ) ≈ α(ϵ),

ا رای واب ود و ورت در د. را د ا ا . و
O(ϵp) ر از ای ا ا د ا ر را ا ر او واب ا ری د واب ر و

. ا ا ا از واب ز
ر ز اس رداری دان ا ر روه (  . ) لات د د رض .  .  . 

: د  د
ξ(x, ϵ) ≈ ∂f(x, a, ϵ)

∂a

∣

∣

∣

∣

a=0

,

د دق  ر ز ا در f(x, a, ϵ) ا
∂f(x, a, ϵ)

∂a
≈ ξ(f(x, a, ϵ), ϵ).

و ر ا از x′ = f(x.a, ϵ) ،ξ(x, ϵ) وار ا ر رای ، ر
dx′

da
≈ ξ(x′, ϵ), x′

∣

∣

a=0
≈ x,

د.  a رو ر ارا ا ری ارا روه
ر اد ان و ر ا رر ا ادآوری ا

. ا
لات د از ر روه f(x, a, ϵ) د رض . ات  ا را ر رف دا ا برهان.

: دار (  .  . ) ر ر ا اه آ د. ′x د = f(x, a, ϵ)

f(f(x, a, ϵ), b, ϵ) ≈ f(x, a+ b, ϵ)

⇒ f(f(x, a, ϵ), 0, ϵ) +
∂f(f(x, a, ϵ), b, ϵ)

∂b

∣

∣

∣

∣

b=0

.b+O(b)

≈ f(x, a, ϵ) +
∂f(x, a, ϵ)

∂a
.b+O(b),
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رال ا و را د ادلات ارن ای روه 
ر ر ا ارت رف دو و رض ز و f(x, 0, ϵ) ≈ x ا از اده ا ا

: دار ر ا ارت دادن ا در و b
f(x, a, ϵ) + ξ(f(x, a, ϵ), ϵ).b+O(b)

≈ f(x, a, ϵ) +
∂f(x, a, ϵ)

∂a
.b+O(b)

b ر ي ا ξ(f(x, a, ϵ), ϵ) +
O(b)

b
≈ ∂f(x, a, ϵ)

∂a
+

O(b)

b
,

=⇒ ξ(f(x, a, ϵ), ϵ) ≈ ∂f(x, a, ϵ)

∂a
.

. ا و ر ا از x′ = f(x, a, ϵ) ا د رض ر ات ا رای
ر رط ا ا ، د ر  روه f(x, a, ϵ) ا ات ا رای

f(f(x, a, ϵ), b, ϵ) ≈ f(x, a+ b, ϵ),

ا x, a در k′(b, ϵ) و k(b, ϵ) ا را الا ارت را رف و رف . رر را
ا در ا آن  ر رض و ا . ان د (b, ϵ) از وا وان را د

: د، دق  و ر
∂k

∂b
≈ ξ(k, ϵ), k

∣

∣

b=0
≈ g(x, a, ϵ),

∂k′

∂b
≈ ξ(k′, ϵ), k′

∣

∣

b=0
≈ g(x, a, ϵ),

دار را k(b, ϵ) ≈ k′(b, ϵ) ر اوی و ا ا واب ا (  .  . ) و ا ال
د. را د ر ورد ر رط ا و

ا دا ز و د ا n = 1 د رض . ثال .  . 
v = (1 + ϵx)

∂

∂x
.

:[ ] د و و  ر ز ورت (  . ) و (  . ) ادلات و ξ1(x) = x و ξ0(x) = 1 ا ا
dx̄0
da

= 1, x̄0
∣

∣

a=0
= x,

dx̄1
da

= x̄0, x̄1
∣

∣

a=0
= 0,

: دار ا آ ا و
∫

dx̄0 =

∫

da⇒ x̄0 = a+ c⇒ x̄0 = a+ x,

dx̄1
da

= x̄0 ⇒
∫

dx̄1 =

∫

(a+ c)da

=⇒ x̄1 =
a2

2
+ ax+ c⇒ x̄1 = ax+

a2

2
.
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ر لات د
ر د روه در

x̄ ≈ x+ a+ ϵ

(

ax+
a2

2

)

,

د. ا  
د ر ر در را ر ز د و و د ا n = 2 د رض . ثال .  . 

v = (1 + ϵx2)
∂

∂x
+ ϵxy

∂

∂y
,

ورت (  . ) و (  . ) ادلات و ξ1(x, y) = (x2, xy) و ξ0(x, y) = (1, 0) ا ا
dx̄0
da

= 1,
dȳ0
da

= 0, x̄0
∣

∣

a=0
= x, ȳ0

∣

∣

a=0
= y,

dx̄1
da

= (x̄0)
2,

dȳ1
da

= x̄0ȳ0, x̄1
∣

∣

a=0
= 0, ȳ1

∣

∣

a=0
= 0,

: دار وق ادلات از ری رال ا ا .[ ] د و و 
x̄0 = x+ a, ȳ0 = y,

x̄1 =

∫

(x+ a)2da =

∫

(x2 + 2ax+ a2)da = ax2 + a2x+
a3

3
,

ȳ1 =

∫

(xy + ay)da = xya+
a2

2
y.

ورت ر روه در
x̄ ≈ x+ a+ ϵ

(

ax2 + a2x+
a3

3

)

,

ȳ ≈ y + ϵ

(

axy +
a2

2
y

)

,

ود. د وا
ر د روه و را ر ادلات دار د ز ال ا در . ثال .  . 

د و رای را
v =

(

t+
ϵ

6
t
) ∂

∂t
−
(

u+
ϵ

3
tu
) ∂

∂u
, (  . )

ر ادلات ξ1(t, u) =
(

1
6 t,

−1
3 tu

) و ξ0(t, u) = (t,−u) ا ا در .[ ] ا
ورت

dt̄0
da

= t̄0, t̄0
∣

∣

a=0
= t,

dū0
da

= −ū0, ū0
∣

∣

a=0
= u,
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رال ا و را د ادلات ارن ای روه 
دار ز و د و و 

dt̄1
da

=
1

6
t̄0, t̄1

∣

∣

a=0
= 0,

dū1
da

=
−1

3
t̄0ū0, ū1

∣

∣

a=0
= 0,

: دا وا وق ادلات از ری رال ا ا
ln t̄0 = a+ C ⇒ ln t = C ⇒ t̄0 = ea+t,

ln ū0 = C − a⇒ ū0 = eu−a,

و
dt̄1
da

=
1

6
(ea+t) ⇒ t̄1 =

∫ (

1

6
ea+t

)

da⇒ t̄1 =
1

6
ea+t,

dū1
da

=
1

3
(ea+t)(eu−a) =⇒ ū1 =

1

3
et+ua.

از: د ار و ا ر لات د روه
t̄ ≈ ea+t + ϵ

1

6
ea+t,

ū ≈ eu−a + ϵ
1

3
et+ua.

ر ا گا  .  . 
ر روه د و از اده ا ا ر لات د روه آوردن د رای ز ر د روش

.[ ] رداز آن  ادا در ا روف ا ا روش دارد ود و
ر .  .  . 

v = v0 + ϵv1, (  . )
ϵ و ر ارا ا را

v0 = ξi0(x)
∂

∂xi
, v1 = ξi1(x)

∂

∂xi
, (  . )

ر ا ر د روه . ر ر  در
x̄i = x̄i0 + ϵx̄i1, i = 1, · · · , n, (  . )

: د و ر  ز ادلات ا
x̄i0 = eav0(xi), x̄i1 =≪ av0, av1 ≫ (x̄i0), i = 1, · · · , n, (  . )
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ر لات د
روا آن در

eav0 = 1 + av0 +
a2

2!
v2
0 +

a3

3!
v3
0 + · · · , ( ٠٠ . )

و
≪ av0, av1 ≫= av1 +

a2

2!
[v0,v1] +

a3

3!
[v0, [v0,v1]] + · · · . ( ٠  . )

د و ری ارا ر د روه X = v0 + ϵv1 ر ر ر د ارت . دار را
د: د آ ر ز ا ا ا د  

x̄i = (1 + ϵ≪ av0, av1 ≫)eav0(xi), i = 1, · · · , n. ( ٠  . )
: دار ا ر و ا ز و ( ر( .  ذاری ا ا برهان.

e(v0+ϵv1) = 1 + a(v0 + ϵv1) +
a2

2!
(v0 + ϵv1)

2 +
a3

3!
(v0 + ϵv1)

3 + · · · .

ورت را ϵ در در از لات ال
ea(v0+ϵv1) ≈ 1 + av0 +

a2

2!
X2

0 +
a3

3!
v3
0 + · · ·+ ϵ

{

av1

+
a2

2!
(v0v1 + v1v0) +

a3

3!
(v2

0v1 + v0v1v0 + v1v
2
0)

+
a4

4!
(v3

0v1 + v2
0v1v

2
0 + v1v

3
0) + · · ·

}

, ( ٠  . )
ای اد ا از اده ا ا . د آور

v0v1 = v1v0 + [v0,v1],

v2
0v1 + v0v1v0 = 2v1v

2
0 + 3[v0,v1]v0 + [v0, [v0,v1]], · · · ,

رم را ( ٠  . ) اد
ea(v0+ϵv1) ≈ 1 + av0 +

a2

2!
v2
0 +

a3

3!
v3
0 + · · ·

+ϵ
{

av1

(

1 + av0 +
a2

2!
v2
0 +

a3

3!
v3
0 + · · ·

)

+
a2

2!
[v0,v1]

(

1 + av0 +
a2

2!
v2
0 +

a3

3!
v3
0 + · · ·

)

+
a3

3!
[v0, [v0,v1]]

(

1 + av0 +
a2

2!
v2
0 +

a3

3!
v3
0 + · · ·

)

+ · · ·
}

,

دار ا ا از اده ا ا رو ا از . و  از
ea(v0+ϵv1) ≈ (1 + ϵ≪ av0, av1 ≫)eav0 . ( ٠  . )

ر در و ده و (  . ) ر رای x̄i = eav(xi) ا ا ر د ارت
(  . ) لات د روه ا ا دارد. را ( ٠  . ) رم ده، ا ϵ د اول

د. ا  را ان ر ا و ) ر  . ) اد

PDF Compressor Free Version 



رال ا و را د ادلات ارن ای روه  ٠
ر ر د روه (  .  . ) از اده ا ا دار د ال ا در . ثال .  . 

ا ر ا v0 =
∂
∂x و v1 = x ∂

∂x ا ا .[ ] آور د را v = (1 + ϵx) ∂∂x

v0(x) = 1, v2
0(x) = v3

0(x) = · · · = 0,

ورت ز ر ای رو  و
[v0,v1] =

∂

∂x
= v0,

[v0, [v0,v1]] = [v0,v0] = 0, · · · ,

در ود. د وا
x̄0 = eav0(x) = x+ a,

≪ av0, av1 ≫=

(

av +
a2

2!

)

∂

∂x
,

ر د روه
x̄1 =≪ av0, av1 ≫ (x̄0) =

(

ax+
a2

2!

)

∂

∂x
(x+ a) = ax+

a2

2!
.

x̄ ≈ x+ a+ ϵ

(

ax+
a2

2!

)

,

. ا
. ر ان  ا را ا ر ا ال ا ال

:[ ] ر ر  در را ر ز ر . ثال .  . 
v = (1 + ϵ[(x1)2 − (x2)2 − (x3)2 − (x4)2])

∂

∂x1
+ 2ϵx1

(

x2
∂

∂x2
+ x3

∂

∂x3
+ x4

∂

∂x4

)

.

: دار ر ز ورت را v = v0 + ϵv1ا ا در
v0 =

∂

∂x1

v1 = ((x1)2 − (x2)2 − (x3)2 − (x4)2)
∂

∂x1

+ 2x1
(

x2
∂

∂x2
+ x3

∂

∂x3
+ x4

∂

∂x4

)

.

د د  و را ر ز د روه v0 ر
v0(x

1) = 1, v2
0(x

1) = v3
0(x

1) = · · · = 0

x̄10 = expaX0(x1) = x1 + a,

x̄j0 = xj , j = 2, 3, 4.
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ر ای ارن 
ورت ز را ر ای رو  و

[v0,v1] = 2

(

x1 +
∂

∂x1
+ x2

∂

∂x2
+ x3

∂

∂x3
+ x4

∂

∂x4

)

,

[v0, [v0,v1]] = 2
∂

∂x1
, [v0, [v0, [v0,v1]]] = 0 · · · .

رد: را  ر ز رم ( ٠  . ) اد در . دار
≪ av0, av1 ≫ =

(

[(x1)2 − (x2)2 − (x3)2 − (x4)2]a+ x1a2 +
1

3
a3
)

∂

∂x1

+ (2ax1 + a2)

(

x2
∂

∂x2
+ x3

∂

∂x3
+ x4

∂

∂x4

)

.

د ) د  . ) ا ر ا
x̄11 =≪ av0, av1 ≫ (x̄10) = [(x1)2 − (x2)2 − (x3)2 − (x4)2]a+ x1a2 +

1

3
a3,

x̄j1 = (2ax1 + a2)xj , j = 2, 3, 4.

: ر ر ز ر د روه و
x̄1 ≈ x̄10 + ϵx̄11 = x1 + a+ ϵ

(

[(x1)2 − (x2)2 − (x3)2 − (x4)2]a+ x1a2 +
1

3
a3
)

,

x̄j ≈ x̄j0 + ϵx̄j1 = xj + ϵ(2ax1 + a2)xj , j = 2, 3, 4.

ر ای ارن   . 
د ا ری ارا ر د روه G د رض . ر .  . 

z̄i = f(z.a.ϵ) ≡ f i0(z, a) + ϵf i1(z, a), i = 1, · · · , N. ( ٠  . )
ر اد

F (z, ϵ) ≡ F0(z) + ϵF1(z) ≈ 0, ( ٠  . )
لات د روه وان را G ر د ارت ا و ود ده  ا ري اوردای G

( ٠  . ) اد در z = (z1, · · · , zN ) F (z̄, ϵ) ≈ F (f(z, a, ϵ), ϵ) = O(ϵ) ر ا رد ذ ر 
k ر از ر اد ( ٠  . ) z = (x, u, u(1), · · · , u(k)) ر ا د. دق 

. ا را د ادلات از ر ارن روه G و ود ده  ا

دار پا ای ارن  و خص ادلات  .  . 
د. را د د اد ر ای ارن  رای زير ي
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رال ا و را د ادلات ارن ای روه 
د و ا ( ٠  . ) ر لات د روه ( ٠  . ) اد .  .  . 

v = v0 + ϵv1 ≡ ξi0(z)
∂

∂zi
+ ϵξi1(z)

∂

∂zi
( ٠  . )

ر ا و ر ا ا اوردا
vF (z, ϵ)

∣

∣

F≈0
= O(ϵ),

ا
[v0F0(z) + ϵ(v1F0(z) + v0F1(z))]( ٠  . ) = O(ϵ). ( ٠  . )

اول ر در اد )در ٠  . ) و ( ٠  . ) ذاری اي ا ( ٠  . ) اد برهان.
ارن د دق  ( ٠  . ) اد در ( ٠  . ) ر د آيد. ϵ د
ود يده  ا ( ٠  . ) اد و ده ذير ري ر يا ، و اي ري 

ود. يده  ا ري ای ارن  رای يي اد ( ٠  . ) اد ي در و
رد. وا ارائ را آن ات ا و ر ذ ا از ری ا  ورت ادا در

ای غير در n < N ،F (z, ϵ) = (F 1(z, ϵ), · · · , Fn(z, ϵ)) ا يد رض .  .  . 
د: دق زير رط در و د ا ي اً وا z, ϵ

rankF ′(z, 0)|F (z,0)=0 = n, ( ٠  . )
ري اد اي رای .i = 1, · · · , N و ν = 1, · · · , n رای F ′(z, ϵ) =∥ ∂F ν(z,ϵ)

∂zi
∥

F (z, ϵ) = O(ϵp), ( ٠ . )
زير ديلات از ري روه

z̄ = f(z, a, ϵ) +O(ϵp),

د و ا
v = ξ(z, ϵ)

∂

∂z
, ξ =

∂f

∂a

∣

∣

∣

∣

a=0

+O(ϵ), (  . )
ا ا و لازم د ا اوردا

vF (z, ϵ)
∣

∣( ٠ . ) = O(ϵ). (  . )
اد اورداي رای F (f(z, a, ϵ), ϵ) ≈ 0 رط يد رض . ي ات  ا را زوم دا ا برهان.

: د ا رار ر ( ٠ . ) ري
F (f(z, a, ϵ), ϵ)

∣

∣( ٠ . ) = O(ϵp).
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ر ای ارن 
: دار اد از اده ا ا

v = v0 + ϵv1 = ξi0(z)
∂

∂zi
+ ϵξi1(z)

∂

∂zi
(

ξi0(z)
∂

∂zi
+ ϵξi1(z)

∂

∂zi

)

(F0(z) + ϵF1(z))

∣

∣

∣

∣

F0(z)+ϵF1(z)≈0

ξi0(z)
∂

∂zi
F0(z) + ϵξi0(z)

∂

∂zi
F1(z) + ϵξi1(z)

∂

∂zi
F0(z)

∣

∣

∣

∣

F (z,ϵ)≈0

= 0,

رای (  . ) يد رض ي ات  ا را ر ال د. ي د را (  . ) اي و
ري اد اورداي ال ، ا ادق ( ٠  . ) رط در د ا رار ر F (z, ϵ) ا

ورت را ديدی ای غير ور اي رای . ي ات  ا را ( ٠ . )
yN = HN−n(z, ϵ), · · · , yn+1 = H1(z, ϵ), yn = Fn(z, ϵ), · · · , y1 = F 1(z, ϵ),

ا HN−n, · · · , H1, Fn, · · · , F 1 وا ور ر  zN , · · · , z1 ای
و ( ٠  . ) ا ري اد ديد ای غير در ( و ا دازه ا ϵ رای ) د.

د: ير را  زير رم ي ر (  . ) رط و (  . )
yν = θνp(y, ϵ), ν + 1, · · · , n,

v = ηi(y, ϵ)
∂

∂yi
, ηi ≈ ξj(x, ϵ)

∂yi(x, ϵ)

∂xj
,

ην(θ1p, · · · , θnp , yn+1, · · · , yN ) = O(ϵ), ν = 1, · · · , n,

و ري ا ا y ای غير را ا . دار را θνp = O(ϵp) آن در
dȳν

da
≈ ην(ȳ1, · · · , ȳn, ȳn+1, · · · , ȳN , ϵ), ȳν

∣

∣

a=0
= θνp(y, ϵ),

dȳk

da
≈ ηk(ȳ1, · · · , ȳn, ȳn+1, · · · , ȳN , ϵ), ȳk

∣

∣

a=0
= yk, k = n+ 1, · · · , N,

ورت واب ا و ا ا ي ا اي واب (  .  . ) ي ا د. و يي 
ارت ي او ای غير اس ا ر و از ا ود. د وا ȳ = (θ1p, · · · , θnp , yn+1, · · · , yN )
و F (f(z, a, ϵ), ϵ) ≈ 0 ري اد ي اي و ν ر = 1, · · · , n رای F ν(z̄, ϵ) = O(ϵp)

ود. ات  ا ي
را ر ز ديلات از ري روه ا p = 1 و z = (x, y) و N = 2 يد رض . ثال .  . 

x̄ ≈ x+ a+

(

x2a+ xa2 +
a3

3

)

ϵ,

ȳ ≈ y +

(

xya+ y
a2

2

)

ϵ, (  . )
و اي د  و ا

v = (1 + ϵx2)
∂

∂x
+ ϵxy

∂

∂y
, (  . )
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رال ا و را د ادلات ارن ای روه 
ري اد ي د ان دار د .[ ] يري ر  در

F (x, y, ϵ) ≡ y2+ϵ − ϵx2 − 1 = O(ϵ), (  . )
رای . ي رر  را (  . ) اورداي . ا اوردا (  . ) ديلات

د در ان ا را (  . ) اد دا ا ور اي
F̄ (x, y, ϵ) ≡ y2 − ϵ(x2 − y2 ln y)− 1 ≈ 0,

داري (  . ) دي از اده ا ا . ي وي  از
F̄ (x̄, ȳ, ϵ) = ȳ2 − ϵ(x̄2 − ȳ2 ln ȳ)− 1 ≈ y2 − ϵ(x2 − y2 ln y)− 1 + ϵ(2xa+ a2)(y2 − 1)

+ ϵ(2xa+ a2)(y2 − 1)

= F̄ (x, y, ϵ) + ϵ(2xa+ a2)[F̄ (x, y, ϵ) + ϵ(x2 − y2 ln y)]

= [1 + ϵ(2ax+ a2)]F̄ (x, y, ϵ) +O(ϵ),

ا اي .F̄ (x̄, ȳ, ϵ)∣∣(  . ) ≈ 0 ا ا ر يا F (f(z, a, ϵ), ϵ) ≈ 0 اوی زوم
رای (  . ) ا د وا اورداي  د دق  ( ٠  . ) اورداي رط در

داري ود رر (  . ) ر
vF = (2 + ϵ)ϵxy2+ϵ − 2ϵx(1 + ϵx2)

= 2ϵx(y2+ϵ − 1) +O(ϵ) = 2ϵx(F + ϵx2) +O(ϵ)

= 2ϵxF + 2ϵ2x3 +O(ϵ)

= 2ϵxF +O(ϵ).

. ا اوردا روه F اد د ان د اي و vF = 0 F = 0 ون
ود و زير ورت د وا  ( ٠  . ) اد . لاحظ .  . 

v0F0(z) = λ(z)F0(z), (  . )
v1F0(z) + v0F1(z) = λ(z)F1(z), (  . )

ير ا اد ود. ذاری  اي (  . ) اد در و يي (  . ) اد ا λ(z)
د. ا رار ر F0(z) = 0 ای واب  ام رای ايد

د را زير ، ي د ای ارن  از اد ا (  . ) اد اي ا
.  آوري
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ر ای ارن 
،v0 ̸= 0 ذيرد را v = v0 + ϵv1 د و ا ري روه ( ٠  . ) اد ر ا .  .  . 

ر اه آ
v0 = ξi0(z)

∂

∂zi
, (  . )

اد رای ارن
F0(z) = 0, (  . )

. ا
اد از ا ارن ي v0 ر ا ا وا (  . ) )و  . ) اد از . لاحظ .  . 

. ا ( ٠  . ) اد از ري ارن ي v = ϵv0 د، ا (  . )
و ( آ (غير لال ا غير اد ي ي ر ( ٠  . ) و (  . ) اد . ر .  . 
ايدار ارن ي v0 ر ي .  .  راي د. و يده ا لال ا اد
رای v = v0+ ϵv1 ر ا ري ارن د و ود. يده ا (  . ) لال ا غير اد از

اد از v0 و اي ارن از ي وا در F0(z) + ϵF1(z) ≈ 0 لال ا اد
ايدار (  . ) اد از ر ای ارن ر ي ر ا د. ا ϵF1(z) لال ا ا (  . )

رد. ارث  را لال ا غير اد ای ار ( ٠  . ) لال ا اد ويي د  ا

ري  ای ارن حاس  .  . 
ادلات از ( ٠  . ) ري ای ارن  ا رای و اي روش  ي (  .  . ) ي
ياز را زير ام) ) ر روش اي ازی ياده د. يي  ، و ر ارا ا ي را دي

دارد.
اد ا ،F0(z) = 0 لال ا غير ادلات از v0 ي د ای ارن  ا گام: خس

زير
v0F0(z)

∣

∣

F0(z)=0
= 0. ( ٠ . )

وم ا و (  . )،(  . ) ،( ٠  . ) ادلات ي ا ا H ا يي گام: دو
زير ورت F1(z) و v0 ودن

H =
1

ϵ

[

v0(F0(z) + ϵF1(z))
∣

∣

F0(z)+ϵF1(z)=0

]

. (  . )

ر ز ورت اد ا v1 ای ر ا گام: سو
v1F0(z)

∣

∣

F0(z)=0
+H = 0. (  . )
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رال ا و را د ادلات ارن ای روه 

ري ای ارن  از ای ثال   .  . 
وج غير اد ري ای ارن  ال ا در . ثال .  . 

utt − (u2ux)x + ϵut = 0, (  . )

رم را ري روه ای د و .[ ] ا  را د ر دوم در

v = v0 + ϵv1 ≡ (τ0 + ϵτ1)
∂

∂t
+ (ξ0 + ϵξ1)

∂

∂x
+ (η0 + ϵη1)

∂

∂u
, (  . )

د. u و x, t از ای ا ا وا τν , ξν , ην(ν = 0, 1) و  
لال ا غير اد از v0 ي د ای ارن  رای ( ٠ . ) اد ا گام: خس

utt − (u2ux)x = 0, (  . )

د: د آ ر ز روا

τ0 = C1 + C3t, ξ0 = C2 + (C3 + C4)x, η0 = C4u, (  . )

ي در د. واه د وا C1, · · ·C4

v0 = (C1 + C3t)
∂

∂t
+ (C2 + C3x+ C4x)

∂

∂x
+ C4u

∂

∂u
. (  . )

ذيرد: را  زير ای اي  ا دی ار ر (  . ) اد ر دي ارت

v0
1 =

∂

∂t
, v0

2 =
∂

∂x
, v0

3 = t
∂

∂t
+ x

∂

∂x
, v0

4 = x
∂

∂x
+ u

∂

∂u
, (  . )

ا ي ذاری اي (  . ) اد در را v0 د و از (  . ) ارت ر ا گام: دو
ود: ا  زير

H = C3ut,

دار ،(  . ) اد از گام: سو
v1(utt − u2uxx − 2uu2x)

∣

∣

∣

∣(  . )
+ C3ut = 0, (  . )

اد در ود و u ای  v1 = τ1
∂

∂t
+ξ1

∂

∂x
+η1

∂

∂u
ر داد ا ده د ان v1

ر د ای (  . ) اد رف در utt = (u2ux)x ذاری اي ا . ا (  . )
، راي راردادن ر اوی ا د. ر وا ux, ut, uxx, utx ای غير

ر ر ز
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ر ای ارن 
τ1 = τ1(t), ξ1 = ξ1(x), 3τ ′′1 = C3, ξ′′1 = 0, η1 = [ξ′1(x)− τ ′1(t)]u.

را ا
τ1 = A1 +A3t+

1

6
C3t

2,

ξ1 = A2 + (A3 +A4)x, ( ٠ . )
η1 =

(

A4 −
1

3
C3t

)

u.

(  . ) اد رای را زير ري ای ارن  (  . ) در ( ٠ . ) و ( ذاری( .  اي ا
: د آوري

v1 =
∂

∂t
, v2 =

∂

∂x
, v3 = t

∂

∂t
+ x

∂

∂x
+
ϵ

6

(

t2
∂

∂t
− 2tu

∂

∂u

)

,

v4 = x
∂

∂x
+ u

∂

∂u
, v5 = ϵv1, v6 = ϵv2, v7 = ϵv4, v8 = ϵv3. (  . )

د. را د v8 = ϵ
(

t ∂∂t + x ∂
∂x

) د و ( ٠ . ) ادلات يد و . لاحظ .  . 
ود. و (  . ) در ده داده رم د وا v8 ر ، د اول ر در ا

ای ر د ان د ده، ا د اول ر در ، رو از زير دول
يد و ری ارا ري دي روه ي در و د يد  و دی ر ي (  . )

د.  

[ , ] v1 v2 v3 v4 v5 v6 v7 v8

v1 0 0 v1 +
1
3
(v8 − v7) 0 0 0 0 v5

v2 0 0 v2 v2 0 0 v6 v6

v3 −v1 − 1
3
(v8 − v7) −v2 0 0 −v5 −v6 0 0

v4 0 −v2 0 0 0 −v6 0 0

v5 0 0 v5 0 0 0 0 0

v6 0 0 v6 v6 0 0 0 0

v7 0 −v6 0 0 0 0 0 0

v8 −v5 −v6 0 0 0 0 0 0

ري ای رو  : دول . 

ا و د، دي v8,v7,v6,v5 ای ارن  ر ا د ان د الا دول
يز ری ارا د دي ای روه  ا رای ز و ر ا رای (  .  . ) لا

د. لاز
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رال ا و را د ادلات ارن ای روه 
اد از (  . ) ای ارن  د ان د (  . ) ادلات . لاحظ .  . 

(  . ) لال ا غير اد ای ارن  (  . ) لال ا اد ي در د ايدار (  . )
رد. ارث  را

:[ ] يريد ر در را زير اد . ثال .  . 
utt − (u−4ux)x + ϵut = 0. (  . )

لال ا غير اد گام: خس
utt − (u−4ux)x = 0, (  . )

ذيرد: را  زير ای د و دی ر
v0
1 =

∂

∂t
, v0

2 =
∂

∂x
, v0

3 = t
∂

∂t
+ x

∂

∂x
,

v0
4 = x

∂

∂x
− 1

2
u
∂

∂u
, v5 = t2

∂

∂t
+ tu

∂

∂u
. (  . )

د: را د زير ا (  . ) اد گام: دو
H = C3ut + 2C5tut + C5u.

د ا ال د. و ر  ر را C5 و C3 ر اد (  . ) اد ا گام: سو
: د آوري ر ز ورت را (  . ) لال ا اد از ري ای ارن  ال

v1 =
∂

∂t
, v2 =

∂

∂x
, v3 = ϵ

(

t
∂

∂t
+ x

∂

∂x

)

, v4 = x
∂

∂x
− 1

2
u
∂

∂u
,

v5 = ϵv1, v6 = ϵv2, v7 = ϵv4, v8 = ϵ

(

t2
∂

∂t
+ tu

∂

∂u

)

. (  . )
د ي ايدار (  . ) اد از (  . ) ای ارن             د ان د (  . ) ادلات

ای ر ي
v0
3 = t

∂

∂t
+ x

∂

∂x
, v0

5 = t2
∂

∂t
+ tu

∂

∂u
,

لال ا غير اد ای ار (  . ) لال ا اد ي در د. ايدار غير (  . ) اد از
رد. ارث  را (  . )

ي د ارن ϵ ̸= 0 واه د ر ارا ا (  . ) و (  . ) ادلات . لاحظ .  . 
ای ر (  . ) اد ي د ای ار ي دارد.

v1 =
∂

∂t
, v2 =

∂

∂x
, v4 = x

∂

∂x
+ u

∂

∂u
,

ای ر (  . ) اد از ي د ای ار و (  . ) از
v1 =

∂

∂t
, v2 =

∂

∂x
, v4 = x

∂

∂x
− 1

2
u
∂

∂u
,

د. (  . ) اد از
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ر ای ارن 
.[ ] د آور را وج ‐ ر اد ر ای ارن  ال ا در . ثال .  . 

: ا ر ز رم اد ا ورت

utt = uxx + uyy + ϵ(ut − u3t ). (  . )

را ود ر  ذ (  . ) اد و ر لات د روه از ر روه د و
ورت

v = v0 + ϵv1 ≡ (τ0 + ϵτ1)
∂

∂t
+ (ξ0 + ϵξ1)

∂

∂x
+ (η0 + ϵη1)

∂

∂u
, (  . )

ذاری ر ا ا د. u و x ،t از وم ا وا ην(ν = 0, 1) و τν , ξν ر ر  در
لال ا ر غ اد روی v0 ارن از دوم ر داد ا

utt − uxx − uyy = 0, (  . )

: دار ( ٠ . ) اد و

τ0 =
1

20
(−15C2t

2 − 5C1yt− 30C3xt+ 20C8t− 15C2x
2) + C9x+

1

2
C2y

2

+yC5 + C10,

ξ0 = −3

4
C3x

2 +
1

20
(−30C2tx− 5C1yx+ 20C8x)−

3

4
C3t

2 − 1

2
C3y

2 + tC9

−yC6 + C11,

ζ0 =
1

2
C1y

2 +
1

8
(8C2ty + 8C3xy + 8C4y − C1t

2 + C1x
2) + C5t+ C6x+ C7,

η0 = −1

2
C2tu− 1

2
C3xu+

3

4
C1yu+ C4u+ C8u, (  . )

: ا ر ز ای ارن  دارای (  . ) اد د. واه د وا C11, · · · , C1

v0
1 = −1

4
yt
∂

∂t
− 1

4
xy

∂

∂x
+

(

1

2
y2 − 1

8
t2 +

1

8
x2
)

∂

∂y
+

3

4
yu

∂

∂u
,

v0
2 =

(

−3

4
t2 − 3

4
x2 +

1

2
y2
)

∂

∂t
− 3

2
tx

∂

∂x
+ yt

∂

∂y
− 1

2
tu

∂

∂u
,

v0
3 = −3

2
xt
∂

∂t
+

(

−1

2
y2 − 3

4
t2 − 3

4
x2
)

∂

∂x
+ xy

∂

∂y
− 1

2
xu

∂

∂u
,

v0
4 = u

∂

∂u
+ y

∂

∂y
, v0

5 = y
∂

∂t
+ t

∂

∂y
,

v0
6 = x

∂

∂y
− y

∂

∂x
, v0

7 =
∂

∂y
, v0

8 = t
∂

∂t
+ x

∂

∂x
+ u

∂

∂u
,

v0
9 = x

∂

∂t
+ t

∂

∂x
, v0

10 =
∂

∂t
, v0

11 =
∂

∂x
. ( ٠ . )

Rayleigh-wave
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رال ا و را د ادلات ارن ای روه  ٠
ورت H ا (  . ) را در ( ٠ . ) ای د  و از ر ذاری ا ا ال

H = −3

2
C2uu

2
t +

11

2
C2tu3t −

7

2
utC2t+

11

2
C3xu

3
t −

7

2
utC3x+

17

4
C1yu

3
t

−9

4
utC1y −

3

2
uxtC3 −

3

2
uxC2x− 3C9u

2
tux −

1

4
uytC1 + uyC2y − 3C5u

2
tuy

+uyC5 − C8u
3
t + utC8 + 4C4u

3
t − 2ut1C4 + uyC9 +

1

2
uC2 +

9

2
C3tu

2
tux

+
9

2
C2xu

2
tux +

3

4
C1tu

2
tuy − 3C2yu

2
tuy, (  . )

ا ا v1 ای ر ا دف ،H ا ا از د د. د آ
د ر ز ورت را (  . ) لال ا اد رای ر ای ارن  اد

:  آور
v1 = −1

4
yt
∂

∂t
− 1

4
xy

∂

∂x
+

(

1

2
y2 − 1

8
t2 +

1

8
x2
)

∂

∂y
+

3

4
yu

∂

∂u
,

v2 =

(

−3

4
t2 − 3

4
x2 +

1

2
y2
)

∂

∂t
− 3

2
tx

∂

∂x
+ yt

∂

∂y
− 1

2
tu

∂

∂u
,

v3 = −3

2
xt
∂

∂t
+

(

−1

2
y2 − 3

4
t2 − 3

4
x2
)

∂

∂x
+ xy

∂

∂y
− 1

2
xu

∂

∂u
,

v4 = u
∂

∂u
+ y

∂

∂y
, v5 = y

∂

∂t
+ t

∂

∂y
,

v6 = x
∂

∂y
− y

∂

∂x
, v7 =

∂

∂y
,

v8 = t
∂

∂t
+ x

∂

∂x
+ u

∂

∂u
+ ϵ

(

−1

8
(t2 + x2)

∂

∂t
− 1

4
tx

∂

∂x
− 1

4
tu

∂

∂u

)

,

v9 = x
∂

∂t
+ t

∂

∂x
, v10 =

∂

∂t
, v11 =

∂

∂x
,

v12 = ϵv1, v13 = ϵv2, v14 = ϵv3, v15 = ϵv4, v16 = εv5,

v17 = ϵv6, v18 = ϵv7, v19 = ϵ

(

t
∂

∂t
+ x

∂

∂x
+ u

∂

∂u

)

, v20 = ϵv9,

v21 = ϵv10, v22 = ϵv11. (  . )
آن در x̄i = x̄0i + ϵx̄1i را ری ارا ‐ ر لات د روه v = v0 + ϵv1 ر د و
ر رای ر د ارت د. ا د  و ر ا ا از اده ا ا ،(i = 1, · · ·n)

ود: د وا ا ا ر ز روا از اده ا ا gi ر د روه vi د و
x̄0i = eav

0
(xi) x̄1i =≪ av0, av1 ≫ (x̄0i ), i = 1, · · · , n, (  . )

و x4 = u, x3 = y, x2 = x, x1 = t آن در
exp(av0) = 1 + av0 +

a2

2!
(v0)2 +

a3

3!
(v0)3 + · · · , (  . )

ز و
≪ av0, av1 ≫ (x̄0i ) = av1 +

a2

2!
[v0,v1] +

a3

3!
[v0, [v0,v1]] + · · · . (  . )
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ری را د ادلات ار
: دار







































































































































































































































































































g1 : (t, x, y, u) 7→
(

−1
4ayt+ t,−1

4axy + x,
(

1
2y

2 − 1
8 t

2 + 1
8x

2
)

a+ y, 34ayu+ u
)

,

g2 : (t, x, y, u) 7→
((

−3
4 t

2 − 3
4x

2 + 1
2y

2
)

a+ t,−3
2atx+ x, aty + y,−1

2atu+ u
)

,

g3 : (t, x, y, u) 7→
(

−3
2atx+ t,

(

−1
2y

2 − 3
4 t

2 − 3
4x

2
)

a+ x, axy + y,−1
2atu+ u

)

,

g4 : (t, x, y, u) 7→ (t, x, yea, uea),

g5 : (t, x, y, u) 7→ ((−y
2 + t

2)e
−a + (y2 + t

2)e
a, x,−(−y

2 + t
2)e

−a + (y2 + t
2)e

a, u),

g6 : (t, x, y, u) 7→ (t,−y sin(a) + x cos(a), y cos(a) + x sin(a), u),

g7 : (t, x, y, u) 7→ (t, x, y + a, u),

g8 : (t, x, y, u) 7→
((

t− 1
8ϵt

2 − 1
8ϵx

2
)

a+ t, ax− 1
4aϵtx+ x, y, au− 1

4aϵtu
)

,

g9 : (t, x, y, u) 7→ ((−x
2 + t

2)e
−a + (x2 + t

2)e
a,−(−x

2 + t
2)e

−a + (x2 + t
2)e

a, y, u),

g10 : (t, x, y, u) 7→ (t+ a, x, y, u),

g11 : (t, x, y, u) 7→ (t, x+ a, y, u),

g12 : (t, x, y, u) 7→
(

(

−1
4ayt+ t

)

eϵ,
(

−1
4axy + x

)

eϵ,
(

1
2y

2 − 1
8 t

2 + 1
8x

2
)

aeϵ

+yeϵ,
(

3
4ayu+ u

)

eϵ
)

,

g13 : (t, x, y, u) 7→
(

(

−3
4 t

2 − 3
4x

2 + 1
2y

2
)

aeϵ + teϵ,
(

−3
2atx+ x

)

eϵ,

(aty + y)eϵ,
(

−1
2atu+ u

)

eϵ
)

,

g14 : (t, x, y, u) 7→
(

(

−3
2atx+ t

)

eϵ,
(

−1
2y

2 − 3
4 t

2 − 3
4x

2
)

aeϵ + xeϵ,

(axy + y)eϵ,
(

−1
2atu+ u

)

eϵ
)

,

g15 : (t, x, y, u) 7→ (t, x, yeϵa, ueϵa),

g16 : (t, x, y, u) 7→ ((−y
2 + t

2)e
−ϵa + (y2 + t

2)e
ϵa, x, (y2 + t

2)e
ϵa − (−y

2 + t
2)e

−ϵa, u),

g17 : (t, x, y, u) 7→ (t,−y sin(ϵa) + x cos(ϵa), y cos(ϵa) + x sin(ϵa), u),

g18 : (t, x, y, u) 7→ (t, x, y + ϵa, u),

g19 : (t, x, y, u) 7→ (teϵa, xeϵa, y, ueϵa),

g20 : (t, x, y, u) 7→ ((−x
2 + t

2)e
−ϵa + (x2 + t

2)e
ϵa, (x2 + t

2)e
ϵa − (−x

2 + t
2)e

−ϵa, y, u),

g21 : (t, x, y, u) 7→ (t+ ϵa, x, y, u),

g22 : (t, x, y, u) 7→ (t, x+ ϵa, y, u).

(  . )

کسری س را د ادلات ار ح  . 
و ار ری ر از را د ادلات روه ای ارن  و ز

داده و ری ر از را د ادلات [ ] ا در ارا و زوف از
، ٠ ، ، ، ، ] ا د وا وص  ا در ر ا آ ده وا د.

ا در الات ر ا در ا ر ذ لازم د. ا وع ر [ ٠ ، ، ٠ ، ، ،
Gazizov
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رال ا و را د ادلات ارن ای روه 
[ ] در ارا و زوف از . ا و و ا ا و وو ‐ ر وع دو از ادلات

رای را داد ا ول ر و ر ر در وو ‐ ر وع از را ری را د ادلات
از د د وا ان ادا در آ د. ا ا ادلات ا ای ای ارن  ا

. ا ری را د ادلات ارن روه ر

کسری و س را د ادلات ط ای ای ارن   .  . 
د: ر ر در را ر ز رم وا ر غ و ر غ ا FODE اد

F (x, y, aD
α
xy, aD

α+1
x y, · · · ) = 0, α ∈ R

+. (  . )
و لات ای د از (ε) ری ارا روه (  . ) اد د رض

x̄ = x+ εξ(x, y) +O(ε2),

ȳ = y + εη(x, y) +O(ε2),

ȳ(n)(x̄) = y(n)(x) + εη(n) +O(ε2), n ∈ N (  . )
aD

α
x̄ ȳ = aD

α
xy + εη(α) +O(ε2),

...
ا α‐ام  و n‐ام ر داد ا η(α) و η(n) و ا و  ا  η و ξ اوردا

د: دق  ر ز را در η n‐ام ر داد ا د. دا ا و 
η(n) = D(η(n−1))− y(n)D(ξ),

ود: داده  ر ز را ا و ا ا ر D آن در
D =

∂

∂x
+ y(1)

∂

∂y
+ y(2)

∂

∂y(1)
+ · · ·

ورت د وا  η(n) . ا x y n‐ام ر ر ا ا y(n) ور
ود: و ر ز

η(n) = Dn(η − ξy(1)) + ξy(n+1). (  . )
د ا ز آن ا ر ا ، ا ا وو ‐ ر ر در رال ا ا د ون

دارد: در را ر ز اوردا رط د، ا اوردا (  . ) لات د
ξ(x, y)|x=a = 0. ( ٠ . )

ورت وو ‐ ر ری وا (α ∈ R+) α‐ام ر داد ا .  .  . 
: ا ر ز

η(α) = aD
α
x (η − ξy(1)) + ξ aD

α+1
x y. (  . )
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ری را د ادلات ار
را ا ا ز لا ده ا ادآوری  برهان.

aD
α
x

(

f(x)g(x)
)

=
∞
∑

n=0

(

α

n

)

aD
α−n
x f(x)g(n)(x), α > 0, (  . )

ا ز لا ده ا از اده ا ا .(αn) = Γ(1+α)
Γ(α−n+1)Γ(n+1) دار آن در ود ان 

: دار g = y و f = 1 رای
aD

α
x̄ ȳ(x̄) =

∞
∑

n=0

(

α

n

)

(x̄− a)n−α

Γ(n− α+ 1)
ȳ(n)(x̄). (  . )

: دار (  . ) را در (  . ) را ری ار ا
η(α) =

d

dε

[

aD
α
x̄ ȳ(x̄)

]

ε=0
=

∞
∑

n=0

(

α

n

)

(x− a)n−αη(n)

Γ(n− α+ 1)

+
∞
∑

n=0

ξ
(n− α)(x− a)n−α−1y(n)

Γ(n− α+ 1)
. (  . )

: دا وا (  . ) را در (  . ) را ذاری ا ا
η(α) =

∞
∑

n=0

(

α

n

)

(x− a)n−α

Γ(n− α+ 1)
Dn(η − ξy(1)(x)) +

∞
∑

n=0

ξ
(x− a)n−α

Γ(n− α+ 1)
y(n+1)(x)

+

∞
∑

n=0

ξ

(

α

n

)

(n− α)(x− a)n−α−1y(n)

Γ(n− α+ 1)
. (  . )

و دو در n − 1 ا n ز ا و در (  . ) ردن ار ا لاوه،
ود: ا  ر ز ارت (  . ) اد از و در n = 0 ذاری ا

η(α) = aD
α
x (η − ξy(1)) +

∞
∑

n=1

ξ

(

α

n− 1

)

(x− a)n−α−1

Γ(n− α)
y(n)(x)

−ξα(x− a)−α−1

Γ(1− α)
y(x) +

∞
∑

n=1

ξ

(

α

n

)

(n− α)(x− a)n−α−1y(n)(x)

Γ(n− α+ 1)
. (  . )

د: د آ ر ز (

α
n−1

)

+
(

α
n

)

=
(

α+1
n

) ۀ را از اده ا ا
η(α) = aD

α
x (η − ξy(1)) +

∞
∑

n=0

ξ

(

α+ 1

n

)

(x− a)n−α−1ξy(n)

Γ(n− α)

= aD
α
x (η − ξy(1)) + ξaD

α+1
x y

= aD
α
x (η)− aD

α
x

(

ξy(1)
)

+ ξaD
α+1
x y, (  . )

ا ز ا روری ا و . ا ر ورد داد ا ول ر ان ا
. ا ر را (  . ) ا PDE رای آن لا و ان ا داد ا ول ر α = n

ات ا ام ا ری اده  وان را  (  . ) ول ر ا ر ذ لازم
را از اده ا ا . و ز د، ا ر را  آن ا ا و  ا  

aD
α
x

(

y(1)(x)
)

= aD
α+1
x y − (x− a)−α−1y(a)

Γ(−α) , (  . )
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رال ا و را د ادلات ارن ای روه 
، ا ده ارائ ا ر از وو ‐ ر رای [ ] در

دو ،ξ(a) = 0 ، دار (  . ) ۀ را در ا و ( ٠ . ) ۀ را و ا ز و
د: د وا و ر ز ورت (  . ) ۀ را را رف در

aD
α
x

(

ξy(1)(x)
)

= aD
α
x (D(ξy)− yDξ) = aD

α+1
x (ξy)− aD

α
x (yDξ) (  . )

: ا ر ا و

η(α) = aD
α
x (η) + aD

α
x (yDξ)− aD

α+1
x (ξy) + ξaD

α+1
x y. ( ٠ . )

از اده ا و ( ٠ . ) ۀ را در (  . ) ا ز لا ده ا ری ار ا
: و وان  (

α+1
n+1

)

=
(

α
n

)

(

α+1
n+1

) ۀ را

η(α) = aD
α
x (η) +

∞
∑

n=0

(

α

n

)

aD
α−n
x yDn+1

x ξ +

∞
∑

n=1

(

α+ 1

n

)

aD
α+1−n
x yDn

xξ

= aD
α
x (η) +

∞
∑

n=0

(

α

n

)

aD
α−n
x yDn+1

x ξ +

∞
∑

n=0

(

α+ 1

n+ 1

)

aD
α−n
x yDn+1

x ξ

= aD
α
x (η) +

∞
∑

n=0

(

α

n

)(

n− α

n+ 1

)

aD
α−n
x yDn+1

x ξ. (  . )

کسری ای ODE از اد ای دو گاه دس ارن ح  .  . 
وو ‐ ر ا ری ر و را د ادلات از اد ای دو اه د

ورت
dαu

dtα
= f(t, u, v), (  . )

dαv

dtα
= g(t, u, v), (  . )

روه (  . ) و (  . ) ادلات د رض د. ر ر در g و f واه د وا ا
و لات ای د از (ε) ری ارا

t̄ = t+ εξ(t, u, v) +O(ε2),

ū = u+ εηu(t, u, v) +O(ε2),

v̄ = v + εηv(t, u, v) +O(ε2),

aD
α
t̄ ū = aD

α
t u+ εη(α)u +O(ε2),

aD
α
t̄ v̄ = aD

α
t v + εη(α)v +O(ε2),
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ری را د ادلات ار
رم د و ا ای  د  و η

(α)
v و η

(α)
u وق لات د در د. ا اوردا

د: و و  ر ز ای ری 
η(α)u = aD

α
t (ηu)− αDt(ξ)aD

α
t (u) +

∞
∑

n=0

(

α

n

)(

n− α

n+ 1

)

aD
α−n
t (u)Dn+1

t (ξ),

η(α)v = aD
α
t (ηv)− αDt(ξ)aD

α
t (v) +

∞
∑

n=0

(

α

n

)(

n− α

n+ 1

)

aD
α−n
t (v)Dn+1

t (ξ).

ورت را v و ا د  و
v = ξ(t, u, v)

∂

∂t
+ ηu(t, u, v)

∂

∂u
+ ηv(t, u, v)

∂

∂v
, (  . )

از (  . ) و ا ر  را ا رای ادلات . ر ر  در
د: و ر  ز ادلات از لات ارزی د

(

η(α)u − ξ
∂f

∂t
− ηu

∂f

∂u
− ηv

∂f

∂v

)

∣

∣

∣

dαu
dtα

=f(t,u,v), d
αv

dtα
=g(t,u,v)

= 0,

(

η(α)v − ξ
∂g

∂t
− ηu

∂g

∂u
− ηv

∂g

∂v

)

∣

∣

∣

dαu
dtα

=f(t,u,v), d
αv

dtα
=g(t,u,v)

= 0.

را د ادلات از اد ای دو اه د ای ای ارن  وق ادلات ا
.[ ] د آ د وا د ری ر و

رم وو ‐ ر ری ا ٠ ا ر ری اد ال وان . ثال .  . 
aD

α
xy(x) = Ay2 +By + C, x > 0, α ∈ (0, 1), (  . )

‐ روه ا ر اد رض د. ر ر در x از C و B ،A واه د وا ا
اد را ا .[ ] اوردا (  . ) و ا لات ای  د از ری ارا

ورت اوردا
η(α) = ξ

[

dA

dx
y2 +

dB

dx
y +

dC

dx

]

+ η(2Ay +B), (  . )
در ده ارائ η(α) ذاری ا ا د. دق  (  . ) اد ی در y(x) ود د وا

د: ر وا ر ز ۀ را (  . ) اد در ،(  . )
aD

α
x (η) +

∞
∑

n=0

(

α

n

)(

n− α

n+ 1

)

dn+1ξ

dxn+1 a
Dα−n
x y

= η(2Ay +B) + ξ

[

dA

dx
y2 +

dB

dx
y +

dC

dx

]

, (  . )
ور . ا η(x, y) و ξ(x, y) و ا ای  د  و رای ور

د: ا ر ز رم و ا ای  د  و رض  ،(  . )
ξ = ξ(x), η = p(x)y + q(x),

٠Riccati
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رال ا و را د ادلات ارن ای روه 
وق روا ذاری ا ا د. د وا د و ا واه د وا q(x) و p(x)

: دا وا (  . ) اد در

aD
α
x q(x) +

[

p(x)− α
dξ

dx

]

aD
α
xy +

∞
∑

n=0

(

α

n

)[

dnp

dxn
+

(

n− α

n+ 1

)

dn+1ξ

dxn+1

]

aD
α−n
x y

= [p(x)y + q(x)](2Ay +B) + ξ

[

dA

dx
y2 +

dB

dx
y +

dC

dx

]

.

: دار وق را در ا ر اد ری ار ا

aD
α
x q(x)− α

dξ

dx
Ay2 − α

dξ

dx
By +

[

p(x)− α
dξ

dx

]

C

+
∞
∑

n=0

(

α

n

)[

dnp

dxn
+

(

n− α

n+ 1

)

dn+1ξ

dxn+1

]

aD
α−n
x y

= Ap(x)y2 + 2Aq(x)y +Bq(x) + ξ

[

dA

dx
y2 +

dB

dx
y +

dC

dx

]

.

د: د وا ا ادلات از ر ز را اه د وق اد وح و
A
dξ

dx
+

1

α

dA

dx
ξ =

p(x)

α
A, (  . )

B
dξ

dx
+

1

α

dB

dx
ξ = −2

q(x)

α
A, (  . )

C
dξ

dx
+

1

α

dC

dx
ξ =

1

α
[p(x)C − 0D

α
x q(x)−Bq(x)], ( ٠ . )

dnp

dxn
+

(

n− α

n+ 1

)

dn+1ξ

dxn+1
= 0, n ∈ N. (  . )

د: ξ(0) د = 0 و ا (  . ) اد
ξ(x) = cxn+1, p(x) = c(α− n)xn, n ∈ N0 = N ∪ {0},

: دا وا (  . ) اد از . ا واه د ا c ور
A(x) = k1x

n(1−α)−2α,

q(x) = 0 ر وان  ( ٠ . ) و (  . ) ادلات از . ا واه د ا ز k1

k2 و k1 واه د وا ا C(x) و B(x) اه آ q(x) = 0 ا ز د ا دا اد .q(x) ̸= 0 ا
ود: د وا ر ز رم

B(x) = k2x
−(n+1)α, C(x) = k3x

−n(α+1).

: ورت ا ا ر اد ا ر ا

aD
α
xy = x−nα

[

k1x
n−2αy2 + k2x

−αy + k3x
−n
]

, (  . )
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ری ر از زئ را د ادلات ای ای ارن 
لات د روه

x̄ = x+ εcxn+1,

ȳ = y + εc(α− n)xny,

و ا د  و ا
v = xn+1 ∂

∂x
+ (α− n)xny

∂

∂y
, n ∈ N0.

د. ا اوردا 

زئ س را د ادلات ط ای ای ارن  ٠ . 
کسری ر از

ر غ دو ا ری را د ادلات رای ارن اره در ا زئ ا در
ر در را ر ز ری را د اد رد. وا ارائ را وا ر غ و

د: ر
∂αt u = F (t, x, u, ux, uxx, uxxx, · · · ), ∆ = ∂αt u− F, (  . )

و x u ز ات ux, uxx · · · وده وا ر غ u و ر غ t, x آن در
د. ا ان  ز u ری اد ∂αt u

ا د  و v و رده O روی د ا لات د از و روه G رض
روی رداری دان  v و E = X × U از از و ر ز O د، ا آن و
، ان  د v(α,n) ا را v ,α)‐ام n) ر داد ا د. ا exp(εv) ری ارا ‐ روه ا O

و ا د  و آن و وده ,α)‐ام n) ر ای روی رداری دان
: ا د د. و  [

exp(εv)
](α,n) ری ارا ‐ روه

v(α,n)
∣

∣

∣

(x,u(n)
=

d

dε

∣

∣

∣

ε=0

[

exp(εv)
](α,n)

(x, u(n)), (  . )
از ε ر ارا ا ری ارا روه وان G رض ، ا د ار ا ا

د: ا ده داده ر ز ورت و ا لات د

t̄ = φ(t, x, u, ε), x̄ = ψ(t, x, u, ε), ū = π(t, x, u, ε). (  . )
آن و ا لات د ا G ارن روه ا ، ای روه  ر ر
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رال ا و را د ادلات ارن ای روه 
: دار ا ارز

t̄ = t+ ετ(t, x, u) +O(ε2),

x̄ = x+ εξ(t, x, u) +O(ε2),

ū = u+ εη(t, x, u) +O(ε2),

ūαt̄ = uαt + εηα,t(t, x, u) +O(ε2),

ūx̄ = ux + εηx(t, x, u) +O(ε2),

ūx̄x̄ = uxx + εηxx(t, x, u) +O(ε2),

ūx̄x̄x̄ = uxxx + εηxxx(t, x, u) +O(ε2),

... (  . )
رداری دان و (  . ) روه وا ر

v = τ(t, x, u)
∂

∂t
+ ξ(t, x, u)

∂

∂x
+ η(t, x, u)

∂

∂u
, (  . )

روا از آن ای ؤ ود د  و
dt̄

dε

∣

∣

∣

ε=0
= τ(t, x, u),

dx̄

dε

∣

∣

∣

ε=0
= ξ(t, x, u),

dū

dε

∣

∣

∣

ε=0
= ζ(t, x, u), (  . )

(  . ) لات د روه (  . ) اد ، و ا ا  ا د. و ا 
ر الا داد ا ر ) ا داد ا د و ر ا ر ا ا و ر ا رد ذ ارن  روه وان را

ر آن ای وا د روی (  . ) اد روی (. ا اد در ده ر ا ر
ر د ارت ود.

v(α,n)(∆)
∣

∣

∆=0
= 0, α ∈ (0, 1). (  . )
ا ا ر را v رداری دان (α, n) ر داد ا

v(α,n) = v + ηα,t∂∂αt u + ηx∂ux + ηxx∂uxx + ηxxx∂uxxx + ηxxxx∂uxxxx + · · · , ( ٠ . )
د: و ا  ر ز ای ول  ر ا و... ηxxx ،ηxx ، ηx داد ا را

ηx = Dx(η)− utDx(τ)− uxDx(ξ),

ηxx = Dx(η
x)− utxDx(τ)− uxxDx(ξ),

ηxxx = Dx(η
xx)− utxxDx(τ)− uxxxDx(ξ),

ηxxxx = Dx(η
xxx)− utxxxDx(τ)− uxxxxDx(ξ),

... (  . )
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ری ر از زئ را د ادلات ای ای ارن 
د: و ارائ  ر ز روا ا و د x و t ده ان Dx و Dt ای اد

Dt = ∂t + ut∂u + utt∂ut + uxt∂ux + · · · ,

Dx = ∂x + ux∂u + utx∂ut + uxx∂ux + · · · .

ود: ا  ر ز را ا ( ٠ . ) ور را ا در ηα,t ر
ηα,t = Dα

t (η) + ξDα
t (ux)−Dα

t (ξux) +Dα
t (Dt(τ)u)−Dα+1

t (τu) + τDα+1
t (u).

ود: داده  ر ز ول ر ا ا ز  لا ده ا از اده ا ا
Dα
t (f(t)g(t)) =

∞
∑

n=0

(

α

n

)

Dn
t f(t)D

α−n
t g(t),

آن در
(

α

n

)

=
Γ(α+ 1)

Γ(n+ 1)Γ(α+ 1− n)
, D0

t f(t) = f(t), Dn+1
t f(t) = Dt(D

n
t f(t)),

د: آ د وا د ر ز ای اوی 
ξDα

t (ux)−Dα
t (ξux) = −

∞
∑

n=1

(

α

n

)

Dn
t (ξ)D

α−n
t (ux),

و
Dα
t (uDt(τ))−Dα+1

t (τu) + τDα+1
t (u) = −αDt(τ)D

α
t u−

∞
∑

n=1

(

α

n+ 1

)

Dn+1
t (τ)Dα−n

t (u).

: دار در
ηα,t = Dα

t (η)− αDt(τ)D
α
t u−

∞
∑

n=1

(

α

n

)

Dn
t (ξ)D

α−n
t (ux)−

∞
∑

n=1

(

α

n+ 1

)

Dn+1
t (τ)Dα−n

t (u).

ا ر ز رم ر ا رای ا ری  ز ده ا
dαf(g(t))

dtα
=

∞
∑

n=0

Un
n!

dnf(z)

dzn
|z=g(t),

ارت ا آن در Un
Un =

n
∑

k=0

(−1)k
(

n

k

)

gk(t)∂αt (g
n−k(t)),

وا ری را د رای ر ارت ات ا ا ام ا از د ود. ارائ 
د: ر

Dα
t = ∂αt η + ηu∂

α
t u− u∂αt ηu +

∞
∑

n=1

(

α

n

)

∂nt ηu∂
α−n
t u+ µ,
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رال ا و را د ادلات ارن ای روه  ٠٠
د ر د آ ز ول ر از الا را در µ و

µ =

∞
∑

n=2

n
∑

m=2

m
∑

k=2

k−1
∑

l=0

(

α

n

)(

n

m

)(

k

l

)

tn−α

k!Γ(n+ 1− α)
(−u)l ∂

m

∂tm
(uk−l)

∂n−m+kη

∂tn−m∂uk
.

ر را µ اه آ د ا u وا ر غ η ر ا ا روری ا و
ردن لا ا ا در . ا µ را در ∂kη

∂uk
, k ≥ 2 ود و آن د و ا ر

د ر وا ηα,t رای ر ز ر ول ر ده آورده ای دلال  ا
ηα,t =

∞
∑

n=1

[(

α

n

)

∂nt ηu −
(

α

n+ 1

)

Dn+1
t (τ)

]

∂α−nt u−
∞
∑

n=1

(

α

n

)

Dn
t (ξ)∂

α−n
t (ux)

+∂αt η + (ηu − αDt(τ))∂
α
t u− u∂αt ηu + µ. (  . )

v(α,n) را د ر ،(  . ) اد و ده ر ذ ای ارن  ردن رای
وا ای ر  غ ر را ده آ د روا و داده ر ا (  . ) اد روی را

ا در آ . رار د ر ر را را ا آ را و رده دی د  ا آ ات و
ا د. ا FDE و ا PDE وع از ادلات از د ای ا آورده د ال ا

د. ر وا ورد اد ای ار ادلات ا
ا ر  ر ری اد . ثال . ٠ . 

∂αt u = uxx +Aupux, (  . )
ده ا ر ر اد وق اد p = 1 و α = 1 راردادن ا .[ ] ر ر  در را

ا در ده ان روش ا را ری اد ا ای ارن  دار د ود. د 
ورت ر ر ری اد رای اوردا (  . ) را از اده ا ا . ا

(

η(α,t) − ηxx −Aupηx − pηup−1ux

) ∣

∣

∣(  . ) = 0, (  . )
ا در  (  . ) و (  . ) روا از η(α,t), ηxx, ηx لات ردن ز ا ا ود. د وا

ا دارد. n = 1, 2, · · · رای Dα−n
t u,Dα−n

t ux و ux, uxx, uxt, ut, · · · وق اد
ادلات از را u ات از ای وا راردادن ر ر را

د: رار ا از ادلات ا د. ر وا ری ر غ و ری
ξu = ξt = τu = τx = ηuu = 0,
(

α

n

)

∂nt (ηu)−
(

α

n+ 1

)

Dn+1
t (τ) = 0 n = 1, 2, · · · , (  . )

ξ′′(x)−Aupατ ′(t)− 2ηxu +Aupξ′(x)−Apηup−1 = 0,

2ξ′(x)− ατ ′(t) = 0, ∂αt (η)− u∂αt (ηu)− ηxx −Aupηx = 0.

ورت η و ξ, τ وا اه د ا ا در
ξ = C0x+ C1, τ =

2C0t

α
, η =

−C0u

p
, (  . )
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٠ ری ر از زئ را د ادلات ای ای ارن 
اد رای و ا ای  د  و د. د آ C1 و C0 واه د وا ا

از: د ار (  . )
v1 =

∂

∂x
, v2 = x

∂

∂x
+

2t

α

∂

∂t
− u

p

∂

∂u
. (  . )

ا ر ز رح ری ارا ‐ روه د و ، و ا ای  د  و ا از ر
G1 : (x+ ε, t, u),

G2 : (xe
ε, te

2
α
ε, ue

1
p
ε
).

لات د روه ا واب ا ا د اه آ د ا ر ر اد از وا u(x, t) ر ا
د. ا اد  ا رای وا ز ũ = (x̃, t̃)

ا د ا ز و و ا ا وو ‐ ر ای اد ای رای
: دار و و ا ری و ا لات  د

C ūαt̄ = Cuαt + ε Cηα,t(t, x, u) +O(ε2), (  . )
: ا ر ز ورت آن در داد ا ول ر و

Cηα,t = CDα
t (η) + ξ CDα

t (ux)− CDα
t (ξux) + τDα

t (ut)−Dα
t (τut). (  . )

ورت ر FPDE ‐ ری اد . ثال . ٠ . 
uαt + uux + uxxx + β(uxx + uxxxx) + γuxxxxx + ux = 0, ( ٠ . )

0 < α < 1, β > 0, γ ∈ R,

ار ری را د ادلات در روه ز ا آ روش و ال ا دف .[ ] ا
( ٠ . ) اد β = 0 و α = 1 رای . ا ‐ اد رای ات از اوت ا

ارا اوا اد
ut + λuux + µuxxx + γuxxxxx = 0, (  . )

د. و  را ا آب واج ا ،γ و µ, λ واه د وا رای ود د 
رای ر د ا در ود. د  ر KdV اد ارا اوا اد λ = 0 رای

وا و‐ و ارو اد ( ٠ . ) اد β = 1 و γ = 0 ،α = 1

ut + uux + uxx + uxxxx = 0, (  . )
ا دف . ا وط ال در ا از ازک اء غ در واج ا ده و ود د 
ای روه   ا ز و ‐ اد ری ان‐ ز ای دی  ول ر ال ا در

Benny-Lin
Kawahara

Kuramoto-Sivashinsky

PDF Compressor Free Version 



رال ا و را د ادلات ارن ای روه  ٠
ورت ان ز ‐ ری اد ای ا  رض  ا . ا آ ارن

د: و و  ر ز
ut = −Jαt (uux + uxxx + β(uxx + uxxxx) + γuxxxxx + ux), (  . )
ut = −D1−α

t (uux + uxxx + β(uxx + uxxxx) + γuxxxxx + ux), (  . )
ut = −((Jαt u)(J

α
t ux) + Jαt uxxx + β(Jαt uxx + Jαt uxxxx)

+γJαt uxxxxx + Jαt ux)), (  . )
ut = −((D1−α

t u)(D1−α
t ux) +D1−α

t uxxx + β(D1−α
t uxx +D1−α

t uxxxx)

+γD1−α
t uxxxxx +D1−α

t ux). (  . )
‐ ر وع از ری و وو ‐ ر رال ا ر D1−α

t و Jαt ا آ در
رد و از و ای وان را  وق ادلات د. ان ز 1−α ر از وو
ا در د. ا ‐ لا اد را ا د ا آ را آن در
u ای v ر غ ذاری ا و (  . ) اد دو روی Dα

t ر ردن
د: ر وا ر ز اد وو ‐ ر ای ژ  و از ری ره  ز و

Dα
t vt = −(vvx + vxxx + β(vxx + vxxxx) + γvxxxxx + vx). (  . )

ورت ز (  . ) اد روش ا ا
ut = −DtJ

α
t (uux + uxxx + β(uxx + uxxxx) + γuxxxxx + ux),

: دار t اد رف دو از ری رال ا ا ود. د 
u(t, x)− u(0, x) = −Jαt (uux + uxxx + β(uxx + uxxxx) + γuxxxxx + ux).

د . ا ال  ا الا اد رف دو روی ر را CDα
t و و ا ر د ا ال

: دار v ا u ز ا از
CDα

t v = −(vvx + vxxx + β(vxx + vxxxx) + γvxxxxx + vx). (  . )
وا ورت ا در . ر  v = Jαt u ورت را ر غ (  . ) اد در

ود: د وا ر ز ورت (  . ) اد Dα
t v = u ا

D1+α
t v = −(vvx + vxxx + β(vxx + vxxxx) + γvxxxxx + vx). (  . )

u = J1−α
t v ورت را آن وا ر غ و ر د غ ر غ (  . ) اد در ام را

د وا اد  ا ut = DtJ
1−α
t v = Dα

t v ز و D1−α
t J1−α

t v = v ون . ر 
ود: و ر ز ورت

Dα
t v = −(vvx + vxxx + β(vxx + vxxxx) + γvxxxxx + vx). ( ٠٠ . )
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٠ ری ر از زئ را د ادلات ای ای ارن 
وا ‐ ری اد از اوت (  . )‐( ٠٠ . ) ار ا در
ری ر ( ٠٠ . ) و (  . ) ادلات در د ا دا ر ا د. ر

د ‐ لا اد α = 1 دادن رار ا ادلات ا و ود د وا ر
و ود د وا (1, 2) ازه (  . ) و (  . ) ادلات در ری ر د. و  
وان ات  و ا ا د. و د  ‐ لا اد α = 0 دادن رار ا

رد: و از ر ز رم را (  . )‐( ٠٠ . ) ادلات
F (t, x, u,D

χ(α)
t u, ux, · · · , uxxxxx) ≡ D

χ(α)
t u+ uux + uxxx + β(uxx + uxxxx)

+γuxxxxx + ux. ( ٠  . )
. ان د D

χ(α)
t ا را ( ٠٠ . )‐(  . ) در ری ای ر  واع ا از ر ا ا در

روه ( ٠  . ) اد د رض . ا  را ادلات ا ای ارن  ال
(ϵ) ری ارا

t̄ = t+ ϵτ(t, x, u) +O(ϵ2),

x̄ = x+ ϵξ(t, x, u) +O(ϵ2),

ū = u+ ϵη(t, x, u) +O(ϵ2),

ūαt̄ = uαt + ϵη0α(t, x, u) +O(ϵ2), ( ٠  . )
ūx̄ = ux + ϵη11(t, x, u) +O(ϵ2),

ūx̄x̄ = uxx + ϵη12(t, x, u) +O(ϵ2),

ūx̄x̄x̄ = uxxx + ϵη13(t, x, u) +O(ϵ2),

...
، ر از ای د و η0α و η13 ،η12 ،η11 و و ا را  τ ،ξ ور . اوردا
: ا ر ز رم رداری ای دان  و ا ارن  ا وا ر د. α و ،

v = τ(t, x, u)
∂

∂t
+ ξ(t, x, u)

∂

∂x
+ η(t, x, u)

∂

∂u
. ( ٠  . )

اوردا رط در د ا د د و ( ٠  . ) اد رای ارن رداری دان ا ر ا
د؛ دق ر ز

v(α,5)v(F (t, x, u,Dγ(α)
t u, ux, · · · , uxxxxx))

∣

∣

∣

(F=0)
= 0, ( ٠  . )

: ا ر ز ورت ( ٠  . ) اد رای ( ٠  . ) د و داد ا
v(α,5) = τ

∂

∂t
+ ξ

∂

∂x
+ η

∂

∂u
+ η0α

∂

∂(Dγ(α)
t u)

+ η11
∂

∂ux
+ η12

∂

∂uxx

+η13
∂

∂uxxx
+ η14

∂

∂uxxxx
+ η15

∂

∂uxxxxx
, ( ٠  . )
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رال ا و را د ادلات ارن ای روه  ٠
از: د ار η15 و η12 ،η11

η11 = Dx(η)− utDx(τ)− uxDx(ξ)

η12 = Dx(η
1
1)− utxDx(τ)− uxxDx(ξ)

η13 = Dx(η
1
2)− utxxDx(τ)− uxxxDx(ξ)

η14 = Dx(η
1
3)− utxxxDx(τ)− uxxxxDx(ξ)

η15 = Dx(η
1
4)− utxxxxDx(τ)− uxxxxxDx(ξ). ( ٠  . )

ود: داده  ر ز ورت η15 رای داد ا ول ر ال وان
η15 = Dx(η

1
4)− utxxxxDx(τ)− uxxxxxDx(ξ)

−30τxxuuutuxuxx − 30τxuuuutuxxux
2 − 60τxuuuxutxuxx − 20τxuuuxutuxxx

−10τuuuuutuxxux
3 − 30τuuuutxuxxux

2 − 10τuuuutuxxxux
2 − 5uτuuuxutuxxxx

−20τuuuxutxuxxx − 15τuuuuxutuxx
2 − 30τuuuxuxxutxx − 60ξuuuxuxxuxxx

−10τuuutuxxuxxx + 5ηxuuuuux
4 − ξxuuuuux

5 + 15ηxuuuxx
2 − 10τxxutxxx

+5ηxuuxxxx − 10ξxxuxxxx + 10ηxxuuxxx − 10ξxxxuxxx − 10ξxxxuuux
3

−5ξxxxxuux
2 + 10ηxxxuuux

2 + 5ηxxxxuux − τxxxxxut − ξxxxxxux

−5τxxxxut,x − 5ξxxxxuxx − 10ξxxuuuux
4 + 10ηxxuuuux

3 − 30ξxxuuxx
2

+ηuuuuuux
5 − ξuuuuuux

6 − 15ξuuuxx
3 − 10ξuuxxx

2 − 5τxutxxxx

−5ξxuxxxxx − 50ξxuuuuxxux
3 + 30ηxuuuuxxux

2 − 30τxuuutxxux
2

−30ξxxxuuxuxx − 10τxxuuuutux
3 − 30τxxuuutxux

2 − 60ξxxuuuxxux
2

−30τxxuutxuxx − 30τxxuuxutxx − 10τxxuutuxxx − 40ξxxuuxuxxx

−5τxxxxuutux − 10τxxxuutuxx − 20τxxxuuxutx − 45ξuuuux
2uxx

2

−5τuuuuux
4utx − 15tauuuutxux,x

2 + 10ηuuuxxuxxx − 10τuuxxutxxx

−15ξuuxxuxxxx − 5τuutxuxxxx − 10τuutxxuxxx − 5τuuxutxxxx

−τuutuxxxxx − 6ξuuxuxxxxx + 5ηuuuxuxxxx + 15ηuuuuxuxx
2

−15ξuuuuux
4ux,x + 10ηuuuuux

3uxx − 10τuuuux
3utxx − 20ξuuuux

3uxxx

+10ηuuuux
2uxxx − 15ξuuux

2uxxxx − 10τuuux
2utxxx − 20τxuutxuxxx

−15τxuuutuxx
2 − 30τxuuxxutxx − 50ξxuux,xuxxx − 20τxuuxutxxx

−5τxuutuxxxx − 25ξxuuxuxxxx + 20ηxuuuxuxxx − 75ξxuuuxuxx
2 + 10ηxxxuuxx

−5τxuuuuutux
4 − 20τxuuuux

3utx − 50ξxuuuxxxux
2 + 30ηxxuuuxuxx + ηxxxxx

−10τxxxuuutux
2 − 10τxxxutxx + ηuuxxxxx − τuuuuuutux

5. ( ٠  . )
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٠ رال ‐ا را د ادلات ای ارن 
از: ار ( ٠  . ) اد رای اوردا را ا

(

η0α + ηux + η11u+ η13 + β(η12 + η14) + γη15 + η11
) ∣

∣

F=0
= 0. ( ٠  . )

ای وان  راردادن ر ر را ز و وق ای را  از η15 و η13 ،η12 ،η11 ر اد ذاری ا ا ال
‐( ٠٠ . ) ادلات ا در  ادلات ای اه  د ز و ر ا u

د: ر ز ارن ای دارای (  . )
v =

∂

∂x
. ( ٠  . )

دارای و ود د  ارا اوا اد ان β = 0 ا و ux دون ( ٠  . ) اد
: ا ر ز ارن ای

v =
∂

∂x
. ( ٠ . )

ر KdV اد ux و uux را ر ر در ر و β = 0 ا ( ٠  . ) اد
رد: ذ را  ر ز ای ارن  و ود د 

v1 =
∂

∂x
, v2 = u

∂

∂u
, v3 = g(t, x)

∂

∂u
, (  . )

اد . ا Dχ(α)
t g = gxxx + γgxxxxx اد از وا د واب ر g = g(t, x) ا ا در

ا ا و وا و‐ و ارو اد uxxx و ux ذف و γ = 0 ،β = 1 ا ( ٠  . )
دارد: را ر ز ارن ارا اوا اد

v =
∂

∂x
. (  . )

د و ر‐ا و اد uxxxx و uxxx را ردن ر ز و γ = 0 ا ( ٠  . ) اد
ود: آن  رای را ر ز ای ارن  و ود  

v1 =
∂

∂x
, v2 = 2t

∂

∂t
+ αx

∂

∂x
− αu

∂

∂u
. (  . )

گرال ‐ا س را د ادلات ای ارن   . 
د: ر ر در ر ز ورت را (IDEs) رال ‐ا را د ادلات
W

(

F (x, y, y1, · · · , ym),
∫

X
f(x, y, y1, · · · , yk)dx1 · · · dxl

)

= 0, (  . )
و واه د f و W,F وا x = (x1, · · · , xn) و l ≤ n و د واه د داد ا n,m, k, l
رال ا دود اد ا در د. را اد ا رای واب ود و ا د
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رال ا و را د ادلات ارن ای روه  ٠
ر از زئ ات و ده د ان ym اد . ا واه د ز ( X وزه ) ا

: ا m
ym =

{

∂my

∂xi1 · · · ∂xim ≡ ∂xi1 · · · ∂ximy ≡ yi1···im

}

. (  . )
در ود. د  را د اد د ا f = 0 ور در (  . ) اد

رال ‐ا را د ادلات ا اص و ردی ار و ا ر ای ئوری 
ار واص ا ور روش ا ا ، ا ر ورت اوردا ای واب  روش

از د ا ای ارن رر دار د ا در . ا اط ار در ادلات ا
ال د ا د. ر ر در را (  . ) را د ادلات اه د . رداز ادلات

ورت لات ای د از ارن روه
x̃i = eεvxi = xi + εξi(x, y) +O(ε2), ỹ = eεvy = xi + εη(x, y) +O(ε2), (  . )

ر ذ اد ا و لات د روه ا و ا د  و ور
از: ار ود  

v = ξi(x, y)∂xi + η(x, y)∂y. (  . )
ات و وا و ای ر  غ از ای را لات ای د روه ا ا ون ا

داد: وا ر ز وا ای ر  غ
x̃i = eεv

(m)
xi = xi + εξi(x, y) +O(ε2),

ỹ = eεv
(m)
y = y + εη(x, y) +O(ε2),

ỹi = eεv
(m)
yi = yi + εηi(x, y, y1) +O(ε2),

...
ỹi1···im = eεv

(m)
yi1···im = yi1···im + εηi1···im(x, y, y1, · · · , ym) +O(ε2). (  . )

ود: د وا ر ز لات د روه ا ا د و
v(m) = v + ηi∂yi + · · ·+ ηi1···im∂yi1 ···yim . (  . )

از روا و د ده ا ر ا ده داده لات د روه در ηi, · · · , ηi1···im را
د: و ارائ  ر ز

ηi = Diη − yiDiξ
j ,

...
ηi1···im = Dimηi1···im−1 − yi1···im−1jDimξ

j + · · · . ( ٠ . )
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٠ رال ‐ا را د ادلات ای ارن 
ورت Di

Di = ∂i + yi∂y + yij∂(yj) + yii1···inj∂(yi1···in ) + · · · , (  . )
ود. ر 

گرال ‐ا س را د ادلات رای اوردا ح  .  . 
لات ای د . ا آن ای واب  ای اوردا ای اد اوردا
ر ارد. اد  ا از ỹ(x̃) ر د واب را اد از y(x) واب ر (  . )

ا ا د، و داده ا ای در ان را ا y(x) ای واب  ر ا ، د
د: ا ا  رار ر ر ز ا

W (F, I) = 0 =⇒W (F̃ , Ĩ) = 0, (  . )
لات د ا F̃ ≡ F (0̃) و Ĩ و ا (  . ) اد در رال ا اوی ان I

ادلات روی را (  . ) ا لات د ا (  . ) ر ا د. ده ا آ د
وا ا ور ری fدر و W,F وا و ا ، ال  ا رال ‐ا را د

وا ان (  . ) ا و د و ر را (  . ) ر غ رال، ا در ر غ ر غ و
ر ر را ε ر اد ا رای د ا ر غ ا ا در  (  . ) ارن ر از رد.

رای د. ر وا (  . ) اد رای اوردا ا در د. ا
د د و رات غ ر y = (y1, · · · , yp) ر غ p ا ادلات از اه د
ور ری W ا ا د. ا اه  د از اد ر ال ا ا ا ا و

: دار
W (F̃ , Ĩ) =W (F, I) +

∂W

∂F
∆F +

∂W

∂I
∆I + · · · .

ا ر ز ورت F ور ری ا (  . ) اد را د از ∆F رات غ
ود:  

∆F = F (x̃, ỹ, ỹ1, · · · , ỹm)− F (x, y, y1, · · · , ym)

= F
(

x1 + εξ1 +O(ε2), · · · , xn + εξn +O(ε2), y + εη +O(ε2), y1 + εη1 +O(ε2),

· · · , yn + εηn +O(ε2), yi1,···im + εηi1···im +O(ε2)
)

− F (x, y, y1, · · · , ym)

= ε
[

ξi∂xiF + η∂yF + ηi∂yiF + · · ·+ ηi1···im∂yi1 · · · ∂yimF
]

+O(ε2).

رم را الا ا وا  (  . ) و ا د و ر
∆F = εv(m)F (x, y, y1, · · · , ym) +O(ε2),
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رال ا و را د ادلات ارن ای روه  ٠
اوردا را ا ∆F = 0 رط ا ر ا . و از

v(m)F (x, y, y1, · · · , ym) = 0,

را (  . ) اد از رال ا رات غ ال د. ا را ر د ادلات رای
: ا  ر ز ورت (  . ) لات د

∆I =

∫

x̃
f(x̃, ỹ, ỹ1, · · · , ỹk)dx̃1 · · · dx̃l −

∫

X
f(x, y, y1, · · · , yk)dx1 · · · dxl,

وا ر غ (  . ) لات د اول رال ا در را ا ر  غ ات، ا ان ا ا از
: داد،

{x̃1 · · · x̃l} 7→ {x1 · · ·xl}.

ا ود د وا ر را و ژا ر ا ر ا ورت ا در
∂x̃i

∂xj
= δij + ε

∂ξi

∂xj
+O(ε2), i, j = 1, · · · , l.

: دا وا د، O(ε2) ر از ر ا ری ر غ ر ا ا د
∂(x̃1 · · · x̃l)
∂(x1 · · ·xl) =

(

1 + ε
∂ξ1

∂x1

)

· · ·
(

1 + ε
∂ξl

∂xl

)

+O(ε2) = 1 + ε

l
∑

i=1

∂ξi

∂xi
+O(ε2).

از: ار رال ا از ∆I ر غ در

∆I =

∫

X

[(

1 + ε
l
∑

i=1

∂ξi

∂xi

)

f
(

x1 + εξ1 +O(ε2), · · · , xn + εξn +O(ε2),

y + εη +O(ε2), y1 + εη1 +O(ε2), · · · , yn + εηn +O(ε2), · · · ,

yi1,···ik + εηi1···ik +O(ε2)
)

− f(x, y, y1, · · · , yk)
]

dx1 · · · dxl +O(ε2).

: دار ور ری f ا ا

∆I = ε

∫

X

[

ξi∂xif + η∂yf + ηi∂yif + · · ·

+ηi1···ik∂yi1 · · · ∂yik f + f
l
∑

i=1

∂ξi

∂xi

]

dx1 · · · dxl +O(ε2).

وان را  الا ا ر وع و (  . ) ا د و ر ر از ر ا
رد: و از ر ز ورت

∆I = ε

∫

X

[

v(k)f(x, y, y1, · · · , yk) + f(x, y, y1, · · · , yk)
l
∑

i=1

∂ξi

∂xi

]

dx1 · · · dxl +O(ε2).
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٠ رال ‐ا را د ادلات ای ارن 
از ر ز و ا  (  . ) را الا  در ده ارائ ات ا از
ود: ر  (  . ) لات د (  . ) وع از رال ‐ا را د ادلات اوردا

(

∂W

∂F
v(m)F +

∂W

∂I

∫

X

[

v(k)f + f

l
∑

i=1

∂ξi

∂xi

]

dx1 · · · dxl
)∣

∣

∣

∣

∣(  . )
= 0. (  . )

(  . ) اوردا د ا ،(  . ) رم ادلات از ای ارن  ا رای
از اد ا وق وارد رد. ار ادلات از ر رای را

ر ا ال رای . ا اده دارد رال ا
I1 =

∫

X1

f(.)dx1 · · · dxl, I2 =

∫

X2

g(.)dx1 · · · dxp, · · ·

ورت ر ز اوردا در د، ا (  . ) اد در رال ا لات
د د وا ر ا وع

∂W

∂I1

∫

X1

[

v(k)f + f
l
∑

i=1

∂ξi

∂xi

]

dx1 · · · dxl +

+
∂W

∂I2

∫

X2

[

v(k)g + g

p
∑

i=1

∂ξi

∂xi

]

dx1 · · · dxp + · · · .

وف‐ ولا اد ال وان ) W = F + I ورت (  . ) اد ا در
ود د وا ر ز ورت (  . ) اوردا د، ا ( ول ا

(

v(m) +

∫

X

[

v(k)f + f
l
∑

i=1

∂ξi

∂xi

]

dx1 · · · dxl
)∣

∣

∣

∣

∣(  . )
= 0.

و ذف را ا ا لات رال، ‐ا را د ادلات ر ا ردن ار در 
ای ر  غ ر را ده آ د روا . ا  روری لات و

آ . رار د ر ر را را ا آ را و رده دی د  ا آ ات و وا
ادلات ا . و ادلات  آن ا ادلات از  ر

و ا د  و و د ξi, η را رای و رال ‐ا را د ادلا
د. و ا  آن  و (  . )

د وردیِ ر ر غ ای ا لا رای را ول ا وف‐ ولا ادلات . ثال .  . 
از: ار ا غ دان دون دی ؤ ای

∂tfi + u∂xfi +
qi
mi
E∂ufi = 0,

∂tE +
∑

i

qi
ϵ0

∫ ∞

−∞

ufidu = 0, (  . )
∂xE +

∑

i

qi
ϵ0

∫ ∞

−∞

fidu = 0.

Vlasov-Maxwell
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رال ا و را د ادلات ارن ای روه  ٠
x ؤ u ،E = (E, 0, 0) ر ا رداری دان از x ؤ E = E(t, x) ادلات ا در
mi و qi و ا لا ‐i ؤ از وز ا fi = fi(t, x, u) و v = (u, 0, 0) ر رادر
لأ ر ا ذرد ا ϵ0 ا در .[ ٠ ] د ا ا  i‐ذره  رم و ار ر

. ا
د: ر ز ورت لات ای د از (  . ) ای د  و ا ا در

v = τ∂t + ξ∂x + ρ∂u +
∑

i

ηi∂fi + ζ∂E . (  . )

دار (  . ) اوردا از اده ا ا
0 = ∂fiτ = ∂fiξ = ∂fiρ = ∂Eτ = ∂Eξ = ∂Eρ,

ادلات ، ∞±ا ا رال   ا ا در رال ا دود ا دا ر در ا و
از: ود د وا ارت

0 = ∂tζ = ∂xζ = ∂fiζ, 0 = u∂uτ − ∂uξ,

0 = ∂tηi + u∂xηi +
qi
mi
E∂uηi, 0 = u∂tτ − ∂tρξ + ρ+ u2∂xτ − u∂xξ,

0 =
∑

j

E

(

qi
mi

− qj
mj

)

(∂ufj)∂fjηi, 0 =
∑

j

qj
ϵ0

(

u

∫

fjdu−
∫

ufjdu

)

∂Eηi,

0 = (∂tτ − ∂Eζ)
∑

j

qj
ϵ0

∫

ufjdu− (∂tξ)
∑

j

qj
ϵ0

∫

fjdu+

+
∑

j

qj
ϵ0

∫

(ρfj + uηj + ufj∂uρ)du,

0 = (∂Eζ − ∂xξ)
∑

j

qj
ϵ0

∫

fjdu− (∂xτ)
∑

j

qj
ϵ0

∫

ufjdu−
∑

j

qj
ϵ0

∫

(ηj + fj∂uρ)du.

از وان اد  . ر را i ا ا ری د د ا j وق ادلات در
د: ر ر ز ای ول  ر ادلات

0 = ∂uτ = ∂uξ = ∂tηi = ∂xηi = ∂uηi = ∂Eηi = ∂fjηi, ∀ i ̸= j, ζ = λ1E,

د: ا ر ر ز ادلات را ا ر آ رال ‐ا را د اد دو ،i ر رای و
0 =

∫

[fi(u∂uτ − λ1u+ ρ+ u∂uρ)uηi]du, 0 =

∫

[fi(λ1 − ∂xξ + u∂xτ − ∂uρ)ηi]du.

ا در د. (t, x, u, fi) از وا (  . ) لات ای د رض  ا
: د آور ادلات رای را ر ز ای واب  ات ا ا

τ = −1

3
(λ1 + λ2)t+ λ3, ξ =

1

3
(λ1 − 2λ2)x+ λ4t+ λ5,

ρ =
1

3
(2λ1 − λ2)u+ λ4, ηi = λ2fi, ζ = λ1E.
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ری ر از رال ‐ا را د ادلات ای ارن 
د و در ا واب  ا ذاری ا ا د. واه د ای ر  ارا λ1, · · · , λ5 الا روا در
ر را ز آن ، ز ا ر  ارا دادن رار ر ر را و (  . ) و ا  

د: ر وا ر ز ای د  و ود، رض  ر
v1 = ∂t, v2 = ∂x, v3 = t∂x + ∂u, (  . )
v4 = −t∂t + x∂x + 2u∂u + 3E∂E , v5 = −t∂t − 2x∂x − u∂u + 3

∑

i

fi∂fi ,

د و را ول ا وف‐ ولا ادلات ار لات ای د روه ر ا د  و ا
د: و ارائ  ر ز روا ا ا د  و ر ر غ ( ای رو  ) ای ر  ا ا د.  

[v1,v3] = v2, [v1,v4] = −v1, [v1,v5] = −v1, [v2,v4] = v2,

[v2,v5] = −2v2, [v3,v4] = 2v3, [v3,v5] = −v3.

ر از گرال ‐ا س را د ادلات ای ارن   . 
کسری

،(  . ) ای ورت  ری ر از رال ‐ا را د ادلات از و دوم در
ای ارن  دار د ا در د. ارائ ز ا ال  ا آ رای و ر (  . ) و ( ٠ . )

. د رح ا ال  ا را ادلات ا
ورت را ری ر از رال ‐ا را د اد

F = F (x, u, u[1], u[2], · · · , u[k]) = 0. (  . )
ر در (  . ) ۀ را در ده ر ری ر از رال ‐ا را د ای ر  غ ا
ری و ر دو ر از رال ا و را د ای ر ا اد ا د. ر
، را د ادلات ا اص ای ا  در اد ا وان  . ا
و و و ا ا و وو ‐ ر ای ا  ری ادلات ری، ر از رال ا ادلات

. ا رال ‐ا را د ادلات ده ی ا ر د

ط ای ای ارن   .  . 
د ا ر ز ورت لات ای د از ری ارا ‐ روه G د رض

x̄i = φi(x, u, ε), φi|ε=0 = xi (i = 1, 2, · · · , n),

ū = ψ(x, u, ε), ψ|ε=0 = u, (  . )
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رال ا و را د ادلات ارن ای روه 
: ا ر ز ورت روه ا ا ر ا و ا ر 

v = ξi
∂

∂xi
+ η

∂

∂u
, (  . )

: ا ا ا ر ز روا از آن ای ات  و
ξi =

∂φi

∂ε

∣

∣

∣

ε=0
(i = 1, 2, · · · , n), η =

∂ψ

∂ε

∣

∣

∣

ε=0
. ( ٠ . )

را د ای ر  غ G روه ای داد  ا ر ا و دو ، او ، لا رو ز ا آ در
G(k) روه و ا د  و داد ا . دا ا ده ر ره غ و u(2) ،u(1) و ر
: ا ر ز ورت k‐ام) ۀ ر ۀ ا داد ا ر ) k‐ام ر ا را د ای ر  غ

v = ξi
∂

∂xi
+ η

∂

∂u
+

k
∑

s=1

ζi1,i2,··· ,is
∂

∂ui1,i2,··· ,is
. (  . )

: و ر ز ورت را آن وان ود  داده  داد ا ول ر ا ζi1,i2,··· ,is ات

ζi1,i2,··· ,is = Di1Di2 · · ·Dis(W ) + ξjuji1,i2,··· ,is , W = η − ξjuj .

ر ا رال ‐ا را د ای ر  غ ام G[k] روه ر داد ا داد ان وان  
دارد: را ر ز ورت k‐ام

v[k] = ξi
∂

∂xi
+ η

∂

∂u
+

k
∑

s=1

ζδ1δ2···δsi1,i2,··· ,is

∂

∂uδ1δ2···δsi1,i2,··· ,is

. (  . )

آن در
ζδ1δ2···δsi1,i2,··· ,is

= Bδs
is
· · ·Bδ2

i2
Bδ1
i1
(W ) + ξjDj(u

δ1δ2···δs
i1,i2,··· ,is

), (  . )
.(r = 1, 2, · · · , s) آن در ز δr روی ir ای د  ا روی ا د و ور

ری ر ا و اد وان ادلات  ا از ا وان . ثال .  . 
xD

α
1 (
C
0 D

α
xu)− w2u = 0, x ∈ (0, 1), α ∈ (0, 1), (  . )

ارن دارای اد ا ا در  (  . ) و (  . ) را از اده ا ا رد. اره ا
: ا ر ز ورت و و ا ال ا ر ا داد ا . ا v = ∂

∂x

v =
∂

∂x
+ [−C

0 D
α
x (ux) +Dx(

C
0 D

α
xu)]

∂

∂(C0 D
α
xu)

. (  . )
: دار د رح دوم در ر ا و و ا اط ار و ا

C
0 D

α
x (ux) = Dx(

C
0 D

α
xu) +

1

Γ(1− α)

ux(0)

xα
,

ری ر داد ا دارای x ال ا ر ux(0) = 0 رط ودن رار ر ورت در
. ا و و ا
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ری ر از رال ‐ا را د ادلات ای ارن 
د: ر ر در را ر ز ری رال ‐ا را د اد ال

Dα
t u(t, x) = G

(

F (t, x, u, u1, · · · , um),
∫

X
f(t, x, u, u1, · · · , uk)dx1 · · · dxl

)

, (  . )
ر غ x = (x1, x2 · · · , xp) و l ≤ p ور د واه د دا ا l و P,m, k

وع از ان ز u ر غ از ری Dα
t ز و x و t از وا ر غ u و

لات ای د از ارن روه ال د ا ا در . ا و و ا ا و وو ‐ ر
t̄ = t+ ϵτ(t, xi, u) +O(ϵ2),

x̄i = xi + ϵξi(t, xi, u) +O(ϵ2),

ū = u+ ϵη(t, xi, u) +O(ϵ2), i = 1, 2 · · · , p, (  . )
د و ، ای روه  ز ا آ ر ر د. و ر  ذ ادلات ا و ا  

ورت: i = 1. · · · , p رای (  . ) از و ا  
v = τ(t, xi, u)

∂

∂t
+ ξi(t, xi, u)

∂

∂xi
+ η(t, xi, u)

∂

∂u
, (  . )

و ا . ا را آن وا ر ا ا روه ا رای ود. د وا
، وا ای ر  غ ات و وا و ای ر  غ ای لات ای د

ورت: لات د ا
ūαt = uα,t + ϵηαt (t, x

i, u) +O(ϵ2),

ūi = ui + ϵηi(t, x
i, u, u1) +O(ϵ2),

...
ūi1···im = ui1···im + ϵηi1···im(t, x

i, u, u1, · · · , um) +O(ϵ2). (  . )
ورت ز آن ا د و و

v(α,m) = v + ηα,t∂uαt + ηi∂ui + · · ·+ ηi1···im∂ui1···im , ( ٠ . )
و m ا را از ا و ا را  η(α,t) و ηi1···im , · · · , ηi ود د وا

د. α

ر گرال ‐ا س را د ادلات رای اوردا ح  .  . 
کسری

آن واب ای اوردا ای ری ر از رال ‐ا را د ادلات اوردا
واب را رال ‐ا را د اد از u(t, x) وا ر لات د روه . ا
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رال ا و را د ادلات ارن ای روه 
ارد: ر  ز ورت اد ا از ū(t̄, x̄) ر د

Dα
t u(t, x) = G

(

F (t, x, u, u1, · · · , um),
∫

X
f(t, x, u, u1, · · · , uk)dx1 · · · dxl

)

⇓ (  . )
Dα
t ū(t̄, x̄) = G

(

F (t̄, x̄, ū, ū1, · · · , ūm),
∫

X̄
f(t̄, x̄, ū, ū1, · · · , ūk)dx̄1 · · · dx̄l

)

.

(  . )
ری ال ا از د و ر د غ را (  . ) اد ری ا ورت اد رای

: و  از ر ز رم را آن را
H

(

F (t, x, u, uαt , u1, · · · , um),
∫

X
f(t, x, u, u1, · · · , uk)dx1 · · · dxl

)

= 0

⇓

H(F, I) = 0, (  . )
اد روی را لات د (  . ) ر ا . ا رال ا اوی I آن در

ال . ε د د اول ر ا را لات وده ال ا رال ‐ا را د
ان ا و ای د  و ر را رات غ . ور د ری را f و F ،H

: دار ور ری در H ا ا .  
H(F̄ , Ī) = H(F, I) +

∂H

∂F
∆F +

∂H

∂I
∆I +

1

2!

∂2H

∂2F
∆2F +

1

2!

∂2H

∂2I
∆2I + · · · .

را F ا وان  ،(  . ) اد در را د در ∆F رات غ ۀ ا رای
: داد، ور ری

∆F = F (t̄, x̄, ū, ūαt , ū1, · · · , ūm)− F (t, x, u, uαt , u1, · · · , um)

= F
(

t+ ϵτ +O(ϵ2), x1 + ϵξ1 +O(ϵ2), · · · , xn + ϵξn +O(ϵ2), u+ ϵη +O(ϵ2),

uαt + ϵηα,t +O(ϵ2), u1 + ϵη1 +O(ϵ2), · · · , un + ϵηn +O(ϵ2), · · · ,

ui1,···im + ϵηi1,···im +O(ϵ2)
)

− F (t, x, u, uαt , u1, · · · , um)

= ϵ
[

τ∂tF + ξi∂xiF + η∂uF + ηα,t∂uαt F + ηi∂uiF + · · ·+ ηi1,···im∂ui1 · · · ∂uimF
]

+O(ϵ2).

: و ر ز ورت وان را  الا ا ( ٠ . ) ا د و ر از اده ا ا
∆F = ϵv(α,m)F (t, x, u, uαt , u1, · · · , um) +O(ϵ2).

v(α,m)F (t, x, u, uαt , u1, · · · , um) = 0 د F∆ د = 0 رط را ا
در را رال ا ۀ رات غ ال ود. ده  ا رال ا را د ۀ اد رای اوردا

: ر ر  در را (  . ) ۀ اد
∆I =

∫

X̄
f(t̄, x̄, ū, ū1, · · · , ūk)dx̄1 · · · dx̄l −

∫

X
f(t, x, u, u1, · · · , uk)dx1 · · · dxl,
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ری ر از رال ‐ا را د ادلات ای ارن 
: ر د غ رال ا او در را ا ر غ (  . ) و (  . ) لات د

{

x̄1, · · · , x̄l
}

7→
{

x1, · · · , xl
}

.

از: د ار و ژا ر ا ر ا
∂x̄i

∂xj
= δij + ϵ

∂ξi

∂xj
+O(ϵ2), i, j = 1, · · · , l.

: دار د O(ϵ) ر از ر ا در ری ر غ ر ا ون
∂(x̄1, · · · , x̄l)
∂(x1, · · · , xl) =

(

1 + ϵ
∂ξ1

∂x1

)

· · ·
(

1 + ϵ
∂ξl

∂xl

)

+ o(ϵ2) = 1 + ϵ

l
∑

i=1

∂ξi

∂xi
+O(ϵ2).

ود: و  ر ز ورت رال ا از ∆I رات غ اً ا
∫

X

[(

1 + ϵ

l
∑

i=1

∂ξi

∂xi
+O(ϵ2)

)

f
(

t+ ϵτ +O(ϵ2), x1 + ϵξ1 +O(ϵ2), · · · ,

xn + ϵξn +O(ϵ2), u+ ϵη +O(ϵ2), u1 + ϵη1 +O(ϵ2), · · · , un + ϵηn +O(ϵ2),

· · · , ui1,···ik + ϵηi1,···ik +O(ϵ2)
)

− f(t, x, u, u1, · · · , uk)
]

dx1 · · · dxl +O(ϵ2).

: دا وا ور ری f ا ا
∆I = ϵ

∫

X

[

τ∂tf + ξi∂xif + η∂uf + ηi∂uif + · · ·

+ηi1,···ik∂ui1 · · · ∂uik f + f

l
∑

i=1

∂ξi

∂xi

]

dx1 · · · dxl +O(ϵ2).

ر ز ورت را وق ا وان  ،( ٠ . ) ا و د و ر اره دو ا ا
رد: و از

∆I = ϵ

∫

X

[

v(k)f(t, x, u, u1, · · · , uk)

+f(t, x, u, u1, · · · , uk)
l
∑

i=1

∂ξi

∂xi

]

dx1 · · · dxl +O(ϵ2).

‐ را د ادلات رای اوردا ا ده ا ا ده ارائ ات ا ا
ود: د  ر ز ورت رال ا

(

∂H

∂F
v(α,m)F +

∂H

∂I

∫

X

[

v(k)f + f

l
∑

i=1

∂ξi

∂xi

]

dx1 · · · dxl
)∣

∣

∣

∣

∣

H(F,I)=0

= 0. (  . )

از: ار اوردا H = F + I ا دا ا در و
(

v(α,m)F +

∫

X

[

v(k)f + f
l
∑

i=1

∂ξi

∂xi

]

dx1 · · · dxl
)∣

∣

∣

∣

∣

H=0

= 0. (  . )
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رال ا و را د ادلات ارن ای روه 
ری ر از رال ‐ا را د اد . ثال .  . 

Dα
t u+ uxxx + uux +

∫ +∞

−∞

udx = 0, (  . )
، ا x و t ای ر غ از وا ر غ u = u(t, x) . ر ر  در را

د و ا ا در . ا t وو ‐ ر ری Dα
t و 0 < α < 1

ا: ا ر را ا
v(α,3) = τ∂t + ξ∂x + η∂u + ηα,t∂uαt + ηα∂ux + ηxxx∂uxxx . (  . )

ود: د وا ر ز ورت اوردا (  . ) و (  . ) لات د از اده ا ا
(

ηα,t + ηxxxx + ηux + uηx +

∫

[η + uξx]dx

) ∣

∣

∣

∣(  . )
= 0. (  . )

ود: ان  ر ز ر ηxxx و ηx رم ا ا در ا
ηx = ηx + ηuux − τxut − ξxux − ξuu

2
x − τuutux,

ηxxx = ηxxx + (3ηxxu − ξxxx)ux − τxxxut + 3(ηxuu − ξxxu)u
2
x − 3τxxuuxut

+(ηuuu − 3ξxuu)u
3
x + 3(ηxu − ξxx)uxx − 3τxxuxt − 3τxuuu

2
xut

+3(ηuu − 3ξxu)uxuxx − 3τxuutuxx − 6τxuuxtux − 3τxuxxt + (ηu − 3ξx)uxxx

−ξxxxu4x − 6ξuuu
2
xuxx − 3τuuu

2
xutx − τuuuu

3
xut − 3ξuu

2
xx3τuuxxtux

−3τuuxtuxx − 3τuuuxxuxut − 4ξuuxxxuxτuuxxxut.

اه د u ات را راردادن ر ر را و (  . ) اد از ηα,t ارت ذاری ا ا
د): ده ا ذف رال ا دود ) د ر وا ر ز ۀ اد

ξu = ξt = τu = τx = ξxxx = ηuu = 0,
(

α

n

)

∂nt ηu −
(

α

n+ 1

)

Dn+1
t (τ) = 0 رای n = 1, 2, · · · ,

η − uξx + 3ηxxu + αuτt = 0,

ηxu − ξxx = 0, (  . )
ατt − 3ξx = 0,

∂αt η − u∂αt ηu + ηxxx + uηx = 0,

ατt

∫

udx− ηu

∫

udx+

∫

(η + uξx)dx = 0.

د: ا ر ر ز را ا رال ‐ا را د اد ر آ
∫

[u(ατt − ηu) + η + uξx] dx = 0.
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ری ر از رال ‐ا را د ادلات ای ارن 
: دا وا را و ا ای  د  و ادلات اه د ا ا

ξ = c1, τ = c2, η = 0. ( ٠ . )
دارای ان ز اد ا را ز رد ذ را  ان ز در ال ا د (  . ) اد

را ا ، ا ا ا ر در رال ا ا د ون و ا وو ‐ ر ری
رط و اوردا ا و د ا اوردا (  . ) لات د د ا t = 0 اد

τ(t, x, u)|t=0 = 0,

. ا (  . ) اد ارن ای ا v = ∂
∂x د و ا ان ال ا ود.  

و‐ ولا ری اه د وان ادلات  ا از ال وان . ثال .  . 
ول ا



























∂αt f + u∂βxf +
q

m
E∂uf = 0,

∂αt E +
q

ϵ0

∫ +∞

−∞

ufdu = 0,

∂βxE − q

ϵ0

∫ +∞

−∞

fdu = 0,

(  . )

ات ده د ان ∂βxE و ∂αt E ،∂βxf ،∂αt f و 0 < α, β ≤ 1 وق اه د در رد. اره ا
: ا ر ز ورت اه د ا رای ا د  و .[ ] د وو ‐ ر ری

v = τ∂t + ξ∂x + ρ∂u + η∂f + ζ∂E . (  . )
ورت اوردا































(

ηα,t + uηβ,x + ρ∂βxf +
q

m
ζ∂uf +

q

m
Eηu

) ∣

∣

∣(  . ) = 0,
[

ζα,t +
q

ϵo

∫ (

ρf + uη + (uf)
∂ρ

∂u

)

du

] ∣

∣

∣

∣(  . )
= 0,

[

ζβ,x − q

ϵo

∫ (

η + f
∂ρ

∂u

)

du

] ∣

∣

∣

∣(  . )
= 0,

(  . )

ری ر از و ا د  و داد ا را ηα,t, ηβ,x, ζα,t, ζβ,x ود و 
از: د ار و ا ای  د و ا ر ورت د.

ηα,t = ∂αt η +

∞
∑

n=1

[(

α

n

)

∂nt ηf −
(

α

n+ 1

)

Dn+1
t (τ)

]

∂α−nt f

+

∞
∑

n=1

(

α

n

)

∂nt ηE∂
α−n
t E −

∞
∑

n=1

(

α

n

)

Dn
t (ξ)∂

α−n
t fx

−
∞
∑

n=1

(

α

n

)

Dn
t (ρ)∂

α−n
t fu + (ηf − αDtτ)∂

α
t f

+(ηE∂
α
t E − E∂αt ηE)− f∂αt ηf + µt1,1 + µt1,2, (  . )
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رال ا و را د ادلات ارن ای روه 

ηβ,x = ∂βxη +

∞
∑

n=1

[(

β

n

)

∂nxηf −
(

β

n+ 1

)

Dn+1
x (ξ)

]

∂β−nx f

+

∞
∑

n=1

(

β

n

)

∂nxηE∂
β−n
x E −

∞
∑

n=1

(

β

n

)

Dn
x(τ)∂

β−n
x ft

−
∞
∑

n=1

(

β

n

)

Dn
x(ρ)∂

β−n
x fu + (ηf − βDxξ)∂

β
xf

+(ηE∂
β
xE − E∂βxηE)− f∂βxηf + µx1,1 + µx1,2, (  . )

ζα,t = ∂αt ζ +
∞
∑

n=1

[(

α

n

)

∂nt ζE −
(

α

n+ 1

)

Dn+1
t (τ)

]

∂α−nt E

+

∞
∑

n=1

(

α

n

)

∂nt ζf∂
α−n
t f −

∞
∑

n=1

(

α

n

)

Dn
t (ξ)∂

α−n
t Ex

−
∞
∑

n=1

(

α

n

)

Dn
t (ρ)∂

α−n
t Eu + (ζE − αDtτ)∂

α
t E

+(ζf∂
α
t f − f∂αt ζf )− E∂αt ζE + µt2,1 + µt2,2, (  . )

ζβ,x = ∂βx ζ +

∞
∑

n=1

[(

β

n

)

∂nx ζE −
(

β

n+ 1

)

Dn+1
x (ξ)

]

∂β−nx E

+

∞
∑

n=1

(

β

n

)

∂nx ζf∂
β−n
x f −

∞
∑

n=1

(

β

n

)

Dn
x(τ)∂

β−n
x Et

−
∞
∑

n=1

(

β

n

)

Dn
x(ρ)∂

β−n
x Eu + (ζE − βDxξ)∂

β
xE

+(ζf∂
β
xf − f∂βx ζf )− E∂βx ζE + µx2,1 + µx2,2, (  . )

د: و ان  ر ز روا ا µx2,2 و µx2,1 ،µt1,2 ،µt1,1
µt1,1 =

∞
∑

n=2

n
∑

m=2

m
∑

k=2

k−1
∑

r=0

(

α

n

)(

n

m

)(

k

r

)

1

k!

tn−α

Γ(n+ 1− α)

×(−f)r ∂
m

∂tm
(fk−r)

∂n−m+kη

∂tn−m∂fk
,

µt1,2 =

∞
∑

n=2

n
∑

m=2

m
∑

k=2

k−1
∑

r=0

(

α

n

)(

n

m

)(

k

r

)

1

k!

tn−α

Γ(n+ 1− α)

×(−E)r
∂m

∂tm
(Ek−r)

∂n−m+kη

∂tn−m∂Ek
,

µx2,1 =
∞
∑

n=2

n
∑

m=2

m
∑

k=2

k−1
∑

r=0

(

β

n

)(

n

m

)(

k

r

)

1

k!

xn−β

Γ(n+ 1− β)

×(−f)r ∂
m

∂xm
(fk−r)

∂n−m+kζ

∂xn−m∂fk
,

µx2,2 =

∞
∑

n=2

n
∑

m=2

m
∑

k=2

k−1
∑

r=0

(

β

n

)(

n

m

)(

k

r

)

1

k!

xn−β

Γ(n+ 1− β)

×(−E)r
∂m

∂xm
(Ek−r)

∂n−m+kζ

∂xn−m∂Ek
. (  . )
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ری ر از رال ‐ا را د ادلات ای ارن 
و داد ا ای ول  ر از اده ا ا ود. ر  (  . ) ا ا µt2,1 و µt2,1 ،µx1,2 ،µx1,1
و x, t E و f زئ ات در ای را ای  راردادن ر ر را

: ا ر ز رم ادلات و ،u

∂fτ = ∂Eτ = ∂fξ = ∂Eξ = ∂fρ = ∂Eρ = ∂fζ = ∂Eη = 0,

∂xτ = ∂uτ = ∂xρ = ∂tρ = ∂tξ = ∂uξ = 0,
(

α

n

)

∂nt ηf −
(

α

n+ 1

)

Dn+1
t (τ) = 0 رای n = 1, 2, · · · ,

(

α

n

)

∂nt ζE −
(

α

n+ 1

)

Dn+1
t (τ) = 0 رای n = 1, 2, · · · ,

(

β

n

)

∂nxηf −
(

β

n+ 1

)

Dn+1
x (ξ) = 0 رای n = 1, 2, · · · ,

(

β

n

)

∂nx ζE −
(

β

n+ 1

)

Dn+1
x (ξ) = 0 رای n = 1, 2, · · · ,

αu∂tτ − βu∂xξ + ρ = 0,
q

m
(α∂tτE + ζ − E∂uρ) = 0,

(α∂tτ − ∂Eζ)

(

q

ϵ0

∫

duuf

)

+
q

ϵ0

∫

du[ρf + uη + (uf)∂uρ] = 0,

(∂Eζ − β∂xξ)

(

q

ϵ0

∫

duf

)

− q

ϵ0

∫

du[η + f∂uρ] = 0,

∂αt η − f∂αt ηf + u∂βxη − uf∂βxηf +
q

m
E∂uη = 0,

∂αt ζ − E∂αt ζE = 0, ∂βx ζ − E∂βx ζE = 0.

واب وق ای FIDE و ا FDE از ا ا از ری رال ا ا

τ = c3t+ c4, ξ = c1x+ c2, ρ = u(c1β − c3α),

η = −c1βf − c3αf, ζ = E(c1β − 2c3α), (  . )

در رال ا از a ا د ون لاوه د. ر وا ci(i = 1, 2, 3, 4) واه د وا ا
د ا x = 0 و t = 0 اد ، ا ا و و ا ر و وو ‐ ر ر

روط و د ا اوردا لات د

τ |t=0 = 0, ξ|x=0 = 0. ( ٠ . )

ز (  . ) ای ر ارا راردادن ر ر را ا . دا وا a = 0 رای را
د: و ا  ر ز ای د  و ، رض  1 ر را را آن

v1 = x
∂

∂x
+ βu

∂

∂u
− βf

∂

∂f
+ βE

∂

∂E
,

v2 = t
∂

∂t
− αu

∂

∂u
− αf

∂

∂f
− 2αE

∂

∂E
. (  . )
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رال ا و را د ادلات ارن ای روه  ٠

ا و ادلات ر کا در ا ارن  رد کار  . 
د ای واب 

ده و ال ور زئ را د ادلات از ده اه د ا ا
اه د رای د ای واب  ا دف او و وا  ، ا ز دۀ د

و ر د وا ا  ددی روش واب، ا ای روش  از . ا ر ورد
د وا ارائ رو اوردای روش وان ا ا در رو د. د اه د واب رای

د وا ا  آ د ا ا  ای واب  ا رای ا د،
اه د رو اوردای ای واب  وم . آور د را اه د ای واب  از و

ا ا د ارائ ون در و ور ٠ ال ا زئ را د ادلات
از د آن ا ا در رد. ان روزی ا ای را آن ،[ ] ، الا از در

ا ا در د. اوردا وردی ر لات د ردا رو اوردای ای واب 
روه ر غ دو ا زئ را د ادلات ای واب  داد ان وی

ا أ ا ا . ا ر ذ ان ا و را د ادلات ا د اوردا ری ارا
دی . رو ان از ازد ردی ار را ود ات ا ا د وا آن از

ورد در ا از اص ای ا  ،[ ] و ،[ ٠] ان ور ا . ا. ، رگ از
ا ز ،[ ] وف ا ا اوز ا آ ال د د. داد رش را ری ارا ارن روه

ادی ز داد ا لاش  ا از ا ا د آورد. ای ا  از ا آ دون را ری ا 
آ از غا ود، ده ارائ رو اوردای ای واب  ورد در ای و  در ال

. ا وده وق ان دا ا ر ات از اص ای ا 
ادلات اه د د ای واب  ار ر و در و ار رات أ ا واب  ا
آن وان ا  در ادی ار ا او د. دار زئ را د
ری ارا ‐r ار روه اه د ای واب  از د آن ا آن رد اره ا
ۀ ر از د وا r آن ۀ ر را د ادلات اه د ا وان را  اوردا

ارن روه ای ر  ارا داد ر ا وص آورد. د ، ا ر ا اه د
رو اوردای ای واب  ۀ اه آ ،r = p− 1 د، ا ای ر  غ داد از ر

وان وارد  ر در د. د  آ و را د ادلات اه د ا
دف د د ای واب  ان د و دا  رو اوردای ای واب  د د

. ا زئ را د ادلات اه د ا

A. J. A. Morgan
A. D. Michal

L. V. Ovsiannikov
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د ای واب  ا و ادلات ر ا در ا ارن  رد ار

گرو اوردای ای واب  ساخ  .  . 
ای از O د ا از ۀ و ر ز روی ∆ = 0 د ا را د ادلات اه د
لات د از روه G رض . ر ر  در را ود ر  ،E ≃ Rp+q ا

را اه د ا از u = f(x) واب ور د.  O روی د ا و
واب ر د ر د. ا ا اوردا روه لات د ر ا و اوردا  ‐G واب
آن راف ا وا u = f(x) د ا زئ را د ادلات اه د از اوردا ‐G

. ا O از اوردا ‐G ۀ و ر ز اً و Γf = {(x, f(x))} ⊂ O

اه د از اوردا واب ،α = 1, · · · , q ،uα = Θα(x) ای ؤ  ا u = Θ(x) . ر .  . 
ر ا ا و ر ا ا ارن ای از ا ∆ν(x, u, u

(n)) = 0 ،PDE

د. ا ارن ای اوردا د α ر رای uα = Θα(x) (i)
د. ا ∆ν(x, u, u

(n)) = 0 از وا u = Θ(x) (ii)
ا ارن ای دارای ∆ν(x, u, u

(n)) = 0 ،PDE اه د ر ا ود ر  از
و ا د  و

v =

p
∑

i=1

ξi(x, u)
∂

∂xi
+

q
∑

α=1

ηα(x, u)
∂

∂uα
, (  . )

د ا ر ز و ا د  و ا رم ادل ور ا

ṽ =

q
∑

α=1

[

ηα(x, u)−
p
∑

t=1

uαi ξ
i(x, u)

]

∂

∂uα
,

از اوردا واب u = Θ(x) و ξ(x, u) ̸= 0 ز و ξ(x, u) = (ξ1(x, u), · · · , ξp(x, u))
د: دق ر ز را در u = Θ(x) ر ا ا و ر ا ا آن ارن ای از ا و اه د

(i)

v(uα −Θα(x))|u=Θ(x) = 0, α = 1, · · · , q,

↔ ηα(x,Θ(x))− ξi(x,Θ(x))
∂Θα(x)

∂xi
= 0, α = 1, · · · , q, (  . )

↔ ṽuα|u=Θ(x) = 0, α = 1, · · · , q,

(ii)

∆ν(x, u, · · · , ∂(n)u) = 0, u = Θ(x), ν = 1, · · · , l,

↔ ∆ν(x,Θ(x), ∂Θ(x), · · · , ∂(n)Θ(x)) = 0, ν = 1, · · · , l. (  . )
ز و ij = 1, · · · , p آن در ∂(j)Θα(x)/(∂xi1 · · · ∂xij ) از ا ارت ∂(j)Θ(x) ،(  . ) در
v ارن ای اوردا ا رو  (  . ) در ادلات ای واب  .j = q, · · · , n
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رال ا و را د ادلات ارن ای روه 
اص ای واب  ا رای رو ر ا در (  . ) و (  . ) ادلات د.

د. ∆ν(x, u, u
(n)) = 0 ،PDE اه د از

ادلات از اه د رای v د و ا PDE اه د ارن ای دا ا
را u = Θ(x) اوردای ای واب  و رد وان روش  دو (  . ) و (  . )

. ا

اوردا ای صورت  روش  .  . 
ورت را u = Θ(x) رای ادلات

dx1

ξ1(x, u)
= · · · = dxp

ξp(x, u)
=

du1

η1(x, u)
= · · · = duq

ηq(x, u)
(  . )

ادلات و ا ،(  . ) رو اوردا را دا ا دار د د. ر ر در
ای ا  p+q−1 ،v1(x, u), · · · , vq(x, u) و y1(x, u), · · · , yp−1(x, u) ر ا . ا را وق

∂(v1, · · · , vq)
∂(u1, · · · , up) ̸= 0 و ژا ا (  . ) ODE از ادلات اه د از ا ا

اوردا ورت ،(  . ) ادلات از u = Θ(x) و واب اه آ د، ا
ود: ان  ر ز

vλ(x, u) = Hλ(y1(x, u), · · · , yp−1(x, u)), (  . )
ا روری ا و λ = 1, · · · , q و ا واه د ر ذ را د ا Hλ

ا ای اوردا p+ q− 1 ،v1(x, u), · · · , vq(x, u) و y1(x, u), · · · , yp−1(x, u)

رای و ا ات را ا د. ا  v د و ا لات ای د از ری ارا روه
‐(p + q) ،yp(x, u) د رض د. v د و ا لات ای د از ری ارا روه

د و ∆(x, u) اه د ر ا . ا ادق vyp = 1 در د ا و ا ات ا
y = (y1, · · · , yp) ای ر  غ ا ،∆̃(y, v) اه د رش ا ر ذ وس  ای
دارای ،∆̃(y, v) ده د اه د اه آ ود، د v = (v1, · · · , vq) وا ای ر غ و

از ا ارت ا ال ا ارن ای
(y∗)i = yi, i = 1, · · · , p− 1,

(y∗)p = yp + ε,

(v∗)λ = vλ, λ = 1, · · · , q.

در و ود ر  ا ∆̃(y, v) ده د PDE اه د در ر ور yp ر غ را ا
ور ود و ا (  . ) رم و ای واب  دارای اه د ا
∆(x, u) اه د از اوردا ای واب  ا آ ور د ر  را u = Θ(x) وا
اس ا ر ور ا اوردا ای واب  دارای ∆(x, u) اه د ، د، ا  
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د ای واب  ا و ادلات ر ا در ا ارن  رد ار
اه د ا اوردا ای واب  ا اص، ا در د. د آ (  . ) اوردای رم

وا ر غ q و y1, · · · , yp−1 ر غ p − 1 ا را د ادلات از ا ا
رم ذاری ا ا را د ادلات از ا ا اه د د. و ا  v1, · · · , vq

اه د ا ا ا آن ر رض د. د آ ∆(x, u) اه د در (  . ) اوردا
رای اه آ ∂ξ/∂u = 0 ر ا د و ود. ر اد ا را د ادلات
، ا ر غ دو دارای ∆(x, u) و ا ا در .yi = yi(x) دار ،i = 1, · · · , p− 1

ر غ وان yi = y1 ا ODE اه د ا ا اه د ،p = 2

د. د وا د

س ذاری ا روش  .  . 
(  . ) اوردا رو رط ادلات وان ا روری ا وه ا از اده ا زوم
دون . ا (  . ) ODE اه د رای و واب وان رد، را
را (  . ) اه د ورت ا در ξp(x, u) ̸= 0 رد رض وان أ  از ا

: و ر ز وان  
∂uλ

∂xp
=
ηλ(x, u)

ξp(x, u)
−

p−1
∑

i=1

ξi(x, u)

ξp(x, u)

∂uλ

∂xi
, λ = 1, · · · , q. (  . )

u ات ا ر ای ود آن  را د و (  . ) ر ا
ای ر  غ u ات د ا u و x از لا ر وان را  xp ر غ
ات و (  . ) ذاری ا از د را ا داد. ا x1, · · · , xp−1

ور ، ا ده ر ا اه د در xp زئ ر رای آن
ر غ p − 1 ،u1, · · · , uq وا ر غ q ا را د ادلات از ا ا اه د
ود. ا  xp ر ارا و x1, · · · , xp−1 u1, · · · , uq ات ،x1, · · · , xp−1

اوردای واب د و ، ا ا ادلات اه د از u = Φ(x1, · · · , xp−1 : xp) واب
ود.  ∆(x, u) اه د رای u = Θ(x)

دی ار‐ ارن روه ا uxxx+uux+ut = 0 ۀ ا ا PDE KdV اد . ثال .  . 
د: و د  و ر ز ای د  و ا آن ر ر ا

v1 = ∂x, ان ال ا
v2 = ∂t, ان ز ال ا
v3 = t∂x + ∂u, ا ای ر
v4 = x∂x + 3t∂t − 2u∂u. ا

ان ا .[ ] د ا ر ال ا ای د  و را اد وا  
از اده ا ا د. اد ال ا لات د ر اوردای دو v = u و y = x− ct د  د
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رال ا و را د ادلات ارن ای روه 
. و  v و y ر را اد در ود و ات ره ای ز دۀ ا

ut = uyyt = vyyt = −cvy, vx = uyyx = vy,

uxxx = vyyyyx = vyy.

ODE ۀ اد KdV اد در ات ا ذاری ا ا
vyyy + vvy − cvy = 0, (  . )

اول ر ۀ اد ری در  رال  ا ار دو ا ود ا 
3v2y + v3 − 3cv2 − 6k1v + k2 = 0, (  . )

ا ود ا  (  . ) ۀ اد ا KdV ۀ اد و واب د. د آ
|x| → ∞ و u→ 0 ر ا . ان د u = f(x−ct+δ) ا را آن ا (x−ct+δ) از وی

واب و ده ر دو ر k2 و k1 (  . ) ۀ اد در اه آ
u = 3c sech2

(

1

2

√
2y + δ

)

,

در y ای x− ct ذاری ا ا . ا وج ار ا ر c ر ارا آن در د د آ
واب وق، واب

u(x, t) = 3c sech2
(

1

2

√
2(x− ct) + δ

)

,

د. آ د وا د u = −12/(x + δ)2 واب c = 0 ازای ود ا 
ا آ از د KdV ۀ اد رای رو اوردای ای واب  از و   ای وق ای واب 
ات واب  از وع ا رو اوردای ای واب  ا ا ود. اد  ار وج ای واب 
ا ای ر د ر رو اوردای ای واب  دار د ادا در د. و دود 
وده د ا ا ای اوردا v = tu− x و y = t ،t > 0 ازای . آور د را

از: د ار د د ات و
ut = (yvy − v − x)y−2, ux = y−1, uxxx = 0.

ر آن ود  vy = 0 ۀ اد KdV ۀ اد در ات ا ذاری ا ا ال
t > 0 ازای ا ا ردد. ا ای  ر د رای u =

x+ δ

t
رو اوردای واب

y = t−1/3x, v = t2/3u,

ا اوردا ا ر ر در ا د د ات و د ا ا  د ر اوردای دو
از: د ار

ut =
1

3
t−5/3(yvy + 2v), ux = t−1vy, uxxx = t−5/3vyyy.
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د ای واب  ا و ادلات ر ا در ا ارن  رد ار
: را ز ODE د ا ا ا ۀ اد را ا

vyyy + vvy −
1

3
yvy −

2

3
v = 0.

د ا ا ود و ای روش  ا وم ر ۀ اد ا
ۀ اد وق ۀ اد v = dw/dy − 1/6w3

wyyy −
1

6
w2wy −

1

3
ywy −

1

3
w = 0,

ۀ اد ری رال ا ار ا ده د
wyy −

1

18
w3 − 2

3
yw − k = 0,

را ا د ر رو اوردای واب آن و ا ا د ا ا 
ازد.  

ار ا ری را د اد . ثال .  . 
Dα
t u = kuxx, 0 < α < 1, ( ٠ . )

اد ا در ر ا رض ا .[ ] د ر ر در را ا ا آن در k
رد: ذ ارن  روه وان را ر ز ای ر  اد ا د، ا و و ا ا و وو ‐ ر

v1 =
∂

∂x
, v2 = t

∂

∂t
+
α

2
x
∂

∂x
,

v3 = u
∂

∂u
, v∞ = h(t, x)

∂

∂x
.

د و ا لات د روه اوردا واب
v1 + ρv3 =

∂

∂x
+ ρu

∂

∂u
,

: ا ر ز رم
u(t, x) = eρxϕ(t),

: ا ادق ر ز اد در ϕ(t)
Dα
t ϕ(t) = kρ2ϕ(t),

واب وو ‐ ر ری رای
u(t, x) = eρxtα−1Eα,α(kρ

2tα),

واب و و ا رای و
u(t, x) = eρxEα,1(kρ

2tα),

ر ا ر اگ‐ ا ان Eα,β واب دو ا در ا ر ذ لازم د. را د
. ا Eα,β(z) =∑∞

m=0

zm

Γ(αz + β)
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رال ا و را د ادلات ارن ای روه 
ر د. ر ر در را ره ای دا زن در اه درون در ا ان ر . ثال .  . 

ا و ری ذ را  ا ال رای ا ا ان ر رای دار ون ا و رژی ا ا ون ا
ود: ده  ا ده وز اد د PDE د ، ا

∂2ρ

∂r2
+

1

r

∂ρ

∂r
=

ϕµct
0.000264k

∂ρ

∂t
,

د أ از وا k و ct ،µ ،ϕ ز و t ان ز در اه از r ا در ار ρ اد ا در
از ری ذ ϕ و ا µ ری، ذ وذ  k ری، ذ را  ct د. ρ از ا

د در رد ار ر و ار ادلات از اد ا د. ول ر ا در ار
∂ρ

∂t
ر ز و ری ا در را اد ا در دوم ور در .[ ] ا

: و از ر ز وا را  اد رض η ا را
∂αρ

∂tα
= η

∂2ρ

∂r2
+
η

r

∂ρ

∂r
, (  . )

ورت (  . ) اد ای ارن . ا t ∈ (0, T ], (T ≤ ∞) و 0 < α < 1 اد ا در
:

v1 = αr
∂

∂r
+ 2t

∂

∂t
+ (ρα− ρ)

∂

∂ρ
,

v2 = 2
∂

∂r
− ρ

r

∂

∂ρ
, v3 = ρ

∂

∂ρ
, v∞ = h(r, t)

∂

∂ρ
. (  . )

اد ا v1 و ا د  و ا ر ا ا ای ر  غ ود. د وا
د: و ا  ر ز

dr

αr
=
dt

2t
=

dρ

ρα− ρ
. (  . )

اد ر ا ال د ال د. ρr
1−α
α و r−2/αt ورت ا اوردا  ا ا در

رم واب ا (  . )
ρ(t, r) = r

α−1
α θ(tr

−2
α ).

ر ز رم ا واب دارای وو ‐ ر ری ا (  . ) اد .
: ا

ρ(t, r) = r
α−1
α θ(z), z = tr

−2
α .

ود: وا ر ز ات ا ام ا د از θ(z) رای و را د اد ا ور
∂αρ

∂tα
=

1

Γ(1− α)

∂

∂t

∫ t

0

ρ(r, τ)

(t− τ)α
dτ =

1

Γ(1− α)
r

−2
α
d

dz

∫ z

0

r
α−1
α θ(y)r−2

(z − y)α
r

2
α dy

= r
−2α+2

α
1

Γ(1− α)

d

dz

∫ z

0

θ(y)

(z − y)α
dy, (  . )
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د ای واب  ا و ادلات ر ا در ا ارن  رد ار
: دار در . ا y = τr

−2
α وق ۀ را در

∂αt ρ(t, r) = r
−2α+2

α ∂αz θ(z). (  . )
د: ر وا ر ز ا ا اد ،(  . ) اد در الا ارت ذاری ا ا
∂αz θ(z) = r

α−3
α η

1− α

α2
θ(tr

−2
α ) + r

α−5
α η

2− 2α

α2
θ′(tr

−2
α ) + tr

−4
α η

2α+ 4

α2
θ′(tr

−2
α )

+t2r
−6
α η

4

α2
θ′′(tr

−2
α ) + r

α−3
α η

α− 1

α
θ(tr

−2
α ) + tr

α−5
α η

−2

α
θ(tr

−2
α ). (  . )

رو رط از ری رال ا ا . د آور را v2 د و ا روه اوردا واب ال
اوردای

2
dρ

ρ
=
dr

r
,

وو ‐ ر ا (  . ) اد را ا . دا وا را √
r و t اوردا ای ر غ

(  . ) اد در واب ا ردن وارد ا . ا ρ(t, r) =
√
rθ(t) اوردای واب دارای

: دا وا
Dα
t ρ(t, r) =

(

−η
4

)

r−3/2θ(t) +
( η

2r

)

r−1/2θ(t).

: دا وا را ر ز ا ا اد را ا
Dα
t θ(t) =

( η

4r2

)

θ(t), (  . )
لاس لا د ادآوری  . ا ا لاس لا د ا وق اد

: ا ر ز ورت α > 0 ر از وو ‐ ر ری از

L{Dα
t f(t)} = sαf̄(s)−

n−1
∑

k=0

sk
(

Dα−k−1
t f(t)

)

t=0
, n− 1 ≤ α < n. (  . )

: دا وا (  . ) رف دو از لاس لا د ال ا ا

sαL{θ(t)} −
n−1
∑

k=1

s0[Dα−k−1
t θ(t)]t=0 =

( η

4r2

)

θ̄(s), (  . )

ود: و ز ر ز رم د وا  
θ̄(s)

(

sα − η

4r2

)

= s0,

: دار وق ۀ را رف دو ر لاس لا د وس ال ا ا
θ(t) = tα−1Eα,α

( η

4r2
tα
)

, ( ٠ . )
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رال ا و را د ادلات ارن ای روه 
د: را د ر ز د واب

ρ(t, r) =
√
rtα−1Eα,α

( η

4r2
tα
)

, (  . )
ا از لاس لا د دا د ا . ا ر اگ‐ ری ارا دو‐ ا Eα,β(z) آن در

ا ر ز ورت tαk+β−1E
(k)
α,β(±atα)

L
{

tαk+β−1E
(k)
α,β(±atα)

}

=

∫ ∞

0
tαk+β−1e−stE

(k)
α,β(±atα)dt

=
k!sα−β

(sα ∓ a)k+1
, ℜ(s) > |a| 1α ,

در را (  . ) اد ال . ا ر اگ‐ ا E
(k)
α,β(y) ≡ dk

dyk
Eα,β(y) آن در

د: ر ر در ا و و ا آن در ری ا
CDα

t θ(t) =
( η

4r2

)

θ(t). (  . )
: ا ر ز ورت α > 0 ر ا و و ا از لاس لا د

L{CDα
t f(t)} = sαf̄(s)−

n−1
∑

k=0

sα−k−1f (k)(0), n− 1 < α ≤ n. (  . )

د: ر وا ر ز (  . ) رف دو ر لاس لا د ال ا ا
sαθ̄(s)− sα−1θ(0) =

( η

4r2

)

θ̄(s). (  . )
ر غ واه د ا b θ(0) = b رض  د ر غ واب آوردن د رای

: دا وا ، ا ر
θ̄(s) =

sα−1b

sα −
( η
4r2

) , (  . )

د واب وس لاس لا د ال ا ا را ا
ρ(t, r) =

√
rbEα,1

( η

4r2
tα
)

. (  . )
. ا وا را

اددا
ادلات ای ارن  وم ا ادی ور ا د ذ رو از در

در ارن ای روه  ای رد  ار از ر ادا در . و ا آ ا آن  واع ا و را د
ای ز  در ارن د. ارائ ادلات ای ژ  و ان و را د ادلات
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د ای واب  ا و ادلات ر ا در ا ارن  رد ار
رای د در و ر ؤ روش روش دا و ا د. ا  ا در
ارن روه ۀ ا روش د. ا را  د ادلات رای د ای واب  آوردن د
ۀ ا رای را ر ول ر ور او و د ا و ار داد ا ول ر ۀ و
و را د ادلات ای ارن  د دار ود و اری را  .[ ] رد ارائ ا ارن 
[ ، ، ، ] د وا ر  ا آ ده وا د ردا ا ا آ د

د. ا را
ا آن  زون ا روز اده ا د ری ر ا را د ادلات ذ ای د  در
وم ر ا و د وژی، و اد، ا ، ز در ر غ ای ده  د و در

ر از را د ادلات ای ژ  و رر ادی ز الات د. وده ا و ورد ار
راوا ای روش  ا ر ذ ان ا د. ردا ا ا آ رای د ای واب  ا و ری

از د دار ود و ر غ ای FDE رای ر و د ددی، ای واب  ا رای
روش ، و و و لال ا روش ، د روش ، ادو ز روش وان ا  آ
ا د وده ا لاش اری ان د و را ا رد. اره ا رات غ رار روش و اد ر‐ ز
ال رای ) د د ری ر از را د ادلات را رو ز ا آ ای روش 
ادلات اوردا ود آن ر ا ز ا در .([ ، ٠ ، ، ، ، ]
. ر ار ا آ رای د واب ا رای را لات د روه ری را د
از واه د روه ا FDE اوردا رر رای را و ا روش  ا را ا در
از ری رال ا رای ده آ د ای ارن  از ا در . ر ار لات ای د
ادلات رای ژه و ای واب  ا رای ز و ری ات ا و را د ادلات
ا ا در آ . ود اده ا و و ا ز و وو ‐ ر ری ا زئ را د
ا رال ا را د ادلات رو ز ا آ روش د رر ار رای

د. داده رح و ال د ا ئوری ان از د ود ری ر

Olver Adomin
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ص
س را د ادلات گ س پا وا

دام د و ا آ د، ا ا ز ان از ا درک رای ا وا
ون ا ال، وان د. اق ا در د وا ا د وا ا د رآ از
ر د، ر غ زو ا در رژی ا دار د ان رژی ا از ا

ا ر و ز در ار دارای ا وا د. د ر غ ا د
دازه ا ا ژ و ردن ر غ ای ا ون ا ، ز در د.

وا از . ا ان ز ول در ر غ ود و ا زو ا ز از ری
زاو ر ا ، ر ا رژی، ا ا ون ا وان د  ا

در ز ر ا وا از اری ای و  رد. ام را ر ا ار ا و ای
داد ا، زوج  ارن رم، د ا ری اد ا وان آن  از دارد ود و ز
ا ا ، ز ای د رآ از ا ای رده  در ر اد ا رد. ام ره غ و ون ار داد ون،

ود. وارد در
زئ را د اد وان ا ر ورت ولا و ا ون ا

ان ون ا ا ود. ان  د، را د آن ال ا و دار را ای
دار ا د وا درون  ا در ا دار د
ا وا ورد در ا از د. ر غ دارد، ان ر آن از ارج ا در

در ز ا ارن و ا ون ا ر د ان ا . ا ر و
Noether
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را د ادلات ا وا
وا ارن وم ا ون ا وم ا ود و ر ا

. ا
رای ا آ د. ادی ز د وا دارای ا وا را د ادلات ا در
د. ا واب   ا و ود و ات ا رای و ای ا  ری ذ رال  ا
ای روش   و و ا واب  و ار ر و داری ا ز ا آ رای ا وا ا

ا ورژا د رم ا PDE اه د ا ون ا د. و اده  ا ددی
د ر غ ورژا د ا ر ا در ود. ر  PDE اه د ای واب  ام روی

ا)، ور ا ) و را از د، را د PDE اه د از و ا ون ا
وا ای ر غ ات ا داد و وا و ای ر غ ر

وا و ای ر غ وا ، ورژا د ا ر ود ا  د. د آ
ای ر ر ا ، ر ود. وچ  ر او ای ر و وا ای ر  غ ات و
ات و ای ر غ ا ا در ده ر ا وا ای ر غ وط ر ر او
ود. د وا ورژا د ا ا آن اه آ ازد، وچ را ا وا ای ر غ

را از و ای ر ا ا و ر ا ا ا ون ا دارای PDE اه د ر را ا
ر او ای ر و اه، د در PDE ر ا ا آ ر د ا ود و و

ود. وچ وا ر غ ر وط ر
از و ای ا أ ،PDF اه د ا وا ا أ ا ر ا
ر او ای ر و اه د PDE ر ا ا آ ر ود و  را

ا ون ا د و ا و را از و ای ر رای لاوه، ود. وچ 
دارد. ود و ا ون ا ای ا  و ار آوردن د رای را ا ول ر ود  
ولا د د آ و را دن از د ا از ا آ اغ

د. اد  ا وا ۀ ا رای روش وان آن از
را را غ ا را د ادلات اه د ر ا داد ان ر و ال در

دارد ا ا را ا لات ای د از ری ارا روه ر اه آ رد، ذ
ا وا ار رای و ر ر و اص، ا در داد. د وا را ا ون ا

ر و ال در داد. و را ر و ا ‐ ار ال در ود. ارائ
لات ای د از ای روه  و و ا وا ام داد ان

د. و ا  رم
ا ر ر غ ا ا ود وم وف را ا اچ. ام ردی ای ال  در

ا وده  ر ر را د ادلات رای را ا راردادی ژی را لا وم
ر غ را د ادلات ای ارن  ا وا ود ا وی .[ ]‐[ ]

ور ا داد ان وی . ا وا ادلات ا از ا اه  د ا و اق ا ود
. ا اده ا ا ز ادلات ا رای ود ده ر [ ] و [ ٠] در ر دی و

Erich Bessel-Hagen Nail H. Ibragimov
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و ا وا
د ژی را لا ر ر و ای ر  دادن ر ا ا ور ا ا در ا رادر ای ؤ 

ا د ا و ر را د ادلات رای ا وا رد رو ا ا د.  آ
ا وا از اده ا ا د، راردادی ژی را لا دارای ا ادلات ازا

ای روش  ا ا در .([ ] ،[ ] ،[ ] ،[ ] ،[ ] ،[ ]) د و ا  ا آ
رد. وا ر ذ را ا وا ا رای ده اد

و گ س پا وا  . 
ر غ p ا را R(x, u) := ∆ν(x, u, u

(n)) = 0 زئ ات ا را د ادلات اه د
ر در ر ز ورت n ر از u = (u1, · · · , uq) وا ر غ q و x = (x1, · · · , xp)

د: ر
∆ν(x, u, u

(n)) = 0, ν = 1, · · · , l. (  . )
ورژا د رم ا R(x, u) ،PDE اه د رای و ا ون ا . ر .  . 

DiΦ
i[u] = D1Φ

1[u] + · · ·+DnΦ
n[u] = 0, (  . )

،i = 1, · · · , n رای ،(  . ) ۀ را در . ا رار ر PDE اه د ای واب  ۀ رای ا
ۀ ر ر زر و د ا ا  ون ا ای ار را Φi[u] = Φi(x, u, ∂u, · · · , ∂ru)

د. و ا ون ا ۀ ر را ا ده ر ا Φi[u] ا در (r)

ا ون ا اه آ د، ا t ان ز R(x, u) ای ر غ از ر ا . لاحظ .  . 
ورت (  . )

DtΨ[u] +D1Φ
1[u] + · · ·+Dn−1Φ

n−1[u] = 0, (  . )
. د ا ا  ون ا ا را Ψ[u] ود د وا

از دارد. و ا وا ا ا داد PDE اه د ر . ثال .  . 
KdV ۀ اد ز ا در روف ای ال 

ut + uux + uxxx = 0,

روا ا ر رژی ا و اور رم، ا وا ر لاوه .[ ٠] ا
Dt(u) +Dx

(

1

2
u2 + uxx

)

= 0,

Dt

(

1

2
u2
)

+Dx

(

1

3
u3 + uuxx −

1

2
u2x

)

= 0,

Dt

(

1

6
u3 − 1

2
u2x

)

+Dx

(

1

8
u4 − uu2x +

1

2
(u2uxx + u2xx)− uxuxxx

)

= 0,

PDF Compressor Free Version 



را د ادلات ا وا
ا د دار ز و ا وا از ا ا ۀ ا د KdV ۀ اد د، و داده 

ارت
Dt

(

5

72
u4 − 5

6
uu2x +

1

2
u2xx

)

+Dx

( 1

18
u5 − 5

12
u2u2x +

5

6
u2xuxx

+
4

3
uu2xx −

5

3
uuxuxxx −

1

2
u2xxx + uxxuxxxx

)

= 0,

ورت و ا وا KdV اد ود. ارائ 
Dt

(

1

2
tu2 − xu

)

+Dx

(

−1

2
xu2 + tuuxx −

1

2
tu2x − xuxx + ux

)

= 0,

ون ا ا د. ده ا ر ا t و x ای ر غ وا ا لا آن در دارد
ار رود. وج در رم ز ر ر و رای ا

ا R(x, u) اه د رای د ا ون ا ،(  . ) ا ون ا . ر .  . 
u ات و u ،x از وا H i[u] و M i[u] د ا آن ای ار Φi[u] = M i[u] +H i[u] ر ا
د. ا رار ر DiH

i[u] ≡ 0 ۀ را و ود ر اه د ای واب  روی M i[u] ور د
PDE اه د ال وان

vx = u, vt = K(u)ux,

اول ۀ ر از د ا ون ا دارای
Dt [u(u− vx)] +Dx [2(vt − k(u)ux)] = 0,

ورت دوم ۀ ر از د ا ون ا ز و
Dt(uxx)−Dx(utx) = 0,

ر در را div(Curlf) = 0 وان د  ا وا از ال وان . ا
. ا R3 در رداری ا f(x) آن در ر

ر ا د ا ادل را DiΨ
i[u] = 0 و DiΦ

i[u] = 0 ا ون ا دو . ر .  . 
Di(Φ

i[u]−Ψi[u]) = 0,

ا وا ا ا وا از ارزی رده د. ا د ا ون ا
. ا د ر غ ا ون ا ا ادل

PDE اه د ا وا ا رای ای روش  واع ا رر ادا در
. ردا وا
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ا وا رای ا ا را

گ س پا وا رای ا ا را  . 
ادلات ر از د ر غ ا وا ،R(x, u) اه د رای ، ا در

د ر غ ورژا د ا ا) ا،  ور ا ) ا ا را ا R(x, u) اه د
و وا ای ر غ ، ا ا  ا رای د. د آ د، را د

ز ا وا د وا ا د، ده ا ر ا ا را ا PDE اه د در ا آ ات
،PDE اه د ای واب  ام روی ا ورژا د ای ا  ا د. و  

د. و ر  R(x, u)

رای Λν [U ]lν=1 = Λν(x, U, ∂U, · · · , ∂rU)lν=1 ا را از و ای اص، ا در
اد ا ر ا د د  و را ورژا د ا R(x, u) ،PDE اه د

Λν [U ]∆ν [U ] ≡ DiΦ
i[U ], (  . )

د، ا ا Λν [U ] ر ا ،U(x) = u(x) واب روی اه آ د، ا رار ر U(x) واه د وا رای
ورت ا ون ا دارای

Λν [u]∆ν [u] = DiΦ
i[u] = 0, (  . )

،PDE اه د از U(x) = u(x) واب روی اه ر ، ا Λν [U ] ا ر . ا
ا را ز د، ر رار  اده ا ورد ا ا را در د. ا ا R(x, u)

ا ون ا د ر وا ورژا د ای ا  ا را ر ر در
،PDE اه د رای و ا وا ا ا ا در د. ا اه  د رای

د. دا  ا و ا را از و ای ا R(x, u)

ورت j = 1, · · · , q رای U j رای ژ را ر‐لا او ر . ر .  . 
EUj =

∂

∂U j
−Di

∂

∂U ji
+ · · ·+ (−1)sDi1 · · ·Dis

∂

∂U ji1···is
+ · · · , (  . )

ود. ر 
ورت ورژا د ا ر ژ را ر‐لا او ر د د وان  ، ۀ ا ا

اد ا اص، ا در د. وچ  را DiΦ
i[U ] = 0

EUj (DiΦ
i(x, U, ∂U, · · · , ∂rU)) ≡ 0, j = 1, · · · , q, (  . )

ری ا ا ا ا ا ادق ز ا . ا رار ر واه د U(x) ر رای
ر ز وع و ا . ا ورژا د ا ود وچ  ر او ر و

ود.  

PDF Compressor Free Version 



را د ادلات ا وا
U(x) واه د ا رای j = 1, · · · , q ،EUjF (x, U, ∂U, · · · , ∂sU) ≡ 0 ادلات .  .  . 

ر ا ا و ر ا ا رار ر
F (x, U, ∂U, · · · , ∂sU) ≡ DiΨ

i(x, U, ∂U, · · · , ∂s−1U),

د. ا رار ر i = 1, · · · , q آن در Ψi(x, U, ∂U, · · · , ∂s−1U) وا رای
.[ ٠] برهان.

و ا وا و و ا را اط ار ر ز (  .  . ) ا
د. را 

وا {Λν(x, U, ∂U, · · · , ∂rU)}lν=1 ا و ا را از و ای .  .  . 
اد ا ر ا ا و ر ا د د  و را R(x, u) = ∆ν(x, u

(n)) اه د ا
EUj (Λν(x, U, ∂U, · · · , ∂rU)∆ν(x, u

(n))) ≡ 0, j = 1, · · · , q, (  . )
د. ا رار ر U(x) واه د ا رای

.[ ٠] برهان.

را ام ا رای ۀ ادلات از و ای (  . ) ادلات و از
ا ر رای (  . ) ادلات ون ود.  R(x, u) اه د ا وا ا

ای ر  غ وان را آن ات ام و U j وان  ، ا رار ر U(x) واه د
ادلات از اه د (  . ) PDE اه د را ا ، ر ر در xi

اه د رای و ا را از ا و  آن ای واب  ود د 
ود. د وا R(x, u) ،PDE

ا رو ات اس ا ر PDE اه د رای ا ا و
اه د از PDE ر د رض اص، ا در . ا رار ر (  .  . ) د، ا

ده رم وان را R(x, u) ،r ر
Rν [u] = ujνiν,1···iν,s −Gν(x, u, ∂u, · · · , ∂ru) = 0, ν = 1, · · · , l, (  . )

و ای {ujνiν,1···iν,s} ،(  . ) در . 1 ⩽ iν,1 · · · iν,s ⩽ p ،1 ⩽ jν ⩽ q ،s ⩽ k ور و
و ا آن  از دام ژ و ا ا ا S ر از رو l داد ا

أ از ا دون ا ر ا د. ده ا ر ا {Gν [u]}lν=1 در ا آن  وط ر ات
ا وا از Φi[U ] ای ار در وان را  ا آ وط ر ات و رو ات ام

ود. ا  از ر ز رد. ذف
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ا وا ا رای روش
رم R(x, u) اه د از DiΦ

i[U ] = 0 و ا ون ا ر رای .  .  . 
رم را ا آن  وان دارد  ود و اد و ا وا ده، ان (  . ) ده

DiΦ̃
i[U ] = Λ̃ν [U ](U jνiν,1···iν,s −Gν [U ]), ( ٠ . )

لات ا ا ار و {Λ̃ν [U ]}lν=1 ا و را ۀ و از لا ا
. و د، U jνiν,1···iν,s

.[ ٠] برهان.
ا ا وا ام ا ا ور ا ا در (  .  . ) ا ا

ارزی د ا ده، ان ده رم را R(x, u) اه د ، ا را از ده
د.  

گ س پا وا ساخ رای س روش  . 
د ارائ د ا وا ا رای را ور ا روش ،(  .  . ) و (  .  . ) ای  

رد: ان ر ز ورت را آن وان و  د و روش  آن
د. ا را {Λν(x, U, ∂U, · · · , ∂rU)}lν=1 ا را و R(x, u) اه د رای (
ا را ام ا ور U(x) واه د ا رای را (  . ) ادلات (

د. ا
ر ز ۀ را در د دا را Φi(x, U, ∂U, · · · , ∂rU) ا را ا ر ا ای ار (

د دق 
Λν(x, U, ∂U, · · · , ∂rU)∆ν(x, u

(n)) ≡ DiΦ
i(x, U, ∂U, · · · , ∂rU). (  . )

ام رای DiΦ
i(x, u, ∂u, · · · , ∂ru) ≡ 0 ا ون ا ا ر و ار ر (

د. u(x) د ای واب 
ده ا در را R(x, u) اه د ا ر (  . ) ۀ ادلات رای در
ده ورت R(x, u) اه د و اص ا در . و رو ای  
د. آ د و ا وا ام د  (  .  . ) ود و 
د) د  و ا ون ا ) ا را ده، اه د ا در لاوه
ا ار ، در و د د وا ذف د) را د د ا وا ) د و
از ده ای ا  در ا ،(  . ) اد ر ا ا ورت وان را 
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را د ادلات ا وا
از ر در ز ری رال ا ا رد. دا ری رال ا ا PDE اه د ا ا را

وا اده ا و و و ر از ا ر رای د د وا ده ار وارد
د. د وا اره ا آن ادا در رد

س ‐کوا کو رم  .  . 
ای ار و د ر غ و ا را ای و  ر ا ، ا در

. ا رار ر د ر ذ وا  ‐ و رم PDE ای اه  د رای ا د ر غ
ر ا ، ا xj ر غ وا ‐ و رم R(x, u) اه د . ر .  . 

ا xj ر غ وا ر غ ر ر ر اه د
د، ا

∂sν

∂(xj)sν
uν = Gν(x, u, ∂u, · · · , ∂ru), 1 ≤ sν ≤ r, ν = 1, · · · , q, (  . )

ا ده ر ا (  . ) از PDE ر را در xj ای آن  در
. ا ای از  ری ر دارای

ورت ا در رد. ذ را (  . ) وا ‐ و رم PDE اه د د رض .  .  . 
ر ا لاوه ود. ا  را از د ر غ و ا وا ام

از ا را ای و  و ا وا از ارزی ای رده 
دارد. ود و xj uν ای  

.[ ٠] برهان.
PDE اه د از وا ‐ و رم ود و ا د ا

را ا . ا ده اه د از ا ا وا ای ر غ ام رای رو ای  
داد ا آن وا ای ر غ داد ر ا رد ذ وا  ‐ و رم PDE اه د

د. ا ر را اه د ای PDE

. رر  را ر ز ال ا وا روش ر درک رای
ورت (u2 = v ،u1 = u) راف ر غ ادلات اه د . ثال .  . 

R1[u, v] = vt − (u2 + 1)ux − u = 0,

R2[u, v] = ut − vx = 0, (  . )
vt رو ای ا  اول، ر وا ‐ و رم اه د ا .[ ٠] ود ر 

رم و ا را د ا . ا ut و
Λ1 = ξ(x, t, U, V ), Λ2 = ϕ(x, t, U, V ), (  . )

Kovalevskaya
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ا وا ا رای روش
از د ار ژ را ر‐لا او ر لات . ا PDE اه د رای را

EU =
∂

∂U
−Dx

∂

∂Ux
−Dt

∂

∂Ut
, EV =

∂

∂V
−Dx

∂

∂Vx
−Dt

∂

∂Vt
.

ورت (  . ) ا را رای (  . ) ادلات
EU
[

ξ(x, t, U, V )(Vt − (U2 + 1)Ux − U) + ϕ(x, t, U, V )(Ut − Vx)
]

≡ 0,

(  . )
EV
[

ξ(x, t, U, V )(Vt − (U2 + 1)Ux − U) + ϕ(x, t, U, V )(Ut − Vx)
]

≡ 0,

ادلات د. ای ر غ از وا د وا V (x, t) و U(x, t) ور ود د وا
PDE اه د Vx و Ut, Vt, Ux (  . )

ϕV − ξU = 0, ϕU − (U2 + 1)ξV = 0,

ϕx − ξt − UξV = 0, (U2 + 1)ξx − ϕt − UξU − ξ = 0 (  . )
از و ا را از و (  . ) اه د ای واب  د. و ز 

ر ر
(ξ1, ϕ1) = (0, 1), (ξ2, ϕ2) =

(

t, x− 1

2
t2
)

,

(ξ3, ϕ3) = (1,−t), (ξ4, ϕ4) =
(

ex+
1
2
U2+V , Uex+

1
2
U2+V

)

,

(ξ5, ϕ5) =
(

ex+
1
2
U2−V ,−Uex+

1
2
U2−V

)

, (  . )
ا ر ۀ ر از د ر غ ا ون ا (ξ.ϕ) ر د ا  

DtΨ(x, t, U, V ) +DxΦ(x, t, U, V ) ≡ ξ(x, t, U, V )R1[U, V ] + ϕ(x, t, U, V )R2[U, V ],

ارات وق، ۀ را ر در ا لات دادن رار اوی ا د. د  و
ΨU = EUΨ = ϕ, ΨV = EVΨ = ξ,

ΦU = ξ
∂R1

∂Ux
+ ϕ

∂R2

∂Ux
, ΦV = ξ

∂R1

∂Vx
+ ϕ

∂R2

∂Vx
= −ϕ,

Ψt +Φx = −Uξ, (  . )
، ا را از و ای ر رای (  . ) ادلات از ری رال ا ا و د و ا 

ورت (  . ) ،PDE اه د رای ر ر ا ون ا
Dtu+Dx[−v] = 0,

Dt

[

(x− 1

2
t2)u+ tv

]

+Dx

[

(−x+
1

2
t2)v − t(

1

3
u3 + u)

]

= 0,

Dt[v − tu] +Dx

[

(tv − (
1

3
u3 + u)

]

= 0, (  . )
Dt

[

ex+
1
2
u2+v

]

+Dx[−uex+
1
2
u2+v

]

= 0,

Dt

[

ex+
1
2
u2−v

]

+Dx[ue
x+ 1

2
u2−v

]

= 0,
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را د ادلات ا وا ٠
د. ا را [ ] ر ات زئ رای د. د آ

ر و  . 
و ا وا ا رای ر) و ) ود ور ور ا ر و ا ال در

ا ز .[ ] ود ارائ د، ر ذ را  را غ ا را د ادلات ای اه  د رای
، را غ ا ای رم  ا اه آ رد، ذ را  را غ ا را د ادلات اه د
د. ا ژ  را لا ر او ادلات را ا آ د را د را د ادلات اه د
اه آ د، ا ود و را غ ا از ارن ای ر ا داد ان ر و ا ا در
ارن از ا و  ا ا  ر و ر و و ا ون ا ای ار

د. د آ را غ ا از ژی) را لا ا ) ژی را لا و  ای

ژ ‐لاگرا ر او ادلات  .  . 
و U = (U1(x), · · · , Um(x)) واه د ا m و x = (x1, · · · , xn) ر غ n ا J [u] ا

ورت را د ا ده ر Ω دا روی k ۀ ر ا ا آ ای  
J [U ] =

∫

Ω
L[U ]dx =

∫

Ω
L(x, U, ∂U, · · · , ∂kU)dx, ( ٠ . )

را غ ا را J [U ] ا و ژی را لا را L[U ] = L(x, U, ∂U, · · · , ∂kU) ا د. ر ر در
v(x) آن در ا U(x) → U(x) + εv(x) ورت U از و ا ر  غ د. ا  
د. و ر  Ω دا از ∂Ω رز روی ر k − 1 ر از آن ات و ودش ا ا

L[U ] ژی را لا در ر ا ر غ
δL = L(x, U + εv, ∂U + ε∂v, · · · , ∂kU + ε∂kv)− L(x, U, ∂U, · · · , ∂kU)

= ε

(

∂L[U ]

∂Uσ
vσ +

∂L[U ]

∂Uσj
vσj + · · ·+ ∂L[U ]

∂Uσj1···jk
vσj1···jk

)

+O(ε2), (  . )

داد ان وان ز  ز ری رال ا ار د ا و ا
δL = ε(vσEUσ(L[U ]) +DiW

i[U, v]) +O(ε2), (  . )
ود: ارائ  ر ز را ا W i[U, v] و ا Uσ ژ را ر‐لا او ر EUσ

W i[U, v] = vσ

(

∂L[U ]

∂Uσi
+ · · ·+ (−1)k−1Dj1 · · ·Djk−1

∂L[U ]

∂Uσij1···jk−1

)

+vσj1

(

∂L[U ]

∂Uσij1
+ · · ·+ (−1)k−2Dj2 · · ·Djk−1

∂L[U ]

∂Uσij1j2···jk−1

)

+ · · ·+ vσj1···jk−1

∂L[U ]

∂Uσij1j2···jk−1

. (  . )

PDF Compressor Free Version 



ر و
: ا ر ز ورت J [U ] در ر ا ر غ ، ورژا د و (  . ) ا ا

δJ = J [U + εv]− J [U ] =

∫

Ω
δLdx

= ε

∫

Ω

(

vσEUσ(L[U ]) +DlW
l[U, v]

)

dx+O(ε2)

= ε

(∫

Ω
vσEUσ(L[U ])dx+

∫

∂Ω
W l[U, v]nldS

)

+O(ε2), (  . )
ال ر ردار وان n = (n1, · · · , nn) ا Ω دا از ∂Ω رز روی رال ا ر ا ∫

∂Ω

δJ از O(ε) اه آ د، ا J [U ] ر ا U = u(x) ر ا ، را ا . ا وی رون
: را ا و ود ر د ا

∫

Ω
vσEuσ(L[U ])dx = 0, (  . )

J [U ] ر ا U = u(x) ر ا ، را ا . ا Ω دا روی ده ر واه د ا v(x)

PDE اه د در د ا u(x) اه آ د، ا
Euσ(L[U ]) =

∂L[U ]

∂uσ
+ · · ·+ (−1)kDj1 · · ·Djk

∂L[U ]

∂Uσj1···jk
= 0, σ = 1, · · · ,m, (  . )

ا از U = u(x) ر ا د ا ژ  را لا ر او ادلات را (  . ) ادلات د. دق
ود. ات  ا ر ز را ا . ا ادق ادلات ا در J [u] را غ

را غ ا ر ا U(x) = u(x) وار ا ر ا .  .  . 
J [U ] =

∫

Ω
L[U ]dx,

دق (  . ) ژ را ر‐لا او ادلات در u(x) اه آ د، ا L[U ] = L(x, U, ∂U, · · · , ∂kU) ا
د.  

ر و از ر و ور ا  .  . 
ا لازم ور ا ا در . ردا وا ر و از ر و ور ا ان ا در

لات ای د از ری ارا ‐ روه J [U ] را غ ا
x̃i = xi + εξi(x, U) +O(ε2), i = 1, · · · , n,

Ũα = Uα + εηα(x, U) +O(ε2), α = 1, · · · ,m, (  . )
و ا د  و ا

v = ξ(x, U)
∂

∂xi
+ ηα(x, U)

∂

∂Uα
=

n
∑

i=1

ξi(x, U)
∂

∂xi
+

m
∑

α=1

ηα(x, U)
∂

∂Uα
, (  . )
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را د ادلات ا وا
ر ا ا و ر ا ا رار ر اوردا د. ا اوردا

∫

Ω̃
L[Ũ ]dx̃ =

∫

Ω
L[U ]dx,

از: ار (  . ) د و ژا . ا (  . ) د ای Ω ر و Ω̃

J = det(Dix̃
i) = 1 + εDiξ

i(x, U) +O(ε2), (  . )
ارت ا ر ا ، ا لات د از روه (  . ) ون لاوه، .dx̃ = Jdx ورت ا در

و ا k‐ام  ر و از لا دارای ا رار ر L[Ũ ] = eεv
(k)
L[U ]

(  . ) لات ای د از ری ارا روه ر، و ور ا در در . ا (  . )
را ر ا ا و ر ا ا J [U ] رای ارن ای

∫

Ω
(Jeεv

(k) − 1)L[U ]dx = ε

∫

Ω

(

L[U ](Diξ
i(x, U)) + v(k)L[U ]

)

dx+O(ε2), ( ٠ . )
اه آ د، ا (  . ) ارن ای دارای J [U ] ر ا ، را ا د. ا رار ر U(x) ر رای

: ا رار ر ر ز اد ا در و د د وا ر ( ٠ . ) در O(ε)

L[U ]Diξ
i(x, U) + v(k)L[U ] ≡ 0. (  . )

و لات د از واده ای ا ا (  . ) لات ای د از ری ارا روه  دا
ورت

x̃i = xi, i = 1, · · · , n,

Ũα = Uα + ε[ηα(x, U)− Uαi ξ
i(x, U)] +O(ε2), α = 1, · · · ,m, (  . )

U ذاری ا ا ṽ(k) رش ا k‐ام ر ا داد ا و ا د  و ا
. ا ادل د، د ان (  . ) و ( ٠ . ) روا و u ای

ای ؤ  دارای U(x) → U(x) + εv(x) و ا ر  غ ،(  . ) د
vα(x) = η̃α[U ] = ηα(x, U)− Uαi ξ

i(x, U),

ود  (  . ) از رو واص ر ا لاوه، د. ا  (  . ) د از لا ا

δL = εṽ(k)L[U ] +O(ε2), (  . )
ا رار ر ر ز را را ا

∫

Ω
δLdx = ε

∫

Ω
ṽ(k)L[U ]dx+O(ε2). (  . )

دار ،vα(x) = η̃α[U ] = ηα(x, U)− Uαi ξ
i(x, U) ا (  . ) و (  . ) روا ا از د

ṽ(k)L[U ] ≡ η̃αEUα(L[U ]) +DiW
i[U, η̃α[U ]], (  . )

ود. ان  (  . ) را و W i[U, η̃α[U ]] آن در
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ر و
از ری ارا روه از و ا د  و k‐ام ر داد ا v(k) د رض .  .  . 

لات د از و ا د  و k‐ام ر داد ا ṽ(k) و (  . ) لات ای د
د، ا وا د ا F (U) = F (x, U, ∂U, · · · , ∂kU) ر ا د. ا (  . ) آن ادل ری ارا

ا رار ر ر ز اد ا اه آ
v(k)F [U ] + F [U ]Diξ

i(x, U) ≡ ṽ(k)F [U ] +Di(F [U ]ξi(x, U)). (  . )
.[ ٠] برهان.

ود. ر  ز د، آ الا در آ ر ا
ده را غ ا از (  . ) ،R(x, u) اه د د رض ر). و ) .  .  . 

د ا (  . ) ژ را ر‐لا او ادلات از و ای روض، PDE اه د د، ا
د. ا L[U ] ژی را لا ا ( ٠ . ) J [U ] را غ ا U(x) = u(x) ر ا u(x) ای واب 
و د ا J [U ] از ارن ای (  . ) لات ای د از ری ارا روه د رض

ا در د. ا ده ر (  . ) ۀ را و v(x) و U(x) واه د وا رای W i[U, u] ز
ۀ را اولا ورت

η̃α[U ]EUα(L[U ]) ≡ −Di

(

ξi(x, U)L[U ] +W i[U, η̃α[U ]]
)

, (  . )
اه د از ا را از و ای {η̃α[U ]}mα=1 . ا رار ر U(x) واه د ا رای

و ا ون ا اً ا . ا (  . ) ژ را ر‐لا او
Di

(

ξi(x, u)L[u] +W i[u, η̃α[u]]
)

= 0, (  . )
. ا رار ر (  . ) ژ را ر‐لا او اه د از u = Θ(x) واب ر رای

(  . ) اد ا از ورت ا در ،F [U ] = L[U ] د رارد (  . ) اد ا در برهان.
را ود،  

ṽ(k)L[U ] +Di(L[U ]ξ(x, U)) ≡ 0, (  . )
(  . ) ۀ را از ṽ(k)L[U ] ای (  . ) ۀ را در . ا رار ر U(x) واه د ا رای
ر‐ او اه د واب U(x) = u(x) ر ا ود. ا  (  . ) اه آ د، د رار را او
(  . ) ا ون ا و ود ر  (  . ) ۀ را اه آ د، ا (  . ) ژ را لا

د. د آ

ر و  .  . 
لات د از ا ا وا ا رای را ر و ] ی ] ، ر و ، ال در

ر لات د ، J [U ] را غ ا اص، ا ا در داد. ر، الا ر
T. H. Boyer
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را د ادلات ا وا
اوردا لا د ،L[U ] آن، ژی را لا اه ر ا اوردا ری ارا ر الا

د. ا
د رض . ر .  . 

ṽ =

m
∑

α=1

η̃α(x, U, U (s))
∂

∂Uα
, ( ٠ . )

د، ا ṽ(∞) داد ا ا ر الا ر و لات د و ا د  و
η̃α[U ] ≡ η̃α[x, U, U (s)],

ر ا ا و ر ا ا J [U ] رای و ارن د ا
ṽ(∞)L[U ] ≡ DiA

i[U ], (  . )
ṽ(∞) وق ۀ را در د. ا رار ر ، Ai[U ] = Ai(x, U, ∂U, . . . , ∂rU) وا از ای و رای

ود: ر  ر ز ورت
ṽ(∞) = η̃µ

∂

∂uµ
+ η̃

(1)µ
i

∂

∂uµi
+ . . .+ η̃

(p)µ
i1...ip

∂

∂uµi1...ip
+ · · · .

و د . ر .  . 
x̃i = xi, i = 1, . . . , n,

ũα = uα + εη̃α(x, u(k)) + O(ε2), α = 1, . . . , q,

رای را غ ارن را، ا J [U ] رای و ارن ،ṽ و ا د  و ا
د. ا  J [U ]

ا از ،R(x, U) د ا ،PDE اه د د رض ر). و از ر و ) .  .  . 
ژ را ر‐لا او ادلات از ای و روض، PDE اه د ، د، ا ده را غ
ژی را لا ا ، J [U ] را غ ا از U(x) = u(x) ر ا u(x) ای وا د ا (  . )

،( ٠ . ) و ا د  و ا و لات د از ری ارا روه د. ا L [U ]

v(x)و U(x) واه د وا رای W l[U, u] ا د. ر ر در J [U ] از را غ ارن وان
ورت ا در د، ا ده ر (  . ) را و

را •

η̃α[U ]EUα(L [U ]) ≡ Di

(

Ai[U ]−W i[U, η̃α[U ]]
)

, (  . )
ا را از و ای ، {η̃α[U ]}mα=1 ، ا رار ر U(x) واه د ا رای

. ا (  . ) ژ را ر‐لا او اه د رای
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ر و
و ا ون ا •

Di

(

W i[U, η̃α[u]]−Ai[u]
)

= 0, (  . )
. رارا ر (  . ) ژ را ر‐لا او اه د از u = Θ(x) واب ر رای

U(x) → U(x) + εv(x) و ا ر  غ ،( ٠ . ) د و ا و د رای برهان.
ود: د وا ر ز ورت (  . ) اد ، را ا . ا ṽα(x) = η̃α[U ] ای ؤ  دارای

δL = εṽ(∞)L[U ] +O(ε2), (  . )
دار (  . ) از ا ا

δL = ε
(

η̃α[U ]EUα(L[U ]) +Di(W
i[U, η̃[U ]])

)

+O(ε2), (  . )
ا ر ا

ṽ(∞)L[U ] = η̃α[U ]EUα(L[U ]) +Di(W
i[U, η̃[U ]]), (  . )

J[U ] را غ ارن ( ٠ . ) و د ا آ از . ا رار ر U(x) واه د وا رای
،(  . ) از (  . ) در ṽ(∞)L[U ] ز ا ا . ا رار ر (  . ) ادلات در ، ا
د، ا (  . ) ژ را ر‐لا او اه د واب U(x) = u(x) ر ا ود.  (  . ) اد ا

د. د آ (  . ) ا ون ا و ود ر  (  . ) ۀ را اه آ
ور ذ ا ون ا اه آ د، ا ده ا ر و از ا ون ا ر ا .  .  . 

د. آ د  ز ر) و ور (ا ر و از
ا ون ا ر (  . ) لات ای د از ری ارا روه د رض برهان.

: دار در . ا رار ر (  . ) اد ا ورت ا در د. ا ده
ṽ(k)L[U ] = ṽ(∞)L[U ] = DiA

i[U ], (  . )
روه رای رط ا (  . ) اد ا ا .Ai[U ] = Di(L[U ]ξi(x, U)) آن در ور

ا ا ون ا ، ا ر ا . ا J[U ] از را غ ارن لات ای د از ری ارا
د. د آ ر و رای

ورت وردون ‐ وج اد . ثال .  . 
R[u] = uxt + g(u) = 0, (  . )

Klein-Gordon
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را د ادلات ا وا
اد ا .[ ٠] د ا اد  و ر غ ر g(u) ود ر 

د: ا ر  ز ورت ژی، را لا و را غ ا دارای
J [U ] =

∫

L[U ]dtdx, (  . )

L[U ] = −1

2
UtUx + h(U), h′(U) = g(U). ( ٠ . )

ر ز رار از وردون ـ اد ای ارن 
v1 = ut

∂

∂u
, v2 = ux

∂

∂u
, v3 = (tut − xux)

∂

∂u
, (  . )

د. ،J [U ] را غ ا رای را غ ارن وق، ارن ر د. ده ا ا
را ر ز ورژا د ای ا  ، ( ٠ . ) ژی را لا روی وق ای ارن  ا داد ا

د: د
ṽ
(∞)
1 L[U ] = −Dt

(

1

2
UtUx + h(U)

)

,

ṽ
(∞)
2 L[U ] = −Dx

(

1

2
UtUx + h(U)

)

,

ṽ
(∞)
3 L[U ] = −Dt

(

1

2
tUtUx + th(U)

)

+Dx

(

1

2
xUtUx + xh(U)

)

. (  . )
د: و ر  ز ا را ر ،(  . ) ای ارن  ر و ور ا ا

Λ1[U ] = η̃1[U ] = Ut, Λ2[U ] = η̃2[U ] = Ux, Λ3[U ] = η̃3[U ] = tUt − xUx. (  . )
ا وا ای ار ری، رال  ا ا وان ا  را اد و ا ال ا در

. ا را ا ار ر و از اده ا ا ا ا در و ا را
ژی را لا از اده ا ا ،i = 1, 2 رای را W i[U, v] ر اد دا ا . x1 = t و x2 = x د د رار

از: د ار ر اد ا . ا  (  . ) را از ر و ،( ٠ . )
W 1[U, v] = −1

2
vUx, W 2[U, v] = −1

2
vUt. (  . )

: دار ا ون ا رای (  . ) ۀ را از اده ا ا
(A1

1, A
2
1) =

(

−1

2
UtUx − h(U), 0

)

,

(A1
2, A

2
2) =

(

0,−1

2
UtUx − h(U)

)

,

(A1
3, A

2
3) =

(

−1

2
tUtUx − th(U),

1

2
xUtUx + h(U)

)

. (  . )
ر د (  . ) ا ر ا ، ا ون ا ورت ا در

Dt (h[u])−Dx

(

1

2
U2
t

)

= 0,

Dx (h[u])−Dt

(

1

2
U2
x

)

= 0,

Dt

(

1

2
xU2

x + th[u]

)

−Dx

(

1

2
tU2

t + xh[u]

)

= 0, (  . )
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ر و
د. ا را [ ] ات، ا ر ات زئ ده ا رای د. د آ

ر و ای حدود   .  . 
ا وا ا ور ر و از اده ا رای ذا ای دود 

ود وط  ر را غ ای اه  د ا آن  او دارد. ود و R(x, u) اه د و
داد در د. ا اق ا ود د ا R(x, u) ا ر ا ( ر ) ده ر
ر ات زئ از لاع ا رای د. ا ان وا ای ر غ داد ا د ا اه د ای PDE

ژی را لا رای ر ول ر د ا لاوه د. ا را [ ] و [ ٠] را د وا  
د. را د را غ اه د آن ژ را ر‐لا او ادلات ا L[U ]

دارد. ود و رات غ PDE اه د از را غ ای ارن  ا در لا
ای ر غ ات وا و ای ارن  د ا روض، PDE اه د رای ، ا اول
د ا L[U ] ژی را لا رای ر ول ر ا از د دوم، . ا ر ورد ر ا را وا

د، اوردا دار را L[U ] ژی را لا اه، د ای ارن  از دام ود رر
. ا را غ ارن ارن، دام

وردی) ر ) لات ای د را ز ، ا ات وا ر و روش ام، را
دارای ود د ا د ا ا را غ ا دارای ادلا اه د

د. ا را غ ا
روش ا د. ا وق  ائ ام از ارغ ا وا ا رای روش

رد. ار وان د،  ا ا د ا را غ PDE اه د ر رای ور را
. ژی را لا ود و دم ا ود و از ا لا ا دا رای زو لاوه

ود ا  ر ا ا د. ا ات  اب ا از روش
د. ار ا  وا را ا وا وردی) ر ) لات ای د

در د، رار ر U(x) د ا وا د ا ر رای (  . ) ادلات روش در
ادلات و  ر ز ا ار ن  ۀ ادلات ، را غ ای اه  د در ور

ادلات ا را ادلات ر از د. ا را
. و ای ارن 

وان د  ا ده آ د آن ژی را لا و د ا را غ ا دارای PDE اه د ر ا
روش از اده ا ا دا، ا ر ا ود. ر ر و روش ا را روش

دام ر را غ ای ارن  و ا را و ا وا وط ر ا را
را دام ر ا ر ا ورژا د رم را غ ارن ر رای دوم، ر در رد. ا را
اط ار در (  . ) ول ر از اده ا ا وم، ر در آورد. د ر و ور ا و

روش ر ا ا ا . ا را ا وا (  . ) ر و ول ر ا
ار و د د وا رف ر ا ا ر ر ا ر ا ا و ار ا ان
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را د ادلات ا وا
. ا ا ان

وف راگ ا روش  . 
، را د ادلات رای ژی را لا ا واری د ز و ر و ای دود  ر
ر غ را د ادلات رای ا ا اد از دی د ر [ ] اش ا در وف را ا
آورد. د ( ر غ ا ) واه د را د اد ر رای ژ را لا و رد ارائ

وا ای ر غ داد ا ادلا داد را د ادلات اه د ر رای ، را ا
ای ارن  ام ا ا ادلات ا آ از رد. اده ا ر و از وان د  ا ر را
ای روه  از ر ا ا وا ان ر ا وان د  ر ارث  را ا اد
دون رو ا وا و ود رار ر د) لا ) ر الا ر وردی، ر ارن ای،

از اده ا ا ا در رد. ا را د ادلات رای لا ژی را لا
. ارائ د ا وا ا رای د ول ر [ ] و [ ] ، [ ] وف را ا

ر غ n ا k ر از R (x, u) := ∆σ [u] زئ ات ا را د ادلات اه د
ر ز ورت N = m رض ا u =

(

u1, . . . , um
) وا ر غ m و x =

(

x1, . . . , xn
)

د: ر ر در
∆α [u] = ∆α

(

x, u, ∂u, . . . , ∂ku
)

= 0, α = 1, . . . ,m. (  . )
ر ا

L =
m
∑

β=1

vβ∆β
(

x, u, ∂u, . . . , ∂ku
)

, (  . )

ادلات ورت درا د، ا (  . ) را د ادلات اه د رای راردادی ژی را لا
ورت ،(  . ) اه د رای ا ا

(∆α)∗
(

x, u, v, ∂u, . . . , ∂ku, ∂kv
)

=
δL

δuα
= 0, (  . )

ر ،δ/δuα و د د د وا ای ر غ v =
(

v1, . . . , vm
) ود ر 
را ا ، ا ژ را ر‐لا او

δ

δuα
=

∂

∂uα
+

∞
∑

s=1

(−1)sDi1 · · ·Dis

∂

∂uαi1···is
, α = 1, · · ·m, ( ٠ . )

رد. اره ا آن وان  
اه ر د و ر غ اق ا ود را (  . ) را د ادلات اه د . ر .  . 

ذاری ا ا ،(  . ) اه د از u ای واب  روی (  . ) ا ا اه د
vα = φα (x, u) α = 1, . . . ,m,
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وف را ا روش
ر د ارت د. دق ،φ(x, u) ̸= 0 وری

(∆α)∗
(

x, u, φ(x, u), . . . , u(s), φ(s)
)

= λβα∆
β , (  . )

ورت ا  φ(σ) و د را ا λβα = λβα (x, u, ∂u, . . . , ∂su)

φ(σ) = {Di1 · · ·Diσ (φ
α(x, u))}, σ = 1, · · · , s,

د. φ = (φ1, · · · , φm) و v = (v1, · · · , vm) دی m ای ردار φ و v و
ادلات اه د وق، ر در . ا رده ر ز ا ر غ ا ا ود وم
،(  . ) از ده آ د ا ا اد اه ر د، و اق ا ود داً ا را (  . ) را د
و ،v = φ(u) ذاری ا ا ود. λ ر ا اد ود د u = v ذاری ا ا

را د ادلات اه د د ا رار ر φ′(u) ̸= 0 و φ′(u) = ∥∂φ′(u)
∂uβ

∥ رط ور در
اه د د ا u و x ا v = φ(x, u) ذاری ا اه ر د. ا اق  ا ود را (  . )
اق ا ود را آن ،v = φ

(

x, u, ∂u, . . . , ∂ku
) ر ا و د ا اق  ا ود را ادلات

د. ا را  د ذاری ا ا ر غ
KdV اد . ثال .  . 

ut = uxxx + uux,

ژی را لا .[ ] ا را اد ا ا ودا وع دار د د. ر ر در
از: ا ارت اد ا رای راردادی

L = v(ut − uxxx − uux) = vut − vuxxx − vuux.

ورت اد ا رای ز ژ را ر‐لا او ر
δ

δu
=

∂

∂u
−Dx

∂

∂ux
−Dt

∂

∂ut
−DxDxDx

∂

∂uxxx
,

: ود د وا ر ز ورت اق ا اد ا ر ا ود. ر 
δL

δu
= −vux −Dx(−vu)−Dt(v)− (Dx)

3(−v)

= uvx − vt + vxxx,

اد KdV اد د. د وا د KdV اد u v د ا وح و
. ا اق ا ود داً ا

ا در را وج ر غ اد . ثال .  . 
utt − uxx + u2t − u2x = 0,
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را د ادلات ا وا ٠
از: ا ارت اد ا رای راردادی ژی را لا د. ر ر در
L = vF = vutt − vuxx + vu2t − vu2x.

ر غ اد رای ا ا اد د د وا ژی را لا ا ر ژ را ر‐لا او ر ال ا ا
:[ ] ا ر ز ورت وج

F ∗ =
δL

δu
= vtt − vxx − 2vutt − 2utvt + 2vuxx + 2uxvx = 0, (  . )

داً ا اد ا د د وا د ر غ وج اد u v د ا وح و
رم راردادی ژی را لا دا ا ، ر ر  در v = φ(u) ال . اق ا ود

L = φutt − φuxx + φu2t − φu2x, (  . )
: ر ر  را اد از ر ا را آن ا ر ز ورت ا ا اد

φ′(2utt − 2uxx − u2t + u2x) + φ(−2utt + 2uxx) + φ′′(u2t − u2x) =

= λ(utt − uxx) + λ(u2t − u2x),

اد وج ر غ اد v = eu ذاری ا ا ا در  ات ا ام ا ا
ود. د  اق ا ود

ر غ دوم ر ا اد . ثال .  . 
ut = (f (u)ux)x + (g (u)uy)y + (h (u)uz)z , (  . )

ا د ر ا رارت ار ا ر د و  رد ا ا واد ا را رارت ال ا
ا و د h (u) ،g (u) ،f (u) واه د و را .[ ] ا

د
f ′ (u) ̸= 0 g′ (u) ̸= 0, h′ (u) ̸= 0. (  . )

ورت (  . ) اد ده داده رم
F ≡ −ut + f (u)uxx + g (u)uyy + h (u)uzz + f ′ (u)u2x + g′ (u)u2y + h′ (u)u2z,

از: ا ارت (  . ) ا ا اد (  . ) را از اده ا ا و د ا  
F ∗ ≡ −vt + f (u) vxx + g (u) vyy + h (u) vzz = 0.

لازم ات و v = φ(t, x, y, z, u) ذاری ا ا
vα ≡ Dα (φ) = φuuα + φα, α = t, x, y, z,

vαα ≡ D2
α (φ) = φuu2α + φuuu

2
α + 2φαuuα + φ2α, α = t, x, y, z,
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وف را ا روش
: دا وا ،(  . ) ر غ ا ا ود رط در

λ = 0, φu = 0, vt = φt, vxx = φxx, vyy = φyy, vzz = φzz.

ود، داده  ا ر ز را ر غ ا ا ود رط در
−φt + f (u)φxx + g (u)φyy + h (u)φzz = 0.

: دار (  . ) را و h (u) ،g (u) ،f (u) لال ا ا
φt = 0, φxx = 0, φyy = 0, φzz = 0.

: ر ر ز را اه د در الا ادلات از
v = a1xyz + a2xy + a3xz + a4yz + a5x+ a6y + a7z + a8, (  . )

. ا ادق (  . ) در v ذاری ا ا ر غ ا ا ود را در اد را ا
،(  . ) را د ادلات اه د رض وف) را ا ) .  .  . 

ر الا را و وردی ر ارن ای، ر ورت ا در د. ا ر غ اق ا ود اد
Ci ای ؤ  ود  ،Di

(

Ci
)

= 0 رم ا ون ا ر ،(  . ) اه د
د: د آ ر ز را از

Ci = ξiL+W σ

[

∂L

∂uσi
−Dj

(

∂L

∂uσij

)

+DjDk

(

∂L

∂uσijk

)

− . . .

]

(  . )

+Dj (W
σ)

[

∂L

∂uσij
−Dk

(

∂L

∂uσijk

)

+ . . .

]

+DjDk (W
σ)

[

∂L

∂uσijk
− . . .

]

+ . . .

.L = vβ∆β و W σ = ησ − ξjuσj آن در ور
د: ر ر در را ر و ری اد ا برهان.

v +Di(ξ
i) =Wα δ

δuα
+DiN

i. (  . )
ورت و ا د  و v اد ا ا در

v = ξi
∂

∂xi
+ ηα

∂

∂uα
+ ζαi

∂

∂uαi
+ ζαi1i2

∂

∂uαi1i2
+ · · · , (  . )

ورت داد ا ول ر ا آن را ر د و د واه د وا آن در ηα و ξi را ا
د: و ا  ر ز

ζαi = Di(W
α) + ξjuαij , ζαi1i2 = Di1Di2(W

α) + ξjuαji1i2 . ( ٠ . )
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را د ادلات ا وا
داده ر ز ۀ را ا Ni ر و وده ژ را ر‐لا او ر δ

δuα
،(  . ) اد ا در

ود:  
Ni = ξi +Wα δ

δuαi
+

∞
∑

s=1

Di1 · · ·Djs(W
α)

δ

δuαii1···is
, i = 1, · · · , n. (  . )

را د ادلات ای ارن  ا ا وا وا ر، و و ادآور 
ات ا ا و ا ده ات ا رات غ اب ا داً ا ود، رات  غ ول ا از
ر در ر ز ورت را ژ را ر‐لا او ادلات ا . ا آن رای ز ا وا در

: ر
δL

δuα
= 0, α = 1, · · · ,m. (  . )

ز و ود ر  ذ ارن وان (  . ) اد و (  . ) د و رض ز و
رات غ رال ا

∫

L(x, u, , u(1), · · · )dx,

: دا وا را ر ز اوی د، ا ا  اوردا v د و ا لات د روه
v(L) +Di(ξ

i)L = 0. (  . )
: ورت ا ، ال ا L روی را (  . ) ۀ را وی دو ر ا ، را ا

v(L) +Di(ξ
i)L =Wα δL

δuα
+Di[N

i(L)],

ای ؤ  ا ردار د د وا ،(  . ) و (  . ) ر ر در ا
Ci = Ni(L), 1 = 1, · · · , n, (  . )

ا ون ا ۀ اد در
Di(C

i)
∣

∣(  . ) = 0, (  . )
ای دود  را (  . ) ر ، ا وا ۀ ا ام در د. دق 
را ان ر ا و د د وا ا (  . ) ۀ را از ا Ci و رد وا ژی را لا در ر در

د. ا 

د: ر ر در را ر ز ورت ۀ ر و را د اد . گزاره .  . 
L[y] = a0y

(s) + a1y
(s−1) + · · ·+ as−2y

′′ + as−1y
′ + asy, (  . )
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وف را ا روش
ورت ر ا ا ا را د L[y] و ai = ai(x)

L[y] = Dx

(

Ψ(x, y, y′, · · · , y(s−1))
)

, (  . )
z = ϕ(x) ر ا ا و ر ا ا (  . ) اد رای ری رال ا ا ϕ(x) ا د. ا

ا ا ۀ اد از واب ϕ(x) ̸= 0

L∗[z] = 0, (  . )
ا را (  . ) اد ۀ ر وان  (  . ) ا ا اد از ϕ(x) واب دا ا د. ا

اد از ری رال ا
ϕ(x)L[y] = Dx

(

Ψ(x, y, y′, · · · , y(s−1))
)

,

آن و و
Ψ(x, y, y′, · · · , y(s−1)) = C1, (  . )

ود: ر  ر ز ۀ را ا Ψ و واه د ا C1 (  . ) اد در داد. ا
Ψ = N(zL[y])

∣

∣

w=y
. ( ٠ . )

.[ ] برهان.
:[ ] د ر ر در را ر ز دوم ۀ ر اد . ثال .  . 

f ′′ +
sinx

x2
f ′ +

(

cosx

x2
− sinx

x3

)

f = 0. (  . )
را ز د دق  δF

δf = 0 را د رط در اد ا رف
δ

δf

[

f ′′ +
sinx

x2
f ′ +

(

cosx

x2
− sinx

x3

)

f

]

=
sinx

x2
.

(  . ) ۀ اد رای ا ا اد رد. ار وان آن  ورد در را (  .  . ) زاره ا ر ا
را ز ورت

z′′ +
sinx

x2
z′ +

sinx

x3
z = 0.

: دار ( ٠ . ) در آن ذاری ا ا ، ا z = x وق ا ا اد رای د واب
Ψ = N

[

xf ′′ +
sinx

x
f ′ +

(

cosx

x
− sinx

x2

)

f

]

=
sinx

x
w − w + xw′.

ود: و  ر ز ورت اد ا رای (  . ) ۀ را را ا
xf ′ +

(

sinx

x
− 1

)

f = C1.
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را د ادلات ا وا
ورت را (  . ) اد رای واب اول ر اد ا از ری رال ا ا

: د آور ر ز
f =

(

C2 + C1

∫

1

x2
e
∫

sin x

x2
dxdx

)

xe−
∫

sin x

x2
dx.

د: ر ر در را ر اک اد . ثال .  . 
ut = (u4)xx + (u3)x. (  . )

ورت اد ا رای راردادی ژی را لا
L = v

(

ut − 4u3uxx − 12u2u2x − 3u2ux
)

, (  . )
از: ا ارت آن رای ا ا اد و ا

F ∗ ≡ −vt − 4u3vxx + 3u2vx. (  . )
v = C ر ا اق ا ود ر غ اد اد ا ا در  ات ا ام ا ا

ا اد ا رای را ا وا وا  .[ ٠] ا ا دد C ا
د: ر ز ورت ر اک اد ای ارن  .

v1 =
∂

∂t
, v2 =

∂

∂x
, v3 = t

∂

∂t
− x

∂

∂x
− u

∂

∂u
. (  . )

اد ای واب  روی (  . ) ژی را لا ون و اد ودن اق ا ود ر غ و ا
ود و ای و  ا و ود ذف (  . ) را از را ξL وان ود  ر 

رد: و از ر ز ورت اد ا رای را (  . ) را ژی را لا در
Ci =Wα

[

∂L

∂uαi
−Dj

(

∂L

∂uαij

)]

+Dj(W
α)

[

∂L

∂uαij

]

. (  . )
ر ز ا ای ردار  v = A ذاری ا ز و (  . ) ژی را لا و وق را از اده ا ا

د: و ا 
C1 =WA, (  . )
C2 =W [−24u2uxA− 3u2A−Dx(−4u3A)] +Dx(W )(−4u3A).

ورت ا ردار W = −ut ا v = ∂
∂t ر :v1 ر رای ا ون ا

د: را د ر ز ای ؤ  ا C = (C1, C2)

C1 = −Aut, C2 = A
(

12u2uxut + 3u2ut + 4u3utx
)

. (  . )
رض د. ر وا د د ا وا ر ز د ر و د ات ام ا ا ال

د:
C1|(  . ) = C̃1 +D2(H

2) + · · ·+Dn(H
n). (  . )
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وف را ا روش
ارز ردار ا د وا  C = (C1, C2, · · · , Cm) ا ردار را ا

C̃ = (C̃1, C̃2, · · · , C̃m) = 0, ( ٠ . )
از: د ار آن ای ؤ  ود ز ا

C̃1, C̃2 = C2 +D1(H
2), · · · , C̃m = Cm +D1(H

m). (  . )
ر ودن ر ذ ای ا  ا ر ،( ٠ . ) ردار C = (C1, C2, · · · , Cm) ردار از دن ر

: ا ا ا وار ا
D1D2(H

2) = D2D1(H
2), D1Dn(H

n) = DnD1(H
n),

ا اد را ا
[

Dt(C
1) +Dx(C

2)
]

∣

∣

∣(  . ) = 0, (  . )
: ا ر ز ا ۀ اد ا ارز C = (C1, C2, · · · , Cm) ردار رای

[Di(C̃i)](  . ) = 0.

ا ای ردار (  . ) ردار رای وق ات ر ر در ا
C̃1 = −Aut − utx, C̃2 = A

(

12u2uxut + 3u2ut + 4u3utx
)

+ utt, (  . )
ود: د وا ر ز ورت (  . ) ای ردار رای ا اد د. ر وا
Dt(C̃1) +Dx(C̃2) = Autt − uttx + 24Auutu

2
x + 12Au2utuxx + 24Au2uxutx

+6Auuxut + 3Au2utx + 12Au2uxutx + 4Au3utxx + uttx

∣

∣

∣(  . ) = 0.

ا ردار W = −ux ا v = ∂
∂x ر :v2 ر رای ا ون ا

: دارا را ر ز ای ؤ  ا C = (C1, C2) ورت
C1 = −Aux, C2 = A

(

12u2u2x + 3u2ux + 4u3uxx
)

. (  . )
ال ا ا و −Aux − uxx +Dx(ux), ورت را C1 ر ا رد ده ا وان  

: دار C2 C1 از Dx(ux)

C̃1 = −Aux − uxx, C̃2 = A
(

12u2u2x + 3u2ux + 4u3uxx
)

+ utx. (  . )
W = −u− tut+xux ا v = t ∂∂t −x ∂

∂x −u ∂
∂u ر :v3 ر رای ا ون ا

ود: ر  ز ای ؤ  ا C = (C1, C2) ورت ا ردار ر
C1 = A(−u− tut + xux),

C2 = A(12u3ux + 3u3 − 12xu2u2x − 3xu2ux

+12tu2uxut + 3tu2ut − 4xu3uxx + 4tu3uxt). (  . )
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را د ادلات ا وا

س روش سازی  . 
را ود، و ا ون ا ای ا  و ا ار ا در روش ده

ات و وا ای ر غ اس را د ای دو ، ورت د ا ا روش ا در
ا ای ول  ر ا ا ا د ا ادق ورژا د ا در رد و ا آن 

در ور در د، ر ود دف د ا دد  لات از ری رال ا ا ولا
ان ا اد ری رال ا ا الا را ات ا PDE اه د ده وارد

وا ا وا ا رای ری د روش ر ا در د. ا ر  ذ
ای ا  و ا ار ا در را روش ده د وا ادی  ز د ا ، ردا

. د ر ا ون ا

ان‐پ ر روش ور ا  .  . 
د رد ارائ ا وا ا رای را رو لاس دا و ان ر و ٠ ٠ ال در

[ ، ] ا وار ا را د د و ر رات، غ اب از ا روش  اس ا ر
: ا ر ز رح و ا وا ا رای ان‐ ر ور ا .

را t ر ا ا ا د. ا ا ورت د ا ر ورد PDE روش ا در .
اس ا ر د ا t u وا ر غ ر ر در ا ر غ وان

ود. ان وا ات ر د
د ر ر در لا از ( ا را ا ) ر ورت را ا ا .

د. ا اوردا PDE ا ای ارن
ا از و رد ذف اد از را ut لات وان ا ا رم اد ون .

اده ا دارد؛ ر ا ر را ا ده، ا ا د ارت ر ر او ر ر ا ا
ر در را اه، د ا ا . ر ا را از اه د ا ود

د. و ا ده ر
د وا ر ادا در ) ، و و و ر از اده ا ا را دن از .

د. و ا  روض، را ا ر ا ای ار د.)
د. و ا ده آ د ای ار و ا ا ر ا ا وا .

ود، و ا رم د ا روض اد ا ا روش ا ال ا ای دود  از
د ا ده ر ر در ا آ دوم دود دارد. ود و ا ا

Willy Hereman Douglas Poole

PDF Compressor Free Version 



روش ازی
، ادا در د. ا ود و ا ارن  ا د ا ا ای ارن  دارای

ر ، را ا . رداز  ، ا ده رح [ ] در اص و و و ر ر
ای ر ر [ ، ٠] در ده رح ای ر ا ، ذ در ده ر و و و

د. ا اوت  د، و ا  ر الا ر ر او
ؤ دو ا ، ا رداری ر دی، دو و و و ر . ر .  . 

(

Hx
u(x,t)(f), H

t
u(x,t)(f)

)

, (  . )
آن در

Hx
u(x,t)(f) =

∫ 1

0

q
∑

j=1

Ixuj (f)[λu]
dλ

λ
,

Ht
u(x,t)(f) =

∫ 1

0

q
∑

j=1

Ituj (f)[λu]
dλ

λ
, (  . )

از د ار It
uj(x,t)

(f) و Ix
uj(x,t)

(f) رال ا ر ز وا و

Ixuj (f) =

Mj
1

∑

k1=1

Mj
2

∑

k2=0

[

k1−1
∑

i1=0

k2
∑

i2=0

Bxuj
xi1 ti2

(−Dx)
k1−i1−1(−Dt)

k2−i2

]

∂f

∂uj
xk1 tk2

,

Ituj (f) =

Mj
1

∑

k1=0

Mj
2

∑

k2=1

[

k1
∑

i1=0

k2−1
∑

i2=0

Btuj
xi1 ti2

(−Dx)
k1−i1(−Dt)

k2−i2−1

]

∂f

∂uj
xk1 tk2

, (  . )
د ار ا ر را د. ا t و x ،u در f ات ر M j

2 و M j
1

از
Bx = B(i1, i2, k1, k2) =

(

i1+i2
i1

)(

k1+k2−i1−i2−1
k1−i1−1

)

(

k1+k2
k1

) , ( ٠٠ . )

Bt = B(i1, i2, k1, k2) =

(

i1+i2
i2

)(

k1+k2−i1−i2−1
k2−i2−1

)

(

k1+k2
k2

) . ( ٠  . )
ؤ ا ، ا رداری ر دی، و و و ر . ر .  . 

(

Ht
u(t,x,z)f,H

x
u(t,x,x)f,H

z
u(t,x,x)f

)

, ( ٠  . )
ا ر ز رم x ؤ آن در

Hx
u(t,x,z)(f) =

∫ 1

0





q
∑

j=1

Ixuj (f)



 [λu]
dλ

λ
, ( ٠  . )

از ا ارت Ix
uj(t,x,z)

(f) رال ا ر ز ا د. و ر  ا ور z و t ای ؤ  و

Ixuj (f) =

Mj
1

∑

k1=1

Mj
2

∑

k2=0

Mj
3

∑

k3=0

[

k1−1
∑

i1=0

k2
∑

i2=0

k3
∑

i3=0

Bxuj
xi1 ti2zi3

(−Dx)
k1−i1−1(−Dt)

k2−i2(−Dz)
k3−i3

]

∂f

∂uj
xk1 tk2zk3

. ( ٠  . )
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را د ادلات ا وا
ورت وق را در ا ر ر

Bx =

(

i1+i2+i3
i1

)(

i2+i3
i2

)(

k1+k2+k3−i1−i2−i3−1
k1−i1−1

)(

k2+k3−i2−i3
k2−i2

)

(

k1+k2+k3
k1

)(

k2+k3
k2

) , ( ٠  . )

د. ر ا Bz و Bt ،Iz
uj
f ،It

uj
f ا ور ود. ر 

F ون ا د، ا د ا f = f
(

t, x,u(M) (t, x)
) د رض .  .  . 

دو ا رای ورت ا در .f = DivF د ا ود و F = F
(

t, x,u(M−1) (t, x)
) ورت

ا در ا ور . ا رار ر F = Div−1 (f) =
(

Ht
u(t,x) (f) , H

x
u(t,x) (f)

) را دی
.F = Div−1 (f) =

(

Ht
u(t,x,z) (f) , H

x
u(t,x,x) (f) , H

z
u(t,x,x) (f)

) دار دی
.[ ] برهان.

ده س روش  .  . 
ر ود. ازی  اده ر ار در روش ور ا د ده ا و ا

ا وا ا ا را و ا رای ا ا ر ر در
ات ر ا ود اده ا از دارد ود و ان ا ا ر ا در . ا و
از اده ا ا ود. دودی ا ای ر غ وا ر غ
وان را  PDE اه د رال ا ای ور ا . ا PDE اه د رای رال ا ور ا ور د
ای ور ا در ا ر ود. ا اده ور د ا زار ا رم ا
وارد ر ا در د و ر  ا ا را در ا ر ا د و ر  ا رال ا
ر ورد ات ر ا ، ا را ر ر در ام را ا . ا ان

. ر ر در رال ا ای ور ا ات ر ا را
و ا ار ا د اق ا ا روش ور ا وم ر در د ر غ
ادلات وارد ر در را د. و ا  (  . ) ا ورت ا 

ا در د. ا ا  PDE ای اه  د و ادلات از رای (  . )
ار ا رای دی زار ا ا را  ا ا  و ا ار و و و ر از اده ا ا ر

: و  از ر ز ورت را روش ور ا د، ان را غ ا . ا
ده ر ا ات ر دن رای را R (x, u) اه د رال ا ای ور ا .

د. ا ا زار ا رم ا را در
رم آن در را وی ا  R(x, u) را د ادلات اه د رای .

د. رداز {Λσ (x, U, . . . , ∂rU)}lσ=1

ا را ام ا ور  u(x) واه د ا رای را (  . ) ادلات .
د. ا  
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روش ازی
د. ا اده ا Φi[u] ا را ا ر ا ای ار ا رای و و و ر از .
رای DiΦ

i (x, u, . . . , ∂ru) = 0 ا ون  ا ، ا ر و ار ر ، ا در .
د. u(x) د ای واب ام

ور ان د. ر ر در را F [x, u] = ut−uux−uxxx = 0 رم KdV اد . ثال .  . 
د: ا ر ز ورت KdV اد رای را ، ا ده آ روش در

Λ1 = 1,

Λ2 = u,

Λ3 = tu+ x,

Λ4 =
u2

2
+ uxx,

.[ ] آورد د ان‐ ر روش از اده ا ا را ا وا وان  Λi ر ا ر ا
ر ا ر ا ا وا ات، ا ولا د رو د ا ا در

Λ3 = tu+ x, ( ٠  . )
را f دا ا ود. اب  ا ا آ آوردن از د ا ا  ا ر ا و د آور را

ورت F اد در Λ3 ر از ر ا ورت
f = Λ3.F [x, u] = (tu+ x)(ut − uux − uxxx), ( ٠  . )

را ا و د ا و ر tو x ر ر . و  
از: ا ارت اد ا رای (  . )

Itu(f) =

3
∑

k1=0

1
∑

k2=1

[

k1
∑

i1=0

k2−1
∑

i2=0

Btuxi1 ti2 (−Dx)
k1−i1(−Dt)

k2−i2−1

]

∂f

∂uxk1 tk2
.

: دا وا ، ر ر در k2 = 1 و k1 = 0 را ا در ر ا
Itu(f) =

[

0
∑

i1=0

0
∑

i2=0

Btu(−Dx)
0(−Dt)

0

]

∂f

∂ut
= u(tu+ x),

ψtu(x,t)(f) =

∫ 1

0
(It(f))[λu]

dλ

λ
=

∫ 1

0
(λu(λtu+ x))

dλ

λ

=
u2

2
t+ xu,

رال ا ر ز ا رای د. د وا ر (k1 = و3 k1 = و2 k1 = 1) ا k2 = 1 ای ا  ر ا
را ا Ixu(f)

Ixu(f) =

3
∑

k1=1

1
∑

k2=0

[

k1−1
∑

i1=0

k2
∑

i2=0

Bxuxi1 ti2 (−Dx)
k1−i1−1(−Dt)

k2−i2

]

∂f

∂uxk1 tk2
, ( ٠  . )

: دا وا را ر ز الات ، ای Ki رای آن دی ا ا ود د وا
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را د ادلات ا وا ٠
k2 = 0 و k1 = 1 : ( ) ا چ

Ix1 =
[

∑0
i1=0

∑0
i2=0B

xu(−Dx)
0(−Dt)

0
]

∂f
∂ux

= −u(tu2 + ux),

k2 = 0 و k1 = 2 : ( ) ا چ
Ix2 =

[

∑0
i1=0

∑0
i2=0B

xu(−Dx)
0(−Dt)

0
]

∂f
∂ux

= −u2(tu+ x),

k2 = 0 و k1 = 3 : ( ) ا چ
Ix3 =

[

∑2
i1=0

∑0
i2=0B

xuxi1 ti2 (−Dx)
2−i1(−Dt)

0
]

∂f
∂uxxx

,

i2 = 0 و i1 = 0 : ( * ) ا ••

Ix3∗1 = Bx
[

u(−Dx)
2(−Dt)

0
] ∂f
∂uxxx

= −tuuxx,

i2 = 0 و i1 = 1 : ( * ) ا ••

Ix3∗2 = Bx
[

ux(−Dx)
1(−Dt)

0
] ∂f
∂uxxx

= ux(tux + 1),

i2 = 0 و i1 = 2 : ( * ) ا ••

Ix3∗3 = Bx
[

uxx(−Dx)
0(−Dt)

0
] ∂f
∂uxxx

= −uxx(tu+ x),

ورت رال ا ر ز ا از x ؤ را ا
Ix(f) = −u(tu2 + ux)− tuuxx + ux(tux + 1)− uxx(tu+ x),

د: د آ ر ز ورت ، Λ3 ر ا ر ا ده د و ار ذا ود. د وا
ϕx =

∫ 1
0 (I

x(f))[λu]dλλ =
−1

3
tu3 − 1

2
u2x+

1

2
tu2x − tuuxx − xuxx + ux. ( ٠  . )

رد ا را ا وا ز Λ4 و Λ2و Λ1 را ا ر ا وان ا  ر
. ا رده لا (  . ) دول در را آن ا

ر س را د ادلات گ س پا وا  . 
ا ا د. ان د را ا ا ود وم ا ا وا ا

وا اق ا ود ر غ ا و را د ادلات ام ای ارن  ا وا
داد. وان ز  ر را د ادلات را ا ا ود وم . ا
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ر را د ادلات ا وا

ان‐ ر روش از اده ا ا Λi را ا ر ا ای ار و ا : دول . 
Λi ψti ϕxi

Λ1 = 1 ψt1 = u ϕx1 = −1
2
u2 − uuxx

Λ2 = u ψt2 =
1
2
u2 ϕx2 = 1

2
u2x − 1

3
u3 − uxx

Λ3 = tu+ x ψt3 =
1
2
tu2 + xu ϕx3 = −1

3
tu3 − 1

2
u2x+ 1

2
tu2x − tuuxx − xuxx + ux

Λ4 =
1
2
u2 + uxx ψt4 =

1
6
u3 + 1

2
uuxx ϕx4 = −1

8
u4 − 1

2
(uuxt + u2uxx − uxut − u2xx)

را ر را د ادلات رای ا وا ا د رو ا ا در
را وج ‐ ر اد ر ای ارن  (  .  . ) ال در در . رح د ال

: و ر ز وان را  اد ا ر غ ر . ا
F ≡ utt − uxx − uyy − ε(ut − u3t ) = 0. ( ٠ . )

:[ ] ود ر  ر ز ورت وج ‐ ر اد رای راردادی ژی را لا
L = v[utt − uxx − uyy − ε(ut − u3t )]. (  . )

از: ا ارت ( ٠ . ) ر غ ر رای F ∗ ا ا ر ، را ا
F ∗ ≡ δL

δu
= vtt − vxx − vyy + εvt − 3εvtu

2
t − 6εvututt, (  . )

ا ر ز رم ا ژ را ر‐لا او ر δ
δu آن در

δ

δu
=

∂

∂u
+

∞
∑

s=1

(−1)sDi1 · · ·Dis

∂

∂ui1,···is
. (  . )

ر د ور ر ر ر ا ا اق ا ود ر ور را ( ٠ . ) اد
ورت

v ≈ φ(t, x, y, u) + εψ(t, x, y, u), (  . )
اد در ر ور (  . ) ر ا F ∗ و ( ٠ . ) ر ا F د ا ود و ان

د: ا ادق ر ز ε در د اول ر ا
F ∗
∣

∣

v=φ+εψ
= λF. (  . )

ا اق ا ود ر غ utt−uxx−uyy = 0 لال ا ر غ اد د ا دا و
ذاری ا ا vtt − vxx − vyy = 0 ا ا اد ا

v = a1txy + a2tx+ a3ty + a4xy + a5t+ a6x+ a7y + a8u+ a9, (  . )
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را د ادلات ا وا
ر ال د ( ٠ . ) لال ا اد ا در . ا a1, · · · a9 واه د وا ا

رم ا v

v = a1txy + a2tx+ a3ty + a4xy + a5t+

+a6x+ a7y + a8u+ a9 + εψ(t, x, y, u). (  . )
(  . ) اد در ε دون ،F ∗ از (  . ) ر در (  . ) ذاری ا از د .
(  . ) اد د. را د λ = a8 و ود ذف  (  . ) ذاری ا ار ا ا

: ا و  از ر ز ورت را
εut(2ψtu + a8) + εu2t (ψuu − 3a1xy − 3a2x− 3a3y − 3a5) + εuttψu − 2εuxψxu

−εu2xψuu − εuxxψu − 2εuyψyu − εu2yψuu − εuyyψu − 3εu3ta8

+εututt(−6a1txy − 6a2tx− 6a3ty − 6a4xy − 6a5t− 6a6x− 6a7y − 6a8u− 6a9)

+ε(ψtt − ψxx − ψyy + a1xy + a2x+ a3y + a5) = −εa8ut + εa8u
3
t . (  . )

: د ) د  . ) اد از در utt ر ا
ψu = 0,

: دار
ψxu = ψuu = ψtu = ψyu = 0.

: دا وا را ر ز ا و د د وا ر (  . ) اول در ز را دو رای ا
ψtt = ψxx = ψyy = 0,

: دار وق ادلات و اد ری رال ا و ات ا از د
ψ = a10txy + a11tx+ a12ty + a13xy + a14t+ a15x+ a16y + a17.

ورت ر ا ا ود ر و ا اق ا ود اً ر وج ‐ ر اد در
: ا ر ز

v ≈ a1txy + a2tx+ a3ty + a4xy + a5t+ a6x+ a7y + a8u+ a9 + ε(a10txy

+a11tx+ a12ty + a13xy + a14t+ a15x+ a16y + a17). (  . )
ورت را ر ا وا وان ال 

[Dt(C
t) +Dx(C

x) +Dy(C
y)]
∣

∣( ٠ . ) = 0, ( ٠ . )
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ر را د ادلات ا وا
د: و و ر ز رم د وا و  د ا ای ردار Cy و Ct . از

Ci =W

(

∂L

∂ui
−Dj

∂L

∂uij
+Djk

∂L

∂uijk
− · · ·

)

+Dj(W )

(

∂

∂uij
−Dk

∂

∂uijk
+ · · ·

)

+ · · · . (  . )
(  . ) ول ر ،(  . ) ر ای ارن  از اده ا ا ( ٠  . ) وج ‐ ر اد رای

از: د ار ا ای ردار (  . ) ر ر ذاری ا و
Ct =W

[

∂L

∂ut
−Dt

(

∂L

∂utt

)]

+Dt(W )
∂L

∂utt
=W [−εv + 3εu2t v − vt] +Dt(W )v,

Cx =W

[

−Dx

(

∂L

∂uxx

)]

+Dx(W )
∂L

∂uxx
=W [vx]−Dx(W )v

Cy =W

[

−Dy

(

∂L

∂uyy

)]

+Dy(W )
∂L

∂uyy
=W [vy]−Dy(W )v, (  . )

ر در (  . ) از را v8 د و ال وان . ا v د و W ا آ در ور
: دار ا ا در د. ر

W = u− tut − xux + ε

(

−1

4
tu+

1

8
(t2 + x2)ut +

1

4
txux

)

.

ورت واه د را ا (  . ) ر ا ر ذاری ا ا را ات ا ا
ود ر . ا ر  اده  a1 = a11 = 1, a2 = · · · = a10 = a12 = · · · = a17 = 0

ورت ا ا در ر ا ا
v = txy + εtxy,

ا ارت v8 ارن رای (ε در د اول ر (در ر ا وا را ا . ا
از:

Ct = (u− tut − xux)(−εtxy + 3εtxyu2t − xy − εxy)− εxy

(

− 1

4
tu

+
1

8
(t2 + x2)ut +

1

4
txux

)

+ (−tutt − xutx)(txy + εtxy)

+εtxy

(

− 1

4
u+

1

8
(t2 + x2)utt +

1

4
xux +

1

4
txutx

)

,

Cx = (u− tut − xux)(ty + εty) + εty

(

− 1

4
tu+

1

8
(t2 + x2)ut +

1

4
txux

)

+(tutx + xuxx)(txy + εtxy)− εtxy

(

1

4
xut +

1

8
(t2 + x2)utx +

1

4
txuxx

)

,

Cy = (u− tut − xux)(tx+ εtx) + εtx

(

− 1

4
tu+

1

8
(t2 + x2)ut +

1

4
txux

)

(−uy + tuty + xuxy)(txy + εtxy)

−εtxy
(

− 1

4
tuy +

1

8
(t2 + x2)uty +

1

4
txuxy

)

.
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را د ادلات ا وا
د. ا ا (  . ) ر ای ارن  ر ا رای ا وا ا ور

اددا
دی در ار زار ا ا وا ا ر و ز ر از د، اره ا و ا
دارای ا ورد را د ادلات اه د ر ا د. را د ادلات ا در

اط ار ود. آن  رای واب ود و و ری ذ رال  ا د ا ا وا
در ار د، ا  ا درن ز در ا ا ا وا و ا ارن 

ا وا ا رای روش ا ود و ا ا .[ ] د ر ر و و د ارز ا
ا ا را د ادلات ا روش ا ا از ا وا دارای
در د ا ژ را ر‐لا او ادلات از ارن لاوه . رد ر از را د ادلات

وا ا ود و . ا رات غ رال ا دا اوردا آن و د ا ادق ا ا رط
و ر و از [ ] در د. رآ وا ا ر دد در ا دا آن ر را ر ا

د. ات  ا را ا وا ود و رای ا و لازم رط ا ده ارائ وف را ا
را د ر لات، د روه از و ا د  و ر و ری اد ا اس ا ر

وا ا رای د ارآ و اده ور ا ، ا وا ر و ای ر و ژ را ر‐لا او
در ود. ا  د، ر ذ ژی  را لا ادلا ای ارن  از اده ا ا ا
ادلا رای ر غ ا ا ا ود وم داد ان ذ رو از

ردی ار و ار ا وا ا رای د، دار را آن لا وم در ژی را لا
ز ر غ ا ادلات از ا د ر ا روش ا ا . ا
. ا را د ادلات ای اه  د رای را ا وا وان اد  و
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ص
ادلات گ س پا وا

کسری ر گرال ‐ا س را د
ا وا د، ا ژ را ر‐لا او اد را د اد ر ا دا ر

اد ا از را ای غ ای ارن  ا ر و از اده ا ا اد ا رای
را غ ا از ژ را ر‐لا او را د اد آوری  اد د. و ا 

د آن در ده را ا وان ژی را لا ا ا رات غ رال ا ازی ا
ری ات وا ژ را لا و ر ام ردی ال در ار د.  آ
ژ را ر‐لا او ادلات از اری ای ذ  د دو ول در .[ ود[ ر را

ا ا ا ر .[ ، ، ، ، ، ] ا ده ارائ ری ای واع  ا ا
وا ز واردی در .[ ، ، ، ، ، ] د ا ر و از ری

. ا ده آ د د ژی را لا دارای ا ا  د و ادلات رای ری ا
ال ا ادلات ری، ار ا اد د ا ز در رد ار ر ادلات ر اف او ا ا

لا وم ژی را لا دارای و وده ژ را ر‐لا او ادلات ری ادلات و
ا د ا ر و از اده ا ا ا وا ادلات، ا رای را ا د. آن

. ا آ ا رای دی د رد رو د از و
ادلات رای ا وا ا رای ز ا روش وف را ا و دا ا

Riewe
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ری ر رال ‐ا را د ادلات ا وا
ود وم ا ر روش ا ود. ارائ د ژی را لا د ا ر را د

ا وا ود ا وی . ا وار ا راردادی ژی را لا اس ا ر ر غ ا ا
ا اه  د ا و د ا ا ود ر غ را د ادلات ای ارن  د وا  

ور ا ر ا ای ردار ای ؤ  د. و وا ادلات ا از
رد رو ا ا د. و ا  ژی را لا ا ر ر و ای ر ال ا ا رد ات ا او
ا ا آ از ا اه  د ا و ر ادلات ا رای ا وا
.[ ، ، ، ] د و ا  ا آ ای ارن  ا د راردادی ژی را لا دارای

ان د ری، را د ادلات ر و از د ، ا در
ژی را لا دارای ری را د ادلات ا ر غ ا ا ود وم

ا وا ا رای وان وم  ا از و وده ز د آن لا وم در
. ره ادلا رای

رات غ حساب از کسری ادلات رای ر و  . 
p ا ا ا د. ر ر در ا ای وان را M = T × U ≃ Rp × Rq د
u(n) ا ا در . ا u = (u1, u2, · · · , uq) وا ر غ q و t = (t1, t2, · · · , tp) ر غ
ات ر ده د ان m ≤ α, β < m + 1 و ا n ر ا u ات ده د ان

ورت رداری دان د رض د. ری

v =

p
∑

i=1

ξi
∂

∂ti
+

q
∑

j=1

ηj
∂

∂uj
,

ورت رداری دان ا Q = (Q1, · · · , Qq) ؤ ای q و

Qσ(t, u
(1)) = ησ −

p
∑

i=1

ξi
∂uσ

∂ti
, σ = 1, 2, · · · , q,

ورت رداری دان ا n‐ام ر داد ا د. ا

v(n) = v
(n)
Q +

p
∑

i=1

ξiDi, (  . )

روا ا v
(n)
Q و vQ آن در ا

vQ =

q
∑

σ=1

Qσ(t, u
(1))

∂

∂uσ
, v

(n)
Q =

q
∑

σ=1

∑

J

DJQσ
∂

∂uσJ
,

و 1 ≤ jk ≤ p ا J = (j1, · · · , jk) ا د د ا روی وق روا در د. و داده 
. ا k ≥ 0
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رات غ اب از ری ادلات رای ر و
ورت ا در ν ∈ R

+
0 و د ا [a, b] ازه روی C1 لاس از g و f د رض . ر .  . 

: ا ر  را ر ز ذاری اد
Dν
t (f, g) = −g tDν

b f + f aD
ν
t g.

.[ ] ا t ∈ [a, b] وق را در
و ر ا ود ری  ا P (t, u, aD

α
t u, tD

β
b u) . ر .  . 

د ا ر ز رم ر ا
P (t, u, aD

α
t u, tD

β
b u) =

m
∑

i=1

P 1
i (t, u, aD

α
t u, tD

β
b u)P

2
i (t, u, aD

α
t u, tD

β
b u),

را در P 2
i و P 1

i رم وا و m ∈ N رای
Dγi
t

(

P
j1i
i (t, u, aD

α
t u, tD

β
b u)P

j2i
i (t, u, aD

α
t u, tD

β
b u)
)

= 0,

ادلات ای واب  ا روی ر j2i = 1 و j1i = 2 ا j2i = 2 و j1i = 1 ،γi ∈ {α, β, 1} رای
د. ادق ری ژ را ر‐لا او

را ا k‐ام ر ر او ر 1 ≤ k ≤ q رای . ر .  . 
Ek =

∑

J

(−D)J
∂

∂uαJ
+ tD

α
b

∂

∂aDα
t u

+ aD
β
t

∂

∂tD
β
b u
, (  . )

اد وق را و tD
β
b = − d

dt
و aD

α
t =

d

dt
دار α, β ∈ N رای آن در ود داده 

ود. د  دارد ا ا ژ را ر‐لا او
ورت ا L(u) د رض .  .  . 

L(u) =

∫ b

a
L(t, u(n), aD

α
t u, tD

β
b u)dt, (  . )

وو ‐ ر را و ری و ا دارای ،u(t) وا و روی د ا
u(a) = ua رزی را در وا ا و د ده ا ر ،[a, b] ازه روی β و α ر از
د ا u(t) ا در ر ا دارای L(u) ا رای لازم رط اه آ د. ادق u(b) = ub و

د: ا ادق ر ز ژ را ر‐لا او اد در u(t) ا آن
Ek(L) = 0, k = 1, · · · , q. (  . )

[ ] برهان.
د  M ⊂ C ×U د روی G لات د از و روه . ر .  . 

و د ا ده ر Ω ⊆ C روی u = f(t) ازای ر ا ا (  . ) از رات غ ارن روه
ورت ا در .ū = f̄(t̄) = g.f(t̄) د ا ان g ∈ G رد، رار  M در آن راف
∫

Ω
L(t, f (n)(t), aD

α
t u, tD

β
b u)dt =

∫

Ω̄
L(t̄, f̄ (n)(t̄), aD

α
t̄ ū, t̄D

β
b ū)dt̄. (  . )
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ری ر رال ‐ا را د ادلات ا وا
لات د روه g ∈ G ر رای ا ر ذ لازم

(t̄, ū) = g.(t, u) = (Ψ(t, u, ε),Π(t, u, ε)),

و از ر ز رم را (  . ) وان ود،  ر ر در ر غ ر غ وان د وا  
رد:

∫

Ω̄
L(t̄, f̄ (n)(t̄), aD

α
t̄ ū, t̄D

β
b ū)detJg(t, u

1)dt, (  . )
: ا ر ز ای درا  دارای و ژا ر ا

J ijg (t, u, ε) = DiΨ
j(t, u, ε).

ارن روه د،  M د روی G لات د از د روه .  .  . 
را ر ا و ر ا ا (  . ) ا از را غ

v(α,β)(L) + LDivξ = 0, (  . )
و ا د  و ر رای

v =

p
∑

i=1

ξi
∂

∂ti
+

q
∑

j=1

ηj
∂

∂uj
,

ورژا د ده د ان (  . ) را در Divξ ا ر ذ ان ا د. ا رار ر ،G روه از
. ا ξ = (ξ1, ξ2, · · · , ξp) ا ‐p از

د ا ا ده  را ا ، ا رار ر u = f(x) وا رای (  . ) و (  . ) ۀ را ون برهان.
: ا ا د ا ر را ر د ا (t, u(n)) ∈M (n) ر رای

L(t̄, f̄ (n)(t̄), aD
α
t̄ ū, t̄D

β
b ū)detJg(t, u

1) = L(t, f (n)(t), aD
α
t u, tD

β
b u)dt. (  . )

g = gε = exp(εv) رار د ،(  . ) را از و ا آوردن  د رای
: دار ε ری از و

(v(α,β)(L) + LDivξ)detJgε = 0,

را ز
d

dt
[detJgε(t, u

(1))] = Divξ(g(1)ε .(t, u(1)))detJgε(t, u
(1)),

ز و
d

dt

∣

∣

∣

ε=0
[exp(εv)](n)(t, u(n)) = v(n)|(t,u(n)), ∀(t, u(n)) ∈M (n).

ز ر ات ا و د ات ا (  . ) زوم ر ا . ا ا ا gε ،ε = 0 در
.[ ] ا د
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رات غ اب از ری ادلات رای ر و
و د ا (  . ) از را غ ارن روه G د رض .  .  . 

v =

p
∑

i=1

ξi
∂

∂ti
+

q
∑

j=1

ηj
∂

∂uj
,

رای ا ون ا Q = (Q1, · · · , Qq) اه آ د. ا G از و ا د  و
ورت وا از ا ‐p ر د ارت . ا E(L) = 0 ژ را ر‐لا او ادلات

ا ود و ان P (x, u(α,β)) = (P1, P2, · · · , Pp)

DivP = Q.E(L) =

q
∑

ν=1

QνEν(L).

: دار (  . ) در (  . ) داد ا ول ر ذاری ا ا برهان.
0 = v(α,β)(L) + LDivξ

= v
(α,β)
Q (L) +

p
∑

i=1

ξiDiL+ L

p
∑

i=1

Diξ
i

= v
(α,β)
Q (L) + Div(Lξ)

=
∑

α,J

DJQα
∂L

∂uαJ
+Div(Lξ)

=
∑

α,J

Qα(−D)J
∂L

∂uαJ
+Div

(

Qα
∂L

∂uαJ
+ Lξ

)

=

q
∑

α=1

QαEα(L) + DivP.

. ا ژ را ر‐لا او اد رای ا ون ا P = Qα
∂L
∂uα

J
+ Lξ رد ا

ا رای را غ ارن v = η∂u ر ا . ثال .  . 
L(u) =

∫ b

a
L(t, u, u1, aD

α
t u)dt,

ا ورژا د را ا ، ا Q = η و ξ = 0 ارن ا رای آ و ا د، ا
:[ ] ود ا  ر ز روش ال ا در (  .  . ) در P

v(α)(L) + LDivξ −Q.E(L) =

(

η∂u+
∂η

∂t
∂ut + aD

α
t η∂aDα

t u

)

(L)− η
(

∂uL

−Dt∂uαt L+ tD
α
b ∂aDα

t u
L
)

=
∂η

∂t
∂utL+ ηDt∂uαt L+ aD

α
t η∂aDα

t u
L− η tD

α
b ∂aDα

t u
L

= Dt

(

η
∂L

∂uαt

)

+ aD
α
t (∂aDα

t
L, η).

ا رای را غ ارن v = ξ∂t+ η∂u ر ا . ثال .  . 
L(u) =

∫ b

a
L(t, u, aD

α
t u, tD

β
b u)dt,
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ری ر رال ‐ا را د ادلات ا وا ٠
ورت ارن ا رای ا آ از د، ا

Q = η − ξ
∂u

∂t
,

از: ا ارت ال ا در (  .  . ) در P ا ورژا د را ا .[ ] ا
v(α)(L) + LDivξ −Q.E(L) = ξ∂tL+ ξ∂uL

∂u

∂t
+ ξ∂uαt L aD

α+1
t u

ξ∂aDα
t u
L tD

β+1
b u+ L

∂ξ

∂t
− η tD

α
b ∂uαt L+ tD

α
a η∂uαt L− ηaD

β
t ∂aDα

t u
L+ tD

β
aη∂aDα

t u
L

+ξ
∂u

∂t
tD

α
b ∂uαt L− ∂uαt L aD

α
t

(

∂u

∂t
ξ

)

+ ξ
∂u

∂t
aD

β
t ∂aDα

t u
L− ∂aDα

t u
L aD

β
t

(

∂u

∂t
ξ

)

= D(Lξ) +Dα(∂uαt L, η)−Dβ(∂
aDα

t u
L, η)−Dα

(

∂uαt L, ξ
∂u

∂t

)

−Dβ

(

∂
aDα

t u
L, ξ

∂u

∂t

)

.

ر س را د ادلات خط ر غ حا ا خود  . 
کسری

ادلات رای ا آ ر ا ری ر را د ادلات رای ا وا ر
ر غ دو ا ری ر را د اد رض ا . ا ر

آن در ا ؤ  C = (Ct, Cx) ردار ، ا دا u وا ر غ و x و t
ورد اد رای ا ردار د، Cx = Cx(t, x, u, · · · ) و Ct = Ct(t, x, u, · · · ) ورت
د: دق ر ز ا اد در ری اد ای واب  ام رای ر ا ود ده  ا ر

DtC
t +DxC

x = 0. (  . )
Ct ای ؤ  ر ا د و ده  ا اد رای د ا ون ا ا ون ا

د. و ر اد ای واب  ام روی آن از Cx و
ورت u از ا k ا در در را ( ٠ . ) ری ان‐ ز ار ا اد . ثال .  . 

ر ز
Dα
t u = (K(u)ux)x, α ∈ (0, 2), t ∈ (0, T ]. ( ٠ . )

د وا وو  ‐ ر ری ر ر در ا اد ا د. ر ر در را ا
ورت: (  . ) ا ون ا رم

Ct = Dn−1
t (0I

n−α
t u), Cx = −k(u)ux, n = 1, 2,

و ر ز ا رم د وا ا  و و ا وع از اد ا در ود. و
ود:

Ct =0 I
n+1−α(Dn

t u), Cx = −k(u)ux, n = 1, 2.
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ر و ری ای ر
اد لا ار ا اد د ا در ( ٠ . ) ری ان ز ار ا اد

ا را غ ا از د وا  ( ٠ . ) اد ا ا ا . ژ را ر‐لا او
و ر رال ا و ر و u و t و x ای ر غ وا ژی را لا ازی
آن لا وم ژی را لا دارای ( ٠ . ) اد ود. ،u وا ری ا

: را ز ورت ( ٠ . ) اد رای راردادی ژی را لا .
L = v(t, x)[Dα

t u− k′(u)u2x − k(u)uxx], (  . )
ورت رال ا راردادی ژی را لا ا ا . ا د د ر غ آن در v

∫ T

0

∫

Ω
L(t, x, u, v,Dα

t u, ux, uxx)dxdt, (  . )
رم (  . ) ا ر ا u ژ را ر‐لا او ر ال ود. ر 

δ

δu
=

∂

∂u
+ (Dα

t )
∗ ∂

∂Dα
t u

−Dx
∂

∂ux
+D2

x

∂

∂uxx
, (  . )

و و ا و وو ان‐ ر ری ات رای . ا Dα
t از ا ا ر (Dα

t )
∗ ا

د: ر ز رم ر ا ا ا ای ر
(0D

α
t )

∗ = (−1)n tI
n−α
T (Dn

t ) ≡ C
t D

α
T ,

(C0 D
α
t )

∗ = (−1)nDn
t (tI

n−α
T ) ≡ tD

α
T . (  . )

ادلات ا ا . ا n − α ر از ری رال ا را ر tI
n−α
T ا ا در

ورت ری را د ادلات رای ا ا اد ، ر ر غ را د
ود: ر  ر ز

δL

δu
= 0. (  . )

ود: د وا ر ز رم ری ان‐ ز ار ا اد رای ا ا اد ال وان
(Dα

t )
∗v − k(u)vxx = 0, n = [α] + 1, α ∈ (0, 2). (  . )

ود. ر ری را د ادلات رای را ر غ ا ا ود وم وان ال 
u ای واب  ام رای (  . ) ا ا اد ر ا ا اق ا ود ر غ ( ٠ . ) اد
د. ا ادق د، ا ر ا φ(t, x, u) آ رط v = φ(t, x, u) ذاری ا ا اد از

ر و کسری ای ر  . 
ار ر و از اده ا ا روش ا ا وا ا آ و ا

ر را د ادلات رای ا وا ا ا رای ری اده  روش ، ا
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ری ر رال ‐ا را د ادلات ا وا
ر ر و ای ر از ا ردار ای ؤ  روش ا در د. ارائ در
د. د آ ر و اد ا ان ا ری اد ا از ا ر ا د. و ا  ژی را لا
ورت اد ا ا u(t, x) وا ر غ و x و t ر غ دو ا روض ا رای

ود: و  ر ز
ṽ +Dt(ξ

0)I +Dx(ξ
1)I =W

δ

δu
+DtN

t +DxN
x. (  . )

داد ا ṽ و ر و ای ر Nx و Nt ژ، را ر‐لا او ر δ

δu
، ا ر I وق اد ا در

ری ا و ر ات ام رای ا ارن ای روه د و از ا
از: ا ارت اد در ر در وا ر غ از

v = ξ0(t, x, u)
∂

∂t
+ ξ1(t, x, u)

∂

∂x
+ η(t, x, u)

∂

∂u
,

لات ای د روه داد ا . ا W = η − ξ0ut − ξ1ux ورت آن
(  . ) و (  . ) ای و ل  ر و ( ٠ . ) در ری ای ر غ ا ا روی ده
ان ز ری ا رای . ا ده داده رح وم از

ورت Nt ر د ا وو ‐ ر وع از اد در ود و

Nt = ξ0I +
n−1
∑

k=0

(−1)k0D
α−1−k
t (W )Dk

t

∂

∂(0Dα
t u)

− (−1)nJ

(

W,Dn
t

∂

∂(0Dα
t u)

)

, (  . )

ر د ا و و ا ورت اد در ود و ان ز ری ا در و
ورت Nt

Nt = ξ0I +

n−1
∑

k=0

Dk
t (W )Dα−1−k

T

∂

∂(C0 D
α
t u)

− J

(

Dn
t (W ),

∂

∂(C0 D
α
t u)

)

, (  . )

را ا ا را ا ، ا ده داده ان J ا آ وق روا در . ا
J(f, g) =

1

Γ(n− α)

∫ t

0

∫ T

t

f(τ, x)g(µ, x)

(µ− τ)α+1−n
dµdτ, ( ٠ . )

: ا ر ز ژ و دارای و ود ر 
DtJ(f, g) = f tI

n−α
T g − g 0I

n−α
t f. (  . )

د وا آن لا ا د ا Nx ا دا x ر غ ری ور در
، اد آن از ده ر ذ د و ر و ری را د اد از واب ر رای ال ود.

ال ا ا ا . ر د ا ردادی ژی را لا روی را (  . ) ر و اد ا دو
ود: د وا ر ز ورت ر و اد ا

(

ṽL+Dt(ξ
0)L+Dx(ξ

1)L
) ∣

∣

(FDE)=0
= 0,
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ر و ری ای ر
ر ر را ژ را ر‐لا او اد ری، را د اد ودن اق ا ود ر غ د

ود: و  ر ز ورت ر و ری اد ا را ود  
Dt(N

tL) +Dx(N
xL)
∣

∣

∣

(FDE)=0
= 0, (  . )

د: و ا  ر ز ۀ را از ر ور ا وا ای ردار را ا
Ct = NtL, Cx = NxL (  . )

د. ر ر در دداً را د ر (  . ٠ . ) ال در ‐ اد . ثال .  . 
ر . ا ان ز ری ات ای ر واع ا از ر ده د ان D

χ(α)
t

را ا اد از F ر غ ر F ∗ ا ا
F ∗ =

δL

δu
= (D

χ(α)
t )∗v − vxu+ β(vxx + vxxxx)− vxxx − γvxxxxx − vx, (  . )

ود: ر  ر ز ورت ‐ اد رای راردادی ژی را لا .[ ] ود داده 
L = vF = vD

χ(α)
t u+ vuux + vuxxx + βv(uxx + uxxxx) + γvuxxxxx + vux, (  . )

ر ز ورت δ

δu
ژ را ر‐لا او ر د، ا دا [0, T ] ازه t رض

: ا
δ

δu
=

∂

∂u
+ (D

χ(α)
t )∗

∂

∂(D
χ(α)
t u)

+

∞
∑

s=1

(−1)sDi1 · · ·Dis

∂

∂ui1,···is
. (  . )

ای ر از ر رای ا ا ر . ا (Dχ(α)
t u) از ا ا ر (D

χ(α)
t )∗ وق را در

ا ود. ر  زا ور ،(  . ٠ . ) ال در اد ا رای ده ر ر در
د: ر ز ورت اد ا در ای ا  رای ا ا ر ات د ا

(D
χ(α)
t )∗ ≡ (Dα

t Dt)
∗ = tD

α
TDt,

(D
χ(α)
t )∗ ≡ (CDα

t )
∗ = tD

α
T ,

(D
χ(α)
t )∗ ≡ (D1+α

t )∗ = C
t D

1+α
T ,

(D
χ(α)
t )∗ ≡ (Dα

t )
∗ = C

t D
α
T . (  . )

‐ ان ری‐ز اد ردن اق ا ود ر غ ان ا ا φ(t, x, u) ام ال
ر ز ورت φ(t, x, u) ذاری ا (  . ) را در . ا  را د را  را

: ا
φ = ϕ(t)ψ(x). (  . )

: دار (  . ) اد در وق ارت ذاری ا ا
ψ(x)(D

χ(α)
t )∗(ϕ(t))

+ϕ(t)
[

β
(

ψ′′(x) + ψ′′′′(x)
)

− ψ′(x)(1 + u)− ψ′′′(x)− γψ′′′′′(x)
]

= 0,
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ری ر رال ‐ا را د ادلات ا وا
ود: ر  ز اد دو وق اد

(D
χ(α)
t )∗(ϕ(t)) = 0,

β
(

ψ′′(x) + ψ′′′′(x)
)

− ψ′(x)(1 + u)− ψ′′′(x)− γψ′′′′′(x) = 0.

از اد ا . ا وا D
χ(α)
t ری ر وع ϕ(t) ا

: دار وق ادلات
(D

χ(α)
t )∗ϕ(t) = (Dα

t Dt(ϕ(t)))
∗ = 0 : ϕ(t) = c1(T − t)α + c2, (  . )

(D
χ(α)
t )∗ϕ(t) = (CDα

t ϕ(t))
∗ = 0 : ϕ(t) = c1(T − t)α−1, ( ٠ . )

(D
χ(α)
t )∗ϕ(t) = (D1+α

t ϕ(t))∗ = 0 : ϕ(t) = c1t+ c2, (  . )
(D

χ(α)
t )∗ϕ(t) = (Dα

t ϕ(t))
∗ = 0 ϕ(t) = c1. (  . )

رای لاس لا د از (  . ) اد در ا ر ذ لازم د. واه د وا c2 و c1
: ا ا ود اده  ا ان ری‐ز و و ا

LCt D
α
Tϕ(t) = sαϕ(s)− 1 ⇒ ϕ(t) = c1t

n + c2t
n−1,

ψ(x) ‐ اد رای د. را د ϕ(t) = c1(t) + c2 واب 0 < α < 1 رای
ورت ψ(x) ارا اوا اد رای . ا ا

ψ(x) = c1 + c2 exp

[

−1

2

√

−2γ(1 +
√−4γu+ 1)x

γ

]

(  . )

+c3 exp

[

1

2

√

−2γ(1 +
√−4γu+ 1)x

γ

]

+ c4 exp

[

−1

2

√
2
√

γ(−1 +
√−4γu+ 1)x

γ

]

+c5 exp

[

1

2

√
2
√

γ(−1 +
√−4γu+ 1)x

γ

]

.

: ا ر ز ورت ψ(x) ر KdV اد رای . ا
ψ(x) = c1 + c2x+ c3x

2 + c4 sin

(

x√
γ

)

+ c5 cos

(

x√
γ

)

. (  . )
از: ا ارت ψ(x) وا و‐ و ارو اد رای

ψ(x) = c1 + c2 exp







(

I(108u+ 12
√
81u2 + 12)2/3

√
3

− 1

12

+(108u+ 12
√
81u2 + 12)2/3 + 12I

√
3− 12

)

x

(108u+ 12
√
81u2 + 12)1/3







+c3 exp







(

I(108u+ 12
√
81u2 + 12)2/3

√
3

1

12

−(108u+ 12
√
81u2 + 12)2/3 + 12I

√
3 + 12

)

x

(108u+ 12
√
81u2 + 12)1/3







+c4 exp

[

1

6

((108u+ 12
√
81u2 + 12)2/3 − 12)x

(108u+ 12
√
81u2 + 12)1/3

]

. (  . )
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ر و ری ای ر
: دار ψ(x) و ر‐ا و اد رای ا در و

ψ(x) = c1 + c2e
ux. (  . )

د . ا اق ا ود ر غ ود الات ا در (  . ) اد د ا
ول ر ا ا ردار از x ؤ دارد، x ری (  . ) اد ا

ر ز را ا Nx ر و ر ود. ا  ا ارن  وا ا ای ردار ا رای
ود: داده 

Nx = ξI +W

(

∂

∂ux
−Dx

∂

∂uxx
+D2

x

∂

∂uxxx
−D3

x

∂

∂uxxxx
+D4

x

∂

∂uxxxxx

)

+Dx(W )

(

∂

∂uxx
−Dx

∂

∂uxxx
+D2

x

∂

∂uxxxx
−D3

x

∂

∂uxxxxx

)

+D2
x(W )

(

∂

∂uxxx
−Dx

∂

∂uxxxx
+D2

x

∂

∂uxxxxx

)

+D3
x(W )

(

∂

∂uxxxx

−Dx
∂

∂uxxxxx

)

+D4
x(W )

(

∂

∂uxxxxx

)

. (  . )
: ا ر ز رم Nt اه آ د، ا Dα

t ut ورت اد در ان ز ری ر ا

Nt = τI + J1−α
t Dt(W )

∂

∂(Dα
t ut)

−W tJ
1−α
T Dt

∂

∂(Dα
t ut)

+J

(

Dt(W ), Dt
∂

∂(Dα
t ut)

)

, (  . )
ورت: Nt ؤ CDα

t رای
Nt = τI +W tJ

1−α
T

∂

∂(CDα
t u)

− J

(

Dt(W ),
∂

∂(CDα
t u)

)

, (  . )
ورت: Nt ؤ D1+α

t u رای و ا
Nt = τI +Dα

t (W )
∂

∂(D1+α
t u)

− J1−α
t (W )Dt

∂

∂(D1+α
t u)

+− J

(

W,D2
t

∂

∂(D1+α
t u)

)

, ( ٠ . )
از: ا ارت Nt ؤ Dα

t u رای و ود د وا
Nt = τI + J1−α

t (W )
∂

∂(Dα
t u)

+ J

(

W,Dt
∂

∂(Dα
t u)

)

. (  . )
آن در ان ز ری اد ای رای را ا وا دار د چ
ا ا v = φ(t, x) ذاری ا ا (  . ) ژی را لا . ا ا ، ا Dα+1

t ورت
: از ا ارت ،ψ(x) = c و ود ر  (  . ) را ا ϕ(t)

L = (c1(T − t)α + c2)
(

Dα+1
t u+ uux + β(uxx + uxxxx)

+uxxx + γuxxxxx + ux
)

. (  . )
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ری ر رال ‐ا را د ادلات ا وا
( ٠  . ) ارن از W = −ux ورت ر ر در و (  . ) از اده ا ا

ود: د وا ر ز ورت ا ردار

Ct = c1

[

(T − t)αJ1−α
t utx + αuxJ

1−α
T ((T − t)α−1)

−αJ(utx, (T − t)α−1)
]

+ c2J
1−α
t utx

= c1

[

(T − t)αJ1−α
t utx + Γ(1 + α)ux (  . )

−αJ(utx, (T − t)α−1)
]

+ c2J
1−α
t utx,

Cx = −(c1(T − t)α + c2) (uux + β(uxx + uxxxx) + uxxx + γuxxxxx + ux) .

آن در ان ز ری اد ای رای ا وا ا رای چ
ارت ا ϕ(t) ا ا v = φ(t, x) ذاری ا ا (  . ) ژی را لا ، ا CDα

t ورت
د: د وا ر ر ز ،ψ(x) = c و ( ٠ . )

L = (c1(T − t)α−1)
(

CDα
t u+ uux + β(uxx + uxxxx)

+uxxx + γuxxxxx + ux
)

. (  . )

ا ارت ا ردار ( ٠  . ) ارن از W = −ux و (  . ) ری ار ا
از:

Ct = c1

[

− uxJ
1−α
T ((T − t)α−1) + J(utx, (T − t)α−1)

]

= c1

[

− uxΓ(α) + J(utx, (T − t)α−1)
]

, (  . )
Cx = −(c1(T − t)α−1) (uux + β(uxx + uxxxx) + uxxx + γuxxxxx + ux) .

ا (  . ) ژی را لا ، ا D1+α
t ر از ان ز ری ا در چ

را ر ز رم ،ψ(x) = c ز و (  . ) در ده ر ϕ(t) ا ا v = φ(t, x) ذاری ا
: دا د وا

L = (c1t+ c2)
(

D1+α
t u+ uux + β(uxx + uxxxx)

+uxxx + γuxxxxx + ux
)

. (  . )

( ٠  . ) ارن از W = −ux و ( ٠ . ) ر ا Nt ؤ از ری ره ا
ود: ا  ر ز ا ردار

Ct = −c1
[

tDα
t (ux)− J1−α

t (ux)
]

− c2D
α
t (ux),

Cx = (c1t+ c2) (uux + β(uxx + uxxxx) + uxxx + γuxxxxx + ux) . (  . )
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ر و ری ای ر
آن در ان ز ری اد ای رای ا وا ا رای چ

را ا ϕ(t) ا ا v = φ(t, x) ذاری ا ا (  . ) ژی را لا ، ا Dα
t ورت

: ا ر ز ورت ،ψ(x) = c و ود ر  (  . )
L = (c1)

(

Dα
t u+ uux + β(uxx + uxxxx) + uxxx + γuxxxxx + ux

)

. (  . )
( ٠  . ) ارن از W = −ux ورت ر ر در و (  . ) از اده ا ا

د: د وا ا ر ز ورت ا ردار
Ct = c1J

1−α
t (ux),

Cx = c1 (uux + β(uxx + uxxxx) + uxxx + γuxxxxx + ux) . (  . )
رم ا ارا اوا اد رای را ا وا ال

D
χ(α)
t u+ λuux + µuxxx + γuxxxxx = 0, ( ٠ . )

ورت ار اد ا . د آور ده، ر ری ا ار در
ا وا د. د آ (  . ) را ا ز ψ(x) و W = −ux دارد v = ∂

∂x

د. ده ا آ (  . ) دول در اد ا ا ر ا
ر KdV اد رای

D
χ(α)
t u+ µuxxx + γuxxxxx = 0, (  . )

ورت ا ارن  دارای
v1 =

∂

∂x
, v2 = u

∂

∂u
, v3 = g(t, x)

∂

∂u
,

(  . ) دول در ر ا ا وا ود، ارائ  (  . ) را ا ψ(x) و ا
د. ا ده آ

ری ا در وا و‐ و ورو اد
D
χ(α)
t u+ uux + uxx + uxxxx = 0, (  . )

د (  . ) را ا ز ψ(x) و W = −ux دارد v = ∂
∂x

ورت ار
د. ده ا آ (  . ) دول در اد ا ا ر ا ا وا د.  آ

و ر‐ا و اد رای ا وا
D
χ(α)
t u+ uux + uxx = 0, (  . )

ورت ا ارن  ا ری ات از ا ار در
v1 =

∂

∂x
, v2 = 2t

∂

∂t
+ αx

∂

∂x
− αu

∂

∂u
.

د. ا ده آ (  . ) دول در ،(  . ) را ا ψ(x) و
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ری ر رال ‐ا را د ادلات ا وا

ری ات ا ارا اوا اد رای ا وا : دول . 
ری وع Ct,x ا ؤ

Ct = ψ(x)c1

[

(T − t)αJ1−α
t utx + Γ(1 + α)ux

+αJ(utx, (T − t)α−1)
]

+ c2ψ(x)J
1−α
t utx,

D
χ(α)
t = Dα+1

t Cx = (c1(T − t)α + c2)
[

− ux
(

λuψ(x) + µD2
x(ψ(x))

+γD4
x(ψ(x))

)

− uxx
(

− µDx(ψ(x))− γD3
x(ψ(x))

)

−uxx
(

µψ(x) + γD2
x(ψ(x))

)

+ γuxxxxDx(ψ(x))

−uxxxxxγψ(x)
]

.

Ct = ψ(x)c1

[

− uxΓ(α) + J(utx, (T − t)α−1)
]

,

D
χ(α)
t = CDα

t Cx = (c1(T − t)α−1)
[

− ux
(

λuψ(x) + µD2
x(ψ(x)) + γD4

x(ψ(x))
)

−uxx
(

− µDx(ψ(x))− γD3
x(ψ(x))

)

− uxx
(

µψ(x)

+γD2
x(ψ(x))

)

+ γuxxxxDx(ψ(x))− uxxxxxγψ(x)
]

.

Ct = −ψ(x)c1
[

tDα
t (ux)− J1−α

t (ux)
]

− c2ψ(x)D
α
t (ux),

D
χ(α)
t = D1+α

t Cx = (c1t+ c2)
[

− ux
(

λuψ(x) + µD2
x(ψ(x)) + γD4

x(ψ(x))
)

−uxx
(

− µDx(ψ(x))− γD3
x(ψ(x))

)

− uxx
(

µψ(x)

+γD2
x(ψ(x))

)

+ γuxxxxDx(ψ(x))− uxxxxxγψ(x)
]

.

Ct = −c1ψ(x)J1−α
t (ux),

D
χ(α)
t = Dα

t Cx = (c1)
[

− ux
(

λuψ(x) + µD2
x(ψ(x)) + γD4

x(ψ(x))
)

−uxx
(

− µDx(ψ(x))− γD3
x(ψ(x))

)

− uxx
(

µψ(x)

+γD2
x(ψ(x))

)

+ γuxxxxDx(ψ(x))− uxxxxxγψ(x)
]

.

گرال ‐ا س را د ادلات رای گ س پا وا  . 
کسری ر

‐ را د ادلات را ر و ری اد ا و ر و ای ر دار د ا در
را Ψ[u] ا . ا را ادلات ا ا وا ا آ و داده ر رال ا
x = (x1, · · ·xn) ای ر غ ر L ری ر رال ‐ا را د ا ا

د: ر ر در را ،Ω دا روی ده را ا وان k‐ام ر از u وا ر غ و

Ψ[u] =

∫

Ω
L(x, u, u[1], u[2], · · · , u[k])dx, L ∈ F . (  . )

ود. ده  ا رال ا Ψ[u] ا و ژی را لا L(x, u, u[1], u[2], · · · , u[k]) ا
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ری ر رال ‐ا را د ادلات رای ا وا

ری ات ا ر KdV اد رای ا ای ردار : دول . 
ری وع W Ct,x ا ؤ

Ct = ψ(x)c1

[

(T − t)αJ1−α
t utx + Γ(1 + α)ux

+αJ(utx, (T − t)α−1)
]

+ c2ψ(x)J
1−α
t utx,

−ux Cx = (c1(T − t)α + c2)
[

− ux
(

µD2
x(ψ(x)) + γD4

x(ψ(x))
)

−uxx
(

− µDx(ψ(x))− γ(D3
x(ψ(x))

)

− uxxx
(

µψ(x)

+γD2
x(ψ(x))

)

+ γuxxxxDx(ψ(x))− uxxxxxγψ(x)
]

.

D
χ(α)
t = Dα+1

t Ct = ψ(x)c1

[

(T − t)αJ1−α
t ut + Γ(1 + α)u

−αJ(ut, (T − t)α−1)
]

+ c2ψ(x)J
1−α
t ut,

u Cx = (c1(T − t)α + c2)
[

u
(

µD2
x(ψ(x)) + γD4

x(ψ(x))
)

+ux
(

− µDx(ψ(x))− γ(D3
x(ψ(x))

)

+ uxx
(

µψ(x)

+γD2
x(ψ(x))

)

− γuxxxDx(ψ(x)) + uxxxxγψ(x)
]

.

Ct = ψ(x)c1

[

− uxΓ(α) + J(utx, (T − t)α−1)
]

,

−ux Cx = (c1(T − t)α−1)
[

− ux
(

µD2
x(ψ(x)) + γD4

x(ψ(x))
)

−uxx
(

− µDx(ψ(x))− γ(D3
x(ψ(x))

)

− uxxx
(

µψ(x)

+γD2
x(ψ(x))

)

+ γuxxxxDx(ψ(x))− uxxxxxγψ(x)
]

.

D
χ(α)
t = CDα

t Ct = ψ(x)c1

[

uΓ(α)− J(ut, (T − t)α−1)
]

,

u Cx = (c1(T − t)α−1)
[

u
(

µD2
x(ψ(x)) + γD4

x(ψ(x))
)

+ux
(

− µDx(ψ(x))− γ(D3
x(ψ(x))

)

+ uxx
(

µψ(x)

+γD2
x(ψ(x))

)

− γuxxxDx(ψ(x)) + uxxxxγψ(x)
]

.

Ct = −ψ(x)c1
[

tDα
t (ux)− J1−α

t (ux)
]

− c2ψ(x)D
α
t (ux),

−ux Cx = (c1t+ c2)
[

− ux
(

µD2
x(ψ(x)) + γD4

x(ψ(x))
)

−uxx
(

− µDx(ψ(x))− γ(D3
x(ψ(x))

)

− uxxx
(

µψ(x)

+γD2
x(ψ(x))

)

+ γuxxxxDx(ψ(x))− uxxxxxγψ(x)
]

.

D
χ(α)
t = D1+α

t Ct = ψ(x)c1

[

tDα
t (u)− J1−α

t (u)
]

+ c2ψ(x)D
α
t (u),

u Cx = (c1t+ c2)
[

u
(

µD2
x(ψ(x)) + γD4

x(ψ(x))
)

+ux
(

− µDx(ψ(x))− γ(D3
x(ψ(x))

)

+ uxx
(

µψ(x)

+γD2
x(ψ(x))

)

− γuxxxDx(ψ(x)) + uxxxxγψ(x)
]

.

Ct = −c1ψ(x)J1−α
t (ux),

−ux Cx = c1

[

− ux
(

µD2
x(ψ(x)) + γD4

x(ψ(x))
)

−uxx
(

− µDx(ψ(x))− γ(D3
x(ψ(x))

)

− uxxx
(

µψ(x)

+γD2
x(ψ(x))

)

+ γuxxxxDx(ψ(x))− uxxxxxγψ(x)
]

.

D
χ(α)
t = Dα

t Ct = c1ψ(x)J
1−α
t (u),

u Cx = c1

[

u
(

µD2
x(ψ(x)) + γD4

x(ψ(x))
)

+ux
(

− µDx(ψ(x))− γ(D3
x(ψ(x))

)

+ uxx
(

µψ(x)

+γD2
x(ψ(x))

)

− γuxxxDx(ψ(x)) + uxxxxγψ(x)
]

.
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ری ر رال ‐ا را د ادلات ا وا ٠

ات ا وا و‐ و ورو اد رای ا ای ردار : دول . 
ری

ری وع Ct,x ا ؤ
Ct = ψ(x)c1

[

(T − t)αJ1−α
t utx + Γ(1 + α)ux

+αJ(utx, (T − t)α−1)
]

+ c2ψ(x)J
1−α
t utx,

D
χ(α)
t = Dα+1

t Cx = (c1(T − t)α + c2)
[

− ux
(

uψ(x)−Dx(ψ(x))−D3
x(ψ(x))

)

−uxx
(

ψ(x) +D2
x(ψ(x))

)

+ uxxxDx(ψ(x))− uxxxxψ(x)
]

.

Ct = ψ(x)c1

[

− uxΓ(α) + J(utx, (T − t)α−1)
]

,

D
χ(α)
t = CDα

t Cx = (c1(T − t)α−1)
[

− ux
(

uψ(x)−Dx(ψ(x))−D3
x(ψ(x))

)

−uxx
(

ψ(x) +D2
x(ψ(x))

)

+ uxxxDx(ψ(x))− uxxxxψ(x)
]

.

Ct = −ψ(x)c1
[

tDα
t (ux)− J1−α

t (ux)
]

− c2ψ(x)D
α
t (ux),

D
χ(α)
t = D1+α

t Cx = (c1t+ c2)
[

− ux
(

uψ(x)−Dx(ψ(x))−D3
x(ψ(x))

)

−uxx
(

ψ(x) +D2
x(ψ(x))

)

+ uxxxDx(ψ(x))− uxxxxψ(x)
]

.

Ct = −c1ψ(x)J1−α
t (ux),

D
χ(α)
t = Dα

t Cx = (c1)
[

− ux
(

uψ(x)−Dx(ψ(x))−D3
x(ψ(x))

)

−uxx
(

ψ(x) +D2
x(ψ(x))

)

+ uxxxDx(ψ(x))− uxxxxψ(x)
]

.

را در u(x) ا ا رض ا

u(x1, · · · , xn)|xr=ar = µar(x
1, · · · , xr−1, xr+1, · · · , xn),

u(x1, · · · , xn)|xr=br = µbr(x
1, · · · , xr−1, xr+1, · · · , xn),

Bδs
is
· · ·Bδ1

i1
(u)|xr=ar = µaδ1···δsri1···is

(x1, · · · , xr−1, xr+1, · · · , xn), (  . )
Bδs
is
· · ·Bδ1

i1
(u)|xr=br = µbδ1···δsri1···is

(x1, · · · , xr−1, xr+1, · · · , xn),

(i1, · · · , is = 1, 2, · · · , n, δ1, · · · , δs = −1, 0, 1),

(s = 1, 2, · · · , k − 1, r = 1, 2, · · · , n),

ا را (  . ) ا ر ا د، دق µb···r··· و µa···r··· ا وا ا Ω دا رز در
از دام ر . ر ر  در را ا ر از وع ا ر ا در و ادآور  .  
ای ر غ ردار از xi(i = 1, · · · , n) ات از دام ر ور ا ر ا

را د ای ر د: ورت ا ا ر ا د.  ،x ∈ Ω

،αi ∈ (0, 1) ر از Iαi

i+
≡ aiI

αi
xi از ری ری رال ا ای ر ،Di ری

ر ا .βi ∈ (0, 1) ر −Iβiiاز ≡ xiI
βi
bi

را از ری ری رال ا ای ر و
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ری ر رال ‐ا را د ادلات رای ا وا

ری ات ا و ر‐ا و اد رای ا ای ردار : دول . 
ری وع W Ct,x ا ؤ

Ct = (d1 + d2e
ux)
[

c1(T − t)αJ1−α
t utx + c2J

1−α
t utx

−ux +c1Γ(1 + α)ux + αc1J(utx, (T − t)α−1)
]

,

Cx = (c1(T − t)α + c2)
[

− ux(d1u− d2xuxe
ux)

−uxx(d1 + d2e
ux)
]

.

D
χ(α)
t = Dα+1

t Ct = (d1 + d2e
ux)
[

− c1(T − t)αJ1−α
t (αut + 2ut

+2tutt + αxutx)− c1Γ(1 + α)(αut + 2ut + 2tutt

−(αu+ 2tut + αxux) +αxutx) + c2ψ(x)J
1−α
t ut + c1αJ((αut+

+2ut + 2tutt + αxutx), (T − t)α−1)
]

,

Cx = (c1(T − t)α + c2)
[

(−αu− 2tut − αxux)(d1u

−d2xuxeux) + (−2αux − 2tutx − αxuxx)(d1 + d2e
ux)
]

.

Ct = (d1 + d2e
ux)c1

[

− uxΓ(α) + J(utx, (T − t)α−1)
]

,

−ux Cx = (c1(T − t)α−1)
[

− ux(d1u− d2xuxe
ux)

−uxx(d1 + d2e
ux)
]

.

D
χ(α)
t = CDα

t Ct = (d1 + d2e
ux)c1

[

(−(αu+ 2tut + αxux)Γ(α)

−J((αut + 2ut + 2tutt + αxutx), (T − t)α−1)
]

,

−(αu+ 2tut + αxux) Cx = (c1(T − t)α−1)
[

(−αu− 2tut − αxux)(d1u

−d2xuxeux) + (−2αux − 2tutx − αxuxx)(d1 + d2e
ux)
]

.

Ct = (d1 + d2e
ux)
[

− c1tD
α
t (ux) + c1J

1−α
t (ux)

−ux −c2Dα
t (ux)

]

,

Cx = (c1t+ c2)
[

− ux(d1u− d2xuxe
ux)

−uxx(d1 + d2e
ux)
]

.

D
χ(α)
t = D1+α

t Ct = (d1 + d2e
ux)
[

c1tD
α
t ((−αu− 2tut − αxux))

−c1J1−α
t (−αu− 2tut − αxux) + c2D

α
t (−αu

−(αu+ 2tut + αxux) −2tut − αxux)
]

,

Cx = (c1t+ c2)
[

(−αu− 2tut − αxux)(d1u

−d2xuxeux) + (−2αux − 2tutx − αxuxx)(d1 + d2e
ux)
]

.

Ct = −c1(d1 + d2e
ux)J1−α

t (ux),

−ux Cx = c1

[

− ux(d1u− d2xuxe
ux)− uxx(d1 + d2e

ux)
]

.

D
χ(α)
t = Dα

t Ct = c1(d1 + d2e
ux)J1−α

t (−αu− 2tut − αxux),

−(αu+ 2tut + αxux) Cx = c1

[

(−αu− 2tut − αxux)(d1u− d2xuxe
ux)

+(−2αux − 2tutx − αxuxx)(d1 + d2e
ux)
]

.
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ری ر رال ‐ا را د ادلات ا وا
: دار ر ا در ا ر ا ردن

B =











D1 D2 · · ·Dn

Iα1
1+

Iα2
2+

· · · Iαn
n+

Iβ11− Iβ22− · · · Iβnn−











, αi, βi ∈ (0, 1) (i = 1, 2, · · · , n),

د: ا ر  ز ورت ر ا ا ای درا 

Bδ
i =



















Iαi

i+
, δ = +1,

Di, δ = 0,

Iβii− , δ = −1.

(  . )

u(x) ∈ ACk(Ω) ا در را ود ر ا دار (  . ) ا آ رای لازم رط .  .  . 
ژ را ر‐لا او اد در ا ا ا ا د ار ا ، ا ادق (  . ) روط در

د: ا ادق ر ز
δL

δu
= 0, (  . )

ود: ر  ر ز را ا ژ را ر‐لا او ر
δ

δu
=

∂

∂u
+

k
∑

s=1

(Bδ1
i1
)∗(Bδ2

i2
)∗ · · · (Bδs

is
)∗

∂

∂uδ1δ2···δsi1i2···is

. (  . )

.[ ] برهان.
ورت (  . ) ای ر (B

δj
ij
)∗, (j = 1 · · · s) زدوج ای ر

(Bδ
i )

∗ =



















Iαi

i−, δ = +1,

−Di, δ = 0,

Iβii+, δ = −1,

(  . )

: دار وا در را ز د و ر 
D∗
i = −Di, (Iαi+)

∗ ≡ (aiI
α
xi)

∗ = xiI
α
bi ≡ Iαi−,

(Iβi−)
∗ ≡ (xiI

β
bi
)∗ = aiI

β
xi

≡ Iβi+.

را ا د  {f(x), g(x)} (x ∈ Ω) وا از ر زوج روی Jδ(i) ر لاوه
ود: ر  ر ز

Jδ(i)f, g =































− 1
Γ(αi)

∫ xi

ai

∫ bi

xi

f |xi=tg|xi=s
(s− t)1−αi

dsdt, δ = +1,

fg, δ = 0,

1
Γ(βi)

∫ xi

ai

∫ bi

xi

f |xi=sg|xi=t
(s− t)1−βi

dsdt, δ = −1.

( ٠ . )
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ری ر رال ‐ا را د ادلات رای ا وا
د: و ر  ر د ر ز اد ا ا Bδ

i و Jδ(i) ای ر
Di(J

δ
(i){f, g}) = Bδ

i f · g − f · (Bδ
i )

∗g. (  . )
ر را د ا و را د ای ر غ رای ر و ری اد ا ، و دا ا

دارد: ر ز ورت ر F k‐ام

v(k)(F ) +Dt(τ)F +Dxi(ξ
i)F =W

δF

δu
+Dt(N

(k)
t F ) +Dx(N

(k)
xi
F ), (  . )

Nxi و Nt و آن W = η − τut − ξiui و روه د و از ا داد ا v(k)

د: و ارائ  ر ز را ا د ر و ای ر

N
(k)
xi
F = ξiF +W

(

∂F

∂ui
+

k−1
∑

s=1

(−1)sDj1 · · ·Djs

∂F

∂uij1···js

)

+

+

k−1
∑

r=1

Dl1 · · ·Dlr(W )

[

∂F

∂uil1···lr
+

k−1−r
∑

s=1

(−1)sDj1 · · ·Djs

∂F

∂uil1···lrj1···js

]

. (  . )

دارد. ود و ز N
(k)
t رای ول ر ا

ری ر ر و ری اد ا ری، رال ‐ا را د ای ر غ رای .  .  . 
: دار ر ز ورت را

v[k](F ) +Di(ξ
i)F =W

δF

δu
+Di(N

i
[k]F ). (  . )

د: ر ز ورت Ni
[k] ر و ری ای ر ا ا در

Ni
[k]F = ξiF + Jδ1(i)

{

W,
∂F

∂uδ1i

}

+

k
∑

s=2

[

Jδ1(i)

{

W, (Bδ2
j2
)∗ · · · (Bδs

js
)∗

∂F

∂uδ1δ2···δsij2···js

}

+

+

s
∑

r=2

Jδr(i)

{

B
δr−1

jr−1
· · ·Bδ1

j1
(W ), (B

δr+1

jr+1
)∗ · · · (Bδs

js
)∗

∂F

∂u
δ1···δr−1δrδr+1···δs
j1···jr−1ijr+1···js

}]

. (  . )

.[ ] برهان.
ر و ای ر د، ا k = m+1 ر از ری رال ‐ا را د ا ر f ر ا

ود: د وا ر ز ا ار

F = F (x, u, aD
α
xu) اول: ا

Nx
[m+1]F = ξxF +

m−1
∑

r=1

(−1)r−1
aD

α−r
x (W ) ·Dr−1

x

∂F

∂(aDα
xu)

+

+(−1)m−1
aI
m−α
x (W ) ·Dm−1

x

(

∂F

∂(aDα
xu)

)

+(−1)mJ+1
(x)

{

W,Dm
x

∂F

∂(aDα
xu)

}

, (  . )
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ری ر رال ‐ا را د ادلات ا وا
F = F (x, u, xD

α
b u) دوم: ا

Nx
[m+1]F = ξxF −

m−1
∑

r=1

xD
α−r
b (W ) ·Dr−1

x

∂F

∂(xDα
b u)

− xI
m−α
b (W ) ·Dm−1

x

(

∂F

∂(xDα
b u)

)

+J−1
(x)

{

W,Dm
x

∂F

∂(xDα
b u)

}

, (  . )
F = F (x, u, CaD

α
xu) وم: ا

Nx
[m+1]F = ξxF +

m−1
∑

r=1

Dr−1
x W · xDα−r

b

∂F

∂(CaD
α
xu)

+Dm−1
x (W ) · xIm−α

b

∂F

∂(CaD
α
xu)

+J+1
(x)

{

Dm
x (W ),

∂F

∂(CaD
α
xu)

}

, (  . )
F = F (x, u, CxD

α
b u) ارم: ا

Nx
[m+1]F = ξxF +

m−1
∑

r=1

(−1)r−1Dr−1
x W · aDα−r

x

∂F

∂(CxD
α
b u)

+

+(−1)m−1Dm−1
x (W ) · aIm−α

x

∂F

∂(CxD
α
b u)

+(−1)mJ−1
(x)

{

Dm
x (W ),

∂F

∂(CxD
α
b u)

}

. (  . )
. ا m− α ا ر را J±1

(x) در ری رال ا ر ا دا ر ا
د ر ر در را ری ر ا و اد . ثال .  . 

xD
α
1 (
C
0 D

α
xu)− w2u = 0, x ∈ (0, 1), α ∈ (0, 1), ( ٠ . )

ا ر ز ژی را لا دارای وق اد .[ ] ا v = ∂
∂x ارن دارای اد ا

L =
1

2
[(C0 D

α
xu)

2 − w2u2]. (  . )
(  . ) را از اده ا ا و ا و ری ر را د اد ( ٠ . ) اد

ورت ا ردار از x ؤ (  . ) ژی را لا و
Cx = NxL = ξxL+W xI

1−α
1

(

∂L

∂(C0 D
α
xu)

)

+ J+1
(x)

{

Dx(W ),
∂L

∂(C0 D
α
xu)

}

.

ال ا روه د و رای . ا 1−α ر را J±1
(x) ر در ری رال ا ر ا، ا در . ا

دار در W = −ux و ξx = 1 ،v = ∂
∂x

Cx =
1

2
[(C0 D

α
xu)

2 − w2u2]− ux xI
1−α
1 (C0 D

α
xu) +

1

Γ(1− α)

∫ x

0

∫ 1

x

utt
C
0 D

α
s u

(s− t)α
ds dt.

: ا ر ز ورت رال ا ر آ
1

Γ(1− α)

∫ x

0

∫ 1

x

utt
C
0 D

α
s u

(s− t)α
ds dt =

=
1

Γ(1− α)

∫ x

0
utt

[∫ 1

t

C
0 D

α
s u

(s− t)α
ds−

∫ x

t

C
0 D

α
s u

(s− t)α
ds

]

dt

= ux xI
1−α
1 (C0 D

α
xu) +

∫ x

0

[

ut tD
α
1 (
C
0 D

α
t u)− C

0 D
α
t u 0D

α
t (ut)

]

dt.
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ری ر رال ‐ا را د ادلات رای ا وا
از: ا ارت ( ٠ . ) اد رای ا ون ا وان  ال

Cx =
1

2
[(C0 D

α
xu)

2 − w2u2] +

∫ x

0

[

ut tD
α
1 (
C
0 D

α
t u)− C

0 D
α
t u 0D

α
t (ut)

]

dt,

: دار دوم رال ا در زء زء ری رال ا ا
Cx = −1

2
[(C0 D

α
xu)

2 + w2u2] + (C0 D
α
xu)

2|x=0 +

+

∫ x

0

[

ut tD
α
1 (
C
0 D

α
t u) +Dt(

C
0 D

α
t u)0D

α
t (ut)

]

dt. (  . )
را در و و دو ر) ا و لا اد ا ) α = 1 ا در

ر ا و از ا و ای رژی  ا وع د Cx و د و ر  (  . )
از ا رژی ا (  . ) ا را ا .Cx = (u2x + w2u2)/2 د: د وا

. ا رژی ا ا ون ا ر ا ا ون ا و ود د وا ری ر ا وا

اددا
ادلات واع ا رای ا وا ا رای ر ؤ رو ا در ده ان ا
د. ارائ د د، دار ری رال ‐ا را د ژی را لا ری ر رال ‐ا را د

ا در ری و ای ر ا ا ارن  از اده ا ا ا ای ؤ  ا رای
ا آ ود و ا . ال ا ژی را لا روی ر را د ا آن ر ول ر

ادلات از ا د ر اد ا آ د، ارائ ا اد  رای ا ول  ر
ود وم ا در د. ا ری ر رال ‐ا را د
ان ا د داده ری ر رال ‐ا را د ادلات ر غ ا ا
د. و د ر ای دل  و درن ز ای ده  د اری رای را ا وا ا
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ص
زار ا رم از اده اس

ازی ات ا ر ر در زئ را د ادلات ر ر ا ال در
ای ز  در ا ده  د از اری ا و در ا را د ادلات د.  

ر غ ای PDE رر ، رن دای ا از د. د و وم
ات ا در ا ای ده ا ا ر ذ لازم . ا وده اری ات ز
ود و ا ا د. ارائ ٠ ال در اره وا ری و دا ا ا PDE رای
ود رس د در ا ان ز آن در ا وژی و د از ادلا ای  
ای و  ا ر و ا ر ا ا، ر و ا ود و روز، ا درن ات ا ر در ود. دود ا و

د وا د  د رو ا زار ا Mathematica و Maple د ا ری و ا ری
دارد، دودی ر ا آ ام ا رای ان ا ا ر ولا و ده ات ا ام ا

د. و ر
و ود و ری و ا ری ای و  ا ر ای زار ا رم وه ا ان در

اده ا ا ر ده ات ا رای ا د ر ا ر در ان د و ان دا ا ر و ران ژو
روش ودن را آن د و ا Mathematica و Maple دو ر ر د ا د، و  

. ا ورات د رای ا و ا ور  ا ازی اده
رای زاری رم ا و ور ا ای رو از ال و و د ان ا ا دف
اری دن د د وا د  لا ده وا ا . ا ول در ده ان ائ
وج ای واب  روش لات، د روش ون ا رو ا ای PDE ای و  از

H. Poincarée
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زار ا رم از اده ا
، آدو ز روش ، روش ، رو ز ا آ ای روش  ا، ر غ ازی دا روش ار،
[ ٠ ] Mathematica و Maple ا ر، د ای روش  اری و دود ز ا روش

د. ا وع ر

Maple از صری خ ر  . 
ا د وا اد  اد ات ا آن در ا ری و ا ری Maple

ای ا  دارای زار ا رم ا ود. ر د ا و ر ددی، ات ا
د. ا را [ ٠٠] و [ ] ،[ ] ر ات زئ دا رای . ا دی در را
و ر وا اه دا در اد ا ا روه و Maple از او ای و  وم

ا روز ر و و د. أ ال در Maplesoft ر د. ارائ ٠ د اوا در
از ا ای روه  ار ا و ر وا اه دا در ا ای اه  ا آز در اً د Maple

د. ام ا ا اه  دا ر ا
. ا ده ا ا و ( ا ات ا ور و ) ، را از Maple

را از و د ا ده و C و ا ر ان ز در و را
، را د. و ازی  اده ود، آغاز  Maple از ا ز و د  د
را ا ر ار ات ا ار ر ا و وا ر ، رو ا ، ا ر ارات ورودی
ر ار ورودی ، ود. ده  ا Maple worksheet را در ار د. ر  د
ردازد. ازی  ره ذ و د ام د ا را ا ری ات وده، ر را
ان ز در ا ا ا . ا ۀ  و و ا ا ا دو ا ا ا

. ا ات ا ر در را وا از اری ا ا ده و Maple و ا ر

ای اد  رخ  .  . 
(؛) ول ر و ای اد  ار رود. Maple در ور د ا و ا ردن ا رای (گ) اد
،Maple ا ا رای ور د ا ا ای ا در Enter د دادن ار ا (:) دو ا

دارای Maple ار رود. د د ردن وارد و ا ا
لا ا ا و ا را ره از اده ا ا ا ام و ا ال وان ا لا آ

آن اره در ر ات لا ا وان  Ctrl− F1 دادن ار و ا ردن
ائ از Maple ا ودن اک و د د د رآ روع رای رد. دا ر د ا

ول در ا . و را  restart ار دای ا در و
ا از k‐ا ،% و ار k ا و د و ا از (%) اد ا د وا ئ 

ون د. و ر ذ در (#) لا از د د وا ات  و د. د وا
ود ا در ا ر از رو ر ا د. و وارد ا ر ول در Insert → text ا د وا  
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Maple از ری ر
ر ورودی ا ا ام در ا ا ا ود ا در ادر رو ا و

ژه ای و ای از  اده ا د از ات ر ام ا رای د. ا داده رخ
ا ال د ا ادا در رد. وا را with(package) ور د ا را ا آ وان  

د. وا ا آ زار ا رم ا از اده ا روش

Maple ک ا س را د اد ط ای ای ارن  حاس  .  . 
د: ر ر در را ر اک‐ اد و رای ا ا در

ut = (u4)xx + (u3)xx.

: آور د Maple ا را اد ا ای ارن  دار د
restart :

with(PDEtools); declare((u)(x, t), (xi, eta)(x, t, u));

DepVars := [u](x, t); U := diff_table(u(x, t));
pde[1] := U[t]− 12 ∗ U[ ]2 ∗ U[x]2 − 4 ∗ U[ ]3 ∗ U[x, x]− 3 ∗ U[ ]2 ∗ U[x] = 0;

DetSys := DeterminingPDE(pde[1]); pdsolve(%);

G := Infinitesimals(pde[1], DepVars);

د: ان د را ر ز رو ور د ر آ
G := [ξ[x](x, t, u) = 0, ξ[t](x, t, u) = 1, η[u](x, t, u) = 0],

[ξ[x](x, t, u) = 1, ξ[t](x, t, u) = 0, η[u](x, t, u) = 0],

[ξ[x](x, t, u) = −x, ξ[t](x, t, u) = t, η[u](x, t, u) = −u].

ارن آن
v1 =

∂

∂t
, v2 =

∂

∂x
, v3 = t

∂

∂t
− x

∂

∂x
− u

∂

∂u
.

ر ای ارن  وان آن  ای اد ر ز ا و وق ور د ا ود. د وا
رد. ا را روض اد

Maple ک ا س را د اد ر ای ارن  حاس  .  . 
د: ر ر در را وج ‐ ر ر اد

utt = uxx + uyy + ϵ(ut − u3t ).
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زار ا رم از اده ا ٠
: د آور را اد ا ر ای ارن  Maple ا

restart :

with(DifferentialGeometry) : with(Tools) : with(PDEtools) :

with(JetCalculus) : with(LieAlgebras) : DGsetup([t, x, y], [u], M, 4);

eq := u[1, 1]− u[2, 2]− u[3, 3]; alias(tau[0] = tau[0](t, x, y, u[])) :

alias(xi[0] = xi[0](t, x, y, u[])) : alias(zeta[0] = zeta[0](t, x, y, u[])) :

alias(eta[0] = eta[0](t, x, y, u[])) :

Z[1] := evalDG(tau[0] ∗ Dt + xi[0] ∗ Dx + zeta[0] ∗ Dy + eta[0] ∗ Du[]);

alias(tau[1] = tau[1](t, x, y, u[])) : alias(xi[1] = xi[1](t, x, y, u[])) :

alias(zeta[1] = zeta[1](t, x, y, u[])) : alias(eta[1] = eta[1](t, x, y, u[])) :

Z[2] := evalDG(tau[1] ∗ Dt + xi[1] ∗ Dx + zeta[1] ∗ Dy + eta[1] ∗ Du[]);

X := evalDG(Z[1] + epsilon ∗ Z[2]); Z3 := Prolong(Z[1], 2) :

EQ := LieDerivative(Z3, eq) : subs(u[1, 1] = u[2, 2]− u[3, 3], EQ) :

EQ1 := expand(%);

sys :={coeffs(EQ1, [u[2], u[1], u[3], u[1, 2], u[2, 2], u[3, 3], u[2, 3], u[1, 3],

u[1, 1, 1], u[1, 1, 2], u[1, 2, 2], u[2, 2, 2], u[1, 1, 1, 1], u[1, 1, 1, 2], u[1, 1, 2, 2], u[1, 2, 2, 2],

u[2, 2, 2, 2], u[1, 1, 1, 1, 1], u[1, 1, 1, 1, 2], u[1, 1, 1, 2, 2], u[1, 1, 2, 2, 2], u[1, 2, 2, 2, 2],

u[2, 2, 2, 2, 2], u[1, 1, 1, 1, 1, 1], u[1, 1, 1, 1, 1, 2], u[1, 1, 1, 1, 2, 2], u[1, 1, 1, 2, 2, 2],

u[1, 1, 2, 2, 2, 2], u[1, 2, 2, 2, 2, 2], u[2, 2, 2, 2, 2, 2]]); }sol := pdsolve(sys);

Z[1] := ((−3/4 ∗ _B2 ∗ t2 + 1/4 ∗ (−_B1 ∗ y− 6 ∗ B3 ∗ x+ 4 ∗ _B8) ∗ t
+1/4 ∗ (−3 ∗ x2 + 2 ∗ y2) ∗ _B2+ _B9 ∗ x+ y ∗ _B5+ _B10) ∗ Dt
+(−3/4 ∗ _B3 ∗ x2 + 1/4 ∗ (−_B1 ∗ y− 6 ∗ _B2 ∗ t+ 4 ∗ _B8) ∗ x
+1/4 ∗ (−3 ∗ t2 − 2 ∗ y2) ∗ _B3+ t ∗ _B9− y ∗ B6+ _B11) ∗ Dx
+((1/2) ∗ _B1 ∗ y2 + (1/8 ∗ (8 ∗ _B2 ∗ t+ 8 ∗ _B3 ∗ x+ 8 ∗ _B4)) ∗ y
+(1/8 ∗ (−t2 + x2)) ∗ _B1+ _B5 ∗ t+ _B6 ∗ x+ _B7) ∗ Dy
+(−1/2 ∗ u[ ] ∗ _B2 ∗ t− 1/2 ∗ u[ ] ∗ _B3 ∗ x+ 1/2 ∗ u[ ] ∗ (3/2) ∗ _B1 ∗ y
+1/2 ∗ u[ ] ∗ 2 ∗ _B4+ 1/2 ∗ u[ ] ∗ 2 ∗ _B8) ∗ Du[ ]);
Z4 := Prolong(Z[1], 4) :

eq1 := u[1, 1]− u[2, 2]− u[3, 3]− epsilon ∗ u[1] + epsilon ∗ u[1]3;

EQ1 := LieDerivative(Z4, eq1) :

subs(u[1, 1] = u[2, 2]− u[3, 3]− epsilon ∗ u[1] + epsilon ∗ u[1]3, EQ1) :
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EQ2 := expand(%); H := (1/epsilon) ∗ EQ2 : H := simplify(%);

B1 := Prolong(Z[2], 2) : E := LieDerivative(B1, eq) :

subs(u[1, 1] = u[2, 2]− u[3, 3], E) : E1 := expand(% + H);

sys1 :={coeffs(E1, [u[2], u[1], u[3], u[1, 2], u[2, 2], u[2, 3], u[3, 3], u[1, 3],

u[1, 1, 1], u[1, 1, 2], u[1, 2, 2], u[2, 2, 2], u[1, 1, 1, 1], u[1, 1, 1, 2], u[1, 1, 2, 2], u[1, 2, 2, 2],

u[2, 2, 2, 2], u[1, 1, 1, 1, 1], u[1, 1, 1, 1, 2], u[1, 1, 1, 2, 2], u[1, 1, 2, 2, 2], u[1, 2, 2, 2, 2],

u[2, 2, 2, 2, 2], u[1, 1, 1, 1, 1, 1], u[1, 1, 1, 1, 1, 2], u[1, 1, 1, 1, 2, 2], u[1, 1, 1, 2, 2, 2],

u[1, 1, 2, 2, 2, 2], u[1, 2, 2, 2, 2, 2], u[2, 2, 2, 2, 2, 2]])}

n := nops(sys1); sys4 := [seq(sys1[i] = 0, i = 1..n)] :

pdsolve(sys4, parameters = _B2,_B1,_B5,_B9,_B3,_B4,_B8);
در (  . ) ر ای ارن  ا _Ci و ا _Bi واه د وا دادن دار ا

د. د آ د، ا وم

Maple ک ا کسری س را د ادلات ای ارن  حاس  .  . 
دی د از اده ا د از ری را د اد ای ارن  ا رای

FracSym ا . ا ده زوده ا Maple وف ا و ا و ٠٠ ال در
ر آن آدرس read ور د ا و ده ر و ا روی ا دا ور د ا دارد ام
ال وان رد. وا را را آن with(FracSym) ور د ا و رد اره ا روی

د: ر ر در را د ر وم در ده وز اد
∂αρ

∂tα
= η

∂2ρ

∂r2
+
η

r

∂ρ

∂r
,

ورات د ا اد ا ای ارن  . ا t ∈ (0, T ], (T ≤ ∞) و 0 < α < 1 اد ا در
د: د آ ر ز روش Maple در

restart : read(”address/fracsym/ASPv4.6.3.mpl”) :

with(ASP) : with(desolv) :

read(”address/fracsym/FracSym.v1.16.txt”) : with(FracSym) :

Rfracdiff(u(x, t), t, alpha); Rfracdiff(u(x, t)& ∗ v(x, t), t, alpha);

Rfracdiff(v(x, t)& ∗ u(x, t), t, alpha); Rfracdiff(u(x, t)& ∗ v(x, t), t, 2);

TotalD(xi[x](x, t), x, 2); evalTotalD([%], [T], [x]);

Alexei F. Cheviakov
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زار ا رم از اده ا
fde1 := Rfracdiff(u(x, t), t, alpha) = (k) ∗ diff(u(x, t), x, x)

+(k/x) ∗ diff(u(x, t), x);

deteqs := fracDet([fde1], [u], [x, t], 2, alpha = 0.1..1);

sol1 := pdesolv(expand(deteqs[1]), deteqs[3], deteqs[4]);

subs(sol1[3], deteqs[2]);

داد: د وا ان را ر ز رو ور د ر آ
sol1 := [ξ[x](x, t, u) = C2αx+ 2C4, ξ[t](x, t, u) = 2C2t+ C1,

η[u](x, t, u) = F5(x, t) + uαC2 − uC4/x+ uC5 − uC2], [F5(x, t), C5, C4, C2, C1]

د: د وا ا ده وز اد رای ر ز ای ارن  واه د وا داردادن ا
v1 = αr

∂

∂r
+ 2t

∂

∂t
+ (ρα− ρ)

∂

∂ρ
,

v2 = 2
∂

∂r
− ρ

r

∂

∂ρ
, v3 = ρ

∂

∂ρ
, v∞ = h(r, t)

∂

∂ρ
.

Maple ک ا گ س پا وا ا ا را حاس  .  . 
د: ر ر در را (u2 = v ،u1 = u) راف ر غ ادلات اه د

R1[u, v] = vt − (u2 + 1)ux − u = 0,

R2[u, v] = ut − vx = 0.

ود: ر  ز ورت اد ا رای را ا ا را
restart : with(DifferentialGeometry) : with(JetCalculus) :

with(Tools) : DGsetup([x, t], [u, U, v, V], J, 1);

EQ1 := v[2]− (u[ ]2 + 1) ∗ u[1]− u[ ]; R1 := V[2]− (U[ ]2 + 1) ∗ U[1]− U[ ];

EQ2 := u[2]− v[1]; R2 := U[2]− V[1];

D1 := S− > TotalDiff(S, x); D2 := S− > TotalDiff(S, t);

EULER1 := S− > diff(S, U[ ])− D1(diff(S, U[1]))− D2(diff(S, U[2]));

EULER2 := S− > diff(S, V[ ])− D1(diff(S, V[1]))− D2(diff(S, V[2]));

alias(Lambda1 = Lambda1(x, t, U[ ], V[ ])); alias(Lambda2 = Lambda2(x, t, U[ ], V[ ]));

eq1 := EULER1(Lambda1 ∗ R1+ Lambda2 ∗ R2);

eq2 := EULER2(Lambda1 ∗ R1+ Lambda2 ∗ R2);

simplify(eq1); simplify(eq2);
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Maple از ری ر
with(PDEtools) : PDEtools[declare]((lambda1, lambda2)(x, t, u[ ], v[ ]));

with(PDEtools) : PDEtools[declare]((lambda1, lambda2)(x, t, u[ ], v[ ]));

with(DEtools, diff_table);
Lambda1 := diff_table(lambda1(x, t, u[ ], v[ ]));
Lambda2 := diff_table(lambda2(x, t, u[ ], v[ ]));
eq1 := Lambda1[u[ ]]− Lambda2[v[ ]];

eq2 := Lambda2[u[ ]]− Lambda1[v[ ]] ∗ (u[ ]2 + 1) = 0;

eq3 := Lambda1[x] ∗ (u[ ]2 + 1)− Lambda2[t]− Lambda1[u[ ]]− Lambda1[ ] = 0;

sys := [eq1, eq2, eq3]; pdsolve(sys);

Maple ک ا گ س پا وا حاس  .  . 
د: ر ر در را KdV اد

uxxx + uux + ut = 0,

: ر  ز روش Maple ا اد ا ا وا آوردن د رای
restart : with(DifferentialGeometry) : with(Tools) : with(JetCalculus) :

DGsetup([x, t], [u], M, 3) : PDE := u[2] + u[ ] ∗ u[1] + u[1, 1, 1];

DE := DifferentialEquationData([PDE], [u[2]]) : DE1 := Prolong(DE, 4) :

iota := Transformation(DE1) : alias(Q = Q(x, t, u[])) : EulerLagrange(Q ∗ PDE) :

op(%) : Pullback(iota,%) : expand(%) :

sys :={coeffs(%, [u[1], u[1, 1], u[1, 1, 1]])}; pdsolve(sys);

alias(P1 = P1(x, u[], u[1], u[1, 1])) : alias(P2 = P2(x, u[], u[1], u[1, 1])) :

TotalDiff(P1, x) + TotalDiff(P2, t)− 1 ∗ PDE :

{coeffs(%, [u[1, 2], u[2, 2], u[1, 1, 1], u[1, 1, 2], u[1, 2, 2], u[2, 2, 2]])}; pdsolve(%);

alias(P1 = P1(x, u[], u[1], u[1, 1])) : alias(P2 = P2(x, u[], u[1], u[1, 1])) :

TotalDiff(P1, x) + TotalDiff(P2, t)− u[] ∗ PDE : expand(%) :

{coeffs(%, [u[1, 2], u[2, 2], u[1, 1, 1], u[1, 1, 2], u[1, 2, 2], u[2, 2, 2]])}; pdsolve(%);

alias(P1 = P1(x, u[], u[1], u[1, 1])) : alias(P2 = P2(x, u[], u[1], u[1, 1])) :

TotalDiff(P1, x) + TotalDiff(P2, t)− (t ∗ u[]− x) ∗ PDE : expand(%) :

{coeffs(%, [u[1, 2], u[2, 2], u[1, 1, 1], u[1, 1, 2], u[1, 2, 2], u[2, 2, 2]])}; pdsolve(%);
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زار ا رم از اده ا

Maple ک ا زئ س را د اد ر کا  .  . 
ر ا آن ای ارن  از اده ا ا را زئ را د اد ر وان  Maple ا
د و را د اد ا و ر ر ا زئ را د اد و داد

د: ر ر در را دی دو رارات ال ا اد ال وان رد.
ut = uxx + uyy,

: ا ر ز ای ارن  دارای اد ا
v1 = ∂x, v2 = ∂y, v3 = ∂t, v4 = u∂u, v5 = y∂x − x∂y,

v6 =
x

2
∂x +

y

2
∂y + t∂t, v7 = t∂x −

1

2
xu∂u,

v8 = t∂y +
1

2
yu∂u, v9 =

1

2
xt∂x +

1

2
yt∂y +

1

2
t2∂t −

1

8
(x2 + y2 + 4t)u∂u.

وا ر ا را اد v5 و v3 ارن دو از اده ا ا ر ز ور د ا و رای
داد:

restart; with(PDEtools); with(DifferentialGeometry) :

DGsetup([t, x, y, u], M);

PDE := diff(u(t, x, y), t)− diff(u(t, x, y), x, x)− diff(u(t, x, y), y, y) = 0;

v[3] := evalDG(Dt);

with(PDEtools, InvariantTransformation,

ChangeSymmetry, InfinitesimalGenerator);

with(PDEtools, SimilarityTransformation,

ChangeSymmetry, InfinitesimalGenerator);

S1 := [xi[1] = 0, xi[2] = 1, xi[3] = 0, eta[1] = 0];

InvariantTransformation(S1, u(t, x, y), v(r, q, z));

ITR, TR := SimilarityTransformation(S1, u(t, x, y), v(r, q, z));

tr := t = q, x = z, y = r, u(t, x, y) = v(r, q); dchange(tr, PDE) : simplify(%);

v[5] := evalDG(y ∗ Dx − x ∗ Dy);

S5 := [xi[1] = 0, xi[2] = y, xi[3] = −x, eta[1] = 0];

InvariantTransformation(S5, u(t, x, y), v(r, q, z));

ITR, TR := SimilarityTransformation(S5, u(t, x, y), v(r, q, z));

tr := {t = q, x = tan(z) ∗ RootOf((tan(z)2 + 1) ∗ Z2 − r),
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Maple از ری ر
y = RootOf((tan(z)2 + 1) ∗ Z2 − r), u(t, x, y) = v(r, q)};

dchange(tr, PDE) : simplify(%);

: زئ را د اد دی دو رارت ال ا اد v3 = ∂t ارن از اده ا ا
∂2v(r, q)

∂q2
+
∂2v(r, q)

∂r2
= 0,

: زئ را د اد رارت ال ا اد v5 = y∂x − x∂y ارن ا و
4
∂2v(r, q)

∂r2
r + 4

∂v(r, q)

∂r
− ∂v(r, q)

∂q
= 0,

د. ا ا 

اددا
اری وان  Maple ری و ا ری ا د ان ار ا ا در

ا ا ای دون و الا اد و ان ز در و ر ا را ای روه  ز در ات ا از
رای دی ورات د ، ا ده و Maple رای ا واع  ا در داد. ام ا

ا وا و رو دی ز و ر و ر الا ر و وردی ر ای ارن  ا
و د ال ا واع ا ر رای اده ورا د دارای Maple ود. ا 
ور آن ای و  ا ر ا . ا ون ا و ادلات رای و ودار ر

و و ا ر روز ال در ر و وده و ان د و اده ا ورد و
ارش ان ز ا . ا ران ار ا رای ان آ و اده ا ور دن ر ردی  ار و
ام ا ٠ ارس در آن ا روزر ر آ و ده ارائ Maple از ا ان ا ا

. ا ده
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ران. ا و اه دا ، ا ر ده دا ،” را د ادلات
، ا ر ده دا ،” ر ای ارن  ” د: ار ا ان  ا ،( ٠) دی، ر ده [ ]

ران. ا و اه دا
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Abstract

The main topic of the present dissertation is to study the inclusive application of Lie groups and
geometry in fractional integro-differential equations. In this thesis, some types of differential equa-
tions of integer and fractional order and fractional integro-differential equation are introduced and
also, the basic concepts of fractional calculus are stated. Next, group analysis is extended to the dif-
ferential equations and after finding symmetries, invariant solutions of these equations are founded.
It is shown that by using this group analysis Conservation laws of differential equations of integer
and fractional order are calculated. These conservation laws lead us to find new solutions based on
symmetries. Under some suitable conditions, the infinitesimal criterion of invariance for detecting
Lie symmetries of fractional integro-differential equations with fractional derivative in both the
Caputo and Riemann–Liouville sense is constructed. Then by using the proved theorem for sym-
metries, the conservation laws of these equations are abtained. For simplicity in computing, the
Maple software and its application in finding symmetry groups and the conservation laws of the
differential equations of the integer and the fractional order are introduced.

key words: Fractional differential equations, Fractional integro-differential equations, Ca-
puto derivative, Riemann-Liouville derivative, Riemann-Liouville fractional integral, Lie sym-
metries, Invariant solutions, Noether’s theorem, Euler-Lagrange equations, Conservation laws,
Maple.
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