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و پدر به م کنم تقدیم را خود پایان نامه
سخت ها در همیشه که خانواده ام و مادر

بوده اند کنارم

ز



سپاس گزاری...

از برسانم. پایان به را خود پایان نامه تا داد، را توانایی این من به که شاکرم را خدا
از همچنین است. بوده من برای قلبی قوت همیشه وجودشان که ممنونم خانواده
راهنمایی های که م کنم ر تش قلب صمیم از آرش محمد دکتر آقای گرام استاد
عزیز استاد دو از دارد جا اینجا در است. بوده کار این در من راه بخش روشن ایشان
قبول را پایان نامه این داوری که کنم ر تش شاهسون دکتر و باغیشن دکتر آقایان

کردند. زحمت

رحمت اصغر عل سید
١٣٩٧ دی

ح



نامه تعهد
اه دانش ریاض علوم آمار رشته ارشد کارشناس دانشجوی رحمت اصغر عل سید اینجانب
راهنمایی تحت ، بیزی جریمه شده رگرسیون عنوان با پایان نامه نویسنده شاهرود، صنعت

م شوم: متعهد آرش محمد
برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط پایان نامه این در تحقیقات •

است.
شده استناد استفاده مورد مرج به پژوهش گران، ر دی پژوهش های نتایج از استفاده در •

است.
مدرک نوع هیچ دریافت برای ری دی فرد یا خود، توسط کنون تا پایان نامه، این مطالب •

است. نشده ارایه هیچ جا در امتیازی یا
نام با مستخرج مقالات و دارد، تعلق شاهرود صنعت اه دانش به اثر، این معنوی حقوق •
خواهد چاپ به “ Shahrood University of Technology “ یا “ شاهرود صنعت اه دانش “

رسید.
بوده اند، تاثیرگذار پایان نامه اصل نتایج آوردن به دست در که افرادی تمام معنوی حقوق •

م گردد. رعایت پایان نامه از مستخرج مقالات در
آنها) بافت های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •

است. شده رعایت اخلاق اصول و ضوابط است، شده استفاده
افراد شخص اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •
شده رعایت انسان اخلاق اصول و رازداری اصل است)، شده استفاده (یا یافته دسترس

است.
رحمت اصغر عل سید

١٣٩٧ دی

نشر حق و نتایج یت مال
برنامه های کتاب، مستخرج، ( مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
شاهرود صنعت اه دانش به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم افزارها رایانه ای،

شود. ذکر مربوطه علم تولیدات در ، مقتض نحو به باید مطلب این م باشد.
نم باشد. مجاز منبع ذکر بدون پایان نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده •

ط



یده چ
این در که است، زیاد بررس مورد توضیح متغیرهای تعداد رگرسیون مدل های از برخ در
روش این جمله از شود. استفاده جریمه شده برآورد روش های از م شود پیشنهاد موارد گونه
مدل پارامترهای هم و داده انجام متغیر انتخاب هم همزمان که کرد اشاره لاسو به م توان ها
باشد بیزی دیدگاه از رگرسیون مدل بندی هدف چنان چه حال م کند. برآورد را رگرسیون
توزیع معمولا مدل بندی این در کرد. استفاده بیزی جریمه شده رگرسیون روش از م توان
حالت در جریمه شده برآورگرهای از ی شبیه حاصل نتیجه که شود م انتخاب طوری پیشین
دو و داده قرار مطالعه مورد را بیزی جریمه شده رگرسیون پایان نامه این در است. کلاسی
در م دهیم. قرار بررس مورد بیشتری جزئیات با را بیزی اسبی نعل و بیزی لاسوی رهیافت

بررس را بیزی جریمه شده رگرسیون رد عمل نحوه دیابت، داده  نوع دو تحلیل استفاده با ادامه
م کنیم.

دیابت، های داده بیزی، اسبی نعل بیزی، لاسوی بیزی، جریمه شده رگرسیون کلیدی: کلمات
. کوش نیم توزیع نرمال، مقیاس آمیخته توزیع

ک



فتار پیش
پارامترهای برآورد برای بیزی روش های از استفاده که است شده داده نشان مطالعات برخ در
این آن بدیه دلیل ی م دهد. ارائه کلاسی روش های از بهتر نتایج رگرسیون مدل
موجود اطلاعات افزایش باعث مدل پارامترهای خصوص در پیشین اطلاعات ورود که است
در توضیح متغیرهای تعداد که یرید ب نظر در را شرایط حال م شود. پارامترها برآورد در
گرسیون از استفاده مدل بندی در مناسب ار راه ی شرایط این در است. زیاد رگرسیون مدل
طوری رگرسیون پارامترهای پیشین توزیع مدل بندی، گونه این در است. بیزی جریمه شده
عبارت به شود. گرفته نظر در بیزی برآورد در متغیر انتخاب عمل که م شود گرفته نظر در
شدن برآورد (صفر تنک سط که م شوند انتخاب طوری پیشین توزیع ابرپارامترهای دقیق تر
توان م زمینه این در معروف های رهیافت جمله از شود. کنترل بیزی دیدگاه از پارامترها)
و (١٩٩۶) تیبشیران توسط اول روش کرد. اشاره بیزی اسبی نعل و بیزی لاسوی روش دو به
پیشنهاد آن ها حقیقت در شد. معرف بیزی لاسوی رگرسیون ساختار در (٢٠٠٨) کسلا و پارک
ادامه در شود. استفاده رگرسیون ضرایب پارامترهای برای لاپلاس پیشین توزیع از که کردند
پیشین توزیع از آن در که کردند ارائه را بیزی اسبی نعل برآوردگر (٢٠١٠) اران هم و کاروالهو
را بیزی جریمه رگرسیون پایان نامه این در کردند. استفاده رگرسیون ضرایب برای پولیا‐گاما
مرج م کنیم. مطالعه بیشتری جزئیات با را آن خاص حالت های و داده قرار بررس مورد

R نرم افزار کم به همچنین است. (٢٠١۶) اشمیت و الی م اخیر مقاله نامه پایان این اصل
شامل مجموعه این م دهیم. انجام شبیه سازی مطالعه ی و کرده تحلیل را دیابت داده های

است. زیر صورت به مختصر به طور آن ها محتوای که است پیوست سه و فصل چهار
چند و تعاریف شامل که رگرسیون مدل های مقدمات مفاهیم بیان به ، ی فصل در •

م پردازیم. است، کوتاه مثال
م کنیم. بیان را بیزی لاسوی برآوردگر دو، فصل در •

م شود. داده قرار بررس مورد بیزی اسبی نعل برآوردگر سه، فصل در •
از مفاهیم و شده گفته کل منظر از بیزی جریمه شده برآوردگرهای چهار، فصل در •

م شود. داده توضیح برآورد تنک میزان و نال سی استواری قبیل
که بوده پایان نامه در نیاز مورد تعاریف و قضیه چند برگیرنده در شده ارائه پیوست های

است. کامپیوتری برنامه های از گزیده ای شامل آن بخش آخرین

ل



مطالب فهرست
ش تصاویر فهرست
ث جداول فهرست
١ رگرسیون مدل های مقدمات ١
٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . چند گانه خط رگرسیون ١.١
٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مدل پارامتر های برآورد ١.١.١
۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . جریمه شده چند گانه خط رگرسیون ١.٢
۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . لاسو برآوردگر ١.٢.١
۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ریج برآوردگر ١.٢.٢
٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تعمیم یافته خط رگرسیون ١.٣
١١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . درست نمایی ماکزیمم برآورد ١.٣.١
١۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بیزی برآورد ١.٣.٢

١٧ بیزی لاسوی ٢
١٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بیزی لاسوی رگرسیون ٢.١
١٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . سلسله مراتبی مدل ٢.١.١
٢٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . جریمه پارامتر انتخاب ٢.٢
٢٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . λ انتخاب برای EM اگوریتم ٢.٢.١
٢۴ . . . . . . . . . . . . . . لاسو جریمه پارامتر برای ابرپیشین ها ٢.٢.٢
٢۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دیابت داده مجموعه تحلیل ٢.٣

٢٧ بیزی اسبی نعل ٣
٢٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اسبی نعل برآوردگر ٣.١
٢٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اسبی نعل ال چ تابع ٣.٢
٣٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مشابه پیشین توزیع های با ارتباط ٣.٣
٣٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . بزرگ نال های سی به نسبت استواری ٣.۴

س



مطالب فهرست ع
٣۵ کل منظر از شده جریمه برآوردگرهای ۴
٣۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بیزی جریمه شده رگرسیون ۴.١
٣٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . چندگانه مدل بندی ۴.٢
۴١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خط رگرسیون ۴.٢.١
۴۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . لجستی دودوئ رگرسیون ۴.٢.٢
۴٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پیشین توزیع های ۴.٣
۵١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . R در bayesreg بسته شرح ۴.۴
۵٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مثال ۴.۵
۵٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دیابت داده های ۴.۵.١
۵۴ . . . . . . . . . . . . . . تحقیق آینده برای پیشنهادات و نتیجه گیری ۴.۶

۵۵ مراج
۶٣ آ 
۶٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . MCMC نمونه گیری روش آ .١
۶٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . EM وریتم ال آ .٢

٧١ آماری توزیع های ب
٧١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . متغیره تک توزیع های ب.١
٧۴ . . . . . . . . . . . . . . . . متغیره چند نرمال مقیاس آمیخته توزیع ب.٢
٧۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . احتمالات و حدی قضایای ب.٣

٧٧ R برنامه از گزیده ای پ



تصاویر فهرست
٢۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بیزی لاسوی برای جعبه ای نمودار ٢ . ١

نرمال‐نمایی‐ استرودرمن‐برگر، ، کوش دوگانه، :نمایی p(ki) ال های چ ٣ . ١
برای چپ سمت مستطیل قطعه در اسبی. نعل و نرمال‐جفریز گاما،
قطعه خط و d = ١ و c = ۴ برای مش خط نرمال‐نمایی‐گاما، پیشین

٣٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . است. d = ١ و c = ١۴ برای قطعه
۵۴ . . . . . . . لجستی پاس با بیزی لاسوی برای دیابت داده های آنالیز ١ . ۴

ف



جداول فهرست
شده گذاری نماد (١ . ١١) رابطه که خاص های GLM ویژگ های و پارامترها ١ . ١
var(y) = و E[y] = µ همچنین و م باشد کانون پارامتر اینجا در θ است.

١١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .αV (µ)

٢۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . دیابت بیمار ۴۴٢ برای پایه متغیر ١٠ ٢ . ١
انقباض متداول قاعده های از تعدادی به وابسته ki و λi برای پیشین ها ٣ . ١

٣١ . . . است. شده فرض d = ١ نرمال‐نمایی‐گاما، پیشین برای موضع
داده های برای بیزی دیدگاه از لجستی مدل اساس بر پارامترها ویی پیش ١ . ۴

۵٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دیابت

ق



١ فصل
رگرسیون مدل های مقدمات

مقدمه
و است شده استفاده چشم گیری طور به (GLM) تعمیم یافته١ خط مدل اخیر، سال های در
خواننده توجه راستا، این در درآمده اند. تحریر رشته به زمینه این در متعددی آماری متون
مدل های تعمیم عنوان به تعمیم یافته، خط مدل های م کنیم. جلب اصل مرج چند به را
در مدل ها از دسته این دقیق نظری بررس شد. معرف (١٩٧٢) ودربرن٢ و نلدر توسط ، خط
دیدگاه برای خوبی منبع نیز (٢٠٠٢) اران هم میر۴و است. آمده (١٩٨٩) نلدر کولاک٣و م
عنوان به مدل ها این از استفاده بیشترین که است ذکر به لازم است. مدل ها این شهودی
است. گسترش یافته گسسته داده های تحلیل در ، خط ل مدل های برابر در قوی رقیبی
مراجعه (١٩٩۶) ۵ اگرس به خط ل مدل های با ارتباط و مورد این در بیشتر اطلاعات برای
نظری جنبه های بررس جهت در زیادی پایان نامه های نیز شاهرود صنعت اه دانش در کنید.
ولیپور جمله از آمده اند. در تحریر رشته به بیزی و کلاسی دیدگاه های از مدل این کاربردی و
مدل های بیزی تحلیل (١٣٩٣) عجم و بتا رگرسیون با نسبت و نرخ داده های مدل  بندی (١٣٩٢)

١Generalized linear model
٢Nelder and Wedderburn
٣McCullagh
۴Meyer
۵Agresti



رگرسیون مدل های مقدمات ٢
نرخ پاس های مدل بندی (١٣٩۴) کیحان کرده اند. بررس را وابسته پاس های با بتا رگرسیون
نامتعادل دوسطح پاس های (١٣٩۵) بلوری کرد، ارزیابی را بتا مستطیل رگرسیون با نسبت و

ی مطالعه به (١٣٩۶) عابدین پور کرد، تحلیل را تعمیم یافته فرین مقادیر رگرسیون مدل با
و پرداخت، دوجمله ای بتا توزیع کم به نرخ پاس های فضایی پیش گویی برای منعطف مدل
مورد را ، طول داده های تحلیل در کلاسی دیدگاه از تعمیم یافته خط مدل (١٣٩٧) رحمان

داد. قرار بررس
را میانگین رگرسیون مدل همان یا خط رگرسیون مدل ی ابتدا GLM بحث به ورود برای

تابع ، پاس میانگین تنها مدل بندی جای به م توان چطور م کنیم بیان سپس و کرده معرف
مطالعه این اصل هدف که آنجایی از اما کرد. مدل بندی GLM وسیله به را پاس میانگین از
برآورد و چندگانه خط رگرسیون مدل ابتدا فصل این در است بیزی دیدگاه از جریمه شده برآورد
در برآورد و GLM در بحث به مختصر طور به آن، ادامه در سپس و کرده معرف را جریمه شده

م پردازیم. بیزی دیدگاه

چند گانه خط رگرسیون ١ . ١
فرمول بندی زیر صورت به چند گانه۶ خط رگرسیون در پاس متغیر ی و توضیح متغیر p رابطه

م شود
y = Xβ + ε, (١ . ١)

ماتریس ی X = (x١, · · · ,xn)
⊤ پاس ها، از n × ١ بردار ی y = (y١, · · · , yn)⊤ آن در که

β = (β١, · · · , βp)⊤ ،i = ١, · · · , n ،xi ∈ Rp ‐بعدی، p بردار n از معلوم و تصادف غیر n × p

تصادف خطاهای بردار ε = (ε١, · · · , εn)⊤ و مدل) (پارامتر های مجهول رگرسیون ضرایب بردار
داریم ر دی عبارت به است.

y١
y٢...
yn

 =


x١١ x١٢ · · · x١p
x٢١ x٢٢ · · · x٢p... ... ...
xn١ xn٢ · · · xnp




β١
β٢...
βp

+


ϵ١
ϵ٢...
ϵn

 ,

. xi = (xi١, · · · , xip)⊤ آن در که
مقدار برآورد کردن منظور به ی ها، از n × ١ بردار X اول ستون کاربردی، مسائل در اغلب
این در است. n× (p+ ١) ،X ماتریس بعد حالت این در که است بوده رگرسیون، مدل در ثابت
شده حذف مدل از مبدا از عرض م کنیم فرض مسئله کلیت از شدن کاسته بدون مجموعه

کنید. مراجعه (١٣٩٧) رجبلو به محاسبات جزئیات و انجام ونگ چ برای است.
۶Multiple linear regression



٣ چند گانه خط رگرسیون
هنگام پارامتری روش این است. ساده٧ خط رگرسیون از تعمیم چند گانه خط رگرسیون

کم دست توضیح متغیر های و پاس متغیر میان رابطه ی بودن خط فرض که است مناسب
توضیح متغیر های و پاس متغیر میان رابطه هنگام که اما باشد. برقرار تقریبی صورت به

شود. گمراه کننده ای نتایج به منجر است ن مم خط رگرسیون از استفاده است، نا معلوم

مدل پارامتر های برآورد ١ . ١ . ١
برابر خطا مولفه واریانس‐کوواریانس ماتریس کنید فرض و گرفته نظر در را (١ . ١) خط مدل
ماتریس I و نامعلوم عددی مقدار ی σ٢ > ٠ آن در که ،cov(ϵ) = σ٢I عبارت به باشد، σ٢I

است. همان
یعن مانده ها دوم توان های مجموع که است برآوردگری ،(LS) ٨ دوم توان کمترین برآوردگر

S(β) =

n∑
i=١

ϵ٢
i

=

n∑
i=١

(
yi −

p∑
j=١

βjxij

)٢

= (y −Xβ)⊤(y −Xβ)

= y⊤y − ٢y⊤Xβ + β⊤X⊤Xβ (١ . ٢)
داریم β به نسبت (١ . ٢) رابطه از مشتق گیری با کند. مینیمم را

∂S

∂β
= ٢X⊤y + ٢X⊤Xβ.

بودن)، پذیر (معکوس X⊤X ماتریس بودن نامنفرد صورت در ،∂S
∂β دادن قرار صفر مساوی با

م آید به دست زیر صورت به β رگرسیون ضرایب بردار LS برآوردگر 
β̂ = (X⊤X)−١X⊤y. (١ . ٣)

بود خواهد چنین y مشاهده شده مقادیر از استفاده با ŷ برازش شده مقادیر بردار صورت این در
ŷ = Xβ̂ = Hy

م شود باعث زیرا م شود نامیده برازش شده یا هت ماتریس H = X(X⊤X)−١X⊤ آن در که
برازش شده مقادیر به را مشاهدات مقادیر بردار طرف از و شود، گذاشته هت علامت ی y روی

است. خودتوان و متقارن ،p× p ماتریس H ماتریس م کند. تصویر
است برقرار ماتریس اثر و رتبه بین زیر رابطه ب . ٣ . ١ قضیه بنابر

rank(H) = tr(H) = p.

٧Ordinary linear regression
٨Least squares



رگرسیون مدل های مقدمات ۴
م شود محاسبه زیر صورت به نیز β̂ واریانس‐کوواریانس ماتریس ، cov(y) = σ٢I که آنجایی از

cov(β̂) = cov
(
(X⊤X)−١X⊤y

)
= (X⊤X)X⊤cov(y)

(
(XX)−١X⊤

)⊤

= (X⊤X)−١X⊤cov(y)X(X⊤X)−١

= σ٢(X⊤X)−١.

جریمه شده چند گانه خط رگرسیون ١ . ٢
مدل است بدیه است. زیاد بررس مورد مسئله در توضیح متغیرهای تعداد اوقات گاه
باشد بزرگ p چنان چه (١ . ١) مدل در مثلا است. ل مش آن تفسیر و بوده پیچیده حاصل
این گونه در ندارد. وجود p > n حالت در و نیست محاسبه قابل راحت به (X⊤X)−١ ماتریس
نهایی، هدف که آن جایی از اما باشد. کارساز م تواند متغیر انتخاب روش ی از استفاده موارد
انتخاب هم که کنیم استفاده روش هایی از است بهتر است، β رگرسیون ضرایب بردار برآورد
جریمه شده رگرسیون از م توان منظور، این برای کند. برآورد را β هم و داده انجام متغیر
زیاد پارامترها تعداد چنان چه کنید دقت رسید. نظر مورد هدف به روش با و کرد استفاده
این در اگر بنابراین م شود. بزرگ نیز م کند جم را آن عناصر قدرمطلق که β از تابع باشد
مستقیم غیر طور به م توان عملا دهیم، کاهش و کنیم جریمه را تابع این بزرگ مسائل گونه
،LS مح مینیمم جای به م توان بحث این از نتیجه عنوان به داد. کاهش را متغیرها تعداد
به م شود باعث عمل این کرد. مینیمم همزمان را جریمه تابع این بزرگ با همراه LS مح
در کل حالت در لذا کنیم. برآورد را β بردار هم و داده انجام بعد کاهش هم همزمان طور

است زیر تابع کردن مینیمم هدف شده٩، جریمه رگرسیون
ϕ(β) = S(β) + λP (β)

= (y −Xβ)⊤(y −Xβ) + λP (β), (۴ . ١)
تنظیم یا کنترل را جریمه میزان که است ثابت λ و β حسب بر جریمه تابع P (β) آن در که
رگرسیون در خطا توان دوم تابع به که م شود استنباط ،(۴ . ١) تابع ساختار در دقت با م کند.
بنا و پارامتر هاست از تابع جریمه، عبارت این است. شده اضافه P (β) جریمه عبارت ، معمول
را (١٣٩٧) رجبلو بیشتر آگاه برای دارد. متفاوت صورت های جریمه شده، رگرسیون روش به

ببینید.
بین موازنه ای اینجا، در λ است ذکر به لازم است. λ > ٠ ١٠ تنظیم کننده پارامتر این جا در

٩Penalized regression
١٠Tuning parameter



۵ جریمه شده چند گانه خط رگرسیون
است. اهمیت حائز آن درست انتخاب و م دهد انجام مدل١٢ پیچیدگ و ١١ پیش گویی خطاهای
است. چالش برانگیز مسئله ی نیز، آمار در تنظیم کننده پارامتر برای مناسب مقدار تعیین
روش های به ویژه و آمار با ریاض بهینه سازی مسائل بین ارتباط درباره بیشتر جزئیات برای

ببینید. را (١٣٩۶) راد نوروزی و (٢٠٠۴) ١۴ یائو ،(٢٠٠۴) اران هم و ١٣ وانگ ، رگرسیون
مینیمم سازی از حاصل برآوردگر حالت، هر در که شوند گرفته نظر در م توانند متفاوت جریمه های
توابع معروفترین از ∑p

j=١ β٢
j و ∑p

j=١ |βj | جریمه های م گیرد. خود به خاص نام (۴ . ١)
ادامه در هستند. (L٢) اقلیدس و (L١) مستطیل نرم های اساس بر ترتیب به که بوده جریمه
مختصر طور به ،L٢ و L١ نرم های از استفاده با مینیمم سازی از حاصل جریمه شده برآوردگرهای

است. شده آورده

لاسو برآوردگر ١ . ٢ . ١
انتخاب برای جدید روش (١٩٩۶) ١۵ تیبشیران یرید. ب نظر در را (١ . ١) خط رگرسیون مدل
را آن و م شود (تفسیرپذیرتر) صرفه جو و پایا دقیق، مدل به منجر که نمود پیشنهاد متغیر ها
اختصار به را آن ما که نامید (LASSO) متغیر١۶ انتخاب و انقباض قدرمطلق کمترین ر عمل

م گوییم. لاسو
و م کند پرتاب مشخص هدف سمت به گاوچران ی که م شود گفته طنابی حلقه به لاسو
آماری دیدگاه از لذا م شود. تر کوچ حلقه و شده کشیده طناب آن، به کردن اصابت از پس
از مینیمم کنندگ و منقبض کنندگ ، انتخاب کنندگ عمل حاصل که است برآوردگری لاسو،

ویژگ اساس بر که است LS برآوردگر شده جریمه نوع لاسو، برآوردگر است. قدرمطلق جنس
ویژگ خصوص در آگاه برای است. گرفته قرار توجه مورد اخیر سال های در ،L١ نرم تنک

ببینید. را (١٣٩۵) آرست م شود پیشنهاد تنک
م آید به دست زیر بهینه سازی مسئله حل از لاسو برآوردگر

β̂L = min
β

{ n∑
i=١

(yi −
p∑

j=١
βjxij)

٢
}

s.t

p∑
i=١

|βj | ≤ t, (۵ . ١)

داشت نخواهد وجود مدل در متغیری آن گاه ، t = ٠ اگر است. ثابت مقدار ی t آن در که
وجود مدل در متغیرها همه عبارت به بود خواهد کامل مدل، آن گاه ، t = ∞ اگر که حال در

١١Prediction errors
١٢Model complexity
١٣Wang
١۴Yao
١۵Tibshirani
١۶Least absolute shrinkage and selection operator



رگرسیون مدل های مقدمات ۶
با معادل (۵ . ١) بهینه سازی مسئله است. نشده انتخاب متغیری هیچ و دارند

β̂L = argmin
β

{
(y −Xβ)⊤(y −Xβ) + λ

p∑
j=١

|βj |
}

(۶ . ١)

صفر) پارامتر های (تعداد ١٧ تنک سط و است تنظیم کننده پارامتر همان λ آن در که است،
به .β̂L = ٠ ، λ → ∞ وقت و β̂L → β̂ ، λ → ٠ وقت م کند. کنترل لاسو برآوردگر در را
صفر سمت به ضرایب از بیشتری تعداد شود، برده کار به بزرگتری جریمه چه هر ر، دی عبارت

دارند. ر دی ی با معکوس رابطه ای یا رفتار t و λ حقیقت در م شوند. منقبض
جریمه شده رگرسیون است، L١ نرم اساس بر که آن جریمه تابع ل ش خاطر به لاسو، رگرسیون به
سمت به را ضرایب لاسو، برآوردگر که م شود باعث جریمه تابع این انتخاب م گویند. نیز L١
همزمان لاسو، برآوردگر ، واق در کند. حذف مدل از را اضاف متغیرهای و کرده منقبض صفر
م دهد. ارائه β برآورد عنوان به کرده منقبض را ضرایب هم و م دهد انجام متغیر انتخاب هم
باشد. نداشته وجود لاسو برآورگر برای صریح جواب که م شود باعث قدرمطلق جریمه تابع
١٨ افرون بود. آورده به دست دوم درجه برنامه ریزی طریق از را برآوردگر این (١٩٩۶) تیبشیران
(LAR) ١٩ زاویه کمترین رگرسیون نام به گام، گام رگرسیون از ری دی نوع (٢٠٠۴) اران هم و
برآورد های با آن محاسبات هزینه که م دهد نتیجه را لاسویی برآورد های که کردند معرف
را (١٣٩٧) رجبلو و (١٣٩۶) راد نوروزی بیشتر آگاه برای است. برابر دوم توان کمترین
مراجعه (١٣٩۵) آرست به واریانس و اریبی قبیل از برآوردگر این خواص مشاهده برای ببینید.

کنید.

ریج برآوردگر ١ . ٢ . ٢
کرده مینیمم L٢ نرم جریمه تابع با همراه را LS مح بلافاصله و مستقیم طور به اینکه از قبل
برآوردگر با مستقیم ارتباط در که را همخط ل مش کل طور به کنیم، تعریف را ریج برآوردگر و

م دهیم. توضیح است ریج
به را آن واقع مقدار از β تفاضل دوم توان اگر یرید، ب نظر در را (١ . ١) خط رگرسیون مدل

یریم ب نظر در زیر صورت
L٢١ = (β̂ − β)⊤(β̂ − β)

١٧Sparsity
١٨Efron
١٩Least angle regression



٧ جریمه شده چند گانه خط رگرسیون
داشت خواهیم

E(L٢١ ) = E((β̂ − β)⊤(β̂ − β))

=

p∑
j=١

E(β̂j − βj)
٢

=

p∑
j=١

var(β̂j)

= σ٢tr((X⊤X)−١)

= σ٢ p∑
j=١

١
λj

,

است. X⊤X ماتریس ویژه مقادیر ها λj آن در که
١٣٩٢ (روزبه، بود خواهد کوچ بسیار ویژه مقادیر از ی حداقل ، همخط وجود صورت در
متوسط طور به LS برآورد و شده بزرگ خیل فاصله دوم توان امید صورت این در ببینید). را

اینکه به توجه با است. متفاوت بسیار خود واقع مقدار از و شده بزرگ خیل
E(L٢١ ) = E(β̂

⊤
β̂)− β⊤β

داریم
E(β̂

⊤
β̂) = β⊤β + σ٢ p∑

j=١
١
λj

.

متوسط طور به پارامتر بردار β LS برآورد ، همخط وجود صورت در که م دهد نشان رابطه این
است برآوردگری یافتن ل، مش رف برای روش ی م باشد. واقع مقدار از بزرگتر طول دارای
را برآوردگر این اگر دارد. β̂ نااریب برآوردگر به نسبت کمتری ٢٠ خطای دوم توان میانگین که

آن در که MSE(β̂
∗
) ≤ MSE(β̂) علاقه مندیم دهیم، نشان β̂∗ با

MSE(β̂
∗
) = E((β̂

∗ − β)⊤(β̂
∗ − β))

= tr(cov(β̂
∗
)) +Bias⊤(β̂

∗
)Bias(β̂

∗
)

است. β̂∗ برآوردگر اریبی مقدار Bias(β̂
∗
) = E(β̂

∗ − β) و
MSE(β̂

∗
) که طوری به کرد، کوچ م توان را β̂∗ واریانس ، β̂∗ میزان گرفتن نظر در کوچ با

شود. MSE(β̂) نااریب برآوردگر واریانس از کمتر
از ی شده اند. ارائه خط مدل های در همخط ل مش با غلبه برای متعددی روش های
٢١ کنارد و هورل توسط که است ریج رگرسیون ، همخط ل مش حل برای روش ها موثرترین

٢٠Mean squars error
٢١Hoerel and Kennard



رگرسیون مدل های مقدمات ٨
شد. معرف (١٩٧٠)

م آید دست به زیر بهینه سازی مسئله حل از ریج برآوردگر
β̂Ridge = min

β

{ n∑
i=١

(yi −
p∑

j=١
βjxij)

٢} s.t

p∑
j=١

β٢
j ≤ t (١ . ٧)

پارامتر به که داشته، نام ٢٢ ریج برآوردگر حاصل، برآوردگر است. ثابت مقدار ی t آن در که
ریج برآوردگر که بوده (١ . ٨) مسئله حل با معادل (١ . ٧) بهینه سازی مسئله دارد. بستگ ریج

م دهد ارائه زیر صورت به را
β̂Ridge = argmin

β

{
(y −Xβ)⊤(y −Xβ) + k

p∑
j=١

β٢
j

}
(١ . ٨)

= (X⊤X+ kIp)
−١X⊤Y

= (X⊤X + kIp)
−١(X⊤X)β̂OLS

= T(k)β̂OLS , (١ . ٩)
ریج برآوردگر که است واض است. T(k) = (k(X⊤X)−١ + Ip)

−١ و β⊤β =
∑p

j=١ β٢
j آن در که

است. LS برآوردگر از خط تبدیل ی
از است عبارت β̂Ridge ریاض امید

E(β̂Ridge) = E((X⊤X+ kIp)
−١X⊤Y)

= (X⊤X+ kIp)
−١X⊤Xβ.

صورت به آن واریانس‐کواریانس ماتریس همچنین است. β اریب برآوردگر β̂Ridge بنابراین
م باشد زیر

cov(β̂Ridge) = σ٢(X⊤X+ kI)−١X⊤X(X⊤X+ kI)−١.

نوشت زیر صورت به را ریج برآوردگر MSE م توان بنابراین
MSE(β̂Ridge) = tr(cov(β̂Ridge)) +Bias⊤(β̂Ridge)Bias(β̂Ridge)

= σ٢tr((X⊤X+ kI)−١X⊤X(X⊤X+ kI)−١)
+ k٢β⊤(X⊤X+ kI)−٢β. (١ . ١٠)

عبارت، دومین و β̂Ridge پارامتر مولفه های واریانس مجموع (١ . ١٠) راست سمت جمله اولین
افزایش ،k افزایش با β̂Ridge اریبی بنابراین است. خودش) در اریبی ترانهاده ) اریبی دوم توان

عکس. بر و م یابد کاهش ،k افزایش با آن واریانس و
تجزیه Γ(Λ+kIp)Γ

⊤ صورت به م توان را X⊤X+kIp ماتریس ب . ٣ . ١ تعریف از استفاده با
X⊤X+kIp ماتریس ویژه بردار های آن ستون  های و است متعامد ماتریس ی Γ آن، در که کرد

٢٢Ridge estimator



٩ تعمیم یافته خط رگرسیون
λ١ > λ٢ > · · · > λp ≥ ٠ است X⊤X ماتریس ویژه مقادیر ها λi ) Λ = Diag(λ١, · · · , λp) و بوده

نوشت م  توان لذا .(
MSE(β̂Ridge) = σ٢tr((Γ(Λ+ kIp)

−١Γ⊤ΓΛΓ⊤Γ(Λ+ kIp)Γ
⊤))

+ k٢β⊤Γ(Λ+ kIp)
−٢Γ⊤β

= σ٢tr((Λ+ kIp)
−١Λ(Λ+ kIp)

−١) + k٢α⊤(Λ+ kIp)
−٢α

=

p∑
i=١

λi

(λi + k)٢ + k٢ p∑
i=١

α٢
i

(λi + k)٢ ,

واریانس در کاهش که م شود انتخاب طوری k پارامتر ریج، رگرسیون در .α = Γ⊤β آن در که
از کمتر β̂Ridge ریج برآوردگر MSE صورت این در باشد. اریبی دوم توان افزایش از بیشتر
کردند ثابت (١٩٧٠) کنارد و هورل بود. خواهد β̂OLS دوم توان های کمترین برآوردگر واریانس
از β̂Ridge مخاطره که طوری به دارد وجود k از صفری غیر مقدار باشند، کراندار β⊤β اگر که
ماتریس حالت برای همچنین شد. خواهد کمتر β̂OLS دوم توان های کمترین برآورد  گر مخاطره
مشاهده برای است. انقباض برآوردگر ی ریج برآوردگر ،X⊤X که زمان یعن متعامد، طرح

کنید. مراجعه (١٣٩٧) رجبلو به جزئیات

تعمیم یافته خط رگرسیون ١ . ٣
تغییرات و میانگین ها روی توجه مرکز آماری، روش های از استفاده موارد اغلب در تقریبا
آن ها ماهیت درباره یا میانگین ها درباره  استنباط روش های ایجاد به منجر که آن هاست،
متغیر با ، خط مدل ی در است. (١ . ١) خط مدل ، رگرسیون مدل معمول ترین م شود.
حسب بر است، y | X شرط میانگین همان که رگرسیون تابع ،X طرح ماتریس و y پاس
β ضرایب مدل، این در م شود. گرفته نظر در E[y | X] = Xβ صورت به X از خط ترکیب

م شوند. نامیده ثابت اثرات عبارت به یا نامعلوم، ثابت های بردار
این پاس ها برای که زمان است. مشاهدات بین استقلال ، خط مدل های پذیره های از ی
مورد (LMMs) ٢٣ خط آمیخته مدل های به معروف مدل ها این از تعمیم نیست، برقرار پذیره
پنهان متغیر های از استفاده پاس ها، بین وابستگ گرفتن نظر در برای م گیرد. قرار استفاده
صورت به LMM ی در پاس میانگین است. مناسب و رایج راه ی تصادف اثرات همان یا
اثرات با متناظر طرح ماتریس X آن در که م شود داده نمایش E[y | X,Z,b] = Xβ + Zb

،٢۴ سیرل و کولاک (م است b تصادف اثرات بردار با متناظر طرح ماتریس Z و β ثابت
شده تلق صفر) میانگین (با نرمال تصادف متغیرهای عنوان به معمولا تصادف اثرات .(٢٠٠١

م شوند. برآورد م کنند، توصیف را اثرات این توزیع که پارامترهایی و
٢٣Linear mixed models
٢۴Searle



رگرسیون مدل های مقدمات ١٠
این مقدمه در که مدل هایی و شمارش و دودویی پاس های مانند مسایل، از بسیاری در
مدل های زیرا نیست. مناسب خط مدل و نرمال توزیع از استفاده شد، اشاره آن ها به فصل
عنوان به نم گیرند. نظر در را داده ها این برای پاس میانگین در موجود محدودیت خط
قرار (٠, ١) فاصله در م باشد، موفقیت احتمال همان که میانگین دودویی، داده ها برای مثال
مقداری هر پاس میانگین برآورد است ن مم کنیم استفاده خط مدل از چنان چه و م گیرد
از معمولا، ، برنول توزیع فرض با داده ها این برای نتیجه در باشد. حقیق اعداد مجموعه در
ودربرن و نلدر ل مش این ساختن مرتف برای م شود. استفاده لجستی یا پروبیت رگرسیون

کردند. معرف را تعمیم یافته خط مدل (١٩٧٢)
آن ها تک تک مختصر طور به ادامه در که است مهم ویژگ های دارای تعمیم یافته خط مدل

م کنیم. بررس را
احتمال ( ال (چ تابع که است نمایی توزیع های خانواده از توزیع دارای yi پاس متغییر •

از عبارتست آن
p(yi | θi, α) = exp

(yiθi − b(θi)

α
+ c(yi, α)

) (١ . ١١)
ساده صورت به و بوده عددی یا الر اس صورت به c(., .) و b(.) توابع برای α و θi آن در که

م شوند داده نشان زیر در واریانس و ریاض امید
E(yi | θi, α) = µi = b

′
(θi)

=
db(θi)

dθi

و
var(yi | θi, α) = αb

′′
(θi)

= αvar(µi)

i = ١, . . . , n برای همچنین هستند. دوم و اول مشتقات ترتیب به b′′(.) و b
′
(.) آن در که

برخ ،١ . ١ جدول ادامه در .cov(yi, yj | θi, θj , α) = ٠ ،i ̸= j ازای به م کنیم فرض
م کند. مشخص معروف خاص توزیع های در را (١ . ١١) مدل پارامترهای

از x⊤
i β خط پیش گویی و µi = E(yi | θi, α) میانگین تابع بین ارتباط g(.) پیوند تابع •

طریق
g(µi) = x⊤

i β

β = (β١, . . . , βp)⊤ و توضیح متغیر های از p×١ بردار ی xi اینجا در که م کند فراهم را
است. رگرسیون پارامتر های از p× ١ بردار ی

و شده تبدیل میانگین مقیاس ی در را خط رابطه ی ی GLM ی خلاصه، طور به
م کند. مشخص پاس توزیع برای نمایی توزیع های خانواده صورت ی



١١ تعمیم یافته خط رگرسیون
در θ است. شده گذاری نماد (١ . ١١) رابطه که خاص های GLM ویژگ های و پارامترها :١ . ١ جدول

.var(y) = αV (µ) و E[y] = µ همچنین و م باشد کانون پارامتر اینجا
توزیع نرمال پواسن برنول گاما

E[Y | θ] θ exp(θ) exp(θ)١+exp(θ)
− ١

θ

V (µ) ١ µ µ(١ − µ) µ٢
b(θ) θ٢

٢ exp(θ) log(١ + eθ) −log(−θ)

c(y, α) − ١٢ [y
٢

٢ + log(٢)πα] −logy! ١ log y
α

α − logy + logΓ(α)

درست نمایی ماکزیمم برآورد ١ . ٣ . ١
برای (ML) ٢۵ درستنمایی ماکزیمم برآوردگر به دستیابی برای یرید ب نظر در را (١ . ١١) مدل
برای بیابیم. را فیشر اطلاع ماتریس و امتیاز تابع است کاف آن مجانبی توزیع و β پارامتر
تابع اریتم ل (١ . ١١) نمایی خانواده از Y١, · · · , Yn صورت به n حجم به تصادف نمونه  ی

از عبارتست درستنمایی
l(θ) =

n∏
i=١

p(yi|θi, α)

=

n∑
i=١

(yiθi − b(θi)

α
+ c(yi, α)

)
,

از استفاده با است. کانون پارامتر های از برداری θ = θ(β) = (θ١(β), · · · , θn(β))⊤ آن در که
م آید به دست زیر صورت به امتیاز تابع زنجیره ای، قانون

F (β) =
∂l(θ)

∂β

=

n∑
i=١

dli
dθi

dθi
dµi

∂µi

∂β

=

n∑
i=١

yi − b
′
(θi)

α

١
Vi

∂µi

∂β
, (١ . ١٢)

i = ١, · · · , n برای و var(yi | β) = αVi اینجا در که
d٢b
dθ٢

i

=
dµi

dθi
= Vi.

این رو از
F (β) =

n∑
i=١

(
∂µi

∂β
)⊤

(yi −E(yi | µi)

var(yi | µi)

)
=

D⊤V−١[y − µ(β)]

α
, (١ . ١٣)

٢۵Maximum likelihood



رگرسیون مدل های مقدمات ١٢
همچنین و بوده j = ١, · · · , p و i = ١, · · · , n برای ∂µi

∂βj
عناصر با n×p ماتریس ی D آن در که

بردار ML برآوردگر است بدیه است. Vi ام i قطری عنصر با n × n قطری ماتریس ی V

داریم θi = x⊤
i β ازای به م شود. حاصل F (β) = ٠ حل از β رگرسیون ضرایب

n∑
i=١

∂li
∂β

=

n∑
i=١

dli
dθi

∂θi
∂β

=
١
α

n∑
i=١

x⊤i [yi − µi(β)]

م کند صدق زیر رابطه در β̂ برآوردگر م شود نتیجه دادن قرار صفر مساوی با که
n∑

i=١
x⊤
i yi =

n∑
i=١

x⊤
i µi(β̂)

م دهد. نشان را θn = (θ١, · · · , θn) بردار ML برآوردگر مجانبی توزیع زیر قضیه .
باشد زیر مسئله برای جوابی θ̂n کنید فرض (٢٠١٣ (واکفیلد، .١ . ٣ . ١ قضیه

Gn(θ) =
١
n

n∑
i=١

G(θ, yi) = ٠,

y١, · · · , yn تصادف نمونه های مشاهدات و θ = (θ١, · · · , θn)⊤ حسب بر تابع G(., .) آن در که
و (سازگاری) θ̂n

p−→ θ نتیجه در است. θ به نسبت مشتق پذیر دوبار که بوده
√
n(θ̂n − θ)

d−→ Np[0,A
−١B(A⊤)−١] (١۴ . ١)

آن در که مجانبی)، بودن (نرمال
A = A(θ) = E

[ ∂

∂θ⊤G(θ,y)
]

و
B = B(θ) = E(G(θ,y)G(θ,y)⊤) = var[G(θ,y)].

تیلور سری بسط .Gn(θ̂n) = ٠ پس است، Gn(θ) = ٠ جواب θ̂n که این به توجه با برهان.
م نویسیم زیر صورت به را θ صحیح مقدار حول Gn(θ̂n)

٠ = Gn(θ̂n) = Gn(θ) + (θ̂n − θ)
dGn(θ̂n)

dθ̂n

∣∣∣∣
θ̂=θ

+
١
٢ (θ̂n − θ)٢ d٢Gn(θ̂n)

dθ̂٢
n

∣∣∣∣
θ̃

(١۵ . ١)

را √
n(θ̂n − θ) مجانبی توزیع م خواهیم که آنجایی از است. θ و θ̂n بین نقطه θ̃ آن در که

داریم (١۵ . ١) رابطه از بیابیم،
√
n (θ̂n − θ) =

−
√
nGn(θ)

dGn(θ̂n)

dθ̂n

∣∣∣∣
θ

+ ١٢ (θ̂n − θ)٢ d٢Gn(θ̂n)

dθ̂٢
n

∣∣∣∣
θ̃

. (١۶ . ١)



١٣ تعمیم یافته خط رگرسیون
E(Gn(θ)) = ٠ تعریف طبق که باشید داشته توجه ب . ٣ . ۴، مرکزی حد قضیه از استفاده برای

و
n× var(Gn(θ)) = var(G(θ, Y )) = E(G(θ, Y )٢) = B(θ).

داریم E(G(θ, y)٢) < ∞) که فرض این و مرکزی حد قضیه به توجه با بنابراین،
√
n Gn(θ)

d−→ N(0,B(θ)) (١ . ١٧)
اول مشتق م دهیم. انتقال θ̂n برآوردگر به (١۶ . ١) رابطه طریق از را G(θ) تابع خواص اکنون

است زیر صورت به (١۶ . ١) رابطه در
dGn(θ)

dθ

∣∣∣∣
θ

=
١
n

n∑
i=١

d

dθ
G(θ, Yi)

∣∣∣∣
θ

بنابراین است. را هم خودش امید ریاض به ب . ٣ . ٢ بزرگ اعداد ضعیف قانون طبق که
dGn(θ)

dθ

∣∣∣∣
θ

p−→ E

(
d

dθ
G(θ, Y )

)
= A(θ)

است، میانگین شامل (١۶ . ١) مخرج در دوم رابطه که این و ،θ̂n p−→ θ سازگاری، به توجه با
عبارت به

d٢Gn(θ)

dθ٢
∣∣∣∣
θ̃

=
١
n

n∑
i=١

d٢
dθ٢G(θ, Yi),

صورت این در و بوده را هم وجود) صورت (در خودش امید ریاض به
d٢Gn(θ)

dθ٢
∣∣∣∣
θ̃

p−→ E

(
d٢
dθ٢ G(θ, Y )

)
.

استفاده با و بوده صفر به را هم احتمال در (١۶ . ١) رابطه در مخرج در دوم عبارت رو، این از
داریم ب . ٣ . ۵ اسلاتس قضیه از

√
n (θ̂n − θ)

d−→ N

(
0,

B

A٢
)

است. کامل اثبات و
صورت به مجانبی توزیع دارای ML برآوردگر ،١ . ٣ . ١ قضیه به توجه با

In(β)
١٢ (β̂n − β)

d−→ Nk+١(0, Ik+١)

اینجا در که است
In(β) = E[S(β)S(β)⊤] =

D⊤V−١D
α

م شود. استفاده آن ها برآورد شده نسخه های از هستند مجهول V و D عمل در که آنجایی از
بنابراین

I(β̂n) =
D̂⊤V̂−١D̂

α



رگرسیون مدل های مقدمات ١۴
صورت به β̂ برآورد گر واریانس برآوردگر م شوند. محاسبه β̂n ازای به D̂ و V̂ آن در که

ˆvar(β̂) = α(D̂⊤V̂−١D̂)−١ (١ . ١٨)
است.

بیزی برآورد ١ . ٣ . ٢
استنباط و ( کلاسی (دیدگاه بسامدی٢۶ استنباط دیدگاه دو آماری، استنباط انجام برای
آماری استنباط در را خود خاص هدف آن ها از کدام هر دارند. وجود آماری ادبیات در بیزی٢٧
در است. تصادف توزیع ی از تحقق پارامتر، واقع مقدار بیزی، دیدگاه در م کند. دنبال
مورد پارامتر احتمال توزیع اگر بیزی دیدگاه در هستند. تصادف متغیر خود پارامتر ها واق
دارد وجود بیشتری اعتقاد آن گاه بدهد، بیشتری وزن پارامتر فضای از فضا زیر ی به بررس

احتمال توزیع به و ٢٨ پیشین اعتقاد اعتقاد، این به واق در دارد. تعلق فضا زیر آن به پارامتر که
توسط پارامتر درباره ی اولیه اطلاعات ترکیب با دیدگاه این در م گویند. پیشین توزیع پارامتر
با ٢٩ پسین ال چ درستنمایی، توسط شده مشاهده داده های در موجود اطلاعات و توزیع
که بیزی برآورد از مختصری ادامه در م آید. به دست ، شرط احتمال اساس بر واحد روش

م آوریم. را است (١٣٩٧) بدخشان از برگرفته
درستنمایی تابع با تایی n تصادف نمونه ی مشاهدات y = (y١, · · · , yn) ∈ Rn کنید فرض
در است. π(θ) پیشین ال چ تابع دارای پارامتر بردار θ = (θ١, · · · , θd) ∈ Θ ⊂ Rd و L(θ | y)

صورت به پسین توزیع ،( شرط (احتمال بیز قضیه بر بنا صورت، این
π(θ | y) =

π(θ).L(θ | y)∫
θ π(β).L(θ | y)dθ

= c(y).π(θ).L(θ | y)

آن در که م شود، محاسبه
c(y) =

١∫
θ π(θ).L(θ | y)dθ

م توان را پسین توزیع بنابراین ندارد. بستگ θ پارامتر به که م شود نامیده نرمال ساز ثابت
تقریبی صورت به

π(θ | y) ∝ L(θ | y)π(θ)

م آید. به دست پسین توزیع بر مبتن استنباط ها، همه بیزی دیدگاه در گرفت. نظر در
م دهیم. ارائه ها GLM برای را بیزی استنتاج ادامه در

٢۶Frequentistic inference
٢٧Bayesian inference
٢٨Prior
٢٩Posterior



١۵ تعمیم یافته خط رگرسیون
صورت به پسین توزیع ،١ . ٣ بخش مفروضات تحت

π(β, α | y) ∝ l(β, α|y)π(β, α)

و β رگرسیون ضرایب پیشین توزیع های م شود فرض معمولا آن در که م شود گرفته نظر در
م کنیم فرض عبارت به رند دی ی از مستقل α مقیاس پارامتر

π(β, α) = π(β)π(α).

نرمال پیشین ی بنابراین م شود، تعریف Rp روی β = (β١, · · · , βp)⊤ که آورید یاد به
در که دارد وجود محدودی موارد این، بر علاوه است. واض انتخابی β برای متغیره چند
با انتخاب این باید حال، این با م شود. گرفته نظر در π(β) ∝ ١ یعن ناسره٣٠ پیشین آن ها
مجهول α مقیاس، پارامتر اگر شود. ٣١ ناسره پسین به منجر است ن مم زیرا شود انجام دقت
به بیشتر آگاه برای م باشد. مناسبی انتخاب های نرمال ل یا گاما نرمال توزیع های باشد،
شد اشاره آن به نیز مقدمه در که (١٣٩٣) عجم همچنین کنید. مراجعه (٢٠١٣) ٣٢ واکفیلد

است. GLM در بیزی دیدگاه بررس برای مناسبی مرج
توزیع از استفاده با است شمارش پاس متغیر آن در که را GLM از ساده مثال ی ادامه در

م دهیم. قرار بررس مورد بیزی دیدگاه در پواسن
معرض در رادون اشعه دریافت با مختلف ناحیه های در افراد که یرید ب نظر در را مطالعه ای
کرد فرض م توان آن گاه باشد بیماری به مبتلا افراد تعداد yi اگر م گیرند. قرار خاص بیماری
پیوند تابع ی با پواسون مدل بیزی دیدگاه در صورت این در است. پواسن توزیع دارای yi که

صورت به خط
yi | β

ind∼ Poisson(Ei(١ − xi)β٠ + xiβ١)

نمونه ها از انتظار مورد تعداد و رادون متوسط ترتیب به Ei و xi آن در که م شود گرفته نظر در
در β٠ برای نواخت ی پیشین توزیع ی از کنید فرض و است، i = ١, · · · , n برای ،i ناحیه در

یعن م گیریم نظر
π(β٠) ∝ ١

و م شود گرفته نظر در اینجا در نظر مورد پارامتر عنوان به که eγ =
β١
β٠ > م کنیم 0 تعریف

صورت این در
µi = β٠Ei[(١ − xi) + xi exp(γ)] = β٠µ∗

i .

٣٠Flat
٣١Improper Posterior
٣٢Wakefield



رگرسیون مدل های مقدمات ١۶
از است عبارت γ برای حاشیه ای پسین

π(γ | y) =
∫

π(β٠, γ | y)dβ٠

∝
∫

l(β٠, γ)dβ٠ × π(γ)

∝
∫

exp

(
− β٠

n∑
i=١

µ∗yi
i

)
β
∑n

i=١ yi٠
n∏

i=١
µ∗yi
i dβ٠ × π(γ)

∝
n∏

i=١

(
Ei[(١ − xi) + xie

γ ]∑n
i=١ Ei[(١ − xi) + xieγ ]

)yi

× π(γ) (١ . ١٩)
= l(γ)× π(γ), (١ . ٢٠)

Gamma(
∑n

i=١ yi,
∑n

i=١ µ∗
i ) توزیع از هسته ای انتگرال، که م دهد نشان سوم خط اینجا، در که

میان که y+ موارد کل تعداد با جمله ای چند فرم از ،(١ . ٢٠) رابطه ی در l(γ) درستنمایی است.
برای م کند. پیروی است شده توزیع Ei[(١−xi)+xi exp(γ)] با متناسب احتمالات با ناحیه n
i ناحیه به مشاهدات بیشتر تخصیص به منجر ( γ > ٠ (اگر بزرگتر xi و بزرگتر Ei مثال،

صورت این در م شود.
l(γ) =

n∏
i=١

(
Ei(١ − xi)∑n
i=١ Ei(١ − xi)

)yi (١ . ٢١)

هر در اینکه ر م است صفر غیر رابطه ی ی ،(١ . ٢١) رابطه ی کند. میل γ → −∞ که وقت
حالت نتایج تفسیر خصوص در بیشتر توضیحات برای .xi = ١ باشیم داشته yi ̸= ٠ با ناحیه

کنید. مراجعه (٢٠١٣) واکفیلد به yi ̸= ٠ و xi = ١



٢ فصل
بیزی لاسوی

مقدمه
آن ها از جلوتر شد. ارائه (٢٠٠٨) کسلا٢ و پارک توسط بیزی١ لاسوی رگرسیون بار اولین برای
استفاده بیزی رگرسیون مدل سازی چهارچوب در خاص پیشین از (٢٠٠٠) استیل٣ و فرناندز
توزیع از شده ارائه روش  دو هر در نداشت. لاسو روش با خاص ارتباط و پیوند اما کردند
و (٢٠٠٠) استیل و فرناندز م شود. استفاده دوگانه نمایی توزیع با نرمال۴ مقیاس آمیخته
در با را بیزی لاسوی رگرسیون مدل پارامترهای ابر در اطمینان۵ عدم (٢٠٠٨) کسلا و پارک
ضرایب نقطه ای برآورد های و دادند گسترش ابرپارامترها برای پیشین توزیع های گرفتن نظر

رگرسیون مدل فصل این در آوردند. به دست پسین توزیع میانه از استفاده با را ۶ رگرسیون
م کنیم. ارائه راستا این در را (٢٠٠٨) کسلا و پارک تحقیقات و کرده معرف را بیزی لاسوی

١Bayesian lasso
٢Park and Casella
٣Fernandez and Steel
۴ Scale mixture
۵Uncertainty
۶Regression cofficients



بیزی لاسوی ١٨

بیزی لاسوی رگرسیون ٢ . ١
یرید ب نظر در را زیر رگرسیون مدل

y = Xβ + ϵ, (٢ . ١)
رگرسیون ضرایب از p× ١ بردار ی β = (β١, · · · , βp)⊤ پاس ها، از n× ١ بردار ی y آن در که

خطا ی از n × ١ بردار ی ϵ و شده استاندارد توضیح متغیرهای از n × p ماتریس ی X و
تیبشیران است. σ٢ نامعلوم واریانس و صفر میانگین با نرمال توزیع با توزیع هم و مستقل

پسین، توزیع از بیز برآوردگر های همانند م توانند لاسو برآوردگر های که کرد عنوان (١٩٩۶)
کرد. استفاده باشند لاپلاس پیشین توزیع با هم توزیع و مستقل رگرسیون پارامتر های وقت
لاپلاس مانند پیشین از استفاده پیشنهاد ر دی نویسنده چندین که بود این ارتباط، این دلیل
همه در .(٢٠٠۵ ،٩ لین و یوان و ٢٠٠۴ ،٨ مالی و بائه ،٢٠٠٣ ،٧ وردو (فی بودند داده را
توزیع دارای ،( σ٢ شرط (به β پیشین توزیع که است این کل فرض شده، انجام تحقیق های

است زیر صورت به لاپلاس

π(β | σ٢) =
p∏

j=١
λ

٢√σ٢ e
−λ|βj |√

σ٢ . (٢ . ٢)

از β برای پسین توزیع در این که دلیل م شود. گرفته نظر در پیشین توزیع ی نیز ١
σ٢ برای

غیر در زیرا باشد ١٠ مدی تک پسین توزیع که است این م کنیم استفاده σ٢ روی کردن شرط
م شود. انجام کند گیبز١١ نمونه گیری صورت این

سلسله مراتبی مدل ٢ . ١ . ١
نمونه گیر از استفاده با راحت به آن گاه نوشت، مراتبی سلسله صورت به را بیزی مدل بتوان اگر
باید بیزی لاسوی رگرسیون در منظور این برای کرد. تولید نمونه پسین توزیع از م توان گیبز
(١٩٧۴) مالوز١٢ و اندروز از استفاده با دهیم. نمایش شرط صورت به را لاپلاس توزیع بتوانیم

عبارت به نوشت. مقیاس آمیخته نرمال صورت به را لاپلاس توزیع در نمایی جمله م توان
داریم دقیق تر طور به م شود. حاصل لاپلاس توزیع نمایی، توزیع با نرمال توزیع آمیزش از

a

٢e−a|z| =

∫ ∞

٠
٢√١πs e

−z٢
٢s a٢

٢ e
−a٢s٢ ds (٢ . ٣)

٧Figueiredo
٨Bae and Mallick
٩Yuan and Lin

١٠Unimodal
١١Gibbs sampler
١٢Andrews and Mallows



١٩ بیزی لاسوی رگرسیون
٢
a٢ میانگین با نمایی توزیع با ( N(٠, s) ) s واریانس و صفر میانگین با نرمال توزیع ی آن در که
، مقیاس آمیخته صورت به توجه با .S ∼ Exp(a

٢
٢ ) حقیقت در است. شده آمیخته Exp(a

٢
٢ ) )

از است عبارت بیزی لاسوی رگرسیون مدل در مراتبی سلسله نمایش

y | X,β, σ٢ ∼ Nn(Xβ, σ٢In),
β | σ٢, τ٢١ , τ٢٢ , · · · , τ٢

p ∼ Np(0p, σ
٢Dτ ),

Dτ = diag(τ٢١ , · · · , τ٢
p ), (۴ . ٢)

σ٢, τ٢١ , · · · , τ٢
p ∼ π(σ٢)dσ٢ p∏

j=١
λ٢
٢ e

−λ٢τ٢
j٢ dτ٢

j ,

σ٢, τ٢١ , · · · , τ٢
p > ٠.

کسلا و پارک است. (٢ . ٢) رابطه صورت به β روی شرط پیشین ،τ٢١ , · · · , τ٢
p کردن ادغام با

گامای پیشین گام هر در اما کردند، استفاده π(σ٢) = ١
σ٢ مبهم پیشین ال چ از (٢٠٠٨)

رابطه مشابه مراتبی سلسله مدل کند. حفظ را مزدوج سازی١٣ م تواند σ٢ برای معکوس
سلسله مراتبی مدل ی از (٢٠٠٣) رد١۴ فی است. شده استفاده نویسندگان سایر توسط (٢ . ٣)

مالی و ١۵ بایه کرد. استفاده حاشیه ای پسین محاسبه برای EM وریتم ال ی با رابطه در
در ١۶ پروبیت مدل برای متناظر گیبز نمونه گیری ی و مراتبی سلسله نمایش نوع (٢٠٠۴)
ادامه در ندارد. نیاز جداگانه واریانس پارامتر ی به که کردند پیشنهاد ١٧ دودویی رگرسیون
م آوریم. به دست رگرسیون مدل پارامترهای برای را حاشیه ای کامل شرط پسین توزیع های
این جا در که است شده آورده هم سر پشت و جزئیات بدون (٢٠٠٨) کسلا و پارک در زیر قضیه

است. شده آورده مراحل همه شرح با اثبات روند

و پاس بردار توزیع های که یرید ب نظر در را (٢ . ١) خط رگرسیون مدل .٢ . ١ . ١ قضیه
صورت این در است. (۴ . ٢) مراتبی سلسله مدل صورت به رگرسیون پارامترهای برای پیشین

از عبارتند م شوند) استفاده گیبز نمونه گیر در (که کامل شرط پسین توزیع های

β | (X,y, σ٢, τ٢١ , · · · , τ٢
p ) ∼ Np(A

−١X⊤y, σ٢A−١)
σ٢ | (X,y,β, τ٢١ , · · · , τ٢

p ) ∼ IGamma(
n+ p− ١

٢ ,B)

١
τ٢
j

| (X,y,β, σ٢, · · · , τ٢
p ) ∼ IG(µ

′
, λ

′
)

١٣Conjugacy
١۴Figueiredo
١۵Bae
١۶Probit
١٧Binary regession



بیزی لاسوی ٢٠
آن ها در که

A = X⊤X+D−١
τ

B =
١
٢(y −Xβ)⊤(y −Xβ) +

١
٢β⊤D−١

τ β

µ
′

=

√√√√λ٢σ٢
β٢
j

λ
′

= λ٢

داریم پسین توزیع تعریف طبق برهان.

π(β | X,y, σ٢, τ٢١ , · · · , τ٢
p ) ∝ L(β)× π(β)

∝ ١
(٢π)n٢

| σ٢In |−
١٢ exp

{
− ١

٢(y −Xβ)⊤(σ٢In)−١(y −Xβ)
}
×

١
(٢π) p٢

| σ٢Dτ |−
١٢ exp

{
− ١

٢β⊤(σ٢Dτ )
−١β

}
∝ exp

{
− ١

٢σ٢ (y −Xβ)⊤(y −Xβ)− ١
٢σ٢β⊤D−١

τ β
}

∝ exp
{
− ١

٢σ٢ (y⊤y − ٢y⊤Xβ + β⊤X⊤Xβ + β⊤D−١
τ β)

}
∝ exp

{
− ١

٢σ٢β⊤(X⊤X+D−١
τ )β

−٢y⊤X(X⊤X+D−١
τ )−١(X⊤X+D−١

τ )β

+y⊤X(X⊤X+D−١
τ )−١X⊤y − y⊤X(X⊤X+D−١

τ )−١X⊤y
}

م شود نتیجه ،A = (X⊤X+D−١
τ ) تعریف با

π(β | X,y, σ٢, τ٢١ , · · · , τ٢
p ) ∝ exp

{
− ١

٢σ٢ ((β −A−١X⊤y)⊤A(β −A−١X⊤y)− y⊤A−١X⊤y)
}

∝ exp
{
− ١

٢σ٢ ((β −A−١X⊤y)⊤A(β −A−١X⊤y))
}

واریانس‐ ماتریس و A−١X⊤y میانگین با p‐متغیره نرمال توزیع دارای β نتیجه در پس
م شود حاصل زیر صورت به σ٢ برای کامل شرط پسین توزیع است. σ٢A−١ کوواریانس

π(σ٢ | y,X,β, τ٢١ , · · · , τ٢
p ) ∝ L(σ٢)× π(β | σ٢, τ٢١ , · · · , τ٢

p )× π(σ٢)

که جایی آن از

L(σ٢) =
١

(٢π)n٢
| σ٢In |

١٢ × exp
{
− ١

٢(y −Xβ)⊤(σ٢In)−١(y −Xβ)
}

∝ (σ٢)−n−١٢ × exp
{
− ١

٢σ٢ (y −Xβ)⊤(y −Xβ)
}



٢١ بیزی لاسوی رگرسیون
و

π(β | σ٢, τ٢١ , · · · , τ٢
p ) =

١
(٢π) p٢

| σ٢Dτ |−
١٢ × exp

{
− ١

٢β⊤(σ٢D)−١β
}

∝ (σ٢)− p٢ × exp
{
− ١

٢σ٢β⊤(D)−١β
}

نوشت م توان

π(σ٢ | y,X,β, τ٢١ , · · · , τ٢
p ) ∝ (σ٢)−n−١٢ exp

{
− ١

٢σ٢ (y −Xβ)⊤(y −Xβ)
}

×(σ٢)− p٢ exp
{
− ١

٢σ٢β⊤(Dτ )
−١β

}
× ١

σ٢

∝ (σ٢)−(n+p−١٢ )−١ exp
{
−

١٢(y −Xβ)⊤(y −Xβ) + ١٢β⊤(Dτ )
−١β

σ٢
}

م دهد. نتیجه را معکوس گامای توزیع که
داریم τ ابرپارامتر ام j مولفه پسین توزیع برای نهایت در

π(τ٢
j | y,X,β, σ٢) ∝ L(τ٢

j )× π(β | σ٢, τ٢١ , · · · , τ٢
p )× π(τ٢

j )

∝ ١
(٢π)n٢

| σ٢In |−
١٢ exp

{
− ١

٢(y −Xβ)⊤(σ٢In)−١(y −Xβ)
}

× ١
(٢π) p٢

| σ٢Dτ |−
١٢ exp

{
− ١

٢β⊤(σ٢Dτ )
−١β} × λ٢

٢ exp{−λ٢
٢ τ٢

j

}
∝

( p∏
j=١

(τ٢
j )

− ١٢
)
exp

{
− ١

٢σ٢
p∑

j=١
β٢
τ٢
j

}
× exp

{
− λ٢

٢ τ٢
j

}

∝ (τ٢
j )

− ١٢ exp
{
− ١

٢σ٢
β٢
j

τ٢
j

− λ٢
٢ τ٢

j

}
∝ (τ٢

j )
− ١٢ exp

{
− ١

٢(
β٢
j

σ٢
١
τ٢
j

+ λ٢τ٢
j )

}

صورت این در

π(τ٢
j | y,X,β, σ٢) ∝ (τ٢

j )
− ١٢ exp

{
− ١

٢(
β٢
j

σ٢
١
τ٢
j

+ λ٢τ٢
j )

}
.

است زیر صورت به تبدیل ژاکوبی صورت این در .η٢
j = ١

τ٢
j

کنید فرض حال

J(τj → ηj) =
∣∣∣dτ٢

j

dη٢
j

∣∣∣ = ∣∣∣− ١
(η٢

j )
٢
∣∣∣



بیزی لاسوی ٢٢
داریم نتیجه در پس

π(τ٢
j | y,X,β, σ٢) ∝ (τj)

− ١٢ exp
{
− ١

٢(
β٢
j

σ٢ η٢
j +

λ٢
η٢
j

)

}
× J(τj → ηj)

∝ (η٢
j )

−٢(η٢
j )

− ١٢ exp
{
− ١

٢
β٢
j

(
η٢
j −

√
λ٢σ٢
β٢
j

)٢

٢σ٢η٢
j

}

∝ (η٢
j )

− ٣٢ exp
{
− ١

٢
β٢
j

(
η٢
j −

√
λ٢σ٢
β٢
j

)٢

٢σ٢η٢
j

}

نتیجه ،η٢
j = x کنیم فرض اگر است.حال معکوس نرمال توزیع دارای ١

τ٢
j

م دهد نتیجه که
م دهد

f(x) =

√
λ′

٢πx−
٣٢ exp{−λ

′
(x− µ

′
)٢

٢(µ′)٢x } x > ٠

آن در که
µ

′
=

√√√√λ٢σ٢
β٢
j

λ
′
= λ٢

است. کامل اثبات و

جریمه پارامتر انتخاب ٢ . ٢
اعتبارسنج صورت به م تواند معمول لاسوی در جریمه پارامتر همان یا تنظیم کننده پارامتر

برآورد وسیله به استاین١٨ پایه ای ایده اساس بر یا تعمیم یافته، متقابل اعتبارسنج متقابل،
کارلو٢٠ مونت وریتم ال ی (٢٠٠١) ١٩٩۶).کسلا (تیبشیران م شوند انتخاب نااریب١٩ ریس
ابرپیشین ها از حاشیه ای ماکزیمم درست نمایی برآورد با و گیبز نمونه گیری ی مل م که EM

از تکرار هر بیزی، لاسوی برای کردند پیشنهاد (٢٠٠٨) وکسلا پارک کرد. پیشنهاد است
تکرار از نمونه ای از شده برآورد λ مقدار از استفاده با نمونه گیبز اجرای شامل EM وریتم ال
گیبز نمونه گیری در استفاده مورد جریمه پارامتر تکرار امین k مشخص، طور به م باشد. قبل

م شود بروزرسان زیر صورت به تکرار) k − ١ از برآورد نمونه، (برای λ(k−١) از استفاده با

λ(k) =

√√√√ ٢p∑p
j=١ Eλ(k−١) [τ٢

j | y]

١٨Stein
١٩Unbiased risk estimate
٢٠Mote Carlo algorithm



٢٣ جریمه پارامتر انتخاب
مقدار که است ذکر به لازم است. λ(k−١) پارامتر با τ٢

j شرط امیدریاض E[τ٢
j |y] آن در که

م شود گرفته نظر در زیر صورت به اولیه

λ(٠) =
p
√

σ̂٢
LS∑p

j=١ | β̂LS
j |

,

هستند. βj و σ٢ پارامترهای LS برآوردگر های β̂LS
j و σ̂٢

LS اینجا در که

λ انتخاب برای EM اگوریتم ٢ . ٢ . ١
پیشنهاد (٢٠٠١) کسلا توسط پارامتر ها ابر از تجربی بیز برآورد برای EM کارلویی مونت روش
نظر در م باشند « ٢١ گمشده داده های » عنوان به که پارامتر هایی بررس برای اساسا که شد
استفاده پارامترها ابر تقریب برای تکراری صورت به EM وریتم ال از سپس و م شود گرفته
در م شود. استفاده انتظار مورد برآورد برای گیبز نمونه گیری بیزی، لاسوی برای م شود.

معکوس گامای مزدوج پیشین با (۴ . ٢) مراتبی سلسله راوبط
π(σ٢) = γa

Γ(a)
(σ٢)−a−١e−

γ

σ٢ , σ٢ > ٠ (a > ٠, γ > ٠)
از است عبارت « کامل داده » درست نمایی اریتم ل

−(
(n+ p− ١)

٢ + a+ ١)ln(σ٢)− ١
σ٢ (

∥ y −Xβ ∥٢٢٢ + γ)

− ١
٢

p∑
j=١

β٢
j

σ٢τ٢
j

+ pln(λ٢)− λ٢
٢

p∑
j=١

τ٢
j

با رسم طور به ، ١
σ٢ مقیاس ناوردای پیشین نیست λ شامل که ثابت، عبارات حذف از پس

م آید. به دست γ = ٠ و a = ٠ گرفتن نظر در
مقدار (یا م شود استفاده (λ(k−١)) آن قبل برآورد k − ١ از ،λ برآورد امین k ساختن براس
درست نمایی اریتم ل از انتظار مورد مقدار گرفتن شامل E گام در باشد). k = ١ اگر اولیه،

صورت به λ(k−١) تحت و y روی شرایط که طوری به م آید، بدست
Q(λ | λ(k−١)) = pln(λ٢)− λ٢

٢
p∑

j=١
Eλ(k−١) [τ٢

j | y] + نیست) λ شامل که (شرایط

برآورد تولید برای λ حداکثرسازی بیان برای M گام .( EM با همراه معمول نماد (در است
م شود حل ساده تحلیل ی با دارد وجود اینجا در که موردی این م باشد. λ(k) یعن بعدی،

λ(k) =

√√√√ ٢p∑p
j=١ Eλ(k−١) [τ٢

j | y]
.

٢١Missing data



بیزی لاسوی ٢۴
نتیجه در و م باشد، λ(k−١) پارامتر ابر تحت پسین امیدریاض فقط شرط امیدریاض البته،

کرد برآورد گیبز نمونه گیری ی از نمونه میانگین از استفاده با را آنها م توان

لاسو جریمه پارامتر برای ابرپیشین ها ٢ . ٢ . ٢
است. λ برای پیشین توزیع ی از استفاده فوق در شده ارائه روش جای به مناسب زین جای
نظر در زیر صورت به λ٢ برای گاما پیشین توزیع ی که کردند پیشنهاد (٢٠٠٨) کسلا و پارک

شود گرفته
π(λ٢) = δr

Γ(r)
(λ٢)r−١ e−δλ٢

, λ٢ > ٠ (r > ٠, δ > ٠), (۵ . ٢)
١
λ٢ مقیاس ناوردای٢٢ پیشین م توان هستند. پیشین توزیع ابرپارامترهای δ و r آن در که
این، بر علاوه م شود. ناسره پسین به منجر اما گرفت، نظر در (r = ٠, δ = ٠) λ٢ برای را
از وقت است. واحد٢٣ بدون λ زیرا نیست قان کننده ای خیل معیار ی مقیاس تغییرناپذیری

شرط پسین توزیع م شود، استفاده (۴ . ٢) سلسله مراتبی رابطه در (۵ . ٢) رابطه ی پیشین
زیرا است، ∑p

j=١
τ٢
j٢ + δ مقیاس پارامتر و p+ r ل ش پارامتر با گاما توزیع ی ، λ٢ کامل

π(λ٢ | τ٢١ , · · · , τ٢
p ) ∝ L(λ٢)× π(λ٢)

∝
p∏

j=١

(λ٢
٢ e−

λ٢
٢ τ٢

j

)
× δr

Γ(r)
(λ٢)r−١e−δλ٢

∝
(λ٢

٢
)p

e
−λ٢

٢
∑p

j=١ τ٢
j × (λ٢)r−١e−δλ٢

∝ (λ٢)p+r−١ e
−λ٢( ١٢

∑p
j=١ τ٢

j +δ)
.

برقرار ارتباط گیبز نمونه گیری در ر دی پارامترهای با م تواند سادگ به λ٢ مشخصات، این با
پسین ال چ نم باشد. تغییر قابل ر دی پارامتر های از کامل شرط پسین توزیع زیرا کند،
) م رود λ٢ −→ ∞ که طوری به باشد سریع کاف اندازه به تا شود نزدی صفر به باید λ٢ برای
برآورد به نزدی بالایی احتمال با و نسبی طور به باید اما مسائل)، آمیختن از جلوگیری برای

باشد. درست نمایی ماکزیمم

دیابت داده مجموعه تحلیل ٢ . ٣
دیابت بیمار n = ۴۴٢ تعداد آن در که است (٢٠٠۴) اران هم و افرون برگرفته از داده ها این

بیماری پیشرفت میزان کم اندازه پاس متغیر مطالعه این در گرفته اند. قرار آزمایش مورد
٢٢Invariant
٢٣Unitless



٢۵ دیابت داده مجموعه تحلیل
متغیرهای که است زمان پایه، زمان از منظور است. پایه٢۴ زمان از پس سال ی دیابت
بیمار هر برای توضیح متغیر ١٠ مطالعه این در شده اند اندازه گیری بیمار هر برای توضیح

م دهد. نشان را داده ها این از قسمت ٢ . ١ جدول است. شده اندازه گیری

دیابت بیمار ۴۴٢ برای پایه متغیر ١٠ :٢ . ١ جدول
پاس متغیر خون سرم های اندازه خون فشار BMI جنسیت سن

y x١٠ x٩ x٨ x٧ x۶ x۵ x۴ x٣ x٢ x١ بیمار
١۵١ ٨٧ ۴٫٩ ۴ ٣٨ ٩٣٫٢ ١۵٧ ١٠١ ٣٢٫١ ٢ ۵٩ ١
٧۵ ۶٩ ٣٫٩ ٣ ٧٠ ١٠٣٫٢ ١٨٣ ٨٧ ٢١٫۶ ١ ۴٨ ٢
١۴١ ٨۵ ۴٫٧ ۴ ۴١ ٩٣٫۶ ١۵۶ ٩٣ ٣٠٫۵ ٢ ٧٢ ٣
٢٠۶ ٨٩ ۴٫٩ ۵ ۴٠ ١٣١٫۴ ١٩٨ ٨۴ ٢۵٫٣ ١ ٢۴ ۴
١٣۵ ٨٠ ۴٣ ۴ ۵٢ ١٢۵٫۴ ١٩٢ ١٠١ ٢٣٫٠ ١ ۵٠ ۵
٩٧ ۶٨ ۴٫٢ ٢ ۶١ ۶۴٫٨ ١٣٩ ٨٩ ٢٢٫۶ ١ ٢٣ ۶
... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ...

٢٢٠ ٨۵ ۵٫١ ۵ ۴٢ ١٢۵٫٢ ٢٠١ ٩۵ ٣٠٫٠ ١ ٣۶ ۴۴١
۵٧ ٩٢ ۴٫۶ ٣ ٩٧ ١٣٣٫٢ ٢۵٠ ٧١ ١٩٫۶ ١ ٣۶ ۴۴٢

٢۴Base line



بیزی لاسوی ٢۶
لاسوی روش دو با را بیزی لاسوی برآوردگر رد عمل ونگ چ نمودار) ی (قالب ادامه در
لاسوی برآوردهای پسین میانه جعبه ای نمودار ٢ . ١ ل ش م کنیم. مقایسه ریج و معمول
برای درصد ٩۵ اعتبار فاصله علاوه به م دهد. نشان را دوم توان های کمترین و لاسو بیزی،
درست نمایی ماکزیمم روش اساس بر λ پارامتر نمودار این در است. شده آورده برآورد هر

است. شده تعیین ٢ . ٢ بخش ای حاشیه
مقادیر شبیه بیزی) (لاسوی بیزی پسین میانه مقادیر م شود دیده ٢ . ١ ل ش در که همانطور
در دارد قرار درصد ٩۵ اعتبار فاصله در لاسو برآوردهای همه علاوه، به است. لاسو برآوردهای

دارد. قرار اعتبار فاصله از خارج متغیر چهار برای دوم توان کمترین برآوردهای که حال

بیزی لاسوی برای جعبه ای نمودار :٢ . ١ ل ش



٣ فصل
بیزی اسبی نعل

مقدمه
منجر لاپلاس پیشین توزیع از استفاده بیزی، دیدگاه از کردیم، مشاهده ٢ فصل در که همانطور
دیدگاه در ر دی رهیافت داد. نتیجه را لاسو برآوردگر آن کردن ماکزیمم که شد پسین توزیع به
در متغیر انتخاب راستای در که است نرمال مقیاس آمیخته پیشین توزیع از استفاده بیزی،
دارد. نام اسبی١ نعل حاصل برآوردگر حالت این در کرد. استفاده آن از م توان بیزی دیدگاه
انتخاب راستای در تنک، مدل های در را آن خواص و کرده رامعرف رهیافت این فصل این در
که است (٢٠١٠) اران هم ٢و کاروالهو از برگرفته فصل این مطالب م کنیم. بررس متغیر

است. شده آورده مجموعه این نویسنده توسط مفصل تری صورت به نتایج و قضایا اثبات

اسبی نعل برآوردگر ٣ . ١
و θ = (θ١, · · · , θp)⊤ میانگین با نرمال توزیع ی با ‐بعدی p مشاهدات بردار کنید فرض
دقیق تر عبارت به است. مجهول σ٢ آن در که شده توزیع σ٢Ip واریانس‐کواریانس ماتریس
نظر در زیر صورت به را پیشین توزیع .y = (y١, · · · , yp)⊤ آن در که ،y|θ, σ٢ ∼ Np(θ, σ

٢Ip)
١Horseshoe
٢Carvalho



بیزی اسبی نعل ٢٨
یرید ب

π(θ, σ٢) = π(θ|σ٢)π(σ٢)

صورت به جفریز پیشین توزیع دارای σ٢ آن در که
π(σ٢) ∝ ١

σ٢

سلسلهمراتبی صورت که م کند تبعیت مقیاس آمیخته نرمال پیشین توزیع ی از π(θ|σ٢) و است
از عبارتست آن

θi|λi ∼ N(٠, λ٢
i )

λi|τ ∼ C+(٠, τ) (٣ . ١)
τ |σ ∼ C+(٠, σ)

که آن جایی از است. a مقیاس پارامتر با R+ روی استاندارد کوش نیم توزیع C+(٠, a) آن در که
θi|λi ∼ N(٠, λ٢

i ) مقیاس آمیخته نرمال پیشین به است اسب نعل ی شبیه کوش نیم پیشین
م گویند. هم اسبی نعل ساختار با

عبارتست پسین توزیع میانگین ،σ٢ = τ٢ = ١ ازای به θi|λi ∼ N(٠, λ٢
i ) پیشین از استفاده با

از

E(θi | y) =

∫ ١
٠ (١ − ki)yip(ki,y)dki

= yi

(∫ ١
٠

p(ki, yi)dki −
∫ ١

٠
kip(ki, yi)dki

)
= yi

(١ − E(ki | y)
)
,

عمل انقباض عامل ی صورت به م تواند E(ki,y) که است بدیه .ki = ١
(١−λ٢

i )
اینجا در که

شوند. صفر پسین میانگین مقادیر بعض م شود باعث و کند
نعل رابطه چپ سمت است. اسب نعل ل ش به λi روی کوش نیم پیشین گفتیم که همانطور
راست سمت م دهد. نشان را نال ها سی و ندارد انقباض هیچ تقریبا که است ki ≈ ٠ اسبی،
نوفه یا خطا دهنده نشان و م کند تولید را انقباض تمام تقریبا ، ki ≈ ١ اسبی، نعل رابطه

است.
کاربر توسط معمولا که پارامتر ها، ابر به اسبی نعل پیشین مشابه، روش های سایر خلاف بر
رد عمل و است استوار و سازگار بسیار پیشین این وجود، این با ندارد. بستگ م شوند، انتخاب
ابزاری اسبی نعل پیشین اینکه تعریف از گذشته اینجا، در هدف دارد. مختلف شرایط در قوی
سایر با م توان را مدل آن در که است نظری چهارچوب ی پیشنهاد است، سازی مدل برای

کرد. مقایسه مشابه انقباض پیشین های
از عبارتند پیشین این عمده مزیت دو



٢٩ اسبی نعل ال چ تابع
بزرگ نال های سی به نسبت استواری •

نوفه انقباض •

اسبی نعل ال چ تابع ٣ . ٢
به دست کران هایی آن ها برای اما است تحلیل صورت فاقد متغیره تک اسبی نعل ال چ تابع
خواص برخ زیر قضیه .σ٢ = τ٢ = ١ م کنیم فرض گزاری، نماد در سادگ برای آمده اند.

م دارد. بیان را اسبی نعل ال چ تابع
در آن مراتبی سلسله صورت که بوده اسبی نعل توزیع دارای θ کنید فرض .٣ . ٢ . ١ قضیه
دارای متغیره) (تک p(θ) صورت این در دهیم. نشان p(θ) با را آن و است آمده (٣ . ١) رابطه

است زیر ویژگ های
.١

lim
θ→٠ p(θ) = ∞

θ ̸= ٠ برای .٢
K

٢ log
(١ +

۴
θ٢

)
< p(θ) < K log

(١ +
٢
θ٢

) (٣ . ٢)

.K = ١
(٢π٣) ١٢

آن در که

داریم σ٢ = τ٢ = ١ ازای به (٣ . ١) مراتبی سلسه صورت تعریف طبق برهان.

p(θ) =

∫ ∞

٠
١

(٢πλ٢) ١٢
exp

(
− θ٢

٢λ٢
) ٢

π(١ + λ٢) dλ.

نوشت م توان J(λ → u) = − ١
٢√u٣ تبدیل ژاکوبی با u = ١

λ٢ متغیر تغییر اعمال با

p(θ) =

∫ ∞

٠
١

(٢π) ١٢
u

١٢ exp
(
− θ٢u

٢
) ٢

١ + u

١
٢ u−

٣٢ du

= K

∫ ∞

٠
١

١ + u
exp

(
− θ٢u

٢
)
du.

داریم J(u → z) = ١ تبدیل ژاکوبی با z = ١ + u متغیر تغییر اعمال با مجددا

p(θ) = K e
θ٢
٢

∫ ∞

١
١
z

exp
(
− zθ٢

٢
)
dz

= K exp
(θ٢

٢
)
E١

(θ٢
٢
)
,



بیزی اسبی نعل ٣٠
پایین و بالا کران های در تابع این واض طور به است. نمایی انتگرل تابع E١(.) اینجا در که

است: محدود زیر
exp(−t)

٢ log
(١ +

٢
t

)
< E١(t) < exp(−t) log

(١ +
١
t

) (٣ . ٣)
به (٣ . ٣) رابطه مورد در بیشتر اطلاعات برای م شود. ثابت (٢) قسمت t > ٠ همه برای که

کنید. مراجعه (١٩۶۴) استگان٣ و آبرامویتز
م شود نتیجه θ → ٠ ازای به است بدیه

lim
θ→٠ p(θ) = K

∫ ∞

١
١
z
dz

= K ln(z)
∣∣∣∞١

= ∞

صورت به λi برای حاشیه ای ال چ ی ،τ روی انتگرال گیری با
p(λi) = ٢ log

λi

{π٢(λ٢
i − ١)}

م شود. حاصل

مشابه پیشین توزیع های با ارتباط ٣ . ٣
در لذا و است λi مقیاس پارامتر با آمیخته ال چ ی اسبی نعل پیشین دیدیم که همانطور

پیشین توزیع های بررس قسمت این در هدف م گیرد. قرار نرمال مقیاس آمیخته چندمتغیره
τ مقیاس پارامتر وسیله به انقباض قاعده های آن ها در و بوده انقباض ساختار دارای که است
م کنیم. معرف را موضع انقباض قاعده های از خلاصه ای بخش، این در م شوند. مشخص
صورت به م توان را آن یرید. ب نظر در را θi ∼ ωg(θi) + (١ − ω)δ٠ گسسته آمیخته پیشین
توجه با h تابع .λi ∼ ωh(λi) + (١ − ω)δ٠ آن در که گرفت نظر در مقیاس آمیخته ال چ ی
مراجعه (٢٠٠۶) ۴ برگر و ات اس به بیشتر اطلاعات برای م شود. گرفته نظر در g ال چ به
دارای λi حالت این در یرید. ب نظر در را θi ∼ tξ(٠, τ) صورت به ‐استیودنت t پیشین کنید.
نظر در را دوگانه نمایی پیشین است. λi ∼ IGamma( ξ٢ , ξ τ٢

٢ ) صورت به معکوس گامای توزیع
و پارک است. τ٢ ∼ IGamma( ξ٢ , ξd

٢
٢ ) و ،p(λ٢

i | τ٢) = (٢τ٢)−١ exp{− λ٢
i٢τ٢ } آن در که یرید ب

برای زین جای عنوان به بیزی دیدگاه در دوگانه نمایی پیشین از (٢٠٠٩) هنس و (٢٠٠٨) کسلا
p(λ٢

i ) ∝
١
λ٢
i

صورت به و است ناسره پیشین ی که جفریز نرمال پیشین کردند. استفاده لاسو
٣Aramowitze and Stegun
۴Scott and Berger



٣١ مشابه پیشین توزیع های با ارتباط
پیشین برای موضع انقباض متداول قاعده های از تعدادی به وابسته ki و λi برای پیشین ها :٣ . ١ جدول

است. شده فرض d = ١ نرمال‐نمایی‐گاما،
θi برای پیشین λi برای ال چ ki برای ال چ
دوگانه نمایی λi exp(λ

٢
i /٢) k٢

i exp{−١/(٢ki)}
کوش λ−٢

i exp{٢)/١λ٢
i )} k

−١/٢
i (١ − ki)

−٣/٢ exp(−ki/{١)/٢ − ki)})

استرودرمن‐برگر λi(١ + λ٢
i )

−٣/٢ k
−١/٢
i

نرمال‐نمایی‐گاما λi(١ + λ٢
i )

−(c+١) kc−١
i

نرمال‐جفریز λ−١
i k−١

i (١ − ki)
−١

اسبی نعل (١ + λ٢
i )

−١ K
−١/٢
i (١ − ki)

−١/٢

پیشین است. گرفته قرار مطالعه مورد (٢٠٠۴) مالی و بایه و (٢٠٠٣) وردو فی توسط م باشد
در اما است، تحلیل صورت فاقد (١٩٨٠ ،۶ برگر و ١٩٧١ (استرودرمن۵، استرودرمن‐برگر
(٢٠٠۴) سیلورمن٧ و جانستون م باشد. ki ∼ Beta( ١٢ , ١) و θi | ki ∼ N(٠, k−١

i − ١) آن
در g ان پذیر ام انتخاب ی عنوان به را آن و نامیدند، ٨ کوش شبه ال چ را توزیع این ال چ
توسط نرمال‐نمایی‐گاما، خانواده های از پیشین هایی کردند. مطالعه گسسته آمیخته مدل
استفاده مورد (٢٠٠٩) نیب٩ و شایپل توسط بعدا که شدند پیشنهاد (٢٠٠۵) براون و گرفین
مشخصات اما است، نمایی آمیخته ال چ اساس بر نرمال‐نمایی‐گاما پیشین گرفت. قرار
م شود. داده تعمیم نمایی پارامتر نرخ روی آمیختن برای Ga(c, d٢) ال چ از استفاده با لاسو

پیشین این در
p(λ٢

i ) =
c

d٢
(١ +

λ٢
i

d٢
)−(c−١)

کنترل کنند. را دم مقیاس و وزن ترتیب به م توانند d و c ابرپارامتر دو آن در که است
همچنین م دهد. نشان ،ki و λi از توزیع صورت به را بالا در شده ذکر پیشین های ٣ . ١ جدول
ضرایب ؟؟ جدول در م دهد. نشان را پیشین ها از برخ برای ها ki توزیع نمودار ، ٣ . ١ ل ش

است. شده  حذف ساز نرمال
انقباض پیشین های مقایسه در شهودی نتایج سری ی به م توان ، ٣ . ١ ل ش اساس بر

همچنین و م کند کنترل را دم مقاومت بودن پایدار ،ki = ٠ نزدی در p(ki) رفتار رسید.
م کند. فراهم را نوفه انقباض ki = ١ نزدی در آن رفتار

منعکس ١ نزدی در محدودیت بدون p(ki) از حاصل اسبی نعل پیشین و نرمال‐جفریز پیشین
۵Strawderman
۶Berger
٧Johnstone and Silverman
٨Quasi-Cauchy
٩Scheipl and Kneib



بیزی اسبی نعل ٣٢
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نرمال‐ نرمال‐نمایی‐گاما، استرودرمن‐برگر، ، کوش دوگانه، :نمایی p(ki) ال های چ :٣ . ١ ل ش
برای مش خط نرمال‐نمایی‐گاما، پیشین برای چپ سمت مستطیل قطعه در اسبی. نعل و جفریز

است. d = ١ و c = ١۴ برای قطعه قطعه خط و d = ١ و c = ۴

استرودرمن‐ دوگانه، نمایی پیشین های است. θi = ٠ نزدی در آن ها قطب های١٠ کننده
تفاوت ها این م کنند. میل ki = ١ در ثابت ی سمت به نرمال‐نمایی‐گاما و کوش برگر،
تنک صحیح پارامتر بردار که زمان است. معن دار و مهم بسیار پسین میانگین رفتار برای
مانند سنگین دم پیشین های باشد) بی معن اثرات یا صفر زیادی تعداد شامل (یعن باشد
از حاصل c < ١ با نرمال‐نمایی‐گاما و اسبی نعل نرمال‐جفریز، استرودرمن‐برگر، ، کوش
گاما نرمال‐نمایی‐ و دوگانه نمایی که تر، سب دم پیشین م باشند. صفر نزدی در p(ki)

اسبی، نعل پیشین شود. نزدی صفر به ki = ٠ در p(ki) که م شود باعث هستند c ⩽ ١ با
م دهد. نشان را حداکثر مقدار دو بین فشرده انتقال یا تبدیل ی

م شود. حاصل نیز ϵ → ٠ وقت ki ∼ Beta(ϵ, ϵ) مبهم حالت ازای به نرمال‐جفریز، پیشین
صورت اسبی نعل پیشین با مقایسه در θ = ٠ در و شوند، تر سنگین دم ها که م شود باعث این

دارد. برجسته تری

بزرگ نال های سی به نسبت استواری ۴ . ٣
قرار بررس مورد را برآوردگر دم استواری پسین، میانگین برای نمایش قالب در بخش این در

م دهیم.
نشان دارد پسین میانگین از زیادی فاصله y که شرایط در را برآوردگر استوار رفتار زیر قضیه
که معن این به است تنک موقعیت های در مهم خاصیت ی برآوردگر دم استواری م دهد.

١٠Poles



٣٣ بزرگ نال های سی به نسبت استواری
آنهایی به نسبت بیشتری خیل قدرت با را هستند صفر به نزدی که مشاهدات علاقه مندیم

کنیم. منقبض دارند، صفر به نسبت بیشتری فاصله خیل که
آمیخته ال چ تابع ی p(|y − θ|) کنید ٢٠١٠).فرض اران، هم و (کاروالهو .١ . ۴ . ٣ قضیه
پیشین دارای λ آن در که θ | λ ∼ N(٠, λ٢) یعن است، θ برای صفر میانگین با نرمال مقیاس

ال چ که هستند طوری p(θ) و نمایی درست که کنید فرض همچنین است. p(λ) مناسب
دهید قرار است. متناه ها y همه برای m(y) حاشیه ای

m∗(y) =

∫
R
p(| y − θ |)p∗(θ)dθ, p∗(θ) =

∫
R+

p(θ | λ)p∗(λ)dλ, p∗(λ) = λ٢p(λ).

صورت این در
E(θ | y) =

m∗(y)

m(y)

d

dy
logm∗(y)

=
١

m(y)

d

dy
m∗(y) (۴ . ٣)

برهان.
λ٢ d

dθ
{N(θ | ٠, λ٢)} = λ٢ d

dθ

( ٢√١πλ٢ exp
(
− ١

٢λ٢ θ٢))
= λ٢ ٢√١πλ٢ − ١

λ٢ θ exp
(
− ١

٢λ٢ θ
)

= −θN(θ | ٠, λ٢)

که است مشخص است، θ برای نرمال مقیاس آمیخته ال چ تابع ی p(|y− θ|) که آنجایی از
E(θ | y) = ١

m(y)

∫
θ p(y − θ) N(θ | ٠, λ٢) π(λ) dθdλ.

نوشت م توان d
dyp(y − θ) = − d

dθp(y − θ) که این  به توجه با
E(θ|y) = ١

m(y)

∫
d

dy
p(y − θ)N(θ|٠, λ٢) p∗(λ)dθ dλ

چون طرف از
p∗(θ) =

∫
R+

p(θ|λ)p∗(λ) dλ

=

∫
R+

N(θ|٠, λ٢)p∗(λ)dλ

پس
E(θ|y) = ١

m(y)

d

dy

∫
R
p(|y − θ|) p∗(θ) dθ

داریم نتیجه در
E(θ|y) = ١

m(y)

d

dy
m∗(y)

است. ثابت م ح و



بیزی اسبی نعل ٣۴
م شود ساده زیر صورت به (۴ . ٣) رابطه آن گاه باشد نرمال ال چ p(|y − θ|) اگر

E(θ | y) = y +
d

dy
logm(y). (۵ . ٣)

اسمیت و پری و (١٩٩١) پولسن و (١٩٧۵) مارسلیز در م توان را (۵ . ٣) رابطه شبیه روابط
کرانداری شرط زیرا نیستند، استفاده قابل اسبی نعل پیشین برای روابط این اما یافت. (١٩٩٢)

نیست. برقرار آن ها برای زیر
K

٢ log
(١ +

۴
θ٢

)
< p(θ) < K log

(١ +
٢
θ٢

)
.

مقیاس آمیخته ی p(θ) که حالت هایی به را نتیجه و کرده ساده تر را شرایط این ١ . ۴ . ٣ قضیه
استواری م دهد. تعمیم است، متناه m(y) حاشیه ای و مناسب آمیخته ال چ ی با نرمال
نسبت کراندار تابع و پیش ال چ اریتم ل مشتق که طوری به θ برای پیشین انتخاب با بیزی
توجه با که شود را هم صفر به کران این باید آل، ایده حالت در م شود. حاصل باشد، y به
که است چیزی همان دقیقا این .E(θ | y) ≈ y م شود نتیجه بزرگ |y| برای (۵ . ٣) رابطه به

م افتد. اتفاق سنگین کاف قدر به دم  با توزیع های سایر و اسبی نعل پیشین تحت
دم دارای که م شود برآوردگری به منجر اسبی نعل پیشین توزیع که م دهد نشان زیر قضیه

است. استوار
نشان m(y) و y ∼ N(٠, ١) کنید فرض .(٢٠١٠ ات، اس و پولسن (کاروالهو، .٢ . ۴ . ٣ قضیه
(θ | اینجا (در τ < ∞ معلوم مقیاس پارامتر برای اسبی نعل پیشین تحت و پیش ال چ دهنده
صورت این در است. پسین میانگین E(θ | y) کنید فرض .( λ ∼ C+(٠, ١) و λ) ∼ N(٠, τ٢λ٢)

.lim|y|→∞
d
dy logm(y) = ٠ و بستگ τ به که bτ ≤ ∞ مقادیر بعض برای |y − E(θ | y)| ≤ bτ



۴ فصل
کل منظر از شده جریمه برآوردگرهای

مقدمه

است تکنی بیزی اسبی نعل و بیزی لاسوی برآوردگرهای مانند بیزی جریمه شده رگرسیون
در است. گرفته قرار آماری مطبوعات پذیرش و توجه مورد گسترده ای صورت به تازگ به که
مونت مارکوف زنجیر روش ی م توان بیزی، جریمه شده رگرسیون ی انجام برای کل حالت
اشمیت٢ و الی م اما نیست. ساده آن انجام که داد انجام stan افزار نرم در را کارلویی١
آن از استفاده با م توان راحت به که کردند طراح R نرم افزار در را bayesreg بسته (٢٠١۶)
این در کرد. اجرا را پیوسته) نوع (از انقباض پیشین توزیع با بیزی جریمه شده رگرسیون ی
روی عددی مثال ی قالب در و کرده مطرح بسته این در را بیزی مدل ی اجرا جزئیات فصل

م دهیم. شرح را بیزی جریمه شده رگرسیون دیابت، داده های

١Markov Chain Monte Carlo
٢Schmidt

٣۵



کل منظر از شده جریمه برآوردگرهای ٣۶

بیزی جریمه شده رگرسیون ١ . ۴
مثال هایی اخیرا م باشد. بالا بعد در داده ها تحلیل برای تکنی بیزی شده جریمه رگرسیون
گریفین٣ ) نرمال‐گاما برآوردگر ،(٢٠٠٩ هنس، و ٢٠٠٨ کسلا، و (پارک بیزی لاسوی شامل
دوگانه پارتو یافته تعمیم برآوردگر ،(٢٠١٠ (کاروالهو، اسبی نعل برآوردگر و (٢٠١٠ براون، و
نعل برآوردگر و بیزی لاسوی معروف مورد دو که شده اند بیان راستا این در (٢٠١٣ ن۴ (آرم
پیشین توزیع شامل تنک مدل های در برآوردگرها این شدند. بررس گذشته فصل دو در اسبی
م شوند. استفاده بزرگ۵ داده های تحلیل در کابردی و رایج طور به رگرسیون پارامترهای برای

رگرسیون پارامترهای برآورد در تنک باعث که پیشین توزیع های از استفاده با برآوردگرها این
که هنگام بزرگ، داده های تحلیل زمینه در مراتب به و شده ناش تنک) (پیشین م شوند

م روند. کار به ندارند، پاس با معناداری ارتباط توضیح متغیر اغلب
و شده وارد نظر مورد مسئله در نرمال مقیاس آمیخته توزیع های طریق از تنک پیشین توزیع 
م دهد، نتیجه را شده جریمه رگرسیون تکنی ی مستقیما متناظر بیزی پسین توزیع اغلب
(٢٠٠۵ ، هست و (ژو نت الاستی و (٢٠٠١ و ١٩٩۶، (تیبشیران لاسو به م توان مثال برای
روش های و بیزی جریمه شده رگرسیون تکنی های مورد در بیشتر آگاه منظور به کرد. اشاره

کنید. مراجعه (٢٠١٢ و ٢٠١٠) ات اس و پولسن به آن ها کلاسی متناظر
که دارند، وجود جریمه رگرسیون استاندارد برآوردگر برای نرم افزاری بسته های از زیادی تعداد
اجرای در را محبوبیت بشترین (٢٠١١ هوانگ٧، و (بیهنری ncvreg و ( ٢٠١٠ (فریدمن۶، glmnet

خط مدل های تعمیم برای نت الستی و لاسو در glmnet بسته افزاری نرم اجرای دارند. عمل
SCAD یا (٢٠١٠ ، (ژانگ٨ MCP برازش برای کارامد وریتم ال ی ncvreg بسته که حال در است
سهم منظور، این برای م باشد. لجستی و خط رگرسیون مدل های برای (٢٠٠١ ،٩ ل و (فن
رگرسیون برآوردگرهای اجرای برای افزاری نرم بسته ی بیزی، شده جریمه رگرسیون عمده
bayesreg بسته توضیح برای است لجستی و خط رگرسیون مدل های برای بیزی شده جریمه

م کنیم. معرف را نظر مورد مدل ابتدا
X = ماتریس و رگرسیون پاس بردار y = (y١, · · · , yn)⊤ ∈ Rn کنید فرض کل حالت در
i = ١, · · · , n ،xij j = ١, · · · , p برای ‐بعدی p و پیش متغیر n شامل ،(x١, · · · , xn)⊤ ∈ Rn×p

دارای م رود کار به bayesreg بسته در که بیزی شده جریمه رگرسیون مدل حالت این در باشد.

٣Griffin
۴Armagan
۵Big data
۶Friedman
٧Breheny and Huang
٨Zhang
٩Fan and Li



٣٧ بیزی جریمه شده رگرسیون
است زیر مراتبی سلسله ساختار

zi | xi,β, β٠, ωi, σ
٢ ∼ N(xT

i β + β٠, σ٢ω٢
i ), (١ . ۴)

σ٢ ∼ π(σ٢) dσ٢, (٢ . ۴)
ω٢
i ∼ π(ω٢

i ) dω
٢
i , (٣ . ۴)

β٠ ∼ dβ٠, (۴ . ۴)
βj | λ٢

j , τ
٢, σ٢ ∼ N(٠, λ٢

j τ
٢σ٢), (۵ . ۴)

λ٢
j ∼ π(λ٢

j ) dλ
٢
j , (۶ . ۴)

τ٢ ∼ π(τ٢) dτ٢, (٧ . ۴)
مبدا، از عرض یا کننده جدا پارامتر ی β٠ ∈ R ،j = ١, · · · , p و i = ١, · · · , n برای آن در که
به وابسته متغیرهای از مجموعه ی (z١, · · · , zn) متغیرهای و رگرسیون ضرایب بردار β ∈ Rp

بزرگ داده های با رویارویی در باشند. دودوئ یا پیوسته م توانند ها y آن در که بوده y داده
(p > n) بوده بزرگتر نمونه حجم از که طوری به است بزرگ بسیار p مقدار معمولا داده مه یا
(٧ . ۴) تا (١ . ۴) روابط سلسه در نم باشد. ( ستون کامل (رتبه رتبه پر X ماتریس بنابراین و

داریم گروه دو
(٣ . ۴) تا (١ . ۴) روابط توسط که بوده داده از نمونه ای توزیع برای مدل هایی اول گروه •

است. شده مشخص
آن به (٧ . ۴) تا (۵ . ۴) روابط در که بوده رگرسیون ضرایب پیشین توزیع های دوم، گروه •

است. شده اشاره
و داده ها برای آماری مدل های است مشخص (۵ . ۴) و (١ . ۴) روابط ساختار از که همانطور
تعداد .(١٩٧۴ ، مالوز١٠ و (اندروز م باشند آمیخته نرمال توزیع های جزو پیشین توزیع های
به م توان مثال برای دارند وجود نرمال توزیع نوع از مقیاس آمیخته توزیع های از زیادی

کلاس یا دسته ای و (١٩٧۴ مالوز، و (اندروز لاپلاس توزیع و (٢٠١٣ (پولسن لجستی ال چ
اشاره نکته این به (٣ . ۴) تا (١ . ۴) روابط کرد. اشاره (١٩٨٢ (براندورف‐نیلسن١١ z توزیع از
متغیر م توان همچنین و کنند تبعیت مقیاس آمیخته مدل از م توانند داده ها که دارند
پیوسته داده ای و دودوئ رگرسیون مدل در رایج طور به که داشت نیز (ω١, · · · , ωn)

١٢ پنهان
با خط رگرسیون نرمال، خطای با خط رگرسیون به م توان جمله آن از م شود. استفاده
کرد. اشاره دودوئ لجستی رگرسیون و استیودنت، ‐t خطای با رگرسیون لاپلاس، خطاهای
شامل که تنک مدل های در رگرسیون ضرایب برای (λ١, · · · , λn) و (τ٢ > ٠) پارامترهای ابر

١٠Andrews and Mallows
١١Brandorff and Nielsen
١٢Latent



کل منظر از شده جریمه برآوردگرهای ٣٨
مثال های اینجا، در توجه مورد پیشین توزیع های م شوند. استفاده هستند پیشین توزیع های
رگرسیون لاسو، رگرسیون شامل که بوده ١٣ ‐موضع فراموضع انقباض پیشین های از رایج

است. اسبی نعل برآوردگر و ریج

چندگانه مدل بندی ٢ . ۴
(٧ . ۴) تا (١ . ۴) روابط از استفاده با جریمه شده رگرسیون انجام برای گذشته فصل دو همانند
حالت این در که شود محاسبه پارامترها تک تک برای کامل شرط پسین توزیع که است لازم
پارامتر برای م کنیم. استفاده پسین نمونه های تولید برای گیبز نمونه گیر و MCMC روش از
م گیریم، نظر در نواخت ی پیشن توزیع شد اشاره آن به (۴ . ۴) رابطه در که β٠ مبدا از عرض
آمیخته نرمال توزیع با هستند توام پیشین توزیع دارای که رگرسیون پارامترهای که حال در
توزیع های باید ادامه در م شوند. تعیین (٧ . ۴) تا (۵ . ۴) روابط که شده گرفته نظر در مقیاس

آورد. به دست β رگرسیون پارامترهای و β٠ مبدا از عرض پارامتر برای را شرط پسین
کنید فرض

ei = zi − xT
i β − β٠, (i = ١, · · · , n), (٨ . ۴)

Ωn = σ٢ diag(ω٢١ , · · · , ω٢
n), (٩ . ۴)

Λp = σ٢ τ٢diag(λ٢
i , · · · , λ٢

p), (١٠ . ۴)

ماتریس های Λp ∈ Rp×p و Ωn ∈ Rn×n ، خط رگرسیون مدل خطاهای (e١, · · · , en) آن در که
حال در zi = yi داریم پیوسته داده  های برای ساده خط رگرسیون مدل در م باشند. قطری

م شود فرض است دودوئ که لجستی رگرسیون در که

zi = ω٢
i (yi −

١
٢) i = ١. · · · , n. (١١ . ۴)

نرمال توزیع صورت به β٠ مبدا از عرض پارامتر برای شرط پسین توزیع نیز، موارد این در
آن در که است N(µ̃, σ̃٢)

µ̃ =
( n∑

i=١
zi − xT

i β

ω٢
i

) ( n∑
i=١

١
ω٢
i

)−١
, σ̃٢ = σ٢ ( n∑

i=١
١
ω٢
i

)−١
. (١٢ . ۴)

زیرا
π(β٠|xi, zi,β, ω

٢
i , σ

٢) ∝ L(β٠)× π(β٠)

١٣Global-local



٣٩ چندگانه مدل بندی
طرف از

L(β٠) =

n∏
i=١

٢√١πσ٢ω٢
i

× exp
{
− ١

٢σ٢ω٢
i

(zi − (x⊤
i β + β٢((٠

}

∝ exp
{
− ١

٢σ٢
n∑

i=١
١
ω٢
i

(zi − (x⊤
i β + β٢((٠

}
داریم صورت این در

π(β٠|xi, zi,β, ω
٢
i , σ

٢) ∝ L(β٠)× π(β٠)

∝ exp
{
− ١

٢σ٢
n∑

i=١
١
ω٢
i

(zi − (x⊤
i β + β٢((٠

}
× ١

∝ exp
{
− ١

٢σ٢
n∑

i=١
١
ω٢
i

(−٢zix⊤
i β − ٢ziβ٠ + (x⊤

i β)
٢ + ٢β٠x⊤

i β + β٢٠ )
}

∝ exp
{
− ١

٢σ٢
n∑

i=١
١
ω٢
i

(β٢٠ − ٢ziβ٠ + ٢β٠x⊤
i β)

}
∝ exp

{
− ١

٢σ٢
n∑

i=١
١
ω٢
i

(β٢٠ − ٢β٠(zi − x⊤
i β))

}
∝ exp

{
− ١

٢σ٢
n∑

i=١
١
ω٢
i

(β٢٠ − ٢β٠(zi − x⊤
i β) + (zi − x⊤

i β)
٢ −

(zi − x⊤
i β)

٢)
}

∝ exp
{
− ١

٢σ٢
n∑

i=١
١
ω٢
i

(β٢٠ − ٢β٠(zi − x⊤
i β) + (zi − x⊤

i β)
٢}

∝ exp
{
− ١

٢σ٢
n∑

i=١
١
ω٢
i

(β٠ − (zi − x⊤
i β))

٢}

این در ،σ̃٢ = σ٢(∑n
i=١ ١

ω٢
i

)−١ و µ̃ =
∑n

i=١
(
zi−x⊤

i β

ω٢
i

)(∑n
i=١ ١

ω٢
i

)−١ که کنیم فرض اگر حال
.β٠ ∼ N(µ̃, σ̃٢) صورت

شرط پسین ال چ بخش، این مفروضات تحت .(٢٠١۶ اران، هم و الی (م .٢ . ١ . ۴ قضیه
آن در که است Np(µ̃,A

−١
p ) نرمال توزیع دارای β رگرسیون پارامتر برای

µ̃ = A−١
p XTΩ−١(z− β٠ln), Ap = (XTΩ−١X+Λ−١

p ), (١٣ . ۴)
معین که بوده دقت ماتریس ی Ap ∈ Rp×p و ی ها از ‐بعدی n بردار ی ln = (١, · · · , ١) و

است. مثبت
داریم مسئله فرض تحت برهان.

z|X,β, β٠l,Ωn ∼ Nn(Xβ + β٠ln,Ωn)



کل منظر از شده جریمه برآوردگرهای ۴٠
و

π(β|X, z, β٠ln,Ωn,Λp) ∝ L(β)× π(β)

که جایی آن از

L(β) =
١

(٢π)n٢
|Ωn|−

١٢ exp
{
− ١

٢(z− (Xβ + β٠ln))⊤(Ωn)
−١(z− (Xβ + β٠ln))

}
∝ exp

{
− ١

٢(z⊤Ωn
−١z− z⊤Ωn

−١(Xβ + β٠ln)− (Xβ + β٠ln)⊤Ωn
−١z

+(Xβ + β٠ln)⊤Ω−١
n (Xβ + β٠ln)

}
∝ exp

{
− ١

٢−)٢zΩn
−١(Xβ + β٠ln)⊤ + (Xβ + β٠ln)⊤Ω−١

n (Xβ + β٠ln))
}

و

π(β) =

p∏
j=١

٢√١πλ٢
j τ

٢σ٢ exp
{
− ١

٢λ٢
j τ

٢σ٢β
٢
j

}

∝ exp
{
− ١

٢β⊤Λ−١
p β

}

نوشت م توان

π(β|X, z, β٠ln,Ωn,Λp) ∝ L(β)× π(β)

∝ exp
{
− ١

٢−)٢zΩn
−١(Xβ + β٠ln)⊤ +

(Xβ + β٠ln)⊤Ω−١
n (Xβ + β٠ln))

}
× exp

{
− ١

٢β⊤Λ−١
p β

}
∝ exp

{
− ١

٢−)٢zΩn
−١(Xβ + β٠ln)⊤ +

(Xβ + β٠ln)⊤Ω−١
n (Xβ + β٠ln) + β⊤Λ−١

p β)
}

∝ exp
{
− ١

٢−)٢β⊤X⊤Ω−١
n z− ٢(β٠ln)⊤Ω−١

n z) +

β⊤X⊤Ω−١
n Xβ + βX⊤Ω−١

n (β٠ln) + (β٠ln)⊤Ω−١
n Xβ +

(β٠ln)⊤Ω−١
n (β٠ln) + β⊤Λ−١

p β
}

∝ exp
{
− ١

٢−)٢β⊤X⊤Ω−١
n z+ β⊤X⊤Ω−١

n Xβ +

٢β⊤X⊤Ω−١
n (β٠ln) + β⊤Λ−١

p β)
}



۴١ چندگانه مدل بندی
∝ exp

{
− ١

٢(β⊤(X⊤Ω−١
n X+Λ−١

p )β − ٢β⊤X⊤Ω−١
n (z− β٠ln))

}
∝ exp

{
− ١

٢(β⊤(X⊤Ω−١
n X+Λ−١

p )β − ٢β⊤X⊤Ω−١
n (z− β٠l)×

(X⊤Ω−١
n X+Λ−١

p )−١(X⊤Ω−١
n X+Λ−١

p ) +

(X⊤Ω−١
n X+Λ−١

p )−١X⊤Ω−١
n (z− β٠ln)−

(X⊤Ω−١
n X+Λ−١

p )−١X⊤Ω−١
n (z− β٠ln))

}
∝ exp

{
− ١

٢
(
β − (X⊤Ω−١

n X+Λ−١
p )−١X⊤Ω−١

n (z− β٠ln)
)⊤

(X⊤Ω−١
n X+Λ−١

p )
(
β − (X⊤Ω−١

n X+Λ−١
p )−١X⊤Ω−١

n (z− β٠ln)
)}

صورت این در باشد Ap = (X⊤Ω−١
n X+Λ−١

p ) اگر حال
π(β|X, z, β٠ln,Ωn,Λp) ∝ exp

{
− ١

٢
(
β −A−١

p X⊤Ω−١
n (z− β٠ln)

)⊤
Ap(

β −A−١
p X⊤Ω−١

n (z− β٠ln)
)}

است. ثابت م ح µ̃ = A−١
p X⊤Ω−١

n (z− β٠ln) گرفتن نظر در با است.
رگرسیون ضرایب از نمونه گیری پیشنهادی، گیبز وریتم ال عمده چالش محاسبات دیدگاه از

بنابراین م باشد. است، زیاد p توضیح متغیرهای تعداد وقت Np(µ̃,A
−١
p ) نرمال توزیع با

است، زیاد p توضیح متغیرهای تعداد که زمان Ap(A
−١
p ) ماتریس معکوس مستقیم محاسبه

در است. زیاد محاسبات هزینه و یافته کاهش عددی محاسبات دقت زیرا نم شود پیشنهاد
طور به م کنیم. استفاده رگرسیون ضرایب از نمونه گیری برای ر دی وریتم ال دو از عوض
وریتم ال از p

n > ٢ اگر و (٢٠٠١) رو١۴ وریتم ال از باشد ٢ از کوچ تر p
n نسبت اگر دقیق تر

نمونه گیری است، بزرگتر خیل n از p که زمان bayesreg بسته در م کنیم. استفاده باتاچاریا١۵
م شود. انجام (٢٠١۶) باتاچاریا وریتم ال از استفاده با

(٢٠٠١) رو وریتم ال به نسبت بیشتری کارآمدی (٢٠١۶) باتاچاریا وریتم ال است p
n > ٢ که وقت

بسته در (٣ . ۴) تا (١ . ۴) روابط چهارچوب در مقیاس آمیخته نرمال توزیع ادامه، در دارد.
م دهیم. توضیح لجستی و خط رگرسیون مدل های برای را bayesreg

خط رگرسیون ٢ . ١ . ۴
شد، اشاره آن به (٧ . ۴) تا (١ . ۴) روابط در که بیزی جریمه شده رگرسیون ساده حالت ی
داشته وجود پرت١۶ داده های داده ها، در اگر است. نرمال خطای با خط رگرسیون مدل های
از باید صورت این در و نیستند مناسب نرمال خطای با خط رگرسیون مدل های باشد،

١۴Rue
١۵Bhattacharya
١۶Outlier



کل منظر از شده جریمه برآوردگرهای ۴٢
حالت، این در کرد. استفاده است سنگین دم های با آن خطاهای توزیع که رگرسیون مدل های
آمیخته نرمال توزیع با معادل که استیودنت ‐t و لاپلاس خطا های با خط رگرسیون مدل های
رگرسیون در م باشند. استفاده قابل هستند، معکوس گاما و نمایی ال های چ با مقیاس
و خط رگرسیون چه مدل  ها همه در .zi = yi م کنیم فرض y پیوسته داده های برای خط
م باشد. π(σ٢) = ١

σ٢ سان ی پیشین توزیع دارای که است σ٢ مقیاس پارامتر ، لجستی چه
در که بوده IGamma(α̂, β̂) صورت به معکوس گاما توزیع دارای σ٢ برای شرط پسین توزیع

آن

α̃ =
n+ p

٢ , β̃ =
١
٢
( n∑

i=١
e٢
i

ω٢
i

+

p∑
j=١

β٢
j

τ٢λ٢
j

)
. (١۴ . ۴)

که جایی آن از

π(σ٢|xi, zi,β, β٠, ω٢
i ) ∝ L(σ٢)× π(β|λ٢

j , τ
٢, σ٢)× π(σ٢)

به توجه با

L(σ٢) =

n∏
i=١

٢√١πσ٢ω٢
i

exp
{
− ١

٢σ٢ω٢
i

(zi − (x⊤
i β + β٢((٠

}

∝ (σ٢)−n٢ exp
{
− ١

٢σ٢
n∑

i=١
١
ω٢
i

(zi − (x⊤
i β + β٢((٠

}
∝ (σ٢)−n٢ exp

{
− ١

٢σ٢
n∑

i=١
e٢
i

ω٢
i

}

و

π(β|λ٢
j , τ

٢, σ٢) =

p∏
j=١

٢√١πλ٢
j τ

٢σ٢ × exp
{
− ١

٢σ٢τ٢λ٢
j

β٢
j

}

∝ (σ٢)− p٢ exp
{
− ١

٢σ٢
p∑

j=١
β٢
j

τ٢λ٢
j

}



۴٣ چندگانه مدل بندی
م شود نتیجه

π(σ٢|xi, zi,β, β٠, ω٢
i ) ∝ L(σ٢)× π(β|λ٢

j , τ
٢, σ٢)× π(σ٢)

∝ (σ٢)−n٢ exp
{
− ١

٢σ٢
n∑

i=١
e٢
i

ω٢
i

}
×

(σ٢)− p٢ exp
{
− ١

٢σ٢
p∑

j=١
β٢
j

τ٢λ٢
j

}
× ١

σ٢

∝ (σ٢)−n٢ exp
{
− ١

٢σ٢
n∑

i=١
e٢
i

ω٢
i

}
×

(σ٢)− p٢ exp
{
− ١

٢σ٢
p∑

j=١
β٢
j

τ٢λ٢
j

}
× (σ٢)−١

∝ (σ٢)−(n+p٢ )−١ exp
{
− ١

٢σ٢
( p∑

j=١
β٢
j

τ٢λ٢
j

+

n∑
i=١

e٢
i

ω٢
i

)}
(١۴ . ۴) در نظر مورد نتیجه ،β̃ =

(∑p
j=١

β٢
j

τ٢λ٢
j

+
∑n

i=١ e٢
i

ω٢
i

) و α̃ = n+p٢ کنیم فرض اگر حال
م شود. حاصل

نرمال، مدل خطای که توزیع هایی برای (ω٢١ , · · · , ω٢
n) پنهان متغیرهای از نمونه گیری ادامه در

م شود. داده توضیح است، استیودنت ‐t یا لاپلاس،
از اینکه جای به را داده ها است نرمال خطاها توزیع که کل حالت در نرمال: خطای •
این در بنابراین و م کنیم تولید نرمال خود از کنیم تولید نرمال مقیاس آمیخته توزیع
نظر در i = ١, · · · , n ازای به ω٢

i = ١ صورت به را (ω٢١ , · · · , ω٢
n) پنهان متغیرهای حالت

رابطه در لذا و نم گیریم نمونه پنهان، متغیرهای از که است معن بدین که م گیریم
.Ωn = σ٢In (٩ . ۴)

معمولا و دارد نرمال توزیع به نسبت پهن تری دم های لاپلاس توزیع لاپلاس: خطای •
برتری مهم ترین م رود. کار به پرت نقاط با داده های و آمیخته داده های مدل بندی در
همه که است این استیودنت ‐t مثل پهن دم توزیع های سایر به نسبت لاپلاس توزیع

ی صورت به لاپلاس توزیع حالت این در هستند. متناه آن مرکزی گشتاورهای
ωi ∼ صورت به آمیختگ ال چ که م شود گرفته نظر در نرمال مقیاس آمیخته توزیع
م شود باعث آمیختگ توزیع خاص انتخاب این است. ( ی میانگین با (نمایی Exp(١)
σ٢ مقیاس پارامتر آن در که کرده پیروی لاپلاس توزیع ی از (e١, · · · , en) باقیمانده های
نرمال خطای با خط رگرسیون مشابه باقیمانده ها، واریانس با معادل ((٢ . ۴) (رابطه
µ̃i = با IG(µ̃i, λ̃) معکوس نرمال توزیع دارای ١

ω٢
i

متغیر شرط پسین توزیع است.
است. i = ١, · · · , n ازای به λ̃ = ٢ و (٢σ٢

e٢
i

)
دم با خط رگرسیون در معمولا که لاپلاس توزیع مقابل در ‐استیودنت: t خطای •
سنگین تر دم ‐استیودنت، t توزیع است. ‐استیودنت t توزیع م شود، استفاده سنگین
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ی با برابر م دهیم) نشان δ با را آن اینجا (در آزادی درجه وقت م باشد. نرمال توزیع از

نرمال توزیع دو از که م شود تبدیل کوش توزیع به ‐استیودنت t توزیع باشد (δ = ١)
از سنگین تر دم دارای ‐استیودنت t توزیع کل، در دارد. سنگین تری دم های لاپلاس و
‐استیودنت t توزیع لاپلاس، توزیع برخلاف اما، بوده δ ≤ ۵ همه برای لاپلاس توزیع

است. δ ≤ ٢ ازای به نامتناه واریانس دارای

مقیاس آمیخته توزیع ی ‐استیودنت t توزیع شد، اشاره آن به نیز ٣ فصل در که همانطور
است زیر صورت به معکوس گامای توزیع دارای ω٢

i علاوه به است. نرمال

ω٢
i ∼ IGamma

( δ

٢ ,
δ

٢
)
, (i = ١, · · · , n). (١۵ . ۴)

متغیرهای برای شرط پسین توزیع ،(e١, · · · , en) باقیمانده های و σ٢ مقیاس پارامتر برای
آن در که است IGamma(α̂, β̂i) معکوس گاما توزیع دارای ω٢

i پنهان

α̃ =
δ + ١

٢ , β̃i =
١
٢
( e٢

i

σ٢ + δ
)
. (١۶ . ۴)

رابطه م توان راحت به شده آورده (١۴ . ۴) برای که سرراست اثبات مشابه نیز قسمت این در
که جایی آن از دقیق تر عبارت به گرفت. نتیجه را (١۶ . ۴)

π(ω٢
i |xi, zi, β, β٠, σ٢) ∝ L(ω٢

i )× π(ω٢
i )

به توجه با

L(ω٢
i ) ∝

n∏
i=١

٢√١πσ٢ω٢
i

exp
{
− ١

٢σ٢ω٢
i

(zi − (x⊤
i β + β٢((٠

}

∝ (ω٢
i )

− ١٢ exp
{
− ١

ω٢
i

( ١
٢σ٢ (zi − (x⊤

i β + β٢((٠
)}

∝ (ω٢
i )

− ١٢ exp
{
− ١

ω٢
i

( ١
٢
( e٢

i

σ٢
))}

و

π(ω٢
i ) ∝

( δ٢)
δ٢

Γ( δ٢)
(ω٢

i )
− δ١−٢ exp

{
−

δ٢
ω٢
i

}
∝ (ω٢

i )
− δ١−٢ exp

{
− ١

ω٢
i

( ١
٢δ

)}



۴۵ چندگانه مدل بندی
داریم

π(ω٢
i |xi, zi, β, β٠, σ٢) ∝ L(ω٢

i )× π(ω٢
i )

∝ (ω٢
i )

− ١٢ exp
{
− ١

ω٢
i

( ١
٢
e٢
i

σ٢
)}

×

(ω٢
i )

− δ١−٢ exp
{( ١

٢δ
)}

∝ (ω٢
i )

− δ٢− ١−١٢ exp
{
− ١

ω٢
i

( ١
٢
( e٢

i

σ٢
))}

∝ (ω٢
i )

− δ٢− ٣٢ exp
{
− ١

ω٢
i

( ١
٢
( e٢

i

σ٢
))}

∝ (ω٢
i )

− δ+١٢ −١ exp
{
− ١

ω٢
i

( ١
٢
( e٢

i

σ٢
))}

م شود. حاصل (١۶ . ۴) رابطه در دلخواه نتیجه ،β̃ = ١٢
(

e٢
i

σ٢ + δ
) و α̃ = δ+١٢ فرض با

لجستی دودوئ رگرسیون ٢ . ٢ . ۴
که م  رود کار به ست ش و موفقیت بر مبن رویداد احتمال یافتن برای لجستی رگرسیون

صورت به GLM خانواده عضو رگرسیون مدل این پیوند تابع

logit(p) = ln
( p

١ − p

)
= x⊤β =

p∑
j=١

x⊤ijβj , i = ١, · · · , n

آن در که م شود تعریف

p = p(yi|X = x) =
exp{β١x١,i + · · · , βpxp,i}

١ + exp{β١x١,i + · · ·+ βpxp,i}

رگرسیون آن به باشد داشته سط دو از بیش وابسته متغیر که حالت به طرف از است.
،(i = ١, · · · , n) yi ∈ {٠, ١} دودویی داده های مورد، در م شود. گفته چندگانه لجستی
با دودویی لجستی رگرسیون مدل های در خروج متغیر و توضیح متغیرهای بین ارتباط

م گردد تعیین زیر رابطه از استفاده
p(yi | xi, β٠,β) = ١

١ + exp(−(β٠ + xT
i β))

. (١٧ . ۴)

دودویی لجستی رگرسیون مدل در رگرسیون پارامترهای پسین توزیع از مستقیم نمونه گیری
، تازگ به است. لجستی توابع ریاض پیچیده روابط از ناش این که است ل مش و سخت

لجستی رگرسیون برای پنهان) متغیرهای (یا ١٧ کم متغیرهای روی مستقیم غیر نمونه گیری
١٧Auxiliary
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پولسن و ٢٠ گرامس ،(٢٠٠٧) فرورس١٩ و فرورس‐اشنایدر ،(٢٠٠۶) هلد١٨ و هلمز توسط
(٢٠١٣) پولسن وریتم ال این ها، همه میان در که است، شده پیشنهاد (٢٠١٣) پولسن و (٢٠١٢)
است. متداول تر و م شود اجرا سهولت به و خوبی به نمونه گیری، کارآیی و محاسبات دیدگاه در
نرمال توزیع ی صورت به را لجستی تابع که است این (٢٠١٣) پولسن وریتم ال در مهم نکته
تا (١ . ۴) روابط ساختار در راحت به گرفته، نظر در آمیخته پولیا‐گاما ال چ ی با آمیخته

م گیرد. قرار (٧ . ۴)
نمونه گیری به نیاز پولیا‐گاما توزیع سلسه مراتبی نمایش طریق از بیزی لجستی رگرسیون اجرای
خلاف بر ، سادگ برای لذا دارد. σ٢ مقیاس پارامتر و (ω١, · · · , ωn) پنهان متغیرهای از دقیق
σ٢ = ١ شده تعیین ثابت مقدار و نداشته نمونه گیری به نیاز σ٢ حالت این در ، خط رگرسیون
متغیر های م کنیم فرض (٢٠١٣) اران هم و پولسن مشابه ادامه در م گیریم. نظر در آن برای

م کنیم فرض عبارت به هستند. استاندارد پولیا‐گاما پیشین دارای (ω١, · · · , ωn) پنهان
ω٢
i ∼ PG(٠, ١) (١٨ . ۴)

پنهان، متغیرهای برای پولیا‐گاما توزیع تحت اران،٢٠١۶). هم و الی (م .٢ . ٢ . ۴ قضیه
آن در که بوده PG(١, c̃i) پولیا‐گاما ، ١

ω٢
i

پنهان متغیرهای شرط پسین توزیع
c̃i = β٠ + xT

i β, (i = ١, · · · , n) (١٩ . ۴)
به توجه با برهان.

π(ω٢
i |xi, zi,β, β٠, σ٢) ∝ L(ω٢

i )× π(ω٢
i )

که جایی آن از
L(ω٢

i ) =
n∏

i=١
٢√١πσ٢ω٢

i

exp
{
− ١

٢σ٢ω٢
i

(zi − (x⊤
i β + β٢((٠

}

∝ (ω٢
i )

−n٢ exp
{
− ١

٢σ٢ω٢
i

(zi − (x⊤
i β + β٢((٠

}
و

π(ω٢
i ) =

١
٢

n∑
i=١

(−١)n ١
n(n+ ١)

٢n√٢π(ω٢
i )

٣
exp

{
− ۴n٢

٨ω٢
i

− ١
٢ω٢

i

}
م شود نتیجه

π(ω٢
i |xi, zi,β, β٠, σ٢) ∝ L(ω٢

i )× π(ω٢
i )

∝ (ω٢
i )

−n٢ exp
{
− ١

٢σ٢ω٢
i

(zi − (x⊤
i β + β٢((٠

}
×

١
٢

n∑
i=١

(−١)n ١
n(n+ ١)

٢n√٢π(ω٢
i )

٣
exp

{
− ۴n٢

٨ω٢
i

− ١
٢ω٢

i

}
١٨Holmes and Held
١٩Fruhwirth and Schnatter
٢٠Gramacy



۴٧ پیشین توزیع های
داریم J(ω٢

i → t) = − ١
t٢ تبدیل ژاکوبی از استفاده و t = ١

ω٢
i

متغیر تغیر اعمال با

pi(t|xi, zi,β, β٠, σ٢) ∝ t
n٢ × ١

٢
n∑

i=١
(−١)n ١

n(n+ ١)
٢√٢π(١

t )
٣ exp

{۴
٨n٢t− ١

٢t −
١

٢σ٢ t(zi − c̃i)
}
× |J(ω٢

i → t)|

∝ t
n٢ × ١

٢
n∑

i=١
(−١)n ١

n(n+ ١)
٢√٢π(١

t )
٣ exp

{۴
٨n٢t− ١

٢t −
١

٢σ٢ t(zi − c̃i)
}
× | − ١

t٢ |

∝ t
n٢ −٢ × ١

٢
n∑

i=١
(−١)n ١

n(n+ ١)
٢√٢π(١

t )
٣ exp

{۴
٨n٢t− ١

٢t −
١

٢σ٢ t(zi − c̃i)
}
.

است. کامل اثبات و بوده ١
ω٢
i

∼ PG(١, c̃i) نتیجه در
ارائه (٢٠١۴) اران هم و ویندل توسط پولیا‐گاما توزیع از نمونه گیری در کارا وریتم ال ی
از نمونه گیری برای که است ذکر به لازم م شود. استفاده آن از bayesreg بسته در که شده

شود. نصب BayesLogit بسته ابتدا است لازم پولیا‐گاما، توزیع

پیشین توزیع های ٣ . ۴
باید شده اند. مشخص (٧ . ۴) تا (۵ . ۴) روابط در رگرسیون ضرایب برای پیشین توزیع های همه
را تنک که هستند پارامترهایی عنوان به (λ١, · · · , λp) و τ٢ پنهان متغیرهای که داشت توجه
(٢٠١٠) ات اس و پولسن است. فراموضع واریانس نشان دهنده τ٢ پارامتر ابر م کنند. کنترل
برای پیشین توزیع bayesreg بسته در کردند. معرف را پیشین توزیع τ٢ پارامتر برای بار اولین

م شود انتخاب زیر صورت به τ فراموضع انقباض پارامترهای
τ ∼ C+(٠, ١), (٢٠ . ۴)

جالب است. ی مقیاس پارامتر و صفر میانگین با ٢١ کوش نیم توزیع ی C+(٠, ١) آن در که
و الی (م مقیاس معکوس گامای توزیع صورت به م تواند کوش نیم توزیع که، این توجه

نوشت م توان ((٢٠ . ۴) رابطه توجه (با بنابراین شود. نوشته (٢٠١۶ اشمیت،
τ٢ | ξ ∼ IGamma(

١
٢ ,

١
ξ
), ξ ∼ IGamma(

١
٢ , ١) (٢١ . ۴)

با معکوس گامای توزیع معرف IGamma(α̂, β̂) و است آمیخته پارامتر ی ξ > ٠ آن در که
م دهد اجازه که است این آمیخته نمایش مزیت از م باشد. β̂ مقیاس پارامتر و α̂ ل ش پارامتر

٢١Half-Cauchy
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گیبز نمونه گیری با (λ١, · · · , λp) و τ پنهان متغیرهای از شرط پسین توزیع از نمونه گیری که

شرط پسین توزیع (٢١ . ۴) رابطه در پنهان متغیر سلسه مراتبی نمایش فرض با م شود. انجام
ان در که IGamma(α̃, β̃) ،τ٢

α̃ =
p+ ١

٢ , β̃ =
١
ξ
+

١
٢σ٢

p∑
j=١

β٢
j

λ٢
j

(٢٢ . ۴)

به توجه با است. سرراست گذشته رابطه همانند (٢٢ . ۴) رابطه توجیه
π(τ٢|xi, zi,β, β٠, ω٢

i , σ
٢, ξ) ∝ L(τ٢)× π(β|λ٢

j , τ
٢, σ٢)× π(τ٢)

∝ π(β|λ٢
j , τ

٢, σ٢)× π(τ٢)
∝ π(β|λ٢

j , τ
٢, σ٢)× π(τ٢|ξ)

∝
p∏

j=١
٢√١πλ٢
j τ

٢σ٢ exp
{
− ١

٢λ٢
j τ

٢σ٢β
٢
j

}
×

(١
ξ )

١٢

Γ( ١٢)
× (τ٢)− ١−١٢ exp

{
−

١
ξ

τ٢
}

∝ (τ٢)− p٢ exp
{
− ١

٢τ٢σ٢
p∑

j=١
β٢
j

λ٢
j

}
× (τ٢)− ٣٢ exp

{
−

١
ξ

τ٢
}

∝ (τ٢)− p٢− ٣٢ exp
{
− ١

τ٢
(١
ξ
+

١
٢σ٢

p∑
j=١

β٢
j

λ٢
j

)}

∝ (τ٢)− p+١٢ −١ exp
{
− ١

τ٢
(١
ξ
+

١
٢σ٢

p∑
j=١

β٢
j

λ٢
j

)}

م شود. حاصل نتیجه باشد β̃ =
(١
ξ +

١٢σ٢
∑p

j=١
β٢
j

λ٢
j

) و α̃ = p+١٢ که صورت در
آن در که است IGamma(α∗, β∗) ،ξ آمیختگ پارامتر شرط پسین توزیع مشابه طور به

α∗ = ١, β∗ = ١ +
١
τ٢ (٢٣ . ۴)

زیرا
π(ξ|xi, zi,β, β٠, ω٢

i , σ
٢, τ٢) ∝ L(ξ)× π(β|λj٢, τ٢, σ٢)× π(τ٢|ξ)× π(ξ)

∝ π(τ٢|ξ)× π(ξ)

∝
(١
ξ )

١٢

Γ( ١٢)
(τ٢)− ١−١٢ exp

{
− ١

τ٢ (
١
ξ
)
}
×

١
Γ( ١٢)

ξ−
١−١٢ exp

{
− ١

ξ

}
∝ ξ−

١٢ exp
{
− ١

ξ
(

١
τ٢ )× ξ−

٣٢ exp
{
− ١

ξ

}
∝ ξ−٢ exp

{
− ١

ξ

( ١
τ٢ + ١)}



۴٩ پیشین توزیع های
کنیم فرض اگر است بدیه

−α∗ − ١ = −٢, α∗ = ١, β∗ = ١ +
١
τ٢

است. ξ ∼ IGamma(α∗, β∗) صورت این در
نوع که هستند انقباض) (عامل موضع واریانس مولفه های معادل (λ١, · · · , λn) ابرپارامتر
(٢٠١٢) ات اس و پولسن مشابه م کنند. مشخص رگرسیون ضرایب در را انقباض جریمه

باشند داشته پیشین توزیع باید موضع واریانس پارامترهای واریانس پارامترهای
توزیع آوردن به دست در کننده پیش بین کارآمدی کننده تضمین که صفر در قطب ی •

است. β ∈ Rp رگرسیون پارامترهای از درست نمونه ای
در و کرده منقبض را خطا متغیرهای شدیدا که باشد جمله ای چند دنباله های دارای •

بمانند. تغییر بدون بزرگ نال های سی حال عین
شده ارائه بیزی اسبی نعل بیزی، لاسوی بیزی، ریج برآوردگرهای برای نمونه گیری جزئیات

انقباض ویژگ یا خاصیت دو دارای اسبی نعل برآوردگر فقط برآوردگرها، این میان از است.
است.

هنس، و ٢٠٠٨ وکسلا، (پارک بیزی لاسوی برآوردگر در دیدیم دوم فصل در که همان طور
طوری به هستیم رگرسیون ضرایب برای لاپلاس پیشین توزیع ی از استفاده به ملزم (٢٠٠٩
را لاپلاس توزیع است. معادل لاسو برآوردگر با متداول طور به حالت، این در پسین ال چ که
(λ١, · · · , λp) ابرپارامترهای بنابراین نوشت. مقیاس آمیخته نرمال توزیع ی صورت به م توان

صورت به ی میانگین با نمایی توزیع دارای
λ٢
j ∼ Exp(١) j = ١, · · · , p (٢۴ . ۴)

هستند.
پارک بیزی لاسوی از متفاوت حدی تا (٢۴ . ۴) و (٢١ . ۴) تصادف نمایش است ذکر به لازم
نظر در (λ١, · · · , λn) توام توزیع در را بیشتری ابرپارامترهای آن ها زیرا است. (٢٠٠٨) وکسلا
نیاز که است این آن ها بیزی لاسوی به نسبت اینجا در فرمول بندی برتری ی بنابراین و گرفته

نداریم. پارامترگذاری در بالاتر سلسلهمراتب به
دنباله های و صفر در قطب ی اسبی نعل پیشین توزیع ریج، و لاسو پیشین توزیع های برخلاف
نشان خود از بزرگ داده های قلمرو در خوبی کارایی مهم، ویژگ این که دارد چندجمله ای
(λ١, · · · , λp) موضع انقباض ابرپارامترهای برای پیشین توزیع .(٢٠١٢ ات، اس و (پولسن م دهد

م باشد صفر میانگین با کوش نیم توزیع دارای
λj ∼ C+(٠, ١), (٢۵ . ۴)

با معادل (٢١ . ۴) رابطه مشابه که
λ٢
j ∼ IGamma

( ١
٢ ,

١
νj

)
νj ∼ IGamma

( ١
٢ , ١). (٢۶ . ۴)
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. است

شرط پسین توزیع بخش، این مفروضات تحت .(٢٠١۶ اران، هم و الی (م .٣ . ١ . ۴ قضیه
صورت به نمایی توزیع ، ١

λ٢
j

موضع انقباض پارامتر برای

Exp
( ١
νj

+
β٢
j

٢τ٢σ٢
)

با است برابر ١
νj

پارامتر ابر برای شرط پسین توزیع و

Exp
(١ +

١
λ٢
j

)

داریم تعریف طبق برهان.

π(λ٢
j |xi, zi,β, β٠, ω٢

i , σ
٢, νj) ∝ L(λ٢

j )× π(βj |λ٢
j , τ

٢, σ٢)× π(λ٢
j )

∝ π(βj |λ٢
j , τ

٢, σ٢)× π(λ٢
j )

∝ ٢√١πλ٢
j τ

٢σ٢ exp
{
− ١

٢λ٢
j τ

٢σ٢β
٢
j

}
×

( ١
ν )

١٢

Γ( ١٢)
(λ٢

j )
− ١−١٢ exp

{
− ١

λ٢
j

(
١
νj

)
}

∝ (λ٢
j )

− ١٢ exp
{
− ١

λ٢
j

( β٢
j

٢τ٢σ٢
)}

×

(λ٢
j )

− ٣٢ exp
{
− ١

λ٢
j

(
١
νj

)
}

∝ (λj)
−٢ exp

{
− ١

λ٢
j

( β٢
j

٢τ٢σ٢ +
١
νj

)}
∝

( ١
λ٢
j

)٢
exp

{
− ١

λ٢
j

( β٢
j

٢τ٢σ٢ +
١
νj

)}

م شود نتیجه J(λ٢
j → t) = − ١

t٢ تبدیل ژاکوبی با t = ١
λ٢
j

متغیر تغییر اعمال با

π(t|xi, zi,β, β٠, ω٢
i , σ

٢, νj) ∝ t٢ exp
{
− t

( β٢
j

٢τ٢σ٢ +
١
νj

)}
× |J(λj → t)|

∝ t٢ exp
{
− t

( β٢
j

٢τ٢σ٢ +
١
νj

)}
× | − ١

t٢ |

∝ exp
{
− t

( β٢
j

٢τ٢σ٢ +
١
νj

)}
. ١
λ٢
j

∼ Exp(β̃j) م دهد نتیجه که
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توجه با مشابه، به طور

π(νj |xi, zi,β, β٠, ω٢
i , σ

٢, λ٢
j ) ∝ L(νj)× π(βj |λ٢

j , τ
٢, σ٢)× π(λ٢

j |νj)× π(νj)

∝ π(λ٢
j |νj)× π(νj)

∝
( ١
νj
)

١٢

Γ( ١٢)
(λ٢

j )
− ١−١٢ exp

{
− ١

λ٢
j

(
١
νj

)
}
×

١
Γ( ١٢)

ν
− ١−١٢
j exp

{
− ١

νj

}
∝ (νj)

− ١٢ exp
{
− ١

νj
(

١
λ٢
j

)
}
× (νj)

− ٣٢ exp
{
− ١

νj

}
∝ (νj)

−٢ exp
{
− ١

νj

(١ +
١
λ٢
j

)}
∝

( ١
νj

)٢
exp

{
− ١

νj

(١ +
١
λ٢
j

)}
داریم J(νj → t) = − ١

t٢ تبدیل ژاکوبی با t = ١
νj

متغیر تغییر اعمال و

π(t|xi, zi,β, β٠, ω٢
i , σ

٢, λ٢
j ) ∝ t٢ exp

{
− t

(١ +
١
λ٢
j

)}
× |J(νj → t) = − ١

t٢ |

∝ t٢ exp
{
− t

(١ +
١
λ٢
j

)}
× | − ١

t٢ |

∝ exp
{
− t

(١ +
١
λ٢
j

)}
است. کامل اثبات و ١

νj
∼ Exp(β̃j) م دهد نتیجه که

بزرگ p حالت در کارایی افزایش منظور به νj و λj ابرپارامترهای برای شرط توزیع های
شده اند. گرفته نظر در

R در bayesreg بسته شرح ۴ . ۴
شود. اجرا bayesreg تابع طریق از م تواند (٢٠١٠) اران هم و کاروالهو در ارائه شده روش

است زیر صورت به کل دستور
bayesreg <- function(formula, data, model="normal" , prior="ridge", ...)

آن در که
است. R در بندی مدل در فرمول و داده استاندارد انیزم م همان ،data و formula •

باشد binomial و t ،laplace ،guassian است ن مم که است خطا مدل model •
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مجموعه ای صورت به م تواند که م باشد رگرسیون ضرایب برای پیشین ال چ prior •

است. اسبی نعل یعن horseshoe مخفف hs باشدکه hs یا lasso ،ridge از
رگرسیون در ر دی بسته های سایر مانند را آماری خلاصه های آماره های جدول ، bayesreg نسخه
summary دستور از استفاده با م توان را خلاصه آماره های از بعض ، R افزار نرم در م کند. ارائه
پسین، میانگین شامل خلاصه آماره های است. شده فراهم bayesreg بسته در که داد نشان
آماره برآورد همچنین است. رگرسیون ضریب هر برای %٩۵ اطمینان بازه و استاندارد انحراف
وریتم ال توسط رتبه ای آماره م کند. بیان را توضیح متغیر p برای نمونه اندازه عامل و رتبه t
م شود. مربوط y پاس و متغیر بین ارتباط قدرت به و م شود برآورد و محاسبه بیزی رتبه بندی
متغیرهای بیشتر که جاهایی در و (١ ≤ r ≤ p) م باشد صحیح مقادیر با متغیر ی r رتبه برآورد
قویترین (r = ١) رتبه با متغیر ی که، معن این وبه م شود، مشخص دارند کمتری رتبه مهم
دارد. برآورد y با کمتری ارتباط (r = p) رتبه دارای متغیری که حال در داشته y با را ارتباط
که است این کردند مطرح (١٩٩٢) گایر و (٢٠٠۴) روبرت و کسلا نمونه اندازه بر موثر عامل
است. شده بیان کننده پیش بین هر برای زنجیره از نمونه گیری کارایی و درصد ی عنوان به
محاسبه را شده نمونه گیری زنجیرهای خودهمبستگ از نمونه اندازه موثر عامل bayesreg تابع

م دهیم. شرح را آمده است بسته این در که مثال چند ادامه در م کند.

مثال ۵ . ۴
دیابت داده های ١ . ۵ . ۴

لجستی رگرسیون از واقع مثال ی قالب در bayesreg بسته رد عمل ونگ چ دادن نشان برای
فصل مثال از متفاوت داده مجموعه این م کنیم. استفاده دیابت داده های تحلیل برای بیزی
بین موسسه توسط که است Pima Indians داده های جا این در دیابت داده مجموعه است. ٢
است. شده داده قرار UCI ماشین یادگیری اه پای اختیار در گوارش بیماری و دیابت الملل
از مشاهدات n = ٧۶٨ بر مشتمل داده                     ها این ببینید. را (٢٠١٣) لیچمن بیشتر آگاه برای
کدام هر زیر در که است، شده آوری جم توضیح متغیر p = ٨ با هندی ساله ٢١ زن بیماران

است. شده معرف
بارداری دفعات تعداد ‐ PREG •

خوراک گلوکز تحمل آزمایش در ساعت ٢ در پلاسما گلوکز غلظت ‐ PLAS •
(mm Hg) دیاستولی خون فشار ‐ BP •

(mm) پوست ضخامت سر سه ماهیچه ‐ SKIN •
(mu U / ml) ساعت ٢ در انسولین سرم ‐ INS •
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(weight in kg/(height in m)٢) بدن توده شاخص ‐ BMI •

دیابت ریشه رد عمل ‐ PED •
(سال) سن ‐ AGE •

م کنیم. استفاده بیزی دیدگاه در ویی پیش برای لجستی رگرسیون مدل از قسمت این در
دارای فرد که م دهد نشان که است دودوئ متغیر ی جا این در پاس که است ذکر به لازم

خیر. یا است دیابت بیماری

دیابت داده های برای بیزی دیدگاه از لجستی مدل اساس بر پارامترها ویی پیش :١ . ۴ جدول
ESS رتبه tStat ٩۵٪ اعتبار ناحیه ضرایب استاندارد انحراف ضرایب میانگین پارامتر
٩۵٫٢ ٣ ∗ ∗ ٣٫٧١٩ ١٫١٩٧۶۴ ١٫٠۵۶۶٢ ٠٫٠٣۵٩٩٨ ١٫١٢۴۵٧ PREG
٩٢٫۵ ١ ∗ ∗ ٩٫٣٧۴ ١٫٠۴٢۵٧ ١٫٠٢٧٧٩ ٠٫٠٠٣٧٧ ١٫٠٣۴٨۵ PLAS
٩٧٫۶ ۵ ∗ ∗ −٢٫٠٩٩ ١٩٩٩٢٨ ٠٫٩٧٩۵۶ ٠٫٠٠۵٠٣ ٠٫٩٨٩٣٢ BP
٩٠٫٨ ٧ ∗ ∗ −٠٫٠١١ ١٫٠١٢١٧ ٠٫٩٨٨١۵ ٠٫٠٠۶١٣ ٠٫٩٩٩٩۴ SKIN
١٠٠٫٠ ٧∗ −١٫٠٨٣ ١٫٠٠٠۶۶ ٠٫٩٩٧٣٣ ٠٫٠٠٠٨۵ ٠٫٩٩٩٠٨ INS
٩۶٫٠ ٢ ∗ ∗ ۵٫٧٨٨ ١٫١٢٣١۶ ١٫٠۵٩٢١ ٠٫٠١۶٣١ ١٫٠٨٩۶٧ BMI
٩٣٫۶ ۴ ∗ ∗ ٢٫٨٨۵ ۴٫٢٨٨١۵ ١٫٣۴٩٢۵ ٠٫٧۴٩٧٢ ٢٫٣۵۵۵۴ PED
٩۴٫۴ ۶∗ ١٫۵٢٢ ١٫٠٣٢١٠ ٠٫٩٩۶٩۴ ٠٫٠٠٨۶٩ ١٫٠١٣۶۴ AGE

−١١٫۵۶١ ٠٫٠٠١٠١ ٠٫٠٠٠٠۶ ٠٫٠٠٠٢۴ ٠٫٠٠٠٢۶ CONS

پسین احتمال ال چ توابع و رگرسیون ضرایب پسین نمونه های از جعبه ای نمودار ١ . ۴ ل ش
لجستی پاس برای بیزی لاسوی رگرسیون رتبه بندی مثال، این در م دهد. نشان را شرط

حامل ها، تعداد ، BMI دنبال به که دارد، پلاسما گلوکز سط در مهم متغیر بیشترین که
سن، متغیر سه خروج به توجه با است. خون فشار دیاستولی و دیابت خانوادگ سابقه

نم شود. تلق مهم پوست ضخامت و انسلین سرم سط
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لجستی پاس با بیزی لاسوی برای دیابت داده های آنالیز :١ . ۴ ل ش

تحقیق آینده برای پیشنهادات و نتیجه گیری ۶ . ۴
برآورد بتوانیم تا م کند کم پیشین اطلاعات داشتن که این و شد گفته انچه به توجه با
جریمه روش های از است زیاد پارامترها تعداد که زمان و باشیم داشته پارامترها از درست
نعل و بیزی لاسوی روش های جریمه، عمل انجام برای بحث این در م شود. استفاده کردن

قبول قابل نتایج به رهیافت دو این از استفاده با توانستیم و است شده اشاره بیزی اسبی
به بیزی دیدگاه از پلاس اسبی نعل برآورد نام به روش از م توانیم تحقیق آینده برای برسیم.

کنیم. استفاده بیزی شده جریمه رگرسیون روش های از ی عنوان
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آ  پیوست

فصل های در ذکرشده مطالب با رابطه در را تکمیل تعاریف و مفاهیم سری ی بخش این در
م کنیم. ارائه خواننده آگاه افزایش منظور به تنها گذشته،

پایان نامه ساختار در که چه اگر است. (١٣٩٣) عجم پایان نامه از برگرفته تماما بخش این مطالب
چون هم مجموعه این نویسنده اعتقاد به اما نشده استفاده قسمت این مطالب همه از خاص
مورد موضوع کامل فهم برای است متصل و جام بسیار (١٣٩٣) عجم در شده گفته مطالب

است. شده آورده بند به بند آن موارد تمام بحث،

MCMC نمونه گیری روش آ  . ١
انتگرال های برای مناسب تقریبی ارائه کارلویی، مونت گیری انتگرال روش های در اصل هدف

صورت به م توان را انتگرال این م باشد. τ =
∫
g(x)dx نوع از

τ = Ef [h(X)] =

∫
h(x)f(x)dx,

م شود. تعریف g(.) با متناسب که است تابع h(.) و ال چ تابع ی f(.) آن، در که نوشت
محاسبه با م باشد. f(x) از X١, · · · , Xm نمونه تولید نیازمند انتگرال، این کارلویی مونت حل
، m → ∞ چنان چه بزرگ، اعداد قوی قانون بنابر و h̄m = ١

m

∑m
i=١ h(Xi) نمونه ای میانگین

یعن م شود، تضمین ، τ انتگرال، مقدار به رایی هم
h̄m

p→ Ef [h(X)]



۶۴
کارلویی، مونت روش به انتگرال گیری برای که است روش هایی شامل ، MCMC روش های
با بیزی، مدل ی در م گیرند. قرار استفاده مورد بیزی، استنباط به مربوط مسائل در اغلب
انتگرال گیری مساله ، f(x, θ) ، (x, θ) توام ال چ و π(θ) پیشین، ال چ بودن مفروض شرط

یعن م شود، تبدیل π(θ | x) پسین توزیع به نسبت g(θ) مانند تابع شرط ریاض امید به
E[g(θ | x)] =

∫
Θ
g(θ)π(θ | x)dθ

(متروپولیس متروپولیس‐هستینگس وریتم های ال ویژه به ، MCMC انتگرال گیری روش های
و گلفاند و گمان،١٩٨۴ و (گمان گیبز نمونه گیر و هستینگز،١٩٧٠) و ١٩۵٣ اران، هم و
آمده اند. پدید پیچیده آماری مدل های تحلیل برای مفید بسیار ابزار عنوان به (١٩٩٠ اسمیت،
لات مش دارای متروپولیس‐هستینگس جمله از ، MCMC نمونه گیری معمول روش های
نمونه گیر اما م باشند. محاسبات طولان زمان و زنجیر رایی هم تشخیص نظیر متعددی
است. ساده تر آن اجرای و م کند تقسیم ساده تر مسائل از دنباله ای به را مسائل گونه این گیبز
وجود، این با ول باشند داشته نیاز رایی هم برای زیادی زمان دنباله ها این است ن مم البته
پسین توزیع از نمونه ی که م دهد را اجازه این زیرا است، جالب توجه و مفید وریتم ال این
به طور را گیبز نمونه گیر و متروپولیس‐هستینگس وریتم ال دو ادامه در کنیم. تولید توام

م کنیم. بیان را تعریف چند وریتم ها، ال این تشریح از قبل م دهیم. شرح مختصر
و است) زمان متغیر بیانگر معمولا (که شاخص متغیر t اگر .( تصادف (فرآیند آ  . ١ . ١. تعریف

تصادف متغیر های از مجموعه ای ، تصادف فرآیند ی آن گاه باشد، t با متناسب متغیر X(t)

تصادف متغیر ی t ∈ T هر ازای به X(t) آن در که است تصادف متغیر ی {X(t) : t ∈ T}

م شود. نامیده فرآیند اندیس گذار مجموعه T و است
هرگاه م گوییم، مارکوف زنجیر را {X(t)} تصادف فرآیند مارکوف). (زنجیر آ  . ١ . ٢. تعریف

P (X(i+١) = a | X(i), X(i−١), · · · , X(٠)) = P (X(i+١) = a | X(i))

= K(X(i), X(i+١))

دنباله ای مارکوف، زنجیر ی بنابراین م نامند مارکوف هسته یا انتقال هسته را K(., .) آن در که
فعل زمان در فرآیند حالت که ، X(i) بودن معلوم فرض با که است تصادف متغیر های از
یعن گذشته، حالت های از مستقل است فرآیند بعدی حالت که X(i+١) متغیر است، ام i

وابسته آن قبل نمونه به فقط زنجیر هر در بعدی نمونه که آن جا از م باشد. X(i−١), · · · , X(٠)
مسائل ساده سازی برای مارکوف زنجیر های تا م دهد اجازه گذشته به وابستگ عدم این است،

گیرند. قرار استفاده مورد پیچیده
است، مانا مارکوف زنجیر ی {X(t)} مارکوف زنجیر مانا). مارکوف (زنجیر آ  . ١ . ٣. تعریف

X(t+١) ∼ f(.) آنگاه X(t) ∼ f(.) اگر که طوری به باشد f(.) مانای توزیع ی دارای هرگاه
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متروپولیس‐هستینگز وریتم ال
این است. MCMC نمونه گیری روش های مجموعه از مثال متروپولیس‐هستینگس وریتم ال
{θ(t)} تصادف متغیر های از مجموعه ای ، π(θ | x) توام پسین توزیع داشتن شرط با وریتم، ال
ما وریتم، ال این نمونه ها، این برای م کند. تولید پی پی در طور به را ، t = ١,٢, · · · برای ،
در θ احتمال ال چ تابع تابع، این م کند. p(θ(t+١), θ(t) پیشنهادی ال چ تعیین به ملزم را
متروپولیس‐ وریتم ال رد عمل بنابراین است. t زمان در آن مقدار به توجه با ، t + ١ زمان

م شود: بیان زیر صورت به هستینگس
، θ(t) داشتن شرط با

کن. تولید را θ(t+١) ∼ p(θ(t+١), θ(t)) نمونه .١
بده قرار .٢

θt =


θ(t+١) ρ(θ(t), θ(t+١)),
θ(t) ١ − ρ(θ(t), θ(t+١)),

که طوری به
ρ(θ(t), θ(t+١)) = min

{
١, f(x | θ(t+١))π(θt+١)

f(x | θ(t))π(θ(t))
p(θ(t), θ(t+١))
p(θ(t+١), θ(t))

}
,

م گویند. متروپولیس‐هستینگس پذیرش احتمال آن به که
مواردی در است. مواجه لات مش با متروپولیس‐هستینگس وریتم ال ی اجرای
در کاوش ، زین جای روش ی باشد. دشوار پیشنهادی ال چ تعیین است ن مم
t + زمان در θ شبیه سازی ایده، این اجرای م باشد. زنجیر جاری مقدار همسای
با θ از مستقل تصادف متغیر ی ε آن در که است، θ(t+١) = θ(t) + ε رابطه از ١

یعن پیشنهادی، توزیع نتیجه در و ، ε توزیع بودن متقارن شرط با است. صفر میانگین
زدن قدم متروپولیس‐هستینگس وریتم ال را وریتم ال ، p(θ(t+١), θ(t)) = p(θ(t), θ(t+١))

صورت به آن پذیرش احتمال و م نامند تصادف
ρ(θ(t), θ(t+١)) = min

{
١, f(x | θ(t+١)π(θ(t+١)))

f(x | θ(t)π(θ(t)))

}
,

وریتم های ال و وریتم ال این جزئیات عمیق تر و بیشتر آگاه برای شد. خواهد تعریف
کنید. مراجعه (٢٠٠۴) کسلا و رابرت به مشابه

گیبز نمونه گیری
کامل شرط توزیع های که است زمان بیزی، مدل های در گیبز نمونه گیر کاربرد بیشترین
آن در که ، π(θ | x) توام توزیع از نمونه تولید برای دارند. وجود علاقه مورد پارامتر های
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به دست را کامل شرط ال های چ باید ابتدا است، مدل پارامترهای بردار θ = (θ١, · · · , θB)

از عبارتند شرط ال چ این آوریم.
π(θ١ | x, θ٢, θ٣, · · · , θB),
π(θ٢ | x, θ١, θ٣, · · · , θB),...

π(θB | x, θ١, θ٢, · · · , θB−١).

تولید برای ، t = ١,٢, · · · ام، t مرحله در θ(t) = (θ
(t)

١ , · · · , θ(t)B ) داشتن فرض با گیبز نمونه گیر
تولید زیر صورت به را نمونه ها از دنباله ای ، π(θ | x) توام پسین توزیع از مارکوف زنجیر ی

م کند
١ : θ

(t+١)
١ ∼ π(θ١ | x, θ(t)٢ , θ

(t)

٣ , · · · , θ(t)B ),

٢ : θ
(t+١)
٢ ∼ π(θ٢ | x, θ(t+١)

١ , θ
(t)

٣ , · · · , θ(t)B ),

...
B : θ

(t+١)
B ∼ π(θB | x, θ(t+١)

١ , θ
(t+١)
٢ , · · · , θ(t+١)

B−١ ).

نمونه ای بالا، وریتم ال توسط شده تولید نمونه که (٢٠٠۴ کسلا و رابرت ) است شده ثابت
است. π(θ | x) توام پسین

مارکوف زنجیر ی رایی هم
تشخیص مهم چالش دو بیزی، استنباط در MCMC نمونه گیری روش های از استفاده کنار در
برای هستند. مطرح محاسبات طولان زمان و زنجیر ١ آمیختگ ویژگ های و رایی هم
رایی هم ابتدا اما شده اند. پیشنهاد مختلف معیارهای ،MCMCزنجیرهای رایی هم شناسایی

م کنیم. تشریح را مارکوف زنجیر ی
انتگرال گیری مساله مونت کارلویی، انتگرال گیری روش های در شده، اشاره قبلا که همان طور
نمونه تولید موارد، از بسیاری در م شود. تبدیل f(.) نمونه تولید برای راه یافتن مساله به

ی از استفاده با م توان موارد این در است. ل مش f(.) هدف ال چ از مستقل و مستقیم
کرد. تولید نمونه ی مستقیم غیر طور به است، f(.) آن مانای توزیع که مانا مارکوف زنجیر
مستقل نمونه ی کیفیت است، وابسته مارکوف زنجیر از شده تولید نمونه که آن جایی از اما
حجم نام به کمیت طریق از م توان را نمونه ای چنین کیفیت ندارد. را مشابه حجم با
مقدار چه هر .(٢٠٠۴ کسلا و رابرت ، ١٩٩٨ اران هم و (گلمن سنجید (ESS) ٢ موثر نمونه

١Mixing Properties
٢Effective Sample Size



۶٧ MCMC نمونه گیری روش
نمونه های باشد، تر نزدی تولید شده نمونه های تعداد به پارامتر هر برای شده، محاسبه ESS

هستند. برخودار بالاتری کیفیت از تولید شده
برای موثر نمونه حجم آن گاه باشد، زنجیر از تولید شده نمونه های تعداد n اگر آ  . ١ . ۴. تعریف

صورت به نظر مورد پارامتر
ESS =

n

١ + ٢∑∞
k=١ ρk

است کمیت ESS مواق در است. k گام در خودهمبستگ مقدار ρk آن در که م شود محاسبه
م زند. تخمین را زنجیر از آمده به دست مستقل نمونه های تعداد که

م توان باشد، f(.) مانای توزیع ی دارای زنجیر اگر مارکوف، زنجیرهای نظری مباحث در
در f(.) مانای توزیع و K مارکوف هسته زنجیر، ی در نتیجه، در کرد. تولید آن از را نمونه ها

(٢٠٠۴ کسلا و (رابرت م کنند صدق زیر ∫رابطه
χ
K(x, y)f(x)dx = f(y).

صرفنظر ، K ، یعن م کند. تحمیل K هسته بر را ٣ نافروکاستن ویژگ مانا، توزیع ی وجود
خواهد را زنجیر حالت فضای وضعیت های تمام روی بر حرکت اجازه ، X(٠) اولیه مقدار از
زنجیر بودن ۴ بازگشت مارکوف، زنجیرهای در مانا توزیع ی وجود نتایج ر دی از داشت.
تعداد به دلخواه، مجموعه هر به م تواند زنجیر که است معن این به بودن بازگشت است.
X(t) توزیع یعن است. ۵ حدی توزیع ی مانا توزیع ، بازگشت زنجیر ی در بازگردد. نامتناه
بودن ارگودی ، ویژگ این م شود. را هم f(.) مانای توزیع به ، X(٠) اولیه مقدار هر ازای به ،

م شود حاصل زیر صورت به رایی هم ، ارگودی قضیه بنابر بنابراین، م شود. نامیده نیز
١
T

T∑
t=١

h(X(t))
p→ Ef (h(X)).

f(.) هدف ال چ از نمونه گیری برای MCMC رهیافت گفت، م توان فوق مطالب به توجه با
با K مارکوف هسته ی از استفاده با را ، X(٠) اولیه مقدار با ، X(t) مارکوف زنجیر ی ،
نمونه های ، T٠ بزرگ کاف اندازه به مقدار ی برای سپس و م کند تولید f(.) مانای توزیع
رایی هم بررس بنابراین، شده اند. گرفته f(.) توزیع از که م کند تولید را X(T٠), X(T١+٠), · · ·
MCMC نمونه گیری روش های در که است مهم مباحث از ی ، f(.) مانای توزیع به زنجیر

م شود. مطرح
بعد و زنجیر رایی هم از پیش م شود: تقسیم بخش دو به MCMC زنجیر ی از شبیه سازی

بخش عنوان به است، مشهور ۶ داغیدن دوره به که رایی هم از پیش بخش رایی. هم از
٣Irreduciblity
۴Recurrency
۵Limiting Distribution
۶Burn-in



۶٨
توزیع از خوب معرف ی عنوان به نم توان را تولید شده نمونه های آن در که است زنجیر از
گرفته نادیده باید X(٠), X(١), · · · , X(T١−٠) نمونه های ساده تر، عبارت به گرفت. نظر در پسین
داغیدن دوره کردن پیدا م شود. گرفته نظر در f(.) توزیع از تحقق عنوان به X(T٠) و شوند
بخش در شد. خواهد ( محاسبات (هزینه زمان در صرفه جویی باعث نمونه ها، این حذف و
در استنباط برای f(.) از شده تولید X(T٠), X(T١+٠), · · · (وابسته) نمونه های رایی، هم از بعد
مقایسه با را رایی هم بر نظارت امر، این م شوند. استفاده علاقه مورد کمیت های مورد
پیشنهاد متفاوت، شروع نقاط با مستقل شده تولید دنباله چند از شده ساخته استنباط های

.(١٩٩٢ روبین و (گلمن م کند
راست. هم زنجیر ی دهیم تشخیص ونه چ که است این م شود مطرح این جا در که بحث حال
شود. را هم است، مدنظر که مانایی توزیع به نهایت در تولید شده زنجیر داریم اغنتظار زیرا
تولید شده خروج روی رایی هم تشخیص روش های کردن پیاده با را رایی هم ، MCMCکاربران
وجود MCMC زنجیر رایی هم بررس برای متعددی روش های م کنند. بررس نمونه گیری، از
ج وک ،(١٩٩٢) روبین و گلمن رایی هم معیارهای به م توان روش ها این جمله از دارند.
توسط معیارها این مشخص، زنجیر ی برای کرد. اشاره (١٩٨٣) ول و هیدل برگر ،(١٩٩٢)
نرم افزار در موجود (٢٠٠۶ اران هم و (پلامر coda و (٢٠٠٨ (سرکار lattice بسته های از توابع

م کنیم. معرف را معیارها معروف ترین از مورد دو اینجا در ما هستند. محاسبه قابل R

EM وریتم ال آ  . ٢
ماکزیمم برآورد یا ML برآورد محاسبه برای که بوده تکراری وریتم ال نوع ی EM وریتم ال
استفاده مشاهده قابل غیر یا گمشده داده  های حضور در REML شده٧ محدود درستنمایی
منتشر و تدوین پایه ای مقاله ای در (١٩٧٧) اران هم و دمپستر توسط EM وریتم ال م شود.

شد. ارائه و کرده پیدا افزایش شدت به اخیر دهه های این در EM وریتم ال از استفاده شد.
برای پیشنهادهای چه اگر م شود را هم کندی به که است این در ،EM وریتم ال ل مش ی
(١٩٧٧) وندی و مینگ دارد. وجود وریتم ال این در رایی هم روند به بخشیدن سرعت
کرده اند. پیشنهاد آن ثبات و سادگ حفظ با وریتم ال این به بخشیدن سرعت برای را استراتژی

نظری چوب چهار
آماری مدل ی از درستنمایی ماکزیمم کردن پیدا برای که تکراری است روش EM وریتم ال
چهارچوب های م شود. استفاده نیست مشاهده قابل نامعلوم متغیرهای به وابستگ که وقت

٧Restricted maximum likelihood



۶٩ EM وریتم ال
مرحله این در است. برآورد مرحله اول مرحله م شود. دنبال اساس مرحله دو در EM وریتم ال
مرحله این م کنیم. تعریف است درستنمایی اریتم ل ریاض امید نشان دهنده که را Q تابع
م شود. نامیده ماکزیمم سازی مرحله مرحله، دومین م کند. ارزیابی پارامتر برآورد را Q تابع

م رساند. حداکثر به را درستنمایی مرحله این
پاس های و بوده گمشده داده کنیم فرض هستند مشاهده غیرقابل متغیرها تصادف اثرات چون

داد نشان زیر صورت به م توان را داده ها صورت این در باشند. شده مشاهده داده
(y, b) = {(yi, bi), i = ١,٢, · · · ,m}

فرآیند نرسیدیم رایی هم به که زمان تا و م دهد نشان را تکرارها تعداد k (k = ١,٢, · · · )
زیر صورت به EM وریتم ال ابتدایی مقادیر از مجموعه اولین انتخاب پس دارد، ادامه تکراری

(وو،٢٠١٠) م بابد ادامه
داده های و کامل داده های شرط درستنمایی اریتم ل مرحله این ام k تکرار در :E مرحله •

ریاض امید صورت به Q حالت این در م شود. محاسبه پارامتر برآورد و شده مشاهده
م شود تعریف شرط

Q(θ|θ(k)) = E
[
logL(θ|Y, b)|Y, θ(k)

]
به توجه با ،E مرحله در را Q(θ|θ(k)) شرط ریاض امید بیشترین مرحله این :M مرحله •
داشته که طوری به م کند پیدا شده بروز پارامترهای یافتن برای نامعلوم، پارامت رابطه

باشیم
Q(θ(k+١)|θ(k)) ≥ Q(θ|θ(k))

توجه باید هم را مهم نکته این دهد رخ رایی هم تا م شود تکرار بارها و بارها روند این
باید و هستند مهم شروع نقاط دارد. ماکزیمم نقطه در رایی هم EM وریتم ال که داشت
ماکزیمم به نقطه آن در وریتم ال که برسیم نقطه ای به تا کرد امتحان را مختلف نقاط
جای کنیم برخورد عجیبی نقاط به شاید ابتدا در شود. نزدی خود کل رایی هم

م شود. را هم کندی به EM وریتم ال چون ندارد تعجب





ب پیوست
آماری توزیع های

اما است شده آورده مجموعه این در رفته کار به مهم آماری توزیع های ابتدا قسمت این در
نداشته ربط آماری توزیع های عنوان به است ن مم که شده، آورده قضیه چند آن انتهای در
مجرا بخش ی صورت به ارائه و آن ها تقسیم ان ام و شده استفاده مراتب به آنها از اما باشد

نداشت. وجد

متغیره تک توزیع های ب . ١
بتا توزیع

صورت به آن ال چ تابع و است b و a پارامترهای با بتا توزیع دارای X تصادف متغیر م گوییم
م باشد زیر

f(x) =
١

B(a, b)
xa−١)١ − x)b−١ ٠ < x < ١

X ∼ B(a, b) نماد از حالت در م باشند. آزاد پارامترهای b و a و B(a, b) = Γ(a)Γ(b)
Γ(a+b) آن در که
م کنیم استفاده



آماری توزیع های ٧٢

کوش نیم توزیع
صورت به آن ال چ تابع اگر است b پارامتر با کوش نیم توزیع دارای X تصادف متغیر گوییم

باشد زیر
f(x, b) =

٢
πb

( b٢
x٢ + b٢

)
م کنیم استفاده X ∼ C+(٠, b) نماد از حالت این در

جفریز پیشین
در که بوده fθ(.) صورت به آن ال چ تابع که باشد توزیع دارای X (بردار) متغیر کنید فرض

کرد ارائه زیر صورت به ناآگاه پیشین توزیع ی (١٩۶١) جفریز است. θ ∈ Θ ⊆ R آن
π(θ) ∝ (I(θ))

١٢

م شود محاسبه زیر رابطه از و است تصادف نمونه در فیشر اطلاع میزان I(θ) آن در که
I(θ) = E

( ∂

∂θ
lnfθ(X)

)٢
= −E

( ∂٢
∂θ٢ lnfθ(X)

)
م شود تعیین زیر صورت به جفریز پیشین باشد، θ ∈ Θ ⊆ Rk اگر

π(θ) ∝ |I(θ)|
١٢

بوده زیر صورت به مولفه امین (i, j) دارای که است فیشر اطلاع k× k ماتریس I(θ) آن در که
Iij(θ) = E

( ∂

∂θi
lnfθ(X)

∂

∂θj
lnfθ(X)

)
= −E

( ∂٢
∂٢θiθj

lnfθ(X)
)

i, j = ١, · · · , k
است. I(θ) ماتریس دترمینان ،|I(θ)| از منظور و

معکوس نرمال توزیع
تابع اگر است λ و µ پارامترهای با معکوس نرمال توزیع دارای X تصلدف متغیر م گوییم

باشد زیر صورت به آن ال چ
f(x) =

√
λ

٢πx−
٣٢ exp{−λ(x− µ)٢

٢(µ)٢x } x > ٠
م کنیم. استفاده X ∼ IG(µ, λ) نماد از حالت این در که است



٧٣ متغیره تک توزیع های

معکوس گامای توزیع
تابع اگر است β و α پارامترهای با معکوس گامای توزیع دارای X تصادف متغیر م گوییم

است زیر صورت به معکوس گامای توزیع باشد زیر صورت به آن ال چ

f(x|α, β) = βα

Γ(α)
x−α−١ exp

(
− β

x

)
α > ٠, β > ٠ x > ٠

X ∼ IGamma(α, β) نماد از حالت این در م باشد. مقیاس پارامتر β و ل ش پارامتر α آن در که
م کنیم. استفاده

پولیا‐گاما توزیع
ال چ تابع اگر است c و b پارامترهای با گاما پولیا‐ توزیع دارای X تصادف متغیر گوییم

باشد زیر صورت به پولیا‐گاما توزیع

f(x|a, b) =
{
coshb(

c

٢)
}٢b−١
Γ(b)

∞∑
n=٠

(−١)n Γ(n+ b)

Γ(n+ ١)
(٢n+ b)√٢πx٣ exp

{
− (٢n+ b)٢

٨x − c٢
٢ x

}

استفاده X ∼ PG(b, c) نماد از حالت این در م باشد. c ∈ R و b > ٠ پارامترهای آن در که
م کنیم.

آمیخته نرمال ال چ
تابع اگر است σ٢ و µ پارامترهای با نرمال مقیاس آمیخته توزیع دارای Z تصادف متغیر گوییم

باشد زیر صورت به آن ال چ

πZ(z | µ, σ٢) =
∫ ∞

٠ N(z | µ, g(λ)σ٢)πλ(λ) dλ,

نیز g(λ) ،σ٢ واریانس و µ ∈ R میانگین با نرمال توزیع کننده مشخص N(. | µ, σ٢) آن در که
آمیخته ال چ به که است R+ روی ال چ تابع ی πλ(.) و λ آمیخته پارامتر از مثبت تابع ی

است. معروف



آماری توزیع های ٧۴

متغیره چند نرمال مقیاس آمیخته توزیع ب . ٢
متغیره ‐n نرمال توزیع

نمایش Nn(µ,Σ) نماد با است متغیره n نرمال توزیع دارای X = (X١, · · · , Xn) تصادف بردار
باشد زیر صورت به آن احتمال ال چ تابع هرگاه م دهند،

f(x) =
١

(٢π)n٢
|Σ|−

١٢ exp
{
− ١

٢(x− µ)⊤(Σ)−١(x− µ)
}
, x ∈ Rn

مثبت معین و متقارن n× n ماتریس Σ = (σij) و میانگین بردار µ = (µ١, · · · , µn)
⊤ آن در که

است σij = Cov(Xi, Xj) درایه های با

n‐متغیره نرمال مقیاس آمیخته توریع
تابع اگر است σ٢ و µ پارامترهای با نرمال مقیاس آمیخته توزیع دارای Z تصادف متغیر گوییم

باشد زیر صورت به آن ال چ
πZ(z | µ,Σ) =

∫ ∞

٠ Nn(z | µ,Σ)πλ(λ) dλ,

واریانس‐کوواریانس و µ ∈ Rn میانگین با نرمال توزیع کننده مشخص N(. | µ,Σ) آن در که
است R+ روی ال چ تابع ی πλ(.) و λ آمیخته پارامتر و است مثبت معین ماتریس ی نیز Σ

است. معروف آمیخته ال چ به که

احتمالات و حدی قضایای ب . ٣
آن گاه باشد، r رتبه با خودتوان و متقارن n× n ماتریس ی A اگر ب . ٣ . ١. قضیه

rank(A) = tr(A) = r

صورت به ویژه  اش بردار های و مقادیر به م توان را A ماتریس ( طیف (تجزیه ب . ٣ . ١. تعریف
کرد تجزیه زیر

A = ΓΛΓT

که است متعامدی ماتریس Γ و A ماتریس ویژه مقادیر با قطری ماتریس ی Λ آن در که
م باشد. A ویژه مقادیر با متناظر ویژه بردار های آن ستون های



٧۵ احتمالات و حدی قضایای
به مربوط مسائل در (DIC) انحراف١ اطلاع معیار انحراف). اطلاع (معیار ب . ٣ . ٢. تعریف
م باشد. مناسب آمده اند، به دست MCMC شبیه سازی توسط پسین توزیع بیزی مدل انتخاب
گرفته نظر در بیزی چهارچوب در مدل انتخاب برای AIC از تعمیم عنوان بعه معیار این

م شود.
صورت به مدل موثر پارامترهای تعداد و D(θ) = −٢ln(L(y | θ)) صورت به را انحراف اگر
آن گاه باشند، θ̄ = E(θ | y) و D(θ̄) ،D̄ = E(D(θ)) آن در که م کنیم، تعریف pD = D̄−D(θ̄)

با است برابر DIC
DIC = pD +D

= D(θ̄)٢pD.

م شود. انتخاب باشد، داشته را DIC کمترین که مدل نامزد، بیزی مدل چندین بین در
و مستقل تصادف متغیرهای Y١, · · · , Yn اگر بزرگ) اعداد ضعیف (قانون ب . ٣ . ٢. قضیه

صورت این در باشد E(| Y |) < ∞ که طوری به µ = E(Y ) میانگین با هم توزیع
Ȳn

p−→ µ.

با هم توزیع و مستقل متغیرهای Y١, · · · , Yn اگر بزرگ) اعداد قوی (قانون ب . ٣ . ٣. قضیه
صورت این در باشد E(| Y |) < ∞ که طوری به µ = E(Y ) میانگین

Ȳn
a.s−→ µ.

میانگین با هم توزیع و مستقل متغیرهای Y١, · · · , Yn اگر مرکزی) حد (قضیه ب . ٣ . ۴. قضیه
صورت این در ( E(Y ٢) < ∞ طوری (به σ٢ واریانس و µ = E(Y )

√
n(Ȳn − µ)

d−→ N(٠, σ٢.)

و b و a ثابت های برای ، Bn
p−→ b و An

p−→ a کنید فرض ( (استلاس ب . ٣ . ۵. قضیه
داریم Yn

d−→ Y

AnYn +Bn
d−→ aY + b.

١Deviance Information Criterion





پ پیوست
R برنامه از گزیده ای

٢ . ١ ل ش

rm(list=ls())

library(pls)

library(lars)

library(MASS)

library(monomvn)

data(diabetes)

diabetes

attach(diabetes)

dim(diabetes)

x

y

reg.ols <- regress(x, y)

reg.ols

reg.las <- regress(x, y, method="lasso")

reg.las

reg.blas <- blasso(x, y)



R برنامه از گزیده ای ٧٨
reg.blas

plot(reg.blas, burnin=200)

points(drop(reg.las$b), col=2, pch=20)

points(drop(reg.ols$b), col=3, pch=18)

legend("topleft", c("blasso-map", "lasso", "lsr"),

+col=c(2,2,3), pch=c(21,20,18))

plot(reg.blas, burnin=200, which="m")

rm(list=ls())

theta<-seq(-3,3,0.1)

theta

double.exponential<-function(theta){

d<-exp(-abs(theta))*1/(2)

return(d)

}

double.exponential(theta)

Cauchy<-function(theta){

c<- 1/(pi*(1+theta^2))

return(c)

}

Cauchy(theta)

horseshoe<-function(theta){

K<-(1/(2*pi^3)^1/2)

xx<-(K/2)*log(1+(1/theta^2))

ss<-K*log(1+(2/theta^2))

return(ss)

return(xx)

}

horseshoe(theta)

plot(theta,double.exponential(theta),ylab="density",type="l",col="blue")

lines(theta,Cauchy(theta),col="red")



٧٩
lines(theta,horseshoe(theta),ylab="density",type="l",col="black")

٣ . ١ ل ش
rm(list=ls())

k<-seq(0,1,0.01)

k

Double.exponential<-function(kappa){

a<-k^(-2)

b<-exp(-1/(2*k))

c<-a*b

return(c)

}

Double.exponential(k)

Cauchy<-function(kappa){

aa<-k^(-1/2)

bb<-(1-k)^(-3/2)

dd<-2/(1-k)

cc<-exp(-k/dd)

d<-aa*bb*cc

return(d)

}

Cauchy(k)

Strawderman.Berger<-function(ka){

f<-k^(-1/2)

return(f)

}

Strawderman.Berger(k)

Normal.exponential.gamma<-function(k){

t<-4

g<-k^(t-1)

return(g)

}

Normal.exponential.gamma(k)

#plot(k,Normal.exponential.gamma(k),main="Normal.exponential.gamma(c=4,d=1)",type="l",col="black")



R برنامه از گزیده ای ٨٠

Normal.exponential.gamma<-function(k){

t<-1/4

g<-k^(t-1)

return(g)

}

Normal.exponential.gamma(k)

Normal.Jeffreys<-function(k){

h<-k^(-1)

i<-(1-k)^(-1)

oo<-h*i

return(oo)

}

Normal.Jeffreys(k)

Horseshoe<-function(k){

m<-k^(-1/2)

n<-(1-k)^(-1/2)

o<-m*n

return(o)

}

Horseshoe(k)

#plot(k,Horseshoe(k),main="Horseshoe",type="l",col="black")

par(mfrow=c(3,3))

plot(k,Double.exponential(k),main="Double.exponential",type="l",col="black")

plot(k,Cauchy(k),main="Cauchy",type="l",col="black")

plot(k,Strawderman.Berger(k),main="Strawderman.Berger",type="l",col="black")

plot(k,Normal.exponential.gamma(k),main="Normal.exponential.gamma(c=4,d=1)",

type="l",col="black")

plot(k,Normal.exponential.gamma(k),main="Normal.exponential.gamma(c=1/4,d=1)",

type="l",col="black")

plot(k,Normal.Jeffreys(k),main="Normal.Jeffreys",type="l",col="black")

plot(k,Horseshoe(k),main="Horseshoe",type="l",col="black")



٨١
rm(list=ls())

library(horseshoe)

X1 <- rnorm(600)

X=matrix(X1,ncol=30)

beta=matrix(c(rep(2,5),rep(0,25)),nr=30)

e1=rnorm(20)

e=matrix(e1,nr=20)

y<- X %*% (beta)+(e)

res <- horseshoe(y, X, method.tau = "halfCauchy", method.sigma = "Jeffreys")

boxplot(res)

١ . ۴ جدول
clear;

load data/pima.mat

[beta, beta0, retval] = bayesreg(X,y,'binomial','lasso', 'displayor', true, ...

'nsamples',1e4,'burnin',1e4,'thin',5,'varnames',varnames);



Aabstract

Some regression models have a large number of explanatory variables,where, it is suggested to use
penalized methods for estimation. Among these methods, the LASSO simultaneously selects the
variables and estimates the parameters of the regression model. Now, from Bayesian view point,
we can use Bayesian penelized methods. In this modeling, the prior distribution is usually chosen
in such a way that the resultant is similar to one of the penalty estimators in classical models.
In this dissertation, we study the Bayesian penalized regression and examine Bayesian LASSO
and Bayesian horseshoe approaches in more details. For performance evalvation of the Bayesian
penalized regression, we analyze two diabetes data sets.

key words: Bayesian penalized regression, Bayesian LASSO, Bayesian horseshoe , diabetes
data , Normal scale mixture distribution , Half- Cauchy distribution.
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