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ùÀ�Ø�
:´¨� ùÀª Û�ØÈ� ´ÞÆì ø¢ ¥� �õ�÷ ö�þ�� ßþ�,À � þ� ü õ ´¨À � ý¥� ¨�À� ø � þ�¹ � Õ þÂÏ ¥� � î ° þÂ Ö � ß þÂ µ ú � Û þ�Æ õ � � ñø� Ç¿ � ¤¢�� ¢�ª ­Âê X ¥� �ä�Þ¹õ Âþ¥ ×þ A ø Àª�� ( üÖ�Ö�)  �÷�� ý�Ìê ×þ X Âð� .Ýþ� �µ¡�¢Â�â���� ¥� ý� ù¢��÷�¡ Í¨�� üÎ¡ ý¥�¨�À� ø üÏøÂ¿õ �þ�¹� �¤�¬ ßþ� ¤¢ , x =2 A �î üÞÆìø Ýþ¥�¢Â� üõ x ¥� A ý �þ�¹� ý�Â� üê�î ø �¥� Íþ�Âª �� ø ù¢Âî ÓþÂã� X� ýø¤ üÎ¡ ÛÖµÆõö�ð ù¤�µ¨ ýø¤ °þÂÖ� ßþÂµú� ý�û �Ê¿Èõ , üÎ¡ ý¥�¨�À� ßþ� ¥� ý¢Â�¤�î ö���ã� ö�þ�� ¤¢. Ýþ¤ø� üõ ´¨À� �¤ �µÆ� ý�û �ä�Þ¹õ ø �ûÍ¨�� ¤�ÀõÂ÷ ý�Ìê ¤¢ �µÆ� ý�û �ä�Þ¹õ ýø¤ °þÂÖ� ßþÂµú� ü¨¤Â� �� ��÷ �ø¢ Ç¿� ¤¢�� ø ¤ ý�û �ä�Þ¹õ ø ß�þ�� �� ø ¤ ý�û �ä�Þ¹õ ýø¤ �Àµ�� .Ýþ� �µ¡�¢Â� ö�ð ù¤�µ¨ ý�úÏøÂ¿õýø¤ °þÂÖ� ßþÂµú� ßµê�þ ý�Â� ý¤���� ö���ã� ùÀõ� ´¨À� ¸þ�µ÷ ¥� Å³¨ ø ù¢Âî �ãó�Îõ ���. Ý��î üõ ù¢�Ôµ¨� ù��¿ó¢ �µÆ� ý �ä�Þ¹õø¤ �fµ±Æ÷ �ä�Þ¹õ , ´÷�þ¢�¤ �ä�Þ¹õ , ö�ð ù¤�µ¨ �ä�Þ¹õ , �þ�¹� , °þÂÖ� : ýÀ�Üî ��ÞÜî. üÏøÂ¿õ �þ�¹� ,��� �� ø ¤ �fµ±Æ÷ �ä�Þ¹õ , ß�þ�� ��
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������ Ý���þ À�Ö�
¢�¡ Óþ�Òø �� �Üó� Û�±¨ üê ø �÷�ÊÜ¿õ üµª�ÀÞ� ø ü�Âúª º�û ü� �î ü÷�Æî üõ�Þ�ö�Æ÷� ×þ �÷ À�ª�� À�Ôõ ö�Æ÷� ×þ ÍÖê �ãõ�� ý�Â� �î À�û��¡ üõ ø À��î üõ ÛÞä. Ýúõ



¤�µÔð Ç��
Ûþ�Æõ �ÜÞ�¥� ���®�þ¤ ÓÜµ¿õ ý�û Ç¿�¤¢ üÞúõ ÇÖ÷ ù¤��Þû °þÂÖ� ßþÂµú� �þÂÑ÷. ´¨� ù¢Âî �Ôþ�..ø ¢�Êµì�ø ý¥�¨ ���ú�: ´¨� Âþ¥ ¢¤��õ °þÂÖ� ßþÂµú� �þÂÑ÷ ¤¢ �õ é�Àû� �ÜÞ� ¥�, Uù��¿ó¢ ý �ä�Þ¹õ ¥� x À�÷�õÂÊ�ä ×þ �Ü¬�ê ßþÂµÞî ßµê�þ (1ý�¤�¢ �î U �ä�Þ¹õ ¥� ý�Ìä ü�ãþ) U �ä�Þ¹õ �� ´±Æ÷ x°þÂÖ� ßþÂµú� ßµê�þ (2,( .Àª�� üõ x¥� �Ü¬�ê ßþÂµÞîý�¤�¢ x Âû ý�¥� �� ü�ãþ)?À�µÆû ñ���Þ�ÆîøÂ� üþ�û �ä�Þ¹õ �� �Ø�þ� É�¿È� (3, (.À�ª�±�õ °þÂÖ� ßþÂµú� ÂÊ�ä. ö� ý�û üðÄþø ø °þÂÖ� ßþÂµú� ÂÊ�ä ��Ê¿Èõ (4ýø¤ Â� °þÂÖ� ßþÂµú� �þÂÑ÷ ¶½� ©ÂµÆð ý�Â� üê�îø �¥� Íþ�Âª ñ�±÷¢ �� �È�Þû �õ. Ýþ� ù¢�� ÓÜµ¿õ Íþ�Âª ¤¢ ö�ð�÷�ð ý�û �ä�Þ¹õ¤�ÀõÂ÷ ý�û�Ìê ¤¢ �À½õ ý�û �ä�Þ¹õÂ¬��ä �Ü�¨ø �� °þÂÖ� ßþÂµú� ¶½� ��Âð�À½õ ¯Âª ��ìø� üû�ð �õ� , ´¨� �µª�¢ ��Üä ÂÚþ¢ ø ���®�þ¤ ¤¢ üÞúõ ø ¢�þ¥ ¢Â�¤�îñ�±÷¢ �� ö�ÖÖ½õ �Áó . Àª�� üõ �õ ý�Â� ý¢Â�¤�î Ûþ�Æõ ¤¢ ùÀ��î ¢øÀ½õ Íþ�Âª ¥� ö¢��4



5ýø¤ °þÂÖ� ßþÂµú� �þÂÑ÷¤¢ ùÀª �ÂÎõ Û��Æõø � þ�Ìì À� ÷��µ � �î À�µÆû üÎþ�ÂªÝ�Þã� �À½õ�÷ ý�û �ä�Þ¹õ �� �¤ (℄8[ ø ℄9[ �� ¢�ª á��¤) �À½õ ý�û �ä�Þ¹õ.À�û¢�� ü�À½õ �÷ ý�û �ä�Þ¹õ ýø¤ Â� °þÂÖ� ßþÂµú� ¶½� ¤�� ß�óø� ý�Â� 1996 ñ�¨ ¤¢(Rubinov) ����ø ¤ Í¨�� 2 ��� �� ø ¤ ý�û �ä�Þ¹õ ø 1 ß�þ�� ��ø ¤ ý�û �ä�Þ¹õ ��÷´÷�þ¢�¤ ö�»Þû ýÂ� ù¢ÂµÆð ø �À½õ�÷ ý�û �÷�ð ýø¤ Àã� ý�û ñ�¨ ¤¢ø ℄6[Àª �ÂÎõ. Àª ¤�î �û ö�ð ù¤�µ¨ ø �ûù¤�µ¨ ýø¤ Â� �¤ °þÂÖ� ßþÂµú� ¶½� (Shevidel) ñÀþ�ª ��÷ �� üÊ¿ª 1997 ñ�¨¤¢ñ�¨ ¤¢ �µ±ó� ,℄3[À÷¢�� ùÀª ÓþÂã� Rn ý�Ìê ¤¢ �û ö�ð ù¤�µ¨ ßþ� �î ¢Âî �ÂÎõ �û ö�ðý�û ö�ð ù¤�µ¨�m ýø¤ �¤ ¶½� ßþ� ( Al � Thagafi) üÔÖµó� ��÷ �� üÊ¿ª 1994.℄14[À÷¢�� Ýú±õ ø ùÀ�»�� ö�ÈÔþ¤�ã�ø �û ­Âê ø Íþ�Âª �õ� ¢�� ù¢Âî �ÂÎõ ý�ìø Rn ý�Ì ê ¤¢ � û ö� ð ù¤� µ ¨ ¶½ � (Rubinov) � � � �ø ¤ 2006 ñ� ¨ ¤¢ � � ÷ �Â � ¡��� �¤ �ê�®� ¢��ìø �û ¯Âªø À÷¢�¢ Ý�Þã� ÛÊÔõ �¤ °þÂÖ� ßþÂµú� Ûþ�Æõ ¤¢ ö� ý�û¢Â�¤�î. ℄4[ À÷¢�Þ÷ ÛþÀã� ö�Øõ� À�ßþÂµú� ¶½� ,����ø ¤ ¤�î �õ�¢� ¤¢ (Mohebi ) ü±½õ 2007 ñ�¨ ¤¢ ��÷ ö�Èþ� ¥� Àã�.℄11[À÷¢Âî Ûõ�î X  �÷�� ý�Ìê ¤¢ �¤ �û ö�ð ù¤�µ¨ ýø¤ °þÂÖ�©ø¤ø¢ ¥� ñ�Þãõ ¤�Ï �� �À½õ�÷ ý�û �ä�Þ¹õ ýø¤ °þÂÖ� ßþÂµú� �ãó�Îõ ý�Â��� �À½õ Â�è �ä�Þ¹õ ý �þ�¹� ý�Â� üþ�û¤�Øû�¤ ñ�±÷¢ �� -1- Ý��î üõ ù¢�Ôµ¨��À½õ ý��ä�Þ¹õ ¤¢ �À½õ�÷ �ä�Þ¹õ ×þ ö¢�� ñ�ÞÈõ ¥� -2 Ý�ª�� üõ �À½õdown ward set1up ward set 2



6 . Ý��Ø�õ ù¢�Ôµ¨�: ´¨� ùÀª ��ú� °þÂÖ� ø �û ö�ð ù¤�µ¨ �� �Î��¤ ¤¢ ��¹õ ´ÞÆì ø¢ ¥� �õ�÷ ö�þ�� ßþ��� �û ö�ð ù¤�µ¨ �þ�¹� ¶½� ,Àª�� üõ 3 ø2ø1 ý�û ÛÊê Ûõ�ª �î ñø� ´ÞÆì ¤¢ÛØª×þ �þ�¹� ¶½� ö� ¥� Àã�ø Ýû ¥� �û ö�ð ù¤�µ¨ ý¥�¨�À� ø �À½õ ý�û �ä�Þ¹õ���ÜÞä ßþ� ý�û¢Â�¤�î ¥� ü¡Â� �� ��÷ ö�þ�� ¤¢ø ´¨� ùÀõ� �û ö�ð ù¤�µ¨ �� �À½õ�÷ß��»Þû ø ´¨� ùÀª ù¤�ª� °þÂÖ� ßþÂµú� ý�û �Ê¿Èõ ßµê�þ ¤¢ �þ�¹�ø ý¥�¨�À�Â���³õ�î ø ×�ê�Âð À�÷�õ üõ�Üä ¤¢ ü÷�ð ù¤�µ¨ �þ�¹� ý�û¢Â�¤�î ¥� �÷�Þ÷ À�� �� ü��¤�ª�. Ýþ� ù¢�Þ÷ø ü±Æ÷ ß�þ�� �� ø ¤ ø ß�þ�� �� ø ¤ ý�û �ä�Þ¹õ ¶½±õ 4 ÛÊê ü�ãþ �ø¢ ´ÞÆì ¤¢¢��ø ø ö¢�� ñ���Þ�ÆîøÂ� ¢¤�õ ¤¢ üþ�þ�Ììø ü±Æ÷ ý��� �� ø ¤ ø ��� �� ø ¤ ý�û �ä�Þ¹õ��ø ¤ ý�úÏøÂ¿õ ø ü±Æ÷ ß�þ�� ��ø ¤ ý�úÏøÂ¿õ �Ø�þ� ø ´¨� ùÀõ� �ú÷� °þÂÖ� ßþÂµú�. À��î üõ �À½õ�÷ ý�û �ä�Þ¹õ ýø¤ Â� °þÂÖ� ßþÂµú� ßµê�þ �� üØÞî �� ü±Æ÷ ý���



���¤À�õ ´¨Âúê
9 ��õÀÖõ 19 : : : : : : : : : : : : : : : : : : ü��õÀÖõ Óþ¤�ã� ø ��óø� Ý�û�Ôõ 1.119 �ú÷� ý�û¢Â�¤�î ø �û ö�ð ù¤�µ¨ ý¥�¨�À� , üÏøÂ¿õ�þ�¹� 221 : : : : : : : : : üÎ¡ â���� �Ü�¨�� ý¥�¨�À� ø üÏøÂ¿õ �þ�¹� 1.233 : : : : : : : : : : : : : ö�ð ù¤�µ¨ �ä�Þ¹õ ø¢ üÎ¡ ý¥�¨�À� 2.250 : : : ö�ð¤�µ¨ ý�û �ä�Þ¹õ �Ü�¨�� °þÂÖ� ßþÂµú� ý�û �Ê¿Èõ 3.255 �û ö�ð ù¤�µ¨ �� �À½õ�÷ ý�úÜØª ý¥�¨�À� ø �û ö�ð ù¤�µ¨ �þ�¹� 355 : : : : : : : : : : �À½õ ý�û �ä�Þ¹õ �� ö�ð ù¤�µ¨ ×þ �þ�¹� 1.37



8 ���¤À�õ ´¨Âúê
59 : �ø�Ôµõ ý�û Ýµþ¤�Úó� �� �û ö�ð ù¤�µ¨ �� �À½õ�÷ ñ�Øª� �þ�¹� 2.367 : : : �û ö�ð ù¤�µ¨ �� ùÀª �þ�¹� ý�û �ä�Þ¹õ ¤¢ °þÂÖ� ßþÂµú� 3.370 ö�ð ù¤�µ¨ ý�û ¯øÂ¿õ Í¨�� �µÆ� ý�û �ä�Þ¹õ ýø¤ °þÂÖ� ßþÂµú� 471 : : : : : : : : : ß�þ�� �� ø ¤ �fµ±Æ÷ ø ��� �� ø ¤ �fµ±Æ÷ ý�û ¯øÂ¿õ 1.487 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : Z+ ; Z� ý�û �ä�Þ¹õ 2.493 : : : : : : : : : : : : : �µÆ� ý�û �ä�Þ¹õ ýø¤ °þÂÖ� ßþÂµú� 3.495 â��Âõ99 üÆ�ÜÚ÷� �� ü¨¤�ê ý�õ�÷ù��ø 5102 ü¨¤�ê �� üÆ�ÜÚ÷� ý�õ�÷ù��ø 6



1 ÛÊê
��õÀÖõ

ü��õÀÖõ Óþ¤�ã� ø ��óø� Ý�û�Ôõ 1.1���õ¥ ¤¢ ´¡��ªø �ãó�Îõ �õ¥� �î ´¨� ý� ��óø� ñ�¬�ø üþ�Àµ�� Óþ¤�ã� Ûõ�ª Ç¿� ßþ�ö¢�� üúþÀ� Û�ó¢ ���õ� .Àª�� üõ ö� ý�û �Ê¿Èõ üþ�¨��ªø °þÂÖ� ßþÂµú� ö¢Âî �À��ý¤�¢¢�¡ �ú÷� ��±�� ø ������ ö��� ¥� ��ó�÷� ù¢�¨ ý�þ�Ìì ¥� ü¡Â� �� ßµª�¢ ´Ö��Îõø℄16[ ø ℄2[ , ℄15[�õ�÷ ö�þ�� ý�úµ÷� ¤¢ ùÀª Âî£ â��Âõ Ç¿� ���¤ �ú÷� ��±�� .Ý��îüõ.Ýþ¤�³¨ üõ
ý�¥� �� �Ø��¤�¬ ¤¢ Ý�þ�ð üõ ¤�¢ �Â÷ ý�Ìê ×þ �¤ X ý¤�¢Â� ý�Ìê 1.1 .1 .ÓþÂã�: �î ¢Â�ð ÕÜã� jj x jj üÔ�õ�÷ ø üÖ�Ö� ¢Àä x 2 X Âû;x = 0 Âð� �ú�� ø Âð� jjxjj = 0 (1;jjx+ yjj � jjxjj+ jjyjj Ýþ¤�¢ x; y 2 X Âû ý�¥��� (29



10 ��õÀÖõ .1 ÛÊê. jj�xjj = j�j jjxjj Ý�ª�� �µª�¢ � 2 R ø x 2 X Âû ý�¥��� (3
�Ìê ßþ� ù�ðÂû Ý�þ�ð  �÷�� ý�Ìê �¤ (X; jj � jj) üÎ¡ ¤�ÀõÂ÷ ý�Ìê 2.1 .1 .ÓþÂã�.Àª�� �ÂÚÞû jj:jj �� ´±Æ÷ ö� ¤¢ üª�î ý�ó�±÷¢ Âû ü�ãþ ,Àª�� Ûõ�î

ù�ðÂû Ý�þ�ð üõ üÎ¡ �¤ f : X ! Y ´ª�Ú÷ 3.1 .1 .ÓþÂã�f(�x+ �y) = �f(x) + �f(y) 8x; y 2 X 8�; � 2 R:
Àª�� ¤�ÂìÂ� Âþ¥ �Î��¤ ´±·õ M ý�¥� �� , f : X ! Y â��� ¤¢ Âð� 4.1 .1 .ÓþÂã�jjf(x)� f(y)jj �M jjx� yjj 8x; y 2 X:. Ý�þ�ð üõ �µ�ª ²�ó �¤ f â��� ù�Ú÷�â��� ßþ�Â���� jjf(x)� f(y)jj = jjx� yjj Ýþ¤�¢ ¢�ª ­Âê f(x) = x â��� Âð� ñ�·õ ö���ã�. ´¨� 1�µ�ª ²�ó f

lips
hitz1



11 ��õÀÖõ .1 ÛÊêø Ý�û¢ üõ Çþ�Þ÷ span(A) �� �¤ A �ä�Þ¹õ �¨�� ùÀª À�ó�� �½Ô¬ 5.1 .1 .ÓþÂã�Ý��î üõ ÓþÂã� Âþ¥ ÛØª ��span(A) = f nX1 �iai : �i 2 R ; ai 2 A ; n 2 Ng:
üÎ¡ °�îÂ� º�ûÂð� Ý�þ�ð üõ üÎ¡ ÛÖµÆõ �¤ l1; l2; :::; ln ý�û¤�¢Â� 6.1 .1 .ÓþÂã��ãþÂ¨ �û �i > 0ø �1x1 + �2x2 + ::: + �nxn = 0 Âð� ü�ãþ Àª�±÷ ÂÔ¬ Â��Â� �ú÷� ¥�. �1 = �2 = ::: = �n = 0 ¢�ª �¹�µ÷À�ó�� �½Ô¬ ¤¢ lk Âû �î ÝþÂ�Ú� �¹�µ÷ Ý�÷��µ�õ �û li ö¢�� üÎ¡ ÛÖµÆõ ÓþÂã� ¥�. ¢¤�À÷ ¤�Âì (li)i 6=k Í¨�� ùÀª
�ÎÖ ÷ ×þ y 2 X ø Àª� �¤�À õÂ ÷ ý�Ìê ×þ (X; k : k)Ý � � î ­Âê 7.1 .1 .ÓþÂã�â��� �¤ d(x; y) =k y � x k �Î��® �� d : X �X ! R+ â��� �¤�¬ ßþ�¤¢ Àª�� ù��¿ó¢: ´¨� Âþ¥ ý�û üðÄþø ý�¤�¢ �î À�þ�ð üõ �Ü¬�ê

,d(x; y) � 0 (1,d(x; y) = d(y; x) (2,x = 0 ù�Ú÷� d(x; x) = 0 Âð� (3



12 ��õÀÖõ .1 ÛÊê.d(x; y) � d(x; z) + d(z; y) (4
: �¤�¬ ßþ�¤¢ Àª��¤�ÀõÂ÷ ý�Ìê ×þ X Ý��î ­Âê 1.1 .1 .��Ìì8 z; x; y 2 X d(x+ y; z + y) = d(x; z);d(�x; �y) =j � j d(x; y):

. ´¨� ùÀõ� ℄9[ ¤¢ Â�¡� ��Ìì ��±��xn ! x ý �ó�±÷¢ Âû ý�¥� �� Âð� ÍÖê øÂð� Ý�þ�ð üõ �µÆ� K � X �� 8.1 .1 .ÓþÂã�. x 2 K ¢�ª �¹�µ÷ ù�Ú÷� xn 2 K Ý�ª�� �µª�¢ n 2 N Âû ý�¥� �� �î�ä�Þ¹õ ×þ ö� ÝÞµõ �Ø��¤�¬¤¢ ¢�ª üõ ùÀ�õ�÷ ¥�� A À�÷�õ �ä�Þ¹õ Âþ¥ ×þ :ÂîÁ�.Àª�� �µÆ�¤�µÆ� ý�Â� 
lA�þ A ø �ä�Þ¹õ öø¤¢ ý�Â� A0 ø intA ý�û¢�Þ÷¥� �õ�÷ ö�þ�� ßþ� ¤¢�õ.¢Âî Ý�û��¡ ù¢�Ôµ¨� A �ä�Þ¹õ ý¥Âõ ¯�Ö÷ ý�Â� �A �þ bdA ¢�Þ÷ ¥�ø A�ä�Þ¹õ
Ûõ�ª U �µÆû ù�Ú÷� ¢�ª ­Âê üú��÷ ý� �ä�Þ¹õ Âþ¥ U � X Âð� 9.1 .1 .ÓþÂã��î Àª�� üõ U ¥� u À�÷�õ ýÂ¬��ä ��Þ��x + (1� �)u 2 U 8x 2 U ; 0 � � � 1:



13 ��õÀÖõ .1 ÛÊê�À½õ�÷ �ä�Þ¹õ À�� �µÆû Âþ¥ ñ�Øª� ¤¢ Ý�û¢ üõ ö�È÷ kernU �� �¤ �ä�Þ¹õ ßþ�.´¨� ùÀª ù¢�¢ ö�È÷

Âð�ø Àª�� üõ �À½õ �ä�Þ¹õ ×þ kernU �ä�Þ¹õ , ´¨�À�� ÓþÂã� ¥� �î ¤�Î÷�Þû.¢�� Àû��¡ �µÆ� ��÷ ö� �µÆû Àª�� �µÆ� U �ä�Þ¹õý�Â� ÓþÂã� Õ±Ï , uk 2 kernU �î ý� �÷�ð �� Àª�� ù��¿ó¢ ý� �ó�±÷¢ uk ! u Âð� :�Âþ¥�ä�Þ¹õ ö¢�� �µÆ� ¥� . �x+ (1� �)uk 2 U Ýþ¤�¢ x 2 U Âû ý�¥� �� ø � 2 [0;1℄�¹�µ÷ ßþ� ø �x + (1� �)u 2 U Å� Àª�� �¤�¢ �¤ ¢�¡ ýÀ� ¯�Ö÷ Àþ�� �î Ý�÷�¢ üõ U�ó�±÷¢ ö� ýÀ� �ÎÖ÷ ,�µÆû ¤¢ ù��¿ó¢ �ó�±÷¢ Âû ý�¥� �� Å� . u 2 kernU �î Àû¢ üõ. ´¨� �µÆ� U �µÆû ßþ�Â���� ,¢�� Àû��¡ �µÆû ¤¢ ��÷



14 ��õÀÖõ .1 ÛÊê
ö� �µÆû �Ø��¤�¬ ¤¢ Ý�þ�ð üõ ö�ð ù¤�µ¨ �ä�Þ¹õ ×þ U � X �� 10.1 .1 .ÓþÂã�( ´¨� ùÀª ù¢Â� ¤�Ø� ℄4[ ¤¢ ����ø ¤ Í¨�� ÓþÂã� ßþ�) .Àª�� üú��÷: ´¨� ùÀõ� Âþ¥ �¤�¬ �� ℄13[ ¤¢ ë�ê ÓþÂã� ñ¢�ãõ
x Âû ý�Â� �î Àª�� �µª�¢ ¢��ø �ä�Þ¹õ ¤¢ u À�÷�õ ý�Ìä Âð� 11.1 .1 .ÓþÂã�ö� � � Àª� � � µª�¢ ¤�Â ì �ä�Þ¹õ ö� ¤¢ [u; x℄ Í¡ ù¤� � , �ä�Þ¹õ � � ÕÜã µ õ ù��¿ ó¢. Ý�þ�ð üõ ö�ð ù¤�µ¨ �ä�Þ¹õ: Ý��î üõ ���� �û ö�ð ù¤�µ¨ ¥� À�� üó�Øª� �� Âþ¥ ¤¢



15 ��õÀÖõ .1 ÛÊêüõ üÏøÂ¿õ �ä�Þ¹õ �þ ¯øÂ¿õ �¤ K À�÷�õ üú� Â�è �ä�Þ¹õ ×þ 12.1 .1 .ÓþÂã�.�x 2 K Ý�ª�� �µª�¢ � > 0 Âû ø x 2 K Âû ý�Â� �Ø��¤�¬ ¤¢ Ý�õ�÷
Â þ¥ �¤�¬ � � �¤ A Í¨� � ùÀª À � ó� � ¯øÂ¿õ ù� Ú ÷� A � X Â ð� 13.1 .1 .ÓþÂã�. Ý�û¢ üõ Çþ�Þ÷ 
on(A) ��ø Ý��î üõ ÓþÂã�
on(A) = f nX1 �ixi j xi 2 A ; �i � 0 ; n 2 Ng:: Ý��î üõ ÓþÂã� Âþ¥ �Âê �� ��÷ �¤ A �ä�Þ¹õ Ûõ�ª �À½õ �µ¨�� ß��»Þû
o(A) = f nX1 �ixi j xi 2 A ; �i � 0 ; nX1 �i = 1g:
¤¢ À�õ�÷ üõ ý�ì �Øþ ÂÊ�ä �¤ X °�Âõ ý�Ìê ¤¢ 1 2 X ÂÊ�ä 14.1 .1 .ÓþÂã�. x � �1 �î Àª�� �µª�¢ ¢��ø � 2 R ×þ 8x 2 X �Ø��¤�¬

:�Ø��¤�¬¤¢ Ý�þ�ð ´±·õ ßÚÞû ´ª�Ú÷ ×þ �¤ f ý¢�ã¬ ´ª�Ú÷ 15.1 .1 .ÓþÂã�8� 2 R ; � � 0 f(�x) = �f(x):



16 ��õÀÖõ .1 ÛÊê
°þÂÖ� ßþÂµú� �¤ g0 2 GÂÊ�ä x 2 Xø G � X �ä�Þ¹õÂþ¥ Âû ý�Â� 16.1 .1 .ÓþÂã�: �Ø��¤�¬ ¤¢ Ý�þ�ð x �ÎÖ÷ ¥� Gd(x; g0) = infg2G d(x; g)�¤�±ä �� Ý�û¢ üõ ö�È÷ PG(x) ¢�Þ÷ ���¤ x ¥� G °þÂÖ� ßþÂµú� Â¬��ä ��Þ� �ä�Þ¹õ:ÂÚþ¢PG(x) = fy 2 G : d(x; y) = infg2G d(x; g)g
ñ���Þ�ÆîøÂ� , PG(x) 6= � Ý�ª�� �µª�¢ x 2 X Âû ý�¥� �� �î �¤ G üú� Â�è �ä�Þ¹õ. Ý�þ�ð üõ°þÂÖ� ßþÂµú� ÂÊ�ä ü�ãþ , Àª�� �ÎÖ÷ ×þ Ûõ�ª �ú�� x Âû ý�¥� �� PG(x) �Ø��¤�¬¤¢. Ý�þ�ð ÓÈ�±� �¤ G �ä�Þ¹õ , Àª�� ¢ÂÔ�ÂÊ½�õ
ýø¤ Â� ö� Â¬��ä ø ¢�� Àû��¡ �µÆ� ��÷ PG(x) ù�Ú÷� Àª�� �µÆ� GÂð� 1.1 .1 .ÂîÁ�. ´ª�¢ À�û��¡ ¤�Âì G ¥Âõ. ö�ûÂ�� µ Æ � G ö� � Ý � � î ü õ ­Â ê �¤ yn 2 PG(x) � G � î yn ! y � ó� ± ÷¢ø jjx � ynjj = d(x;G) = r Ý þ¤�¢ n 2 N Â û ý�Â � ü êÂ Ï ¥� . y 2 G ´ ¨�



17 ��õÀÖõ .1 ÛÊê� µ Æ � PG(x) ß þ�Â �� � � y 2 PG(x) Å� , jjx � yjj = limn!1jjx � ynjj = d(x;G)Å� ´¨� ùÀª �ä�Þ¹õ ýÀ� ¯�Ö ÷ �b � y Ý� þ� ð üõ, x =2 G Â ð� ß� �»Þû . ´¨�v = fz : jjz � yjj < �g üÚþ�ÆÞû ø � > 0ù�Ú÷� y 2 G0 Âð� y 2 G = G0 [ �GÝþ¤�¢ ù�Ú÷� Ý��î ­Âê y0 = y + �0(x� y) ø �0 = �r+� < 1 Âð� v � G �î ¢¤�¢ ¢��øÝþ¤�¢ üêÂÏ ¥� y0 2 V ¢�ª üõ �¹�µ÷ Å� jjy � y0jj = �0jjy � xjj � �0r < �jjx� y0jj = jj(x� y) + y � y0jj = jj(x� y)� �(x� y)jjr = d(x;G) � jjx�y0jj = jj(x�y)��0(x�y)jj � (1��0)jjx�yjj = (1��0)r < r
� . Àª�� üõ y 2 �GÅ� , ´¨� ÛÏ�� ÓÜ¡ ­Âê ø ÝþÀ�¨¤Ëì��� �� ßþ�Â����
G �¤�¬ ßþ�¤¢ Àª�� ñ���Þ�ÆîøÂ� �ä�Þ¹õ ×þ G � XÝ��î ­Âê 2.1 .1 .��Ìì. ¢�� Àû��¡ �µÆ� �ä�Þ¹õ ×þ�î ¢¤�¢ ¢��ø xn ! x �ó�±÷¢ ×þ �¤�¬ ßþ� ¤¢ ,Àª�±÷ �µÆ� G Ý��î ­Âê . ö�ûÂ�¥� ß��� Ýû .d(x;G) � jjxn � xjj Ýþ¤�¢ À�µÆû xn 2 G �Ø�þ� ¥� . x =2 G ø fxng 2 G. d(x;G) = 0 ßþ�Â���� jjxn � xjj ! 0 Ýþ¤�¢ (7.2 .2) üþ�ÂÚÞû ÓþÂã�Ýþ¤�¢ �¤ y0 2 G ÂÊ�ä �õ ��÷ x ÂÊ�ä ý�Â� Å� ´¨� ùÀª­Âê ñ���Þ�ÆîøÂ� G üêÂÏ ¥�d(x;G) = jjy0 � xjj �Áó ¢�ª üõ ��Æ½õ G �ä�Þ¹õ �� ´±Æ÷ x °þÂÖ� ßþÂµú� �îø y0 2 G �î ´¨� üó�� ¤¢ ßþ� ø y0 = x �î ÝþÂ�Ú�õ �¹�µ÷ jjy0 � xjj = 0 ¥� Å�



18 ��õÀÖõ .1 ÛÊê(8.1 .1 ) ÓþÂã� Õ±Ï ø ´¨� ÛÏ�� ÓÜ¡­Âê �Áó , ´¨�Ëì��� ×þ ßþ� �î , x =2 G� .¢�ª üõ ´��� ÝØ� ø ´¨� �µÆ� G
(À��î �Ñ��õ �¤ ℄9[ â�Âõ) .´Æ�÷¤�ÂìÂ� �fõø�ó ë�ê ��Ìì ÅØä 2.1 .1 .ÂîÁ�



2 ÛÊê
�û ö�ð ù¤�µ¨ ý¥�¨�À� , üÏøÂ¿õ�þ�¹�

�ú÷� ý�û¢Â�¤�î ø
üØþ ö���ä �� �î , ´¨� ��ó�÷� ¤¢ ý¢���� ñ�¬� ¥� üØþ Ýû ¥� �À½õ �ä�Þ¹õ ø¢ �þ�¹���Ìì ¸þ�µ÷ ¥� �÷�Þ÷ ×þ �� Âþ¥ ¤¢ . ¢ø¤ üõ ¤�Þª �� 1  �÷�� ö�û ��Ìì ü¨À�û ¸þ�µ÷ ¥�. Ý��î üõ ����  �÷�� ö�ûø x0 2 X � M ø À ª� � � Ì ê Â þ¥ M � X ø ü Î ¡ ý� Ì ê × þ X Â ð�¢¤�¢ ¢��ø (.Àª�� üõ Xö�ðø¢ ý�Ìê X� ¥� ¤�Ñ�õ ) � 2 X� ù�Ú÷� d = dist(x0;M). Àª�� üõ �(x) = 0 , x 2 M Âû ý�Â� ø �(x0) = 1 �î( (6.8) ��Ìì ℄12[ ¤¢ ��±��)(3 Ç¿� ℄16[) Hahn-Bana
h1

19



20 �ú÷� ý�û¢Â�¤�î ø �û ö�ð ù¤�µ¨ ý¥�¨�À� , üÏøÂ¿õ�þ�¹� .2 ÛÊêßþ� �î ´¨� ùÀª üã¨ , �À½õ ý�û �ä�Þ¹õ �� ¯��Âõ ý�þ�Ìì ¥� üÞ�Þã� ö���ã�� ��¹� þ� ¤¢ . Ý �û¢ Ý�Þã � x À� ÷� õ �ÎÖ ÷ ×þ ¥� ö�ð ù¤� µ¨ ×þ � þ�¹� � � �¤ � þ�Ììüó�Þ�� ý� �Æþ�Öõ ´ú� �� ø Ýþ¥�¢Â� üõ X  �÷�� ý�Ìê ¤¢ �û ö�ð ù¤�µ¨ ý¥�¨�À�ø ℄3[¤¢ �¤ ö� ÛÊÔõ �ãó�Îõø Ý��Ø�õ Âî£ �¤ Rn ý�Ìê ¤¢ �þ�Ìì ¥� ü¡Â� ñ¢�ãõ �¤�¬. Ýþ¤�Áð üõ ö�À�Þì�ä ùÀúã� ℄4[A � X ø x 2 X ø ÝþÂ�Ú� ÂÑ÷ ¤¢  �÷�� ý�Ìê ×þ �¤ X Âð� �î ´¨� ßþ� �õ éÀûÀ�÷�õ üÎ¡ ÛÖµÆõ â���� ¥� ý� �ä�Þ¹õ Í¨�� ý¥�¨�À� , x =2 A �î Àª�� ü÷�ð ù¤�µ¨ý�Â� üê�î ø �¥�ó Íþ�Âª ß��»Þû . À�î �À� A �ä�Þ¹õ ¥� �¤ x�î Ý�ª�� �µª�¢ ffigi2N.Ý��î üõ ü¨¤Â� �¤ ý¥�¨�À� ß��� ¢��øßþÂµú� ÂÊ�ä É�¿È� ¤¢ �¤ ö� ý�û¢Â�¤�î ø ý¥�¨�À� ßþ� ß�� ¯�±�¤� ��÷ ö�þ��¤¢.¢Âî Ý�û��¡ ö��� �û ö�ð ù¤�µ¨ ýø¤ °þÂÖ�



21 �ú÷� ý�û¢Â�¤�î ø �û ö�ð ù¤�µ¨ ý¥�¨�À� , üÏøÂ¿õ�þ�¹� .2 ÛÊêüÎ¡ â���� �Ü�¨�� ý¥�¨�À� ø üÏøÂ¿õ �þ�¹� 1.2. ÝþÂ�Ú�õ ÂÑ÷ ¤¢ fxigi2N À�÷�õ ÛÖµÆõ ý �þ�� �� üÖ�Ö�  �÷�� ý�Ìê ×þ �¤ X �¹�þ� ¤¢:�Ø��¤�¬ ¤¢ À�þ�ð üõ ´÷�þ¢�¤ U � X �ä�Þ¹õ �� 1.1 .2 .ÓþÂã�8x 2 U ;0 � � � 1 ) �x 2 U :
â��� �¤�¬ ßþ� ¤¢ , Àª�� üú� Â�è ý��ä�Þ¹õ U � X Ý��î ­Âê 2.1 .2 .ÓþÂã�:À�þ�ð üõ U �ä�Þ¹õ �� ÂÒ��µõ üØÆê �Ø��õ â��� �¤ Âþ¥ �Î��® �� �U : X ! [0;1℄�U(x) = inff� 2 R : x 2 �Ug :üÔ�õ�÷ ù¤��Þû , â��� ßþ� .( Ý��î üõ ¢�¢ ¤�Âì +1 �¤ üú� �ä�Þ¹õ ��Þ�Ô�þ� ö� ¤¢ �î ). ´¨��µÆ� á�ãª ~Rx = f�x : � � 0g ø ¥�� á�ãª �¤ Rx = f�x : � > 0g ß��»Þû�þ�¤� Q �µÆ� ¯øÂ¿õ �� �µÆ��ø ´÷�þ¢�¤ �ä�Þ¹õ ¥� ÓþÂã� ×þ �¹�þ� ¤¢ ñ�� . Ý�õ�÷ üõ: Ý�ûÀ�õüõ Q ¯øÂ¿õ �� �µÆ��ø ´÷�þ¢�¤ �ä�Þ¹õ Âþ¥ ×þ U�� Àª�� �µÆ� ¯øÂ¿õ ×þ QÂð�.�x 2 U Ý�ª�� �µª�¢ x 2 U Âû ø 0 < � � 1 Âû ý�Â� ø U � Q Âð� Ý�þ�ð:Àª�� üõ Âþ¥ «��¡ ý�¤�¢ �U : Q! [0;1℄ â��� �¤�¬ ßþ� ¤¢



22 �ú÷� ý�û¢Â�¤�î ø �û ö�ð ù¤�µ¨ ý¥�¨�À� , üÏøÂ¿õ�þ�¹� .2 ÛÊê
, �U(0) =1 ù�Ú÷� 0 =2 U Âð� ø �U(0) = 0 ù�Ú÷� 0 2 U Âð� (1ß � � » Þ û ø , Rx � U Â ð� Í Ö ê ø Â ð� �U(x) = 0 ù� Ú ÷� 0 6= x 2 X Â ð� (2, ~Rx \ U = � Âð� ÍÖê ø Âð� �U(x) = +1ý�Â� �U(�x) = �x ü�ãþ ) . ´¨� ñø� ��¤¢ ¥� ø ´±·õ ßÚÞû â��� ×þ �U â��� (3.(x 2 Q Âû ø � > 0 Âû: ´¨� ¤�ÂìÂ� ù¤��ÞûÂþ¥ �Î��¤ (4fx 2 Q : �U(x) < 1g � U � fx 2 Q : �U(x) � 1g: .�ú ÷� ��± �� ¥� ßþ�Â �� � � , À ÷� ùÀª ��± �� (170-171 �½Ô¬ ) [2℄¤¢ Â þ¥ ý�û Ýó. Ýþ�ª üõ À�õ ùÂú� ö� ¸þ�µ÷ ¥�ø ù¢Âî ÂÑ÷ éÂ¬

Ûõ�ª ø X ¤¢ �À½õ ý�û �ä�Þ¹õ ¥� ý�ù¢�� ÷�¡ fUtgt2T Ý��î ­Âê 1.1 .2 .Ýóâ �� � � � Â ��Â � U üØÆê�Ø � � õ â �� � �¤�¬ ßþ� ¤¢ .U = [Utø À �ª� � B(0; ") ý�ð: Ýþ¤�¢ ö� ý�Â� ø ø ´¨� �U üØÆê�Ø��õbdU = fx 2 X : �U(x) = 1g:



23 �ú÷� ý�û¢Â�¤�î ø �û ö�ð ù¤�µ¨ ý¥�¨�À� , üÏøÂ¿õ�þ�¹� .2 ÛÊê
�� ù�Ú÷� 0 2 intkernU ø Àª�� ´÷�þ¢�¤ ý��ä�Þ¹õ U � X Ý��î ­Âê 2.1 .2 .ÝóüÞÆì �� ¢¤�¢ ¢��ø fUtgt2U À�÷�õ �À½õ ý�û �ä�Þ¹õ ¥� ý� ù¢��÷�¡ " > 0 Âû ý�¥��î, B(0; ") � Ut Ýþ¤�¢ t 2 U Âû ý�Â� (1.U = [t2UUt (2Àª�� (intQ 6= �) Â��� ¯øÂ¿õ ×þ Q ø x 2 X ø A � X Ý��î ­Âê 3.1 .2 .ÓþÂã�: �¤�Ê�þ� ¤¢Q ¯øÂ¿õ �Ü�¨ø �� x ÂÊ�ä ø A �ä�Þ¹õ Ý�þ�ð üõ (x + intQ) \ A = � Âð� (1. À÷� ùÀª �À��À� Ýû¥� �¤ x ø A �î Àª�� �µª�¢ ¢��ø Q À�÷�õ ü�À½õ Â��� ø �µÆ� ¯øÂ¿õ Âð� (2. À�µÆû �À� üÏøÂ¿õ x ÂÊ�ä ø A �ä�Þ¹õ Ý�þ�ð À�î
Ýþ�ª ffigi2N À� ÷�õ üÎ¡ â��� � ¥� ý� ù¢�� ÷�¡ Í¨�� � þ�¹� ¶½� ¢¤�ø �Ø� þ� ý�Â �X� ¤¢ üÎ¡ â���� ¥� ý� ù¢��÷�¡ ffigi2N Âð� , Ý��î üõ ÓþÂã� �¤ Âþ¥ ý�û �ä�Þ¹õ: Ýþ¤�¢ À�ª�� (ö�ðø¢ ý�Ìê)TF = fx 2 X : fi(x) < 0; 8i 2 Ng;



24 �ú÷� ý�û¢Â�¤�î ø �û ö�ð ù¤�µ¨ ý¥�¨�À� , üÏøÂ¿õ�þ�¹� .2 ÛÊêT F = fx 2 X : fi(x) > 0; 8i 2 Ng:
: ´¨� ùÀõ� ℄11[ ¤¢�¤�¬ ßþ� ¤¢ , x 2 intQ ø Àª�� Â��� üÏøÂ¿õ Q � X Ý��î ­Âê 1.1 .2 .��Ìì�î üÞÆì �� ¢¤�¢ ¢��ø X� ¤¢ F = ffigi2N À�÷�õ üÎ¡ ÛÖµÆõ â���� ¥� ý�ù¢��÷�¡. fi(x) = �1 Ý�ª�� �µª�¢ i 2 N Âû ý�¥� �� �î ý¤�Ï �� TF � intQø f(x) = �1 �î ý¤�Ï �� f 2 X� �î Ý��î ­Âê . ö�ûÂ�H = kern f = fy 2 X; f(y) = 0g� î ý¤� Î � ¢¤�¢ ¢� �ø ý� r > 0 �Á ó À ª� � ü õ x 2 intQ � î ü þ� ¹ ÷� ¥� , À ª� �Â Ñ ÷ ¤¢ H ý�Â � ý� � þ� � �¤ feigi2N . B(x; r) := fy 2 X : jjy � xjj < rg � intQ.jjeijj � r2 i 2 N Âû ý�¥� �� �î üÞÆì �� ÝþÂ�Ú�õ. ´¨� X ý�Â� �þ�� ×þ D = fxg [ fx+ eig Ý�û¢ üõ ö�È÷ ö��î�� î �j ü Ö � Ö � ¢�À ä� Ý � � î ­Â ê Â õ� ß þ� ý�Â � :(D ö¢� � Û Ö µ Æ õ �� ± ��)�î Àª�� �µª�¢ ¢��ø j 2 f0;1;2; :::; ng0 = �0x+ nXj=1�j(x+ eij ) = ( nXj=0�j)x + nXj=1�jeij :



25 �ú÷� ý�û¢Â�¤�î ø �û ö�ð ù¤�µ¨ ý¥�¨�À� , üÏøÂ¿õ�þ�¹� .2 ÛÊêÝ�û¢ üõ Â�� ýø�Æõ ß�êÂÏ ýø¤�¤ ff(0) = nXj=0�jf(x) + nXj=1�jf(eij ):.Pnj=0 �j = 0 Ýþ¤�¢ Å� f(0) = 0ø eij 2 H ø f(x) = �1 �Ø�þ�¹÷� ¥�üÎ¡ Û Ö µ Æ õ eij ö� �ø Pnj=1 �jeij = 0 Ý þ¤�¢ ñø� � Î ��¤ ù¤� �ø¢ ö¢Â � ¤� Ø � � �Pnj=0 �j = 0 �î üþ�� ö� ¥� , �j = 0 Ýþ¤�¢ j = 1;2; :::; n Âû ý�¥� � � Å� À�µÆû� î ö¢� � ü Î ¡ Û Ö µ Æ õ Ó þÂ ã � � � � �� � � � Å � , �0 = 0 Ý þÂ � ð ü õ � ¹ � µ ÷. Àª�±�õ üÎ¡ ÛÖµÆõ fxg[fx+eigý �ä�Þ¹õ �î ÝþÂ�Ú�õ �¹�µ÷ Ýþ¢¤ø� ñø� ÛÊê ¤¢ÓþÂã� Âþ¥ ÛØª �� X ý�Ìê ý�Â� �þ�� ×þ ö���ã� �¤ fxigi2N�ó�±÷¢ Ý�÷��� üõ Å��þ�� ý�Ìä� ö¢�� ÛÖµÆõ ¥� , x1 = x ; xi = x + ei�1 i = 2;3; ::: ö� ¤¢ �î Ý��î¤�Âì fxi; i 2 N i 6= kg Í¨�� ùÀª À�ó�� �½Ô¬ ¤¢ xk �Ìä , k Âû ý�Â� �î Ý�÷�¢ üõÛÖµÆõ F1 = ffigi2N ¥� ý� ù¢��÷�¡ ¢��ø  �÷�� ö�û ��Ìì �¹�µ÷ �Ü�¨ø �� ßþ�Â���� ,¢¤�À÷�î üÞÆì �� ¢�È�õ �¹�µ÷ X�¤¢ üÎ¡fi(x) = �1 ; fi(x+ ei) = �2 ; 8i 2 N ; fi(x+ ej) = 0 8j 6= i:�À½õ ý��ä�Þ¹õ S ��®�� S = fy 2 H : fi(y) � 1 8i 2 Ng Ý��Ø�õ­Âê ö��î�. ´¨��¤ Âþ¥ �Î��¤ , � 2 [0;1℄ Âð� ñ�� fi(x) < 1 ø fi(y) < 1 Ýþ¤�¢ S ¤¢ x; y Âû ý�Â� �Âþ¥)Ýþ¤�¢fi(�x+ (1� �)y) = �fi(x) + (1� �)fi(y) � �1 + (1� �)1 = 1:



26 �ú÷� ý�û¢Â�¤�î ø �û ö�ð ù¤�µ¨ ý¥�¨�À� , üÏøÂ¿õ�þ�¹� .2 ÛÊê( . ´¨� �À½õ ý� �ä�Þ¹õ S ø ¢¤�¢ ¤�Âì S ¤¢ �x + (1� �)y ßþ�Â�����î üþ�� ö� ¥��2 = fi(x+ ei) = fi(x) + fi(ei) = �1 + fi(ei)¥� ß��� Ýû ø fi(ei) = �1 Ýþ¤�¢0 = fi(x + ej) = fi(x) + fi(ej) = �1 + fi(ej).fi(ej) = 1 ÝþÂ�Ú�õ �¹�µ÷. feigi2N � S Ýþ¤�¢ Å�. fk(ei) � 1 Ýþ¤�¢ k Âû ý�Â� ßþ�Â����. Pni=0 j �i j ei 2 S ù�Ú÷� Pni=0 �iei 2 S Âð� n 2 N Âû ý�Â� �î Ý��î üõ �ä¢�: Ýþ¤�¢ ßþ�Â���� , Pni=1 �iei 2 S �î Ý��î ­Âê �ä¢� ��±�� ý�Â�8k fk( nXi=1�iei) � 1 ) nXi=1�ifk(ei) � 1
) �kfk(ek) + nXi 6=k �ifk(ei) � 1 ) ��k + nXi=1;i 6=k �i � 1: (1)� Î ��¤ ß � êÂ Ï ¥� ß µ êÂ ð Ý Þ þÂ �� ¨� � fk(ei) � 1 Ý þ¤�¢ k Â û ý�Â � ö� � ü êÂ Ï ¥�: Ýþ¤�¢ Pni=1 �ifk(ei) � 1nXi=1�i � 1: (2)



27 �ú÷� ý�û¢Â�¤�î ø �û ö�ð ù¤�µ¨ ý¥�¨�À� , üÏøÂ¿õ�þ�¹� .2 ÛÊêÝþÂ�Ú�õ �¹�µ÷ (2)ø (1) �Î��¤ ø¢ ¥���k +Xi 6=k �i � 1:
Å�nXi 6=k �iei � �kek 2 S:

ù�Ú÷� �m+1:::�n 2 R� ø �1; �2; ::�m 2 R+ ø y = Pni=1 �iei 2 SÂð�:Ýþ¤�¢ k = n ý�Â�n�1Xi=0 �iei � �nen 2 S:
Ýþ¤�¢ Ýû k = n� 1 ý�Â�n�2Xi=1 �iei � �n�1en�1 � �nen 2 S:.�0n = ��n ø �0i = �i, i = 1::n�1 Âû ý�Â� �î y = Pni=1 �0iei 2 S �¤�¬ ßþ� ¤¢�î ¢�ª üõ �¹�µ÷ ë�ê Û��Âõ �õ�¢� ��nXi=1 j �i j ei = mXi=1�iei � nXi=m+1�iei 2 S:.S � H \ B(0; r) �î Ý�û¢ üõ ö�È÷ ñ��: Ýþ¤�¢ k = 1;2; ::: Âû ý�Â� �¤�¬ ßþ� ¤¢ y = P1i=1 �iei 2 S �î Ý��î ­Âê[��k + 1Xi=1;i 6=k�i℄ � 1:



28 �ú÷� ý�û¢Â�¤�î ø �û ö�ð ù¤�µ¨ ý¥�¨�À� , üÏøÂ¿õ�þ�¹� .2 ÛÊê�� ¢¤�¢ ¢��ø N > 0Å� y = limn!1Sn �Ø�þ� ´Üã� , Sn = Pni=1 �iei Ý�û¢ üõ ¤�Âì. k SN � y k� r2 �î üÞÆìÅ�limn!1[��k + nXi 6=k �i℄ � 1:ü�ãþ ÝþÂ�Ú� ÂÑ÷ ¤¢ �¤ ýÂ��Â� ´ó�� Âð� ñ��limn!1[��k + nXi 6=k �i℄ = 1:, ��k +Pni 6=k �i � 1 Ý�µª�¢ �Ø�þ� �� ���� �� Pni 6=k �i = 1� �k �¤�¬ ßþ� ¤¢Ëì��� ×þ ßþ� �î �k = 0 Ýþ¤�¢ k Âû ý�Â� Å� [��k + 1� �k℄ � 1 ÝþÂ�Ú�õ �¹�µ÷Ýþ¤�¢ø Àµê� üÞ÷ ë�Ô�� ýÂ��Â� ´ó�� ù�Ú»�û Å� , ´¨�limn!1[��k + nXi 6=k �i℄ < 1:�î Ý��î üõ ­Âê �ó�Æõ ´�Üî ö¢�¢ ´¨¢ ¥� öøÀ�[��k + NXi 6=k;i=1�i℄ < 1:À ª ´ �� � �À µ �� ¤¢ � î ¤� Ï ö� Þ û ø PNi=1 �iei 2 S � î À ûÀ � õ � ¹ � µ ÷ ß þ�. PNi=1 j �i j ei 2 S. PNi=1 j�ij � 1Å�ÝþÂ�Ú�õ �¹�µ÷ ö��î�jjyjj � jjSN � yjj+ jjSN jj � jjSN � yjj+ NXi=1 j�ij jjeijj < r=2+ r=2 = r:



29 �ú÷� ý�û¢Â�¤�î ø �û ö�ð ù¤�µ¨ ý¥�¨�À� , üÏøÂ¿õ�þ�¹� .2 ÛÊêfi(x) = �1 Ýþ¤�¢ i Âû ý�Â� �î ö�� .S � H \B(0; r) ø y 2 H \B(0; r) ø¤ ßþ� ¥�Å�
x+ S = fz 2 X : z = y + x ; f(y) = 0 ; fi(y) � 1 8i 2 Ng= fz 2 X : fi(z) � 0 ; 8i 2 N ; f(z) = �1g:

:�Âþ¥fi(y + x) = fi(y) + (�1) � 1+ (�1) = 0ø f(x+ y) = f(x) + f(y) = �1 + 0:ÝþÂ�Ú� �¹�µ÷ Ý�÷��� üõ �Î��¤ ßþ� ¥� Å�
one(x + S) [ f0g = fz 2 X : fi(z) � 0 ; f(z) � 0g:
ÝþÂ�Ú�õ �¹�µ÷ x + S � B(x; r) � intQ �Ø÷�� F = F1 [ ffg Âð�
one(x+ S) [ f0g � intQ: Å�TF = fz 2 X : fi(z) < 0 ; f(z) < 0g � 
one(x+ S) [ f0g � intQ:: ´¨� üÎ¡ ÛÖµÆõ F �ä�Þ¹õ �î Ý�û¢ üõ ö�È÷ ö�þ�� ¤¢�î À�ª�� üÖ�Ö� ¢�Àä� �0; �1; :::; �n Âð��0f + nXk=1�kfk = 0:



30 �ú÷� ý�û¢Â�¤�î ø �û ö�ð ù¤�µ¨ ý¥�¨�À� , üÏøÂ¿õ�þ�¹� .2 ÛÊêÅ� f(x) = �1 ø fk(x) = �1 Ý�µª�¢ k Âû ý�Â� ö��0 = �0f(x) + nXk=1�kfk(x) = ��0 � nXk=1�k: (1) üêÂÏ ¥�0 = �0f(ei) + nXk=1�kfk(ei) = ��i + nXk 6=i �k: (2)
.(f(ei) = 0 ; fi(ei) = �1 ; fk(ei) = 1 Ýþ¤�¢ k 6= i Âû ý�Â� : �Âþ¥)Âû ý�Â� (2) ø (1) �Î��¤ ø¢ ýø�Æ� ¥� Ý��î �Â® üÔ�õ ¤¢ �¤ (1) �Î��¤ ß�êÂÏ Âð�. �0 = 0 Ýþ¤�¢ (2) �Î��¤ ¤¢ �¹�µ÷ ßþ� ý¤�ÁÚþ�� �� . �0 = �2�i , Ýþ¤�¢ i�¤ ��Ìì ý�û üðÄþø ��Þ� F ù¢��÷�¡ ßþ�Â���� . �i = 0 ¢�ª üõ �¹�µ÷ i Âû ý�Â� Å�� .À�î üõ ��Þ� �¤ ��±�� ßþ�ø ¢¤�¢

üÞÆì �� ¢¤�¢ ¢��ø X� ¤¢ üÎ¡ ÛÖµÆõ â���� ¥� G = fgigi2N ù¢��÷�¡ 1.1 .2 .ÂîÁ�. TG � intQ ø gi(x) = 1 , i 2 N Âû ý�Â� �î�� , â���� ¥� ý� ù¢��÷�¡ F = ffigi2N Âð� Ý��î ÓþÂã� G = �F = f�figi2N ´Æ�ê�î.À�ª�� Û±ì ��Ìì ý�û üðÄþø



31 �ú÷� ý�û¢Â�¤�î ø �û ö�ð ù¤�µ¨ ý¥�¨�À� , üÏøÂ¿õ�þ�¹� .2 ÛÊêüõ F = ffigi2N �Ü�¨ø �� ùÀª ��¹õ �¤ x 2 X ø A � X �ä�Þ¹õ 4.1 .2 .ÓþÂã�:À��î ëÀ¬ Âþ¥ ¯Âª ¤¢ Âð� Ý�þ�ðinfi2N fi(x) � supa2A infi2N fi(a):
: À�ª�� üõ ´¨¤¢ Âþ¥ ��Þ� ù�Ú÷� y =2 A ø A � X Ý��î ­Âê 2.1 .2 .��Ìì, Q À � ÷� õ ý� � µÆ �ø Â �� �ø �À½õ ¯øÂ¿õ � Ü �¨� � y �ÎÖ ÷ ø A �ä�Þ¹õÂ ð� (1F = ffigi2N À�÷�õ ù¢��÷�¡ ×þ ù�Ú÷� y 2 intQ �î üÞÆì �� À�ª�� �À� üÏøÂ¿õ�î ¢¤�¢ ¢��ø X� ¤¢ üÎ¡ ÛÖµÆõ â���� ¥�infi2N fi(y) > 1 � supa2A infi2N fi(a):

�µª�¢ ¢��ø X� ý�Ìê ýø¤ üÎ¡ ÛÖµÆõ â���� ¥� F = ffigi2N ý ù¢��÷�¡ Âð� (2�À� üÏøÂ¿õ y �ÎÖ ÷ ø A �ä�Þ¹õ ù�Ú ÷� , À �î ëÀ¬ �� � ¯Âª ¤¢ �î Àª� �. À�µÆû:(1)��±�� . ö�ûÂ�ÓþÂã� Õ±Ï À÷�ª �À� Ýû ¥� Q À�÷�õ ý� �µÆ�ø �À½õø Â��� ¯øÂ¿õ Í¨�� y ø A Âð�Ýþ¤�¢



32 �ú÷� ý�û¢Â�¤�î ø �û ö�ð ù¤�µ¨ ý¥�¨�À� , üÏøÂ¿õ�þ�¹� .2 ÛÊê
(y + intQ) \ A = �:�î Ý��î �À� � 0 < � < 1 Ý�÷��µ �õ Å� , Àª�� üõ y 2 intQ ­Âê Õ±Ï ß��� ÝûF = ffigi2N ý ù¢��÷�¡ �î ÝþÂ�ð üõ �¹�µ÷ (1.1 .2)ÂîÁ�¥� . y0 = (1� �)y 2 intQ�î ¢¤�¢ ¢��ø üÎ¡ ÛÖµÆõ â���� ¥�T F � intQ ; fi(y0) = 1 8i 2 N:

.( z�y0 2 T F :�Âþ¥) fi(z) > 1 Ýþ¤�¢ i 2 N Âû ý�Â� ù�Ú÷� Àª�� z 2 y0+T F Âð�Ý þ¤�¢ , y0 + intQ � y + intQ �Ø� þ� ´Üã � ¢�ª ­Âê ù��¿ ó¢ x 2 A Âð� ö� �î�¢��ø i0 2 N ÅþÀ÷� �î ¢�ª üõ �¹�µ÷ Å� , x =2 y0 + T F ßþ�Â���� , x =2 y0 + intQ. ( x� y0 =2 T F �Âþ¥) fi0(x) � 1 �î üÞÆì �� ¢¤�¢� î Ý þÂ � Ú � � ¹ � µ ÷ Ý � ÷�� µ � õ ´ ¨� ¤�Â ìÂ � � Î ��¤ ß þ� i0 2 N × þ ý �Â � ü µ ìø: Ýþ¤�¢ a 2 A Âû ý�Â� Å� , infi2Nfi(x) � 1infi2Nfi(a) � 1 = infi2Nfi(y0) = (1� �)infi2Nfi(y) < infi2Nfi(y):. sup a2Ainfi2Nfi(a) � 1 < infi2Nfi(y) ßþ�Â� ���:(2)��±���µª�¢ ¢��ø 
 > 1 ø F = ffigi2N À�÷�õ üÎ¡ ÛÖµÆõ â���� ¥� ý� ù¢��÷�¡ Ý��î ­Âê



33 �ú÷� ý�û¢Â�¤�î ø �û ö�ð ù¤�µ¨ ý¥�¨�À� , üÏøÂ¿õ�þ�¹� .2 ÛÊê�î ý� �÷�ð �� Àª��supa2A infi2Nfi(a) � 
 < infi2Nfi(y):T F ø¤ ßþ� ¥� , y 2 T F Å� , fi(y) > 
 > 1 > 0 Ýþ¤�¢ i 2 N Âû ý�Â� �î üþ�� ö� ¥�. (Àª�� üõ ¥�� Â��� �À½õ ¯øÂ¿õ ×þ T F �î ´Æû ¼®�ø ) ´¨� üú��÷ ÏøÂ¿õ ×þßþ�Â� ùø�ä , Àª�±�õ �µÆ� Â��� �À½õ ¯øÂ¿õ ×þ ��÷ Q , ¢�ª ­Âê Q = 
l T F Âð�: Ýþ¤�¢y +Q � fz 2 X : fi(z) � 
 ; 8i 2 Ng � fz 2 X : inffi(z) > 1g:. (y +Q) \ A = � �î ÝþÂ�ð üõ �¹�µ÷ ­Âê Õ±Ï ø¤ ßþ� ¥�� .À�î üõ ��Þ� �¤ ��±�� ßþ� ø À�µÆû �À� üÏøÂ¿õ A �ä�Þ¹õ ø y ÂÊ�ä ßþ�Â����
ö�ð ù¤�µ¨ �ä�Þ¹õ ø¢ üÎ¡ ý¥�¨�À� 2.2�ä�Þ¹õ ø üÎ¡ â���� Í¨�� �û �ä�Þ¹õ À�î� ý¥�¨�À�ø Ó�ã® ý¥�¨�À� Ç¿� ßþ� ¤¢¥� �¤ �û ö�ð ù¤�µ¨ ø ´÷�þ¢�¤ ý�û �ä�Þ¹õ ý¥�¨�À� ö� ¥� Àã� ø ù¢�Þ÷ ÓþÂã� �¤ �ê�½õX ý�Ìê ø Rn ý�Ìê ¤¢ üÎ¡ ÛÖµÆõ â���� ¥� ý� ù¢��÷�¡ Í¨�� , ö�ª ý¥Âõ ¯�Ö÷.¢Âî Ý�û��¡ ö���

§�Þõ ¯øÂ¿õ ¤¢ u ¤�¢Â� �î Ý�þ�ð üõ x 2 �U ø U � X Ý��î­Âê 5.2 .2 .ÓþÂã�



34 �ú÷� ý�û¢Â�¤�î ø �û ö�ð ù¤�µ¨ ý¥�¨�À� , üÏøÂ¿õ�þ�¹� .2 ÛÊê¢��ø , � Âó�Ø¨� ø v ¤�¢Â� ´±·õ " ø �0 Âû ý�Â� Âð� ¢¤�¢ ¤�Âì x �ÎÖ÷ ¤¢ 2 U ý �ä�Þ¹õ�î ý� �÷�ð �� Àª�� �µª�¢x + �v 2 U ; � 2 (0; �0℄ k v � u k� ":. Ý�û¢ üõ ö�È÷ �(U; x) ¢�Þ÷ �� x �ÎÖ÷ ¤¢ �¤ U �ä�Þ¹õ §�Þõ üÏøÂ¿õ �õ:Ýþ¤�¢ �(U; x) ¯øÂ¿õ ÓþÂã� ¥��î Àª�� �µª�¢ ¢��ø ´±·õ " ø �0 Âð� ÍÖê ø Âð� x =2 �(U; x)
(x+ [0<���0� B(x; ")) \ U = �: (2.1)

.UX = fU � X :´¨� X ¤¢ ´÷�þ¢�¤ �ä�Þ¹õ ×þ U g Ý��î üõ ­Âê: Ý��î üõ ÓþÂã� �¤ Âþ¥ �ä�Þ¹õ U 2 UX Âû ý�Â�
�(U) = fx 2 U : �U(x) = 1 ; x =2 �(U; x)g: (2.2)

: Ýþ¤�¢ (5.17) ø (5.15) ��Ìì ℄8[ ¤¢Õ±Ï ß��� Ýû ø �U = fx 2 X �U(x) = 1g ù�Ú÷� Àª�� 0 2 int kernU Âð��¹ � µ ÷ Ý � ÷�� � ü õ ß þ�Â �� � � , x =2 �(U; x) ù� Ú ÷� x 2 �U Â ð� ℄8[ ¤¢ (5.6) �¹ � µ ÷Bouligand U2



35 �ú÷� ý�û¢Â�¤�î ø �û ö�ð ù¤�µ¨ ý¥�¨�À� , üÏøÂ¿õ�þ�¹� .2 ÛÊê. ¢�ª üõ Õ±Î�õ �(U) Â� �U ù�ð ö� ,Àª�� 0 2 int kernU Âð� �î ÝþÂ�Ú��¹�µ÷ �¤ �ä�Þ¹õ ¥� ü÷øÂ�� �ÎÖ÷ ×þ üÎ¡ ý¥�¨�À� Ý�÷��µ�õ ( 1.1 .2 )��Ìì ¥�. Ý��î ü¨¤Â� �¤ ©� ý¥Âõ �ÎÖ÷ ×þ ¥� �ä�Þ¹õ ý¥�¨�À� Ý�û��¿�õ �õ�¢� ¤¢ . ÝþÂ�Ú�.¢Âî Ý�û��¡ ù¢�Ôµ¨ � x �ÎÖ÷ ¤¢ U �ä�Þ¹õ §�Þõ ¯øÂ¿õ ¥� éÀû ßþ� �� öÀ�¨¤ ý�Â�.(¢�ª á��¤ ℄8[�� ñ�·õ ý�Â� ´¨� ¤��Þû �÷ ��ó�÷� ¤¢ ýÀ�Üî ��Ø÷ ¥� üØþ ßþ�): ´¨� ùÀª ù¤�ª� �ú÷� �� ��÷ ℄11[ ¤¢ �î Ýþ¥�¢Â� üõ ÓþÂã� À�� �� Âþ¥ ¤¢â���� ¥� ý� ù¢��÷�¡ F = ffigi2N ø X ¥� üþ�û �ä�Þ¹õ Âþ¥ A1; A2 Âð� 6.2 .2 .ÓþÂã��� ´ê�þ ý� i 2 N ö��µ� a1 2 A1 ø a2 2 A2Âû ý�Â� �î À�ª�� X� ¤¢ üÎ¡ ÛÖµÆõ�î ý¤�Ïfi(a1) � fi(a2):. À÷� ùÀª ��¹õ Ýû ¥� Ó�ã® ¤�Ï �� A1 ø A2 Ý�þ�ð üõ �¤�¬ ßþ� ¤¢
: ´¨� ÛØª ßþÀ� ´¨� ùÀõ� ℄4[ ¤¢ ý¥�¨�À� ý�Â� �î ÓþÂã� ßþ� Rn �¤�¬×þ l = (li)i=1;2;:::;m ø Rn ¥� ý�û �ä�Þ¹õ Âþ¥ U ø V Ý��î ­Âê 7.2 .2 .ÓþÂã�×þ Ý�ª�� �µª�¢ u 2 U ; v 2 V Âû ý�Â� Âð� À�ª�� Rn ¤¢ ÛÖµÆõ ý�û¤�¢Â�¥� �ä�Þ¹õ�î i 2 N[li u℄ � [li v℄:. À÷� ùÀª ��¹õ Ýû ¥� Ó�ã® ¤�Ï �� U ø V Ý�þ�ð üõ ù�Ú÷�



36 �ú÷� ý�û¢Â�¤�î ø �û ö�ð ù¤�µ¨ ý¥�¨�À� , üÏøÂ¿õ�þ�¹� .2 ÛÊê
Rn ý�Ìê ¤¢ ¤�¢Â� ø¢ üÜ¡�¢ �Â® ÓþÂã� ö�Þû [l x℄¢�Þ÷ ¥� ¤�Ñ�õ �¹�þ� ¤¢ �î. Àª�� üõ [l x℄ = Pn1 lixi ü�ãþ�Ü�¨�� A ¥� Ó�ã® ¤�Ï �� x 2 X ¢�ª üõ �µÔð A � X Ý��î­Âê 8.2 .2 .ÓþÂã��î i 2 N ×þ Àª� � �µª�¢ ¢��ø a 2 AÂû ý�Â � Âð� ´¨� ùÀª ��¹õ F = ffigi2N.fi(a) � fi(x): Ýþ¤�¢ Rn ý�Ìê ¤¢ ö� ñ¢�ãõ ÓþÂã� ý�Â� ø
��¹õ U ¥� Ó�ã® ¤�Ï �� x 2 Rn ¢�ª üõ �µÔð U � Rn Ý��î­Âê 9.2 .2 .ÓþÂã�¢��ø i 2 f1;2; :::; mg×þ , u 2 U Â û ý�Â � Â ð� , l = (l1; l2; :::; lm) � Ü �¨� � ùÀª. Àª�� ¤�ÂìÂ� ö� ý�Â� [li u℄ � [li x℄ �Î��¤ �î Àª�� �µª�¢
F = ffigi2N �ä�Þ¹õ ¢�ª üõ �µÔð , x =2 A ø A � X Ý��î­Âê 10.2 .2 .ÓþÂã�Âð� À�î üõ ��¹õ Ýû ¥� À�î� ¤�Ï ���¤ x �ÎÖ÷ ø A �ä�Þ¹õ üÎ¡ ÛÖµÆõ â��� � ¥�: Ý�ª�� �µª�¢ a 2 A Âû ý�Â� �î ý� �÷�ð �� Àª���µª�¢ ¢��ø " 2 (0;1)fi(a) � 1� " 9i 2 1;2; ::: : øfi(x) = 1 8i 2 1;2; ::: :



37 �ú÷� ý�û¢Â�¤�î ø �û ö�ð ù¤�µ¨ ý¥�¨�À� , üÏøÂ¿õ�þ�¹� .2 ÛÊê
F = ffigi2N �ä�Þ¹õ , Àª�� 0 6= x 2 bdU ø U � X Ý��î­Âê 11.2 .2 .ÓþÂã�Âþ¥ Íþ�Âª ¤¢ Âð� Ý�õ�÷ üõ x �ÎÖ÷ ¤¢ U �ä�Þ¹õ �ê�½õ �¤ X�¤¢ üÎ¡ ÛÖµÆõ â���� ¥�:À�î ëÀ¬, fi(x) = 1 Ý�ª�� �µª�¢ i 2 N Âû ý�Â� (1.inf fi(u) < 1 Ý�ª�� �µª�¢ u 2 U; u 6= x Âû ý�Â� (2: ´¨� Âþ¥ �¤�¬ �� �ú��Èõ Rn ý�Ìê ¤¢ �ê�½õ ßµª�¢ ñ¢�ãõ ¯Âª. min[li x℄ < 1 , u 2 U Âû ý�Â� ß��»Þûø [li x℄ = 1 , i = 1;2; :::; m Âû ý�Â�
À÷�� � üõ x =2 U �ÎÖ ÷ Âûø U .Àª� � 0 2 U ø U � X Ý� �î ­Âê 3.2 .2 .��ÌìU Âð� ÍÖê ø Âð� À÷�ª ��¹õ Ýû ¥� üÎ¡ ÛÖµÆõ â���� ¥� F = ffigi2N �ä�Þ¹õ �Ü�¨��.Àª�� �µÆ� ´÷�þ¢�¤ �ä�Þ¹õ ×þF = ffigi2N ù¢��÷�¡ Í¨�� x �ÎÖ÷ ø U �ä�Þ¹õ ø x =2 U Ý��î üõ ­Âê �Àµ�� . ö�ûÂ�. À÷�ª üõ ��¹õÝþ¤�¢ x =2 U �ÎÖ÷ Âû ý�Â�supu2U inf i2Nfi(u) � inf i2Nfi(x)�î üÞÆì �� ¢¤�¢ ¢��ø üÎ¡ ÛÖµÆõ â���� ¥� F = ffigi2N ý ù¢��÷�¡ ø 
 2 R Å��î ý¤�Ï �� , U � UF;
UF;
 = fy 2 X : infi2N fi(y) � 
g:



38 �ú÷� ý�û¢Â�¤�î ø �û ö�ð ù¤�µ¨ ý¥�¨�À� , üÏøÂ¿õ�þ�¹� .2 ÛÊê. ¢�ª üõ Õ±Î�õ ù¢��÷�¡ ßþ� í�Âµª� Â� U �î ¢¤�¢ ¢��ø fUF;
g ¥� ù¢��÷�¡ ×þ ßþ�Â����ÓþÂã� ¤¢ ùÀª­Âê 
 ¢�ª üõ �¹�µ÷ , U � UF;
ø f(0) = 0 ø 0 2 U �î üþ�� ö� ¥�ßþ� �î Ý�û¢ üõ ö�È÷ ñ�� , ´¨� �µÆ� UF;
 �ä�Þ¹õ ��®�� . ´¨� üÔ�õ � ÷ �� �.´Æû ��÷ ´÷�þ¢�¤ �ä�Þ¹õù� Ú ÷� inffi(y) � 0 Â ð� À ª� � 0 < � � 1 ø y 2 UF;
 � î Ý � � î ­Â êø¤ ßþ� ¥� 0 < inffi(�y) � �
 � 
 ù�ð ö� inffi(y) > 0 Âð� ø inffi(�y) � 0 � 
. ´¨� ´÷�þ¢�¤ �ä�Þ¹õ ×þ UF;
 ßþ�Â���� , �y 2 UF;
´÷�þ¢�¤ �ä�Þ¹õ ×þ �µÆ� ø ´÷�þ¢�¤ ý�û �ä�Þ¹õ ¥� ù��¿ó¢ í�Âµª� Ýþ¤�¢ ß��»Þû.´¨� �µÆ�ñ�� ; À�ª�� �µÆ� ´÷�þ¢�¤ ý�û �ä�Þ¹õ �û Ui �î U = \i2IUi Ý��î üõ ­Âê: ö�ûÂ� )�� �x 2 Ui �î Ý�÷�¢ üõ 0 � � < 1 ý�Â� Å� x 2 Ui Ýþ¤�¢ i 2 I Âû ý�Â� x 2 U Âð��µÆ� , �µÆ� ý�û �ä�Þ¹õ ¥� ù��¿ó¢ í�Âµª� üêÂÏ ¥� ; �x 2 U ßþ�Â���� i 2 IÂû ý�¥�(. ´¨�. ´¨� �µÆ� ´÷�þ¢�¤ �ä�Þ¹õ ×þ ��÷ U �î ÝþÂ�ð üõ �¹�µ÷ ø ¤ ßþ� ¥�: ��Ìì ÅØä ��±��¢¤�¢ ¢��ø 0 < � < 1 ø Q À�÷�õ �µÆ� ø Â��� �À½õ ¯øÂ¿õ ×þ �î Ý��î üõ ´��� �Àµ���î ý� �÷�ð ��x 2 intQ ; U \ (�x+Q) = � (1)×þ , ´¨� ùÀ ª ­Â ê x =2 U ø � µ Æ � ´ ÷� þ¢�¤ � ä� Þ ¹ õ × þ U� î ü þ� ¹ ÷� ¥� .. x0 = �x =2 U �î Ýþ¤�¢ 0 < � < 1À÷�ª �À� , Q �µÆ� ø Â��� ø �À½õ ¯øÂ¿õ Í¨�� À�÷��� üõ x0 ø U �î Ý��î üõ �ä¢� �õ



39 �ú÷� ý�û¢Â�¤�î ø �û ö�ð ù¤�µ¨ ý¥�¨�À� , üÏøÂ¿õ�þ�¹� .2 ÛÊê. x0 2 intQ �î üÞÆì ��ý�û ¯øÂ¿õ ¥� fQjgj�1 À�÷�õ ý� �ó� ± ÷¢ Àª�± ÷ ´¨¤¢ �ä¢� ßþ� Âð� ( ÓÜ¡ ö�ûÂ�)�î ´ª�¢ À�û��¡ ¢��ø �µÆ�ø Â���ø �À½õQj+1 � f0g � intQj ; \j�1Qj = ~Rx
ü�ãþ À�î ��¹õ �¤ U ø x0 À÷��µ�Þ÷ �û ¯øÂ¿õ ¥� ��Àî º�û ÓÜ¡­Âê Õ±Ï ö��ø:Ýþ¤�¢(x0 +Qj) \ U 6= �:´Æû yj 2 Qj ü�ãþ ; xj 2 x0 +Qj ø xj 2 U �î À÷¤�¢ ¢��ø üþ�û xj , j Âû ý�Â� Å�. xj = x0 + yj 2 U �î:Àþ� üõ Ç�� ´ó�� ø¢ ñ��­Âê �ó�Æõ ´�Üî ö¢�¢ ´¨¢ ¥� öøÀ� ,Àª�� ¤�À÷�Âî Â�è �ó�±÷¢ ×þ fyjgj�1 �ó�±÷¢ (1): Ýþ¤�¢ � > 0 Âû ý�Â� ù�Ú÷� jjyjjj ! +1 Ý��î üõ� xjjjyjjj = � x0jjyjjj + � yjjjyjjj : (10)yj 2 Qj �Ø�þ� ¥�ø À�î üõ Û�õ ÂÔ¬ ´Þ¨ �� � x0jjyj jj �î À�î üõ ��¹þ� jjyjjj ! 1ÝþÂ�Ú�õ �¹�µ÷ \Qj = ~Rx ýÂ��Â�¥� ß��»Þû , (¯øÂ¿õ ÓþÂã� ¥�) � yjjjyj jj 2 Qj Ýþ¤�¢ø ùÀª ­Âê ´÷� þ¢�¤ �ä�Þ¹õ ×þ U ö�� . À�î üõ Û�õ � xjjxjj ´Þ¨ �� � yjjjyj jj �î�µÆ� ´Üã� . � yjjjyjjj 2 U Ýþ¤�¢ (10) �Î��¤ ¥� ï¤�� üÜ�¡ ý�û j ý�Â� Å� xj 2 U



40 �ú÷� ý�û¢Â�¤�î ø �û ö�ð ù¤�µ¨ ý¥�¨�À� , üÏøÂ¿õ�þ�¹� .2 ÛÊêÝþ¤�¢ � > 0 Âû ý�Â� Å� , � xjjxjj 2 U Ýþ¤�¢ � yjjjyj jj ! � xjjxjj �î ßþ� ø U �ä�Þ¹õ ö¢��. ´¨� ßØÞõ Â�è (1) ´ó�� Å� ÝþÀ�¨¤ ­Âê �� Ëì��� �� ; �x 2 U�ó�Æõ ´�Üî ö¢�¢ ´¨¢ ¥� öøÀ� Ýû ¥�� Àª�� ¤�À÷�Âî �ó�± ÷¢ ×þ , fyjgj�1 �ó�± ÷¢(2).(yj 2 Qj ø \Qj = ~Rx �Âþ¥) yj ! y 2 Rx Ý��î üõ ­Âêx0 = �x ø xj ! x0 + y �î üþ�¹÷� ¥� , y = 
x �î ý� �÷�ð �� 
 � 0 ¢¤�¢ ¢��ø Å�Ýþ¤�¢ Å�xj ! x0 + 
x = (�+ 
)x:�î ßþ� ´Üä �� ÂÚþ¢ üêÂÏ ¥� , (�+ 
)x 2 U Ýþ¤�¢ ´¨� �µÆ� U ø xj 2 U �î ßþ� ¥�ßþ� �î , (�+ 
)x =2 U Ýþ¤�¢ U �ä�Þ¹õ ö¢�� ´÷�þ¢�¤ üðÄþø ø � � �+ 
 ø �x =2 U.À÷¤�¢ Ëì��� Ýû�� �¹�µ÷ ø¢ø ´¨� ÛÏ� � ÓÜ¡ ­Âê ø¤ ß þ� ¥� , ´Æ� ÷ ßØÞõ � û ´ó�� ¥� ��À î º�û Å��� À÷�ª �À� Ýû ¥� Q À�÷�õ ýÂ���ø �À½õ ¯øÂ¿õ �Ü�¨�� À�÷��� üõ x0 ø U �ä�Þ¹õ¢��ø 0 < � < 1 ø Q Â��� ø �À½õ ¯øÂ¿õ ßþ�Â���� . Àª�� x0 2 intQ �î ý� �÷�ðÝ�÷��� üõ (1.1 .2) ��Ìì ¥� ù¢�Ôµ¨� �� ñ�� , Àª�� ¤�ÂìÂ� ö� ý�Â� (1) ý�ä¢� �î ¢¤�¢ý� �÷�ð �� Ý�ª�� �µª�¢ �¤ X� ¤¢ F = ffigi2N À�÷�õ üÎ¡ ÛÖµÆõ â���� ¥� ý� ù¢��÷�¡:Ýþ¤�¢ Å� fi(x) = 1 , i 2 N Âû ý�¥� �� ø T F � intQ �îT F + �x = fy + �x : fi(y) > 0g = fz : fi(z � �x) > 0g= fz : fi(z)� �fi(x) > 0g = fz : fi(z) > �g: (2)
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; fi(u) � � �î i 2 N ¢¤�¢ ¢��ø u 2 U Âû ý�Â� , U \ (�x+Q) = � �î ßþ� ´Üã�u =2 �x+T F ßþ�Â���� �x+T F � �x+ intQ Ýþ¤�¢ T F � intQ ö�� ø u =2 �x+Q �Âþ¥. fi(u) � � �Ø�ÞÆì �� ¢¤�¢ ¢��ø i 2 N ×þ ÝþÂ�Ú�õ �¹�µ÷ (2) �Î��¤ Õ±Ï Å�Ýþ¤�¢ Å� , Àª�� � < 1� � �î Ý��î ��¿µ÷� ý� �÷�ð �� �¤ � > 0´Æ�ê�î ÍÖê ö��î��µª�¢ u 2 U Âû ý�Â� �î Ý�µê�þ �¤ â���� ¥� ý� ù¢��÷�¡ �õ ø¤ ßþ� ¥� , fi(u) � � � 1� �.2 ) ÓþÂã� Õ±Ï �î i 2 N Âû ý�Â� fi(x) = 1 ø fi(u) � 1� � �î i 2 N ×þ Ý�ª��. ´¨� ��Þ � ��± �� ø À ÷� ùÀª ��¹õ À�î� ¤�Ï �� ÂÚþÀØþ ¥� x ø U �ä�Þ¹õ ( 10.2� .Àþ¢Âð ��±�� ��Ìì éÂÏ ø¢ Âû ßþ�Â����
ù�Ú÷� , x 2 �U ø Àª�� �µÆ� ´÷�þ¢�¤ �ä�Þ¹õ ×þ U � X Ý��î­Âê 4.2 .2 .��Ìì.¢¤�¢ ¢��ø x �ÎÖ÷ ¤¢ U ý�Â� �ê�½õ �ä�Þ¹õ ×þ. ö�ûÂ�¢��ø 0 < � < 1ø Q À�÷�õ �µÆ� ø Â��� �À½õ ¯øÂ¿õ ×þ �î Ý��î üõ ´��� �Àµ���î ¢¤�¢x 2 intQ ; U \ (x+Q) = fxg: (1)
¯øÂ¿õ ¥� ý� �ó�±÷¢ Ý�÷��� üõ Å� Àª�� �µª�À÷ ¢��ø üÏøÂ¿õ ß��� �î Ý��î üõ ­Âê: Ý�ª�� �µª�¢ �¤ Âþ¥ «��¡ �� fQjg À�÷�õ �µÆ�ø Â���ø �À½õ ý�û



42 �ú÷� ý�û¢Â�¤�î ø �û ö�ð ù¤�µ¨ ý¥�¨�À� , üÏøÂ¿õ�þ�¹� .2 ÛÊê,Qj+1 � f0g � intQj Ý�ª�� �µª�¢ j = 1;2; ::: Âû ý�Â� (1,\j�1Qj = Rx (2,x 2 intQj Ý�ª�� �µª�¢ ��÷ j = 1;2; ::: Âû ý�Â� (3.xj = x+ yj 2 U ø yj 6= 0 Ý�ª�� �µª�¢ j = 1;2; ::: Âû ý�Â� �î yj 2 Qj (4
, � > 0 Âû ý�Â� Ýþ¤�¢ Û±ì ��Ìì ��±�� ���Èõ Àª�� ¤�À÷�Âî Â�è fyjgj�1 �ó�±÷¢ Âð�U ý¥Âõ �ÎÖ÷ ×þ x ö�� ø x 2 �U � �U �Âþ¥ ´¨� Ëì��� ×þ ßþ� �î �x 2 U. �x 2 U Ý�ª�� �µª�¢ � > 1 ý�Â� Ý�÷��� üÞ÷ ´¨�y = 
x �î ¢¤�¢ ¢��ø 
 � 0 ù�Ú÷� yj ! y 2 Rx ø Àª�� ¤�À÷�Âî fyjgj�1 �ó�±÷¢ Âð�­Âê �� ��÷ ¤�� ßþ� �î , (1 + 
)x 2 U øÂ�þ� ¥� xj ! (1 + 
)x Àª�� 
 > 0 Âð� ,üÞ÷ ë�Ô�� " > "´ó�� 
 � 0 ¤¢ ßþ�Â����) . Ý�¨¤ üõËì��� �� x ö¢�� ý¥Âõ �ÎÖ÷.( Àµê�ø �j > 0 Ý þ¤�¢ j 2 N Â û ý�Â � Å � �j = jjyjjjjjxjj ø 
 = 0 � î À � � î ­Â ê: Ýþ¤�¢ yj 2 Qj ø \j�1Qj = Rx ö�� ßþ�Â� ùø�ä .limj!1�j = 
 = 0limj!1 yj�j = 
x
 = x: (2)ø x 2 �(U) ö�� ßþ� Â� ùø�ä , ( yj�j 2 Qj ¯øÂ¿õ ÓþÂã� Õ±Ïø 1�j > 0 �Â þ¥)� : Ýþ¤�¢ Àõ� Ç¿� üþ�Àµ�� Óþ¤�ã� ¤¢ �î (2.2) ø (2.1) Í��ø ¤ Õ±Ï x + yj 2 U�î ¢¤�¢ ¢��ø üµ±·õ �0 øyj =2 [0<���0� B(x; "):



43 �ú÷� ý�û¢Â�¤�î ø �û ö�ð ù¤�µ¨ ý¥�¨�À� , üÏøÂ¿õ�þ�¹� .2 ÛÊê. ¢¤�¢ Ëì��� (2) �¤�±ä �� ßþ� �î jjyj=�j � xjj � � Ýþ¤�¢ üÜ�¡ ý�û j ý�Â� Å�¤�ÂìÂ� ö� ý�Â� (1) ­Âê �î Àª�� ýÂ��� ø �À½õ ¯øÂ¿õ Q �î Ý��î üõ ­Âê ñ��ø T F � intQ �î Ýþ¤�¢ F = ffigi2N À�÷�õ üÎ¡ ÛÖµÆõ â���� ¥� ý� ù¢��÷�¡ Å� Àª��x+T F = fy fi(y) > 1 8i 2 Ng �î üþ�� ö� ¥� , fi(x) = 1 i 2 N Âû ý�Â��Â þ¥) fi(u) � 1 � î ¢¤�¢ ¢��ø i 2 N ×þ Àª� � u 6= x � î u 2 U Â û ý�Â � Å �fz : fi(z) = 1 ; 8i 2 Ng = fxg �î üþ�¹÷� ¥� , (u =2 x+T F Å� u =2 (x+Q). Àª�� üõ ×þ ¥� ÂµØ��î , x 6= u 2 U Âû ý�Â� fi(u) �î ÝþÂ�ð üõ �¹�µ÷��Þ� ��±�� ( 11.2 .2 ) ¤¢ �ê�½õ �ä�Þ¹õ ÓþÂã� �� á��¤ �� �î inf fi(u) < 1Å�� . ´¨�
�ê�½õ �ä�Þ¹õ ×þ x0 2 
lU �ÎÖ÷ Âû ý�Â� Âð� U � X Ý��î­Âê 5.2 .2 .��Ìì.x0 =2 �(U; x0) ù�Ú÷� Àª�� �µª�¢ ¢��ø U �� ´±Æ÷ x0 ý�Â�
À� ÷�õ ´±·õ ý� � ó� ± ÷¢ ý�Â � Å� x0 2 �(U; x) Ý��î ­Âê : ÓÜ¡ ö�ûÂ � . ö�ûÂ ��ä�Þ¹õ ×þ x0 ý�Â� Âð� , x0 + �kuk 2 U �î üÞÆì �� ø uk ! x0 Ýþ¤�¢ �k ! 0ù�ð ö� Ý�ª�� �µª�¢ F = ffigi2N À�÷�õ U ¤¢ �ê�½õ

1 � inffi(x0 + �kuk) = inf(1+ fi(�kuk)) = 1 + �kinffi(uk):



44 �ú÷� ý�û¢Â�¤�î ø �û ö�ð ù¤�µ¨ ý¥�¨�À� , üÏøÂ¿õ�þ�¹� .2 ÛÊêüõ Å� , ( inf fi(u) � 1 Ýþ¤�¢ u 2 U Âû ý�Â� �ê�½õ �ä�Þ¹õ ÓþÂã� Õ±Ï �Âþ¥).inffi(uk) � 0 �î ÝþÂ�Ú� �¹�µ÷ Ý�÷���fi(x0) = 1 � � ßþ� �î ; inffi(x0) � 0 ÝþÂ�ð üõ �¹�µ÷ uk ! x0 ö�� ßþ�Â� ùø�ä� . ´¨� ´¨¤¢ ÝØ� ø ÛÏ�� ÓÜ¡ ­Âê Å� ¢¤�¢ Ëì���
A2 � X ø Àª�� int ker A1 6= � ø ö�ð ù¤�µ¨ ×þ A1 � X Ý��î ­Âê 3.2 .2 .Ýóüõ �¹�µ÷ ù�Ú÷� A1 \ A2 6= � ø intA1 \ A2 = � �î ¢�ª ­Âê ´÷�þ¢�¤ �ä�Þ¹õ ×þ. 0 2 �(A1 � A2) ¢�ª. ö�ûÂ�´¨� ¤�Âì Â� Âþ¥ �Î��¤ Ý�û¢ üõ ö�È÷ �Àµ��(�a+ A1) \ A2 = � ; 8a 2 int kernA1 ; � > 0: (1)z 2 A1 ø � > 0 ø a1 2 int kerA1 Àª�� �µª�¢ ¢��ø �î Ý��î ­Âê : ÓÜ¡ ö�ûÂ�ø ´¨� ´÷�þ¢�¤ �ä�Þ¹õ ×þ A2ø a2 2 A2 ö�� , a2 =: �a1 + z 2 A2 �î üÞÆì ��. 11+� a2 2 A2 Ýþ¤�¢ Àª�� üõ ×þ ¥� ÂµØ��î ý¢Àä 1=1 + �: Ýþ¤�¢ üêÂÏ ¥�11 + � a2 = �1 + � a1 + 11+ � z 2 intA1:�¤ ��� �Î��¤ �õ �µÆû ÓþÂã� ¥�ø Àª�� üõ A1 ÕÜãµõ z ø A1 �µÆû �� ÕÜãµõ a1 �Âþ¥(. ÝþÂ�ð üõ �¹�µ÷



45 �ú÷� ý�û¢Â�¤�î ø �û ö�ð ù¤�µ¨ ý¥�¨�À� , üÏøÂ¿õ�þ�¹� .2 ÛÊê¤�ÂìÂ� (1) �Î��¤ Å� , ¢¤�¢ Ëì��� ­Âê �� �î 11+� a2 2 A2 \ intA1 ßþ�Â��� �:´¨� Âþ¥ �¤�±ä �� ¥ ¤� Ýû �Î��¤ ßþ� �î ´¨��a =2 A2 � A1 ; 8a 2 int kernA1 � > 0:¢�ª üõ üÜ± ì �� � �Î ��¤ � � �î , 0 2 A2 � A1 Ýþ¤�¢ A1 \ A2 6= � �î üþ�¹÷� ¥�� . ´¨� ��Þ� ��±�� ø ´¨� ¤�ÂìÂ� ��÷ 0 2 �(A1 � A2) ��®�� , 0 2 �(A2 � A1)
ù¤�µ¨ ø¢ �þ�¹� ø ö�ð ù¤�µ¨ ¥� �ÎÖ÷ �þ�¹� ü�ãþ Ç¿� ßþ� ��Ìì ßþÂ� Ýúõ �� ñ��Ýþ¤ø� üõ ´¨� ùÀõ� Rn ý�Ìê ¤¢ �î �¤ ý� ��Ìì �Àµ�� Ý�¨Â�õ Ýû ¥� ö�ð
� î ü Þ Æ ì � � À � ª� � Rn ¤¢ ö� ð¤� µ ¨ ý� û� ä� Þ ¹ õ V ø UÂ ð� 6.2 .2 .��Ìì�û¤�¢Â�¥� ý� �ä�Þ¹õ �Ü�¨�� U ø V ù�Ú÷� intU \ V = � ø Àª�� int kernU 6= �.À÷�È�õ ��¹õ Ó�ã® ¤�Ï �� F = (li)i=1;2;:::;m À�÷�õ. ´¨� ùÀõ� ℄4[ ¤¢ Rn �� ¯��Âõ ñ¢�ãõ ý�þ�Ìì üõ�Þ� ��±��: Àû¢ üõ ö�È÷ �¤ �û ¤�¢Â� Í¨�� Rn ý�Ìê ¤¢ ý¥�¨�À� ßþ� ¥� üÈþ�Þ÷ Àã� ñ�Øª�
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À�ª�� int kerA1 6= � �� X ¤¢ ö�ð ù¤�µ¨ ý �ä�Þ¹õ ø¢ A1 ø A2Âð� 7.2 .2 .��Ìì�� F = ffigi2N À�÷�õ üÎ¡ â���� �ä�Þ¹õ �Ü�¨�� A1 ø A2ù�Ú÷� intA1 \ A2 = � ø. À÷�È�õ ��¹õ Ó�ã® ¤�Ïø ´¨� ´÷�þ¢�¤ �ä�Þ¹õ ×þ U1 = A1 � a1 ù�ð ö� a1 2 int kernA1 Âð� . ö�ûÂ�.0 2 int kernU1Å� , x = z � a1 ø z 2 A1 Ýþ¤�¢ x 2 U1 ø 0 < � < 1 Ý��î ­Âê : �Â þ¥)�x = �z� �a1 = �z� [(��1)a1+ a1℄ = [�z+(1��)a1� a1℄ 2 A1� a1 = U1. ( ´¨� ´÷�þ¢�¤ �ä�Þ¹õ ×þ U1 Å�Ýþ¤�¢ �¤ fU tgt2U1 À�÷�õ �À½õ ý�û �ä�Þ¹õ ¥� ý� ù¢��÷�¡ (2.1 .2 ) Ýó ö¢Â� ¤�Ø� ���îU1 = [t2U1U t ; B(0; �) � U t ; 8t 2 U1:
�ä�Þ¹õ ×þ Û±ì ���Èõ U2 ø Àª�� a2 2 kern U2 Âð� U2 = A2 � a2 ß��� Ýû. Àª�� Dv = f�v : � 2 [0;1℄g �î ü�¤�¬ ¤¢ U2 = [v2U2Dv ÛØª �� ´¨� ´÷�þ¢�¤ù�Ú÷� U = U1 � U2Âð� ñ��U = U1 � U2 = [t2U1U t � [v2U2Dv = [t2U1;v2U2(U t �Dv):( U t �Dv = ft� v : t 2 U t ; v 2 Dvg �î) U t �Dv ý�û �ä�Þ¹õ ¥� ��Àî ÂûùÀª ÓþÂã� ÛØª ßþ� �� �î üÜ®�Ô� �Âþ¥ À÷¤�¢ Â� ¤¢ �¤ B(0; �) ��Àî Âûø À�µÆû �À½õ



47 �ú÷� ý�û¢Â�¤�î ø �û ö�ð ù¤�µ¨ ý¥�¨�À� , üÏøÂ¿õ�þ�¹� .2 ÛÊêý�ð Ûõ�ªø �À½õ ��÷ �û U tø Àª�� üõ �V Í¡ ý�µ¨�¤ ¤¢ U t �ä�Þ¹õ ñ�Öµ÷� ×þ. À÷¢�� B(0; �)ø ¢�ª üõ üØþ � �U �� �U �î Ý�÷�¢ üõ (1.1 .2) Ýó ¥��U = � �U = fx 2 X : �u(x) = 1g :. Àª�� A1 � A2 = U1 � U2 � (a2 � a1) = U � a ø a = a2 � a1 Ý��î ­Âê. � �U(a) = �U(a) � 1 Ýþ¤�¢ ø¤ ßþ� ¥� Àª�� üõ �U(a) � 1 ù�Ú÷� a =2 U Âð�¤�ÂìÂ� � �U = fx : �U(x) = 1g ø �U = fx : �U(x) � 1g �î üþ�� ö� ¥�. a 2 � �U �þ a =2 �U Ýþ¤�¢ ´¨�ù�Ú÷� Àª�� a 2 U Âð� ñ��0 2 U � a = (U1 + a1)� (U2 + a2) = A1 � A2:( 3.2 .2 ) Ýó ¥� intA1 \ A2 = � Ý�µª�¢ ß��»Þû ø ´¨� A1 \ A2 6= � ø¤ ßþ� ¥�. 0 2 �(A2 � A1) = �(U � a) �î ÝþÂ�ð üõ �¹�µ÷×þ a �î Ý�÷�¢ üõ üÜ±ì �Î��¤ � � �î ´¨� U �ä�Þ¹õ ý¥Âõ �ÎÖ÷ ×þ a ßþ�Â� �� ��þ a =2 �U üµó�� Âû ¤¢ �î ÝþÂ�Ú� �¹�µ÷ Ý�÷��� üõ Å� , ´Æû ��÷ �U ý�Â� ý¥Âõ �ÎÖ÷. a 2 � �U�Ü�¨�� �U �ä�Þ¹õ ¥� �¤ a Ý�÷��� üõ 3.2 .2 ��Ìì ö¢Â� ¤�Ø� �� , a =2 �U Ý��î ­Âê. Ý��î ��¹õ À�î� ¤�Ï �� ffigi2NÓ�ã® ¤�Ï �� Ýû ¥� ��÷ �¤ A1 ø A2 �ä�Þ¹õ ø¢ ffigi2N ß�Þû �î Ý���� üõ üµ��¤ ��



48 �ú÷� ý�û¢Â�¤�î ø �û ö�ð ù¤�µ¨ ý¥�¨�À� , üÏøÂ¿õ�þ�¹� .2 ÛÊê:Ýþ¤�¢ u 2 U Âû ý�Â� �Âþ¥ À��î üõ ��¹õfi(u) < fi(a):�� ���� �� �î fi(x2 � x1) < fi(a2 � a1) Ýþ¤�¢ x2 2 U2 ø x1 2 U1 Âû ý�Â� ü�ãþø x2 � a2 2 U2 � a2 = A2 �î f(x2 � a2) < fi(x1 � a1) Ý þ¤�¢ � û fi ö¢� � üÎ¡. À�î üõ ��¹õ Ýû ¥� ��÷�¤ A2 ø A1 �ä�Þ¹õ �û fi ö �Þû Å� x1� a1 2 U1� a1 = A1�� �î ü¹þ�µ÷ Õ±Ï Å� ; Àµê��� ë�Ô�� a 2 � �U ü�ãþ ÂÚþ¢ ´ó�� Ý��î üõ ­Âê ñ����¹õ Ó�ã® ¤�Î� a ¥� �¤ �U �î ffigi2N À�÷�õ üÑê�½õ �ä�Þ¹õ Ý�÷��� üõ Ý�µª�¢ ö��. Ý�ª�� �µª�¢ , À�î. ´¨� ��Þ� ��±�� ø À÷�ª üõ ��¹õ Ýû ¥� Ó�ã® ¤�Î� ��÷ A1 ø A2 ßþ�Â�����
int kernU �î üÞÆì �� X ¤¢ À�ª�� ö�ð ù¤�µ¨ ý�û�ä�Þ¹õ U ø V Âî� 8.2 .2 .��Ìì.Z = U�V +zø z 2 kern V � int ker U ø intU \V = � ø U \V 6= � Àª�� üú��÷ß þ� � î ¢¤�¢ ¢� �ø z �Î Ö ÷ ¤¢ Z ý�Â � F = ffigi2N¥� � ê�½ õ � ä� Þ¹ õ ×þ ù� Ú ÷���Ø�� ü�¤�±ã� À�î üõ ��¹õ Ó�ã® ¤�Ï �� ��÷ �¤ U; V �ä�Þ¹õ ø¢ ffigi2N�ä�Þ¹õ:À÷¤� ÂìÂ�Âþ¥, fi(z) = 1 Ýþ¤�¢ i 2 N Âû ý�Â� (1� î ý� � ÷� ð � � ¢¤�¢ ¢� �ø i 2 N × þ u 6= v � î v 2 V ø u 2 U Â û ý�Â � (2.fi(u) < fi(v)



49 �ú÷� ý�û¢Â�¤�î ø �û ö�ð ù¤�µ¨ ý¥�¨�À� , üÏøÂ¿õ�þ�¹� .2 ÛÊê
. ö�ûÂ�z = v � u Âð� Àª�� u 2 int kernU ø v 2 kernV Ý��î üõ ­Âê :1 ´ÞÆì ��±��ø¢ Û®�Ô� �¤�¬ �� �î Z ßþ� Â� ��� , Z = (U � u)� (V � v) = U � V + z Ýþ¤�¢.¢�� Àû��¡ 0 2 int kern Z �� ´÷�þ¢�¤ �ä�Þ¹õ ×þ , ´¨� ´÷�þ¢�¤ �ä�Þ¹õ� þ z =2 
lZ � î Ý � û¢ ö� È ÷ Ý � ÷�� � ü õ (7.2 .2) � � Ì ì � �� È õ ü �� ± �� � Ü � ¨ø � �z 2 U � V + z = Z Å� 0 2 U � V Ýþ¤�¢ U \ V 6= � �î üþ�� ö� ¥� ; z 2 � �Zö� � ß þ�Â � ùø� ä ,À ª � � �Z ¤¢ ý¥Â õ � Î Ö ÷ × þ À ÷�� � ü õ Í Ö ê z ß þ� Â � � � ��Ø�þ� ¥� Å� 0 = z � z 2 z � (kern V � int ker U) Ýþ¤�¢ z 2 kern V � int ker U¢�ª üõ Õ±Î�õ Z ¥Âõ Â� �(Z) Ý�÷�¢ üõ 0 2 int kern(U � V ) + z = int kernZ. z 2 �(Z) Å�´±Æ÷ Z ¤¢ F = ffigi2N À�÷�õ �ê�½õ �ä�Þ¹õ ×þ (5.2 .2 )��Ìì �Ü�¨�� ßþ�Â����Ýû ¥� �¤ U ø V Ó�ã® ¤�Î� F ù¢��÷�¡ �î �î ¢�ª üõ ùÀþ¢ ü÷�¨� �� ; ¢¤�¢ ¢��ø z ��.À�î üõ ��¹õ×þ �Á ó , Àª� � üõ u � v + z 6= z ù�Ú ÷� Àª� � u 6= v �î v 2 V ø u 2 U Âð�.2ßþ� ø fi(u) < fi(v) Ýþ¤�¢ ßþ�Â���� , fi(u� v + z) < 1 = fi(z) �î ¢¤�¢ ¢��ø i 2 N� . À�î üõ ��Þ� �¤ ��±��



50 �ú÷� ý�û¢Â�¤�î ø �û ö�ð ù¤�µ¨ ý¥�¨�À� , üÏøÂ¿õ�þ�¹� .2 ÛÊêö�ð¤�µ¨ ý�û �ä�Þ¹õ �Ü�¨�� °þÂÖ� ßþÂµú� ý�û �Ê¿Èõ 3.2­Âê ö�ð ù¤�µ¨ ×þ U � X ø Àª�� fxigi2N �þ�� �� üÖ�Ö�  �÷�� ý�Ìê ×þ X Âð��� ßþ�Â���� . U \ intB(x; r) = � ù�Ú÷� r = infu2U jjx� ujj ø x =2 U ß��»Þû , ¢�ªÀ÷�ª ��¹õ Ýû ¥� Ó�ã® ¤�Î� À�÷��µ�õ B(x; r) ý�ð ø U �ä�Þ¹õ 8.2 .2��Ìì �Ü�¨øüõ �À�� ´¨¢ �û ö�ð ù¤�µ¨ ýø¤ °þÂÖ� ßþÂµú� ��Ê¿Èõ �� ¸þ�µ÷ ßþ� ¥� ù¢�Ôµ¨� �� ø.Ý��îß � � » Þ û ø ,´ ¨� ö� ð ù¤� µ ¨ × þ B(x; r) ý� ð � î Ý � � Ø � õ ý¤ø� ¢� þ �À µ ���� Àª�� x ý�Â� üÚþ�ÆÞû ×þ V ø r > 0 Âð� �Âþ¥ Àª�� üõ x 2 int kern B(x; r): Ýþ¤�¢ y 2 B(x; r) ø z 2 V ø � 2 [0;1℄ Âû ý�Â� �î ý� �÷�ðjj x� [�z + (1� �)y℄ jj =
jj�(x� z) + (1� �)(x� y)jj

� jj�(x� z)jj+ jj(1� �)jjx� yjj
� �r + (1� �)r = r:Å� �z + (1 � �)y 2 B(x; r) Ý�µ êÂð �¹�µ ÷ y 2 B(x; r) ø z 2 V Âû ý�Â � Å�. x 2 int kern B(x; r) Ýþ¤�¢ ¢�� x ý�Â� üÚþ�ÆÞû ×þ V ö��ø V � kern B(x; r)



51 �ú÷� ý�û¢Â�¤�î ø �û ö�ð ù¤�µ¨ ý¥�¨�À� , üÏøÂ¿õ�þ�¹� .2 ÛÊêüÎ¡ ë�ê â��� ¥� ù¢�Ôµ¨� ffigi2N ¢¤�õ ¤¢ �ãó�Îõ Ýúõ ý�û¤���� ¥� üØþ 2.3 .2 .ÂîÁ�ffigi2Nù¢��÷�¡ Í¨�� V ø U Âð� �î ´¨� ùÀõ� ℄7[ ¤¢ .Àª�� üõ q(x) = infi2Nfi(x)¢� ª ü õ Ó þÂ ã � � î Â Ô ¬ ¤¢ ��q Â þÁ � Õ µ È õ ë� ê â �� � ù� Ú ÷� À ÷� ª �� ¹ õ Ý û ¥�
offi ` : i 2 Ng �À½õ �µ¨��Â� ��q(0) = ff 2 X� : f(x) � q(x) ; 8x 2 Xg. ¢�ª üõ Õ±Î�õù�Ú÷� , x =2 U ø u0 2 Uø Àª�� X ¤¢ ´÷�þ¢�¤ �ä�Þ¹õ Âþ¥ ×þ U Âî� 9.3 .2 .��Ìì:À÷¤�ÂìÂ� Âþ¥ ��Ø��¢��ø F = ffigi2N À�÷�õ üÎ¡ â���� ¥� ÛÖµÆõ ý� ù¢��÷�¡ ù�Ú÷� u0 2 PU(x) Âð� (1�î ¢¤�¢, fi(x) = 1 Ýþ¤�¢ i 2 NÂû ý�Â� -Óó� �,u 6= v ø ( r = d(x; U) �î üõ�Ú�û) v 2 B(x; r) ø u 2 U Âû ý�Â� -� �.fi(u) < fi(v) �î Àª�� �µª�¢ ¢��ø i 2 N ×þù�Ú ÷� Àª� � ¤�Â ìÂ � ö� ý�Â � Â þ¥ ¯Âª � î À �ª� � � µ ª�¢ ¢��ø F = ffigi2N Â ð� (2u0 2 PU(x)
ø r = jjx� u0jj �î üõ�Ú�û ).U � B(x; r) = [i2N (U � B(x; r))i - � �((U � B(x; r))i = f(u; v) 2 U � B(x; r) : fi(u) � fi(v)g¢��ø i 2 N ×þ u 6= v �î v 2 V ø u 2 U Âû ý�Â� �î Àû¢ üõ ü�ãõ ��� ¯Âª. Àª�� ¤�ÂìÂ� fi(u) < fi(v) �î Àª�� �µª�¢



52 �ú÷� ý�û¢Â�¤�î ø �û ö�ð ù¤�µ¨ ý¥�¨�À� , üÏøÂ¿õ�þ�¹� .2 ÛÊê
. ö�ûÂ��î jjx� u0jj = r = infu2U jjx� ujj Ýþ¤�¢ ù�Ú÷� Àª�� u0 2 PU(x) Ý��î ­Âê (1)ý�ð Ý�÷�¢ üõ ß��� Ýû , U \B(x; r) 6= � ø u0 2 U \B(x; r) �î Àû¢ üõ �¹�µ÷ ßþ�.Àª�� üõ x 2 int kernB(x; r) �î ´¨� ü÷�ð ù¤�µ¨ B(x; r). U \ intB(x; r) = � Å� U � fu 2 X jju� xjj � rg ßþ� Â� ùø�äx 2 int kernB(x; r) ø 0 2 kernU �î üþ�¹÷� ¥� Z = U�B(x; r) Ý��î üõ­Âê ñ��. Àª�� üõ z0 = �x 2 kern U � int kern B(x; r) �ÁóÀ� ÷� õ üÎ¡ ÛÖµÆõ â��� � ¥� ý� ù¢�� ÷ �¡ Ý� ÷�¢ üõ ( 8.2 .2)��Ìì �Ü �¨� � Å�ý�Â � ß � � » Þ û , f 0i (�x) = 1 Ý þ¤�¢ i 2 N Â û ý�Â � � î ¢¤�¢ ¢� �ø F 0 = ff 0igi2N.f 0i(u) � f 0i(v) �î ¢¤�¢ ¢��ø i 2 N ×þ u 6= v �î u 2 U ø v 2 B(x; r)Âû ý�¥� �� �î üõ�Ú�û ´¨� ¤�Âì Â� F = ffigi2N ý�Â� (�)ø (Óó�) ´ó��ø¢Âû ßþ�Â����. , Àª�� fi = �f 0i , i 2 N¯Âª�� (�) ¯Âª ù�Ú÷� q(x) = infi2Nfi(x) Âð� Àª�� ¤�ÂìÂ� (� )¯Âª Ý��î ­Âê.2: ´¨� ¥¤� ÝûÂþ¥q(u� v) � 0 8u 2 U ; 8v 2 B(x; r) (1).U \ intB(x; r) = � �î Ý�û¢ üõ ö�È÷ �Àµ���õüÚþ�ÆÞû ßþ�Â���� u 2 int B(x; r) ø u 2 U ¢¤�¢ ¢��ø �î Ý��î ­Âê : ÓÜ¡ ö�ûÂ�u� V ù�ð ö� Àª�� ÂÔ¬ ¥� üÚþ�ÆÞû ×þ V Âð� ¢�� Àû��¡ B(x; r) �ä�Þ¹õÂþ¥ u ¥�u�V � B(x; r) �î V À�÷�õ ÂÔ¬ ¥� üÚþ�ÆÞû ×þ Ýþ¤�¢ Å� ¢�� Àû��¡ u ¥� üÚþ�ÆÞûÂ� ¤¢ �¤ ÂÔ¬ ´÷�þ¢�¤ �ä�Þ¹õ Âûø ùÀª­Âê ´÷�þ¢�¤ ×þ U �î üþ�� ö� ¥� ß��� Ýû ,



53 �ú÷� ý�û¢Â�¤�î ø �û ö�ð ù¤�µ¨ ý¥�¨�À� , üÏøÂ¿õ�þ�¹� .2 ÛÊê.q(v) � 0 , v 2 V Âû ý�Â� �î ¢�ª üõ �¹�µ÷ (1) �Î��¤ �� ¢¤�¢¥� ø (q(u� (u� v)) = q(v) � 0 ßþ�Â���� u 2 U ø u� v 2 u � V � B(x; r) �Âþ¥)ßþ�Â���� , q(x) � 0 , x 2 X Âû ý�Â� ÝþÂ�ð üõ �¹�µ÷ q ö¢�� ´±·õ ßÚÞû ´�¬�¡� � ß þ� � î , 0 2 
offi : i 2 Ng Ý þ¤�¢ (2.3 .2 ) Â îÁ �¥� ù¢� Ô µ ¨� � � , 0 2 ��q(0). ´¨� ÛÏ�� ÓÜ¡ ­Âê Å� ¢¤�¢ Ëì��� f = ffigi2N ö¢�� üÎ¡ ÛÖµÆõr = jjx�u0jj �î üþ�¹÷� ¥� ø U � fu 2: jju�xjj � rg �î ÝþÂ�ð üõ �¹�µ÷ ßþ�Â����.´¨� ��Þ� ��±�� ø u0 2 PU(x0) Å� r = infu2U jjx� ujj Ýþ¤�¢ u0 2 U ø�
Âþ¥ ��Ø�� ù�Ú÷� , x =2 A ø x0 2 Aø Àª�� X ¤¢ ü÷�ð ù¤�µ¨ A Âð� 10.3 .2 .��Ìì:À÷¤�ÂìÂ��î ¢¤�¢ ¢��ø F = ffigi2N¥� �ê�½õ �ä�Þ¹õ ù�Ú÷� x0 2 PA(x) Âð� (1, fi(x) = 1 Ýþ¤�¢ i 2 NÂû ý�Â� -Óó� �Àª�� �µª�¢ ¢��ø i 2 N ×þ ,a 6= v �î v 2 B(x; r) ø a 2 A Âû ý�Â� -� �.fi(a) < fi(v) �îù� Ú ÷� Àª� � ¤�Â ìÂ � ö� ý�Â � Â þ¥ ¯Âª � î À �ª� � � µ ª�¢ ¢��ø F = ffigi2N Â ð� (2x0 2 PA(x)



54 �ú÷� ý�û¢Â�¤�î ø �û ö�ð ù¤�µ¨ ý¥�¨�À� , üÏøÂ¿õ�þ�¹� .2 ÛÊê.A�B(x; r) = [i2N (A� B(x; r))i - � �((A�B(x; r))i = f(a; v) 2 A�B(x; r) : fi(a) � fi(v)g �Ø�õ�Ú�û ) . ö�ûÂ�� ¹ � µ ÷ ß þ� � î r = d(x0; A) Ý þ¤�¢ ù� Ú ÷� À ª� � x0 2 PA(x) Ý � � î ­Â ê (1)�î B(x; r) ö�ð ù¤�µ¨ ý�ð �Áó , A \ B(x; r) 6= � ø x0 2 A \ B(x; r) �î Àû¢ üõ. Ýþ¤�¢ �¤ x 2 int kernB(x; r). A \ intB(x; r) 6= �Å� A � fu 2 X jju� xjj � rg ßþ� Â� ùø�äx 2 int kernB(x; r) ø u 2 kern A �î üþ�¹÷� ¥� Z = A�B(x; r) Ý��î üõ­Âê ñ��. Àª�� üõ z0 = u� x 2 kern A� int kern B(x; r) �Áóü Î ¡ Û Ö µ Æ õ â ��� � ¥� ý� ù¢�� ÷ � ¡ Ý � ÷�¢ ü õ ( 8.2 .2)� � Ì ì � Ü � ¨� � Å �ý�Â� ß��»Þû , gi(z0) = 1 Ýþ¤�¢ i 2 N Âû ý�Â� �î ¢¤�¢ ¢��ø G = fgigi2N À�÷�õ.gi(a) � gi(v) �î ¢¤�¢ ¢��ø i 2 N ×þ a 6= v �î a 2 A ø v 2 B(x; r)ü � ã þ À ª� � � µ ª�¢ 
i À � ÷� õ ý¤�À Ö õ gi Â û ý�Â � ø ´ �� � u 2 kernA Â ð� ñ� �Ýþ¤�¢ fi Âû ý�Â � �î ; fi(x) = �gi(x) + 
i Ý��î üõ ÓþÂã � i Âû ý�Â � , 
i = gi(u), fi(x) = �gi(x) + 
i = gi(u� x) = gi(z0) = 1.´¨� ¤�Âì Â� F = ffigi2N ý�Â� (�)ø (Óó�) ´ó��ø¢Âû ßþ�Â����� . Àª�� üõ �û ´÷�þ¢�¤ ý�Â� ( 9.3 .2)��Ìì ���Èõ �ø¢ ´ÞÆì ��±��-2



3 ÛÊê
ý�úÜØª ý¥�¨�À� ø �û ö�ð ù¤�µ¨ �þ�¹�

�û ö�ð ù¤�µ¨ �� �À½õ�÷
�ä�Þ¹õ ýø¤ �¤ °þÂÖ� ßþÂµú� ý�û �Ê¿Èõ ¶½� Ýþ� ù¢�� ßþ� ñ�±÷¢ �� ÛÊê ßþ� ¤¢×þ ý¥�¨�À� ý�Â� Ýµþ¤�Úó�ø ��Ìì À�� �Àµ�� ¤�Ñ�õ ßþÀ� . Ý��î ö��� �À½õ�÷ ý�ûö¢¤ø� ´¨À� ý�Â� �þ�¹� ßþ� ¥� Å³¨ ø Ýþ� ù¢¤ø� �û ö�ð ù¤�µ¨ �� �À½õ�÷ �ä�Þ¹õ. Ýþ� �µêÂð ×Þî �À½õ�÷ ý�û �ä�Þ¹õ ýø¤ °þÂÖ� ßþÂµú� ý�û �Ê¿Èõ

�À½õ ý�û �ä�Þ¹õ �� ö�ð ù¤�µ¨ ×þ �þ�¹� 1.3
:À÷¥ ¤� Ýû Âþ¥ ��Þ� ù�Ú÷� u 2 Uø Àª�� U � X Âð� 11.1 .3 .��Ìì
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56 �û ö�ð ù¤�µ¨ �� �À½õ�÷ ý�úÜØª ý¥�¨�À� ø �û ö�ð ù¤�µ¨ �þ�¹� .3 ÛÊê�À½õ ý�û �ä�Þ¹õ ¥� ý� ù¢�� ÷� ¡ø � > 0 ø I À � ÷� õ ý¤�ÁÚÆ þÀ ÷� ù¢�� ÷� ¡ (1�î À÷¤�¢ ¢��ø (Ui)i2IÀ�÷�õU = [i2I Ui ; B(u; �) � Ui 8i 2 I:
.u 2 int kernUø ´¨� ö�ð ù¤�µ¨ ÛØª ×þ U (2: (1! 2) . ö�ûÂ�i 2 I ÝþÂ�ð üõ �¹�µ÷ (1) ´ÞÆì ¥� , � 2 [0;1℄ ø x 2 U ø z 2 B(u; �) Ý��î ­Âêüõ �¹�µ÷ z 2 B(u; �) � Ui ø ´¨� �À½õ Ui �î üþ�¹÷� ¥� , x 2 Ui �î ¢¤�¢ ¢��ø.(1� �)z + �x 2 Ui � U �î ÝþÂ�ðö�� ø z 2 kernU ßþ� Â� ��� ´¨� ¤�ÂìÂ� �Î��¤ ßþ� U �� ÕÜãµõ ù��¿ó¢ x Âû ý�Â� ö��. u 2 int kernU Å� B(u; �) � kernU Ýþ¤�¢ Ý�µª�¢ �¤ ßþ� z 2 B(u; �) Âû ý�Â�: (2! 1). B(u; �) � kernU �î � > 0 ¢¤�¢ ¢��ø �Þµ� Å� u 2 int kernU �î üþ�� ö� ¥�. Ux = 
o(x [ B(u; �)) Ý��î ÓþÂã� x 2 U Âû ý�Â�¢�ª üõ ��±�� ℄9[ ¤¢�î 
oU = fPn1 �i xi j xi 2 U; �i � 0;Pn1 �i = 1 ; n 2 Ng)�À½õ ùÀª ÓþÂã� Ux ßþ�Â���� (. Àª�� üõ U Ûõ�ª �À½õ �ä�Þ¹õ ßþÂµØ��î 
o(U): Ýþ¤�¢ ßþ�Â���� x 2 Ux Ýþ¤�¢ x 2 U Âû ý�Â� �î üþ�¹÷�¥� , Àª�� üõ �µÆ� øU � [x2U Ux: (1)



57 �û ö�ð ù¤�µ¨ �� �À½õ�÷ ý�úÜØª ý¥�¨�À� ø �û ö�ð ù¤�µ¨ �þ�¹� .3 ÛÊê: Àû¢ üõ �¹�µ÷ �î Ux � U Ýþ¤�¢ UxÂû ý�Â� üêÂÏ ¥�[Ux � U: (2). Àª ��Þ� ��±�� ßþ� Â� ��� B(u; �) � Ux ø [Ux = U ÝþÂ�ð üõ �¹�µ÷ (2)ø (1) �Î��¤ ¥��
ù¤�µ¨ ×þ �À½õ �ä�Þ¹õ Âû �î Ý�÷�¢ üõ Ýþ¤�¢ �û ö�ð ù¤�µ¨ ÓþÂã� ¥� �î ¤�Î÷�ÞûU�ä�Þ¹õ ÝþÂ�Ú� �¹�µ÷ Ý�÷��� üõ U = kernU Ý�ª�� �µª�¢ Âð� ÅØãó�� , ´Æû ��÷ ö�ð. ´¨� �À½õ �Þµ�ý�û �ä�Þ¹õ ýø¤ Â� °þÂÖ� ¶½� ¥� Ý�÷��� üõ , ��Ìì ßþ� ý�û¢Â�¤�î ¥� üØþ ö���ã�. Ý���þ ´¨¢ �û ö�ð ù¤�µ¨ ýø¤ °þÂÖ� ßþÂµú� ��Ê¿Èõ �� ø ù¢Âî ù¢�Ôµ¨� �À½õý�û �ä�Þ¹õ ¥� üû��µõ á�Þµ�� ø �À½õ ý�û �ä�Þ¹õ ¢¤�õ ¤¢ �î Âþ¥ ��Ìì ø¢ ��. Ý��î üõ ���� ´¨� ùÀõ� ñ���Þ�ÆîøÂ�
ÓÈ � ± � ü Ü ¡�¢ �Â ® ý� Ì ê ¤¢ � µ Æ � �À ½ õ � ä� Þ ¹ õ Â û 12.1 .3 .��Ìì(3.5 ��Ìì ℄9[). ´¨�

. ´¨� ñ���Þ�ÆîøÂ� , ñ���Þ�ÆîøÂ� ý�û �ä�Þ¹õ ¥� üû��µõ á�Þµ�� 13.1 .3 .��Ìì�ÎÖ÷ �Ü¬�ê ri ø À�ª�� �À½õ �û Ui ¥� ��Àî Âû ø Àª�� U = [i2f1;2;:::;ngUi Âð� : ö�ûÂ�



58 �û ö�ð ù¤�µ¨ �� �À½õ�÷ ý�úÜØª ý¥�¨�À� ø �û ö�ð ù¤�µ¨ �þ�¹� .3 ÛÊê¥� U �ä�Þ¹õ �Ü¬�ê r = minfr1; r2; :::; rmg ù�ð ö� ¢�ª �µêÂð ÂÑ÷ ¤¢ Ui �ä�Þ¹õ �� x. ¢�� Àû��¡ x�À½õ ý�û �ä�Þ¹õ ¢�Àã� ø Àª�� üÜ¡�¢ �Â® �õ ý�Ìê üÎþ�Âª ´½� Âð� ßþ�Â����. ´¨� ñ���Þ�ÆîøÂ� ö�ð ù¤�µ¨ �î ÝþÂ�Ú� �¹�µ÷ Ý�÷��� üõ , ¢�ª üû��µõ ö�ð ù¤�µ¨ Âû ¤¢
¤��ðÂ� Ç�î ùÂþ�� ¤¢ �î 1386 ñ�¨ Â���³õ�î ßÞ¹÷� üÜõ Å÷�ÂÔ�î ß�Þû¢ ��¨ ¤¢¤¢ �À½õ�÷ ñ�Øª� �þ�¹� ø �û ö�ð ù¤�µ¨ �þ�¹� ý�Â� ý¢Â�¤�î üªø¤ ø Ýµþ¤�Úó� , Àª: Ý��î üõ ù¤�ª� ö� �� Âþ¥ ¤¢ �î (℄1[ ¤¢ À���±�)Àþ¢Âð �ÂÎõ ý� ù¤�µ¨ ü���÷ �� Rn
ý�¤�¢ �î üþ�û §�¤ , Àª� � Rn ý�Ìê ¤¢ üãÜ® À�� ×þ A Âð� 12.1 .3 .ÓþÂã�.Ý�õ�÷ üõ ÂãÖõ �¤ À�ª�� ��¤¢ 180 ¥� Ç�� üÜ¡�¢ �þø�¥(.¢¤�À÷ ýÂãÖõ §�¤ º�û , �À½õ �ä�Þ¹õ ×þ : �µØ÷ )
üõ ö�ð ù¤�µ¨ ÂãÖõ §��¤ á�®� ö¢�¢ ¢�Àµõ� �� Ý�ª�� �µª�¢ ö�ð ù¤�µ¨ ×þ Âð� ñ��ÓþÂã� ¤¢ �î üó�Øª� �� Ý�÷��� üõ ) Ý��î �þ�¹� �À½õ ü���÷ �� �¤ ö�ð ù¤�µ¨ Ý�÷���( .Ý��î ���� Àõ� (9.1 .1)ý�û �Ø � ´ª�¢ À �û��¡ Û¡�À � Ýû � � � � ÷ ¯�Î¡ ßþ� � î n Â · î� À� ö¢�¢ ¢�À µ õ� � �°¨��õ ßµª�Áð Ýû ¤��î �� À�û¢ üõ Çª�� �¤ �ä�Þ¹õ Ûî �î À�þ� üõ ¢���� ü�À½õ



59 �û ö�ð ù¤�µ¨ �� �À½õ�÷ ý�úÜØª ý¥�¨�À� ø �û ö�ð ù¤�µ¨ �þ�¹� .3 ÛÊêüõ ´¨À� ñ�Þ�Æî�õ �À½õ ü���÷ (Àõ� Àû��¡ �õ�¢� ¤¢ ¤�î ù�½÷) �À½õ ý�û �Ø�. ¢�� Àû��¡ ö�ð ù¤�µ¨ �µÆû , �ä�Þ¹õ ñ�Þ�Æî�õ �À½õ ü���÷ ß�� íÂµÈõ ����÷ . À�þ��ä�Þ¹õ �� 
k À�÷�õ ý� ����÷ öÀª �ê�®� �� �î Ý�ª�� �µª�¢ ü�À½õ�÷ �ä�Þ¹õ ù�ðÂû. Ý�þ�ð üõ �ä�Þ¹õ ÛÞØõ 
k �� ¢�ª ÛþÀ±� �À½õ ý�
�ø�Ôµõ ý�û Ýµþ¤�Úó� �� �û ö�ð ù¤�µ¨ �� �À½õ�÷ ñ�Øª� �þ�¹� 2.3Ý�û��¡ ��¹÷� �¤ ý¥�¨�À� ©ø¤ ß�Þû �� Ýû ¥�� Ý�ª�� �µª�¢ �À½õ�÷ ÛØª ×þ Âð� ñ��üØþ ñ�Þ�Æî�õ �À½õ ü���÷ ß�� í�Âµª� ö�ð ù¤�µ¨ Â�è ñ�Øª� ¤¢ �î �ø�Ô� ßþ� �� ¢�¢. ´ª�¢ Ý�û��¿÷ �µÆû ×þ �fõø�ó ø ¢�� Àû��¿÷�� Å� , À�û¢ üõ ö�ð ù¤�µ¨ ×þ Û�ØÈ� �µÆû Âû ¤¢ íÂµÈõ ñ�Þ�Æî�õ �À½õ ü���÷´þ�ú÷ ¤¢ ø Ý��î �À�� �¤ í�Âµª� ßþÂµÞî �� ñ�Þ�Æî�õ �À½õ ü���÷ �î Ý�µÆû ßþ� ñ�±÷¢. Ý�ª�� �µª�¢ �ä�Þ¹õ ýø¤ �û ö�ð ù¤�µ¨ ¥� Çª�� ×þ�Àµ�� ¤�Ñ�õ ßþ� ý�Â� Ý��� þ üõ �¤ ñ�Þ�Æî�õ �À½õ ü���÷ �Þû Ýµþ¤�Úó� ñø� ¥�ê ¤¢�µ¨¢ ø¢ �� �¤ �À½õ ý�û �Ø� vi ÂãÖõ §�¤ Âû ý�Â� ø ù¢�¢ ¢�Àµõ� �¤ ÂãÖõ §��¤ á�®�À�µÆû vi §�¤ �� i �±ó ¢�Àµõ� ¤¢ ø À�îÂµÈõ vi §�¤ ¤¢ �î üþ�ú÷� , Ý��î üõ Ý�ÆÖ��À½õ ���� ÷ ×þ ñø� ùøÂð á�Þµ�� ¥� , À� µÆû �� i + 1 �± ó ¢�Àµõ� ¤¢ �î üþ�ú ÷� øßþÀ� ø Ý�û¢ üõ ��¹÷� ÛØª ÂãÖõ §��¤ ��Þ� ý�Â� �¤ ¤�î ßþ� , Àþ� üõ ´¨À� ñ�Þ�Æî�õ. ¢¤ø� Ý�û��¡ ´¨À� ÛØª Ûî ý�Â� ñ�Þ�Æî�õ �À½õ ü���÷ ¥� Çª�� ×þ °��Â�ý�û �À½õ ý�û �ä�Þ¹õ íÂµÈõ ü���÷ ö¢Âî �À�� ñ�±÷¢ �� Ýµþ¤�Úó� ýÀã� ¥�ê ¤¢



60 �û ö�ð ù¤�µ¨ �� �À½õ�÷ ý�úÜØª ý¥�¨�À� ø �û ö�ð ù¤�µ¨ �þ�¹� .3 ÛÊê. ¢�� Ý�û��¡ ñ�Þ�Æî�õñ�Þ�Æî�õ �À½õ ü���÷ Í¨�� ù¢�¨ ý�û üãÜ® À�� Çª�� Ýµþ¤�Úó�: (ñø� ¥�ê)
(.´¨� ñ�Þ�Æî�õ �À½õ ü���÷ ùÀ÷¤�Þª n). ùÀ� ¤�Âì M1 = � ø n = 1 (1ßþ� ­Âê �� , Ýþ¤ø� üõ ´¨À� �¤ �À½õ ü���÷ ÂãÖõ §��¤ á�®� ö¢�¢ ¢�Àµõ��� (2Àû��¡ �õ üãÜ® À�� ýø�Æõ [Ci ù�Ú÷� Ý�û¢ Çþ�Þ÷ Ci �� �¤ �À½õ �Ø� Âû �î. ¢��: ßî ¤�ÂØ� �¤ Âþ¥ ý�û¤�î vi ÂãÖõ §�¤ Âû ý�Â� (3

¤¢ �î üþ�ú÷� : ßî Ý�ÆÖ� �µ¨¢ ø¢ �� À�îÂµÈõ vi §�¤ ¤¢ �î ü�À½õ ü���÷ (a). À�µÆû �� i+ 1 �±ó ¢�Àµõ� ¤¢ �î üþ�ú÷� ø À�µÆû ��i ý �±ó ¢�Àµõ�: ßî �Â�� �µ¨¢ ø¢ Âû ý�Â� �¤ Âþ¥ Û��Âõ (b)
×�� �¤ �û �Ø� ßþ� ø ùÀ� ¤�Âì Dj ýø�Æõ �¤ �À½õ ý�û �Ø� �Þû á�Þµ�� i.. ö�� À�Ô¨À÷� ù¢¤�¿÷ �õÂì ×�� Dj ý�û �þ�ÆÞû �Þû �î üµìø �� �¤ Âþ¥ Û��Âõ ii.. ùÀ� �õ�¢�



61 �û ö�ð ù¤�µ¨ �� �À½õ�÷ ý�úÜØª ý¥�¨�À� ø �û ö�ð ù¤�µ¨ �þ�¹� .3 ÛÊê��¿µ÷� Ck À�÷�õ ´¨� ù¢¤�¿÷ �õÂì ×�� �î �¤ Dj ý�û �þ�ÆÞû ¥� üØþ iii..ßîø ö�� À�Ô¨ ×�� �¤ 
k ù�ð ö� ´¨� �À½õ Ck ø Dj á�Þµ�� Âð� iv..ii �� øÂ� ø Dj [ Ck ! Dj.ii �� øÂ� ø ö���õÂì ×�� �¤ 
k ù�Ú÷� ¢¤�À÷ ÛÞØõ �Ø� Dj [ 
k Âð� v.Dj [ 
k �� �¤ ÛÞØõ �Ø� ¢¤�¢ ÛÞØõ �Ø� ø ùÀÈ÷ �À½õ Dj [ 
k Âð� vi.. ßî �ê�®�ñ�½��� ùÀª �ê�®� ý�û �Ø� �Þû �¤�Ê�þ� ¤¢ ´¨� �À½õ Dj [ 
k Âð� vii..ii �� øÂ� ø. ö�� À�Ô¨ ×�� �¤ �ú÷� Ûîø ßî �ê�®� Dj �� �¤ 
k øi = 1 ý�Â� Dj 6= Mi Âð� , ´¨� ñ�Þ�Æî�õ �À½õ ����÷ ×þ Dj ö��î� viii.. n = n+ 1ø Mn = Dj ùÀ� ¤�Âì ù�Ú÷� n ��. ßî í�� À÷� ù¢¤�¡ �õÂì ×�� �î ü���÷ �Þû ix.
ü±þÂÖ� Ýµþ¤�Úó� �Ü�¨�� ñ�Þ�Æî�õ �À½õ ü���÷ í�Âµª� �±¨�½õ: ( �ø¢ ¥�ê) 1ö�Æ÷��
§�¤ Âû ý�Â� Àª�� ÛØª ñ�Þ�Æî�õ �À½õ ü���÷ �Þû �ä�Þ¹õ X �Ø�þ� ­Âê (1ü���÷ ��Þ� ¥� ÛØÈµõ Ai À�÷�õ ý� �ä�Þ¹õ , X ¤¢ âì�ø Ci �À½õ �Ø� Âû ¥� ÂãÖõá�Þµ�� ýø�Æõ �¤ F �ä�Þ¹õ ßî ¢�¹þ� À�îÂµÈõ §�¤ ö� ¤¢ �î üó�Þ�Æî�õ �À½õ. ùÀ� ¤�Âì üú� ýø�Æõ �¤ Q ø �û Ai �ÞûJohnson 1



62 �û ö�ð ù¤�µ¨ �� �À½õ�÷ ý�úÜØª ý¥�¨�À� ø �û ö�ð ù¤�µ¨ �þ�¹� .3 ÛÊêö�ù�Ú÷� . jAij � jAjj Ý�ª�� �µª�¢ Âð� i 6= j Âû ý�Â� ø ßî �À�� �¤ F �� ÕÜãµõ Aj (2. Aj [Q! Q ø ßî éÁ� F ¥� �¤. X = X � Aj ø Ai = Ai � Aj ùÀ� ¤�Âì F �� ÕÜãµõ Ai Âû ý�¥� �� (32 �� øÂ� ¢�� üú� Óó�¿õ F Âð� (4. ßî ��ä� �ä�Þ¹õ ¥� ö�ð ù¤�µ¨ �Ôó�õ ×þ ö���ã� �¤ Q �ä�Þ¹õ (5.1 �� øÂ� ¢�� üú� Óó�¿õ X Âð� (6:¢¤�¢ üÚµÆ� Ûõ�ä ø¢ �� ý� ù¤�µ¨ ü���÷ ¢�Àã� - �ø¢ ø ñø� ¥�ê- Ýµþ¤�Úó� ßþ� ¤¢.�ú÷� ��î�Âµª� ö¢�� ¢�þ¥ �þ Ýî-2 ñ�Þ�Æî�õ �À½õ ü���÷ ¢�Àã�-1¢¤�¢ ý¢�þ¥ ý�û ¢Â�¤�î ÓÜµ¿õ ��Üä ¤¢ �û ö�ð ù¤�µ¨ �� ÛØª Âû �þ�¹� �î üþ�� ö� ¥�Âû �þ�¹� ý�µ¨�¤ ¤¢ ø Ýþ¢�Þ÷ �À�� ü¨�Øäø ×�ê�Âð ÝÜä �� ¯��Âõ ℄13[ ¤¢ ÂÚþ¢ üªø¤üÜ±ì Ýµþ¤�Úó� �� �ø�Ôµõ ý� ù��ª ø Ýµþ¤�Úó� �� , ��¹õ ý� ù¤�µ¨ ü���÷ �� �ä�Þ¹õ. ¢¤�¢ ¤�Âì ýÂ� ß�þ�� �±�Âõ ¤¢ üðÀ�»�� ÂÑ÷ ¥� �î ÝþÀ�¨¤���¤� �þ�¹� ý�Â� üÞµþ¤�Úó� ö� ¥� Àã� ø ¢¤ø� Ý�û��¡ ´ÞÆì ßþ� ý�Â� ÀþÀ� üÔþ¤�ã���¹õ ý�û ö�ð ù¤�µ¨ ¥� üä�Þµ�� �� �¤ S �À½õ�÷ ý �ä�Þ¹õ ö� ¤¢ �î ¢Âî Ý�û��¡. ¢Âî Ý�û��¡ �þ�¹� fsigi2T À�÷�õ
ø¢ ßþ� Ý�þ�ð üõ �õ À�ª�� S �ä�Þ¹õ ¤¢ ù��¿ó¢ �ÎÖ÷ ø¢ qø p Âð� 13.2 .3 .ÓþÂã�Í¡ ù¤�� ü�ãþ pq ); S
 \ pq = � Âð� ( À��±� �¤ q À÷��µ�õ p �þ ) À÷ÂÚþÀØþ Àþ¢ Û��ì �ÎÖ÷



63 �û ö�ð ù¤�µ¨ �� �À½õ�÷ ý�úÜØª ý¥�¨�À� ø �û ö�ð ù¤�µ¨ �þ�¹� .3 ÛÊêù¤�� �î Àµê� üõ ë�Ô�� ü÷�õ¥ ��� �Î��¤ (. S �ä�Þ¹õ ÝÞµõ ü�ãþ S
ø q ø p ß�� Û¬�ø.¢Â�ð ¤�Âì �ä�Þ¹õ öø¤¢ ø À�Ø÷ ¤�±ä ¥Âõ ¥� pq Í¡. À÷ÂÚþÀØþ ¥� Àþ¢ Û��ì q ø p �ÎÖ÷ Ý�þ�ð üõ Âþ¥ ÛØª ¤¢ �·õ

x �ÎÖ÷ Í¨�� Àþ¢ Û��ì ¯�Ö÷ ��Þ� �ä�Þ¹õ , S �À½õ�÷ �ä�Þ¹õ ¤¢ 14.2 .3 .ÓþÂã�: Ý��î üõ ÓþÂã� Âþ¥ ÛØª �� ø Ý�û¢ üõ ö�È÷ Vx �� �¤Vx = fq 2 S : xq \ S
 = �g:.Ýþ� ù¢�¢ ö�È÷ ùÂ�� Ù÷¤ �� �¤ x Àþ¢ Û��ì ����÷ ��� ÛØª ¤¢ �î
�î p 2 S Àª�� �µª�¢ ¢��ø Âð� ÍÖêø Âð� ´¨� ö�ð ù¤�µ¨ ×þ S ÛØª 4.2 .3 .Ýó. Vp � S: ��¹õ ý�û ö�ð ù¤�µ¨ �� �À½õ�÷ �ä�Þ¹õ �þ�¹� Ýµþ¤�Úó�. i = 1 ùÀ� ¤�Âì ø Â�Ú� ÂÑ÷ ¤¢ �¤ U ù��¿ó¢ ÛØª (1. ßî ��¿µ÷�U �ä�Þ¹õ öø¤¢¥� ù��¿ó¢ �� �¤ ý� x �Àµ�� (2



64 �û ö�ð ù¤�µ¨ �� �À½õ�÷ ý�úÜØª ý¥�¨�À� ø �û ö�ð ù¤�µ¨ �þ�¹� .3 ÛÊê. ßî �À�� �¤ x Àþ¢ Û��ì ����÷ ü�ãþ Vx (3. �����¤ Vx ö�ð ù¤�µ¨ ÛØª �µÆû (4. ßî ��¿µ÷� Vx �µÆû ¥� �¤ y ÀþÀ� ÂÊ�ä (5¤�Ñ�õ) .4 ��ð �� ¢ÂðÂ�ø x = y ùÀ� ¤�Âì ù�Ú÷� jVyj > jVxj Âð�ø ���� �¤ Vy ����÷ (6( ´¨� �ä�Þ¹õ üð¤�� ø ù¥�À÷� j j ¢�Þ÷ ¥�.Àã� �Ü�Âõ �� øÂ� �¤�Ê�þ� Â�è ¤¢2 ��ð �� ¢ÂðÂ� i = i+ 1 U 6= � Âð� U = U � Aiø Ai = Vx ùÀ� ¤�Âì ñ�� (7. ´¨� ��Þ� Ýµþ¤�Úó� �¤�¬ ßþ� Â�è ¤¢ø Ýþ¢Âî �þ�¹� Ai ý��¹õ ý�û ö�ð ù¤�µ¨ �� �¤ ¢�¡ �À½õ�÷ ÛØª Ýµþ¤�Úó� ßþ� �� �õ�Âþ¥ Ýþ¢�Þ÷ ×Þî �ú÷� öÀª Âµð¤�� ø �û Ai ¢�Àã� öÀª ÂµÞî �� 5 ø 4 ¯Âª ßµª�Áð ��Â¬��ä �� ´±Æ÷ ýÂµð¤�� Àþ¢ ö�À�õ À÷¤�¢ ¤�Âì �µÆû ¤¢ �î ýÂ¬��ä �È�Þû Âþ¥ Ýó Õ±Ï.À÷¤�¢ �µÆû öøÂ��
Àþ¢ ����÷ y 2 kern VxÂû ý�¥� �� Ý��î ­Âê �¤ Vx � U ø U �ä�Þ¹õ Âð� 5.2 .3 .Ýó.Àª Àû��¡ Âµð¤�� �þ ýø�Æõßþ�Â���� À���±�õ �¤ Vx ����÷ ��Þ� �î ýÂ¬��ä ü�ãþ Vx �µÆû �� ÕÜãµõ Â¬��ä :�Âþ¥.jVxj � jVyj ø Vx � Vy Ýþ¤�¢ �fúþÀ� y 2 kernVx ý�Â�



65 �û ö�ð ù¤�µ¨ �� �À½õ�÷ ý�úÜØª ý¥�¨�À� ø �û ö�ð ù¤�µ¨ �þ�¹� .3 ÛÊê. À�ª�� üõ ü¨�Øä ¤¢ �û ö�ð ù¤�µ¨ �� �þ�¹� ¥� üþ�û �÷�Þ÷ Âþ¥ ñ�Øª�

�� �î üÞµþ¤�Úó� ü�ãþ , Ý������¤ ñ�õ ü��õ Ýµþ¤�Úó� �î Ýþ¢�� ßþ� ñ�±÷¢ �� ¤�î �õ�¢� ¤¢ø ��Â¹� °Æ� Â� ý�µ¨�¤ ßþ� ¤¢ ø . À÷�ª�³� �¤ ÛØª ý� ù¤�µ¨ ü���÷ ¢�Àã� ßþÂµÞîÀ÷¤�¢ �¤ Àþ¢ ßþÂµÈ�� ÛØª Âû ý� �ª�ð ¯�Ö÷ �î ÝþÀ�¨¤ �¹�µ÷ ßþ� �� ö�ð�÷�ð ý�úó�·õ:À��þ üõ ¢�±ú� ´ú� ø¢ ¥� üÜ±ì Ýµþ¤�Úó� á�®�õ ßþ� ��±�� �� �î�ä�Þ¹õ ¯�Ö÷ ��Þ� ´Æ�÷ ý¥��÷ ÂÚþ¢ 2 ��ð ¤¢ �Âþ¥ Ýµþ¤�Úó� ý�Â�� ´äÂ¨ ÂÑ÷ ¥� -1.¢�ª ü¨¤Â�Âµð¤�� Àþ¢ ����÷�� ý� �ª�ð �ÎÖ÷ Âû �Âþ¥ ý� ù¤�µ¨ ü���÷ ¢�Àã� ö¢�� ÂµÞî ÂÑ÷ ¥� -2ù¤�µ¨ ü���÷ ¢�Àã� öÀª ÂµÞî �¹�µ÷ ¤¢ ø �ä�Þ¹õ ¥� ýÂµð¤�� ´ÞÆì öÀ÷�ª�� �� Â¹�õ. ¢�ª üõ ùÀ�÷�ª�� ý�



66 �û ö�ð ù¤�µ¨ �� �À½õ�÷ ý�úÜØª ý¥�¨�À� ø �û ö�ð ù¤�µ¨ �þ�¹� .3 ÛÊê: Ýþ¢�¢ ���¤� �¤ Âþ¥ Â��¤�î Ýµþ¤�Úó� ßþ�Â������¹õ ý�û ö�ð ù¤�µ¨ �� �À½õ�÷ �ä�Þ¹õ �þ�¹� �µê�þ ¢�±ú� Ýµþ¤�Úó� :. U =M ø j = 1 ùÀ� ¤�Âì ø Â�Ú� ÂÑ÷ ¤¢ �¤ M üãÜ® À�� (1�� �¤ §��¤) Vmax = � ø ùÀ� ¤�Âì n ¤¢ �¤ ö� ¢�Àã� ø ���� �¤ U ý� �ª�ð ¯�Ö÷ ��Þ� (2.( Ý�û¢ üõ Çþ�Þ÷ x1; x2; :::; xn. 6�� øÂ� �¤�Ê�þ� Â�è ¤¢ ßî ¤�ÂØ� n �� i = 1 ý�Â� �¤ Âþ¥ ý�û ��ð n 6= 1 Âð� (3. ���� �¤ xi Àþ¢ Û��ì ����÷ (a).Vmax = Vxi ù�Ú÷� jVmaxj < jVxij Âð� (b).6 �� øÂ� U � Vmax = � Âð� (4. 2��ð �� øÂ� ø U = kern Vmax ù�ð ö� Vmax 6= U Âð� ø ���� �¤ Vmax �µÆû (5. j = j + 1 ø Aj = Vmax ùÀ� ¤�Âì (6.2 ��ð �� øÂ� ø U =M � Aj0 ù�Ú÷� M � Aj 6= � Âð� (7��� ö�ð ù¤�µ¨ ý�û �Ôó�õ ¢�Àã� ��÷ ���¤ jø ö�ð ù¤�µ¨ ý�û �Ôó�õ ö���ã� �¤ �û Aj (8. ßî



67 �û ö�ð ù¤�µ¨ �� �À½õ�÷ ý�úÜØª ý¥�¨�À� ø �û ö�ð ù¤�µ¨ �þ�¹� .3 ÛÊê�û ö�ð ù¤�µ¨ �� ùÀª �þ�¹� ý�û �ä�Þ¹õ ¤¢ °þÂÖ� ßþÂµú� 3.3¢¤�õ ¤¢ �ãó�Îõ Ýúõ ¤���� ¥� üØþ Ýþ¢�Þ÷ ù¤�ª� (2.3 .2) ý¤ø� ¢�þ ¤¢ �î ¤�Ï ö�ÞûÝ�û��¿� Âð� ñ�� . Àª�� üõ q(x) = infi2Nfi(x) üÎ¡ ë�ê â��� ¥� ù¢�Ôµ¨� ffigi2NßþÂµú� ÂÊ�ä ý �Ê¿Èõ ö¢¤ø� ´¨À� ý�Â� 3 ÛÊê ý�û Ýµþ¤�Úó� �þ�¹� ¸þ�µ÷ ¥��� ´Æþ�� üõ Ý��î ù¢�Ôµ¨� ý� ù¤�µ¨ ü���÷ �� ùÀª �þ�¹� �À½õ�÷ ý�û �ä�Þ¹õ °þÂÖ�ÓþÂã� �¤ üÎ¡ ë�ê â��� �Àµ�� Å� .Ý�ª�� �µª�¢ ¤�îøÂ¨ üÎ¡ ë�ê â���� ¥� ý� ù¢��÷�¡¥�� q(x) üÎ¡ ë�ê â��� �� �¤ 2 ÛÊê ¤¢ ùÀª ��±�� ý�þ�Ìì ¥� ü¡Â� ö� ¥� Àã� ø ù¢Âî.Ý��î üõ üÆþ�÷ë�ê â��� ×þ q : X ! R â��� Àª�� ¤�ÀõÂ÷ üÎ¡ ý�Ìê ×þ X Âð� 15.3 .3 .ÓþÂã�:À�î ëÀ¬ Âþ¥ Íþ�Âª ¤¢ Âð� ¢�ª üõ ùÀ�õ�÷ üÎ¡q(x) + q(y) � q(x+ y) 8x; y 2 X;q(�x) = �q(x) 8� 2 R:. Ý�û¢ üõ ö�È÷ L
 �� �¤ üÎ¡ ë�ê â���� ��Þ� ù¢��÷�¡
�î ý� x 2 X Àª�� �µª�¢ ¢��ø Âð� Ý�þ�ð üõ üÔ�õ �÷ q 2 L
 â��� �� 16.3 .3 .ÓþÂã�.q(x) > 0üõ Â��ç� Âþ¥ �¤�¬ �� 2 Ç¿� ¥� (8.2 .2 )ø (7.2 .2) ý�û ��Ìì ­Âê ßþ� ��.À���þ



68 �û ö�ð ù¤�µ¨ �� �À½õ�÷ ý�úÜØª ý¥�¨�À� ø �û ö�ð ù¤�µ¨ �þ�¹� .3 ÛÊêint kernU 6= � �î üÞÆì �� À�ª�� ö�ð¤�µ¨ ý�û�ä�Þ¹õ V ø UÂð� 14.3 .3 .��Ìì�î ¢¤�¢ ¢��ø q À�÷�õ üÎ¡ ë�ê â��� U ø V ý�Â� ù�Ú÷� intU \ V = � øq(u� v) < 0 8 u 2 U ; 8v 2 V:
� î ü Þ Æ ì � � X ¤¢ À � ª� � ö� ð ù¤� µ ¨ ý� û� ä� Þ ¹ õ U ø V Â î� 15.3 .3 .��Ììz 2 kern V � int ker U ø intU \ V = � ø U \ V 6= � Àª� � üú �� ÷ int kernU�î ¢¤�¢ ¢��ø p 2 L
 À�÷�õ üÎ¡ ë�ê â��� ×þ ù�Ú÷� .Z = U � V + zø, p(z) = 1 (1.p(u� v) < 0 �î üÞÆì �� p 2 L
 ¢¤�¢ ¢��ø u 6= v �î v 2 V ø u 2 U Âû ý�Â� (2
Âþ¥ ��Ø�� ù�Ú÷� , x =2 U ø x0 2 Uø Àª�� X ¤¢ ü÷�ð ù¤�µ¨ U Âð� 16.3 .3 .��Ìì:À÷¤�ÂìÂ��î ¢¤�¢ ¢��ø q 2 L
 À�÷�õ üÎ¡ ë�ê â���ù�Ú÷� x0 2 PU(x) Âð� (1,q(x) = 1 ù¤��Þû-Óó� �q(u � v) < 0 Ý�ª� � �µª�¢ u 6= v �î v 2 B(x; r) ø u 2 U Âû ý�Â� -� �.(r = d(x0; U) ü�ãþ Àª�� üõ U �ä�Þ¹õ ¥� x0 �Ü¬�ê r ¥� ¤�Ñ�õ).x0 2 PU(x) ù�Ú÷� Àª�� ¤�ÂìÂ� ö� ý�Â� ��� ¯Âª �î À�ª�� �µª�¢ ¢��ø p 2 L
Âð� (2



69 �û ö�ð ù¤�µ¨ �� �À½õ�÷ ý�úÜØª ý¥�¨�À� ø �û ö�ð ù¤�µ¨ �þ�¹� .3 ÛÊê. Àª�� üõ (10.3 .2 )��Ìì �� ñ¢�ãõ ��÷ ��Ìì ßþ� �î¢�ª �þ�¹� ý� ù¤�µ¨ ü���÷ �� ùÀª Âî£ ý�û Ýµþ¤�Úó� Í¨�� U �ä�Þ¹õ Âð� ñ��, U = [i2IAi �î ��¹õ ý�û ö�ð ù¤�µ¨ �ä�Þ¹õ ¥� fAigi2I ù¢��÷�¡ Ý�ª�� �µª�¢ ü�ãþÀ�û��¡ °þÂÖ� ßþÂµú� ÂÊ�ä ý�¤�¢ �û ö�ð ù¤�µ¨ ßþ� ¥� ��Àî Âû ( 16.3 .3 )��Ìì Õ±Ï�î Àª�� �µª�¢ ¢��ø pi À�÷�õ üÔ�õ�÷ üÎ¡ ë�ê â��� Âð� ¢��pi(u� v) < 0 ; 8u 2 Ai ; v 2 B(x; ri)ù¢�Þ÷ ù¢�Ôµ¨� �û ö�ð ù¤�µ¨ ö¢�� üû��µõ �¤�¬ ¤¢ (13.1 .3) ��Ìì ¥� Ý�÷��� üõ ñ��. Ý�ª�� �µª�¢ �¤ Âþ¥ ��Ìì U °þÂÖ� ßþÂµú� ÂÊ�ä �Ê¿Èõ ý�Â�øö�ð ù¤�µ¨ üû��µõ ý¢�Àã� Í¨�� U � X �ä�Þ¹õ Ý��î üõ ­Âê 17.3 .3 .��Ììâ���� ¥� ý� ù¢��÷�¡ Âð� �¤�¬ ßþ� ¤¢ x =2 U ø U = [mi=1Ai ü�ãþ ¢�ª ùÀ�ª�� Ai À�÷�õ�î Àª�� �µª�¢ ¢��ø fpigmi=1 À�÷�õ üÔ�õ�÷ üÎ¡ ë�ê
8u 2 Ai ; 8v 2 B(x; ri) ; 9Pi 2 fpigi=1;2;:::;m ; Pi(ui � v) < 0 :ø ´¨� ùÀª ­Âê ri = d(x;Ai) ��Ìì ßþ� ¤¢) ´¨� ñ���Þ�ÆîøÂ� U �ä�Þ¹õ ù�Ú÷�.(¢�� Àû��¡ r = minfr1; r2; :::; rmg�� Â��Â� U �ä�Þ¹õ ¥� x �Ü¬�ê ßþÂµÞî



4 ÛÊê
�µÆ� ý�û �ä�Þ¹õ ýø¤ °þÂÖ� ßþÂµú�

ö�ð ù¤�µ¨ ý�û ¯øÂ¿õ Í¨��
�ä�Þ¹õ ü¡Â� ýø¤ °þÂÖ� ßþÂµú� ¶½� �� , �þ�¹� ¥� �ø�Ôµõ ý¤���� �� ÛÊê ßþ� ¤¢Ý�û��¡ üõ ÛÊê ßþ� ¤¢ . Ýþ¥�¢Â� üõ ö�ð ù¤�µ¨ ý�û ¯øÂ¿õ Í¨�� �À½õ�÷ ý�ûÍ¨� � ùÀª ¤�¢ �Â ÷ ý� û�Ì ê ¤¢ � µ Æ � ý� û � ä� Þ¹ õ � � �¤ ° þÂ Ö � ß þÂ µ ú � � þÂ Ñ ÷. Ý�û¢ ©ÂµÆð ö�ð ù¤�µ¨ ý�úÏøÂ¿õø ß�þ�� �� ø ¤ ý�û �ä�Þ¹õ ýø¤ Â� ßþ� ¥� Ç�� Àª ö��� �»¿þ¤�� ´ÞÆì ¤¢ �î ¤�Î÷�ÞûøÂ� ø ( ¢Âî Ý�û��¡ ù¤�ª� ö� �� ¯��Âõ ý�þ�Ììø Óþ¤�ã� �� ) ùÀª �ãó�Îõ ��� �� ø ¤. ´¨� ùÀþ¢Âð ��±�� ℄6[¤¢ ö�ª ö¢�� �µÆ� �¤�¬ ¤¢ �ú÷� ö¢�� ñ���Þ�Æîý�û �ä�Þ¹õ K ø K� ø Ki ý�û ¯øÂ¿õ �� �µÆ��ø üþ�û �Â÷ ÓþÂã� �� �� ßþ� ¤¢ �õù¢ÂµÆð ¤��Æ� �û �ä�Þ¹õ ßþ� ù¢¤ �î Ý��î üõ ÓþÂã� �¤ ��� �� ø ¤ �fµ±Æ÷ø ß�þ�� ��ø ¤ �fµ±Æ÷ý�û �ä�Þ¹õ ý�þ�Ìì Â·î� ß��»Þû .¢�ª üõ ��÷ �ú÷� Ûõ�ª üµ� ø Àª�� üõ Û±ì ¥� Â�70



71 ö�ð ù¤�µ¨ ý�û ¯øÂ¿õ Í¨�� �µÆ� ý�û �ä�Þ¹õ ýø¤ °þÂÖ� ßþÂµú� .4 ÛÊêù¢Âî Âî£ �¹�þ� ¤¢ �¤ �û ��±�� ¥� ü¡Â� �î À�ì¢�¬ �ú÷� ý�Â� ��÷ ��� �� ø ¤ ø ß�þ�� ��ø ¤. Ýþ��f µ ± Æ ÷ ¯øÂ ¿ õ × þ ° � �Â � � � � î Z� ø Z+ � ä� Þ ¹ õ ø¢ Í ¨� � ß þ�Â � ùø� ä�¤ U Û õ� ª U� ø U� ý� û � ä� Þ ¹ õ À � ª� � ü õ �� � � � ø ¤ �f µ ± Æ ÷ ø ß � þ� � � � ø ¤. Ý�û¢ üõ Û�ÜÖ� U� �þ U� �� üÎþ�Âª ´½� �¤ U ýø¤ °þÂÖ� ö¢Âî �À�� ø Ý��î üõ ÓþÂã�
ß�þ�� �� ø ¤ �fµ±Æ÷ ø ��� �� ø ¤ �fµ±Æ÷ ý�û ¯øÂ¿õ 1.4

×þ ��÷ k� ù�Ú÷� k� = kern K ø Àª�� ö�ð ù¤�µ¨ ¯øÂ¿õ ×þ K Âð� 1.1 .4 .ù¤��ð. ´¨� ¯øÂ¿õÕ±Ï ßþ� Â �� � � x0 = x� 2 K Ýþ¤�¢ Àª� � x 2 K ø � > 0 ø u 2 K� Âð� : ö�ûÂ �: Ýþ¤�¢ � 2 [0;1℄ Âû ý�Â� �µÆû ÓþÂã�(1� �)u+ �x0 2 K
) (1� �)�u+ ��x0 2 K
) (1� �)�u+ �x 2 K:



72 ö�ð ù¤�µ¨ ý�û ¯øÂ¿õ Í¨�� �µÆ� ý�û �ä�Þ¹õ ýø¤ °þÂÖ� ßþÂµú� .4 ÛÊê�î ÝþÂ�ð üõ �¹�µ÷ �µÆû ÓþÂã� Õ±Ï ßþ�Â���� ´¨� ¤�ÂìÂ� ��� �Î��¤ x 2 k Âû ý�Â�. ´¨�ÏøÂ¿õ ×þ k� Å� , �u 2 kern K = k�
�� K� = \i2IKi ø K = [i2IKi ø Àª�� ö�ð ù¤�µ¨ ¯øÂ¿õ ×þ K Âð� 1.1 .4 .��Ìì. K� � kernK Ýþ¤�¢ ù�ð ö� Àª�� �À½õ ¯øÂ¿õ ×þ Ki Âû �î üÞÆì�î Kj ×þ Ýþ¤�¢ K = [i2IKi �î üþ�� ö� ¥� x 2 K ø u 2 K� Ý��î­Âê . ö�ûÂ��¹�µ÷ ßþ� �î , �x + (1 � �)u 2 Kj � K Ýþ¤�¢ � 2 [0;1℄ Âû ý�Â� Å� , x 2 KjÝ þÂ � ð üõ �¹ � µ ÷ Ý þ¤�¢ �¤ �Î ��¤ ß þ� u 2 K�Â û ý�Â � ö�� ; u 2 kernK Àû¢ üõ. K� � kernK�
�¤ Âþ¥ â��� u 2 int kernK ø Àª�� �µÆ� ö�ð ù¤�µ¨ ¯øÂ¿õ ×þ K Âð� 1.1 .4 .ÓþÂã�:Ý��î üõ ÓþÂã�Pu;K(x) = inff� 2 R ; �u� x 2 Kg:



73 ö�ð ù¤�µ¨ ý�û ¯øÂ¿õ Í¨�� �µÆ� ý�û �ä�Þ¹õ ýø¤ °þÂÖ� ßþÂµú� .4 ÛÊê
ø ´¨� ñø� ��¤¢ ø ´±·õ , ÝÆ�ê¤�õ�Þû â��� ×þ pu;k �î ´¨� ùÀª ù¢�¢ ö�È÷ ℄5[ ¤¢: ´¨� ¤�ÂìÂ� ö� ý�Â� Âþ¥ �Î��¤ ß��»Þûpu;k(x� 
u) = �K�u(
u� x): : �Âþ¥�K�u(
u� x) = inff� 2 R ; 
u� x 2 �(K � u)g

= inff� 2 R ; 
u� x + �u 2 �Kg :: Ýþ¤�¢ �K = K �î üþ�� ö� ¥�= inff� 2 R ; 
u� x + �u 2 Kg = pu;k(x� 
u):
: ´¨� ùÀª ��±�� Âþ¥ Í��ø ¤ ℄5[ ¤¢ ß��� Ýû

ù�Ú÷� u 2 int kern U ø Àª�� ö�ð ù¤�µ¨ ¯øÂ¿õ ×þ K Âð� 2.1 .4 .��Ììpu;k(x+ �u) = Pu;k(x) + � ; � 2 R:
fx : Pu;k(x) � �g = �u�K ; � 2 R:



74 ö�ð ù¤�µ¨ ý�û ¯øÂ¿õ Í¨�� �µÆ� ý�û �ä�Þ¹õ ýø¤ °þÂÖ� ßþÂµú� .4 ÛÊê
� � À � ª� � � µÆ � ö� ð ù¤� µ ¨ ý� û ¯øÂ¿õ ¥� ù¢�� ÷� ¡ ×þ (Ki)i2I Â ð� 3.1 .4 .��Ììù�Ú÷� u 2 \int kern Ki ø K = [Ki ø K� = \Ki ø \int kern Ki 6= �Pu;k(x) = infi2IPu;ki(x):

Pu;k�(x) = sup i2IPu;ki(x):
: Ýþ¤�¢ ¢�ª ­Âê ¯øÂ¿õ ×þ K ø u 2 int kern k Âð� . ö�ûÂ�

f� 2 R ; �u� x 2 Kg = f� 2 R ; �u 2 x +Kg= f� 2 R ; �u 2 x+ [Kig = f� 2 R ; �u 2 [(x +Ki)g= [f� 2 R ; �u 2 x +Kig:: ¢�ª üõ �¹�µ÷ ,ÝþÂ�Ú� ��Þ�Ô�þ� �Î��¤ ß�êÂÏ ¥� Âð� ßþ�Â����Pu; k(x) = inff� 2 R ; �u�x 2 Kg = inf[f� 2 R ; �u 2 x+Kig = infPu; ki(x):� . ¢�ª üõ ´��� ���Èõ üÖþÂÏ �� ��÷ �ø¢ ´ÞÆìÀ�î üõ ¢�¹þ� �k �Î��¤ ×þ X ¤�¢ �Â÷ ý�Ìê ýø¤ K ù��¿ó¢ ö�ð ù¤�µ¨ ¯øÂ¿õ: �î üõ�Ú�ûy �k x , y � x 2 K:



75 ö�ð ù¤�µ¨ ý�û ¯øÂ¿õ Í¨�� �µÆ� ý�û �ä�Þ¹õ ýø¤ °þÂÖ� ßþÂµú� .4 ÛÊê. y <k x , y � x 2 K � f0g Ý�þ�ð üõ ß��»Þû¯øÂ¿õ �� ´±Æ÷ ýÂ¬��ä �� , R2 ý�Ìê ¤¢ �î Ý���� üõ Àã� ÛØª ýø¤ ¥� ñ�·õ ý�Â�: À�µÆû x ¥� Âµð¤�� Q

. Àª�� üõ °�Âõ �þ�� , �Î��¤ ßþ� ��®��ü � ã þ)¤�¢ í � ÷ �¤ � û ¯øÂ¿ õ Àª� � Ó þÂ ã � ©�¡ � õ ùÀª Ó þÂ ã � �Â ÷ � Ø � þ� ý�Â �x <k y �þ�Þµõ y ø x ý�Â� ö�õ�Þû ù�ð º�û ü�ãþ ,Ý��î üõ ÓþÂã� ( K \ �K = f0g.¢�¢ À�û��¿÷  ¤ Ýû �� Âþ¥ ý�û ´ó�� �Âþ¥ ´ª�¢ Ý�û��¿÷ �¤ x >k yøy � x 2 �K ) y � x =2 K:Â��¤ �ki �Î��¤ �û ö� ¥� ��Àî Âû �î À�ª�� ü�À½õ ý�û ¯øÂ¿õ �û Ki ø K = [Ki Âð�, Àª�� üõ K ¯øÂ¿õ Í¨�� ùÀª �Öó� �Î��¤ ö�Þû �Î��¤ ßþ� À��î �Öó� X ý�Ìê ýø¤:Ýþ¤�¢ ü�ãþx �k y , 9i 2 I ; x �ki y:



76 ö�ð ù¤�µ¨ ý�û ¯øÂ¿õ Í¨�� �µÆ� ý�û �ä�Þ¹õ ýø¤ °þÂÖ� ßþÂµú� .4 ÛÊêÀ�÷�õ ö�ð ù¤�µ¨ �À½õ ¯øÂ¿õ ×þ �� �õ X ý�Ìê Ý��î üõ ­Âê ¶½� ßþ� �õ�¢� ¤¢, ¤�¢ í�÷ ý�û ¯øÂ¿õ �û Ki �î K = [i2IKi ø ´¨� �ú¹õ int kernK 6= � �� Ki 2 I Âû ý�Â� ßþ�Â���� , ´¨� ùÀª­Âê 1 2 int K� �� K� = \ki ø À�µÆû �µÆ� , Â���: ÝþÂþÁ� üõ ¢�¢¤�Âì �¤�Ê� �¤ Âþ¥ ¢¤��õ �õ ¶½� �õ�¢� ¤¢ ; 1 2 Ki Ýþ¤�¢P1;K = P ; P1;Ki = Pi ; P1;K� = P� :: �î Ýþ¢Âî ¯�±�µ¨� (3.1 .4 )��Ìì ¥� ü�ãþp(x) = infi2Ipi(x) ; p�(x) = supi2Ipi(x):
: ´¨� Âþ¥ �ä�Þ¹õ Bi ý�ð ¥� ö�õ¤�Ñ�õ �¹�þ� ¤¢Bi = fx 2 X : �1 �Ki x �Ki +1g: (4.1)

: ´¨� Âþ¥ ÛØª �� �Ìê ýø¤ Â� jj:jj �Â÷ �î Àª�� üõ jj:jji �Â÷ �� �Øþ ý�ð Bi �îjjxjji = max(pi(x) ; pi(�x)):jjxjj� = sup i2I jjxjji:



77 ö�ð ù¤�µ¨ ý�û ¯øÂ¿õ Í¨�� �µÆ� ý�û �ä�Þ¹õ ýø¤ °þÂÖ� ßþÂµú� .4 ÛÊê. jjxjj� <1 Ýþ¤�¢ x 6= 0 Âû ý�Â� 1.1 .4 .Ýó. ö�ûÂ�1 2 intK� � intKi) 9" > 0 1 + " B � Ki ; (B = fx 2 X jjxjj < 1g)) x 6= 0 ) x0 = "jjxjjx 2 "B) 1+ x0 2 1+ "B � Ki ! 1 + x0 2 Ki) Pi(�x0) = inff� 2 R : �1+ x0 2 Kig � 1) �x 2 "B ! 1� x0 2 "B) Pi(x0) = inff� 2 R : �1� x0 2 Kig � 1) Pi(x) = Pi( jjxjjx0" ) = jjxjj" Pi(x0) � jjxjj" : : Ýþ¤�¢ �¹�µ÷ ¤¢
) jjxjj� = supjjxjji = supi2I max(Pi(x); Pi(�x)) � jjxjj" < +1:�

�¤�¬�� ´¨� X ý�Ìê ýø¤ �Â÷ ×þ jj:jj� Ýþ¤�¢ ß��»Þûjjxjj� = max(P�(x) ; P�(�x)):



78 ö�ð ù¤�µ¨ ý�û ¯øÂ¿õ Í¨�� �µÆ� ý�û �ä�Þ¹õ ýø¤ °þÂÖ� ßþÂµú� .4 ÛÊêÝþ¤�¢ r á�ãªø X �îÂõ �� ý�ð ý�Â�Bi(x; r) := fy 2 X : jjy � xjji � rg= fy 2 X : x� r1 �Ki y �Ki x+ r1g:
B(x; r) := fy 2 X : jjy � xjj� � rg= fy 2 X : x� r1 �K� y �K� x + r1g:�î ¢�ª üõ �¹�µ÷ Í��ø ¤ ßþ� ¥�B(x; r) = \Bi(x; r):. x �ki y Ý�ª�� �µª�¢ i 2 I Âû ý�Â� Âð� �ú��ø Âð� x �K� y : Ýþ¤�¢ �Âþ¥

Ý��î üõ ÓþÂã� �¤ Âþ¥ ý�û �ä�Þ¹õø Ý��î üõ ­Âê X = R2 �¹�þ� ¤¢ 1.1 .4 . ñ�·õ:A = f(x; y) 2 X : x � 0 ; y � 2xg:B = f(x; y) 2 X : x � 0 ; y � x2g:C = f(x; y) 2 X : x � 0 ; y � �x2 g:D = f(x; y) 2 X : x � 0 ; y � �2xg:



79 ö�ð ù¤�µ¨ ý�û ¯øÂ¿õ Í¨�� �µÆ� ý�û �ä�Þ¹õ ýø¤ °þÂÖ� ßþÂµú� .4 ÛÊê: ÝþÂ�ð üõ ÂÑ÷ ¤¢ �¤ Âþ¥ ý�úÏøÂ¿õ ��� ý�û �ä�Þ¹õ �� ���� ��K1 = A [B ; K2 = C [D:K = K1 [K2 ; K� = k1 \K2 = A [D:
�î üó�� ¤¢ , À�ª�� �À½õ K� ø K1 ø K2 ´¨� ßØÞõ üµ� Ý���� üõ �î ¤�Ï ö�Þû. ´Æ�÷ �À½õ K: Ýþ¤�¢ Àª�� ( �Øþ ÂÊ�ä) 1 = (0 ; 1 ) Âð�P�(x) = P1;K�(x) = maxi=1;2(P1(x) ; P2(x)):: �� À÷Â��Â� P2(x) ø P1(x) ý�û �ä�Þ¹õ �îP1(x) = inff� j �(0;1)� (x; y) 2 A [ Bg= inff� j (�x ; �� y) 2 A [Bg: øP2(x) = inff� j �(0;1)� (x; y) 2 C [Dg= inff� j (�x ; �� y) 2 C [Dg:: Ýþ¤�¢ ��� ùÀª ÓþÂã� ý�û �ä�Þ¹õ �� ���� ��

P�(x) = max(y � 2x ; y + 2x) 8(x; y) 2 X :



80 ö�ð ù¤�µ¨ ý�û ¯øÂ¿õ Í¨�� �µÆ� ý�û �ä�Þ¹õ ýø¤ °þÂÖ� ßþÂµú� .4 ÛÊêjjxjj� = jyj+ 2jxj 8(x; y) 2 X:
Ý�ª�� �µª�¢ �¤ Âþ¥ �Î��¤ Âð� Ý�þ�ð üõ ß�þ�� �� ø ¤ �ä�Þ¹õ U � X �� 2.1 .4 .ÓþÂã�:8u 2 U ; x � u ) x 2 U:

: Ý�ª�� �µª�¢ �¤ Âþ¥ �Î��¤ Âð� Ý�þ�ð üõ ��� �� ø ¤ U � X �ä�Þ¹õ �� ß��»Þû8u 2 U ; x � u ) x 2 U:
: ù�Ú÷� Àª�� ß�þ�� �� ø ¤ �ä�Þ¹õ ×þ W �ä�Þ¹õ Âð� 4.1 .4 .��Ìì

, x� "1 2 intW Ýþ¤�¢ " > 0Âû ý�Â� ù�Ú÷� x 2 W Âð� (1. intW = fx 2 X : 9" > 0 ; x + "1 2 Wg (2. ö�ûÂ�:(1) ´ÞÆì ��±�� (1ÓþÂã� Âþ¥ À�÷�õ x � "1 ý�Â� ¥�� üÚþ�ÆÞû ×þ " > 0ø x 2 W Ý��î üõ ­Âê



81 ö�ð ù¤�µ¨ ý�û ¯øÂ¿õ Í¨�� �µÆ� ý�û �ä�Þ¹õ ýø¤ °þÂÖ� ßþÂµú� .4 ÛÊê:Ý��Ø�õV = fy 2 X jjy � (x� "1)jj� < "g: : Ýþ¤�¢ Å�V = fy 2 X : x� "1� "1 <K� y <K� x� "1+ "1g= fy 2 X : x� 2"1 <K� y <K� xg� fy 2 X : x� 2"1 <K y <K xg:ÝþÂ�Ú�õ �¹�µ ÷ Ýþ¢� � ù¢Âî ­Âê ß�þ� � � � ø ¤ �¤ W �ä�Þ¹õ �î üþ�¹÷� ¥�ø.x� "1 2 intW : ¢�ª üõ �¹�µ÷ üÚþ�ÆÞû ßþ� ¢��ø �� ßþ�Â���� . V � W
:(2)´ÞÆì ��±�� (2W �ä�Þ¹õ Âþ¥ �î ¢¤�¢ ¢��ø x ñ�� B(x; "0) üÚþ�ÆÞû Àª�� x 2 intW Âð�. Àª��:Ýþ¤�¢ Å� ; B(x; �0) = fy : x� "01 � y � x + "0g Ý�µª�¢ �î�¹÷� ¥�x+ "0 1 2 B(x; "0) ) x + "0 1 2 W) x 2 fx 2 X : 9" > 0 ; x+ "1 2 W g:

, x+ "1 2 W �î ý¤�Ï �� Àª�� �µª�¢ ¢��ø " > 0 �î Ý��î ­Âê Âð� ÅØãó�� ø: Ýþ¤�¢ ßþ�Â���� ; x = x+ "1� "1 2 intW Ýþ¤�¢ ��Ìì ß�Þû ñø� ´ÞÆì �Ü�¨��



82 ö�ð ù¤�µ¨ ý�û ¯øÂ¿õ Í¨�� �µÆ� ý�û �ä�Þ¹õ ýø¤ °þÂÖ� ßþÂµú� .4 ÛÊê
intW = fx 2 X : 9" > 0 ; x + "1 2 Wg:

�
��±�� ℄6[ ¤¢ Àõ� ß�þ�� �� ø ¤ ý�û �ä�Þ¹õ �� �Î��¤ ¤¢ �î Ç¿� ßþ� ý�þ�Ìì üõ�Þ�.À÷� ùÀª

: Ýþ¤�¢ ù�Ú÷� Àª�� X ¤¢ �µÆ� ø ß�þ�� �� ø ¤ �ä�Þ¹õ Âþ¥ ×þ W Âð� 2.1 .4 .Ýó.�1 + w =2 W Ý�ª�� �µª�¢ � > 0 Âû ý�Â�Âð� ÍÖê ø Âð� w 2 �W
×þ X ý�Ì ê ¤¢ W À � ÷� õ ß � þ� � � � ø ¤ ø � µ Æ � � ä� Þ¹ õ Â þ¥ Â û 5.1 .4 .��Ìì. w0 = x0 � r1 2 PW (x0) Ýþ¤�¢ r = d(x0;W ) Âð� ø ´¨� ñ���Þ�ÆîøÂ�

ø Ý��î ­Âê ù��¿ó¢ �¤ x0 2 X �W Âð� . ö�ûÂ�r = d(x0;W ) = infw2W jjx0 � wjj > 0::¢�ª üõ �¹�µ÷ �f½þÂ¬ �î8" > 0 ; 9w1 2 W ; jjx0 � w1jj� < r + ":



83 ö�ð ù¤�µ¨ ý�û ¯øÂ¿õ Í¨�� �µÆ� ý�û �ä�Þ¹õ ýø¤ °þÂÖ� ßþÂµú� .4 ÛÊê! x0 � (r + ")1 � w1:Ýþ¤�¢ ù�Ú÷� w0 = x0 � r1 Ý�û¢ üõ ¤�Âìjjx�w0jj� = jjr1jj� = r = d(x0; w):w0 � "1 = x0 � r1� "1 � w1:�¹�µ÷ �ãþÂ¨ w1 2 W ø ¢�� ùÀª ­Âê ß�þ�� �� ø ¤ �ä�Þ¹õ ×þ W �î üþ�� ö� ¥�. w0 � "1 2 W ø " > 0 Âû ý�Â� �î ÝþÂ�Ú�õß þ�Â �� � � . w0 2 W Ý þ¤�¢ " ö¢� � ù��¿ ó¢ ø W �ä�Þ¹õ ö¢� � � µÆ � ­Âê ´Üä � �. ¢�� Àû��¡ PW (x0) = fx0g ø w0 = x0 ù�Ú÷� Àª�� x0 2 W Âð� , w0 2 PW (x0)�
�µª�¢ u0 2 U Âû ý�Â� Âð� Ý�þ�ð üõ U �ä�Þ¹õ �Ìä ßþÂµÞî �¤ u À�÷�õ ÂÊ�ä ×þ.U � u+K ü�ãþ u �k u0 Ý�ª���¹�µ÷ Ýþ¤�¢ �¤ ßþ� u0 2 U Âû ý�Â� ö�� u0 � u 2 K ü�ãþ u �k u0 : �Âþ¥).( U � u � K : ÝþÂ�Ú�õ
�¤�¬ ßþ� ¤¢ x0 2 X ø Àª�� �µÆ� ø ß�þ�� �� ø ¤ �ä�Þ¹õ ×þ W Âð� 3.1 .4 .Ýó�� Àª�� üõ PW (x0) ý�Â� w0 = min PW (x0) À�÷�õ �Ìä ßþÂµÞî ý�¤�¢ �õ �ä�Þ¹õ.w0 = x0 � r1 ù�Ú÷� r = d(x0;W ) Âð� ü�¤�±ä



84 ö�ð ù¤�µ¨ ý�û ¯øÂ¿õ Í¨�� �µÆ� ý�û �ä�Þ¹õ ýø¤ °þÂÖ� ßþÂµú� .4 ÛÊê
ù�Ú÷� Àª�� �µÆ�ø ß�þ�� �� ø ¤ �ä�Þ¹õ ×þ W Âð� 1.1 .4 . �¹�µ÷d(x;W ) = minf� � 0 : x� �1 2 Wg:

��ø ¤ø �µÆ� ý�û �ä�Þ¹õ ¤¢ °þÂÖ� ßþÂµú� ý�¹µÆ� ý�Â� Ý�÷��� üõ üÜ±ì �¹�µ÷ ¥��� (� ý¥�¨ ��õ ü��õ) ýÀã� ×� Ûþ�Æõ �� �¤ ý¥�¨ ���ú� Ûþ�Æõø ù¢Âî ù¢�Ôµ¨� ß�þ��Â� ö�¨� ¤��Æ� ýÀã� ×� ý¥�¨ ���ú� �ó�Æõ ×þ Û� �Âþ¥ , Ý��î ÛþÀ±� ´¨� Â� ö�¨� Û�: üþø¢ø¢ ©ø¤ ¥� ù¢�Ôµ¨� �� �ó�Æõ Û� �·õ ; ´¨� Â� üÜî Ûþ�Æõ ¥�
, k = 1 ø x� r1 1 2 W ø x� �1 1 =2 W�î ßî ��¿µ÷� ý� �÷�ð �� �¤ r1; �1 (1, x� rk 1 2 W ø x� �k 1 =2 W Ý��î üõ ­Âê k � 1 Âð� (2,pk = 1=2(rk + �k) ùÀ� ¤�Âì (3,�k+1 = �k ø rk+1 = pk ù�Ú÷� x� pk 1 2 W Âð� (4,�k+1 = pk ø rk+1 = rk ù�Ú÷� x� pk 1 =2 W Âð�.2 ��ð �� ¢ÂðÂ� (5
�ó�Æõ ý�Â� ¤�ÀÖõ ßþÂµú� r �î r = limrk = lim�k Ýþ¤�¢ ö�þ�� ¤¢ Ýµþ¤�Úó� ßþ� ý�Â�� ��. ´¨�õ ���ú�



85 ö�ð ù¤�µ¨ ý�û ¯øÂ¿õ Í¨�� �µÆ� ý�û �ä�Þ¹õ ýø¤ °þÂÖ� ßþÂµú� .4 ÛÊê, À÷�ª ö��� ��÷ ��� �� ø ¤ ý�û �ä�Þ¹õ ý�Â� �f��ä À�÷��µ�õ ùÀª Âî£ ý�þ�Ìì üõ�Þ�.Àª�� ß�þ�� �� ø ¤ �ä�Þ¹õ ×þ �V Âð� �ú�� ø Âð� ´¨� ��� ��ø ¤ �ä�Þ¹õ ×þ V �fúþÀ�
Âð� ø ´¨� ñ���Þ�ÆîøÂ� , X ý�Ìê ¤¢ ��� �� ø ¤ ø �µÆ� �ä�Þ¹õ Âþ¥ Âû 6.1 .4 .��Ììø Àª�� üõ PV (x0)�ä�Þ¹õ �Ìä ßþÂµð¤�� v0 = x0 + r1 ù�Ú÷� Àª�� r = d(x0; V )d(x; V ) = minf� � 0 ; x+ �1 2 V g:
�� ´±Æ÷ Âð� Ý�þ�ð üõ ß�þ�� �� ø ¤ �fµ±Æ÷ �¤ X ý�Ìê ¥� U �ä�Þ¹õ Âþ¥ 3.1 .4 .ÓþÂã�.Àª�� ß�þ�� �� ø ¤ K� Í¨�� ùÀª ¢�¹þ� °�Âõ �Î��¤
�� ´±Æ÷ Âð� Ý�þ�ð üõ ��� �� ø ¤ �fµ±Æ÷ �¤ X ý�Ìê ¥� U �ä�Þ¹õ Âþ¥ 4.1 .4 .ÓþÂã�.Àª�� ��� �� ø ¤ K� Í¨�� ùÀª ¢�¹þ� °�Âõ �Î��¤
�fµ±Æ÷) ß�þ�� �� ø ¤ �fµ±Æ÷ �ä�Þ¹õ ×þ ( ��� �� ø ¤ ) ß�þ�� ��ø ¤ �ä�Þ¹õ Âû ��®��Í¨�� ÍÖê " � " �Î��¤ �û �ä�Þ¹õ ßþ� ¤¢ �î �ø�Ô� ßþ� �� , ´Æû ��÷ ( ��� �� ø ¤



86 ö�ð ù¤�µ¨ ý�û ¯øÂ¿õ Í¨�� �µÆ� ý�û �ä�Þ¹õ ýø¤ °þÂÖ� ßþÂµú� .4 ÛÊêñø� â�¤ ö�Þû ¯øÂ¿õ ßþ� R2 ý�Ìê ¤¢ �·õ ¢�ª üõ �µêÂð ÂÑ÷ ¤¢ «�¡ ¯øÂ¿õ ×þ.Àª�� üõ R2 ý�Ìê ¤¢ ß�þ�� �� ø ¤ ý�û �ä�Þ¹õ Âþ¥ ý�û ÛØª ; ´¨� ��Êµ¿õ

�¤ Âþ¥ ß�þ�� �� ø ¤ �fµ±Æ÷ ý�û �ä�Þ¹õ , Q Â���ø ¤�Àî�÷ ý�û øÂ¿õ �� ´±Æ÷ ñ�� �õ�: Ýþ¤�¢



87 ö�ð ù¤�µ¨ ý�û ¯øÂ¿õ Í¨�� �µÆ� ý�û �ä�Þ¹õ ýø¤ °þÂÖ� ßþÂµú� .4 ÛÊê�ú�� ö�� ø À�µÆû �û üÜ±ì ¥� Â� ù¢ÂµÆð ¤��Æ� �û �ä�Þ¹õ ßþ� Ý���� üõ �î ¤�Î÷�Þû�� ø ¤ ý�û �ä�Þ¹õ ý�þ�Ììø �û ��±�� ��Þ� Àª�� üõ " �K �� " � " ÛþÀ±� ¤¢ �ø�Ô�¤¢ ��÷ �û �ä�Þ¹õ ßþ� ßþ�Â���� À�ì¢�¬ ��÷ ß�þ�� �� ø ¤ �µ±Æ÷ ý �û �ä�Þ¹õ ý�Â� ß�þ��. ¢�� À�û��¡ ñ���Þ�ÆîøÂ� ö¢�� �µÆ� �¤�¬
Z+ ; Z� ý�û �ä�Þ¹õ 2.4: Ý��î üõ ÓþÂã� Âþ¥ ÛØª �� �¤ s â���s(x) = 1=2[P�(x)� p�(�x)℄:üêÂãõ ÛÊê ý�Àµ�� ¤¢ �î P� ¥� �¤ «��¡ ßþ�)¢¤�¢ �¤ Âþ¥ üúþÀ� «��¡ â��� ßþ� �î:( ¢Â� üõ �¤� �� Ýþ¢Âî: Ý þ¤�¢ � 2 R ø x Â û ý�Â � ü � ã þ ´ ¨� ñø� � �¤¢ø ß Ú Þ û â �� � × þ s (1.s(�x) = �s(x). ´¨� üÈþ��ê� â��� ×þ k� Í¨�� ùÀª À�ó�� �Î��¤ �� ´±Æ÷ s (2x �k� y ) s(x) � s(y) :

: Ýþ¤�¢ � 2 R ø x Âû ý�Â� ü�ãþ ´¨� üãÞ� ßÚÞû â��� ×þ s (3s(x+ �1) = s(x) + � :



88 ö�ð ù¤�µ¨ ý�û ¯øÂ¿õ Í¨�� �µÆ� ý�û �ä�Þ¹õ ýø¤ °þÂÖ� ßþÂµú� .4 ÛÊê
. ´¨� �µ¨��� â��� ×þ s (4

: Ýþ¤�¢ ���µ�� Âþ¥ ¥�Â� Ýû ý�û �ä�Þ¹õ �� ö�õ¤�î �õ�¢� ý�Â� ß��� ÝûZ+ = fx 2 X : s(x) � 0g ; Z� = fx 2 X : s(x) � 0g. K� � Z+ ø �K� � Z� Ýþ¤�¢ s ö¢�� üÈþ��ê� ÂÏ�¿�ø�î ý� �Î��¤ �� ���� �� �î x >K� 0 À�î üõ ��¹þ� ßþ� �î s(x) � 0 = s(0) �Âþ¥).( x 2 K� Ýþ¢Âî ÓþÂã� �õ: Ýþ¤�¢ ßþ�Â���� Z+ [ Z� = X ��®��x 2 Z+ $ P�(x) � P�(�x) $ P�(x) = jjxjj�:x 2 Z� $ P�(x) � P�(�x) $ P�(�x) = jjxjj�:ù� Ú ÷� , À ª� � Z0 = fx 2 X : s(x) = 0g Â ð� ø Z� = �Z+ Ý þ¤�¢ ß � � » Þ ûß��»Þû , ¢�� À�û��¡ �µÆ� Z+ ø Z� Å� ùÀª­Âê �µ¨��� s ö�� ø Z+ \ Z� = Z0. À÷¤�¢ üÏøÂ¿õ ÛØª Z+ ø Z� ÓþÂã� Õ±Ï
üõ ��� �� ø ¤ �fµ±Æ÷ ø ß�þ�� �� ø ¤ �fµ±Æ÷ °��Â� �� Z+ ø Z� ý�û �ä�Þ¹õ 4.2 .4 .Ýó.À�ª��



89 ö�ð ù¤�µ¨ ý�û ¯øÂ¿õ Í¨�� �µÆ� ý�û �ä�Þ¹õ ýø¤ °þÂÖ� ßþÂµú� .4 ÛÊê
: Z� ö¢�� ß�þ�� �� ø ¤ ��±�� . ö�ûÂ�Àû¢ üõ �¹ � µ ÷ ß þ� � î s(y) < s(x) � 0 Ý þ¤�¢ ¢�ª ­Âê y <K� x ø x 2 Z� Âð�.y 2 Z� ßþ�Â���� s(y) < 0: Z+ ö¢�� ��� �� ø ¤À û¢ üõ �¹ � µ ÷ ß þ� � î s(y) > s(x) � 0 Ý þ¤�¢ ¢�ª ­Âê y >K� x ø x 2 Z+ Â ð�.y 2 Z+ ßþ�Â���� s(y) > 0�

ö�� : Ý þ¤�¢ À õ� 1.1 .4 ñ� · õ ¤¢ � î À � ª� � ü þ� û ö� Þ û X;K Â ð� 2.2 .4 . ñ�·õßþ�Â���� P�(x) = max(y � 2x ; y + 2x) ø P�(x) = max(y � 2x ; y + 2x)s(x; y) = y ; 8(x; y) 2 X:z+ = f(x; y) 2 X y � 0g;z� = f(x; y) 2 X y � 0g;z0 = f(x; y) 2 X y = 0g;. Ý�¨¤ üõ �µÆ� ý�û �ä�Þ¹õ ýø¤ °þÂÖ� ü�ãþ Ç¿� ´ÞÆì ßþÂ� Ýúõ �� ñ���fµ±Æ÷ �µ¨�� �¤ �¤ U Ûõ�ª ß�þ�� �� ø ¤ �fµ±Æ÷ ý�û �ä�Þ¹õ ��Þ� í�Âµª� Àª�� U � X Âð�ý�û �ä�Þ¹õ ��Þ� í�Âµª� ß��� Ýû , Ý�ûÀ�õ ö�È÷ U� �� �¤ ö� ø ùÀ�õ�÷ U ß�þ�� �� ø ¤



90 ö�ð ù¤�µ¨ ý�û ¯øÂ¿õ Í¨�� �µÆ� ý�û �ä�Þ¹õ ýø¤ °þÂÖ� ßþÂµú� .4 ÛÊêüõÉ¿Èõ U� �� ø Ý�õ�÷ üõ U ý��� �� ø ¤ �fµ±Æ÷ �µ¨�� �¤ U Ûõ�ª ��� �� ø ¤ �fµ±Æ÷. Ýþ¥�¨�ä�Þ¹õ ßþÂµØ��î ��÷ U� ø U Ûõ�ª ß�þ�� �� ø ¤ �µ±Æ÷ �ä�Þ¹õ ßþÂµØ��î U� ��®��.Àª�� üõ U Ûõ�ª ý��� �� ø ¤ �µ±Æ÷
ù�Ú÷� Àª�� U � X Âð� 2.2 .4 .ù¤��ðU� = U �K� = fu� v : u 2 U ; v 2 K�gU� = U +K� = fu+ v : u 2 U ; v 2 K�gU Ûõ�ª ß�þ�� �� ø ¤ �µ±Æ÷ �ä�Þ¹õ ßþÂµØ��î U �K� Ý��î ´��� Àþ�� : ��±�� . ö�ûÂ�. ´¨�ø¤ ��±�� ý�Â� ´Æû U ¢�¡ Ûõ�ª �Þµ� , U �K� �ä�Þ¹õ ÓþÂã� Õ±Ï 0 2 K� ö��. y 2 U �K� Ý��î ´��� Àþ�� y <K� x ø x 2 U �K� Ý��î üõ ­Âê ö� ö¢�� ß�þ�� ��ßþ�Â���� , x = u1�k1 �î k1 2 K� ø u1 2 U ¢¤�¢ ¢��ø Å� x 2 U �K� �î üþ�¹÷� ¥�u1 > K�y Å� y <K� x ö�� ø u1 >K� x �Î ��¤ ÓþÂ ã � Õ ±Ï u1 � x = k1 2 K�üêÂÏ ¥� U� = U � K Å� y 2 u1 � K� � U � K� ü�ã þ y � u1 2 �K� Ý þ¤�¢ ø. ´¨� ��Þ� ��±��ø U�K� � U� Å� U�k � U� Ýþ¤�¢ k 2 K� Âû ý�Â� ø U � U� ö���



91 ö�ð ù¤�µ¨ ý�û ¯øÂ¿õ Í¨�� �µÆ� ý�û �ä�Þ¹õ ýø¤ °þÂÖ� ßþÂµú� .4 ÛÊê
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Abstra
t
This thesis have two parts:In part one we will des
ribe the general problem of best approximation inseparation theorems. Let X be a (real) Bana
h spa
e , A be a subset of X andx =2 A, we present 
one-separation in terms of separation by a 
olle
tion of lin-ear fun
tionals de�ned on X and obtain suÆ
ient and ne
essary 
onditions forexistan
e 
one-separation A and x . Also we give 
haratrization for star-shapedseparability . Finally, as an appli
ation of separability , we 
hara
terize bestapproximation problem by elements of starshaped sets.In part two , we examine best approximation by 
losed sets in a 
lass of normedspa
es with star-shaped 
ones . First we study best approximation by downwardand upward sets then we use the obtained results as a tools for examination ofbest approximation by an arbitary 
losed set.Key Words : approximation , separation, star shaped set, radiant set, Rela-tively down ward set, Relatively upward set , Cone-separation.105
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