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پیشگفتار

پیشگفتار
سه طول در تحقیقات از توجهی قابل بخش گرافها، ویژگی از استفاده با جبري ساختارهاي مطالعه
حلقه به وابسته صفر مقسومعلیه گراف ،[6] در لوینگستون2 و اندرسون1 میباشد. گذشته دهه
راسهاي مجموعه کردند. بررسی و معرفی را میشود، داده نشان Γ(R) نماد با که ،R یکدار جابجایی
و اگر مجاورند y و x متمایز راس دو و میباشد صفر از غیر R حلقه صفر مقسومعلیههاي گراف، این
حلقه به وابسته صفر مقسومعلیه دوگان گراف ،[2] در خشیارمنش4 و افخمی3 .xy = ٠ اگر تنها
راسهاي مجموعه کردند. بررسی و معرفی را میشود، داده نشان Γ′(R) نماد با که ،R یکدار جابجایی
اگر تنها و اگر مجاورند y و x متمایز راس دو و میباشد صفر از غیر R حلقه نایکال عناصر گراف، این
ناجابجایی حلقههاي به را صفر علیه مقسوم دوگان گراف مفهوم ،[1] در افخمی .y /∈ Rx و x /∈ Ry

صفر از غیر R ناجابجایی حلقه نایکال عناصر گراف، این راسهاي مجموعه که صورت بدین داد. توسیع
گراف ،[32] در مولفین .y /∈ Rx و x /∈ Ry اگر تنها و اگر مجاورند y و x متمایز راس دو و میباشد
را میشود، داده نشان Ω(R) نماد ا ب که ،R یکدار جابجایی حلقه یک پوچکن ایدهآلهاي مجموع
I متمایز راس دو و میباشد R ناصفر پوچکن ایدهآلهاي همه آن راسهاي مجموعه کردند. معرفی
حلقه یک پوچساز ایدهآل گراف ،[7] در باشد. پوچکن ایدهآل I + J اگر تنها و اگر مجاورند J و
همه آن راسهاي مجموعه شد. معرفی میشود، داده نشان ΓAnn(R) نماد با که ،R یکدار جابجایی
I ∩ Ann(J) ̸= ٠ اگر تنها و اگر مجاورند J و I متمایز راس دو و میباشد R بدیهی غیر ایدهآلهاي

.J ∩ Ann(I) ̸= ٠ یا
میباشد، [34] و [31] ،[28] ،[24] ،[21] ،[18] ،[15] ،[13] منابع از برگرفته که اول، فصل در
که است این بر ما فرض البته میپردازیم. گراف نطریه و جبر ابتدایی تعاریف و مفاهیم برخی بیان به

میباشد. آشنا گراف نطریه و جبر ابتدایی تعاریف و مفاهیم با خواننده
ایدهآل گرافهاي ادآوري ی ه ب است، [32] و [7] ،[2] ،[1] ابع ن م از ته رگرف ب که دوم، فصل در
مقسوم دوگان گراف و جابجایی حلقه یک کنهاي پوچ ایدهآل مجموع جابجایی، حلقه یک پوچساز

1Anderson
2Livingston
3Afkhami
4Khashyarmanesh

ل



پیشگفتار

بررسی را آنها گرافی ویژگیهاي برخی و میپردازیم ناجابجایی) (و جابجایی حلقه یک صفر علیه
میکنیم.

گرافهاي گرفتن درنطر با است، [12] و [11] ،[10] ،[9] ،[8] منابع از برگرفته که سوم، فصل در
به و میکنیم وابسته M یکانی R-مدول و R یکدار حلقه به را گرافهایی دوم، فصل در شده یادآوري

میپردازیم. آنها جبري و گرافی ویژگیهاي بررسی

م



1 فصل

ابتدایی مفاهیم و تعاریف

1



گراف نظریه ابتدایی مفاهیم و تعاریف .1 بخش

گراف نظریه ابتدایی مفاهیم و تعاریف 1.1
یک از شده تشکیل که است (V (G), E(G),ΨG) مرتب ایی ت سه یک ،G گراف .1.1.1 تعریف
،G یال هر به که ΨG وقوع تابع یک و یالها از E(G) مجموعهي یک راسها، از V (G) ناتهی مجموعه

میدهد. نسبت را G راسهاي از نامرتب زوج یک

،e که میشود گفته اینصورت در ،ΨG(e) = uv طوریکه به باشند راس دو v و u و یال یک e اگر
درجه میشوند. نامیده e یال سر دو ،v و u راسهاي و است کرده وصل یکدیگر به را v و u راسهاي
میشود. داده نشان deg(v) نماد با که میباشد v به متصل یالهاي تعداد برابر ،G گراف در v راس

.deg(v) = هرگاه٠ گوییم، تنها را v راس
گرافی مینامند. متناهی را مزبور گراف باشند، متناهی گراف، یک یالهاي و راسها مجموعه اگر
هرگاه است تهی گراف یک مینامیم. غیربدیهی را گرافها سایر و بدیهی باشد، داشته راس یک که

میکنیم. استفاده G گراف راسهاي تعداد دادن نشان براي |G| نماد از باشد. نداشته راسی هیچ
یک که یال دو ترتیب همین به میشود. نامیده مجاور واقعند، مشترکی یال روي بر که راس دو
نشان u− v نماد ،Gدر v و u متمایز راس دو براي میشوند. نامیده مجاور نیز دارند، مشترك راس
و نامیده v راس همسایههاي میباشند مجاور v راس با که راسهایی مجموعه مجاورند. v و u میدهد

میشود. داده نشان N(v) نماد با
گراف، یک میشود. نامیده پیوندي یال متمایز، سر دو با یال یک و طوقه یکسان، سر دو با یال یک

نباشد. یال یک از بیش آن، راس دو هر بین و باشد نداشته طوقهاي هیچ اگر است، ساده

هستند. ساده نوشتار این در شده گرفته نظر در گرافهاي تمام .2.1.1 ملاحظه

گراف میشود. نامیده کامل گراف مجاورند، یکدیگر با آن متمایز راس دو هر که سادهاي گراف
گراف میشود، داده نشان G با که ،G ساده گراف مکمل میدهیم. نشان Kn با را راس n با کامل
G در راسها آن اگر تنها و اگر مجاورند، راس دو آن در که ،V (G) راسهاي مجموعه با است سادهاي

نباشند. مجاور
دو اجتماع اینصورت در ،V (G) ∩ V (H) = ∅ بهطوریکه باشند گراف دو G و H کنید فرض
V (G)∪ V (H) راسهاي مجموعه با است گرافی میشود، داده نشان G∪H نماد با که G و H گراف

.E(G) ∪ E(H) یالهاي و
2



گراف نظریه ابتدایی مفاهیم و تعاریف .1 بخش

دوسویی توابع اگر ،G ∼= H میشود نوشته و میشوند نامیده یکریخت G و H گراف دو .3.1.1 تعریف
تنها و اگر ΨG(e) = uv طوریکه به باشند، داشته وجود ϕ : E(G) → E(H)و θ : V (G) → V (H)

میشود. نامیده H و G بین یکریختی یک توابع، از (θ, ϕ) زوج این .ΨH(ϕ(e)) = θ(u)θ(v) اگر
،V (H) ⊆ V (G) اگر ،H ⊆ G میشود نوشته و است G زیرگراف ،H گراف میگوییم .4.1.1 تعریف

باشد. شده حاصل E(H) به ΨG تحدید از ΨH و E(H) ⊆ E(G)

از سره زیرگراف یک H میگوییم و H ⊂ G مینویسیم ،H ̸= G باشیم داشته ولی ،H ⊆ G اگر
زیرگراف یک را آن کند، صدق V (H) = V (G) شرط در G از H زیرگراف که صورتی در است. G

مینامیم. G از فراگیر
آن راسهاي مجموعه که ،G از زیرگرافی باشد. V (G) از ناتهی زیرمجموعه یک ،V ′ کنید فرض
است، واقع V ′ در آنها راس دو هر که باشد G از یالهایی مجموعه برابر یالهایش مجموعه و V ′

یک ⟨V ′⟩ میگوییم همچنین میشود. داده نمایش ⟨V ′⟩ نماد با و نامیده V ′ توسط شده القا زیرگراف
میشود، داده نمایش G \ V ′ نماد با که ⟨V (G) \ V ′⟩ القایی زیرگراف میباشد. G القایی زیرگراف

میآید. دست به G از آنها، بر واقع یالهاي و V ′ راسهاي حذف با که است زیرگرافی
از مستقل مجموعه یک نیستند، مجاور G در آن راس دو هیچ که را V (G) از S زیرمجموعه
شرط با S ′ مستقل مجموعه هیچ اگر است ماکزیمم S مستقل مجموعه میگوییم مینامیم. G
عدد ،G از ماکزیمم مستقل مجموعه یک در راسها تعداد باشد. نداشته وجود G در |S| < |S ′|

میشود. داده نمایش α(G) با و شده نامیده G استقلال
باشد. کامل ⟨S⟩ بهطوریکه است V (G) از S مانند زیرمجموعهاي ،G ساده گراف از خوشه یک

میشود. داده نشان ω(G) نماد با و میباشد G خوشه بزرگترین راسهاي تعداد ،G خوشهاي عدد
یک V (G) \ S از راس هر هرگاه گوییم، احاطهگر مجموعهي یک را V (G) از S زیرمجموعهي
مجموعهي هیچ اگر است، مینیمم S احاطهگر مجموعهي میگوییم باشد. داشته S در همسایه
احاطهگر مجموعهي یک در راسها تعداد باشد. نداشته وجود G در |S ′| < |S| شرط با S ′ احاطهگر

میشود. داده نمایش γ(G) نماد با و شده نامیده G احاطهگري عدد ،G از مینیمم
میتوان که است گرافی r-بخشی، گراف باشد. صحیح عددي r > ٢ کنید فرض .5.1.1 تعریف
یک در ی ال ی چ هی سر دو آن، در که کرد راز اف طوري رمجموعه زی r ه ب را آن راسهاي ه مجموع

نباشد. زیرمجموعه
3



گراف نظریه ابتدایی مفاهیم و تعاریف .1 بخش

که راسهایی تمام به راس هر آن، در که است r-بخشی ساده گراف یک کامل، r-بخشی گراف
به بخشهایی با کامل، دوبخشی گراف است. شده وصل دارند، قرار آن با غیریکسان زیرمجموعهاي در
مینامیم ستاره گراف را K١,n با یکریخت گراف همچنین میدهیم. نشان Km,n با را n و m اندازههاي
راس فاقد گراف که کنید توجه میشود. نامیده مرکزي راس است، مجاور دیگر راسهاي با که راسی و
باشد y مرکز به ستاره گراف نیز H و x مرکز به ستاره گراف یک G اگر مینامیم. ستاره گراف نیز را
مجاورند. y و x که میباشد G∪H صورت به دوستاره گراف آنگاه باشند)، راس فاقد میتوانند H یا G)

به است W = v٠e١v١e٢v٢ . . . ejvj متناهی و ناتهی دنباله ،G گراف در گشت یک .6.1.1 تعریف
یال سر دو vi و vi−١ ،١ 6 i 6 j هر براي و بوده یالها و راسها از میان در یک آن جملات طوریکه
و ابتدا ترتیب به vj و v٠ هاي راس است. vj تا v٠ از گشت یک ،W میگوییم اینصورت در باشند. ei
W طول را j صحیح عدد همچنین میشوند. نامیده آن داخلی راسهاي vj−١، . . . ،v٢،v١ و W انتهاي
یکسان آن انتهاي و ابتدا بهعلاوه و بوده مثبت آن طول اگر است، بسته گشت یک میگوییم مینامیم.

باشند.

حالت، این در میشود. نامیده گذر یک W باشند، متمایز W گشت در ej ، . . . ،e٢،e١ یالهاي اگر
W باشند، متمایز نیز vj ، . . . ،v١،v٠ راسهاي یالها، بر علاوه اگر میباشد. یالها تعداد با برابر W طول
v٠ − v١ − · · · − vj نماد با را v٠e١v١e٢v٢ . . . ejvjمسیر نوشتار، این در میشود. نامیده مسیر یک
به است آن جاي به مسیر کردن جایگزین و یال برداشتن گراف، یک از زیرتقسیم یک میدهیم. نشان
گراف راسهاي از متمایز آن داخلی راسهاي و شده حذف یال سر دو مسیر این انتهاي و ابتدا طوریکه

باشند.
رابطه یک همبندي، باشد. موجود مسیري آن متمایز راس دو هر بین هرگاه است، همبند G گراف
مجموعههاي به V (G) از افرازي بنابراین میدهد. تشکیل G گراف راسهاي مجموعه روي به ارزي هم
و اگر است موجود مسیر v و u راس دو بین آن در که دارد وجود Vj(G)، . . . ،V٢(G)،V١(G) ناتهی

باشند. یکسانی Vi(G) مجموعه به متعلق دو هر v و u اگر تنها
طول از است عبارت میشود، داده نشان d(u, v) نماد با که v و u متمایز راس دو میان فاصله
قطر .d(u, v) := ∞ اینصورت غیر در باشد. موجود مسیري چنین اگر ،v و u بین مسیر کوتاهترین

میباشد. G از راس دو بین فاصله سوپریمم میشود، داده نشان diam(G) نماد با که G گراف
به دور میشود. نامیده دور باشند، متمایز دو به دو آن داخلی راسهاي و ابتدا که بسته گذر یک
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گراف نظریه ابتدایی مفاهیم و تعاریف .1 بخش

از است عبارت میشود، داده نشان gr(G) نماد با که ،G گراف کمر میدهیم. نشان Cn با را n طول
.gr(G) := ∞ اینصورت غیر در باشد، موجود G در دوري اگر ،G در دور کوتاهترین طول

دوبخشی هاي گراف از اصلی ویژگی یک بررسی به میتوانیم دور، مفهوم از استفاده ا ب اکنون
بپردازیم.

نباشد. فرد طول به دوري هیچ شامل اگر تنها و اگر است دوبخشی متناهی، گراف یک .7.1.1 قضیه
.[18.2.1 قضیه ،34] برهان.

همبندي گراف مینامیم. درخت را همبند جنگل و نباشد دوري هیچ شامل که است گرافی جنگل،
فقط که است گرافی دور، گراف همچنین میشود. نامیده تکدور گراف باشد، دور یک شامل فقط که

باشد. شده تشکیل دور یک از

تعداد کمترین با است برابر میشود، داده نشان χ(G) نماد با که ،G گراف رنگی عدد .8.1.1 تعریف
رنگهاي داراي مجاور راس دو هر طوریکه به داد نسبت G گراف راسهاي به میتوان که رنگهایی

باشند. متفاوتی

تنها یالها که کرد رسم گونهاي به صفحه در را آن بتوان هرگاه است مسطح G گراف .9.1.1 تعریف
باشند. متقاطع خود دوسر راسهاي در

است. شده بیان کوراتوفسکی1 توسط که دارند سادهاي بسیار مشخصه مسطح متناهی گرافهاي
میرسانیم. پایان به کوراتوفسکی قضیه با را بخش این

اگر تنها و اگر است مسطح G اینصورت، در باشد. متناهی گراف یک G کنید فرض .10.1.1 قضیه
نباشد. K٣,٣ و K۵ گرافهاي از زیرتقسیمی هیچ شامل

.[2.2.6 قضیه ،34] برهان.
میشوند. پیشنهاد [34] و [18] ،[15] گرافها مورد در بیشتر جزییات براي

1Kuratowski
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جبر ابتدایی مفاهیم و تعاریف .2 بخش

جبر ابتدایی مفاهیم و تعاریف 2.1
مدول R یک M و ناصفر همانی با شرکتپذیر حلقهي یک R میکنیم فرض نوشتار، این سراسر در
چپ دهآلهاي ای ال، م ی ن ی م اول اي دهآله ای اول، اي دهآله ای ه مجموع اشد. ب ر اصف ن ی ان ک ی چپ
،Spec(R)نمادهاي با ترتیب به را R ماکسیمال ایدهآلهاي و ماکسیمال راست ایدهآلهاي ماکسیمال،
عنوان به ،C و R ،Q ،Zn ،Z همچنین، میدهیم. نشان Max(R) و Maxr(R) ،Maxl(R) ،Min(R)

مختلط اعداد و حقیقی اعداد گویا، اعداد ،n پیمانه به صحیح اعداد صحیح، اعداد نماد ترتیب به حلقه،
میشود. داده نشان N نماد با طبیعی اعداد مجموعهي میباشند.

داده نشان Ra نماد با a وسیله به شده تولید اصلی چپ ایدهآل اینصورت در .a ∈ R کنید فرض
تعداد میشود. داده نشان aR نماد با a وسیله به شده تولید اصلی راست ایدهآل همچنین، میشود.
فرض .|Ω| := ∞ نامتناهی حالت در و میدهیم نشان |Ω| با را Ω چون متناهی مجموعهاي عضوهاي

.S∗ := S \ {٠} اینصورت در باشد. M از ناتهی زیرمجموعهاي S کنید

چون عضوي آن هازاي ب که است x ∈ R چون عضوي ،R چپ صفر مقسومعلیه .1.2.1 تعریف
نماد با R چپ صفر مقسومعلیههاي مجموعهي .xy = ٠ طوریکه به باشد داشته وجود ٠ ̸= y ∈ R

مجموعهي و میشود تعریف مشابه طور به R راست صفر مقسومعلیه میشود. داده نشان Zℓ(R)

میکنیم تعریف همچنین، میشود. داده نشان Zr(R) نماد با R حلقه راست صفر مقسومعلیههاي
طوریکه به است r ∈ R ند مان عناصري مجموعه TR(M) علاوه، به .Z(R) = Zℓ(R) ∪ Zr(R)

.rm = ٠ که باشد موجود m ∈ M∗

میشود: تعریف زیر صورت به X پوچساز .X ⊆ M کنید فرض .2.2.1 تعریف
ann(X) = {y ∈ R | yX = ٠}.

.ann(M) = ٠ هرگاه است، وفادار M میگوییم

میشود: تعریف زیر صورت به X راست پوچساز .X ⊆ R کنید فرض .3.2.1 تعریف
r.ann(X) = {y ∈ R | Xy = ٠}.

میشود: تعریف زیر صورت به X چپ پوچساز همچنین،
l.ann(X) = {y ∈ R | yX = ٠}.

6



جبر ابتدایی مفاهیم و تعاریف .2 بخش

یا Ia = ٠ طوریکه به باشد موجود a ∈ R∗ هرگاه میشود، نامیده پوچکن R از I یکطرفه ایدهآل
.aI = ٠

M از N مانند زیرمدولی اگر است، M R-مدول به وابسته اول ایدهآل P که میگوییم .4.2.1 تعریف
.ann(B) = P باشیم داشته N از B ناصفر زیرمدول هر براي و ann(N) = P که باشد داشته وجود

میشود. داده نشان Ass(M) نماد با M R-مدول به وابسته اول ایدهآلهاي تمام مجموعه

میشود، داده نشان N 6e M نماد باد و است M اساسی مدول زیر N میگوییم .5.2.1 تعریف
باشد. داشته ناصفر اشتراك M از ناصفر زیرمدول هر با N هرگاه

نباشد. ناصفر سره زیرمدول هیچ شامل هرگاه است، ساده M مدول .6.2.1 تعریف
M ساده زیرمدولهاي مجموع میشود، داده نشان soc(M) نماد با که M ساکل .7.2.1 تعریف

است.

داشته فرد به منحصر ماکسیمال راست) (یا چپ ایدهآل هرگاه است، موضعی R حلقه .8.2.1 تعریف
میشود. داده نشان (R,m) نماد با m ماکسیمال چپ ایدهآل با R موضعی حلقه باشد.

که است R ماکسیمال راست) (یا چپ ایدهآلهاي همه اشتراك ،R ژاکوبسون رادیکال .9.2.1 تعریف
میشود. داده نشان J(R) نماد با

میسازد. مشخص را شرکتپذیر حلقههاي ژاکوبسون رادیکال زیر قضیه

١− xy ،x ∈ R هر بهازاي اگر تنها و اگر y ∈ J(R) اینصورت در .y ∈ R کنید فرض .10.2.1 قضیه
باشد. R در چپ وارونپذیر

.[1.4 لم ،28] برهان.

که باشد داشته وجود n ∈ N چون عددي هرگاه گوییم، پوچتوان را x ∈ R عضو .11.2.1 تعریف
کاهش را R حلقه میشود. داده نشان Nil(R)نماد با R حلقه پوچتوان عناصر تمام مجموعه .xn = ٠

نباشد. ناصفر پوچتوان عضو شامل هرگاه مینامیم یافته

میپردازیم. اول ایدهآلهاي ویژگیهاي بررسی به بعد، قضیههاي در
7



جبر ابتدایی مفاهیم و تعاریف .2 بخش

In، . . . ،I١ و P ∈ Spec(R) کنید فرض باشد. جابجایی حلقه یک R کنید فرض .12.2.1 قضیه
همارزند: زیر گزارههاي اینصورت در باشند. R از ایدهآلهایی

.P ⊇ Ij ،١ 6 j 6 n که jاي بهازاي (1
.P ⊇

n∩
i=١

Ii (2

.P ⊇
n∏

i=١

Ii (3

.[55.3 لم ،31] برهان.
ایدهآلهایی n > ٢ که Pn، . . . ،P١ کنید فرض اول) ایدهآلهاي از اجتناب (قضیه .13.2.1 قضیه
باشد. R از زیرحلقهاي S کنید فرض نباشند. اول آنها از تا دو حداکثر و باشند R جابجایی حلقه از

.S ⊆ Pj ،١ 6 j 6 n که jاي بهازاي اینصورت در .S ⊆
n∪

i=١

Pi کنید فرض

.[61.3 قضیه ،31] برهان.
از زیرحلقهاي S کنید فرض اول) ایدهآلهاي از اجتناب قضیه دیگر (صورت .14.2.1 ملاحظه
آن از تا دو حداکثر و باشند R از ایدهآلهایی Pn، . . . ،P١ ،n > ٢ بهازاي اگر باشد. R جابجایی حلقهي
c ∈ S \

n∪
i=١

Pi مانند عضوي آنگاه ،S * Pi باشیم داشته ،١ 6 i 6 n هر بهازاي اگر و نباشند اول ها
است. موجود

کند: صدق زیر معادل شرایط از یکی در هرگاه گوییم نوتري را M R-مدول .15.2.1 تعریف
شود؛ متوقف سرانجام M زیرمدولهاي از صعودي زنجیر هر (1)

باشد؛ ماکسیمال عضو داراي مشمولیت رابطه به نسبت M زیرمدولهاي از ناتهی مجموعه هر (2)

باشد. مولد متناهی M زیرمدول هر (3)

نوتري راست R-مدول هم و چپ R-مدول عنوان به هم R هرگاه گوییم، نوتري را R حلقهي
باشد.

کند: صدق زیر معادل شرایط از یکی در هرگاه گوییم آرتینی را M R-مدول .16.2.1 تعریف
8



جبر ابتدایی مفاهیم و تعاریف .2 بخش

شود؛ متوقف سرانجام M زیرمدولهاي از نزولی زنجیر هر (1)

باشد. مینیمال عضو داراي مشمولیت رابطه به نسبت M زیرمدولهاي از ناتهی مجموعه هر (2)

آرتینی راست R-مدول هم و چپ R-مدول عنوان به هم R هرگاه گوییم، آرتینی را R حلقهي
برخی ادامه، در باشد. J(R) = ٠ با (راست) چپ آرتینی R هرگاه است، نیمساده R حلقهي باشد.

میکنیم. بررسی را آرتینی حلقههاي ویژگیهاي

است. (راست) چپ نوتري آنگاه باشد، (راست) چپ آرتینی R اگرحلقهي .17.2.1 قضیه
.[15.3 قضیه ،21] برهان.

است متناهی Max(R) اینصورت در باشد. آرتینی و جابجایی حلقهاي R کنید فرض .18.2.1 قضیه
(یکریختی R ∼= R١ × · · · × Rn طوریکه به موجودند Rn، . . . ،R١ مانند آرتینی موضعی حلقههاي و

حلقهها).

.[7.8 قضیه و 3.8 گزاره ،13] برهان.
حلقه همچنین، میشود. داده نشان R[x] نماد با R در ضرایب با x مجهول از چندجملهایها حلقه
به بخش، این ادامه در میشود. داده نشان R[[x]] نماد با R در ضرایب با x مجهول از توانی سریهاي

میپردازیم. چندجملهایها حلقه ویژگیهاي از برخی بیان

عضو f(x) =
n∑

i=٠

aix
i و جابجایی حلقهاي R کنید فرض ([36.1 تمرین ،31]) .19.2.1 قضیه

داریم: را زیر گزارههاي اینصورت در باشد. R[x] در دلخواهی
همه an، . . . ،a١ و اشد ب R یکال عضو a٠ اگر نها ت و اگر است R[x] یکال عضو یک f(x) (1

باشند. پوچتوان
باشند. پوچتوان همه an، . . . ،a١،a٠ اگر تنها و اگر است پوچتوان f(x) (2

.J(R[x]) = Nil(R[x]) (3
است. غیرموضعی حلقهاي R[x] (4

که باشد داشته وجود r ∈ R چون عضوي اگر تنها و اگر است صفر مقسومعلیه R[x] در f(x) (5
.rf(x) = ٠ و r ̸= ٠
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جبر ابتدایی مفاهیم و تعاریف .2 بخش

میپردازیم. ناجابجایی حلقههاي برخی یادآوري به ادامه، در

باشد. حلقه یک R کنید فرض .20.2.1 تعریف
.a, b ∈ R که ،ba = ٠ دهد نتیجه ab = ٠ هرگاه نامیم برگشتپذیر را R حلقه (1)

.a, b ∈ R که ،aRb = ٠ دهد نتیجه ab = ٠ هرگاه نامیم نیمجابجایی را R حلقه (2)

باشند. مرکزي R خودتوان عناصر تمام هرگاه نامیم آبلی را R حلقه (3)

حلقههاي همچنین، .[5.21 لم هستند[28، آبلی نیمجابجایی، حلقههاي که میشود مشاهده آسانی به
که کنید توجه هستند. برگشتپذیر یافته، کاهش حلقههاي بهعلاوه، هستند. نیمجابجایی برگشتپذیر،
ann(X) نماد از و l.ann(X) = r.ann(X) آنگاه ،X ⊆ R و باشد برگشتپذیر حلقهي یک R اگر
و نیمجابجایی حلقههاي مورد در بیشتر جزییات براي میکنیم. استفاده X پوچساز دادن نشان براي

کنید. مراجعه [30] و [26] به برگشتپذیر

میکند. مشخص را برگشتپذیر حلقههاي از خانوادهاي بعد، قضیههاي

است، برگشتپذیر R[x]/(xn) اینصورت در باشد. یافته کاهش حلقهاي R کنید فرض .21.2.1 قضیه
است. xn توسط شده تولید ایدهآل (xn) و n ∈ N که

[5.2 قضیه ،26] برهان.
فرم به ماتریسها تمام حلقه اینصورت در باشد. یافته کاهش حلقهاي R کنید فرض .22.2.1 قضیه

است. برگشتپذیر
 R R

٠ R


[6.1 گزاره ،26] برهان.

[31] و [28] ،[24] ،[21] ،[13] به را خواننده مدولها، و حلقهها مورد در بیشتر جزییات براي
میدهیم. ارجاع
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گذشته کارهاي مرور
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پوچساز ایدهآل گراف .1 بخش

جابجایی یکحلقهي پوچساز ایدهآل گراف 1.2
شده معرفی [7] در که ،R جابجایی حلقه به وابسته پوچساز ایدهآل گراف یادآوري به بخش این در
برگرفته بخش، این مطالب تمام میکنیم. بررسی را آن ویژگیهاي و خواص برخی و میپردازیم است،

است. [7] از

با که R به وابسته پوچساز ایدهآل گراف باشد. جابجایی حلقهي یک R کنید فرض .1.1.2 تعریف
ایدهآلهاي همه آن راسهاي مجموعهي که ساده، است گرافی میشود، داده نشان ΓAnn(R) نماد
اگر تنها و اگر مجاورند J و I متمایز راس دو و میباشد (R و ٠ از متمایز (یعنی، R بدیهی غیر

.J ∩ ann(I) ̸= ٠ یا I ∩ ann(J) ̸= ٠

اولین عنوان به است. ناصفر همانی با جابجایی حلقه یک R بخش این تمام که باشید داشته توجه
باشد. یال بدون ΓAnn(R) که میکنیم بررسی را شرایطی قضیه،

R اگر تنها و اگر است یال بدون ΓAnn(R) اینصورت در باشد. حلقه یک R کنید فرض .2.1.2 قضیه
.|ΓAnn(R)| = ١ یا باشد صحیح حوزه

[1 لم ،7] برهان.
میکنیم. بررسی را پوچساز ایدهآل گراف قطر و همبندي بعد، قضیه در

ورت ص ن ای در د. اش ب Z(R) ̸= ٠ ا ب ه ق ل ح ک ی R د ی ن ک رض ف .3.1.2 ه ی ض ق
.diam(ΓAnn(R)) ∈ {٠, ١, ٢}

[2 قضیه ،7] برهان.
حوزه R اگر تنها و اگر است ناهمبند ΓAnn(R) که گرفت نتیجه میتوان قبل قضیه دو از اکنون
G گراف اگر که کنید توجه میکنیم. بررسی را پوچساز ایدهآل گراف کمر بعد، قضیه در باشد. صحیح

.gr(G) 6 ٢diam(G) + ١ آنگاه باشد، دور یک شامل

.gr(ΓAnn(R)) ∈ {٣,∞} اینصورت در باشد. حلقه یک R کنید فرض .4.1.2 قضیه
[5 قضیه ،7] برهان.
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پوچساز ایدهآل گراف .1 بخش

باشد. کامل پوچساز ایدهآل گراف که میشود بررسی شرایطی بعد، قضیه در
اینصورت در باشد. حلقه یک R کنید فرض .5.1.2 قضیه
است. کامل ΓAnn(R) آنگاه باشد، آرتینی R اگر (1)

R آنگاه باشد، کامل ΓAnn(R) و soc(Nil(R)) 6e Nil(R) نوتري، یافته، کاهش غیر R اگر (2)
است. آرتینی

[10 قضیه ،7] برهان.
باشد. کامل آنها به وابسته گراف که میشود بررسی حلقههایی بعد، قضیه در

و اگر است کامل ΓAnn(R) اینصورت در باشد. یافته کاهش حلقه یک R کنید فرض .6.1.2 قضیه
.ann(I) ̸= ann(J) باشیم داشته J و I متمایز راس دو هر براي اگر تنها

[11 قضیه ،7] برهان.
باشد. کامل آن به وابسته گراف که میشود مشخص یافتهاي کاهش حلقههاي بعد، قضیه در

کامل ΓAnn(R) اینصورت در باشد. یافته کاهش نوتري حلقهي یک R کنید فرض .7.1.2 قضیه
باشد. میدانها از متناهی مستقیم ضرب R اگر تنها و اگر است

[12 قضیه ،7] برهان.
باشند. برابر پوچساز ایدهآل گراف خوشهاي و رنگی عدد که میشود بررسی حالتی بعد، قضیه در

Diها که ،R ∼= D١ ⊕ · · · ⊕Dn اگر باشد. آرتینی غیر حلقهي یک R کنید فرض .8.1.2 قضیه
.χ(ΓAnn(R)) = ω(ΓAnn(R)) = ٢n − ١ آنگاه هستند، صحیح حوزههاي

[14 قضیه ،7] برهان.
باشد. دور بدون پوچساز ایدهآل گراف که میشود بررسی حالتی بعد، قضیه در

حلقهي یک R آنگاه ،ω(ΓAnn(R)) = ٢ اگر باشد. نوتري حلقهي یک R کنید فرض .9.1.2 قضیه
است. گرنشتاین

[17 قضیه ،7] برهان.
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پوچکن ایدهآلهاي مجموع گراف .2 بخش

جابجایی یکحلقهي پوچکن ایدهآلهاي مجموع گراف 2.2
معرفی [32] در که ،R جابجایی حلقهي پوچکن ایدهآلهاي مجموع گراف یادآوري به بخش این در
بخش این مطالب تمام میکنیم. بررسی را آن ویژگیهاي و خواص برخی و میپردازیم است، شده

است. [32] از برگرفته

به وابسته پوچکن ایدهآلهاي مجموع گراف باشد. جابجایی حلقه یک R کنید فرض .1.2.2 تعریف
ایدهآلهاي همه آن راسهاي مجموعه که ساده، است گرافی میشود، داده نشان Ω(R) نماد با که ،R
باشد. پوچکن ایدهآل I + J اگر تنها و اگر مجاورند J و I متمایز راس دو و میباشد R ناصفر پوچکن

عنوان به است. ناصفر همانی با جابهجایی حلقه یک R بخش این تمام در که باشید داشته توجه
میشود. تعیین گراف این قطر نتیجه اولین

.diam(Ω(R)) ∈ {٠, ١, ٢,∞} اینصورت در باشد. حلقه یک R کنید فرض .2.2.2 قضیه
[1.4 و 4.3 ،3.3 ،1.3 ،3.2 لمهاي ،32] برهان.

باشد. ناهمبند آن به وابسته گراف که میشود تعیین R براي شرایطی بعد، قضیه در

یک R اگر تنها و اگر است ناهمبند Ω(R) اینصورت در باشد. حلقه یک R کنید فرض .3.2.2 قضیه
باشد. مینیمال اول ایدهآل دو دقیقاً با یافته کاهش حلقهي

[1.4 و 4.3 ،3.3 ،1.3 ،3.2 لمهاي ،32] برهان.
میشود. بررسی Ω(R) کمر بعد، قضیه در

.gr(Ω(R)) ∈ {٣,∞} اینصورت در باشد. حلقه یک R کنید فرض .4.2.2 قضیه
[3.4 نتیجه و 7.3 قضیه ،18.2 گزاره ،32] برهان.

باشد. متناهی گراف این خوشهاي عدد که میشود گرفته درنظر حالتی بعد، قضیههاي در

آنگاه ،ω(Ω(R)) < ∞ اگر نیست. صحیح حوزه که باشد حلقه یک R کنید فرض .5.2.2 قضیه
است. اول ایدهآلهاي از متناهی تعداد اجتماع Z(R)
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صفر علیه مقسوم دوگان گراف .3 بخش

[4.4 نتیجه ،32] برهان.

اگر نباشد. ایدهآل Z(R) طوریکه به باشد یافته کاهش حلقهي یک R کنید فرض .6.2.2 قضیه
است. میدان متناهی تعداد ضرب حاصل R آنگاه ،ω(Ω(R)) < ∞

[5.4 گزاره ،32] برهان.

میدان Kiها و n > ١ طوریکه به باشد حلقه یک R ∼= K١ × · · · ×Kn کنید فرض .7.2.2 قضیه
.ω(Ω(R)) = χ(Ω(R)) = ٢n−١ − ١ اینصورت در باشند.

[6.4 گزاره ،32] برهان.

یکحلقه صفر علیه مقسوم دوگان گراف 3.2
نماد با که ،R جابجایی حلقهي به وابسته صفر مقسومعلیه گراف ،[6] در لوینگستون2 و اندرسون1
مقسومعلیههاي گراف، این راسهاي مجموعهي کردند. بررسی و معرفی را میشود، داده نشان Γ(R)

و افخمی3 .xy = ٠ اگر تنها و اگر مجاورند y و x متمایز راس دو و میباشد صفر از غیر R حلقه صفر
Γ′(R) نماد با که ،R جابهجایی حلقهي به وابسته صفر مقسومعلیه دوگان گراف ،[2] در خشیارمنش4

کردند: معرفی زیر شرح به را میشود، داده نشان
fa : R −→ R کنید فرض ،R در a عضو هر راي ب اشد. ب جابهجایی حلقهي یک R کنید فرض
به را R صفر مقسومعلیههاي مجموعه میتوان بنابراین، باشد. a در ضرب با R-مدولی درونریختی

کرد: معرفی زیر صورت
Z(R) = {x ∈ R | نباشد یکبهیک fx .{درونریختی

گرفتند: درنظر را زیر مجموعهي دوگان، حالت در
W (R) := {x ∈ R | نباشد پوشا fx {درونریختی = {x ∈ R | Rx ̸= R}.

1Anderson
2Livingston
3Afkhami
4Khashyarmanesh
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صفر علیه مقسوم دوگان گراف .3 بخش

x اگر ا ه ن ت و اگر د مجاورن Γ(R) در y و x ،Z(R)∗ در y و x ز مای ت م راس دو هر راي ب وضوح، ه ب
دوگان گراف اساس، این بر باشد. Ker(fx) در ناصفر عضوي y یا باشد Ker(fy) در ناصفر عضوي
آن راسهاي مجموعه که ساده، است گرافی میشود، داده نشان Γ′(R) نماد با که صفر علیه مقسوم
عضوي x + Ry اگر تنها و اگر مجاورند y و x متمایز راس دو و میباشد W (R)∗ = W (R) \ {٠}

راس دو دیگر، عبارت به باشد. Coker(fx) در ناصفر عضوي y + Rx و باشد Coker(fy) در ناصفر
.y /∈ Rx و x /∈ Ry اگر تنها و اگر مجاورند، Γ′(R) در y و x متمایز

توسیع زیر شرح به ناجابجایی حلقههاي به را صفر علیه مقسوم دوگان گراف مفهوم ،[1] در افخمی
داد:

نماد با که ،R به وابسته صفر علیه مقسوم دوگان گراف باشد. ناجابجایی حلقهي یک R کنید فرض
راس دو و میباشد R حلقه نایکال عناصر آن راسهاي که ساده است گرافی میشود، داده نشان Γ′(R)

.y /∈ Rx و x /∈ Ry اگر تنها و اگر مجاورند y و x متمایز
و [4] ،[3] ،[2] ،[1] به را خواننده صفر، علیه مقسوم دوگان گراف درمورد بیشتر جزییات براي

میدهیم. ارجاع [5]
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گرافها کمک به مدولها و حلقهها مطالعهي
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علیه مقسوم دوگان گراف تعریف توسیع .1 بخش

مدولها به صفر علیه مقسوم دوگان گراف تعریف توسیع 1.3
دوگان گراف تعریف بخش، این در کردیم. یادآوري را صفر علیه مقسوم دوگان گراف ،3.2 بخش در

است. [11] از برگرفته بخش، این مطالب تمام میدهیم. توسیع مدولها به را صفر علیه مقسوم

چپ R-مدول یک M و ناصفر همانی ا ب شرکتپذیر حلقهي یک R کنید فرض .1.1.3 تعریف
میدهیم رار ق و WR(M) = {x ∈ M | Rx ̸= M}کنید فرض همچنین، اشد. ب ر اصف ن ی کان ی
Γ′
R(M) نماد ا ب که ،M به وابسته صفر علیه مقسوم دوگان گراف .WR(M)∗ = WR(M) \ {٠}

دو و است WR(M)∗ مجموعهي عناصر تمام آن راسهاي که ساده است گرافی میشود، داده نشان
.y /∈ Rx و x /∈ Ry اگر تنها و اگر مجاورند y و x متمایز راس

مقسوم دوگان گراف همان Γ′
S(S) آنگاه باشد، یکدار جابجایی حلقهي یک S اگر که است بدیهی

با Γ′
R(M) گرافی خواص بین ارتباطات برخی بخش، این در میباشد. [2] در شده تعریف صفر علیه

،Γ′
R(M) گرافی ویژگیهاي از برخی بهعلاوه، میشود. بررسی R حلقه و M مدول جبري خواص

فرض بخش، این سراسر در میکنیم. بررسی را بودن مسطح و استقلال عدد خوشهاي، عدد کمر، مانند
علاوه، به است. ناصفر یکانی چپ R-مدول یک M و ناصفر همانی با شرکتپذیر حلقه یک R میکنیم
بررسی را شرایطی نتیجه، اولین عنوان به میشوند. گرفته درنظر چپ از مدولی ساختارهاي تمام

باشد. تهی Γ′
R(M) گراف که میکنیم

باشد. R-مدول یک M و حلقه یک R کنید فرض .2.1.3 گزاره
باشد. ساده R-مدول یک M اگر تنها و اگر است تهی Γ′

R(M) (1)

باشد. بخشی حلقهي یک R اگر تنها و اگر است تهی Γ′
R(R) (2)

.Rx = M داریم x ∈ M∗ هر هازاي ب اینصورت در اشد. ب تهی Γ′
R(M) کنید فرض (1) برهان.

در اشد. ب اده س دول R-م یک M د ی ن ک رض ف رعکس، ب است. اده س دول R-م یک M ن، رای اب ن ب
است. تهی Γ′

R(M) درنتیجه و WR(M)∗ = ∅ اینصورت،
با اکنون، .Rx = R داریم x ∈ R∗ هر بهازاي اینصورت در باشد. تهی Γ′

R(R) کنید فرض (2)
R کنید فرض برعکس، است. بخشی حلقهي یک R که میگیریم نتیجه ،[2.1 تمرین ،28] به توجه

است. تهی Γ′
R(R) که میشود مشاهده آسانی به اینصورت، در باشد. بخشی حلقهي یک
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علیه مقسوم دوگان گراف تعریف توسیع .1 بخش

R که کرد خواهیم فرض است، تهی Γ′
R(M) گراف که هنگامی بدیهیات از اجتناب براي ادامه، در

گراف این کمر بعد، قضیه در باشد. راس شامل Γ′
R(M) طوریکه به است R-مدول یک M و حلقه یک

داریم. نیاز را زیر لم آن، از قبل میکنیم. تعیین را
صحیح عدد یک n > ۴ کنید فرض باشد. R-مدول یک M و حلقه یک R کنید فرض .3.1.3 لم
وسیله ه ب قایی ال رگراف زی طوریکه ه ب اشد ب Γ′

R(M) در مسیر یک x١ − x٢ − · · · − xn و اشد ب
شرط با j و i اندیس دو هر بهازاي آنگاه ،Rx١ ⊆ Rxn اگر نباشد. دور شامل xn ، . . . ،x٢ ،x١ راسهاي

.Rxi ⊆ Rxj داریم i < j − ١

اگر .Rxn ⊆ Rx٢ یا Rx٢ ⊆ Rxn بنابراین، نیست. مجاور xn با x٢ فرضیات، به توجه با برهان.
از است. مجاور x٢ با x١ زیرا است، ممکن غیر که Rx١ ⊆ Rxn ⊆ Rx٢ اینصورت در ،Rxn ⊆ Rx٢

خواننده مشابه، روشی به اینصورت، در ،n = ۴ اگر اکنون، .Rx٢ ⊆ Rxn کنیم فرض میتوانیم رو، این
میکنیم فرض بنابراین، .Rxi ⊆ Rxj داریم i < j − ١ هر بهازاي که کند بررسی میتواند آسانی به
به القایی زیرگراف طوریکه به است Γ′

R(M) در مسیر یک x٢ − x٣ − · · · − xn اینصورت در .n > ۵

به خواننده مشابه، روشی به است، متناهی n چون نیست. دور شامل xn ، . . . ،x٣ ،x٢ راسهاي وسیله
و n − ١ > ۴ داریم اکنون، .Rxi ⊆ Rxn ،i < n − ١ هر هازاي ب که کند بررسی میتواند آسانی
راسهاي وسیله به القایی زیرگراف طوریکه به است Γ′

R(M) در مسیر یک x١ − x٢ − · · · − xn−١

ا ی Rx١ ⊆ Rxn−١ م داری ست، ی ن اور ج م xn−١ ا ب x١ چون یست. ن دور ل ام ش xn−١ ، . . . ،x٢ ،x١
است، ممکن غیر که Rxn−١ ⊆ Rx١ ⊆ Rxn اینصورت در ،Rxn−١ ⊆ Rx١ اگر .Rxn−١ ⊆ Rx١

ا ب x٢ چون اکنون، .Rx١ ⊆ Rxn−١ کنیم فرض میتوانیم نابراین، ب است. مجاور xn ا ب xn−١ زیرا
اینصورت در ،Rxn−١ ⊆ Rx٢ اگر .Rxn−١ ⊆ Rx٢ ا ی Rx٢ ⊆ Rxn−١ داریم نیست، مجاور xn−١

به .Rx٢ ⊆ Rxn−١ بنابراین است. مجاور x٢ با x١ زیرا است، ممکن غیر که Rx١ ⊆ Rxn−١ ⊆ Rx٢

است، متناهی n چون اکنون، .Rxi ⊆ Rxn−١ ،i < n− ٢ هر بهازاي که میگیریم نتیجه مشابه، طور
.Rxi ⊆ Rxj داریم i < j − ١ هر بهازاي که میشود مشاهده بازگشتی، روش با

باشد. دور شامل Γ′
R(M) طوریکه به باشد R-مدول یک M و حلقه یک R کنید فرض .4.1.3 قضیه

.gr(Γ′
R(M)) ∈ {٣, ۴} اینصورت در

باشد. Γ′
R(M) در دور یک x١ − x٢ − · · · − xn − x١ و n = gr(Γ′

R(M)) > ۵ کنید فرض برهان.
از شدن کاسته دون ب .Rxn−١ ⊆ Rx١ ا ی Rx١ ⊆ Rxn−١ داریم یست، ن مجاور xn−١ ا ب x١ چون
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یست، ن مجاور xn ا ب x٢ چون اکنون، .Rx١ ⊆ Rxn−١ که یم کن فرض یم وان میت رهان، ب یت ل ک
د ی ن ک رض ف ظور، ن م ن دی ب .Rx٢ ⊆ Rxn میدهیم شان ن .Rxn ⊆ Rx٢ ا ی Rx٢ ⊆ Rxn م داری
در مسیر یک x١ − x٢ − · · · − xn−١ و نیست مجاور xn−١ با x٢ چون اینصورت، در .Rxn ⊆ Rx٢

با نیست، دور شامل xn−١ ، . . . ،x٢ ،x١ راسهاي وسیله به القایی زیرگراف طوریکه به است Γ′
R(M)

است، ممکن غیر که Rxn ⊆ Rx٢ ⊆ Rxn−١ بنابراین، .Rx٢ ⊆ Rxn−١ داریم 3.1.3 لم به توجه
مسیر دو اکنون، .Rx٢ ⊆ Rxn که کنیم فرض میتوانیم رو، این از است. مجاور xn−١ ا ب xn زیرا
که کنید توجه میگیریم. درنظر را L٢ := x٢ − x٣ − · · · − xn و L١ := x١ − x٢ − · · · − xn−١

3.1.3 لم به توجه با بنابراین، نیست. دور شامل ،i = ١, ٢ که ،Li راسهاي وسیله به القایی زیرگراف
زیرا است، تناقض یک که Rx١ ⊆ Rxn میگیریم نتیجه اکنون، .Rx٣ ⊆ Rxn و Rx١ ⊆ Rx٣ داریم

.gr(Γ′
R(M)) ∈ {٣, ۴} درنتیجه است. مجاور xn با x١

میآید. بدست 4.1.3 قضیه از مستقیم طور به زیر نتیجه
.gr(Γ′

R(M)) ∈ {٣, ۴,∞} آنگاه باشد، R-مدول یک M و حلقه یک R اگر .5.1.3 نتیجه
که میدهیم نشان اکنون، .gr(Γ′

R(M)) ∈ {٣, ۴,∞} که دادیم نشان قبل نتیجه در .6.1.3 مثال
میدهند. روي حالت سه این همهي

.gr(Γ′
Z(Z٢ × Z٢ × Z٢)) = ٣ (1)

.gr(Γ′
Z٣×Z٣

(Z٣ × Z٣)) = ۴ (2)

.gr(Γ′
Z(Z۴)) = ∞ (3)

ناصفر اشتراك N هرگاه میشود، نامیده اساسی M از N ناصفر زیرمدول یک که بیاورید یاد به
بررسی شرایطی تحت را Γ′

R(M) گراف قطر بعد، گزاره در باشد. داشته M ناصفر زیرمدول هر با
میکنیم.

ر ه هازاي ب ه ک وری ط ه ب د اش ب دول R-م ک ی M و ه ق ل ح ک ی R د ی ن ک رض ف .7.1.3 زاره گ
.diam(Γ′

R(M)) ∈ {١, ٢} اینصورت، در نباشد. M اساسی زیرمدول Rx ،x ∈ WR(M)∗

اکنون، .|Γ′
R(M)| > ٢ نیست، M اساسی زیرمدول Rx ،x ∈ WR(M)∗ هر بهازاي چون برهان.

یا Rx ⊆ Ry اینصورت، در نباشد. مجاور y با x و باشند Γ′
R(M) از متمایز راس دو y و x کنید فرض
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توجه با اکنون، .Rx ⊆ Ry کنیم فرض میتوانیم برهان، کلیت از شدن کاسته بدون .Ry ⊆ Rx

کنید فرض .Ry ∩ N = ٠ طوریکه به است موجود M از N اصفر ن زیرمدول یک مفروضات، ه ب
و a /∈ Rx همچنین، .y /∈ Ra و a /∈ Ry که میشود مشاهده آسانی به اینصورت، در .a ∈ N∗

که میگیریم نتیجه بنابراین، است. Γ′
R(M) در دو طول به مسیر یک x− a− y بنابراین، .x /∈ Ra

.diam(Γ′
R(M)) ∈ {١, ٢}

یک M از R-زیرمدول هر هرگاه میشود، نامیده نیمساده M R-مدول یک که بیاورید یاد به
داریم. را زیر نتیجه ،7.1.3 گزاره از باشد. M مستقیم جمعوند

.diam(Γ′
R(M)) ∈ {١, ٢} آنگاه باشد، نیمساده R-مدول یک M و حلقه یک R اگر .8.1.3 نتیجه

زیرمدول یک ،Rx ̸= M و است نیمساده M چون باشد. Γ′
R(M) از راس یک x کنید فرض برهان.

داریم ،7.1.3 گزاره ه ب وجه ت ا ب اکنون .M = N ⊕ Rx که طوری ه ب است موجود M از N اصفر ن
.diam(Γ′

R(M) ∈ {١, ٢}

لم آن، از قبل باشد. کامل دوبخشی گراف یک Γ′
R(M) که میکنیم مطالعه را حالتی بعد، گزاره در

است. ضروري زیر

باشد، دوبخشی گراف یک Γ′
R(M) اگر باشد. R-مدول یک M و حلقه یک R کنید فرض .9.1.3 لم

است. دو حداکثر M ماکسیمال زیرمدولهاي تعداد آنگاه

که میدهیم نشان باشند. M متمایز ماکسیمال زیرمدول سه N٣ و N٢ ،N١ کنید فرض برهان.
برهان، کلیت از شدن کاسته بدون منظور، بدین کنیم. انتخاب را ni ∈ Ni \

∪٣
j=١,j ̸=i Nj میتوانیم

م. ی میکن تخاب ان را b ∈ N١ \ N٣ و a ∈ N١ \ N٢ نصورت، ای در .N١ ⊆ N٢ ∪ N٣ کنید فرض
کاسته بدون .a + b ∈ N٣ یا a + b ∈ N٢ داریم ،a + b ∈ N١ چون .b ∈ N٢ و a ∈ N٣ بنابراین،
یک که (a+ b)− b = a ∈ N٢ اینصورت، در .a+ b ∈ N٢ کرد فرض میتوان برهان، کلیت از شدن
آسانی به اینصورت، در کنیم. انتخاب را ni ∈ Ni \

∪٣
j=١,j ̸=i Nj میتوانیم بنابراین، است. تناقض

است، تناقض یک که است Γ′
R(M) در سه طول به دور یک n١ − n٢ − n٣ − n١ که میشود مشاهده

قضیه ،34]) باشد ن فرد طول به دوري هیچ شامل اگر نها ت و اگر است دوبخشی گراف، یک را زی
است. دو حداکثر M ماکسیمال زیرمدولهاي تعداد رو، این از ببینید). را [18.2.1
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یک Γ′
R(M) اینصورت در باشد. نوتري R-مدول یک M و حلقه یک R کنید فرض .10.1.3 گزاره

تمام N٢ و N١ که ،M = N١ ⊕N٢ اگر تنها و اگر است ناتهی یالی مجموعهي با کامل دوبخشی گراف
هستند. M ساده زیرمدولهاي

کنید فرض باشد. ناتهی یالی مجموعهي با کامل دوبخشی گراف یک Γ′
R(M) کنید فرض برهان.

یالدار دوبخشی گراف یک Γ′
R(M) چون باشد. i بخش راسهاي تمام مجموعهي ،i = ١, ٢ که ،Xi

M چون .i = ١, ٢ که ،Λi = {Ra | a ∈ Xi} میدهیم قرار .Xi ̸= ∅ داریم i = ١, ٢ بهازاي است،
میدهیم نشان است. ماکسیمال عضو یک شامل Λi ،i = ١, ٢ بهازاي است، نوتري R-مدول یک
Rn و Rm کنید فرض منظور، بدین است. فرد ه ب منحصر Λi ماکسیمال عضو i = ١, ٢ هازاي ب
مجاورند n و m ،m /∈ Rn و n /∈ Rm چون اینصورت، در باشند. Λ١ متمایز ماکسیمال عضو دو
دارد. فرد ه ب منحصر ماکسیمال عضو Λ٢ ه، مشاب طور به .m,n ∈ X١ را زی است، ممکن غیر که
در .i = ١, ٢ که است، Λi فرد ه ب منحصر ماکسیمال عضو Rxi کنیم فرض وانیم میت راین، ناب ب
.Ra ∩Rb = ٠ داریم b ∈ X٢ و a ∈ X١ بهازاي میدهیم نشان .WR(M) = Rx١ ∪Rx٢ اینصورت،
چون اکنون، .c ∈ X١ لذا و c ∈ Ra اینصورت، در .٠ ̸= c ∈ Ra ∩ Rb کنید فرض مشاهده، براي
داریم راین ناب ب است. تناقض یک که است مجاور b ا ب c است، کامل دوبخشی گراف یک Γ′

R(M)

زیرمدولهاي تعداد ،9.1.3 لم به توجه با است، دوبخشی گراف یک Γ′
R(M) چون .Ra ∩ Rb = ٠

باشد. M فرد به منحصر ماکسیمال زیرمدول N کنید فرض اکنون، است. دو حداکثر M ماکسیمال
کنیم فرض یم وان میت ،x١ + x٢ ∈ WR(M) چون .WR(M) = N = Rx١ ∪ Rx٢ اینصورت، در
دو N٢ و N١ کرد فرض میتوان بنابراین، است. ممکن غیر که x٢ ∈ Rx١ بنابراین، .x١ + x٢ ∈ Rx١

برهان در که روشی کمک به ،WR(M) = Rx١ ∪Rx٢ چون باشند. M از متمایز ماکسیمال زیرمدول
بهازاي میدهیم نشان اکنون، .N٢ = Rx٢ و N١ = Rx١ کنیم فرض میتوانیم کاربردیم، به 9.1.3 لم
کنید فرض برهان، کلیت از شدن کاسته بدون منظور، بدین Mاست. ساده زیرمدول یک Ni ،i = ١, ٢

زیرا است، تناقض یک که N١ $ N١ + A $ M اینصورت، در باشد. N٢ بدیهی غیر زیرمدول یک A
زیرمدولهاي تعداد است، دوبخشی گراف یک Γ′

R(M) چون اکنون است. M ماکسیمال زیرمدول N١

هستند. M ساده زیرمدولهاي تمام N٢ و N١ که ،M = N١ ⊕N٢ درنتیجه، است. دو دقیقاً M ساده
بهازاي هستند. M ساده زیرمدولهاي تمام N٢ و N١ که ،M = N١ ⊕N٢ کنید فرض برعکس،
هازاي ب ه ک میشود مشاهده آسان نصورت، ای در .Xi = {a | a ∈ N∗

i } میدهیم رار ق ،i = ١, ٢
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وسیله به القایی زیرگراف که میدهیم نشان است. یال شامل Γ′
R(M) بعلاوه، .Xi ̸= ∅ ،i = ١, ٢

متمایز راس دو y و x کنید فرض منظور، بدین نیست. یال شامل ،i = ١, ٢ که ،Xi مجموعه راسهاي
مجموعهي یک X١ راین، ناب ب نیستند. مجاور y و x ذا ل و Rx = Ry اینصورت، در اشند. ب X١ از
،i = ١, ٢ بهازاي کنید فرض اکنون، است. مستقل مجموعهي یک X٢ مشابه، طور به است. مستقل
در امجاورند. ن x٢ و x١ کنید فرض مشاهده، راي ب د. مجاورن x٢ و x١ که میکنیم ادعا .xi ∈ Xi

دوبخشی گراف یک Γ′
R(M) بنابراین، است. تناقض یک که Rx٢ ⊆ Rx١ یا Rx١ ⊆ Rx٢ اینصورت،

است. کامل

به باشد. مرکزي آن خودتوان عضو هر هرگاه میشود نامیده آبلی R حلقهي که بیاورید یاد به
.ex = xe باشیم داشته e٢ = e, x ∈ R هر بهازاي دیگر، عبارت

گراف یک Γ′
R(R) اینصورت در باشد. چپ نوتري آبلی حلقهي یک R کنید فرض .11.1.3 نتیجه

K١ که ،R ∼= K١ ×K٢ حلقهها عنوان به اگر تنها و اگر است ناتهی یالی مجموعهي با کامل دوبخشی
هستند. بخشی حلقههاي K٢ و

اینصورت در باشد. ناتهی یالی مجموعهي با کامل دوبخشی گراف یک Γ′
R(R) کنید فرض برهان.

[7.1 تمرین ،28] به توجه با بنابراین، هستند. R مینیمال چپ ایدهآلهاي I٢ و I١ که ،R = I١ ⊕ I٢

حلقهي یک R چون اکنون، است. R بدیهی غیر خودتوان عضو یک e که R = Re⊕R(١− e) داریم
حلقهها عنوان به میشود مشاهده آسانی به اینصورت، در هستند. ایدهآل R(١− e) و Re است، آبلی

هستند. بخشی حلقههاي K٢ و K١ که ،R ∼= K١ ×K٢

است. بدیهی برعکس قسمت

از ادامه، در باشد. حوزه یک R/P هرگاه میشود نامیده اول کاملاً R از P ایدهآل که بیاورید بیاد
استفاده مکرراً ،[61.3 قضیه ،31] است اول ایدهآلهاي از اجتناب قضیه از توسیعی که زیر، گزاره

میکنیم.

باشند. R ایدهآلهاي از متناهی تعداد Pn ، . . . ،P٢ ،P١ و حلقه یک R کنید فرض .12.1.3 گزاره
حداقل و باشد P١ ∪ . . . ∪ Pn اجتماع در مشمول S طوریکه به باشد R از زیرحلقهاي S کنید فرض

است. Pj یک در مشمول S اینصورت در باشند. اول کاملاً Pها از −nتا ٢
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را ق است از ظور، ن م ن دی ب م. ی ن میک اده ف است [61.3 ه ضی ق ،31] ان ره ب ه شاب م روشی ه ب برهان.
و S * P١ ر اگ .S ⊆ P١ ∪ P٢ ن رای اب ن ب .n = ٢ د ی ن ک رض ف دا ت اب م. ی ن یک م اده ف ت اس n روي
و a ∈ P٢ نصورت، ای در م. ی ن ک تخاب ان را b ∈ S \ P٢ و a ∈ S \ P١ یم وان میت اه گ آن ،S * P٢

که کنیم فرض یم وان میت رهان، ب کلیت از شدن کاسته دون ب ،a + b ∈ S چون اکنون .b ∈ P١

.S ⊆ Pi داریم i = ١, ٢ رخی ب هازاي ب ذا ل است. اقض ن ت یک که a ∈ P١ راین اب ن ب .a + b ∈ P١

داریم راین اب ن ب اشد. ب رار رق ب n = k هازاي ب تیجه ن و ،n > ٣ که ،n = k + ١ کنید فرض اکنون
رض ف ت. اس اول لاً ام ک Pk+١ م ی ن ک رض ف م ی وان یت م ات، روض ف م ه ب ه وج ت ا ب .S ⊆

∪k+١
i=١ Pi

هازاي ب م ی وان یت م صورت، ن ای در .S *
∪k+١

i=١,i ̸=j Pi م داری j = ١, ٢, . . . , k + ١ ر ه هازاي ب د ی ن ک
ده اه ش م ی ان آس ه ب ه، ج ی ت درن م. ی ن ک اب خ ت ان را aj ∈ S \

∪k+١
i=١,i̸=j Pi ،j = ١, ٢, . . . , k + ١

م داری ت، اس اول لاً ام ک Pk+١ ون چ .aj ∈ Pj م داری j = ١, ٢, . . . , k + ١ هازاي ب ه ک ود یش م
.ak+١ ∈ Pk+١ \

∪k
i=١ Pi و a١a٢ · · · ak ∈

∩k
i=١ Pi \ Pk+١ داریم راین، ناب ب .a١a٢ · · · ak /∈ Pk+١

.x /∈ Pj داریم j = ١, ٢, . . . , k + ١ هازاي ب اینصورت، در .x = a١a٢ · · · ak + ak+١ کنید فرض
S که میگیریم نتیجه بنابراین، .S ⊆

∪k+١
i=١ Pi که فرض این ا ب تناقض یک ،x ∈ S چون اکنون

است. Pj یک در مشمول

هرگاه است، پوچساز I میگوییم باشد. R از یکطرفه ایدهآلی I و حلقه یک R کنید فرض
و R یافته کاهش حلقه بین ارتباط بعد، گزاره در .X ⊆ R که ،I = r.ann(X) یا I = l.ann(X)

با اینصورت، در باشد، یافته کاهش حلقه یک R اگر که کنید توجه میکنیم. بررسی را ω(Γ′
R(R))

برگشتپذیر یافته، کاهش حلقههاي بهعلاوه، .∩P∈Min(R) P = ٠ داریم ،[16.10 گزاره ،28] به توجه
هستند.

اینصورت در .ω(Γ′
R(R)) < ∞ و باشد یافته کاهش حلقهي یک R کنید فرض .13.1.3 گزاره

است. ω(Γ′
R(R)) حداکثر R مینیمال ایدهآلهاي تعداد (1)

است. ٢ω(Γ′
R(R)) حداکثر R پوچساز ایدهآلهاي تعداد (2)

R متمایز مینیمال اول ایدهآلهاي Pn+١ ، . . . ،P٢ ،P١ و ω(Γ′
R(R)) = n کنید فرض (1) برهان.

Pn+١ ، . . . ،P٢ ،P١ ،[6.12 لم ،28] به توجه با است، یافته کاهش حلقهي یک R چون اکنون، باشند.
انتخاب را xi ∈ Pi \

∪n+١
j=١,j ̸=i Pj میتوانیم ،12.1.3 گزاره به توجه با اینصورت، در هستند. اول کاملاً
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است. تناقض یک که است Γ′
R(R) از خوشه یک Σ = {x١, x٢, . . . , xn+١} مجموعه بنابراین کنیم.

است. ω(Γ′
R(R)) حداکثر R مینیمال ایدهآلهاي تعداد بنابراین

ایدهآلهاي Pn ، . . . ،P٢ ،P١ و |Min(R)| = n کنیم فرض میتوانیم ،(1) آیتم به توجه با (2)
ورت، ص ن ای در د. اش ب ی ه ات ن X ⊆ R د ی ن ک رض ف د. ن اش ب R ز ای م ت م ال م ی ن ی م اول
ن، رای اب ن ب .X ⊆ ann(ann(X)) ه ج ی ت درن و Xann(X) = ٠ ه ک ود یش م ده اه ش م ان آس
ann(X)ann(ann(X)) = ٠ طرفی، از .ann(ann(ann(X))) ⊆ ann(X) که میگیریم تیجه ن
ون ن اک .ann(X) = ann(ann(ann(X))) ن، رای اب ن ب .ann(X) ⊆ ann(ann(ann(X))) ذا ل و
ه ک ،ann(∩j∈J Pj) ⊆ ann(X) و ann(X) ⊆

∩
i∈I Pi م داری ات، روض ف م ه ب ه وج ت ا ب

ون چ .J := {i | ann(ann(X)) ⊆ Pi} و I := {i | ann(X) ⊆ Pi} م ی ن یک م ف ری ع ت
ک ی R ون چ ر، گ دی رف ط از .I ∪ J = {١, ٢, . . . , n} م داری ،ann(X)ann(ann(X)) = ٠

ه ک ود یش م ده اه ش م ون، ن اک .(∩i∈I Pi) ∩ (
∩

j∈J Pj) = ٠ ت، اس ه ت اف ی ش اه ک ه ق ل ح
تعداد درنتیجه .ann(X) =

∩
i∈I Pi که میگیریم نتیجه نابراین، ب .∩i∈I Pi ⊆ ann(

∩
j∈J Pj)

است. ٢ω(Γ′
R(R)) حداکثر R پوچساز ایدهآلهاي

باشند. متناهی α(Γ′
R(M)) و ω(Γ′

R(M)) که میکنیم مطالعه را حالتی بعد، گزاره در
ر ه هازاي ب ه ک وری ط ه ب د اش ب ی ای ج اب مج ی ن هي ق ل ح ک ی R د ی ن ک رض ف .14.1.3 زاره گ
ک ی M د ی ن ک رض ف .r.ann(y) ̸= ٠ ،y ∈ Z(R) ر ه هازاي ب و د اش ب ال ک ی x ،x ∈ R \ Z(R)

اگر نصورت، ای در .ann(Rm) = ann(m) ،m ∈ M هر هازاي ب که طوری ه ب اشد ب ادار وف R-مدول
است. نیمساده حلقهي یک R/J(R) آنگاه ،α(Γ′

R(M)) + ω(Γ′
R(M)) < ∞

شامل (M بهویژه (و Rm ،α(Γ′
R(M)) < ∞ چون باشد. Γ′

R(M) راس یک m کنید فرض برهان.
منظور، بدین است. متناهی M ساده زیرمدولهاي تعداد که میدهیم نشان است. ساده زیرمدول یک
مجموعهي {Rxi}i∈N کنید فرض اشد. ب امتناهی ن M ساده زیرمدولهاي تعداد که کنید فرض
{xi}i∈N مجموعهي راسهاي وسیلهي به القایی زیرگراف اینصورت، در باشد. M ساده زیرمدولهاي
M ساده زیرمدولهاي تعداد بنابراین، است. تناقض یک که ω(Γ′

R(M)) = ∞ درنتیجه و است کامل
باشد M ساده زیرمدولهاي همهي مجموعه {Rx١, Rx٢, . . . , Rxn} کنید فرض است. متناهی
د ی ن ک رض ف ظور، ن م ن دی ب .Z(R) =

∪n
i=١ Ii م ی میده شان ن .Ii = ann(Rxi) ،i ر ه هازاي ب و

چون .ab = ٠ طوریکه به است موجود b ∈ Z(R)∗ ،r.ann(a) ̸= ٠ چون اینصورت، در .a ∈ Z(R)∗
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حداقل هازاي ب راین، اب ن ب .by ̸= ٠ طوریکه به است موجود y ∈ M است، ادار وف R-مدول یک M
هر هازاي ب چون اکنون .Z(R) ⊆

∪n
i=١ Ii یجه ت درن .a ∈ Ii داریم i = ١, ٢, . . . , n دیس ان یک

Ii ،i هر بهازاي میدهیم نشان .Z(R) =
∪n

i=١ Ii که میگیریم نتیجه است، یکال x ،x ∈ R \ Z(R)

.rsRxi = ٠ اینصورت در .rs ∈ Ii و i ∈ {١, ٢, . . . , n} کنید فرض مشاهده، براي است. اول کاملاً
کنیم فرض میتوانیم اینصورت، غیر در است. اول کاملاً Ii درنتیجه و s ∈ Ii آنگاه ،sRxi = ٠ اگر
ساده زیرمدول یک Rxi چون اکنون، .sxi ̸= ٠ داریم ،ann(Rxi) = ann(xi) چون .sRxi ̸= ٠

در .ann(Rxi) = ann(xi) = ann(Rsxi) = ann(sxi) رو، این از .Rsxi = Rxi داریم است، M
که میگیریم نتیجه ،12.1.3 گزاره به توجه با اکنون، است. اول کاملاً Ii درنتیجه و r ∈ Ii اینصورت،
و i متمایز اندیسهاي برخی ازاي به (شاید هستند R ماکسیمال چپ ایدهآلهاي تمام In ، . . . ،I٢ ،I١
فصل از 27.2 نتیجه ،24] به توجه ،با بنابراین .J(R) =

∩n
i=١ Ii بعلاوه، .(Ii = Ij باشیم داشته j

یک R/J(R) درنتیجه و (t 6 n) R/J(R) ∼= R/I١ × · · · × R/It داریم حلقهها عنوان به ،[3
است. نیمساده حلقهي

داریم. را زیر نتیجه ،14.1.3 گزاره به توجه با

x ،x ∈ R \Z(R) هر بهازاي طوریکه به باشد نیمجابجایی حلقهي یک R کنید فرض .15.1.3 نتیجه
مولد متناهی وفادار R-مدول یک M کنید فرض .r.ann(y) ̸= ٠ ،y ∈ Z(R) هر بهازاي و باشد یکال
.ann(Rm) = ann(m) ،m ∈ M هر بهازاي و باشد آرتینی R-مدول یک J(R)M طوریکه به باشد

است. آرتینی R-مدول یک M آنگاه ،α(Γ′
R(M)) + ω(Γ′

R(M)) < ∞ اگر

نابراین، ب است. نیمساده حلقهي یک R ،14.1.3 به توجه ا ب اینصورت در J(R) = ٠ اگر برهان.
که کنیم فرض میتوانیم نابراین، ب است. آرتینی R-مدول یک M ،[21.1 گزاره ،28] به توجه ا ب

میگیریم: درنظر را مدولها از زیر دقیق دنباله اکنون، .J(R) ̸= ٠

.٠ −→ J(R)M −→ M −→ M/J(R)M −→ ٠

است. آرتینی R/J(R)-مدول عنوان به M/J(R)M است، نیمساده حلقهي یک R/J(R) چون
آرتینی R-مدول یک J(R)M دیگر، طرف از است. آرتینی R-مدول یک M/J(R)M راین، ناب ب

است. آرتینی R-مدول یک M درنتیجه است.
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میکنیم. بررسی را Γ′
R(M) راسهاي تعداد و R حلقه اعضاي تعداد بین ارتباط بعد، گزاره در

.TR(M) := {r ∈ R | rm = ٠ که باشد موجود m ∈ M∗} که باشید داشته توجه

،|Γ′
R(M)|+ |TR(M)| < ∞ اگر . باشد R-مدول یک M و حلقه یک R کنید فرض .16.1.3 گزاره

.|R| 6 |WR(M)||TR(M)| آنگاه

.Rx ∼= R/ann(x) مدولها عنوان به اینصورت در باشد. Γ′
R(M) راس یک x کنید فرض برهان.

ann(x) ⊆ TR(M) دیگر، طرف از است. متناهی مجموعهي یک R/ann(x) ،|Γ′
R(M)| < ∞ چون

به ،[1 فصل از 6.4 نتیجه ،24] به توجه با بنابراین، است. متناهی مجموعهي یک ann(x) درنتیجه و
.|R| 6 |WR(M)||TR(M)| که میشود نتیجه آسانی

باشد. متناهی Γ′
R(M) استقلال عدد که میکنیم بررسی را حالتی بعد، گزاره در

طوریکه به باشد آرتینی) (یا نوتري R-مدول یک M و حلقه یک R کنید فرض .17.1.3 گزاره
است. متناهی socR(M) اینصورت در .α(Γ′

R(M)) < ∞

زیرمدول یک شامل Rx ،α(Γ′
R(M)) < ∞ چون باشد. Γ′

R(M) راس یک x کنید فرض برهان.
ورت، ص ن ای در .Λ := {n | n ∈ Ry \ {٠}} م ی یده م رار ق ت. اس (y ∈ Rx) Ry د ن ان م اده س
ه وع م ج م ک ی Ry ن رای اب ن ب ت. س ی ن ال ی ل ام ش Λ اي راسه ه ل ی وس ه ب ی ای ق ال راف رگ زی
دول R-م یک socR(M) ،[4.2 ه ضی ق ،28] ه ب ه وج ت ا ب .α(Γ′

R(M)) < ∞ را زی است، ی اه ن ت م
ه ک ود یش م ه ج ی ت ن ت، اس ی) ن ی آرت ا (ی ري وت ن دول R-م یک M ون چ ون، ن اک ت. اس اده مس ی ن
M ساده زیرمدول یک Rmi ،i = ١, ٢, . . . , t بهازاي که socR(M) = Rm١ ⊕Rm٢ ⊕ · · · ⊕Rmt

socR(M) که میگیریم نتیجه است، متناهی مجموعهي یک Rmi ،i هر بهازاي چون، اکنون است.
است. متناهی

به باشد آرتینی) (یا نوتري نیمسادهي R-مدول یک M و حلقه یک R کنید فرض .18.1.3 نتیجه
است. متناهی M اینصورت در .α(Γ′

R(M)) < ∞ طوریکه

اکنون، .socR(M) = M ،[4.2 قضیه ،28] به توجه با است، نیمساده R-مدول یک M چون برهان.
است. متناهی M ،17.1.3 گزاره به توجه با
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بررسی را است، یافته کاهش حلقهي یک R که هنگامی ،Γ′
R(R) گراف بودن مسطح بعد، گزاره در

میکنیم. استفاده مکرراً 10.1.1 قضیه از بهعلاوه، هستند. ضروري زیر لم دو آن، از قبل میکنیم.

آنگاه باشد، مسطح گراف یک Γ′
R(R) اگر باشد. یافته کاهش حلقهي یک R کنید فرض .19.1.3 لم

.|Min(R)| 6 ۴

،P١ کنید فرض همچنین، .|Min(R)| > ۵ و باشد یافته کاهش حلقهي یک R کنید فرض برهان.
،P١ ،[6.12 لم. ،28] به توجه با اینصورت، در باشند. R متمایز مینیمال اول ایدهآلهاي P۵ ، . . . ،P٢

را xi ∈ Pi \
∪۵

j=١,j ̸=i Pj میتوانیم ،12.1.3 گزاره به توجه با اکنون، هستند. اول کاملاً P۵ ، . . . ،P٢

K۵ گراف {x١, x٢, . . . , x۵} مجموعهي راسهاي وسیلهي به القاشده زیرگراف بنابراین، کنیم. انتخاب
.|Min(R)| 6 ۴ که میگیریم نتیجه بنابراین، نمیباشد. مسطح Γ′

R(R) لذا و میدهد تشکیل را

اینصورت در باشد. ٣ 6 |Min(R)| < ∞ با یافته کاهش حلقهي یک R کنید فرض .20.1.3 لم
.|P | > |Min(R)|+ ١ داریم P ∈ Min(R) هر بهازاي

کافیست برهان، کلیت از شدن کاسته بدون .Min(R) = {P١, P٢, . . . , Pn} کنید فرض برهان.
هازاي ب ،n > ٣ و است ه ت اف ی اهش ک قهي حل یک R چون .|P١| > |Min(R)| + ١ دهیم شان ن
هازاي ب م ی وان یت م ن، رای اب ن ب .∩n

j=١,j ̸=i Pj ̸= ٠ ه ک میشود ده شاه م ی ان آس ه ب i = ١, ٢, . . . , n

هازاي ب ه ک است ح واض م. ی ن ک اب خ ت ان را ∩n
j=١,j ̸=i Pj از xi ر ف اص ن و ض ع ک ی i = ٢, ٣, . . . , n

متمایز دو به دو xها است یافته کاهش حلقهي یک R چون اکنون، .xi ∈ P١ داریم i = ٢, ٣, . . . , n

را x١ ∈ P١ \
∪n

j=٢ Pj میتوانیم ،12.1.3 گزاره و [6.12 لم ،28] به توجه با دیگر، طرف از هستند.
داد نشان میتوان مشابه، طور به .|P١| > |Min(R)|+ ١ که میگیریم نتیجه بنابراین، کنیم. انتخاب

.|P | > |Min(R)|+ ١ داریم P ∈ Min(R) هر بهازاي که

باشد، مسطح Γ′
R(R) اگر باشد. Z(R) ̸= ٠ با یافته کاهش حلقهي یک R کنید فرض .21.1.3 گزاره

است: موجود زیر حلقههاي از یکی و R بین حلقهاي یکریختی یک آنگاه
Z٢ × Z٢ × Z٢, Z٢ × S, Z٣ × S,

است. بخشی حلقهي یک S که
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.|Min(R)| 6 ۴ ،19.1.3 م ل ه ب وجه ت ا ب اینصورت در اشد. ب مسطح Γ′
R(R) کنید فرض برهان.

و |Min(R)| ∈ {٣, ۴} د ی ن ک رض ف .ann(P ) ̸= ٠ م داری ،P ∈ Min(R) ر ه هازاي ب ن رای اب ن ب
،x١ که کنیم فرض میتوانیم اینصورت، در .|ann(P١)| > ۴ طوریکه به باشد موجود P١ ∈ Min(R)

که کنیم فرض میتوانیم ،20.1.3 لم به توجه با همچنین، هستند. ann(P١)
∗ متمایز عناصر x٣ و x٢

راسهاي با {x١, x٢, x٣} مجموعهي راسهاي اینصورت، در هستند. P ∗
١ متمایز عناصر y٣ و y٢ ،y١

مسطح Γ′
R(R) درنتیجه و است K٣,٣ گراف شامل Γ′

R(R) بنابراین مجاورند. {y١, y٢, y٣} مجموعهي
فرض میتوانیم آنگاه ،|Min(R)| ∈ {٣, ۴} باشیم داشته اگر بنابراین، است. تناقض یک که نیست
آنگاه ،|Min(R)| ∈ {٣, ۴} اگر درنتیجه، .|ann(P )| 6 ٣ داریم ،P ∈ Min(R) هر بهازاي که کنیم
درنظر را زیر حالت دو اکنون، است. R مینیمال چپ ایدهآل یک ann(P ) ،P ∈ Min(R) هر بهازاي

میگیریم:
ایدهآل یک ann(P١) چون .P١ ∈ Min(R) کنید فرض .|Min(R)| ∈ {٣, ۴} کنید فرض :1 حالت
خودتوان عضو یک e که ann(P١) = Re داریم ،[22.10 لم ،28] به توجه با است، R مینیمال چپ
حلقهي یک R چون .R = Re ⊕ R(١ − e) میشود مشاهده اینصورت، در است. R بدیهی غیر
ه ب وجه ت ا ب نصورت ای در .R(١ − e) ⊆ P١ داریم ،[6.12 م ل ،28] ه ب وجه ت ا ب است، ته اف ی کاهش
اینصورت در .P٢ ∈ Min(R) \ {P١} کنید فرض اکنون، .R(١ − e) = P١ داریم ی، مدول ون ان ق
عضو یک e١ که R = Re ⊕ Re١ ⊕ R(١ − e − e١) میشود مشاهده راین، ناب ب .ann(P٢) ⊆ P١

بین حلقهاي یکریختی یک ،[7.1 تمرین ،28] به توجه با اکنون، است. R(١− e) بدیهی غیر خودتوان
نشان است. یافته کاهش حلقهي یک Ri ،i = ١, ٢, ٣ بهازاي که است موجود R١ × R٢ × R٣ و R
منظور، بدین است. موجود Z٢ و Ri بین حلقهاي یکریختی یک ،i = ١, ٢, ٣ هر بهازاي که میدهیم
از زیرتقسیمی شامل Γ′

R(R) ،[1 شکل ،3] به توجه با اکنون، .a ∈ R١ \ {١R١ , ٠R١} کنید فرض
که میگیریم نتیجه بنابراین، است. تناقض یک که نیست مسطح Γ′

R(R) درنتیجه و است K٣,٣ گراف
.R ∼= Z٢ × Z٢ × Z٢ حلقهها عنوان به

به آنگاه |Pi| > ۴ باشیم داشته ،i = ١, ٢ بهازاي اگر .Min(R) = {P١, P٢} کنید فرض :2 حالت
است K٣,٣ گراف شامل Γ′

R(R) که میشود مشاهده کردیم، استفاده (1) حالت از قبل که روشی کمک
برهان، کلیت از شدن کاسته بدون بنابراین، است. تناقض یک که نیست مسطح Γ′

R(R) درنتیجه و
با بنابراین است. R مینیمال چپ ایدهآل یک P١ اینصورت در .|P١| 6 ٣ که کنیم فرض میتوانیم

29



علیه مقسوم دوگان گراف تعریف توسیع .1 بخش

که است موجود K × S و R بین حلقهاي یکریختی یک ،[7.1 تمرین و 22.10 لم ،28] به توجه
یا K ∼= Z٢ داریم حلقهها عنوان به ،|K| 6 ٣ چون است. حوزه یک S و بخشی حلقهي یک K

میگیریم: درنظر را زیر زیرحالت سه اکنون، .K ∼= Z٣

و M٢ ،M١ کنید فرض باشد. سه حداقل S ماکسیمال چپ ایدهآلهاي تعداد کنید فرض :1 زیرحالت
را xi ∈ Mi \

∪٣
j=١,j ̸=i Mj وانیم میت اکنون، اشند. ب S متمایز ماکسیمال چپ ایدهآلهاي M٣

با {(١, x١), (١, x٢١), (١, x٣١)} مجموعهي راسهاي که میشود مشاهده اینصورت، در کنیم. انتخاب
و است K٣,٣ گراف شامل Γ′

R(R) بنابراین مجاورند. {(٠, x٢), (٠, x٣), (٠, ١)} مجموعهي راسهاي
است. تناقض یک که نیست مسطح Γ′

R(R) درنتیجه
و M١ کنید فرض باشد. دو دقیقاً S ماکسیمال چپ ایدهآلهاي تعداد کنید فرض :2 زیرحالت
به آنگاه ،|M٢ \M١| > ٣ و |M١ \M٢| > ٣ اگر باشند. S متمایز ماکسیمال چپ ایدهآلهاي M٢

یک که نیست مسطح Γ′
R(R) درنتیجه است. K٣,٣ گراف شامل Γ′

R(R) که میشود مشاهده آسانی
فرض .|M١ \M٢| 6 ٢ که میکنیم فرض برهان، کلیت از شدن کاسته بدون اکنون، است. تناقض
بهازاي .J(S) ̸= ٠ ،xn ∈ J(S) داریم n مثبت صحیح عدد یک بهازاي چون .x ∈ M١ \M٢ کنید
به توجه با اینصورت، در .b١ := ١ + b و a١ := ١ + a کنید فرض ،a, b ∈ J(S)∗ متمایز عضو دو
مجموعهي راسهاي که میشود مشاهده آسانی به بنابراین، .Sa١ = Sb١ = S داریم ،[3.4 لم ،28]
جه ی ت درن د. اورن ج م {(٠, a١), (٠, b١), (٠, ١)} جموعهي م اي راسه ا ب {(١, x), (١, x٢), (١, x٣)}

است. تناقض یک که نیست مسطح Γ′
R(R) لذا و است K٣,٣ گراف شامل Γ′

R(R)

عضو سه میتوانیم آنگاه ،J(S) ̸= ٠ اگر باشد. موضعی حلقهي یک S کنید فرض :3 زیرحالت
به اینصورت، در .z١ := ١+ z و y١ := ١+ y کنید فرض کنیم. انتخاب را x, y, z ∈ J(S)∗ متمایز
مجموعهي راسهاي با {(١, x), (١, x٢), (١, x٣)} مجموعهي راسهاي که میشود مشاهده آسانی
Γ′
R(R) تیجه درن و است K٣,٣ گراف شامل Γ′

R(R) راین اب ن ب د. مجاورن {(٠, y١), (٠, z١), (٠, ١)}
بهازاي اینصورت، در .J(S) = ٠ که کنیم فرض میتوانیم اکنون، است. تناقض یک که نیست مسطح
حلقهي یک S که میگیریم نتیجه ،[2.1 تمرین ،28] به توجه با بنابراین، .Sa = a داریم a ∈ S∗ هر

است. بخشی

که میشود مشاهده آسانی به اینصورت، در .R١ = Z٢ × Z٢ کنید فرض (1) .22.1.3 مثال
است. مسطح Γ′

R١
(R١)
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ا ب {(١, ٠), (٢, ٠), (٣, ٠)} مجموعهي راسهاي اینصورت، در .R٢ = R × C کنید فرض (2)
Γ′
R٢
(R٢) جه ی ت درن د. اورن ج م Γ′

R٢
(R٢) در {(٠, ١), (٠, ٢), (٠, ٣)} جموعهي م اي راسه

نیست. مسطح Γ′
R٢
(R٢) لذا و است K٣,٣ گراف شامل

گراف ،{٢, ٣, ۵, ٧, ١١} راسهاي وسیله به القایی زیرگراف اینصورت، در .R٣ = Z کنید فرض (3)
نیست. مسطح Γ′

R٣
(R٣) درنتیجه و میدهد تشکیل Γ′

R٣
(R٣) در را K۵

و هستند صفحه در نشاندن قابل Γ′
R۴
(R۴) راسهاي اینصورت، در .R۴ = Z٣ ×C کنید فرض (4)

است. مسطح Γ′
R۴
(R۴) درنتیجه

باشد. بخشی حلقهي یک R که میکنیم بررسی را حالتی بعد، گزاره در

باشد. R-مدول یک M و بخشی حلقهي یک R کنید فرض .23.1.3 گزاره

.N(x) = N(y) آنگاه نباشد، مجاور Γ′
R(M) در y با x اگر (1)

.diam(Γ′
R(M)) ∈ {١, ٢} (2)

داریم اینصورت در باشند، Γ′
R(M) در متمایز ماکیسمال مستقل مجموعهي دو S٢ و S١ اگر (3)

.S١ ∩ S٢ = ∅

اینصورت، در باشند. Γ′
R(M) در متمایز ماکیسمال مستقل مجموعهي دو S٢ و S١ کنید فرض (4)

مجاورند. S٢ مجموعهي راسهاي با S١ مجموعهي راسهاي

.gr(Γ′
R(M)) ∈ {٣, ۴} آنگاه باشد، سه طول به مسیر یک شامل Γ′

R(M) اگر (5)

.y ∈ Rx یا x ∈ Ry اینصورت، در باشند. Γ′
R(M) در نامجاور راس دو y و x کنید فرض (1) برهان.

.z /∈ Rx اینصورت در .z ∈ N(x) کنید فرض اکنون، .Ry = Rx است، بخشی حلقهي یک R چون
مشابه طور به .N(x) ⊆ N(y) بنابراین است. تناقض یک که Rz = Ry = Rx آنگاه ،z /∈ N(y) اگر

.N(x) = N(y) که میگیریم نتیجه اکنون، .N(y) ⊆ N(x) داریم
نیمساده R-مدول یک M ،[5.2 قضیه ،28] به توجه با است، نیمساده حلقهي یک R چون (2)

.diam(Γ′
R(M)) ∈ {١, ٢} داریم ،8.1.3 نتیجه به توجه با بنابراین، است.
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خلف به باشند. Γ′
R(M) در متمایز ماکیسمال مستقل مجموعهي دو S٢ و S١ کنید فرض (3)

م داری a ∈ S١ ∪ S٢ هر هازاي ب ،(1) قسمت ه ب وجه ت ا ب نصورت، ای در .x ∈ S١ ∩ S٢ کنید فرض
است. تناقض یک که است Γ′

R(M) در مستقل مجموعهي یک S١ ∪ S٢ بنابراین .N(x) = N(a)

.S١ ∩ S٢ = ∅ که میگیریم نتیجه اکنون،
خلف به باشند. Γ′

R(M) در متمایز ماکیسمال مستقل مجموعهي دو S٢ و S١ کنید فرض (4)
به توجه با اینصورت، در نباشد. مجاور y با x طوریکه به باشند موجود y ∈ S٢ و x ∈ S١ کنید فرض
مستقل مجموعهي یک S١ ∪ {y} که میگیریم نتیجه بنابراین، .N(x) = N(y) داریم ،(1) قسمت
راسهاي با S١ مجموعهي راسهاي که میگیریم نتیجه اکنون، است. تناقض یک که Γ′

R(M) در
مجاورند. S٢ مجموعهي

مجاور x٣ با x١ اگر باشد. Γ′
R(M) در سه طول به مسیر یک x١ − x٢ − x٣ − x۴ کنید فرض (5)

اینصورت، در نیست. مجاور x٣ با x١ که کنیم فرض میتوانیم بنابراین، .gr(Γ′
R(M)) = ٣ آنگاه باشد،

طول به دور یک x١ − x٢ − x٣ − x۴ − x١ درنتیجه .N(x١) = N(x٣) داریم ،(1) قسمت به توجه با
.gr(Γ′

R(M)) ∈ {٣, ۴} بنابراین است. Γ′
R(M) در چهار
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جابجایی یکحلقهي پوچکن ایدهآلهاي مجموع گراف 2.3
گراف ،2.2 بخش در .Z(R) ̸= ٠ طوریکه به باشد ناصفر همانی با جابجایی حلقهي یک R کنید فرض
این در شد. یادآوري است، شده بررسی و معرفی [32] در که ،R حلقه کن پوچ ایدهآلهاي مجموع
گرافهاي قطر و همبندي بین ارتباط ابتدا در .[8] میپردازیم گراف این از دیگري نتایج بیان به بخش،
مانند Ω(R) ترکیبیاتی ویژگیهاي برخی سپس، میکنیم. بررسی را Ω(R[[x]]) و Ω(R[x]) ،Ω(R)

بخش، این انتهاي در میکنیم. مطالعه را بودن مسطح و بودن دور تک احاطهگري، عدد استقلال، عدد
به است ناصفر همانی با جابجایی حلقهي یک R بخش، این تمام در است. شده بررسی Ω(R) مکمل

میکنیم. آغاز زیر لم با را بخش این نیست). صحیح حوزهي (یعنی، Z(R) ̸= ٠ طوریکه

اینصورت در باشد. حلقه یک R کنید فرض .1.2.3 لم

.diam(Ω(R)) ∈ {٠, ١, ٢,∞} (1)

اول ایدهآل دو اً یق دق ا ب افته ی کاهش حلقهي یک R اگر نها ت و اگر است اهمبند ن Ω(R) (2)
باشد. مینیمال

.[1.4 و 4.3 ،3.3 ،1.3 ،3.2 لمهاي ،32] به کنید رجوع برهان.

میکنیم. تعیین را Ω(R[[x]]) و Ω(R[x]) گرافهاي کمر و قطر بعد، گزاره در

اینصورت در باشد. حلقه یک R کنید فرض .2.2.3 گزاره

.diam(Ω(R[x])) ∈ {١, ٢,∞} (1)

.gr(Ω(R[x])) = ٣ (2)

.diam(Ω(R[[x]])) ∈ {١, ٢,∞} (3)

.gr(Ω(R[[x]])) = ٣ (4)

Ω(R[x]) ز ای م ت م راس دو axR[x] و aR[x] نصورت ای در .a ∈ Z(R)∗ ید ن ک رض ف (1) برهان.
.diam(Ω(R[x])) ∈ {١, ٢,∞} داریم ،1.2.3 لم به توجه با بنابراین، هستند.
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به دور یک aR[x]− axR[x]− ax٢R[x]− aR[x] اینصورت در .a ∈ Z(R)∗ کنید فرض (2)
.gr(Ω(R[x])) = ٣ بنابراین است. Ω(R[x]) در سه طول

(4) و (3) قسمتهاي میتوان است، شده استفاده (2) و (1) قسمتهاي در آنچه مشابه روشی به
گرفت. نتیجه را

میکنیم. بررسی را Ω(R[[x]]) و Ω(R[x]) ،Ω(R) گرافهاي همبندي زیر، قضیه در
معادلند: زیر گزارههاي اینصورت، در باشد. حلقه یک R کنید فرض .3.2.3 قضیه

است. همبند Ω(R) (1)

است. همبند Ω(R[x]) (2)

است. همبند Ω(R[[x]]) (3)
یک R ،1.2.3 لم به توجه با اینصورت، در باشد. ناهمبند Ω(R) کنید فرض (١) ⇐⇒ (٢) برهان.
با یافته کاهش حلقهي یک R[x] میدهیم نشان .Min(R) = {P١, P٢} و است یافته کاهش حلقهي
حلقه اول ایدهآلهاي P١[x] و P١[x] که است واضح منظور، بدین است. مینیمال اول ایدهآل دو دقیقاً
یک R[x] راین ناب ب .(P١ ∩ P٢)[x] = P١[x] ∩ P٢[x] = ٠ داریم ،P١ ∩ P٢ = ٠ چون هستند. R

است. ناهمبند Ω(R[x]) درنتیجه است. مینیمال اول ایدهآل دو دقیقاً با یافته کاهش حلقهي
دقیقاً با یافته کاهش حلقهي یک R[x] اینصورت، در باشد. ناهمبند Ω(R[x]) کنید فرض برعکس،
آسانی به ،[(3)43.2 تمرین و (2)27.3 ملاحظه ،31] به توجه با اکنون، است. مینیمال اول ایدهآل دو
Ω(R) بنابراین است. مینیمال اول ایدهآل دو دقیقاً با یافته کاهش حلقهي یک R که میشود مشاهده

است. ناهمبند
میشود. نتیجه مشابه روشی به (١) ⇐⇒ (٣)

است، اهمبند ن Ω(Z٢ × Z٢) چون اینصورت، در .R = (Z٢ × Z٢)[x] کنید فرض .4.2.3 مثال
چون اینصورت، در .R١ = (Z٢ × Z٢)[x, y] کنید فرض اکنون، است. ناهمبند نیز Ω((Z٢ × Z٢)[x])

است. ناهمبند Ω((Z٢ × Z٢)[x, y]) که میگیریم نتیجه ،R١ ∼= R[y]

ضروري زیر لم آن، از قبل میکنیم. بررسی را Ω(R[x]) و Ω(R) قطرهاي بین ارتباط ادامه، در
است.
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است موجود c ∈ R∗ اینصورت در باشد. R[x] حلقهي پوچکن ایدهآل یک I کنید فرض .5.2.3 لم
.cI = ٠ طوریکه به

است. بدیهی حکم آنگاه ،I = اگر٠ باشد. R[x] حلقهي پوچکن ایدهآل یک I کنید فرض برهان.
بدون .gI = ٠ طوریکه به است موجود g ∈ R[x]∗ اینصورت در .I ̸= ٠ کنیم فرض میتوانیم بنابراین،
از جملهاي چند یک g = a٠ + a١x+ · · ·+ anx

n کنیم فرض میتوانیم برهان، کلیت از شدن کاسته
که f = b٠ + b١x + · · · + bmx

m ∈ I∗ کنید فرض .gI = ٠ طوریکه به است n درجهي حداقل
جملهاي چند یک g چون اکنون، .bmgI = ٠ بنابراین .anbm = ٠ داریم ،gf = ٠ چون .bm ̸= ٠

ه ب .bmai = ٠ داریم i = ١, ٢, . . . , n هر هازاي ب ،gI = ٠ که طوری ه ب است n درجهي حداقل از
هر بهازاي آنگاه ،anbk = ٠ باشیم داشته k ∈ {١, ٢, . . . ,m} یک حداقل بهازاي اگر مشابه، طور
ویژگی این با باشد بیشینه j ∈ {١, ٢, . . . ,m} کنید فرض اکنون، .aibk = ٠ داریم i = ١, ٢, . . . , n

یک که (anbj + an−١bj+١ + · · · )xn+j = ٠ داریم ،gf = ٠ چون نصورت، ای در .anbj ̸= ٠ که
f ∈ I هر ازاي به درنتیجه .anbj = ٠ داریم j ∈ {١, ٢, . . . ,m} هر بهازاي بنابراین است. تناقض

.anI = ٠ میدهد نشان که anf = ٠ داریم

اینصورت: در باشد. حلقه یک R کنید فرض .6.2.3 گزاره
.diam(Ω(R[x])) = ١ اگر تنها و اگر diam(Ω(R)) ∈ {٠, ١} (1)

.diam(Ω(R[x])) = ٢ اگر تنها و اگر diam(Ω(R)) = ٢ (2)
باشند. Ω(R[x]) متمایز راس دو J و I کنید فرض .diam(Ω(R)) ∈ {٠, ١} کنید فرض (1) برهان.

میدهیم قرار
∆ := I عناصر ضرایب همهي مجموعهي

و
Λ := J عناصر ضرایب همهي مجموعهي .

هستند. R حلقهي پوچکنهاي ایدهآل Λ و ∆ که میشود مشاهده آسانی به ،5.2.3 لم به توجه با
c ∈ R∗ بنابراین است. R حلقهي پوچکن ایدهآل یک نیز ∆+ Λ ،diam(Ω(R)) ∈ {٠, ١} چون
تیجه درن است. مجاور Ω(R[x]) در J ا ب I اینصورت در .c(I + J) = ٠ طوریکه به است موجود

.diam(Ω(R[x])) = ١
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گاه آن اشد، ب R مینیمال ایدهآل یک Z(R) اگر .diam(Ω(R[x])) = ١ کنید فرض رعکس، ب
باشند. Ω(R) متمایز راس دو J و I که کنیم فرض میتوانیم اینصورت، غیر در .diam(Ω(R)) = ٠

مجاور Ω(R[x]) در J [x] با I[x] چون هستند. Ω(R[x]) متمایز راس دو J [x] و I[x] اینصورت، در
و c(I + J) = ٠ بنابراین .c(I[x] + J [x]) = ٠ که است موجود c ∈ R∗ ،5.2.3 لم به توجه با است،

.diam(Ω(R)) = ١ درنتیجه است. مجاور Ω(R) در J با I لذا
است. بدیهی (1) قسمت و 3.2.3 قضیه به توجه با (2)

بررسی را است، نوتري حلقهي یک R هنگامیکه ،Ω(R[[x]]) و Ω(R) قطرهاي بین ارتباط اکنون
است. ضروري زیر لم دو آن، از قبل میکنیم.

Z(R[[x]]) =
∪n

i=١ Pi[[x]] نصورت ای در اشد. ب ري وت ن هي ق حل یک R د ی ن ک رض ف .7.2.3 م ل
یک Z(R) اگر بهویژه، .ri ∈ R∗ و Pi = annR(ri) ∈ Spec(R) داریم i = ١, ٢, . . . , n بهازاي که

.r ∈ R∗ که Z(R[[x]]) = annR(r)[[x]] آنگاه باشد، ایدهآل

ک ی ر ف ص دهآل ای ،[35.4 ه ج ی ت ن ،31] ه ب ه وج ت ا ب ت، اس ري وت ن هي ق ل ح ک ی R ون چ برهان.
19.8 زارههاي گ ،31] و [4 ه ضی ق ،19] ه ب وجه ت ا ب نصورت، ای در دارد. مال ی ن ی م ه ی اول هي جزی ت
داریم i = ١, ٢, . . . , n هازاي ب که Z(R[[x]]) =

∪n
i=١ Pi[[x]] میشود مشاهده آسانی به [22.8 و

قضیه ،25] از استفاده و مشابه روشی به ”بهویژه” حالت .ri ∈ R∗ و Pi = annR(ri) ∈ Spec(R)

میشود. نتیجه [81

،r ∈ Z(R)∗ که ،Z(R) = ann(r) اینصورت در باشد. نوتري حلقهي یک R کنید فرض .8.2.3 لم
.diam(Ω(R)) ∈ {٠, ١} اگر تنها و اگر

ورت ص ن ای در ،|A(R)∗| = ١ ر اگ .r ∈ Z(R)∗ ه ک Z(R) = ann(r) د ی ن ک رض ف برهان.
اینصورت در باشند. Ω(R) متمایز راس دو J و I کنیم فرض میتوانیم بنابراین، .diam(Ω(R)) = ٠

.diam(Ω(R)) = ١ میشود نتیجه بنابراین، است. مجاور Ω(R) در J با I درنتیجه و r(I + J) = ٠

ک ی Z(R) اه گ آن ،diam(Ω(R)) = ٠ ر اگ .diam(Ω(R)) ∈ {٠, ١} د ی ن ک رض ف س، ک رع ب
رض ف م ی وان یت م ون، ن اک .r ∈ Z(R)∗ ه ک Z(R) = ann(r) جه ی ت درن است. ال م ی ن ی م دهآل ای
داریم a ∈ Z(R)∗ یک بهازاي اینصورت، در .x, y ∈ Z(R) کنید فرض .diam(Ω(R)) = ١ کنیم
با است، نوتري حلقهي یک R چون اکنون است. ایدهآل یک Z(R) بنابراین .a(Rx + Ry) = ٠
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یک بهازاي که میشود مشاهده آسانی به [81 قضیه ،25] و [22.8 و 19.8 گزارههاي ،31] به توجه
.Z(R) = ann(r) داریم r ∈ Z(R)∗

اینصورت: در باشد. نوتري حلقهي یک R کنید فرض .9.2.3 گزاره
.diam(Ω(R[[x]])) = ١ اگر تنها و اگر diam(Ω(R)) ∈ {٠, ١} (1)

.diam(Ω(R[[x]])) = ٢ اگر تنها و اگر diam(Ω(R)) = ٢ (2)

دو به توجه با است، نوتري حلقهي یک R چون .diam(Ω(R)) ∈ {٠, ١} کنید فرض (1) برهان.
ز مای ت م راس دو J و I کنید فرض .r ∈ Z(R)∗ که Z(R[[x]]) = annR(r)[[x]] داریم بل، ق م ل
در J با I درنتیجه و r(I + J) = ٠ بنابراین .I + J ⊆ Z(R[[x]]) اینصورت در باشند. Ω(R[[x]])

.diam(Ω(R[[x]])) = ١ میگیریم نتیجه اینصورت، در است. مجاور Ω(R[[x]])

آنگاه باشد، R مینیمال ایدهآل یک Z(R) اگر .diam(Ω(R[[x]])) = ١ کنید فرض برعکس،
باشند. Ω(R) متمایز راس دو J و I که کنیم فرض میتوانیم اینصورت، غیر در .diam(Ω(R)) = ٠

Ω(R[[x]]) در J [[x]] با I[[x]] چون هستند. Ω(R[[x]]) متمایز راس دو J [[x]] و I[[x]] اینصورت، در
و Pi = annR(ri) ∈ Spec(R) داریم i هر هازاي ب که ،Z(R[[x]]) =

∪n
i=١ Pi[[x]] و است مجاور

یک بهازاي ،[81 قضیه ،25] به توجه با بنابراین، .I[[x]] + J [[x]] ⊆
∪n

i=١ Pi[[x]] داریم ،ri ∈ R∗

هست d ∈ Z(R)∗ درنتیجه .I[[x]] + J [[x]] ⊆ Pj[[x]] که میگیریم نتیجه j ∈ {١, ٢, . . . , n}

در است. مجاور Ω(R) در J با I درنتیجه و d(I + J) = ٠ بنابراین .d(I[[x]] + J [[x]]) = ٠ که
.diam(Ω(R)) = ١ اینصورت

است. بدیهی (1) قسمت و 3.2.3 قضیه به توجه با (2)

هستند. ضروري زیر لم دو آن، از قبل میکنیم. مشخص را Ω(R) گراف احاطهگري عدد ادامه، در

ایدهآل یک I + ann(I) اینصورت در باشد. آن از ایدهآلی I و حلقه یک R کنید فرض .10.2.3 لم
است. R اساسی

از J ناصفر ایدهآل اینصورت، در نباشد. R اساسی ایدهآل I + ann(I) کنید فرض خلف به برهان.
یک که J ⊆ ann(I) لذا و J ∩ I = ٠ بنابراین .J ∩ (I + ann(I)) = ٠ طوریکه به است موجود R

است. R اساسی ایدهآل یک I + ann(I) درنتیجه است. تناقض
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و اگر است مجاور J با I اینصورت در باشند. Ω(R) متمایز راس دو J و I کنید فرض .11.2.3 لم
.ann(I) ∩ ann(J) ̸= ٠ اگر تنها

.x(I + J) = ٠ م داری x ∈ R∗ یک هازاي ب ن، رای اب ن ب د. اش ب اور ج م J ا ب I د ی ن ک رض ف برهان.
ید ن ک رض ف .ann(I) ∩ ann(J) ̸= ٠ ید ن ک رض ف رعکس، ب .ann(I) ∩ ann(J) ̸= ٠ یجه ت درن

است. مجاور J با I درنتیجه و y(I + J) = ٠ بنابراین باشد. ناصفر y ∈ ann(I) ∩ ann(J)

مجموعهي اینصورت، در اشد. ب Ω(R) از راس یک I و حلقه یک R کنید فرض .12.2.3 گزاره
.γ(Ω(R)) 6 ٢ بهویژه، است. احاطهگر مجموعهي یک {I, ann(I)}

.2.3 لم به توجه با اینصورت در ،I = ann(I) اگر .J ∈ A(R)∗ \ {I, ann(I)} کنید فرض برهان.
فرض اکنون است. مجاور J با I ،10.2.3 لم به توجه با درنتیجه .ann(I) ∩ ann(J) ̸= ٠ داریم ،10
بنابراین .ann(I) ∩ ann(J) = ٠ اینصورت، در نباشد. مجاور J با I کنید فرض .I ̸= ann(I) کنید

است. مجاور J با ann(I) درنتیجه .ann(J) ⊆ ann(ann(I))

مجموعهي یک {Z × ٠, ٠ × Z} اینصورت در .R = Z × Z کنید فرض (1) .13.2.3 مثال
است. Ω(Z× Z) در احاطهگر

است. Ω(Z۴) در احاطهگر مجموعهي یک {٢Z۴} اینصورت در .R = Z۴ کنید فرض (2)

اینصورت: در باشد. حلقه یک R کنید فرض .14.2.3 نتیجه

نباشد. یافته کاهش R اگر تنها و اگر γ(Ω(R)) = ١ (1)

باشد. یافته کاهش R اگر تنها و اگر γ(Ω(R)) = ٢ (2)

طوریکه به است موجود I ∈ A(R)∗ اینصورت در نباشد. یافته کاهش R کنید فرض (1) برهان.
و است مجاور دیگر راس هر با I میگیریم نتیجه ،11.2.3 و 10.2.3 لمهاي به توجه با اکنون، .I٢ = ٠

.γ(Ω(R)) = ١ لذا
I طوریکه به است موجود Ω(R) از I راس یک اینصورت، در .γ(Ω(R)) = ١ کنید فرض برعکس،
اینصورت، غیر در نیست. افته ی کاهش R گاه آن ،I = ann(I) اگر است. مجاور دیگر راس هر ا ب
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به است موجود x ∈ R∗ است، مجاور ann(I) با I چون اکنون .I ̸= ann(I) کنیم فرض میتوانیم
نیست. یافته کاهش R درنتیجه و x٢ = ٠ بنابراین، .x(I + ann(I)) = ٠ طوریکه

میشود. نتیجه (1) قسمت و 12.2.3 گزاره از (2)

و اگر γ(Ω(R)) = ١ اینصورت در .R = R١ × R٢ و باشند حلقه R٢ و R١ فرض .15.2.3 گزاره
.γ(Ω(R٢)) = ١ یا γ(Ω(R١)) = ١ اگر تنها

طرف از نباشد. یافته کاهش R اگر تنها و اگر γ(Ω(R)) = ١ ،14.2.3 نتیجه به توجه با برهان.
که میگیریم نتیجه اکنون نباشد. یافته کاهش R٢ یا R١ اگر تنها و اگر نیست یافته کاهش R دیگر،

.γ(Ω(R٢)) = ١ یا γ(Ω(R١)) = ١ اگر تنها و اگر γ(Ω(R)) = ١

از ناصفري ایدهآل پوچساز با طوریکه به است P اول ایدهآل یک ،R حلقهي براي پوچساز اول یک
پوچسازهاي میان در بودن ماکسیمال ویژگی با ایدهآل هر که میشود مشاهده آسانی به باشد. برابر R
استفاده R حلقهي ماکسیمال پوچسازهاي دادن نشان براي A(R) نماد از است. اول ،R حلقهي
عدد بعد، گزاره در .A(R) ̸= ∅ گاه آن اشد، ب وتري ن حلقهي یک R اگر که کنید توجه میکنیم.

میکنیم. بررسی را Ω(R) استقلال

و ١ 6 |A(R)| < ∞ م ی اش ب ه ت داش ر اگ د. اش ب ه ق ل ح ک ی R د ی ن ک رض ف .16.2.3 زاره گ
.α(Ω(R)) = |A(R)| آنگاه ،Z(R) =

∪
P∈A(R) P

راف گ ک ی Ω(R) ن رای اب ن ب ت. اس از س وچ پ دهآل ای ک ی Z(R) اه گ آن ،|A(R)| = ١ ر اگ برهان.
اشیم ب ه داشت و n = |A(R)| > ٢ ید ن ک رض ف ون، ن اک .α(Ω(R)) = ١ یجه ت درن و است امل ک
دین ب است. مستقل مجموعهي یک A(R) میدهیم شان ن دا ت اب .A(R) = {P١, P٢, . . . , Pn}

ه ک وری ط ه ب ت اس ود وج م x ∈ R∗ ورت ص ن ای در د. اش ب اور ج م P٢ ا ب P١ د ی ن ک رض ف ور، ظ ن م
موجود Pi ∈ A(R) ،[81 قضیه ،25] به توجه ا ب ،Z(R) =

∪
P∈A(R) P چون .x(P١ + P٢) = ٠

فرض اکنون .α(Ω(R)) > |A(R)| بنابراین است. تناقض یک که P١ + P٢ ⊆ Pi طوریکه به است
اندیسهاي اینصورت، در باشد. راس n+ ١ با مستقل مجموعهي یک S = {I١, I٢, . . . , In+١} کنید
که است مجاور Ij با Ii بنابراین .Ii + Ij ⊆ P طوریکه به هستند موجود P ∈ A(R) و i, j متمایز

α(Ω(R)) = |A(R)| میگیریم نتیجه اکنون، است. تناقض یک
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اینصورت در باشد. حلقه یک R کنید فرض .17.2.3 نتیجه
.α(Ω(R)) < ∞ آنگاه باشد، نوتري R اگر (1)

.α(Ω(R)) = |Min(R)| آنگاه باشد، |Min(R)| < ∞ با یافته کاهش R اگر (2)
،[80 قضیه ،25] ه ب توجه ا ب اینصورت، در اشد. ب وتري ن حلقهي یک R کنید فرض (1) برهان.

.α(Ω(R)) < ∞ بنابراین .١ 6 |A(R)| < ∞ و Z(R) =
∪

P∈A(R) P

در باشد. مینیمال اول ایدهآل متناهی تعداد ا ب افته ی کاهش حلقهي یک R کنید فرض (2)
منظور، بدین .Min(R) = A(R) میدهیم نشان .ann(P ) ̸= ٠ ،P ∈ Min(R) هر بهازاي اینصورت،
.P $ ann(x) طوریکه به است موجود x ∈ R∗ آنگاه ،P /∈ A(R) اگر .P ∈ Min(R) کنید فرض
ann(x) ⊆ Q طوریکه به است موجود Q ∈ Min(R) است، یافته کاهش حلقهي یک R چون اکنون،
اینصورت، در .P ∈ A(R) کنید فرض اکنون، .Min(R) ⊆ A(R) بنابراین است. تناقض یک که
م ری ی یگ م جه ی ت ن ن، رای اب ن ب .P ∈ Min(R) ،[4.2 جه ی ت ن ،23] و [80 ه ضی ق ،25] ه ب ه وج ت ا ب

.α(Ω(R)) = |Min(R)| لذا و Min(R) = A(R)

باشد. متناهی Ω(R) استقلال عدد که میکنیم بررسی را حالتی بعد، گزاره در
مشمول اول ایدهآل هر طوریکه به باشد یافته کاهش حلقهي یک R کنید فرض .18.2.3 گزاره
باشیم داشته اگر باشد. پوچساز اول ایدهآلهاي از متناهی تعداد اجتماع زیرمجموعهي Z(R)در

است. ٢α(Ω(R)) حداکثر R پوچساز ایدهآلهاي تعداد آنگاه ،α(Ω(R)) < ∞

که P ⊆
∪n

i=١ ann(Xi) اینصورت در باشد. Z(R)در مشمول اول ایدهآل یک P کنید فرض برهان.
قضیه ،25] به توجه با بنابراین، است. R پوچساز اول ایدهآل یک ann(Xi) و Xi ⊆ R ،i هر بهازاي
با است، یافته کاهش حلقهي یک R چون .P ⊆ ann(Xi) داریم i ∈ {١, ٢, . . . , n} یک بهازاي ،[81
فرض اکنون، .ann(P ) ̸= ٠ ،P ∈ Min(R) هر بهازاي که میگیریم نتیجه [4.2 نتیجه ،23] به توجه
Pn+١ ، . . .،P٢ ،P١ کنید فرض منظور، بدین .|Min(R)| = n میدهیم نشان .α(Ω(R)) = n کنید
، . . .،P٢ ،P١ که میشود مشاهده آسانی به اینصورت، در باشند. R متمایز مینیمال اول ایدهآلهاي
کنیم فرض میتوانیم بنابراین، است. تناقض یک که است Ω(R) در مستقل مجموعهي یک Pn+١

نتیجه شد، استفاده 13.1.3 گزاره در آنچه مشابه روشی به اکنون، .Min(R) = {P١, P٢, . . . , Pn}

است. ٢α(Ω(R)) حداکثر R پوچساز ایدهآلهاي تعداد که میگیریم
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میکنیم. استفاده مکرراً زیر ملاحظهي از ادامه، در

قضیه ،28] به توجه با اینصورت، در باشد. آرتینی حلقهي یک R کنید فرض .19.2.3 ملاحظه
داریم حلقهها عنوان ه ب ،[50.8 تمرین ،31] ه ب توجه ا ب همچنین، است. وان پوچت J(R) ،[12.4
لاوه، هع ب است. ی وضع م ی ن ی آرت هي ق ل ح یک Ri ،i ر ه هازاي ب ه ک R ∼= R١ × R٢ × · · · × Rn

پوچساز ایدهآل یک Mi و Mi ∈ Max(R) ،i هر بهازاي که Z(R) =
∪n

i=١Mi و |Max(R)| = n

است.

باشد. تکدور Ω(R) که میکنیم مشخص را حلقههایی زیر، گزاره در

یک R اگر تنها و اگر است تکدور Ω(R) اینصورت در باشد. حلقه یک R کنید فرض .20.2.3 گزاره
یک F که R ∼= F × S حلقهها عنوان به یا باشد، بدیهی غیر ایدهآل سه دقیقاً با موضعی حلقهي

است. بدیهی غیر ایدهآل یک دقیقاً با حلقه یک S و میدان

ایدهآل سه حداکثر شامل Ω(R) راس هر اینصورت، در اشد. ب تکدور Ω(R) کنید فرض برهان.
عنوان به درنتیجه، .x ∈ R∗ که است Rx مثل مینیمال ایدهآل یک شامل R بنابراین، است. R ناصفر
یک ann(x) همچنین، است. آرتینی R-مدول یک R/ann(x) بنابراین، .Rx ∼= R/ann(x) مدولها

چون اینصورت، در است. آرتینی R-مدول
٠ −→ ann(x) −→ R −→ R/ann(x) −→ ٠

حلقهي یک R میگیریم نتیجه [19.7 نتیجه ،31] به توجه با است، R-مدولها از دقیق دنبالهي یک
حلقهي یک Ri ،i هر بهازاي که R ∼= R١ ×R٢ × · · · ×Rn حلقهها عنوان به بنابراین، است. آرتینی
است، پوچتوان J(R) چون اینصورت، در نباشد. پذیر تجزیه R کنید فرض ابتدا، است. موضعی آرتینی
R کنید فرض اکنون، است. بدیهی غیر ایدهآل سه دقیقاً با موضعی حلقهي یک R که میگیریم نتیجه

اینصورت، در .n > ٣ کنید فرض منظور، بدین .n = ٢ میدهیم نشان باشد. پذیر تجزیه

R١×R٠×٢×· · ·×٠−R٠×٠×١×· · ·×٠−٠×R٠×٢×· · ·×٠−R١×R٠×٢×· · ·×٠

و

٠×R٢×R٣×· · ·×Rn−٠×٠×R٣×· · ·×Rn−٠×R٠×٢×· · ·×Rn−٠×R٢×R٣×· · ·×Rn
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م ی ن ک رض ف م ی وان یت م ن، رای اب ن ب ت. اس ض اق ن ت ک ی ه ک د ن ت س ه Ω(R) در ی ای دوره
و R١ × ٠ − R١ × I٢ − ٠ × I٢ − R١ × ٠ اه گ آن د، اشن ب ن دان ی م R٢ و R١ ر اگ ون، ن اک .n = ٢

بدیهی غیر ایدهآل Ii میکنیم فرض i = ١, ٢ ازاي به که ،٠× R٢ − I١ × I٢ − ٠× I٢ − ٠× R٢

برهان، کلیت از شدن کاسته بدون اکنون، است. تناقض یک که هستند Ω(R) در دورهایی است، Ri

آنگاه باشد، J و I مانند بدیهی غیر ایدهآل دو با حلقه یک R٢ اگر است. میدان R١ میکنیم فرض
Ω(R) در دورهایی R١ × ٠−R١ × J − ٠× J −R١ × ٠ و R١ × ٠−R١ × I − ٠× I −R١ × ٠

یک F که R ∼= F × S حلقهها عنوان به میگیریم نتیجه بنابراین، است. تناقض یک که هستند
است. بدیهی غیر ایدهآل یک دقیقاً با حلقه یک S و میدان

است. بدیهی برعکس قسمت

باشد. آرتینی R حلقهي که میشود بررسی شرایطی ادامه، در

رم ف ه ب ا راسه ام م ت هازاي ب Ω(R) در ر اگ د. اش ب ه ق ل ح ک ی R د ی ن ک رض ف .21.2.3 زاره گ
اینصورت در ،deg(I) < ∞ باشیم داشته ،X ⊆ R که ،I = Ann(X)

است. متناهی گراف یک Ω(R) (1)

.J(R)ω(Ω(R))+١ = ٠ (2)

I ،deg(I) < ∞ چون باشد. Ω(R) از راسی ،X ⊆ R که ،I = Ann(X) کنید فرض (1) برهان.
دیده خودش روي مدول یک عنوان به R) میکند صدق زیرمدولهایش بر نزولی زنجیر شرط در
حلقهي یک R میگیریم نتیجه کاربردیم، به 20.2.3 گزاره در آنچه مشابه روشی به بنابراین، میشود).
و Mi ∈ Max(R) ،i هر بهازاي که Z(R) =

∪n
i=١Mi و |Max(R)| = n اینصورت، در است. آرتینی

در مشمول ایدهآلهاي تعداد ،deg(Mi) < ∞ i هر بهازاي چون اکنون، است. پوچساز ایدهآل یک Mi

است. متناهی گراف یک Ω(R) که میشود نتیجه بنابراین، است. متناهی Miها

2.3 گزاره در آنچه مشابه روشی به اکنون، .ω(Ω(R)) < ∞ داریم (1) قسمت به توجه با (2)
است. وان پوچت J(R) راین، اب ن ب است. آرتینی حلقهي یک R میگیریم تیجه ن ردیم، کارب ه ب 20.
مجموعهي راسهاي هي ل وسی ه ب ی ای ق ال رگراف زی اه گ آن ،J(R)ω(Ω(R))+١ ̸= ٠ اشیم ب ه داشت اگر
ک ی ه ک است راس ω(Ω(R)) + ١ ا ب Ω(R) از ه خوش ک ی {J(R), J(R)٢, . . . , J(R)ω(Ω(R))+١}

.J(R)ω(Ω(R))+١ = ٠ میشود نتیجه بنابراین، است. تناقض
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یک Ω(R) علاوه، به .deg(Z٢ × ٠) = ٠ اینصورت، در .R = Z٢ × Z کنید فرض .22.2.3 مثال
نیست. متناهی گراف

درجهي از راس یک شامل Ω(R) اگر باشد. یافته کاهش حلقهي یک R کنید فرض .23.2.3 گزاره
یافته کاهش حلقهي یک S و میدان یک F که R ∼= F × S حلقهها عنوان به آنگاه باشد، متناهی

است.

شامل R اینصورت، در .deg(I) < ∞ طوریکه به باشد Ω(R) از راس یک I کنید فرض برهان.
عضو x که J = Rx داریم ،[22.10 لم ،28] به توجه با اکنون، است. J مانند مینیمال ایدهآل یک
به که میشود مشاهده آسانی به ،[7.1 تمرین ،28] به توجه با بنابراین، است. R بدیهی غیر خودتوان

است. یافته کاهش حلقهي یک S و میدان یک F که R ∼= F × S حلقهها عنوان

شامل گراف یک اگر که کنید توجه باشد. مسطح Ω(R) که میشود بررسی شرایطی اکنون،
.([2.2.6 قضیه ،34] به کنید (رجوع است نامسطح گراف آن آنگاه باشد، K٣,٣ یا K۵ از مشتقی

اینصورت: در باشد. مسطح Ω(R) طوریکه به باشد حلقه یک R کنید فرض .24.2.3 گزاره
است. بدیهی غیر ایدهآل چهار حداکثر با موضعی حلقهي یک R آنگاه نباشد، پذیر تجزیه R اگر (1)

است: یکریخت زیر حلقههاي از یکی با R آنگاه باشد، پذیر تجزیه R اگر (2)
F١ × F٢ × F٣, F × S

است. بدیهی غیر ایدهآل یک حداکثر با حلقه یک S و هستند میدان Fiها و F که

است، مسطح Ω(R) چون باشد. Ω(R) از راس یک I و باشد ناپذیر تجزیه R کنید فرض (1) برهان.
.2.3 گزاره در آنچه مشابه روشی به است. چهار حداکثر I در مشمول R ناصفر ایدهآلهاي تعداد
حلقهها عنوان ه ب اینصورت، در است. آرتینی حلقهي یک R میگیریم تیجه ن ردیم، کارب ه ب 20
تجزیه R چون است. موضعی آرتینی حلقهي یک Ri ،i هر بهازاي که R ∼= R١ × R٢ × · · · × Rn

با موضعی حلقهي یک R میگیریم نتیجه بنابراین، است. موضعی آرتینی حلقهي یک R است، ناپذیر
است. بدیهی غیر ایدهآل چهار حداکثر

به ،(1) قسمت مشابه است، مسطح Ω(R) چون اینصورت، در باشد. پذیر تجزیه R کنید فرض (2)
و است موضعی آرتینی حلقهي یک Ri ،i هر بهازاي که R ∼= R١ × R٢ × · · · × Rn حلقهها عنوان
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مجموعهي اینصورت، در .n > ۴ کنید فرض منظور، بدین .n 6 ٣ میدهیم نشان .n ̸= ١

{R١ ×R٢ × ٠× · · · × ٠, R١ × ٠× ٠× · · · × ٠, ٠×R٢ × ٠× · · · × ٠,

R١ ×R٢ ×R٣ × ٠× · · · × ٠, ٠× ٠×R٣ × ٠× · · · × ٠}

حلقهها عنوان به اگر .n = ٣ کنید فرض اکنون، است. تناقض یک که میدهد تشکیل را K۵ گراف
است. مسطح Ω(R) که میشود مشاهده آسانی به آنگاه هستند، میدان Fiها که R ∼= F١ × F٢ × F٣

غیر ایدهآل یک شامل R١ کنیم فرض میتوانیم برهان، کلیت از شدن کاسته بدون اینصورت، غیر در
مجموعهي اینصورت، در باشد. I١ مانند بدیهی

{R١ ×R٢ × ٠, I١ ×R٢ ×R٣, I١ × ٠×R٣, I١ × ٠× ٠, I١ ×R٢ × ٠}

میدان R٢ و R١ اگر .n = ٢ کنید فرض اکنون، است. تناقض یک که میدهد تشکیل را K۵ گراف
مجموعهي آنگاه نباشند،

{R١ × I٢, I١ × I٢, I١ × ٠, ٠× I٢, R١ × ٠}

که میدهد تشکیل را K۵ گراف است، Ri بدیهی غیر ایدهآل Ii میکنیم فرض i = ١, ٢ بهازاي که
اکنون، است. میدان R١ میکنیم فرض برهان، کلیت از شدن کاسته بدون بنابراین، است. تناقض یک

مجموعهي آنگاه باشد، J و I مانند بدیهی غیر ایدهآل دو با حلقه یک R٢ اگر
{R١ × I, R١ × J, ٠× I, ٠× J,R١ × ٠}

با حلقه یک R٢ که میگیریم نتیجه بنابراین، است. تناقض یک که میدهد تشکیل را K۵ گراف
است. بدیهی غیر ایدهآل یک حداکثر

یک R اینصورت در باشد. مسطح Ω(R) طوریکه به باشد حلقه یک R کنید فرض .25.2.3 نتیجه
است. آرتینی حلقهي

باشد. همبند دوبخشی گراف یک Ω(R) که میکنیم بررسی را حالتی ادامه، در

Ω(R) اینصورت در .diam(Ω(R)) ̸= ٠ طوریکه به باشد حلقه یک R کنید فرض .26.2.3 گزاره
.Ω(R) = K٢ اگر تنها و اگر است همبند دوبخشی گراف یک

قضیه ،34] به توجه با اینصورت، در باشد. همبند دوبخشی گراف یک Ω(R) کنید فرض برهان.
دو حداکثر شامل Ω(R) راس هر بنابراین، نیست. فرد طول به دوري هیچ شامل Ω(R) ،[18.2.1
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آرتینی حلقهي یک R که میشود نتیجه ،20.2.3 گزاره برهان مشابه بنابراین، است. ناصفر ایدهآل
حلقهها عنوان به کنید فرض منظور، بدین است. موضعی حلقهي یک R میدهیم نشان است.
که است ناهمبند Ω(R) آنگاه باشند، میدان R٢ و R١ اگر هستند. حلقه R٢ و R١ که R ∼= R١ ×R٢

اکنون، باشد. R١ بدیهی غیر ایدهآل یک I١ کنیم فرض میتوانیم اینصورت، غیر در است. تناقض یک
یک R که میگیریم نتیجه بنابراین، است. تناقض یک که است ناصفر ایدهآل سه شامل I١ × R٢

درنتیجه و است بدیهی غیر ایدهآل دو دقیقاً با حلقه یک R اینصورت، در است. موضعی حلقهي
.Ω(R) = K٢

است. بدیهی برعکس قسمت

باشد. Ω(R) راس یک J(R) که میکنیم بررسی را حالتی بعد، گزاره دو در

اینصورت، در باشد. ماکسیمال ایدهآل متناهی تعداد با حلقه یک R کنید فرض .27.2.3 گزاره
.J(R) ̸= ٠ و باشد مینیمال ایدهآل یک شامل R اگر تنها و اگر است Ω(R) راس یک J(R)

تمرین ،31] به توجه با ،|Max(R)| < ∞ چون .soc(R) = ann(J(R)) میدهیم نشان برهان.
د. ن ت س ه دان ی م ا Fiه ه ک R/J(R) ∼= F١ × F٢ × · · · × Fn م داری ا هه ق ل ح وان ن ع ه ب ،[60.3
م داری ،[18.4 ن مری ت ،28] ه ب وجه ت ا ب جه ی ت درن است. نی ی آرت قهي حل یک R/J(R) ن، رای اب ن ب
یک شامل R اگر ها ن ت و اگر است Ω(R) راس یک J(R) نصورت، ای در .soc(R) = ann(J(R))

.J(R) ̸= ٠ و باشد مینیمال ایدهآل

J(R) اینصورت، در .J(R) ̸= ٠ طوریکه به باشد آرتینی حلقهي یک R کنید فرض .28.2.3 گزاره
است. مجاور Ω(R) دیگر راس هر با

Ω(R) راس یک J(R) درنتیجه است. پوچتوان J(R) است، آرتینی حلقهي یک R چون برهان.
R ناصفر ایدهآل هر چون .soc(R) = ann(J(R)) داریم ،[18.4 تمرین ،28] به توجه با اکنون، است.
2.3 لم به توجه با بنابراین، است. R اساسی ایدهآل یک ann(J(R)) است، مینیمال ایدهآل یک شامل

است. مجاور Ω(R) دیگر راس هر با J(R) ،11.

نماد با که ،R جابهجایی حلقهي به وابسته صفر مقسومعلیه گراف ،[6] در لوینگستون، و اندرسون
مقسومعلیههاي گراف، این راسهاي مجموعهي کردند. بررسی و معرفی را میشود، داده نشان Γ(R)
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به توجه با .xy = ٠ اگر تنها و اگر مجاورند y و x متمایز راس دو و میباشد صفر از غیر R حلقه صفر
و Ω(R) قطرهاي بین ارتباط عد، ب گزاره در .diam(Γ(R)) ∈ {٠, ١, ٢, ٣} داریم ،[3.2 قضیه ،6]

است. ضروري زیر قضیه آن، از قبل میکنیم. بررسی را Γ(R)

باشد. حلقه یک R کنید فرض .([6.2 قضیه ،29]) .29.2.3 قضیه
.R ∼= Z٢[x]/(x

٢) یا R ∼= Z۴ اگر تنها و اگر diam(Γ(R)) = ٠ (1)

x, y ∈ Z(R) متمایز عناصر تمامی بهازاي و |Z(R)| > ٣ اگر تنها و اگر diam(Γ(R)) = ١ (2)
.xy = ٠ باشیم داشته

مینیمال اول ایدهآل دو دقیقاً با یافته کاهش حلقهي یک R اگر تنها و اگر diam(Γ(R)) = ٢ (3)
جفت هر و Z(R)٢ ̸= ٠ که باشد ایدهآل یک Z(R) یا باشد، ناصفر مقسومعلیه سه حداقل و

باشند. داشته ناصفر پوچساز متمایز، مقسومعلیههاي از

طوریکه به باشند موجود x, y ∈ Z(R)∗ متمایز عضو دو اگر تنها و اگر diam(Γ(R)) = ٣ (4)
مینیمال اول ایدهآل دو از بیشتر با یافته کاهش حلقهي یک R و ،ann(x) ∩ ann(y) = ٠

باشد. یافته کاهش غیر R یا باشد

باشد. حلقه یک R کنید فرض .30.2.3 گزاره
.diam(Ω(R)) = ٠ آنگاه ،diam(Γ(R)) = ٠ اگر (1)

اه گ آن ،R ≇ Z٢ × Z٢ م ی اش ب ه ت داش ا هه ق ل ح وان ن ع ه ب و diam(Γ(R)) = ١ ر اگ (2)
.diam(Ω(R)) ∈ {٠, ١}

.diam(Ω(R)) ∈ {١, ٢,∞} آنگاه ،diam(Γ(R)) = ٢ اگر (3)

.diam(Ω(R)) = ٢ آنگاه ،diam(Γ(R)) = ٣ اگر (4)

.diam(Γ(R)) ∈ {٠, ١} آنگاه ،diam(Ω(R)) = ٠ اگر (5)

.diam(Γ(R)) ∈ {١, ٢} آنگاه ،diam(Ω(R)) = ١ اگر (6)

.diam(Γ(R)) ∈ {٢, ٣} آنگاه ،diam(Ω(R)) = ٢ اگر (7)
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اه گ آن ،R ≇ Z٢ × Z٢ م ی اش ب ه ت داش ا هه ق ل ح وان ن ع ه ب و diam(Ω(R)) = ∞ ر اگ (8)
.diam(Γ(R)) = ٢

بنابراین، .R ∼= Z٢[x]/(x
٢) یا R ∼= Z۴ اینصورت، در .diam(Γ(R)) = ٠ کنید فرض (1) برهان.

.diam(Ω(R)) = ٠

قضیه ،6] به توجه ا ب ،R ≇ Z٢ × Z٢ چون اینصورت، در .diam(Γ(R)) = ١ کنید فرض (2)
.diam(Ω(R)) ∈ {٠, ١} بنابراین، .xy = ٠ داریم x, y ∈ Z(R) هر بهازاي ،[8.2

دو اً ق ی دق ا ب ه ت اف ی کاهش قهي حل یک R نصورت، ای در .diam(Γ(R)) = ٢ کنید فرض (3)
شرط این با است ایدهآل یک Z(R) یا است، ناصفر مقسومعلیه سه حداقل و مینیمال اول ایدهآل
R ر اگ ون، ن اک د. دارن ر اصف ن وچساز پ ز، ای م ت م اي هه ی ل سومع ق م از جفت ر ه و Z(R)٢ ̸= ٠ ه ک
،1.2.3 م ل ه ب وجه ت ا ب اه گ آن اشد، ب ال م ی ن ی م اول دهآل ای دو اً ق ی دق ا ب ه ت اف ی اهش ک هي ق حل یک
است ایدهآل یک Z(R) که کنیم فرض یم وان میت اینصورت، غیر در .diam(Ω(R)) = ∞ داریم
م داری ن، رای اب ن ب د. دارن ر اصف ن وچساز پ ز، ای م ت م ههاي ی ل مقسومع از جفت هر و Z(R)٢ ̸= ٠ که

.diam(Ω(R)) ∈ {١, ٢,∞}

به موجودند x, y ∈ Z(R)∗ متمایز عضو دو اینصورت، در .diam(Γ(R)) = ٣ کنید فرض (4)
مینیمال اول ایدهآل دو از بیشتر با یافته کاهش حلقهي یک R و ،ann(x) ∩ ann(y) = ٠ طوریکه

.diam(Ω(R)) = ٢ داریم ،1.2.3 لم به توجه با اکنون، است. یافته کاهش غیر R یا است
ه ک شرط ن ای ا ب است دهآل ای ک ی Z(R) صورت، ن ای در .diam(Ω(R)) = ٠ د ی ن ک رض ف (5)

.diam(Γ(R)) ∈ {٠, ١} داریم بنابراین، .Z(R)٢ = ٠

اصلی ایدهآلهاي وسیله به القایی زیرگراف اینصورت، در .diam(Ω(R)) = ١ کنید فرض (6)
یک بهازاي اگر اکنون، است. ایدهآل یک Z(R) که میشود مشاهده آسانی به بنابراین، است. کامل
نصورت، ای ر ی غ در .diam(Γ(R)) ∈ {١, ٢} اه گ آن ،Z(R) = ann(x) اشیم ب ه داشت x ∈ Z(R)∗

از جفت هر ،diam(Ω(R)) = ١ چون .Z(R)٢ ̸= ٠ گاه آن باشد، ن پوچساز ایدهآل یک Z(R) اگر
.diam(Γ(R)) = ٢ داریم بنابراین، دارند. ناصفر پوچساز متمایز، مقسومعلیههاي

م داری ،[8.2 ه ی ض ق ،6] ه ب ه وج ت ا ب ورت، ص ن ای در .diam(Ω(R)) = ٢ د ی ن ک رض ف (7)
.diam(Γ(R)) ∈ {٢, ٣}

هي ق ل ح ک ی R ،1.2.3 م ل ه ب ه وج ت ا ب صورت، ن ای در .diam(Ω(R)) = ∞ د ی ن ک رض ف (8)
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میشود نتیجه ،R ≇ Z٢ × Z٢ چون اکنون است. مینیمال اول ایدهآل دو دقیقاً ا ب افته ی کاهش
.diam(Γ(R)) = ٢

م داری صورت ن ای در ،diam(Ω(R)) = ٠ ر اگ اشد. ب ه ق ل ح یک R د ی ن ک رض ف .31.2.3 یجه ت ن
.diam(Ω(R[[x]])) = ١

میشود جه ی ت ن ل، ب ق زاره گ ه ب وجه ت ا ب صورت، ن ای در .diam(Ω(R)) = ٠ د ی ن ک رض ف برهان.
بنابراین، .diam(Γ(R[[x]])) = ١ داریم ،[3 قضیه ،14] به توجه با اکنون، .diam(Γ(R)) ∈ {٠, ١}

.diam(Ω(R[[x]])) = ١ داریم ،2.2.3 گزاره و قبل گزاره به توجه با

میکنیم. بررسی را Ω(R) استقلال عدد و Γ(R) خوشهاي عدد بین ارتباط بعد، گزاره در

داریم آنگاه ،ω(Γ(R)) < ∞ اگر باشد. یافته کاهش حلقهي یک R کنید فرض .32.2.3 گزاره
.α(Ω(R)) < ∞

ا ب ورت، ص ن ای در .ω(Γ(R)) < ∞ و د اش ب ه ت اف ی ش اه ک هي ق ل ح ک ی R د ی ن ک رض ف برهان.
م داری ،17.2.3 جه ی ت ن ه ب وجه ت ا ب ن، رای اب ن ب .|Min(R)| < ∞ م داری ،[7.3 ه ضی ق ،16] ه ب وجه ت

.α(Ω(R)) < ∞

نماد از میکنیم. مطالعه را است، شده بررسی و معرفی [33] در که ،Ω(R) گراف مکمل ادامه، در
،[1.2 لم ،33] به توجه با که کنید توجه میکنیم. استفاده Ω(R) گراف مکمل دادن نشان براي Ω(R)

با بهعلاوه، است. ناهمبند Ω(R) آنگاه ،|A(R)∗| > ٢ و باشد یافته کاهش غیر حلقهي یک R اگر
بنابراین، .diam(Ω(R)) 6 ٣ آنگاه باشد، یافته کاهش حلقهي یک R اگر ،[4.2 گزاره ،33] به توجه

داریم. را زیر لم

یک R اگر تنها و اگر است همبند Ω(R) اینصورت در باشد. حلقه یک R کنید فرض .33.2.3 لم
.|A(R)∗| = ١ یا باشد یافته کاهش حلقهي

میکنیم. بررسی را Ω(R[[x]]) و Ω(R[x]) ،Ω(R) گرافهاي هبندي بین ارتباط بعد، قضیه در

معادلند: زیر گزارههاي اینصورت، در باشد. حلقه یک R کنید فرض .34.2.3 قضیه
.|A(R)∗| = ١ یا است ناهمبند Ω(R) (1)
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است. ناهمبند Ω(R[x]) (2)

است. ناهمبند Ω(R[[x]]) (3)

لم به توجه با اینصورت، در .|A(R)∗| = ١ یا باشد همبند Ω(R) کنید فرض .(2) ⇐⇒ (1) برهان.
ناهمبند Ω(R[x]) درنتیجه و است یافته کاهش غیر R[x] بنابراین، است. یافته کاهش غیر R ،33.2.3

است.
درنتیجه است. یافته کاهش غیر R[x] اینصورت، در باشد. ناهمبند Ω(R[x]) کنید فرض برعکس،
بنابراین، است. یافته کاهش غیر حلقهي یک R که میگیریم نتیجه ،[36.1 تمرین ،31] به توجه با

.|A(R)∗| = ١ یا است ناهمبند Ω(R)

میشود. نتیجه مشابه طور به (3) ⇐⇒ (1)

[11.2 گزاره ،33] براي کوتاهتري برهان زیر لم در که کنید توجه است. ضروري زیر لم ادامه، در
میکنیم. ارائه

یک Z(R) اگر تنها و اگر است کامل Ω(R) اینصورت، در باشد. حلقه یک R کنید فرض .35.2.3 لم
هستند. میدان F٢ و F١ که R ∼= F١ × F٢ یا باشد R مینیمال ایدهآل

،14.2.3 نتیجه به توجه با آنگاه باشد، یافته کاهش غیر R اگر باشد. کامل Ω(R) کنید فرض برهان.
I کنید فرض باشد. یافته کاهش R میکنیم فرض بنابراین، است. R مینیمال ایدهآل یک Z(R)

توجه با بنابراین، است. R مینیمال ایدهآل یک I است، کامل Ω(R) چون باشد. Ω(R) راس یک
،[7.1 تمرین ،28] به توجه ا ب اینصورت، در .e٢ = e ∈ R که I = Re داریم ،[22.10 لم ،28] به

هستند. میدان F٢ و F١ که R ∼= F١ × F٢

است. بدیهی برعکس قسمت

هستند. میدان F٢ و F١ که R ∼= F١ × F٢ آنگاه ،diam(Ω(R)) = ١ اگر قبل، لم به توجه ا ب
به توجه با اکنون، .diam(Ω(R[[x]])) ̸= ٠ و diam(Ω(R[x])) ̸= ٠ میشود مشاهده آسان بهعلاوه،

داریم. را زیر نتیجه ،34.2.3 قضیه و [4.2 گزاره ،33]

اینصورت در باشد. یافته کاهش حلقهي یک R کنید فرض .36.2.3 نتیجه
.diam(Ω(R[x])) ∈ {٢, ٣} (1)
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.diam(Ω(R[[x]])) ∈ {٢, ٣} (2)

میکنیم. بررسی را Ω(R[[x]]) و Ω(R[x]) ،Ω(R) گرافهاي قطرهاي بین ارتباط بعد، گزاره دو در

اینصورت در باشد. یافته کاهش حلقهي یک R کنید فرض .37.2.3 گزاره
.diam(Ω(R[x])) = ٢ اگر تنها و اگر diam(Ω(R)) ∈ {١, ٢} (1)

.diam(Ω(R[x])) = ٣ اگر تنها و اگر diam(Ω(R)) = ٣ (2)

،[19.2 ملاحظه ،33] به توجه ا ب اینصورت، در .diam(Ω(R)) ∈ {١, ٢} کنید فرض (1) برهان.
ون چ ن، رای اب ن ب .Min(R) = {P١, P٢} د ی ن ک رض ف دارد. ال م ی ن ی م اول دهآل ای دو اً ق ی دق R

با بنابراین، هستند. R مینیمال اول ایدهآلهاي P٢[x] و P١[x] ،(P١ ∩ P٢)[x] = P١[x] ∩ P٢[x] = ٠

.diam(Ω(R[x])) = ٢ داریم ،[19.2 ملاحظه ،33] به توجه
R[x] ،[19.2 ملاحظه ،33] به توجه با اینصورت، در .diam(Ω(R[x])) = ٢ کنید فرض برعکس،
،[43.2 تمرین ،31] به توجه با اکنون، است. مینیمال اول ایدهآل دو دقیقاً با یافته کاهش حلقهي یک
ملاحظه ،33] به توجه با است.بنابراین، مینیمال اول ایدهآل دو دقیقاً با یافته کاهش حلقهي یک R

.diam(Ω(R)) ∈ {١, ٢} داریم ،[19.2
میشود. نتیجه (1) قسمت و 36.2.3 نتیجه ،[11.2 گزاره ،33] از (2)

داریم. را زیر گزاره بردیم، بکار قبل گزاره در آنچه مشابه روشی به

اینصورت در باشد. یافته کاهش حلقهي یک R کنید فرض .38.2.3 گزاره
.diam(Ω(R[[x]])) = ٢ اگر تنها و اگر diam(Ω(R)) ∈ {١, ٢} (1)

.diam(Ω(R[[x]])) = ٣ اگر تنها و اگر diam(Ω(R)) = ٣ (2)

باشد. تکدور Ω(R) که میکنیم بررسی را حالتی بعد، گزاره در

R \ Z(R) از عضو هر طوریکه به باشد |Min(R)| < ∞ با حلقه یک R کنید فرض .39.2.3 گزاره
میدان Fiها که R ∼= F١ × F٢ × F٣ اگر تنها و اگر است تکدور Ω(R) اینصورت، در باشد. یکال

هستند.
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حلقهي یک R است، همبند Ω(R) چون اینصورت، در باشد. تکدور Ω(R) کنید فرض برهان.
با بهعلاوه، .Z(R) =

∪
P∈Min(R) P داریم ،[4.2 نتیجه ،23] به توجه با اکنون، است. یافته کاهش

وسیلهي به القایی زیرگراف اینصورت، در .Min(R) = Max(R) داریم ،[81 قضیه ،25] به توجه
کنید فرض اکنون، .|Min(R)| 6 ٣ که میگیریم نتیجه بنابراین، است. کامل Min(R) از راسها
Fiها که R ∼= F١ × F٢ × F٣ داریم ،[60.3 تمرین ،31] به توجه با اینصورت، در .|Min(R)| = ٣

کنید فرض اکنون، است. تکدور Ω(R) که میشود مشاهده آسانی به راین، ناب ب هستند. میدان
میدان Fiها که R ∼= F١ × F٢ داریم ،[60.3 تمرین ،31] به توجه با اینصورت، در .|Min(R)| = ٢

است. تناقض یک که نیست تکدور Ω(R) بنابراین، هستند.
است. بدیهی برعکس قسمت

میکنیم. پیدا Ω(R) در احاطهگر مجموعهي یک بعد، گزاره در

در .|Min(R)| < ∞ طوریکه به اشد ب افته ی کاهش حلقهي یک R کنید فرض .40.2.3 گزاره
است. Ω(R) در احاطهگر مجموعهي یک Min(R) اینصورت،

P ∈ Min(R) هر هازاي ب است، |Min(R)| < ∞ ا ب ه ت اف ی اهش ک قهي حل یک R چون برهان.
از راسی I کنید فرض اکنون، .Min(R) = {P١, P٢, . . . , Pn} کنید فرض .ann(P ) ̸= ٠ داریم
به است موجود Pi ∈ Min(R) است، افته ی کاهش حلقهي یک R چون اشد. ب Ω(R) \Min(R)

به y ∈ R∗ کنید فرض بدینمنظور، است. مجاور Ω(R) در Pi با I میدهیم نشان .I * Pi طوریکه
.y ∈

∩n
j=١,j ̸=i Pj است، یافته کاهش حلقهي یک R چون اینصورت، در .y(I + Pi) = ٠ طوریکه

مجاور Ω(R) در Pi با I لذا و ann(I + Pi) = ٠ درنتیجه است. تناقض یک که I ⊆ Pi بنابراین،
است. Ω(R) در احاطهگر مجموعهي یک Min(R) بنابراین، است.

که میشود مشاهده آسانی به اینصورت، در .R = Q[x, y]/(x٢, y٢) کنید فرض .41.2.3 مثال
داریم I ∈ Ω(R) راس هر هازاي ب راین، اب ن ب است. وان پوچت J(R) و است موضعی حلقهي یک R

است. Ω(R) در احاطهگر مجموعهي یک A(R)∗ اینصورت، در .deg(I) = ٠
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حلقههاي روي مدول یک وفادار غیر زیرمدولهاي مجموع گراف 3.3
برگشتپذیر

باشد. ناصفر یکانی چپ R-مدول یک M و ناصفر همانی با برگشتپذیر حلقهي یک R کنید فرض
ساده است گرافی میشود، داده نشان ΓR(M) نماد با که ،M وفادار غیر زیرمدولهاي مجموع گراف
B و A متمایز راس دو و است M وفادار غیر و ناصفر زیرمدولهاي تمام آن راسهاي مجموعهي که
باشد جابجایی حلقهي یک R اگر که است واضح .[10] باشد وفادار غیر A+B اگر تنها و اگر مجاورند
است. [32] در شده معرفی گراف از توسیعی گراف این بنابراین، .ΓR(R) = Ω(R) آنگاه ،M = R و
حلقهي یک R بخش این تمام در که کنید توجه است. [10] از برگرفته بخش این مطالب تمام
یک حداقل شامل ΓR(M) طوریکه به است ناصفر یکانی چپ R-مدول یک M و است برگشتپذیر
است. ضروري زیر لم آن، از قبل میکنیم. بررسی را گراف این قطر نتیجه، اولین عنوان به باشد. راس

.diam(ΓR(R)) ∈ {٠, ١, ٢,∞} اینصورت در باشد. حلقه یک R کنید فرض .1.3.3 لم

ه ک م ی ن ک رض ف م ی وان یت م ن، رای اب ن ب .diam(ΓR(R)) = ٠ اه گ آن ،|ΓR(R)| = ١ ر اگ برهان.
م داری X ⊆ R ی ه ات ن هي وع م ج رم زی ر ه هازاي ب ون چ د. ن اش ب ΓR(R) اور ج ام ن راس دو J و I
اگر باشند. ایدهآل J و I میکنیم فرض برهان، کلیت از شدن کاسته بدون ،ann(X) = ann(RXR)

میکنیم فرض بنابراین، است. ΓR(R) در دو طول به مسیر یک I − I ∩ J − J آنگاه ،I ∩ J ̸= ٠

میگیریم: درنظر را زیر حالت دو اکنون، .I ∩ J = ٠

به است موجود ΓR(R) از K راس یک اینصورت، در نباشد. یافته کاهش R کنید فرض (1 حالت
J ا ب K ید ن ک رض ف ظور، ن نم دی ب است. جاور م J و I ا ب K میدهیم شان ن .K٢ = ٠ که طوری
ن، رای اب ن ب .ann(J) ∩K = ٠ یجه ت درن .ann(K) ∩ ann(J) = ٠ نصورت، ای در اشد. ب ن جاور م
طول به مسیر یک I −K − J که میشود نتیجه بنابراین، است. تناقض یک که ann(J) ⊆ ann(K)

است. ΓR(R) در دو
.x ∈ Z(R) \ (ann(I) ∪ ann(J)) د ی ن ک رض ف اشد. ب ه ت اف ی اهش ک R د ی ن ک رض ف (2 ت حال
.Rx ∩ I ̸= ٠ م ی یده م ان ش ن .xy = ٠ ه ک وری ط ه ب ت اس ود وج م y ∈ Z(R)∗ ورت، ص ن ای در
ت. اس ض اق ن ت ک ی ه ک Rx ⊆ ann(I) ن، رای اب ن ب .Rx ∩ I = ٠ د ی ن ک رض ف ور، ظ ن نم دی ب
اه گ آن ،y ∈ ann(I) ∪ ann(J) ر اگ .Rx ∩ J ̸= ٠ ه اب ش م ور ط ه ب و Rx ∩ I ̸= ٠ ن، رای اب ن ب

52



وفادار غیر زیرمدولهاي مجموع گراف .3 بخش

اینصورت، غیر در است. ΓR(R) در دو طول به مسیر یک J − Rx ∩ I − I یا I − Rx ∩ J − J

آنگاه ،Ry ∩ J ̸= ٠ و Ry ∩ I ̸= چون٠ .y ∈ Z(R) \ (ann(I) ∪ ann(J)) کنیم فرض میتوانیم
کنید فرض اکنون، است. ΓR(R) در دو طول به مسیر یک J − Rx ∩ J − I یا I − Rx ∩ I − J

،27] به توجه با ،ann(I)∩ ann(J) = ٠ و است یافته کاهش R چون .Z(R) = ann(I)∪ ann(J)

و ann(I) = P١ طوریکه ه ب د موجودن P٢ و P١ مینیمال اول ایدهآل دو ،12.1.3 گزاره و [5.1 م ل
بنابراین، است. مینیمال اول ایدهآل دو دقیقاً با یافته کاهش حلقهي یک R یعنی این .ann(J) = P٢

است. ناهمبند ΓR(R) درنتیجه نیست. موجود J و I بین مسیري هیچ

داریم. را زیر نتیجهي ،1.3.3 لم برهان به توجه با

R اگر تنها و اگر است ناهمبند ΓR(R) اینصورت، در باشد. حلقه یک R کنید فرض .2.3.3 نتیجه
باشد. مینیمال اول ایدهآل دو دقیقاً با یافته کاهش حلقهي یک

ورت ص ن ای در د. اش ب دول R-م ک ی M و ه ق ل ح ک ی R د ی ن ک رض ف .3.3.3 ه ی ض ق
.diam(ΓR(M)) ∈ {٠, ١, ٢,∞}

و A م ی ن ک رض ف م ی وان یت م ن رای اب ن ب .diam(ΓR(M)) = ٠ اه گ آن ،|ΓR(M)| = ١ ر اگ برهان.
رار ق .ann(A) ∩ ann(B) = ٠ است، امجاور ن B ا ب A چون اشند. ب ΓR(M) امجاور ن راس دو B

که شرط این ا ب اشد ب وجود م ΓR(M) از C راس اگر .J := ann(B) و I := ann(A) میدهیم
هر بهازاي بنابراین، است. ΓR(M) در دو طول به مسیر یک A− C − B آنگاه ،ann(C) * Z(R)

،J ∩ ann(J) ̸= ٠ یا I ∩ ann(I) ̸= ٠ اگر .ann(C) ⊆ Z(R) میکنیم فرض ΓR(M) از C راس
میتوانیم بنابراین، است. ΓR(M) در دو طول به مسیر یک A− JA− B یا A− IB − B آنگاه
آنگاه باشد، مجاور ΓR(R) در J با I اگر اکنون، .J ∩ ann(J) = ٠ و I ∩ ann(I) = ٠ کنیم فرض
یک A−KA− B اینصورت، در .K(I + J) = ٠ طوریکه به است موجود R از K ناصفر ایدهآل
مجاور ΓR(R) در J و I کنیم فرض میتوانیم اینصورت، غیر در است. ΓR(M) در دو طول به مسیر

میگیریم: درنظر را زیر حالت دو اکنون، نیستند.
موجود ΓR(R) از S راس یک ،diam(ΓR(R)) 6 ٢ چون باشد. همبند ΓR(R) کنید فرض (1 حالت
و U(I + S) = ٠ داریم بنابراین، است. ΓR(R) در دو طول به مسیر یک I − S − J طوریکه به است
آنگاه ،UB ̸= ٠ ا ی TA ̸= ٠ اگر اکنون، هستند. R ناصفر ایدهآل دو T و U که T (J + S) = ٠
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میتوانیم اینصورت، غیر در است. ΓR(M) در دو طول به مسیر یک A− UB −B یا A− TA−B

در دو طول به مسیر یک A− SB −B یا A− SA−B بنابراین، .UB = ٠ و TA = ٠ کنیم فرض
است. ΓR(M)

حلقهي یک R ،2.3.3 نتیجه به توجه ا ب راین، ناب ب باشد. اهمبند ن ΓR(R) کنید فرض (2 حالت
داریم ΓR(M) از C راس هر بهازاي چون اکنون، است. مینیمال اول ایدهآل دو دقیقاً با یافته کاهش
A بین مسیري هیچ که میگیریم نتیجه ،12.1.3 گزاره و [5.1 لم ،27] به توجه با ،ann(C) ⊆ Z(R)

است. ناهمبند ΓR(M) بنابراین، نیست. موجود ΓR(M) در B و

داریم. را زیر نتیجهي ،3.3.3 قضیه برهان به توجه با

اینصورت: در باشد. R-مدول یک M و حلقه یک R کنید فرض .4.3.3 نتیجه

مینیمال اول ایدهآل دو دقیقاً با یافته کاهش حلقهي یک R آنگاه باشد، ناهمبند ΓR(M) اگر (1)
است.

دو دقیقاً با یافته کاهش حلقهي یک R و TR(M) ⊆ Z(R) اگر .ann(M) = ٠ کنید فرض (2)
است. ناهمبند ΓR(M) آنگاه باشد، مینیمال اول ایدهآل

میشود. مشخص گراف این کمر ادامه، در

.gr(ΓR(M)) ∈ {٣,∞} آنگاه باشد، R-مدول یک M و حلقه یک R اگر .5.3.3 قضیه

(یعنی، بدیهی غیر زیرمدول دو شامل N اگر باشد. ΓR(M) از راس یک N کنید فرض برهان.
از راس هر که کنیم فرض یم وان میت راین، اب ن ب .gr(ΓR(M)) = ٣ گاه آن اشد، ب (٠ و N از ز متمای
میکنیم ادعا است. (٠ و راس خود از متمایز (یعنی، بدیهی غیر زیرمدول یک حداکثر شامل ΓR(M)

یک A١ − A٢ − · · · − An − A١ کنید فرض بدینمنظور، نیست. دور شامل ΓR(M) حالت این در
میتوانیم برهان، کلیت از شدن کاسته بدون است، مجاور A٢ با A١ چون اکنون، باشد. ΓR(M) در دور
که A٣ ⊆ A٢ یا A٢ ⊆ A٣ داریم است، مجاور A٣ با A٢ چون اینصورت، در .A١ ⊆ A٢ کنیم فرض

.gr(ΓR(M)) ∈ {٣,∞} میگیریم نتیجه بنابراین، است. تناقض یک

باشد. متناهی گراف این خوشهاي عدد که میشود بررسی حالتی اکنون،
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در مشمول آن سره چپ ایدهآلهاي همهي طوریکه به باشد حلقه یک R کنید فرض .6.3.3 گزاره
باشیم داشته x ∈ M هر بهازاي طوریکه به باشد وفادار R-مدول یک M کنید فرض باشند. Z(R)

است. نیمساده حلقهاي R/J(R) آنگاه ،ω(ΓR(M)) < ∞ اگر .ann(Rx) = ann(x)

آرتینی R-مدول یک A ،ω(ΓR(M)) < ∞ چون باشد. ΓR(M) از راس یک A کنید فرض برهان.
توجه با اکنون، باشد. M سادهي زیرمدول یک Rx طوریکه به است موجود x ∈ M∗ بنابراین، است.
از راس یک M سادهي رمدول زی هر که میشود تیجه ن R/ann(x) ∼= Rx مدولی کریختی ی ه ب
فرض بدینمنظور، است. متناهی M سادهي زیرمدولهاي تعداد که میدهیم نشان است. ΓR(M)

بهازاي اینصورت، در باشد. M سادهي زیرمدولهاي از امتناهی ن مجموعهي یک {Rxi}∞i=١ کنید
عنوان به و هستند دوطرفه ایدهآلهاي Niها که است واضح .Ni = ann(xi) میدهیم قرار i هر
با Rx١ کنید فرض برهان، کلیت از شدن کاسته بدون اکنون، هستند. ماکسیمال چپ ایدهآلهاي
اول ایدهآل دو با یافته کاهش حلقه یک R بنابراین، .N١ ∩N٢ = ٠ اینصورت، در نباشد. مجاور Rx٢

یک که است نامتناهی خوشه یک شامل ΓR(M) که میشود مشاهده آسانی به اینصورت، در است. R
فرض است. متناهی M سادهي زیرمدولهاي تعداد که میگیریم نتیجه راین، ناب ب است. تناقض
داشته i هر ازاي به و باشند M سادهي زیرمدولهاي تمام مجموعهي {Rx١, Rx٢, . . . , Rxn} کنید
در .r ∈ Z(R) کنید فرض مشاهده، براي .Z(R) =

∪n
i=١Ni میدهیم نشان .Ni = ann(xi) باشم

است موجود y ∈ M∗ است، وفادار M چون .rs = ٠ طوریکه به است موجود s ∈ Z(R)∗ اینصورت،
داریم i یک حداقل بهازاي مفروضات به توجه با اکنون، .r ∈ ann(Rsy) بنابراین، .sy ̸= ٠ طوریکه به
.Z(R) =

∪n
i=١Ni داریم R حلقه ویژگی به توجه با درنتیجه، .Z(R) ⊆

∪n
i=١Ni درنتیجه .r ∈ Ni

اینصورت، در .ab ∈ Ni کنید فرض بدینمنظور، هستند. اول کاملاً Niها میدهیم نشان اکنون،
و a ∈ Ni بنابراین، .Rbxi = Rxi داریم مفروضات به توجه با آنگاه ،bRxi ̸= ٠ اگر .abRxi = ٠

ماکسیمال چپ ایدهآلهاي تمام Niها ،12.1.3 گزاره به توجه با اکنون، است. اول کاملاً Ni درنتیجه
حلقهها عنوان به ،[3 فصل از 27.2 نتیجه ،24] به توجه با اینصورت در تکرار). با (شاید هستند R

نیمساده حلقهاي R/J(R) بنابراین، .t 6 n که ،R/J(R) ∼= R/N١ ×R/N٢ × · · · ×R/Nt داریم
است.

R سره چپ ایدهآلهاي همهي و باشد soc(RR) ̸= ٠ با حلقه یک R کنید فرض .7.3.3 نتیجه
هر بهازاي طوریکه به باشد مولد متناهی R-مدول یک M کنید فرض باشند. Z(R) در مشمول
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است. آرتینی M آنگاه ،ω(ΓR(M)) < ∞ اگر .ann(Rx) = ann(x) باشیم داشته x ∈ M

است. آرتینی M درنتیجه و است متناهی ΓR(M) آنگاه نباشد، وفادار R-مدول یک M اگر برهان.
با است، نیمساده حلقهاي R/J(R) و soc(R) ̸= ٠ چون باشد. وفادار M که میکنیم فرض بنابراین،
درنظر را R-مدولها از زیر دقیق دنباله اکنون، .ann(J(R)) ̸= ٠ داریم ،[14.3 گزاره ،21] به توجه

میگیریم:
٠ −→ J(R)M −→ M −→ M/J(R)M −→ ٠.

وان ن ع ه ب M/J(R)M ،[21.1 زاره گ ،28] ه ب ه وج ت ا ب است، اده مس ی ن هاي ق ل ح R/J(R) چون
دیگر، طرف از است. آرتینی R-مدول عنوان به M/J(R)M بنابراین، است. آرتینی R/J(R)-مدول

R-مدول یک M ن، رای اب ن ب است. ینی آرت R-مدول وان عن ه ب J(R)M ،ω(ΓR(M)) < ∞ چون
است. آرتینی

است. ضروري زیر لم آن، از قبل .ω(ΓR(R)) < ∞ که میکنیم مطالعه را حالتی بعد، گزاره در
نیست. برگشتپذیر حلقهي الزاماً R زیر لم در باشید داشته توجه

حلقهها عنوان به اینصورت، در باشد. چپ آرتینی و آبلی حلقهي یک R کنید فرض .8.3.3 لم
هستند. چپ آرتینی و موضعی حلقههاي Riها که R ∼= R١ ×R٢ × · · · ×Rn

میگیریم: درنظر را زیر حالت دو باشد. چپ آرتینی و آبلی حلقهي یک R کنید فرض برهان.
،28] به توجه با اینصورت، در باشد. نداشته بدیهی غیر خودتوان عضو هیچ R کنید فرض (1 حالت

است. چپ آرتینی و موضعی حلقهي یک R ،[19.19 نتیجه
عضو یک e چون باشد. داشته e مثل بدیهی غیر خودتوان عضو یک حداقل R کنید فرض (2 حالت
نتیجه حلقهها عنوان به ،[7.1 تمرین ،28] به توجه با بنابراین، است. R از ایدهآلی Re است، مرکزي
تعداد (در مشابه روشی به اکنون، هستند. چپ آرتینی حلقههاي R٢ و R١ که R ∼= R١ ×R٢ میشود
حلقههاي Riها که R ∼= R١ ×R٢ × · · · ×Rn حلقهها عنوان به که میگیریم نتیجه مرحله) متناهی

هستند. چپ آرتینی و موضعی

و اگر ω(ΓR(R)) < ∞ اینصورت، در باشد. Z(R) ̸= ٠ با حلقه یک R کنید فرض .9.3.3 گزاره
باشد. متناهی R چپ ایدهآلهاي تعداد اگر تنها
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شامل I اینصورت، در باشد. ΓR(R) از راس یک I کنید فرض .ω(ΓR(R)) < ∞ کنید فرض برهان.
بنابراین، است. آرتینی چپ R-مدول عنوان به I بنابراین، است. R چپ ایدهآلهاي از متناهی تعداد
چپ ایدهآل ann(x) اینصورت، در باشد. R مینیمال چپ ایدهآل ،x ∈ I که ،Rx کرد فرض میتوان
عنوان به طرفی، از است. آرتینی چپ R-مدول عنوان به ann(x) درنتیجه است. R ماکسیمال
یک R بنابراین، است. آرتینی چپ R-مدول عنوان به R/ann(x) لذا و R/ann(x) ∼= Rx مدولها
R ∼= R١ ×R٢ × · · · ×Rn حلقهها عنوان به ،8.3.3 لم به توجه با اکنون، است. چپ آرتینی حلقهي
به که میشود نتیجه ،[12.4 قضیه ،28] به توجه با هستند. چپ آرتینی و موضعی حلقههاي Riها که
است. متناهی R چپ ایدهآلهاي تعداد بنابراین، است. متناهی Ri چپ ایدهآلهاي تعداد i هر ازاي

است. بدیهی برعکس قسمت

باشد. متناهی ΓR(M) از راس یک درجهي که میکنیم بررسی را حالتی بعد، گزاره در

ساده زیرمدول هر طوریکه به باشد R-مدول یک M و حلقه یک R کنید فرض .10.3.3 گزاره
متناهی درجهي از راس یک شامل ΓR(M) اگر نباشد. سره اساسی زیرمدولهاي مستقیم جمعوند
A آنگاه ،A $ M اگر بهویژه، است. ساده R-مدول متناهی تعداد مستقیم جمع A آنگاه باشد، A مثل

است. M سره مستقیم جمعوند یک

شامل A راین، اب ن ب .deg(A) < ∞ طوریکه به اشد ب ΓR(M) از راس یک A کنید فرض برهان.
A اده س اي دوله رم زی ام م ت هي جموع م {Rxi}ni=١ د ی ن ک رض ف است. دول رم زی اهی ن ت م داد ع ت
زیرمدولهاي تمام مجموعهي Λ کنید فرض منظور، بدین .A = soc(A) میدهیم نشان اشد. ب
شامل Λ زورن، لم به توجه با اینصورت، در نباشند. x١ شامل زیرمدولها آن طوریکه به باشد M
میشود تیجه ن ه، مشاب روشی به .M = Rx١ ⊕ B راین، ناب ب است. B مثل ماکسیمال عضو یک
چون اینصورت، در .A ∩ C ̸= ٠ کنید فرض اکنون، است. M زیرمدول C که ،M = soc(A)⊕ C

به توجه با بنابراین، است. تناقض یک که است ساده زیرمدول یک شامل A ∩ C ،deg(A) < ∞

.A = soc(A) داریم مدولی قانون

فرض باشد. نیمساده حلقهي یک R/J(R) طوریکه به باشد حلقه یک R کنید فرض .11.3.3 گزاره
سره اساسی زیرمدولهاي مستقیم جمعوند ساده زیرمدول هر طوریکه به باشد R-مدول یک M کنید
راسها برخی ا ب راس آن طوریکه به باشد متناهی درجهي از راس یک شامل ΓR(M) اگر نباشد.
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کاهش حلقهي یک S و بخشی حلقهي یک K که R ∼= K × S حلقهها عنوان به آنگاه نباشد، مجاور
است. یافته

3 لم به توجه با درنتیجه است. نیمساده حلقهي یک R اینصورت، در .J(R) = ٠ کنید فرض برهان.
راس دو شامل ΓR(M) چون .J(R) ̸= ٠ کنیم فرض میتوانیم بنابراین، است. بدیهی حکم ،8.3.
و deg(A) < ∞ طوریکه به باشد ΓR(M) از راس یک A کنید فرض است. وفادار M است، نامجاور
B که است A ⊆ B مثل وفادار غیر زیرمدول یک شامل M اینصورت، در نباشد. مجاور راس یک با A
از راس یک ا ب B و deg(B) < ∞ راین، اب ن ب است. ماکسیمال ادار وف غیر زیرمدول یک عنوان ه ب
ساده R-مدول متناهی تعداد مستقیم جمع B قبل، گزاره به توجه با اکنون، نیست. مجاور ΓR(M)

به توجه با ،M ̸= B چون .J(R) ⊆ ann(B) داریم ،[17.2 قضیه ،21] به توجه با درنتیجه، است.
M زیرمدول C که M = B ⊕ C کنید فرض است. M سره مستقیم جمعوند یک B قبل، گزاره
باشد I مثل ناصفر ایدهآلی شامل R اگر .ann(J(R)) ̸= ٠ نیست، مجاور راس یک با B چون است.
و B ∩C = ٠ زیرا است، تناقض یک که است مجاور IC با B یا IC = ٠ یا آنگاه ،I٢ = ٠ طوریکه به
چون باشد. یافته کاهش باید R نتیجه در است. ماکسیمال وفادار غیر زیرمدول یک عنوان به B
به توجه با بنابراین، .soc(R) ̸= ٠ ،[14.3 گزاره ،21] به توجه با است، نیمساده حلقهي یک R/J(R)

در باشد. R مینیمال چپ ایدهآل ،e٢ = e ∈ R که ،J = Re کنیم فرض میتوانیم ،[22.10 لم ،28]
S و بخشی حلقهي یک K که R ∼= K × S حلقهها عنوان به ،[7.1 تمرین ،28] به توجه با اینصورت،

است. یافته کاهش حلقهي یک

حلقهي یک R که کرد مشاهده وان میت آسانی ه ب .R = Z٢ × Z٢ کنید فرض .12.3.3 مثال
از نیست. سره اساسی زیرمدولهاي مستقیم جمعوند R سادهي زیرمدول هر علاوه، به است. نیمساده

نیست. مجاور راس یک با طوریکه به است متناهی درجهي از راس یک شامل ΓR(R) طرفی،

میکنیم. مطالعه را ΓR(M) استقلال عدد بعد، گزاره در

یک M و ،|Min(R)| < ∞ طوریکه به باشد یافته کاهش حلقهي یک R کنید فرض .13.3.3 گزاره
.α(ΓR(M)) = |Min(R)| داریم اینصورت، در باشد. وفادار R-مدول

ود یش م ده اه ش م و ت اس وزه ح ک ی R ورت، ص ن ای در .|Min(R)| = ١ د ی ن ک رض ف برهان.
ه ک Min(R) = {P١, P٢, . . . , Pn} د ی ن ک رض ف ن، رای اب ن ب .α(ΓR(M)) = |Min(R)| = ١ ه ک
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کنید فرض دینمنظور، ب .i = ١, ٢, . . . , n که ann(Pi) = ann(PiM) میدهیم نشان .n > ٢

xPiM = ٠ است، وفادار R-مدول یک M و xPi ̸= ٠ چون اکنون، .x ∈ ann(PiM) \ ann(Pi)

در مستقل مجموعهي یک Λ = {P١M,P٢M, . . . , PnM} میکنیم ادعا است. تناقض یک که
در اشد. ب مجاور P٢M ا ب P١M ید کن فرض رهان، ب یت ل ک از شدن استه ک دون ب است. ΓR(M)

یک که ∩n
i=١ Pi ̸= ٠ بنابراین، .ann(P١) ∩ ann(P٢) ̸= ٠ که میشود مشاهده آسانی به اینصورت،

Λ١ = {A١, A٢, . . . , An+١} کنید فرض اکنون، .α(ΓR(M)) > |Min(R)| درنتیجه است. تناقض
و i متمایز اندیس دو هر بهازاي اینصورت، در باشد. ΓR(M) در راس n+ ١ با مستقل مجموعهي یک
اندیس دو و P ∈ Min(R) که میشود مشاهده آسان بنابراین، .ann(Ai) ∩ ann(Aj) = ٠ داریم j
تیجه درن است. ناقض ت یک که ann(Aj) * P و ann(Ai) * P طوریکه به داریم j و i متمایز

.α(ΓR(M)) = |Min(R)|

نیمجابجایی یکحلقهي پوچساز ایدهآل گراف 4.3
با که R به وابسته پوچساز ایدهآل گراف باشد. ناصفر همانی با جابجایی حلقهي یک R کنید فرض
غیر ایدهآلهاي تمام آن راسهاي مجموعه که ساده، است گرافی میشود، داده نشان ΓAnn(R) نماد
I ∩ ann(J) ̸= ٠ اگر تنها و اگر مجاورند J و I متمایز راس دو و میباشد (R و ٠ از (متمایز R بدیهی
قبل فصل در گراف این ضمن، در است. شده بررسی و معرفی [7] در گراف، این .J ∩ ann(I) ̸= ٠ یا
تمام میدهیم. توسیع شرکتپذیر حلقهي یک به را پوچساز ایدهآل گراف مفهوم اکنون، شد. یادآوري

است. [9] از برگرفته بخش این مطالب

دهآل ای راف گ اشد. ب ر اصف ن ی ان م ه ا ب ر ذی شرکتپ قهي حل یک R د ی ن ک رض ف .1.4.3 عریف ت
مجموعهي که ساده، است گرافی میشود، داده نشان ΓAnn(R) نماد ا ب که R به وابسته پوچساز
و میباشد R ناصفر سرهي راست ایدهآلهاي تمام و ناصفر سرهي چپ ایدهآلهاي تمام آن راسهاي
یا I ∩ (l.ann(J) ∪ r.ann(J)) ̸= ٠ باشیم داشته اگر تنها و اگر مجاورند J و I متمایز راس دو

.J ∩ (l.ann(I) ∪ r.ann(I)) ̸= ٠

حالت با مطابق باشد. ناصفر همانی با شرکتپذیر حلقهي یک R کنید فرض .2.4.3 ملاحظه
R ایدهآل یک R روي چپ) (یا راست پوچساز هر طوریکه به است حلقهاي R میکنیم فرض جابجایی،
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در بنابراین، باشد. نیمجابجایی حلقهي یک باید R ،[1.1 لم ،26] به توجه با اینصورت، در باشد.
است. نیمجابجایی حلقهي یک R که میکنیم فرض بخش این سراسر

که است شده گرفته درنظر هاي گون ه ب جایی اجاب ن حالت در ΓAnn(R) گراف الهاي ی عریف ت
متمایز راس دو کنید فرض ه، نمون عنوان به اشد. ب داشته جابجایی حالت ا ب را ارتباط بیشترین
ا ی I ∩ (l.ann(J) ∩ r.ann(J)) ̸= ٠ اشیم ب ه داشت ر اگ ا ه ن ت و ر اگ د جاورن م ΓAnn(R) در J و I

ببینید. را [10 قضیه ،7] و 10.1.1 گزاره زیر، مثال و ،J ∩ (l.ann(I) ∩ r.ann(I)) ̸= ٠

یک، با آزاد، شرکتپذیر جبر Z٢⟨a, b⟩ که R = Z٢⟨a, b⟩/⟨a٢, ab, b٢⟩ کنید فرض .3.4.3 مثال
در است. b٢ و ab ،a٢ هي ل وسی ه ب شده د ی ول ت دهآل ای ⟨a٢, ab, b٢⟩ و است مجهول دو ا ب Z٢ روي
نیست. برگشتپذیر R اما است، نیمجابجایی حلقهي یک R ،[3 صفحه ،30] به توجه با اینصورت،
به هستند متمایز راس دو J = Rb و I = aR همچنین، است. کامل ΓAnn(R) که میشود مشاهده

.J ∩ (l.ann(I) ∩ r.ann(I)) = ٠ و I ∩ (l.ann(J) ∩ r.ann(J)) = ٠ طوریکه

بهعلاوه، میکنیم. بررسی را ΓAnn(R) گرافی خواص و R جبري خواص بین ارتباط بخش، این در
عنوان به میشود. مطالعه خوشهاي عدد و احاطهگري عدد مانند ΓAnn(R) ترکیبیاتی خواص برخی

بود. خواهد مفید ادامه در که داریم را زیر گزاره نتیجه، اولین

آنگاه باشند، ΓAnn(R) نامجاور راس دو J و I اگر باشد. حلقه یک R کنید فرض .4.4.3 گزاره
.N(I) = N(J)

ید ن ک رض ف خلف ه ب ن، ی همچن د. اشن ب ΓAnn(R) جاور ام ن راس دو J و I ید ن ک رض ف برهان.
میگیریم: درنظر را زیر حالتهاي .K ∈ N(I) \N(J)

م داری ت، س ی ن اور ج م J ا ب I ون چ د. ن اش ب پ چ اي دهآله ای J و I د ی ن ک رض ف (1 ت ال ح
به اینصورت، در .J ∩ r.ann(I) = ٠ و J ∩ l.ann(I) = ٠ ،I ∩ r.ann(J) = ٠ ،I ∩ l.ann(J) = ٠

.r.ann(I) ⊆ l.ann(J) و r.ann(J) ⊆ l.ann(I) ،l.ann(I) = l.ann(J) که میشود مشاهده آسانی
ا ی I ∩ (l.ann(K) ∪ r.ann(K)) ̸= ٠ ود یش م ده اه ش م ت، اس اور ج م K ا ب I ون چ لاوه، هع ب

میگیریم: درنظر را زیر زیرحالت دو اکنون، .K ∩ (l.ann(I) ∪ r.ann(I)) ̸= ٠

م داری ست، ی ن اور ج م J ا ب K ون چ د. اش ب پ چ دهآل ای ک ی K د ی ن ک رض ف (1 ت ال رح زی
ده اه ش م ون، ن اک .r.ann(K) ⊆ l.ann(J) و r.ann(J) ⊆ l.ann(K) ،l.ann(K) = l.ann(J)
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تناقض یک که I ∩ (l.ann(K) ∪ r.ann(K)) = ٠ و K ∩ (l.ann(I) ∪ r.ann(I)) = ٠ میشود
است.

ت، س ی ن اور ج م J ا ب K ون چ د. اش ب ت راس دهآل ای ک ی K د ی ن ک رض ف (2 ت ال رح زی
داریم اکنون، .l.ann(K) ⊆ l.ann(J) و r.ann(J) ⊆ r.ann(K) ،r.ann(K) = l.ann(J) داریم

است. تناقض یک که I ∩ (l.ann(K) ∪ r.ann(K)) = ٠ و K ∩ (l.ann(I) ∪ r.ann(I)) = ٠

.N(I) = N(J) که میگیریم نتیجه بنابراین، میشوند. نتیجه مشابه طور به دیگر حالتهاي

باشد. حلقه یک R کنید فرض .5.4.3 نتیجه
.diam(S) ∈ {٠, ١, ٢,∞} آنگاه باشد، ΓAnn(R) از القایی زیرگراف یک S اگر (1)

.diam(ΓAnn(R)) ∈ {٠, ١, ٢,∞} (2)

باشد. حوزه یک R اگر تنها و اگر است تهی یا ناهمبند ΓAnn(R) (3)

راس دو J و I کنیم فرض میتوانیم بنابراین، .diam(S) = ٠ آنگاه ،|S| ∈ {٠, ١} اگر (1) برهان.
و است ناهمبند S آنگاه ،NS(I) = ∅ اگر .NS(I) = NS(J) اینصورت، در باشند. S در امجاور ن
I − Z − J بنابراین، .Z ∈ NS(I) کنیم فرض میتوانیم اینصورت، غیر در .diam(S) = ∞ لذا
ه ک م ری ی یگ م جه ی ت ن د، ش ان ی ب ه چ آن ه ب ه وج ت ا ب ون، ن اک است. S در دو ول ط ه ب ر ی س م ک ی

.diam(S) ∈ {٠, ١, ٢,∞}

میشود. نتیجه (1) قسمت از (2)
ود یش م ده اه ش م ی ان آس ه ب ورت، ص ن ای در د. اش ب ی ه ت ΓAnn(R) د ی ن ک رض ف (3)
و ز ای م ت م راس دو J و I م ی ن یک م رض ف ن، رای اب ن ب ت. اس ی ش خ ب هي ق ل ح ک ی R ه ک
ان ش ن .N(I) = N(J) = ∅ ،4.4.3 زاره گ ه ب ه وج ت ا ب ه، ج ی ت درن د. ن اش ب ΓAnn(R) در اور ج ام ن
د ی ن ک رض ف ور، ظ ن نم دی ب .l.ann(I) ∪ r.ann(I) = l.ann(J) ∪ r.ann(J) = ٠ م ی یده م
ه ک م ی ن ک رض ف م ی وان یت م ان، ره ب ت ی ل ک از دن ش ه ت اس ک دون ب .l.ann(I) ∪ r.ann(I) ̸= ٠

.J ∩ I = ٠ همچنین، .l.ann(I) = I ندارد، ΓAnn(R) در همسایهاي هیچ I چون .l.ann(I) ̸= ٠

ن، رای اب ن ب است. ض اق ن ت ک ی ه ک د اورن ج م J و I صورت، ن ای در .IJ = ٠ ا ی JI = ٠ ن، رای اب ن ب
اکنون، .l.ann(J) ∪ r.ann(J) = ٠ که میشود نتیجه مشابه، طور به .l.ann(I) ∪ r.ann(I) = ٠

مشاهده آسانی به آنگاه ،l.ann(K) ∪ r.ann(K) ̸= ٠ طوریکه به باشد ΓAnn(R) از راس یک K اگر
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است. تناقض یک که است ΓAnn(R) در J و I بین دو طول به مسیر یک I −K − J که میشود
است. حوزه یک R که میگیریم نتیجه بنابراین،

دو آن، از قبل باشد. کامل r-بخشی گراف یک ΓAnn(R) که میکنیم بررسی را حالتی ادامه، در
هستند. ضروري زیر لم

در متمایز ماکسیمال مستقل مجموعهي دو S٢ و S١ اگر باشد. حلقه یک R کنید فرض .6.4.3 لم
.S١ ∩ S٢ = ∅ آنگاه باشند، ΓAnn(R)

راس هر بهازاي ،4.4.3 گزاره به توجه ا ب اینصورت، در .I ∈ S١ ∩ S٢ کنید فرض خلف به برهان.
در متمایز ماکسیمال مستقل مجموعهي دو S٢ و S١ چون .N(I) = N(J) داریم J ∈ S١ ∪ S٢

در .B ∈ S٢ و A ∈ S١ طوریکه به موجودند ΓAnn(R) در B و A مجاور راس دو هستند، ΓAnn(R)

.S١ ∩ S٢ = ∅ بنابراین، است. غیرممکن که است مجاور B یا A با I اینصورت،

ماکسیمال مستقل مجموعهي دو S٢ و S١ کنید فرض باشد. حلقه یک R کنید فرض .7.4.3 لم
است. مجاور J با I آنگاه ،J ∈ S٢ و I ∈ S١ اگر باشند. ΓAnn(R) در متمایز

در متمایز ماکسیمال مستقل مجموعهي دو S٢ و S١ که J ∈ S٢ و I ∈ S١ کنید فرض برهان.
3 گزاره به توجه با اینصورت، در نباشد. مجاور J با I کنید فرض خلف به همچنین، هستند. ΓAnn(R)

یک که است ΓAnn(R) در مستقل مجموعهي یک S١ ∪ {J} بنابراین، .N(I) = N(J) داریم ،4.4.
است. مجاور J با I درنتیجه است. تناقض

راسی مجموعهي اگر باشد. صحیح عدد یک r > ٢ و باشد حلقه یک R کنید فرض .8.4.3 نتیجه
r-بخشی گراف یک ΓAnn(R) آنگاه باشد، ماکسیمال مستقل مجموعهي r اجتماع برابر ΓAnn(R)

است. کامل

باشد. کامل ΓAnn(R) که میکنیم بررسی را حالتی بعد، گزاره در

آنگاه باشد، کامل ΓAnn(R) اگر هستند. حلقه Riها که R = R١ × R٢ کنید فرض .9.4.3 گزاره
است. کامل ΓAnn(Ri) ،i = ١, ٢ بهازاي
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،|ΓAnn(Ri)| ∈ {٠, ١} باشیم داشته i = ١, ٢ بهازاي اگر باشد. کامل ΓAnn(R) کنید فرض برهان.
متمایز راس دو J و I کنیم فرض میتوانیم بنابراین، است. کامل ΓAnn(Ri) ،i = ١, ٢ بهازاي آنگاه
چون اکنون، هستند. ΓAnn(R) متمایز راس دو J × ٠ و I × ٠ اینصورت، در اشند. ب ΓAnn(R١)

بنابراین، مجاورند. ΓAnn(R١) در J و I که میگیریم نتیجه مجاورند، ΓAnn(R) در J × ٠ و I × ٠

است. کامل ΓAnn(R٢) که میشود مشاهده مشابه، طور به است. کامل ΓAnn(R١)

است R از P اول ایدهآل یک M (راست) چپ R-مدول یک براي پوچساز اول یک که آورید یاد به
P پوچساز اول یک M از وابسته اول یک باشد. برابر M از ناصفر زیرمدول یک پوچساز با طوریکه به
زیرمدول هر پوچساز با P که شرط این با باشد برابر M از N ناصفر زیرمدول یک پوچساز با که است
میشود. داده نشان Ass(M) نماد با M از پوچساز اولهاي تمام مجموعهي باشد. برابر N از ناصفر

نیست. حوزه یک که باشد حلقه یک R کنید فرض .10.4.3 لم
هر و است متناهی مجموعهي یک Θ که Zℓ(R) =

∪
i∈Θ Pi آنگاه باشد، چپ نوتري R اگر (1)

است. Zr(R) از ناصفر عضو یک چپ پوچساز و اول کاملاً ایدهآل یک Pi

هر و است متناهی مجموعهي یک Θ که Zr(R) =
∪

i∈Θ Pi آنگاه باشد، راست نوتري R اگر (2)
است. Zℓ(R) از ناصفر عضو یک راست پوچساز و اول کاملاً ایدهآل یک Pi

یک Pi هر و است متناهی مجموعهي یک Θ که Z(R) =
∪

i∈Θ Pi آنگاه باشد، نوتري R اگر (3)
است. Z(R) از ناصفر عضو یک راست یا چپ پوچساز و اول کاملاً ایدهآل

y ∈ Zr(R)∗ اینصورت، در .x ∈ Zℓ(R) و باشد چپ نوتري حلقهي یک R کنید فرض (1) برهان.
میدهیم قرار .xy = ٠ طوریکه به است موجود

Σ := {l.ann(a) | a ∈ R∗ و x ∈ l.ann(a)}.

،P = l.ann(b) مانند ماکسیمال عضو یک شامل Σ است، چپ نوتري حلقهي یک R چون اکنون،
کنید فرض بدینمنظور، است. اول کاملاً P میدهیم نشان .x ∈ P داریم بنابراین، است. ،b ∈ R∗ که
مشاهده آسان است، نیمجابجایی حلقهي یک R چون آنگاه ،sb ̸= ٠ اگر اینصورت، در .rs ∈ P

،21] به توجه با همچنین، است. اول کاملاً P بنابراین، .r ∈ P = l.ann(sb) = l.ann(b) که میشود
اکنون، میگیریم). درنظر خودش روي چپ مدول یک عنوان به R) P ∈ Ass(R) داریم ،[12.2 گزاره
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Zℓ(R) =
∪

i∈Θ Pi میگیریم نتیجه بنابراین، .|Ass(R)| < ∞ داریم ،[2J تمرین ،21] به توجه با
از ناصفر عضو یک چپ پوچساز و اول کاملاً ایدهآل یک Pi هر و است متناهی مجموعهي یک Θ که

است. Zr(R)

میشود. نتیجه (1) قسمت مشابه روشی بکاربردن با (2)
میشود. نتیجه (2) و (1) قسمتهاي از Z(R) = Zℓ(R) ∪ Zr(R) چون (3)

،i = ١, ٢ بهازاي اگر هستند. نوتري حلقههاي Riها که R = R١ × R٢ کنید فرض .11.4.3 گزاره
است. کامل ΓAnn(R) آنگاه باشد، کامل ΓAnn(Ri)

از متمایز راس دو J و I کنید فرض باشد. کامل ΓAnn(Ri) ،i = ١, ٢ بهازاي کنید فرض برهان.
ایدهآلهاي Ji و Ii ،i = ١, ٢ بهازاي که J = J١ × J٢ و I = I١ × I٢ نابراین، ب باشند. ΓAnn(R)

اکنون، باشند. متمایز J١ و I١ کنید فرض برهان، کلیت از شدن کاسته بدون هستند. Ri در یکطرفه
میگیریم: درنظر را زیر حالت سه

در J ا ب I که میشود مشاهده آسانی ه ب اینصورت، در .J١ = ٠ ا ی I١ = ٠ کنید فرض (1 حالت
است. مجاور ΓAnn(R)

ید ن ک رض ف ان، ره ب یت ل ک از شدن ه است ک دون ب .J١ = R١ ا ی I١ = R١ ید ن ک رض ف (2 حالت
بدینمنظور، .K١ ⊆ Z(R١) داریم ΓAnn(R١) از K١ راسهاي تمام بهازاي میدهیم نشان .I١ = R١

.b ∈ L١ \ Z(R١) کنید فرض .L١ * Z(R١) طوریکه به باشد ΓAnn(R١) از راسی L١ کنید فرض
در R١b

٢ با R١b اینصورت، در .R١b ̸= R١ کنیم فرض میتوانیم برهان، کلیت از شدن کاسته بدون
داریم ΓAnn(R١) از K١ راسهاي تمام بهازاي بنابراین، است. تناقض یک که نیست، مجاور ΓAnn(R١)

در .l.ann(J١) ∪ r.ann(J١) ̸= ٠ داریم ،12.1.3 گزاره و قبل لم به توجه با اکنون .K١ ⊆ Z(R١)

مجاورند. ΓAnn(R) در J با I اینصورت،
چون اینصورت، در باشند. R١ در بدیهی غیر یکطرفه ایدهآلهاي J١ و I١ کنید فرض (3 حالت

مجاورند. ΓAnn(R) در J با I است، کامل ΓAnn(R١)

داریم. را زیر نتیجه قبل، گزاره دو به توجه با

اینصورت، در هستند. وتري ن قههاي حل Riها که R = R١ × R٢ کنید فرض .12.4.3 تیجه ن
باشد. کامل ΓAnn(Ri) ،i = ١, ٢ بهازاي اگر تنها و اگر است کامل ΓAnn(R)
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میکنیم. بررسی را ΓAnn(R/J(R)) و ΓAnn(R) گرافهاي بین ارتباط بعد، گزاره در

اینصورت در ،α(ΓAnn(R)) < ∞ اگر اشد. ب ري وت ن قهي حل یک R کنید فرض .13.4.3 گزاره
است. کامل گراف یک ΓAnn(R/J(R))

.Rx ̸= R کنید فرض بدینمنظور، است. یکال x میدهیم نشان .x ∈ R \Z(R) کنید فرض برهان.
میدهند تشکیل ΓAnn(R) در مستقل مجموعهي یک {Rxi}∞i=١ مجموعهي راسهاي اینصورت، در
است. یکال x ،x ∈ R \ Z(R) هر بهازاي بنابراین، .α(ΓAnn(R)) < ∞ فرض با است تناقض یک که
یم کن فرض یم وان میت ن، رای اب ن ب است. امل ک ΓAnn(R/J(R)) وضوح ه ب Z(R) = ٠ اگر ون، اکن
و است متناهی مجموعهي یک Θ که Z(R) =

∪
i∈Θ Pi ،10.4.3 لم به توجه با اکنون، .Z(R) ̸= ٠

توجه با بنابراین، است. Z(R) از ناصفر عضو یک راست یا چپ پوچساز و اول کاملاً ایدهآل یک Pi هر
فصل از 27.2 نتبجه ،24] به توجه با اکنون، .J(R) =

∩
i∈Θ Pi میگیریم نتیجه ،12.1.3 گزاره به

n = |Θ| که R/J(R) ∼= K١ ×K٢ × · · · ×Kn حلقهها عنوان به که میشود مشاهده آسانی به ،[3
است. کامل گراف یک ΓAnn(R/J(R)) اینصورت، در هستند. بخشی حلقههاي Kiها و

آنگاه باشد، کامل گراف یک ΓAnn(R) اگر باشد. نوتري حلقهي یک R کنید فرض .14.4.3 نتیجه
است. کامل گراف یک ΓAnn(R/J(R))

یک R (هرگاه α(ΓAnn(R)) = ٠ اینصورت، در باشد. کامل گراف یک ΓAnn(R) کنید فرض برهان.
است. کامل گراف یک ΓAnn(R/J(R)) بنابراین، .α(ΓAnn(R)) = ١ یا باشد) بخشی حلقهي

اشد ب ال م اکسی م دهآل ای اهی ن ت م داد ع ت ا ب ح صحی حوزهي یک D ید ن ک فرض .15.4.3 ال ث م
.α(ΓAnn(D)) = ∞ که میشود مشاهده آسانی به اینصورت، در باشد. ن میدان D کنید فرض و
D/J(D) ∼= F١ × F٢ × · · · × Fn داریم ،[3 فصل از 27.2 نتیجه ،24] به توجه با چون همچنین،

است. کامل گراف یک ΓAnn(D/J(D)) هستند، میدان Fiها و n = |Max(D)| که

زیر لم دو آن، از قبل باشد. کامل گراف یک ΓAnn(R) که میکنیم بررسی را حالتی بعد، گزاره در
هستند. ضروري

ایدهآلهاي وسیلهي به القایی زیرگراف اینصورت، در باشد. حلقه یک R کنید فرض .16.4.3 لم
است. کامل R پوچتوان یکطرفهي
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ه ک ،In = Jm = ٠ ه ک وری ط ه ب د ن اش ب ΓAnn(R) ز ای م ت م راس دو J و I د ی ن ک رض ف برهان.
میگیریم: درنظر را زیر حالتهاي نباشد. مجاور J با I کنید فرض همچنین، .n,m ∈ N

اکنون، .l.ann(I) = l.ann(J) اینصورت، در باشند. چپ ایدهآلهاي J و I کنید فرض (1 حالت
است. تناقض یک که I ∩ l.ann(I) ̸= ٠ است، پوچتوان I چون

.l.ann(I) = r.ann(J) اینصورت، در باشد. راست ایدهآل J و چپ ایدهآل یک I کنید فرض حالت2)
است. تناقض یک که I ∩ l.ann(I) ̸= ٠ است، پوچتوان I چون اکنون،

به القایی زیرگراف که میگیریم نتیجه بنابراین، میشوند. نتیجه مشابه طور به دیگر حالتهاي
است. کامل R پوچتوان یکطرفهي ایدهآلهاي وسیلهي

ΓAnn(R) اینصورت، در باشد. موضعی راست) (یا چپ آرتینی حلقهي یک R کنید فرض .17.4.3 لم
است. کامل

میشود. نتیجه [12.4 قضیه ،28] و 16.4.3 لم از برهان.
ΓAnn(R) اینصورت، در باشد. راست) (یا چپ آرتینی حلقهي یک R کنید فرض .18.4.3 گزاره

است. کامل

R که میشود نتیجه ،[5.21 لم ،28] به توجه با است، نیمجابجایی حلقهي یک R چون برهان.
حلقهها عنوان به ،8.3.3 لم به توجه با است، چپ آرتینی R چون اکنون، است. آبلی حلقهي یک
توجه با بنابراین، هستند. چپ آرتینی و موضعی حلقههاي Riها که R ∼= R١ × R٢ × · · · × Rn

کامل ΓAnn(R) که میشود نتیجه کاربردیم، به 11.4.3 گزاره برهان در که روشی و 17.4.3 لم به
است.

میکنیم. استفاده مکرراً میآید بدست ΓAnn(R) گراف تعریف از که زیر لم از ادامه، در

ΓAnn(R) در نامجاور راس دو J و I اگر باشد. برگشتپذیر حلقهي یک R کنید فرض .19.4.3 لم
.ann(I) = ann(J) آنگاه باشند،

باشد. متناهی ΓAnn(R) از راس یک درجهي که میکنیم بررسی را حالتی بعد، گزاره در

یک شامل ΓAnn(R) اگر باشد. Z(R) ̸= ٠ با برگشتپذیر حلقهي یک R کنید فرض .20.4.3 گزاره
است. متناهی گراف یک ΓAnn(R) آنگاه باشد، متناهی درجهي از راس
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از شدن کاسته بدون .deg(I) < ∞ طوریکه به باشد ΓAnn(R) از راس یک I کنید فرض برهان.
بدینمنظور، .ann(I) ̸= ٠ میدهیم نشان است. R در چپ ایدهآل یک I میکنیم فرض برهان، کلیت
ann(J) ̸= ٠ شرط با ΓAnn(R) از J راسهاي تعداد ،deg(I) < ∞ چون .ann(I) = ٠ کنید فرض
اینصورت، در است. ،x ∈ R که ،Rx مانند مینیمال چپ ایدهآل یک شامل R بنابراین، است. متناهی
چپ آرتینی حلقهي یک R هستند، آرتینی چپ R-مدول عنوان به R/ann(x) و ann(x) چون
به ،8.3.3 لم به توجه ا ب ،[5.21 لم ،28] هستند آبلی برگشتپذیر، حلقههاي چون اکنون، است.
در هستند. چپ آرتینی و موضعی حلقههاي Riها که R ∼= R١ × R٢ × · · · × Rn حلقهها عنوان
داریم بنابراین، است. تناقض یک که ann(J) ̸= ٠ داریم ΓAnn(R) در J راس هر بهازاي اینصورت،
مجاور ΓAnn(R) دیگر راس هر با I میدهیم نشان .I = ann(I) کنید فرض اکنون، .ann(I) ̸= ٠

اینصورت، در نیست. مجاور I ا ب که اشد ب ΓAnn(R) از راسی J کنید فرض مشاهده، راي ب است.
در است. مجاور ΓAnn(R) دیگر راس هر با I بنابراین، است. تناقض یک که I = ann(I) = ann(J)

فرض اکنون، است. متناهی گراف یک ΓAnn(R) که میگیریم نتیجه ،deg(I) < ∞ چون اینصورت،
عنوان به ann(I) ،I ∩ ann(ann(I)) ̸= ٠ و deg(I) < ∞ چون اینصورت، در .I ̸= ann(I) کنید
راین، ناب ب است. آرتینی چپ R-مدول عنوان به R/ann(I) بهعلاوه، است. آرتینی چپ R-مدول
متناهی گراف یک ΓAnn(R) ،17.4.3 گزاره به توجه ا ب اکنون، است. چپ آرتینی حلقهي یک R

است.

نباشد. ناصفري پوچتوان عضو هیچ شامل هرگاه است یافته کاهش R حلقهي یک که آورید یاد به
بعد، گزاره در باشد. برگشتپذیر و نیماول R اگر تنها و اگر است یافته کاهش R حلقهي یک وضوح به

.γ(ΓAnn(R)) = ١ که میکنیم مطالعه را حالتی

.γ(ΓAnn(R)) = ١ آنگاه نباشد، یافته کاهش R اگر باشد. حلقه یک R کنید فرض .21.4.3 گزاره

در .I٢ = ٠ طوریکه به است موجود ΓAnn(R) از I راس یک نیست، یافته کاهش R چون برهان.
ن، رای اب ن ب است. اور ج م ΓAnn(R) ر گ دی راس ر ه ا ب I ه ک میشود ده شاه م ی ان آس ه ب صورت، ن ای

.γ(ΓAnn(R)) = ١

که گرفت نتیجه نمیتوان اینصورت، در باشد. یافته کاهش حلقهي یک R کنید فرض .22.4.3 مثال
در باشد. بخشی حلقههاي از متناهی مستقیم ضرب R کنید فرض بدینمنظور، .γ(ΓAnn(R)) > ٢
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.γ(ΓAnn(R)) = ١ ،17.4.3 گزاره به توجه با اینصورت،
میکنیم. پیدا ΓAnn(R) در احاطهگر مجموعهي یک بعد، گزاره در

ه ب اشد ب ΓAnn(R) از راسی یک I کنید فرض و اشد ب حلقه یک R کنید فرض .23.4.3 گزاره
{I, r.ann(I)} یا {I, l.ann(I)} ،{I} مجموعهي دراینصورت، .l.ann(I) ∪ r.ann(I) ̸= ٠ طوریکه

γ(ΓAnn(R)) 6 ٢ بهویژه، است. احاطهگر مجموعهي یک
آنگاه ،I = l.ann(I) اگر .l.ann(I) ̸= ٠ کنید فرض برهان، کلیت از شدن کاسته بدون برهان.
فرض میتوانیم بنابراین، است. مجاور ΓAnn(R) دیگر راس هر با I که میشود مشاهده آسانی به
است. ΓAnn(R) در احاطهگر مجموعهي یک {I, l.ann(I)} میدهیم نشان .I ̸= l.ann(I) کنیم
با اینصورت، در نباشد. مجاور I با J و J ∈ V (ΓAnn(R)) \ {I, l.ann(I)} کنید فرض بدینمنظور،
l.ann(I) ا ب I میشود تیجه ن ،I ̸= l.ann(I) چون .N(I) = N(J) داریم ،4.4.3 گزاره به توجه
احاطهگر مجموعهي یک {I, l.ann(I)} درنتیجه است. مجاور l.ann(I) با J بنابراین، است. مجاور

است.

R حلقهي اگر که کنید توجه .γ(ΓAnn(R)) = ٢ که میکنیم مطالعه را حالتی بعد، گزاره در
.γ(ΓAnn(R)) 6 ٢ آنگاه نباشد، حوزه

بهازاي اینصورت، در نیست. حوزه که باشد یافته کاهش حلقهي یک R کنید فرض .24.4.3 گزاره
ann(I) = ann(J) طوریکه به است موجود J ∈ V (ΓAnn(R)) \ {I} راس I ∈ ΓAnn(R) راس هر

.γ(ΓAnn(R)) = ٢ اگر تنها و اگر
به است موجود J ∈ V (ΓAnn(R)) \ {I} راس I ∈ ΓAnn(R) راس هر بهازاي کنید فرض برهان.
هر ا ب طوریکه ه ب اشد ب ΓAnn(R) از راسی I١ کنید فرض خلف، به .ann(I) = ann(J) طوریکه
به است موجود J١ ∈ V (ΓAnn(R)) \ {I١} مفروضات، به توجه با اکنون، باشد. مجاور دیگر راس
ن، رای اب ن ب است. اقض ن ت یک که د امجاورن ن J١ و I١ نصورت، درای .ann(I١) = ann(J١) که طوری

.γ(ΓAnn(R)) = ٢

راس I ∈ ΓAnn(R) راس ر ه هازاي ب صورت، ن ای در .γ(ΓAnn(R)) = ٢ د ی ن ک رض ف رعکس، ب
که میشود نتیجه نابراین، ب امجاورند. ن J و I طوریکه به است موجود J ∈ V (ΓAnn(R)) \ {I}

.ann(I) = ann(J)
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میآید. بدست قبل گزاره دو از مستقیم طور به زیر، نتیجه
I ∈ ΓAnn(R) راس اینصورت، در باشد. یافته کاهش حلقهي یک R کنید فرض .25.4.3 نتیجه
اگر تنها و اگر ann(I) ̸= ann(J) داریم J ∈ V (ΓAnn(R)) \ {I} هر بهازاي طوریکه به است موجود

.γ(ΓAnn(R)) = ١

I ∈ ΓAnn(R) راس ر ه هازاي ب صورت، ن ای در .R = Z × Z د ی ن ک رض ف (1) .26.4.3 مثال
لاوه، هع ب .ann(I) = ann(J) ه ک وری ط ه ب ت اس ود وج م J ∈ V (ΓAnn(R)) \ {I} راس

.γ(ΓAnn(R)) = ٢

اینصورت، در .I = F × ٠ کنید فرض است. میدان یک F که ،R = F × Z کنید فرض (2)
.γ(ΓAnn(R)) = ١ بهعلاوه، .ann(I) ̸= ann(J) داریم J ∈ V (ΓAnn(R)) \ {I} هر بهازاي
اینصورت، در اشد. ب مینیمال اول متناهی تعداد ا ب افته ی کاهش حلقهي یک R کنید فرض
کاهش حلقههاي بعد، گزاره در هستند. اول کاملاً پوچساز ایدهآلهاي Piها که Z(R) =

∪n
i=١ Pi

باشد. کامل آنها به وابسته گراف که میکنیم مطالعه را یافتهاي
در باشد. مینیمال اول متناهی تعداد با یافته کاهش حلقهي یک R کنید فرض .27.4.3 گزاره
که R ∼= K١ ×K٢ × · · · ×Kn حلقهها عنوان به اگر تنها و اگر است کامل ΓAnn(R) اینصورت،

هستند. بخشی حلقههاي Kiها

اگر که میدهیم نشان باشد. کامل ΓAnn(R) و Min(R) = {P١, P٢, . . . , Pn} کنید فرض برهان.
.I * Z(R) کنید فرض بدینمنظور، .I ⊆ Pi داریم i یک براي آنگاه باشد، ΓAnn(R) از راسی I
Rx درنتیجه باشد. ΓAnn(R) از راسی Rx طوریکه به است موجود x ∈ R \ Z(R) اینصورت، در
ایدهآلهاي Piها که I ⊆ Z(R) =

∪n
i=١ Pi بنابراین، است. تناقض یک که نیست مجاور Rx٢ ا ب

Piها درنتیجه .I ⊆ Pi داریم i یک براي ،12.1.3 گزاره به توجه با اکنون، هستند. اول کاملاً پوچساز
عنوان به ،[3 فصل از 27.2 نتیجه ،24] به توجه با بنابراین، هستند. R در ماکسیمال چپ ایدهآلهاي

هستند. بخشی حلقههاي Kiها که R ∼= K١ ×K٢ × · · · ×Kn حلقهها
است. بدیهی برعکس قسمت

زیر لم آن، از قبل باشد. دوبخشی گراف یک ΓAnn(R) که میکنیم بررسی را حالتی بعد، گزاره در
است. ضروري
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طول به مسیر یک شامل ΓAnn(R) اگر باشد. برگشتپذیر حلقهي یک R کنید فرض .28.4.3 لم
.gr(ΓAnn(R)) = ٣ آنگاه باشد، سه

مجاور I٣ با I١ اگر باشد. ΓAnn(R) در سه طول به مسیر یک I١ − I٢ − I٣ − I۴ کنید فرض برهان.
با اینصورت، در نیست. مجاور I٣ با I١ کنیم فرض میتوانیم بنابراین، .gr(ΓAnn(R)) = ٣ آنگاه باشد،
اینصورت، در است. ΓAnn(R) در چهار طول به دور یک I١ − I٢ − I٣ − I۴ − I١ ،4.4.3 گزاره به توجه
نباشد، یافته کاهش R اگر .ann(I٢) ̸= ٠ کنیم فرض میتوانیم برهان، کلیت از شدن کاسته بدون
حلقهي یک R میکنیم فرض بنابراین، .gr(ΓAnn(R)) = ٣ داریم 21.4.3 گزاره به توجه ا ب آنگاه
سه طول به دور یک I١ − I٢ − ann(I٢)− I١ آنگاه ،ann(I١) = ٠ اگر اکنون، باشد. یافته کاهش
.ann(I١) ̸= ٠ میکنیم فرض اینصورت، غیر در .gr(ΓAnn(R)) = ٣ درنتیجه و است ΓAnn(R) در

میگیریم: درنظر را زیر حالت دو اکنون
تجزیهپذیر R ،[7.1 تمرین ،28] به توجه با اینصورت، در .I١ + ann(I١) = R کنید فرض (1 حالت
طول به مسیر یک شامل ΓAnn(R) چون هستند. حلقه Riها که R ∼= R١ × R٢ بنابراین، است.
میشود مشاهده آسان اینصورت، در نیست. بخشی حلقهي یک R١ کرد فرض میتوان است، سه
دور یک است، R بدیهی غیر طرفهي یک ایدهآل یک I که ،R١ × ٠− ٠×R٢ − I ×R٢ −R١ × ٠

.gr(ΓAnn(R)) = ٣ درنتیجه و است ΓAnn(R) در سه طول به
یک I١ − ann(I١)− I١ + ann(I١)− I١ اینصورت، در .I١ + ann(I١) ̸= R کنید فرض (2 حالت

.gr(ΓAnn(R)) = ٣ درنتیجه و است ΓAnn(R) در سه طول به دور

نیست دوبخشی گراف آن آنگاه باشد، فرد طول به دور یک شامل گراف یک اگر که آورید یاد به
.[18.2.1 قضیه ،34]

گراف یک ΓAnn(R) اینصورت، در باشد. برگشتپذیر حلقهي یک R کنید فرض .29.4.3 گزاره
باشد. دو دقیقاً ΓAnn(R) راسهاي تعداد اگر تنها و اگر است ناتهی یالی مجموعهي با دوبخشی

R اینصورت، در باشد. ناتهی یالی مجموعهي با دوبخشی گراف یک ΓAnn(R) کنید فرض برهان.
با طرفی از است. کامل دوبخشی گراف یک ΓAnn(R) ،4.4.3 گزاره به توجه با بنابراین، نیست. حوزه
.γ(ΓAnn(R)) = ١ نابراین، ب نیست. سه طول به مسیري هیچ شامل ΓAnn(R) قبل، لم به توجه
،18.4.3 گزاره به توجه با بنابراین، است. متناهی گراف یک ΓAnn(R) ،21.4.3 گزاره به توجه با اکنون،

است. دو دقیقاً ΓAnn(R) راسهاي تعداد
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میشود. نتیجه 18.4.3 گزاره از برعکس قسمت

میکنیم. بررسی را است، تجزیهپذیر حلقهي یک R که هنگامی ،ΓAnn(R) خوشهاي عدد ادامه، در

که R = R١ × R٢ × · · · × Rn و باشد برگشتپذیر حلقهي یک R کنید فرض .30.4.3 گزاره
ایدهآل یک شامل R اگر بهویژه، .ω(ΓAnn(R)) > ٢n − ٢ اینصورت، در .n ̸= ١ و هستند حلقه Riها

.ω(ΓAnn(R)) > ٢n − ١ آنگاه باشد، ann(I) = ٠ با I مانند بدیهی غیر یکطرفهي

وسیلهي به القایی زیرگراف اینصورت، در کنیم. انتخاب Riها در را صفر ایدهآل کافیست برهان.
مجموعهي راسهاي

Λ := {I١ × I٢ × · · · × In ∈ V (ΓAnn(R)) | Ii = ٠Ri
یا Ri}

است. بدیهی ”بهویژه” قسمت .ω(ΓAnn(R)) >
∑n

i=١
(
n
i

)
= ٢n − ٢ بنابراین، است. کامل

که R = R١ × R٢ × · · · × Rn و باشد برگشتپذیر حلقهي یک R کنید فرض .31.4.3 نتیجه
اینصورت، در .n ̸= ١ و هستند حلقه Riها

حلقهي Riها از یکی حداقل و باشند حوزه Riها اگر تنها و اگر ω(ΓAnn(R)) = ٢n − ١ (1)
نباشد. بخشی

باشند. بخشی حلقههاي Riها اگر تنها و اگر ω(ΓAnn(R)) = ٢n − ٢ (2)

ه ب وجه ت ا ب اشد. ب ن خشی ب قهي حل ا Riه از کی ی و د اشن ب حوزه ا Riه ید ن ک فرض (1) برهان.
٢n ا ب ΓAnn(R) در خوشه یک ∆ کنید فرض اکنون، .ω(ΓAnn(R)) > ٢n − ١ داریم قبل، گزاره
،I = I١ × I٢ × · · · × In ه ک د وجودن م ∆ در J و I ز ای م ت م راس دو صورت، ن ای در اشد. ب راس
اندیسها سایر بهازاي و Ii = Ji = ٠ اندیسها برخی براي ،Ii, Ji ⊆ Ri ،J = J١ × J٢ × · · · × Jn

تناقض یک که نیست مجاور J با I میشود مشاهده آسانی به اینصورت، در هستند. ناصفر Ji و Ii
.ω(ΓAnn(R)) = ٢n − ١ بنابراین، است.

به توجه با آنگاه باشد، (راست) چپ آرتینی R اگر .ω(ΓAnn(R)) = ٢n − ١ کنید فرض برعکس،
ر راب ب ΓAnn(R) راسهاي تعداد راین، ناب ب است. کامل ΓAnn(R) که میشود تیجه ن ،18.4.3 گزاره
حوزه Riها میدهیم نشان نیست. (راست) چپ آرتینی R درنتیجه است. تناقض یک که است ٢n − ١
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ایدهآل یک شامل R١ کنیم فرض میتوانیم برهان، کلیت از شدن کاسته بدون بدینمنظور، هستند.
میدهیم قرار .ann(I) ̸= ٠ طوریکه به باشد I مانند بدیهی غیر یکطرفهي

Λ := {I١ × I٢ × · · · × In ∈ V (ΓAnn(R)) | Ii = ٠Ri
یا Ri}

و
∆ := {I × I٢ × · · · × In ∈ V (ΓAnn(R)) | Ii = ٠Ri

یا Ri}.

٢n − ١ از بیشتر با ΓAnn(R) در خوشه یک Λ∪∆ از راسها وسیلهي به القایی زیرگراف اینصورت، در
نیست. بخشی حلقهي Riها از یکی و هستند حوزه Riها درنتیجه است. تناقض یک که است راس

.ω(ΓAnn(R)) = ٢n − ٢ اینصورت، در باشند. بخشی حلقههاي Riها کنید فرض (2)
قبل قسمت در آنچه مشابه روشی به اینصورت، در .ω(ΓAnn(R)) = ٢n − ٢ کنید فرض برعکس،

هستند. بخشی حلقههاي Riها میشود مشاهده بردیم، کار به
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یکحلقه پوچکن یکطرفهي ایدهآلهاي مجموع گراف 5.3
این در .[32] شد یادآوري جابجایی حلقهي یک پوچکن ایدهآلهاي مجموع گراف قبل، فصل در
مانند آن ویژگیهاي از برخی و [12] میدهیم توسیع شرکتپذیر حلقههاي به گراف این مفهوم بخش،
بخش این است. [12] از برگرفته بخش این مطالب تمام میکنیم. بررسی را آن کمر و قطر همبندي،

میکنیم. آغاز زیر تعریف با را

و نیست حوزه یک که باشد ناصفر همانی با شرکتپذیر حلقهي یک R کنید فرض .1.5.3 تعریف
و R از متمایز (یعنی، R بدیهی غیر یکطرفهي ایدهآلهاي تمام مجموعهي I(R)∗ کنید فرض
راف گ .A(R)∗ = {I ∈ I(R)∗ | l.ann(I) ∪ r.ann(I) ̸= ٠} د ی ن ک رض ف ن، ی همچن اشد. ب (٠
است ی راف گ میشود، داده شان ن Ω(R) اد م ن ا ب ه ک ،R وچکن پ هي یکطرف اي دهآله ای وع جم م
اشیم ب داشته اگر نها ت و اگر د مجاورن J و I ز متمای راس دو و A(R)∗ راسی مجموعهي ا ب ساده

.l.ann(I + J) ∪ r.ann(I + J) ̸= ٠

براي نیست. حوزه یک که است ناصفر همانی با شرکتپذیر حلقهي یک R بخش، این سراسر در
هستند. ضروري زیر گزارههاي ،Ω(R) گراف قطر تعیین

است. ناهمبند Ω(R) اینصورت، در باشد. اول حلقهي یک R کنید فرض .2.5.3 گزاره
.Ra ̸= bR میدهیم نشان .ab = ٠ طوریکه به موجودند a, b ∈ Z(R)∗ ،Z(R) ̸= ٠ چون برهان.
یک که Ra = ٠ جه ی ت درن و RaRa = ٠ صورت، ن ای در .Ra = bR د ی ن ک رض ف ظور، ن م ن دی ب
اینصورت، در باشد. همبند Ω(R) کنید فرض خلف به اکنون، .Ra ̸= bR بنابراین، است. تناقض
یک Ra و اول حلقهي یک R چون است. bR و Ra بین مسیر یک Ra − I١ − · · · − In − bR

مرتبه، متناهی تعداد از بعد مشابه روشی به اکنون، نباشد. راست ایدهآل یک باید I١ است، چپ ایدهآل
In = ٠ داریم است، مجاور In با bR راست) (ایدهآل چون نیست. راست ایدهآل In که میشود نتیجه

است. ناهمبند Ω(R) بنابراین، است. تناقض یک که bR = ٠ یا

به باشند. R و ٠ فقط ایدهآلهایش هرگاه میشود، نامیده ساده R حلقهي یک که بیاورید یاد به
داریم. را زیر نتیجهي بنابراین، هستند. اول ساده، حلقههاي وضوح،

است. ناهمبند Ω(R) اینصورت، در باشد. ساده حلقهي یک R کنید فرض .3.5.3 نتیجه
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میشود. داده نشان Mn(R) نماد با R روي n× n ماتریسهاي حلقهي که کنید توجه
حلقهي R که میشود مشاهده آسانی به اینصورت، در .R = M٢(Z٢) کنید فرض .4.5.3 مثال

است. ناهمبند Ω(R) بهعلاوه، است. ساده
دو J و I کنید فرض باشد. یافته کاهش غیر و اول غیر حلقهي یک R کنید فرض .5.5.3 گزاره

.d(I, J) ∈ {١, ٢, ٣} آنگاه باشند، راست ایدهآلهاي J و I اگر باشند. Ω(R) در متمایز راس
راست ایدهآلهاي J و I کنید فرض و باشند Ω(R) در متمایز راس دو J و I کنید فرض برهان.
نامجاورند. J و I کنیم فرض میتوانیم بنابراین، .d(I, J) = ١ آنگاه باشند، مجاور J و I اگر باشند.
را زیر حالت سه اکنون، .x٢ = ٠ طوریکه به است موجود x ∈ R∗ است، یافته کاهش غیر R چون

میگیریم: درنظر
و Rx ⊆ r.ann(I) ورت، ص ن ای در .J ∩ Rx = ٠ و I ∩ Rx = ٠ د ی ن ک رض ف (1 ت ال ح
ه ج ی ت درن و ت اس Ω(R) در دو ول ط ه ب ر ی س م ک ی I − Rx − J ن، رای اب ن ب .Rx ⊆ r.ann(J)

.d(I, J) = ٢

و Rx ⊆ r.ann(I) ورت، ص ن ای در .J ∩ Rx ̸= ٠ و I ∩ Rx = ٠ د ی ن ک رض ف (2 ت ال ح
،a ∈ R ه ک ،ax ∈ J ∩ Rx د ی ن ک رض ف ون، ن اک د. اورن ج م Rx و I ن، رای اب ن ب .I ⊆ l.ann(Rx)

یا ،I ⊆ l.ann(Rx) چون اکنون، است. مجاور axR با J یا J = axR یا اینصورت، در باشد. ناصفر
به مسیر یک تشکیل {I, Rx, axR, J} مجموعهي بنابراین، است. مجاور axR با Rx یا Rx = axR

.d(I, J) 6 ٣ درنتیجه و میدهد J و I بین سه حداکثر طول
طوریکه به موجودند a, b ∈ R اینصورت، در .J ∩ Rx ̸= ٠ و I ∩ Rx ̸= ٠ کنید فرض (3 حالت
همچنین، است. مجاور axR با I یا I = axR یا بنابراین، .٠ ̸= bx ∈ J ∩Rx و ٠ ̸= ax ∈ I ∩Rx

میگیریم: درنظر را زیر حالت سه اکنون، است. مجاور bxR با J یا J = bxR یا
اه گ آن ،r.ann(axR) ∩ xR = ٠ اگر .r.ann(J) ̸= ٠ و r.ann(I) ̸= ٠ ید کن فرض (1 رحالت زی
ر ی س م ک ی ل ی ک ش ت {I, axR, bxR, J} هي وع م ج م ه ج ی ت درن و r.ann(axR) ⊆ r.ann(xR)

ورت، ص ن ای ر ی غ در .d(I, J) 6 ٣ ن، رای اب ن ب د. یده م J و I ن ی ب ه س ر ث داک ح ول ط ه ب
که طوری ه ب است موجود y ∈ R نصورت، ای در .r.ann(axR) ∩ xR ̸= ٠ کنیم فرض یم وان میت
درنتیجه است. مجاور axR ا ب Rbx یا Rbx = axR یا نابراین، ب .٠ ̸= xy ∈ r.ann(axR) ∩ xR

بنابراین، میدهد. J و I بین سه حداکثر طول به مسیر یک تشکیل {I, axR,Rbx, J} مجموعهي
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.d(I, J) 6 ٣

به مسیر یک I − JI − J اینصورت، در .r.ann(J) = ٠ و r.ann(I) ̸= ٠ کنید فرض (2 زیرحالت
.d(I, J) = ٢ درنتیجه و است Ω(R) در دو طول

یک است، اول غیر حلقهي یک R چون .r.ann(I) = r.ann(J) = ٠ کنید فرض (3 زیرحالت
که میشود مشاهده آسانی به اینصورت، در .l.ann(K) ̸= ٠ طوریکه به است موجود K ناصفر ایدهآل
طول به مسیر یک تشکیل {I, I ∩K, J ∩K, J} مجموعهي بنابراین، .J ∩K ̸= ٠ و I ∩K ̸= ٠

.d(I, J) 6 ٣ درنتیجه و میدهد J و I بین سه حداکثر

داریم. را زیر گزارهي کردیم، استفاده 5.5.3 گزاره در آنچه مشابه روشی به اکنون،

دو J و I کنید فرض باشد. یافته کاهش غیر و اول غیر حلقهي یک R کنید فرض .6.5.3 گزاره
.d(I, J) ∈ {١, ٢, ٣} آنگاه باشند، چپ ایدهآلهاي J و I اگر باشند. Ω(R) در متمایز راس

ورت، ص ن ای در د. اش ب ه ت اف ی ش اه ک ر ی غ هي ق ل ح ک ی R د ی ن ک رض ف .7.5.3 زاره گ
.diam(Ω(R)) ∈ {٠, ١, ٢, ٣,∞}

بنابراین، است. ناهمبند Ω(R) ،2.5.3 گزاره به توجه با آنگاه باشد، اول حلقهي یک R اگر برهان.
نامجاور و متمایز راس دو J و I کنید فرض همچنین نیست. اول حلقهي یک R کنیم فرض میتوانیم
.5.3) 5.5.3 گزاره به توجه با اینصورت در باشند، (چپ) راست ایدهآلهاي J و I اگر باشند. Ω(R) در
J و راست ایدهآل یک I میکنیم فرض درنتیجه، .(d(I, J) ∈ {٢, ٣}) d(I, J) ∈ {٢, ٣} داریم ،(6
.x٢ = ٠ طوریکه به است موجود x ∈ R∗ است، یافته کاهش غیر R چون باشد. چپ ایدهآل یک

میگیریم: درنظر را زیر حالت چهار اکنون،
،I ⊆ l.ann(Rx) ،Rx ⊆ r.ann(I) اینصورت، در .J ∩xR = ٠ و I ∩Rx = ٠ کنید فرض (1 حالت
طول به مسیر یک تشکیل {I, Rx, xR, J} مجموعه بنابراین، .J ⊆ r.ann(xR) و xR ⊆ l.ann(J)

.d(I, J) 6 ٣ درنتیجه و میدهد J و I بین سه حداکثر
و xR ⊆ l.ann(J) ورت، ص ن ای در .J ∩ xR = ٠ و I ∩ Rx ̸= ٠ د ی ن ک رض ف (2 ت ال ح
هي وع م ج م ن، رای اب ن ب .a ∈ R ه ک ،٠ ̸= ax ∈ I ∩ Rx د ی ن ک رض ف .J ⊆ r.ann(xR)

.d(I, J) 6 ٣ درنتیجه و میدهد J و I بین سه حداکثر طول به مسیر یک تشکیل {I, axR, xR, J}

و Rx ⊆ r.ann(I) ورت، ص ن ای در .J ∩ xR ̸= ٠ و I ∩ Rx = ٠ د ی ن ک رض ف (3 ت ال ح
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هي وع م ج م ورت، ص ن ای در .a ∈ R ه ک ،٠ ̸= xb ∈ J ∩ Rx د ی ن ک رض ف .I ⊆ l.ann(Rx)

.d(I, J) 6 ٣ درنتیجه و میدهد J و I بین سه حداکثر طول به مسیر یک تشکیل {I, Rx,Rxb, J}

میگیریم: درنظر را زیر زیرحالت دو اکنون، .J ∩ xR ̸= ٠ و I ∩Rx ̸= ٠ کنید فرض (4 حالت
عضو میتوانیم آنگاه ،I ∩ J ̸= ٠ اگر .l.ann(J) ̸= ٠ یا r.ann(I) ̸= ٠ کنید فرض (1 زیرحالت
در دو طول به مسیر یک I − tR − J یا I − Rt− J بنابراین، کنیم. انتخاب را t ∈ I ∩ J ناصفر
چون .IJ = ٠ لذا و I ∩ J = ٠ کنیم فرض میتوانیم اکنون، .d(I, J) = ٢ درنتیجه و است Ω(R)

،N(RI) ⊆ N(I)∪ {I} چون اکنون، .d(RI, J) 6 ٣ ،6.5.3 گزاره به توجه با است، ایدهآل یک RI

.d(I, J) 6 ٣ داریم
Ω(R) از راس دو J و I چون اینصورت، در .l.ann(J) = r.ann(I) = ٠ کنید فرض (2 زیرحالت
K ناصفر ایدهآل یک است، اول غیر حلقهي یک R چون .r.ann(J) ̸= ٠ و l.ann(I) ̸= ٠ هستند،
و I ∩K ̸= ٠ که میشود مشاهده آسانی به اینصورت، در .l.ann(K) ̸= ٠ طوریکه به است موجود
بین سه حداکثر طول به مسیر یک تشکیل {I, I ∩K, J ∩K, J} مجموعهي بنابراین، .J ∩K ̸= ٠

.d(I, J) 6 ٣ درنتیجه و میدهد J و I

X ⊆ R ناتهی زیرمجموعهي هر بهازاي بنابراین، باشد. برگشتپذیر حلقهي یک R کنید فرض
داریم. را زیر لم اینصورت، در .ann(RXR) = ann(X) داریم

آنگاه باشد، Ω(R) در راس یک I اگر باشد. برگشتپذیر حلقهي یک R کنید فرض .8.5.3 لم
N(RIR) ∪ {RIR} = N(I) ∪ {I}

یک ann(I) اینصورت، در باشد. Ω(R) در راس یک I و یافته کاهش حلقهي یک R کنید فرض
و 8.5.3 و 1.3.3 لمهاي به توجه با اکنون، نیست. مجاور ann(I) با I علاوه، به است. Ω(R) در راس

داریم. را زیر گزارهي ،2.3.3 نتیجه

اینصورت در باشد. یافته کاهش حلقهي یک R کنید فرض .9.5.3 گزاره
.diam(Ω(R)) ∈ {٢,∞} (1)

باشد. مینیمال اول ایدهآل دو داراي دقیقاً R اگر تنها و اگر است ناهمبند Ω(R) (2)

داریم. را زیر قضیهي شده، مطرح گزارههاي به توجه با اکنون،
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اینصورت در باشد. حلقه یک R کنید فرض .10.5.3 قضیه
.diam(Ω(R)) ∈ {٠, ١, ٢, ٣,∞} (1)

با یافته کاهش حلقهي یک یا باشد اول حلقهي یک R اگر تنها و اگر است ناهمبند Ω(R) (2)
باشد. مینیمال اول ایدهآل دو دقیقاً

قبل میکنیم. تعیین را است، نیمجابجایی حلقهي یک R که هنگامی ،Ω(R) گراف قطر ادامه، در
است. ضروري زیر لم آن، از

در .I٢ = ٠ باشدکه R در ناصفر ایدهآل یک I و نیمجابجایی حلقهي یک R کنید فرض .11.5.3 لم
است. مجاور Ω(R) دیگر راس هر با I اینصورت،

بدون باشد. Ω(R) در راسی J ̸= I و I٢ = ٠ که باشد R در ناصفر ایدهآل یک I کنید فرض برهان.
تمرین ،21] به توجه با اکنون، .l.ann(J) ̸= ٠ کنیم فرض میتوانیم برهان، کلیت از شدن کاسته
.x(I + J) = ٠ طوریکه به است موجود x ∈ R∗ بنابراین، .l.ann(J) ∩ l.ann(I) ̸= ٠ داریم ،[3T

است. مجاور Ω(R) دیگر راس هر با I که میگیریم نتیجه اینصورت، در

برگشتپذیر و نیماول آن اگر تنها و اگر است یافته کاهش حلقه یک که میشود مشاهده آسانی به
داریم. را زیر گزاره 10.5.3 قضیه و 9.5.3 گزاره ،11.5.3 لم به توجه با اکنون، باشد.

اینصورت در باشد. نیمجابجایی حلقهي یک R کنید فرض .12.5.3 گزاره
.diam(Ω(R)) ∈ {٠, ١, ٢,∞} (1)

اول ایدهآل دو اً یق دق ا ب افته ی کاهش حلقهي یک R اگر نها ت و اگر است اهمبند ن Ω(R) (2)
باشد. مینیمال

میکنیم. تعیین را Ω(R) کمر بعد، قضیه در

.gr(Ω(R)) ∈ {٣,∞} اینصورت، در باشد. حلقه یک R کنید فرض .13.5.3 قضیه
اینصورت در باشد، R از ناصفر یکطرفه ایدهآل سه حداقل شامل Ω(R) از راس یک اگر برهان.
ه یکطرف دهآل ای دو ر حداکث شامل Ω(R) از راس هر یم میکن فرض ن، رای اب ن ب .gr(Ω(R)) = ٣
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د ی ن ک رض ف ور، ظ ن نم دی ب .gr(Ω(R)) = ∞ م ی یده م شان ن صورت، ن ای در د. اش ب R از ر ف اص ن
از راس هر و است مجاور I٢ با I١ چون باشد. Ω(R) در n طول به دور یک I١ − I٢ − · · · − In − I١

اکنون، .I١ ⊆ I٢ کنیم فرض میتوانیم است، R از ناصفر یکطرفه ایدهآل دو حداکثر شامل Ω(R)

است. تناقض یک که I٢ ⊆ I٣ یا I٣ ⊆ I٢ داریم است، مجاور I٣ با I٢ چون

باشد. یال فاقد Ω(R) گراف که میکنیم مشخص را حلقههایی بعد، گزاره در
و اگر است تهی Ω(R) یالی مجموعهي اینصورت، در باشد. حلقه یک R کنید فرض .14.5.3 گزاره

باشد: برقرار زیر گزارههاي از یکی اگر تنها
.|A(R)∗| = ١ (1)

هستند. بخشی حلقههاي K٢ و K١ که R ∼= K١ ×K٢ حلقهها عنوان به (2)

است. بخشی حلقهي یک K که R ∼= M٢(K) حلقهها عنوان به (3)
حلقهي یک R میدهیم نشان .|A(R)∗| ̸= ١ و باشد تهی Ω(R) یالی مجموعهي کنید فرض برهان.
یا چپ ایدهآل یک عنوان به Ω(R) از راس هر است، تهی Ω(R) یالی مجموعهي چون است. آرتینی
مینیمال چپ ایدهآل یک ،x ∈ R∗ که Rx کنیم فرض میتوانیم بنابراین، است. مینیمال راست
عنوان به l.ann(x) طرفی، از .Rx ∼= R/l.ann(x) R-مدولها عنوان به اینصورت، در است. R در
است. چپ آرتینی حلقهي یک R ،[5.3 گزاره ،21] به توجه با بنابراین، . است آرتینی چپ R-مدول
آرتینی حلقهي یک R بنابراین، است. راست آرتینی حلقهي یک R داد نشان میتوان مشابه، طور به
در است. ناهمبند Ω(R) گراف ،|A(R)∗| ̸= ١ و است تهی Ω(R) یالی مجموعهي چون اکنون، است.

میگیریم: درنظر را زیر حالت دو ،10.5.3 قضیه به توجه با اینصورت
باشد. P٢ و P١ مانند مینیمال اول ایدهآل دو دقیقاً با یافته کاهش حلقهي یک R کنید فرض (1 حالت
با اکنون، .R = P١ + P٢ بنابراین، هستند. ماکسیمال ایدهآلهاي P٢ و P١ است، آرتینی R چون
هستند. بخشی حلقههاي K٢ و K١ که R ∼= K١ ×K٢ حلقهها عنوان به ،[7.1 تمرین ،28] به توجه
با است، آرتینی R چون نیست. تجزیهپذیر R بنابراین، باشد. اول حلقهي یک R کنید فرض (2 حالت
بخشی حلقهي یک K که R ∼= M٢(K) حلقهها عنوان به ،[5.3 و 24.10 قضیههاي ،28] به توجه

است.
است. بدیهی برعکس قسمت
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δ : R −→ R جمعی نگاشت آنگاه باشد، R حلقهي از درونریختی یک α اگر که بیاورید یاد به
یک α کنید فرض .a, b ∈ R که ،δ(ab) = δ(a)b + α(a)δ(b) هرگاه میشود نامیده α-مشتق یک
ضرب ا ب R[x] دول R-م صورت، ن ای در اشد. ب R از ق شت α-م یک δ و R قهي حل از ی خت ری درون
جملهایهاي چند حلقهي عنوان به xr = α(r)x + δ(r) ضابطه با شده القا توزیعپذیر و شرکتپذیر
چند قهي حل گاه آن ،δ = ٠ اگر میشود. داده شان ن R[x;α, δ] ماد ن ا ب و میشود اخته شن اریب
د چن قهي حل اه گ آن اشد، ب ی ان هم α اگر م. داری را R[x;α] ریختی درون وع ن از ب اری اي ه های ل جم
چند حلقهي آنگاه ،δ = ٠ و باشد همانی α اگر داریم. را R[x; δ] مشتق نوع از اریب جملهایهاي
ارجاع [28] و [27]، [21] به را خواننده بیشتر جزییات براي داریم. را R[x] استاندار جملهایهاي
aα(a) = ٠ ،a ∈ R هر بهازاي هرگاه میشود نامیده صلب R حلقهي از α درونریختی یک میدهیم.
از α صلب ریختی درون یک هرگاه میشود امیده ن α-صلب ،R حلقهي یک .a = ٠ دهد تیجه ن
،a, b ∈ R هر هازاي ب اه هرگ میشود امیده ن ار α-سازگ ،R حلقهي یک اشد. ب موجود R حلقهي
را Ω(R[x;α, δ])و Ω(R) همبندي بین ارتباط بعد، گزاره در .ab = ٠ ⇐⇒ aα(b) = ٠ باشیم داشته

میکنیم. بررسی

باشد. R از α-مشتق یک δ کنید فرض و باشد α-صلب حلقهي یک R کنید فرض .15.5.3 گزاره
باشد. همبند Ω(R[x;α, δ]) اگر تنها و اگر است همبند Ω(R) اینصورت، در

یافته کاهش حلقهي یک R ،[4 صفحه ،22] به توجه با است، α-صلب حلقهي یک R چون برهان.
اول ایدهآل هر و است یافته کاهش حلقهي یک R[x;α, δ] ،[3.3 قضیه ،27] به توجه با اکنون، است.
با بنابراین، است. R در مینیمال اول ایدهآل یک P که است P [x;α, δ] فرم به R[x;α, δ] در مینیمال

باشد. همبند Ω(R[x;α, δ]) اگر تنها و اگر است همبند Ω(R) ،9.5.3 گزاره به توجه

میکنیم. استفاده زیر لم از ادامه، در

کنید فرض همچنین، اشد. ب α-سازگار و برگشتپذیر حلقهي یک R کنید فرض .16.5.3 لم
اینصورت در .I ∈ A(R[x;α])∗

.aI = Ia = ٠ طوریکه به است موجود a ∈ R∗ آنگاه ،l.ann(I) ̸= ٠ اگر (1)

.bI = Ib = ٠ طوریکه به است موجود b ∈ R∗ آنگاه ،r.ann(I) ̸= ٠ اگر (2)
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م ی وان یت م ورت، ص ن ای در .l.ann(I) ̸= ٠ و I ∈ A(R[x;α])∗ د ی ن ک رض ف (1) برهان.
.gI = ٠ طوریکه به کنیم انتخاب n درجهي حداقل از g = a٠ + a١x+ · · ·+ anx

n ∈ A(R[x;α])∗

anx
nbmx

m = ٠ داریم ،gf = ٠ چون .bm ̸= ٠ که f = b٠ + b١x+ · · ·+ bmx
m ∈ I∗ کنید فرض

داریم ،g ویژگی به توجه با اکنون، .bmgI = ٠ درنتیجه .anbm = ٠ بنابراین .anαn(bm) = ٠ لذا و
این با باشد حداکثر j اندیس کنید فرض اکنون، .bmai = aibm = ٠ ،i هر بهازاي بنابراین، .bmg = ٠

یک که (anαn(bj) + an−١α
n−١(bj+١) + · · · )xn+j ̸= ٠ داریم اینصورت، در .anbj ̸= ٠ که شرط

برگشتپذیر حلقهي یک R چون بهعلاوه، .anI = ٠ لذا و anf = ٠ بنابراین، .gf = ٠ با است تناقض
.Ian = ٠ است، α-سازگار و

میشود. نتیجه ،(1) قمست مشابه روشی به (2)

داریم اینصورت، در اشد. ب α-سازگار و برگشتپذیر حلقهي یک R کنید فرض .17.5.3 گزاره
.diam(Ω(R[x;α])) = ١ اگر تنها و اگر diam(Ω(R)) ∈ {٠, ١}

بنابراین، .|A(R[x;α])∗| > ٢ میشود مشاهده آسان .diam(Ω(R)) ∈ {٠, ١} کنید فرض برهان.
تمام مجموعهي ∆ کنید فرض باشند. Ω(R[x;α]) در متمایز راس دو J و I کنیم فرض میتوانیم
قبل، لم ه ب توجه ا ب اینصورت، در اشد. ب J عناصر ضرایب تمام مجموعهي Λ و I عناصر ضرایب
طوریکه به است موجود c ∈ R∗ ،diam(Ω(R)) ∈ {٠, ١} چون هستند. Ω(R) راسهاي RΛ و R∆

.diam(Ω(R[x;α])) = ١ لذا و مجاورند Ω(R[x;α]) در J و I بنابراین، .c(R∆+RΛ) = ٠

اه گ آن ،|A(R)∗| = ١ ر اگ ورت، ص ن ای در .diam(Ω(R[x;α])) = ١ د ی ن ک رض ف س، ک رع ب
کنید فرض باشند. Ω(R) در متمایز راس دو J و I کنیم فرض میتوانیم بنابراین، .diam(Ω(R)) = ٠

R[x;α] راسهاي T [x;α] و S[x;α] اینصورت، در .T =
∑∞

i=٠Rαi(J)R و S =
∑∞

i=٠Rαi(I)R

.c(T [x;α]+S[x;α]) = ٠ طوریکه به است موجود c ∈ R∗ ،diam(Ω(R[x;α])) = ١ چون هستند.
.diam(Ω(R)) = ١ لذا و c(I + J) = ٠ بنابراین،

داریم: را زیر گزارهي کاربردیم، به 16.2.3 گزاره در که روشی و 10.4.3 لم ،12.1.3 گزاره به توجه با

اینصورت: در باشد. حلقه یک R کنید فرض .18.5.3 گزاره

.α(Ω(R)) = |Min(R)| آنگاه باشد، مینیمال اول متناهی تعداد با یافته کاهش R اگر (1)
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است. متناهی α(Ω(R)) آنگاه باشد، نوتري و نیمجابجایی R اگر (2)
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فارسی به انگلیسی واژهنامه

فارسی به انگلیسی واژهنامه
Abelian . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آبلی
Adjacent . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مجاور
Algebra . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . جبر
Annihilating . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پوچکن
Annihilator . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پوچساز
Artinian . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آرتینی
Associative . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شرکتپذیر
Bipartite . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دوبخشی
Choromatic number . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . رنگی عدد
Clique number . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خوشهاي عدد
Commutative . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . جابجایی
Complete . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کامل
Complement . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مکمل
Connected . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . همبند
Cycle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دور
Degree . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . درجه
Diameter . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . قطر
Direct poroduct . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مستقیم ضرب
Direct sum . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مستقیم جمع
Division ring . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بخشی حلقه
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Abstract

Let R be an associative ring with non-zero identity and M a non-zero unital left module over

R. In this thesis, we associate some graphs with these algebraic structures, and we investigate
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