


ریاضͬ علوم دانش΄ده
ترکیبیات و گراف گرایش کاربردی، ریاضͬ رشته

ارشد کارشناسͬ پایان نامه

حلقه های روی دوری ناجابه جاییکدهای اریب چندجمله ای
هاشم آباد باقری ناهید نگارنده:

راهنما استادان
شعرباف رحیمͬ صادق دکتر

آل هوز عبدالʓه دکتر
مشاور استاد

هاشمͬ ابراهیم دکتر
١٣٩٧ مهر



بخش امید گرمای و سرشار عاطفه پاس به
روزگاران سردترین این در که وجودشان

است پشتیبان بهترین
فریاد رس که بزرگشان قلب های پاس به
به پناهشان در ترس و سرگردانͬ و است

ͬ گراید م شجاعت
هرگز که بی دریغشان محبت های پاس به و

ͬ کند نم فروکش
تقدیم عزیزم مادر و پدر به را مجموعه این

ͬ کنم. م

د



سپاس گزاری

ش΄ر اندرش به و است قربت موجب طاعتش که عزوجل را خدای منت
نعمت. مزید

بی دریغ زحمات از ͬ کنم م قدردانͬ متعال خدای سپاس و حمد از بعد
دل·رمͬ و بوده اند من پشتیبان و مشوق همواره که بزرگوارم مادر و پدر

ͬ گرداند. م مقدور برایم را مش΄لات تحمل خیرشان دعاهای و
آقای و شعرباف رحیمͬ صادق دکتر آقای ارجمندم اساتید از همچنین
نوشتن در را بنده خود دلسوزانه راهنمایی های با که آل هوز عبدالʓه دکتر
به امید دارم. را سپاس·زاری کمال نمودند، یاری بسیار پایان نامه این
خداوند از ایشان برای و باشم بوده دارا را ایشان شاگردی شایستگͬ اینکه

خواستارم. عزت با عمر منان
ریاست هاشمͬ ابراهیم دکتر آقای خدمت فراوان درود و تش΄ر با
و فرمودند تقبل را پایان نامه این مشاوره زحمت که دانش΄ده محترم

دادند. قرار راهنمایی مورد را اینجانب
بودند، بهترین من برای سال دو این در که خوبم دوستان از پایان در

دارم. آرزو را بهترین ها آنها هم·ͬ برای و سپاس·زارم بسیار

ه



نامه تعهد
علوم کاربردی ریاضͬ رشته ارشد کارشناسͬ دانشجوی هاشم آباد باقری ناهید اینجانب
چندجمله ای حلقه های روی دوری کدهای عنوان با پایان نامه نویسنده شاهرود، دانش·اه ریاضͬ
آل هوز عبدالʓه دکتر و شعرباف رحیمͬ صادق دکتر راهنمایی تحت ، ناجابه جایی اریب

ͬ شوم: م متعهد
برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط پایان نامه این در تحقیقات •

است.
شده استناد استفاده مورد ͽمرج به پژوهش گران، دی·ر پژوهش های نتایج از استفاده در •

است.
مدرک نوع هیچ دریافت برای دی·ری فرد یا خود، توسط کنون تا پایان نامه، این مطالب •

است. نشده ارایه هیچ جا در امتیازی یا
نام با مستخرج مقالات و دارد، تعلق شاهرود صنعتͬ دانش·اه به اثر، این معنوی حقوق •
خواهد چاپ به “ Shahrood University of Technology “ یا “ شاهرود صنعتͬ دانش·اه “

رسید.
بوده اند، تاثیرگذار پایان نامه اصلͬ نتایج آوردن به دست در که افرادی تمام معنوی حقوق •

ͬ گردد. م رعایت پایان نامه از مستخرج مقالات در
آنها) بافت های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •

است. شده رعایت اخلاقͬ اصول و ضوابط است، شده استفاده
افراد شخصͬ اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •
شده رعایت انسانͬ اخلاق اصول و رازداری اصل است)، شده استفاده (یا یافته دسترسͬ

است.
هاشم آباد باقری ناهید
١٣٩٧ مهر

نشر حق و نتایج مال΄یت
برنامه های کتاب، مستخرج، ( مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
شاهرود صنعتͬ دانش·اه به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم افزارها رایانه ای،

شود. ذکر مربوطه علمͬ تولیدات در مقتضͬ، نحو به باید مطلب این ͬ باشد. م
ͬ باشد. نم مجاز منبع ذکر بدون پایان نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده •

و



چ΄یده
وسیله به که متناهͬ میدان  های روی خطͬ کد های ما دوری، کد های تعریف موازات به
مورد را ͬ آیند م دست به ناجابه جایی اریب چند جمله  ای های خارج قسمتͬ حلقه چپ ایده آل های

ͬ دهیم. م قرار مطالعه
ریاضͬ خواص به کد ها این خواص و وجود چطور که ͬ دهیم م نشان پایان نامه این در

ͬ کند. م پیدا ارتباط اریب چندجمله ای های
θ‐کدهای هرحال به ͬ باشد. م شده معرفͬ دوری θ‐کد های از تعمیمͬ کدها از رده این
θ‐کد های دوگان که ͬ دهیم م نشان ما و بوده کدها از خانواده این از ارزنده تر نمایش ΁ی دوری

ͬ باشد. م دوری کد ΁ی نیز دوری
اقلیدسͬ و هرمیتͬ خود دوگان دوری θ‐کد های تمام گروبنر، پایه های مفهوم از استفاده با
دوری ,٣۶]‐θ‐کد ١٨, ١١] شامل که ͬ کنیم، م محاسبه را ۴٠ از کمتر طول از F۴ میدان روی
روی طول٣۶ با خود دوگان کدهای برای موجود قبلͬ نتایج که است اقلیدسͬ دوگان خود

ͬ بخشد. م بهبود را F۴ میدان

چندجمله ای های حلقه تکین، چندجمله ای دوطرفه، ایده آل ایده آل چپ، کلیدی: کلمات
خوددوگان کد اقلیدسͬ، خوددوگان کد همینگ، فاصله خودریختͬ، قسمتͬ، خارج حلقه اریب،

متناهͬ. میدان مولد، ماتریس توازن، کنترل ماتریس دوری، کدهای هرمیتͬ،

ح



ط
مقدمه

در آمده وجود به خطاهای کنترل روش های که است ریاضیات از شاخه ای کدگذاری نظریه
در کاربرد پر شاخه های از ی΄ͬ بودن جوان وجود با نظریه این ͬ کند. م بررسͬ را اطلاعات انتقال
مقاله ای با کد گذاری نظریه ی است. گسترش حال در سرعت به که ͬ شود م محسوب ریاضیات
با که دارد وجود ساختارهایی کرد ثابت آن در که شد متولد ١٩۴٨ سال در شانون از ΁کلاسی
از کرد. کم دلخواه به را اطلاعات انتقال در آمده وجود به خطاهای اثر ͬ توان م آنها از استفاده
مطالعه ͬ داد، نم ͺپاس ساختار ها این ساخت نحوه ی مورد در پرسشͬ هیچ به او قضیه ی که آنجا
کدگذاری نظریه ی نام به تحقیق فعال شاخه ی ΁ی به خطا کننده ی کنترل کدهای مورد در
ریاضیات گوناگون شاخه های کاربردی قدرت از جالبی بسیار مثال نظریه این شد. منجر
و کامپیوتر علوم متخصصان ریاضیدانان، توجه مورد که است هندسه و ترکیبیات جبر، مانند
ترکیبی ریاضیات همچنین و جبری ابزارهای از استفاده با کدگذاری نظریه ی است. مهندسان
مطالعه ی نظریه این اصلͬ مبحث ͬ باشد. م اطلاعات تبادل برای ساختارهایی ایجاد صدد در
چنین است. دی·ر محل به محلͬ از کارآمد و دقیق صورت به اطلاعات انتقال برای روش هایی
کامپیوتر ΁ی از اطلاعات انتقال باشند. داشته متنوعͬ بسیار کاربردهای ͬ توانند م روش هایی
تنها فضا، از اطلاعات و تصاویر ارسال و مرکزی پردازش·ر به حافظه ΁ی از یا دی·ر کامپیوتر به
زمانͬ مانند گیرد، صورت زمان در ͬ تواند م انتقال این هستند. کاربردها این از نمونه چند
دیس΁ های روی داده ذخیره ی در کدگذاری بنابراین، کنیم. ذخیره را داده ای بخواهیم که
بتوان آید وجود به ΁دیس روی خراشͬ اگر حتͬ که طوری به ͬ شود م انجام ها DVD و فشرده
آن خاص حالت در و خطͬ کدهای جمله از بسیاری، کدهای راستا این در کرد. استفاده آن از
شده، شناخته کدهای انواع از دی·ر ی΄ͬ گرفته اند. قرار مطالعه مورد و معرفͬ دوری، کدهای
گرفته اند. قرار بررسͬ و مطالعه مورد میلادی ۶٠ دهه ی از که ͬ باشند م شبه دوری کدهای
حلقه های ایده آل های با نزدی΄ͬ ارتباط زیرا ͬ باشند، م غنͬ بسیار خواص دارای دوری کدهای
از بسیاری بررسͬ و مطالعه مورد رو این از دارند. چندجمله ای ها حلقه های از خارج قسمتͬ

گرفته اند. قرار محققان
استفاده اریب چندجمله ای های حلقه ی از که دارند وجود کدگذاری زمینه در زیادی مقالات
چندجمله ای هایی که است این زمینه این در کدها مطالعه ی برای اصلͬ انگیزه ی کرده اند.
بیشتری خواص از ͬ شوند م گذاشته نمایش معرض در اریب چندجمله ای های حلقه ی در که

دارد. وجود اریب چندجمله ای های حلقه ی در ایده آل بیشتری تعداد بنابراین و برخوردارند
اریب دوری کد های آنها مهمترین از ی΄ͬ ͬ باشند، م زیادی تعمیم های دارای دوری کد های

هستند. اریب چندجمله ای حلقه ی ایده آل های با متناظر که ͬ باشند م
حلقه ی از استفاده با را اریب دوری کدهای ،[١٣] و [١٠] ͽمراج در هم΄ارانش و بوچر
کردند. تعریف عضو q با متناهͬ میدان ΁ی روی θ خودریختͬ ΁ی با اریب چندجمله ای های



ی
گرفته قرار تحقیق مورد کدگذاری نظریه ی از مبحث این علمͬ، مقالات از خیلͬ در آن، از پس

است.
گرفته نظر در ناجابجایی اریب چند جمله ای حلقه های روی دوری کدهای پایان نامه، این در
در که کد نظریه و جبر از قضایا و مفاهیم از بعضͬ بیان به پایان نامه این اول فصل در شده اند.
(دوری) θ‐کدها از کلیاتͬ دوم فصل در ͬ پردازیم. م کرد خواهیم استفاده آن از بعد فصل های
به آخر فصل در و ͬ دهیم م قرار بررسͬ مورد را θ‐کدها دوگان سوم فصل در ͬ کنیم. م بیان را

ͬ پردازیم. م Fp + uFp حلقه ی روی اریب دوری کدهای بررسͬ



مطالب فهرست
م جداول فهرست
١ مقدماتͬ قضایای و تعاریف ١
١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ١ . ١
٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . جبری مفاهیم ١ . ٢
١٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کد گذاری مفاهیم ١ . ٣
١١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خطͬ کدهای ١ . ٣ . ١
١٢ . . . . . . . . . . . . . . توازن کنترل ماتریس و مولد ماتریس ١ . ٣ . ٢
١٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خطͬ کد های کد گذاری ١ . ٣ . ٣
١٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دوری کد های ۴ . ١ . ٣
١٣ . . . . . . . . . . . . . هرمیتͬ و اقلیدسͬ خوددوگان کدهای ۵ . ١ . ٣
١۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . قضایا ۴ . ١

١٧ θ‐کدها کلیات ٢
٢٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کد ها θ خواص از برخͬ ٢ . ١
٢٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . θ‐کدها طول ٢ . ٢

٢٩ θ‐کدها دوگان ٣
٢٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ٣ . ١
٢٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دوری θ‐کدهای دوگان ٣ . ٢
٣٣ . . . . . F۴ میدان روی اقلیدسͬ خود دوگان دوری θ‐کدهای محاسبه ی ٣ . ٣
٣۵ . . . . . F۴ میدان روی هرمیتͬ خود دوگان دوری θ‐کدهای محاسبه ی ۴ . ٣

٣٩ Fp + uFp حلقه ی روی اریب دوری کدهای ۴
٣٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمات ١ . ۴
۴٢ . . . . . . . . . . R روی اریب دوری کد های از مولد چندجمله ای های ٢ . ۴

ک



مطالب فهرست ل
۵٣ ͽمراج
۵٧ انگلیسͬ به فارسͬ واژه نامه
۵٩ فارسͬ به انگلیسͬ واژه نامه



جداول فهرست
٢٧ . . . . . . . . . . . . . n شده ی داده طول از مرکزی و دوری کدهای ٢ . ١
٣۶ . . . n ≤ ۴٠ طول با خود دوگان دوری θ‐کد های همینگ فاصله بهترین ٣ . ١
٣٨ n ≤ ۴٠ طول با هرمیتͬ خود دوگان دوری θ‐کدهای از همینگ فاصله بهترین ٣ . ٢

م



١ فصل
مقدماتͬ قضایای و تعاریف

مقدمه ١ . ١
ورود برای کد نظریه و جبر از قضایا و مفاهیم بعضͬ بیان به پایان نامه، این اول فصل در
شامل که جبر مفاهیم ٢.١ بخش در ͬ پردازیم. م مختصر نسبتا ش΄ل به بعدی، مفاهیم به
مطرح ͬ باشد م . . . و متناه۵ͬ میدان میدان۴، اریب٣، چندجمله ای های حلقه حلقه٢، گروه١،
ماتریس ، خط۶ͬ کدهای مانند کدگذاری، نظریه مقدماتͬ مفاهیم شامل ٣.١ بخش ͬ شود. م
خوددوگان کد های دوری٩، کدهای خطͬ، کدهای کدگذاری ، توازن٨ کنترل ماتریس ، مولد٧
قضایای بیان به فصل، این پایان در کردیم. تعریف را هرمیت١١ͬ خوددوگان کدهای و اقلیدس١٠ͬ

پرداخته ایم. نیاز مورد
١Group
٢Ring
٣Skew polynomial ring
۴Field
۵Finite field
۶Linear codes
٧Generating matrix
٨Parity check matrix
٩Cyclic codes

١٠Euclidean self-dual code
١١Hermitian self-dual code



مقدماتͬ قضایای و تعاریف ٢
ͬ باشند. م [٢] و [١] شامل فصل این در استفاده مورد منابع

جبری مفاهیم ١ . ٢
ارائه میدان تعریف تعاریف، این از استفاده با و آورده را حلقه و گروه تعریف بخش این در

ͬ شود. م
صورت این در باشد. G مجموعه ی روی دوتایی عمل ΁ی ∗ کنیم فرض .١ . ٢ . ١ تعریف

باشد: برقرار زیر شرایط اگر است گروه ΁ی (G; ∗) جبری ساختمان
باشد، شرکت پذیر ∗ .١

باشیم: داشته x ∈ G برای که طوری به باشد داشته وجود e ∈ G چون عضوی .٢
x ∗ e = e ∗ x = x

که: طوری به باشد داشته وجود x′ ∈ G عنصر ،x ∈ G هر برای .٣
x ∗ x′ = x′ ∗ x = e

نامیده جابه جایی یا آبل١٢ͬ گروه ΁ی (G; ∗) گروه باشد، برقرار نیز زیر خاصیت اگر علاوه به
ͬ شود. م

باشیم: داشته یعنͬ باشد جابه جایی ∗ .۴
∀x, y ∈ G, x ∗ y = y ∗ x

ͬ نامیم. م x وارون ΁ی را x′ و گروه خنثͬ) عنصر (یا همانͬ عنصر را e عنصر
΁ی G از H زیر مجموعه ی صورت این در باشد. گروه ΁ی G کنید فرض .١ . ٢ . ٢ تعریف

باشد. گروه ΁ی خود G در شده تعریف دوتایی عمل با همراه اگر است G زیرگروه١٣
ضرب و ͽجم نام های با دوتایی عمل دو و باشد مجموعه  ΁ی R کنیم فرض .١ . ٢ . ٣ تعریف

اگر: است حلقه ΁ی عمل دو این با همراه R صورت این در باشیم. داشته R روی
باشد، آبلͬ گروه ΁ی ͽجم عمل با همراه R .١

باشیم: داشته a, b, c ∈ R هر برای دی·ر عبارت به باشد، شرکت پذیر ضرب عمل .٢
(ab)c = a(bc)

١٢Abelian
١٣Subgroup



٣ جبری مفاهیم
داشته a, b, c ∈ R هر برای دی·ر عبارت به باشد، توزیع پذیر ͽجم به نسبت ضرب عمل .٣

باشیم:
a(b+ c) = ab+ ac

و
(a+ b)c = ac+ bc

خنثͬ عنصر ΁ی نتیجه در و است آبلͬ گروه ΁ی (R,+, ·) ساختمان حلقه، تعریف ٢ بند به بنا
داریم: a ∈ R هر برای بنابراین داد. خواهیم نمایش ٠ نماد با را خنثͬ عنصر اینجا در دارد.

a+ ٠ = ٠ + a = a.

خلاصه تر طور به آنگاه باشد حلقه ΁ی ضرب و ͽجم عمل دو با همراه R اگر قبل بخش مانند
نیز زیر شرط حلقه، تعریف ٣ و ٢ ،١ شرط های بر علاوه اگر است. حلقه ΁ی R که ͬ گوییم م

است. جابه جایی حلقه ی ΁ی R که ͬ گوییم م آنگاه باشد، برقرار
باشیم: داشته a, b ∈ R هر برای دی·ر عبارت به باشد، جابه جایی ضرب عمل .۴

ab = ba.

΁ی R که ͬ گوییم م آنگاه باشد برقرار نیز زیر شرط ،٣ و ٢ ،١ شرط های بر علاوه اگر همچنین
است. ی΄ه) (یا همانͬ عنصر با حلقه ی

ضرب عمل به نسبت R همانͬ عنصر اینجا در باشد. داشته همانͬ ضرب به نسبت R .۵
داریم: a ∈ R هر برای بنابراین ͬ نامیم. م R ی΄ه ی را آن و ͬ دهیم م نمایش ١ نماد با را

a١ = ١a = a.

ی΄ه با جابه جایی حلقه ی ΁ی را R آنگاه باشند، برقرار R حلقه ی برای ۵ و ۴ شرط دو هر اگر
ͬ نامیم. م

΁ی R از S زیرمجموعه ی صورت این در باشد. حلقه ΁ی R کنید فرض .۴ . ١ . ٢ تعریف
اگر: است R زیرحلقه١۴

باشد، بسته R ضرب و ͽجم اعمال تحت S .١
باشد. حلقه ΁ی خود R از شده القا اعمال با S .٢

صورت: این در .a ∈ R و باشد حلقه ΁ی R کنیم فرض .۵ . ١ . ٢ تعریف
به باشد داشته وجود R در b ̸= ٠ عنصر اگر ͬ نامیم م چپ صفر مقسوم علیه ΁ی را a .١

باشیم: داشته که طوری
ab = ٠.

١۴Subring



مقدماتͬ قضایای و تعاریف ۴
به باشد داشته وجود R در c ̸= ٠ عنصر اگر ͬ نامیم م راست صفر مقسوم علیه ΁ی را a .٢

باشیم: داشته که طوری
ca = ٠.

مقسوم علیه ΁ی یا چپ صفر مقسوم علیه ΁ی a اگر ͬ نامیم م صفر١۵ مقسوم علیه ΁ی را a .٣
باشد. راست صفر

صفر علیه مقسوم که است ی΄ه با جابه جایی حلقه ی ΁ی صحیح دامنه ی ΁ی .۶ . ١ . ٢ تعریف
باشد. نداشته غیربدیهͬ

(ZP ,+, ·) ، P اول عدد هر ازای به و ، (C,+, ·) ، (R,+, ·) ، (Q,+, ·) ، (Z,+, ·) حلقه های
هستند. صحیح دامنه ی

اگر: است ایده آل١۶ ΁ی R حلقه ی از I زیرمجموعه ی .١ . ٢ . ٧ تعریف
باشد، R جمعͬ زیرگروه ΁ی I .١

داشته باشیم: i ∈ I و a ∈ R هر برای .٢
ai, ia ∈ I.

.ai ∈ I باشیم: داشته ،i ∈ I هر و a ∈ R هر ازای به اگر گویند R چپ١٧ ایده آل ΁ی را I آ.
باشیم: داشته ،i ∈ I هر و a ∈ R هر ازای به اگر گویند R راست١٨ ایده آل ΁ی را I ب.

.ai ∈ I

ایده آل ΁ی هم و چپ ایده آل ΁ی هم اگر ͬ گویند، م R (دوطرفه ی) ایده آل١٩ ΁ی را I پ.
باشد. R راست

اشتراک صورت این در باشد. R حلقه ی ΁ی از زیر  مجموعه ای X کنیم فرض .١ . ٢ . ٨ تعریف
⟨X⟩ با را آن و نامند X توسط شده تولید  ایده آل را باشند X شامل که R ایده آل های تمام

ͬ دهند. م نمایش
باشد، X = {x١, x٢, . . . , xn} و متناهͬ X اگر ͬ نامند. م ⟨X⟩ ایده آل مولد های را X عناصر
X = اگر ͬ گویند. م ͬ المولد متناه را آن و داده نشان ⟨x١, x٢, . . . , xn⟩ با را ⟨X⟩ ایده آل آن گاه
΁ی ͬ نامند. x م توسط شده تولید اصل٢٠ͬ ایده آل را X توسط شده تولید ⟨X⟩ ایده آل ،{x}
که اصلͬ ایده آل  حلقه ΁ی باشد. اصلͬ ایده آل هر آن در که است حلقه ای اصلͬ ایده آل حلقه ی

دارد. نام اصلͬ ایده آل دامنه ی ΁ی باشد، صحیح دامنه ی ΁ی
١۵Zero divisor
١۶Ideal
١٧Left ideal
١٨Right ideal
١٩Ideal
٢٠Principal ideal



۵ جبری مفاهیم
I بر R خارج قسمت٢١ͬ حلقه را R⧸I باشند، R حلقه ی از ایده آل ΁ی I اگر .١ . ٢ . ٩ تعریف

داریم: و ͬ نامیم م
R⧸I = {x+ I|x ∈ R}.

a, b ∈ R هر برای اگر است اول ایده آل ΁ی R جابه جایی حلقه ی از P ایده آل .١ . ٢ . ١٠ تعریف
باشیم: داشته

a · b ∈ P =⇒ a ∈ P ∨ b ∈ P.

به و باشد M ̸= R اگر گویند ماکزیمال را R حلقه ی ΁ی در M ایده آل ΁ی .١ . ٢ . ١١ تعریف
.N = R یا N = M باشیم: داشته آن گاه باشد M ⊆ N ⊆ R اگر ،R در N ایده آل هر ازای

باشد. تابع ΁ی f : R → R′ و باشند حلقه دو (R′,⊕, ◦) و (R,+, ·) کنید فرض .١ . ٢ . ١٢ تعریف
داشته a, b ∈ R هر ازای به اگر گویند R′ به R از همریخت٢٢ͬ(حلقه ای) ΁ی را f صورت این در

باشیم:
.f(a+ b) = f(a)⊕ f(b) .١
. f(a · b) = f(a) ◦ f(b) .٢

این در باشد. R′ حلقه ی ΁ی به R حلقه ی ΁ی از همریختͬ ΁ی f کنید فرض .١ . ٢ . ١٣ تعریف
.ker(f) = {a ∈ R|f(a) = ٠} از: است عبارت f هسته ی صورت

حلقه ی ΁ی به R حلقه ی ΁ی از همریختͬ ΁ی f : R → R′ کنیم فرض .١۴ . ١ . ٢ تعریف
صورت: این در باشد.

باشد. ΁به ی ΁ی f اگر نامند (حلقه ای) تکریختͬ ΁ی را f .١
باشد. پوشا f اگر گویند (حلقه ای) بروریختͬ ΁ی را f .٢

f : R → وقتͬ باشد. پوشا هم و ΁به ی ΁ی هم f اگر گویند (حلقه ای) ی΄ریختͬ ΁ی را f .٣
ͬ نویسیم: م و است ی΄ریخت R′ حلقه ی با R حلقه ی که گوییم باشد، حلقه ای ی΄ریختͬ ΁ی R′

.R ∼= R′

باشد. حلقه ΁ی R کنید فرض .١۵ . ١ . ٢ تعریف
نامند. R از درونریختͬ ΁ی را f : R → R همریختͬ ١.هر

ͬ نامند. م R از خودریخت٢٣ͬ ΁ی را f : R → R ی΄ریختͬ ٢.هر
m مثبت صحیح عدد کوچ΄ترین ΁ی اگر باشد. حلقه ΁ی (R,+, ·) کنید فرض .١۶ . ١ . ٢ تعریف
مشخصه ی دارای R گوییم باشد، ma = ٠ ،a ∈ R هر ازای به که طوری به باشد داشته وجود
صفر مشخصه ی دارای R گوییم باشد، نداشته وجود مثبتͬ صحیح عدد چنین اگر و است m

ͬ دهیم. م نشان Char(R) با را R حلقه ی ΁ی مشخصه ی است.
٢١Quotient ring
٢٢Homomorphism
٢٣Automorphism



مقدماتͬ قضایای و تعاریف ۶
(a٠, a١, a٢, . . . , an, . . . ) نا متناهͬ دنباله ی ΁ی باشد. حلقه ΁ی R کنیم فرض .١ . ٢ . ١٧ تعریف
روی چندجمله ای٢۴ ΁ی را صفرند، غیر جملات از متناهͬ تعداد فقط آن در که ،R عناصر از

ͬ دهند. م نشان R[X] با را R روی چندجمله ای های تمام مجموعه ی ͬ نامند. م R

تعریف چنین R[X] روی را ضرب و ͽجم باشد. حلقه ΁ی R کنیم فرض .١ . ٢ . ١٨ تعریف
،β = (b٠, b١, . . . , bn, . . . ) و α = (a٠, a١, . . . , an, . . . ) هر ازای به ͬ کنیم. م

α+ β = (a٠ + b٠, a١ + b١, . . . , an + bn, . . . )

و
α · β = (c٠, c١, . . . , cn, . . . ),

.ck =
∑k

i=٠ aibk−i است)، نامنفͬ صحیح اعداد مجموعه N٠) k ∈ N٠ هر ازای به آن در که
که ͬ شویم م متذکر

k∑
i=٠

aibk−i =
∑

i+j=k

aibj

ͬ نویسیم. م ∑
i+j=k aibj صورت به را آن اغلب که ͬ باشد، م

تعریف چنین ͬ دهیم م نشان deg(α) با را آن که α درجه ی ، α(x) ∈ R[X] اگر .١ . ٢ . ١٩ تعریف
ͬ شود: م

ͬ باشد م است) طبیعͬ اعداد مجموعه N) deg(α) = N این صورت در .α(x) ̸= ٠ کنیم فرض
اگر ͬ باشد. م α(x) در xi ضریب ai آن در که باشد ak = ٠ ،k > n هر ازای به ولͬ ،aN ̸= ٠ اگر

.deg(α) = −∞ ͬ کنیم: م تعریف آنگاه باشد α(x) = ٠
چندجمله ای ΁ی α(x) که ͬ گوییم م باشد، deg(α) = ٠ یا و deg(α) = −∞ که صورتͬ در

است. ثابت
a بر b که گوییم باشند. a, b ∈ R و باشد جا به جایی حلقه ی ΁ی R کنیم فرض .١ . ٢ . ٢٠ تعریف
داشته وجود x ∈ R مانند عنصری اگر a|b ͬ نویسیم م و را، b ͬ کند م عاد a یا است بخش پذیر

.b|a و a|b اگر گویند وابسته را R از b و a عناصر .ax = b که قسمͬ به باشد
باشد. ی΄دار جا به جایی حلقه ی ΁ی R کنیم فرض .١ . ٢ . ٢١ تعریف

باشد: برقرار زیر شرط دو اگر گویند تحویل ناپذیر را c ∈ R عنصر ΁١.ی
باشد. غیر ی΄ه غیر صفر عنصر ΁ی c آ.

است. ی΄ه ΁ی b یا a دهد نتیجه a, b ∈ R ،c = ab ب.
باشد: برقرار زیر شرط دو اگر گویند اول را P ∈ R عنصر ΁٢.ی

باشد. غیر ی΄ه غیر صفر عنصر ΁ی P آ.
.P |b یا P |a دهد نتیجه a, b ∈ R و P |ab ب.

٢۴Polynomial



٧ جبری مفاهیم
΁ی R کنید فرض باشد. نامنفͬ صحیح اعداد مجموعه ی N٠ کنید فرض .١ . ٢ . ٢٢ تعریف

باشد. جا به جایی حلقه ی
به باشد داشته وجود φ : R → N٠ تابع ΁ی اگر ͬ نامند، م اقلیدسͬ حلقه ی ΁ی را R .١

باشد: برقرار زیر شرایط که قسمͬ
.a = ٠ اگر فقط و اگر φ(a) = ٠ آ.

.φ(a, b) = φ(a)φ(b) ،a, b ∈ R هر ازای به ب.
طوری به باشد داشته وجود q, r ∈ R عناصر ،b ̸= ٠ که قسمͬ به ،a, b ∈ R هر ازای به پ.

.a = bq + r, φ(r) < φ(b) که:
ͬ نامند. م اقلیدسͬ دامنه ی ΁ی را باشد صحیح دامنه ی ΁ی که اقلیدسͬ حلقه ی ΁ی .٢

میدان (·) ضرب و (+) ͽجم دو تایی عمل دو همراه به را F نا تهͬ مجموعه .١ . ٢ . ٢٣ تعریف
کند: صدق زیر شرایط در هرگاه نامیم

ͽجم عمل به نسبت همانͬ عنصر باشد. آبلͬ گروه ΁ی و بسته ،ͽجم عمل به نسبت F .١
ͬ دهیم. م نشان ٠ با و ͬ نامیم م F صفر عنصر را

همانͬ عنصر باشد. آبلͬ گروه ΁ی و بسته ضرب عمل تحت F نا صفر عناصر مجموعه .٢
ͬ دهیم. م نشان ١ با و ͬ نامیم م F ی΄ه عنصر را ضرب عمل به نسبت

یعنͬ: باشد. توزیع پذیر ͽجم عمل به نسبت ضرب عمل .٣
a · (b+ c) = a · b+ a · c,

باشد. برقرار
عناصر تعداد با میدان ΁ی گوییم. میدان مرتبه٢۵ را میدان عناصر تعداد .٢۴ . ١ . ٢ تعریف

ͬ نامیم. م متناهͬ میدان ΁ی را متناهͬ
خود F اعمال  تحت که F از K زیر مجموعه باشد، میدان ΁ی F کنید فرض .١ .٢۵ . ١ . ٢ تعریف

گویند. K میدان توسیع را F همچنین ͬ نامند. م F زیرمیدان ΁ی را باشد میدان ΁ی
نامیده F از سره زیرمیدان K آنگاه ،F ̸= K باشیم: داشته و باشد F از زیر میدانͬ K اگر .٢

ͬ شود. م
مجموعه باشد. میدان ΁ی F کنید فرض .٢۶ . ١ . ٢ تعریف

F[X] = {a٠ + a١X + · · ·+ anX
n , ai ∈ F, n ≥ ٠}
ͬ شود. م نامیده F روی چندجمله ای حلقه

ریشه ΁ی را s ∈ F عنصر ΁ی .f(X) ∈ F[X] و باشد میدان ΁ی F کنیم فرض .١ . ٢ . ٢٧ تعریف
معادله ی در s ͬ گویند م صورت این در .f(s) = ٠ اگر گویند، f از یا f(X) چندجمله ای از

ͬ کند. م صدق f(X) چندجمله ای
٢۵Order



مقدماتͬ قضایای و تعاریف ٨
حلقه ی صورت این در باشد. حلقه ای همریختͬ α : R → R کنید فرض .١ . ٢ . ٢٨ تعریف

ͬ شود: م تعریف زیر صورت به R[x;α] اریب چندجمله ای های
R[x;α] = {

n∑
i=٠

aix
i|ai ∈ R,n ∈ F, xr = α(r)x, ∀r ∈ R}

هر و چپ چندجمله ای ΁ی را f(x) =
∑n

i=٠ aixi صورت به چندجمله ای هر R[x;α] حلقه ی در
اگر که شود توجه ͬ نامیم. م راست چندجمله ای را g(x) =

∑n
i=٠ xiai صورت به چندجمله ای

ای a هر ازای به را باشد جابه جایی R اگر حتͬ نیست، جابه جایی R[x;α] آنگاه باشد α ̸= IR

بود. خواهد xa = α(a)X ̸= a(x) رو این از و α(a) ̸= a ،R در
α(X) = a٠ + a١X + a٢X٢ + · · ·+ anX

n ∈ و باشد میدان ΁ی F کنیم فرض .١ . ٢ . ٢٩ تعریف
آن ثابت جمله ی را a٠ و α(X) پیشرو ضریب را an صورت این در .an ̸= ٠ آن در که F[X]

ͬ نامند. م ΁مونی یا تکین چندجمله ای ΁ی را α(X) صورت این در باشد an = ١ اگر ͬ نامند. م
درجه را چندجمله ای در موجود توان (بالاترین n درجه از f(x) چندجمله ای .١ . ٢ . ٣٠ تعریف
کمتر درجه از دو هر g(X) و h(X) چندجمله ای دو هرگاه نامیم، تحویل پذیر را ͬ نامیم) م آن

باشیم: داشته که گونه ای به باشند موجود n از
f(x) = h(x)g(x)

تحویل ناپذیر را f(x) چندجمله ای نشود) یافت h(x) و g(x) چنین اگر (یعنͬ صورت این غیر در
نامیم.

صورت، این در باشد. n ≥ ١ درجه از چندجمله ای ،f(x) ∈ F[x] کنید فرض .١ . ٢ . ٣١ تعریف
deg r(x) ≤ deg f(x) شرط با s(x) و r(x) چندجمله ای های ،q(x) ∈ F[x] چندجمله ای هر برای
چندجمله ای .q(x) = s(x)f(x) + r(x) باشیم: داشته که به طوری دارند وجود r(x) = ٠ یا

ͬ شود. م نامیده f(x) بر تقسیم در q(x) باقیمانده ی ،r(x)
بزرگترین باشند. غیر صفر چندجمله ای دو f(x), g(x) ∈ F[x] کنید فرض .١ . ٢ . ٣٢ تعریف
چندجمله ای با است برابر که ͬ دهند م نشان gcd(f(x), g(x)) با را g(x) و f(x) مشترک مقسوم علیه
به نسبت g(x) و f(x) اگر و کند. عاد را g(x) و f(x) که به  طوری درجه بیشترین با فرد به منحصر
مشترک مضرب کوچ΄ترین همچنین بود. خواهد gcd(f(x), g(x)) = ١ آنگاه باشند، اول هم
با فرد به منحصر چندجمله ای با است برابر و ͬ دهیم م نشان lcm(f(x), g(x)) با را g(x) و f(x)

ͬ کنند. م عاد را آن هردو g(x) و f(x) که طوری به درجه کمترین
نظر در را آن روی ضرب و ͽجم دوتایی عمل همراه به V آبلͬ گروه ΁ی .١ . ٢ . ٣٣ تعریف
شده تعریف V به F×V از (.) اس΄الر ضرب عمل ΁ی و بوده میدان ΁ی F کنید فرض ب·یرید.

کند: صدق زیر شرایط در اگر نامند F روی برداری٢۶ فضای ΁ی را V مجموعه باشد.
٢۶Vector space



٩ جبری مفاهیم
باشند، موجود u, v ∈ V و a, b ∈ F اگر یعنͬ باشد. برقرار V و F بین توزیع پذیری قانون .١

باشیم: داشته آنگاه
.a(u+ v) = au+ av آ.

.(a+ b)v = av + bv ب.
داشته u ∈ V و a, b ∈ F هر برای یعنͬ باشد. برقرار V و F بین پذیری شرکت قانون .٢

.(ab)v = a(bv) باشیم:
١ · u = u رابطه u ∈ V هر برای صورت این در باشد، F در ضربی خنثͬ عضو ١ اگر .٣

باشد. برقرار
عنصری آن مؤلفه هر که a٠, a١, . . . , an−١ مؤلفه n با شده مرتب دنباله ΁ی .٣۴ . ١ . ٢ تعریف
برای روش q ͬ نامیم. م Fq روی تایی ‐n ΁ی را دنباله این ب·یرید. نظر در را است Fq از
همه (Fq)

n مجموعه است. موجود متفاوت n‐تایی ،qn بنابراین دارد. وجود ai هر انتخاب
ͬ نامیم. م بردار را Fn

q عناصر ͬ دهیم. م نشان Fn
q با را آن که است Fq روی مرتب n‐تایی های

ͬ کنیم: م تعریف Fn
q روی عمل دو .٣۵ . ١ . ٢ تعریف

بردار Fn
q در U = (u٠, u١, . . . , un−١) و V = (v٠, v١, . . . , vn−١) هر برای بردار: دو ͽجم .١

ͬ باشد: م زیر فرم به U + V

U + V = (u٠ + v٠, u١ + v١, . . . , un−١ + vn−١) ∈ Fn
q .

موجود a ∈ Fq و V = (v٠, v١, . . . , vn−١) ∈ Fn
q اگر اس΄الر: ΁ی در بردار ΁ی حاصلضرب .٢

داریم: آنگاه باشد،
a(v٠, v١, . . . , vn−١) = (av٠, av١, . . . , avn−١) ∈ Fn

q .

و توزیع پذیری قوانین در ترتیب به (٢) و (١) در شده تعریف اس΄الر ضرب و برداری ͽجم
است. Fq روی برداری فضای ΁ی Fn

q مجموعه بنابراین ͬ کنند. م صدق شرکت پذیری
و ͽجم عمل تحت هرگاه است Fn

q
زیرفضای٢٧ ΁ی Fn

q از مجموعه زیر ΁ی .٣۶ . ١ . ٢ تعریف
باشد. برداری فضای ΁ی Fn

q روی شده تعریف ضرب
S = {v١, v٢, . . . , vk} کنید فرض و باشد Fq روی برداری فضای ΁ی V کنید فرض .١ . ٢ . ٣٧ تعریف
تعریف زیر ش΄ل به S توسط) شده تولید (خطͬ زیرفضای باشد. V از ناتهͬ مجموعه ای زیر

ͬ شود: م
⟨S⟩ = {λ١v١ + · · ·+ λkvk|∀i;λi ∈ Fq}.

.⟨S⟩ = {٠} ͬ کنیم: م تعریف باشد، S = ∅ اگر
٢٧Subspace



مقدماتͬ قضایای و تعاریف ١٠
مجموعه زیر آنگاه باشد. Fq میدان روی برداری فضای ΁ی V کنید فرض .١ . ٢ . ٣٨ تعریف
΁ی B و V = ⟨B⟩ هرگاه ͬ نامیم م V برای پایه ΁ی را V از B = {v١, v٢, . . . , vk} مانند غیرتهͬ

باشد. خطͬ مستقل مجموعه
باشد، داشته پایه چندین ͬ تواند م Fq متناهͬ میدان روی V برداری فضای .١ . ٢ . ٣٩ تعریف
dimFq(V ) با و ͬ نامیم م Fq روی V بعد را تعداد این است. برابر هم با پایه ها اعضای تعداد اما

ͬ دهیم. م نشان
باشند. موجود V = (v١, . . . , vn) و W = (w١, . . . , wn) ∈ Fn

q کنید فرض .۴١ . ٢ . ٠ تعریف
.V ·W = ٠ باشیم داشته اگر عمودند برهم W و V بردار دو .١

تعریف زیر صورت به S دوگان باشد، Fn
q از تهͬ غیر مجموعه ی زیر  ΁ی S کنید فرض .٢

ͬ شود: م
S⊥ = {v ∈ Fn

q : v · s = ٠, ∀s ∈ S}.

.S⊥ = Fn
q ͬ کنیم: م تعریف صورت این در باشد، S = ∅ اگر

΁ی f : R×M → M و آبلͬ گروه ΁ی (M,+) و بوده حلقه ΁ی R کنید فرض .۴١ . ٢ . ١ تعریف
اس΄الر ضرب را r ·m کنید توجه ͬ دهیم. م نشان r ·m با را f(r,m) سهولت (برای باشد. تابع

باشند: برقرار زیر خواص همچنین گویند.) m در r

باشیم: داشته m١,m٢ ∈ M و r ∈ R هر ازای به .١
r · (m١ +m٢) = r ·m١ + r ·m٢.

باشیم: داشته m ∈ M و r١, r٢ ∈ R هر ازای به .٢
(r١ + r٢)m = r١ ·m+ r٢ ·m.

باشیم: داشته m ∈ M و r١, r٢ ∈ R هر ازای به .٣
r١ · (r٢ ·m) = (r١ · r٢) ·m.

تعریف نیز راست R‐مدول مشابه طریق به گویند. چپ R‐مدول ΁رای M صورت این در
ͬ شود. م

کد گذاری مفاهیم ١ . ٣
صورت این در باشد. عضوی q مجموعه ΁ی A = {a١, a٢, . . . , aq} کنید فرض .١ . ٣ . ١ تعریف

ͬ نامند. م کد نماد را آن عضو هر و کد الفبای را A



١١ کد گذاری مفاهیم
در که است W = w١w٢ . . . wn ش΄ل به رشته ای ،A روی n طول به تایی q واژه ΁ی .١
بردار صورت به را W ͬ توان م معادل، طور به ͬ باشد. م wi ∈ A ،١ ≤ i ≤ n هر ازای به آن،

گرفت. نظر در (w١, w٢, . . . , wn)

q بلوکͬ کد ΁ی ،A روی n طول به تایی q واژه های از متش΄ل ،C ناتهͬ مجموعه به .٢
q بلوکͬ کد اوقات، گاهͬ بود. خواهد C ⊆ An نتیجه، در ͬ گویند. م A روی n طول به تایی

ͬ گویند. م کد خلاصه تر طور به یا تایی q کد را C تایی
ͬ نامند. م واژه٢٨ کد را C کد اعضای و کد فضای را An .٣

ͬ شود. م نامیده C اندازه ͬ شود، م داده نمایش |C| با که C در کد واژه ها تعداد .۴
ͬ نامند. م (n,M)‐کد را M اندازه با و n طول به کد .۵

کد الفبای با کد، ΁ی ͬ گیرند. م درنظر کد الفبای عنوان به را F متناهͬ میدان معمولا
ͬ نامند. م دودویی کد را F٢ = {٠, ١}

فاصله صورت این در باشند. A الفبای روی n طول به واژه دو y و x کنید فرض .١ . ٣ . ٢ تعریف
با y و x که است جای·اه هایی تعداد ͬ شود، م داده نمایش d(x, y) با که y تا x از (همینگ)٢٩

داریم: آنگاه y = y١, y٢, . . . , yn و x = x١, x٢, . . . , xn اگر دی·ر عبارت به دارند. تفاوت هم
d(x, y) = |{i|xi ̸= yi}|

که ،C کد فاصله صورت این در باشد، ٢ حداقل اندازه با کدی C کنید فرض .١ . ٣ . ٣ تعریف
از: است عبارت ͬ شود، م داده نشان d(C) با

d(C) = min{d(x, y)|x, y ∈ C, x ̸= y}.

پارامتر های را d و M ،n اعداد علاوه به ͬ نامیم. م ,n,M)‐کد d) را d فاصله و ،n طول به کد
ͬ گوییم. م کد

wt(x) با که x همینگ وزن صورت این در باشد. Fn
q در کلمه ΁ی x کنید فرض .۴ . ١ . ٣ تعریف

. ͬ شود م تعریف x ناصفر مولفه های تعداد با برابر ͬ شود م داده نشان
نمایش wt(C) با که C کد همینگ وزن مینیمم باشد. کد ΁ی C کنید فرض .۵ . ١ . ٣ تعریف

است. C ناصفر کدواژه های وزن کمترین ͬ شود، م داده

خطͬ کدهای ١ . ٣ . ١
ͬ باشد. م Fn

q از زیر فضا ΁ی Fq روی n طول از C خطͬ کد .۶ . ١ . ٣ تعریف
٢٨Code words
٢٩Hamming distance



مقدماتͬ قضایای و تعاریف ١٢
صورت: این در باشد. Fn

q در خطͬ کد ΁ی C کنید فرض .١ . ٣ . ٧ تعریف
C بر که ͬ باشد م Fn

q از عناصری مجموعه ی که ͬ دهیم، م نشان C⊥ با را C دوگان٣٠ .١
ͬ شود: م بیان زیر صورت به و است Fn

q زیر فضای ΁ی C⊥ و است عمود
C⊥ = {α ∈ Fn

q |∀c ∈ C,α · c = ٠}.
ͬ باشد. م Fq روی برداری فضای ΁ی عنوان به C بعد همان C⊥ خطͬ کد بعد .٢

توازن کنترل ماتریس و مولد ماتریس ١ . ٣ . ٢
سطر های که را A ماتریس ابتدا است. شده داده Fn

q از S تهͬ غیر زیر مجموعه ͬ کنیم م فرض
شده تحویل ماتریس به مقدماتͬ سطری عملیات از استفاده با ͬ شود م تش΄یل S کلمات از آن
غیر سطر های تمام شامل که است k×n ماتریس ΁ی G ͬ کنیم م فرض ͬ کنیم. م تبدیل پل΄انͬ

یعنͬ باشد. A شده تحویل پل΄انͬ سطری ماتریس در آمده بدست صفر

A →

G

٠
 .

خواهیم را زیر ماتریس G ستون های جابه جایی با ͬ باشد. م اصلͬ ستون k شامل G ماتریس
داشت:

G′ = (Ik|X),

ͬ دهیم: م تش΄یل زیر صورت به را H ′ ماتریس ادامه در ͬ باشد. م k × k همانͬ ماتریس Ik که
H ′ = (−XT |In−k),

کار به G ستون های برای که جای·شت هایی معکوس حال ͬ باشد. م X ترانهاده XT آن در که
شود. حاصل H ماتریس تا ͬ کنیم م استفاده H ′ ستون های برای را بردیم

برای پایه ΁ی آن سطر های که است G ماتریس C خطͬ کد مولد ماتریس .١ .١ . ٣ . ٨ تعریف
ͬ دهند. م تش΄یل C کد

که است C دوگان کد برای مولدی ماتریس C خطͬ کد برای H توازن کنترل ماتریس .٢
ͬ باشد. م C⊥ کد برای پایه ΁ی آن سطر های

گفته استاندارد ش΄ل به مولد ماتریس ،(Ik|X) ش΄ل به مولدی ماتریس .١ .١ . ٣ . ٩ تعریف
ͬ شود. م

گفته استاندارد ش΄ل به توازن کنترل ماتریس ،(Y |In−k) ش΄ل به توازن کنترل ماتریس .٢
ͬ شود. م

٣٠Dual



١٣ کد گذاری مفاهیم

خطͬ کد های کد گذاری ١ . ٣ . ٣
در باشد. C کد برای پایه ای {r١, . . . , rk} و باشد k بعد و n طول به خطͬ کد ΁ی C کنید فرض
است. موجود ui ∈ Fq برای v =

∑k
i=١ uiri ی΄تای خطͬ ترکیب v کدواژه هر برای صورت این

آن سطر امین i که ماتریسͬ ب·یریم نظر در C کد مولد ماتریس را G اگر معادل، صورت به
که: است ͹واض ،u = (u١, . . . , uk) ∈ Fk

q بردار برای آنگاه باشد، ri بردار

v = uG =
k∑

i=١
uiri

شود بیان uG ی΄تای صورت به ͬ تواند م C در کد واژه هر برعکس، است. C در کد واژه ΁ی
صورت به u ∈ Fk

q اعضای نمایش فرآیند است. u ∈ Fk
q و C کد مولد ماتریس G آن در که

ͬ شود. م نامیده خطͬ کد کدگذاری ،C در v = uG کد واژه های

دوری کد های ۴ . ١ . ٣
دوری انتقال هر هرگاه گوییم دوری کد ΁ی را Fq روی n طول به C خطͬ کد .١ . ٣ . ١٠ تعریف
(c٠, c١, . . . , cn−١) هرگاه دی·ر، عبارت به شود. حاصل C در کدواژه ΁ی از راست) به م΄ان ΁ی)
کنید فرض باشد. داشته تعلق C کد به نیز (cn−١, c٠, . . . , cn−٢) آنگاه باشد، C در کدواژه ای
چندجمله ای ،(c٠, c١, . . . , cn−١) ∈ C کدواژه هر به باشد، Fq روی n طول به دوری کد ΁ی C
کد هر که ͬ شود م ثابت سادگͬ به تناظر این طبق ͬ کنیم. م نظیر را c٠ + c١x+ · · ·+ cn−١xn−١

است. R = Fq[x]/(x
n − ١) حلقه از ایده آل ΁ی نظیر n طول به دوری

هرمیتͬ و اقلیدسͬ خوددوگان کدهای ۵ . ١ . ٣
این برای ͬ پردازیم. م کد ΁ی برای هرمیتͬ و اقلیدسͬ خوددوگان کد معرفͬ به قسمت این در
را هرمیتͬ و اقلیدسͬ دوگان کد و هرمیتͬ و اقلیدسͬ داخلͬ ضرب تعریف باید ابتدا منظور

کنیم. بیان
٣١ اقلیدسͬ داخلͬ ضرب آنگاه ،n ∈ N و باشد جابه جایی حلقه ی ΁ی R اگر .١ . ٣ . ١١ تعریف

ͬ شود: م تعریف زیر صورت به

∀a = (a١, . . . , an) ∈ Rn,∀b = (b١, . . . , bn) ∈ Rn, ⟨a, b⟩e =
n∑

i=١
aibi

نماییم: تعریف زیر صورت به را کد ΁ی اقلیدسͬ دوگان کد ͬ توانیم م حال
٣١Euclidean inner product



مقدماتͬ قضایای و تعاریف ١۴
C کنیم فرض علاوه به .n ∈ N و باشد جابه جایی حلقه ی ΁ی R کنیم فرض .١ . ٣ . ١٢ تعریف
کد اقلیدس٣٢ͬ دوگان کد را زیر مجموعه ی صورت، این در باشد. R روی n طول به کد ΁ی

ͬ نامند: م C

{d ∈ Rn : ∀c ∈ C, ⟨c, d⟩e = ٠}.
ͬ دهند. م نمایش C⊥e با را C کد اقلیدسͬ دوگان کد

مرتبه ی از R خودریختͬ ΁ی θ و n ∈ N جابه جایی، حلقه ی ΁ی R کنیم فرض .١ . ٣ . ١٣ تعریف
ͬ شود: م تعریف زیر صورت به Rn در هرمیت٣٣ͬ داخلͬ ضرب صورت، این در باشد. ٢
∀a = (a١, . . . , an) ∈ Rn,∀b = (b١, . . . , bn) ∈ Rn, ⟨a, b⟩h =

n∑
i=١

aiθ(bi).

ͬ پردازیم: م هرمیتͬ دوگان کد تعریف به حال
آنگاه باشد، R روی n طول به کدی C و n ∈ N جابه جایی، حلقه ی ΁ی R اگر .١۴ . ١ . ٣ تعریف

ͬ نامند: م هرمیت٣۴ͬ دوگان کد را زیر مجموعه ی
{d ∈ Rn : ∀c ∈ C, ⟨c, d⟩h = ٠}.

ͬ دهند. م نمایش C⊥h با را C کد هرمیتͬ دوگان کد
داریم: C کد برای .١۵ . ١ . ٣ تعریف

،C = C⊥e هرگاه نامیم اقلیدسͬ خوددوگان کد را C .١
.C = C⊥h هرگاه ͬ باشد م هرمیتͬ خوددوگان کد C .٢

کدواژه هایی تعداد بر دلالت Ai کنیم فرض C q‐مو̬لفه ای ,n,M)‐کد d) ΁ی برای .١۶ . ١ . ٣ تعریف
.M =

∑n
i=٠ Ai و A٠ = ١ وضوح به .٠ ≤ i < n که جایی باشد، داشته i همینگ وزن با

ͬ گویند. م C کد وزن٣۵ͬ توزیع را Ai مرتب مجموعه های

قضایا ۴ . ١
f چندجمله ای اگر باشد. متناهͬ میدان ΁ی K کنید فرض [٢.١٢ قضیه ،٢٧] .١ . ۴ . ١ قضیه
چندجمله ای آنگاه کند، تولید K[X, θ] اریب چندجمله ای های حلقه ی در دوطرفه ایده آل ΁ی

ͬ شود: م نوشته زیر فرم به f
(a٠, a١Xm + · · ·+ anX

mn)Xt

.(m = | < θ > |) ͬ باشد م θ خودریختͬ مرتبه ی m آن در که
٣٢Euclidean dual code
٣٣Hermitian inner product
٣۴Hermitian dual code
٣۵Weight distribution



١۵ قضایا
حلقه ی با ی΄ریخت تقسیم حلقه ΁ی ϕ کنید فرض سوم] فصل ،١۵ قضیه ،٢٣] .٢ . ۴ . ١ قضیه
متناهͬ بعد دارای ϕ اگر باشد. ϕ از خودریختͬ ΁ی S و برداری فضای ΁ی ͬ های درون ریخت
حلقه روی ایده آل هر آنگاه باشد، داخلͬ Sr ،٠ < r < ∞ هر برای و باشد، خود مرکز روی

ͬ باشد. م کراندار (t متغیر ΁ی با اریب چندجمله ای های (حلقه ی ϕ[t, S]

باشد، a∗٠ آن کران و باشد کراندار a٠ = bcd٠ اگر سوم] فصل قضیه١٢، ،٢٣] .٣ . ۴ . ١ قضیه
ͬ باشد. م a∗٠ حاوی که دارد c∗٠ با برابر کرانͬ و بوده کراندار نیز c٠ آنگاه

دوطرفه ایده آل های باشد. تقسیم حلقه ΁ی D کنیم فرض قضیه٣.٢.١۶] ،۶] .۴ . ۴ . ١ قضیه
آن مولد های که هستند اصلͬ راست ایده آل های دقیقا ،D[T, α] اریب چندجمله ای های حلقه

.t ≥ ٠ و g ∈ Z(D[T, α]) داریم: که ͬ باشد، جایی م T tg فرم به
خودریختͬ ΁ی θ ،q مرتبه از متناهͬ میدان ΁ی Fq کنید فرض [١ قضیه ،١٠] .۵ . ۴ . ١ قضیه
باشد θ خودریختͬ مرتبه ی ،(| < θ > |) اگر باشد. n طول با Fq روی خطͬ کد ΁ی C و Fq از
اریب چندجمله ای نمایش اگر تنها و اگر است، دوری θ‐کد ΁ی C کد آنگاه کند، عاد را n و

باشد. Fq [X,θ]
(Xn−١) ⊃ (G) چپ ایده آل ΁ی C کد از C(X)

کنیم فرض .١ . ۴ . ١ تعریف
K[Y q; ◦] = {a٠Y + a١Y q + · · ·+ anY

qn |n = ٠, ١, . . . , ai; ai ∈ K}

،g = b٠Y + b١Y q + · · · + btY
qn و f = a٠Y + a١Y q + · · · + anY

qn عضو دو هر برای باشد.
ͬ شود: م تعریف زیر صورت به ضرب عمل و چندجمله ای ها معمولͬ ͽجم صورت به ͽجم عمل

f ◦ g = f(g) = a٠g + a١gq + · · ·+ ang
qn .

حلقه آن به که ͬ دهد م ناجابه جایی حلقه ی ΁ی تش΄یل فوق عمل دو با همراه K[Y q; ◦]

ͬ شود. م گفته اور چندجمله ای های
بین حلقه ای خودریختͬ ΁ی Φ: K[X; θ] → K[Y q; ٠] نگاشت [٢.١٣ قضیه ،٢٧] .۶ . ۴ . ١ قضیه

ͬ کند. م تعیین را K[Y q; ٠] اور چندجمله ای های حلقه و K[X; θ] اریب چندجمله ای حلقه





٢ فصل
θ‐کدها کلیات

΁ی ،Fq میدان روی خطͬ ,n]‐کد k] ΁ی باشد. q مرتبه از متناهͬ میدان ΁ی Fq کنیم فرض
صورت به و بوده V = Fn

q آن در که است V برداری فضای از ،C k‐بعدی برداری فضای زیر
ͬ شود: م نوشته زیر

V = Fn
q = {(a٠, . . . , an−١)|ai ∈ Fq}.

کدواژه های آن در که ͬ کنیم، م استفاده چندجمله ا ی فرم به C کد نمایش از ما ادامه در
مشخص ͬ باشد م an−١, . . . , a٠ آن ضرایب که چندجمله ای هایی با را C کد از ،(a٠, a١, . . . , an−١)

داریم: را زیر چندجمله ای ترتیب این به ͬ کنیم، م
an−١Xn−١ + · · ·+ a١X + a٠ ∈ Fq[X].

خارج قسمتͬ حلقه از عناصری به عنوان ͬ توانیم م را چندجمله ای ها این ΁کلاسی حالت در
ͬ باشد. م n درجه از چندجمله ای ΁ی f که جایی ببینیم، Fq [X]

(f)

حلقه ͬ تر کل حالت هستند، ایده آل ها به وابسته که کدهایی مفهوم دادن تعمیم منظور به
تعریف به اکنون که ͬ گیریم م نظر در  را هستند خودریختͬ نوع از که اریب چندجمله ای های

ͬ پردازیم: م حلقه ها این
صورت این در باشد. میدان این روی خودریختͬ ΁ی θ و متناهͬ میدان ΁ی Fq کنید فرض

کرد: تعریف زیر صورت به ͬ توان م را Fq[X, θ] مجموعه روی حلقه ای ساختار ΁ی
Fq[X, θ] = {an−١Xn−١ + · · ·+ a١X + a٠|ai ∈ Fq, n ∈ N}.



θ‐کدها کلیات ١٨
چپ سمت در ضرایب که است سوری چندجمله ای های از متش΄ل مجموعه ای مجموعه، این
چندجمله ای ها معمولͬ ͽجم صورت به ،Fq[X, θ] حلقه در ͽجم عمل ͬ شوند. م نوشته X متغیر
قوانین به بنا که ͬ شود، م تعریف ،Xa = θ(a)X قاعده طبق a ∈ Fq عنصر هر برای ضرب عمل و
حلقه ها این ͬ یابد. م توسیع ،Fq[X, θ] عناصر تمام به عناصر، در پذیری توزیع و شرکت پذیری

ببینید.) را [٢٩] و [٢٨] ͽمراج) شده اند. شناخته خوب
که است، جابه جایی میدان ΁ی متناهͬ، میدان ΁ی روی چندجمله ای حلقه های ضرایب

است. برابر عناصر درجات مجموع با عنصر دو حاصلضرب درجه آن در
که ͬ باشد م چپ اقلیدسͬ حلقه ΁ی هم و راست اقلیدسͬ حلقه ΁ی هم ،Fq[X, θ] حلقه

ببینید.) را [٢٩] ͽمرج) هستند. اصلͬ ایده آل های هم·ͬ آن چپ و راست ایده آل های
Fq[X, θ] حلقه در راست و چپ مشترک مضرب کوچ΄ترین و مشترک علیه مقسوم بزرگترین
ͽمرج شوند.(به محاسبه چپ و راست اقلیدسͬ ال·وریتم از استفاده با ͬ توانند م و است موجود

کنید.) مراجعه [١۴]
عناصری توسط ،Fq[X, θ] حلقه دوطرفه ی ایده آل های ،۴ . ۴ . ١ قضیه یا و ١ . ۴ . ١ قضیه بنابر
میدان Fθ

q و θ خودریختͬ مرتبه m صحیح، عدد ΁ی t آن در که ͬ شود، م تولید XtFθ
q[X

m] از
ͬ باشد. م θ از ثابتͬ

ͬ باشد. م Fθ
q[X

m] با برابر ͬ دهیم، م نمایش Z(Fq[X, θ]) نماد با را آن که Fq[X, θ] حلقه مرکز
ͬ شود م تولید مرکزی عنصر ΁ی توسط که Fq[X, θ] حلقه در راست یا چپ ایده آل های همچنین
توسط I آنگاه باشد، Fq[X, θ] حلقه در دوطرفه ایده آل ΁ی I اگر ͬ باشند. م دوطرفه ایده آل ΁ی

ͬ شود. م تولید XtFθ
q[X

m] حلقه در ،n درجه از ،f جمله ای چند ΁ی
هم·ͬ ،Fq [X,θ]

(f) قسمتͬ خارج حلقه ی چپ ایده آل های که دید ͬ توان م ایده آل ها تناظر به بنا
ͬ شوند. م تولید f از ،g راست علیه مقسوم توسط آن ها از کدام هر که بوده، اصلͬ ایده آل های
حلقه در ،a(X) = an−١Xn−١+· · ·+a١X+a٠ عنصر به را a = (a٠, a١, . . . , an−١) ∈ Fn

q عنصر
خارج قسمتͬ حلقه در چپ ایده آل ΁ی به که ،a(X) ∈ Fq [X,θ]

(f) عناصر ͬ کنیم. م نظیر Fq [X,θ]
(f)

‐[n, k] ΁ی تش΄یل ͬ شوند م تولید f از g راست علیه مقسوم ΁ی توسط دارند، دلالت ،Fq [X,θ]
(f)

داریم: دقیق تر طور به ͬ باشد. م k = n− deg(g) آن، در که ͬ دهند، م Fn
q در خطͬ کد

I = (f) اگر باشد. n درجه از چندجمله ای ΁ی ،f ∈ Fq[X, θ] کنید فرض .٢ . ٠ . ١ تعریف
شامل C θ‐کد ΁ی آنگاه باشد، Fq[X, θ] اریب چندجمله ای های حلقه از دوطرفه ایده آل ΁ی

عناصر ضرایب که ͬ باشد، م a = (a٠, a١, . . . , an−١) فرم به کدواژه هایی
a(X) = an−١Xn−١ + · · ·+ a١X + a٠

مضارب a(X) عناصر حالت این در ͬ باشند. م Fq [X,θ]
I خارج قسمتͬ حلقه چپ ایده آل  از و هستند

هستند. f از ،g راست علیه مقسوم چپ
ͬ پردازیم: م خاص حالت دو به اکنون



١٩
مرکزی θ‐کد ΁ی را (g)

(f) چپ ایده آل  با متناظر θ‐کد آنگاه باشد، f ∈ Z(Fq[X, θ]) اگر .١
گوییم.

باشد، f = Xn − ١ و کند عاد را n ، m اگر باشد. θ خودریختͬ مرتبه ی m کنید فرض .٢
ͬ گوییم. م دوری θ‐کد را (g)

Xn−١ چپ ایده آل با متناظر θ‐کد آنگاه
را n درجه از f ∈ Fq[X, θ] جمله ای چند ΁ی ،g = grX

r + · · ·+ g١X + g٠ چندجمله ای اگر
تولید θ‐کد مولد ماتریس آنگاه باشد، دوطرفه ایده آل ΁ی ،(f) ایده آل که طوری به کند، عاد

ͬ باشد: م زیر صورت به ،[n, n− r] نوع از g توسط شده

G =



g٠ . . . gr−١ gr ٠ . . . ٠
٠ θ(g٠) . . . θ(gr−١) θ(gr) . . . ٠
٠ ... ... ... ... ... ...
٠
٠ . . . ٠ θn−r−١(g٠) . . . θn−r−١(gr−١) θn−r−١(gr)


چندجمله ای ͬ توان م که جایی

Xig(X) =
r∑

j=٠
θi(gi)X

j

΁ی ͽواق در کرد. مشاهده سطر امین (i+ ١) روی را ͬ باشد م i ∈ {٠, . . . , n− r− ١} آن در که
داده نمایش ،m(X)g(X) =

∑n−r−١
i=٠ miX

ig(X) صورت به جمله ای چند ΁ی توسط کدواژه
ͬ باشد. م ،m(X) =

∑n−r−١
i=٠ miX

i آن در که ͬ شود م
بخش در ͬ شود. م استفاده θ‐کد ΁ی تعریف برای مولد چند جمله ای فقط که کنید توجه
θ‐کد ΁ی مولد چندجمله ای عنوان به ͬ تواند م g اریب چند جمله ای هر که دید خواهیم بعد
g برای که طولͬ مینیمم ͬ دهیم م نشان لذا دلخواهͬ. هرطول برای نه اما کند، ایفا نقش
در باشد مشمول که ماکزیمالͬ دوطرفه ایده آل مولد چند  جمله ای درجه توسط ͬ شود، م تعیین

ͬ آید. م دست به (g) ⊂ Fq[X, θ] چپ ایده آل
توصیف خوبی به را θ‐کد ΁ی خواص ͬ تواند م و است ارزشمند ابزار ΁ی ایده آلͬ ساختار

ͬ باشد. م کدگذاری و کدگشایی برای مفید ابزاری رو این از کند.
΁ی چه وقت که کرد تصمیم گیری ͬ توان م ،Fq[X, θ] اقلیدسͬ حلقه ساختار از استفاده با
΁ی بیانگر کد، از مولد چندجمله ای ΁ی توسط تقسیم از استفاده با ͬ تواند م چندجمله ای
ماتریس ͬ توان م ،Fq[X, θ] حلقه در تقسیم از استفاده با که دید خواهیم همچنین و باشد کدواژه

آورد. دست به را دوری θ‐کد ΁ی توازن کنترل
ͬ باشد، م Xn − ١ از راست فاکتور ΁ی دوری ‐کد θ برای g مولد چندجمله ای .٢ . ٠ . ١ مثال

ͬ باشند: م زیر خاصیت دارای کدها این ۵ . ۴ . ١ قضیه بنابر لذا
(a٠, a١, . . . , an−١) ∈ Cθ ⇒ (θ(an−١), θ(a٠), θ(a١), . . . , θ(an−٢)) ∈ Cθ.



θ‐کدها کلیات ٢٠
خطͬ چندجمله ای های حلقه از استفاده با ،[٢٢] ͽمرج در دوری θ‐کدهای از خاصͬ رده ی

شده اند. معرفͬ اریب، چندجمله ای های حلقه از استفاده با ،[١٠] ͽمرج در و شده
خارج قسمتͬ حلقه ی از فروبنیوس خودریختͬ ΁ی θ آن در که باشد، Fq٠ ⊂ Fq کنید فرض
حلقه ای ی΄ریختͬ ΁ی ،۶ . ۴ . ١ قضیه بنابر است. شده تعریف ،θ(a) = aq٠ توسط که ͬ باشد م Fq

Fq٠
،K[Y q, ٠] شده ی خطͬ جمله ای های چند حلقه و k[X, θ] اریب چندجمله ای های حلقه بین

داریم: دی·ر عبارت به ͬ شود. م تعریف X 7−→ Y q صورت به ی΄ریختͬ این که دارد وجود
f :k[X, θ] → k[Y q٠ , ٠]

X 7−→ Y q٠ .

فروبنیوس خودریختͬ ΁ی θ آن در که باشد اریب حلقه ΁ی F۴[X, θ] کنید فرض .٢ . ٠ . ٢ مثال
حلقه در چپ آل ایده ΁ی ،X٢ +αX + ١ جمله ای چند باشد. F۴ میدان ضربی گروه مولد α و
مینیمم با ،C دوری غیر خطͬ کد ΁ی با متناظر که ͬ کند م تولید ، F۴[X,θ]

(x۴+x١+٢) قسمتͬ خارج
مرکزی کد θ ΁ی که ͬ شود م [۴,٢,٢]‐کدی ΁ی تولید به منجر لذا ͬ باشد. م ٢ همینگ فاصله

نیست. دوری کد θ ΁ی که حالͬ در ͬ باشد، م
X · a(X) ∈ C آن در که ͬ باشد، م a(X) = a٠ + a١X + a٢X٢ + a٣X٣ ∈ C که کنید توجه

داریم: لذا است.
Xa(X) = θ(a٠)X + θ(a١)X٢ + θ(a٢)X٣ + θ(a٣)X۴

= θ(a٣) + θ(a٠)X + (θ(a١) + θ(a٣))X٢ + θ(a٢)X٣ + θ(a٣)(X۴ +X٢ + ١).
داریم: F۴[X,θ]

(X۴+X١+٢) خارج قسمتͬ حلقه در بنابراین
Xa(X) = θ(a٣) + θ(a٠)X + (θ(a١) + θ(a٣))X٢ + θ(a٢)X٣

ͬ دهد: م نتیجه که
(θ(a٣), θ(a٠), θ(a١) + θ(a٣), θ(a٢)) ∈ C.

کد ها θ خواص از برخͬ ٢ . ١
و بوده دوری های θ‐کد کلاس از بزرگ تر خیلͬ θ‐کدها کلاس که ͬ دهد م نشان زیر لم

ͬ دهد. م تعمیم را گابیدولین کد های کدها، این  کلاس
کد ‐θ ΁ی کند. تولید را طرفه دو آل ایده ΁ی f = Xn − ١ ∈ Fq[X, θ] کنید فرض .٢ . ١ . ١ لم
،n − ١ از اکید کوچ΄تر درجه از f از g تکین راست علیه مقسوم ΁ی توسط شده تولید دوری
Fθ
q که جایی باشند. Fθ

q میدان در ،g ضرایب تمام اگر تنها و اگر ͬ کند، م تولید دوری کد ΁ی
ͬ باشد. م Fq میدان در θ ثوابت میدان



٢١ کد ها θ خواص از برخͬ
تمام اگر که کنید توجه باشد. چندجمله ای ΁ی ،g = Xr +

∑r−١
i=٠ giX

i کنید فرض برهان.
اگر ͬ باشد. م دوری کد ΁ی ماتریس با متناظر G مولد ماتریس آنگاه باشند، Fθ

q در g ضرایب
خواهد g · X ∈ C آنگاه باشد، دوری (g) ⊆ Fq [X,θ]

(f) چپ ایده آل توسط شده تولید ،C θ‐کد

بنابراین .X · g − g ·X ∈ C داریم لذا ͬ باشد، م خطͬ کدی کد این چون بود.

(θ(g٠)− g٠)X + (θ(g١)− g١)X٢ + · · ·+ (θ(gr−١)− gr−١)Xr

ͬ باشد م صفر غیر آن ثابت جمله ͬ کند، م عاد را f ،g چون ͬ باشد. م g از λg (ثابتͬ) چپ مضرب
تمام بنابراین باشد. صفر با برابر باید نیز X · g − g ·X لذا باشد. صفر با برابر باید λ بنابراین و

باشند. Fθ
q ثوابت میدان در باید لذا و هستند پایا θ تحت g چند جمله ای از gi ضرایب

ͬ باشد. م دوری کدهای ‐θ از بزرگتر مرکزی، θ‐کدهای کلاس که ͬ دهد م نشان بعد مثال

خودریختͬ ΁ی θ آن در که ب·یرید، نظر در را F۴[X, θ] اریب چند جمله ای های حلقه .٢ . ١ . ١ مثال
راست فاکتور های تمام گرفتن نظر در با ͬ باشد. م F۴ از ضربی گروه مولد بیانگر α و فروبنیوس
دوری [١٢,٩]‐θ‐کدهای تمام ͬ توانیم م ،X١٢ − ١ ∈ F۴[X, θ] چندجمله ای از ،٣ درجه از
΁ی ͬ توانیم م همچنین ͬ باشد. م ٢ کدها این همینگ فاصله بهترین که ببینیم و بسازیم را

مرکزی چندجمله ای منظور این برای بسازیم. نیز مرکزی θ‐کد ‐[١٢,٩,٣]

f = X١٢ +X١٠ +X٨ +X۶ +X۴ +X٢ + ١ ∈ F۴[X, θ]

است. تقسیم قابل g = X٣ +X٢ +X+α عامل توسط راست سمت از که ͬ گیریم، م نظر در را
به شمارنده چندجمله ای آن همینگ وزن که است، [١٢,٩,٣]‐کد ΁ی متناظر دوری θ‐کد

ͬ آید: م دست به زیر صورت

١ + ١٠٢Y ٣ + ۶۵١Y ۴ + ٣٠٠٠Y ۵ + ١٠۴١۶Y ۶ + ٢٧١۵۶Y ٧ + ۵٠٩۴٣Y ٨

+ ۶٧٢٢۴Y ٩ + ۶١٢۴٨Y ١٠ + ٣٣٠٧٨Y ١١ + ٨٣٢۵Y ١٢.

ͬ باشد. م مرکزی چندجمله ای های راست فاکتور های تعداد به وابسته مرکزی θ‐کدهای تعداد لذا

خودریختͬ ΁ی θ آن در که ب·یرید، نظر در را F۴[X, θ] اریب چندجمله ای های حلقه .٢ . ١ . ٢ مثال
جمله چند ،F۴[X, θ] اریب چندجمله ای های حلقه در ͬ باشد. م F∗۴ از مولد ΁ی α و فروبنیوس
تحویل ناپذیر، تکین چندجمله ای های حاصلضرب به متمایز تجزیه ی ۵ دارای X۴ +X٢ +١ ای
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ͬ باشد: م زیر صورت به

X۴ +X٢ + ١ = (X٢ +X + ١)(X٢ +X + ١)
= (X٢ + α٢)(x٢ + α)

= (X٢ + α)(X٢ + α٢)
= (X٢ + α٢X + ١)(X٢ + α٢X + ١)
= (X٢ + αX + ١)(X٢ + αX + ١).

ͬ کند. م تولید را F۴[X, θ] اریب چندجمله ای های حلقه از جابه جایی حلقه ای زیر ،F٢[X] حلقه ی
برای مم΄ن تجزیه های تمام لیست چرا که ͬ کند م بیان موضوع این

f ∈ Z(F۴[X, θ]) = F٢[X٢],

ͬ باشند. م نیز F٢[X] در تجزیه های شامل همیشه هستند، چندجمله ای دو حاصلضرب به
کدام هیچ یا و ͬ باشد م F٢[X] در عامل دو دارای ب·یریم نظر در F٢[X] حلقه در که تجزیه ای

ندارد. را عوامل از
دوطرفه ایده آل مولد تجزیه ی در فاکتور دو ،٢ . ١ . ٢ مثال در چرا که ͬ کند م بیان زیر لم

ͬ شوند. م جابه جا
ͬ باشد. م h · g = g · h ،Fq[X, θ] حلقه در آنگاه باشد، h · g ∈ Z(Fq[X, θ]) اگر .٢ . ١ . ٢ لم

طرفͬ از .h · (g ·h) = (h ·g) ·h = h · (h ·g) داریم لذا ͬ باشد، م h ·g ∈ Z(Fq[X, θ]) چون برهان.
طرف، دو هر در ͬ توانیم م ͬ باشد، نم غیر بدیهͬ صفر علیه مقسوم هیچ دارای ،Fq[X, θ] چون

بود. خواهد h · g = g · h ،Fq[X, θ] حلقه در بنابراین کنیم. حذف چپ سمت از را h

مشابه ͬ توانیم م ͬ کرد، م ارائه تجزیه  فاکتور های برای را جا به جایی که ٢ . ١ . ٢ لم اساس بر
کنیم. عمل توازن کنترل چندجمله ای محاسبه برای داشته ایم، دوری حالت در آنچه

ایده آل با متناظر مرکزی θ‐کد بیانگر C و باشد h · g ∈ Z(Fq[X, θ]) کنید فرض .٢ . ١ . ٣ لم
اگر تنها و اگر است a ∈ C آنگاه باشد Fq [X,θ]

(h·g) خارج قسمتͬ حلقه در ،g توسط شده تولید چپ
باشد. a(X) · h = ٠ ،Fq [X,θ]

(h·g) خارج قسمتͬ حلقه در
خارج قسمتͬ حلقه در بالا، مطالب بنابر ͬ باشد. م a(X) = m · g آنگاه باشد، a ∈ C اگر برهان.

داریم: Fq [X,θ]
(h·g)

a(X) · h = (m · g) · h = m · (h · g) = ٠.
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حلقه در آنگاه باشد a(X) · h = ٠ ،Fq [X,θ]

(h·g) خارج قسمتͬ حلقه در اگر مطلب، عکس اثبات برای
،Fq[X, θ] اریب چندجمله ای های

a(X) · h = f · (h · g) = (f · g) · h

راست سمت از که است حلقه ای Fq[X, θ] اریب چندجمله ای های حلقه چون بود. خواهد
ͬ باشد. م C به متعلق a که ͬ دهد م نشان این و a(X) = f · g داریم لذا دارد، را حذفͬ خاصیت

شرط: از را Fq [X,θ]
(hg) خارج قسمتͬ حلقه در توازن کنترل ماتریس ͬ توانیم م حال

a ∈ C ⇐⇒ a(X) · h = ٠
آوریم. دست به

حلقه در f چندجمله ای که ،g ∈ Fq[X, θ] چندجمله ای هر که ͬ دهیم م نشان بعد بخش در
مولد چندجمله ای ͬ تواند م بنابراین ͬ کند، م تولید دوطرفه  ایده آل ΁ی ͬ کند، م عاد را Fq[X, θ]

باشد. θ‐کد ΁ی

θ‐کدها طول ٢ . ٢
(P ) چپ ایده آل هرگاه گوییم، کراندار یا محدود را P ∈ Fq[X, θ] عنصر ΁ی .٢ . ٢ . ١ تعریف
جمله ای چند باشد. (P ∗ توسط شده (تولید (P ∗) دوطرفه ایده آل شامل ،(P توسط شده (تولید
ͬ کند، م تولید را دوطرفه ایده آل ΁ی P ∗ چون ͬ گوییم. م P کران را مینیمم درجه از ،P ∗ تکین

باشد: زیر فرم به باید لذا
(b٠ + b١Xm + b٢X٢m + · · ·+ bsX

s·m)Xt,

میدان Fθ
q که ͬ باشند، م bi ∈ Fθ

q و θ خودریختͬ مرتبه ی m صحیح، عدد ΁ی t آن، در که
ͬ باشد. م θ خودریختͬ ثابت های

کراندار یا محدود ،Fq[X, θ] اریب چندجمله ای های حلقه عناصر تمام ،٢ . ۴ . ١ قضیه ی به بنا
داریم: را زیر لم ،[٢۴] ͽمرج در ١۵ قضیه از قبل مطالب به بنا همچنین ͬ باشند. م

چند ،P ∈ Fq[X, θ] اگر باشد. l = [Fq : Fθ
q] و θ خودریختͬ مرتبه ی m کنید فرض .٢ . ٢ . ١ لم

بود. خواهد m · l · n مساوی کوچ΄تر درجه  از P ∗ کران آنگاه باشد، n درجه از جمله ای
΁ی هستند، n از کوچ΄تر درجه  از که ،Fq[X, θ] اریب چندجمله ای های حلقه عناصر برهان.
روی ،l · n بعد از برداری فضای ΁ی تش΄یل لذا و ͬ دهند م تش΄یل ،n بعد از برداری فضای
برای ،Xm·i = P · Qi + Ri تقسیم ͬ مانده  های باق گرفتن نظر در با داد. خواهند ،Fθ

q میدان
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صورت به بدیهͬ غیر خطͬ ترکیب ΁ی ͬ باشد، م deg(Ri) < n آن در که ،i = ٠, ١, . . . , l · n

داریم: لذا ͬ باشد. م δi ∈ Fθ
q که دارد وجود ∑l·n

i=٠ δiRi = ٠
l·n∑
i=٠

δiX
m·i = P · (

l·n∑
i=٠

δiQi).

کران ،٣ . ۴ . ١ قضیه بنابر ͬ باشد. م P برای کران ΁ی ،∑l·n
i=٠ δiXm·i فرم به بالا جمله ای چند

ͬ باشد. م چندجمله ای این از علیه ای مقسوم ΁ی P ∗

درجه از کرانͬ دارای ،r درجه از ،g ∈ F۴[X, θ] عنصر ΁ی که ͬ شود م ثابت فوق لم براساس
حلقه ی برای سوله١ توسط ͬ باشد، م تر قوی نتیجه ای که بعد نتیجه ͬ باشد. م ۴r حداکثر

است. شده ثابت F۴[X, θ]

فروبنیوس خودریختͬ ΁ی ،θ آن در که باشد اریب حلقه ی ،F۴[X, θ] کنید فرض .٢ . ٢ . ٢ لم
ͬ باشد. م ٢r حداکثر درجه ی از ،F۴[X, θ] حلقه ی در r درجه ی از چندجمله ای کران ͬ باشد. م

داریم: صورت این در باشند. g̃ =
∑r

i=٠ θi+١(gi)Xi و g =
∑r

i=٠ giXi که کنید فرض برهان.

gg̃ =

٢r∑
k=٠

akX
k,

آن در که
a٢k+١ =

∑
i+j=٢k+١

gigj = ٠
و

a٢k =
∑

i+j=٢k
giθ(gi) ∈ F٢

٢r آن درجه که gg̃ ∈ F٢[X٢] چندجمله ای ،g کران و بود خواهد gg̃ ∈ F٢[X٢] لذا ͬ باشند. م
ͬ کند. م عاد را ͬ باشد، م

درجه که است این ،r = n − k < n٢ ازای به ،[n, k] نوع از θ‐کدها وجود علت .٢ . ٢ . ١ نکته
باشد. ٢r از کمتر ͬ تواند م g کران

خودریختͬ ΁ی θ که ب·یرید، نظر در را F۴[X, θ] اریب چندجمله ای های حلقه .٢ . ٢ . ١ مثال
،F۴[X, θ] اریب جمله ای های چند حلقه در ͬ باشد. م F۴∗ مولد عنوان به α و فروبنیوس

چندجمله ای
g = X١٢ +X١١ + αX١٠ +X٩ + α٢X٨ +X۶ +X۵ + α٢X۴ +X٢ +X + α٢

١Sole
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لذا ͬ باشد. م f = X١۴ + X١٢ + X١٠ + ١ ∈ F۴[X, θ] چندجمله ای از راست علیه مقسوم ΁ی
ͬ باشد م θ‐کدی ، (g)

(f) ⊂
F۴[X,θ]
(f) خارج قسمتͬ حلقه و بوده ١۴ مساوی کوچ΄تر درجه از g کران

است. ١١ یعنͬ مم΄ن فاصله بهترین با ,١۴,٢]‐کد، ١١] ΁ی که
هرگاه ͬ دهند، م نمایش P١ ∼ P٢ نماد با و گویند مشابه را P٢ و P١ اریب چندجمله ای دو

باشند. خودریخت Fq [X,θ]
(P٢) و Fq [X,θ]

(P١) راست) (یا چپ ,F۴[X‐مدول های θ]

مشابه چندجمله ای های و بوده منطبق  هم بر راست و چپ کران های ،[٢۴] ͽمرج بنابر
ͬ باشند. م ی΄سانͬ کران های دارای

حلقه در θ‐کد، ΁ی از ،g مولد اگر باشد. θ خودریختͬ مرتبه ی m کنید فرض .٢ . ٢ . ١ گزاره
فرم به g آنگاه باشد، X با مشابه عواملͬ دارای ،Fq [X,θ]

(f)

g = g̃ ·Xt

داریم: حالت این در ͬ باشد. نم X مشابه عاملͬ هیچ دارای g̃ آن در که بود، خواهد
f = X l−t · f̃ ·Xt,

داریم: و بوده l ≥ t آن در که
f̃ = b٠ + b١Xm + b٢X٢m + · · ·+ bsX

s·m ∈ Fθ
q[X

m] b٠ ̸= ٠.
هر چپ سمت به صفر تا t کردن اضافه با ، (g)

(f) θ‐کد و ͬ باشد م ،g̃ برای کران ،f̃ چندجمله ای
ͬ آید. م دست به ، (g̃)

(f̃)
θ‐کد از کدواژه،

ناپذیر تحویل باشد، ΁ی آن ها درجه که چندجمله ای هایی ،Fq[X, θ] حلقه در وضوح به برهان.
و P١ ناپذیر تحویل اریب چندجمله ای های که ͬ شود م نتیجه [٣١] و [٢۴] ͽمراج از هستند.
،U ∈ Fq[X, θ] مانند چندجمله ای و باشند ی΄سانͬ درجات از اگر تنها و اگر ͬ باشند م مشابه  ،P٢
چپ مشترک مضرب کوچ΄ترین P١U که طوری به باشد، موجود deg(Pi) از کوچ΄تر درجه از

باشد. U و P٢
بالا مطالب به بنا که آنجایی از ͬ باشد. م خود مضارب مشابه تنها X چندجمله ای

(αX + β) ∼ X

تعداد بنابراین بود. خواهد (αX +β)u = γX که طوری به دارند وجود Fq میدان در ،γ و u لذا
ͬ باشد. م متناظر تجزیه این در X عوامل تعداد با ،X با مشابه تحویل ناپذیر عوامل

جابه جا ͬ توانند م X از عامل ΁ی که ͬ گیریم م نتیجه ͬ باشد، م Xa = θ(a)X اینکه به توجه با
داریم: لذا باشند. راست یا چپ عامل ΁ی که گونه ای به شود،
g = g̃Xt, f = X l−tf̃Xt,
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داریم: و بوده l ≥ t آن در که

f̃ = b٠ + b١X + b٢X٢m + · · ·+ bsX
sm ∈ F∗

q [X
m] b٠ ̸= ٠.

از راست عاملͬ g̃ لذا ͬ باشد، م راست و چپ دامنه ی ΁ی ،Fq[X, θ] اریب چندجمله ای چون
است. X l−tf̃ چندجمله ای

ͬ باشد. م راست سمت در صفر ستون تا t در ، g̃

(Xl−tf̃)
و (g)

(Xl−tfXt)
مولد ماتریس تفاوت تنها

،(∑k
j=٠ cjXj)g̃ صورت به دوم حالت در و (

∑k
j=٠ cjXj)g̃Xt صورت به اول حالت در کدواژه ها

ͬ شوند. م نوشته
با است، صفر آن ها ثابت عناصر که چندجمله ای هایی توسط شده تولید θ‐کدهای بنابراین
راست سمت به صفر مولفه های آن ها در که کوچ΄تر بلوکͬ طول های از θ‐کدهایی از استفاده
حد در مختلفͬ تجزیه های ،Fq[X, θ] ناجابه جایی حلقه ی در ͬ آیند. م دست به شده اند، اضافه

دارد. وجود ی΄ریختͬ
عوامل به تجزیه دو دارای ،P ∈ Fq[X, θ] چندجمله ای اگر (١۴ قضیه [١٣]) .٢ . ٢ . ١ قضیه
΁ی و بود n خواهد = m آنگاه باشد، P = P١P٢ . . . Pn = P̃١P̃٢ . . . P̃m صورت به تحویل ناپذیر

هستند. مشابه ،p̃σ(i) و Pi که طوری به دارد، وجود σ ∈ Sn جای·شت
این دی·ر نگرش ͬ دهد. م ارائه چندجمله ای ΁ی کران محاسبه ی برای را روشͬ ٢ . ٢ . ١ لم
قضیه ) ͬ باشد. م آن عوامل کران حاصلضرب مقسوم علیه با برابر حاصلضرب، کران که است

ببینید.) را ٣ . ۴ . ١
چندجمله ای ،٢ . ٢ . ١ مثال در .٢ . ٢ . ٢ مثال

g = X١٢ +X١١ + αX١٠ +X٩ + α٢X٨ +X۶ +X۵ + α٢X۴ +X٢ +X + α٢

فرم به ͬ توان م را
g = (X۴ +X + ٢(١(X + α)(X + α)(X + ٢(١,

(X۴ +X + ٢(١ که ͬ باشد، م X٢ + ١ با برابر ،X + α چندجمله ای کران علاوه به کرد. تجزیه
حاصلضرب، فرم به را g کران ͬ توان م لذا ͬ باشند. م F٢[X٢] از چندجمله ای هایی ،(X + ٢(١ و

صورت به
(X۴ +X + ٢(١(X٢ + ١)(X٢ + ١)(X + ٢(١ = X١۴ +X١٢ +X١٠ + ١

ͬ باشد. م ٢ . ٢ . ١ مثال در f چندجمله ای همان که نوشت،
ارائه F۴[X, θ] حلقه روی ,θ‐[n‐  کد ها k] برای را مم΄ن همینگ فاصله بهترین ،٢ . ١ جدول
باشد. مͬ ۴۴ مساوی کوچ΄تر زوج عدد ΁ی n و r = n− k ≤ min(n, ١٠) آن در که ͬ دهد، م
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n شده ی داده طول از مرکزی و دوری کدهای :٢ . ١ جدول
@
@

@
@@

n

r ٢ ٣ ۴ ۵ ۶ ٧ ٨ ٩ ١٠
۴ Cθ٣s C۴
۶ C٢ C۴ Cθ۴ C۶
٨ C٢ Cθ٣ Cθ۴s Cθ۵ Cθ۶ C٨
١٠ C٢ θ٣ Cθ۴ Cθ۵ Cθ۶ θ۶ θ٨ C١٠
١٢ C٢ θ٣ θ۴ C۴ Cθ۶s Cθ۶ Cθ٧ Cθ٨ Cθ٩
١۴ C٢ Cθ٣ Cθ۴ C۴ Cθ۵ Cθ۶s Cθ٧ ‐١ ‐١
١۶ C٢ ‐١ ‐١ Cθ۴ ‐١ ‐١ ‐١ ‐١ Cθ٨
١٨ C٢ ‐١ θ٣ θ۴ ‐١ ‐١ Cθ۶ ‐١ Cθ٨
٢٠ C٢ ‐١ θ٣ θ۴ ‐١ ‐١ θ۶ Cθ٧ Cθ٨
٢٢ θ٢ θ٢ θ٣ θ۴ θ۴ θ۵ ‐١ Cθ۶ Cθ٧
٢۴ Cθ٢ Cθ٢ θ٣ Cθ۴ Cθ۴ ‐١ ‐١ Cθ۶ Cθ٧
٢۶ θ٢ θ٢ θ٣ θ۴ θ۴ ‐١ ‐١ Cθ۶ ‐١
٢٨ Cθ٢ Cθ٢ θ٣ Cθ۴ Cθ۴ ‐١ θ۵ Cθ۶ Cθ۶
٣٠ Cθ٢ Cθ٢ Cθ٣ Cθ۴ Cθ۴ ‐١ Cθ۵ Cθ۶ Cθ۶
٣٢ Cθ٢ Cθ٢ ‐١ ‐١ θ۴ ‐١ θ۵ Cθ۶ θ۶
٣۴ θ٢ θ٢ ‐١ ‐١ θ۴ ‐١ Cθ۵ Cθ۶ Cθ۶
٣۶ Cθ٢ Cθ٢ ‐١ ‐١ θ۴ ‐١ ‐١ ‐١ θ۶
٣٨ θ٢ θ٢ ‐١ ‐١ θ۴ ‐١ ‐١ ‐١ θ۶
۴٠ Cθ٢ Cθ٢ ‐١ ‐١ θ۴ ‐١ ‐١ ‐١ θ۶
۴٢ Cθ٢ Cθ٢ ‐١ Cθ٣ Cθ۴ ‐١ ‐١ ‐١ Cθ۶
۴۴ Cθ٢ Cθ٢ ‐١ θ٣ θ۴ θ۴ ‐١ ‐١ ‐١



θ‐کدها کلیات ٢٨
لم به (بنا ͬ باشد ٢r م درجه  از حداکثر ،r درجه ی از g چندجمله ای کران که آنجایی از
ͽواق در ͬ کند. م تولید ،n ≥ ٢r طول از کد ‐θ ΁ی ،r درجه از چندجمله ای هر لذا ،( ٢ . ٢ . ٢
و ͬ کند) م کفایت آن وجود (تنها ͬ کند نم تولید را نظر مورد θ‐کد لزوما g چندجمله ای کران
باشد. r ≤ n٢ که زمانͬ تا ͬ سازد، م بزرگ کافͬ اندازه به n مقادیر با کران محاسبه به قادر را ما
با دوری θ‐کد نماد Cθ

d ،d همینگ فاصله با دوری کد نماد Cd کنید فرض نمادگذاری:
θ‐کد نماد Cθ٣s همچنین باشد. d همینگ فاصله با مرکزی θ‐کد نماد θd و d همینگ فاصله

باشد. ٣ همینگ فاصله با خود دوگان دوری
همینگ فاصله بهترین با شده شناخته کد با سازگار آن همینگ فاصله که کدی نتوانیم اگر
΁ی با را همینگ فاصله اختلاف آنگاه ،([٩] ͽمرج) آوریم دست به باشد، ماگما افزار نرم در
θ‐کدها بهترین طول، افزایش با که ͬ دهد م نشان ٢ . ١ جدول ͬ دهیم. م نشان منفͬ عدد

ͬ باشد. نم θ‐دوری کدهای یا دوری کدهای همه ی لزوما
دارند، ضعیف وزنͬ توزیع اغلب ماگما، افزار نرم در شده داده کدهای بهترین که کنید توجه

آورد. دست به را دارند بهتری وزنͬ توزیع که کدهایی ͬ توان م θ‐کدها از استفاده با و
ماگما نرم افزار توسط که F۴ میدان روی شده شناخته [۶,٢,۴]‐کد بهترین .٢ . ٢ . ٣ مثال
مولد جمله ای چند که حالͬ در است، ١ + ١۵Y ۴ با برابر وزنͬ توزیع دارای آمده، دست به
٣+١Y ۴+١٢Y ۵ با برابر وزنͬ توزیع دارای ،X۶+X۴+X١+٢ کران با ،X۴+X٣+α٢X٢+X+α

است.
وزنͬ توزیع دارای X۵ + αX۴ + αX٢ + αX + α توسط شده تولید دوری [١٢,٧]‐θ‐کد
١ + ١٨Y ۴ + ٢۵٢Y ۵ + ۶٧٢Y ۶ + ١۵۴٨Y ٧ + ٣٢٨۵Y ٨ + ۴٢١٢Y ٩ + ٣٨١۶Y ١٠ + ٢٠۵٢Y ١١

+ ۵٢٨Y ١٢

با برابر ماگما [١٢,٧,۴]‐کد بهترین توزیع است.
١ + ١۴١Y ۴ + ۴۵٩Y ۵ + ١٢١۵Y ۶ + ٢٨٩۵Y ٧ + ۴٢٣٠Y ٨ + ۴٢٠٩Y ٩ + ٢۵۴١Y ١٠ + ۶٩٣Y ١١

ͬ باشد. م



٣ فصل
θ‐کدها دوگان

مقدمه ٣ . ١
ماتریس آن در که گرفته اند، قرار گسترده ای مطالعه مورد [٢٢] ͽمرج در دوری θ‐کدهای

تجزیه های از را توازن کنترل ماتریس فصل این در است. شده داده کدهایی چنین توازن کنترل
‐θ ΁ی دوگان که، ͬ کنیم م ثابت و ͬ آوریم م دست به ،Fq[X, θ] حلقه در ،Xn−١ چندجمله ای

ͬ باشد. م دوری θ‐کد اقلیدسͬ) حاصلضرب (برای دوری، کد

دوری θ‐کدهای دوگان ٣ . ٢
است. شده داده [٢٢] ͽمرج در دوری θ‐کدهای برای توازن کنترل ماتریس زیر لم در

Xn − ١ = h · g ∈ کنید: فرض همچنین کند. عاد را n ،θ مرتبه ی که کنید فرض .٣ . ٢ . ١ لم
حلقه در g توسط شده تولید چپ ایده آل با متناظر دوری θ‐کد ΁ی C کد و .Z(Fq[X, θ])

باشیم: داشته اگر باشد. ، Fq [X,θ]
(Xn−١) خارج قسمتͬ

g = g٠ + g١X + · · ·+ grX
r, h = h٠ + h١X + · · ·+ hn−rX

n−r,



θ‐کدها دوگان ٣٠
ͬ باشد. م ،C کد برای توازن کنترل ماتریس زیر، ماتریس آنگاه

H =



hn−r . . . θn−r−١(h١) θn−r(h٠) ٠ . . . ٠
٠ θ(hn−r) . . . . . . θn−r+١(h٠) . . . ٠
٠ ... ... ... ...
... ... ... . . .

... ٠
٠ . . . ٠ θr−١(hn−r) . . . θn−٢(h١) θn−١(h٠)


قسمتͬ خارج حلقه در آنگاه باشد، a(X) ∈ C اگر کردیم، بیان ٢ . ١ . ٣ لم در که همانطور برهان.
از کوچ΄تر ،(a(X) · h) درجه اینکه به توجه با بود. خواهد a(X) · h = ٠ حاصلضرب ، Fq [X,θ]

(Xn−١)
ͬ توان م است، C کد مرتبه ی است. h درجه ی و C کد بعد ،k = n−r آن در که ͬ باشد، م n+k

همچنین باشد. صفر باید حاصلضرب این در ،Xk, Xk+١, . . . , Xn−١ ضرایب که گرفت l+k∑نتیجه
i=١ aiθi(hl+k − i) با برابر ،a(X) · h حاصلضرب در X l+k ضرایب ،l ∈ {٠, . . . , r − ١} برای

شده تولید کد بنابراین .H · at = ٠ ͬ گیریم م نتیجه است، a(X) ∈ C اینکه از لذا ͬ باشد. م
با برابر C⊥ کد بعد که آنجا از ͬ باشد. م ،(C⊥) C کد دوگان در مشمول ،H ماتریس توسط
برای مولد ماتریس ΁ی H که ͬ گیریم م نتیجه است H سطرهای تعداد  ،n − dim(C) = r

ͬ باشد. م C کد دوگان
دوگان که این اما است، شده داده دوری θ‐کد ΁ی توازن کنترل ماتریس ،[٢٢] ͽمرج در

است. نشده داده نشان بود خواهد دوری θ‐کد دوری، θ‐کدهای

که کنید فرض همچنین و کند. عاد را n ،θ خودریختͬ مرتبه ی که کنید فرض .٣ . ٢ . ١ نتیجه
که طوری به باشند، ،Fq[X, θ] حلقه  از عناصری ،h =

∑n−r
i=٠ hiX

i و g =
∑r

i=٠ giXi

h · g = Xn − ١ ∈ Z(Fq[X, θ])

دوری θ‐کد ، Fq [X,θ]
(Xn−١) خارج قسمتͬ حلقه در ،g توسط شده تولید دوری θ‐کد دوگان باشد.
ͬ باشد. م g⊥ = hn−r + θ(hn−r−١)X + · · ·+ θn−r(h٠)Xn−r توسط شده تولید

برای مولد ماتریس ΁ی کد، ΁ی در ،H توازن کنترل ماتریس ͬ دانیم، م که همانطور برهان.
بر ͬ باشد. م دوری θ‐کد ΁ی از ماتریسͬ ،H که دهیم نشان باید اکنون ͬ باشد. م دوگان کد
Xn − ١ از علیه مقسوم ΁ی ، θn−r(h٠)Xn−r + · · ·+ θ(hn−r−١)X + hn−r قبل، نتیجه اساس

ͬ باشد. م
اریب کسر میدان ΁ی دارای است، راست اور دامنه ی ΁ی Fq[X, θ] حلقه ی که آنجا از اما
کسر میدان دهنده ی نمایش Fq(X, θ) که کنید فرض ببینید.) را [١٩] ͽمرج) است. راست
این در باشد. X معکوس ،X−١ که کنید فرض همچنین و باشد Fq[X, θ] حلقه از راست
عناصر شامل ،R ⊂ Fq(X, θ) حلقه ی که کنید فرض حال .aX−١ = X−١θ(a) داریم صورت
صورت به ضرب قانون و گرفته قرار راست سمت در ضرایب آن در که باشد، ∑n

i=٠ X−iai



٣١ دوری θ‐کدهای دوگان
اریب چندجمله ای های حلقه ی با است ی΄ریخت R حلقه ی لذا ͬ باشد. م ،aX−١ = X−١θ(a)

نگاشت: .Fq[X
−١, θ−١]

ϕ : Fq[X, θ] → R ⊂ Fq(X, θ)

n∑
i=٠

aiX
i 7→

n∑
i=٠

X−iai

داریم: ،P٢ =
∑t

i=٠ biXi و P١ =
∑s

i=٠ aiXi برای لذا ͬ باشد. نم حلقه ای ی΄ریختͬ ΁ی
φ(P١ + P٢) = φ(P١ + P٢)

φ(P١P٢) = φ(

s+t∑
k=٠

∑
i+j=k

aiX
ibjX

j)

= φ(

s+t∑
k=٠

∑
i+j=k

ai · θi(bj)Xi+j)

=

s+t∑
k=٠

X−k
∑

i+j=k

θi(bj) · ai

=
s+t∑
k=٠

∑
i+j=k

X−j(X−iθi(bj))ai

= (
s+t∑
k=٠

∑
i+j=k

X−jbjX
−iai)

= φ(P٢) · φ(P١).

داریم: آنگاه باشد، xn − ١ = h · g اگر

φ(Xn − ١) = X−n − ١ = φ(h · g) = φ(g · h) = (
n−r∑
j=٠

X−jhj)(
r∑

k=i=٠
X−igj).

داریم: Fq(X, θ) میدان در ترتیب این به
Xn−r(X−n − ١)Xr = −(Xn − ١)

= (hn−r + θ(hn−r−١)X + · · ·+ θn−r(h٠)Xn−r) · g̃

،hn−r + θ(hn−r−١)X + · + θn−r(h٠) چندجمله ای بنابراین ͬ باشد. م g̃ ∈ Fq[X, θ] آن، در که
ͬ کند. م عاد را Fq[X, θ] حلقه ی در ،Xn − ١ چندجمله ای

΁ی θ آن در که ب·یرید، نظر در را F۴[X, θ] اریب چندجمله ای های حلقه ی .٣ . ٢ . ١ مثال
چندجمله ای های از استفاده با باشد. F∗۴ مولد عنوان به α و فروبنیوس خودریختͬ

g = X٢ + αX + α٢



θ‐کدها دوگان ٣٢
و

h = X٢ + αX + α

ͬ گیریم: م نتیجه ،F۴[X, θ] حلقه ی در
g · h = X۴ − ١,

چندجمله ای و
g⊥ = θ٢(α)X٢ + θ(α)X + ١ = αX٢ + α٢X + ١

در ،g توسط شده تولید کد که ͬ گیریم م نتیجه α٢g⊥ = g از استفاده با همچنین بود. خواهد
ͬ باشد. م اقلیدسͬ خود دوگان کد ΁ی ، F۴[X]

(X۴−١) خارج قسمتͬ حلقه
ͬ باشد. نم دوری θ‐کد لزوماً مرکزی، θ‐کد دوگان که ͬ دهیم م نشان اکنون

با ب·یرید. نظر در را شده، بیان ٢ فصل در که مرکزی کد θ‐[١٢,٩,٣] از مثالͬ .٣ . ٢ . ٢ مثال
کرد: محاسبه زیر صورت به دوگان، کد برای مولدی ماتریس ͬ توان م ماگما نرم افزار از استفاده

G⊥ =


١ ٠ ٠ α α ٠ α٢ ٠ α٢ α ١ α

٠ ١ ٠ ١ α α٢ α α α α٢ ٠ ٠
٠ ٠ ١ ١ ٠ α٢ ٠ α٢ ١ α ١ ١


ͬ شود: م ارائه زیر چندجمله ای توسط a = (٠, . . . , ٠, ١)G⊥ کد واژه

a(X) = X٢ +X٣ + α٢X۵ + α٢X٧ +X٨ + αX٩ +X١٠ +X١١

= (١ + x+ α٢X٣ + α٢X۵ +X۶ + αX٧ +X٨ +X٩)X٢.

نوشت، ͬ توان م هم a(X) = X٢g⊥(X) صورت به را a(X) چندجمله ای ،θ٢ = Id که آنجا از
آن در که

g⊥(X) = ١ + x+ α٢X٣ + α٢X۵ +X۶ + αX٧ +X٨ +X٩

است، ٩ درجه  از و تکین که ،g⊥ چندجمله ای اما ͬ باشد، م [١٢,٣]‐کد ΁ی C⊥ کد ͬ باشد. م
θ‐کد ΁ی ͬ تواند نم بنابراین و نیست ١٢ درجه از مرکزی چندجمله ای هیچ راست مقسوم علیه

مرکزی باشد.
محاسبه زیر تجزیه ها ی از را g⊥ چندجمله ای کران ͬ توانیم م مثال این کردن کامل برای

کنیم:
g⊥ = (X + α٢)(X + α٢)(X + ١)(X + α)(X + α)(α+ ١)(X٣X٢ + αX + ١).



٣٣ F۴ میدان روی اقلیدسͬ خود دوگان دوری θ‐کدهای محاسبه ی
چندجمله ای راست سمت ،g⊥ چندجمله ای ͽواق در

g̃ = (X٢ + ١)۶(X٣ +X + ٢(١ = X١٨ +X١٢ +X٨ +X۴ +X٢ + ١,
درجه از عاملͬ هیچ ،g⊥ چندجمله ای و بوده ١٨ چندجمله ای درجه آن در که ͬ کند. م عاد را

ͬ باشد. م g⊥ برای کران ،g̃ لذا ͬ کند. نم عاد را g̃ از ١٨ از کوچ΄تر

روی اقلیدسͬ خود دوگان دوری θ‐کدهای محاسبه ی ٣ . ٣
F۴ میدان

تعمیم ͬ نماییم. م بررسͬ را F۴ میدان روی اقلیدسͬ خوددوگان θ‐دوری کدهای بخش این در
ͬ باشد. م ساده Fq کلͬ حالت به ͬ شود م بیان F۴ میدان برای بخش این در که نتایجͬ

روی ،n ≤ ۴٠ طول با اقلیدسͬ، خود دوگان دوری θ‐کدهای همه ی محاسبه ی ما، هدف
ͬ باشد. م فروبنیوس خودریختͬ ΁ی θ آن در که ͬ باشد، م F۴[X, θ] اریب حلقه چندجمله ای های
θ‐کد که طوری به کنیم، محاسبه Xn−١ = h · g که را g اریب چندجمله ای های تمام باید لذا

باشد. خود  دوگان کد ΁ی ،C = (g)
(Xn−١) که ،C دوری

،C⊥ کد از ،g⊥ مولد چندجمله ای ضرایب که، ͬ دهد م را اجازه این ما به ٣ . ٢ . ١ نتیجه
باشد، خود دوگان کد ΁ی C کد  اینکه برای کنیم. بیان h چندجمله ای ضرایب برحسب را

باشند. داشته تفاوت ثابت ضریب ΁ی حد در باید ،g و g̃ چندجمله ای های
طول از اقلیدسͬ، خود دوگان θ‐دوری کدهای برای ،g چندجمله ای مم΄ن مولد های تمام
آورد. دست به ماگما نرم افزار در چندجمله ای این گروبنر١ پایه محاسبه ی با ͬ توان م را شده داده
،g =

∑r−١
i=٠ giXi +Xr چندجمله ای که کنید فرض چندجمله ای، دستگاه این محاسبه ی برای

n = طول با خود دوگان دوری θ‐کد ΁ی مولد چندجمله ای است، صفر مخالف g٠ آن در که
که طوری به باشد، h = Xr +

∑r−١
i=٠ hiXi چندجمله ای که کنید فرض همچنین باشد. ٢r

باشد. gh = Xn − ١
آنجا از ͬ شود. م تولید g⊥ = ١ +

∑r
i=١ θi(hr−i)X

i توسط C⊥ کد ، ٣ . ٢ . ١ نتیجه اساس بر
.g⊥ = θr(h٠)g داریم یعنͬ است، g چندجمله ای از مضربی ΁ی g⊥ چندجمله ای ،C = C⊥ که

داریم: چندجمله ای، دو ضرایب مقایسه ی با
١ = θr(h٠) · g٠
θi(hr−i) = θr(h٠) · gi, i = ٠, . . . , r − ١

با همچنین . θ = θ−١ داریم لذا ͬ باشد، م ٢ مرتبه از ،Fq از ،θ فروبنیوس خودریختͬ چون
١Groebner



θ‐کدها دوگان ٣۴
داریم: لذا و g−١٠ = g٢٠ داریم g٠ ∈ F۴ و g٠ ̸= ٠ اینکه از استفاده

h٠ = θr(g٠)٢

hr−i = θi(g٢٠ · gi), i = ٠, . . . , r − ١.
ͬ توانیم م θi(a) = a٢imod٣ اینکه به باتوجه .h = θr(g٢٠ )+

∑r
i=١ θr−i(g٢٠ )θr−i(gr−i)X

i نتیجه در
کنیم: جای·ذاری زیر صورت به ،۴ مساوی کوچ΄تر درجه از ،gi از توانͬ با را θi شامل عبارت

h = g
(٢r+١mod٣)٠ +

r∑
i=١

g
(٢r−i+١mod٣)٠ g

(٢r−imod٣)
r−i Xi.

،Xia = a٢imod٣Xi قاعده از استفاده با و (Xn − ١)− (h · g) = ٠ اریب حاصلضرب گسترش با
۴ از کمتر متغیر، هر در gi ضریب درآن که ͬ آوریم، م دست به را چندجمله ای معادله ٢r + ١
این به را g۴

i − gi = ٠ معادله ی r ͬ باشیم، م F۴ میدان در ،gi حل دنبال به که آنجا از ͬ باشد. م
ͬ رسیم، م متغیر r و چندجمله ای معادله ی ٣r + ١ با دستگاه ΁ی به لذا و ͬ افزاییم م معادلات
حل از ماگما نرم افزار در گروبنر پایه های از که ͬ باشد م ،۴ مساوی کوچ΄تر متغیر هر درجه  که

ͬ کنیم. م استفاده دستگاه این
جواب، ΁ی با متناظر g چندجمله ای هر برای باشد. متناهͬ باید جواب مجموعه وضوح به
ͬ کنیم. م محاسبه را کد آن همینگ فاصله مینیمم و ͬ کند م تولید چندجمله ای که خطͬ کد
کوچ΄تر n که ،n طول با خود دوگان دوری θ‐کد های همینگ فاصله بهترین ،٣ . ١ جدول
بهترین است، شده مشخص D با که چهارم ستون در ͬ دهد. م ارائه را ͬ باشد م ۴٠ مساوی
ستون در است. شده داده n٢ بعد و n طول با خطͬ، کد های از شده، شناخته همینگ فاصله
طول از خود دوگان، کد های برای همینگ، فاصله بهترین است، شده مشخص Ds با که پنجم،

ببینید.) را [٢٣] ͽمرج) است. شده داده n

با دوری کد های ‐θ شامل ،nd ستون که شده اند، مشخص Ed و nd با آخر ستون دو
(با معادل اند. هم با که ͬ باشد م کد هایی کلاس شامل ،Ed ستون و d همینگ فاصله  مینیمم

دادن) جای·شت
روی خود دوگان کد های از شده شناخته همینگ فاصله بهترین به همیشه که شود توجه
همینگ فاصله بهترین همچنین باشد. n ∈ {١۶,٢۴,٣٢} که زمانͬ جز به ͬ رسیم، م F۴ میدان
بهترین ،ͽواق در ͬ بخشیم. م بهبود را ͬ باشد م ١٠ با برابر که ٣۶ طول با خود دوگان کد  های
کد هایی چنین از گونه ٣۶ و ͬ باشند م ١١ همینگ فاصله دارای دوری، کد های ‐θ‐[٣۶, ١٨]
مولد چندجمله ای های ادامه، در شده اند. طبقه بندی کد ها، مشابه کلاس ٣ در که موجودند

است: شده داده نیستند، معادل که خود دوگان دوری ,٣۶]‐θ‐کد های ١٨, ١١] از تا سه
X١٨ +X١۶ + α٢X١۵ + αX١۴ + α٢X١٣ +X١٢ + αX١٠ + αX٩

+ αX٨ + α٢X۶ +X۵ + αX۴ +X٣ + α٢X٢ + α٢,



٣۵ F۴ میدان روی هرمیتͬ خود دوگان دوری θ‐کدهای محاسبه ی
X١٨ + αX١٧ + α٢X١۶ + α٢X١۵ +X١۴ +X١٣ + α٢X١٢ +X١٠

+ αX٩ + α٢X٨ +X۶ + α٢X۵ + α٢X۴ +X٣ +X٢ + αX + α٢,

X١٨ + α٢X١٧ + αX١۶ + α٢X١۵ + α٢X١۴ +X١٣ + α٢X١٢ + α٢X١١

+ α٢X١٠ +X٨ +X٧ +X۶ + α٢X۵ +X۴ +X٣ + αX٢ +X + α٢.

معادله ی ۵۵ دستگاه حل مستلزم خود دوگان، دوری ,٣۶]‐θ‐کد های ١٨] همه ی محاسبه ی
بوده ۴ مساوی کوچ΄تر متغیر ١٨ هر درجه ی آن در که ͬ باشد، م F۴ میدان روی چندجمله ای،
بررسͬ منظور به ماگما، نرم افزار در IsSelfDual دستور از باید چندجمله ای چنین هر برای و
خود دوگان متناظر کد اگر نمود. استفاده نه یا است خوددوگان متناظر کد آیا که نکته این
کدهای  همه ی آوردن دست به برای را موثرتری روش گروبنر، پایه های از استفاده روش باشد،
طول با خود دوگان، کدهای تمام محاسبه ی ͬ دهد. م ارائه شده، داده طول ΁ی از خود دوگان
(٣٠h) ١٠۵٨٠۴٫٢٧٩s کل در ماگما نرم افزار از استفاده با ،F۴ میدان روی ،۴٠ مساوی کوچ΄تر

ͬ شود. م استفاده حافظه ١۵١١٫٣٨MB و ͬ برد م زمان

روی هرمیتͬ خود دوگان دوری θ‐کدهای محاسبه ی ۴ . ٣
F۴ میدان

خود دوگان کدهای مشابه روشͬ از استفاده با را، F۴ میدان روی هرمیتͬ خود دوگان کدهای
از خودریختͬ ΁ی θ و بوده اول عدد از زوجͬ توان q کنید فرض ͬ کنیم. م محاسبه اقلیدسͬ
تعریف زیر صورت به ،Fn

q میدان روی هرمیتͬ اس΄الر ضرب باشد. Fq : a 7→ a
√
q روی ،٢ مرتبه

ͬ شود: م

∀x, y ∈ Fn
q ,⟨x, y⟩H =

n∑
i=١

xi · θ(yi).

ضرب این تحت که ͬ باشد م کلمات از مجموعه ای ،Fn
q روی دوری کد ΁ی هرمیتͬ دوگان

ͬ شود. م متعامد کد کدواژه های به هرمیتͬ اس΄الر
باشند، Fq[X, θ] اریب چندجمله ای های حلقه عناصر ،g, h =

∑r
i=٠ hiXi کنید فرض .١ . ۴ . ٣ لم

در ،g توسط شده تولید دوری θ‐کد از هرمیتͬ دوگان باشد. h · g = X٢r − ١ که، طوری به
شده تولید زیر چندجمله ای توسط و ͬ باشد م دوری کد ΁ی نیز ، Fq [X,θ]

(X٢r−١) قسمتͬ خارج حلقه
است:

gH = θ(hr) + θ٢(hr−١)X + · · ·+ θ١+r(h٠)Xr.



θ‐کدها دوگان ٣۶
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‐کد هایدوریخود دوگانباطول۴٠≥
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٣٧ F۴ میدان روی هرمیتͬ خود دوگان دوری θ‐کدهای محاسبه ی
،g⊥ مولد برای که ͬ گیریم م نتیجه ، ٣ . ٢ . ١ لم از آنگاه باشد، کد واژه ΁ی c کنید فرض برهان.

داریم: k = {٠, . . . , r − ١} هر ازای به ،C⊥ کد از
٠ = ⟨c(X), Xkg⊥⟩

=
∑

ci+k · θi+k(hr−i)

=
∑

ci+k · θ(θi+m−١+k(hr − i))

= ⟨c(X), XkgH⟩H .

که دهیم نشان باید ͬ باشد، م دوری θ‐کد ΁ی نیز هرمیتͬ دوگان کنیم ثابت اینکه برای لذا
ͬ کنیم م فرض ͬ باشد. م X٢r − ١ از راست فاکتور ΁ی ،gH چندجمله ای

ϕ : F۴[X, θ] → F۴[X, θ]

که آنجایی از باشد. شده تعریف ϕ(∑n
i=٠ aiXi) =

∑n
i=٠ θ(ai)Xi توسط

ϕ(Xa) = ϕ(θ(a)X) = θ٢(a)X = Xθ(a) = ϕ(X)ϕ(a),

(نتیجه ͬ باشد، م X٢r−١ از راست علیه مقسوم ΁ی ،g⊥ اینکه به توجه با است. مورفیسم ΁ی ϕ
داریم: راببینید) ٣ . ٢ . ١

X٢r − ١ = ϕ(X٢r − ١) = ϕ(h̃ · g⊥) = ϕ(h̃) · ϕ(g⊥)

ͬ باشد. م ϕ(g⊥) = gH که، ͬ گیریم م نتیجه و
از h چندجمله ای اینکه به باتوجه ͬ باشد. م گروبنر پایه های محاسبات اساس بر دی·ر روش

با برابر F۴[X, θ] حلقه روی هرمیتͬ خود دوگان کد

h = Xr +
r−١∑
i=١

(θr−i+١(g٢٠ )θr−i+١(gr−i)X
i) + θr+١(g٢٠ )

که ͬ کند، م تولید را معادلات از چندجمله ای دستگاه ΁ی نیز X٢r − ١ = g · h رابطه ͬ باشد. م
ͬ کنیم. م حل گروبنر پایه های از استفاده با را آن

n ≤ طول با هرمیتͬ خود دوگان دوری θ‐کدهای از همینگ فاصله بهترین ،٣ . ٢ جدول
همینگ فاصله بهترین ،Ds داریم. را d همینگ فاصله بهترین ،n هر برای ͬ دهد. م ارائه را ،۴٠
،Ed ستون و ببینید) را [٢٣] ͽمرج) n طول با هرمیتͬ خود دوگان کدهای برای شده شناخته
فاصله بهترین با جای·شت)، (با معادل که ͬ دهند م ارائه را هرمیتͬ خود  دوگان کدهای کلاس
فاصله چنین با کدی از ،g مولد چندجمله ای از مثالͬ باشد، d = Ds که هنگامͬ ͬ باشد. م d

ͬ شود. م ارائه همینگ



θ‐کدها دوگان ٣٨
n
‐کدهایدوریخود دوگانهرمیتͬباطول۴٠≥
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۴ فصل
حلقه ی روی اریب دوری کدهای

Fp + uFp

مقدمات ١ . ۴
حلقه ی و p مرتبه از Fp

گالوا١ میدان باشد. فرد اول عدد ΁ی p کنید فرض
R = Fp + uFp = {a+ ub|a, b ∈ Fp, u

٢ = ٠} =
Fp[u]

⟨u٢⟩

کنید فرض ͬ دهیم. م نمایش F∗
p = Fp − {٠} با را Fp ی΄ه های مجموعه و ͬ گیریم، م نظر در را

میدان در عنصر هر آنگاه باشد. o(θ) = |⟨θ⟩| = e > ١ مرتبه با R حلقه از خودریختͬ ΁ی θ

بود. خواهد θ(a) = a ،a ∈ Fp هر ازای به لذا و است ثابت θ تحت ، Fp متناهͬ
ͬ کند. م مشخص را Aut(R) گروه عناصر بعد لم

به دارد وجود s ∈ F∗
p عنصر آنگاه باشد. a + ub ∈ R و θ ∈ Aut(R) کنید فرض .١ . ١ . ۴ لم

ͬ باشد. م θ(a+ ub) = a+ usb که طوری
که باشد θ(u) = r + us که کنید فرض و ب·یرید نظر در را θ ∈ Aut(R) دلخواه عنصر برهان.

١Galois
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داریم: نتیجه در و ͬ باشد م u٢ = ٠ صورت این در ͬ باشد. م r, s ∈ Fp آن در

٠ = θ(u٢) = θ(u)θ(u)

٠ = (r + us)(r + us) = r٢ + ٢urs
٠ = r٢.

a+ub ∈ R اگر ͬ باشد. م θ(u) = us که طوری به s ∈ F∗
p دارد وجود و بود خواهد r = ٠ رو این از

آنگاه باشد،
θ(a+ ub) = θ(a) + θ(u)θ(b)

= a+ usb,

بود. خواهد
برای آنگاه باشد، θ(a + ub) = a + usb اگر که دهیم نشان استقراء با ͬ توانیم م همچنین

داریم: i صحیح عدد هر
θi(a+ ub) = a+ usib.

اریب چندجمله ای های مجموعه ی ب·یرید. نظر در R روی را θ خودریختͬ .١ . ١ . ۴ تعریف
ͬ کنیم: م تعریف زیر صورت به را R[x; θ]

R[x; θ] = {f(x) = a٠ + a١x+ · · ·+ anx
n|ai ∈ R, ∀i = ٠, ١, . . . , n}.

ͬ شود: م تعریف زیر صورت به آن ضرب و معمول صورت به چندجمله ایی ها این ͽجم
(axi) ∗ (bxj) = aθi(b)xi+j .

تبعیت قاعده این از که ضربی و معمولͬ ͽجم عمل با فوق چندجمله ای های تمام مجموعه
نامیده اریب چندجمله ای های حلقه که ͬ دهد م تش΄یل ناجابه جایی نوع از حلقه ΁ی ͬ کند، م
بود. خواهد (axi) ∗ (bxj) = aθi(b)xi+j آنگاه باشد، a, b ∈ Fp[x] اگر که کنید توجه ͬ شود. م

است. R[x; θ] از زیرحلقه ای Fp[x] حلقه ی بنابراین ͬ باشد. م θ(b) = b ، b ∈ Fp هر برای زیرا
مجموعه ی در چندجمله ای دو g و f کنید فرض تقسیم) (ال·وریتم ( [٢٨] ͽمرج) .١ . ١ . ۴ قضیه
دارند وجود q و v فرد به منحصر چندجمله ای آنگاه باشد. ی΄ه f پیشرو ضریب و باشند R[x; θ]

است. deg(r) < deg(f) یا r = ٠ آن در که ͬ باشد، م g = g ∗ f + r که: طوری به
مجموعه ی ،R[x; θ] حلقه ی مرکز ([٢۵] ͽمرج) .١ . ٢ . ۴ قضیه

Z(R[x; θ]) = Fp[x
e]

ͬ باشد. م e درجه از θ ∈ Aut(R) آن در که ͬ باشد، م



۴١ مقدمات
ͬ باشد. م ͹واض ١ . ٢ . ۴ قضیه از نتیجه ای عنوان به زیر نتیجه

اگر تنها و اگر ،( xn − ١ ∈ Z(R[x; θ]) ) ͬ باشد م R[x; θ] حلقه ی مرکز در xn − ١ .١ . ١ . ۴ نتیجه
.e|n

R[x; θ] حلقه ی از ،Z(R[x; θ]) مرکز در (xn − ١) چندجمله ای که ͬ دهد م نشان بالا نتیجه
فضای نتیجه در .e|n اگر تنها و اگر ͬ کند م تولید دوطرفه ایده آل ΁ی بنابراین ͬ باشد. م
دوری کد های حالت این در .e|n اگر تنها و اگر است، حلقه ΁ی Rn = R[x;θ]

⟨xn−١⟩ خارج قسمتͬ
شوند. گرفته نظر در Rn در (چپ) ایده آل های عنوان به ͬ توانند م اریب

اینکه گرفتن نظر در بدون ،n طول هر برای اریب دوری کدهای به پایان نامه از فصل این در
به نسبت مدول ها عنوان به آنها گرفتن نظر در که ͬ دهیم م نشان علاقه مندیم. e ∤ n یا e | n

قابلیت ما به مشابه، روشͬ در طول ها همه ی از اریب، دوری کدهای کردن کار برای ایده آل ها،
ͬ دهد. م بیشتری انعطاف

ͬ کنیم: م تعریف باشد. (f(x) + ⟨xn − ١⟩) ∈ Rn و r(x) ∈ R[x; θ] کنید فرض
r(x) ∗ (f(x) + ⟨xn − ١⟩) = r(x)f(x) + ⟨xn − ١⟩,

ͬ دهد: م نتیجه را زیر لم معمولͬ ͽجم با ضرب این که
است. چپ ;R[x‐مدول θ] ΁ی Rn قسمتͬ خارج فضای .١ . ٢ . ۴ لم

در که باشد، R حلقه ی از درونریختͬ ΁ی θ و Fp + uFp حلقه ی R کنید فرض .١ . ٢ . ۴ تعریف
C اگر ͬ شود م نامیده n طول از اریب دوری کد Rn از C زیرمجموعه ی ΁ی است. |⟨θ⟩| = e آن

کند: صدق زیر شرایط در
باشد. Rn از زیرمدول ΁ی C .١

است، چنین نیز آن اریب دوری شیفت های آنگاه باشد، c = (c٠, c١, . . . , cn−١) ∈ C اگر .٢
باشیم: داشته عبارتͬ به یا

(θ(cn−١), θ(c٠), . . . , θ(cn−٢)) ∈ C.

c(x) = چندجمله ای های توسط ،(c٠, c١, . . . , cn−١) ∈ Rn بردارهای از معمولͬ نمایش
کدواژه ΁ی از اریب دوری شیفت های نمایش، این با داریم. را c٠ + c١x + . . . , cn−١xn−١
با برابر که x ∗ c(x) mod (xn− ١) به ͬ شود م نظیر c(x) = c٠ + c١x+ c٢x٢ + . . . , cn−١xn−١ ∈ C

θ(cn−١) + θ(c٠)x+ · · ·+ θ(cn−٢)xn−١

ͬ باشد. م
ͬ توانیم م نیز اریب دوری کدهای برای است، متداول دوری کدهای بحث در که همانطور
این نماییم. بیان ی΄دی·ر به تبدیل قابل چندجمله ای هایی) (یا بردارهایی عنوان به را کدواژه ها

ͬ گیریم. م نظر در پایان نامه ادامه در و بعد تعریف در را قرارداد
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،C ⊆ Rx زیرمجموعه ی ΁ی اریب) دوری کدهای از چندجمله ای هایی (تعریف .١ . ٣ . ۴ تعریف

کند: صدق زیر شرایط در C اگر ͬ شود، م نامیده اریب دوری کد ΁ی
باشد. Rn از R‐زیرمدول ΁ی C .١

آنگاه است، c(x) = (a٠ + a١x+ · · ·+ an−١xn−١) ∈ C اگر .٢
x ∗ c(x) = (θ(an−١) + θ(a٠)x+ · · ·+ θ(an−٢)xr−١) ∈ C

باشد.
ͬ آوریم: م دست به را زیر لم بالا، تعریف از نتیجه ای عنوان به

;R[x‐زیر θ] ΁ی C اگر تنها و اگر است، R روی n طول از اریب دوری کد ΁ی C .١ . ٣ . ۴ لم
باشد. Rn = R[x;θ]

⟨xn−١⟩ از مدول

روی اریب دوری کد های از مولد چندجمله ای های ٢ . ۴
R

هدف کنیم. مطالعه را R روی اریب، دوری کدهای جبری ساختار علاقه مندیم بخش این در
Rn = R[x;θ]

⟨xn−١⟩ از چپ مدول ;R[x‐زیر θ] عنوان به کدها این از مولد چندجمله ای کردن پیدا ما
(١ . ٣ . ۴ لم از استفاده (با ͬ باشد. م

از و فرد به منحصر که دارد وجود g′(x) ∈ Fp[x] ΁ی ،g(x) ∈ R[x; θ] هر برای .٢ . ١ . ۴ لم
داریم: که طوری به ͬ باشد م g(x) درجه ی

g(x) ∗ u = ug(x)′.

ͬ باشد، م gi ∈ R ،i هر ازای به که آنجا از ب·یرید. نظر در را g(x) = ∑n
i=٠ gixi ∈ R[x; θ] برهان.

g(x) =
∑

(g′i + ug′′i )x
i بنابراین است. gi = g′i + ug′′i که طوری به دارند وجود g′, g′′ ∈ Fp

داریم: رو این از .usi = θi(u) ͬ گیریم م نتیجه ،١ . ١ . ۴ لم از ͬ باشد. م
g(x) ∗ u = (

∑
(g′i + ug′′i )x

i) ∗ u = (
∑

g′ix
i) ∗ u+ (

∑
ug′′i x

i) ∗ u

=
∑

g′iθ
i(u)xi +

∑
ug′′i θ

i(u)xi =
∑

g′ius
ixi +

∑
ug′′i us

ixi.

داریم: بنابراین است)، u٢ از فاکتور (شامل است صفر دوم ͽجم وضوح به
g(x) ∗ u =

∑
g′ius

ixi = u
∑

g′is
ixi = ug′(x).

است. ͹واض Fp[x] در g′ ی΄تایی اثبات، این در
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است. فرد به منحصر (٢ . ١ . ۴ لم (در g′ ∈ Fp[x] عنصر ،g ∈ Fp[x] عنصر برای نمادگذاری:
آنگاه باشد، g = g١ + ug٢ ∈ R[x; θ] اگر که کنید توجه ͬ نامیم. م g ΁شری را آن بنابراین

بود. خواهد ug = u(g١ + ug٢) = ug١ = g′u

داریم: ،s ∈ Fp برای آن در که باشد، g(x) = ١ + x+ x٢ ∈ (Fp + uFp)[x; θ] اگر .٢ . ١ . ۴ مثال
θ(a+ ub) = a+ sub,

آنگاه
g(x) ∗ u = (١ + x+ x٢) ∗ u = u+ x ∗ u+ x٢ ∗ u

= u+ θ(u)x+ θ٢(u)x٢ = u+ sux+ s٢ux٢

ͬ باشد. م g′ = s٢x٢ + sx+ ١ لذا است. g(x)u = u(١ + sx+ s٢x٢) بنابراین بود. خواهد
و ͬ باشد م gu = uh که طوری به دارد، وجود h ∈ R عنصر نامتناهͬ تعداد که کنید توجه

است. کافͬ l ∈ Fp[x] هر ازای به h = g′ + ul تعریف برای این
xn − ١ = f١(x)g١(x) فرم به ،Fp[x] حلقه ی در فاکتورهایی ،xn − ١ چندجمله ای .٢ . ٢ . ۴ لم

باشیم داشته ،R[x; θ] حلقه ی در اگر تنها و اگر دارد،
xn − ١ = f(x) ∗ g(x),

که طوری به دارند، وجود f٢(x), g٢(x) ∈ Fp[x] آن در که
f(x) = f١(x) + uf٢(x)

و
g(x) = g١(x) + ug٢(x)

ͬ باشد. م
زیرحلقه ΁ی Fp[x] که آنجا از باشد. xn− ١ = f١(x)g١(x) ،Fp[x] حلقه ی در کنید فرض برهان.
رو این از بود. خواهد xn − ١ = f١(x)g١(x) ،R[x; θ] حلقه ی در بنابراین ͬ باشد، م R[x; θ] از

داشت خواهیم
f٢(x) = g٢(x) = ٠.

f(x), g(x) ∈ Fp[x] و باشد xn − ١ = f(x) ∗ g(x) ،R[x; θ] حلقه ی در کنید فرض برعکس
که طوری به باشند، داشته وجود

f(x) = f١(x) + uf٢(x), g(x) = g١(x) + ug٢(x),
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داشت: خواهیم صورت این در باشد. برقرار

xn − ١ = f(x) ∗ g(x)

= (f١(x) + uf٢(x)) ∗ (g١(x) + ug٢(x))
= f١(x)g١(x) + f١(x) ∗ ug٢(x) + uf٢(x)g١(x).

بنابراین ͬ باشد. م f١(x)u = uk(x) که طوری به دارد، وجود k(x) ∈ Fp[x] ؟؟، لم به توجه با
داریم:

xn − ١ = f(x) ∗ g(x)

= f١(x)g١(x) + f١(x) ∗ ug٢(x) + uf٢(x)g١(x)
= f١(x)g١(x) + uk(x)g٢(x) + uf٢(x)g١(x)
= f١(x)g١(x) + u(k(x)g٢(x) + f٢(x)g١(x)).

از زیرحلقه ΁ی Fp[x] چون باشد. xn − ١ = f١(x)g١(x) + r١(x) ،Fp[x] حلقه ی در کنید فرض
داریم: رو این از بود. خواهد xn − ١ = f١(x)g١(x) + r١(x) حلقه این در بنابراین است، R[x; θ]

xn − ١ = f١(x)g١(x) + u(k(x)g٢(x) + f٢(x)g١(x))
= xn − ١ − r١(x) + u(k(x)g٢(x) + f٢(x)g١(x)),

و
r١(x) = u(k(x)g٢(x) + f٢(x)g١(x)).

و r١(x) = ٠ ،Fp[x] حلقه ی در اینکه م·ر است، تناقض ΁ی این که ͬ باشد م r١(x) ∈ Fp[x] اما
باشد. xn − ١ = f١(x)g١(x)

زیرا هستند، منحصربه فرد چندجمله ای های g١(x) و f١(x) ،٢ . ٢ . ۴ لم در که کنید توجه
منحصر  به فرد g٢(x) و f٢(x) بنابراین است. منحصربه فرد خارج قسمتͬ حلقه ی ΁ی Fp[x] حلقه

ͬ دانیم: م نیست. منحصر به فرد تقسیم حلقه ی ΁ی R[x; θ] حلقه ی زیرا نیستند،
U(R) = F∗

p + uFp,

ͬ آوریم. م دست به را U(R[x; θ]) لذا
ͬ باشد. م U(R[x; θ]) = {a+ uh(x)|a ∈ F∗

p, h(x) ∈ Fp[x]} .٢ . ٣ . ۴ لم
در ͬ باشد. م h(x) ∈ Fp[x] و a ∈ F∗

p آن در که باشد، a + uh(x) ∈ R[x; θ] کنید فرض برهان.
داریم: صورت این

(a+ uh) ∗ (a−١ − a−١uha−١) = ١ − uha−١ + uha−١ − uh ∗ a−١uha−١

= ١ − uh ∗ a−١uha−١ = ١ − u٢h١a−١ha−١

= ١.
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بود. خواهد a+ uh(x) ∈ U(R[x; θ]) رو این از

طوری به دارد، وجود g ∈ U(R[x; θ]) آنگاه باشد. f ∈ U(R[x; θ]) کنید فرض برعکس،
و f = f١ + uf٢ ،fi, gi ∈ Fp[x] برای که کنید فرض همچنین است. f ∗ g = g ∗ f = ١ که
دلالت این و بوده f ∗ g = (f١ + uf٢) ∗ (g١ + ug٢) = ١ صورت، این در باشد. g = g١ + ug٢
چندجمله ای ΁ی f١ ∈ F∗

p رو این از است. uf٢g١ + f١ug٢ = ٠ و f١g١ = ١ که: این بر دارد
f٢ ∈ Fp[x] و f١ ∈ F∗

p آن در که بوده، f = f١ + uf٢ ترتیب بدین ͬ باشد. م صفر مخالف ثابت
ͬ باشد. م

و R روی صفر مخالف اریب دوری کد ΁ی C کنید فرض
c(x) = (a٠ + a١x+ · · ·+ an−١xn−١) ∈ C

چندجمله ای ΁ی wc(x) آنگاه باشد، w وارون با R در (وارون پذیر) ی΄ه عنصر ΁ی an−١ اگر باشد.
ͬ گیریم: م نظر در را زیر موارد اریب دوری کد هر برای رو این از ͬ باشد. م C در تکین

باشد. نداشته تکین چندجمله ای  C .١
باشد. داشته تکین چندجمله ای ΁ی حداقل C .٢

ͬ کند. م طبقه بندی را ͬ کنند م پیروی ١ حالت از که اریب دوری کد های همه ی بعد لم
ندارد. تکین چندجمله ای های که باشد صفر غیر اریب دوری کد ΁ی C کنید فرض .۴ . ٢ . ۴ لم
و است C در درجه مینیمم از چندجمله ای ΁ی a(x) آن در که بود، خواهد C = ⟨ua(x)⟩ آنگاه

ͬ باشد. م xn − ١ = b(x) a(x) ∈ Fp[x]

که کنید فرض برهان.
θ(a+ ub) = a+ usb,

درجه از چندجمله ای ΁ی a(x) = a٠ + a١x+ · · ·+ uarx
r کنید فرض است. s ∈ F∗

p آن در که
.ai ∈ R و ar ∈ F∗

p داریم: i = ٠, ١, . . . , r − ١ هر ازای به آن در که است، C کد در مینیمم
که داریم توجه

ua(x) = ua٠ + ua١x+ · · ·+ uar−١xr−١ ∈ C.

آن در که ͬ باشد، م a(x) = ua(x) و ua(x) = ٠ لذا است، مینیمم درجه از C در a(x) چون
.i = ٠, ١, . . . , r هر برای ai = uai که: طوری به ،a(x) ∈ Fp[x]

بنابراین ͬ باشد، نم تکین c(x) آنگاه ب·یرید، نظر در C کد در کدواژه ΁ی را c(x) اگر
c(x) = c٠ + c١x+ · · ·+ uctx

t,

کنیم: ثابت .ci ∈ R و ct ∈ F∗
p ،t ≤ n − ١ داریم: i = ٠, ١, . . . , t − ١ ازای به آن در که

ͬ دهیم: قرار م .c(x) = uc(x)

c(x) = c١(x) + c٢(x),
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،c٢(x) در عبارت های تمام و دارند r از کمتر توانͬ ،c١(x) در موجود عبارت های تمام که جایی

است.) منحصر به فرد r).هستند r با مساوی یا بیشتر توانͬ دارای
باشد. مͬ θi(u) = usi که کنید توجه است. واحد ΁ی ct−١ کنید فرض خلف برهان به

داریم: آن در که ب·یرید، نظر در را Z(x) = z١(x)− z٢(x) ∈ C چندجمله ای
z١(x) = (st − r)−١(ar)−١xt−ra(x)

= (st − r)−١(ar)−١a٠θt−r(u)xt−r + (st − r)−١(ar)−١a١θt−r(u)xt−r+١+
· · ·+ (st − r)−١(ar)−١ar−١θt−r(u)xt−r + (st − r)−١(ar)−١arθt−r(u)xt

= (st − r)−١(ar)−١a٠θt−r(u)xt−r + (st − r)−١(ar)−١a١θt−r(u)xt−r+١+
· · ·+ (st − r)−١(ar)−١ar−١θt−r(u)xt−١ + uxt,

همچنین و
z٢(x) = (ct)

−١c(x) = (ct)
−١c٠ + (ct)

−١c١x+ · · ·+ (ct)
−١ct−١xt−١ + uxt

که بوده، C کد در t − ١ درجه از چندجمله ای ΁ی Z(x) = z١(x) − z٢(x) رو این از ͬ باشد. م
با: برابر xt−١ ضریب آن در

zt−١ = (st − r)−١(ar)−١ar−١θt−r(u)− (ct)
−١ct−١ = ηu− (ct)

−١ct−١

zt−١ ،٢ . ٣ . ۴ لم به توجه با است. (وارون پذیر) ی΄ه عنصر ΁ی ،(ct)−١ct−١ آن در که ͬ باشد، م
C زیرا است، تناقض این و دارد تکین چندجمله ای ΁ی C کد بنابراین ͬ باشد. م واحد ΁ی

ندارد. تکین چندجمله ای های
نیست. واحد ΁ی ci ،ci ∈ c٢(x) هر ازای به که دهیم نشان ͬ توانیم م مشابه روشͬ با

uc(x) = uc١(x) ∈ C آنگاه باشد، ی΄ه عنصر ΁ی ci که باشد داشته وجود i ∈ c١(x) که کنید فرض
است. تناقض که ͬ باشد م a(x) درجه از کوچ΄تر درجه با صفر مخالف چندجمله ای uc١(x) و
ci = uci ،i = ٠, ١, . . . , t هر برای و c(x) ∈ Fp[x] آن در که بوده، c(x) = uc(x) رو این از
تقسیم، ال·وریتم از استفاده با هستند. Fp[x] در دوچندجمله ای ،c(x) و a(x) بنابراین ͬ باشد. م

که: طوری به دارند، وجود r(x) و q(x) چندجمله ای های
c(x) = q(x)a(x) + r(x)

لم از استفاده با لذا است. deg r(x) < deg a(x) = deg a(x) یا و r(x) = ٠ آن در که ͬ باشد، م
داریم: ،٢ . ١ . ۴

uc(x) = uq(x)a(x) + ur(x)

= q′(x)ua(x) + ur(x).
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اینکه بر دارد دلالت بالا رابطه

ur(x) = uc(x)− q′(x)ua(x) ∈ C

ur(x) = ٠ بنابراین است. deg ur(x) < deg a(x) = deg a(x) زیرا ͬ باشد، م تناقض این ͬ باشد. م
داریم: لذا است، r(x) ∈ Fp[x] چون ͬ باشد. م

r(x) = ٠
و

uc(x) = q′(x)ua(x).

Fp[x] در چندجمله ای هایی xn − ١ و a(x) چون همچنین است. C = ⟨ua(x)⟩ رو این از
دارند، وجود Fp[x] در r١(x) و b(x) چندجمله ای های تقسیم، ال·وریتم از استفاده با ͬ باشند، م

داریم: که طوری به
xn − ١ = b(x) a(x) + r١(x),

داریم: رو این از است. deg r١(x) < deg a(x) = deg a(x) یا r١(x) = ٠ آن در که
u(xn − ١) = ub(x) a(x) + ur١(x)

= q′١(x)ua(x) + ur١(x).

داریم: ،Rn = R[x;θ]
⟨xn−١⟩ حلقه ی در

٠ = q′١(x)ua(x) + ur١(x)

یا و
ur١(x) = −q′١(x)ua(x) ∈ C,

و r١(x) = ٠ و r١(x) ∈ Fp[x] زیرا ͬ باشد، م ur١(x) = ٠ بنابراین ͬ باشد. م تناقض ΁ی که
است. xn − ١ = b(x) a(x)

و دارد تکین چندجمله ای ΁ی حداقل که باشد اریب دوری کد ΁ی C کنید فرض .۵ . ٢ . ۴ لم
که کنید فرض همچنین ب·یرید. نظر در درجه مینیمم با ،C کد در چندجمله ای ΁ی را g(x)

ͬ باشد. م xn − ١ = k(x)g(x)Rn آن در که بود، خواهد C = ⟨g(x)⟩ آنگاه باشد، تکین g(x)
کرد. ثابت را لم ͬ توان م سادگͬ به ١ . ١ . ۴ قضیه از استفاده با برهان.
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چندجمله ای ΁ی حداقل که باشد صفر مخالف اریب دوری کد ΁ی C کنید فرض .۶ . ٢ . ۴ لم
نباشند. ΁مونی درجه، مینیمم با چندجمله  ای ها همه ی که کنید فرض همچنین دارد. تکین
مینیمم با تکین چندجمله ای ΁ی را g(x) و C در درجه مینیمم با چندجمله ای ΁ی را a(x) اگر

داشت: خواهیم آنگاه ب·یریم، نظر در C در تکین چندجمله ای های تمام میان در درجه
C = ⟨g(x) + up(x), a(x)⟩ = ⟨g(x) + up(x), ua(x)⟩

همچنین و ͬ باشند م xn − ١ = b(x) a(x) ∈ Fp[x] و xn − ١ = k(x) ∗ g(x) ∈ R[x; θ] آن در که
بود. خواهد g(x) درجه از کوچ΄تر a(x) درجه

a(x) و دارد تکین چندجمله ای ΁ی حداقل که باشد. اریب دوری کد ΁ی C کنید فرض برهان.
دارای و نیست تکین a(x) چون ب·یرید. نظر در درجه مینیمم با ،C کد در چندجمله ای ΁ی را
a(x) ∈ Fp[x] آن در که است a(x) = ua(x) ،١٠ لم اثبات طبق است، C در درجه مینیمم

ͬ باشد. م
مینیمم با تکین چندجمله ای ΁ی f(x) و ،C کد در کدواژه ΁ی c(x) که کنیم فرض حال
دارند وجود Rn در r٢(x) و q٢(x) چندجمله ای دو ٢ قضیه به توجه با آنگاه باشد، C کد در درجه

داریم: که طوری به
c(x) = q٢(x) ∗ f(x) + r٢(x)

لذا ͬ باشد. م f(x) درجه از کوچ΄تر r٢(x) درجه یا و r٢(x) = ٠ آن در که
r٢(x) = c(x)− q٢(x) ∗ f(x) ∈ C

r٢(x) لذا ͬ باشد، م درجه حداقل از ،C کد در تکین چندجمله ای ΁ی f(x) چون بود. خواهد
Fp[x] در r٣(x) که داد نشان ͬ توان م راحتͬ به ،١٠ لم اثبات طبق حقیقت در نیست. تکین
و a(x) روی بر را تقسیم ال·وریتم اکنون ͬ باشد. م r٢(x) = ur٣(x) که طوری به است موجود

آوردن دست به برای ،r٣(x)

r٣(x) = q٣(x)a(x) + r۴(x)

این از ͬ باشد. م a(x) درجه از کوچ΄تر r۴(x) درجه یا و r۴(x) = ٠ آن در که ͬ کنیم. م اعمال
داریم: رو

r٢(x) = ur٣(x) = uq٣(x)a(x) + ur۴(x)
= q۴ua(x) + ur۴(x).

ur۴(x) = لذا ͬ باشد، م deg r۴(x) < deg a(̄x) = deg a(x) چون است. ur۴(x) ∈ C ترتیب بدین
داریم: است، r۴(x) ∈ Fp[x] که آنجا از است. ٠

r۴(x) = ٠
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و

r٢(x) = ur٣(x) = uq٣(x)a(̄x) = q۴ua(̄x).

بنابراین
c(x) = q٢(x)f(x) + r٢(x)

= q٢(x)f(x) + q۴ua(x)

a(x) و xn − ١ که کنید توجه ͬ باشد. م C = ⟨f, a(x)⟩ = ⟨f, ua(x)⟩ ترتیب بدین ͬ باشد. م
دهیم: قرار ͬ توانیم م تقسیم ال·وریتم از استفاده با لذا ͬ باشند. م Fp[x] در چندجمله ای هایی

xn − ١ = q۵a(x) + r۵.

است. a(x) درجه از کوچ΄تر درجه با Fp[x] در چندجمله ای ΁ی r۵(x) یا و r۵(x) = ٠ آن در که
داشت: خواهیم رو این از

u(xn − ١) = uq۵a(x) + ur۵
= q′۵ua(x) + ur۵.

ͬ آوریم: م دست به Rn در
ur۵(x) = −q′۵ua(x) ∈ C

ur۵(x) = ٠ اینکه م·ر ͬ باشد م تناقض این و است، deg ur۵(x) = deg r۵(x) < deg a(x) که
فرض علاوه به .xn − ١ = q۵a(x) و r۵(x) = ٠ داریم: پس است، r۵(x) ∈ Fp[x] چون باشد.
از استفاده با آنگاه هستند، f١(x), f٢(x) ∈ Fp[x] آن در که باشد f(x) = f١(x) + uf٢(x) کنید

داشت: خواهیم ،١ . ١ . ۴ قضیه
xn − ١ = q٣(x)(f١(x) + uf٢(x)) +R(x),

اینکه بر دارد دلالت که ͬ باشد م degR(x) < deg f(x) = deg f١(x) یا R(x) = ٠ آن در که
نتیجه است، C کد در درجه مینیمم با تکین چندجمله ای ΁ی f(x) اینکه به توجه با .R(x) ∈ C

.R(x) = w(x)ua(x) = uw١(x)a(x) داریم: ٢ . ١ . ۴ لم به باتوجه نیست. تکین R(x) که ͬ گیریم م
داریم: ترتیب بدین

xn − ١ = q٣(x)(f١(x) + uf٢(x)) + uw١(x)a(x)
= q٣(x)f١(x) + q٣(x)uf٢(x) + uw١(x)a(x)
= q٣(x)f١(x) + uq۴(x)f٢(x) + uw١(x)a(x).
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داریم: ،Fp[x] حلقه ی در بنابراین

xn − ١ = q٣(x)f١(x).

باشد، داشته وجود f١(x) درجه از R[x; θ] در g(x) چندجمله ای ΁ی باید ،٢ . ٢ . ۴ لم به توجه با
پس باشد. R[x; θ] در xn − ١ از راست مقسوم علیه ΁ی g(x) که طوری به

g(x) = f١(x) + ul١(x)

ͬ باشد. م f١(x) درجه ی از کمتر درجه از Fp[x] در چندجمله ای ΁ی l١(x) آن در که بود خواهد
داشت: خواهیم ترتیب بدین

f(x) = f١(x) + uf٢(x)
= g(x)− ul١(x) + uf٢(x)
= g(x) + u(f٢(x)− l١(x)).

بنابراین
C = ⟨f, a(x)⟩ = ⟨f, ua(x)⟩ = ⟨g(x) + u(f٢(x)− l١(x)), ua(x)⟩

deg a(x) < و xn − ١ = b(x) a(x) ∈ Fp[x] ،xn − ١ = k(x)g(x) ∈ R[x; θ] همچنین بوده،
ͬ باشند. م deg g(x)

داریم: آنگاه باشد، C = ⟨g(x) + up(x), a(x)⟩ = ⟨g(x) + up(x), ua(x)⟩ کنید فرض .٢ . ٧ . ۴ لم
.xn−١

g up ∈ ⟨ua⟩ و a(x)|g(x) mod u

فرض همچنین باشد. C = ⟨g(x) + up(x), a(x)⟩ = ⟨g(x) + up(x), ua(x)⟩ کنید فرض برهان.
ͬ توانیم م تقسیم ال·وریتم به توجه با ͬ باشد. م c(x) ∈ Fp[x] آن در که بوده uc(x) ∈ C که کنید

بنویسیم:
c(x) = q(x)a(x) + r(x),

داشت: خواهیم رو این از است. a(x) درجه از کوچ΄تر r(x) درجه یا و r(x) = ٠ که جایی
uc(x) = uq(x)a(x) + ur(x)

= q′(x)ua(x) + ur(x).

زیرا ͬ باشد، م تناقض ΁ی این است. ur(x) ∈ C که این بر دارد دلالت بالا عبارت
deg ur(x) = deg r(x) < deg a(x) = dega(x).
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لذا ͬ باشد. م r(x) ∈ Fp[x] چون است، r(x) = ٠ و ur(x) = ٠ بنابراین
uc(x) = uq(x)a(x) = q′(x)ua(x) ∈ ⟨ua⟩

uc(x) ∈ و c(x) = q(xa(x)) داریم: ،uc(x) ∈ C فرم به چندجمله ای هر برای رو این از است.
داشت: خواهیم ͬ باشد، م u(g(x) + up(x)) = ug(x) ∈ C چون .⟨ua⟩

a(x)|g(x) mod u.

داریم: همچنین
xn − ١

g
(g(x) + up(x)) =

xn − ١
g

up(x) = u(
xn − ١

g
)p(x) ∈ C,

ͬ باشد. م xn−١
g up ∈ ⟨ua⟩ رو این از

آنگاه باشد، R حلقه ی روی صفر مخالف اریب دوری کد ΁ی C کنیم فرض اگر .٢ . ١ . ۴ قضیه
ͬ کند: م پیروی زیر حالت های از ی΄ͬ از C

چندجمله ای ΁ی a(x) که جایی است، C = ⟨ua(x)⟩ پس ندارد. تکین چندجمله ای های C .١
ͬ باشد. م xn − ١ = b(x) a(x) ∈ Fp[x] و درجه مینیمم با C در

که است، C = ⟨g(x)⟩ پس دارد. C در درجه مینیمم از g(x) تکین چندجمله ای ΁ی C .٢
ͬ باشد. م xn−١ = k(x)∗g(x) ∈ Rn و بوده C در درجه مینیمم با چندجمله ای ΁ی g(x) آن در
خواهیم پس ͬ باشند، نم درجه مینیمم دارای C کد در تکین چندجمله ای های همه ی .٣

داشت:
C = ⟨g(x) + up(x), a(x)⟩ = ⟨g(x) + up(x), ua(x)⟩,

΁ی g(x) و ͬ باشد نم تکین که است C در درجه مینیمم با چندجمله ای ΁ی a(x) آن در که
ͬ باشد. م C در تکین چندجمله ای های همه ی میان در درجه مینیمم با تکین چندجمله ای

داریم: همچنین
xn − ١ = k(x) ∗ g(x)inR[x; θ],

xn − ١ = b(x) a(x) ∈ Fp[x],

a(x)|g(x) mod u,

و
xn − ١

g
up ∈ ⟨ua⟩.

ͬ شود. م حاصل ٢ . ٧ . ۴ و ۶ . ٢ . ۴ ،۵ . ٢ . ۴ ،۴ . ٢ . ۴ لم های از اثبات برهان.
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Abstract

In analogy to cyclic codes, we study linear codes over finite fields obtained from left ideals in a
quotient ring of a (non-commutative) skew polynomial ring. The results in this thesis show how
existence and properties of such codes are linked to arithmetic properties of skew polynomials.
This class of codes is a generalization of the θ-cyclic codes discussed earlier in the literature.
However, θ-cyclic codes are powerful representatives of this family and we show that the dual of
a θ-cyclic code is still θ-syclic. Using Groebner bases, we compute all Euclidean and Hermitian
self-dual θ-cyclic codes over F4 of length less than 40, including a [36, 18, 11]-Euclidean self-dual
θ-cyclic code which improves the previously best known self-dual code of length 36 over F4.

Keywords: Automorphism, Cyclic code, Euclidean self dual code, Finite field, Generator ma-
trix, Hamming distance, Hermitian self dual code, Left ideal, Monic polynomial, Parity check
matrix, Quotient ring, Skew polynomials ring, Two-sided ideal.



Shahrood University of Technology

Faculty Of Mathematical Sciences

MSc Thesis in: Graphs and Combinatorics

Cyclic codes over non-commutative skew
polynomial rings

By: Nahid Bagheri Hashemabad

Supervisors
Dr. Sadegh Rahimi Sherbaf
Dr. Abdollah Alhevaz

Advisor
Dr. Ebrahim Hashemi

October 2018


	فهرست جداول
	تعاریف و قضایای مقدماتی
	مقدمه 
	مفاهیم جبری
	مفاهیم کد‌گذاری
	کدهای خطی
	ماتریس مولد و ماتریس کنترل توازن
	کد‌گذاری کد‌های خطی
	کد‌های دوری
	کدهای خوددوگان اقلیدسی و هرمیتی

	قضایا

	کلیات -کدها
	برخی از خواص کد‌ها
	طول -کدها

	دوگان -کدها
	مقدمه
	دوگان -کدهای دوری
	محاسبه‌ی -کدهای دوری خود‌دوگان اقلیدسی روی میدان F4
	محاسبه‌ی -کدهای دوری خود‌دوگان هرمیتی روی میدان F4

	کدهای دوری اریب روی حلقه‌ی Fp+uFp
	مقدمات
	چندجمله‌ای‌های مولد از کد‌های دوری اریب روی R

	مراجع
	واژه‌نامه فارسی به انگلیسی
	واژه‌نامه انگلیسی به فارسی



