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اری... پاس 
. مهربان نهایت بی كه را تو سپاس نیست. متصور برایت حدی را تو كه ر ش خدایا!
تمام بر گاه تكیه تو و عالم تمام بر محیط كه توست آن از سپاس و حمد خدایا!
از وجودم بند بند ناتوانم. تو وصف از من كه گویایی قدر آن تو معبودا! موجودات.

شود. م روشن و گرم كه توست نور شعاع
وظیفه است رسیده پایان به علم دوره ی این متعال خداوند عنایت با که اکنون
این انجام در طریق به که کسان به نسبت را خود قلبی ر تش که م دانم را خود
بی دریغ زحمات از م دانم خود وظیفه  ی آغاز در دارم. ابراز نموده اند یاری مرا پژوهش
کنم قدردان و ر تش صمیمانه ناظم علیرضا دکتر آقای جناب خود، راهنمای استاد
و بردم فراوان حاصل پژوهش پیشبرد راستای در ایشان ارزنده  راهنمایی های از که

هستم. ایشان والای منش و انسانیت و علم تب م شاگرد همواره
ارزشمندشان، کم های و دلاویز نکته های خاطر به توحیدی عمران دکتر آقای جناب از
دکتر آقای جناب فرهیخته اساتید از م دانم لازم همچنین م کنم. ر تش صمیمانه
هادی محمد دکتر آقای جناب و طهران احسن حجت دکتر آقای جناب ، عفت سهراب
و ر تش وجود تمام با گرفتند عهده به را پایان نامه این داوری که ندری اس نوری

نمایم. قدردان
نمودند، یاری ام راه این در قلبشان و اندیشه با که عزیزان و دوستان همه از پایان در

م نمایم. قدردان و ر تش خالصانه
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ه



نامه تعهد
اه دانش ریاض علوم کاربردی ریاض رشته دکتری دانشجوی پور حسین سلیمان اینجانب
از رده ای حل برای کسری مرتبه پایه های از کاربرد ی عنوان با پایان نامه نویسنده شاهرود،

م شوم: متعهد ناظم علیرضا راهنمایی تحت ، تأخیری کسری بهینه کنترل مسائل
برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط پایان نامه این در تحقیقات •

است.
شده استناد استفاده مورد مرج به پژوهش گران، ر دی پژوهش های نتایج از استفاده در •

است.
مدرک نوع هیچ دریافت برای ری دی فرد یا خود، توسط کنون تا پایان نامه، این مطالب •

است. نشده ارایه هیچ جا در امتیازی یا
نام با مستخرج مقالات و دارد، تعلق شاهرود صنعت اه دانش به اثر، این معنوی حقوق •
خواهد چاپ به “ Shahrood University of Technology “ یا “ شاهرود صنعت اه دانش “

رسید.
بوده اند، تاثیرگذار پایان نامه اصل نتایج آوردن به دست در که افرادی تمام معنوی حقوق •

م گردد. رعایت پایان نامه از مستخرج مقالات در
آنها) بافت های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •

است. شده رعایت اخلاق اصول و ضوابط است، شده استفاده
افراد شخص اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •
شده رعایت انسان اخلاق اصول و رازداری اصل است)، شده استفاده (یا یافته دسترس

است.
پور حسین سلیمان
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نشر حق و نتایج یت مال
برنامه های کتاب، مستخرج، ( مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
شاهرود صنعت اه دانش به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم افزارها رایانه ای،

شود. ذکر مربوطه علم تولیدات در ، مقتض نحو به باید مطلب این م باشد.
نم باشد. مجاز منبع ذکر بدون پایان نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده •

و



یده چ
مسائل این حل برای نوین روش های به نیاز بهینه، کنترل مسائل شدن پیچیده تر و توسعه با
باشند، حافظه دارای یا و پیچیده دینامی دستگاه های که هنگام یافته است. گسترش
حرکت ها موارد، گونه این در نم کنند. پیروی معمول مشتق قوانین از ر دی انتشار و جنبش
در فراوان کاربردهای دلیل به تاخیری سیستم های م کنند. پیروی کسری مرتبه قوانین از
و گرفته است قرار مختلف رشته های محققان توجه مورد همواره پزش و مهندس علوم،
نتایج مشاهده و موضوع دو این ترکیب به منجر کسری مشتق ر عمل بودن غیرموضع ویژگ
در تاخیری کسری بهینه کنترل مسائل برای دقیق جواب یافتن که آنجایی از شده است. بهتر
مورد زمینه این در مختلف عددی روش های اخیر سالهای طول در ندارد، وجود کل حالت

ی همواره کسری، مشتق ساختار با متناسب عددی روش انتخاب گرفته است. قرار مطالعه
چندجمله ای های مطالعه به نامه پایان این در بوده است. زمینه این در مهم چالش های از
حل برای مونتس‐لژاندر چندجمله ای های پایه بر عددی روش و م پردازیم کسری مرتبه
پیشنهادی روش مقایسه برای همچنین م دهیم. ارائه تاخیری کسری بهینه کنترل مسائل
مورد هار موج های و پالس بلاک ناهموار پایه توابع تاخیری، مسائل جواب های ساختار و

شده اند. مقایسه عددی روش چند با و گرفته قرار بررس

کسری، مرتبه چندجمله ای های تاخیری، کسری بهینه کنترل کسری، مشتق کلیدی: کلمات
پالس بلاک توابع هار، موج های

ز



پایان نامه از مستخرج مقالات لیست

اول: مقاله .١
S. Hosseinpour, A. Nazemi, Solving fractional optimal control problems with fixed or free

final states by Haar wavelet collocation method, IMA Journal of Mathematical Control

and Information, (2016) 543–561.

دوم: مقاله .٢
S. Hosseinpour, A. Nazemi, A collocation method via block-pulse functions for solving delay

fractional optimal control problems, IMA Journal of Mathematical Control and Information,

(2016) 1–23.
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١ فصل
نیازها پیش و کسری حسابان بر مروری

مقدمه ١ . ١
قرن حساب عنوان به است کرده پیدا اخیر سال های در که اهمیت دلیل به کسری حسابان
نیس٢ لایب و هوپیتال١ بحث های به و ١٧ قرن به کسری حسابان ریشه است. شده معرف ٢١
دانشمندان از بسیاری رو این از م گردد. باز dx

١٢
dt

١٢
صورت به مشتق برای نمادی معرف برای

در هوپیتال به نیس لایپ نامه اولین با مصادف ١۶۶٩ سپتامبر ٣٠ را کسری حسابان تولد تاریخ
جدید مفهوم این تعمیم و بسط برای بسیاری تلاش های مختلف، ریاضیدانان م گیرند. نظر
مانده باق ناشناخته سال ها تا جدید مفهموم این تفسیر و کاربردها اما دادند انجام ریاضیات در
مسائل چارچوب در کسری مشتق ر عمل از بار اولین برای [١٠] ناتینگ٣ ١٩٢٠ سال در  بود.
مواد از بعض برای فشار۵ و کشش۴ میزان فرمول که کرد مشاهده او کرد. استفاده فیزی
پیشنهاد که بود کس اولین [١٠] جمنت۶ شود. بیان زمان از کسری توان صورت به م تواند

داد. ارائه معادلات این برای را کسری مشتق از استفاده
١Hopital
٢Leibniz
٣Nutting
۴Strain
۵Stress
۶Gemant

١
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پیش نیازها ١ . ٢
.[٢٧] م پردازیم پیش نیازها و تعاریف از برخ مرور به قسمت این در

،x 7→ ∥x∥ که ∥.∥ : X −→ R+ تابع باشد. برداری فضای ی X کنید فرض .١ . ٢ . ١ تعریف
باشیم داشته λ ∈ R و x, y ∈ X هر برای اگر تنها و اگر است X روی نرم ی

.x = ٠ ⇔ ∥x∥ = ٠ (١
.∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥ (٢

.∥λx∥ = |λ|∥x∥ (٣
بعض م شود. نامیده نرم دار٧ برداری فضای ی (X, ∥.∥) آنگاه باشد، X روی نرم ی ∥.∥ اگر

از عبارتند نرم ها مهم ترین از
داریم p ≥ ١ حقیق عدد برای :Lp نرم (١

∥x∥p = (|x١|p + |x٢|p + · · ·+ |xn|p)
١
p .

صورت به و است p→ ∞ که وقت Lp نرم حد نرم این نواخت٨: ی نرم یا L∞ بینهایت نرم (٢
م شود تعریف زیر

∥x∥∞ := max(|x١|, |x٢|, · · · , |xn|).

که f : [a, b] → R توابع همه مجموعه به Lp[a, b] ،p ∈ [١,∞) هر برای .١ . ٢ . ٢ تعریف
م کنند تعریف f ∈ Lp[a, b] هر برای م شود. گفته

∫ b

a
|f(x)|pdx <∞

∥f(.)∥p :=
(∫ b

a
|f(x)|pdx

) ١
p
.

ر دی عبارت به م دهند. نمایش AC[a, b] با را مطلق پیوسته توابع همه فضای .١ . ٢ . ٣ تعریف
f(x) ∈ AC[a, b] ⇔ f(x) = c+

∫ x

a
ϕ(t)dt, ϕ(t) ∈ L[a, b], c = f(a).

تنها و اگر م گویند، باناخ یا کامل فضای را (X, ∥.∥) دار نرم برداری فضای ی .۴ . ١ . ٢ تعریف
باشد. X در را هم X در کوش دنباله هر اگر

پیوسته جزئ مشتقات دارای f و Ω ∈ Rn که f : Ω → R توابع همه مجموعه .۵ . ١ . ٢ تعریف
م دهند. نمایش Ck(Ω) با را م باشد، k مرتبه تا

٧Normed vector space
٨Infinity norm or uniform norm



٣ پیش نیازها
روی داخل ضرب ی ⟨., .⟩ اگر باشد، حقیق برداری فضای ی X کنید فرض .۶ . ١ . ٢ تعریف

م شود. نامیده داخل ضرب فضای ی (X, ⟨., .⟩) آنگاه باشد، X
(X, ∥.∥) اگر تنها و اگر م نامند ٩ هیلبرت فضای ی را داخل ضرب فضای ی .١ . ٢ . ٧ تعریف

م شود. تعریف ∥x∥ =
√

⟨x, x⟩ داخل ضرب صورت به ∥.∥ نرم که باشد باناخ فضای ی

سوبولف فضای
نرم از ترکیبی که نرم ی با که است توابع از برداری فضای ی سوبولف١٠ فضای ، ریاض در
مناسب حالت ی در مشتقات م شود. تعریف است مفروض مرتبه تا مشتقاتش و توابع از Lp

سوبولف فضای شهودی، بطور م شوند. تعریف شود کامل فضا اینکه برای ضعیف مشتق از
با دیفرانسیل معادلات مثل کاربردی حوزه های برای و م باشد مشتقاتش و توابع از فضا ی

م گیرد. قرار استفاده مورد شده است مجهز نرم ی با که جزئ مشتقات
و شد خواهد یافت سوبولف فضای در طبیع بطور جزئ مشتقات با دیفرانسیل معادله جواب
بیستم قرن در شده است. تعریف کلاسی فرم به مشتق ی با که پیوسته توابع فضای در نه
معادله ی جواب های مطالعه برای دقیق فضاهای C١, C٢, · · · فضاهای که شد مشخص
فضاها این برای مناسب زین جای ی عنوان به سوبولف فضای رو این از نیستند. دیفرانسیل

گرفته م شود. نظر در
f ∈ LP [a, b] توابع از مجموعه ای زیر برای W k,p سوبولف فضای (R (روی بعدی ی حالت در

گرفته م شود نظر در زیر نرم با

∥f(.)∥k,p =
k∑

i=٠
∥f (i)(i)∥Lp =

k∑
i=٠

(∫ b

a
|f (i)(t)|pdt

) ١
p
.

سوبولف فضای p = ٢ که هنگام است. باناخ فضابای ی W k,p ،∥.∥k,p نرم گرفتن نظر در با
برای م شود. تعریف داخل ضرب نتیجه در و Hk = W k,٢ م دهد: ل ش را هیلبرت فضای
کسری مشتق از استفاده با سوبولف فضای همچنین و سوبولف فضای مورد در بیشتر مطالعه

کنید. مطالعه را [٣]

کرونکر حاصلضرب
ماتریس دو روی بر ری عمل م شود، داده نمایش ⊗ با که کرونکر١١ حاصلضرب ریاضیات در
با نباید ضرب نوع این م باشد. بلوک ماتریس ی صورت به خروج با مختلف اندازه های با

شود. گرفته اشتباه ماتریس دو معمول ضرب
٩Hilbert space

١٠Sobolev space
١١Kronecker product
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ی A ⊗ B کرونکر حاصلضرب آنگاه باشد، p × q ماتریس ی B و m × n ماتریس ی A اگر

[٢۵] است زیر صورت به mp× nq بلوک ماتریس

A⊗B =


a١١B · · · a١nB... ... ...
am١B · · · amnB

 ,

آن در که
(A⊗B)p(r−١)+v,q(s−١)+w = arsbvw.

مثال برای

١ ٢
٣ ۴

⊗

٠ ۵
۶ ٧

 =


١ ·

٠ ۵
۶ ٧

 ٢ ·

٠ ۵
۶ ٧


٣ ·

٠ ۵
۶ ٧

 ۴ ·

٠ ۵
۶ ٧



 =


٠ ۵ ٠ ١٠
۶ ٧ ١٢ ١۴
٠ ١۵ ٠ ٢٠
١٨ ٢١ ٢۴ ٢٨

 .

کسری حسابان در پرکاربرد توابع ١ . ٣
کسری حسابان در پرکاربرد توابع مهم ترین از بعض معرف به خلاصه بطور بخش این در

نمایید. مطالعه را [٢٧] م توانید زمینه این در بیشتر مطالعه برای م پردازیم.

گاما تابع
بیان را باشد مختلط n اگر حت n دلخواه عدد هر برای را فاکتوریل) n) n! مفهوم گاما تابع

م شود تعریف زیر صورت به گاما تابع م کند.
Γ(α) =

∫ ∞

٠ e−ttα−١dt, R(α) > ٠.
از عبارتند گاما تابع خواص از برخ م باشد. α حقیق قسمت R(α) که

Γ(α+ ١) = αΓ(α), α ∈ C\{٣−,٢−,١−,٠, . . .}, (١
داریم جزء به جزء گیری انتگرال روش از استفاده با زیرا

Γ(z + ١) =
∫ ∞

٠
e−ttzdt = lim

b→∞

(
− e−ttz

∣∣∣b٠)+ z

∫ ∞

٠
e−ttz−١dt = zΓ(z).

.Γ(n+ ١) = n! که م گیریم نتیجه روشن به
گرفت. نظر در فاکتوریل مفهوم تعمیم را گاما تابع توان م رو این از



۵ کسری حسابان در پرکاربرد توابع
داد نشان م توان راحت به اول خاصیت از استفاده با (٢

Γ(α) =
Γ(α+m)

α(α+ ١) · · · (α+m− ١) ,
−m < R(α) < −m+ ١, m ∈ Z+ , α ̸= {٢−,١−,٠, . . .},

م آید. بدست نتیجه این راحت به اول خاصیت از استفاده با که
[٢٨] است زیر صورت به گاما تابع حدی تعریف (٣

Γ(α) = lim
n→∞

n!nα

α(α+ ١) · · · (α+ n)
, R(α) > ٠.

گاما تابع نمودار :١ . ١ ل ش

نمایید. مشاهده را گاما تابع نمودار م توانید ١ . ١ ل ش در

بتا تابع
تابع کرد. استفاده گاما توابع از مشخص ترکیب جای به بتا تابع از است بهتر موارد بعض در

م شود تعریف زیر صورت به بتا
B(x, y) =

∫ ١
٠ tx−١)١ − t)y−١dt , (R(x) > ٠,R(y) > ٠).

است زیر صورت به گاما تابع و بتا تابع بین رابطه [٢٨] .١ . ٣ . ١ لم
B(x, y) =

Γ(x)Γ(y)

Γ(x+ y)
, x, y ∈ C.
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لفلر میتاگ تابع
توابع ه مل عنوان به کسری، حسابان در آن کاربرد و اهمیت دلیل به ١٢ لفلر میتاگ تابع
به پارامتری دو و پارامتری تک تابع نوع دو به تابع این م شود. گرفته نظر در کسری حسابان

م شود تقسیم زیر صورت
Eα(z) =

∞∑
k=٠

zk

Γ(αk + ١) , Eα,β(z) =
∞∑
k=٠

zk

Γ(αk + β)
, α, β > ٠, z ∈ C.

استفاده با دارد، صحیح مرتبه دیفرانسیل معادلات نظریه در را مهم نقش که ez نمایی تابع
م شود نوشته زیر صورت به پارامتری تک لفلر میتاگ تابع از

E١(z) =
∞∑
k=٠

zk

Γ(k + ١) =

∞∑
k=٠

zk

k!
= ez.

زیادی بسیار اهمیت پارامتری دو ‐لفلر میتاگ تابع است. را هم z ∈ C هر برای Eα(z) تابع
است شده بیان زیر در آن خاص حالت های از برخ که دارد کسری حسابان در
E٠(z) = ١

١ − z
, E٢,١(−z٢) = cos(z), E١,٢(z) =

ez − ١
z

,

E٢,١(z٢) =
∞∑
k=٠

z٢k
Γ(٢k + ١) =

∞∑
k=٠

z٢k
(٢k)! = cosh(z).

هندس فوق تابع
از استفاده با که است هندس فوق تابع کسری حسابان در توابع پرکاربردترین از ر دی ی

م شود تعریف زیر صورت به هندس فوق سری
pFq(a١, · · · , ap; b١, · · · , bq;x) =

∞∑
k=٠

(a١)k(a٢)k · · · (ap)k
(b١)k(b٢)k · · · (bq)k

xk

k!
, |x| < ١,

م شوند محاسبه زیر صورت به ضرایب که
(a)k =

Γ(a+ k)

Γ(a)
= a(a+ ١) · · · (a+ k − ١).

م شود نوشته زیر صورت به هندس فوق تابع q = ١ و p = ٢ ازای به مثال برای

٢F١(a, b; c;x) =
∞∑
k=٠

(a)k(b)k
(c)k

xk

k!
, |x| < ١.

است زیر اولر١٣ هندس فوق دیفرانسیل معادله جواب تابع این
x(١ − x)

d٢y(x)
dx٢ + [c− (a+ b+ ١)x]dy(x)

dx
− aby(x) = ٠.

١٢Mittag-Leffler function
١٣Euler’s hypergeometric differential equation



٧ کسری مرتبه انتگرال و مشتقات
مثال برای شوند. بیان هندس فوق تابع حسب بر م توانند معروف توابع از بسیاری

ln(١ + x) = x ٢F١)١, ٢;١;−x),
(١ − x)−a = ٢F١(a, ١; ١;x),
arcsin(x) = x ٢F١(

١
٢ ,

١
٢ ;

٣
٢ ;x٢).

کسری مرتبه انتگرال و مشتقات ۴ . ١
از بعض به اینجا در که است موجود کسری مرتبه انتگرال و مشتق برای مختلف تعاریف
را بیشتر قضیه های و تعاریف م پردازیم. کسری مرتبه انتگرال و مشتق تعاریف مهم ترین

کنید. مشاهده [٢٧] در م توانید

وف گرانوالد‐لتنی انتگرال و مشتق
فرمول

f ′(t) = lim
h→٠

f(t)− f(t− h)

h
,

شود. ارگرفته ب بالاتر مراتب مشتقات محاسبه برای بازگشت صورت به م تواند مشتق برای
م شود تعریف زیر صورت به دوم مرتبه مشتق مثال برای

f ′′(t) = lim
h→٠

f ′(t)− f ′(t− h)

h
= lim

h→٠
f(t)− ٢f(t− h) + f(t− ٢h)

h٢ .

داریم را زیر فرمول n مثبت و صحیح مرتبه مشتق برای کل حالت در

f (n)(t) = lim
h→٠

١
hn

n∑
r=٠

(−١)r
(
n

r

)
f(t− rh), n ∈ N.

داشت خواهیم را زیر تعریف منطق طور به باشد، مثبت و صحیح n که محدودیت این حذف با

GL
a Dα

t f(t) = lim
h→٠

١
hα

⌊ t−a
h

⌋∑
k=٠

(−١)k
(
α

k

)
f(t− kh), α > ٠, (١ . ١)

در (١ . ١) کسری مشتق تقریب برای م باشد. صحیح جزء دهنده نشان ⌊.⌋ و a ≤ t ≤ b که
.[٢۶] م شود استفاده متناه مجموع با تعریف این از عددی، روش های

از وف١۴ گرانوالد‐لتنی کسری انتگرال ،(١ . ١) فرمول در α و −α جایی به جا با م توان
١۴Grünwald–Letnikov



نیازها پیش و کسری حسابان بر مروری ٨
کرد تعریف را α مرتبه

GL
a Iαt f(t) = lim

h→٠h
α

⌊ t−a
h

⌋∑
k=٠

(−١)k
(
−α
k

)
f(t− kh)

= lim
h→٠

hα

Γ(α)

⌊ t−a
h

⌋∑
k=٠

Γ(k + α)

Γ(k + ١) f(t− kh), α > ٠.

ریمن‐لیوویل انتگرال و مشتق
فرمول طبق آنگاه باشد. پذیر انتگرال (a, t) متناه بازه هر در و پیوسته f(τ) م کنیم فرض

داریم n ∈ N هر برای کوش
In(t) =

١
Γ(n)

∫ t

a
(t− τ)n−١f(τ)dτ, (١ . ٢)

انتگرال های ، کوش فرمول از گرفتن الهام با م دهد. نشان را انتگرال گیری بار n ،In که
م شوند تعریف زیر صورت به R(α) > ٠ که α ∈ C دلخواه مرتبه از tIαb f و aI

α
t f ریمن‐لیوویل

aI
α
t f(t) =

١
Γ(α)

∫ t

a
(t− τ)α−١f(τ)dτ, (t > a), (١ . ٣)

tI
α
b f(t) =

١
Γ(α)

∫ b

t
(τ − t)α−١f(τ)dτ, (t < b). (۴ . ١)

با .[٢٧] م شوند نامیده ریمن‐لیوویل راست و چپ انتگرال های ترتیب به انتگرال ها این
RL
t Dα

b f و RL
a Dα

t f ریمن‐لیوویل راست و چپ کسری مشتقات کسری، انتگرال های از استفاده
م شوند تعریف زیر صورت به R(α) ≥ ٠ که α مرتبه از

(RL
a Dα

t f)(t) =
( d
dt

)n
(aI

n−α
t f)(t)

=
١

Γ(n− α)

( d
dt

)n
∫ t

a
(t− τ)n−α−١f(τ)dτ, (n = ⌊R(α)⌋+ ١, t > a), (۵ . ١)

(RL
t Dα

b f)(t) =
(
− d

dt

)n
(tI

n−α
b f)(t)

=
١

Γ(n− α)

(
− d

dt

)n
∫ b

t
(τ − t)n−α−١f(τ)dτ, (n = ⌊R(α)⌋+ ١, t < b). (۶ . ١)

آنگاه ،α = n ∈ N٠ وقت خاص، حالت در
(RL
a D٠

t f)(t) = (RL
t D٠

bf)(t) = f(t)

(RL
a Dn

t f)(t) = f (n)(t), (RL
t Dα

b f)(t) = (−١)nf (n)(t)

ریمن‐لیوویل کسری انتگرال و مشتق خواص
م پردازیم. ریمن‐لیوویل کسری انتگرال و مشتق ویژگ های مهمترین از برخ به اینجا در

کرد. مشاهده [٢٨ ،٢٧] در توان م را بیشتر جزئیات و اثبات



٩ کسری مرتبه انتگرال و مشتقات
خط ریمن‐لیوویل کسری انتگرال و مشتق ر عمل صحیح، مرتبه گیری مشتق همانند (١

است
RL
a Dα

t (c١f١ + c٢f٢) = c١ RL
a Dα

t f١ + c٢ RL
a Dα

t f٢ c١, c٢ ∈ R,

aI
α
t (c١f١ + c٢f٢) = c١ aI

α
t f١ + c٢ aI

α
t f٢ c١, c٢ ∈ R.

آنگاه ،R(β) > ⌊R(α)⌋+ ١ که β ∈ C و R(α) ≥ ٠ اگر (٢
(aI

α
t (t− a)β−١) = Γ(β)

Γ(β + α)
(t− a)β+α−١, (R(α) > ٠), (١ . ٧)

(RL
a Dα

t (t− a)β−١) = Γ(β)

Γ(β − α)
(t− a)β−α−١, (R(α) ≥ ٠), (١ . ٨)

و
(tI

α
b (b− t)β−١) = Γ(β)

Γ(β + α)
(b− t)β+α−١, (R(α) > ٠),

(RL
t Dα

b (b− t)β−١) = Γ(β)

Γ(β − α)
(b− t)β−α−١, (R(α) ≥ ٠).

ریمن‐لیوویل کسری مشتق کل حالت در آنگاه ،R(α) ≥ ٠ و β = ١ اگر خاص حالت در
مثال برای نیست. صفر ثابت تابع از

(RL
a Dα

t ١)(t) = (t− a)−α

Γ(١ − α)
, (RL

t Dα
b ١)(t) = (b− t)−α

Γ(١ − α)
.

داریم j = ١,٢, · · · , ⌊R(α)⌋+ ١ برای ر دی طرف از

(RL
a Dα

t (t− a)α−j)(t) = ٠, (RL
t Dα

b (b− t)α−j)(t) = ٠.
آنگاه ،R(β) > ٠ و R(α) > ٠ اگر (٣

(aI
α
t aI

β
t )(t) = (aI

α+β
t )(t), (tI

α
b aI

β
t )(t) = (tI

α+β
b )(t).

است برقرار زیر رابطه ریمن‐لیوویل کسری مشتق برای (۴
RL
a Dm

t
RL
a Dα

t f(t) =
RL
a Dα

t
RL
a Dm

t f(t) +

m−١∑
k=٠

fk(a)(t− a)−α−m+k

Γ(−α−m+ k + ١) .

یعن است جابه جایی پذیر کسری مشتق که م کند بیان رابطه این
RL
a Dm

t
RL
a Dα

t f(t) =
RL
a Dα

t
RL
a Dm

t f(t) =
RL
a Dm+α

t f(t), n− ١ < α < n,

اگر فقط و اگر
fk(a) = ٠, (k = ٠, ١,٢, · · · ,m). (١ . ٩)



نیازها پیش و کسری حسابان بر مروری ١٠
آنگاه است، (١ ≤ p ≤ ∞) که f(t) ∈ Lp(a, b) و α > ٠ اگر (۵

RL
a Dα

t (aI
α
t f(t)) = f(t), RL

t Dα
b (tI

α
b f(t)) = f(t).

کسری انتگرال ر عمل برای چپ معکوس ریمن‐لیوویل کسری مشتق ر عمل یعن
است. مرتبه همان از ریمن‐لیوویل

ریمن‐ کسری انتگرال ر عمل راست معکوس ريمن‐ليوويل کسری مشتق ر عمل (۶
یعن نیست. لیوویل

aI
α
t

(
RL
a Dα

t f(t)
)
= f(t)−

n∑
j=١

f
(n−j)
n−α (a)

Γ(α− j + ١)(t− a)α−j ,

و است fn−α(x) = (aI
n−α
t f)(x) آن در که

tI
α
b

(
RL
t Dα

b f(t)
)
= f(t)−

n∑
j=١

(−١)n−jf
(n−j)
n−α (b)

Γ(α− j + ١) (b− t)α−j ,

.fn−α(x) = (tI
n−α
b f)(x) آن در که

لیوویل انتگرال و مشتق
جزئیات برای م پردازیم. R+ روی لیوویل١۵ کسری انتگرال و مشتق بررس به قسمت این در
ریمن‐لیوویل کسری انتگرال و مشتق کنید. مراجعه [٢٧] به م توانید مورد این در بیشتر
هستند. R+ بازه به تعمیم قابل آن ها طبیع طور به م شود. تعریف [a, b] متناه بازه روی
تعریف زیر صورت به R+ بازه در (۴ . ١) و (١ . ٣) روابط با متناظر لیوویل کسری انتگرال های

م شوند
L٠ Iαt f(t) =

١
Γ(α)

∫ t

٠ (t− τ)α−١f(τ)dτ, (t > ٠, R(α) > ٠), (١ . ١٠)
L
t I

α
∞f(t) =

١
Γ(α)

∫ ∞

t
(τ − t)α−١f(τ)dτ, (t > ٠, R(α) > ٠). (١ . ١١)

تعریف زیر صورت به R(α) ≥ ٠ ازای به (۶ . ١) و (۵ . ١) روابط با متناظر لیوویل کسری مشتقات
م شوند

(L٠Dα
t f)(t) =

( d
dt

)n
(L٠ In−α

t f)(t)

=
١

Γ(n− α)

( d
dt

)n
∫ t

٠ (t− τ)n−α−١f(τ)dτ, (n = ⌊R(α)⌋+ ١; t > ٠),
(Lt D

α
∞f)(t) =

(
− d

dt

)n
(Lt I

n−α
∞ f)(t)

=
١

Γ(n− α)

(
− d

dt

)n
∫ ∞

t
(τ − t)n−α−١f(τ)dτ, (n = ⌊R(α)⌋+ ١; t > ٠).

١۵Liouville



١١ کسری مرتبه انتگرال و مشتقات
آنگاه ،R(λ) > ٠ اگر

(Lt I
α
∞e

−λt)(t) = λ−αe−λt, (R(α) > ٠),
(Lt D

α
∞e

−λt)(t) = λαe−λt, (R(α) > ٠).
.[٢٧] کرد تعریف R حقیق محور روی را لیوویل انتگرال و مشتق توان م مشابه بطور

کاپوتو کسری مشتق
کسری انتگرال و مشتق نظریه توسعه در را مهم نقش ریمن‐لیوویل کسری مشتق تعریف
اولیه مقادیر صورت به را اولیه شرایط کسری، دیفرانسیل معادلات حل در روش این اما دارد.
برای اولیه شرایط ریمن‐لیوویل کسری مشتق برخلاف نم کند. اعمال صحیح مرتبه مشتق
شرایط بیان برای لذا است. صحیح مرتبه مشتق اولیه مقادیر صورت به کاپوتو١۶ کسری مشتق
م کنیم. استفاده کاپوتو کسری مشتق از k = ٠, ١, . . . , n − ١ ،y(k)(٠) = bk صورت به اولیه

از است عبارت داد ارائه کاپوتو که تعاریف
C
aD

α
t f(t) =

١
Γ(n− α)

∫ t

a
(t− τ)n−α−١f (n)(τ)dτ = aI

n−α
t Dnf(t), (١ . ١٢)

C
t D

α
b f(t) =

١
Γ(n− α)

∫ b

t
(τ − t)n−α−١f (n)(τ)dτ = (−١)ntIn−α

b Dnf(t), (١ . ١٣)

راست و چپ مشتقات ترتیب به C
t D

α
b f(t) و C

aD
α
t f(t) به .n = ⌊R(α)⌋+ ١ و f ∈ ACn[a, b] که

م گویند. کاپوتو
است. کاربردی مسائل حل و فرمولبندی در آن سودمندی علت به کاپوتو تعریف از استفاده

دینامی سیستم بیان برای کاپوتو کسری مشتق تعریف از نامه پایان این در دلیل همین به
م کنیم. استفاده بعد فصل های در کنترل مسئله

کاپوتو کسری مشتق خواص
م کنیم. بیان را کاپوتو کسری مشتق ویژگ های مهم ترین از برخ قسمت این در

است. صفر ثابت، تابع از کاپوتو کسری مشتق ریمن‐لیوویل کسری مشتق خلاف بر (١
آنگاه ،n = ⌊R(α)⌋+ ١ و β ∈ C و R(α) > ٠ اگر (٢

(CaD
α
t (t− a)β−١) = Γ(β)

Γ(β − α)
(t− a)β−α−١, (R(β) > n), (١۴ . ١)

(Ct D
α
b (b− t)β−١) = Γ(β)

Γ(β − α)
(b− t)β−α−١, (R(β) > n). (١۵ . ١)

١۶Caputo



نیازها پیش و کسری حسابان بر مروری ١٢
یعن است، پذیر جابه جایی کاپوتو کسری مشتق (٣

C
aD

m
t

C
aD

α
t f(t) =

C
aD

α
t
C
aD

m
t f(t) =

C
aD

m+α
t f(t), n− ١ < α < n,

اگر فقط و اگر
fk(a) = ٠, (k = n, n+ ١, · · · ,m).

آنگاه است، (١ ≤ p ≤ ∞) که f(t) ∈ Lp(a, b) و α > ٠ اگر (۴
C
aD

α
t (aI

α
t f(t)) = f(t), C

t D
α
b (tI

α
b f(t)) = f(t).

ریمن‐ کسری انتگرال ر عمل برای چپ معکوس کاپوتو، کسری مشتق ر عمل یعن
است. مرتبه همان از لیوویل

نیست، ریمن‐لیوویل کسری انتگرال ر عمل راست معکوس کاپوتو، کسری مشتق ر عمل (۵
یعن

aI
α
t

(
C
aD

α
t f(t)

)
= f(t)−

n−١∑
k=٠

f (k)(a)

k!
(t− a)k, (١۶ . ١)

tI
α
b

(
C
t D

α
b f(t)

)
= f(t)−

n−١∑
k=٠

(−١)kf (k)(b)
k!

(b− t)k. (١ . ١٧)

رابطه کاپوتو راست و چپ کسری مشتق بین صورت این در ،n− ١ < α < n کنید فرض (۶
[٣٢] است برقرار زیر

C
t D

α
b f(t) = Φ(t) + (−١)−αC٠ Dα

t f(t),

.Φ(t) = (−١)−α−١
Γ(n−α)

∫ b٠ (t− τ)n−α−١fn(τ)dτ که
برقرار کسری مشتقات بین زیر رابطه آنگاه ،n − ١ < α < n و f ∈ Cn اگر [٢٧] .١ . ۴ . ١ لم

است
RL
t Dα

b f(t) =
GL
t Dα

b f(t) =
C
t D

α
b f(t) +

n−١∑
k=٠

f (k)(a)

Γ(k − α+ ١)(t− a)k−α.

کاپوتو‐فابریسیو انتگرال و مشتق
است زیر صورت به داد، ارائه کسری مشتق از کاپوتو که تعریف

C
aD

α
t f(t) =

١
Γ(١ − α)

∫ t

a
(t− τ)−αf

′
(τ)dτ, ٠ < α < ١.

فابریسیو١٧ و کاپوتو ل مش این رف برای است. t = τ در تکین نقطه ی دارای تعریف این
[٢٩] دادند ارائه زیر صورت به جدید تعریف

١٧Caputo and Fabrizio



١٣ کسری مرتبه انتگرال و مشتقات

CF
a Dα

t f(t) =
(٢ − α)M(α)

١)٢ − α)

∫ t

a
exp

(
− α

١ − α
(t− τ)

)
f

′
(τ)dτ, ٠ < α < ١.

گرفته نظر در M(α) = ٢٢−α
صورت به [٢٩] در که است α برحسب شده نرمال ثابت M(α) که

مشتق تعریف مشابه آنگاه باشد، ثابت تابع f اگر که است واض جدید تعریف طبق است. شده
جدید مشتق که است آن کاپوتو مشتق و جدید مشتق بین اصل تفاوت .CF

a Dα
t f = ٠ کاپوتو

نیست. تکین نقطه دارای t = τ نقطه در
ایفا دیفرانسیل معادلات مطالعه در را مهم نقش لاپلاس تبدیلات م دانیم که همانطور

است زیر صورت به لاپلاس تبدیلات جدید، تعریف مورد در م کنند.
L[CF

a Dα
t f(t)](s) =

(٢ − α)M(α)

٢(s+ α(١ − s)

(
sL[f(t)](s)− f(٠)), s > ٠.

مشاهده را [٢٩] م توانید زمینه این در مربوط قضایای و کاربردها مورد در بیشتر مطالعه برای
نمایید.

ژومق انتگرال و مشتق
صفر ثابت عدد از ریمن‐لیوویل کسری مشتق شد، بیان قبل قسمت های در که همانطور
قابل زمان تابع ی از کاپوتو کسری مشتق که باشیم داشته توجه بایست همچنین نیست.
تعریف [٣٠] ١٨ ژومق منظور این برای باشند. موجود آن صحیح مشتقات که است محاسبه
وجود به لزوم و شود صفر ثابت عدد از کسری مشتق که داد ارائه کسری مشتق از جدیدی
م شود تعریف زیر صورت به ژومق انتگرال نباشد. کسری مشتق برای صحیح مرتبه مشتقات

J
aI

α
t f(t) =

١
Γ(α)

∫ t

a
(t− τ)α−١(f(τ)− f(a))dτ, α > ٠.

م شود تعریف زیر صورت به ژومق کسری مشتق ٠ < α < ١ ازای به
J
aD

α
t f(t) = D J

aI
α−١
t f(t) =

١
Γ(١ − α)

d

dt

∫ t

a
(t− τ)α−١(f(τ)− f(a))dτ.

م شود محاسبه زیر صورت به ژومق کسری مشتق n ≥ ١ و n− ١ < α < n برای
J
aD

α
t f(t) = D(n) J

aI
α−n
t f(t).

مشتق محاسبه برای و است صفر ثابت، تابع از ژومق کسری مشتق بالا، تعریف به توجه با
تبدیل نیست. f تابع اول مرتبه مشتق وجود به لزوم ،٠ < α < ١ ازای به ژومق کسری

است زیر صورت به ژومق مشتق از لاپلاس
L[JaDα

t f(t)](s) = sαL[f(t)](s)− sα−١f(٠), ٠ < α < ١.
١٨Jumarie



نیازها پیش و کسری حسابان بر مروری ١۴
ارائه زیر صورت به را خود جدید کسری مشتق برحسب تابع ی تیلور بسط همچنین ژومق

داد.
برای kα مرتبه از کسری مشتقات دارای f : R+ → R پیوسته تابع کنید فرض [٣٠] .٢ . ۴ . ١ لم

است برقرار زیر رابطه آنگاه باشد، ٠ < α < ١ ،α دلخواه مقدار و k مثبت مقدار
f(x+ h) =

∞∑
k=٠

hαk

Γ(١ + αk)
J
aD

αk
t f(x). (١ . ١٨)

پذیر همدیس کسری مشتق
مشتق از تعریف این م پردازیم. پذیر١٩ همدیس کسری مشتق بررس به قسمت این در

فیزی در مدل ها بعض با سازگاری و سادگ دلیل به و م شود تعریف حدی صورت به کسری
است. کرده پیدا فراوان کاربردهای مهندس و

[٩] م شود تعریف زیر صورت به پذیر همدیس چپ کسری مشتق
Tα
a f(t) = lim

ϵ→٠
f(t+ ϵ(t− a)١−α)− f(t)

ϵ
.

است. مشتق پذیر چپ از تابع آنگاه باشد، موجود فوق حد اگر
م شود تعریف زیر صورت به پذیر همدیس راست کسری مشتق

bT
αf(t) = lim

ϵ→٠
f(t+ ϵ(b− t)١−α)− f(t)

ϵ
.

مشتق مورد در مهم نکته است. مشتق پذیر راست از تابع آنگاه باشد، موجود فوق حد اگر
توجه با است. برابر صحیح مشتق کلاسی تعریف با α = ١ ازای به که است آن پذیر همدیس
زیرا نیست دارا را حافظه خاصیت کسری، مشتق از تعریف این که است ذکر به لازم تعاریف، به

شود. نم تعریف انتگرال صورت به
[٩] است برقرار زیر ویژگ های پذیر همدیس  مشتق برای

.Tα
a (f + g) = Tα

a (f) + Tα
a (g), ∀a, b ∈ R (١

.Tα
a (t

p) = ptp−α, ∀p ∈ R (٢
.Tα

a (fg) = fTα
a (g) + gTα

a (f) (٣
.Tα

a (
f
g ) =

fTα
a (g)−gTα

a (f)

g٢ (۴
.Tα

a (f) = t١−α df
dt (t) (۵

ر، دی کسری مشتق های برخلاف که است آن پذیر همدیس مشتق مورد در ر دی مهم نکته
است. برقرار مشتق این برای زنجیره ای قاعده

١٩Conformable fractional derivative



١۵ کسری دیفرانسیل معادلات

کسری دیفرانسیل معادلات ۵ . ١
مسائل از بسیاری در م شوند همراه کسری دیفرانسیل معادلات با آنها دینامی که مسائل
دستگاه های که هنگام .[١۴ دارند[١۵، کاربرد ر دی زمینه های و اقتصاد ، مهندس علوم،
جنبش آنگاه م باشند بین ذره مقیاس در دینامی ذرات یا و هستند پیچیده دینامی
موارد گونه این در نم کنند. پیروی صحیح مرتبه مشتقات معمول قوانین از ر دی حرکت و
دیفرانسیل معادلات با رفتارشان که معن این به م کنند، پیروی کسری مرتبه قوانین از حرکت ها

م شوند. همراه کسری
مختلف زمینه های در کسری دیفرانسیل معادلات فراوان کاربردهای بدلیل اخیر دهه های در
معادلات است. شده انجام کسری دیفرانسیل معادلات حل زمینه در فراوان تلاش های علم
مهم ترین که م شوند تعریف کسری مشتق از مختلف تعاریف به توجه با کسری دیفرانسیل

هستند. کاپو و ریمن‐لیوویل کسری مشتق آن ها
گرفته نظر در زیر صورت به خاص حالت در ریمن‐لیوویل کسری مشتق با دیفرانسیل معادله

م شود
RL
a Dα

t x(t) = f(t, x(t)), (R(α) > ٠), t > a,[
RL
a Dα−k

t y(t)
]
t→a

= bk, k = ١,٢, · · · , n,
(١ . ١٩)

تبدیل قابل دیفرانسیل معادله این .n = α آنگاه α ∈ N اگر و n = ⌊R(α)⌋+ ١ ،α /∈ N برای که
[٢٧] است زیر صورت به دوم٢٠ نوع ولترا انتگرال معادله به

y(t) =

n∑
j=٠

bj
Γ(α− j + ١)(t− a)α−j +

١
Γ(α)

∫ t

a
(t− x)α−١f(x, y(x))dx, (t > a). (١ . ٢٠)

م شود بیان زیر صورت به خاص حالت در کاپوتو نوع از دیفرانسیل معادله ی همچنین
C
aD

α
t x(t) = f(t, x(t)), (R(α) > ٠), t > a,

y(k)(a) = bk, k = ١,٢, · · · , n,
(١ . ٢١)

تبدیل قابل دیفرانسیل معادله این .n = α آنگاه α ∈ N اگر و n = ⌊R(α)⌋+ ١ ،α /∈ N برای که
[٢٧] است زیر صورت به ولترا انتگرال معادله به

y(t) =

n−١∑
j=٠

bj
j!
(t− a)j +

١
Γ(α)

∫ t

a
(t− x)α−١f(x, y(x))dx, (t > a). (١ . ٢٢)

دیفرانسیل معادلات حل برای عددی روش های همچنین و تایی ی و وجود قضایای مطالعه برای
نمایید. مطالعه را [١۴ ،١۵] کسری

٢٠Voltra integral equation of second kind



نیازها پیش و کسری حسابان بر مروری ١۶

تاخیری کسری دیفرانسیل معادلات ۶ . ١
و آنالیز برای گسترده بطور تاخیری٢١ دیفرانسیل معادلات از استفاده با ریاض مدل سازی
ه های شب فیزیولوژی٢٣، جمعیت٢٢، دینامی مثال برای مختلف، رشته های در بین پیش
به م تواند مدل ها این در زمان تاخیر .[١۶] است گرفته قرار استفاده مورد غیره و عصبی٢۴
تولید و سلول ی عفونت بین زمان ، زندگ مراحل مانند خاص پنهان فرایندهای زمان مدت

شود. گرفته نظر در غیره و ایمن دوره دوره، عفونت مدت طول جدید، ویروس های
در م شوند. سنجیده زمان ی در آن، مشتق و حالت متغیر ، معمول دیفرانسیل معادلات در
زمان به وابسته مشخص، زمان در سیستم بررس تاخیری، دیفرانسیل معادلات در که حال
م شود سیستم پیچیدگ افزایش باعث دیفرانسیل معادلات در تاخیر وجود م باشد. گذشته

هستند. برخوردار زیادی اهمیت از سیستم ها این کنترل و پایداری و
معادلات اخیر سال های در شد، بیان قبل قسمت های در که کسری حسابان اهمیت به توجه با

فراوان مقالات و است گرفته قرار ران پژوهش از بسیاری توجه مورد تاخیری کسری دیفرانسیل
رسیده چاپ به کسری حسابان مفاهیم از استفاده با طبیع پدیده های مدل سازی زمینه در

.[١٣] است
م شود گرفته نظر در زیر صورت به کاپوتو حالت در تاخیری کسری دیفرانسیل معادله

C
aD

α
t x(t) = f(t, x(t), x(t− τ)), t > ٠, n− ١ < α ≤ n,

x(t) = ϕ(t), t ≤ ٠,
(١ . ٢٣)

بررس به نامه پایان این در که آنجایی از م باشد. طبیع عدد n و اولیه مقدار ϕ(t) تاخیر، τ که
در بیشتر توضیحات برای م تواند خواننده م پردازیم، تاخیری کسری بهینه کنترل مسائل

نماید. مطالعه را [١٧] زمینه این

کسری حسابان کاربردهای از برخ ١ . ٧
مشتق از جدید تعاریف معرف برای بسیاری تلاش های تاکنون کسری حسابان تولد زمان از
شده انجام علوم مختلف رشته های در طبیع پدیده های بهتر مدلسازی و تفسیر برای کسری
با دلخواه مرتبه به مشتق مفهوم تعمیم شد، بیان قبل قسمت های در که همانطور است.
کسری مشتق تعریف شدن غیرموضع باعث ویژگ این و شد انجام انتگرال مفهوم از استفاده
کسری مشتق محاسبه برای که معناست بدان این است. شده صحیح مرتبه مشتق برخلاف

٢١Delay differential equations
٢٢Population dynamic
٢٣Physiology
٢۴Neural network



١٧ کسری مرتبه چندجمله ای های
مورد نقطه تا کسری مشتق تعریف بازه ابتدای از تابع مقادیر محاسبه به نیاز نقطه ی در
مشتقات این برای فیزی تفسیر یافتن کسری، انتگرال و مشتق تعاریف به توجه با م باشد.
مشتق برای فیزی تفسیر ی ٢۵ پادلوبن ،٢٠٠٢ سال در بود. مانده باق ناشناخته مدت ها تا
است طولان کسری حسابان در نظری مفاهیم قدمت اگرچه .[٢٠] داد ارائه کسری انتگرال و

م گردد. باز پیش دهه چند به مهندس و علوم در مفاهیم این کاربرد اما
که است موضوع این بیانگر مختلف، زمینه های در کسری حسابان کاربردهای پیدایش
برای دقیق تری بیان کسری مرتبه سیستم های اساس بر طبیع پدیده های اکثر مدلسازی
جمله از وراثت خاصیت دارای و دار حافظه فیزی پدیده های .[٢٧] پدیده هاست این توصیف
کاربردهای جمله از م شوند. توصیف کسری حسابان مفاهیم از استفاده با که هستند مواردی

کرد اشاره زیر موارد به م توان است شده مطرح تاکنون که کسری حسابان
(مواد ٢۶ الاستی و ویس مواد در فشار و کشش میزان بین رابطه بیان برای مدل (١
خود از بودن کشسان و بودن وز ویس کل خاصیت دو میان رفتاری والاستی ویس
بر ل ش تغییر اعمال و خارج نیروی تحمیل هنگام به خاصیت این و م دهند نشان

.[١٠] ( م شود پدیدار آن
آن بهینه کنترل و کسری مرتبه دیفرانسیل معادلات از استفاده با HIV بیماری مدل (٢

.[١١]
.[١٢] کسری حسابان مفاهیم از استفاده با تصاویر پردازش (٣

.[١٣] آن عددی تحلیل و HIV بیماری برای تاخیری دیفرانسیل معادلات مدل (۴
و پزش مختلف، علوم در کسری حسابان فراوان کاربردهای از بخش تنها بالا موارد
م توانید کسری حسابان ر دی کاربردهای مورد در بیشتر مطالعه برای هستند. مهندس

نمایید. مطالعه را [١٨]

کسری مرتبه چندجمله ای های ١ . ٨
مهم بسیار نقش غیره، و لاگرانژ٢٩ چبیشف٢٨، لژاندر٢٧، همچون کلاسی چندجمله ای های

این کرده اند. ایفا کلاسی بهینه کنترل و دیفرانسیل معادلات به مربوط مسائل حل در
توابع چندجمله ای ها، این از کسری مشتق هستند. صحیح توان های دارای چندجمله ای  ها

چندجمله ای ها، تعداد افزایش با که م شود باعث ویژگ این هستند. کسری توان های با
٢۵Podlubny
٢۶Viscoelastic Materials
٢٧Legendre
٢٨Chebyshev
٢٩Lagrange



نیازها پیش و کسری حسابان بر مروری ١٨
به مربوط مسائل حل برای موثر روش های از ی پیداکند. کاهش کم بسیار نرخ با خطا
از کسری مشتق است. Φn =

∑n
i=٠ cixiα صورت به پایه توابع از استفاده کسری حسابان

این رایی هم نرخ م شود باعث که هستند کسری توان های با توابع چندجمله ای ها این
از برخ معرف به ادامه در باشد. تر سریع کلاسی پایه توابع به نسبت چندجمله ای ها

م پردازیم. کسری مرتبه از پایه توابع مهم ترین

کسری مرتبه لاگرانژ چندجمله ای های ١ . ٨ . ١
چندجمله ای jامین صورت این در باشند. [٠, ١] بازه در مفروض درونیابی نقاط {tj}N−١

j=٠ کنید فرض
[٣٣] م شود تعریف زیر صورت به N − ١ مرتبه از Gj(t)  لاگرانژ

Gj(t) =
N−١∏

i=٠,i ̸=j

t− ti
tj − ti

, j = ٠, ١, · · · , N − ١.

تعریف زیر صورت به کسری لاگرانژ چندجمله ای  jامین ،t = τα متغیر تغییر از استفاده با
م شود

Gα
j (τ) =

N−١∏
i=٠,i̸=j

τα − ti
tj − ti

, j = ٠, ١, · · · , N − ١.

کسری لاگرانژ چندجمله ای  برای زیر ویژگ لاگرانژ، چندجمله ای های  مشابه .ti = ταi آن در که
است برقرار

Gα
j (τ) =


١, τ = τj ,

٠, τ ̸= τj .

(٢۴ . ١)

در داده اند. ارائه چندجمله ای ها این محاسبه برای ر دی روش [٣۴] ارانش هم و نوری٣٠ زائر
م شوند تعریف زیر صورت به N + α− ١ درجه از کسری لاگرانژ چندجمله ای های مقاله این

hαj (t) =
( t− t١
tj − t١

)α
N∏

k=١,k ̸=j

t− tk
tj − tk

, ٢ < j < N.

نمایید. مطالعه را [٣٣ ،٣۴] چندجمله ای ها، این مورد در بیشتر مطالعه برای

کسری مرتبه لژاندر چندجمله ای های ١ . ٨ . ٢
بازگشت رابطه در که م باشند [−١, ١] بازه در متعامد چندجمله ای های لژاندر، چندجمله ای های

[۵] م کنند صدق زیر
Li+١(x) =

٢i+ ١
i+ ١ xLi(x)−

i

i+ ١Li−١(x), i = ١,٢, · · · ,
٣٠Zayernouri



١٩ کسری مرتبه چندجمله ای های
چندجمله ای های x = ٢t − ١ متغیر تغییر از استفاده با .L١(x) = x و L٠(x) = ١ آن در که

م شوند داده نمایش زیر صورت به [٠, ١] بازه روی m مرتبه از Pm(t) یافته انتقال لژاندر
Pm+١(t) =

٢m+ ١
m+ ١ (٢t− ١)Pm(t)− m

m+ ١Pm−١(t), m = ١,٢, · · · , (٢۵ . ١)
P٠(t) = ١, P١(t) = ٢t− ١.

داریم Pm(t) چندجمله ای های برای
∫ ١

٠ Pm(t)Pn(t)dt =

 ١٢n+١ m = n,

٠ m ̸= n.
(٢۶ . ١)

م شود بیان زیر صورت به Pn(t) یافته انتقال لژاندر چندجمله ای های تحلیل فرم
Pn(t) =

n∑
k=٠

(−١)n+k (n+ k)!

(n− k)!(k!)٢ t
k. (١ . ٢٧)

میپل افزار نرم در orthopoly کتابخانه فراخوان و P (n, x) دستور با لژاندر چندجمله ای های
بازه روی ز٣١ رودری فرمول از استفاده با چندجمله ای ها این همچنین هستند. استفاده قابل

هستند نمایش قابل زیر صورت به [٠, ١]
Ln(t) =

١
٢٢nn!

dn

dtn
((٢t− ٢(١ − ١)n. (١ . ٢٨)

چندجمله ای های از تعمیم ،(١ . ٢٨) در معمول مشتق با کسری مشتق زین جای با [۶] در
آن ها از استفاده ان ام چندجمله ای ها این پیچیدگ آمده است. بدست کسری مرتبه از لژاندر
در t = xα متغیر تغییر از استفاده با [٧] در رو این از است. ساخته دشوار کاربردی مسائل در را
برای را [٠, ١] بازه در یافته انتقال کسری مرتبه لژاندر چندجمله ای های (٢۵ . ١) بازگشت فرم
لژاندر چندجمله ای های FLα

m اگر داده اند. قرار مطالعه مورد کسری دیفرانسیل معادلات حل
آنگاه باشند، m درجه از کسری مرتبه

FLα
m+١(x) =

٢m+ ١
m+ ١ (٢xα − ١)FLα

m(x)− m

m+ ١FLα
m−١(x), m = ١,٢, · · · , (١ . ٢٩)

FLα٠ (x) = ١, FLα١ (x) = ٢xα − ١.
است زیر صورت به چندجمله ای ها این تحلیل فرم

FLα
n(x) =

n∑
k=٠

(−١)n+k (n+ k)!

(n− k)!(k!)٢x
kα. (١ . ٣٠)

هستند متعامد (٠, ١] بازه در w(x) = xα−١ وزن تابع به توجه با چندجمله ای ها این
∫ ١

٠ FLα
m(x)FLα

n(x)w(x)dx =

 ١
(٢n+١)α m = n,

٠ m ̸= n.
(١ . ٣١)

٣١Rodrigues formula



نیازها پیش و کسری حسابان بر مروری ٢٠
مرتبه لژاندر چندجمله ای های از استفاده با تقریب قابل [٠, ١] بازه به متعلق f دلخواه تابع

است زیر صورت به کسری

f(t) =

∞∑
n=٠

cnFL
α
n(t), cn = α(٢n+ ١)

∫ ١
٠ f(t)FLα

n(t)w(t)dt.

کسری مرتبه چبیشف چندجمله ای های ١ . ٨ . ٣
محاسبه زیر بازگشت فرمول از و م شوند تعریف [−١, ١] بازه در چبیشف چندجمله ای های

[٨] م شوند
Ti+١(x) = ٢xTi(x)− Ti−١(x), i = ١,٢, · · · ,

میپل افزار نرم در T (i, x) دستور با چندجمله ای ها این .T١(x) = x و T٠(x) = ١ آن در که
م شود بیان زیر صورت به چندجمله ای ها این برای تعامد رابطه م شوند. فراخوان

∫ ١
−١
Tm(x)Tn(x)√١ − x٢ dx =


π m = n = ٠,
π٢ m = n ̸= ٠,
٠ m ̸= n.

(١ . ٣٢)

مرتبه از T ∗
m(t) یافته انتقال چبیشف چندجمله ای های x = ٢t

L −١ متغیر تغییر از استفاده با
م شوند داده نمایش زیر صورت به [٠, L] بازه در m

T ∗
m(t) = Tm(

٢t
L

− ١),
از T ∗

m(t) یافته انتقال چبیشف چندجمله ای های تحلیل فرم .T١(t) = ٢t
L − ١ و T٠(t) = ١ که

است زیر صورت به [٠, L] بازه در m مرتبه

T ∗(t) = n

n∑
k=٠

(−١)n−k (n+ k − ٢٢!(١k
(n− k)!(٢k)!Lk

tk.

چندجمله ای های t = xα متغیر تغییر با م توان کسری مرتبه لژاندر چندجمله ای های مشابه
[٢١] کرد تعریف زیر صورت به را کسری مرتبه چبیشف

FTα
n (x) = n

n∑
k=٠

(−١)n−k (n+ k − ٢٢!(١k
(n− k)!(٢k)!Lk

xkα.

است زیر صورت به چندجمله ای ها این برای تعامد ∫خاصیت L

٠ FTα
m(x)FTα

n (x)
xα−١√

Lxα − x٢αdx = δmnhn,



٢١ کسری مرتبه چندجمله ای های
.bn = ١, n ≥ ١ و b٠ = ٢ با hn = bn٢απ آن در که

مرتبه چبیشف چندجمله ای های از استفاده با تقریب قابل (٠, L] بازه به متعلق f دلخواه تابع
است زیر صورت به کسری

f(t) =
∞∑
n=٠

cnFT
α
n (t),

م شوند محاسبه زیر صورت به cn ضرایب که
cn =

١
hn

∫ L

٠
f(t)FTα

n (t)w(t)dt, n = ٠, ١,٢, · · · . (١ . ٣٣)

کسری مرتبه برنشتاین چندجمله ای های ۴ . ١ . ٨
حل در فراوان کاربردهای ضرایب، محاسبه در سادگ دلیل به برنشتاین٣٢ چندجمله ای های
صورت به [a, b] بازه در چندجمله ای ها این است. کرده پیدا مختلف زمینه های در عددی مسائل

[٢٢] م شوند تعریف زیر
Bi,m(

t− a

b− a
) =

(
m

i

)( t− a

b− a

)i( t− b

b− a

)m−i
, i = ٠, ١,٢, · · · ,m.

داریم [٠, ١] بازه روی بعلاوه
Bi,m(t) =

(
m

i

)
ti(t− ١)m−i, i = ٠, ١,٢, · · · ,m.

چندجمله ای های برای .i, j = ٠, ١, · · · ,m و باشند مثبت و صحیح اعداد n و m کنید فرض  
است برقرار زیر خواص برنشتاین

م کنند صدق زیر بازگشت رابطه در چندجمله ای ها این B−١,m = ٠ و B٠,٠ = ٠ فرض با (١
Bi,m+١(t) = tBi−١,m(t) + (١ − t)Bi,m(t).

∑m
k=٠Bi,m(t) = ١ (٢

Bi,m(t)Bj,n(t) =
(mi )(

n
j)

(m+n
i+j )

Bi+j,m+n(t) (٣
∫ ١٠ Bi,m(t)dt = ١

m+١ (۴
زیر صورت به [٠, ١] بازه در کسری مرتبه برنشتاین چندجمله ای های t = xα متغیر تغییر با

[٢٣] م شوند تعریف
FBα

i,m(x) =

(
m

i

)
xiα(xα − ١)m−i, i = ٠, ١,٢, · · · ,m.

٣٢Bernstein polynomials



نیازها پیش و کسری حسابان بر مروری ٢٢
برنشتاین چندجمله ای های از استفاده با تقریب قابل (٠, ١] بازه به متعلق f(x) دلخواه تابع

است زیر صورت به کسری مرتبه
f(t) =

∞∑
n=٠

cnFB
α
i,m(x) = CTΦm(x),

از C = [c٠, c١, · · · , cm]T ضرایب و Φm(t) = [FBα٠,m(x), FBα١,m(x), · · · , FBα
m,m(x)]T آن در که

م شوند محاسبه زیر رابطه
C = Q−١⟨f,Φm(x)⟩,

ه بطوری
⟨f,Φm(x)⟩ =

∫ ١
٠ f(x)Φm(x)dx

= [⟨f(x), FBα٠,m(x)⟩, ⟨f(x), FBα١,m(x)⟩, · · · , ⟨f(x), FBα
m,m(x)⟩]T ,

م شوند محاسبه زیر رابطه از Q = (Qi+١,j+١)mi,j=٠ ماتریس مولفه های و
Qi+١,j+١ = α

∫ ١
٠
FBα

i,m(x)FBα
j,m(x)xα−١dx.

کسری مرتبه برنشتاین چندجمله ای های از استفاده با عددی حل برای که است ذکر به لازم
های روش یا محل هم روش های از استفاده با و م شود گرفته نظر در مجهول C ضرایب بردار

م شوند. محاسبه ضرایب این ر دی عددی

کسری لاگر چندجمله ای های ۵ . ١ . ٨
حل برای گزینه بهترین لاگر٣٣ چندجمله ای های باشد، نامتناه انتگرال گیری بازه که هنگام
به انتگرال هایی حل برای همچنین چندجمله ای ها این هستند. پایه توابع از استفاده با عددی

م گیرند قرار استفاده مورد ٣۴ گوس کوادراتورهای از استفاده با زیر ∫فرم ∞

٠ f(t)e−tdt.

ز رودری فرمول از استفاده با که م شوند داده نمایش L٠, L١, · · · با معمولا چندجمله ای ها این
م شوند محاسبه زیر صورت به

Ln(t) =
et

n!

dn

dtn
(e−ttn) =

١
n!
(
d

dt
− ١)ntn.

م کنند صدق زیر بازگشت رابطه در و
(n+ ١)Ln+١(t) = (٢n+ ١ − t)Ln(t)− nLn−١(t), n = ١,٢, · · · ,

٣٣Laguerre polynomials
٣۴Gaussian quadrature



٢٣ کسری مرتبه چندجمله ای های
است زیر صورت به چندجمله ای ها این تحلیل فرم .L٠(t) = ١ − t و L٠(t) = ١ که

Ln(t) =

n∑
k=٠

(
n

k

)
(−١)k
k!

tk. (٣۴ . ١)

است زیر صورت به چندجمله ای ها این برای w(x) = e−x وزن تابع به توجه با تعامد ∫خاصیت ∞

٠ Ln(x)Lm(x)e−xdx = δnm.

صورت به α مرتبه از کسری مرتبه لاگر چندجمله ای های [٢۴] در است. کرونکر دلتای δnm که
شده است تعریف زیر

Lα(t) =
t−net

n!
C٠ Dα(e−ttα+n), n > −١.

داریم و هستند پیوسته α از تابع عنوان به چندجمله ای ها این
lim

α→n+
Lα(t) = lim

α→n−
Lα(t) = Ln(t), n = ١,٢,٣, · · · .

با چندجمله ای ها این تحلیل فرم .n > −١ و α ∈ (m− ١,m) کنید فرض [٢۴] .١ . ٨ . ١ قضیه
است زیر صورت به هندس فوق تابع از استفاده

Lα(t) =
m∑
k=٠

(
m

k

)
(−x)m−kΓ(١ + α+ n)

Γ(١ + α)Γ(١ +m+ n− k)١F١(m− α; ١ +m+ n− k;x).

در و متعامد L(∞,٠)٢ بازه در e−
x٢ x

n٢ وزن تابع به توجه با کسری لاگر چندجمله ای های
هستند زیر دیفرانسیل معادله جواب حقیقت

x
d٢u(x)
dx٢ + (١ + n− x)

du(x)

dx
+ αu(x) = ٠.

مونتس‐لژاندر چندجمله ای های ۶ . ١ . ٨
بخش این در که مفاهیم همه م گیریم. نظر در را مونتس٣۵ چندجمله ای های بخش این در
٠ ≤ λ٠ < کنید فرض کنید. مطالعه [١] در بیشتر جزئیات با توانید م را شوند م بیان
به مونتس های چندجمله ای که م کند بیان مونتس‐سزاز٣۶ کلاسی قضیه .λ١ < · · ·∞

اگر هستند ال چ L٠]٢, ١] در ∑n
k=٠ akxλkفرم

n∑
k=٠

akx
λk = ∞. (٣۵ . ١)

برای مشابه نتایج آنگاه ،λ٠ = ٠ ر دی عبارت به یا باشد سیستم به متعلق ١ ثابت تابع اگر
است. برقرار نواخت ی نرم با C[٠, ١]

٣۵Müntz
٣۶Müntz-Szász



نیازها پیش و کسری حسابان بر مروری ٢۴
برای R(λk) > − ١٢ رابطه در Λn = {λ٠, λ١, · · · , λn} مجموعه در مختلط اعداد کنید فرض
زیر صورت به [٠, ١] بازه در مونتس‐لژاندر٣٧ چندجمله ای های آنگاه کند. صدق k ∈ N هر

[٢] م شوند تعریف

Mn(x) =Mn(x; Λn) =

n∑
k=٠

Cn,kx
λk , Cn,k =

n−١∏
v=٠

(λk + λ̄v + ١)
n−١∏

v=٠,v ̸=k

(λk − λ̄v)

,

یعن هستند، متعامد [٠, ١] بازه در داخل ضرب به توجه با که

(Mn,Mm) =

∫ ١
٠ Mn(x)Mm(x)dx =

δnm
λn + λ̄n + ١ , (٣۶ . ١)

آنگاه ،λk = αk گرفتن نظر در با م دهد. نشان را داخل ضرب (., .) و کرونکر٣٨ دلتای δnm که
[۴] م شوند داده نمایش زیر صورت به [٠, ١] بازه روی مونتس‐لژاندر چندجمله ای های

Ln,α(t) =
n∑

k=٠
Cn,kt

kα, Cn,k =
(−١)n+k

αnk!(n− k)!

n−١∏
v=٠

((k + v)α+ ١). (١ . ٣٧)

داریم (٣۶ . ١) تعامد ویژگ به توجه با

(Ln,α, Lm,α) =

∫ ١
٠ Ln,α(t)Lm,α(t)dt =

δnm٢nα+ ١ .

تقریب قابل زیر صورت به مونتس‐لژاندر چندجمله ای های توسط f ∈ L٠]٢, ١] دلخواه تابع هر
است

f(t) ≃
N∑

n=٠
cnLn,α(t), cn = (٢nα+ ١)

∫ ١
٠ f(t)Ln,α(t)dt.

از کسری مشتق م کنیم. بیان را مونتس‐لژاندر چندجمله ای های ویژگ ترین مهم اکنون
م شود حاصل زیر صورت به مونتس‐لژاندر چندجمله ای های

CDα
t Ln,α(t) =

n∑
k=⌈α⌉

Dn,kt
(k−١)α, Dn,k =

Γ(kα+ ١)
Γ(kα+ ١ − α)

Cn,k.

لژاندر چندجمله ای های همان مونتس‐لژاندر چندجمله ای های α = ١ ازای به که داریم توجه
م پردازیم. مونتس‐لژاندر و ژاکوبی چندجمله ای های بین مهم ارتباط به ادامه در هستند.

٣٧Müntz-Legendre
٣٨Kronecker delta



٢۵ کسری مرتبه چندجمله ای های

ژاکوبی چندجمله ای های ١ . ٨ . ٧
محاسبه زیر بازگشت رابطه توسط و م شوند تعریف [−١, ١] بازه در ژاکوبی٣٩ چندجمله ای های

م شوند
J
(a,b)
i (t) =

(a+ b+ ٢i− ٢(١ − b٢ + t(a+ b+ ٢i)(a+ b+ ٢i− ٢)}
٢i(a+ b+ i)(a+ b+ ٢i− ٢) J

(a,b)

i−١ (t), (١ . ٣٨)
− (a+ i− ١)(b+ i− ١)(a+ b+ ٢i)

i(a+ b+ i)(a+ b+ ٢i− ٢) J
(a,b)

i−٢ (t), i = ٢,٣, · · · ,

آن در که
J
(a,b)٠ (t) = ١ و J

(a,b)

١ (t) =
a+ b+ ٢

٢ t+
a− b

٢ .

حاصل [٠, T ] بازه در ژاکوبی یافته انتقال چندجمله ای های t = ٢ x
T −١ متغیر تغییر از استفاده با

نمایش J (a,b)
T,i (x) با J (a,b)

T,i (٢ x
T − ١) ژاکوبی یافته انتقال چندجمله ای های کنید فرض م شوند.

آنگاه شوند، داده
J
(a,b)
T,i (x) =

(a+ b+ ٢i− ٢(١ − b٢ + (٢x− ١)(a+ b+ ٢i)(a+ b+ ٢i− ٢)}
٢i(a+ b+ i)(a+ b+ ٢i− ٢) J

(a,b)

T,i−١(x),

−(a+ i− ١)(b+ i− ١)(a+ b+ ٢i)
i(a+ b+ i)(a+ b+ ٢i− ٢) J

(a,b)

T,i−٢(x), i = ٢,٣, · · · ,

آن در که
J
(a,b)
T,٠ (x) = ١, J

(a,b)

T,١ (x) =
a+ b+ ٢

٢ (٢ x
T

− ١) + a− b

٢ .

م شود محاسبه زیر رابطه توسط i درجه از J (a,b)
T,i (x) یافته انتقال چندجمله ای های تحلیل فرم

J
(a,b)
T,i (x) =

i∑
k=٠

(−١)i−k Γ(i+ b+ ١)Γ(i+ k + a+ b+ ١)
Γ(k + b+ ١ + ١)Γ(i+ a+ b+ ١)(i− k)!k!

(
x

T
)k. (١ . ٣٩)

یافته انتقال چندجمله ای های J
(١+١−,٠/α)
T,n (t) و حقیق عددی α > ٠ کنید فرض .١ . ٨ . ٢ قضیه

رابطه مونتس‐لژاندر چندجمله ای های برای باشند. a = ٠, b = −١+ ١
α پارامترهای با ژاکوبی

است برقرار زیر

Ln,α(t) = J
(١+١−,٠/α)
T,n (٢( t

T
)α − ١). (۴١ . ٠)

محاسبه (١ . ٣٨) بازگشت رابطه توسط م توانند مونتس‐لژاندر چندجمله ای های بنابراین
است زیر صورت به مونتس‐لژاندر چندجمله ای های از ری دی فرم شوند.

Ln,α(t) =

n∑
k=٠

(−١)n−k Γ(n+ ١
α)Γ(n+ k + ١

α)

Γ(k + ١
α)Γ(n+ ١

α)(n− k)!k!
(
t

T
)kα. (۴١ . ١)

٣٩Jacobi polynomials



نیازها پیش و کسری حسابان بر مروری ٢۶

طیف شبه و طیف روش های بر مروری ١ . ٩
حل برای ابتدا در که هستند عددی روش های از رده ای ۴١، طیف شبه و ۴٠ طیف روش های
شبه و طیف روش های ریشه گرفتند. قرار استفاده مورد جزئ و معمول دیفرانسیل معادلات
است. شده گرفته کسینوس و سینوس فوریه۴٢ توابع از استفاده با تابع ی تقریب از طیف
و هستند پایه توابع از استفاده با تابع ی تقریب ، طیف روش های گفت م توان صریح بطور
توابع از هرجا واق در م شود. گفته ۴٣ محل هم نقاط به بازه تقسیم به طیف شبه های روش
برده نام طیف یا و طیف شبه های روش از شود استفاده مسائل حل برای محل هم و پایه

.[٣١] م شود
متعددی مقالات در بهینه کنترل مسائل حل برای طیف شبه روش های از ارانش هم و فحرو۴۴
های ریشه را محل هم نقاط و لاگرانژ را پایه توابع مقالات، این در .[٣۶ ،٣۵] کرده اند استفاده
برای گرفت. نظر در عددی حل برای م توان نیز را ر دی پایه توابع گرفته اند. نظر در لژاندر
مطالب به توجه با نامه پایان این در گرفته اند. نظر در لژاندر را پایه توابع [٣٧] مقاله در مثال
م گیریم. نظر در مونتس‐لژاندر چندجمله ای های را پایه توابع قبل، بخش های در شده ذکر
در طیف روش های برای مختلف نام های م شود، تعریف آن روی مسئله که بازه ای به توجه با
لژاندر‐ روش از نباشند نیاز مورد انتها و ابتدا نقاط اگر مثال برای .[٣٨] م شود گرفته نظر
نقاط اینصورت در باشد، محل هم نقاط تعداد N کنید فرض م شود. استفاده گاوس۴۵

هستند. (−١, ١) بازه در LN لژاندر چندجمله ای های ریشه های لژاندر‐گاوس،
ریشه های حقیقت در که لژاندر‐گاوس‐رادو۴۶ روش از باشند نیاز مورد دو هر مرزی نقاط اگر
روش از باشد نیاز مورد بازه ابتدا نقطه تنها اگر م کنیم. استفاده هستند، (x٢ − ١)L′

N−١
م کنیم. استفاده هستند LN−١ + LN ریشه های ۴٧که لژاندر‐گاوس‐لوباتو

هموار مسئله اگر هستند. عددی روش های بهترین جزو روش ها این باشد هموار مسئله اگر
روش ها این و م افتد اتفاق گیبس پدیده اصلاحا ، زمان کنترل مسائل در مثال برای نباشد،

طیف شبه های روش از موارد گونه این در نیستند. مسائل این حل برای خوبی انتخاب
اخیراً .[٣٩] م شود تقسیم بازه زیر چند به مسئله بازه آن در که م شود استفاده ۴٨ انطباق
از ترکیبی حقیقت در که کرده اند استفاده طیف شبه روش نوع از ارانش هم و ر۴٩ ه

۴٠Spectral method
۴١Pseudospectral methods
۴٢Fourier function
۴٣Collocation points
۴۴Fahroo
۴۵Legendre-Gauss
۴۶Legendre-Gauss-Rado
۴٧Legendre-Gauss-Lobatto
۴٨Adaptive pseudospectral methods
۴٩Hager



٢٧ طیف شبه و طیف روش های بر مروری
م باشند محاسبات سرعت افزایش برای جدید عددی روش های و انطباق طیف شبه روش های
افزارهای نرم از ی و است دارا خود کتابخانه در را پایه توابع این اکثر میپل افزار نرم .[۴٠]
مطالعه برای است. طیف شبه روش های از استفاده با مسائل عددی حل برای مهم بسیار
در استناد پر کتاب های از ی که [۴١] مرج م توان طیف شبه روش های مورد در دقیق تر

کرد. مطالعه را است زمینه این





٢ فصل
بهینه کنترل مسائل از رده ای حل

کسری

مقدمه ٢ . ١
زمینه در تحقیقات از کامل و وسیع بخش صحیح، مرتبه مشتقات با بهینه کنترل مسائل
مسائل همان واق در کسری بهینه کنترل مسائل م شوند. شامل را بهینه کنترل و کنترل

دینامی دستگاه های آن ها، کننده همراه دینامی دستگاههای که هستند بهینه کنترل
کسری مشتقات از که مختلف تعاریف به توجه با کسری بهینه کنترل مسئله ی است. کسری
کسری مشتق و ریمن‐لیوویل کسری مشتقات آنها مهم ترین که م شود، تعریف است موجود
کنترل بحث شد، بیان قبل فصل در که ضرورت دلیل به اخیر، سال های در هستند. کاپوتو
علوم، ، مهندس زمینه های در زیادی بسیار مقالات و است کرده رشد و متولد کسری بهینه

است. رسیده چاپ به زمینه ها ر دی و اقتصاد
رو این از است، نشده ارائه کسری بهینه کنترل مسائل حل برای تحلیل روش کنون تا
هستند. برخوردار خاص اهمیت از کسری بهینه کنترل مسائل برای مناسب عددی روش های
کسری بهینه کنترل مسائل حل برای چبیشف چندجمله ای های روش از [۵٠] در مثال برای
دستگاه که زمان بهینه کنترل مسائل حل برای تقریبی روش [۵١] در است. شده استفاده
برای نیز بهینگ لازم شرایط همچنین است. شده ارائه است کسری آن کننده همراه دینامی

٢٩



کسری بهینه کنترل مسائل از رده ای حل ٣٠
بهینگ لازم شرایط [۵٣ ،۵٢] در مثال برای است. یافته توسعه کسری بهینه کنترل مسائل

در است. آمده دست به کاپوتو حالت در [۵۴] در و ریمن‐لیوویل کسری مشتق حالت در
است. کرده استفاده بهینگ لازم شرایط حل برای سازی گسسته روش از نویسنده [۵۵]

به کسری مرتبه سیستم های کنترل پذیری و پایداری از مختصری مرور از بعد فصل این در
م پردازیم. کسری بهینه کنترل مسائل حل برای هار موج های روش معرف

کسری مرتبه سیستم های پذیری کنترل و پایداری ٢ . ٢
بررس مورد را کسری مرتبه سیستم های کنترل پذیری و پایداری مهم مفاهیم قسمت این در

مشتقات به توجه با کسری مرتبه سیستم های پایداری برای مختلف شرایط م دهیم. قرار
برای بهینه کنترل آوردن بدست دنبال به فصل این در که آنجایی از شده است. ارائه کسری

م کنیم. بسنده مفاهیم این از مختصری توضیح به هستیم، کسری بهینه کنترل مسائل
هرگاه م نامند، ẋ(t) = f(x(t)) سیستم تعادل نقطه را xe نقطه .٢ . ٢ . ١ تعریف

f(xe) = ٠.
ε > ٠ هر و t٠ هر برای اگر گویند، لیاپانف مفهموم به پایدار را xe تعادل نقطه .٢ . ٢ . ٢ تعریف
داشته آنگاه ،t ≥ t٠ همه برای ∥x(t٠) − xe∥ < δ اگر ه بطوری باشد، داشته وجود δ > ٠ ی

. ∥x(t)− xe∥ < ε باشیم
حالت شدن دور از تعادل نقطه نزدی کاف اندازه به اولیه حالت انتخاب با م توان یعن

نزدی بر علاوه پاس که است وقت پایداری از قوی تری حالت کرد. جلوگیری تعادل نقطه از
مجانبی پایدار سیستم م گوییم حالت این در کند. میل نیز آن سمت به تعادل، حالت به ماندن

است.
اگر است مجانبی پایدار تعادل نقطه .٢ . ٢ . ٣ تعریف

باشد. لیاپانف مفهموم به پایدار الف)
که هنگام آنگاه ∥x(t٠) − xe∥ < δ اگر ه بطوری باشد، داشته وجود δ ی t٠ هر برای ب)

باشد برقرار زیر رابطه t→ ∞

∥x(t)− xe∥ → ٠.
نقطه به سیستم رایی هم لیاپانف، مفهموم به پایداری بر علاوه مجانبی پایداری بنابراین

م کند. تضمین را تعادل
هستند پایدارتر صحیح مرتبه سیستم های از حافظه وجود دلیل به کسری مرتبه سیستم های
بهتری شرایط کسری مرتبه سیستم های ، کلاسی سیستم های با مقایسه در کل بطور .[٩٢]
سیستم های پایداری مطالعه دلیل همین به م کنند. فراهم سیستم طراح و پایداری برای را

م شود. محسوب کنترل رشته در توجه مورد و جذاب زمینه های از ی کسری مرتبه



٣١ کسری مرتبه سیستم های پذیری کنترل و پایداری
دستگاه کل بطور

C٠ Dα
t x(t) = Ax(t),

x(٠) = x٠,

[٩٨] هرگاه است، پایدار مجانبی بطور
| arg(eig(A))| > απ

٢ ,

کسری مرتبه سیستم های پایداری ناحیه است. A ماتریس ویژه مقادیر eig(A) و ٠ < α < ١ که
است. شده داده نمایش ٢ . ١ ل ش در

یرید ب نظر در را زیر کسری مرتبه سیستم اکنون
C٠ Dα

t x(t) = f(x).

و موضع طور به نقاط این م شوند. حاصل f(x) = ٠ معادله حل از بالا سیستم تعادل نقاط
شرایط در تعادل نقاط در A = ∂f

∂x ماتریس ژاکوبین ویژه مقادیر هرگاه هستند پایدار مجانبی
کنند[٩٨] صدق زیر

| arg(eig(A))| > απ

٢ .

کسری مرتبه سیستم برای رایی هم ناحیه :٢ . ١ ل ش
که است آن آنها، پایداری و آنالیز با رابطه در کسری مرتبه سیستم های ویژگ مهم ترین
در م گیرد. قرار تاثیر تحت α توسط پایداری) ناحیه مثال (برای سیستم پارامترهای همه

م کنیم. بیان را کسری مرتبه سیستم های پایداری برای مهم بسیار قضیه دو ادامه
کنید فرض کسری) مرتبه سیستم های پایداری برای لیاپانف روش (تعمیم [٩٩] .٢ . ٢ . ١ قضیه

محدودیت شرط این که داریم (توجه باشد زیر کسری مرتبه سیستم برای تعادل نقطه x = ٠



کسری بهینه کنترل مسائل از رده ای حل ٣٢
صفر نقطه به را ر دی تعادل نقطه هر متغیر تغییر ی با م توانیم زیرا نیست سیستم برای

دهیم) انتقال
C
t٠D

α
t x(t) = f(t, x),

x(t٠) = x٠,
(٢ . ١)

که i = ١,٢,٣ ، γi اکید صعودی توابع و لیاپانف تابع V (t, x(t)) کنید فرض و ،٠ < α < ١ که
کنند صدق زیر شرایط در که باشند موجود γi(٠) = ٠

γ١(∥x∥) ≤ V (t, x(t)) ≤ γ٢(∥x∥),
C
t٠D

α
t V (x(t)) ≤ −γ٣(∥x∥),

است. پایدار مجانبی بطور (٢ . ١) دستگاه آنگاه
یرید ب نظر در را زیر کاپوتو کسری مشتق با کسری مرتبه سیستم [٩٩] .٢ . ٢ . ٢ قضیه

C
t٠D

α
t x(t) = f(t, x),

x(t٠) = x٠,

باشد برقرار زیر شرط اگر است. آن تعادل نقطه x = ٠ و ٠ < α < ١ که
x(t)f(t, x(t)) ≤ ٠, ∀x,

باشد برقرار زیر شرط اگر و پایدار تعادل نقطه ی مبدا، آنگاه
x(t)f(t, x(t)) < ٠, ∀x ̸= ٠,

است. مجانبی پایدار مبدا، آنگاه
نظر در سیستم پایداری بررس برای را زیر مثبت معین و لیاپانف تابع کنید فرض برهان.

گرفته ایم
V (x(t)) =

١
٢x٢(t).

[٩٩] است برقرار زیر رابطه که داد نشان م توان
C
t٠D

α
t V (x(t)) ≤ x(t)Ct٠D

α
t x(t). (٢ . ٢)

٢ . ٢ سیستم ٢ . ٢ . ١ قضیه طبق نتیجه در و x(t)Ct٠Dα
t x(t) ≤ ٠ آنگاه ،x(t)f(t, x(t)) ≤ ٠ اگر

است. پایدار
٢ . ٢ . ١ قضیه بنابه نتیجه در و x(t)Ct٠Dα

t x(t) < ٠ آنگاه x(t)f(t, x(t)) < ٠ ،x ̸= ٠ ازای به اگر
است. مجانبی پایدار سیستم



٣٣ کسری بهینه کنترل مسائل برای بهینگ لازم شرایط
یرید ب نظر در را زیر زمان وابسته و کسری مرتبه سیستم [٩٩] .٢ . ٢ . ١ مثال

C
t٠D

α
t x١(t) = − sin٢(t)x١(t)− sin(t) cos(t)x٢(t),

C
t٠D

α
t x٢(t) = − sin(t) cos(t)x١(t)− cos٢(t)x٢(t).

م کنیم تعریف زیر صورت به را لیاپانف تابع پایداری، بررس برای
V (x١(t), x٢(t)) =

١
٢x٢١ (t) +

١
٢x٢٢(t) ≥ ٠. (٢ . ٣)

داریم اکنون
C
t٠D

α
t V (x١(t), x٢(t)) =

١
٢C

t٠D
α
t x

٢١ (t) +
١
٢C

t٠D
α
t x

٢٢(t) (۴ . ٢)
≤ x١(t)Ct٠Dα

t x١(t) + x٢(t)Ct٠Dα
t x٢(t) = −[sin(t)x١(t) + cos(t)x٢(t)]٢ ≤ ٠.

لذا و است منف معین نیمه لیاپانف تابع از کسری مشتق که م دهد نشان (۴ . ٢) نامساوی
است. لیاپانف مفهوم به پایدار کسری مرتبه سیستم

کسری مرتبه سیستم [۴٢] .۴ . ٢ . ٢ تعریف
C٠ Dα

t x(t) = ax(t) + b(t, u(t)) + f(t, x(t)), t ∈ [٠, T ],
x(٠) = x٠.

(۵ . ٢)

u(t) ∈ L٠]٢, T ] کنترل تابع ثابت، T و x٠, x١ ∈ R هر برای هرگاه است، کنترل پذیر [٠, T ] بازه در
x(T ) = x١ رابطه در x(٠) = x٠ نقطه از شروع با x(t) متناظر حالت تابع ه بطوری باشد موجود

کند. صدق
م توانید کسری مرتبه سیستم های کنترل پذیری مورد در بیشتر قضایای و توضیحات برای

کنید. مطالعه را [۴٢]

کسری بهینه کنترل مسائل برای بهینگ لازم شرایط ٢ . ٣
یرید ب نظر در را زیر کسری بهینه کنترل مسئله

minimize J
(
x(t), u(t)

)
= ϕ(tf , x(tf )) +

∫ tf

٠
F
(
x(t), u(t)

)
dt, (۶ . ٢)

subject to

Mẋ(t) +N C٠Dα
t x(t) = G

(
t, x(t), u(t)

)
, (٢ . ٧)

اولیه شرایط با
x(٠) = x٠,



کسری بهینه کنترل مسائل از رده ای حل ٣۴
همزمان که هستند ثابت ماتریس  های N و M همچنین .u(t) ∈ Rn و x(t) ∈ Rm آن در که
مشتق پذیر G و F توابع و α ∈ (٠, ١) م کنیم فرض کلیات، دادن دست از بدون نیستند. صفر

هستند.
موجود λ تابع آنگاه باشد، (٢ . ٧)‐(۶ . ٢) مسئله برای کمینه ی (x, u) اگر [٩٠] .٢ . ٣ . ١ قضیه

م کند صدق زیر شرایط در (x, u, λ) تایی سه که است
همیلتونین سیستم الف)

Mλ̇(t)−N tD
α
tf
x(t) = −∂H

∂x (t, x(t), u(t), λ(t)),

Mẋ(t) +NC٠Dα
t x(t) =

∂H
∂λ (t, x(t), u(t), λ(t)),

کنترل تابع برای بهینگ شرط ب)
∂H

∂x
(t, x(t), u(t), λ(t)) = ٠, ∀t ∈ [٠, tf ],

مرزی شرایط ]ج)
H(t, x(t), u(t), λ(t))−Nλ(t)C٠Dα

t x(t) +Nẋ(t)tI
١−α
tf

λ(t)
]
t=tf

= ٠, (٢ . ٨)[
Mλ(t) +Nẋ(t)tI

١−α
tf

λ(t)
]
t=tf

= ٠, (٢ . ٩)
م شود تعریف زیر صورت به H همیلتونین که

H(t, x(t), u(t), λ(t)) = F
(
x(t), u(t)

)
+ λG

(
t, x(t), u(t)

)
.

شرایط به توجه با کسری بهینه کنترل مسئله ی برای را بهینگ لازم شرایط بالا قضیه
م کند. بیان مسئله بر شده اعمال اولیه

نامشخص نهایی زمان که حالت برای بهینگ لازم شرایط [٩١] مقاله در .٢ . ٣ . ١ ملاحظه
با را x(tf ) و x(٠) نقاط اگر که است آن حالت این در جالب نکته است. آمده بدست است،
مسائل در دانیم م که همانطور آمد. خواهد بدست متفاوت بهینه زمان کنیم، جا به جا هم

است. بی تاثیر بهینه زمان بر جایی به جا این کلاسی بهینه کنترل
رده ای حل برای هار١ موج های از استفاده با عددی روش ی ارائه دنبال به ادامه در
حالت در هستیم. است، کاپوتو حالت در آن کسری مشتق که کسری بهینه کنترل مسائل از
در دارد. وجود کسری بهینه کنترل مسائل حل برای مستقیم و غیرمستقیم روش دو کل

دستگاه به ٢ . ٣ . ١ قضیه از استفاده با کسری بهینه کنترل مسئله تبدیل با غیرمستقیم روش
مسئله مستقیم، روش در اما م شود پرداخته مسئله حل به کسری دیفرانسیل معادلات از
فصل این در م شود. تبدیل غیرخط یا خط سازی بهینه مسئله ی به کسری بهینه کنترل

١Haar wavelates



٣۵ هار موج های ویژگ های
بهینه کنترل مسائل از رده ای حل به هار موج های مبنای بر مستقیم روش ی از استفاده با

است زیر صورت به گرفته ایم نظر در که مسئله ای م پردازیم. کسری
minimize J(t, x(t), u(t)) =

∫ ١
٠ f(t, x(t), u(t))dt, (٢ . ١٠)

subject to

C٠ Dα
t x(t) = g(t, x(t), u(t)), n− ١ < α ⩽ n, n = ١,٢,٣, · · · (٢ . ١١)

h(t, x(t), u(t)) ⩽ ٠, (٢ . ١٢)
x(٠) = x٠, x(١) = x١, (٢ . ١٣)

حسب بر u(t) کنترل متغیر و C٠ Dα
t x(t) نوشتن با است. کاپوتو حالت در کسری مشتق که

ی به کسری بهینه کنترل مسئله هار، سازی گسسته روش از استفاده و هار موج های
بسط نامعلوم ضرایب سازی، بهینه مسئله حل با م شود. تبدیل غیرخط سازی بهینه مسئله

م آیند. بدست u(t) کنترل متغیر و C٠ Dα
t x(t)

هار موج های ویژگ های ۴ . ٢
[٠, ١) بازه در که هستند +١−,١, ٠ مقادیر از ترکیبی ،r = ١,٢, · · · که RH(r, t) هار موج های

م شوند تعریف زیر صورت به

RH(r, t) =


١, J١ ⩽ t < J ١٢

,

−١, J ١٢
⩽ t < J٠,

٠, اینصورت غیر در
آن در که

Ju =
j − u

٢i
, u = ٠, ١

٢ , ١,
م شود تعریف j و i پارامتر دو توسط r مقدار و

r = ٢i + j − ١, i = ٠, ١,٢,٣, · · · , j = ١,٢,٣, · · · ,٢i.

م شود بیان زیر صورت به i = j = ٠ ازای به RH(٠, t) تابع
RH(٠, t) = ١, ٠ ⩽ t < ١.

است شده داده نشان ٢ . ٢ ل ش در ،r = ٠, ١,٢, · · · ,٧ که هار اول موج هشت مجموعه 
م شود بیان زیر صورت به تعامد خاصیت

∫ ١
٠
RH(r, t)RH(ν, t)dt =

 ٢−i, r = ν,

٠, r ̸= ν,



کسری بهینه کنترل مسائل از رده ای حل ٣۶

0 0.5 1
0

1

2

t

R
H

(0
,t

)

0 0.5 1
−1

0

1

t

R
H

(1
,t

)

0 0.5 1
−1

0

1

t

R
H

(2
,t

)

0 0.5 1
−1

0

1

t

R
H

(3
,t

)

0 0.5 1
−1

0

1

t

R
H

(4
,t

)

0 0.5 1
−1

0

1

t

R
H

(5
,t

)

0 0.5 1
−1

0

1

t

R
H

(6
,t

)

0 0.5 1
−1

0

1

t

R
H

(7
,t

)

.r = ٠, ١,٢, · · · ,٧ ازای به هار موج ٨ نمودار :٢ . ٢ ل ش

آن در که
ν = ٢n +m− ١, n = ٠, ١,٢,٣, · · · , m = ١,٢,٣, · · · ,٢n.

م دهند. یل تش L٠]٢, ١] هیلبرت فضای در را کامل مجموعه ی هار موج های مجموعه
بزنیم. تقریب هار موج های از استفاده با را فضا این در تابع هر توانیم م بنابراین

توابع تقریب ١ . ۴ . ٢
است زیر صورت به هار موج های برحسب نمایش قابل G(t) ∈ L٠]٢, ١] دلخواه تابع

G(t) =
∞∑
r=٠

arRH(r, t), (١۴ . ٢)

م شوند محاسبه زیر رابطه توسط arها که

ar = ٢i

∫ ١
٠ G(t)RH(r, t)dt, r = ٠, ١,٢, · · · ,

در سری .i = j = ٠ برای r = ٠ و j = ١,٢,٣, · · · ,٢i ، i = ٠, ١,٢,٣, · · · که r = ٢i + j − ١ با
(١۴ . ٢) در سری آنگاه ،i = ٠, ١,٢, · · · , α کنیم فرض اگر است. جمله نهایت بی شامل (١۴ . ٢)



٣٧ هار موج های ویژگ های
است زیر صورت به جمله K با زدن تقریب قابل

G(t) ≃
K−١∑
r=٠

arRH(r, t) = ATΦK(t), (١۵ . ٢)

آن در که
K = ٢α+١, α = ٠, ١,٢,٣, · · · .

م شوند تعریف زیر صورت به ΦK(t) هار توابع بردار و A ضرایب بردار
A = [a٠, a١, · · · , aK−١]T ,

ΦK(t) = [ϕ٠(t), ϕ١(t), · · · , ϕK−١(t)]T ,

آن در که
ϕr(t) = RH(r, t), r = ٠, ١,٢, · · · ,K − ١.

tl آنگاه یریم، ب نظر در هار موج تعریف بازه وسط در را tl محل هم نقاط همه مجموعه اگر
م شود محاسبه زیر رابطه از

tl =
l − ٠٫۵
K

, l = ١,٢, · · · ,K.
بردار م شود. سازی گسسته مساوی فاصله با نقاط به تابع ، محل هم نقاط این انتخاب با
کنید فرض شود. محاسبه محل هم نقاط این در م تواند نیز r = ٠, ١,٢, · · · ,K − ١ ،ϕr(t)
بنابراین باشد، محل هم نقاط در r = ٠, ١,٢, · · · ,K − ١ ،ϕr(t) از ترکیبی Φ̂K×K هار ماتریس

داریم
Φ̂K×K = [ΦK(t١),ΦK(t٢), · · · ,ΦK(tK)]. (١۶ . ٢)

نمایش زیر صورت به هار ماتریس آنگاه شود، تقسیم بازه زیر هشت به موج ها از کدام هر اگر
[۵٧] م شود داده

Φ̂٨×٨ =
[
ϕ٠, ϕ١, · · · , ϕ٧

]
=



١ ١ ١ ١ ١ ١ ١ ١
١ ١ ١ ١ −١ −١ −١ −١
١ ١ −١ −١ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ١ ١ −١ −١
١ −١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ١ −١ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ١ −١ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ١ −١



.



کسری بهینه کنترل مسائل از رده ای حل ٣٨
داریم (١۶ . ٢) و (١۵ . ٢) از استفاده با

[G(t١),G(t٢), · · · ,G(tK)] = AT Φ̂K×K . (٢ . ١٧)
داریم (٢ . ١٧) از

AT = [G(t١),G(t٢), · · · ,G(tK)]Φ̂−١
K×K ,

آن در که
Φ̂−١
K×K = (

١
K

)Φ̂T
K×Kdiag(١, ١,٢,٢,٢٢, · · · ,٢٢︸ ︷︷ ︸

٢٢
,٢٣, · · · ,٢٣︸ ︷︷ ︸

٢٣
, · · · , K٢ , · · · ,

K

٢︸ ︷︷ ︸
K٢

). (٢ . ١٨)

م شود بیان زیر صورت به G(t) تابع تقریب برای خطا مربع همچنین
ε =

∫ ١
٠ (G(t)−ATΦK(t))٢dt.

به ε بنابراین م کند. پیدا کاهش ε آنگاه م کند، پیدا افزایش K که هنگام که است واض
کند. میل نهایت بی سمت به K هرگاه م کند میل صفر سمت

کسری انتگرال عملیات ماتریس ٢ . ۴ . ٢
کسری مشتق و انتگرال شامل معادلات با معمولا ما کسری، بهینه کنترل مسائل حل برای
مشتق هار، موج های در ناپیوستگ وجود دلیل به دانیم م که همانطور داریم. سروکار
ماتریس محاسبه نحوه ی به اینجا در رو این از نیست. پذیر ان ام آن نقاط همه در کسری گیری
زیر صورت به هار موج های از انتگرال م پردازیم. هار موج های کسری انتگرال ٢ عملیات

است محاسبه ∫قابل t

٠
ΦK(τ)dτ ≈ PK×KΦK(t),

به توجه با ادامه در .[۵٨] م شود نامیده هار موج انتگرال عملیات ماتریس P آن در که
که همانطور م کنیم. محاسبه را هار موج های کسری انتگرال عملیات ماتریس [۶٠] مقاله

م شود تعریف زیر صورت به ریمن‐لیوویل کسری انتگرال م دانیم
(٠Iαt f)(t) =

١
Γ(α)

∫ t

٠ (t− τ)α−١f(τ)dτ.

کسری انتگرال آنگاه شود، نوشته (١۵ . ٢) رابطه طبق هار، توابع برحسب f(t) اگر اکنون
م شود بیان زیر صورت به ریمن‐لیوویل

(٠Iαt f)(t) =
١

Γ(α)

∫ t

٠ (t− τ)α−١CTΦK(τ)dτ = CT (٠Iαt ΦK)(t).

٢Operational matrix



٣٩ هار موج های ویژگ های
م شود تعریف زیر صورت به پالس بلاک توابع از تایی K مجموعه

bi(t) =

 ١, t ∈
[

i
K ,

i+١
K

]
,

٠, اینصورت غیر در
.i = ٠, ١,٢, · · · , (K − ١) آن در که

هستند زیر صورت به تعامد خاصیت دارای bi(t) توابع

bi(t)bl(t) =

 ٠, i ̸= l,

bi(t), i = l,

∫ ١
٠ bi(τ)bl(τ)dτ =

 ٠, i ̸= l,

١
K , i = l.

بلاک توابع برحسب م توانند هستند ثابت قطعه ای طور به هار موج های که آنجایی از
شوند نوشته زیر صورت به پالس٣

ΦK(t) = Φ̂K×KBK(t), (٢ . ١٩)
.BK(t) := [b٠(t) b١(t) · · · bi(t) · · · bK(t)]T که

شده محاسبه زیر صورت به Fα پالس بلاک توابع کسری انتگرال عملیات ماتریس [۵٩] در
 است

(٠Iαt BK)(t) ≃ FαBK(t), (٢ . ٢٠)
که

Fα =
١
Kα

١
Γ(α+ ٢)



١ ξ١ ξ٢ . . . ξK−١
٠ ١ ξ١ . . . ξK−٢
٠ ٠ ١ . . . ξK−٣
٠ ٠ ٠ ... ...
٠ ٠ ٠ ٠ ١


,

.ξi = (i+ ١)α+١ − ٢iα+١ + (i− ١)α+١ با
کنید فرض

(٠Iαt ΦK)(t) ≃ Pα
K×KΦK(t), (٢ . ٢١)

(٢ . ١٩) از استفاده با م شود. نامیده هار موج کسری انتگرال عملیات ماتریس Pα
K×K که

داریم (٢ . ٢٠) و
(٠Iαt ΦK)(t) ≃ (٠Iαt Φ̂K×KBK)(t) = Φ̂K×K(٠Iαt BK)(t) ≃ Φ̂K×KF

αBK(t). (٢ . ٢٢)
٣Block pulse functions



کسری بهینه کنترل مسائل از رده ای حل ۴٠
داریم (٢ . ٢٢) و (٢ . ٢١) روابط از استفاده با

Pα
K×KΦK(t) = Pα

K×KΦ̂K×KBK(t) = Φ̂K×KF
αBK(t).

[۶٠] م شود بیان زیر صورت به Pα
K×K هار موج کسری انتگرال عملیات ماتریس بنابراین

Pα
K×K = Φ̂K×KF

αΦ̂−١
K×K . (٢ . ٢٣)

است زیر صورت به Pα
K×K عملیات ماتریس K = ٨ و α = ٠٫٩ ازای به مثال برای

P ٨×٠٫٩٨ =



٠٫۵۴٧٢ −٠٫٢۵۴٠ −٠٫١٣۶١ −٠٫١٢٠۵ −٠٫٠٧٢٩ −٠٫٠۶۴۶ −٠٫٠۶١٣ −٠٫٠۵٩٣
٠٫٢۵۴٠ ٠٫٠٣٩٣ −٠٫١٣۶١ ٠٫١۵١٧ −٠٫٠٧٢٩ −٠٫٠۶۴۶ ٠٫٠٨۴۶ ٠٫٠۶٩٩
٠٫٠۶٠٣ ٠٫٠٧۵٨ ٠٫٠٢١٠ −٠٫٠٠۵٣ −٠٫٠٧٢٩ ٠٫٠٨١٣ −٠٫٠٠۵١ −٠٫٠٠١٢
٠٫٠۶٨١ −٠٫٠۶٨١ ٠ ٠٫٠٢١٠ ٠ ٠ −٠٫٠٧٢٩ ٠٫٠٨١٣
٠٫٠١۴٨ ٠٫٠١٧۵ ٠٫٠۴٠۶ −٠٫٠٠٠۶ ٠٫٠١١٣ −٠٫٠٠٢٨ −٠٫٠٠٠۵ −٠٫٠٠٠٢
٠٫٠١۵٣ ٠٫٠٢١١ −٠٫٠٣۶۵ −٠٫٠٠٢۵ ٠ ٠٫٠١١٣ −٠٫٠٠٢٨ −٠٫٠٠٠۵
٠٫٠١۶١ −٠٫٠١۶١ ٠ ٠٫٠۴٠۶ ٠ ٠ ٠٫٠١١٣ −٠٫٠٠٢٨
٠٫٠١٨٢ −٠٫٠١٨٢ ٠ −٠٫٠٣۶۵ ٠ ٠ ٠ ٠٫٠١١٣


.

هار سازی گسسته روش ٣ . ۴ . ٢
از استفاده با را تابع ی م توان ونه چ که کردیم بیان هار موج های به مربوط بحث در
کسری بهینه کنترل مسائل تقریبی جواب های محاسبه برای بزنیم. تقریب هار موج های

محل هم روش از قسمت این در منظور این برای است. کنترل و حالت تابع تقریب به نیاز
محاسبه زیر رابطه توسط tl محل هم نقاط م کنیم. استفاده هار موج های از استفاده با

م شوند
tl =

l − ٠٫۵
K

, l = ١,٢, · · · ,K,
نتیجه در و است ٢ از توان برحسب K بزرگ که داریم توجه است. محل هم نقاط تعداد K که
در محل هم نقاط تمام م کند. پیدا افزایش ٢ از توان صورت به نیز محل هم نقاط تعداد
کنترل تابع و حالت تابع کسری مشتق که م کنیم فرض دارند. قرار ١

K فاصله با و [٠, ١) بازه
یعن است، تقریب قابل محل هم نقطه K با هار موج های برحسب C٠ Dα

t x(t) ≈ CTΦ(t),

u(t) ≈ BTΦ(t),
(٢۴ . ٢)

آن در که
CT = [c١, c٢, · · · , cK ]T ,

BT = [b١, b٢, · · · , bK ]T .



۴١ هار موج های ویژگ های
م شود محاسبه زیر صورت به x(t) ،(٢۴ . ٢) و (٢ . ٢٣) از استفاده با

x(t) = ٠Iαt C٠ Dα
t x(t) + x(٠) ≈ CTPα

K×K Φ(t) + x(٠), (٢۵ . ٢)
شد، بیان (٣ . ٩) در که همانطور است. α مرتبه از کسری انتگرال عملیات ماتریس Pα

K×K که
م دهد نتیجه را Φ̂ هار K ×K ماتریس ، محل هم نقاط در Φ(t) ماتریس بسط

C٠ Dα
t x(tl) ≈ CT Φ̂(tl),

u(tl) ≈ BT Φ̂(tl),

x(tl) ≈ CTPα
K×KΦ̂(tl) + x(٠).

(٢۶ . ٢)

بوسیله محل هم نقطه هر در را کنترل و حالت توابع م توانیم بالا معادلات از استفاده با
کنیم. محاسبه هار ماتریس از متناظر ستون در ضرایب بردار ضرب حاصل

غیرخط ریزی برنامه ۴ . ۴ . ٢
م شود، گرفته نظر در کسری بهینه کنترل مسئله حل برای هار محل هم روش که هنگام
بهینه مسئله متغیرهای عنوان به کنترل تابع و حالت تابع کسری مشتق نامعلوم ضرایب بردار
م شود بازنویس زیر صورت به (٢ . ١٠) هدف تابع اینصورت در م شوند. گرفته درنظر سازی

J =

∫ ١
٠ f(t, CTPα

K×KΦ(t) + x(٠),BTΦ(t))dt.

صورت به م تواند بالا عبارت دارند، ثابت مقدار بازه زیر هر در هار موج های که آنجایی از
شود نوشته زیر ساده تر

J =
١
K

K∑
l=١

f(tl, CTPα
K×KΦ(tl) + x(٠),BTΦ(tl)).

در شده معرف هار جملات از استفاده با (٢ . ١٢)–(٢ . ١٠) در C٠ Dα
t x(t), x(t), u(t) ذاری جای با

داریم ،(٢۴ . ٢)
CTΦ(tl) = g(tl, CTPα

K×KΦ(tl) + x(٠),BTΦ(tl)),

h(tl, CTPα
K×KΦ(tl) + x(٠),BTΦ(tl)) ⩽ ٠.

بهینه مسئله محدودیت های عنوان به کسری بهینه کنترل مسئله معادلات صورت این در
نرم از استفاده با م توان را نهایی غیرخط سازی بهینه مسئله م شوند. گرفته نظر در سازی
هم نقاط جزو انتهایی و ابتدایی نقاط که آنجایی از کرد. حل سازی بهینه مختلف افزارهای

م کنیم عمل زیر صورت به آنها محاسبه برای نیستند، محل
x(٠) = x(t١)−

C٠ Dtx(t١)
(٢K)αΓ(١ + α)

,

x(١) = x(tK) +
C٠ Dtx(tK)

(٢K)αΓ(١ + α)
.



کسری بهینه کنترل مسائل از رده ای حل ۴٢

.١ . ۵ . ٢ مثال در α = ١ ازای به J هدف تابع تقریبی مقادیر :٢ . ١ جدول
محل هم نقاط تعداد J

K = ٨ ۶٫١۴۶٠٩۶
K = ١۶ ۶٫١۴۶٩۶٧
K = ٣٢ ۶٫١۴٩٠۶١

که م شود تبدیل غیرخط سازی بهینه مسئله ی به کسری بهینه کنترل مسئله روش این با
م پردازیم. مسئله این حل به ١١ لینگو افزار نرم از استفاده با اینجا در

عددی مثال های ۵ . ٢
ذکر به لازم م پردازیم. شده ارائه روش دقت بررس به عددی مثال چند حل با قسمت این در

شده است. بیان [٧٢] در مقاله ی صورت به فصل این نتایج که است

یرید ب نظر در را زیر کسری بهینه کنترل مسئله .١ . ۵ . ٢ مثال

minimize J =
١
٢
∫ ١

٠
[٣x٢(t) + u٢(t)]dt,

subject to

C٠ Dα
t x(t) = −x(t) + u(t),

x(٠) = ٠, x(١) = ٢.

است زیر صورت به α = ١ ازای به دقیق جواب مسئله، این برای

x∗(t) = ٢

sinh٢sinh(٢t),
u∗(t) = ٢

sinh٢)٢ cosh(٢t) + sinh(٢t)).
،٢ . ١ جدول در .[۶١] J∗ = ۶٫١۴٩٢۵٨ با است برابر α = ١ ازای به هدف تابع دقیق مقدار
شده، بیان روش از استفاده با K مختلف مقادیر و α = ١ ازای به J هدف تابع تقریبی مقادیر
و ۵ . ٢ ،۴ . ٢ ،٢ . ٣ ل های ش در x(.) متناظر مسیر و u(.) کنترل تابع است. شده داده نشان

است. شده رسم ۶ . ٢

نظر در را زیر نامساوی صورت به کنترل های محدودیت با خط سیستم مسئله .٢ . ۵ . ٢ مثال



۴٣ عددی مثال های
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.١ . ۵ . ٢ مثال در α = ١ ازای به x(.) دقیق و تقریبی بهینه مسیرهای :٢ . ٣ ل ش
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.١ . ۵ . ٢ مثال در α = ١ ازای به u(.) دقیق و تقریبی بهینه مسیرهای :۴ . ٢ ل ش
یرید ب

C٠ Dα
t x(t) = ln(٢)(x(t) + u(t)),

|u(t)| ⩽ ١, x(t) + u(t) ⩽ ٢,
x(٠) = ٠,

هدف تابع با
minimize J =

∫ ١
٠ − ln(٢)x(t)dt.

در .[۶٢] است α = ١ ازای به J∗ = −٠٫٣٠۶٨٢ هدف تابع دقیق مقدار دارای مسئله این
روش از استفاده با K مختلف مقادیر و α = ١ ازای به J هدف تابع تقریبی مقادیر ،٢ . ٢ جدول



کسری بهینه کنترل مسائل از رده ای حل ۴۴
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.١ . ۵ . ٢ مثال در K = ٣٢ ازای به x(.) تقریبی بهینه مسیرهای :۵ . ٢ ل ش
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.١ . ۵ . ٢ مثال در K = ٣٢ ازای به u(.) تقریبی بهینه مسیرهای :۶ . ٢ ل ش
و ٢ . ٧ ل های ش در x(.) متناظر مسیر و u(.) کنترل تابع است. شده داده نشان شده، بیان

است. شده رسم ٢ . ٨



۴۵ عددی مثال های

.٢ . ۵ . ٢ مثال در α = ١ ازای به J هدف تابع تقریبی مقادیر :٢ . ٢ جدول
محل هم نقاط تعداد J

K = ٨ −٠٫٣٠٧٧٢١٢
K = ١۶ −٠٫٣٠٧٠۶٩٧
K = ٣٢ −٠٫٣٠۶٩٠٧٠
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.٢ . ۵ . ٢ مثال در K = ٣٢ ازای به x(.) تقریبی بهینه مسیرهای :٢ . ٧ ل ش
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.٢ . ۵ . ٢ مثال در K = ٣٢ ازای به u(.) تقریبی بهینه مسیرهای :٢ . ٨ ل ش



کسری بهینه کنترل مسائل از رده ای حل ۴۶
یرید ب نظر در را زیر آزاد انتهایی حالت با کسری بهینه کنترل مسئله .٣ . ۵ . ٢ مثال

minimize J =

∫ ١
٠
[x٢١ (t) + x٢٢(t) + ٠٫٠٠۵u٢(t)]dt,

subject to

C٠ Dα
t x١(t) = x٢(t),

C٠ Dα
t x٢(t) = −x٢(t) + u(t),

x(٠)١ = ٠, x(٠)٢ = −١,
x٢(t) ⩽ ٨(t− ٠٫۵)٢ − ٠٫۵.

گرفته قرار مطالعه مورد مختلف نویسندگان توسط و معرف [۶٣] در α = ١ ازای به مسئله این
ازای به را u(.) و x٢(.) ،x١(.) تقریبی بهینه مسیرهای ٢ . ١١ و ٢ . ١٠ ،٢ . ٩ ل های ش است.
و α = ١ ازای به J هدف تابع تقریبی مقادیر همچنین م دهند. نمایش α مختلف مقادیر

است. شده داده نشان ٢ . ٣ جدول در K مختلف مقادیر
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.٣ . ۵ . ٢ مثال در K = ٣٢ ازای به x١(.) تقریبی بهینه مسیرهای :٢ . ٩ ل ش



۴٧ عددی مثال های
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.٣ . ۵ . ٢ مثال در K = ٣٢ ازای به x٢(.) تقریبی بهینه مسیرهای :٢ . ١٠ ل ش
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.٣ . ۵ . ٢ مثال در K = ٣٢ ازای به u(.) تقریبی بهینه مسیرهای :٢ . ١١ ل ش



کسری بهینه کنترل مسائل از رده ای حل ۴٨

.٣ . ۵ . ٢ مثال در α = ١ ازای به J هدف تابع تقریبی مقادیر :٢ . ٣ جدول
J روش

[۶۵] کلاسی چبیشف چندجمله ای های
٠٫١٧٣۵٨٠ k = ٢۶ ،m = ٨
٠٫١٧١٨۵٠ k = ٢٨ ،m = ١۶

[۶۶] هیبرید توابع
٠٫١٧٠١٣۶۴۵ n = ۴ ،m = ٣ ،w = ١۵
٠٫١٧٠١٣۶۴٠ n = ۴ ،m = ۴ ،w = ١۵

حاضر روش
٠٫١٧٢۵۴٧۵ K = ٨
٠٫١٧١٢۶٢٠ K = ١۶
٠٫١٧٠١١١٨ K = ٣٢



٣ فصل
کسری بهینه کنترل مسائل حل

پالس بلاک توابع از استفاده با تاخیری

مقدمه ٣ . ١
روش های از استفاده با [۴۴ ،۴٣] صحیح مرتبه مشتقات با تاخیری بهینه کنترل مسائل اگرچه
زمینه های از ی تاخیری کسری بهینه کنترل مسائل اما است، گرفته قرار مطالعه مورد مختلف
در تاخیری کسری بهینه کنترل مسائل م شوند. محسوب مهندس و ریاضیات در نوظهور
دستگاههای آنها، کننده همراه دینامی دستگاههای که هستند بهینه کنترل مسائل همان واق
بهینه کنترل مسائل برای دقیق جواب یافتن کل حالت در است. تاخیری کسری دینامی
حل برای عددی روش  چند اخیر، سال های در رو این از نیست، پذیر ان ام تاخیری کسری
در بهینگ لازم شرایط [۴۵] در مثال برای شده است. ارائه تاخیری کسری بهینه کنترل مسائل
برنامه روش ی و است شده ارائه تاخیری کسری بهینه کنترل مسائل برای خاص حالت ی
ارنش هم و بهراوی١ همچنین است. شده گرفته ار ب نهایی مسئله حل برای خط ریزی
کسری بهینه کنترل مسائل حل برای لژاندر چندجمله ای های مبنای بر عددی روش ی [۴۶]
مسئله ی به مسئله تبدیل و اندازه نظریه رهیافت از استفاده با [۴٧] در داده اند. ارائه تاخیری

شده است. پرداخته تاخیری کسری بهینه کنترل مسائل از رده ای حل به خط ریزی برنامه
١Bhrawy

۴٩



پالس بلاک توابع از استفاده با تاخیری کسری بهینه کنترل مسائل حل ۵٠
جواب ها تقریب دلیل همین به نیستند. هموار کل حالت در تاخیری سیستم های دقیق جواب
م شود نقاط در خطا افزایش یا و رایی هم کندی باعث هموار، پایه ای توابع از استفاده با
پالس بلاک ناهموار پایه ای توابع معرف به قسمت این در رو این از نیست. موجود مشتق که

م پردازیم. تاخیری کسری بهینه کنترل مسائل حل برای
یرید ب نظر در را زیر تأخیری کسری بهینه کنترل مسئله

minimize J = H(tf , xtf ) +

∫ tf

٠ G(t, x(t), x(t− σ), u(t), u(t− τ))dt, (٣ . ١)
subject to

C٠ Dα
t x(t) = F (t, x(t), x(t− σ), u(t), u(t− τ)), t ∈ [٠, tf ], (٣ . ٢)

g(t, x(t), u(t)) ⩽ ٠, t ∈ [٠, tf ], (٣ . ٣)
x(t) = ϕ(t), t ∈ [−σ, ٠], (۴ . ٣)
u(t) = ψ(t), t ∈ [−τ, ٠], (۵ . ٣)

مشتق و غیرخط u و x به توجه با کل حالت در H,G الر اس توابع و F, g برداری توابع که
م دهد. نشان را انتهایی زمان tf و τ ⩾ σ ⩾ ٠ و هستند پیوسته ψ(t) و ϕ(t) توابع هستند. پذیر
مسئله عددی حل برای متناظر عملیات ماتریس های و پالس بلاک توابع معرف به ادامه در

م پردازیم. مستقیم روش به (۵ . ٣)‐(٣ . ١)

پالس بلاک توابع ٣ . ٢
.[۶۴] شد گرفته ار ب ٢ هارموث بوسیله برق مهندس در بار اولین پالس بلاک توابع مفهوم

[٨٧] شوند م تعریف زیر صورت به [٠, tf ) بازه روی پالس بلاک توابع از تایی K مجموعه

bi(t) =

 ١, itf
K ≤ t ≤ (i+١)tf

K ,

٠, صورت این غیر در (۶ . ٣)

آنها مهم ترین که هستند بسیاری خواص دارای پالس بلاک توابع .i = ٠, ١, · · · ,K − ١ که
مجزا پالس بلاک توابع تعریف به توجه با باشد. م آنها بودن۵ کامل و تعامد۴ بودن٣، مجزا

زیرا است واض بودن
bi(t)bj(t) =

 ٠, i ̸= j,

bi(t), i = j.

٢Harmoth
٣Disjointness
۴Orthogonality
۵Completeness



۵١ پالس بلاک توابع
یعن باشد، م تعامد ر دی ∫ویژگ tf

٠
bi(τ)bj(τ) = hδij ,

f ∈ [٠, tf ) تابع هر برای است. بودن کامل ر دی ویژگ م باشد. h =
tf
K و کرونکر دلتای δij که

است برقرار پارسوال اتحاد م کند میل نهایت بی سمت به K که ∫هنگام tf

٠
f٢(x)dx =

∞∑
i=٠

f٢
i ∥bi(x)∥٢٢,

آن در که
fi =

١
h

∫ tf

٠ f(x)bi(x)dx.

مؤلفه امین i عنوان به bi(t) که BK(t) تایی K بردار از استفاده با م توان را پالس بلاک توابع
این در است [٠, tf ) روی پیوسته و پذیر انتگرال تابع f(t) کنید فرض گرفت. نظر در است آن

م شود بیان زیر صورت به f تابع پالس بلاک بسط صورت
f(t) ≃

K−١∑
i=٠

aibi(t) = ATBK(t), (٣ . ٧)

رابطه از ai ضرایب .BK(t) = [b٠(t), b١(t), · · · , bK−١(t)]T و A = [a٠, a١, · · · , aK−١]T آن در که
م آیند بدست زیر

ai =
K

tf

∫ (i+١)tf
K

(i)tf
K

f(t)dt, i = ٠, ١,٢, · · · ,K − ١. (٣ . ٨)
محل هم نقاط و تقسیم مساوی قسمت K به را [٠, tf ) بازه محل هم روش ی بردن ار ب برای

م کنیم تعریف زیر صورت به را
tl =

l − ٠٫۵
K

tf , l = ١,٢, · · · ,K.
داریم بنابراین باشد، محل هم نقاط همه در پالس بلاک توابع ترکیب B̂K×K کنید فرض

B̂K×K = [BK(t١), BK(t٢), · · · , BK(tK)]. (٣ . ٩)
م آید بدست زیر صورت به B̂٨×٨ ماتریس صورت این در .K = ٨ کنید فرض مثال برای

B̂٨×٨ = I٨.

تأخیری عملیات ماتریس ٣ . ٢ . ١
م توان باشد h =

tf
K ی اندازه به تأخیری دارای پالس ها بلاک از تایی K مجموعه ی اگر

که داد نشان
B(t−

tf
K

) = ∆KB(t),



پالس بلاک توابع از استفاده با تاخیری کسری بهینه کنترل مسائل حل ۵٢
که

∆K =



٠ ١ ٠ · · · ٠
٠ ٠ ١ · · · ٠
... ... ... ... ...
٠ ٠ ٠ ٠ ١
٠ ٠ ٠ ٠ ٠


.

داریم باشد K از تر کوچ مثبت صحیح عدد N و ٠ ≤ δ ≤ ١ ،h =
(N+δ)tf

K وقت کل حالت در
B(t− h) = DB(t), t > h. (٣ . ١٠)

محاسبه زیر رابطه از و است پالس بلاک توابع تأخیری عملیات ماتریس D ∈ Rm×m اینجا در
م شود

D = (١ − δ)∆N
K + δ∆N+١

K ,

با
∆K =

٠(K−١) × ١ IK−١
٠ ٠١×(K−١)

 .
.[٨٧] شود اختیار ی یا صفر δ بایست نیفتد اتفاق عملیات ماتریس در خطا اینکه برای

کسری انتگرال عملیات ماتریس ٣ . ٢ . ٢
استفاده برای اینجا در هستند پرش یا ذات ناپیوستگ دارای پالس بلاک توابع که آنجایی از
BK(t) بردار انتگرال م کنیم. استفاده کسری انتگرال عملیات ماتریس از عددی روش ی از

[٨٧] م شود بیان زیر صورت ∫به t

٠ BK(τ)dτ ≈ PK×KBK(t).

.[٨٨] است پالس بلاک توابع برای کسری انتگرال عملیات ماتریس محاسبه ی ما هدف
م شود تعریف زیر صورت به ریمن‐لیوویل کسری انتگرال شد بیان که همانطور

(Iαf)(t) =
١

Γ(α)

∫ t

٠ (t− τ)α−١f(τ)dτ, ٠ ⩽ t < tf .

کنید فرض
(IαBK)(t) ≈ Pα

K×KBK(t),

ازای به [ itfK ,
(i+١)tf

K ) بازه در چون م شود. نامیده کسری انتگرال عملیات ماتریس Pα
K×K که

داریم نتیجه در ،Bi(t) = ١ i = ٠, · · · ,K − ١

IαBi(t) =


٠, t ⩽ itf

K ,

(t−
itf
K

)α

α ,
itf
K ⩽ t ⩽ (i+١)tf

K ,

(t−
itf
K

)α−(t−
(i+١)tf

K
)α

α ,
(i+١)tf

K ⩽ t ⩽ tf .



۵٣ پالس بلاک توابع
ضرایب م توانیم انتقال خاصیت از استفاده با i = ١, · · · ,K − ١ ،(Iαbi)(t) مقادیر ر دی برای

داشت خواهیم نتیجه در آوریم. بدست پالس بلاک توابع برای را بسط ر دی

Pα
K×K =

١
Kα

١
Γ(α+ ٢)



١ ξ١ ξ٢ . . . ξK−١
٠ ١ ξ١ . . . ξK−٢
٠ ٠ ١ . . . ξK−٣
٠ ٠ ٠ ... ...
٠ ٠ ٠ ٠ ١


, (٣ . ١١)

و α = ٠٫٩ ازای به مثال برای .ξi = (i+ ١)α+١ − ٢iα+١ + (i− ١)α+١, i = ١,٢, · · · ,K − ١ که
است زیر صورت به P ٨×٠٫٩٨ عملیات ماتریس ،K = ٨

P ٨×٠٫٩٨ =



٠٫٠٨۴٢ ٠٫١۴۵٩ ٠٫١٣۴٧ ٠٫١٢٩٢ ٠٫١٢۵۴ ٠٫١٢٢۶ ٠٫١٢٠۴ ٠٫١١٨۶
٠ ٠٫٠٨۴٢ ٠٫١۴۵٩ ٠٫١٣۴٧ ٠٫١٢٩٢ ٠٫١٢۵۴ ٠٫١٢٢۶ ٠٫١٢٠۴
٠ ٠ ٠٫٠٨۴٢ ٠٫١۴۵٩ ٠٫١٣۴٧ ٠٫١٢٩٢ ٠٫١٢۵۴ ٠٫١٢٢۶
٠ ٠ ٠ ٠٫٠٨۴٢ ٠٫١۴۵٩ ٠٫١٣۴٧ ٠٫١٢٩٢ ٠٫١٢۵۴
٠ ٠ ٠ ٠ ٠٫٠٨۴٢ ٠٫١۴۵٩ ٠٫١٣۴٧ ٠٫١٢٩٢
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠٫٠٨۴٢ ٠٫١۴۵٩ ٠٫١٣۴٧
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠٫٠٨۴٢ ٠٫١۴۵٩
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠٫٠٨۴٢


.

مساوی قسمت K به را (٠, tf ] بازه ، محل هم روش بر مبتن عددی روش ی گیری ار ب برای
م کنیم تعریف زیر صورت به را محل هم نقاط و کنیم م تقسیم ∆t = tf

K

tl =
l − ٠٫۵
K

tf , l = ١,٢, · · · ,K.
هم نقطه K با پالس بلاک توابع حسب بر را کنترل متغیر و حالت متغیر کسری مشتق تقریب

م گیریم نظر در زیر صورت به محل C٠ Dα
t x(t) ≈ CTB(t),

u(t) ≈ UTB(t),
(٣ . ١٢)

آن در که
CT = [c١, c٢, · · · , cK ]T ,

UT = [u١, u٢, · · · , uK ]T .

م شود بیان زیر صورت به x(t) ،(٣ . ١٢) و (٣ . ١١) از استفاده با
x(t) = ٠Iαt C٠ Dα

t x(t) + x(٠) ≈ CTPα
K×KB(t) + x(٠). (٣ . ١٣)



پالس بلاک توابع از استفاده با تاخیری کسری بهینه کنترل مسائل حل ۵۴
صورت به پالس بلاک توابع برحسب u(t− τ) و x(t−σ), (٣ . ١٣) و (٣ . ١٠) از استفاده با بعلاوه

م شوند نوشته زیر

x(t− σ) =

 ϕ(t− σ), t ∈ [٠, σ],
CTPα

K×KDσB(t) + x(٠), t ∈ [σ, tf ],

u(t− τ) =

 ψ(t− τ), t ∈ [٠, τ ],
UTDτB(t), t ∈ [τ, tf ],

نقطه K در B(t) بردار گرفتن نظر در با هستند. تأخیری عملیات ماتریس های Dτ و Dσ که
داریم محل هم

C٠ Dα
t x(tl) ≈ CTB(tl),

u(tl) ≈ UTB(tl),

x(tl) ≈ CTPα
K×KB(tl) + x(٠),

(١۴ . ٣)

و

x(tl − σ) =

 ϕ(tl − σ), tl ∈ [٠, σ],
CTPα

K×KDσB(tl) + x(٠), tl ∈ [σ, tf ],
(١۵ . ٣)

u(tl − τ) =

 ψ(tl − τ), tl ∈ [٠, τ ],
UTDτB(tl), tl ∈ [τ, tf ].

(١۶ . ٣)

توجه با ارببریم، ب تأخیری کسری بهینه کنترل مسئله برای را محل هم روش که هنگام
مسئله برای محدودیت ها و هدف تابع پالس، بلاک توابع بودن ثابت قطعه ای خاصیت به

م شوند نوشته زیر صورت به (۵ . ٣)‐(٣ . ١)
J = H(tf , x(tf )) +

tf
K

{
Nσ∑
l=٠

G(tl, CTPα
K×KB(tl) + x(٠),UTB(tl), ϕ(tl − σ), ψ(tl − τ))

+
Nτ∑

l=Nσ+١
G(tl, CTPα

K×KB(tl) + x(٠),UTB(tl), CTPα
K×KDσB(tl) + x(٠), ψ(tl − τ))

+

K∑
l=Nτ+١

G(tl, CTPα
K×KB(tl) + x(٠),UTB(tl), CTPα

K×KDσB(tl) + x(٠),UTDτB(tl))

}
,

ه بطوری

CTB(tl) =


F (tl, CTPα

K×KB(tl) + x(٠),UTB(tl), ϕ(tl − σ), ψ(tl − τ)), tl ∈ [٠, σ],
F (tl, CTPα

K×KB(tl) + x(٠), CTPα
K×KDσB(tl) + x(٠), ψ(tl − τ)), tl ∈ [σ, τ ],

F (tl, CTPα
K×KB(tl) + x(٠), CTPα

K×KDσB(tl) + x(٠),UTDτB(tl)), tl ∈ [τ, tf ],



۵۵ روش رایی هم

g(tl, CTPα
K×KB(tl) + x(٠),UTB(tl)) ⩽ ٠. (٣ . ١٧)

انتهایی نقاط نتیجه در نیستند منطبق برهم محل هم نقاط و انتهایی نقاط اینکه به توجه با
م شوند گرفته نظر در زیر صورت به

x(٠) = x(t١)−
(tf )

αC٠ Dα
t x(t١)

(٢K)αΓ(١ + α)
,

x(tf ) = x(tK) +
(tf )

αC٠ Dα
t x(tK)

(٢K)αΓ(١ + α)
.

(٣ . ١٨)

تبدیل غیرخط ریزی برنامه مسئله ی به تأخیری کسری بهینه کنترل مسئله صورت این در
است. محاسبه قابل لینگو یا متلب افزارهای نرم از استفاده با که شود م

روش رایی هم ٣ . ٣
م پردازیم. شده معرف روش رایی هم بررس به بخش این در

است موجود M حقیق عدد و D ⊆ R در پذیر مشتق تابع f کنید فرض [۶٨] .٣ . ٣ . ١ قضیه
ازای به |f(y)− f(x)| ⩽M |y − x| صورت این در .t ∈ D هر ازای به |f ′(t)| ⩽M که قسم به

.y, x ∈ D هر
(٣ . ٧) رابطه طبق [٠, tf ) بازه در fK(t) پالس بلاک توابع از استفاده با f(t) اگر .٣ . ٣ . ٢ قضیه

آنگاه شود، زده تقریب
∥EK(.)∥٢٢ = ∥f(.)− fK(.)∥٢٢ ⩽ ۴M٢(tf )٣

K٢ , (٣ . ١٩)
∥εK(.)∥٢٢ = ∥(Iαf)(.)− (IαfK)(.)∥٢٢ ⩽ ۴M٢(tf )٣+α

Γ(α+ ١)K٢ . (٣ . ٢٠)
را Di ناحیه روی fK(t) پالس بلاک تابع بسط و f(t) بین خطای ابتدا :(٣ . ١٩) اثبات برهان.

م کنیم تعریف زیر صورت به
Ei(t) = aibi(t)− f(t) = ai − f(t), t ∈ Di,

آن در که
Di = {t :

itf
K

⩽ t ⩽ (i+ ١)tf
K

}, i = ٠, · · · ,K − ١.
که داد نشان م توان

∥Ei(t)∥٢٢ =

∫ (i+١)tf
K

itf
K

Ei(t)
٢dt =

∫ (i+١)tf
K

itf
K

(ai − f(t))٢dt = tf
K

(ai − f(η))٢, η ∈ Di, (٣ . ٢١)



پالس بلاک توابع از استفاده با تاخیری کسری بهینه کنترل مسائل حل ۵۶
مقدار قضیه و (٣ . ٨) از استفاده با م کنیم. استفاده انتگرال برای میان مقدار قضیه از که

داریم میان
K

tf

∫ (i+١)tf
K

itf
K

f(t)dt =
K

tf
.
tf
K
f(µ) = f(µ), µ ∈ Di. (٣ . ٢٢)

داریم ٣ . ٣ . ١ قضیه از استفاده با و (٣ . ٢١) در (٣ . ٢٢) ذاری جای با

∥Ei(t)∥٢٢ =
tf
K

(f(µ)− f(η))٢ ⩽ tf
K

(M(µ− η))٢ ⩽ tf
K
M٢(۴t٢f

K٢ ) =
۴M٢(tf )٣

K٣ .

نتیجه در

∥EK(.)∥٢٢ =

∫ tf

٠ EK(t)٢dt =
∫ tf

٠ (

K−١∑
i=٠

Ei(t))
٢dt =

∫ tf

٠
K−١∑
i=٠

Ei(t)
٢dt

+٢∑
i<j

∫ tf

٠
Ei(t)Ej(t)dt.

بنابراین ،Di ∩Dj = ∅ داریم i < j برای که آنجایی از

∥EK(.)∥٢٢ =

∫ tf

٠
K−١∑
i=٠

Ei(t)
٢dt =

K−١∑
i=٠

∫ tf

٠ Ei(t)
٢ =

K−١∑
i=٠

∫ (i+١)tf
K

itf
K

Ei(t)
٢dt =

K−١∑
i=٠

∥Ei(t)∥٢٢

⩽ K.(
۴M٢(tf )٣

K٣ ) =
۴M٢(tf )٣

K٢ .

داریم :٣ . ٢٠ اثبات
∥εK(.)∥٢٢ = ∥(Iαf)(.)− (IαfK)(.)∥٢٢ ⩽ ١

Γ(α)

∫ t

٠ (t− τ)α−١∥f(.)− fK(.)∥٢٢dτ.

داریم ،(٣ . ١٩) رابطه از استفاده با

∥εK(.)∥٢٢ ⩽ ١
Γ(α)

∫ t

٠ (t− τ)α−١∥f(.)− fK(.)∥٢٢dτ ⩽ ١
Γ(α)

∫ t

٠ (t− τ)α−١(۴M٢(tf )٣
K٢ )dτ

= (
۴M٢(tf )٣

K٢ )
١

Γ(α)

∫ t

٠ (t− τ)α−١dτ = (
۴M٢(tf )٣

K٢ )
tα

Γ(α+ ١) ⩽ ۴M٢(tf )٣+α

Γ(α+ ١)K٢ .

م کند. کامل را اثبات این
آنگاه باشد، (٠, tf ) روی پذیر مشتق دوبار تابع f اگر [۶٧] .٣ . ٣ . ٣ قضیه

∫ tf

٠ f(t)dt =
tf
K

K∑
l=١

f(tl) + EM,

آن در که
tl =

l − ٠٫۵
K

tf , EM =
(tf )

٣f ′′
(ξ)

٢۴K٢ , ξ ∈ (٠, tf ).



۵٧ عددی مثال های
نوشته زیر صورت به م تواند (۵ . ٣)‐(٣ . ١) مسئله شد، بیان قبل بخش در که همانطور

شود

minimize J = H(tf , x(tf )) +
tf
K

{
Nr∑
l=٠

G(tl, CTPα
K×KBK(tl) + x(٠),UTBK(tl), ϕ(tl − r), ψ(tl − s))

+

Ns∑
l=Nr+١

G(tl, CTPα
K×KBK(tl) + x(٠),UTBK(tl), CTPα

K×KDrBK(tl) + x(٠), ψ(tl − s))

+
K∑

l=Ns+١
G(tl, CTPα

K×KBK(tl) + x(٠),UTBK(tl), CTPα
K×KDrBK(tl) + x(٠),UTDsBK(tl))

}
,

(٣ . ٢٣)

subject to

CTBK(tl) =


F (tl, CTPα

K×KBK(tl) + x(٠),UTBK(tl), ϕ(tl − r), ψ(tl − s)), tl ∈ [٠, r],
F (tl, CTPα

K×KBK(tl) + x(٠), CTPα
K×KDrBK(tl) + x(٠), ψ(tl − s)), tl ∈ [r, s],

F (tl, CTPα
K×KBK(tl) + x(٠), CTPα

K×KDrBK(tl) + x(٠),UTDsBK(tl)), tl ∈ [s, tf ],

(٢۴ . ٣)
g(tl, CTPα

K×KBK(tl) + x(٠),UTBK(tl)) ⩽ ٠. (٢۵ . ٣)

،UTBK(t)،CTPα
K×KBK(t) + x(٠) آنگاه ،K → ∞ که زمان م کند تضمین ٣ . ٣ . ٢ قضیه

میل u(t − s) و x(t − r) ، u(t) ، x(t) به ترتیب به UTDsBK(t) و CTPα
K×KDrBK(t) + x(٠)

به ترتیب به (٢۵ . ٣) و (٢۴ . ٣) معادلات م یابد، افزایش K که زمان اینصورت در م کنند.
رابطه ،٣ . ٣ . ٣ قضیه از استفاده با همچنین م کنند. میل (٣ . ٣) و (٣ . ٢) معادلات سمت
‐(٣ . ٢٣) مسئله کمینه مقدار µK اگر حقیقت در م کند. میل (٣ . ١) رابطه سمت به (٣ . ٢٣)

آنگاه باشد، (٢۵ . ٣)
lim

K→∞
µK = µ,

است. مسئله بهینه جواب µ که

عددی مثال های ۴ . ٣
آمده بدست نتایج م دهیم. ارائه پیشهادی روش توضیح برای عددی مثال چند قسمت این در

شده است. ارائه [٧۴] مقاله در فصل این در



پالس بلاک توابع از استفاده با تاخیری کسری بهینه کنترل مسائل حل ۵٨
یرید ب نظر در را زیر تاخیری کسری بهینه کنترل مسئله .١ . ۴ . ٣ مثال

minimize J =
١
٢
[١٠۵x(٢)٢ +

∫ ٢
٠
u٢(t)dt

]
,

subject to

C٠ Dα
t x(t) = x(t− ١) + u(t),

x(t) = ١, t ∈ [−١, ٠].
است زیر صورت به α = ١ ازای به دقیق جواب مسئله این برای

u∗(t) =

 −٢٫١ + ١٫٠۵t, t ∈ [٠, ١],
−١٫٠۵, t ∈ [١,٢].

x∗(t) =

 ١ − ١٫١t+ ٠٫۵٢۵t٢, t ∈ [٠, ١],
−٠٫٢۵ + ١٫۵٧۵t− ١٫٠٧۵t٢ + ٠٫١٧۵t٣, t ∈ [١,٢].

مقادیر ،٣ . ١ جدول در .[۶٩] J∗ = ١٫٨٣٧۵ با است برابر α = ١ ازای به هدف تابع دقیق مقدار
نشان شده، بیان روش از استفاده با K مختلف مقادیر و α = ١ ازای به J هدف تابع تقریبی
۴ . ٣ و ٣ . ٣ ،٣ . ٢ ،٣ . ١ ل های ش در x(.) آن متناظر مسیر و u(.) کنترل تابع است. شده داده

است. شده رسم
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.١ . ۴ . ٣ مثال در α = ١ ازای به x(.) دقیق و تقریبی بهینه مسیرهای :٣ . ١ ل ش



۵٩ عددی مثال های

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
−2.2

−2

−1.8

−1.6

−1.4

−1.2

−1

−0.8

t

u
(t

)

 

 
BPFs with 36 nodes
analytical solution

.١ . ۴ . ٣ مثال در α = ١ ازای به u(.) دقیق و تقریبی بهینه مسیرهای :٣ . ٢ ل ش
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.١ . ۴ . ٣ مثال در K = ٣٢ ازای به x(.) تقریبی بهینه مسیرهای :٣ . ٣ ل ش
نظر در را زیر خط غیر معادلات دستگاه با تاخیری کسری بهینه کنترل مسئله .٢ . ۴ . ٣ مثال

یرید ب
C٠ Dα

t x(t) = x(t− ١)u(t− ٢), t ∈ (٠,٣],
x(t) = ١, t ∈ [−١, ٠],
u(t) = ٠, t ∈ [−٢, ٠],

زیر صورت به دوم درجه هدف تابع با

minimize J =

∫ ٣
٠

[
x٢(t) + u٢(t)

]
dt.



پالس بلاک توابع از استفاده با تاخیری کسری بهینه کنترل مسائل حل ۶٠
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.١ . ۴ . ٣ مثال در K = ٣٢ ازای به u(.) تقریبی بهینه مسیرهای :۴ . ٣ ل ش
.١ . ۴ . ٣ مثال در α = ١ ازای به J هدف تابع تقریبی مقادیر :٣ . ١ جدول

محل هم نقاط تعداد دقیق مقدار J تقریبی مقدار مطلق خطای
K = ٨ ١٫٨٣٧۵ ١٫٨۴٠٣٧۵ ٠٫٠٠٢٨٧۵
K = ١۶ ١٫٨٣٧۵ ١٫٨٣٨٢١٨ ٠٫٠٠٠٧١٧
K = ٣٢ ١٫٨٣٧۵ ١٫٨٣٧۶٧٩ ٠٫٠٠٠١٧٩

است زیر صورت به α = ١ ازای به دقیق جواب مسئله این برای

u∗(t) =

 e−٢
e١+٢et+٢ − e۴

e١+٢e−(t+٢), t ∈ [٠, ١],
٠, t ∈ [١,٣].

x∗(t) =

 ١, t ∈ [٠,٢],
e−٢
e١+٢et + e۴

e١+٢e−t, t ∈ [٢,٣].
،٣ . ٢ جدول در .[٧١] J∗ = ٢٫٧۶١۵٩۴ با است برابر α = ١ ازای به هدف تابع دقیق مقدار
شده، بیان روش از استفاده با K مختلف مقادیر و α = ١ ازای به J هدف تابع تقریبی مقادیر
٣ . ٧ ،۶ . ٣ ،۵ . ٣ ل های ش در x(.) آن متناظر مسیر و u(.) کنترل تابع است. شده داده نشان

است. شده رسم ٣ . ٨ و



۶١ عددی مثال های

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

0.65

0.7

0.75

0.8

0.85

0.9

0.95

1

t

x
(t

)

 

 

BPFs with 36 nodes
analytical solution

.٢ . ۴ . ٣ مثال در K = ٣۶ ازای به x(.) دقیق و تقریبی بهینه مسیرهای :۵ . ٣ ل ش
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BPFs with 36 nodes
analytical solution

.٢ . ۴ . ٣ مثال در K = ٣۶ ازای به u(.) دقیق و تقریبی بهینه مسیرهای :۶ . ٣ ل ش



پالس بلاک توابع از استفاده با تاخیری کسری بهینه کنترل مسائل حل ۶٢
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.٢ . ۴ . ٣ مثال در K = ٣۶ ازای به x(.) تقریبی بهینه مسیرهای :٣ . ٧ ل ش
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.٢ . ۴ . ٣ مثال در K = ٣۶ ازای به u(.) تقریبی بهینه مسیرهای :٣ . ٨ ل ش
یرید ب نظر در را زیر تاخیری کسری بهینه کنترل مسئله .٣ . ۴ . ٣ مثال

minimize J =
١
٢
∫ ١

٠
[
(x١(t) + x٢(t))٢ + u٢(t)

]
dt,

subject to

C٠ Dα
t x١(t) = x١(t) + x٢(t−

١
۴), t ∈ [٠, ١],

C٠ Dα
t x٢(t) = −۵x١(t−

١
۴) + x٢(t)− x٢(t−

١
۴) + u(t), t ∈ [٠, ١],

x١(t) = ١, t ∈ [− ١
۴ , ٠],

x٢(t) = ١, t ∈ [− ١
۴ , ٠].



۶٣ عددی مثال های

.٢ . ۴ . ٣ مثال در α = ١ ازای به J هدف تابع تقریبی مقادیر :٣ . ٢ جدول
دقیق مقدار J تقریبی مقدار محل هم نقاط تعداد روش
٢٫٧۶١۵٩۴ ٢٫٧٧٠۵٣٨ K = ۶ حاضر روش
٢٫٧۶١۵٩۴ ٢٫٧۶٣٧٩٣ K = ١٢
٢٫٧۶١۵٩۴ ٢٫٧۶١٨٣٧ K = ٣۶

٢٫٧۶١۵٩۴ ٢٫٩٠۵۵۴٩ K = ١۶ [٧٠] هار موج های
٢٫٧۶١۵٩۴ ٢٫٨٧۵۴۶١ K = ٣٢
٢٫٧۶١۵٩۴ ٢٫٧۶١۶۵٢ K = ١٢٨

J = ٢٫٧٩٣٠ هدف تابع تقریبی مقدار که است شده مطالعه [٧٣] در α = ١ ازای به مسئله این
،K = ٣٢ و α = ١ ازای به فصل این در شده بیان روش از استفاده با است. شده محاسبه

پیچیدگ دارای پیشنهادی روش است. آمده بدست J = ٢٫٧٩٢٣٧٧ هدف تابع تقریبی مقدار
متناظر مسیرهای و u(.) کنترل تابع است. [٧٣] در شده ارائه روش به نسبت کمتر محاسبات

است. شده رسم ٣ . ١٠ و ٣ . ٩ ل های ش در α مختلف مقادیر ازای به x٢(.) و x١(.)
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.٣ . ۴ . ٣ مثال در K = ٣٢ ازای به x(.) تقریبی بهینه مسیرهای :٣ . ٩ ل ش



پالس بلاک توابع از استفاده با تاخیری کسری بهینه کنترل مسائل حل ۶۴
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.٣ . ۴ . ٣ مثال در K = ٣٢ ازای به u(.) تقریبی بهینه مسیرهای :٣ . ١٠ ل ش
.۴ . ۴ . ٣ مثال در J هدف تابع تقریبی مقادیر :٣ . ٣ جدول

محل هم نقاط تعداد J تقریبی جواب دقیق جواب
K = ۴ ٣٫٠٣٧۶ × ١٠−۴ ٠
K = ٨ ۶٫٣٢٨٠ × ١٠−۵ ٠
K = ١۶ ١٫٣۵٢٢ × ١٠−۵ ٠
K = ٣٢ ٣٫٢۶٨٣ × ١٠−۶ ٠
K = ۶۴ ١٫٢٨٢٠ × ١٠−۶ ٠

یرید ب نظر در را زیر مسئله .۴ . ۴ . ٣ مثال
minimize J =

∫ ٢
٠

[
(x(t)− t− ٢(١ + (u(t)− t٠٫١

Γ(١٫١) + t)٢
]
dt,

subject to

C٠ D٠٫٩
t x(t) = x(t− ١) + u(t),

x(t) = t+ ١, t ∈ [−١, ٠].
مقدار هستند. بهینه کنترل و حالت توابع u∗(t) = t٠٫١

Γ(١٫١) − t و x∗(t) = t+ ١ مسئله این برای
جدول در K مختلف مقادیر ازای به J هدف تابع تقریبی مقدار است. J∗ = ٠ هدف تابع دقیق
٣ . ١٢ و ٣ . ١١ ل های ش در x(.) آن متناظر مسیر و u(.) کنترل تابع است. شده داده نشان ٣ . ٣
شده داده نمایش ۴ . ٣ جدول در x(t) برای عددی مقادیر از بعض همچنین است. شده رسم

است.



۶۵ عددی مثال های
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BPFs with 32 nodes
analytical solution

.۴ . ۴ . ٣ مثال در K = ٣٢ ازای به x(.) دقیق و تقریبی بهینه مسیرهای :٣ . ١١ ل ش
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BPFs with 32 nodes
analytical solution

.۴ . ۴ . ٣ مثال در K = ٣٢ ازای به u(.) دقیق و تقریبی بهینه مسیرهای :٣ . ١٢ ل ش



پالس بلاک توابع از استفاده با تاخیری کسری بهینه کنترل مسائل حل ۶۶

.۴ . ۴ . ٣ مثال در K = ٣٢ ازای به x(.) برای عددی مقادیر بعض :۴ . ٣ جدول
t دقیق مقدار عددی مقادیر مطلق خطای

٠٫٠٣١٣ ١٫٠٣١٣ ١٫٠٣٣۴ ٢٫٢ × ٣−١٠

٠٫٢٨١٣ ١٫٢٨١٣ ١٫٢٨٢٢ ٩ × ١٠−۴

٠٫۵٣١٣ ١٫۵٣١٣ ١٫۵٣٢٠ ٧ × ١٠−۴

٠٫٧٨١٣ ١٫٧٨١٣ ١٫٧٨١٨ ۵ × ١٠−۴

١٫٠٣١٣ ٢٫٠٣١٣ ٢٫٠٣١۶ ۴ × ١٠−۴

١٫٢٨١٣ ٢٫٢٨١٣ ٢٫٢٨١۶ ۴ × ١٠−۴

١٫۵٣١٣ ٢٫۵٣١٣ ٢٫۵٣١٨ ۶ × ١٠−۴

١٫٧٨١٣ ٢٫٧٨١٣ ٢٫٧٨٢٠ ٧ × ١٠−۴

١٫٩۶٨٨ ٢٫٩۶٨٨ ٢٫٩۶٩۶ ٩ × ١٠−۴



۴ فصل

مسائل از رده ای حل برای پاده تقریب
تاخیری کسری بهینه کنترل

مقدمه ١ . ۴

حالت در تاخیری کسری بهینه کنترل مسائل حل گردید، ذکر قبل فصل  در که همانطور
ارائه بر سع همواره ران پژوهش علت همین به نیست. ان پذیر ام تحلیل روش های با کل
کسری مشتق کنار در تاخیر وجود دارند. مسائل چنین حل برای مختلف تقریبی روش های
ارها راه از ی است. افزوده مسائل این پیچیدگ بر تاخیری کسری مرتبه سیستم های در
از بعض در م باشد. تاخیر دارای جملات حذف برای پاده تقریب از استفاده زمینه این در
e−τs نمایی تابع زین جای به نیاز تاخیر، برداشتن برای ، زمان تاخیر با کنترل سیستم های
و مفاهیم است. پاده تقریب تقریب ها، این ترین مرسوم از ی است. کسری تابع ی با

کرد. مشاهده [٧۶ ،٧۵] در م توان را پاده تقریب کاربردهای

۶٧



تاخیری کسری بهینه کنترل مسائل از رده ای حل برای پاده تقریب ۶٨

پاده تقریب ٢ . ۴
برای [m/n] پاده تقریب است. f(x) = ∑∞

i=٠ aixi لورن م بسط دارای f(x) تابع کنید فرض
[٧٧] م شود تعریف زیر صورت به f(x) تابع

R[m/n](x) =
Pm(x)

Qn(x)
,

هستند زیر صورت به چندجمله ای دو Qn(x) و Pm(x) که
Pm(x) = p٠ + p١x+ p٢x٢ + · · ·+ pmx

m, (١ . ۴)
Qn(x) = ١ + q١x+ q٢x٢ + · · ·+ qnx

n. (٢ . ۴)
اینکه به توجه با م توانند R[m,n](x) در j = ١, · · ·n ،qj و i = ١, · · ·m ،pi نامعلوم ضرایب

شوند محاسبه صفرباشند، بایست زیر لورن م بسط در اول جمله (m+ n+ ١)
f(x)− Pm(x)

Qn(x)
= O(xm+n+١). (٣ . ۴)

در و کرده ضرب Qn(x) در را (٣ . ۴) رابطه م توانیم (٢ . ۴) و (١ . ۴) روابط به توجه با بنابراین
داشت خواهیم نتیجه

f(x)Qn(x)− Pm(x) = ٠.
(m + n + ١) از دستگاه به ضرایب، مقایسه و عبارت این در چندجمله ای دو ذاری جای با

شود بیان زیر ماتریس صورت به م تواند که م رسیم خط معادله

١ ٠ · · · ٠ ٠ ٠ · · · ٠
٠ ١ · · · ٠ −a٠ ٠ · · · ٠

... ...
٠ ٠ · · · ١ −am −am−١ · · · −am−n+١
٠ ٠ · · · ١ −am+١ −am · · · −am−n+٢
٠ ٠ · · · ١ −am+٢ −am+١ · · · −am−n+٣... ...
٠ ٠ · · · ١ −am+n−١ −am+n−٢ · · · −am





p٠
p١...
pm

q٠
q١...
qn



=



a٠
a١...
am

am+١
am+٢...
am+n



.

است زیر صورت به نمایی تابع برای [١/١] پاده تقریب فوق، روش ارگیری ب با
ex =

١ + x٢١ − x٢
. (۴ . ۴)

تاست. ی f(x) تابع برای [m/n] پاده تقریب [٧٧] .٢ . ١ . ۴ قضیه



۶٩ تاخیری کسری بهینه کنترل مسائل برای پاده تقریب
باشد زیر صورت به نمایش قابل اگر است استیلجس١ سری ی f(z) تابع [٧٧] .٢ . ١ . ۴ تعریف

f(z) =

∫ R−١

٠
dψ(t)

١ − tz
=

∞∑
i=٠

µiz
i,

است زیر صورت به نزول غیر و کراندار تابع dψ(t) که
µi =

∫ R−١

٠ xidψ(t).

و R رایی هم شعاع با کسری غیر استیلجس سری f(t) کنید فرض [٧٧] .٢ . ٢ . ۴ قضیه
داریم صورت این در باشد. [−∞, R] بازه روی f(t) تابع پاده تقریب R[n+k/k](t)

∀n ≥ ٠, lim
k→∞

R[n+k/k](t) = lim
k→∞

R[k/n+k](t) = f(t), (۵ . ۴)
∀k ≥ ٠, lim

n→∞
R[n+k/k](t) = lim

n→∞
R[k/n+k](t) = f(t). (۶ . ۴)

تاخیری کسری بهینه کنترل مسائل برای پاده تقریب ٣ . ۴
‐(٣ . ١) تأخیری کسری بهینه کنترل مسئله تبدیل برای را [۴٨] پاده٢ تقریب قسمت این در

م کنیم. بیان تأخیر بدون مسئله ی به (۵ . ٣)
یعن باشد، x(t) برای [٧٩] دوطرفه لاپلاس تبدیل X(s) کنید فرض

x(t) ⇔ X(s) ≜
∫ ∞

−∞
e−stx(t)dt. (٧ . ۴)

صورت به x(t− σ) و ẋ(t) دوطرفه لاپلاس تبدیلات ،x(t) برای دوطرفه لاپلاس تعریف توجه با
م آیند بدست زیر

x(t− σ) ⇔ e−sσX(s), (٨ . ۴)
ẋ(t) ⇔ sX(s). (٩ . ۴)

و Y (s) لاپلاس تبدیلات .y(t) ⇔ Y (s) و y(t) = x(t − σ) م کنیم تعریف تأخیر حذف برای
م شوند مرتبط هم به زیر رابطه توسط X(s)

Y (s) = e−sσX(s). (١٠ . ۴)
م شود نوشته زیر صورت به (١٠ . ۴) اول، مرتبه پاده تقریب از استفاده با

Y (s) =
٢
σ − s
٢
σ + s

X(s), (١١ . ۴)
(
٢
σ
+ s)Y (s) = (

٢
σ
− s)X(s). (١٢ . ۴)

١Stieltjes series
٢Padé approximation



تاخیری کسری بهینه کنترل مسائل از رده ای حل برای پاده تقریب ٧٠
داشت خواهیم (١٢ . ۴) رابطه طرفین از گرفتن معکوس لاپلاس تبدیل با

ẏ(t) =
٢
σ
(x(t)− y(t))− ẋ(t). (١٣ . ۴)

در .w(t) ⇔W (s) و w(t) = u(t− τ) نوشت م توان مشابه طور به کنترل متغیر در تأخیر برای
نتیجه

W (s) =
٢
τ − s
٢
τ + s

U(s), (١۴ . ۴)
(
٢
τ
+ s)W (s) = (

٢
τ
− s)U(s). (١۵ . ۴)

داشت خواهیم بالا رابطه طرفین از گرفتن معکوس لاپلاس تبدیل با

ẇ(t) =
٢
τ
(u(t)− w(t))− u̇(t). (١۶ . ۴)

برای کرد. تقسیم کوچ تری بخش های به را τ و σ تأخیر م توان تقریب دقت بهبود برای
نوشت م توان مثال

y(t) ≜ x(t− σ

٢), (١٧ . ۴)
z(t) ≜ y(t− σ

٢) = x(t− σ), (١٨ . ۴)
w(t) ≜ u(t− τ

٢), (١٩ . ۴)
q(t) ≜ w(t− τ

٢) = u(t− τ). (٢٠ . ۴)

داشت خواهیم اول مرتبه پاده تقریب مجدد ارگیری ب با

ẏ(t) =
۴
σ
(x(t)− y(t))− ẋ(t),

ż(t) =
۴
σ
(٢y(t)− z(t)− x(t)) + ẋ(t),

ẇ(t) =
۴
τ
(u(t)− w(t))− u̇(t),

q̇(t) =
۴
τ
(٢w(t)− q(t)− u(t)) + u̇(t),

ابتدایی شرایط و

x(٠) = ϕ(٠), y(٠) = ϕ(−σ٢), z(٠) = ϕ(−σ),

u(٠) = ψ(٠), w(٠) = ψ(− τ٢), q(٠) = ψ(−τ).



٧١ کسری بهینه کنترل مسئله حل برای مونتس‐لژاندر عددی روش
م شود تبدیل زیر صورت به تاخیر بدون مسئله ی به (۵ . ٣)‐(٣ . ١) مسئله نتیجه در

minimize J = H(tf , xtf ) +

∫ tf

٠ G(t, x(t), z(t), u(t), v(t))dt, (٢١ . ۴)
subject to

C٠ Dα
t x(t) = F (t, x(t), z(t), u(t), v(t)), (٢٢ . ۴)

ẏ(t) =
۴
σ
(x(t)− y(t))− ẋ(t), (٢٣ . ۴)

ż(t) =
۴
σ
(٢y(t)− z(t)− x(t)) + ẋ(t), (٢۴ . ۴)

ẇ(t) =
۴
τ
(u(t)− w(t))− u̇(t), (٢۵ . ۴)

v̇(t) =
۴
τ
(٢w(t)− v(t)− u(t)) + u̇(t), (٢۶ . ۴)

g(t, x(t), u(t)) ⩽ ٠, (٢٧ . ۴)
x(٠) = ϕ(٠), y(٠) = ϕ(−σ٢), z(٠) = ϕ(−σ), (٢٨ . ۴)
u(٠) = ψ(٠), w(٠) = ψ(− τ٢), v(٠) = ψ(−τ). (٢٩ . ۴)

کنترل مسئله حل برای مونتس‐لژاندر عددی روش ۴ . ۴
کسری بهینه

استفاده با طیف شبه روش های مبنای بر کارا عددی روش ی ارائه دنبال به قسمت، این در
برای کسری مشتق عملیات ماتریس ابتدا در هستیم. مونتس‐لژاندر چندجمله ای های از

م کنیم. محاسبه را مونتس‐لژاندر چندجمله ای های

کسری مشتق عملیات ماتریس ١ . ۴ . ۴
مونتس‐ چندجمله ای های مجموعه M = {L٠,α, L١,α, · · · , Lm,α} ⊆ L٠]٢, ١] کنید فرض
که آنجایی از باشد. L٠]٢, ١] در دلخواه عضوی f و ٠ < α ≤ ١ مشخص مقدار ازای به لژاندر

ه بطوری است، موجود y٠ ∈ M بنابراین است، متناه بعد با برداری فضای ی M
∃ y٠ ∈ M; ∀y ∈ M, ∥f − y٢∥٠ ≤ ∥f − y∥٢,

.∥f∥٢ =
√
< f, f > آن در که

به موجودند j = ٠, ١, · · · ,m ،cj ضرایب بنابراین است، تقریب بهترین y٠ ∈ M که آنجایی از
که قسم

f(t) ≃ y٠ =
m∑
j=٠

cjLj,α = CTL(t),



تاخیری کسری بهینه کنترل مسائل از رده ای حل برای پاده تقریب ٧٢
م شوند محاسبه زیر رابطه توسط cjها که

cj = (٢jα+ ١)
∫ ١

٠ f(t)Lj,α(t)dt, (٣٠ . ۴)
داریم و

CT = [c٠, c١, · · · , cm], (٣١ . ۴)
L(t)T = [L٠,α(t), L١,α(t), · · · , Lm,α(t)]. (٣٢ . ۴)

و (٣٢ . ۴) رابطه در مونتس‐لژاندر چندجمله ای های بردار L(t) کنید فرض .١ . ۴ . ۴ قضیه
صورت این در .٠ < α < ١ همچنین

C٠ Dα
t L(t) ≃ D(α)L(t),

زیر صورت به و است α مزتبه از (m+ ١)× (m+ ١) کسری انتگرال عملیات ماتریس D(α) که
م شود بیان

D(α) =


D١١ D١٢ · · · D١(m+١)... ...

D(m+١)١ D(m+١)٢ · · · D(m+١)(m+١)

 , (٣٣ . ۴)

که
Di,j = Bi−١,j−١, ١ ≤ i, j ≤ m+ ١,
Bi,j = (٢jα+ ١)

i∑
k=٠

j∑
l=٠

(−١)i+j−k−lΓ(kα+ ١)Γ(j + ١
α )Γ(j + l + ١

α )

Γ(kα+ ١ − α)((k − ١)α+ lα+ ١)Γ(l + ١
α )Γ(j +

١
α )(j − l)!l!

.

i = ٠, ١, · · · ,m ،C٠ Dα
t Li,α محاسبه برای (۴١ . ١) و (١۴ . ١) روابط از D(α) ساختن برای برهان.

م کنیم استفاده زیر صورت به
C٠ Dα

t Li,α(t) =
١

Γ(α)

∫ t

٠ (t− τ)α−١Li,α(τ)dτ

=
i∑

k=٠
(−١)i−kΓ(kα+ ١)Γ(i+ ١

α)Γ(i+ k + ١
α)

Γ(kα+ ١ − α)Γ(k + ١
α)Γ(i+

١
α)(i− k)!k!

tkα−α.

م زنیم تقریب مونتس‐لژاندر چندجمله ای های از جمله m+ ١ از استفاده با را tkα−α اکنون
tkα−α ≃

m∑
j=٠

bjLj,α(t), (٣۴ . ۴)

که
bj =

(٢jα+ ١)
T

∫ T

٠ tkα−αLj,α(t)dt (٣۵ . ۴)

=

j∑
l=٠

(−١)j−lΓ(j + ١
α)Γ(j + l + ١

α)

((k + ١)α+ lα+ ١)Γ(l + ١
α)Γ(j +

١
α)(j − l)!l!

. (٣۶ . ۴)



٧٣ کسری بهینه کنترل مسئله حل برای مونتس‐لژاندر عددی روش
داریم بنابراین

C٠ Dα
t Li,α(t) =

m∑
j=٠

Bi,jLj,α(t),

آن در که
Bi,j =

(٢jα+ ١)
T

i∑
k=٠

j∑
l=٠

(−١)i+j−k−lΓ(kα+ ١)Γ(j + ١
α )Γ(j + l + ١

α )

Γ(kα+ ١ − α)((k + ١)α+ lα+ ١)Γ(l + ١
α )Γ(j +

١
α )(j − l)!l!

.

کسری بهینه کنترل مسئله تقریب ٢ . ۴ . ۴
کسری بهینه کنترل مسئله حل به گوس‐لژاندر کوادراتور روش از استفاده با قسمت این در
از و هدف تابع انتگرال تقریب برای کوادراتور دستور از حاضر، رد روی در م پردازیم. نهایی
،PN+١(t) = ٠ یافته انتقال لژاندر چندجمله ای های ریشه های همان یا لژاندر‐گاوس نقاط
محاسبه نحوه ی اکنون م کنیم. استفاده کسری دیفرانسیل معادلات سازی گسسته برای

م کنیم. بیان را متناظر وزن های و یافته انتقال گاوس‐لژاندر نقاط
(−١, ١) بازه روی استاندارد گاوس‐لژاندر نقاط k = ٠, ١,٢, · · · , N ازای به xk کنید فرض

[۴١] با برابرند متناظر وزن های صورت این در هستند. LN+١(x) ریشه های که باشند
wk =

٢
(١ − x٢

k)[P
′(xk)]٢

, k = ٠, ١, · · · , N.

به که است واض م شوند. داده نمایش ηk با [٠, ١] بازه روی یافته انتقال گاوس‐لژاندر نقاط
م شوند محاسبه زیر صورت به متناظر نقاط و وزن ها k = ٠, ١,٢, · · · , N ازای

ηk =
xk٢ +

١
٢ ,

ŵk =
wk٢ .

مونتس‐ چندجمله ای های از استفاده با (٢٩ . ۴)‐(٢١ . ۴) مسئله جواب  های که کنید فرض اکنون
م شوند زده تقریب زیر صورت به لژاندر

x(t) ≈ xN (t) = X TL(t) =
∑N

i=٠XiLi,α(t),

y(t) ≈ yN (t) = YTL(t) =
∑N

i=٠ YiLi,α(t),

z(t) ≈ zN (t) = ZTL(t) =
∑N

i=٠ ZiLi,α(t),

u(t) ≈ uN (t) = UTL(t) =
∑N

i=٠ UiLi,α(t),

w(t) ≈ wN (t) = WTL(t) =
∑N

i=٠WiLi,α(t),

v(t) ≈ vN (t) = VTL(t) =
∑N

i=٠ ViLi,α(t),

(٣٧ . ۴)



تاخیری کسری بهینه کنترل مسائل از رده ای حل برای پاده تقریب ٧۴
مونتس‐ چندجمله ای های نامعلوم ضرایب i = ٠, ١,٢, · · · , N ازای ,Xiبه Yi, Zi, Ui,Wi, Vi که
برای یرید. ب نظر در را (٢٩ . ۴)‐(٢١ . ۴) مسئله اکنون هستند. α مرتبه از Li,α(t) لژاندر
م کنیم. استفاده (٣٧ . ۴) رابطه و گاوس‐لژاندر کوادراتور دستور از (٢١ . ۴) هدف تابع تقریب

نوشت م توان ر دی عبارت به
J =

∫ ١
٠
G(t, x(t), z(t), u(t), q(t))dt =

N∑
k=٠

ŵkG(ηk,X TL(ηk),ZTL(ηk),UTL(ηk),VTL(ηk)) + eN ,

برای که است تقریب این خطای eN و انتگرال برای تقریب ی معادله راست طرف که
به k = ٠, ١, · · · , N ،ŵk و ηk اینجا در است. صفر ٢N + ١ از کمتر مرتبه از چندجمله ای های
(٢٧ . ۴)‐(٢٢ . ۴) محدودیت های همچنین هستند. کوادراتور دستور وزن های و نقاط ترتیب

م شوند نوشته زیر صورت به
X TD(α)L(ηk) = F (ηk,X TL(ηk),ZTL(ηk),UTL(ηk),VTL(ηk)), (٣٨ . ۴)
YTD(١)L(ηk) = ۴

σ
(X TL(ηk)− YTL(ηk))−X TD(١)L(ηk), (٣٩ . ۴)

ZTD(١)L(ηk) = ۴
σ
(YTL(ηk)−ZTL(ηk)−X TL(ηk)) + X TD(١)L(ηk), (۴٠ . ۴)

WTD(١)L(ηk) = ۴
τ
(UTL(ηk)−WTL(ηk))− UTD(١)L(ηk), (۴١ . ۴)

VTD(١)L(ηk) = ۴
τ
(٢WTL(ηk)− VTL(ηk)− UTL(ηk)) + UTD(١)L(ηk), (۴٢ . ۴)

g(ηk,X TL(ηk),UTL(ηk)) ⩽ ٠. (۴٣ . ۴)
تبدیل زیر غیرخط ریزی برنامه مسئله به (٢٩ . ۴)–(٢١ . ۴) کسری بهینه کنترل مسئله بنابراین

م شود
minimize

N∑
k=٠

ŵkG(ηk,X TL(ηk),ZTL(ηk),UTL(ηk),VTL(ηk)),

subject to

X TD(α)L(ηk)− F (ηk,X TL(ηk),ZTL(ηk),UTL(ηk),VTL(ηk)) = ٠,
YTD(١)L(ηk)− ۴

σ
(X TL(ηk)− YTL(ηk)) + X TD(١)L(ηk) = ٠,

ZTD(١)L(ηk)− ۴
σ
(٢YTL(ηk)−ZTL(ηk)−X TL(ηk))−X TD(١)L(ηk) = ٠,

WTD(١)L(ηk)− ۴
τ
(UTL(ηk)−WTL(ηk)) + UTD(١)L(ηk) = ٠,

VTD(١)L(ηk)− ۴
τ
(٢WTL(ηk)− VTL(ηk)− UTL(ηk))− UTD(١)L(ηk) = ٠,

g(ηk,X TL(ηk),UTL(ηk)) ⩽ ٠,
X TL(٠)− ϕ(٠) = ٠, YTL(٠)− ϕ(−σ٢) = ٠, ZTL(٠)− ϕ(−σ) = ٠,
UTL(٠)− ψ(٠) = ٠, WTL(٠)− ψ(− τ٢) = ٠, VTL(٠)− ψ(−τ) = ٠,



٧۵ کسری بهینه کنترل مسئله حل برای مونتس‐لژاندر عددی روش
ریزی برنامه مسئله ی به کسری بهینه کنترل مسئله بنابراین .k = ٠, ١, · · · , N که

.[١٩] است محاسبه قابل میپل افزار نرم از استفاده با که شده است تبدیل غیرخط

نهایی سازی بهینه مسئله حل ٣ . ۴ . ۴
درجه ریزی برنامه روش از است موجود هدف تابع گرادیان که آنجایی از شده، ارائه روش در
مسائل حل برای موفق روش های از ی عنوان به روش این م کنیم. استفاده ٣ متوال دوم
روش از استفاده با نهایی سازی بهینه مسئله م شود. شناخته مقید غیرخط ریزی برنامه
مختصر توضیح به ادامه در است. شده اجرا میپل افزار نرم در متوال دوم درجه ریزی برنامه

م پردازیم. روش این
یرید ب نظر در را زیر غیرخط ریزی برنامه مسئله

minimize f(x), (۴۴ . ۴)
subject to h(x) = ٠, (۴۵ . ۴)

g(x) ≤ ٠, (۴۶ . ۴)
x ∈ R, (۴٧ . ۴)

ی متوال دوم درجه ریزی برنامه روش .g : Rn → Rp و h : Rn → Rm ،f : Rn → R که
به k ∈ N٠ ،xk مفروض نقطه به توجه با را غیرخط سازی بهینه مسئله که است تکراری روند
نقطه مسئله، این حل با م کند. تبدیل هستند دوم درجه ریزی برنامه ی که زیرمسئله هایی
به (xk)k∈N٠ دنباله که است گونه ای به روش این ساختار م شود. ساخته xk+١ بعدی تکرار
را هم k → ∞ وقت (۴٧ . ۴)‐(۴۴ . ۴) غیرخط ریزی برنامه مسئله x∗ موضع کمینه مقدار

م آید. بدست زیر صورت به م شود حل تکرار هر در که مسئله ای زیر م شود.
یرید ب نظر در را (۴٧ . ۴)‐(۴۴ . ۴) مسئله برای زیر لاگرانژین

L(x, λ, β) = f(x) + λT g(x) + βTh(x),

که مسئله زیر ی حل از dk مناسب جهت ،xk تکرار در هستند. لاگرانژ رهای ضرب β و λ که
م آید بدست است، دوم درجه ریزی برنامه ی

minimize f(xk) +∇f(xk)Td+
١
٢dT∇٢

xxL(xk, λk, βk)d, (۴٨ . ۴)
subject to h(xk) +∇h(xk)Td = ٠, (۴٩ . ۴)

g(xk) +∇g(xk)Td ≥ ٠. (۵٠ . ۴)
شود. گذاشته کنار هدف تابع از م تواند است ثابت مقدار اینکه دلیل به f(xk) که داریم توجه
م توانید متوال دوم درجه ریزی برنامه روش ساختار و رایی هم مورد در بیشتر مطالعه برای

نمایید. مطالعه را [۴٩]
٣Sequential quadratic programming



تاخیری کسری بهینه کنترل مسائل از رده ای حل برای پاده تقریب ٧۶
بازه به بازه ی تبدیل برای متغیر تغییر از نویسندگان مقالات، از بعض در .١ . ۴ . ۴ ملاحظه
مسئله حل برای برنول موج روش از نویسندگان [٨٩] در مثال برای م کنند. استفاده ر دی
مسئله بازه تغییر برای زنجیره ای قاعده از آنها کرده اند. استفاده تاخیری کسری بهینه کنترل
که باشیم داشته توجه بایست است. اشتباه آنها محاسبات اما کرده اند استفاده [٠, ١] بازه به
بازه به [٠, T ] بازه تغییر برای مورد این در نیست. برقرار کسری مشتق برای زنجیره ای قاعده

م کنیم. استفاده زیر قضیه از [٠, ١]

برقرار زیر رابطه کاپوتو کسری مشتق برای آنگاه .θ = t
T و t ∈ [٠, T ] کنید فرض .٢ . ۴ . ۴ قضیه

است
C٠ Dα

t x(t) = T−α × C٠ Dα
θ y(θ). (۵١ . ۴)

کسری مشتق تعریف از استفاده با اکنون .x(t) = x(Tθ) = y(θ) م کنیم تعریف ابتدا برهان.
نوشت م توان کاپوتو

C٠ Dα
t x(t) =

١
Γ(١ − α)

∫ t

٠ (t− τ)−αdx

dt
(τ)dτ

=
١

Γ(١ − α)

∫ Tθ

٠ (Tθ − τ)−α ١
T

dx

dt
(
τ

T
)dτ

=
١

Γ(١ − α)

∫ θ

٠ (Tθ − Tρ)−α ١
T

dx

dt
(ρ)(Tdρ)

=
T−α

Γ(١ − α)

∫ θ

٠ (θ − ρ)−αdx

dt
(ρ)(dρ)

= T−α × C٠ Dα
θ y(θ).

(۵٢ . ۴)

م کنیم. استفاده [٠, ١] بازه به دلخواه هربازه تبدیل برای ٢ . ۴ . ۴ قضیه از ادامه در

عددی نتایج ۵ . ۴
اعتبار و کارایی و م گیرد قرار ارزیابی مورد مثال چندین با پیشنهادی روش قسمت، این در
Digits = ٢٠ با ١٨ میپل افزار نرم از استفاده با مثال ها همه م گیرد. قرار بررس مورد آن
حل NLPSolve دستور از استفاده با نهایی غیرخط سازی بهینه مسئله شده اند. محاسبه

شده است. ارائه [٧٨] مقاله در فصل این در آمده بدست نتایج شده  است.



٧٧ عددی نتایج
یرید ب نظر در را زیر تاخیری کسری بهینه کنترل مسئله .١ . ۵ . ۴ مثال

minimize J =
١
٢
∫ ٢

٠ (x٢(t) + u٢(t))dt, (۵٣ . ۴)
subject to

C٠ Dα
t x(t) = x(t− ١) + u(t), (۵۴ . ۴)

x(t) = ١, t ∈ [−١, ٠]. (۵۵ . ۴)
داریم توجه م کنیم. حل قبل بخش های در پیشنهادی روش از استفاده با را مسئله اکنون
[٠, ١] بازه به را [٠,٢] بازه ابتدا است. σ = ١ یعن حالت متغیر در تنها تاخیر مثال، این در که

نتیجه در م کنیم. تبدیل θ = t٢ متغیر تغییر از استفاده با
x(t) = x(٢θ) = x̂(θ), (۵۶ . ۴)
u(t) = u(٢θ) = û(θ), (۵٧ . ۴)
x(t− ١) = x(٢θ − ١) = x[٢(θ − ١

٢)] = x̂(θ − ١
٢). (۵٨ . ۴)

م شوند بازنویس زیر صورت به (۵۴ . ۴)‐(۵٣ . ۴) معادلات بنابراین

minimize J =

∫ ١
٠
(x̂٢(θ) + û٢(θ))dθ, (۵٩ . ۴)

subject to

C٠ Dα
θ x̂(θ) = ٢α(x̂(θ − ١

٢) + û(θ)), (۶٠ . ۴)
x̂(θ) = ١, θ ∈ [− ١

٢ , ٠]. (۶١ . ۴)
کنید فرض

y(θ) ≜ x̂(θ − ١٨),
z(θ) ≜ y(θ − ١٨) = x̂(θ − ١۴),
q(θ) ≜ z(θ − ١۴) = x̂(θ − ١٢).

(۶٢ . ۴)

م شود نوشته زیر صورت به (۵۴ . ۴) کسری دیفرانسیل معادله نتیجه، در
C٠ Dα

θ x̂(θ) = ٢α(q(θ) + û(θ)), (۶٣ . ۴)
ẏ(θ) = ١۶(x̂(θ)− y(θ))− ˙̂x(θ), (۶۴ . ۴)
ż(θ) = ١۶(٢y(θ)− z(θ)− x̂(θ)) + ˙̂x(θ), (۶۵ . ۴)
q̇(θ) = ٣)٨z(θ)− q(θ)− ۴y(θ) + ٢x̂(θ))− ˙̂x(θ), (۶۶ . ۴)



تاخیری کسری بهینه کنترل مسائل از رده ای حل برای پاده تقریب ٧٨

.١ . ۵ . ۴ مثال در α = ١ ازای به u(t) و x(t) تقریبی نتایج :١ . ۴ جدول

u(t) کنترل تابع x(t) حالت تابع
زمان شده ارائه روش [٨٣] روش شده ارائه روش [٨٣] روش
٠٫٠٠ −١٫٩٨٠٢ −١٫٩٨٧٠ ١٫٠٠٠٠ ١٫٠٠٠٠
٠٫٢٠ −١٫۶۵۶٣ −١٫۶۵۶۶ ٠٫٨٣۶١ ٠٫٨٣۶۴
٠٫۴١ −١٫٣٧۵٨ −١٫٣۶٩١ ٠٫٧٢٨۴ ٠٫٧٢٩٩
٠٫۶١ −١٫١۵٠۵ −١٫١١۴٣ ٠٫۶٨٧٩ ٠٫۶٧٩۴
٠٫٨١ −٠٫٩۵۵۵ −٠٫٩۵۴٧ ٠٫۶٨۴٩ ٠٫۶٧٠٣
١٫٠٢ −٠٫٧٧٨٣ −٠٫٧٩۴٧ ٠٫٧٠٠٧ ٠٫۶٩٧١
١٫٢٢ −٠٫۶٣٢٠ −٠٫۶۵٢۵ ٠٫٧٢۶۵ ٠٫٧٣٢١
١٫۴٣ −٠٫۴٨٩١ −٠٫۵٠٣١ ٠٫٧۶٧٣ ٠٫٧٧١۶
١٫۶٣ −٠٫٣۴٠٨ −٠٫٣٣۶٢ ٠٫٨٢۶۴ ٠٫٨٣١٠
١٫٨٣ −٠٫١۶۴٣ −٠٫١۶٣١ ٠٫٩١۴٧ ٠٫٩١۶٣
٢٫٠٠ −٠٫٠٠٠١ ٠٫٠٠٠٠ ١٫٠١٩١ ١٫٠١٨٩

اولیه شرایط با

x̂(٠) = ١, y(٠) = ١, z(٠) = ١, q(٠) = ١. (۶٧ . ۴)

طیف شبه روش از استفاده با (۶٧ . ۴)‐(۶٣ . ۴) به توجه با (۵٣ . ۴) سازی کمینه مسئله
تابع مقادیر همچنین است. شده گزارش ١ . ۴ جدول در نتایج و شده حل مونتس‐لژاندر
نمودارهای است. شده داده نشان ٢ . ۴ جدول در N = ٢٠ و α = ٠٫٨, ٠٫٩, ١ ازای به J هدف

شده اند. رسم ٢ . ۴ و ١ . ۴ ل های ش در ترتیب به N = ٢٠ برای کنترل و حالت توابع

م گیریم نظر در را است کنترل متغیر در تاخیر که ری دی مثال اکنون .٢ . ۵ . ۴ مثال

minimize J =
١
٢
∫ ٠٫٢۵

٠ (x٢(t) + u٢(t))dt, (۶٨ . ۴)
subject to

C٠ Dα
t x(t) = x(t) + u(t− ٠٫١) + u(t), (۶٩ . ۴)

x(٠) = ١, u(t) = ٠ t ∈ [−٠٫١, ٠]. (٧٠ . ۴)



٧٩ عددی نتایج
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.١ . ۵ . ۴ مثال در N = ٢٠ ازای به x(.) تقریبی مقادیر :١ . ۴ ل ش
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.١ . ۵ . ۴ مثال در N = ٢٠ ازای به u(.) تقریبی مقادیر :٢ . ۴ ل ش



تاخیری کسری بهینه کنترل مسائل از رده ای حل برای پاده تقریب ٨٠

.١ . ۵ . ۴ مثال در J هدف تابع تقریبی مقادیر :٢ . ۴ جدول

J مقادیر α مقادیر روش
١٫۶۴٧۴۵٣ α = ١ شده ارائه روش
١٫۶۵٧٩٨٨ α = ٠٫٩ N = ٢٠
١٫۶۶٨٩٩۴ α = ٠٫٨

١٫۶۴٩٧ α = ١ [٨٣] والش توابع
N = ١٠٠

١٫۶۴٧٨٧۴ α = ١ [٨۴] هیبرید توابع
N = ٣,M = ۶

داریم θ = ۴t متغیر تغییر از استفاده با

x(t) = x(
θ

۴) = x̂(θ), (٧١ . ۴)
u(t) = u(

θ

۴) = û(θ), (٧٢ . ۴)
u(t− ٠٫١) = u(

θ

۴ − ٠٫١) = u[
١
۴(θ − ٠٫١

۴ )] = û(θ − ٠٫١
۴ ). (٧٣ . ۴)

م شوند نوشته زیر صورت به (٧٠ . ۴)‐(۶٨ . ۴) معادلات بنابراین

minimize J =
١
٨
∫ ١

٠ (x̂٢(θ) + û٢(θ))dθ, (٧۴ . ۴)
subject to

C٠ Dα
θ x̂(t) = (٠٫٢۵)α(x̂(θ) + û(θ − ٠٫١

۴ ) + û(θ)), (٧۵ . ۴)
x̂(٠) = ١, û(θ) = ٠ θ ∈ [−٠٫١

۴ , ٠]. (٧۶ . ۴)

م کنیم استفاده زیر متغیرهای تغییر از اکنون

w(θ) ≜ û(θ − ٠٫١٨ ),

v(θ) ≜ w(θ − ٠٫١٨ ) = û(θ − ٠٫١۴ ).



٨١ عددی نتایج
م شود نوشته زیر صورت به (٧۵ . ۴) دیفرانسیل معادلات مسئله

C٠ Dα
θ x̂(θ) = x̂(θ) + v(θ) + û(θ),

ẇ(θ) =
٨

٠٫١(û(θ)− w(θ))− ˙̂u(θ),

v̇(θ) =
٨

٢)٠٫١w(θ)− v(θ)− û(θ)) + ˙̂u(θ),

اولیه مقادیر با
x(٠) = ١, u(٠) = ٠, w(٠) = ٠, v(٠) = ٠.

.J = ٠٫١۵۴٢۶٨ با است برابر N = ۵ ازای به هدف تابع مقادیر شده، ارائه روش ارگیری ب با
٣ . ۴ جدول در N = ۵ و α = ٠٫٨, ٠٫٩, ١ مختلف مقادیر ازای به J هدف تابع تقریبی مقادیر
ازای به عددی نتایج ،۴ . ۴ و ٣ . ۴ ل های ش در است. شده مقایسه روش دو با و است شده ارائه

شده اند. رسم کنترل و حالت توابع برای N = ۵

.٢ . ۵ . ۴ مثال در J تقریبی مقادیر :٣ . ۴ جدول

J مقدار α مقدار روش
٠٫١۵۴٢۶٨ α = ١ شده ارائه روش
٠٫١۵٩٢٠٩ α = ٠٫٩ N = ۵
٠٫١۶٣٠٧٢ α = ٠٫٨

٠٫١۵۶۵٨۶ α = ١ [٨۵] روش
N = ۵

٠٫١۵۶٣ α = ١ [٨۶] روش

یرید ب نظر در را زیر کنترل و حالت متغیر در تاخیر با کسری بهینه کنترل مسئله .٣ . ۵ . ۴ مثال
minimize J =

١
٢
∫ ١

٠ (x٢(t) + ١
٢u٢(t))dt, (٧٧ . ۴)

subject to

C٠ Dα
t x(t) = −x(t) + x(t− ١

٣) + u(t)− ١
٢u(t−

٢
٣), (٧٨ . ۴)

x(t) = ١, t ∈ [− ١
٣ , ٠], (٧٩ . ۴)

u(t) = ٠ t ∈ [−٢
٣ , ٠]. (٨٠ . ۴)



تاخیری کسری بهینه کنترل مسائل از رده ای حل برای پاده تقریب ٨٢
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.٢ . ۵ . ۴ مثال در N = ۵ ازای به x(.) تقریبی مقادیر :٣ . ۴ ل ش
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.٢ . ۵ . ۴ مثال در N = ۵ ازای به u(.) تقریبی مقادیر :۴ . ۴ ل ش



٨٣ عددی نتایج
است. کنترل متغیر در τ = ٢٣ و حالت متغیر در σ = ١٣ تاخیر دو دارای مسئله اینجا، در

م کنیم عمل زیر صورت به تر دقیق نتایج آوردن بدست برای مشابه بطور

y(t) ≜ x(t− ١١٢),
z(t) ≜ y(t− ١١٢) = x(t− ١۶),
q(t) ≜ z(t− ١۶) = x(t− ١٣),
w(t) ≜ u(t− ١۶),
v(t) ≜ w(t− ١۶) = u(t− ١٣),
k(t) ≜ v(t− ١٣) = u(t− ٢٣).

م شود نوشته زیر صورت به (٧٨ . ۴) معادله اینصورت در
C٠ Dα

t x(t) = −x(t) + q(t) + u(t)− ١
٢k(t),

ẏ(t) = ٢۴(x(t)− y(t))− ẋ(t),

ż(t) = ٢۴(٢y(t)− z(t)− x(t)) + ẋ(t),

q̇(t) = ٣)١٢z(t)− q(t)− ۴y(t) + ٢x(t))− ẋ(t),

ẇ(t) = ١٢(u(t)− w(t))− u̇(t),

v̇(t) = ٢)١٢w(t)− v(t)− u(t)) + u̇(t),

k̇(t) = ۶(٣v(t)− k(t)− ۴w(t) + ٢u(t))− u̇(t),

اولیه مقادیر با
x(٠) = ١, y(٠) = ١, z(٠) = ١, q(٠) = ١,
u(٠) = ٠, w(٠) = ٠, v(٠) = ٠, k(٠) = ٠.

مختلف مقادیر انتخاب با م کنیم. حل N = ٢٠ و شده ارائه روش از استفاده با را مسئله این
کنترل و حالت تابع نمودار است. آمده ۴ . ۴ جدول در J هدف تابع برای آمده بدست نتایج ،α

شده است. داده نشان ۶ . ۴ و ۵ . ۴ ل های ش در u(t) و x(t) بهینه



تاخیری کسری بهینه کنترل مسائل از رده ای حل برای پاده تقریب ٨۴

.٣ . ۵ . ۴ مثال در J هدف تابع تقریبی مقادیر :۴ . ۴ جدول

J مقدار α مقدار روش
٠٫٣۶٧٧٠٠ α = ١ حاضر روش
٠٫٣۶٧٣٧٨ α = ٠٫٩ N = ٢٠
٠٫٣۵۶۶٧٠ α = ٠٫٨

٠٫٣٧٣١١٧ α = ١ پالس بلاک توابع
N = ۴۵ [٨٧]

٠٫٣٧٣١١٢ α = ١ [٨۴] هیبرید توابع
N = ٣,M = ١٠
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٨۵ عددی نتایج
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۵ فصل
معادلات حل برای پاده تقریب

تاخیری جزئ کسری مرتبه دیفرانسیل

مقدمه ١ . ۵
پدیده های از بسیاری مدلسازی برای گسترده بطور ، جزئ مشتقات با دیفرانسیل معادلات
مورد غیره و ٣ کوانتوم انی م سیالات٢، انی م ،١ ترواستاتی ال ذرات، انتشار به مربوط
باشد، غیرعادی و پیچیده یا ن، ناهم محیط که هنگام .[٩۶] است گرفته قرار مطالعه
ارائه انتشار و حرکت قوانین از دقیق تری بیان کسری، جزئ مشتقات با دیفرانسیل معادلات
نظری روش های توسعه زمینه در فراوان مقالات اخیر سال های در دلیل همین به م دهند،
رسیده چاپ به کسری جزئ مشتقات با دیفرانسیل معادلات برای عددی جواب های یافتن و
مشتقات و نامعلوم تابع بین ارتباط جزئ مشتقات با دیفرانسیل معادلات در .[٩٣] است
حاضر زمان بر علاوه معلوم تابع که هنگام م شود. بررس مشخص زمان ی در آن جزئ
با دیفرانسیل معادلات از رابطه این دقیق بیان برای باشد، وابسته نیز گذشته زمان های به
مشتقات با دیفرانسیل معادلات کاربردهای به توجه با م شود. استفاده تاخیری جزئ مشتقات

١Electrostatic
٢Fluid Mechanics
٣Quantum mechanics

٨٧



تاخیری جزئ کسری مرتبه دیفرانسیل معادلات حل برای پاده تقریب ٨٨
مطرح موضوع دو این ترکیب ایده منطق بطور تاخیری، سیستم های اهمیت و کسری جزئ
مشتقات با دیفرانسیل معادلات حل برای عددی روش ی [٩۴] در مثال برای است. شده 
برای جواب تایی ی و وجود شرایط [٩۵] در همچنین است. شده معرف تاخیری کسری جزئ
در تاخیر وجود است. شده ارائه تاخیری کسری جزئ مشتقات با دیفرانسیل معادلات از رده ای
عددی روش کردن پیدا و پیچیدگ بر تاخیری، کسری جزئ مشتقات با دیفرانسیل معادلات
مسئله و برده بین از را تاخیر ابتدا پاده تقریب از استفاده با قسمت این در است. افزوده مناسب
و م کنیم تبدیل تاخیر بدون کسری جزئ مشتقات با دیفرانسیل معادلات از دستگاه به را
حل به کسری مشتق عملیات ماتریس و مونتس‐لژاندر چندجمله ای های از استفاده با سپس
م کنند. تایید را شده ارائه روش دقت و کارایی آمده، بدست عددی جواب های م پردازیم. آن

دیفرانسیل معادلات مسئله تبدیل برای رد روی ی ٢ . ۵
تاخیر بدون مسئله ی به تاخیری جزئ کسری

جزئ کسری دیفرانسیل معادله ی تبدیل برای پاده تقریب روش معرف قسمت این از هدف
تعاریف معرف به منظور این برای است. تاخیر بدون کسری دیفرانسیل معادله ی به تاخیری
اینجا در که تاخیری جزئ کسری دیفرانسیل معادلات مسئله م پردازیم. پاده تقریب به مربوط

است زیر صورت به م دهیم قرار مطالعه مورد
∂αu(x, t)

∂tα
− η

∂٢u(x, t)
∂x٢ = f(t, u(x, t), u(x, t− τ)), a < x < b, ٠ < t ≤ T, (١ . ۵)

u(a, t) = ua(t), u(b, t) = ub(t), t ∈ (٠, T ], (٢ . ۵)
u(x, t) = ψ(x, t), x ∈ [a, b], t ∈ [−τ, ٠]. (٣ . ۵)

است. شده معرف [٩٧] در صحیح مرتبه جزئ مشتقات از استفاده با مسئله این

متغیره دو توابع برای دوطرفه لاپلاس تبدیل ٢ . ١ . ۵
قبل فصل در که همانطور باشد. R روی t متغیر از مختلط یا حقیق تابع f(t) کنید فرض

[٧٩] م شود تعریف زیر صورت به طرفه دو لاپلاس تبدیل شد بیان
B{f(t)} = F (s) =

∫ ∞

−∞
e−stf(t)dt.

است نیاز مورد زیر شرایط دوطرفه لاپلاس تبدیل ∫برای ٠
−∞

|f(t)| <∞,

∫ ∞

٠ |f(t)| <∞.

م شود تعریف زیر صورت به u(x, t) متغیره دو تابع برای دوطرفه لاپلاس تبدیل مشابه بطور
B{u(x, t)} = U(x, s) =

∫ ∞

−∞
e−stu(x, t)dt.



مسئله ی به تاخیری جزئ کسری دیفرانسیل معادلات مسئله تبدیل برای رد روی ی
٨٩ تاخیر بدون

تبدیل اینصورت در باشد. u(x, t) تابع از دوطرفه لاپلاس تبدیل U(x, s) کنید فرض .٢ . ١ . ۵ لم
هستند. sU(x, s) و e−τsU(x, s) ترتیب به u(x, t− τ) و ∂u(x,t)

∂t از دوطرفه لاپلاس

م شود. اثبات مشابه بطور ر دی قسمت م کنیم. اثبات را B{∂u(x,t)
∂t } = sU(x, s) ما برهان.

زیر صورت به م تواند ∂u(x,t)
∂t از طرفه دو لاپلاس تبدیل .B{x(t)} = U(x, S) کنید فرض

شود محاسبه

B{∂u(x, t)
∂t

} =

∫ ∞

−∞
e−st∂u(x, t)

∂t
dt

= u(x, t)e−st
∣∣∣∞
−∞

− (−s)
∫ ∞

−∞
e−stu(x, t)dt = sU(x, s).

.[٨٠] limt→−∞ e−stu(x, t) = limt→∞ e−stu(x, t) = ٠ که فرض این با

w(x, t) ≜ u(x, t− متغیر تغییر از ،(٣ . ۵)‐(١ . ۵) روابط در تاخیر دارای جملات حذف برای
U(x, s) و W (x, s) متغیره دو لاپلاس تبدیلات م کنیم. استفاده B{w(x, t)} = W (x, s) و τ)

هستند مرتبط هم با زیر رابطه طبق

W (x, s) = e−sτU(x, s). (۴ . ۵)

مرتبه پاده تقریب از استفاده و w(x, t) ≜ u(x, t− τ) متغیر تغییر گرفتن نظر در با .٢ . ٢ . ۵ لم
داریم ،ex =

١+x٢١−x٢
اول

∂w(x, t)

∂t
=

٢
τ
(
∂u(x, t)

∂t
− ∂w(x, t)

∂t
)− ∂u(x, t)

∂t
. (۵ . ۵)

داریم اول، مرتبه پاده تقریب و (۴ . ۵) رابطه از استفاده با برهان.

W (x, s) =

٢
τ
−s

٢
τ
+s
U(x, s),

(٢
τ + s)W (x, s) = (٢

τ − s)U(x, s).

(۶ . ۵)

داریم طرفه دو لاپلاس تبدیل معکوس از استفاده با حال
∂w(x, t)

∂t
=

٢
τ
(
∂u(x, t)

∂t
− ∂w(x, t)

∂t
)− ∂u(x, t)

∂t
.

صورت به تاخیر بدون مسائل از سیستم به (٣ . ۵)‐(١ . ۵) تاخیری مسئله صورت این در



تاخیری جزئ کسری مرتبه دیفرانسیل معادلات حل برای پاده تقریب ٩٠
م شود تبدیل زیر

∂αu(x, t)

∂tα
− η

∂٢u(x, t)
∂x٢ = f(u(x, t), w(x, t)), a < x < b, ٠ < t ≤ T, (٧ . ۵)

∂w(x, t)

∂t
=

٢
τ
(
∂u(x, t)

∂t
− ∂w(x, t)

∂t
)− ∂u(x, t)

∂t
, a < x < b, ٠ < t ≤ T, (٨ . ۵)

u(a, t) = ua(t), u(b, t) = ub(t), t ∈ (٠, T ], (٩ . ۵)
u(x, ٠) = ψ(x, ٠), x ∈ [a, b], (١٠ . ۵)
w(a, t) = wa(t), w(b, t) = wb(t), t ∈ (٠, T ], (١١ . ۵)
w(x, ٠) = ψ(x,−τ), x ∈ [a, b]. (١٢ . ۵)

زمان م توانیم پیشنهادی، روش دقت افزایش برای که است ذکر به لازم .٢ . ١ . ۵ ملاحظه
م یابد. افزایش معادلات تعداد صورت این در کنیم. تقسیم تر کوچ بازه های به را τ تاخیر

نمایید. مطالعه را [٧٩] بیشتر، جزئیات برای

مسئله حل برای عددی روش ٣ . ۵
از استفاده با طیف روش های مبنای بر کارا عددی روش ی ارائه دنبال به قسمت، این در
کسری مشتق عملیات ماتریس از منظور این برای هستیم. مونتس‐لژاندر چندجمله ای های

م کنیم. مرور دوباره را قضیه این م کنیم. استفاده شد بیان ١ . ۴ . ۴ قضیه در که
باشد (٣٢ . ۴) رابطه در مونتس‐لژاندر چندجمله ای های بردار L(t) کنید فرض .٣ . ١ . ۵ قضیه

صورت این در .٠ < α < ١ و
C٠ Dα

t L ≃ D(α)L,

کسری مشتق حسب بر α مرتبه از (m+ ١)× (m+ ١) کسری مشتق عملیات ماتریس D(α) که
م شود بیان زیر صورت به و است کاپوتو

D(α) =


D١١ D١٢ · · · D١(m+١)... ...

D(m+١)١ D(m+١)٢ · · · D(m+١)(m+١)

 , (١٣ . ۵)

که
Di,j = Bi−١,j−١, ١ ≤ i, j ≤ m+ ١,
Bi,j = (٢jα+ ١)

i∑
k=⌈α⌉

j∑
l=٠

(−١)i+j−k−lΓ(kα+ ١)Γ(j + ١
α )Γ(j + l + ١

α )

Γ(kα+ ١ − α)((k − ١)α+ lα+ ١)Γ(l + ١
α )Γ(j +

١
α )(j − l)!l!

.

مسئله حل به گاوس‐لژاندر نقاط از استفاده با محل هم روش ی از استفاده با اکنون
م پردازیم.



٩١ محل هم روش

محل هم روش ۴ . ۵
م گیریم نظر در زیر صورت به را (١٢ . ۵)‐(٧ . ۵) مسئله جواب قسمت این در
u(x, t) ≃ uN (x, t) =

N∑
m=٠

N∑
n=٠

umnLm,α(x)Ln,α(t) = L(x, t)U,

w(x, t) ≃ wN (x, t) =

N∑
m=٠

N∑
n=٠

wmnLm,α(x)Ln,α(t) = L(x, t)W,

آن در که
L(x, t) = [L٠,α(x)L٠,α(t) · · ·L٠,α(x)LN,α(t) · · ·LN,α(x)L٠,α(t) · · ·LN,α(x)LN,α(t)] = L(x)⊗ L(t),

و است کرونکر حاصلضرب ⊗ که
U = [u٠٠ · · ·u٠N · · ·uN٠ · · ·uNN ]T ,

W = [w٠٠ · · ·w٠N · · ·wN٠ · · ·wNN ]T .

محاسبه شده ارائه روش از استفاده با و هستند نامعلوم بردارهای W و U که است ذکر به لازم
داریم م شوند.

∂wN (x, t)

∂t
= L(x, t)D̂(١)W,

زیرا ،D̂(١) = IN+١ ⊗D(١) که
wN,t(x, t) = (L(x)⊗ L(t))tW = [(L(x)IN+١)⊗ (L(t)D(١))]W = (L(x)⊗ L(t))(IN+١D(١))W.

داریم همچنین
∂αuN (x, t)

∂tα
= L(x, t)D̂(α)U.

α = با ترتیب به کسری مشتق عملیات های (٢)Dماتریس (١)Dو که باشیم داشته توجه بایست
آن در که uN,xx(x, t) = L(x, t)D̃(٢)U که گرفت نتیجه م توان مشابه بطور هستند. α = ٢ و ١
کنید فرض و هستند لژاندر چندجمله ای های ریشه های ti و xi کنید فرض .D̃(٢) = D(٢)⊗IN+١
چندجمله ای PN (t)کنید فرض م شوند. زده تقریب wN (x, t) و uN (x, t) ,w(xتوسط t) و u(x, t)
بازه روی استاندارد لژاندر‐گاوس‐لوباتو نقاط اینجا در باشد. [−١, ١] بازه در N مرتبه لژاندر
(x١−٢)P ′

N (x) ریشه های ترتیب به که م دهیم نشان k = ٠, ١,٢, · · · , N که tk و xk با را [−١, ١]
لژاندر‐گاوس‐لوباتو نقاط از [a, b] بازه روی جواب محاسبه برای هستند. (t٢ − ١)P ′

N (t) و
.[٨١] م کنیم استفاده م شوند تعریف زیر صورت به که ξk از [٠, T ] بازه روی و ηk یافته انتقال

ηk =
b− a

٢ xk +
b+ a

٢ ,

ξk =
T

٢ tk +
T

٢ .



تاخیری جزئ کسری مرتبه دیفرانسیل معادلات حل برای پاده تقریب ٩٢
صورت به (٨ . ۵) و (٧ . ۵) مسئله یافته، انتقال لژاندر‐گاوس‐لوباتو نقاط از استفاده با اکنون

م شود سازی گسسته زیر
∂αuN (ηi, ξj)

∂tα
− η

∂٢uN (ηi, ξj)

∂x٢ = f(u(ηi, ξj), w(ηi, ξj)), i = ١, · · · , N − ١, j = ١, · · · , N, (١۴ . ۵)
∂wN (ηi, ξj)

∂t
− ٢
τ
(
∂uN (ηi, ξj)

∂t
− ∂wN (ηi, ξj)

∂t
) +

∂uN (ηi, ξj)

∂t
= ٠, i = ١, · · · , N − ١, j = ١, · · · , N.

(١۵ . ۵)
ر دی عبارت به

L(ηi, ξj)(D̂α − ηD̃٢)U = f(u(ηi, ξj), w(ηi, ξj)), i = ١, · · · , N − ١, j = ١, · · · , N,
(١۶ . ۵)

L(ηi, ξj)(Ĥ − ٢
τ
(D̂ − Ĥ) + D̂) = ٠, i = ١, · · · , N − ١, j = ١, · · · , N. (١٧ . ۵)

م شوند گرفته نظر در زیر صورت به نیز (١٢ . ۵)–(٩ . ۵) اولیه شرایط

L(ηi, ٠)U = ψ(ηi, ٠), i = ٠, · · · , N, (١٨ . ۵)
L(a, ξj)U = ua(ξj), j = ١, · · · , N, (١٩ . ۵)
L(b, ξj)U = ub(ξj), j = ١, · · · , N, (٢٠ . ۵)
L(ηi, ٠)W = ψ(ηi,−τ), i = ٠, · · · , N, (٢١ . ۵)
L(a, ξj)W = wa(ξj), j = ١, · · · , N, (٢٢ . ۵)
L(b, ξj)W = wb(ξj), j = ١, · · · , N. (٢٣ . ۵)

استفاده با و شوند نوشته AX = b خط دستگاه صورت به م توانند (٢٣ . ۵)–(١۶ . ۵) معادلات
شوند. محاسبه میپل افزار نرم از

م کنیم. بیان زیر صورت به را عددی روش وریتم ال عددی، های مثال بررس از قبل

کنید. تبدیل تاخیر بدون مسئله ی به پاده تقریب روش از استفاده با را اصل مسئله (١

و [a, b] بازه روی گاوس‐لژاندر‐لوباتو نقاط ترتیب به i = ٠, · · · , N ،ξi و ηi کنید فرض (٢
باشند. [٠, T ]

یرید. ب نظر در پایه توابع عنوان به را (۴١ . ٠) مونتس‐لژاندر چندجمله ای های (٣

کنید. سازی گسسته ξi و ηi نقاط از استفاده با را آمده بدست جزئ مشتقات مسئله (۴

کنید. حل میپل یا متلب از استفاده با را (٢٣ . ۵)‐(١۶ . ۵) خط دستگاه (۵



٩٣ عددی مثال های

عددی مثال های ۵ . ۵
از حل برای م دهیم. ارائه روش کارایی دادن نشان برای عددی مثال چند بخش این در
برای م کنیم. استفاده fsolve دستور از AX = b دستگاه محاسبه برای و ١٨ میپل افزار نرم

م کنیم استفاده زیر صورت به مطلق خطای از روش، دقت محاسبه
EN = |uN (x, t)− u(x, t)|,

هستند. دقیق و تقریبی جواب ترتیب به u(x, t) و uN (x, t) که
مشتقات با دیفرانسیل معادلات مسئله ی ابتدا روش دقت دادن نشان برای .١ . ۵ . ۵ مثال

م گیریم نظر در زیر صورت به تاخیر بدون جزئ
∂αu(x, t)

∂tα
− ∂٢u(x, t)

∂x٢ =
Γ(٧٢)x٢t ۵٢−α

Γ(٧٢ − α)
− ٢t ۵٢ , ٠ < x < ١, ٠ < t ≤ ٢,

u(٠, t) = ٠, u(١, t) = t
۵٢ , ٠ < t ≤ ٢,

u(x, ٠) = ٠, ٠ ≤ x ≤ ١.
جدول در N = ۵ ازای به مطلق خطای است. دقیق جواب u(x, t) = x٢t ۵٢ مسئله این برای
م دهد نشان عددی نتایج است. شده مقایسه لژاندر چندجمله ای های با و شده داده ١ . ۵
مقدار هستند. لژاندر چندجمله ای های از تر دقیق بسیار مونتس‐لژاندر چندجمله ای های که

است. شده داده نشان ١ . ۵ ل ش در نیز uN (x, t) تقریبی
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.١ . ۵ . ۵ مثال در N = ۵ و α = ١ ازای به uN(x, t) عددی جواب :١ . ۵ ل ش



تاخیری جزئ کسری مرتبه دیفرانسیل معادلات حل برای پاده تقریب ٩۴

.١ . ۵ . ۵ مثال در N = ۵ و α = ١ ازای به مطلق خطای :١ . ۵ جدول
(x, t) لژاندر چندجمله ای های مونتس‐لژاندر چندجمله ای های
(٠٫١, ١) ٢٫٢٢۶٢٠ × ١٠−۶ ١٫٢۶٨۵٠ × ١٨−١٠

(٠٫٢, ١) ١٫۴٠٢٩٣ × ١٠−۵ ٩٫۵۵٠٠٠ × ١٩−١٠

(٠٫٣, ١) ٣٫۵۴٩۴٣ × ١٠−۵ ۶٫۴٠٠٠٠ × ١٩−١٠

(٠٫۴, ١) ۶٫۶٧٧٣٣٩ × ١٠−۵ ۴٫٩٠٠٠٠ × ١٩−١٠

(٠٫۵, ١) ١٫٠٨٠٨۵ × ١٠−۴ ٢٫٣٠٠٠٠ × ١٩−١٠

(٠٫۶, ١) ١٫۵٩٧١۶ × ١٠−۴ ۴٫٠٠٠٠٠ × ٢٠−١٠

(٠٫٧, ١) ٢٫٢٢٠٢٠ × ١٠−۴ ١٫۶٠٠٠٠ × ١٩−١٠

(٠٫٨, ١) ٢٫٩۵۴١٧ × ١٠−۴ ٣٫٣٠٠٠٠ × ١٩−١٠

(٠٫٩, ١) ۴٫٧٧۵٠٢ × ١٠−۴ ۶٫٩٠٠٠٠ × ١٩−١٠

(١, ١) ٣٫٢٢٢٣۵ × ١٠−۴ ۵٫٠٠٠٠٠ × ١٩−١٠

یرید ب نظر در را زیر جزئ مشتقات با تاخیری دیفرانسیل معادلات مسئله .٢ . ۵ . ۵ مثال

∂αu(x, t)

∂tα
− ٢∂٢u(x, t)

∂x٢ = f(u(x, t), u(x, t− ٠٫١)), ١ < x < ٢, ٠ < t ≤ ١, (٢۴ . ۵)
u(١, t) = −٣١

٣٢(t٣ − ٢t− ١), u(٢, t) = ٠, t ∈ [٠, T ], (٢۵ . ۵)
u(x, t) = (

١
٣٢x۶ − x)(t٣ − ٢t− ١), ١ < x < ٢, − ٠٫١ ≤ t ≤ ٠, (٢۶ . ۵)

که

f(u(x, t), u(x, t− ٠٫١)) = u(x, t− ٢(٠٫١ − ١۵
٨ x۴(t٣ − ٢t− ١)

+(
١

٣٢x۶ − x)(٣t٢ − ٢)− (
١

٣٢x۶ − x)٢((t− ٣(٠٫١ − ٢(t− ٠٫١)− ٢(١.



٩۵ عددی مثال های

.٢ . ۵ . ۵ مثال در N = ١٠ ازای به عددی مقادیر از برخ :٢ . ۵ جدول
(x, t) عددی نتایج دقیق مقدار مطلق خطای

(١٫۵, ٠٫١) ١٫٣٧١٧۴۵ ١٫٣٧١٧٠٨ ٣٫٨٣٠٢٩١ × ١٠−۵

(١٫۵, ٠٫٢) ١٫۵٩٢۵٨١ ١٫۵٩٢۵٠٨ ٧٫٣۴۶۵١۵ × ١٠−۵

(١٫۵, ٠٫٣) ١٫٧٩٩۶٧۶ ١٫٧٩٩۵٨٠ ٩٫٧٢٠٣۵٩ × ١٠−۵

(١٫۵, ٠٫۴) ١٫٩٨۶١٧۵ ١٫٩٨۶٠۵٩ ١٫١٧١۵۴٣ × ١٠−۴

(١٫۵, ٠٫۵) ٢٫١۴۵٢١۵ ٢٫١۴۵٠٨١ ١٫٣۴٩١٢٣ × ١٠−۴

(١٫۵, ٠٫۶) ٢٫٢۶٩٩٣٢ ٢٫٢۶٩٧٨١ ١٫۵٠٩٠٨۵ × ١٠−۴

(١٫۵, ٠٫٧) ٢٫٣۵٣۴۶١ ٢٫٣۵٣٢٩۶ ١٫۶۵٠١۵۶ × ١٠−۴

(١٫۵, ٠٫٨) ٢٫٣٨٨٩٣٧ ٢٫٣٨٨٧۶٢ ١٫٧۶٠٩٧۵ × ١٠−۴

(١٫۵, ٠٫٩) ٢٫٣۶٩۴٩۶ ٢٫٣۶٩٣١٣ ١٫٨٣۴٧۵١ × ١٠−۴

(١٫۵, ١) ٢٫٢٨٨٢٧٢ ٢٫٢٨٨٠٨۶ ١٫٨۶٢٣٢٧ × ١٠−۴

م شوند نوشته زیر صورت به (٢۶ . ۵)–(٢۴ . ۵) معادلات شده، ارائه روش از استفاده با
∂αu(x, t)

∂t
− ٢∂٢u(x, t)

∂x٢ = w(x, t)٢ − ١۵
٨ x۴(t٣ − ٢t− ١) + (

١
٣٢x۶ − x)(٣t٢ − ٢)

− (
١

٣٢x۶ − x)٢((t− ٣(٠٫١ − ٢(t− ٠٫١)− ٢(١, ١ < x < ٢, ٠ < t ≤ ١,
∂w(x, t)

∂t
= ٢٠(u(x, t)− w(x, t))− ∂u(x, t)

∂t
, ١ < x < ٢, ٠ < t ≤ ١,

u(١, t) = −٣١
٣٢(t٣ − ٢t− ١), u(٢, t) = ٠, t ∈ (٠, ١],

u(x, ٠) = −(
١

٣٢x۶ − x), ١ < x < ٢,
w(١, t) = −٣١

٣٢((t− ٣(٠٫١ − ٢(t− ٠٫١)− ١), w(٢, t) = ٠, t ∈ (٠, ١],
w(x, ٠) = (

١
٣٢x۶ − x)(−٠٫٨٠١٠), ١ < x < ٢.

u(x, t) = ( ١٣٢x۶ − x)(t٣ − ٢t − ١) با است برابر α = ١ ازای به مسئله این برای دقیق جواب
مطلق خطای است. شده ارائه شده بیان روش از استفاده با عددی نتایج ٢ . ۵ جدول در .[٩٧]
در N = ١٠ و α = ١ ازای به uN (x, t) برای عددی مقادیر است. شده رسم ٢ . ۵ ل ش در نیز
با t = ١ نقطه در α = ٠٫٧, ٠٫٩, ١ ازای به تقریبی است.جواب های شده داده نمایش ٣ . ۵ ل ش
تایید را نظری نتایج خوبی به آمده بدست عددی نتایج است. شده رسم ۴ . ۵ ل ش در N = ١٠

م کنند.

نظر در را زیر صورت به جزئ مشتقات با تاخیری دیفرانسیل معادلات مسئله .٣ . ۵ . ۵ مثال
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.٢ . ۵ . ۵ مثال در N = ١٠ ازای به مطلق خطای :٢ . ۵ ل ش

.٢ . ۵ . ۵ مثال در N = ١٠ و α = ١ ازای به uN(x, t) عددی جواب :٣ . ۵ ل ش
یرید ب

∂αu(x, t)

∂tα
− ∂٢u(x, t)

∂x٢ = u(x, t− ١) + x٢(Γ(٨٣)t
۵٣−α

Γ(٨٣ − α)
+

Γ(٧٣)t
۴٣−α

Γ(٧٣ − α)

)
− ٢(t ۵٣ + t

۴٣ )− x٢((t− ١) ۵٣ + (t− ١) ۴٣ ), ٠ < x < ١, ٠ < t ≤ ٢,
u(٠, t) = ٠, u(١, t) = t

۵٣ + t
۴٣ , t ∈ [٠,٢],

u(x, t) = x٢(t ۵٣ + t
۴٣ ), ٠ < x < ١, − ١ ≤ t ≤ ٠.

برای تقریبی و دقیق جواب های است. u(x, t) = x٢(t ۵٣ + t
۴٣ ) مسئله این برای دقیق جواب

در است. شده مقایسه لژاندر چندجمله ای های با و شده داده نشان ٣ . ۵ جدول در مسئله این
است. شده داده نمایش uN (x, t) تقریبی مقدار ۵ . ۵ ل ش



٩٧ عددی مثال های
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.٢ . ۵ . ۵ مثال در N = ١٠ با t = ١ در uN(x, t) عددی جواب :۴ . ۵ ل ش
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.٣ . ۵ . ۵ مثال در N = ۵ و α = ١ ازای به uN(x, t) عددی جواب :۵ . ۵ ل ش
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.٣ . ۵ . ۵ مثال در α = ٠٫٩ و N = ١٠ ازای به مطلق خطای :٣ . ۵ جدول
(x, t) لژاندر چندجمله ای های مونتس‐لژاندر چندجمله ای های

(٠٫١, ١٫٨) ٣٫١۴٧٠٧ × ١٠−۴ ١٫۶١٨٣٨ × ٣−١٠

(٠٫٢, ١٫٨) ۶٫٣٣٨٠۶ × ١٠−۴ ۴٫٩٣۴٨٢ × ١٠−۴

(٠٫٣, ١٫٨) ٩٫۴٩٧٩٣ × ١٠−۴ ۴٫۴٠٨٩٠ × ١٠−۵

(٠٫۴, ١٫٨) ١٫٢۴٣۶۵ × ٣−١٠ ٢٫٩٨۶۴٩ × ١٠−۴

(٠٫۵, ١٫٨) ١٫۴٨۶٠٢ × ٣−١٠ ۵٫٨٧٣۶٧ × ١٠−۴

(٠٫۶, ١٫٨) ١٫۶٣٨٣٩ × ٣−١٠ ٩٫۵٣۶٠۴ × ١٠−۴

(٠٫٧, ١٫٨) ١٫۶۵۴٢۴ × ٣−١٠ ١٫٢٣٨١۶ × ٣−١٠

(٠٫٨, ١٫٨) ١٫۴٨٠٢٣ × ٣−١٠ ١٫٢٢۵۶۵ × ٣−١٠

(٠٫٩, ١٫٨) ١٫٠۵٧٣٨ × ٣−١٠ ٨٫٠٣٨۴۶ × ١٠−۴

(١, ١٫٨) ٣٫٢٢٢٣۵ × ١٠−۴ ١٫١٩٠٧١ × ١٠−۴



پیشنهادات و نتیجه گیری
کسری بهینه کنترل مسائل از رده ای حل برای کارا عددی روش ی دنبال به نامه پایان این در
تاخیری کسری بهینه کنترل مسئله تبدیل اساس بر نامه پایان این در ما رد روی بودیم. تاخیری
و مشتق عملیات ماتریس های و پایه توابع از استفاده همچنین و سازی بهینه مسئله ی به
در تسهیل و سازی پیاده در راحت ، عملیات ماتریس های مزایای از بود. کسری انتگرال
ار ب است. بوده توجه مورد همواره کسری حسابان به مربوط مسائل در که است محاسبات
بطور اما نیست برخوردار بالایی قدمت از مسائل این حل برای عملیات ماتریس های گیری
حل برای چالش ها از ی کسری بهینه کنترل مسائل در است. افزایش حال در افزون روز
توابع از استفاده است. مسائل بعض در جواب ها بودن ناهموار تاخیری، مسائل و سیستم ها
مسائل از دسته این حل برای جواب ها ماهیت به توجه با چندجمله ای ها همچون هموار پایه
توابع ناهموار، پایه توابع ساده ترین از ی م شود. نا پذیر مشتق نقاط در خطا ایجاد باعث
چندین با مقایسه در عددی محاسبات در روش این از آمده بدست نتایج هستند. پالس بلاک
بهینه کنترل مسائل حل برای توابع این کارایی از نشان هار، توابع همچون ر دی عددی روش

دارد. تاخیری کسری
تبدیل برای نامه پایان این در تاخیری های سیستم در تاخیر بردن بین از برای پاده تقریب ایده
استفاده تاخیر بدون کسری بهینه کنترل مسئله ی به تاخیری کسری بهینه کنترل مسئله
حل برای موجود وریتم های ال از بسیاری از استفاده با نهایی مسئله کار این با م شود.
متفاوت روش دو کسری بهینه کنترل مسئله حل برای است. حل قابل بهینه کنترل مسائل
مورد هستند ناپیوسته ذاتا پایه های از ر دی ی که را هار موج های ابتدا است. شده بیان
از ی کردیم. مقایسه ر دی عددی روش چند با را آمده بدست نتایج و دادیم قرار بررس
این از چندجمله ای هاست. با مقایسه در آنها پایین رایی هم سرعت هار موج های معایب
کسری مرتبه چندجمله ای های از نهایی کسری بهینه کنترل مسئله حل برای دوم روش در رو

کرده ایم. استفاده مونتس‐لژاندر
بالای رایی هم سرعت چندجمله ای ها سایر به نسبت کسری مرتبه چندجمله ای های مزیت
چندجمله های از کسری مشتق که آنجایی از است. کسری حسابان به مربوط مسائل برای آن ها
چندجمله ای هایی از استفاده رو این از است، کسری توان با چندجمله ای ی صحیح درجه با

دارد. بیشتری سازگاری کسری حسابان با هستند کسری توان دارای ذاتا که
٩٩
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تاخیری کسری مرتبه دیفرانسیل معادلات حل به پاده تقریب روش از استفاده با آخر فصل در
توجه با پرداختیم. مونتس‐لژاندر پایه توابع و کسری مشتق عملیات ماتریس از استفاده با

آت کارهای برای پیشنهاد ی عنوان به نظر، مورد مسئله در کسری مشتق و تاخیر وجود به
کنترل مسائل حل برای پالس بلاک توابع و کسری مرتبه چندجمله ای های ترکیب از م توان

کرد. استفاده تاخیری کسری بهینه
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Aabstract

With the development and complexity of optimal control problems, new methods have to be de-
veloped to solve these issues. When dynamic systems are complex or have memory, movement
and propagation are no longer followed by ordinary derivative laws. In such cases, movements
follow the rules of the fractional order. Due to its many applications in science, engineering and
medicine, delay systems have always been considered by researchers of various disciplines, and the
non-locality of the fractional operator has led to a combination of these two issues and achieving
better results. Since there is no exact solution for the delay fractional optimal control problem in
general, over the past few years various numerical methods have been published in this regard. The
choice of a numerical method proportional to the fractional derivative structure has always been
one of the most important challenges in this field. In this thesis we study the fractional polynomi-
als and provide a numerical method based on the Müntz-Legendre polynomials to solve the delay
fractional optimal control problems. Also, for comparing the proposed method and the structure
of the solutions of the delayed problem, the block pulse functions and Haar wavelates have been
investigated and compared with several numerical methods.

Keywords: Fractional derivative; Delay fractional optimal control problems; Fractional polyno-
mials; Haar Wavelates; Block-pulse functions.
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