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به کنم می تقدیم را نامه پایان این بیکران سپاس و تشکر با
هاي تلاش همه خاطر به عزیزم مادر و پدر ارزشمند محضر
داده انجام ام زندگی مختلف دوران تمام در که آمیزي محبت
زندگیم سار سایه مهربانیش سایه که مهربانم همسر به و اند

باشد. می



تلاش و ناتوان او هاي نعمت شمارش از گران حساب و عاجزند او ستودن از سخنوران که خداوندي سپاس
دریاي غوّاصان دست و کنند نمی درك را او ذات اندیش، ژرف افکار که خدایی اند. درمانده او حقّ اداي از گران

رسید. نخواهد او به علوم
دکتر آقاي جناب ارجمند استاد از احترام و ادب رسم به حق، حضرت محضر از سپاس و تشکر از پس
این تهیه در دلسوزانه، هاي رهنمود و صدر سعه با همواره و گرفتند عهده به را رساله این راهنمایی که فتحعلی
باور ناب لحظات که مهربانم مادر و پدر از دارم. را تشکر و تقدیر کمال دادند قرار خویش لطف مورد مرا تحقیق
مدیون زندگیم، زیباي و یکتا هاي تجربه تمام و رسیدن عظمت خواستن، جسارت دانستن، غرور و لذت بودن،
منظور این به او همدلی و همیاري سایه در که عزیزم همسر از گذارم. سپاس و ممنون آنهاست، سبز حضور
که عزیزم برادر و خواهر ام، همیشگی همراهان از گذارم. سپاس ها همراهی و زحمات تمام خاطر به شدم نائل

متشکرم. است من آرامش مایه صفایشان و بخش شادي وجودشان

جلودار طالشیان فاطمه
1397 اردیبهشت



نامه تعهد
علوم دانشکده کاربردي ریاضی رشته ارشد کارشناسی دانشجوي جلودار طالشیان فاطمه اینجانب
تحت ، فازي مرکز - p و میانه - p مسایل بررسی عنوان با پایان نامه نویسنده شاهرود، دانشگاه ریاضی

می شوم: متعهد فتحعلی جعفر دکتر راهنمایی

است. برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط پایان نامه این در تحقیقات �

است. شده استناد استفاده مورد مرجع به پژوهش گران، دیگر پژوهش هاي نتایج از استفاده در �

در امتیازي یا مدرك نوع هیچ دریافت براي دیگري فرد یا خود، توسط کنون تا پایان نامه، این مطالب �
است. نشده ارایه هیچ جا

شاهرود دانشگاه “ نام با مستخرج مقالات و دارد، تعلق شاهرود صنعتی دانشگاه به اثر، این معنوي حقوق �
رسید. خواهد چاپ به “ Shahrood University of Technology “ یا “

مقالات در بوده اند، تاثیرگذار پایان نامه اصلی نتایج آوردن به دست در که افرادي تمام معنوي حقوق �
می گردد. رعایت پایان نامه از مستخرج

است، شده استفاده آنها) بافت هاي (یا زنده موجود از که مواردي در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در �
است. شده رعایت اخلاقی اصول و ضوابط

(یا یافته دسترسی افراد شخصی اطلاعات حوزه به که مواردي در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در �
است. شده رعایت انسانی اخلاق اصول و رازداري اصل است، شده استفاده)

جلودار طالشیان فاطمه
1397 اردیبهشت

نشر حق و نتایج مالکیت
نرم افزارها رایانه اي، برنامه هاي کتاب، مستخرج، ( مقالات آن محصولات و اثر این معنوي حقوق تمام �
مقتضی، نحو به باید مطلب این می باشد. شاهرود صنعتی دانشگاه به متعلق شده) ساخته تجهیزات و

شود. ذکر مربوطه علمی تولیدات در

نمی باشد. مجاز منبع ذکر بدون پایان نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده �



چکیده
سازي مدل براي که باشد می عملیات در تحقیق اهمیت پر بسیار هاي شاخه از یکی مکانیابی مساله
به ... و اورژانس مراکز ها، بانک نشانی، آتش مراکز ها، بیمارستان تاسیس همچون واقعی مسایل از بسیاري
توان نمی اغلب و است ناپذیر انکار امري واقعی مسایل در ابهام و قطعیت عدم وجود آنکه حال رود. می کار
حقیقی مسایل سازي مدل براي مسایلی چنین در نمود. تعیین قطعی و دقیق طور به را پارامترها مقادیر
ابزاري فازي هاي مجموعه نظریه هستیم. موجود ابهامات و قطعیت عدم توصیف براي مناسب روشی نیازمند
مفاهیم، از بسیاري است قادر نظریه این باشد. می ها قطعیت عدم و ابهامات این نمودن مدل براي مناسب
استدلال، براي را زمینه و ببخشد ریاضی بندي صورت هستند، مبهم و نادقیق که را هایی سیستم و متغیرها
مکانیابی مسایل به پرداختن اینرو از آورد. فراهم اطمینان عدم شرایط در گیري تصمیم و کنترل استنتاج،
مرکز - p و میانه - p مکانیابی مسایل معرفی ضمن رساله این در است. برخوردار بسزایی اهمیت از فازي
حل هاي روش برخی و داد خواهیم قرار بررسی مورد را فازي مرکز یک و میانه - 2 میانه، یک مسایل قطعی،
براي فازي حالت در قضایا اثبات بر مبتنی کارامدي و جدید هایی روش همچنین کرد. خواهیم بیان را ها آن
و اقلیدسی دوم توان نرم با پیوسته مکانیابی مسایل علاوه به کرد. خواهیم ارایه فازي مکانیابی مسایل این حل

کنیم. می ارایه ها آن حل براي هایی روش و داده قرار بررسی مورد را L١ نرم

فازي، هاي مجموعه عضویت، تابع فازي، شبکه میانه، مکانیابی مساله مرکز، مکانیابی مساله کلیدي: کلمات
فازي مکانیابی مساله
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1 فصل
مکانیابی نظریه

مشتریان تا دهی سرویس  کل هزینه که ها دهنده سرویس از اي مجموعه یافتن از است عبارت مکانیابی مساله
سازي بهینه  مسایل از انوع ترین پرکاربرد از یکی مساله این شود. کمینه ها محدودیت از اي مجموعه به نسبت
تاسیس براي مناسب هایی مکان تعیین به می توان آن کاربردهاي جمله از باشد. می عملیات در تحقیق در
اورژانس مراکز و ها بیمارستان پلیس، ایستگاه هاي آتش نشانی، مراکز احداث مانند عمومی خدماتی تسهیلات
بیان است نیاز مورد بعدي فصول در که را مکانیابی مساله اولیه مفاهیم و تعاریف برخی ادامه در نمود. اشاره
از نوع دو معرفی به مکانیابی نظریه در تحقیق عمده هاي زمینه  از برخی بیان ضمن سپس کرد. خواهیم

پرداخت. خواهیم آن حل هاي روش و یابی مکان مسایل ترین پرکاربرد

اصطلاحات و تعاریف 1 . 1
هاي مجموعه زیر همه مجموعه E و تهی غیر و متناهی اي مجموعه V کنید فرض (گراف). .1 . 1 . 1 تعریف
به را E و V هاي مجموعه گوییم. می گراف یک G = (V,E) جفت به صورت این در باشد. V عضوي دو
هر و گره یا راس یک را V عضو هر همچنین نامیم. می G گراف هاي یال مجموعه و رئوس مجموعه ترتیب

.[3] نامیم می یال یک را E عضو
خمیده یا راست خط پاره یک توسط را یال هر و نقطه یک با را راس هر گراف یک تصویري نمایش در

دهیم. می نشان
.[3] نامیم می مجاور را آنها باشند یال یک روي راس دو اگر G گراف در مجاور). (رئوس .2 . 1 . 1 تعریف

.[3] شود می نامیده طوقه کند وصل خودش به را راسی که یالی G مفروض گراف در (طوقه). .3 . 1 . 1 تعریف
کند وصل هم به را راس دو یال یک از بیش گرافی در اگر گانه). چند گراف و ساده (گراف .4 . 1 . 1 تعریف
گراف به ندارد چندگانه یال و طوقه که گرافی نامیم. می گانه چند هاي یال را ها یال آن و گانه چند را گراف

.[3] است معروف ساده
آن شود داده نسبت w(v) حقیقی عدد یک v راس هر به G گراف در اگر دار). وزن (گراف .5 . 1 . 1 تعریف

.[3] نامیم می دار وزن گراف یک را گراف
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زیر را G′ = (V ′, E ′) گراف باشد. گراف یک G = (V,E) که کنید فرض گراف). (زیر .6 . 1 . 1 تعریف
.[3] E ′ ⊂ E و V ′ ⊂ V هرگاه گوییم G گراف

آن از که هایی یال تعداد از است عبارت G گراف در v دلخواه راس درجه راس). یک (درجه .7 . 1 . 1 تعریف
.[3] دهیم می نشان deg(v) نماد با را v راس درجه گذرد. می راس

G هاي یال و رئوس از ناتهی و متناهی اي دنباله از است عبارت G از گشت یک (گشت). .8 . 1 . 1 تعریف
این در هستند. ei یال سر دو vi و vi−١ رئوس ،١ ≤ i ≤ k ازاي به که W = v٠e١v١e٢v٢ · · · ekvk چون

.[3] است گشت - (v٠, vk) یک دیگر عبارت به یا vk تا v٠ از گشت یک W گوییم می صورت

عبارت شود می داده نشان p(v٠, vk) نماد با که G گراف در vk تا v٠ از مسیر یک (مسیر). .9 . 1 . 1 تعریف
هاي یال نتیجه در باشند. متمایز vk و ... ،v٢ ،v١ رئوس که اي گونه به v٠e١v١e٢v٢ · · · ekvk گشت از است

.[3] شوند می متمایز هم ek و ... ،e٢ ،e١

گراف در چون طرفی از داشت. خواهیم کار و سر ساده هاي گراف با رساله این در که است ذکر به لازم
به یا v٠v١v٢ · · · vk رئوس از اي دنباله صورت به را p(v٠, vk) مسیر توان می نداریم گانه چند یال ساده هاي

داد. نشان e١e٢ · · · ek هاي یال از اي دنباله صورت

داده نشان l(p(v٠, vk)) نماد با که p(v٠, vk) = e١e٢ · · · ek مسیر طول مسیر). (طول .10 . 1 . 1 تعریف
[3] یعنی مسیر. آن دهنده تشکیل هاي یال تمام طول مجموع با است برابر شود می

l(p(v٠, vk)) =
k∑

i=١
l(ei) (1 . 1)

مفروض گراف از دلخواه راس دو u, v ∈ V کنید فرض گراف). در راس دو بین (فاصله .11 . 1 . 1 تعریف
این در .v و u راس دو بین مسیرهاي همه مجموعه از باشد عبارت P [u, v] کنید فرض همچنین باشند. G
مسیر ترین کوتاه طول با است برابر شود می داده نشان d(u, v) نماد با که v و u راس دو بین فاصله صورت

[3] یعنی رئوس. این از گذرنده

d(u, v) = minpi(u,v)∈P [u,v] (l(pi(u, v))) (2 . 1)

آن دلخواه راس دو هر بین هرگاه گوییم، همبند را جهت بدون گراف یک همبند). (گراف .12 . 1 . 1 تعریف
.[3] نامند می همبند نا را آن صورت این غیر در باشد. موجود مسیري

.[3] باشد یکی آن انتهایی و ابتدایی نقطه که مسیري از است عبارت گراف در دور یک (دور). .13 . 1 . 1 تعریف

.[3] شود می نامیده درخت G = (V,E) دور بدون و همبند گراف هر (درخت). .14 . 1 . 1 تعریف



مکانیابی نظریه در تحقیق عمده هاي زمینه . 2 . 13

مکانیابی نظریه در تحقیق عمده هاي زمینه 2 . 1

آن فاصله مجموع که صفحه در دهنده سرویس یک ”یافتن مساله طرح با مکانیابی زمینه در ابتدایی مطالعات
اولین براي مکانیابی مساله ترتیب بدین و گردید آغاز فرما توسط باشد” مقدار کمترین موجود مشتري سه تا
سال در را فرما توسط شده مطرح مساله توریچلی آن از پس گذاشت. ظهور عرصه به پا هفدهم قرن در بار
نقطه سه از شده ساخته مثلث محیطی دوایر برخورد از حاصل نقطه که داد نشان توریچلی نمود. حل 1640
طوریکه به صفحه در دهنده سرویس یک یافتن به را فرما مساله 1909 سال در وبر است. بهینه نقطه موجود
حکیمی 1964 سال در .[127] داد تعمیم گردد کمینه دهنده سرویس تا مشتري چندین فواصل کل مجموع
کمترین صورت به را مساله هدف تابع خود مطالعات در وي .[57] پرداخت گراف روي مکانیابی مساله به
قرار مطالعه مورد 1994 سال در را هاب گسسته مکانیابی مساله کامپبل گرفت. نظر در مینیماکس و مجموع
الگوریتم یک و پرداخت وجهی چند موانع با اي وسیله تک مساله به کلامروس 2001 سال در .[20] داد
هوشمند الگوریتم 2002 سال در همکاران و براتکورن .[73] کرد ارایه آن براي ابتکاري حل راه یک و قطعی
قیمت و شاخه رویکرد یک همچنین .[18] کردند ارایه پوشش مکانیابی مسایل از وسیعی رده براي سریعی
براي حریصانه شبه الگوریتم 2006 سال در زانگ .[116] شد ارایه همکاران و سنی توسط 2005 سال در
مساله مختلف هاي مدل سورال و ساهین 2007 سال در .[142] کرد پیشنهاد سطحی دو مکانیابی مساله
مکانیابی مساله به 2008 سال در بیامون و بالسیک .[115] دادند قرار بررسی مورد را مراتبی سلسله مکانیابی
با مکانیابی مساله به فتحعلی و جمالیان 2009 سال در .[8] پرداختند دوستانه بشر هاي کمک مساله براي
وزن با اي وسیله چند میانه مساله کالکسیک 2011 سال در .[67] پرداختند مطلق خطاي مقدار کمترین
در را پوشش مکانیابی مساله همکاران و فرهانی .[68] داد قرار مطالعه مورد را گراف روي منفی و مثبت هاي
الگوریتمی و پرداخت ظرفیت بدون مکانیابی مساله به لی 2013 سال در دادند. قرار مطالعه مورد 2012 سال
مکانیابی مساله براي را کران و شاخه الگوریتم برسنو سال همین در .[80] نمود ارایه آن حل براي تقریبی
براي را تاب شب کرم ژنتیک ترکیبی الگوریتم میرحسنی و رحمانی 2014 سال در .[13] نمود ارایه رقابتی
و پرداخته منبع تک ظرفیت با مساله به 2015 سال در هو .[113] کردند معرفی ظرفیت با مکانیابی مساله
مکانیابی مساله همکاران و مانتویا 2016 سال در .[63] کرد ارایه آن براي را تابو تکراري ابتکاري الگوریتم یک
کاربردهاي افزون روز افزایش دلیل به حاضر حال در .[92] دادند قرار مطالعه مورد را محصوله چند ظرفیت با
در تحقیق از شاخه این در مطالعه به پژوهشگران و محققین از بسیاري روزمره، زندگی در مکانیابی مسایل

.[111 ،36 ،121] پرداختند عملیات

تاسیس باید که هایی دهنده سرویس سایز و تعداد استفاده، مورد فواصل هدف، توابع در مکانیابی مسایل
یک هر از استفاده با و هدف نوع به بسته اینرو از هستند. متفاوت دیگر عامل چندین در همچنین و شوند
مساله کلی حالت در یافت. خواهیم دست مکانیابی مساله مختلف هاي مدل به مختلف هاي شاخص این از
به ادامه در که شود می تقسیم پیوسته مکانیابی مسایل و گسسته مکانیابی مسایل کلی دسته دو به مکانیابی

پرداخت. خواهیم آنها معرفی
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پیوسته مکانیابی مساله 3 . 1
چند یا یک مکان یافتن دنبال به آنها در که هستند مکانیابی مسایل از خاصی نوع پیوسته مکانیابی مسایل

[82] است زیر صورت به مساله این کلی شکل هستیم. صفحه روي دهنده سرویس

minW (X) =
m∑
i=١

n∑
j=١

w١ijd(Xi, Aj) +
m−١∑
i=١

m∑
r=i+١

w٢ird(Xi, Xr) (3 . 1)

دهنده سرویس مکان Xiمختصات = (ai١, ai٢), i = ١, · · · ,m .X = (X١, X٢, · · · , Xm) آن در که
باشند. می تقاضا مراکز n مختصات Aj = (aj١, aj٢), j = ١, · · · , n و ها

ترتیب به w٢ir, i = ١, · · · ,m − ١, r = i + ١, · · · ,m و w١ij, i = ١, · · · ,m, j = ١, · · · , n
ام - i دهنده سرویس از کالا انتقال هزینه و ام - j تقاضاي مرکز به ام - i دهنده سرویس از کالا انتقال هزینه
دهنده سرویس بین فاصله ترتیب به d(Xi, Xr) و d(Xi, Aj) همچنین باشند. می ام - r دهنده سرویس به

باشند. می ام - r و ام - i دهی سرویس مرکز دو بین فاصله و ام - j تقاضاي مرکز و ام - i
شود می تبدیل زیر اي وسیله تک مساله به (3 . 1) مساله صورت این در . m = ١ کنید فرض حال

minW (X) =
n∑

j=١
wjd(X,Aj). (4 . 1)

وبر - فرما اي وسیله تک مساله به که است پیوسته مکانیابی مساله ترین شده شناخته از یکی اخیر مساله
به  است صفحه در جدید اي نقطه یافتن هدف است. موجود صفحه در نقطه n مساله این در است. معروف
روشی [128] وایزفیلد 1937 سال در .[82] شود کمینه بهینه نقطه تا موجود نقاط فواصل کل مجموع طوریکه
وایزفیلد تکراري الگوریتم بار اولین براي 1958 سال در مهلی کرد. ارایه وبر - فرما مساله حل براي تکراري
مساله فرانسیس 1964 سال در .[82] داد گسترش اقلیدسی نرم با اي وسیله چند مکانیابی مساله براي را
مکانیابی به 1971 سال در لاو و وسولوزکی .[50] داد قرار بررسی مورد را مستطیلی نرم با اي وسیله چند
وسولوزکی همچنین .[131] پرداختند مستطیلی نواحی و نقاط مقاصد بین در مستطیلی فاصله با صفحه در
وسولوزکی و درزنر 1978 سال در . [130] نمود بیان را صفحه در بهینه خط مکانیابی مساله 1974 سال در
اي وسیله چند مساله کلی مدل وردینی و موریس .[37] کردند بررسی را کروي سطح روي مکانیابی مساله
و پژوهشگران از برخی نیز اخیر هاي سال در همچنین دادند. قرار مطالعه مورد 1979 سال در را Lp نرم با

.[19 ،16] است شده جدیدي نتایج حصول به منجر که دادند ادامه را زمینه این در مطالعه محققان

گسسته مکانیابی مساله 4 . 1
براي مکان بهترین یافتن براي جستجو به که است مکانیابی مسایل از دیگر اي رده گسسته مکانیابی مسایل
نقاط از مجموعه کردن پیدا هدف مسایل، از رده این در یعنی پردازد. می شبکه روي ها دهنده سرویس تاسیس
تقاضا نقاط تا ها) دهنده (سرویس نقاط این دهی سرویس کل هزینه که طوري به  است مفروض شبکه روي
مرکز، - p مکانیابی مساله میانه، - p مکانیابی مساله توان می مسایل این جمله از شود. کمینه ها) (مشتري
p مساله حل به بارت و تیتز 1968 سال در برد. نام را پوشش مکانیابی مساله و ظرفیت بدون مکانیابی مساله



میانه - P مکانیابی مساله . 5 . 15

کو 1991 سال در .[120] کردند ارایه راسی میانه - p یافتن براي جدید روشی و پرداختند گراف روي میانه -
ارایه مستطیلی فاصله با مرکز - 3 و مرکز - 2 دار وزن مساله براي O(n) زمانی پیچیدگی با الگوریتمی لی و
اي مساله شبکه روي میانه - p مکانیابی مساله که دادند نشان 1979 سال در حکیمی و کاروین .[74] کردند
سال در آنها همچنین . [70] یابد می را درخت میانه - p که کردند ارایه الگوریتمی و است سخت - NP
اي مقاله در کامپبل 1994 سال در .[69] نمودند ارایه شبکه روي مرکز - p یافتن براي الگوریتمی 1979
چهار براي را صحیح عدد بندي فرمول هاب”، گسسته مکانیابی مساله صحیح عدد بندي ”فرمول عنوان تحت
پوشش مساله و هاب ظرفیت بدون مساله هاب، مرکز - p مساله هاب، میانه - p مساله شامل هاب مسایل از نوع
در .[56] کرد ارایه پوشش مساله حل براي ساده ابتکاري روشی حدادي 1997 سال در .[20] نمود ارایه هاب
ارایه ملادونویس و هانسن توسط میانه - p مساله براي متعددي همسایگی جستجوي هاي روش سال همین
اي چندوسیله تخصیص مساله به اي مقاله انتشار با 1998 سال در کریشنامورتی و ارنست .[60] است شده
ارایه آن حل براي ابتکاري الگوریتمی همچنین و قطعی الگوریتمی و پرداختند ظرفیت بدون هاب میانه - p
یا سه با هاب - p اي وسیله تک تخصیص مساله حل براي کارامدي روش 2001 سال در ایبري .[44] کردند
.[39] کرد حل را پیشین شده حل هاي مثال سایر از بزرگتر مثالی مطالعه این در وي کرد. ارایه هاب چهار
کرد ارایه منفی و مثبت هاي وزن با میانه - p مسایل حل براي را ژنتیک الگوریتم 2006 سال در فتحعلی
وزن با میانه - p مسایل حل براي را همسایگی جستجوي الگوریتم زاده تقی و فتحعلی سال همین در . [45]
دادند قرار بررسی مورد را پوششی مساله هرتز و گالینیر 2007 سال در .[47] کردند ارایه منفی و مثبت هاي
نموده ارایه نیز را الگوریتم سه این ابتکاري حالت آنها همچنین نمودند. ارایه آن حل براي دقیق الگوریتم سه و
از بسیاري توسط و گسترده طور به  مسایل این از کدام هر ها سال این طی در .[51] دادند قرار آنالیز مورد و
از یک هر در اي ارزنده و جالب بسیار نتایج امروزه و گرفتند قرار برسی و مطالعه مورد پژوهشگران و محققین
دو ادامه در نمود. اشاره [124 ،109 ،29] مراجع به توان می نمونه عنوان به است. شده ارایه ها زمینه این

نمود. خواهیم معرفی را گسسته مکانیابی مسایل پرکاربردترین از نوع

میانه - p مکانیابی مساله 5 . 1
تمام وزندار فاصله مجموع طوریکه به دهنده سرویس p مکان تعیین است عبارت میانه - p مکانیابی مساله
مساله مدل تعریف براي زیر نمادگذاري باشد. ممکن مقدار کمترین ها دهنده سرویس این تا شبکه روي رئوس

است. ضرورري میانه p
wj وزن داراي vj, j = ١, · · · , n راس هر و |V | = n که باشد گراف یک G = (V,E) کنید فرض
راس p شامل اي مجموعه X = {x١, ..., xp} کنید فرض باشد. می راس آن تقاضاي میزان بیانگر که باشد

[30] است زیر صورت به میانه - p مساله ریاضی مدل باشد. شبکه روي

min
X

n∑
j=١

wjD(vj, X) (5 . 1)

یعنی .X رئوس مجموعه و vj راس بین فاصله ترین کوتاه از است عبارت D(vj, X) آن در که

D(vj, X) = minxi∈X(d(xi, vj))
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برابر راس n بین از مکان p انتخاب هاي حالت تمام است. vj و vi راس دو بین فاصله ترین کوتاه d(vi, vj) و
با است

C(n, p) =
n!

p!(n− p)!
.

p یک ازاي به نباشد بزرگ خیلی n که حالتی براي است. سخت NP مساله یک میانه - p مساله بنابراین
NP مساله این بزرگ هاي n براي که آنجایی از کرد. پیدا را بهینه جواب شمارشی روش به توان می ثابت

است. شده ارایه زمینه این در کارایی ابتکاري هاي روش است سخت
[30] است زیر صورت به میانه - p مساله یک و صفر ریزي برنامه مدل

(P١١) min

n∑
i=١

n∑
j=١

wjdijxij

s.t
n∑

i=١
xij = ١ j = ١, ..., n

n∑
i=١

yi = p xij ≤ yii, j = ١, ..., n

xij, yi ∈ {٠, ١}, i, j = ١, ..., n

(6 . 1)

آن در که

yi =

١ شود انتخاب دهنده سرویس عنوان به ام - i راس اگر
٠ صورت این غیر در

و 

xij =

١ شود دهی سرویس i مکان دهنده سرویس توسط ام - j مکان مشتري اگر
٠ صورت این غیر در

راس یک از تواند می فقط ام - j مکان مشتري که است آن بیانگر اول قیود مجموعه ،(P١١) مدل در
دلالت سوم قیود مجموعه است. p ها دهنده سرویس تعداد که کند می بیان دوم قید شود. دهی سرویس
مدل شود. انجام دهی سرویس سپس و شود تاسیس ام - i مکان در دهنده سرویس باید ابتدا اینکه بر دارند

[30] نمود بندي فرمول نیز زیر صحیح عدد و یک و صفر صورت به توان می را (P١١)
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(P١٢) min
n∑

i=١

n∑
j=١

dijxij

s.t
n∑

i=١
xij = wj j = ١, ..., n

n∑
i=١

yi = p

xij ≤ yiwj i, j = ١, ..., n
xij ≥ ٠, yi ∈ {٠, ١}, i, j = ١, ..., n

(7 . 1)

از است عبارت اینجا در که است xij, i, j = ١, · · · , n متغیر تعریف در قبل مدل و مدل این تفاوت
مجموعه (P١٢) مدل در شود. می برآورده ام - i دهنده سرویس توسط که ام - j مشتري تقاضاي از مقداري
هستند. قبل حالت همانند قیود بقیه شود. داده پوشش باید مشتري هر نیاز تمام که دهند می نشان اول قیود

درخت روي میانه یک مساله 1 . 5 . 1
استفاده با مساله این حل که داد نشان و پرداخت ها شبکه روي میانه یک مساله به 1971 سال در [89] گلدمن
بر باشد درخت شبکه که حالتی براي وي همچنین باشد. می O(n٣) زمانی پیچیدگی داراي شمارش روش از

نمود. ارایه باشد می O(n) زمانی پیچیدگی داراي که را وزنی اکثریت الگوریتم زیر لم سه اساس

T و S کنید فرض همچنین یاشد. مفروض v١, v٢, . . . , vn راس n با درختی X که کنید فرض .1 . 5 . 1 لم
کنید فرض همچنین .t ∈ T ، s ∈ S که باشد (vs, vt) یال حذف از حاصل درخت زیر دو

W (S) =
∑
x∈S

w(x),

W (T ) =
∑
x∈T

w(x).

باشد. می واقع S درخت زیر در m میانه آنگاه ،W (S) ≥ W (T ) اگر

کنید. مراجعه [89] مرجع به برهان.

آیند. می دست به X درخت از (s, t) یال حذف از که باشند درخت زیر دو T و S کنید فرض .2 . 5 . 1 لم
زیر روي میانه یافتن به شود می تبدیل X درخت روي میانه یافتن مساله آنگاه W (S) ≥ W (T ) اگر حال
جایگزین w(s) +W (T ) با s راس وزن که تفاوت این با است S درخت همان NS آن در که NS درخت

است. شده
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کنید. مراجعه [89] مرجع به برهان.

آن آنگاه باشد رئوس همه هاي وزن مجموع نصف از بیشتر (گراف) درخت یک از راسی وزن اگر .3 . 5 . 1 لم
باشد. می درخت میانه راس

کنید. مراجعه [89] مرجع به برهان.

[89] وزنی اکثریت الگوریتم
است. مساله جواب راس همان کنید توقف است راس یک شامل X اگر اول. گام

این غیر در بروید. چهارم گام به آنگاه w(v) ≥ W (X)

٢ اگر v مانند انتهایی راس هر ازاي به دوم. گام
بروید. سوم گام به صورت

(u, v) یال و v راس و کرده اضافه u راس به را v راس وزن باشد. v مجاور راس u کنید فرض سوم. گام
برگردید. یک گام به و کنید حذف را

است. مساله جواب v راس کنید. توقف چهارم. گام

 .(1 . 1 (شکل بگیرید نظر در را یال شش و راس هفت با X درخت .4 . 5 . 1 مثال

  
  

یال. شش و راس هفت با درختی :1 . 1 شکل
  

وزن w۶ ≱
W (X)

٢ = ١٠ که آنجایی از کنیم. می شروع v۶ دلخواه راس از .W (X) = ٢٠ وضوح به
اینرو از کنیم. می حذف X درخت از را (v۵, v۶) یال و کرده اضافه v۵ یعنی آن مجاور راس به را v۶ راس

شود.  می تبدیل 2 . 1 صورت به X درخت و w۵ = ۵
راس وزن w٧ ≱ ١٠ که آنجایی از کنیم. می انتخاب را v٧ دلخواه راس و گردیم می بر اول گام به حال
w۵ = ٨ با 3 . 1 درخت که کنیم می حذف را راس دو این بین یال و افزوده v۵ یعنی آن مجاور راس به را v٧

شود. می حاصل
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.(v۵, v۶) یال و v۶راس حذف از حاصل درخت :2 . 1 شکل
 
 

  
  

.(v۵, v٧) یال و vراس٧ حذف از حاصل درخت :3 . 1 شکل
  

راس این وزن w۵ ≱ ١٠ که آنجایی از گیریم. می نظر در را v۵ راس و گردیم می بر اول گام به دوباره
w٢ = ١٣ با 4 . 1 درخت که کنیم می حذف را راس دو این بین یال و افزوده v٢ یعنی آن مجاور راس به را

شود.  می حاصل
می توقف w٢ = ١٣ > ١٠ که آنجایی از گیریم. می نظر در را v٢ راس و گردیم می بر اول گام به حال

است. X درخت میانه v٢ راس که شود می نتیجه و کنیم
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.(v٢, v۵) یال و v۵راس حذف از حاصل درخت :4 . 1 شکل
  

درخت روي میانه - 2 مساله 2 . 5 . 1
پیچیدگی داراي شمارشی روش از استفاده با مساله این حل بگیرید. نظر در را شبکه روي میانه - 2 مساله حال
صورت به را یال حذف خطی الگوریتم گلدمن باشد درخت شبکه که حالتی براي اما باشد می O(n٣) زمانی

نمود. ارایه زیر

[89] یال حذف الگوریتم
به باشد. راس n با X درخت هاي یال تمام مجموعه E = {e١, e٢, . . . , en−١} کنید فرض اول. گام
ترتیب به که شود می حاصل درخت زیر دو نتیجه در کنیم. می حذف را ei یال i = ١, ٢, . . . , n− ١ ازاي

نامیم. می T٢ei و T١ei
یابیم می را میانه یک T٢ei و T١ei درخت زیر دو از یک هر در وزنی اکثریت الگوریتم از استفاده با دوم. گام

کنیم. می گذاري نام m٢i و m١i ترتیب به و
هم با و آورده دست به T٢ei و T١ei درخت زیر هردو براي را f٢ei و f١ei هدف توابع مقدار سوم. گام

آید دست به زیر صورت به اصلی مساله براي نهایی هزینه تا کنیم می جمع

fei = f١ei + f٢ei

کمترین این کنید فرض یابیم. می را fei مقدار کمترین i = ١, ٢, . . . , n − ١ ازاي به چهارم. گام
مقدار و باشند می X درخت هاي میانه m٢k و m١k صورت این در باشد. آمده دست به ek یال حذف با مقدار

.fek = f١ek + f٢ek از است عبارت بهینه

بگیرید. نظر در را واحد هاي یال طول با 5 . 1 درخت .5 . 5 . 1 مثال
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یال. پنج و راس شش با درختی :5 . 1 شکل
  

شود می حاصل درخت زیر دو یال این حذف با کنیم. حذف را v۶ و v١ راس دو بین یال کنید فرض ابتدا  
اند. شده داده نشان 6 . 1 شکل در که

عبارتند ترتیب به که یابیم می را میانه یک درخت زیر دو این از یک هر در وزنی اکثریت الگوریتم از استفاده با
با است برابر هزینه تابع بنابراین دوم. درخت زیر در v٢ راس و اول درخت زیر در v۶ راس از

f(v١, v۶) = f١ + f٢ = ٠+ ۶ = ۶
 

  
  

.(v١, v۶) یال حذف از حاصل هاي درخت زیر :6 . 1 شکل
  

دست به 7 . 1 شکل صورت به درخت زیر دو اینصورت در کنیم. حذف را v٢ و v١ رئوس بین یال بعد مرحله در



مکانیابی نظریه . 112

با است برابر هدف تابع مقدار و v۶ و v٢ رئوس از عبارتند ها میانه نتیجه در آید. می

f(v١, v٢) = f١ + f٢ = ١+ ۵ = ۶

 

  
  

.(v١, v٢) یال حذف از حاصل هاي درخت زیر :7 . 1 شکل
  

آیند.  می دست به اند شده داده نشان 8 . 1 شکل در که درخت زیر دو v٣ و v٢ رئوس بین یال حذف با حال

  
  

.(v٢, v٣) یال حذف از حاصل هاي درخت زیر :8 . 1 شکل
  

با است برابر هدف تابع مقدار و v٣ و v٢ رئوس از عبارتند ها میانه حالت این در

f(v١, v٢) = f١ + f٢ = ١١+ ٠ = ١١
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از عبارتند ها میانه صورت این در شود. می نتیجه 9 . 1 شکل هاي درخت زیر v۵ و v٢ رئوس بین یال حذف از
با است برابر هدف تابع مقدار و v۵ و v٢ رئوس

f(v١, v٢) = f١ + f٢ = ١٠+ ٠ = ١٠
 

  
  

.(v٢, v۵) یال حذف از حاصل هاي درخت زیر :9 . 1 شکل
  

v۴ و v٢ رئوس از عبارتند ها میانه که شود می نتیجه 10 . 1 شکل v۴ و v٢ رئوس بین یال حذف با نهایت در و
با است برابر هدف تابع مقدار و

f(v١, v٢) = f١ + f٢ = ١٠+ ٠ = ١٠
رئوس مجموعه لذا آید. می دست به هزینه تابع مقدار کمترین (v١, v۶) یال حذف با که شود می ملاحظه  

.X درخت میانه دو مجموعه از است عبارت {v٢, v۶}

مرکز - p مکانیابی مساله 6 . 1
بیشترین که طوري به شبکه روي دهنده سرویس p مکان تعیین از است عبارت مرکز - p مکانیابی مساله
یک X = {x١, . . . , xp} کنید فرض شود. کمینه دهنده سرویس نزدیکترین تا ها مشتري وزندار فاصله

داریم مرکز - p مساله در صورت این در باشد. N شبکه از دهنده سرویس p مکان شامل مجموعه

min
X

( max
j=١,...,nwjD(vj, X)) (8 . 1)

آن در که
D(vj, X) = minxi∈X(d(vj, xi))
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.(v٢, v۴) یال حذف از حاصل هاي درخت زیر :10 . 1 شکل
  

[30] است زیر صورت به مرکز - p مساله براي صحیح عدد و یک و صفر ریزي برنامه مدل

(P١٣) minZ

s.t
n∑

i=١
xij = wj j = ١, ..., n

n∑
i=١

yi = p

xij ≤ yiwj i, j = ١, ..., n
Z ≥

n∑
i=١

xijdij j = ١, . . . , n

xij ≥ ٠, yi ∈ {٠, ١} i, j = ١, ..., n

(9 . 1)

در شوند. می تعریف میانه - p مساله مدل مانند xij, i, j = ١, · · · , n و yi, i = ١, · · · , n آن در که
می بیان دوم قید شود. داده پوشش باید مشتري هر نیاز تمام که دهند می نشان اول قیود مجموعه اخیر مدل
دهنده سرویس باید ابتدا اینکه بر دارند دلالت سوم قیود مجموعه است. p ها دهنده سرویس تعداد که کند

شود. انجام دهی سرویس سپس و شود تاسیس ام - i مکان در
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بهینه جواب شود. می شبکه روي مرکز یک یافتن به تبدیل مساله آنگاه باشد p = ١ اگر (9 . 1) مدل در
نزدیکترین باشد. شبکه از اي نقطه هر تواند می که شود می نامیده قطعی مرکز مدل این حل از آمده دست به

نامیم. می راسی مرکز را قطعی مرکز به راس
براي خطی الگوریتم و دادند قرار مطالعه مورد درخت شبکه روي بر را مرکز - p مساله همکاران و کوکاینه
نمود ارایه 1982 سال در شبکه روي مساله این براي خطی الگوریتم اسلیتر سپس . [62] نمودند ارایه آن
سال در پرداخت[59]. وزن بدون درخت شبکه روي مساله این حل به 1973 سال در هندلر همچنین .[117]
.[88] پرداخت نباشد بیشتر l خاص مقدار از مسیر طول که زمانی مرکزي مسیر مساله حل به مینیکا 1985

وزن بدون درخت روي مرکز یک مساله 1 . 6 . 1
آن از درخت در نقطه دورترین فاصله که اي نقطه یافتن از است عبارت مرکز مساله شد گفته که طور همان
هندلر بگیرید. نظر در را v١, v٢, . . . , vn راس n از متشکل X درخت باشد. ممکن مقدار کمترین داراي

نمود. ارایه مرکز یافتن براي را زیر الگوریتم

[59] مرکز یک الگوریتم
کنید. انتخاب X درخت در را v١ دلخواه راس اول. گام

بنامید. v٢ را آن و بیابید را v١ از راس دورترین دوم. گام
بنامید. v٣ را آن و بیابید را v٢ از راس دورترین سوم. گام

باشد. می X درخت مرکز v٣ و v٢ راس دو بین مسیر میانی نقطه چهارم. گام

بگیرید. نظر در را واحد هاي یال طول با 11 . 1 شکل در شده داده نشان X وزن بدون درخت .1 . 6 . 1 مثال
انتخاب را v٨ دلخواه راس هندلر الگوریتم اساس بر منظور بدین بیابیم. را درخت این مرکز خواهیم می
راس از است عبارت v١ راس از راس دورترین همچنین .v١ راس از است عبارت آن از راس دورترین کنیم. می
می X درخت مرکز v۴ راس راس بنابراین است. v۴ راس v٧ و v١ رئوس بین مسیر میانی نقطه نهایت در .v٧

باشد.
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وزن. بدون درخت :11 . 1 شکل
  



2 فصل
فازي نظریه

فازي مجموعه هاي نظریه در تحقیق عمده زمینه هاي 1 . 2
اشاره ضمن فصل این در اینرو از هستند. معمولی مجموعه هاي نظریه از تعمیمی فازي هاي مجموعه  نظریه

پرداخت. خواهیم فازي مجموعه هاي نظریه معرفی به معمولی، هاي مجموعه  نظریه مفهوم به
اعضا دسته، این اشیاي و شود می گفته مجموعه اشیاء از «مشخص» اي دسته  به مجموعه ها، نظریه در
«مشخص» لفظ بر مجموعه تعریف در کنید می ملاحظه که طور همان می شوند. نامیده مجموعه عناصر یا
معمولی مجموعه  هر عضویت  تابع نظریه این در گردد. می  بر عضویت مفهوم به تاکید، این که است شده تأکید

شود می  تعریف زیر صورت به  ،A مانند

χA(x) =

١ x ∈ A

٠ صورت این غیر در
(1 . 2)

اختصاص صفر مقدار این صورت غیر در و یک مقدار هستند، A مجموعه عضو که عناصري به تابع این واقع در
تنها دسته، یک به بنابراین کند. اختیار را یک یا صفر مقادیر تواند می  فقط مشخصه تابع مقدار یعنی دهد. می
تشکیل بزرگ» حقیقی «اعداد عبارت اما باشند. مشخص دقیقا آن عناصر که شود می  گفته مجموعه وقتی
یک که این  تشخیص و نیست دقیق و مشخص ویژگی یک بودن» «بزرگ ویژگی زیرا دهد. نمی  مجموعه یک
تعریف هیچ بنابراین می باشد. متفاوت مختلف، افراد نظر از خیر یا هست ویژگی این داراي دلخواه حقیقی عدد

ندارد. وجود آن براي واحدي
قطعی به طور که اند مناسب مفاهیمی براي معمولی مجموعه هاي شد، گفته که آن چه به توجه با
دقیقی تعاریف واقعی دنیاي در موجود مفاهیم بیشتر است که حالی در این هستند. تعریف قابل مشخص و
تدریس، توانایی زیبایی، مانند مفاهیمی کرد. تصور دقیق یا معمولی مجموعه هایی کدام هر براي بتوان تا ندارند
معمولی هاي مجموعه  نظریه شاخه و ریاضیات در غیره. و صنعتی جوامع پیشرفتگی میزان افراد، عمومی روابط
انسان مغز مواردي چنین در واقع در ندارد. وجود تحلیل و تجزیه ابزار و مدل سازي قالب مفاهیمی چنین براي
که نماید می گذاري ارزش و تعریف را جملات استنتاجی تفکر اساس بر و مختلف فاکتورهاي گرفتن نظر در با
فازي منطق بود. خواهد پیچیده بسیار کاري نباشد ممکن غیر اگر ریاضی هاي فرمول و زبان به آنها سازي مدل
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جایگزینی با را پیشرفته و پیچیده ریاضیات نیازمند سیستم یک سازي مدل و طراحی که است جدیدي شیوه
مبهم و نادقیق مفاهیم است قادر فازي هاي مجموعه نظریه سازد. می ممکن خبره فرد دانش و زبانی مقادیر
پتانسیلی و است معمولی هاي مجموعه نظریه از تر کلی بسیار نظریه این کند. سازي مدل ریاضی صورت به را

دارد. را گوناگون هاي زمینه در کاربرد جهت قدرتمند

نامشخص و درهم مغشوش، گیج، نادقیق، گنگ، مبهم، صورت به آکسفورد لغت فرهنگ در فازي واژه
باشد. می ارزشی چند منطق یک است، ارزشی دو که کلاسیک نظریه برخلاف فازي نظریه است. شده تعریف
قطعیت عدم و ابهام وجود دلیل به که واقعی دنیاي مسایل براي و باشد می طبیعی زبان مبناي بر نظریه این
دنیاي در بسیاري نادقیق مفاهیم است. مناسب باشند می اي پیچیده ساختار داراي ها، آن درك و تعریف در
مجموعه نظریه کنیم. می بیان مختلفی هاي عبارت قالب در روزمره صورت به را آنها که دارند وجود ما پیرامون
عنوان تحت کالیفرنیا دانشگاه کامپوتر علوم استاد زاده لطفی توسط اي مقاله انتشار 1965با سال در فازي هاي
نسبی درستی مفهوم بر است بولی منطق از تعمیمی که نظریه این .[137] گردید مطرح فازي” هاي ”مجموعه
صفر غلط، یا (درست می شود داده نشان دوتایی منطق یک اساس بر چیزي هر کلاسیک منطق در دارد. دلالت
مثلا دهد. می نشان یک و صفر بین عدد یک با را چیز هر درستی فازي منطق ولی سفید) یا سیاه یک، یا
به نزدیک عددي خاکستري رنگ آنگاه دهیم نشان یک عدد با را سفید رنگ و صفر عدد با را سیاه رنگ اگر
کرد. ریاضیات وارد را طبیعت زبان و انسانی منطق ریاضی، در سنتی آموزش خلاف بر نظریه این است. صفر
معناي کسی کمتر زیرا نیافت راه بیرون به دانشگاه ها درگاه از 1965 از پس سال بیست از بیش فازي منطق
و دریافته را علم این صنعتی ارزش و معنا ژاپنی صنعتگران میلادي 80 دهه اواسط در بود. کرده درك آنرا
سنداي شهر زیرزمینی قطار خودکار تمام کنترل و هدایت طرح آنها پروژه اولین گرفتند. کار به را فازي منطق
گیري چشم  نتایج به منجر ها ژاپنی موفق طرح این شد. ساخته و ریزي برنامه  هیتاچی شرکت توسط که بود
نامحسوس، شتاب گرفتن قطار، اي) ضربه  هاي (تکان  نامحسوس حرکت آغاز از عبارتند آنها از برخی که شد
تکنولوژي در سریع بسیار فازي منطق بعد به آن از برق. مصرف در جویی صرفه و نامحسوس ایستادن و ترمز
بردار فیلم  دست لرزیدن ضمن دیجیتال فیلم تصویر نلرزیدن جمله از ها ژاپنی  تصویري و صوتی دستگاه هاي
در علمی هاي بحث  موج خوابیدن از پس میلادي، 1990 دهه اواسط در یعنی دیر، بسیار ها اروپایی  یافت. راه
اواخر در زاده وسیله به فازي نظریه بنیادي مفاهیم کردند. آغاز را آن از صنعتی استفاده فازي، منطق با رابطه
هاي الگوریتم مفاهیم 1965 سال در فازي مجموعه معرفی از پس وي گردید. مطرح 70 دهه اوایل و 60 دهه
سال در را [140] فازي ترتیب و 1970 سال در را [12] فازي گیري تصمیم ،1968 سال در را [138] فازي
هاي سیستم تحلیل و تجزیه زمینه در اي مقاله انتشار با 1973 سال در زاده همچنین نمود. مطرح 1971
متغیرهاي مفهوم مقاله این در او کرد. بنا را فازي کنترل اساس ،[139] گیري تصمیم فرایندهاي و پیچیده
نظریه 1970 دهه در نمود. معرفی بشري دانش کردن فرموله براي را فازي آنگاه اگر قواعد از استفاده و زبانی
تاناکا بار اولین براي 1974 سال در مثال عنوان به گردید. ظاهر آن عملی کاربردهاي و کرد پیدا رشد فازي
زیمرمن توسط فازي خطی مدل اولین 1978 سال در همچنین نمود. معرفی را فازي ریزي برنامه  مساله [119]
معطوف خود به مختلف علوم در را دانشمندان توجه جهان در علم این افزون روز گسترش شد. ارایه [144]
علمی مختلف هاي درشاخه را نظریه این توسعه و رشد زمینه موضوع این به پرداختن و مطالعه با اینرو از کرد
و [118 ،114 ،105] صنعت ،[136 ،25] گیري تصمیم ، [107 ،83] مدیریت ، [125 ،48] پزشکی جمله از
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می استفاده فازي منطق از ها اسپیلت در اینورتر سیستم نیز اکنون هم آوردند. فراهم ... و [108 ،64] اقتصاد
پرداخت. خواهیم فازي نظریه نیاز مورد اولیه تعاریف و مفاهیم برخی به ادامه در کند.

فازي هاي مجموعه نظریه اولیه تعاریف و مفاهیم 2 . 2
از مشخصه تابع برد اگر شد، گفته قبل بخش در که همانطور باشد. دلخواه مرجع مجموعه یک X کنید فرض
از x عضو هر به که آمد خواهد وجود به تابعی شود، داده گسترش [٠, ١] بازه به {٠, ١} عضوي دو مجموعه
توان می اساس این بر شود. می نامیده µ عضویت تابع تابع، این دهد. می نسبت [٠, ١] بازه از را عددي ،X

کرد. تعریف زیر صورت به را فازي مجموعه

µÃ : X −→ عضویت تابع توسط ،X مرجع مجموعه از Ã فازي مجموعه فازي). (مجموعه .1 . 2 . 2 تعریف
Ã فازي مجموعه در را x عضویت میزان µÃ(x) مقدار X از x هر براي آن در که شود می مشخص ،[٠, ١]

.[1] دهد می نشان

آن به باشد گسسته فازي، مجموعه یک مرجع مجموعه اگر گسسته). فازي مجموعه ) .2 . 2 . 2 تعریف
مجموعه صورت به تواند می گسسته فازي مجموعه یک نمایش نحوه شود. می گفته گسسته فازي مجموعه

باشد زیر صورت به یا و 1 . 2 . 2 تعریف در شده توصیف مرتب هاي زوج

Ã =
µÃ(x١)
x١

+
µÃ(x٢)
x٢

+ · · · =
∞∑
i=١

µÃ(xi)

xi
(2 . 2)

صورت به توان می را Ã فازي مجموعه آنگاه باشد متناهی {x١, x٢, · · · , xn} صورت به مرجع مجموعه اگر
کرد بیان زیر

Ã =
µÃ(x١)
x١

+
µÃ(x٢)
x٢

+ · · ·+ µÃ(xn)

xn
=

n∑
i=١

µÃ(xi)

xi
(3 . 2)

.[1] است فازي مجموعه بودن گسسته معناي به بلکه نیست جمع معناي به ∑ نماد اینجا در

باشد نامتناهی و ناشمارا فازي، مجموعه یک مرجع مجموعه اگر پیوسته). فازي مجموعه ) .3 . 2 . 2 تعریف
مجموعه شود. می بیان تابع یک صورت به آن عضویت درجه و شود می گفته پیوسته فازي مجموعه آن به

داد نشان زیر صورت به توان می را پیوسته فازي

Ã =

∫
X

µÃ(x)

x
dx (4 . 2)

.[1] است فازي مجموعه بودن پیوسته معناي به بلکه نیست انتگرال معناي به ∫ نماد اینجا در

مجموعه X اگر بگیرید. نظر در را X روي شده تعریف Ã فازي مجموعه فازي). کمیت ) .4 . 2 . 2 تعریف
 .[1] است فازي کمیت یک Ã آنگاه باشد حقیقی اعداد
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فازي. مجموعه برش آلفا :1 . 2 شکل
  

X مجموعه از عناصري تمام از متشکل ،Aα قطعی مجموعه فازي). مجموعه برش - α ) .5 . 2 . 2 تعریف
برش - α مجموعه ،α ∈ [٠, ١] باشدکه α بزرگی به حداقل Ã فازي مجموعه در ها آن عضویت درجه که

.[1] است شده داده نشان مفهوم این 1 . 2 شکل در شود. می نامیده Ã فازي مجموعه

Aα = {x ∈ X | µÃ(x) ≥ α} (5 . 2)

 
فازي مجموعه ارتفاع باشد. X در فازي اي مجموعه Ã کنید فرض فازي). مجموعه (ارتفاع .6 . 2 . 2 تعریف

شود می تعریف زیر به صورت شود، می داده نشان h(Ã) یا hgt(Ã) نماد با که ،Ã

h(Ã) = hgt(Ã) = supx∈X(µÃ(x)) (6 . 2)

.[1] است شده داده نشان Ã فازي مجموعه ارتفاع 2 . 2 شکل در
داده نشان supp(Ã) صورت به که ،Ã فازي مجموعه گاه تکیه فازي). مجموعه گاه (تکیه .7 . 2 . 2 تعریف
فازي مجموعه در آن عضویت درجه که X از عناصري تمام از متشکل کلاسیک است اي مجموعه شود، می

یعنی باشد. صفر از بزرگتر Ã

supp(Ã) = {x ∈ X | µÃ(x) > ٠} (7 . 2)

.[1] است شده داده نشان Ã فازي مجموعه گاه تکیه 2 . 2 شکل در
می داده نمایش cor(Ã) صورت به که ،Ã فازي مجموعه هسته فازي). مجموعه (هسته .8 . 2 . 2 تعریف
آنها عضویت درجه که X مرجع مجموعه از عناصري همه از متشکل قطعی مجموعه یک از است عبارت شود

شود می توصیف زیر ریاضی صورت به مجموعه این باشد. یک برابر Ã فازي مجموعه در

cor(Ã) = {x ∈ X | µÃ(x) = ١} (8 . 2)

.[1] است شده داده نشان Ã فازي مجموعه هسته 2 . 2 شکل در
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گذر نقطه باشد، ٠/۵ برابر آن عضویت درجه که اي نقطه به فازي). مجموعه گذر (نقطه .9 . 2 . 2 تعریف
.[1] ببینید را 2 . 2 شکل شود. می گفته فازي مجموعه یک

  
  

عضویت. تابع مختلف اجراي :2 . 2 شکل
  

λ ∈ [٠, ١] هر ازاي به اگر تنها و اگر است محدب Ãفازي مجموعه محدب). فازي (مجموعه .10 . 2 . 2 تعریف
باشیم داشته x١, x٢ ∈ Ã و

µÃ(λx١ + (١− λ)x٢) ≥ min (µÃ(x١), µÃ(x٢)) (9 . 2)

اي مجموعه آن برش - α مجموعه ،α ∈ [٠, ١] هر ازاي به اگر است محدب Ã فازي مجموعه دیگر عبارت به
 .[1] دهد می نشان را محدب فازي مجموعه یک ،3 . 2 شکل باشد. محدب

  
  

محدب. فازي مجموعه :3 . 2 شکل
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عضویت درجه اگر تنها و اگر است نرمال Ã فازي مجموعه یک نرمال). فازي (مجموعه .11 . 2 . 2 تعریف
واحد آن ارتفاع اگر تنها و اگر است نرمال ،Ã فازي مجموعه دیگر عبارت به باشد. یک آن عضو یک حداقل
4 . 2 شکل در شود. می گفته غیرنرمال، فازي مجموعه باشد، یک از کمتر آن ارتفاع که فازي مجموعه به باشد.

.[1] است شده داده نشان مطلب این

  
  

نرمال. غیر فازي مجموعه و نرمال فازي مجموعه :4 . 2 شکل
  

 

فازي مجموعه هاي عملیات 1 . 2 . 2
باشند. X مرجع مجموعه روي شده تعریف فازي هاي مجموعه B̃ و Ã کنید فرض

عضویت تابع که است فازي اي مجموعه ،Ã فازي مجموعه متمم فازي). مجموعه (متمم .12 . 2 . 2 تعریف
[1] شود می تعریف زیر صورت به آن

µÃc(x) = ١− µÃ(x) (10 . 2)

است.  شده داده نشان Ã فازي مجموعه متمم 5 . 2 شکل در

اگر تنها و اگر است B̃ فازي مجموعه زیرمجموعه، Ã فازي مجموعه فازي). (شمولیت .13 . 2 . 2 تعریف

∀ x ∈ X µÃ(x) ≤ µB̃(x) (11 . 2)

دهد. می نشان را مفهوم این 6 . 2 شکل .[1] شود می داده نمایش Ã ⊂ B̃ صورت به و

 

،x ∈ X هر ازاي به اگر تنها و اگر گویند برابر را B̃ و Ã فازي مجموعه دو فازي). (برابري .14 . 2 . 2 تعریف
دهد. می نشان را مفهوم این 6 . 2 شکل .[1] µÃ(x) = µB̃(x)
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فازي. مجموعه یک متمم عضویت تابع نمودار :5 . 2 شکل
  

  
  

.Ã ⊂ B̃ مجموعه زیر ب) Ã = B̃ تساوي الف) :6 . 2 شکل
  

است فازي اي مجموعه ،B̃ و Ã فازي مجموعه دو اجتماع فازي). هاي مجموعه (اجتماع .15 . 2 . 2 تعریف
[1] است زیر به صورت آن عضویت تابع و

µ(Ã∪B̃)(x) = max(µÃ(x), µB̃(x)) (12 . 2)

است.  شده داده نشان فازي مجموعه دو اجتماع 7 . 2 شکل در

است فازي اي مجموعه ،B̃ و Ã فازي مجموعه دو اشتراك فازي). هاي مجموعه (اشتراك .16 . 2 . 2 تعریف
[1] شود می تعریف زیر به صورت آن عضویت تابع و

µ(Ã∩B̃)(x) = min(µÃ(x), µB̃(x)) (13 . 2)

است. شده داده نشان فازي مجموعه دو اشتراك 8 . 2 شکل در

 



فازي نظریه . 224

  
  

فازي. مجموعه دو اجتماع :7 . 2 شکل
  

  
  

فازي. مجموعه دو اشتراك :8 . 2 شکل
  

فازي اعداد 2 . 2 . 2
در هرگاه نامیم می فازي عدد را R مرجع مجموعه روي بر Ã فازي مجموعه فازي). (عدد .17 . 2 . 2 تعریف

[1] نمایند صدق زیر شرایط

باشد، محدب اي مجموعه Ã . 1

باشد، نرمال اي مجموعه Ã . 2

باشد. کراندار اي مجموعه supp(Ã) . 3

دیگر ولی نباشد نرمال فازي مجموعه یک اگر یافته). تعمیم یا نرمال غیر فازي (عدد .18 . 2 . 2 تعریف
.[1] شود می نامیده یافته تعمیم یا نرمال غیر فازي عدد یک باشد داشته را فازي اعداد شرایط

از پرکاربردي و خاص نوع یافته تعمیم مثلثی فازي عدد یافته). تعمیم مثلثی فازي (عدد .19 . 2 . 2 تعریف
زیر صورت به آن عضویت تابع و شود می داده نمایش Ã = ⟨al, am, au;wÃ⟩ صورت به که است فازي اعداد
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[2] است

µÃ(x) =


wÃ

x− al
am − al

x ∈ [al, am]

wÃ

au − x

au − am
x ∈ [am, au]

٠ صورت این غیر در

(14 . 2)

فازي عدد یک 9 . 2 شکل در هستند. R از دلخواه نقطه سه al ≤ am ≤ au و ٠ ≤ wÃ ≤ ١ آن در که
است. شده داده نشان یافته تعمیم مثلثی

  
  

یافته. تعمیم مثلثی فازي عدد :9 . 2 شکل
  

دهیم. می نمایش Γ نماد با را یافته تعمیم مثلثی فازي اعداد همه مجموعه  

Ã = ⟨al, am, au;wÃ⟩ یافته تعمیم مثلثی فازي عدد یافته). تعمیم مثلثی فازي عدد (منفی .20 . 2 . 2 نکته
.[2] −Ã = ⟨−au,−am,−al;wÃ⟩ صورت این در بگیرید. نظر در را

نرمال Ã مثلثی فازي عدد باشد wÃ = ١ قبل تعریف در اگر نرمال). مثلثی فازي (عدد .21 . 2 . 2 تعریف
.[2] شود می داده نمایش Ã = ⟨al, am, au⟩ صورت به و بود خواهد

Ã = ⟨al, am, au⟩ نرمال مثلثی فازي عدد هر نرمال). مثلثی فازي عدد از دیگري (نمایش .22 . 2 . 2 نکته
عضویت درجه که است اي نقطه m آن در که داد نمایش نیز Ã = ⟨m,α, β⟩ تایی سه صورت به توان می را
وضوح به هستند. Ã فازي عدد راست سمت گستره و چپ سمت گستره ترتیب به β و α و باشد می یک آن

.[2] ( 9 . 2 (شکل β = au − am و α = am − al

کنیم. می استفاده مثلثی فازي عدد عبارت از نرمال مثلثی فازي عدد عبارت جاي به راحتی براي ادامه در

،B̃ = ⟨b, γ, δ⟩ و Ã = ⟨a, α, β⟩ مثلثی فازي عدد دو غالب). غیر مثلثی فازي (اعداد .23 . 2 . 2 تعریف
.[103] β ̸= δ و α ̸= γ و a = b هرگاه هستند غالب غیر
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پرکاربرد فازي اعداد از دیگري نوع یافته). تعمیم یا نرمال غیر اي ذوزنقه فازي (عدد .24 . 2 . 2 تعریف
و شود می داده نمایش Ã = ⟨a١, a٢, a٣, a۴, wÃ⟩ صورت به که است یافته تعمیم اي ذوزنقه فازي اعداد

[2] است زیر صورت به آن عضویت تابع

µÃ(x) =



wÃ

x− a١
a٢ − a١

x ∈ [a١, a٢]

wÃ x ∈ [a٢, a٣]

wÃ

a۴ − x

a۴ − a٣
x ∈ [a٣, a۴]

٠ صورت این غیر در

(15 . 2)

عدد یک 10 . 2 شکل َدر هستند. R از دلخواه نقطه چهار a١ ≤ a٢ ≤ a٣ ≤ a۴ و ٠ ≤ wÃ ≤ ١ آن در که
است.  شده داده نشان یافته تعمیم اي ذوزنقه فازي

  
  

یافته. تعمیم اي ذوزنقه فازي عدد :10 . 2 شکل
  

اي ذوزنقه فازي عدد باشد wÃ = ١ قبل تعریف در اگر نرمال). اي ذوزنقه فازي (عدد .25 . 2 . 2 تعریف
ذوزنقه فازي عدد دارد. وجود یک عضویت درجه با نقطه یک از بیش فازي، اعداد از نوع این در است. نرمال

.[2] شود می داده نمایش Ã = ⟨a١, a٢, a٣, a۴⟩ چهارتایی صورت به نرمال اي

Ã = نرمال اي ذوزنقه فازي عدد هر نرمال). اي ذوزنقه فازي عدد از دیگري (نمایش .26 . 2 . 2 نکته
[m,n] آن در که داد نمایش نیز Ã = ⟨m,n, α, β⟩ تایی چهار صورت به توان می را ⟨a١, a٢, a٣, a۴⟩
هستند Ã فازي عدد راست سمت گستره و چپ سمت گستره ترتیب به β و α و باشد می Ã فازي عدد هسته

.[2] (10 . 2 (شکل β = a۴ − a٣ و α = a٢ − a١ با برابرند ترتیب به که
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ارتفاع و wR راست ارتفاع با اي ذوزنقه شبه ،Ã فازي عدد اي). ذوزنقه شبه فازي (عدد .27 . 2 . 2 تعریف
صورت به  آن عضویت تابع اگر شود می داده نمایش Ã = (a, b, c, d;wL, wR) به صورت و است wL چپ

[2] باشد زیر

µÃ(x) =



wL
x− a

b− a
x ∈ [a, b]

wL + (wL − wR)
x− b

c− b
x ∈ [b, c]

wR
x− d

d− c
x ∈ [c, d]

٠ صورت این غیر در

اگر .(11 . 2 (شکل هستند R از نقطه چهار a ≤ b ≤ c ≤ d و ٠ ≤ wR ≤ ١ ،٠ ≤ wL ≤ ١ آن در که
شد.  خواهد تبدیل یافته تعمیم اي ذوزنقه فازي عدد به اي ذوزنقه شبه فازي عدد ،wR = wL

  
  

اي ذوزنقه شبه فازي عدد :11 . 2 شکل
  

صورت به  که اي ذوزنقه  نرم - p فازي عدد عضویت تابع ذوزنقه اي). نرم - p فازي (عدد .28 . 2 . 2 تعریف
[2] شود می تعریف زیر صورت به  شود می داده نمایش Ã = (a١a٢, a٣, a۴;w)p

µÃ(x) =



w

[
١− (

x− a١
a٢ − a١

)p
]١
p

x ∈ [a١, a٢]

w x ∈ [a٢, a٣]

w

[
١− (

a۴ − x

a۴ − a٣
)p
]١
p

x ∈ [a٣, a۴]

٠ صورت این غیر در
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است. مثبت صحیح عدد یک p آن در که

[2] باشد زیر عضویت تابع داراي ،Ã فازي عدد کنید فرض .(LR فازي (عدد .29 . 2 . 2 تعریف

µÃ(x) =


L

(
m− x

α

)
x ≤ m

R

(
x−m

β

)
x > m

(16 . 2)

را Ã صورت این در .R(٠) = L(٠) = ١ که هستند [٠, ١] به R+ از صعودي غیر توابعی ،R و L آن در که
اعداد و میانی مقدار را m عدد دهیم. می نشان Ã = (m,α, β)LR نماد با را آن و نامیم می LR فازي عدد
می نامیده مرجع توابع ،R و L نامیم. می ،Ã فازي عدد راست پهناي و چپ پهناي ترتیب به را β و α مثبت

.(12 . 2 (شکل  شوند

  
  

.LR فازي عدد :12 . 2 شکل
  

 

، A = [aL, aR] = {a | aL ≤ a ≤ aR}از است عبارت اي بازه عدد اي). بازه (عدد .30 . 2 . 2 تعریف
.[103] شوند می نامیده A بازه بالاي کران و پایین کران ترتیب به که هستند حقیقی اعداد aR و aL که

اي بازه عدد باشد. مفروض A = [aL, aR] کنید فرض اي). بازه عدد از دیگر (نمایش .31 . 2 . 2 تعریف
آن در که داد نمایش نیز A = ⟨mA, wA⟩ صورت به توان می را A

mA =
aR + aL

٢
و

wA =
aR − aL

٢
.[103] A بازه طول نصف و میانی نقطه از عبارتند ترتیب به
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عدد یک به اي ذوزنقه فازي عدد آنگاه ،a٣ = a۴ و a١ = a٢ نرمال اي ذوزنقه عدد هر در اگر .32 . 2 . 2 نکته
شود. می تبدیل اي بازه

غیر ،B = ⟨mB, wB⟩ و A = ⟨mA, wA⟩ اي بازه عدد دو غالب). غیر اي بازه (اعداد .33 . 2 . 2 تعریف
.[103] wA ̸= wB و mA = mB هرگاه هستند غالب

فازي اعداد عملیات 3 . 2 . 2
را گسترش اصل مفهوم ابتدا منظور بدین پرداخت. خواهیم فازي اعداد بین عمیات تعریف به قسمت این در
ابزاري اصل این کرد. خواهیم بیان است فازي هاي مجموعه نظریه در کلیدي و اساسی مفاهیم از یکی که
به درآیند. فازي هاي کمیت صورت به که اي گونه به فازي غیر ریاضی مفاهیم تعمیم و گسترش براي است
تعمیم در ویژه به اصل این باشد. می معمولی ریاضیات کردن فازي جهت روشی گسترش، اصل دیگر بیان

است. مفید فازي اعداد براي عملگرها این تعریف و اعداد بین جبري عملگرهاي
Y مجموعه از اي نقطه به را ،X مجموعه از x عنصر هر که باشد تابعی ،f : X −→ Y که کنید فرض
.(13 . 2 (شکل دهد می نسبت آن به را Y از اي نقطه و کرده عمل X از نقطه هر بر f تابع بنابراین نگارد. می

کند. اثر X از فازي زیرمجموعه بر که دهیم گسترش طوري را f تابع داریم قصد  

  
  

قطعی. تابع یک اثر روش :13 . 2 شکل
  

فازي زیرمجموعه یک X از نظر مورد فازي زیرمجموعه بر f تابع عمل حاصل داریم انتظار حالت این در
کند می القا زیر صورت به جدیدي تابع ،f تابع عبارتی به باشد. Y از

f : F (X) −→ F (Y )

Ã −→ f(Ã)

هاي زیرمجموعه تمام مجموعه ترتیب به F (Y ) و F (X) است، Y از فازي مجموعه زیر ،f(Ã) آن در که
 .(14 . 2 (شکل باشد می Y و X هاي مجموعه روي فازي
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فازي. تابع یک اثر روش :14 . 2 شکل
  

یک Ã و f : X −→ Y تابع کنید فرض فازي). مجموعه روي بر تابع یک (اثر .34 . 2 . 2 تعریف
[4] کند می القا زیر صورت به جدیدي تابع f آنگاه باشد، X از فازي زیرمجموعه

µf(Ã)(y) =

supy=f(x)(µÃ(x)) f−١(y) ̸= ϕ

٠ f−١(y) = ϕ
(17 . 2)

،X مرجع مجموعه از ،Ã فازي مجموعه کنید فرض و بگیرید نظر در را f(x) = ٢x تابع .35 . 2 . 2 مثال
باشد شده تعریف زیر صورت به 5 تقریبا عدد بیانگر

Ã = {٠/۴٣ ,
٠/٧
۴ ,

١
۵ ,

٠/٧
۶ ,

٠/۴
٧ }

داریم توسیع اصل طبق آنگاه

f(Ã) = {٠/۴۶ ,
٠/٧
٨ ,

١
١٠ ,

٠/٧
١٢ ,

٠/۴
١۴ }

تقریبا کننده توصیف حقیقی اعداد مجموعه از ،Ã فازي مجموعه و f(x) = x٢ کنید فرض .36 . 2 . 2 مثال
[5] باشد شده تعریف زیر صورت به ،3

µÃ(x) =


x− ١
٢ ١ ≤ x < ٣

۴− x ٣ ≤ x < ۴
داریم است، یک به یک f(x) تابع ،[١, ۴) بازه در که آنجایی از

µf(Ã)(y) = supy=f(x) (µÃ(x))

= µÃ(f
−١(y)) = µÃ(

√
y) =


√
y − ١
٢ ١ ≤ y < ٩

۴−√
y ٩ ≤ x < ١۶
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نشان زیر شکل در گیرد، قرار Ã فازي مجموعه ،x جاي به که حالتی به y = f(x) = x٢ توسیع چگونگی
است. شده داده

  
  

گسترش. اصل مفهوم :15 . 2 شکل
  

شود. می تعریف زیر صورت به فازي اعداد بین عملیات بنابراین  

تعریف زیر صورت به B̃ و Ã فازي اعداد براي ریاضی عملیات فازي). اعداد بین (عملیات .37 . 2 . 2 تعریف
.[77] شوند می

µÃ⊕B̃(z) =
∨

z=x+y

(
µÃ(x)

∧
µB̃(y)

)
µÃ⊖B̃(z) =

∨
z=x−y

(
µÃ(x)

∧
µB̃(y)

)
µÃ⊗B̃(z) =

∨
z=x·y

(
µÃ(x)

∧
µB̃(y)

)
µÃ⊘B̃(z) =

∨
z=
x

y

(
µÃ(x)

∧
µB̃(y)

)

(18 . 2)

مینیمم. و ماکزیمم از عبارتند ترتیب به ∧ و ∨ عملگرهاي که است ذکر به لازم
یافته تعمیم مثلثی فازي اعداد فازي، اعداد از نوع ترین کاربرد پر از یکی شد اشاره تر پیش که طور همان
یافته تعمیم مثلثی فازي عدد دو B̃ = ⟨bl, bm, bu;wB̃⟩ و Ã = ⟨al, am, au;wÃ⟩ کنید فرض باشند. می

باشند می زیر صورت به 18 . 2 رابطه به توجه با یافته تعمیم مثلثی فازي اعدا بین عملیات آنگاه باشند.
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Ã⊕ B̃ = ⟨al + bl, am + bm, au + bu; min(wÃ, wB̃)⟩

Ã⊖ B̃ = ⟨al − bu, am − bm, au − bl; min(wÃ, wB̃)⟩

k · Ã =

⟨kal, kam, kau;wÃ⟩ k ≥ ٠ اگر
⟨kau, kam, kal;wÃ⟩ k < ٠ اگر

(19 . 2)

داریم Ñ = ⟨n, γ, δ⟩ و M̃ = ⟨m,α, β⟩ نرمال مثلثی فازي عدد دو هر براي معادل طور به و

M̃ ⊕ Ñ = ⟨m+ n, α + γ, β + δ⟩

M̃ ⊖ Ñ = ⟨m− n, α + δ, β + γ⟩

M̃ ⊗ Ñ =


⟨m.n, nα +mγ, nβ +mδ⟩ m,n ≥ ٠
⟨m.n, nα−mδ, nβ −mγ⟩ m < ٠, n ≥ ٠
⟨m.n,−nβ −mδ,−nα−mγ⟩, m, n < ٠

(20 . 2)

اي بازه اعداد عملیات 4 . 2 . 2
بازه عدد دو B = [bL, bR] و A = [aL, aR] کنید فرض اي). بازه اعداد بین (عملیات .38 . 2 . 2 تعریف

.[103] شوند می تعریف زیر به صورت اي بازه اعداد بین ⊖ و ⊕ اعمال آنگاه باشند. اي

A⊕B = [aL + bL, aR + bR]

A⊖B = [aL − bR, aR − bL]

(21 . 2)

.[103] شود می تعریف زیر صورت به اي بازه اعداد بین ⊘ و ⊗ اعمال همچنین

A⊗B = [min (aL · bL, aL · bR, aR · bL, aR · bR) ,max (aL · bL, aL · bR, aR · bL, aR · bR)]

A⊘B =

[
min

(
aL
bL
,
aL
bR
,
aR
bL
,
aR
bR

)
,max

(
aL
bL
,
aL
bR
,
aR
bL
,
aR
bR

)]
(22 . 2)
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فازي اعداد مقایسه 5 . 2 . 2
تحقیق جذاب شاخه پیدایش سبب که است مهم آنقدر آن ها بهترین انتخاب و ها گزینه از مجموعه یک مقایسه
بیان فاز ي اعداد صورت به مختلف هاي گزینه  اهمیت و ارزش که صورتی در خاص، طور به  است. عملیات در
از استفاده با که گردد ارایه روشی است لازم یکدیگر، به نسبت مزبور هاي گزینه  ارجحیت تعیین براي شوند،
مسلط یکدیگر به نسبت فاز ي اعداد تمام اما کرد. مرتب و مقایسه معمولی اعداد مانند را فاز ي اعداد بتوان آن
که هایی روش  شوند. مقایسه یکدیگر با مستقیم صورت به معمولی اعداد مانند نمی توان اینرو از باشند. نمی 
مهمی بسیار نقش و دارند نام فاز ي اعداد بندي رتبه  شوند، می ارایه فازي اعداد کردن مرتب و مقایسه براي
،[35] شناسی زمین ،[97] فازي دوم درجه ریزي برنامه ،[85 ،84 ،55 ،54 ،41] فازي خطی ریزي برنامه  در
ایفا [40] نقل و حمل مساله و [43] شبکه ،[38 ،24] ریسک آنالیز ،[65] فازي گیري تصمیم  ،[9] پزشکی
یا یک اساس بر کدام هر که است شده پیشنهاد فازي اعداد بندي رتبه  براي مختلفی هاي روش  کنند. می 
گستره یا مساحت ثقل، مرکز است ممکن ویژگی این کنند. می  استفاده فاز ي اعداد از مختلف ویژگی چند

پرداخت. خواهیم ها روش این از برخی معرفی به بخش این در باشد. فازي اعداد

آن در که باشد مقایسه تابع ،ℜ : F (R) −→ R کنید فرض فازي). اعداد (مقایسه .39 . 2 . 2 تعریف
عدد دو B̃ و Ã کنید فرض است. حقیقی اعداد مجموعه روي بر شده تعریف فازي اعداد تمام مجموعه F (R)

داریم این صورت در باشند. فازي

،Ã ≺ B̃ آنگاه ℜ
(
Ã
)
< ℜ

(
B̃
)

اگر . 1

.Ã ≻ B̃ آنگاه ℜ
(
Ã
)
> ℜ

(
B̃
)

اگر . 2

ادامه در که است. شده ارایه آنها مقایسه و فازي اعداد کردن مرتب براي متفاوتی هاي روش راستا این در
کرد. خواهیم بیان را آنها از برخی

باشند. مفروض Ã١, Ã٢, ..., Ãn نرمال مثلثی فازي اعداد کنید فرض آکایار). مقایسه (تابع .40 . 2 . 2 تعریف
[7] کرد معرفی فازي اعداد بندي رتبه براي را زیر تایی سه آکایار

Rank(Ãi) =

(
xÃi

− ١
٢yÃi

, ١− yÃi
, aim

)

آید می دست به زیر صورت به که است محاطی دایره مرکز مختصات (xÃi
, yÃi

) آن در که

(xÃi
, yÃi

) =
(aiu − ail)(aim, ١) +√١+ (aiu − aim)٢(ail, ٠) +√١+ (aim − ail)٢(aiu, ٠)

(aiu − ail) +
√١+ (aiu − aim)٢ +

√١+ (aim − ail)٢

شود. می انجام مقایسه شود، می تعریف ادامه در که الفبایی ترتیب و شده تعریف تایی سه از استفاده با سپس
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بگیرید. نظر در را (y١, y٢, · · · , yn) و (x١, x٢, · · · , xn) هاي تایی - n الفبایی). (ترتیب .41 . 2 . 2 تعریف
[2] شود می تعریف زیر صورت به شود می داده نشان <L نماد با که الفبایی ترتیب

(x١, x٢, · · · , xn) <L (y١, y٢, · · · , yn) ⇐⇒

(∃ m = ١, ٢, · · · , n)(∀ i < m)(xi = yi)و(xm < ym)

مفروض Ã١, Ã٢, ..., Ãn یافته تعمیم مثلثی فازي اعداد کنید فرض چن). مقایسه (تابع .42 . 2 . 2 تعریف
توابع که کرد استفاده مینیمم مجموعه و ماکزیمم مجموعه مفموم از فازي اعداد بندي رتبه براي چن باشند.

[23] باشند می زیر صورت به ترتیب به ها آن عضویت

µM(x) =


w[

x− xmin

xmax − xmin

]k xmin ≤ x ≤ xmax

٠ otherwise

µG(x) =


w[

x− xmax

xmin − xmax

]k xmin ≤ x ≤ xmax

٠ otherwise

.w = inf wÃi
و Si = supp(Ãi) ،S = ∪n

i=١Si ،xmax = sup S ،xmin = inf S آن در که
فازي عدد چپ به تمایل میزان و راست به تمایل میزان از عبارتند ترتیب به که را UG(i) و UM(i) سپس

کرد تعریف زیر صورت به Ãi

UM(i) = supx
(
µÃi

(x), µM(x)
)
, i = ١, · · · , n

UG(i) = supx
(
µÃi

(x), µG(x)
)
, i = ١, · · · , n

باشد می زیر صورت به چن مقایسه تابع نهایت در

UT (i) =
UM(i) + w − UG(i)

٢ , i = ١, · · · , n
Ã١, Ã٢, ..., Ãn یافته تعمیم اي ذوزنقه فازي اعداد کنید فرض چن). و چن مقایسه (تابع .43 . 2 . 2 تعریف
بندي رتبه روش باشد. می دلخواه حقیقی عدد k و ٠ < ai١ < ai٢ < ai٣ < ai۴ < k که باشند مفروض

[24] است زیر صورت به چن و چن
استاندارد یافته تعمیم اي ذوزنقه فازي اعداد به زیر صورت به را Ãi یافته تعمیم اي ذوزنقه فازي اعداد اول. گام

کنیم می تبدیل

Ã∗
j =

(aj١
k
,
aj٢
k
,
aj٣
k
,
aj۴
k
, wÃj

)
=
(
a∗j١, a∗j٢, a∗j٣, a∗j۴, wÃ∗

j

)
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.٠ < a∗j١ < a∗j٢ < a∗j٣ < a∗j۴ < ١ و wÃ∗
j
= wÃj

آن در که
کنید محاسبه زیر صورت به را ثقل مرکز Ã∗

j استاندارد یافته تعمیم اي ذوزنقه فازي عدد هر براي دوم. گام

yÃ∗
j
=


wÃ∗

j
× (

a∗j٣ − a∗j٢
a∗j۴ − a∗j١

+ ٢)
۶ a∗j١ ̸= a∗j۴

wÃ∗
j

٢ a∗j١ = a∗j۴

xÃ∗
j
=
yÃ∗

j
(a∗j٣ + a∗j٢) + (a∗j۴ + a∗j١)(wÃ∗

j
− yÃ∗

j
)

٢wÃ∗
j

زیر صورت به را استاندارد انحراف ضریب Ã∗
j استاندارد یافته تعمیم اي ذوزنقه فازي عدد هر براي سوم. گام

کنید محاسبه

sÃ∗
j
=

√∑۴
k=١(a∗jk − amj )

٢

٣

.amj =
a∗j١ + a∗j٢ + a∗j٣ + a∗j۴

۴ آن در که

کنید محاسبه زیر صورت به را ys
Ã∗

j

مقدار sÃ∗
j

انحراف ضریب از استفاده با چهارم. گام

ys
Ã∗

j
=
wÃ∗

j

٢ − yÃ∗
j
× sÃ∗

j

          
که آید می دست به (xÃ∗

j
, ys

Ã∗
j

) جدید نقطه Ã∗
j فازي عدد هر براي j = ١, · · · , n ازاي به بنابراین

.٠ < ys
Ã∗

j

< ٠/۵

محاسبه زیر صورت به Score(Ã∗
j) بندي رتبه اندیس (xÃ∗

j
, ys

Ã∗
j

) جدید نقطه از استفاده با پنجم. گام
شود می

Score(Ã∗
j) =

√
(xÃ∗

j
−minj=١,··· ,n(xÃ∗

j
))٢ + (ys

Ã∗
j

)٢ (23 . 2)

شوند. می مقایسه یکدیگر با فازي اعداد Score(Ã∗
j) بندي رتبه اندیس از استفاده با نهایت در

Ã١, Ã٢, ..., Ãn یافته تعمیم اي ذوزنقه فازي اعداد کنید فرض چنگ). مقایسه (تابع .44 . 2 . 2 تعریف
[26] کرد محاسبه زیر صورت به را Ãi فازي عدد هر ثقل مرکز چنگ باشند. مفروض
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xÃi
=

∫ ai٢
ai١ (xf

L
Ãi
)dx+

∫ ai٣
ai٢ xdx+

∫ ai۴
ai٣ (xf

R
Ãi
)dx∫ ai٢

ai١ f
L
Ãi
dx+

∫ ai٣
ai٢ dx+

∫ ai۴
ai٣ f

R
Ãi
dx

yÃi
= wÃi

∫ ١
٠ (ygL

Ãi
)dy +

∫ ١
٠ (yg

R
Ãi
)dy∫ ١

٠ g
L
Ãi
dy +

∫ ١
٠ g

R
Ãi
dy

کرد تعریف زیر صورت به را ℜ(.) بندي رتبه تابع سپس

ℜ(Ãi) =
√
(xÃi

)٢ + (yÃi
)٢

باشند. می Ãi فازي عدد راست سمت عضویت تابع و چپ سمت عضویت تابع ترتیب به fR
Ãi

و fL
Ãi

آن در که
باشند. می fR

Ãi
و fL

Ãi
توابع معکوس ترتیب به gR

Ãi
و gL

Ãi
همچنین

Ã١, Ã٢, ..., Ãn یافته تعمیم اي ذوزنقه فازي اعداد کنید فرض تساو). و چو مقایسه (تابع .45 . 2 . 2 تعریف
کردند محاسبه زیر صورت به را ثقل مرکز یافته تعمیم اي ذوزنقه فازي عدد هر براي تساو و چو باشند. مفروض

[28]

xÃi
=

∫ ai٢
ai١ (xf

L
Ai
)dx+

∫ ai٣
ai٢ xdx+

∫ ai۴
ai٣ (xf

R
Ai
)dx∫ ai٢

ai١ f
L
Ai
dx+

∫ ai٣
ai٢ dx+

∫ ai۴
ai٣ f

R
Ai
dx

yÃi
=

∫ wÃi٠ (ygLAi
)dy +

∫ wÃi٠ (ygRAi
)dy∫ wÃi٠ gLAi

dy +
∫ wÃi٠ gRAi

dy

و gLAi
همچنین باشند. Ai فازي عدد چپ عضویت تابع و راست عضویت تابع ترتیب به fR

Ai
و fL

Ai
آن در که

به (٠, ٠) مبدا و (xÃi
, yÃi

) ثقل مرکز نقطه بین فاصله باشند. می fR
Ai

و fL
Ai

توابع معکوس ترتیب به gRAi

شود می محاسبه زیر صورت

S(Ãi) = xÃi
ẏÃi

(24 . 2)

شوند. می مقایسه یکدیگر با S(Ãi) اساس بر Ãi, i = ١, · · · , n فازي اعداد حال

Ã١, Ã٢, ..., Ãn یافته تعمیم اي ذوزنقه فازي اعداد کنید فرض چن). و لی مقایسه (تابع .46 . 2 . 2 تعریف
[78] است زیر صورت به چن و لی توسط شده ارایه بندي رتبه تابع باشند. مفروض

ℜ(Ãi) = αwÃi
+ (١− α)

[
βRiM(Ãi) + (١− β)LiM(Ãi)

]
−١
١)٣− α)

[
βRiS(Ãi) + (١− β)LiS(Ãi) + TiS(Ãi)

]
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α = ٠/۵ معمولا که باشند می بینی خوش درجه و گیرنده تصمیم اطمینان ضریب ترتیب به β و α آن در که
سمت هاي مولفه میانگین از عبارتند ترتیب به RiM(Ãi) و RiM(Ãi) شوند. می گرفته نظر در β = ٠/۵ و

شوند می تعریف زیر صورت به که چپ سمت هاي مولفه میانگین و راست

RiM(Ãi) =
ai٣ + ai۴

٢

LiM(Ãi) =
ai١ + ai٢

٢
انحراف راست، سمت هاي مولفه استاندارد معیار انحراف ترتیب به TiS(Ãi) و LiS(Ãi) ،RiS(Ãi) همچنین
صورت به و شوند می نامیده ها مولفه تمام هاي مولفه معیار انحراف و چپ سمت هاي مولفه استاندارد معیار

شوند می تعریف زیر

RiS(Ãi) =

√√√√١
٢

۴∑
j=٣

(aij −
١
٢

۴∑
j=٣

aij)٢

LiS(Ãi) =

√√√√١
٢

٢∑
j=١

(aij −
١
٢

٢∑
j=١

aij)٢

TiS(Ãi) =

√√√√١
۴

۴∑
j=١

(aij −
١
۴

۴∑
j=١

aij)٢

تابع با Ã١, Ã٢, ..., Ãn نرمال مثلثی فازي اعداد کنید فرض وانگ). و لیو مقایسه (تابع .47 . 2 . 2 تعریف
معرفی زیر صورت به بندي رتبه تابع وانگ و لیو باشند. مفروض fL

Ãi
چپ عضویت تابع و fR

Ãi
راست عضویت

[81] کردند

Iαp (Ãi) = α

∫ ١

٠
gR
Ãi
(y)dy + (١− α)

∫ ١

٠
gL
Ãi
(y)dy

بینی خوش درجه α ∈ [٠, ١] همچنین باشند. می fL
Ãi

و fR
Ãi

توابع معکوس ترتیب به gL
Ãi

و gR
Ãi

آن در که
است. گیرنده تصمیم

Ã١, Ã٢, ..., Ãn یافته تعمیم مثلثی فازي اعداد کنید فرض روبنز). و فرتمپس مقایسه (تابع .48 . 2 . 2 تعریف
[49] است زیر صورت به روبنز و فرتمپس بندي رتبه تابع باشند. مفروض

ℜ(Ãi) =
١

٢wÃi

∫ wÃi

١
(aLα + aRα )dα

باشند. می Ãi فازي عدد برش - α بازه بالاي کران و پایین کران ترتیب به aRα و aLα آن در که
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مفروض Ã١, Ã٢, ..., Ãn فازي اعداد کنید فرض همکاران). و موراکامی مقایسه (تابع .49 . 2 . 2 تعریف
منظور بدین باشد. می برش - α مفهوم اساس بر فازي اعداد مقایسه براي همکاران و موراکامی روش باشند.

[95] کردند تعریف زیر صورت به را a∗i آنها

a∗i = max
{
x | µÃi

(x) ≥ α
}

i ∈ [٠, ١]
کنند. می مقایسه یکدیگر با را فازي اعداد a∗i , i = ١, · · · , n قطعی مقادیر مقایسه با سپس

ذوزنقه فازي اعداد j = ١, · · · , n ازاي به کنید فرض همکاران). و ناصري مقایسه (تابع .50 . 2 . 2 تعریف
و راست عضویت تابع برخورد از حاصل زاویه باشند. مفروض Ãj = ⟨mj, nj, σj, βj, wÃj

⟩ یافته تعمیم اي
[102] شود می محاسبه زیر صورت به چپ عضویت تابع

cos(Θ) =
v١ · v٢
|v١||v٢|

=
w٢̃

Aj
− σβ√

(w٢̃
Aj

+ σ٢)(w٢̃
Aj

+ β٢)
  

اندازه ترتیب به |v٢| و |v١| همچنین باشد. می v٢ و v١ جهت بردارهاي بین اسکالر ضرب · آن در که
باشند. می v٢ و v١ بردارهاي

به Ãj فازي عدد زاویه Aj(α) = [AL
j (α), A

R
j (α)] پارامتریک شکل و Θ زاویه از استفاده با حال

شود می تعریف زیر صورت

ϕ(Ãj) =

∫ ١

٠
(AL

j (α) + AR
j (α) + αcos(Θ))dα

شوند. می مقایسه یکدیگر با ϕ(Ãj) زوایاي از استفاده با Ãj, j = ١, · · · , n فازي اعداد حال

µÃi
(x), i عضویت= توابع با Ã١, Ã٢, ..., Ãn فازي اعداد کنید فرض یاگر). مقایسه (تابع .51 . 2 . 2 تعریف

مقایسه تابع .xmax = sup(Si) و xmin = inf(Si)، Si = suppÃi همچنین باشند. مفروض ١, · · · , n
[133] می شود تعریف زیر صورت به یاگر

 

ℜ(Ãi) =

∫ xmax

xmin
g(x)µÃi

(x)dx∫ xmax

xmin
µÃi

(x)dx
(25 . 2)

ℜ(Ãi) آنگاه باشد، g(x) = x اگر است. پذیر انتگرال تابعی که است x مقدار اهمیت درجه ،g(x) آن در که
شود می تعریف زیر به صورت که دهیم می نمایش Cw(Ãi) با و نامیده Ãi فازي عدد ثقل مرکز را

 

ℜ(Ãi) =

∫ xmax

xmin
xµÃi

(x)dx∫ xmax

xmin
µÃi

(x)dx
(26 . 2)
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مثلثی فازي اعداد کنید فرض فازي). اعداد مقایسه براي پال و نایم پذیرش (شاخص .52 . 2 . 2 تعریف
است زیر صورت به Ã ≺ B̃ رابطه پذیرش شاخص باشند. مفروض B̃ = ⟨b, γ, σ⟩ و Ã = ⟨a, α, β⟩

[103]

Υ(Ã ≺ B̃) =
b− a

β + γ
(27 . 2)

سازي بیشینه حالت در و است غالب B̃ بر تماماً Ã سازي کمینه حالت در آنگاه Υ(Ã ≺ B̃) ≥ ١ اگر . 1
شود. می داده نشان Ã ≺ B̃ صورت به و است غالب Ã بر تماماً B̃

بیشینه حالت در و است غالب B̃ بر نسبتاً Ã سازي کمینه حالت در آنگاه ،٠ < Υ(Ã ≺ B̃) < ١ اگر . 2
شود. می داده نشان Ã ⪯ B̃ صورت به و است غالب Ã بر نسبتاً B̃ سازي

راست غالب B̃ بر Ã کمینه سازي حالت در گوییم آنگاه α > γ و β = σ ،Υ(Ã ≺ B̃) = ٠ اگر . 3
. دهیم می نشان Ã ⪯R B̃ صورت به و است راست غالب Ã بر B̃ سازي بیشینه حالت در و است

چپ غالب B̃ بر Ã کمینه سازي حالت در گوییم آنگاه ،α = γ و β < σ، Υ(Ã ≺ B̃) = ٠ اگر . 4
. دهیم می نشان Ã ⪯L B̃ صورت به و است چپ غالب Ã بر B̃ سازي بیشینه حالت در و است

Ã = ⟨al, am, au⟩ کنید فرض مثلثی). فازي تساوي به مثلثی فازي نامساوي (تبدیل .53 . 2 . 2 نکته
S̃ = فازي متغیرهاي افزودن با آنگاه .Ã ⪯ B̃ که باشند مثلثی فازي عدد دو B̃ = ⟨bl, bm, bu⟩ و

نمود تبدیل تساوي به زیر صورت به را نامساوي توان می T̃ = ⟨tl, tm, tu⟩ و ⟨sl, sm, su⟩

Ã⊕ S̃ = B̃ ⊕ T̃ (28 . 2)

معادل طور به یا

⟨al, am, au⟩ ⊕ ⟨sl, sm, su⟩ = ⟨bl, bm, bu⟩ ⊕ ⟨tl, tm, tu⟩ (29 . 2)

.Ã ⪯ B̃ وضوح به بگیرید. نظر در را B̃ = ⟨۵, ٧, ٨⟩ و Ã = ⟨١, ٢, ۴⟩ مثلثی فازي عدد دو مثال عنوان به
یک به را اخیر نامساوي راست طرف به فازي مقدار یک کردن اضافه با فقط توان نمی بینید می که طور همان
چپ طرف به ترتیب به ⟨١, ٢, ٣⟩ و ⟨۵, ٧, ٩⟩ فازي اعداد کردن اضافه با حالیکه در نمود. تبدیل فازي تساوي

داریم فازي نامساوي راست و

⟨١, ٢, ۴⟩ ⊕ ⟨۵, ٧, ٩⟩ = ⟨۶, ٩, ١١⟩ = ⟨۵, ٧, ٨⟩ ⊕ ⟨١, ٢, ٣⟩

اي بازه اعداد مقایسه 6 . 2 . 2
هاي روش از برخی معرفی به بخش این در که دارد وجود اي بازه اعداد مقایسه براي مختلفی و زیاد هاي روش

پرداخت. خواهیم پرکاربرد
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مفروض [bL, bR] و [aL, aR] اي بازه عدد دو کنید فرض همکاران). و دلگادو (روش .54 . 2 . 2 تعریف
[33] آنگاه باشند.

،aR < bL اگر تنها و اگر A < B . 1

.aR ≤ bR و aL ≥ bL اگر تنها و اگر A ⊂ B . 2

≤LR روابط باشند. مفروض [bL, bR] و [aL, aR] اي بازه عدد دو کنید فرض مور). (روش .55 . 2 . 2 تعریف
[93] شوند می تعریف زیر صورت به ترتیب به <MW و <LR، ≤MW ،

aR ≤ bR و aL ≤ bL اگر تنها و اگر A ≤LR B . 1

w١ ≥ w٢ و m١ ≤ m٢ اگر   وتنها اگر A ≤MW B . 2

A ̸= B و A ≤LR B اگر   تنها و اگر A <LR B . 3

a ̸= B و A ≤MW B اگر  وتنها اگر A <MW B . 4

در پردازد. می مقایسه به پذیرش شاخص از استفاده با دارد وجود هایی روش نیز اي بازه اعداد مقایسه براي
کرد. خواهیم تعریف را اي بازه اعداد مقایسه براي پال و نایم توسط شده ارایه پذیرش شاخص ادامه

اي بازه اعداد کنید فرض اي). بازه اعداد مقایسه براي پال و نایم پذیرش (شاخص .56 . 2 . 2 تعریف
[103] است زیر صورت به ،A ≺ B رابطه براي پذیرش شاخص باشند. مفروض [bL, bR] و [aL, aR]

Υ(A ≺ B) =
m١ −m٢
w١ + w٢

(30 . 2)

بیشینه حالت در و است غالب B بر تماماً A سازي کمینه حالت در آنگاه ،Υ(A ≺ B) ≥ ١ اگر . 1
شود. می داده نشان A ≺ B صورت به و است غالب A بر تماماً B سازي

بیشینه حالت در و است غالب B بر نسبتاً A سازي کمینه حالت در آنگاه ،٠ < Υ(A ≺ B) < ١ اگر . 2
شود. می داده نشان A ≺P B صورت به و است غالب A بر نسبتاً B سازي

از و است غالب B بر A بین خوش تصمیم گیرنده نظر از آنگاه w١ > w٢ و ،Υ(A ≺ B) = ٠ اگر . 3
عکس. به بدبین گیرنده تصمیم نظر

فازي گراف 3 . 2
کرد خواهیم بیان را فازي گراف اولیه مفاهیم و تعاریف برخی فازي، شبکه و گراف معرفی ضمن بخش این در
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V آن در که G̃ = (Ṽ , Ẽ, σ, µ) چهارتایی از است عبارت فازي گراف فازي). (گراف .1 . 3 . 2 تعریف
µ : E −→ [٠, ١] و رئوس مجموعه عضویت تابع σ : V −→ [٠, ١] ها، یال مجموعه E رئوس، مجموعه

که طوري به هاست یال مجموعه عضویت تابع

∀ u, v ∈ V, max
e=[u,v]

µ (e) ≤ (σ(u), σ(v)) (31 . 2)

.[110] دهند می نمایش نیز G̃ =
(
Ṽ , Ẽ

)
نماد با را فازي گراف هر

.[110] کرد تعریف زیر صورت به را فازي شبکه توان می فازي گراف تعریف به توجه با

که باشند Ẽ و Ṽ اعضاي براي شده تعریف توابعی l(.) و w(.) کنید فرض فازي). (شبکه .2 . 3 . 2 تعریف
Ṽ مجموعه عناصر از برخی یا همه به w ( · ) تابع اگر حال شوند. می نامیده طول تابع و وزن تابع ترتیب به
تابع مشابه طور به دهیم. می نمایش w̃ (·) صورت به را فازي هاي وزن مقادیر آنگاه کند نظیر فازي عددي
می نامیده فازي شبکه Ñ =

(
Ṽ , Ẽ, w̃, l̃

)
شبکه آنگاه شود. می داده نمایش l̃ (·) به صورت فازي طول

.[110] شود

گراف از است عبارت G̃ = (Ṽ , Ẽ, σ, µ) فازي گراف برش آلفا فازي). گراف برش (آلفا .3 . 3 . 2 تعریف
می تعریف زیر صورت به ترتیب به Eα و V α و α ∈ [٠, C(G)] آن در که Gα = (V α, Eα) کلاسیک

[110] شوند

V α = {v ∈ V : σ (v) ≥ α} (32 . 2)

Eα = {e ∈ E : µ (e) ≥ α} (33 . 2)

بیان به باشد. G̃ گراف در v و u رئوس بین مسیري p کنید فرض .( مسیر عضویت (درجه .4 . 3 . 2 تعریف
که طوري به e١, e٢, · · · , ek ∈ E ها یال از است اي دنباله p دیگر

xe(٠)١ = u

xek(١) = v

xei(١) = xei+(٠)١, ∀ i = ١, · · · , k − ١

(34 . 2)

[110] یعنی آن. هاي یال عضویت درجه کوچکترین از است عبارت p مسیر عضویت درجه

µ(p) = min
ei∈p

(µei) (35 . 2)
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دهیم. می نمایش P [u, v] نماد با را G گراف در v و u رئوس بین مسیرها تمام مجموعه

و باشد فازي گراف یک G̃ = (Ṽ , Ẽ, σ, µ) کنید فرض رئوس). بین پیوستگی (سطح .5 . 3 . 2 تعریف
با است برابر v و u بین پیوستگی سطح .u, v ∈ V

C(u, v) = max
p∈P [u,v]

(p) (36 . 2)

.[110] C(u, v) = ∞ آنگاه u = v اگر

سطح باشد. فازي گراف یک G̃ = (Ṽ , Ẽ, σ, µ) کنید فرض گراف). پیوستگی (سطح .6 . 3 . 2 تعریف
[110] با است برابر G̃ گراف پیوستگی

C(G) = min
u,v∈V

C(u, v) (37 . 2)

الحاق باشد. e ∈ [u, v] یال روي اي نقطه x = xe(θ) کنید فرض الحاقی). (شبکه .7 . 3 . 2 تعریف
رئوس مجموعه کند. می تولید را N = (V.x, E.x, w.x, l̃.x) صورت به جدیدي شبکه ،N شبکه به x نقطه
همچنین .w.x(v) = w(v), ∀v ∈ V و w.x(x) = ٠ که V.x = V ∪ {x} از است عبارت جدید شبکه
و e١ = [u, x] آن در که E.x = (E − {e}) ∪ {e١, e٢} از است عبارت جدید شبکه در ها یال مجموعه

[110] داریم جدید گراف در همچنین .e٢ = [x, v]

l̃(e١) = θl̃(e)

l̃(e٢) = (١− θ)l̃(e)

l̃(e′) = l̃(e′) ∀e′ ∈ E ∩ E.x

(38 . 2)

نامیده vj و vi بین مسیر ترین کوتاه p∗ ∈ P [vi, vj] مسیر فازي). مسیر ترین (کوتاه .8 . 3 . 2 تعریف
[110] اگر تنها و اگر می شود

l̃(p∗) = min{l̃(p); p ∈ P [vi, vj]} (39 . 2)

vj و vi بین مسیر ترین کوتاه شود. می انجام F بندي رتبه تابع از استفاده با بالا مقایسه که کنید توجه
کنید فرض اینرو از باشد. داشته وجود طول ترین کوتاه با مسیر چندین است ممکن و نیست فرد به منحصر

باشد. vj و vi بین مسیرهاي ترین کوتاه تمام مجموعه Pmin [vi, vj]



فازي گراف . 3 . 243

است عبارت فازي گراف یک در vj و vi راس دو بین فاصله گراف). در راس دو بین (فاصله .9 . 3 . 2 تعریف
[110] یعنی .vj و vi بین مسیر ترین کوتاه طول از

d̃(vi, vj) = l̃(P ), ∀ P ∈ Pmin [vi, vj] (40 . 2)

فازي گراف روي y و x دلخواه نقطه دو بین فاصله گراف). در نقطه دو بین (فاصله .10 . 3 . 2 تعریف
.N.x .y = (V.x .y, E.x .y, w.x .y, l̃.x .y) گراف روي y و x بین فاصله با است برابر N = (V,E,w, l̃)

نقطه و z نقطه بین فاصله باشد. آن از خارج اي نقطه z کنید فرض و بگیرید نظر در را e ∈ [u, v] یال
[110] شود می تعریف زیر صورت به ٠ ≤ θ ≤ ١ که x = xe(θ) میانی

d̃(xe(θ), z) = min{d̃(u, z) + θl̃(e), d̃(v, z) + (١− θ)l̃(e)} (41 . 2)





3 فصل

فازي مکانیابی مسایل

مسایل همچنین کردیم. بیان را آن پیدایش تاریخچه مختصر طور به و نموده معرفی را مکانیابی مساله پیشتر
این تحقیق موضوع و روند می کار به کاربردي مسایل از وسیعی پهنه در که را مرکز - p و میانه - p مکانیابی
فازي مکانیابی مساله زمینه در شده انجام مطالعات بر مروري ضمن فصل این در نمودیم. معرفی است رساله

پرداخت. خواهیم فازي مرکز - p و میانه - p مسایل زمینه در موجود هاي روش از برخی بیان به

فازي مکانیابی نظریه در تحقیق عمده هاي زمینه 1 . 3
با معین پارامترهایی نیازمند مکانیابی مسایل متداول هاي مدل کردید، ملاحظه اول فصل در که طور همان
از می شوند. برده کار به واقعی دنیاي مسایل حل براي گسترده طور به ها مدل این هستند. ثابت مقادیري
مدل حل براساس و داریم سروکار آنها با روزمره زندگی در که مسایل این از اي گسترده دسته دیگر طرف
هاي کران با هایی مجموعه یا و نادقیق مفاهیمی داراي کنیم، می گیري تصمیم آن از شده ساخته ریاضی
بینی پیش اساس بر شوند، می استفاده ها مدل این در که هایی پارامتر مقادیر بنابراین باشند. می تقریبی
این سازي مدل نتیجه در باشند. می قطعیت عدم و ابهام داراي همواره و شوند می زده تخمین آینده شرایط
در تحقیق حوزه در محققین توجه مورد موضوعات از یکی فازي هاي داده با مکانیابی مساله صورت به مسایل
تاسیس هدفه دو مساله براي آرمانی فازي سازي مدل به همکاران و باتاچاریا 1993 سال در است. عملیات
.[15] پرداختند است شده محدود محدب چندضلعی یک توسط که صفحه روي جدید دهنده سرویس چندین
اساس بر دقیقی الگوریتم میانه، - p کلاسیک مساله فازي مدل معرفی ضمن 1999 سال در همکاران و کانوز
و پرز توسط 2004 سال در شبکه روي بر فازي مکانیابی مساله .[21] کردند ارایه آن حل براي حکیمی روش
فازي محیط در را میانه - p مساله 2005 سال در همکاران و مایویا .[110] گرفت قرار مطالعه مورد همکاران
.[103] پرداختند شبکه روي بر مرکز - p مساله به پال و نایم 2008 سال در و [86] دادند قرار بررسی مورد
و داوري .[10] دادند قرار مطالعه مورد 2009 سال در را فازي اي وسیله چند مساله زاده حسینی و بشیري
آن حل براي ترکیبی الگوریتمی و پرداختند فازي محیط در پوشش بیشترین مساله به 2011 سال در همکاران
پرداختند تصادفی فازي تقاضاهاي با تخصیص مکانیابی مساله به کانگ و ون سال همین در .[32] کردند ارایه
آن حل براي ترکیبی الگوریتمی ژنتیک، الگوریتم و سیمپلکس الگوریتم تصادفی، فازي سازي شبیه ترکیب با و
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وسیله اي چند هاي دهنده سرویس تاسیس مساله به جمالیان و فتحعلی 2012 سال در .[129] کردند ارایه
مسیریابی مساله زاده نادي و مهرجردي 2013 سال در .[46] پرداختند بلوکی هاي نرم و فازي هاي داده با
گرفتند کار به آن براي را حریصانه بندي خوشه روش و گرفته نظر در را فازي تقاضاهاي با محدود ظرفیت با
تقاضاي میزان که حالتی براي را محدود ظرفیت با یابی مکان مساله همکاران و موسوي سال همین در .[87]
در کردند. ارایه آن حل براي ترکیبی الگوریتمی و کردند بررسی را باشند می نادقیق آنها مکان و مشتریان
سال در همکاران و نما قدرت .[135] پرداختند هاب مرکز - p فازي مساله به همکاران و یانگ 2014 سال
در آنها کردند. ارایه جدید هدفه چند ریاضی مدل یک هاب اي وسیله تک مکانیابی مساله حل براي 2015
کردند ارایه آن براي استوار و فازي هاي مدل و گرفته نظر در نادقیق صورت به را پارامترها از برخی مقاله این
اخیر هاي سال در فراوانی مقالات و باشد می توسعه و رشد حال در مکانیابی شاخه در فازي نظریه .[53]
از برخی ادامه در .[123 ،122 ،96 ،94 ،91] از عبارتند آنها از برخی که است رسیده چاپ به زمینه این در

کرد. خواهیم بررسی را فازي هاي شبکه روي مطالعات

فازي مرکز - p مکانیابی مساله 2 . 3
و ها وزن  با هایی شبکه آنها پرداختند. فازي شبکه روي مرکز -p مساله به [103] پال و نایم 2008 سال در
صحیح عدد و یک و صفر ریزي برنامه مساله یک مرکز - p مساله دادند. قرار بررسی مورد را فازي هاي طول
مراتب به فازي مرکز - p مساله حل وضوح به است. بر زمان بسیار کوچک مسایل براي حتی آن حل و است
خیلی نقاط تعداد که مسایلی براي مقاله این در آنها اینرو از است. آن قطعی حالت از تر پیچیده و تر سخت
و اي بازه اعداد به صورت را نادقیق مقادیر مقاله این در پال و نایم کردند. ارایه شمارشی الگوریتم نیستند زیاد
بین مقایسه از مرکز - p فازي مساله بهینه جواب آوردن دست به براي آنها گرفتند. نظر در مثلثی فازي اعداد
است، شده بیان قبل فصل در که بودن غالب غیر مفهوم از نیز و اي بازه اعداد بین مقایسه مثلثی، فازي اعداد

کردند تعریف زیر صورت به ترتیب به را فازي ماکزیمم و مینیمم توابع و کردند استفاده

m̃in(Ã, B̃) تابع

نباشند غالب غیر ،(B̃ = ⟨b, γ, σ⟩ و Ã = ⟨a, α, β⟩ (یا B = ⟨mB, wB⟩ و A = ⟨mA, wA⟩ اگر -
آنگاه:

صورت این غیر در و m̃in = A داریم آنگاه A ≺L B یا A ≺R B یا A ≺P B یا A ≺ B اگر
.m̃in = B

باشند غالب غیر ،(B̃ = ⟨b, γ, σ⟩ و Ã = ⟨a, α, β⟩ (یا B = ⟨mB, wB⟩ و A = ⟨mA, wA⟩ اگر -
آنگاه:

آنگاه: (α < γ (یا wA < wB اگر

.m̃in = B آنگاه باشد بین خوش گیرنده تصمیم اگر -
.m̃in = A آنگاه باشد بدبین گیرنده تصمیم اگر -
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m̃ax(Ã, B̃) تابع

نباشند غالب غیر ،(B̃ = ⟨b, γ, σ⟩ و Ã = ⟨a, α, β⟩ (یا B = ⟨mB, wB⟩ و A = ⟨mA, wA⟩ اگر -
آنگاه:

صورت این غیر در و m̃ax = B داریم آنگاه A ≺L B یا A ≺R B یا A ≺P B یا A ≺ B اگر
.m̃ax = A

باشند غالب غیر ،(B̃ = ⟨b, γ, σ⟩ و Ã = ⟨a, α, β⟩ (یا B = ⟨mB, wB⟩ و A = ⟨mA, wA⟩ اگر -
آنگاه:

آنگاه: (β > σ (یا wA > wB اگر

.m̃ax = A آنگاه باشد بین خوش گیرنده تصمیم اگر -
.m̃ax = B آنگاه باشد بدبین گیرنده تصمیم اگر -

صورت به ها wj یعنی رئوس هاي وزن که کنید فرض ابتدا بگیرید. نظر در را (9 . 1) مرکز - p مساله حال
است. زیر صورت به حل الگوریتم حالت این در باشند. w̃j فازي

فازي هاي وزن با مرکز - p مساله براي شمارشی الگوریتم
که بیابید C١, C٢, · · · , Cm صورت به را V مجموعه عضوي p هاي مجموعه زیر تمام ابتدا اول.  گام

.m = C (n, p)

آورید دست به زیر صورت به را σij مقادیر ،Cj مفروض مجموعه براي دوم.  گام

σij = d (vi, Cj) = min
u∈Cj

(d (vi, u))

کنید محاسبه زیر صورت به را M̃j مقادیر j = ١, ...,m ازاي به سوم.  گام

M̃j = m̃axi=١,...,n (w̃iσij)

است. بهینه مقدار M̃k وضوح به .M̃k = m̃inj=١,...,m
(
M̃j

)
دهید قرار چهارم.  گام

است. گراف مرکز - p مجموعه M̃k = m̃axi=١,...,n (w̃iσik) که Ck مجموعه پنجم.  گام
است. زیر صورت به حل الگوریتم باشند d̃ (vi, vj) صورت به فازي مقادیري ها یال طول اگر حال

فازي هاي یال طول با مرکز - p مساله براي شمارشی الگوریتم
که بیابید C١, C٢, · · · , Cm صورت به را V مجموعه عضوي p هاي مجموعه زیر تمام اول.  گام

.m = C (n, p)

آورید دست به زیر صورت به را σ̃ij مقادیر ،Cj مفروض مجموعه براي حال دوم.  گام

σ̃ij = d̃ (vi, Cj) = m̃inu∈Cj

(
d̃ (vi, u)

)
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کنید محاسبه زیر صورت به را M̃j مقادیر j = ١, ...,m ازاي به سوم.  گام

M̃j = m̃axi=١,...,n (wiσ̃ij)

است. بهینه مقدار M̃k وضوح به .M̃k = m̃inj=١,...,m
(
M̃j

)
دهید قرار چهارم.  گام

است. گراف مرکز - p مجموعه .M̃k = m̃axi=١,...,n (wiσ̃ik) که Ck مجموعه پنجم.  گام

فازي میانه - p مساله 3 . 3
کرد. خواهیم بیان را فازي میانه - p مکانیابی زمینه در مطالعات از برخی قسمت این در

همکاران) و پرز (روش فازي یال هاي و رئوس با میانه - p مکانیابی مساله 1 . 3 . 3
. [110] کردند ارایه شبکه” روي فازي مکانیابی مساله ” عنوان تحت اي مقاله همکاران و پرز 2004 سال در
استفاده فازي گراف برش آلفا مفهوم از فازي هاي یال و رئوس با مکانیابی مسایل حل براي خود مقاله در آنها
از آنها شود می تعریف همبند هاي شبکه روي بر میانه - p مکانیابی مساله که آنجایی از همچنین کردند.
نیز حاصل آلفا-گراف ،α مختلف مقادیر ازاي به قطع طور به تا کردند استفاده گراف پیوستگی سطح مفهوم
p مکانیابی مساله براي را همکاران و پرز روش 3 . 2 قسمت در شده بیان تعاریف به توجه با حال باشد. همبند
سطوح در قطعی مسایل از اي دنباله حل با روش این در آنها کنیم. می بیان فازي هاي یال و رئوس با میانه -
Gαi مکانیابی هاي مساله حل با یعنی یابند. می را فازي مساله بهینه جواب α ∈ [٠, C(G)] ،α مختلف
متشکل که آید می دست به بازه اي قطعی، مسایل از دنباله این حل با نهایت در .αi مختلف مقادیر ازاي به
جواب همان بازه این .αi مختلف سطوح در Gαi مکانیابی هاي مساله حل از حاصل بهینه مقادیر از است
شود. حل α١, α٢, · · · , αk نزولی مقادیر براي Gαi قطعی مسایل که است بهتر باشد. می فازي مساله بهینه
هایی الگوریتم از مکانیابی مسایل حل براي چون و شوند می ظاهر بعدي هاي گراف در مکررا رئوس که زیرا
دنباله از آوریم دست به را جدید فاصله ماتریس بتوانیم راحتی به شود اضافه یالی اگر که کنیم می استفاده

است. نیاز فاصله ماتریس محاسبه براي کمتري زمان روش این با کنیم. می استفاده αi نزولی

همکاران) و پرز (روش فازي طول هاي و وزن ها با میانه - pمکانیابی مساله 2 . 3 . 3
جواب هر ازاي به حالت این در که آنجایی از است. فازي هاي وزن داراي شبکه رئوس که کنید فرض ابتدا
دست به براي فازي اعداد معروف مقایسه تابع یک از روش این در بود خواهد فازي مقداري هدف تابع شدنی
فازي هاي وزن با میانه مساله مثال عنوان به است. شده استفاده هدف تابع مقدار کمترین با بهینه مکان آوردن
داریم یاگر سوم اندیس از استفاده با آنگاه بگیرید. نظر در را w(vi) = ⟨wl(vi), wm(vi), wr(vi)⟩ مثلثی

min
x∈N

(∑
vi∈V

d(xi, vi)
١
۴ (wl(vi) + ٢wm(vi) + wr(vi))

)

جاي به دیگري اي مقایسه توابع از توان می می باشد. قطعی میانه مکانیابی مساله یک اخیر مساله وضوح به
باید باشد فازي طول با هایی یال شامل شبکه که وقتی بهینه مکان یافتن براي نمود. استفاده یاگر اندیس
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غالب مجموعه یافتن گام اولین حالت این در کنیم. بررسی را گراف نقاط بین فاصله تابع خواص از برخی
کنید فرض منظور بدین کرد. خواهیم بیان ادامه در را متناهی غالب مجموعه یافتن چگونگی است. متناهی

باشد. قطعی هاي وزن و فازي هاي طول با اي شبکه Ñ = (V,E,w, l̃)

شود می تعریف زیر صورت به e یال از خارج z نقطه و e = [u, v] یال روي نقاط بین فاصله .1 . 3 . 3 خاصیت

d̃(xe(θ), z) =

d̃(u, z) + θl̃(e) ٠ ≤ θ ≤ θez

d̃(v, z) + (١− θ)l̃(e) θez ≤ θ ≤ ١
(1 . 3)

آن: در که

θez =
f(d̃(v, z) + l̃(e)− d̃(u, z))

٢f(l̃(e)) (2 . 3)

نمایید. مراجعه [110] مرجع به برهان.

(2 . 3) صورت به شده تعریف Θe
z و باشد e = [u, v] یال از خارج اي نقطه z کنید فرض .2 . 3 . 3 خاصیت

آنگاه: باشد. مفروض

است. −l̃(e) شیب با کاهشی و خطی [٠, ١] بازه روي d̃(xe(·), z) تابع آنگاه باشد Θe
z = ٠ اگر -

است. l̃(e) شیب با افزایشی و خطی [٠, ١] بازه روي d̃(xe(·), z) تابع آنگاه باشد Θe
z = ١ اگر -

در و l̃(e) شیب با افزایشی و خطی [٠,Θe
z] بازه در d̃(xe(·), z) تابع آنگاه باشد ٠ < Θe

z < ١ اگر -
باشد. می −l̃(e) شیب با کاهشی و Θe]خطی

z, ١] بازه

نمایید. مراجعه [110] مرجع به برهان.

است. [٠, ١] بازه روي مقعر تابعی d̃(xe(.), z) تابع .3 . 3 . 3 خاصیت
نمایید. مراجعه [110] مرجع به برهان.

را فازي مساله بهینه جواب توان می راحتی به زیر قضیه از استفاده با و شده بیان مفاهیم به توجه با حال
آورد. به دست

مجموعه در راس یک حداقل باشد. فازي هاي یال با اي شبکه Ñ = (V,E,w, l̃) کنید فرض .4 . 3 . 3 قضیه
باشد. می میانه که است موجود رئوس

نمایید. مراجعه [110] مرجع به برهان.
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همکاران) و کانوز فازي(روش هاي وزن با میانه - p مکانیابی مساله 3 . 3 . 3
مورد نیستند قطعی ها wj که حالتی براي را (6 . 1) میانه - p مساله [21] همکاران و کانوز 1999 سال در
را ها وزن آزادي درجه یک با هدف تابع بهبود براي که است مجاز گیرنده تصمیم یعنی دادند. قرار بررسی
تواند می محصول از میزان چه مفروض محل هر در که کند برآورد تواند می مثلا کند. تعدیل یا و دهد تغییر
کردند. ارایه زیر صورت به را خود روش ،[143 ،34] کلی چهارچوب حفظ با مقاله، این در آنها شود. فروخته

مفروض ،X فضاي در C̃ فازي محدودیت و G̃ فازي هدف که کنید فرض فازي). (تصمیم .5 . 3 . 3 تعریف
D̃ = G̃ ∩ C̃ یعنی است. فازي مجموعه یک که شود می حاصل D̃ تصمیم ،C̃ و G̃ ترکیب از آنگاه باشند.

نتیجه در و

µD̃ = min{µG̃, µC̃} (3 . 3)

از باشد. می جواب بودن شدنی درجه با اهمیت هم هدف تابع بهبود درجه که کند می بیان تعریف این
جواب هر بودن شدنی درجه هستیم. µD̃ مقدار بیشترین با جوابی دنبال به بهینه جواب یافتن براي اینرو
داده پوشش که تقاضاهایی با شوند داده پوشش بایست می که تقاضاهایی مجموع بین اختلاف به (xij, yi)

شوند می تعریف زیر صورت به µf̃ بنابراین است. وابسته است شده

µf̃ (xij, yi) = hf (
n∑

j=١
wj −

n∑
i=١

n∑
j=١

xij) (4 . 3)

آن در که

hf (x) =


١ x ≤ ٠
١− x

pf
٠ ≤ x ≤ pf

٠ x ≥ pf

باشد. می شدنی جواب یک تغییرات دامنه سطح بیشترین pf اینجا در
،Z∗ قطعی بهینه مقدار از روش این در اینرو از هزینه. کاهش از است عبارت G̃ فازي هدف مقاله این در
فازي هدف عضویت تابع دیگر عبارت به یا ،(xij, yi) جواب هر براي هدف بهبود درجه آنگاه کنیم. می شروع

شود می تعریف زیر صورت به  G̃

µg̃(xij, yi) = hg(Z
∗ −

n∑
i=١

n∑
j=١

dijxij) (5 . 3)

آن در که

hg(x) =


١ x ≤ ٠
x

pg
٠ ≤ x ≤ pg

٠ x ≥ pg

یابد. کاهش نظر مورد بهبود منظور به باید که است اي هزینه مقدار pg که
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است زیر صورت به اخیر مساله فازي مدل بنابراین

(P٣١) find (xij, yi)

s .  t
n∑

i=١

n∑
j=١

dijxij ≤ Z∗

n∑
i=١

xij ≤ wj j = ١, . . . , n
n∑

i=١
yi = p

n∑
i=١

n∑
j=١

xij ≥
n∑

j=١
wj

xij ≤ yiwj i, j = ١, . . . , n
yi ∈ {٠, ١} i = ١, . . . , n
xij ≥ ٠ i, j = ١, . . . , n

(6 . 3)

j = ١, · · · , n ازاي به باشد. قطعی بهینه مقدار از بهتر باید فازي بهینه مقدار که دهد می نشان اول قید
فازي مدل n∑در

i=١ xij ≤ wj نامساوي قید به (6 . 1) قطعی میانه - p مدل n∑از
i=١ xij = wj تساوي قید

است شده اضافه چهارم قید همچنین داند. می مجاز را شدنی حدي تا هاي جواب  که است شده تبدیل (6 . 3)
نماید. بیان را فازي بودن شدنی مفهوم تا

جواب رضایت کلی درجه λ یعنی باشد. D̃ فازي گیري تصمیم مجموعه عضویت درجه λ کنید فرض حال
دست هدف این به زیر قطعی کمکی مساله حل با بیابیم. را λ مقدار بیشترین با جوابی باید باشد. می مفروض

یافت خواهیم

(P٣٢) max λ

s.t.

λ ≤ µg(xij, yi)

λ ≤ µf (xij, yi)

٠ ≤ xij ≤ wjyi i, j = ١, . . . , n
n∑

i=١
xij ≤ wj j = ١, . . . , n
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n∑
i=١

yi = p

٠ ≤ λ ≤ ١
yi ∈ {٠, ١} i = ١, . . . , n

(7 . 3)

و اخیر مدل در توابع این جایگذاري با اند. شده تعریف قبلاً که هستند خطی عضویت توابع ، µf و µg که
و کانوز نباشد زیاد خیلی نقاط تعداد اگر اما آید. می دست به بهینه جواب کران و شاخه روش از استفاده با

کردند. ارایه زیر صورت به جایگزینی شمارشی الگوریتم ،[58 ،57] حکیمی الگوریتم اساس بر همکاران
1 شمارشی- الگوریتم

بنامید. A١, A٢, . . . , Ak را آنها و بیابید را V مجموعه از عضوي p هاي زیرمجموعه  تمام ابتدا اول. گام
هر براي بنابراین شد. خواهد داده پوشش دهنده سرویس ترین نزدیک توسط راس هر تقاضاي دوم. گام

کنید محاسبه زیر صورت به دهنده سرویس ترین نزدیک تا vj راس فاصله ،Ai مفروض پوشش

Dij = minL∈Ai
(dLj)

کنید محاسبه زیر صورت به را کل هزینه Ai پوشش براي سوم. گام
n∑

j=١
wjDij

آید می دست به زیر صورت به بهینه مقدار نتیجه در چهارم. گام

Z∗ = min١≤i≤k

n∑
j=١

wjDij

با امر این که دهیم می قرار بررسی مورد را هزینه کاهش Ai ثابت پوشش هر براي حال پنجم. گام
هر تقاضاي که کنید فرض است. پذیر امکان شود می داده پوشش راس هر براي که تقاضایی میزان کاهش
درجه و هدف تابع بهبود درجه جواب، بودن شدنی درجه صورت این در یابد. کاهش xj به wj مقدار از راس

شوند می تعریف زیر صورت به به ترتیب رضایت کلی

µi
f (xj) = hf (

n∑
j=١

(wj − xj))

µi
g(xj) = hg(Z

∗ −
n∑

j=١
xjDij)

λi(xj) = min{µf̃ (xj), µ
i
g(xj)}
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کنید محاسبه زیر صورت به دهیم می نمایش λ∗i نماد با که را Ai پوشش براي بهینه بهبود درجه ششم. گام

(P٣٣) max λi

s.t

λi ≤ µi
g(xj)

λi ≤ µf̃ (xj)

٠ ≤ λi ≤ ١

(8 . 3)

از است عبارت ممکن درجه بهترین نهایت در هفتم. گام

λ∗ = max١≤i≤k(λ
∗
i )

زیاد نقاط تعداد که حالتی براي همکاران و کانوز اما می شود. حل معمولی روش از استفاده با (8 . 3) مساله
کردند. ارایه مساله این مساله حل براي را زیر شمارشی الگوریتم نباشد

2 - شمارشی الگوریتم
از بدون و کنید مرتب Dij فواصل مقادیر حسب بر نزولی صورت به را v١, v٢, · · · , vn رئوس اول. گام

بنامید. vj١ , vj٢ , . . . , vjn ترتیب به را آنها کلیت دادن دست
دهنده سرویس آنها در که هستند رئوسی همان ها vjk ،k > n′ براي آنگاه ،n′ = n − p دهید قرار

داریم بنابراین است شده تاسیس
Dijk = ٠, ∀ jk > n′

xj شدنی تقریبا جواب براي شده داده پوشش تقاضاي کل و تقاضاها کل مجموع بین اختلاف دوم. گام
از است عبارت

x =
n∑

j=١
wj −

n∑
j=١

xj

همچنین یابد. می کاهش واحد Dijk میزان به هزینه ،vjk راس در کاهش واحد هر براي که است بدیهی
داریم بنابراین شد خواهد داده پوشش دهنده سرویس ترین نزدیک توسط راس هر تقاضاي

xj١ = wj١ − x دادن قرار با که Dij١x با است برابر هزینه در کاهش بیشترین آنگاه ، x ≤ wj١ اگر -
آید. می بدست xjk = wjk , k > ١ و

از است عبارت حالت این در کاهش بهترین آنگاه ، wj١ < x ≤ wj١ + wj٢ اگر حال -

Dij١ · wj١ +Dij٢ · (x− wj١)

شود. می حاصل xj٢ = wj٢ − (x−wj١) و صفر به ترتیب به vj٢ و vj١ رئوس تقاضاهاي کاهش با که
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از است عبارت حالت این در کاهش بهترین آنگاه ، x >∑n−١
k=١ wjk اگر حال -

n−١∑
k=١

Dijk · wjk +Dijn · (x−
n−١∑
k=١

wjk)

به vjn راس تقاضاي میزان کاهش و صفر به vj١ , vj٢ , · · · , vjn−١ رئوس تقاضاهاي کاهش با که
شود. می حاصل wjn − (x−

∑n−١
k=١ wjk)

است زیر صورت به ،x مفروض مقدار براي هزینه در کاهش بهترین بنابراین

Ri(x) =


Dij١x x ≤ wj١

Dij١ · wj١ +Dij٢ · (x− wj١) wj١ < x ≤ wj٢∑n−١
k=١ Dijk · wjk +Dijn · (x−

∑n−١
k=١ wjk) x >

∑n−١
k=١ wjk

بدیهی .a٠ = ٠ و است as =
∑s

k=١wjk , s = ١, . . . , n گره نقط با خطی اي قطعه تابعی ، Ri(x) که
همچنین و Dijs با است برابر [as−١, as] بازه در Ri(x) تابع شیب که است

Ri(as) =
s∑

k=١
Dijk · wjk

درجه و بودن شدنی درجه بگیرید. نظر در x مفروض مقدار براي را xj تقریبی جواب بهترین سوم. گام
آیند می دست به زیر صورت به ترتیب به جواب بهبود

µf (x) = hf (x)

µi
g(x) = hg(Z

∗ − (
n∑

j=١
Dij · wj −Ri(x)))

خطی اي تکه µi
g(x) تابع دیگر طرف از است. کاهشی اکید طور به و است خطی [٠, pf ] بازه در µf (x) تابع

است. افزایشی اکیدا و
باشد اندیسی r کنید فرض دهیم. بهبود را Pi مساله هاي جواب توانیم می x∗ از استفاده با چهارم. گام

آنگاه: .ar−١ ≤ x∗ < ar که

xjs =


٠ s < r

wjr − x∗ + ar−١ s = r

wjr r < s ≤ n

کرد. خواهد عمل الگوریتم این ترتیب این به



4 فصل

متغیر و ها وزن با میانه - p مکانیابی مساله
فازي هاي

- p مساله صورت به را پیرامون دنیاي واقعی مسایل از برخی توان می شد اشاره قبل فصول در که طور همان
قطعی غیر و نادقیق صورت به مساله، نیاز مورد پارامترهاي همه یا و برخی است ممکن اینرو از نمود. مدل میانه
به گذشته فصل در که آید می وجود به فازي میانه - p مکانیابی مساله از مختلفی هاي مدل بنابراین باشند.
هاي الگوریتم از حاصل بهینه مقادیر که دهد می نشان پیشین مطالعات بررسی ایم. پرداخته ها آن از برخی
مقدار که رود می انتظار آنکه حال باشد. می قطعی اعدادي فازي، مکانیابی مسایل حل براي شده ارایه مختلف
همواره پیشین، شده بیان هاي مدل در همچنین باشد. فازي عددي فازي پارامترهاي با مکانیابی مساله بهینه
مدل در دقیق صورت به متغیرها گرفتن نظر در که حالی در اند. شده گرفته نظر در قطعی صورت به متغیرها
پارامترها با میانه - p مکانیابی مساله فصل این در اینرو از باشد. می واقعیت از دور فازي، پارامترهاي با هایی
و فازي بهینه هاي جواب که کرد خواهیم ارایه الگوریتمی و داد خواهیم قرار بررسی مورد را فازي متغیرهاي و

بیابد. را فازي بهینه مقدار

مساله تعریف 1 . 4
سرویس که تقاضاهایی میزان و مشتریان تقاضاهاي که کنید فرض و بگیرید نظر در را (6 . 1) میانه - p مساله
نظر مورد فازي میانه - p مکانیابی مساله باشند. مثلثی فازي اعداد دهند می تخصیص ها مشتري به ها دهنده

از است عبارت
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(P۴١) min
n∑

i=١

n∑
j=١

dijx̃ij

s.t
n∑

i=١
x̃ij = w̃j, j = ١, . . . , n

n∑
i=١

yi = p

x̃ij ≤ yiw̃j, i, j = ١, . . . , n
yi ∈ {٠, ١}, i = ١, . . . , n
x̃ij ⪰ ٠, i, j = ١, . . . , n

(1 . 4)

.x̃ij = ⟨xij١, xij٢, xij٣⟩, i, j = ١, . . . , n و w̃j = ⟨wj١, wj٢, wj٣⟩, j = ١, . . . , n آن در که
نمود بازنویسی زیر صورت به را اخیر مساله توان می مقادیر این جایگذاري با بنابراین

(P۴٢) min
n∑

i=١

n∑
j=١

dij⟨xij١, xij٢, xij٣⟩

s.t
n∑

i=١
⟨xij١, xij٢, xij٣⟩ = ⟨wj١, wj٢, wj٣⟩ j = ١, . . . , n

n∑
i=١

yi = p

⟨xij١, xij٢, xij٣⟩ ⪯ yi⟨wj١, wj٢, wj٣⟩ i, j = ١, . . . , n
yi ∈ {٠, ١} i = ١, . . . , n

(2 . 4)

می دست به را اخیر مساله فازي بهینه مقدار و فازي بهینه جواب که کرد خواهیم ارایه الگوریتمی ادامه در
آورد.

حل روش 2 . 4
(2 . 4) مساله فازي بهینه جواب [X̃, Y ] آنگاه .Y = [yi]١×n و X̃ = [x̃ij]n×n کنید فرض .1 . 2 . 4 تعریف

کند صدق زیر شرایط در اگر است
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باشد. نامنفی فازي عدد یک ، x̃ij (1

کنند. صدق (2 . 4) مساله هاي محدودیت تمام در Y و X̃ (2

بیان به (یا باشند برقرار (2 . 4) مساله هاي محدودیت تمام آن ازاي به که شود پیدا اي [X̃ ′, Y ′] اگر (3
آنگاه: باشد) مفروض شدنی جواب یک [X̃ ′, Y ′] دیگر

ℜ

(
n∑

i=١

n∑
j=١

dij⟨xij١, xij٢, xij٣⟩

)
≤ ℜ

(
n∑

i=١

n∑
j=١

dij⟨x′ij١, x′ij٢, x′ij٣⟩

)

رود. می کار به فازي اعداد مقایسه براي که است خطی بندي رتبه تابع یک ℜ آن در که

می جایگزین قطعی هاي محدودیت با را فازي هاي محدودیت فازي حساب از استفاده با روش این در
ریزي برنامه مساله نتیجه در کنیم. می جایگزین قطعی هدف تابع سه با را فازي هدف تابع همچنین کنیم.
قطعی هدفه چند مساله حل با نهایت در شود. می تبدیل قطعی هدفه چند ریزي برنامه مساله یک به فازي
فازي میانه - p یابی مکان مساله براي فازي بهینه مقدار و فازي بهینه جواب فازي، مکانیابی مساله با متناظر

است زیر صورت به پیشنهادي الگوریتم هاي گام آید. می دست به
حل الگوریتم

دهید قرار اول. گام

zijk = dijxijk ∀ i, j = ١, . . . , n
vijk = yiwjk ∀ i, j = ١, . . . , n, k = ١, ٢, ٣

شود می تبدیل زیر صورت به (2 . 4) مدل آنگاه

(P۴٣) min
n∑

i=١

n∑
j=١

⟨zij١, zij٢, zij٣⟩

s . t
n∑

i=١
⟨xij١, xij٢, xij٣⟩ = ⟨wj١, wj٢, wj٣⟩ j = ١, . . . , n

n∑
i=١

yi = p

⟨xij١, xij٢, xij٣⟩ ⪯ ⟨vij١, vij٢, vij٣⟩ i, j = ١, . . . , n
yi ∈ {٠, ١} i = ١, . . . , n
xij١ ≥ ٠ i, j = ١, . . . , n

(3 . 4)
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استفاده با بگیرید. نظر در را ⟨xij١, xij٢, xij٣⟩ ⪯ ⟨vij١, vij٢, vij٣⟩ i, j = ١, . . . , nنامساوي دوم. گام
ازاي به t̃ij = ⟨tij١, tij٢, tij٣⟩ و s̃ij = ⟨sij١, sij٢, sij٣⟩ فازي متغیرهاي کردن اضافه با 53 . 2 . 2 نکته از

نمود تبدیل زیر صورت به تساوي قیود به را قیود این توان می i, j = ١, . . . , n

⟨xij١, xij٢, xij٣⟩ ⊕ ⟨sij١, sij٢, sij٣⟩ = ⟨vij١, vij٢, vij٣⟩ ⊕ ⟨tij١, tij٢, tij٣⟩

سپس است. شده معرفی دوم فصل در که است یاگر بندي رتبه تابع ℜ و ℜ(s̃ij)− ℜ(t̃ij) ≥ ٠ آن در که
آیند می دست به زیر هاي محدودیت مجموعه فازي تساوي تعریف از استفاده با

xij١ + sij١ = vij١ + tij١ i, j = ١, · · · , n
xij٢ + sij٢ = vij٢ + tij٢ i, j = ١, · · · , n
xij٣ + sij٣ = vij٣ + tij٣ i, j = ١, · · · , n

قطعی هاي تساوي با را فازي تساوي توان می فازي اعداد عملگرهاي تعریف از استفاده با حال سوم. گام
شود می تبدیل زیر صورت به مساله نتیجه در و نمود جایگزین

(P۴۴) min
n∑

i=١

n∑
j=١

⟨zij١, zij٢, zij٣⟩

s.t
n∑

i=١
xij١ = wj١, j = ١, · · · , n

n∑
i=١

xij٢ = wj٢, j = ١, · · · , n
n∑

i=١
xij٣ = wj٣, j = ١, · · · , n

n∑
i=١

yi = p

xij١ + sij١ = vij١ + tij١, i, j = ١, · · · , n
xij٢ + sij٢ = vij٢ + tij٢, i, j = ١, · · · , n
xij٣ + sij٣ = vij٣ + tij٣, i, j = ١, · · · , n
(sij١ + ٢sij٢ + sij٣)− (tij١ + ٢tij٢ + tij٣) ≥ ٠, i, j = ١, · · · , n
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xij١ ≥ ٠, i, j = ١, · · · , n
xij٢ − xij١ ≥ ٠, i, j = ١, · · · , n
xij٣ − xij٢ ≥ ٠, i, j = ١, · · · , n
sij٢ − sij١ ≥ ٠, i, j = ١, · · · , n
sij٣ − sij٢ ≥ ٠, i, j = ١, · · · , n
tij٢ − tij١ ≥ ٠, i, j = ١, · · · , n
tij٣ − tij٢ ≥ ٠, i, j = ١, · · · , n
yi ∈ {٠, ١}, i = ١, · · · , n

(4 . 4)

بگیرید. نظر در زیر صورت به را فازي هدف تابع حال چهارم. گام

Z̃ =
n∑

i=١

n∑
j=١

⟨zij١, zij٢, zij٣⟩ (5 . 4)

فازي اعداد جمع خاصیت از استفاده با . [76] کنیم تبدیل قطعی هدف تابع به را فازي تابع این خواهیم می
داریم

n∑
i=١

n∑
j=١

⟨zij١, zij٢, zij٣⟩ = ⟨
n∑

j=١

n∑
i=١

zij١,
n∑

j=١

n∑
i=١

zij٢,
n∑

j=١

n∑
i=١

zij٣⟩ (6 . 4)

ترین غیرممکن ∑n
j=١
∑n

i=١ zij٣ و ∑n
j=١
∑n

i=١ zij١ و مقدار ترین محتمل ∑n
j=١
∑n

i=١ zij٢ آن در که
نمودن کمینه براي اینرو از شود. می مشخص خوبی به مقدار سه این توسط فازي هدف تابع هستند. مقدار
هدف تابع جایگزین را زیر توابع توان می بنابراین دهیم. حرکت چپ سمت به را نقطه سه این باید هدف تابع

نمود فازي

Z١ = max
n∑

j=١

n∑
i=١

(zij٢ − zij١)

Z٢ = min
n∑

j=١

n∑
i=١

zij٢

Z٣ = min
n∑

j=١

n∑
i=١

(zij٣ − zij٢)

(7 . 4)

هدف تابع سه این براي باشد. (4 . 4) مدل شدنی هاي جواب همه مجموعه F کنید فرض حال پنجم. گام
کنیم می تعریف زیر صورت به را (NIS) منفی هاي آل ایده و (PIS) مثبت هاي آل ایده
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ZPIS١ = max
n∑

j=١

n∑
i=١

(zij٢ − zij١) [X̃, Y ] ∈ F

ZNIS١ = min
n∑

j=١

n∑
i=١

(zij٢ − zij١) [X̃, Y ] ∈ F

ZPIS٢ = min
n∑

j=١

n∑
i=١

zij٢ [X̃, Y ] ∈ F

ZNIS٢ = max
n∑

j=١

n∑
i=١

zij٢ [X̃, Y ] ∈ F

ZPIS٣ = min
n∑

j=١

n∑
i=١

(zij٣ − zij٢) [X̃, Y ] ∈ F

ZNIS٣ = max
n∑

j=١

n∑
i=١

(zij٣ − zij٢) [X̃, Y ] ∈ F

(8 . 4)

شود می تعریف زیر صورت به توابع این عضویت تابع همچنین

µZ١ =


١ if Z١ > ZPIS١
ZNIS١ −Z١

ZNIS١ −ZPIS١
if ZNIS١ ≤ Z١ ≤ ZPIS١

٠ if Z١ < ZNIS١

(9 . 4)

k = ٢, ٣ براي و

µZk
=


١ if Zk < ZPIS

k

ZNIS
k −Zk

ZNIS
k −ZPIS

k
if ZPIS

k ≤ Zk ≤ ZNIS
k

٠ if Zk > ZNIS
k

(10 . 4)

فازي مساله فازي بهینه جواب به [144] است شده معرفی زیمرمن توسط که زیر هدفه تک مدل حل با حال
یافت. خواهیم دست اولیه
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(P۴۵) maxα

s.t

µZk
≥ α, k = ١, ٢, ٣

n∑
i=١

xij١ = wj١, j = ١, . . . , n
n∑

i=١
xij٢ = wj٢, j = ١, . . . , n

n∑
i=١

xij٣ = wj٣, j = ١, . . . , n
n∑

i=١
yi = p

xij١ + sij١ = vij١ + tij١, i, j = ١, . . . , n
xij٢ + sij٢ = vij٢ + tij٢, i, j = ١, . . . , n
xij٣ + sij٣ = vij٣ + tij٣, i, j = ١, . . . , n
(sij١ + ٢sij٢ + sij٣)− (tij١ + ٢tij٢ + tij٣) ≥ ٠, i, j = ١, . . . , n
xij١ ≥ ٠, i, j = ١, . . . , n
xij٢ − xij١ ≥ ٠, i, j = ١, . . . , n
xij٣ − xij٢ ≥ ٠, i, j = ١, . . . , n
sij٢ − sij١ ≥ ٠, i, j = ١, . . . , n
sij٣ − sij٢ ≥ ٠, i, j = ١, . . . , n
tij٢ − tij١ ≥ ٠, i, j = ١, . . . , n
tij٣ − tij٢ ≥ ٠, i, j = ١, . . . , n
yi ∈ {٠, ١}, i = ١, . . . , n

عددي هاي مثال 3 . 4
پیشنهادي روش همچنین داد. خواهیم نشان را پیشنهادي روش کارایی عددي مثال چند حل با بخش این در

کرد. خواهیم مقایسه [110] همکاران و پرز روش و [99] همکاران و ناصري روش با را مان
شده استفاده زیر بندي رتبه تابع از فازي هاي نامساوي کردن فازي غیر براي همکاران و ناصري روش در

است
.b٣ ≤ a٣ و b٢ ≤ a٢ ،b١ ≤ a١ اگر ⟨b١, b٢, b٣⟩ ⪯ ⟨a١, a٢, a٣⟩
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که بود نخواهد قادر روش این که است بدیهی دهد. ارایه درست جوابی همیشه که نیست قادر روش این
مشکل این پیشنهادي روش در ما اینرو از کند. مرتب درستی به را ⟨٠/٩٩, ٢٠٠, ٢٠١⟩ و ⟨١, ٢, ٣⟩ فازي اعداد
را فازي نامساوي هر طریق بدین و کردیم طرف بر فازي نامساوي طرفین به فازي متغیرهاي کردن اضافه با را

کردیم. تبدیل قطعی ضرایب با تساوي سه به را فازي تساوي هر سپس و فازي تساوي یک به
همکاران و پرز روش با همچنین و داده توضیح بیشتر زیر مثال از استفاده با را مان پیشنهادي روش حال

کرد. خواهیم مقایسه

بگیرید. نظر در را صفحه در موجود نقطه پنج بین از دهنده سرویس دو مکان تعین مساله .1 . 3 . 4 مثال
است. شده آورده 1 . 4 جدول در آنها با متناظر هاي وزن و قطعی حالت در تقاضا نقاط مختصات

1 . 3 . 4 مثال متناظر هاي وزن و تقاضا مراکز مختصات :1 . 4 جدول

5 4 3 2 1 j

10 7 5 3 1 aj١

3 10 5 7 1 aj٢

15 12 7 8 5 wj

است زیر صورت به نقاط این بین فاصله ماتریس اقلیدسی فاصله از استفاده با



٠ ۶/٣٢۴ ۵/۶۵۶ ١٠/٨١۶ ٩/٢١٩

۶/٣٢۴ ٠ ٢/٨٢٨ ۵ ٨/٠۶٢

۵/۶۵۶ ٢/٨٢٨ ٠ ۵/٣٨۵ ۵/٣٨۵

١٠/٨١۶ ۵ ۵/٣٨۵ ٠ ٧/۶١۵

٩/٢١٩ ٨/٠۶٢ ۵/٣٨۵ ٧/۶١۵ ٠
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باشد می زیر صورت به مساله ریاضی مدل بنابراین

minZ =
۵∑

j=١

۵∑
i=١

dijxij

= ۶/٣٢۴x١٢ + ۵/۶۵۶x١٣ + ١٠/٨١۶x١۴ + ٩/٢١٩x١۵
+ ۶/٣٢۴x٢١ + ٢/٨٢٨x٢٣ + ۵x٢۴ + ٨/٠۶٢x٢۵
+ ۵/۶۵۶x٣١ + ٢/٨٢٨x٣٢ + ۵/٣٨۵x٣۴ + ۵/٣٨۵x٣۵
+ ١٠/٨١۶x۴١ + ۵x۴٢ + ۵/٣٨۵x۴٣ + ٧/۶١۵x۴۵
+ ٩/٢١٩x۵١ + ٨/٠۶٢x۵٢ + ۵/٣٨۵x۵٣ + ٧/۶١۵x۵۴
s.t

۵∑
i=١

xi١ = ۵
۵∑

i=١
xi٢ = ٨

۵∑
i=١

xi٣ = ٧
۵∑

i=١
xi۴ = ١٢

۵∑
i=١

xi۵ = ١۵
۵∑

i=١
yi = ٢

xij ≤ yiwj, i, j = ١, . . . , ۵
yi ∈ {٠, ١} i = ١, . . . , ۵

آیند می دست به زیر صورت به بهینه هدف تابع مقدار و بهینه جواب مساله این حل با

x١٢ = ۵
x٢٢ = ٨
x٣٢ = ٧
x۴٢ = ١٢
x۵۵ = ١۵
y٢ = y۵ = ١
Z∗ = ١١١/۴٢٢
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است. شده آورده 3 . 4 جدول در ها آن مقادیر که باشند مثلثی فازي اعداد ها وزن تمام کنید فرض حال

1 . 3 . 4 مثال متناظر فازي هاي وزن :2 . 4 جدول

5 4 3 2 1 j

⟨١۴, ١۵, ١۵/۵⟩  ⟨١١/۵, ١٢, ١٣⟩ ⟨۵, ٧, ٨⟩  ⟨۶/۵, ٨, ١٠⟩ ⟨۴, ۵, ۶⟩ w̃j

است زیر صورت به فازي مدل

minZ =
۵∑

j=١

۵∑
i=١

dij⟨xij١, xij٢, xij٣⟩

= +۶/٣٢۴⟨x١٢١, x١٢٢, x١٢٣⟩+ ۵/۶۵۶⟨x١٣١, x١٣٢, x١٣٣⟩+ ١٠/٨١۶⟨x١۴١, x١۴٢, x١۴٣⟩

+ ٩/٢١٩⟨x١۵١, x١۵٢, x١۵٣⟩+ ۶/٣٢۴⟨x٢١١, x٢١٢, x٢١٣⟩+ ٢/٨٢٨⟨x٢٣١, x٢٣٢, x٢٣٣⟩

+ ۵⟨x٢۴١, x٢۴٢, x٢۴٣⟩+ ٨/٠۶٢⟨x٢۵١, x٢۵٢, x٢۵٣⟩+ ۵/۶۵۶⟨x٣١١, x٣١٢, x٣١٣⟩

+ ٢/٨٢٨⟨x٣٢١, x٣٢٢, x٣٢٣⟩+ ۵/٣٨۵⟨x٣۴١, x٣۴٢, x٣۴٣⟩+ ۵/٣٨۵⟨x٣۵١, x٣۵٢, x٣۵٣⟩

+ ١٠/٨١۶⟨x۴١١, x۴١٢, x۴١٣⟩+ ۵⟨x۴٢١, x۴٢٢, x۴٢٣⟩+ ۵/٣٨۵⟨x۴٣١, x۴٣٢, x۴٣٣⟩

+ ٧/۶١۵⟨x۴۵١, x۴۵٢, x۴۵٣⟩+ ٩/٢١٩⟨x۵١١, x۵١٢, x۵١٣⟩+ ٨/٠۶٢⟨x۵٢١, x۵٢٢, x۵٢٣⟩

+ ۵/٣٨۵⟨x۵٣١, x۵٣٢, x۵٣٣⟩+ ٧/۶١۵⟨x۵۴١, x۵۴٢, x۵۴٣⟩

s . t
۵∑

i=١
⟨xi١١, xi١٢, xi١٣⟩ = ⟨۴, ۵, ۶⟩

۵∑
i=١

⟨xi٢١, xi٢٢, xi٢٣⟩ = ⟨۶/۵, ٨, ١٠⟩
۵∑

i=١
⟨xi٣١, xi٣٢, xi٣٣⟩ = ⟨۵, ٧, ٨⟩

۵∑
i=١

⟨xi۴١, xi۴٢, xi۴٣⟩ = ⟨١١/۵, ١٢, ١٣⟩
۵∑

i=١
⟨xi۵١, xi۵٢, xi۵٣⟩ = ⟨١۴, ١۵, ١۵/۵⟩
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۵∑
i=١

yi = ١

⟨xij١, xij٢, xij٣⟩ ⪯ yi⟨wj١, wj٢, wj٣⟩, i, j = ١, . . . , ۵
yi ∈ {٠, ١} i = ١, . . . , ۵

t̃ij = ⟨tij١, tij٢, tij٣⟩ و s̃ij = ⟨sij١, sij٢, sij٣⟩ فازي متغیرهاي کردن اضافه با i, j = ١, . . . , ۵ ازاي به
شود می تبدیل زیر صورت به اخیر مساله قیود فازي تساوي از استفاده سپس و نامساوي قیود به

۵∑
i=١

xi١١ = ۴
۵∑

i=١
xi١٢ = ۵

۵∑
i=١

xi١٣ = ۶
۵∑

i=١
xi٢١ = ۶/۵

۵∑
i=١

xi٢٢ = ٨
۵∑

i=١
xi٢٣ = ١٠

۵∑
i=١

xi٣١ = ۵
۵∑

i=١
xi٣٢ = ٧

۵∑
i=١

xi٣٣ = ٨
۵∑

i=١
xi۴١ = ١١/۵

۵∑
i=١

xi۴٢ = ١٢
۵∑

i=١
xi۴٣ = ١٣

۵∑
i=١

xi۵١ = ١۴
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۵∑
i=١

xi۵٢ = ١۵
۵∑

i=١
xi۵٣ = ١۵/۵

۵∑
i=١

yi = ١

xij١ + sij١ = vij١ + tij١, i, j = ١, . . . , ۵
xij٢ + sij٢ = vij٢ + tij٢, i, j = ١, . . . , ۵
xij٣ + sij٣ = vij٣ + tij٣, i, j = ١, . . . , ۵
(sij١ + ٢sij٢ + sij٣)− (tij١ + ٢tij٢ + tij٣) ≥ ٠, i, j = ١, . . . , ۵
xij١ ≥ ٠, i, j = ١, . . . , ۵
xij٢ − xij١ ≥ ٠, i, j = ١, . . . , ۵
xij٣ − xij٢ ≥ ٠, i, j = ١, . . . , ۵
sij٢ − sij١ ≥ ٠, i, j = ١, . . . , ۵
sij٣ − sij٢ ≥ ٠, i, j = ١, . . . , ۵
tij٢ − tij١ ≥ ٠, i, j = ١, . . . , ۵
tij٣ − tij٢ ≥ ٠, i, j = ١, . . . , ۵
yi ∈ {٠, ١} i = ١, . . . , ۵

نمود تبدیل قطعی ضرایب با زیر هدف تابع سه به را فازي هدف تابع توان می همچنین

maxZ١ =
۵∑

i=١

۵∑
j=١

(zij٢ − zij١)

minZ٢ =
۵∑

i=١

۵∑
j=١

zij٢

minZ٣ =
۵∑

i=١

۵∑
j=١

(zij٣ − zij٢)

آن در که
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Z١ = ۶/٣٢۴(x١٢٢ − x١٢١) + ۵/۶۵۶(x١٣٢ − x١٣١) + ١٠/٨١۶(x١۴٢ − x١۴١)

+ ٩/٢١٩(x١۵٢ − x١۵١) + ۶/٣٢۴(x٢١٢ − x٢١١) + ٢/٨٢٨(x٢٣٢ − x٢٣١) + ۵(x٢۴٢ − x٢۴١)

+ ٨/٠۶٢(x٢۵٢ − x٢۵١) + ۵/۶۵۶(x٣١٢ − x٣١١) + ٢/٨٢٨(x٣٢٢ − x٣٢١) + ۵/٣٨۵(x٣۴٢ − x٣۴١)

+ ۵/٣٨۵(x٣۵٢ − x٣۵١) + ١٠/٨١۶(x۴١٢ − x۴١١) + ۵(x۴٢٢ − x۴٢١) + ۵/٣٨۵(x۴٣٢ − x۴٣١)

+ ٧/۶١۵(x۴۵٢ − x۴۵١) + ٩/٢١٩(x۵١٢ − x۵١١) + ٨/٠۶٢(x۵٢٢ − x۵٢١) + ۵/٣٨۵(x۵٣٢ − x۵٣١)

+ ٧/۶١۵(x۵۴٢ − x۵۴١)

Z٢ = ۶/٣٢۴x١٢٢ + ۵/۶۵۶x١٣٢ + ١٠/٨١۶x١۴٢ + ٩/٢١٩x١۵٢ + ۶/٣٢۴x٢١٢ + ٢/٨٢٨x٢٣٢
+ ۵x٢۴٢ + ٨/٠۶٢x٢۵٢ + ۵/۶۵۶x٣١٢ + ٢/٨٢٨x٣٢٢ + ۵/٣٨۵x٣۴٢ + ۵/٣٨۵x٣۵٢ + ١٠/٨١۶x۴١٢
+ ۵x۴٢٢ + ۵/٣٨۵x۴٣٢ + ٧/۶١۵x۴۵٢ + ٩/٢١٩x۵١٢ + ٨/٠۶٢x۵٢٢ + ۵/٣٨۵x۵٣٢ + ٧/۶١۵x۵۴٢

Z٣ = +۶/٣٢۴(x١٢٣ − x١٢٢) + ۵/۶۵۶(x١٣٣ − x١٣٢) + ١٠/٨١۶(x١۴٣ − x١۴٢)

+ ٩/٢١٩(x١۵٣ − x١۵٢) + ۶/٣٢۴(x٢١٣ − x٢١٢) + ٢/٨٢٨(x٢٣٣ − x٢٣٢) + ۵(x٢۴٣ − x٢۴٢)

+ ٨/٠۶٢(x٢۵٣ − x٢۵٢) + ۵/۶۵۶(x٣١٣ − x٣١٢) + ٢/٨٢٨(x٣٢٣ − x٣٢٢) + ۵/٣٨۵(x٣۴٣ − x٣۴٢)

+ ۵/٣٨۵(x٣۵٣ − x٣۵٢) + ١٠/٨١۶(x۴١٣ − x۴١٢) + ۵(x۴٢٣ − x۴٢٢) + ۵/٣٨۵(x۴٣٣ − x۴٣٢)

+ ٧/۶١۵(x۴۵٣ − x۴۵٢) + ٩/٢١٩(x۵١٣ − x۵١٢) + ٨/٠۶٢(x۵٢٣ − x۵٢٢) + ۵/٣٨۵(x۵٣٣ − x۵٣٢)

+ ٧/۶١۵(x۵۴٣ − x۵۴٢)

ایدآل پنجم گام اساس بر سپس باشد. اخیر مدل براي شدنی هاي جواب همه فضاي S که کنید فرض حال
آید می دست به زیر صورت به تابع سه این از یک هر براي منفی و مثبت هاي

ZPIS١ = ١٢/٣٢
ZNIS١ = ۴٧/٢۵۵
ZPIS٢ = ۴١٨
ZNIS٢ = ١١١/۴٢٢
ZPIS٣ = ۴۶/۴٢٧
ZNIS٣ = ١١/٨۶

شود می نتیجه زیر صورت به ترتیب به آنها خطی عضویت تابع نهایت در و

µ١(v) =


١ z١ > ۴٧/٢۵۵
z١ − ١٢/٣٢
٣۴/٩٣۵ ١٢/٣٢ ≤ z١ ≤ ۴٧/٢۵۵

٠ z١ < ١٢/٣٢



فازي هاي متغیر و ها وزن با میانه - p مکانیابی مساله . 468

µ٢(v) =


١ z٢ < ١١١/۴٢٢
۴١٨− z٢
٣٠۶/۵٧٨ ١١١/۴٢٢ ≤ z٢ ≤ ۴١٨
٠ z٢ > ۴١٨

و

µ٣(v) =


١ z٣ < ١١/٨۶
۴۶/۴٢٧− z٣

٣۴/۵۶٧ ١١/٨۶ ≤ z٣ ≤ ۴۶/۴٢٧
٠ z٣ > ۴۶/۴٢٧

سرویس بنابراین .y٢ = y۵ = ١ و ٠/٩٠۴ با است برابر α رضایت درجه حداقل (P۴۵) مدل از استفاده با حال
باشد می زیر صورت به فازي بهینه جواب و شوند تاسیس پنجم و دوم هاي مکان در باید ها دهنده

1 . 3 . 4 مثال متناظر فازي بهینه جواب :3 . 4 جدول

5 4 3 2 1 j

⟨٠, ٠, ٠⟩ ⟨٠, ٠, ٠⟩ ⟨٠, ٠, ٠⟩ ⟨٠, ٠, ٠⟩ ⟨٠, ٠, ٠⟩ x̃١j

⟨٠, ١, ١⟩ ⟨١١/۵, ١١/۵٢, ١٢/۵٢⟩ ⟨۵, ۵, ۶⟩ ⟨۶/۵, ۶/۵, ٨/۵⟩ ⟨۴, ۴, ۶⟩ x̃٢j

⟨٠, ٠, ٠⟩ ⟨٠, ٠, ٠⟩ ⟨٠, ٠, ٠⟩ ⟨٠, ٠, ٠⟩ ⟨٠, ٠, ٠⟩ x̃٣j

⟨٠, ٠, ٠⟩ ⟨٠, ٠, ٠⟩ ⟨٠, ٠, ٠⟩ ⟨٠, ٠, ٠⟩ ⟨٠, ٠, ٠⟩ x̃۴j

⟨١۴, ١۴, ١۴/۵⟩ ⟨٠, ٠/۴٨, ٠/۴٨⟩ ⟨٠, ٢, ٢⟩ ⟨٠, ١/۵, ١/۵⟩ ⟨٠, ١, ١⟩ x̃۵j

این و است آمده دست به فازي اعداد صورت به متغیرها مقادیر ما روش اساس بر بینید می که طور همان
بگیرد. را تصمیم بهترین شرایط به توجه با تا آورند می فراهم گیرنده تصمیم براي را امکان

روش این اساس بر شود. حل همکاران و پرز مورنو روش از استفاده با اخیر فازي مساله کنید فرض حال
وزن بنابراین شود. می تبدیل ١۴(w١j + ٢w٢j +w٣j) قطعی عدد به w̃j = ⟨w١j, w٢j, w٣j⟩ فازي عدد هر

شوند می تبدیل زیر صورت به قطعی هاي وزن به فازي هاي

w′١ = ۵
w′٢ = ٨/١٢۵
w′٣ = ۶/٧۵
w′۴ = ١٢/١٢۵
w′۵ = ١۴/٨٧۵
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آیند می دست به زیر صورت به متغیرها مقدار و هدف تابع مقدار جدید هاي وزن این با مساله حل از بعد

z∗ = ١١١/٣۴٠
y٢ = y۵ = ١
x١٢ = ۵
x٢٢ = ٨/١٢۵
x٣٢ = ۶/٧٢۵
x۴٢ = ١٢/١٢۵
x۵۵ = ١۴/٨٧۵

براي دقیق مقادیري آنها همچنین رود. می دست از اطلاعات از بسیاري آنها روش اساس بر که است بدیهی
قطعی مقداري فازي مساله بهینه جواب که است واقعیت از دور این و آوردند دست به متغیرها و هدف تابع
بنابراین آیند. می دست به فازي بهینه متغیرهاي و هدف تابع فازي بهینه مقدار ما روش اساس بر باشد.

بگیرد. را تصمیم بهترین امکانات و شرایط اساس بر بود خواهد قادر گیرنده تصمیم

در و یال 200 و راس 100 از متشکل درختی از است عبارت که را p − med١ مساله حال .2 . 3 . 4 مثال
تقاضاهاي باشد. p = ۵ ها دهنده سرویس تعداد که کنید فرض بگیرید. نظر در است آمده [11] مرجع
که شود می نتیجه جدیدمان روش اعمال با است. شده آورده 5 . 4 و 4 . 4 هاي جدول در رئوس با متناظر فازي
هشتم، چهارم، رئوس در باید که معناست بدین این .y۴ = y٨ = y١٠ = y٢٣ = y۴٢ = ١ و α = ٠/٩١١
عبارت هدف تابع فازي بهینه مقدار همچنین شود. تاسیس دهنده سرویس دوم و چهل و سوم و بیست دهم،
مشتري دهی سرویس چگونگی 13 . 4 تا 6 . 4 هاي جدول .z̃∗ = ⟨١٢۵٩۴۴, ١٧٠٣٣٠, ١٨٠٩٩٩/۵۶⟩ از است

دهند. می نشان را ها دهنده سرویس این توسط ها

2 . 3 . 4 مثال متناظر فازي هاي وزن :4 . 4 جدول

W۴ = ⟨١٩, ٢٠, ٢١⟩ W٣ = ⟨١۶/۵, ١٧/۵, ١٨⟩ W٢ = ⟨٩, ١٠, ١٠/۵⟩ W١ = ⟨٢٣, ٢۴, ٢۵⟩

W٨ = ⟨١٨, ١٩, ٢٠⟩ W٧ = ⟨١١, ١١/۵, ١٢⟩ W۶ = ⟨١٨/۵, ٢٠, ٢١⟩ W۵ = ⟨٨, ٩, ٩/۵⟩

W١٢ = ⟨٢١, ٢٢, ٢٣⟩ W١١ = ⟨٢١, ٢٢, ٢٣⟩ W١٠ = ⟨۴, ۵, ۶⟩ W٩ = ⟨١۴, ١۵, ١۶/۵⟩

W١۶ = ⟨١١, ١١/۵, ١٢/۵⟩ W١۵ = ⟨٢۵, ٢۶, ٢٧⟩ W١۴ = ⟨٨, ٩, ١٠⟩ W١٣ = ⟨١٧/۵, ١٨/۵, ١٩/۵⟩ 

 W٢٠ = ⟨۴/۵, ۵/۵, ۶/۵⟩ W١٩ = ⟨۴/۵, ۵/۵, ۶⟩ W١٨ = ⟨١٩, ٢٠, ٢١⟩ W١٧ = ⟨۶, ٧, ٨⟩



فازي هاي متغیر و ها وزن با میانه - p مکانیابی مساله . 470

گیري نتیجه 4 . 4
مسایل سازي مدل براي که باشد می مکانیابی نظریه در مهم مسایل از یکی میانه - p مساله که آنجایی از
از است. برخوردار زیادي اهمیت از قطعیت عدم شرایط در مساله این به پرداختن رود، می کار به واقعی دنیاي
ارایه الگوریتمی سپس پرداختیم. فازي متغیرهاي و ها وزن با میانه - p مکانیابی مساله به فصل این در اینرو

آورد. می دست به را فازي بهینه مقدار و فازي جواب که کردیم
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2 . 3 . 4 مثال متناظر فازي هاي وزن :5 . 4 جدول

W٢۴ = ⟨٩, ١٠, ١١⟩ W٢٣ = ⟨١٩, ٢٠, ٢١⟩ W٢٢ = ⟨٩, ١٠, ١١⟩ W٢١ = ⟨٢۶, ٢٧, ٢٨⟩

W٢٨ = ⟨١۴/۵, ١۵, ١۶⟩ W٢٧ = ⟨٢٢, ٢٣, ٢۴⟩ W٢۶ = ⟨٣, ۴, ۴/۵⟩ W٢۵ = ⟨١١, ١٢, ١٣⟩  

W٣٢ = ⟨١۴, ١۵, ١۶⟩ W٣١ = ⟨١٩/۵, ٢٠, ٢١⟩ W٣٠ = ⟨٢٧, ٢٨, ٢٩⟩ W٢٩ = ⟨٧, ٧/۵, ٩⟩

W٣۶ = ⟨٢٩, ٣٠, ٣١⟩ W٣۵ = ⟨١٢, ١٣, ١۴⟩ W٣۴ = ⟨۵, ۶, ٧⟩ W٣٣ = ⟨٩/۵, ١٠, ١١⟩

W۴٠ = ⟨٩, ١٠, ١١⟩ W٣٩ = ⟨۶/۵, ٧/۵, ٨/۵⟩ W٣٨ = ⟨١٣, ١۴, ١۵⟩ W٣٧ = ⟨٢۵, ٢۶, ٢٧⟩  

W۴۴ = ⟨٢١, ٢٢, ٢٣⟩ W۴٣ = ⟨١٢, ١٣, ١۴⟩ W۴٢ = ⟨٧/۵, ٨/۵, ٩/۵⟩ W۴١ = ⟨١٩, ٢٠, ٢١⟩

W۴٨ = ⟨١٠/۵, ١٢, ١٣⟩ W۴٧ = ⟨٣٠/۵, ٣١, ٣٢⟩ W۴۶ = ⟨۶, ٧, ٨⟩ W۴۵ = ⟨١٨, ١٩, ٢٠⟩

W۵٢ = ⟨١٩/۵, ٢٠, ٢١⟩ W۵١ = ⟨٢۴, ٢۵, ٢۶⟩ W۵٠ = ⟨٩/۵, ١٠, ١١⟩ W۴٩ = ⟨٩/۵, ١١, ١٢⟩

W۵۶ = ⟨١۶/۵, ١٧, ١٨⟩ W۵۵ = ⟨۴/۵, ۵, ۵/۵⟩ W۵۴ = ⟨١٢, ١٣, ١۴⟩ W۵٣ = ⟨١٨/۵, ١٩/۵, ٢٠/۵⟩

W۶٠ = ⟨١٠, ١١, ١٢⟩ W۵٩ = ⟨٢۶, ٢٧, ٢٨⟩ W۵٨ = ⟨٧/۵, ٩, ١٠/۵⟩ W۵٧ = ⟨١٩/۵, ٢٠, ٢١⟩

W۶۴ = ⟨٣٠, ٣١, ٣٢⟩ W۶٣ = ⟨١٩, ٢٠, ٢١⟩ W۶٢ = ⟨٢٢, ٢٣, ٢۴⟩ W۶١ = ⟨٨/۵, ٩, ٩/۵⟩  

W۶٨ = ⟨١۴, ١۵, ١۶⟩ W۶٧ = ⟨۴, ۵, ۶⟩ W۶۶ = ⟨١٢, ١٣, ١۴⟩ W۶۵ = ⟨٢٩/۵, ٣٠, ٣١⟩

 W٧٢ = ⟨٢٧/۵, ٢٨/۵, ٢٩⟩ W٧١ = ⟨٢٠, ٢١, ٢٢⟩ W٧٠ = ⟨١٠, ١١, ١٢⟩  W۶٩ = ⟨١۴, ١۵, ١۶⟩

W٧۶ = ⟨٨/۵, ٩, ١٠⟩ W٧۵ = ⟨٣٠, ٣١, ٣٢/۵⟩ W٧۴ = ⟨١۴, ١۵, ١۵/۵⟩ W٧٣ = ⟨٩, ١٠, ١١⟩  

W٨٠ = ⟨٢٠, ٢١, ٢٢⟩ W٧٩ = ⟨١١, ١٢, ١٣⟩ W٧٨ = ⟨۶/۵, ٧, ٨/۵⟩ W٧٧ = ⟨١٩, ٢٠, ٢١⟩

W٨۴ = ⟨٢٣, ٢۴, ٢۵⟩ W٨٣ = ⟨٢۵, ٢۶, ٢٧⟩ W٨٢ = ⟨١۴/۵, ١۵, ١۶/۵⟩ W٨١ = ⟨٨/۵, ٩/۵, ١٠⟩

W٨٨ = ⟨١۴, ١۵, ١۶/۵⟩ W٨٧ = ⟨١۶/۵, ١٧/۵, ١٩⟩ W٨۶ = ⟨٢٠/۵, ١١, ١٢⟩ W٨۵ = ⟨٢٠, ٢١, ٢٢⟩  

W٩٢ = ⟨٩/۵, ٧/۵, ٨⟩ W٩١ = ⟨٩/۵, ١٠/۵, ١١/۵⟩ W٩٠ = ⟨٢٧, ٢٨, ٢٩⟩ W٨٩ = ⟨٣٠, ٣١, ٣٢⟩

W٩۶ = ⟨١٢/۵, ١٣, ١۴⟩ W٩۵ = ⟨٨/۵, ٩/۵, ١٠⟩ W٩۴ = ⟨١٨, ١٩, ٢٠⟩ W٩٣ = ⟨١۶, ١٧, ١٨⟩

W١٠٠ = ⟨٧/۵, ٨/۵, ٩⟩ W٩٩ = ⟨١٨/۵, ١٩, ٢٠⟩ W٩٨ = ⟨٢٨, ٢٩, ٣٠⟩ W٩٧ = ⟨۴, ۵, ۶⟩  
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2 . 3 . 4 مثال در چهارم دهنده سرویس دهی سرویس میزان :6 . 4 جدول

x̃ij = ⟨xij١, xij٢, xij٣⟩ مشتري x̃ij = ⟨xij١, xij٢, xij٣⟩ مشتري x̃ij = ⟨xij١, xij٢, xij٣⟩ مشتري

⟨١٩, ١٩, ٢٠⟩  4 ⟨١۶/۵, ١۶/۵, ١۶/۵⟩ 3 ⟨٩, ٩, ٩/۵⟩ 2

⟨۵/٩۵, ۵/٩۵, ۵/٩۵⟩ 7 ⟨١٨/۵, ١٨/۵, ١٨/۵⟩  6 ⟨٨, ٨, ٨⟩ 5

⟨١١, ١١, ١١⟩  16 ⟨٢۵, ٢۵, ٢۵⟩ 15 ⟨٨, ٨, ٨⟩  14

⟨٠, ٠, ١⟩ 24 ⟨۴/۵, ۴/۵, ۴/۵⟩  20 ⟨۴/۵, ۴/۵, ۴/۵⟩ 19

⟨١۴/۵, ١۴/۵, ١۵/۵⟩  28  ⟨٢٢, ٢٢, ٢٣⟩ 27 ⟨٣, ٣, ٣⟩  26  

⟨۵, ۵, ۶⟩ 34 ⟨٩/۵, ٩/۵, ١٠/۵⟩  33 ⟨٠, ٠, ١⟩ 31

⟨١٨, ١٨, ١٩⟩  45 ⟨٠, ٠, ١⟩ 37 ⟨١٢, ١٢, ١٣⟩  35  

⟨٠, ٠, ١⟩ 49 ⟨٠, ٠, ١⟩  48 ⟨٠, ٠, ١⟩ 46

⟨٠, ٠, ١/۵⟩  58 ⟨٠, ٠, ١⟩ 52 ⟨٩/۵, ٩/۵, ١٠/۵⟩  50

⟨٢٢, ٢٢, ٢٣⟩ 62 ⟨١٠, ١٠, ١١⟩  60 ⟨٢۶, ٢۶, ٢٧⟩ 59

⟨۴, ۴, ۵⟩  67 ⟨٢٩/۵, ٢٩/۵, ٢٩/۵⟩ 65 ⟨١٩, ١٩, ١٩⟩  63  

⟨٢٧/۵, ٢٧/۵, ٢٨⟩ 72 ⟨٠, ٠, ١⟩  71 ⟨١۴, ١۴, ١۵⟩ 68

⟨١٩, ١٩, ١٩⟩  77 ⟨٨/۵, ٨/۵, ٩/۵⟩ 76 ⟨٩, ٩, ١٠⟩  73  

⟨٢٠, ٢٠, ٢٠⟩ 80 ⟨١١, ١١, ١٢⟩   79 ⟨۶/۵, ۶/۵, ٨⟩ 78

⟨١۴, ١۴, ١۵/۵⟩  88 ⟨١۶/۵, ١۶/۵, ١۶/۵⟩ 87 ⟨٠, ٠, ١⟩  84  

⟨٩/۵, ٩/۵, ١٠/۵⟩ 91 ⟨٢٧, ٢٧, ٢٨⟩  90 ⟨٣٠, ٣٠, ٣١⟩ 89

⟨١٢/۵, ١٢/۵, ١٣/۵⟩  96 ⟨١٨, ١٨, ١٩⟩ 94 ⟨۶/۵, ۶/۵, ٧⟩  92  

⟨٠, ٠, ١⟩ 99 ⟨٠, ٠, ١⟩  98 ⟨۴, ۴, ۵⟩ 97
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2 . 3 . 4 مثال در هشتم دهنده سرویس دهی سرویس میزان :7 . 4 جدول

x̃ij = ⟨xij١, xij٢, xij٣⟩ مشتري x̃ij = ⟨xij١, xij٢, xij٣⟩ مشتري x̃ij = ⟨xij١, xij٢, xij٣⟩ مشتري

⟨٠, ٠, ٠/۵⟩  5 ⟨٠, ٠, ٠/۵⟩ 3 ⟨٢٣, ٢٣, ٢۴⟩  1

⟨١٨, ١٨, ١٩⟩ 8 ⟨۵/٠۵, ۵/٠۵, ۵/٠۵⟩  7 ⟨٠, ٠, ١⟩ 6

⟨٠, ٠, ١⟩  16 ⟨٠, ٠, ١⟩ 14 ⟨١۴, ١۴, ١۴⟩  9

⟨٢۶, ٢۶, ٢۶⟩ 21 ⟨٠, ٠, ٠/۵⟩  19 ⟨١٩, ١٩, ٢٠⟩ 18

⟨٧, ٧, ٨/۵⟩  29 ⟨٠, ٠, ٠/۵⟩  26 ⟨٩, ٩, ١٠⟩  22  

⟨۶/۵, ۶/۵, ٧/۵⟩ 39 ⟨١٣, ١٣, ١٣⟩  38 ⟨١۴, ١۴, ١۵⟩ 32

⟨٢۴, ٢۴, ٢۴⟩  51 ⟨٩/۵, ٩/۵, ٩/۵⟩ 49 ⟨١٠/۵, ١٠/۵, ١٠/۵⟩  48

⟨٨/۵, ٨/۵, ٨/۵⟩ 61 ⟨١٨/۵, ١٨/۵, ١٩/۵⟩  53 ⟨١٩/۵, ١٩/۵, ١٩/۵⟩ 52

⟨٠, ٠, ١⟩  65 ⟨٣٠, ٣٠, ٣١⟩ 64 ⟨٠, ٠, ١⟩  63

⟨١۴, ١۴, ١۴/۵⟩ 74 ⟨٢٠, ٢٠, ٢٠⟩  71 ⟨١٢, ١٢, ١٣⟩ 66

⟨١۴/۵, ١۴/۵, ١۶⟩  82 ⟨٠, ٠, ١⟩ 80 ⟨٣٠, ٣٠, ٣٠⟩  75  

⟨١۶, ١۶, ١۶⟩ 93 ⟨٠, ٠, ١⟩  86 ⟨٢۵/۵, ٢۵/۵, ٢۶⟩ 83

⟨١٨/۵, ١٨/۵, ١٨/۵⟩  99 ⟨٢٨, ٢٨, ٢٨⟩ 98 ⟨٨/۵, ٨/۵, ٨/۵⟩  95  

2 . 3 . 4 مثال در دهم دهنده سرویس دهی سرویس میزان :8 . 4 جدول

x̃ij = ⟨xij١, xij٢, xij٣⟩ مشتري x̃ij = ⟨xij١, xij٢, xij٣⟩ مشتري x̃ij = ⟨xij١, xij٢, xij٣⟩ مشتري

⟨٠, ١/۵, ١/۵⟩  6 ⟨٠, ١, ١⟩ 5 ⟨٠, ١, ١⟩ 4

⟨۴, ۴, ۵⟩ 10 ⟨٠, ٠, ١/۵⟩  9 ⟨٠, ٠/۵, ٠/۵⟩ 7
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2 . 3 . 4 مثال در دهم دهنده سرویس دهی سرویس میزان :9 . 4 جدول

x̃ij = ⟨xij١, xij٢, xij٣⟩ مشتري x̃ij = ⟨xij١, xij٢, xij٣⟩ مشتري x̃ij = ⟨xij١, xij٢, xij٣⟩ مشتري

⟨٠, ٠/۵, ٠/۵⟩  16 ⟨٠, ٠, ١⟩ 15 ⟨٢١, ٢١, ٢٢⟩  11

⟨٠, ١, ١⟩ 19 ⟨٠, ١, ١⟩  18 ⟨٠, ١, ١⟩ 17

⟨٠, ١, ١⟩  22 ⟨٠, ١, ١⟩ 21 ⟨٠, ١, ١⟩  20  

⟨٠, ١, ١⟩ 25 ⟨٠, ١, ١⟩ 24 ⟨٠, ١, ١⟩ 23

⟨٠, ٠/۵, ٠/۵⟩  28 ⟨٠, ١, ١⟩ 27 ⟨٠, ١, ١⟩  26  

⟨٠, ٠/۵, ٠/۵⟩ 33 ⟨٠, ١, ١⟩  32 ⟨٠, ١, ١⟩ 30

⟨٢٩, ٢٩, ٢٩⟩  36 ⟨٠, ١, ١⟩ 35 ⟨٠, ١, ١⟩  34  

⟨٠, ١, ١⟩ 39 ⟨٠, ١, ١⟩  38 ⟨٢۵, ٢۵, ٢۵⟩ 37

⟨٠, ١, ١⟩  43 ⟨٠, ١, ١⟩ 41 ⟨٠, ١, ١⟩  40

⟨٠, ٠/۵, ٠/۵⟩ 47 ⟨٠, ١, ١⟩  46 ⟨٠, ١, ١⟩ 45

⟨٠, ١, ١⟩  54 ⟨٠, ١, ١⟩ 53 ⟨٠, ٠/۵, ٠/۵⟩  52

⟨٠, ٠/۵, ٠/۵⟩ 57 ⟨٠, ٠/۵, ٠/۵⟩   56 ⟨٠, ٠/۵, ٠/۵⟩ 55

⟨٠, ١, ١⟩  60 ⟨٠, ١, ١⟩ 59 ⟨٠, ١/۵, ١/۵⟩  58  

⟨٠, ١, ١⟩ 63 ⟨٠, ١, ١⟩  62 ⟨٠, ٠/۵, ٠/۵⟩ 61

⟨٠, ١, ١⟩  66 ⟨٠, ٠/۵, ٠/۵⟩ 65 ⟨٠, ١, ١⟩  64  

⟨٠, ١, ١⟩ 74 ⟨٠, ١, ١⟩  72 ⟨٠, ١, ١⟩ 71

⟨٠, ١, ١⟩  77 ⟨٠, ٠/۵, ٠/۵⟩ 76 ⟨٠, ١, ١⟩  75  

⟨٠, ١, ١⟩ 81 ⟨٠, ١, ١⟩  80 ⟨٠, ٠/۵, ٠/۵⟩ 78

⟨٠, ٠/۵, ٠/۵⟩  86 ⟨٠, ٠/۵, ٠/۵⟩ 83 ⟨٠, ٠/۵, ٠/۵⟩  82  
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2 . 3 . 4 مثال در دهم دهنده سرویس دهی سرویس میزان :10 . 4 جدول

x̃ij = ⟨xij١, xij٢, xij٣⟩ مشتري x̃ij = ⟨xij١, xij٢, xij٣⟩ مشتري x̃ij = ⟨xij١, xij٢, xij٣⟩ مشتري

⟨٠, ١, ١⟩ 89 ⟨٠, ١, ١⟩  88 ⟨٠, ١, ١⟩ 87

⟨٠, ١, ١⟩  92 ⟨٠, ١, ١⟩ 91 ⟨٠, ١, ١⟩  90

⟨٠, ١, ١⟩ 95 ⟨٠, ١, ١⟩   94 ⟨٠, ١, ١⟩ 93

⟨٠, ١, ١⟩  98 ⟨٠, ١, ١⟩ 97 ⟨٠, ٠/۵, ٠/۵⟩  96  

2 . 3 . 4 مثال در سوم و بیست دهنده سرویس دهی سرویس میزان :11 . 4 جدول

x̃ij = ⟨xij١, xij٢, xij٣⟩ مشتري x̃ij = ⟨xij١, xij٢, xij٣⟩ مشتري x̃ij = ⟨xij١, xij٢, xij٣⟩ مشتري

⟨٠, ١, ١⟩  2 ⟨٠, ١, ١⟩ 2 ⟨٠, ١, ١⟩  1

⟨٠, ١, ١⟩ 9 ⟨٠, ١, ١⟩  8 ⟨٠, ١, ١⟩ 3

⟨٠, ١, ١⟩  12 ⟨٠, ١, ١⟩ 11 ⟨٠, ١, ١⟩  10

⟨٠, ١, ١⟩ 15 ⟨٠, ١, ١⟩  14 ⟨٠, ١, ١⟩ 13

⟨١٩, ١٩, ٢٠⟩  23 ⟨٠, ٠, ١⟩ 21 ⟨٠, ٠, ٠/١٢۶⟩  17

⟨٠, ١, ١⟩ 26 ⟨١١, ١١, ١٢⟩  25 ⟨٩, ٩, ٩⟩ 24

⟨٠, ١, ١⟩  36 ⟨٠, ٠/۵, ٠/۵⟩ 31 ⟨٠, ٠/۵, ٠/۵⟩  29  

⟨٠, ١, ١⟩ 44 ⟨٠, ١, ١⟩  42 ⟨٠, ١, ١⟩ 37

⟨٠, ٠/۵, ٠/۵⟩  50 ⟨٠, ١/۵, ١/۵⟩ 49 ⟨٠, ١/۵, ١/۵⟩  48  

⟨٠, ١, ١⟩ 68 ⟨٠, ١, ١⟩  67 ⟨٠, ١, ١⟩ 51

⟨٠, ١, ١⟩  70 ⟨٠, ٠/۵, ٠/۵⟩ 61 ⟨٠, ١, ١⟩  69  
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2 . 3 . 4 مثال در سوم و بیست دهنده سرویس دهی سرویس میزان :12 . 4 جدول

x̃ij = ⟨xij١, xij٢, xij٣⟩ مشتري x̃ij = ⟨xij١, xij٢, xij٣⟩ مشتري x̃ij = ⟨xij١, xij٢, xij٣⟩ مشتري

⟨٠, ١, ١⟩ 79 ⟨٠, ٠, ١/۵⟩  75 ⟨٠, ١, ١⟩ 73

⟨٠, ٠/۵, ٠/۵⟩  99 ⟨٠, ١, ١⟩ 85 ⟨٠, ١, ١⟩  84  

⟨٠, ١, ١⟩ 100

2 . 3 . 4 مثال در دوم و چهل دهنده سرویس دهی سرویس میزان :13 . 4 جدول

x̃ij = ⟨xij١, xij٢, xij٣⟩ مشتري x̃ij = ⟨xij١, xij٢, xij٣⟩ مشتري x̃ij = ⟨xij١, xij٢, xij٣⟩ مشتري

⟨١٧/۵, ١٧/۵, ١٨/۵⟩  13 ⟨٢١, ٢١, ٢١⟩ 12 ⟨٠, ٠, ٠/۵⟩ 7

⟨٠, ١, ١⟩ 9 ⟨٠, ١, ١⟩  8 ⟨۶, ۶, ۶/٨٧۴⟩ 17

⟨١٩/۵, ١٩/۵, ١٩/۵⟩  31 ⟨٢٧, ٢٧, ٢٨⟩ 30 ⟨٠, ٠, ١⟩  20  

⟨٩, ٩, ١٠⟩ 40 ⟨٠, ٠, ١⟩  38 ⟨٠, ٠, ١⟩ 36

⟨١٢, ١٢, ١٣⟩  43 ⟨٧/۵, ٧/۵, ٨/۵⟩ 42 ⟨١٩, ١٩, ٢٠⟩  41  

⟨٣٠/۵, ٣٠/۵, ٣١/۵⟩ 47 ⟨۶, ۶, ۶⟩  46 ⟨٢١, ٢١, ٢٢⟩ 44

⟨۴/۵, ۴/۵, ۵⟩  55 ⟨١٢, ١٢, ١٣⟩ 54 ⟨٠, ٠, ١⟩  51  

⟨٧/۵, ٧/۵, ٧/۵⟩ 58 ⟨١٩/۵, ١٩/۵, ٢٠⟩  57 ⟨١۶/۵, ١۶/۵, ١٧/۵⟩ 56

⟨١٠, ١٠, ١١⟩  70 ⟨١۴, ١۴, ١۵⟩ 69 ⟨٠, ٠, ٠/۵⟩  61  

⟨٢٣, ٢٣, ٢٣⟩ 84 ⟨٨/۵, ٨/۵, ٩⟩  81 ⟨٠, ٠, ١⟩ 77

⟨٠, ٠, ١/۵⟩  87 ⟨١٠/۵, ١٠/۵, ١٠/۵⟩ 86 ⟨٢٠, ٢٠, ٢١⟩  85  

⟨٠, ٠, ٠/۵⟩  95 ⟨٠, ٠, ١⟩ 93



5 فصل
فازي درخت روي میانه دو و میانه یک مساله

براي را وزنی اکثریت الگوریتم و پرداخت خواهیم فازي درخت روي میانه دو و میانه یک مساله به فصل این در
با را فازي اعداد باید مقدار، کمترین تعیین جهت الگوریتم این در که آنجایی از کرد. خواهیم ارایه آن حل
رتبه اندیس یک ابتدا در اینرو از هستیم. کارا و مناسب بندي رتبه تابع یک نیازمند کنیم، مقایسه یکدیگر
باشد. می فازي اعداد انواع همه مقایسه به قادر که کرد خواهیم ارایه کم محاسباتی پیچیدگی با خطی بندي
میانه دو مکان تعیین براي را الگوریتم این نهایت در کرد. خواهیم ارایه را فازي وزنی اکثریت الگوریتم سپس

داد. خواهیم توسعه فازي درخت

NR بندي رتبه اندیس 1 . 5
بسیاري محققین کنون تا اینرو از باشد. می سازي بهینه مسایل از بسیاري در مهم روشی فازي اعداد بندي رتبه
،101 ،100 ،71 ،65 ،27] کردند ارایه فازي اعداد بندي رتبه براي مختلفی هاي روش و پرداخته زمینه این به
می آنها جمله از که دارند زیادي معایب ها روش این از بسیاري که حالی در ببینید. را 5 . 2 . 2 بخش .[104
فازي اعداد درست مقایسه عدم و متمایز فازي اعداد مقایسه در ناتوانی بندي، رتبه تابع نبودن خطی به توان
کرد خواهیم ارایه تر کم محاسباتی پیچیدگی با خطی بندي رتبه روش یک ما اینرو از نمود. اشاره یافته تعمیم
یافته تعمیم مثلثی فازي اعداد است قادر ما روش است. نرفته کار به رادیکالی و انتگرالی عملگر هیچ آن در که
روش توسط شده ارایه نتایج مشابه جدید بندي رتبه تابع این از حاصل نتیجه و کند مرتب دقت بهترین با را
آن آنگاه باشند داشته یکسان ارزش فازي عدد دو روش این اساس بر اگر همچنین است. پیشین مشهور هاي
مختلف یافته تعمیم مثلثی فازي اعداد خوبی به که است قادر روش این یعنی برابرند. یکدیگر با فازي عدد دو
یکدیگر با فازي اعداد خوبی به را حقیقی اعداد که است قادر جدید شده ارایه روش دهد. تشخیص یکدیگر از را
همیشه و باشد می ها آن معکوس و یافته تعمیم مثلثی فازي اعداد مقایسه به قادر ساده روش این کند. مقایسه

کرد. خواهیم معرفی را مان پیشنهادي بندي رتبه تابع ادامه در کند. می تضمین را درست بندي رتبه
Ã = ⟨al, am, au;wÃ⟩ یافته تعمیم مثلثی فازي عدد هر ثقل مرکز [126] همکاران و وانگ مطالعات اساس بر

شود می محاسبه زیر صورت به

GÃ = (xÃ, yÃ) = (
al + am + au

٣ ,
wÃ

٣ ) (1 . 5)
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،al پارامترهاي اساس بر یافته تعمیم مثلثی فازي اعدد ثقل مرکز که شود می نتیجه (1 . 5) رابطه از وضوح به
معرفی زیر صورت به R۴ فضاي در جدیدي بندي رتبه اندیس ما بنابراین شود. می محاسبه wÃ و au ،am

کنیم می

NR(Ã) = (
al + am + au

٣ , am,
ψÃ.(au − al)

٢ ,
ψÃ.(wÃ − ١)

٣ ) ∈ R۴ (2 . 5)

شود. می تعریف زیر صورت به ψ(.) علامت تابع آن در که

شود می تعریف زیر صورت به ψ : Γ −→ {−١, ١} علامت تابع .1 . 1 . 5 تعریف

∀ Ã ∈ Γ : ψÃ =

١ al + am + au ≥ ٠ اگر
−١ al + am + au < ٠ اگر

یافته تعمیم مثلثی فازي عدد دو B̃ = ⟨bl, bm, bu;wB̃⟩ و Ã = ⟨al, am, au;wÃ⟩ کنید فرض حال
شوند می مقایسه یکدیگر با زیر صورت به B̃ و Ã فازي عدد دو NR اندیس اساس بر باشند.

Ã ⪯ B̃ اگر تنها و اگر NR(Ã) <L NR(B̃)

است. شده تعریف دوم فصل در که الفبایی ترتیب از است عبارت <L نماد که
فازي اعداد همه که است قادر پیشنهادي روش بنابراین .[95] باشد می R۴ در کامل ترتیب یک الفبایی ترتیب
کردند ارایه مثلثی تقریب عملگر یک [66] همکاران و جین اخیرا کند. مقایسه یکدیگر با را یافته تعمیم مثلثی
ما روش بنابراین زند. می تقریب مثلثی فازي عدد یک با را فازي عدد هر ثقل مرکز مهم اندیس اساس بر که
نه ما روش که است ذکر به لازم کند. مقایسه یکدیگر با را فازي اعداد مختلف انواع همه که بود خواهد قادر

است. ساده بسیار محاسباتی نظر از بلکه است یکسان یافته تعمیم مثلثی فازي اعداد مقایسه به قادر تنها
مقایسه با سپس شود. می نظیر حقیقی عدد یک فازي عدد هر به پیشین موجود هاي روش از بسیاري در
از بسیاري ها روش این اساس بر که حالی در کنند. می مقایسه یکدیگر با را فازي اعداد متناظر حقیقی اعداد
فازي عدد هر به مهم اطلاعات این حفظ براي جدید روش در ما اینرو از رفت. خواهد دست از مهم اطلاعات
مرکز از است متشکل NR چهارتایی اندیس کنیم. می نظیر را R۴ فضاي در NR چهارتایی اندیس یک
محاسبه قابل راحتی به که یافته تعمیم مثلثی فازي عدد ارتفاع و گاه تکیه مجموعه طول نصف مرکز، ثقل،
به یافته تعمیم مثلثی فازي عدد هر براي NR چهارتایی اندیس کنید می ملاحظه که طور همان باشند. می
روش رغم علی است. محاسبه قابل غیره و رادیکال و انتگرال همچون پیچیده عملگرهاي به نیاز بدون و سادگی
مثلثی فازي عدد دو NR چهارتایی هاي اندیس اگر که داد خواهیم نشان بعد قضیه در پیشین موجود هاي

برابرند. هم با یافته تعمیم مثلثی فازي عدد دو آن آنگاه باشند برابر یکدیگر با یافته تعمیم

تعمیم مثلثی فازي عدد دو B̃ = ⟨bl, bm, bu;wB̃⟩ و Ã = ⟨al, am, au;wÃ⟩ کنید فرض .2 . 1 . 5 قضیه
.NR(Ã) = NR(B̃) اگر تنها و اگر Ã = B̃ آنگاه باشند. یافته

یکدیگر با B̃ = ⟨bl, bm, bu;wB̃⟩ و Ã = ⟨al, am, au;wÃ⟩ یافته تعمیم مثلثی فازي عدد دو اگر برهان.
.NR(Ã) = NR(B̃) که است بدیهی باشند برابر
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بنابراین .NR(Ã) = NR(B̃) کنید فرض حال
al + am + au

٣ =
bl + bm + bu

٣
NR(Ã) = NR(B̃) که آنجایی از .ψÃ = ψB̃ که شود می نتیجه 1 . 1 . 5 تعریف و بالا رابطه از استفاده با

داریم

al + am + au
٣ =

bl + bm + bu
٣ ,

am = bm,

ψÃ.(au − al)

٢ =
ψB̃.(bu − bl)

٢ ,

ψÃ.(wÃ − ١)
٣ =

ψB̃.(wB̃ − ١)
٣

.Ã = B̃ دهد می نتیجه این که .wÃ = wB̃ و au = bu ، al = bl بنابراین

کرد. خواهیم اثبات و بیان را پیشنهادي روش مهم هاي ویژگی از برخی ادامه در

آنگاه: باشد. دلخواه یافته تعمیم مثلثی فازي عدد یک Ã = ⟨al, am, au;wÃ⟩ کنید فرض .3 . 1 . 5 خاصیت

NR(−Ã) = (−al + am + au
٣ ,−am,−

ψÃ.(au − al)

٢ ,−ψÃ.(wÃ − ١)
٣ ) ∈ R۴ = −NR(Ã)

داریم (2 . 5) رابطه در NR اندیس تعریف از استفاده با برهان.

NR(−Ã) = (
(−al) + (−am) + (−au)

٣ ,−am,
ψ−Ã.((−au)− (−al))

٢ ,
ψ−Ã.(w−Ã − ١)

٣ )

شود می نتیجه 20 . 2 . 2 نکته و 1 . 1 . 5 تعریف اساس بر

ψ−Ã = −ψÃ

w−Ã = wÃ

داریم اینرو از

NR(−Ã) = (−al + am + au
٣ ,−am,−

ψÃ.(au − al)

٢ ,−ψÃ.(wÃ − ١)
٣ ) = −NR(Ã)

.−B̃ ⪯ −Ã آنگاه .Ã ⪯ B̃ که باشند یافته تعمیم مثلثی فازي عدد دو B̃ و Ã کنید فرض .4 . 1 . 5 خاصیت

خاصیت از استفاده با است. اثبات قابل سادگی به 3 . 1 . 5 خاصیت و (2 . 5) رابطه از استفاده با مطلب این برهان.
را شان قرینه و مثلثی فازي اعداد بین منطقی ترتیب ما پیشنهادي روش که شود می نتیجه سادگی به 3 . 1 . 5

کند. می تضمین همیشه
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است برقرار زیر هاي ویژگی باشد. Γ از دلخواه متناهی اي مجموعه زیر Υ کنید فرض .5 . 1 . 5 خاصیت

،Ã ⪯ Ã آنگاه ،Ã ∈ Υ هر ازاي به . 1

،Ã = B̃ آنگاه Ã ⪰ B̃ و Ã ⪯ B̃ اگر ،(Ã, B̃) ∈ Υ٢ هر ازاي به . 2

.Ã ⪯ C̃ آنگاه B̃ ⪯ C̃ و Ã ⪯ B̃ اگر ،(Ã, B̃, C̃) ∈ Υ٣ هر ازاي به . 3

رابطه دهیم می نشان حال شوند. می نتیجه سادگی به (2) و (1) روابط الفبایی ترتیب از استفاده با برهان.
است برقرار (3)

داریم الفبایی ترتیب اساس بر B̃ ⪯ C̃ که آنجایی از

(i)
bl + bm + bu

٣ <
cl + cm + cu

٣
(ii)

bl + bm + bu
٣ =

cl + cm + cu
٣

bm < cm

(iii)
bl + bm + bu

٣ =
cl + cm + cu

٣
bm = cm
ψB̃.(bu − bl)

٢ <
ψC̃ .(cu − cl)

٢
(iv)

bl + bm + bu
٣ =

cl + cm + cu
٣

bm = cm
ψB̃.(bu − bl)

٢ =
ψC̃ .(cu − cl)

٢
ψB̃.(wB̃ − ١)

٣ <
ψC̃ .(wC̃ − ١)

٣
آنگاه: Ã ⪯ B̃ چون طرفی از .bl + bm + bu

٣ <
cl + cm + cu

٣ کنید فرض حال

al + am + au
٣ <

bl + bm + bu
٣

یا
al + am + au

٣ =
bl + bm + bu

٣
بنابراین

al + am + au
٣ ≤ bl + bm + bu

٣ <
cl + cm + cu

٣
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.Ã ⪯ C̃ نتیجه در
کرد. اثبات را حکم قبل مشابه و سادگی به توان می نیز دیگر حالت سه از یک هر براي

آنگاه al > bu اگر .(Ã, B̃) ∈ Υ٢ و باشد Γ از متناهی اي مجموعه زیر Υ کنید فرض .6 . 1 . 5 خاصیت
.Ã ⪰ B̃ شود می نتیجه

داریم 19 . 2 . 2 تعریف اساس بر برهان.

au ≥ am ≥ al = infsupp(Ã) > supsupp(B̃) = bu ≥ bm ≥ bl

بنابراین
al + am + au

٣ >
bl + bm + bu

٣
.Ã ≻ B̃ که شود می نتیجه الفبایی ترتیب از استفاده با حال

، Ã که کنید فرض باشند. Γ مجموعه به متعلق ،B̃ ⊕ C̃ و Ã⊕ C̃ ،C̃ ،B̃ ،Ã کنید فرض .7 . 1 . 5 خاصیت
.Ã⊕ C̃ ⪰ B̃ ⊕ C̃ آنگاه .Ã ⪰ B̃ و باشند یکسان علامت تابع داراي C̃ و B̃

است برقرار زیر موارد از یکی الفبایی ترتیب اساس بر ،Ã ⪰ B̃ که آنجایی از برهان.

(i)
al + am + au

٣ >
bl + bm + bu

٣
(ii)

al + am + au
٣ =

bl + bm + bu
٣

am > bm

(iii)
al + am + au

٣ =
bl + bm + bu

٣
am = bm
ψÃ · (au − al)

٢ >
ψB̃ · (bu − bl)

٢
(iv)

al + am + au
٣ =

bl + bm + bu
٣

am = bm
ψÃ · (au − al)

٢ =
ψB̃ · (bu − bl)

٢
ψÃ · (wÃ − ١)

٣ >
ψB̃ · (wB̃ − ١)

٣
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است. اثبات قابل سادگی به نیز موارد بقیه است. برقرار حکم که دهیم می نشان (iii) و (i) هاي حالت براي
کنید فرض ابتدا

al + am + au
٣ >

bl + bm + bu
٣

شود می نتیجه نامساوي این طرفین به cl + cm + cu
٣ عبارت کردن اضافه با

al + am + au + cl + cm + cu
٣ >

bl + bm + bu + cl + cm + cu
٣

(iii) رابطه کنید فرض حال .Ã⊕ C̃ ⪰ B̃ ⊕ C̃ که شود می نتیجه 37 . 2 . 2 تعریف و (2 . 5) رابطه اساس بر
یعنی باشد. برقرار

al + am + au
٣ =

bl + bm + bu
٣

am = bm
ψÃ · (au − al)

٢ >
ψB̃ · (bu − bl)

٢
شود می نتیجه 37 . 2 . 2 تعریف اساس بر هستند علامت هم C̃ و B̃ ،Ã که آنجایی از

ψÃ⊕C̃ = ψB̃⊕C̃ = ψÃ = ψB̃

داریم بنابراین

ψÃ⊕C̃ · (au − al)

٢ >
ψB̃⊕C̃ · (bu − bl)

٢ (3 . 5)

داریم (3 . 5) نامساوي طرفین به ψB̃⊕C̃ · (cu − cl)

٢ عبارت کردن اضافه با حال

ψÃ⊕C̃ · (au + cu − al − cl)

٢ >
ψB̃⊕C̃ · (bu + cu − bl − cl)

٢
.Ã⊕ C̃ ⪰ B̃ ⊕ C̃ که شود می نتیجه 37 . 2 . 2 تعریف و (2 . 5) رابطه از استفاده با

و علامت هم مثلثی فازي عدد دو B̃ = ⟨bl, bm, bu⟩ و Ã = ⟨al, am, au⟩ کنید فرض .8 . 1 . 5 خاصیت
یعنی است. خطی شده ارایه بندي رتبه تابع .k ∈ R

NR(k · Ã⊕ B̃) = k ·NR(Ã) +NR(B̃)

داریم 37 . 2 . 2 تعریف از استفاده با برهان.

k · Ã⊕ B̃ = ⟨kal + bl, kam + bm, kau + bu⟩
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که شود می نتیجه (2 . 5) رابطه از همچنین

NR(k · Ã⊕ B̃) =

(
kal + bl + kam + bm + kau + bu

٣ , kam + bm,
ψk·Ã⊕B̃.(kau + bu − kal − bl)

٣ , ٠)
= (

k(al + am + au)

٣ , kam,
ψk·Ã⊕B̃.k(au − al)

٣ , ٠)
+ (

bl + bm + bu
٣ , bm,

ψk·Ã⊕B̃.(bu − bl)

٣ , ٠)
= k(

al + am + au
٣ , am,

ψk·Ã⊕B̃ · (au − al)

٣ , ٠)
+ (

bl + bm + bu
٣ , bm,

ψk·Ã⊕B̃.(bu − bl)

٣ , ٠)

(4 . 5)

شود می نتیجه 37 . 2 . 2 تعریف از استفاده با و k ∈ R و هستند علامت هم B̃ و Ã که آنجایی از
داریم (4 . 5) رابطه در جایگذاري با حال .ψk·Ã⊕B̃ = ψÃ = ψB̃

NR(k · Ã⊕ B̃) = k(
al + am + au

٣ , am,
ψÃ · (au − al)

٣ , ٠)

+(
bl + bm + bu

٣ , bm,
ψB̃.(bu − bl)

٣ , ٠) = k ·NR(Ã) +NR(B̃)

روش بیشتر حالیکه در است. خطی بندي رتبه یک ما پیشنهادي بندي رتبه که دادیم نشان اخیر اثبات با
نیازمند بزرگ سایز با مسایل در خطی بندي رتبه از استفاده دیگر طرفی از ندارند. را خاصیت این موجود هاي
[98 ،42] فازي سیمپلکس همچون هایی روش و واقعی مسایل از برخی در همچنین است. کمتري محاسبات

است. استفاده قابل خطی بندي رتبه فقط

فازي هاي الگوریتم 2 . 5
1 فصل در که کرد ارایه را وزنی اکثریت الگوریتم [89] گلدمن درخت، روي میانه یک کلاسیک مساله براي
آن براي الگوریتمی و گرفته نظر در فازي درخت روي را میانه یک مساله ابتدا بخش این در است. شده بیان

داد. خواهیم توسعه فازي درخت روي میانه دو یافتن جهت را الگوریتم این سپس کرد. خواهیم ارایه
نرمال مثلثی فازي اعداد مشتریان تقاضاهاي که کنید فرض حال بگیرید. نظر در را X = (V,E) درخت
به دهیم. می نشان X̃ نماد با را فازي درخت حالت این در باشد. w̃(v) فازي عدد v راس وزن یعنی باشند.

دهید قرار X̃ از X̃ ′ درخت زیر هر ازاي
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f̃(y) =
∑
x∈X̃

w̃(x)d(x, y)

f̃(y, X̃ ′) =
∑
x∈X̃′

w̃(x)d(x, y)

W̃ (X̃ ′) =
∑
x∈X̃′

w̃(x)

و 2 . 5 . 1 ،1 . 5 . 1 لم سه که داد خواهیم نشان ابتدا ادامه در دهیم. نشان m با را میانه که کنید فرض همچنین
وزنی اکثریت الگوریتم سپس است. برقرار نیز باشند فازي مقادیري مشتریان تقاضاهاي که حالتی براي 3 . 5 . 1

کرد. خواهیم ارایه را فازي

s ∈ S̃ که باشد X̃ فازي درخت از (vs, vt) یال حذف از حاصل درخت زیر دو T̃ و S̃ کنید فرض .1 . 2 . 5 لم
.m ∈ S̃ اگر تنها و اگر W̃ (S̃) ≥ W̃ (T̃ ) آنگاه .t ∈ T̃ ،

کنیم ثابت که است کافی باشد. T̃ درخت زیر در دلخواه راسی y و W̃ (S̃) ⪰ W̃ (T̃ ) کنید فرض برهان.
داریم آنگاه بگیرید. نظر در را 1 . 5 قسمت در شده تعریف NR اندیس منظور بدین .f̃(y) ⪰ f̃(s)

NR(f̃(y)) = NR
(
f̃(y, T̃ )⊕ f̃(y, S̃)

)
= NR

f̃(y, T̃ )⊕∑
x∈S̃

w̃(x)d(x, y)


= NR

f̃(y, T̃ )⊕∑
x∈S̃

w̃(x)[d(x, s) + d(s, y)]


= NR

f̃(y, T̃ )⊕ d(s, y)W̃ (S̃)⊕
∑
x∈S̃

w̃(x)d(x, s)


= NR(f̃(y, T̃ )) + d(s, y)NR(W̃ (S̃)) +NR

∑
x∈S̃

w̃(x)d(x, s)


بنابراین .NR(W̃ (S̃)) ≥ NR(W̃ (T̃ )) شود می نتیجه ،W̃ (S̃) ⪰ W̃ (T̃ ) که آنجایی از

NR(f̃(y)) ≥ NR(f̃(y, T̃ )) + d(s, y)NR(W̃ (T̃ )) +NR

∑
x∈S̃

w̃(x)d(x, s)


= NR

f̃(y, T̃ )⊕ d(s, y)W̃ (T̃ )⊕
∑
x∈S̃

w̃(x)d(x, s)


= NR

∑
x∈T̃

w̃(x)d(y, x)⊕
∑
x∈S̃

w̃(x)d(s, y)⊕ f̃(s, S̃)
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= NR

∑
x∈T̃

w̃(x) [d(s, y) + d(y, x)]⊕ f̃(s, S̃)


≥ NR

∑
x∈T̃

w̃(x)d(s, x)⊕ f̃(s, S̃)


= NR

(
f̃(s, T̃ )⊕ f̃(s, S̃)

)
= NR

(
f̃(s)

)
شود. واقع T درخت زیر در تواند نمی میانه یعنی .f̃(y) ⪰ f̃(s) که معناست بدین این و  

از دلخواهی راس y که کنید فرض همچنین  .W̃ (S̃) ≺ W̃ (T̃ ) و m ∈ S کنید فرض عکس به حال
آنگاه:   باشد. S̃ درخت زیر

NR(f̃(y)) = NR
(
f̃(y, S̃)⊕ f̃(y, T̃ )

)
= NR

f̃(y, S̃)⊕∑
x∈T̃

w̃(x)d(y, x)


= NR

f̃(y, S̃)⊕∑
x∈T̃

w̃(x)[d(y, t) + d(t, x)]


= NR

f̃(y, S̃)⊕ d(y, t)W̃ (T̃ )⊕
∑
x∈T̃

w̃(x)d(t, x)


= NR(f̃(y, S̃)) + d(y, t)NR(W̃ (T̃ )) +NR

∑
x∈T̃

w̃(x)d(t, x)


داریم بنابراین .NR(W̃ (S̃)) < NR(W̃ (T̃ )) شود می نتیجه W̃ (S̃) ≺ W̃ (T̃ ) که آنجایی از

NR(f̃(y)) > NR(f̃(y, S̃)) + d(y, t)NR(W̃ (S̃)) +NR(
∑
x∈T̃

w̃(x)d(t, x))

= NR

f̃(y, S̃)⊕ d(y, t)W̃ (S̃)⊕
∑
x∈T̃

w̃(x)d(t, x)


= NR

∑
x∈S̃

w̃(x)d(x, y)⊕
∑
x∈S̃

w̃(x)d(y, t)⊕
∑
x∈T̃

w̃(x)d(t, x)


= NR

∑
x∈S̃

w̃(x) [d(x, y) + d(y, t)]⊕ f̃(t, T̃ )


≥ NR

∑
x∈S̃

w̃(x)d(x, t)⊕ f̃(t, T̃ )


= NR

(
f̃(t, S̃) + f̃(t, T̃ )

)
= NR(f̃(t))
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شود می نتیجه بنابراین است. مساله فرض با مغایر که ندارد قرار S̃ درخت زیر در m که معناست بدین این
.W̃ (S̃) ⪰ W̃ (T̃ )

همچنین باشد. X̃ فازي درخت از (vs, vt) یال حذف از حاصل درخت زیر دو T̃ و S̃ کنید فرض .2 . 2 . 5 لم
میانه یک یافتن با است معادل X̃ درخت روي میانه یک یافتن مساله آنگاه .W̃ (S̃) ⪰ W̃ (T̃ ) کنید فرض
 .w̃(s)⊕ W̃ (T̃ ) با s راس وزن آن در که است S̃ فازي درخت زیر همان ÑS آن در که ÑS درخت زیر روي

است. شده جایگزین

 

مساله که دهیم می نشان حال دارد. قرار S̃ درخت زیر در میانه که شود می نتیجه ،1 . 2 . 5 لم اساس بر برهان.
ها راس وزن آن در که ÑS درخت زیر روي میانه یک یافتن با است معادل X̃ درخت روي میانه یک یافتن

است. شده اصلاح شد بیان بالا در که آنگونه
داریم y ∈ S̃ هر براي شود. داده نمایش f̃ ′ با Ñs درخت زیر هدف تابع کنید فرض

NR(f̃(y)) = NR
(
f̃(y, T̃ )⊕ f̃(y, S̃ − {s})⊕ w̃(s)d(y, s)

)
= NR

∑
x∈T̃

w̃(x)d(y, x)⊕ f̃(y, S̃ − {s})⊕ w̃(s)d(y, s)


= NR

∑
x∈T̃

w̃(x) [d(y, s) + d(s, x)]⊕ f̃(y, S̃ − {s})⊕ w̃(s)d(y, s)


= NR

(
d(y, s)W̃ (T̃ )⊕ f̃(s, T̃ )⊕ f̃(y, S̃ − {s})⊕ w̃(s)d(y, s)

)
= NR

([
W̃ (T̃ )⊕ w̃(s)

]
d(y, s)⊕ f̃(s, T̃ )⊕ f̃(y, S̃ − {s})

)
= NR

(
f̃

′
(y)⊕ f̃(s, T̃ )

)
بنابراین  

min
y∈S̃

(
NR(f̃(y))

)
= min

y∈S̃

(
NR(f̃

′
(y) + f̃(s, T̃ ))

)
دیگر عبارت به

m̃iny∈S̃(f̃(y)) = m̃iny∈S̃(f̃
′
(y)) + f̃(s, T̃ )

درخت زیر روي میانه یک یافتن با است معادل X̃ درخت روي میانه یک یافتن که شود می نتیجه این از و
است. شده جایگزین  .w̃(s)⊕ W̃ (T̃ ) با s راس وزن آن در که ÑS

باشد رئوس همه هاي وزن مجموع نصف از بیشتر X̃ فازي (گراف) درخت یک از راسی وزن اگر .3 . 2 . 5 لم
باشد. می X̃ فازي درخت میانه راس آن آنگاه
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کنید فرض کلیت دادن دست از بدون و بگیرید نظر در را v١, v٢, · · · , vn راس n با X̃ درخت برهان.

w̃(v١) ⪰
∑n

j=١ w̃(vj)
٢ (5 . 5)

مجاور هاي راس از یکی vr کنید فرض ادعا این اثبات براي است. X̃ درخت میانه v١ راس که کنیم می ادعا
فرض همچنین رسید. خواهیم v′١ جدید نقطه به δ اندازه به vr راس جهت در v١ راس از حرکت با باشد. v١
برابر جدید نقطه ازاي به هدف تابع باشند. (v١, vr) یال حذف از حاصل هاي درخت زیر X̃vr و X̃v١ کنید

با است

NR
(
f̃(v′١)

)
= NR

(
n∑

j=١
w̃(vj)d(vj, v

′١)

)

= NR

 ∑
vj∈X̃v١

w̃(vj)d(vj, v
′١)⊕

∑
vj∈X̃vr

w̃(vj)d(vj, v
′١)


= NR

 ∑
vj∈X̃v١

w̃(vj)[d(vj, v١) + δ]⊕
∑

vj∈X̃vr

w̃(vj)[d(vj, v١)− δ]


= NR

 ∑
vj∈X̃v١

w̃(vj)d(vj, v١)⊕
∑

vj∈X̃vr

w̃(vj)d(vj, v١)⊕ δ[
∑

vj∈X̃v١

w̃(vj)⊖
∑

vj∈X̃vr

w̃(vj)]


= NR

f̃(v١)⊕ δ[
∑

vj∈X̃v١

w̃(vj)⊖
∑

vj∈X̃vr

w̃(vj)]


= NR

(
f̃(v١)

)
+ δNR

 ∑
vj∈X̃v١

w̃(vj)⊖
∑

vj∈X̃vr

w̃(vj)


= NR

(
f̃(v١)

)
+ δ

NR
 ∑

vj∈X̃v١

w̃(vj)

−NR

 ∑
vj∈X̃vr

w̃(vj)


(6 . 5)

داریم طرفی از

NR

 ∑
vj∈X̃v١

w̃(vj)

 > NR (w̃(v١)) ≥ NR

(
W̃ (X̃)

٢
)

= NR

(
W̃ (X̃v١)

٢
)

+NR

(
W̃ (X̃vr)

٢
)

(7 . 5)
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که شود می نتیجه وضوح به (7 . 5) رابطه از

NR

 ∑
vj∈X̃v١

w̃(vj)

 > NR

 ∑
vj∈X̃vr

w̃(vj)

 (8 . 5)

شود می نتیجه (6 . 5) در (8 . 5) جایگذاري با حال

NR
(
f̃(v′١)

)
≥ NR

(
f̃(v١)

)
بنابراین:

f̃(v′١) ⪰ f̃(v١)

میانه v١ بنابراین یافت. نخواهیم دست بهتري مقدار به جهتی هر در v١ راس از حرکت با که معناست بدان این
باشد. می

هستند مثلثی فازي اعداد ها وزن که حالتی براي 3 . 5 . 1 و 1 . 5 . 1 ، 2 . 5 . 1 لم سه که دادیم نشان اینجا تا
کرد. ارایه زیر صورت به فازي هاي وزن با X̃ درخت براي را فازي اکثریت الگوریتم توان می حال است. برقرار نیز

فازي  میانه یک  الگوریتم

باشد. می میانه راس همان کنید. توقف باشد داشته راس یک فقط X̃ درخت اگر اول. گام
اگر بگیرید. نظر در را vi دلخواه یک) درجه با (راسی انتهایی راس دوم.   گام

NR (w̃(vi)) ≥ NR

(∑
vj∈X̃ w̃(vj)

٢
)

رتبه تابع همان NR اندیس که است ذکر به لازم بروید. سوم گام به صورت این غیر در بروید. چهارم گام به
کردیم. ارایه قبل قسمت در که است بندي

اصلاح [vi, vk] یال و vi راس حذف با را X̃ درخت باشد. vi با مجاور راس vk کنید فرض سوم.  گام
برگردید. اول گام به سپس .w̃(vk) = w̃(vk) + w̃(vi) دهید قرار و کنید

است. میانه vi راس کنید. توقف چهارم. گام
ارایه فازي الگوریتم توان می بگیرید. نظر در را فازي تقاضاهاي با درخت روي میانه دو یافتن مساله حال
همانند الگوریتم این اساس بیابد. را فازي هاي وزن با X̃ درخت میانه دو که دهیم توسعه اي گونه به را شده

است. زیر صورت به الگوریتم این هاي گام است. یال حذف روش از استفاده قطعی حالت

فازي  میانه دو  الگوریتم

زیر دو صورت این در کنید. حذف X̃ درخت از را ei = (si, ti) یال ،ei ∈ E هر ازاي به اول.  گام
با درخت زیر دو این از کدام هر براي شود. می حاصل Vti و Vsi رئوس مجموعه با ترتیب به S̃i و T̃i درخت

بنامید. mti و msi ترتیب به را آنها و بیابید را میانه یک قبل الگوریتم از استقاده
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کنید  محاسبه را زیر مقادیر ei = (si, ti) یال هر حذف ازاي به دوم.   گام

F̃i (msi ,mti) =
∑
vj∈Vs

w̃jd (msi , vj) +
∑
vj∈Vt

w̃jd (mti , vj)

 
مقدار کمترین i = ١, ٢, ...,m− ١ ازاي به قبل قسمت در شده ارایه بندي رتبه از استفاده با سوم.  گام

یعنی  است. X̃ درخت میانه دو مقدار کمترین این با متناظر (msk ,mtk) زوج بیابید. را F̃i (msi ,mti)

NR(F̃k(msk ,mtk) = mini=١,...,m−١NR(F̃i(msi ,mti))

  

عددي هاي مثال 3 . 5
هاي روش برخی با را شده ارایه جدید بندي رتبه فازي، اعداد از دسته شش از استفاده با ابتدا بخش این در  
داد.  خواهیم نشان را شده ارایه فازي هاي الگوریتم کارایی مثال یک ذکر با سپس کنیم. می مقایسه پیشین

همچنین باشند. فازي عدد دو B̃ = ⟨٠/٣, ٠/۵, ٠/٧⟩ و Ã = ⟨٠/١, ٠/٣, ٠/۵⟩ کنید فرض  .1 . 3 . 5 مثال
باشند. B̃ و Ã هاي قرینه ترتیب به − B̃ = ⟨−٠−,٠/٧/۵,−٠/٣⟩ و − Ã = ⟨−٠/۵,−٠/١−,٠/٣⟩

  

  
  

.1 . 3 . 5 مثال مثلثی فازي اعداد :1 . 5 شکل
  

داریم (2 . 5) از استفاده با

NR(Ã) = (٠/٣, ٠/٣, ٠/٢, ٠), NR(B̃) = (٠/۵, ٠/۵, ٠/٢, ٠)
NR(−Ã) = (−٠/٢−,٠/٣−,٠/٣, ٠), NR(−B̃) = (−٠/۵,−٠/۵,−٠/٢, ٠)



فازي درخت روي میانه دو و میانه یک مساله . 590

.NR(Ã) <L NR(B̃) بنابراین است. NR(Ã) اول مولفه از بزرگتر NR(B̃) اول مولفه که است بدیهی
که داد نشان توان می مشابه طریق به .(1 . 5 (شکل Ã ≺ B̃ نتیجه در

−B̃ ≺ − Ã ≺ Ã ≺ B̃

با خوبی به را شان قرینه و فازي اعداد همه که است قادر شده ارایه بندي رتبه که دهد می نشان مثال این
کند. مقایسه یکدیگر

   

بگیرید نظر در است شده داده نمایش شکل 5 . 2 در که را زیر صورت به فازي اعداد مجموعه دو  .2 . 3 . 5 مثال
.[102]

.C̃ = ⟨۶, ۶, ٧⟩ و B̃ = ⟨۵/٩, ۶, ٧⟩ ،Ã = ⟨۵, ۶, ٧⟩ اول: مجموعه
و B̃ = ⟨−٠/۵٨, − ٠/٣٢, − ٠/١٧⟩ ، Ã = ⟨−٠/۵,−٠/٢−,٠/٣⟩ دوم: مجموعه

 .C̃ = ⟨−٠−,٠/٧/۴,−٠/٢۵⟩

  
  

.2 . 3 . 5 مثال فازي اعداد هاي مجموعه :2 . 5 شکل
  

به 2 . 5 و 1 . 5 هاي جدول کنیم. می مقایسه دیگر موجود روش چهار با را پیشنهادي بندي رتبه حال 
از حاصل نتایج و فازي اعداد از دسته دو این روي بر ها بندي رتبه اعمال از حاصل محاسباتی نتایج ترتیب
از دسته اولین براي شود می ملاحظه که طور همان دهند. می نشان را یکدیگر با روش چهار این مقایسه
ناسازگار و قبول قابل غیر نتیجه [23] چن و [28] تساو و چو توسط شده ارایه هاي روش فازي هاي مجموعه
و [26] چنگ هاي روش توسط آمده بدست جواب همان ما روش که حالی در دهند. می ارایه بشر شهود با
پیچیدگی که است این ما روش مهم خاصیت که نمود اشاره باید همچنین دهد. می نتیجه را [102] ناصري

دارد. [102] ناصري و [26] چنگ هاي روش به نسبت کمتري محاسباتی
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2 . 3 . 5 مثال محاسباتی نتایج :1 . 5 جدول

چن روش چنگ روش چو-تساو روش ناصري روش جدید روش ها روش

0/5 6/021 3 12 (6،6،1،0) Ã

0/5833 6/349 3/126 12/767 (6/3،6،0/55،0) B̃

0/5714 6/3519 3/985 12/854 (6/333،6،0/5،0) C̃

   0/6708  0/59 - 0/162  - 0/1719   (−٠/١−,٠/٣−,٠/٣٣٣۵, ٠) Ã

0/6302 0/604 - 0/174  - 0/4127   (−٠/٣۵٠/٢٠−,٠/٣٢−,٧۵, ٠) B̃

0/5116 0/662 - 0/219   −٠/۴١۵٢  (−٠/۴۵,−٠/۴,−٠/٢٢۵, ٠) C̃

2 . 3 . 5 مثال مقایسه از حاصل نتایج :2 . 5 جدول

اول دسته مقایسه نتایج اول دسته مقایسه نتایج ها روش

 Ã > B̃ > C̃  Ã < B̃ < C̃ جدید روش

Ã > B̃ > C̃  Ã < B̃ < C̃ ناصري  روش

Ã > B̃ > C̃  Ã < C̃ < B̃ چو-تساو روش

Ã < B̃ < C̃  Ã < B̃ < C̃ چنگ  روش

Ã > B̃ > C̃ Ã < C̃ < B̃ چن روش

.[7] بگیرید نظر در را زیر هاي مجموعه  .3 . 3 . 5 مثال
.B̃ = ⟨٠/١, ٠/۶, ٠/٨⟩  ،Ã = ⟨٠/٣, ٠/۵, اول:  ⟨١ مجموعه

.B̃ = ⟨٠/٢, ٠/٣, ٠/۴⟩ ،Ã = ⟨٠/١, ٠/٣, دوم: ⟨۵/٠ مجموعه
.B̃ = ⟨٠/١, ٠/٣, ٠/۵⟩  ،Ã = سوم:  ⟨٠/١−,٠/٣−,۵/٠−⟩ مجموعه

. B̃ = ⟨٠/٧, ٠/٧, ٠/٧⟩ ،Ã = ⟨٠/٢٨٠۶, ٠/۴٨٠۶, چهارم:   (۶٨٠۶/٠ مجموعه
آورده 3 . 5 جدول در مقایسه از حاصل نتایج همچنین اند. شده داده نشان شکل 5 . 3 در ها مجموعه این

که شود می مشاهده وضوح به است. شده
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.3 . 3 . 5 مثال مثلثی فازي اعداد مجموعه چهار :3 . 5 شکل
  

فازي اعداد براي را یکسانی ترتیب شده ذکر بندي رتبه هاي روش سایر و ما بندي رتبه از حاصل نتیجه . 1
سایر از محاسباتی نظر از ما جدید روش همچنین دهند. می ارایه 3 . 5 شکل از اول مجموعه از B̃ و Ã

باشد.  می تر ساده بسیار شده ذکر هاي روش

موراکامی ،[133] یاگر بندي رتبه اساس بر توانند نمی 3 . 5 شکل از دوم مجموعه در B̃ و Ã فازي اعداد . 2
شده ارایه هاي روش از حاصل نتایج که درحالی شوند. مرتب درستی به [26] چنگ و [95] همکاران و
اعداد همچنین است. یکسان ما شده ارایه روش و [24] چن و چن ،[7] آکایار ،[78] چن و لی توسط
در شود. مرتب [26] چنگ روش از استفاده با توانند نمی 3 . 5 شکل از سوم مجموعه در B̃ و Ã فازي
از حاصل نتیجه دهند. می ارایه را یکسانی نتیجه دیگر هاي روش سایر و ما شده ارایه روش که حالی
رتبه از استفاده با توانند می شان قرینه و فازي اعداد که دهد می نشان اعداد از مجموعه این مقایسه

شوند.  مقایسه یکدیگر با درستی به ما شده ارایه بندي

و ما شده ارایه روش از استفاده با تواند می فقط 3 . 5 شکل از چهارم مجموعه در B̃ و Ã فازي اعداد . 3
شوند.  مقایسه [7] آکایار و [26] چنگ هاي روش
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3 . 3 . 5 مثال مقایسه از حاصل نتایج :3 . 5 جدول

مجموعه 4 3 مجموعه مجموعه2 1 مجموعه بندي رتبه هاي روش

 -  Ã < B̃  -  Ã > B̃ یاگر روش

 -  Ã < B̃  -    Ã > B̃ همکاران و موراکامی   روش

 -   -   -  Ã > B̃ چنگ   روش

Ã < B̃ Ã < B̃ Ã < B̃ Ã > B̃ چن و چن    روش

 -  Ã < B̃ Ã < B̃ Ã > B̃ چن و لی    روش

Ã < B̃ Ã < B̃ Ã < B̃ Ã > B̃ همکاران و آکایار    روش

Ã < B̃ Ã < B̃ Ã < B̃ Ã > B̃ جدید    روش

  

 

C̃ = ،B̃ = ⟨٠/٢, ٠/۵, ٠/٨⟩ ،Ã = ⟨٠/١, ٠/٢, ٠/٣⟩ فازي عدد چهار ،4 . 5 شکل در  .4 . 3 . 5 مثال
اند.   شده داده نشان D̃ = ⟨٠/۶, ٠/٧, ٠/٨⟩ و ⟨٠/٣, ٠/۴, ٠/٩⟩

  
  

.4 . 3 . 5 مثال فازي عدد چهار نمایش :4 . 5 شکل
  

شده مقایسه [81] وانگ و لیو و [49] روبنز و فورتمپس ،[134] یاگر هاي روش توسط این از پیش اعداد این
.[52] اند
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نشان است شده آورده 5 . 5 و 4 . 5 هاي جدول در ترتیب به که مقایسه از حاصل نتایج و محاسباتی نتایج
و [133] یاگر هاي روش باشند. نمی کامل طور به اعداد این مقایسه به قادر ها روش از یک هیچ که دهند می
نمی [81] وانگ و لیو روش همچنین نیستند.  C̃ و B̃ فازي اعداد تشخیص به قادر [49] روبنز و فورتمپس
این از کاملی بندي رتبه ما شده ارایه روش که حالی در دهد. تشخیص یکدیگر از را Ã و  C̃ ،B̃ اعداد تواند

کند. می ارایه اعداد

4 . 3 . 5 مثال محاسباتی نتایج :4 . 5 جدول

وانگ و لیو روش روبنز و فرتمپس روش یاگر روش جدید روش فازي اعداد

α = ٠ α = ٠/۵ α = ١ 

0/15 0/2 0/25 0/2 0/2 (٠/٢, ٠/٢, ٠/١, ٠) Ã

0/35 0/5  0/65 0/5 0/5 (٠/۵, ٠/۵, ٠/٣, ٠) B̃

0/35 0/5 0/65 0/5 0/5 (٠/۵٣٣, ٠/۴, ٠/٣, ٠) C̃

0/65 0/7 0/75 0/7 0/7 (٠/٧, ٠/٧, ٠/١, ٠) D̃

4 . 3 . 5 مثال مقایسه از حاصل نتایج :5 . 5 جدول

مقایسه نتایج ها روش

Ã < B̃ < C̃ < D̃ جدید روش

Ã < B̃ = C̃ < D̃ یاگر روش

Ã < B̃ = C̃ < D̃ روبنز و فرتمپس روش

وانگ و لیو روش

Ã < B̃ = C̃ < D̃ α = ١

Ã < B̃ = C̃ < D̃ α = ٠/۵

Ã < B̃ = C̃ < D̃ α = ٠
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B̃ = ⟨٠/١, ٠/٣, ٠/۵; ١⟩ و Ã = ⟨٠/١, ٠/٣, ٠/۵; ٠/٨⟩ یافته تعمیم مثلثی فازي اعداد شکل 5 . 5 در  .5 . 3 . 5 مثال
  . [31] اند شده داده نمایش

  
  

.5 . 3 . 5 مثال یافته تعمیم فازي اعداد :5 . 5 شکل
  

در ها روش سایر با مقایسه از حاصل نتایج همچنین .Ã < B̃ که شود می نتیجه ما جدید روش از استفاده با
است.  شده آورده 6 . 5 جدول

5 . 3 . 5 مثال مقایسه از حاصل نتایج :6 . 5 جدول

مقایسه نتایج B̃ Ã فازي اعداد

Ã < B̃ (٠/٣, ٠/٣, ٠/٢, ٠) (٠/٣, ٠/٣, ٠/٠−,٠/٢۶٧) جدید روش

Ã ∼ B̃ 0/3 0/3 یاگر روش

Ã < B̃ 0/3 0/233 موراکامی روش

Ã < B̃ 0/5831 0/461 چنگ روش

Ã < B̃ 0/2579 0/2063 چن و چن روش

- - - چن و لی روش

- - - آکایار روش
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روش همچنین کند. نمی ارایه درستی ترتیب [133] یاگر روش اساس بر که دهد می نشان جدول این
که است بدیهی نیستند.  5 . 5 شکل یافته تعمیم فازي اعداد مقایسه به قادر [7] آکایار و [78] چن و لی هاي

نمودیم.  برطرف را ها روش سایر در موجود مشکلات مان پیشنهادي روش در ما

.[17] است شده داده نشان زیر فازي عدد هشت شکل 5 . 6 در  .6 . 3 . 5 مثال

Ã١ = ⟨٠/٧, ٠/٨, ٠/٩⟩, Ã٢ = ⟨٠/٩, ٠/٩۵, ١⟩
B̃١ = ⟨٠, ٠, ٠/١⟩, B̃٢ = ⟨٠/۵, ٠/۶, ٠/٧⟩, B̃٣ = ⟨٠/٩, ١, ١⟩
C̃١ = ⟨٠/۴, ٠/٩, ١⟩, C̃٢ = ⟨٠/۴, ٠/٧, ١⟩, C̃٣ = ⟨٠/۴, ٠/۵, ١⟩

 

  
  

.6 . 3 . 5 مثال فازي عدد هشت نمایش :6 . 5 شکل
  

کري ،[26] چنگ ،[66] جین هاي روش و NR اندیس اعمال محاسباتی نتایج 8 . 5 و 7 . 5 هاي جدول در
در مقایسه از حاصل نتایج همچنین است. شده ارایه اعداد این بر [81] وانگ و لیو و [79] لی و لی ،[71]

است.  شده آورده 9 . 5 جدول
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6 . 3 . 5 مثال محاسباتی نتایج :7 . 5 جدول

کري روش چنگ روش جدید روش فازي اعداد

0/85 0/16 (٠/٨, ٠/١−,٠/٨, ٠) Ã١ 

1 0/09 (٠/٩۵, ٠/٩۵,−٠/٠۵, ٠) Ã٢

0/89 0 (٠/٠٣٣, ٠/٠−,٠۵, ٠) B̃١  

0/85 0/12 (٠/۶, ٠/۶,−٠/١, ٠) B̃٢  

1 0/1 (٠/٩۶٧, ٠/٠−,١۵, ٠) B̃٣  

1 0/46 (٠/٧۶٧, ٠/٣−,٠/٩, ٠) C̃١ 

0/86 0/41 (٠/٧, ٠/٣−,٠/٧, ٠) C̃٢  

0/76 0/38 (٠/۶٣٣, ٠/۵,−٠/٣, ٠) C̃٣  

درخت روي میانه دو و میانه یک یافتن به شده ارایه فازي هاي الگوریتم از استفاده با بعد هاي مثال در
پرداخت.  خواهیم فازي هاي

مشتري تقاضاهاي آن در که بگیرید نظر در را شکل 5 . 7 در شده داده نشان X̃ فازي درخت  .7 . 3 . 5 مثال
داریم وضوح به است.   شده آورده 10 . 5 جدول در که هستند نرمال مثلثی فازي اعداد ها

W̃ (X̃) =
٧∑

j=١
w̃(vj) = ⟨٩/٧۵, ٢٠/۴۵, ٣٠/۵⟩

کنیم می عمل زیر صورت به فازي میانه یک الگوریتم اساس بر فازي درخت این میانه یک یافتن براي
داریم آنگاه بگیرید. نظر در X̃ درخت را v٣ دلخواه راس ابتدا

NR (w̃(v٣)) = (٣/۶۶, ۴, ١/۵, ٠)
NR

(
W̃ (X̃)

٢
)

= (١٠/١١۶, ١٠/٢٢۵, ١٠/٣٧۵, ٠)

که شود می نتیجه وضوح به

NR (w̃(v٣)) ≱ NR

(
W̃ (X̃)

٢
)
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6 . 3 . 5 مثال محاسباتی نتایج :8 . 5 جدول

جین روش وانگ و لیو روش لی  و لی روش فازي اعداد

k = ٠/۵  k = ٢  k = ١ α = ٠ α = ٠/۵  α = ١  G  O  

 0/ 90  0/70 0/ 81  0 / 75  0/8 0/ 85  0 0 Ã١ 

 0/ 97  0/92 0/ 95  0/ 93  0/95 0 / 98  1 1 Ã٢

 0 /26  0 0 /09  0  0/25 0 /5  0 0 B̃١  

 0/ 78  0/42 0/ 63  0 / 65  0/7 0/ 75  0/5 0 B̃٢  

 1  1 1  0 /95  0/98 1  1 1 B̃٣  

 0/ 95  0/84 0/ 90  0/ 65  0/8 0 / 95  1 0/65 C̃١  

 0 / 86  0/65 0 / 76  0 /55  0/7 0 /85  0/61 0/35 C̃٢  

 0/ 78  0/54 0/ 66  0/ 45  0/6 0 / 75  0/18 0/2 C̃٣  

بر اول گام به و کنیم می اصلاح زیر صورت به را v١ راس وزن و کرده حذف را [v٣, v١] یال و v٣ راس بنابراین
گردیم.  می

w̃(v١) = ⟨١/۵, ٢, ۴⟩ ⊕ ⟨٢, ۴, ۵⟩ = ⟨٣/۵, ۶, ٩⟩
داریم آنگاه بگیرید. نظر در X̃ درخت را v۴ دلخواه راس حال

NR (w̃(v۴)) = (١/۴٨٣, ١/۴۵, ١/۵, ٠)

که شود می ملاحظه
NR (w̃(v۴)) ≱ NR

(
W̃ (X̃)

٢
)

بر اول گام به و کنیم می اصلاح زیر صورت به را v١ راس وزن و کرده حذف را [v۴, v١] یال و v۴ راس بنابراین
گردیم.  می

w̃(v١) = ⟨٣/۵, ۶, ٩⟩ ⊕ ⟨٠, ١/۴۵, ٣⟩ = ⟨٣/۵, ٧/۴۵, ١٢⟩
داریم آنگاه کنیم. می انتخاب را v١ راس حال

NR (w̃(v١)) = (٧/۶۵, ٧/۴۵, ۴/٢۵, ٠)
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6 . 3 . 5 مثال مقایسه از حاصل نتایج :9 . 5 جدول

مقایسه نتایج ها روش

C̃٣ < C̃٢ < C̃١ B̃١ < B̃٢ < B̃٣ Ã١ < Ã٢ جدید روش

C̃٣ < C̃٢ < C̃١ B̃١ < B̃٣ < B̃٢ Ã١ < Ã٢ چنگ روش  

C̃٣ < C̃٢ < C̃١ B̃٢ < B̃١ < B̃٢ Ã١ < Ã٢ کري روش

لی و لی روش  

C̃٣ < C̃٢ < C̃١ B̃١ = B̃٢ < B̃٣ Ã١ < Ã٢  O  

C̃٣ < C̃٢ < C̃١ B̃١ < B̃٢ < B̃٣ Ã١ < Ã٢ G  

وانگ و لیو   روش

C̃٣ < C̃٢ < C̃١ B̃١ < B̃٢ < B̃٣ Ã١ < Ã٢ γ = ١  

C̃٣ < C̃٢ < C̃١ B̃١ < B̃٢ < B̃٣ Ã١ < Ã٢ γ = ٠/۵  

C̃٣ < C̃٢ < C̃١ B̃١ < B̃٢ < B̃٣ Ã١ < Ã٢ γ = ٠  

جین   روش

C̃٣ < C̃٢ < C̃١ B̃١ < B̃٢ < B̃٣ Ã١ < Ã٢ k = ١  

C̃٣ < C̃٢ < C̃١ B̃١ < B̃٢ < B̃٣ Ã١ < Ã٢ k = ٢  

C̃٣ < C̃٢ < C̃١ B̃١ < B̃٢ < B̃٣ Ã١ < Ã٢ k = ٠/۵  

که شود می ملاحظه

NR (w̃(v١)) ≱ NR

(
W̃ (X̃)

٢
)

زیر صورت به v٢ راس یعنی آن مجاور راس به را v١ راس وزن و کرده حذف را [v۴, v١] یال و v١ راس بنابراین
گردیم.  می بر اول گام به و افزاییم می

w̃(v٢) = ⟨٣/۵, ۵, ٧⟩ ⊕ ⟨٣/۵, ٧/۴۵, ١٢⟩ = ⟨٧, ١٢/۴۵, ١٩⟩
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7 . 3 . 5 مثال رئوس فازي هاي وزن :10 . 5 جدول

فازي هاي وزن رئوس

⟨١/۵, ٢, ۴⟩  v١ 

 ⟨٣/۵, ۵, ٧⟩ v٢ 

 ⟨٢, ۴, ۵⟩ v٣

⟨٠, ١/۴۵, ٣⟩ v۴ 

 ⟨١/٧۵, ۴, ۵⟩ v۵ 

  ⟨٠, ١, ٢⟩ v۶ 

 ⟨١, ٣, ۴/۵⟩ v٧  

داریم آنگاه کنیم. می انتخاب را v٢ راس حال

NR (w̃(v٢)) = (١٢/٨١۶, ١٢/۴۵, ۶, ٠)

که است بدیهی

NR (w̃(v٢)) ≥ NR

(
W̃ (X̃)

٢
)

باشد. می X̃ درخت میانه v٢ راس کنیم. می توقف بنابراین

 

این میانه دو مجموعه خواهیم می مثال این در بگیرید. نظر در را 7 . 3 . 5 مثال فازي درخت  .8 . 3 . 5 مثال
رتبه اساس بر دهد. می نشان را فازي میانه دو الگوریتم از حاصل نتایج 11 . 5 جدول بیابیم. را فازي درخت

که  شود می نتیجه ما جدید بندي

F̃ (v٢, v۵) ≺ F̃ (v٢, v٣) ≺ F̃ (v١, v٣) ≺ F̃ (v٢, v۴) ≺ F̃ (v٢, v٧) ≺ F̃ (v٢, v۶)

مقدار و آمده دست به (v٢, v۵) یال حذف با که باشند می X فازي درخت میانه دو v۵ و v٢ رئوس بنابراین  
 .⟨٩/۵, ٢۶/٨, ۴٢⟩ با است برابر بهینه
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.7 . 3 . 5 مثال فازي درخت :7 . 5 شکل
  

8 . 3 . 5 مثال محاسباتی نتایج :11 . 5 جدول

F̃ (m١,m٢) m٢  m١ ها  یال

⟨١٣, ٢٩/٣۵, ۴۴⟩   v۵   v١ (v١, v٢) 

⟨١۵, ٣٧, ۵٣⟩   v۴   v٢ (v١, v۴)  

⟨٧/۵, ٢٨/٨, ۴۶⟩ v٣   v٢ (v١, v٣)  

⟨٩/۵, ٢۶/٨, ۴٢⟩   v۵   v٢ (v٢, v۵)  

⟨١٣/۵, ٣٧/٨, ۵۵⟩   v۶   v٢ (v۵, v۶)  

⟨١۴, ٣۶/٨, ۵۴/۵⟩   v٧   v٢ (v۵, v٧)  

گیري نتیجه 4 . 5
مهم قضایایی اثبات کمک به و پرداختیم فازي هاي وزن با درخت شبکه روي میانه یک مساله به فصل این در
میانه دو مساله براي را الگوریتم این همچنین کردیم. ارایه مساله این حل براي را فازي وزنی اکثریت الگوریتم
اندیس یک ابتدا هستیم، یکدیگر با فازي اعداد مقایسه نیازمند ها الگوریتم این در که آنجایی از دادیم. توسعه
معایب و نواقص ما بندي رتبه اندیس که دادیم نشان همچنین کردیم. ارایه ساده بسیار و خطی بندي رتبه

است. پیشین هاي روش سایر از تر ساده بسیار محاسباتی نظر از و ندارد را پیشین هاي روش





6 فصل
درخت روي راسی مرکز و قطعی مرکز مساله

فازي هاي یال با وزن بدون

سرویس مرکز p تاسیس براي مکان p یافتن از است عبارت مرکز - p مساله کردیم بیان قبلا که طور همان
می عملیات در تحقیق کاربردي مسایل جمله از نیز مساله این شود. کمینه فاصله دورترین که طوري به دهی

باشد. می ناپذیر اجتناب امري قطعیت عدم شرایط در مسایل این به پرداختن اینرو از باشد.
بدین و است فازي هاي یال با وزن بدون درخت در راسی مرکز و قطعی مرکز یافتن فصل این از هدف
نرمال مثلثی فازي اعداد همگی ها یال طول که است ذکر به لازم کرد. خواهیم ارایه فازي الگوریتمی منظور

اند.  شده گرفته نظر در

مساله تعریف 1 . 6
فرض همچنین بگیرید. نظر در را E هاي یال مجموعه و N = {v١, v٢, ..., vn} رئوس مجموعه با T درخت
فرض جا این در است. یال آن طول بیانگر که باشد شده نظیر l(.) مثبت عددي E مجموعه از یال هر به کنید
یال طول vi, vj ∈ V مجاور راس دو هر براي یعنی باشند. مثلثی فازي اعداد ها یال طول که است این بر

. l̃(vi, vj) = l̃ij = ⟨lij١, lij٢, lij٣⟩ با است برابر eij = (vi, vj)

باشد. می ضروري الگوریتم بیان براي زیر نمادهاي معرفی
تشکیل یک درجه با رئوس همه از EP مجموعه صورت این در باشد. ها برگ همه مجموعه EP کنید فرض -

است. شده
مجموع با است برابر که شود می داده نمایش d̃(vi, vj) نماد با vi, vj ∈ V دلخواه راس دو هر بین فاصله -

کند. می متصل یکدیگر به را راس دو این که مسیري ترین کوتاه هاي یال طول
کند. می متصل یکدیگر به را vi, vj ∈ V راس دو که باشد مسیري p(vi, vj) کنید فرض -

-
L̃(x) = maxvi∈EP

(
d̃(x, vi)

)
.x راس از فاصله بیشترین با مسیري از است عبارت P (L̃(x)) -
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قطعی. مرکز و راسی مرکز از عبارتند ترتیب به AC و V C -
 .d̃(x,AC) = t̃ که x ∈ T̃ نقطه از است عبارت x(t̃) -

شوند می تعریف زیر صورت به ترتیب به راسی مرکز و قطعی مرکز مساله نمادها این از استفاده با

minx∈T̃

(
maxvj∈V

(
d̃(x, vj)

))
(1 . 6)

minvi∈V

(
maxvj∈V

(
d̃(vi, vj)

))
(2 . 6)

می افتد، می اتفاق EP مجموعه نقاط ازاي به x دلخواه نقطه از فاصله دورترین T̃ درخت در که آنجایی از
کرد بازنویسی زیر صورت به ترتیب به را (2 . 6) و (1 . 6) مسایل از یک هر توان

minx∈T̃

(
maxvj∈EP

(
d̃(x, vj)

))
= minx∈T̃

(
L̃(x)

)
(3 . 6)

minvi∈V

(
maxvj∈EP

(
d̃(vi, vj)

))
= minvi∈V

(
L̃(vi)

)
(4 . 6)

است.    شده ارایه زیر قضیه اساس بر فازي الگوریتم

برقرارند  زیر نتایج باشد. فازي هاي یال با درختی T̃ = (V, Ẽ) کنید فرض .1 . 1 . 6 قضیه

 .L̃(x) = d̃(x, v) که  x ∈ T̃ باشد داشته وجود که طوري به v ∈ T̃ هر براي L̃(AC) = L̃(v)

٢ . 1

است. واقع P (L̃(v)) مسیر روي AC و d̃(AC, v) = L̃(v)

٢ . 2

باشد. می P (L̃(v)) مسیر روي AC نقطه تا راس ترین نزدیک V C . 3

شوند. اثبات زیر لم پنج که است لازم بالا قضیه اثبات براي

. AC از اولیه جهت دو حداقل در T̃ درخت روي نقاط تا AC فاصله از است عبارت L̃(AC) .2 . 1 . 6 لم
نقاط و AC بین فاصله با باشد برابر L̃(AC) که کنید فرض یعنی نباشد. چنین که کنید خلف فرض برهان.

که   دارد وجود vr ∈ EP راس اینرو از .AC به نسبت اولیه جهت یک فقط در T̃ درخت

L̃(AC) = d̃(vr, AC)

یعنی  باشد. داشته وجود ویژگی این با راس یک فقط کنید فرض کلیت دادن دست از بدون

d̃(vi, AC) ≺ d̃(vr, AC), ∀vi ∈ EP − {vr}

بسیار اندازه به AC نقطه از حرکت با که باشد P (L̃(AC)) مسیر روي جدیدي نقطه AC ′ کنید فرض
که  است آمده دست به vr جهت در ∈̃ کوچک

NR( ∈̃ ) < NR
(
L̃(AC)−maxvi∈V−{AC}(l̃(vi))

)
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داریم بنابراین است. شده تعریف قبل فصل در که است خطی بندي رتبه اندیس NR آن در که   

d̃(vi, AC
′
) ≺ d̃(vr, AC

′
), ∀vi ∈ EP − {vr}

دیگر طرف از .L̃(AC ′
) = d̃(vr, AC

′
) یعنی   

d̃(vr, AC
′
) ≺ d̃(vr, AC)

داریم  بنابراین
L̃(AC

′
) = d̃(vr, AC

′
) ≺ d̃(vr, AC) = L̃(AC)

است. برقرار حکم و باطل خلف فرض بنابراین است. قطعی مرکز AC که باشد می فرض این با مغایر که     

داریم  x, y ∈ T̃ هر ازاي به .3 . 1 . 6 لم

L̃(x) ⪯ L̃(y) + d̃(y, x)

داریم y ∈ T̃ هر براي تعریف از استفاده با برهان.

L̃(y) = m̃axvi∈EP

(
d̃(vi, y)

)
که دارد وجود چنان vr ∈ EP راس بنابراین

NR(d̃(vi, y)) ≤ NR(d̃(vr, y)) ∀ vi ∈ EP

اینرو از است. شده تعریف قبل فصل در که است خطی بندي رتبه اندیس NR آن در که

L̃(y) = d̃(vr, y)

یعنی 

d̃(vi, y) ⪯ d̃(vr, y) ∀ vi ∈ EP (5 . 6)

داریم  فازي اعداد جمع خاصیت از استفاده با و است درخت T̃ گراف که آنجایی از  

d̃(vi, x) ⪯ d̃(vi, y) + d̃(y, x) (6 . 6)

که شود می نتیجه (6 . 6) و (5 . 6) روابط از استفاده با  

d̃(vi, x) ⪯ d̃(vr, y) + d̃(y, x) ∀ vi ∈ EP

یعنی
d̃(vi, x) ⪯ L̃(y) + d̃(y, x) ∀ vi ∈ EP
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داریم تعریف از استفاده با
L̃(x) = maxvi∈EP

(
d̃(vi, x)

)
که شود می نتیجه بنابراین

L̃(x) ⪯ L̃(y) + d̃(y, x) ∀ x, y ∈ T̃

 

.L̃(x(t̃)) = L̃(AC) + d̃(x(t̃), AC) یا  ̃L(x(t̃)) = L̃(AC) + t̃ .4 . 1 . 6 لم

در T̃ درخت روي نقاط تا AC از فاصله بیشترین از است عبارت L̃(AC) ،2 . 1 . 6 لم از استفاده با برهان.
دو این انتهایی نقاط v٢ و v١ کنید فرض کلیت دادن دست از بدون .AC به نسبت اولیه جهت دو حداقل

یعنی باشند. اولیه جهت
L̃(AC) = d̃(v١, AC) = d̃(v٢, AC)

داریم اینرو از

d̃(v١, AC) = d̃(v٢, AC) ⪰ d̃(vi, AC), ∀vi ∈ EP − {v١, v٢}

داریم L̃(x(t̃)) تعریف اساس بر همچنین

L̃(x(t̃)) = m̃axvi∈EP

(
d̃(vi, x(t̃))

)
= m̃ax

[
m̃axvi∈EP−{v١,v٢}

(
d̃(vi, x(t̃))

)
, d̃(v١, x(t̃)), d̃(v٢, x(t̃))

]

همچنین
m̃ax

[
d̃(v١, x(t̃)), d̃(v٢, x(t̃))

]
= L̃(AC) + t̃

که شود می نتیجه بنابراین

L̃(x(t̃)) = m̃ax
[
m̃axvi∈T̃−{v١,v٢}

(
d̃(vi, x(t̃))

)
, L̃(AC) + t̃

]
لذا  

L̃(x(t̃)) ⪰ L̃(AC) + t̃

یعنی 
NR(L̃(x(t̃))) ≥ NR(L̃(AC) + t̃)

داریم  3 . 1 . 6 لم از دیگر طرف از
L̃(x(̃t)) ⪯ L̃(AC) + t̃
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که معناست بدین این و
NR(L̃(x(t̃))) ≤ NR(L̃(AC) + t̃)

داریم  اینرو از
NR(L̃(x(t̃))) = NR(L̃(AC) + t̃)

که  شود می نتیجه وضوح به  
L̃(x(t̃)) = L̃(AC) + t̃

است. یکتا AC .5 . 1 . 6 لم

داریم  4 . 1 . 6 لم از استفاده با باشند. T̃ درخت قطعی مرکز دو AC٢ و AC١ کنید فرض برهان.

L̃(AC١) = L̃(AC٢) + d̃(AC١, AC٢)

بنابراین

NR
(
L̃(AC١)

)
= NR

(
L̃(AC٢) + d̃(AC١, AC٢)

)
= NR

(
L̃(AC٢)

)
+NR

(
d̃(AC١, AC٢)

)
که   شود می نتیجه هستند قطعی مرکز AC٢ و AC١ که آنجایی از

NR
(
L̃(AC١)

)
= NR

(
L̃(AC٢)

)
داریم  اینرو از

NR
(
d̃(AC١, AC٢)

)
= (٠, ٠, ٠, ٠)

یعنی:
AC١ = AC٢

     

دارد. قرار P (L̃(x)) ماکسیمال مسیر هر روي AC ،x ∈ T̃ هر ازاي به .6 . 1 . 6 لم

ماکزیمال مسیر ACروي که طوري به x ∈ T̃ باشد داشته وجود یعنی نباشد. چنین کنید خلف فرض برهان.
یعنی بیافتد. اتفاق vr راس ازاي به L̃(x) کنید فرض همچنین نباشد. موجود P (L̃(x))

L̃(x) = d̃(vr, x)

همه مجموعه S = {v١, v٢, · · · , vm} و باشد آن ریشه AC راس که کنید مرتب چنان را T̃ درخت حال
حذف از T̃vj هاي درخت زیر j = ١, · · · ,m ازاي به کنید فرض همچنین باشد. AC راس با مجاور رئوس
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vt و vs رئوس کنید فرض کلیت دادن دست از بدون و 2 . 1 . 6 لم به بنا باشند. آمده دست به (AC, vj) یال
که دارند وجود چنان T̃v٢ و T̃v١ هاي درخت زیر در ترتیب به

L̃(AC) = d̃(vs, AC) = d̃(vt, AC)

داریم vr ∈ T̃v١ اگر زیرا ندارد. تعلق T̃v١ درخت زیر به vr وضوح به

NR
(
d̃(vt, x)

)
= NR

(
d̃(vt, AC) + d̃(AC, x)

)
= NR

(
d̃(vt, AC)

)
+NR

(
d̃(AC, x)

)
> NR

(
d̃(vr, AC)

)
+NR

(
d̃(AC, x)

)
= NR

(
d̃(vr, AC) + d̃(AC, x)

)
≥ NR

(
d̃(vr, x)

)
نتیجه در

d̃(vt, x) ≻ d̃(vr, x)

.p(vr, x) مسیر بودن ماکزیمال با است مغایر که
زیر از یک هیچ در P (vr, x) ماکزیمال مسیر j = ٢, · · · ,m ازاي به که داد نشان توان می مشابه طریق به
نشود شامل را AC مرکز که ماکزیمالی مسیر و است باطل خلف فرض بنابراین ندارد. قرار T̃vj هاي درخت

ندارد. وجود

دورترین v١ کنید فرض دارد. قرار P (L̃(x)) مسیر روي AC ،x ∈ T̃ هر ازاي به ،6 . 1 . 6 لم اساس بر
کاهش P (L̃(x(t̃))) مسیر روي L̃(x(t̃)) شود می نتیجه 4 . 1 . 6 لم از باشد. P (L̃(x)) مسیر روي x از نقطه
v١ نقطه در اینکه تا یافت خواهد افزایش سپس و رسید خواهد L̃(AC) مقدار به t̃ = ٠ نقطه در و یابد می

داریم 4 . 1 . 6 لم اعمال بار دو با حال یابد. می دست L̃(v١) مقدار به

L̃(v١) = L̃(AC) + d̃(AC, v١)

NR
(
L̃(v١)

)
= NR

(
L̃(AC) + d̃(AC, v١)

)
= NR

(
L̃(AC)

)
+NR

(
d̃(AC, v١)

)
= NR

(
L̃(AC)

)
+NR

(
d̃(AC, v١)

)
+NR

(
d̃(x,AC)

)
−NR

(
d̃(x,AC)

)
= NR

(
L̃(AC)

)
+NR

(
d̃(x,AC) + d̃(AC, v١)

)
−NR

(
d̃(x,AC)

)
= NR

(
L̃(AC)

)
+NR

(
d̃(x, v١)

)
−NR

(
d̃(x,AC)

)
= NR

(
L̃(AC)

)
+NR

(
L̃(x)

)
−NR

(
d̃(x,AC)

)
= NR

(
L̃(AC)

)
+NR

(
L̃(AC) + d̃(x,AC)

)
−NR

(
d̃(x,AC)

)
= NR

(
L̃(AC)

)
+NR

(
L̃(AC)

)
+NR

(
d̃(x,AC)

)
−NR

(
d̃(x,AC)

)
= ٢NR

(
L̃(AC)

)
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اینرو از

NR
(
L̃(AC)

)
= NR

(
L̃(v١)
٢
)

که شود می نتیجه بنابراین

 ̃L(AC) = L̃(v١)
٢ i.

است. شده واقع P (L̃(v١)) مسیر روي AC و d̃(AC, v١) = L̃(v١)
٢ ii.

الگوریتم لذا است. شده ثابت 1 . 1 . 6 قضیه ترتیب بدین باشد. می AC به راس ترین نزدیک V C داریم پس
آید. می بدست زیر فازي

مرکز  - 1 فازي الگوریتم
که بیابید چنان را v١ ∈ EP راس x ∈ T̃ هر براي اول. گام

d̃(x, v١) = L̃(x)

که بیابید چنان را v٢ راس دوم. گام

d̃(v١, v٢) = L̃(v١)

دارد. قرار v١ راس از L̃(v١)٢ فاصله در و P (L̃(v١)) مسیر روي AC سوم. گام

L̃(AC) =
L̃(v١)
٢

lij
k کردن جایگزین با که باشد قطعی هایی درختی T k کنید فرض k = ١, ٢, ٣ ازاي به چهارم. گام

و بیابید k = ١, ٢, ٣ ازاي به را P (L(v١)) مسیر میانه نقطه اند. شده حاصل T̃ فازي درخت در l̃ij جاي به
فازي درخت قطعی مرکز AC = ⟨AC١, AC٢, AC٣⟩ آنگاه بنامید. AC٣ و AC٢ ،AC١ ترتیب به را آنها

باشد. می T̃
vs AC١و بین فاصله باشد. داشته قرار e = (vs, vt) یال روي AC که کنید فرض کلیت دادن دست از بدون  
d١(AC١, vs) را آنها ترتیب به و بیابید T ٣ قطعی درخت در را vt و AC٣ بین فاصله و T ١ قطعی درخت در را

داریم باشد می AC به راس ترین نزدیک V C که آنجایی از کنید. گذاري نام d٣(AC٣, vt) و

V C =

vs, min (d١(AC١, vs), d٣(AC٣, vt)) = d١(AC١, vs) اگر
vt, min (d١(AC١, vs), d٣(AC٣, vt)) = d٣(AC٣, vt) اگر
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عددي هاي مثال 2 . 6
داد. خواهیم نشان را شده ارایه الگوریتم کاربرد عددي هاي مثال کمک به حال

هاي یال تمام طول کنید فرض و بگیرید نظر در را 1 . 6 شکل در شده داده نشان T̃ فازي درخت .1 . 2 . 6 مثال
آیند. می دست به زیر صورت به راسی مرکز و قطعی مرکز باشد. ⟨٠/۵, ١, ٢⟩ فازي مقدار برابر آن

شود. انتخاب v٨ راس کنید فرض مثال عنوان به کنید. انتخاب T̃ درخت از را دلخواه راسی ابتدا   

  
  

.1 . 2 . 6 مثال  ̃T فازي   درخت :1 . 6 شکل
  

آید می دست به زیر صورت به v٨ راس از راس دورترین آنگاه

m̃ax
(
d̃(v١, v٨), d̃(v۵, v٨), d̃(v٧, v٨), d̃(v١١, v٨), d̃(v١٢, v٨)

)
= m̃ax (⟨٢/۵, ۵, ١٠⟩, ⟨٢, ۴, ٨⟩, ⟨٠/۵, ١, ٢⟩, ⟨١/۵, ٣, ۶⟩} = ⟨٢/۵, ۵, ١٠) = d̃(v١, v٨)

داریم   NR بندي رتبه اندیس از استفاده با

NR(⟨٢/۵, ۵, ١٠⟩) > NR(⟨٢, ۴, ٨⟩) > NR(⟨١/۵, ٣, ۶⟩) > NR(⟨٠/۵, ١, ٢⟩)
بنابراین .v٧ راس از است عبارت v١ از راس دورترین مشابه طور به

L̃(AC) ≈ d̃(v١, v٧)
٢ = ⟨١/۵, ٣, ۶⟩

٢ و ١ ،٠/۵ برابر ترتیب به ها آن هاي یال طول که باشند قطعی درخت سه T ٣ و T ٢ ،T ١ کنید فرض حال
که شود می نتیجه وضوح به باشد. می

AC١ = AC٢ = AC٣ = v۴

AC = v۴ یعنی
.AC١ = AC٢ = AC٣ که شود می نتیجه برابرند، هم با ها یال همه طول مثال این در که آنجایی از

 .V C = AC = v۴  که است بدیهی
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آورده 1 . 6 جدول در فازي هاي یال طول آن در که بگیرید نظر در را 1 . 2 . 6 مثال فازي درخت .2 . 2 . 6 مثال
آیند می دست به زیر صورت به راسی مرکز و قطعی مرکز است. شده

2 . 2 . 6 مثال T̃ درخت در ها یال طول :1 . 6 جدول

T̃ فازي درخت در ها یال طول ها یال

 ̃l١ = ⟨٠/۵, ١, ٢⟩        ̃e١ = (v١, v٢)

l̃٢ = ⟨١, ٣, ۴/۵⟩    ̃e٢ = (v٢, v٣)    

l̃٣ = ⟨١, ٣, ۴/۵⟩      ̃e٣ = (v٣, v۴)   

l̃۴ = ⟨٠/۵, ٢, ٣/٢۵⟩    ̃e۴ = (v۴, v۶)   

 ̃l۵ = ⟨٣, ۴/۵, ۵⟩    ̃e۵ = (v۶, v۵)  

 ̃l۶ = ⟨٣, ۴, ۵⟩     ̃e۶ = (v۴, v٩)  

 ̃l٧ = ⟨١, ٢, ٣⟩     ̃e٧ = (v٩, v٨)  

 ̃l٨ = ⟨٣, ۴, ۵⟩       ̃e٨ = (v٩, v١٠)   

 ̃l٩ = ⟨٢, ٣, ٣/۵⟩       ̃e٩ = (v١٠, v١١)   

 ̃l١٠ = ⟨٣, ۴, ۵⟩   ̃e١٠ = (v٨, v١٢)   

    ̃l١١ = ⟨٣/۵, ۴/٧۵, ۵/۵⟩     ̃e١١ = (v٨, v٧)    

داریم NR خطی بندي رتبه اندیس از استفاده با آنگاه بگیرید. نظر در را v۴ دلخواه راس    

m̃ax
(
d̃(v١, v۴), d̃(v۵, v۴), d̃(v٧, v۴), d̃(v١١, v۴), d̃(v١٢, v۴)

)
= m̃ax (⟨٢/۵, ٧, ١١⟩, ⟨٣/۵, ۶/۵, ٨/٢۵⟩, ⟨٧/۵, ١٠/٧۵, ١٣/۵⟩, ⟨٨, ١١, ١٣/۵⟩)
= ⟨٧, ١٠, ١٣⟩ = d̃(v١١, v۴)

باشد. می v١ راس ،v١١ از نقطه دورترین مشابه طور به است. v۴ از راس دورترین v١١ که معناست بدین این
بنابراین

L̃(AC) =
d̃(v١, v١١)

٢ = ⟨۵/٢۵, ٩, ١٢/٢۵⟩
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شده آورده 2 . 6 جدول در ها آن هاي یال طول که باشند قطعی درخت سه T ٣ و T ٢ ،T ١ کنید فرض حال
است.

2 . 2 . 6 مثال Tk هاي درخت در ها یال طول :2 . 6 جدول

T ٣ درخت در ها یال طول T ٢ درخت در ها یال طول T ١ درخت در ها یال طول ها یال

 2           1  0/5 ẽ١ = (v١, v٢)

4/5      3 1   ẽ٢ = (v٢, v٣)    

4/ 5 3  1  ẽ٣ = (v٣, v۴)   

3/25 2              0/5  ̃e۴ = (v۴, v۶)  

5    4/5    3 ẽ۵ = (v۶, v۵)  

      5  4   3     ̃e۶ = (v۴, v٩)  

    3   2  1     ̃e٧ = (v٩, v٨)  

  5   4 3        ̃e٨ = (v٩, v١٠)   

     3/5    3    2        ̃e٩ = (v١٠, v١١)   

     5  4 3      ̃e١٠ = (v٨, v١٢)   

 5/5     4/75             3/5      ̃e١١ = (v٨, v٧)    

نشان 2 . 6 شکل در AC٣ و AC٢ ،AC١ ترتیب به درخت زیر سه این در P (v١, v١١) مسیر میانی نقطه
همچنین اند. شده داده

min
(
d١(AC١, v۴), d٣(AC٣, v٩)

)
= d(AC١, v۴) = ٢/٧۵

               .V C = v۴ اینرو از

گیري نتیجه 3 . 6
مرکز که کردیم ارایه الگوریتمی و پرداختیم فازي هاي یال با درخت شبکه روي مرکز مساله به فصل این در
قطعی مرکز الگوریتم این اساس بر که است این در روش این مزیت آورد. می دست به را راسی مرکز و قطعی



گیري نتیجه . 3 . 6113

  
  

.2 . 2 . 6 مثال  ̃T فازي   درخت قطعی مرکز :2 . 6 شکل
  

و امکانات به بنا بتواند گیرنده تصمیم که آورد می فراهم را امکان این که آید می دست به فازي صورت به
بگیرد. را تصمیم بهترین موجود شرایط





7 فصل

فازي پیوسته مکانیابی مسایل

مراکز تاسیس براي مکان بهترین یافتن از است عبارت پیوسته مکانیابی مساله شد بیان تر پیش که طور همان
کمینه کل هزینه که طوري به مشتریان تقاضاي کردن برآورده جهت صفحه روي دهی سرویس تسهیلات و
توان نرم با اي وسیله تک مساله خاص حالت دو و گرفته نظر در را پیوسته مکانیابی مسایل فصل این در شود.

داد. خواهیم قرار بررسی مورد قطعیت عدم شرایط در را L١ نرم با اي وسیله چند مساله و اقلیدسی دوم

فازي هاي وزن و اقلیدسی دوم توان نرم با اي وسیله تک مساله 1 . 7
از استفاده با و پردازیم می فازي هاي وزن و اقلیدسی دوم توان نرم با اي وسیله تک مساله به بخش این در
صورت به اقلیدسی دوم توان نرم با اي وسیله تک مساله کلی شکل پرداخت. خواهیم آن حل به فازي حساب

[82] است زیر

min f(X) =
n∑

j=١
wj((x١ − aj٢(١ + (x٢ − aj٢(٢) (1 . 7)

مراکز مختصات دهنده نشان که هستند موجود صفحه در Aj = (aj١, aj٢) مختصات به نقطه n آن در که
کنید فرض کلیت دادن دست از بدون باشد. می مشتریان تقاضاي میزان wj, j = ١, · · · , n هستند. تقاضا
بنابراین باشند. wj = ⟨wj١, wj٢, wj٣⟩, j = ١, · · · , n مثلثی فازي اعداد همه مشتریان تقاضاهاي که

شود می زیر فازي مساله به تبدیل (1 . 7 ) مساله

min f̃(X) =
n∑

j=١
⟨wj١, wj٢, wj٣⟩((x١ − aj٢(١ + (x٢ − aj٢(٢) (2 . 7)

براي روشی خاصیت این کمک به سپس است. محدب تابعی f̃(X) فازي تابع که کنیم می اثبات ادامه در
کنیم. می ارایه (2 . 7) فازي مساله جواب یافتن

است. محدب تابعی (2 . 7) مدل در شده تعریف ،f̃(X) تابع .1 . 1 . 7 قضیه
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،f̃(X) فازي تابع بودن محدب اثبات براي است، محدب تابعی محدب توابع مجموع که آنجایی از برهان.
هستند. محدب توابعی f̃j, j = ١, · · · , n فازي توابع از یک هر که کنیم ثابت است کافی فقط

f̃j(x) = w̃j((x١ − aj٢(١ + (x٢ − aj٢(٢)

هستند محدب توابعی j = ١, · · · , n ازاي به dj(x) = ((x١ − aj٢(١ + (x٢ − aj٢(٢) توابع وضوح به
داریم بنابراین .[2]

dj(λx+ (١− λ)y) ≤ λdj(x) + (١− λ)dj(y)

داریم j = ١, · · · , n ازاي به بنابراین . dj(λx+ (١− λ)y) ≥ ٠, j = ١, · · · , n طرفی از

w̃jdj(λx+(١−λ)y) = ⟨wj١dj(λx+(١−λ)y), wj٢dj(λx+(١−λ)y), wj٣dj(λx+(١−λ)y)⟩

داریم یاگر خطی بندي رتبه از استفاده با حال

ℜ(w̃jdj(λx+ (١− λ)y))

=
wj١dj(λx+ (١− λ)y) + ٢wj٢dj(λx+ (١− λ)y) + wj٣dj(λx+ (١− λ)y)

۴

= dj(λx+ (١− λ)y)(
wj١ + ٢wj٢ + wj٣

۴ )

= dj(λx+ (١− λ)y)ℜ(w̃j)

≤ (λdj(x) + (١− λ)dj(y))ℜ(w̃j)

= λℜ(w̃j)dj(x) + (١− λ)ℜ(w̃j)dj(y)

= ℜ(λw̃jdj(x) + (١− λ)w̃jdj(y))

اینرو از
w̃jdj(λx+ (١− λ)y) ⪯ λw̃jdj(x) + (١− λ)w̃jdj(y)

نتیجه در
f̃j(λx+ (١− λ)y) ⪯ λf̃j(x) + (١− λ)f̃j(y)

هستند. محدب توابعی j = ١, · · · , n هر ازاي به f̃j فازي توابع یعنی این و
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کمینه یک موضعی کمینه که شود می نتیجه است محدب تابعی f̃(x) چون 1 . 1 . 7 قضیه به توجه با
تابع کنید فرض منظور بدین است. پذیر مشتق تابعی f̃(x) تابع که دهیم می نشان حال است. سراسري

داریم بنابراین باشد. مفروض g̃j = w̃jx
٢

∂g̃j
∂x

= lim
x→x٠

g̃j(x)− g̃j(x٠)
x− x٠

داریم طرفی از

ℜ( lim
x→x٠

g̃j(x)− g̃j(x٠)
x− x٠

) = ℜ( lim
x→x٠

w̃jx
٢ − w̃jx

٢٠
x− x٠

)

= ℜ( lim
x→x٠

⟨wj١x٢ − wj٣x٢٠, wj٢x٢ − wj٢x٢٠, wj٣x٢ − wj١x٢٠⟩
x− x٠

)

= ℜ( lim
x→x٠

⟨wj١x٢ − wj٣x٢٠
x− x٠

,
wj٢x٢ − wj٢x٢٠

x− x٠
,
wj٣x٢ − wj١x٢٠

x− x٠
⟩)

= ℜ(⟨ lim
x→x٠

wj١x٢ − wj٣x٢٠
x− x٠

, lim
x→x٠

wj٢x٢ − wj٢x٢٠
x− x٠

, lim
x→x٠

wj٣x٢ − wj١x٢٠
x− x٠

⟩)

=
limx→x٠

wj١x٢ − wj٣x٢٠
x− x٠

+ ٢ limx→x٠
wj٢x٢ − wj٢x٢٠

x− x٠
+ limx→x٠

wj٣x٢ − wj١x٢٠
x− x٠

۴

=
١
۴ lim

x→x٠

wj١x٢ − wj٣x٢٠ + ٢wj٢x٢ − ٢wj٢x٢٠ + wj٣x٢ − wj١x٢٠
x− x٠

= lim
x→x٠

wj١ + ٢wj٢ + wj٣
۴ x٢ − wj١ + ٢wj٢ + wj٣

۴ x٢٠
x− x٠

=
wj١ + ٢wj٢ + wj٣

۴ lim
x→x٠

x٢ − x٢٠
x− x٠

= ℜ(w̃j) lim
x→x٠

(x+ x٠) = ٢ℜ(w̃j)x٠

بنابراین
lim
x→x٠

w̃jx
٢ − w̃jx

٢٠
x− x٠

= ٢x٠w̃j

یعنی
∂g̃j
∂x

= ٢x٠w̃j
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داریم اینرو از
∂f̃

∂x١
=

n∑
j=١

٢w̃j(x١ − aj١)

و
∂f̃

∂x٢
=

n∑
j=١

٢w̃j(x٢ − aj٢)

(3 . 7) معادلات دستگاه حل با حال
∂f̃

∂x١
= ٠

∂f̃

∂x٢
= ٠

(3 . 7)

آمد خواهد دست به زیر صورت به بهینه مکان مختصات

x١ =
∑n

j=١ w̃jaj١∑n
j=١ w̃j

x٢ =
∑n

j=١ w̃jaj٢∑n
j=١ w̃j

از است عبارت بهینه مکان مختصات بنابراین

(x١, x٢) = (

∑n
j=١ w̃jaj١∑n
j=١ w̃j

,

∑n
j=١ w̃jaj٢∑n
j=١ w̃j

)

شود می نتیجه یاگر بندي رتبه تابع از استفاده با حال

x١ =
ℜ(
∑n

j=١ w̃jaj١)
ℜ(
∑n

j=١ w̃j)

=

∑n
j=١wj١aj١ + ٢∑n

j=١wj٢aj١ +
∑n

j=١wj٣aj١∑n
j=١wj١ + ٢∑n

j=١wj٢ +
∑n

j=١wj٣

و

x٢ =
ℜ(
∑n

j=١ w̃jaj٢)
ℜ(
∑n

j=١ w̃j)

=

∑n
j=١wj١aj٢ + ٢∑n

j=١wj٢aj٢ +
∑n

j=١wj٣aj٢∑n
j=١wj١ + ٢∑n

j=١wj٢ +
∑n

j=١wj٣
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پنج A۵ = (١٠, ٢) و A۴ = (۵, ٣) ،A٣ = (٢, ٣) ،A٢ = (٣, ۴) ،A١ = (١, ١) کنید فرض .2 . 1 . 7 مثال
،w̃٢ = ⟨۶, ٧, ١٠⟩ ،w̃١ = ⟨١/۵, ٣, ۴⟩ از عبارتند ترتیب به ها آن هاي وزن که باشند صفحه در موجود نقطه

داریم بنابراین .w̃۵ = ⟨٢/۵, ۴, ۵/٢۵⟩ و w̃۴ = ⟨١/۵, ٣, ۴⟩ ،w̃٣ = ⟨٣, ۵, ۶/۵⟩

n∑
j=١

wj١aj١ = ١/۵١+ ۶٣+ ٣٢+ ١/۵۵+ ٢/۵١٠ = ۵٨
n∑

j=١
wj٢aj١ = ٣١+ ٧٣+ ۵٢+ ٣۵+ ۴١٠ = ٨٩

n∑
j=١

wj٣aj١ = ۴١+ ١٠٣+ ۶/۵٢+ ۴۵+ ۵/٢۵١٠ = ١١٩/۵
n∑

j=١
wj١ = ١۴/۵

n∑
j=١

wj٢ = ٢٢
n∑

j=١
wj٣ = ٢٩/۵

نتیجه در
x١ =

۵٨+ ٢× ٨٩+ ١١٩/۵
١۴/۵+ ٢× ٢٢+ ٢٩/۵ = ۴/٠٣٩

داریم همچنین
n∑

j=١
wj١aj٢ = ١/۵١+ ۶۴+ ٣٣+ ١/۵٣+ ٢/۵٢ = ۴۴

n∑
j=١

wj٢aj٢ = ٣١+ ٧۴+ ۵٣+ ٣٣+ ۴٢ = ۶٣
n∑

j=١
wj٣aj٢ = ۴١+ ١٠۴+ ۶/۵٣+ ۴٣+ ۵/٢۵٢ = ٨۶

نتیجه در
x٢ =

۴۴+ ٢× ۶٣+ ٨۶
١۴/۵+ ٢× ٢٢+ ٢٩/۵ = ٢/٩٠٩
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L١ نرم با پیوسته فازي اي وسیله چند مکانیابی مساله 2 . 7
به مساله این کلی شکل پرداخت. خواهیم L١ نرم با پیوسته اي وسیله چند مکانیابی مساله به قسمت این در

[82] است زیر صورت

min W (X) =
m∑
i=١

n∑
j=١

w١ij[|xi١ − aj١|+ |xi٢ − aj٢|]

+
m−١∑
i=١

m∑
r=i+١

w٢ir[|xi١ − xr١|+ |xi٢ − xr٢|]

(4 . 7)

دهنده سرویس مکان مختصات Xi = (ai١, ai٢), i = ١, · · · ,m .X = (X١, X٢, · · · , Xm) آن در که
w١ij, i = ١, · · · ,m, j = باشند. می تقاضا مراکز n مختصات Aj = (aj١, aj٢), j = ١, · · · , n و ها
w٢ir, i = ١, · · · ,m−١, r = و ام - j تقاضاي مرکز به ام - i دهنده سرویس از کالا انتقال هزینه ١, · · · , n

باشند. می ام - r دهنده سرویس به ام - i دهنده سرویس از کالا انتقال هزینه i+ ١, · · · ,m
یعنی باشند. مثلثی فازي اعداد انتقال، هاي هزینه (4 . 7) مساله در که کنید فرض حال

w̃١ij = ⟨wl١ij, wm١ij, wr١ij⟩, i = ١, · · · ,m, j = ١, · · · , n
w̃٢ir, ⟨wl٢ir, wm٢ir, wr٢ir⟩, i = ١, · · · ,m− ١, r = i+ ١, · · · ,m

شود می زیر صورت به فازي اي وسیله چند مکانیابی مساله به تبدیل مساله صورت این در باشند.

min W̃ (X) =
m∑
i=١

n∑
j=١

⟨wl١ij, wm١ij, wr١ij⟩[|xi١ − aj١|+ |xi٢ − aj٢|]

+
m−١∑
i=١

m∑
r=i+١

⟨wl٢ir, wm٢ir, wr٢ir⟩[|xi١ − xr١|+ |xi٢ − xr٢|]

(5 . 7)

(5 . 7) فازي مساله جواب یافتن براي روشی W̃ (X) تابع تحدب و پذیري تفکیک خاصیت از استفاده با ادامه در
کنیم. می ارایه

است. پذیر تفکیک تابعی (5 . 7) مدل در شده تعریف W̃ (X) تابع .1 . 2 . 7 قضیه
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داریم بگیرید. درنظر را ،W̃ (X) تابع برهان.

W̃ (X) =
m∑
i=١

n∑
j=١

w̃١ij [|xi١ − aj١|+ |xi٢ − aj٢|]

+
m−١∑
i=١

m∑
r=i+١

w̃٢ir [|xi١ − xr١|+ |xi٢ − xr٢|]

=
m∑
i=١

n∑
j=١

w̃١ij|xi١ − aj١|+
m∑
i=١

n∑
j=١

w̃١ij|xi٢ − aj٢|

+
m−١∑
i=١

m∑
r=i+١

w̃٢ir|xi١ − xr١|+
m−١∑
i=١

m∑
r=i+١

w̃٢ir|xi٢ − xr٢|

=

[
m∑
i=١

n∑
j=١

w̃١ij|xi١ − aj١|+
m−١∑
i=١

m∑
r=i+١

w̃٢ir|xi١ − xr١|

]

+

[
m∑
i=١

n∑
j=١

w̃١ij|xi٢ − aj٢|+
m−١∑
i=١

m∑
r=i+١

w̃٢ir|xi٢ − xr٢|

]

= W̃١(x١١, x٢١, · · · , xm١) + W̃٢(x١٢, x٢٢, · · · , xm٢)

از عبارتند ترتیب به W̃٢(x١٢, x٢٢, · · · , xm٢) و W̃١(x١١, x٢١, · · · , xm١) آن در که

W̃١(x١١, x٢١, · · · , xm١) =
m∑
i=١

n∑
j=١

w̃١ij|xi١ − aj١|+
m−١∑
i=١

m∑
r=i+١

w̃٢ir|xi١ − xr١|

W̃٢(x١٢, x٢٢, · · · , xm٢) =
m∑
i=١

n∑
j=١

w̃١ij|xi٢ − aj٢|+
m−١∑
i=١

m∑
r=i+١

w̃٢ir|xi٢ − xr٢|

است. پذیر تفکیک تابعی ،W̃ (X) تابع که شود می نتیجه بنابراین

است. محدب تابعی (5 . 7) مدل در شده تعریف ،W̃ (X) تابع .2 . 2 . 7 قضیه
W̃ (X) تابع دهیم نشان اینکه براي اینرو از است. محدب تابعی محدب توابع مجموع که دانیم می برهان.
W̃٢(x١٢, x٢٢, · · · , xm٢) و W̃١(x١١, x٢١, · · · , xm١) توابع از یک هر کنیم ثابت که است کافی است، محدب

دهید قرار و بگیرید نظر در را ،W̃١(x١١, x٢١, · · · , xm١) تابع ابتدا باشند. می محدب
f̃١ij = w̃١ij|xi١ − aj١|
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و
f̃٢ir = w̃٢ir|xi١ − xr١|

داریم اینرو از
W̃١(x١١, x٢١, · · · , xm١) =

m∑
i=١

n∑
j=١

f̃١ij +
m−١∑
i=١

m∑
r=i+١

f̃٢ir

توابع از یک هر که کنیم ثابت است کافی فقط W̃١(x١١, x٢١, · · · , xm١) تابع بودن محدب اثبات براي حال
داریم بگیرید. نظر در را f̃١ij تابع هستند. محدب توابعی ،f̃٢ir و f̃١ij

ℜ(f̃١ij(λxi١ + (١− λ)x′i١)) = ℜ(w̃١ij)|λxi١ + (١− λ)x′i١ − aj١|

= ℜ(w̃١ij)|λ(xi١ − aj١) + (١− λ)(x′i١ − aj١)|

≤ ℜ(w̃١ij) [|λ(xi١ − aj١)|+ |(١− λ)(x′i١ − aj١)|]

= λ [ℜ(w̃١ij)|xi١ − aj١|] + (١− λ) [ℜ(w̃١ij)|x′i١ − aj١|]

= λℜ(w̃١ij|xi١ − aj١|) + (١− λ)ℜ(w̃١ij|x′i١ − aj١|)

= ℜ (λ(w̃١ij|xi١ − aj١|) + (١− λ)(w̃١ij|x′i١ − aj١|))

= ℜ
(
λf̃١ij(xi١) + (١− λ)f̃١ij(x′i١)

)
شود می نتیجه بنابراین

f̃١ij(λxi١ + (١− λ)x′i١) ⪯ λf̃١ij(xi١) + (١− λ)f̃١ij(x′i١)

محدب نیز ،f̃٢ir تابع که داد نشان توان می نتیجه مشابه طریق به است. محدب تابعی ،f̃١ij تابع یعنی این و
نتیجه این و هستند محدب W̃٢(x١٢, x٢٢, · · · , xm٢) و W̃١(x١١, x٢١, · · · , xm١) توابع از یک هر لذا است.

است. محدب ،W̃ (X) تابع که دهد می

داریم 1 . 2 . 7 قضیه به توجه با بگیرید. نظر در را (5 . 7) فازي اي وسیله چند مکانیابی مساله

min W̃ (X) = min W̃١(x١١, x٢١, · · · , xm١) + min W̃٢(x١٢, x٢٢, · · · , xm٢) (6 . 7)
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طور به را زیر فازي هاي مساله زیر از یک هر جواب باید (5 . 7) فازي مساله بهینه جواب یافتن براي اینرو از
بیابیم. جداگانه

min W̃١(x١١, x٢١, · · · , xm١) =
m∑
i=١

n∑
j=١

w̃١ij|xi١ − aj١|+
m−١∑
i=١

m∑
r=i+١

w̃٢ir|xi١ − xr١| (7 . 7)

min W̃٢(x١٢, x٢٢, · · · , xm٢) =
m∑
i=١

n∑
j=١

w̃١ij|xi٢ − aj٢|+
m−١∑
i=١

m∑
r=i+١

w̃٢ir|xi٢ − xr٢| (8 . 7)

را بهینه جواب توان می فازي خطی ریزي برنامه مساله یک به مسایل این از یک هر تبدیل با منظور بدین
،d−ijk ،d+ijk نامنفی متغیرهاي و بگیرید نظر در k = ١, ٢ ازاي به را ،W̃K(x١k, x٢k, · · · , xmk) تابع بیابیم.

کنید تعریف زیر صورت به را e−irk و e+irk

d+ijk =

xik − ajk xik ≥ ajk اگر
٠ صورت این غیر در

d−ijk =

−xik + ajk xik ≤ ajk اگر
٠ صورت این غیر در

e+irk =

xik − xrk xik ≥ xrk اگر
٠ صورت این غیر در

e−irk =

−xik + xrk xik ≤ xrk اگر
٠ صورت این غیر در

شود می زیر فازي خطی هاي مدل به تبدیل ترتیب به (8 . 7) و (7 . 7) هاي مدل بنابراین

min W̃١(x١١, x٢١, · · · , xm١) =
m∑
i=١

n∑
j=١

w̃١ij(d+ij١ + d−ij١) +
m−١∑
i=١

m∑
r=i+١

w̃٢ir(e+ir١ + e−ir١)

s.t

xi١ − d+ij١ + d−ij١ = aj١ i = ١, · · · ,m j = ١, · · · , n
xi١ − xr١ − e+ir١ + e−ir١ = ٠ i = ١, · · · ,m− ١ r = i+ ١, · · · ,m
xi١, xr١, d+ij١, d−ij١, e+ir١, e−ir١ ≥ ٠ ∀ i, r, j

(9 . 7)
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min W̃٢(x١٢, x٢٢, · · · , xm٢) =
m∑
i=١

n∑
j=١

w̃١ij(d+ij٢ + d−ij٢) +
m−١∑
i=١

m∑
r=i+١

w̃٢ir(e+ir٢ + e−ir٢)

s.t

xi٢ − d+ij٢ + d−ij٢ = aj٢ i = ١, · · · ,m j = ١, · · · , n
xi٢ − xr٢ − e+ir٢ + e−ir٢ = ٠ i = ١, · · · ,m− ١ r = i+ ١, · · · ,m
xi٢, xr٢, d+ij٢, d−ij٢, e+ir٢, e−ir٢ ≥ ٠ ∀ i, r, j

(10 . 7)

زمان هم طور به توانند نمی ،d−ij١ و d+ij١ متغیرهاي که کند می تضمین اول قیود مجموعه (9 . 7) مدل در
به توانند نمی e−ir١ و e+ir١ متغیرهاي که دهد می نشان دوم قیود مجموعه مشابه طریق به باشند. مثبت
ازاي به xr١ ≥ ٠ و xi١ ≥ ٠ متغیرهاي آخر قیود مجموعه در همچنین باشند. مثبت زمان هم طور
نمی مساله کلیت از که اند شده گرفته نظر در منفی نا صورت به i = ١, · · · ,m r = ١, · · · ,m − ١
نتایج گردنند. واقع اول ربع در نقاط تمام که گرفت نظر در طوري را مختصات دستگاه توان می زیرا کاهد.

است. برقرار نیز (10 . 7) ریزي برنامه مساله براي مشابه
با هستند. فازي هدف ضرایب با خطی ریزي برنامه مساله یک (10 . 7) و (9 . 7) مسایل از یک هر بوضوح

آید. می بدست (5 . 7) مساله بهینه جواب [75] کومار روش توسط ها مدل این حل

وزن و نقاط مختصات که صفحه در موجود نقطه چهار بین دهنده سرویس دو تاسیس مساله .3 . 2 . 7 مثال
داریم بنابراین بگیرید. نظر در است شده آورده 1 . 7 جدول در متناظر فازي هاي

3 . 2 . 7 مثال ها وزن و تقاضا مراکز مختصات :1 . 7 جدول

4 3 2 1 j

5           1 2  3 aj١

7   4 2 1   aj٢  

⟨٠, ١, ٢/۵⟩ ⟨٠, ٠, ٠⟩ ⟨١/٢, ٢/۵, ٣/۵⟩ ⟨٠, ١, ٢/۵⟩ w١١j  

⟨١/٢, ٢/۵, ٣/۵⟩ ⟨٢, ٣, ۴/٢⟩ ⟨٠, ١, ٢/۵⟩ ⟨٠, ٠, ٠⟩ w١٢j

⟨١/٢, ٢/۵, ٣/۵⟩ w̃٢١٢
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W̃١(x١١, x٢١) = ⟨٠, ١, ٢/۵⟩|x١١ − ٣|+ ⟨١/٢, ٢/۵, ٣/۵⟩|x١١ − ٢|+ ⟨٠, ٠, ٠⟩|x١١ − ١|
+ ⟨٠, ١, ٢/۵⟩|x١١ − ۵|+ ⟨٠, ٠, ٠⟩|x٢١ − ٣|+ ⟨٠, ١, ٢/۵⟩|x٢١ − ٢|+ ⟨٢, ٣, ۴/٢⟩|x٢١ − ١|
+ ⟨١/٢, ٢/۵, ٣/۵⟩|x٢١ − ۵|+ ⟨١/٢, ٢/۵, ٣/۵⟩|x١١ − x٢١|

و

W̃٢(x١٢, x٢٢) = ⟨٠, ١, ٢/۵⟩|x١٢ − ١|+ ⟨١/٢, ٢/۵, ٣/۵⟩|x١٢ − ٢|+ ⟨٠, ٠, ٠⟩|x١٢ − ۴|
+ ⟨٠, ١, ٢/۵⟩|x١٢ − ٧|+ ⟨٠, ٠, ٠⟩|x٢٢ − ١|+ ⟨٠, ١, ٢/۵⟩|x٢٢ − ٢|+ ⟨٢, ٣, ۴/٢⟩|x٢٢ − ۴|
+ ⟨١/٢, ٢/۵, ٣/۵⟩|x٢٢ − ٧|+ ⟨١/٢, ٢/۵, ٣/۵⟩|x١٢ − x٢٢|

k = ١, ٢ ازاي به همچنین و d−ijk و d+ijk متغیرهاي i = ١, ٢, j = ١, ٢, ٣, ۴, k = ١, ٢ ازاي به کنید فرض
سازي کمینه مسایل از یک هر بنابراین شوند. تعریف است شده گفته پیشتر که آنگونه d−١٢k و e+١٢k متغیرهاي
ترتیب به W̃٢(x١٢, x٢٢, · · · , xm٢) خطی غیر تابع سازي کمینه و W̃١(x١١, x٢١, · · · , xm١) خطی غیر تابع

شوند می تبدیل زیر صورت به فازي خطی سازي کمینه مسایل به

min W̃١(x١١, x٢١, · · · , xm١) = ⟨٠, ١, ٢/۵⟩(d+١١١ + d−١١١) + ⟨١/٢, ٢/۵, ٣/۵⟩(d+١٢١ + d−١٢١)

+ ⟨٠, ٠, ٠⟩(d+١٣١ + d−١٣١) + ⟨٠, ١, ٢/۵⟩(d+١۴١ + d−١۴١) + ⟨٠, ٠, ٠⟩(d+٢١١ + d−٢١١)

+ ⟨٠, ١, ٢/۵⟩(d+٢٢١ + d−٢٢١) + ⟨٢, ٣, ۴/٢⟩(d+٢٣١ + d−٢٣١) + ⟨١/٢, ٢/۵, ٣/۵⟩(d+٢۴١ + d−٢۴١)

+ ⟨١/٢, ٢/۵, ٣/۵⟩(e+١٢١ + e−١٢١)

s.t

x١١ − d+١١١ + d−١١١ = ٣
x١١ − d+١٢١ + d−١٢١ = ٢
x١١ − d+١٣١ + d−١٣١ = ١
x١١ − d+١۴١ + d−١۴١ = ۵
x٢١ − d+٢١١ + d−٢١١ = ٣
x٢١ − d+٢٢١ + d−٢٢١ = ٢
x٢١ − d+٢٣١ + d−٢٣١ = ١
x٢١ − d+٢۴١ + d−٢۴١ = ۵
x١١ − x٢١ − e+١٢١ + e−١٢١ = ٠
x١١, x٢١, e+١٢١, e−١٢١ ≥ ٠
d+ij١, d−ij١ ≥ ٠ i = ١, · · · ,m, j = ١, · · · , n

(11 . 7)
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min W̃٢(x١٢, x٢٢, · · · , xm٢) = ⟨٠, ١, ٢/۵⟩(d+١١٢ + d−١١٢) + ⟨١/٢, ٢/۵, ٣/۵⟩(d+١٢٢ + d−١٢٢)

+ ⟨٠, ٠, ٠⟩(d+١٣٢ + d−١٣٢) + ⟨٠, ١, ٢/۵⟩(d+١۴٢ + d−١۴٢) + ⟨٠, ٠, ٠⟩(d+٢١٢ + d−٢١٢)

+ ⟨٠, ١, ٢/۵⟩(d+٢٢٢ + d−٢٢٢) + ⟨٢, ٣, ۴/٢⟩(d+٢٣٢ + d−٢٣٢) + ⟨١/٢, ٢/۵, ٣/۵⟩(d+٢۴٢ + d−٢۴٢)

+ ⟨١/٢, ٢/۵, ٣/۵⟩(e+١٢٢ + e−١٢٢)

s.t

x١٢ − d+١٢٢ + d−١٢٢ = ١
x١٢ − d+١٣٢ + d−١٣٢ = ٢
x١٢ − d+١۴٢ + d−١۴٢ = ۴
x١٢ − d+١۵٢ + d−١۵٢ = ٧
x٢٢ − d+٢٢٢ + d−٢٢٢ = ١
x٢٢ − d+٢٣٢ + d−٢٣٢ = ٢
x٢٢ − d+٢۴٢ + d−٢۴٢ = ۴
x٢٢ − d+٢۵٢ + d−٢۵٢ = ٧
x١٢ − x٢٢ − e+١٢٢ + e−١٢٢ = ٠
x١٢, x٢٢, e+١٢٢, e−١٢٢ ≥ ٠
d+ij٢, d−ij٢ i = ١, · · · ,m j = ١, · · · , n

(12 . 7)

داریم [75] کومار روش به (12 . 7) و (11 . 7) خطی فازي مسایل حل با حال

x١١ = ٢
x٢١ = ٣
W١(x١١, x٢١) = ١۴/٨٢۵

x١٢ = ۴
x٢٢ = ۴
W٢(x١٢, x٢٢) = ٢١/١٢۵

بنابراین
X١ = (٢, ۴), X٢ = (٣, ۴)

و

W (X١, X٢) = W١(x١١, x٢١) +W٢(x١٢, x٢٢) = ٣۵/٩۵
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گیري نتیجه 3 . 7
دادیم نشان و پرداختیم فازي هاي وزن و اقلیدسی دوم توان نرم با اي وسیله تک مساله به ابتدا فصل این در
ادامه در کردیم. ارایه مساله این حل براي روشی سپس است. محدب ریزي برنامه مساله یک مساله این که
مساله یک مساله این که کردیم ثابت و گرفته نظر در را L١ نرم با پیوسته فازي اي وسیله چند مکانیابی مساله
جواب فازي هدف ضرایب با خطی ریزي برنامه مساله به مساله تبدیل با نهایت در است. پذیر تفکیک و محدب

آوردیم. دست به را بهینه
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Aabstract

Facility location problem is one of the most important fields of operation research that
is used to model real problems such as locating hospitals, fire fighting stations, banks,
emergency centers and etc . However the existence of uncertainty and ambiguity are
unassailable in real situations and in most of the times it is not possible to determine the
value of parameters certainly and exactly. To model real problems in such cases, a proper
method is used to model these ambiguity and uncertainty. The fuzzy set theory is an
efficient tool to model vagueness and uncertainty of real problems in mathematical forms.
This theory is able to model uncertain and ambiguous concepts, variables and systems in
mathematical form and provide the situations to reasoning, conclusion, control and deci-
sion making in uncertainty. Hence it is so important to studding of fuzzy facility location
problems. In this thesis the crisp version of p - median and p center problems are defined
and the fuzzy form of 1 - median, 2 - median and 1 - center problems are studied. Some
previous existing methods are explained. Also some new efficient methods are proposed
to solve these problems. More over continuous facility location problems with square of
Euclidean norm and L1 norm are discussed and some new methods are presented to solve
them.
keywords: Center facility location problem, median facility location problem, fuzzy net-
work, membership function, fuzzy sets, fuzzy location problem.
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