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سپاس گزاری...

برای را راه خود، های راهنمائ با که معتمدنژاد دکتر آقای جناب از ر تش و تقدیر
با نیز و داشته، فراوان اری هم تز پیشبرد در که ذاکر خانم و نموده هموار اینجانب
فراهم گروه این دانشجویان برای را مطالعه و تحقیق ان ام که ریاض گروه از قدردان

کردند.
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نامه تعهد
اه دانش ریاض علوم محض ریاض رشته دکتری دانشجوی نصرت شاهپور اینجانب
تحت ، ارز تک و همساز توابع روی پیچش بررس عنوان با پایان نامه نویسنده شاهرود،

م شوم: متعهد معتمدنژاد احمد راهنمایی
برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط پایان نامه این در تحقیقات •

است.
داده استناد استفاده مورد مرج به پژوهش گران، ر دی پژوهش های نتایج از استفاده در •

است. شده
مدرک نوع هیچ دریافت برای ری دی فرد یا خود، توسط کنون تا پایان نامه، این مطالب •

است. نشده ارایه هیچ جا در امتیازی یا
نام با مستخرج مقالات و دارد، تعلق شاهرود صنعت اه دانش به اثر، این معنوی حقوق •
خواهند چاپ به “ Shahrood University of Technology “ یا “ شاهرود صنعت اه دانش “

رسید.
بوده اند، تاثیرگذار پایان نامه اصل نتایج آوردن بدست در که افرادی تمام معنوی حقوق •

م گردد. رعایت پایان نامه از مستخرج مقالات در
آنها) بافت های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •

است. شده رعایت اخلاق اصول و ضوابط است، شده استفاده
افراد شخص اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •
شده رعایت انسان اخلاق اصول و رازداری اصل است)، شده استفاده (یا یافته دسترس

است.
نصرت شاهپور

١٣٩٧ ماه اردیبهشت

نشر حق و نتایج یت مال
برنامه های کتاب، مستخرج، ( مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
شاهرود صنعت اه دانش به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم افزارها رایانه ای،

شود. ذکر مربوطه علم تولیدات در ، مقتض نحو به باید مطلب این م باشد.
نم باشد. مجاز منبع ذکر بدون پایان نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده •

ط





یده چ
و نواخت ی محدب) ترتیب، (به ستاره گون تحلیل توابع از معدودی مثالهای اینکه با
خانواده از مثالهایی حال این با است، موجود محدب) ترتیب، (به ستاره گون کاملا همساز

توابع هرچند داد، خواهیم ارائه نواخت ی محدب) ترتیب، (به ستاره گون همساز جدید های
یا و لازم شروط همچنین اند. ویژه اهمیت با و محدود بسیار کنند م صدق تعاریف این در که
نواخت ی محدب) ترتیب، (به ستاره گون همساز، توابع ها آن مطابق که دهیم م ارائه کاف

نمود. نخواهیم فروگذار زمینه این در اخیر نتایج ذکر از باره این در شوند.
بشمار ارز تک توابع ی رده بررس جهت جانبی ابزاری همساز و تحلیل توابع روی پیچش
اثبات به را روش این توانائ شده، انجام ارز تک تحلیل توابع روی پیچش از آنچه آید. م
اعمال همساز، توابع از قبل های رده تعمیم نظیر همساز، توابع روی آن رد عمل نیز و رسانده
و ‐به‐محدب نزدی و محدب و ستاره گون نظیر مختلف های رده همساز توابع روی پیچش
تنها اخیر، سال چند در مولفان برخ اخیر کارهای روند. م بشمار مسائل قبیل این از غیره
برای پیچش روش از نیز ما است. روش این توانمندی از کوچ بخش تکامل دهنده نشان

کرد. خواهیم استفاده نتایج به دستیابی
و بوده S های زیررده از که ارزند دو‐تک توابع پردازیم م آن به انتها در که ری دی مطلب

تعمیم یافته، العشوه که نتایج هستند. ای ویژه اهمیت دارای ضرایب کران یافتن زمینه در
نشان پیچش، از استفاده با و مذکور ی رده از تعمیم با اینجا در و است قبل ی رده چند از
شامل را قبل روشهای از تری کل حالات شده، یافته |a٣| و |a٢| ضرایب های کران دهیم م

پس شد. خواهند
تحلیل از اعم ارز تک مختلط توابع از هائ زیررده در مطالعه به دارد اختصاص اثر این •

.D واحد قرص در همساز و
اند. شده معرف ارز تک محدب و ستاره گون توابع از معین های رده •

اند. شده پارچه ی جدیدی های زیررده به توابع، از ارز تک و تحلیل های رده این •
اند. آمده بدست جدید های زیرکلاس پیچش و شمول خواص از اصل نتایج •

زیررده این برای نخستین ضرایب کران و تعریف ارز دو‐تک تحلیل توابع از ای زیررده •
است. شده حاصل تابعیت اصل و کاراتئودوری لم طریق از

تابع نواخت، ی محدب تابع نواخت، ی ستاره گون تابع ارز، تک تابع کلیدی: کلمات
تابعیت. پیچش، ارز، دو‐تک تابع محدب، کاملا تابع ستاره گون، کاملا

ک
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١ فصل
ارز تک توابع ی رده

بحث با و رفته بشمار آنالیز مهم های شاخه از سده، دو از بیش قدمت با مختلط توابع نظریه
از رود. م بشمار آنالیز قضایای و مباحث از بسیاری وی ال آنها، کنش و صفحه نقاط روی
گردد، م بر بیستم قرن ابتدای به ارز تک توابع روی بحث نظریه، این پیرامون تاریخ نظر
بیان را مقدار تک تابع یا ارز تک تابع تعاریف و مبان آنالیز، داران طلایه که بود هنگام آن و
این در ها پیشرفت از بسیاری سرمایه ساله هفتاد عمری با بیبرباخ حدس بین این در و نموده
راه است، تحلیل توابع نظریه از منشعب خود که همساز توابع نظریه آن از پس و بوده مبحث

گشودند. میان این در را خود
دانشمندان توجه مورد مخصوصا که هندس دیدی با اولیه ل گیری ش ط مختلط توابع نظریه

بیان داشت. قرار تفحص و بحث مورد داشتند، علوم سایر با ریاض پیوند به تمایل که بود
دانهای هندسه‐دیفرانسیل توسط هندس های ایده ارگیری ب با مختلط صفحه های ویژگ
این به دانها فیزی مخصوصا ریاض غیر دانشمندان بیشتر انگیزش باعث بیستم، قرن اول نیمه

است. شده منتقل امروز به کندتر آهنگ با مختلط ی صفحه از نگرش چنین و بوده سمت
نظریه این طرفداران نوشتجات از بسیاری ی دستمایه نیز اکنون هم ارز تک توابع مبحث
و بوده بحث مورد مختلف های رده زیر در همچنان بیبرباخ، حدس تحقق وجود با و است
که است واض دهند. م قرار بررس و تحقیق مورد نیز را ها زیررده این بین تعامل اه گه
و چندارزی توابع به توان م را واحد قرص روی ارز تک توابع های رده زیر خواص از بسیاری
توابع در بررس مورد های یافته لحاظ، این از و داد گسترش چندگانه همبند های دامنه نیز

١



ارز تک توابع ی رده ٢
شد. خواهند ارزشمندتر ارز تک

و کرده بازگو ارز تک توابع ی رده در را نیازمان مورد و شده شناخته تعاریف ابتدا در ما
گذراند. خواهیم نظر مقابل از را بود خواهد کارمان سرلوحه کار ادامه در که لازم خواص

S رده ی ١ . ١
آن مرز و باز١ یکه قرص D = {z ∈ C : |z| < ١} مختلط، صفحه از عبارتست C متن این در
نامیده دامنه که را همبند باز مجموعه هر شود. م داده نمایش T = {z ∈ C : |z| = ١} با که
بر شده تعریف لیلی٢ توابع تمام مجموعه نمایش H(Ω) و کرده مشخص Ω یا D با شود م

تابع است. Ω دامنه f : D ⊂ C → C

f(x, y) = u(x, y) + iv(x, y)

بعن کنند صدق ان٣ ر کوشی معادلات در v و u و بوده پیوسته f اگر است تحلیل D روی
u = Re f حقیق توابع اگر f ∈ C١(D) که است آن با معادل مطلب این .uy = −vx و ux = vy

باشند. D روی پیوسته اول مرتبه جزئ مشتقات دارای y و x حقیق متغیرهای از v = Imf و
همدیس نگاشتهای نشود. صفر هرگز آن مشتق اگر گوئیم دیس۴ را تحلیل نگاشت ی
بهمان را منحن دو بین زاویه دهند، م انتقال دامنه از را منحن دو تقاط ی نقطه که وقت
اینرو از کنند، م حفظ صورت همان به نیز را آن مثلثات جهت و داده انتقال برد به اندازه

م تضمین دامنه دو بین را همدیس نگاشتهای چنین وجود زیر قضیه جهتند. و زاویه حافظ
کند.

باشد مختلط صفحه از سره زیرمجموعه G گیرم ([٧٧] ان۵ ر نگاشت قضیه ) .١ . ١ . ١ قضیه
که دارد وجود ϕ : G → D تای ی ارز٧ تک نگاشت سپس .z٠ ∈ G و است ساده۶ بند که

.ϕ′(z٠) > ٠ و ϕ(z٠) = ٠
که کنیم ذکر باید شود. م نامیده ان٨ ر نگاشت است صادق قضیه در که نگاشت چنین
موارد این غیر در ر م بوده ی به ی و تحلیل توابع نوشتار، این در ارز تک توابع از منظور
ساده همبند دامنه دو هر بین ارز تک نگاشت وجود ریمان نگاشت قضیه پس شود. تصریح

١Open Unit Disk
٢Analytic (Holomorphic) functions
٣Cauchy-Riemann equations
۴Conformal
۵Riemann Mapping Theorem
۶Simply-Connected
٧Univalent, Schlicht, One-to-one
٨Riemann map



٣ S رده ی
همدیس نتیجه در و بوده ناصفر مشتق دارای ارزی تک نگاشتهای چنین کند. م تضمین را
G ̸= C گیریم کرد. منتقل D به دامنه هر از را ارز تک توابع بحث توان م این بر علاوه اند.
f := Foϕ−١ : D → C تابع با را F : G → C تابع توان م پس باشد. ساده همبند ای دامنه
تک تحلیل توابع ی مطالعه در بنابراین نمود. زین جای است، ریمان نگاشت ϕ : G → D که

کنیم. م معطوف D روی نگاشتهای به را خود توجه ارز،
ل ش به توابع ی رده٩ A گیریم

f(z) = z +
∞∑

n=٢
anz

n (١ . ١)

ند. ارز تک D روی که است f ∈ A توابع ی رده S بعلاوه اند. تحلیل D روی که باشد
انبساط١٢، چرخش١١، سازی١٠، مزدوج تحت که است توابع از فشرده خانواده ای S ی رده
S رده در توابع چنین از مثال ی شود. م حفظ [٣١] برد١۶ انتقال و قرص١۴١٣ خودر

کوبه١٧ تابع

k٠(z) = z

(١ − z)٢ =

∞∑
n=١

nzn = z + ٢z٢ + ٣z٣ + · · · (١ . ٢)

−∞ تا − ١
۴ از منف حقیق محور از قسمت منهای صفحه تمام به را D قرص تابع این است.

کند. م بازی S ی رده برای را ال١٨ کس ا نگاشت نقش تابع این .(١ . ١ ل (ش نگارد م
:[٣١] کند م بیان چنین کوبه١٩ ‐چهارم ی قضیه

است. ١
۴ شعاع به قرص شامل f ∈ S ارز تک تابع هر تحت D تصویر .١ . ١ . ٢ قضیه

تابع هر بسط در a٢ دوم ضریب داد م نشان که کرد ثابت ای قضیه بیباخ٢٠ ١٩١۶ در
م f ∈ S ارز تک تابع هر برای که زد حدس و |a٢| ⩽ ٢ یعن باشد ٢ حداکثر بایست م f ∈ S

٩Class
١٠Conjugation
١١Rotation
١٢Dilation
١٣Disc Automorphism

که است Λf : D → C تابع قرص خودریخت ،f ∈ A ارز تک موضعا تحلیل تابع برای ١۴

Λf (z) =
f(

z + z٠١ + zz٠ )− f(z٠)
(١ − |z٢|٠)f ′(z٠)

.Λf (z) ∈ F باشیم داشته f ∈ F هر برای اگر خطی١۵ پایای F خانواده .z٠ ∈ D برای
١۶Range Transformation
١٧Paul Koebe (1882-1945)
١٨Extremal
١٩Koebe
٢٠Bieberbach



ارز تک توابع ی رده ۴

کوبه. تابع تحت D تصویر :١ . ١ ل ش
مطالعات مبنای حدس این بیستم قرن ط باشد. برقرار nی ⩾ ٢ هر برای |an| ⩽ n بایست
بحث همچنین نمود. ار آش را رده این از بسیاری خواص و شد ارز تک توابع ی رده در زیادی
چنین نخست، ضرایب کران و یافت ادامه همچنان بیباخ حدس اثبات و ضرایب کران سر بر

آمد: بدست
.[١٢] بیباخ |a٢| ⩽ ٢ ١٩١۶
.[۵۶] لاونر٢١ |a٣| ⩽ ٣ ١٩٢٣

.[٣٨] شیفر٢٣ و قارابادیان٢٢ |a۴| ⩽ ۴ ١٩۵۵
.[٧۴] شیفر٢۵ و پسون٢۴ |a۵| ⩽ ۵ ١٩٧٢

.١٩٧٢ در [٧٢] اوزاوا٢٧ مستقلا و [٧٣] پسون٢۶ |a۶| ⩽ ۶ ١٩۶٨
|an| < کرد ثابت که [۴۵] بود هوروویتس٢٨ آن از موق آن تا شده شناخته نتیجه بهترین

رسید: اثبات به دوبرانژ٢٩ توسط بیباخ حدس ١٩٨۵ در بالاخره . ١٫٠۶۵٧n
م صدق n هر برای |an| ⩽ n رابطه در ضرایب ،f ∈ S هر برای ([٢۶] (دوبرانژ .١ . ١ . ٣ قضیه

کنند.
که کرد ثابت را اریتم ل ضرایب روی ٣٠میل حدس دوبرانژ، مقصود این به نیل برای
روگوسینسکی٣٢ حدس اش نتیجه نیز آن و دهد م نتیجه را فرد ارز تک توابع روی روبرتسون٣١ حدس

ص١٩٧). ،[٣١] (ر.ک. دهد م نتیجه را بیباخ حدس هم آن که است مطیع٣٣ توابع روی
که (١ . ١) ل ش به ارز تک تابع ی از γn اریتم ل ضرایب که آنست بیانگر میل حدس

بصورت
log
(f(z)

z

)
= ٢

∞∑
n=١

γnz
n (١ . ٣)

٢٨Horowitz
٢٩Louis de Branges
٣٠Milin conjecture (1971)
٣١Robertson conjecture (1936)
٣٢Rogosinski conjecture (1943)
٣٣Subordinate Functions



۵ تابعیت
نابرابری در شود م تعریف

n∑
m=١

m∑
k=١

(
k|γk|٢ − ١

k

)
⩽ ٠ , n = ١,٢, · · · (۴ . ١)

میل حدس در و بوده γn =
١
n

کوبه تابع اریتم ل ضرایب که است واض کنند. م صدق
h(z) = z+c٣z٣+ نظیر فرد ارز تک تابع هر ضرایب که گوید م نیز روبرتسون حدس صادقند.

نابرابری در c۵z۵ + · · ·

١ + |c٢|٣ + · · ·+ |c٢n−٢|١ ⩽ n

آمد. خواهد ١ . ٢ . ١ لم در روگوسینسکی حدس .[۵] کنند م صدق

تابعیت ١ . ٢
روی ω تحلیل تابع اگر f(z) ≺ g(z) یا f ≺ g نویسیم م و است g تابع مطیع٣۴ f تابع گوئیم
g که هنگام .z ∈ D برای f(z) = g(ω(z)) و |ω(z)| < ١ ،ω(٠) = ٠ که باشد موجود چنان D

.f(D) ⊂ g(D) و f(٠) = g(٠) اگر است g تابع مطیع f باشد، ارز تک

بازای و بوده تحلیل D روی g(z) =

∞∑
n=١

bnz
n اگر ([٣١] روگوسینسکی (حدس .١ . ٢ . ١ لم
.n = ١,٢, · · · که |bn| ⩽ n آنگاه g ≺ f fی، ∈ S

ثابت توان م شناسند. م بیباخ حدس تعمیم بعنوان را روگوسینسکی حدس معمولا
.f = g سپس g ≺ f و f, g ∈ S اگر که کرد

ستاره گون توابع ١ . ٣
، هندس نظر از باشد. ستاره گون مبداء به نسبت بردش اگر نامیم ستاره گون٣۵ را f(z) تابع
برد در خط پاره تمام چنانکه نمود وصل مبداء به خط پاره با توان م را f(z) برد از نقطه هر

یعن است θ از غیرنزول تابع arg{f(eiθ)} بعبارت .[٧٧] شود واق
∂

∂θ
arg{f(eiθ)} ⩾ ٠

فقط و اگر f(z) ∈ S∗ بعلاوه دهیم. م نشان S∗ با را S در ستاره گون توابع تمام ی زیررده
خاصیت با تابع همچنین .z f ′(z)

f(z)
≺ ١ + z

١ − z
اگر فقط و اگر نیز این و Re

{
z
f ′(z)

f(z)

}
> ٠ اگر

٣۴Subordinate
٣۵Starlike



ارز تک توابع ی رده ۶
که دهد م نشان موضوع این شد. خواهد ارز تک D روی Re

{
z
f ′(z)

f(z)

}
> ٠

f ′(z)

f(z)
≺ ١ + z

z(١ − z)
=

١
z
+

٢
١ − z

برای را اکستریمال نقش k٠(z) =
z

(١ − z)٢ نگاشت نتیجه در و log f(z) ≺ log
z

(١ − z)٢ یا
است. برقرار nی ⩾ ٢ هر برای |an| ⩽ n بنابراین و کند، م بازی S∗ رده ی

پس G(z) = f(z)g(z) اگر زیرا ستاره گون است تابع ستاره گون تابع دو حاصلضرب بوضوح
و z ∈ D برای zG′(z)

G(z)
= z

f ′(z)

f(z)
+ z

g′(z)

g(z)
مشتقگیری با که logG(z) = log f(z) + log g(z)

شود. م حاصل نتیجه
تک و تحلیل D در f اگر یعن است همدیس نگاشتهای برای ارث خاصیت ستاره گون
هر تصویر آنگاه بنگارد، مبداء) به (نسبت ستاره گون ای ناحیه به را D و بوده f(٠) = ٠ با ارز

بود. خواهد ستاره گون مبداء به نسبت نیز |z| < r < ١ زیرقرص
احتمالات اندازه ی سپس باشد، ستاره گون D روی f(z) = z +

∞∑
n=٢

anz
n کنید فرض

چنانکه شود م تعریف T ه ی دایره بورل های زیرمجموعه روی که هست µ تای ی
F (z) = z

f ′(z)

f(z)
=

∫ ١ + γz

١ − γz
dµ(γ) , z ∈ D

که دهد م نتیجه این
F (z) = ١ + ٢

∞∑
n=١

zn
∫
γndµ(γ)

یابیم م cn = ٢
∫
γndµ(γ) دنباله تعریف با اکنون

F (z) = ١ +

∞∑
n=١

cnz
n

و
f(z) = z exp

 ∞∑
n=١

١
n
cnz

n


n = ١,٢,٣, · · · که مرتبطند هم با (n+ ١)an =

∑n
k=١ akcn−k ی رابطه با cn و an های دنباله

.a١ = ١ و
آنگاه γ > ٠ بوده ستاره گون f(z) اگر ([١١] (بازیلویچ .١ . ٣ . ١ f(z))لم

z

)γ
≺ |f ′(٠)|γ

(١ − z)٢γ

نمود: معرف را S از ای زیررده (١٩٣۶) روبرتسون٣۶
٣۶Robertson



٧ ستاره گون توابع
اگر شود م نامیده α مرتبه از ستاره گون f(z) تحلیل تابع ([٨۵] (روبرتسون .١ . ٣ . ١ تعریف

Re

{
z
f ′(z)

f(z)

}
> α (۵ . ١)

نمایانند. م S∗(α) با را توابع چنین مجموعه و ٠ ⩽ α < ١ که z ∈ D برای
در لزوما α < ٠ بازای ۵ . ١ زیرا شود م ٠ ⩽ α < ١ به محدود α پارامتر مقدار تعریف این در
ستاره گون توابع حاصلضرب (١٩۶١) اسکات٣٨ و روبرتسون مارکز٣٧، بود. نخواهد ارز تک D

کردند: سازی مشخصه زیر ل ش به را مثبت عددی مرتبه از
١−dn ⩾ ٠ مرتبه از حداقل ستاره گون توابع n = ١,٢, · · · , N برای fn(z) گیریم [۵٩] .١ . ٣ . ٢ لم

حاصلضرب آنگاه .sN = ١ −
∑N

n=١ dn ⩾ ٠ کنید فرض و dn ⩾ ٠ که باشند
FN (z) = z

N∏
n=١

fn(z)

z
(۶ . ١)

است. sN مرتبه از حداقل ستاره گون تابع
بازای باشدآنگاه F ′(٠) = ١ شرط به F (z) = z

(f(z)
z

)α و f(z) ∈ S کنید فرض [۵٩] .١ . ٣ . ٣ لم
مرتبه از حداقل ستاره گون f(z) اگر فقط و اگر است ستاره گون و ارز تک D در F (z) ،α ⩾ ١

باشد. ١ − ١
α

شرط زیر لم رساند. م f(z) = z
(F (z)

z

) ١
α مشابه نتیجه به را ما ٠ ⩽ α < ١ بازای لم این

کند: م ارائه ضرایب برحسب ستاره گون برای را کاف
اگر ،(٠ ⩽ α < ١) است α حداقل مرتبه از ستاره گون f ∈ A تابع [٩٧ ،۵٩] .۴ . ١ . ٣ لم

∞∑
n=٢

n− α

١ − α
|an| ⩽ ١ (١ . ٧)

ستاره گون برای لازم شرط (١ . ٧) سپس باشد an ⩽ ٠ nی هر برای که صورت در همچنین
بود. خواهد هم α حداقل مرتبه از f(z) بودن

مرتبه از ستاره گون ۴ . ١ . ٣ لم بنابر fn(z) = z − z٣
۴n٢ تابع [۵٩] .١ . ٣ . ١ مثال

an = ١ − dn = ١ − ٢
۴n٢ − ١

که دهد م نشان ١ . ٣ . ٢ لم سپس sN = ٠ چون است.
٢
π
sin

π

٢z = z

∞∏
n=١

(١ − z٢
۴n٢

) (١ . ٨)
است. ستاره گون و ارز تک D در

است اویلر٣٩ گامای تابع تابع Γ(z) که ١
Γ(z)

= zeγz
∞∏
n=١

(١ +
z

n

)
e
−
z

n تابع [۵٩] .١ . ٣ . ٢ مثال
٣٧Markes
٣٨Scott
٣٩Euler gamma function



ارز تک توابع ی رده ٨
Γ′(z) از = −٠٫۵٠ · · · منف صفر بزرگترین اندازه r٠ که است ستاره گون و ارز تک |z| < r٠ بازای

است. دقیق نتیجه این و است
رده زیر است. کمتر tanh

π

۴ ≈ ٠٫۶۵۵ · · · از ۴٠ستاره گو شعاع که کنیم نشان خاطر باید
معرف مستقلا (١٩۶٩) برنان۴٢ و (١٩۶۶) ۴١استانکو توسط ستاره گون توابع رده از ری دی ی

شد:
(٠ < β ⩽ ١) خوانیم β مرتبه از ستاره گون۴٣ قویا f(z) تحلیل تابع [١۵ ،١١٠] .١ . ٣ . ٢ تعریف

نابرابری در ∣∣∣اگر arg{z f ′(z)
f(z)

} ∣∣∣ < β
π

٢
شود. م داده نشان S∗[β] با توابع چنین رده و کند صدق z ∈ D برای

تحدب ۴ . ١
م هندس نظر از باشد. محدب ای مجموعه آن برد اگر گوئیم دب۴۴ را f(z) تحلیل تابع
یعن باشد، θ از غیرنزول تابع arg{ ∂

∂θ
f(eiθ)

} که معن بدین نامید محدب را f(D) برد توان
∂

∂θ
arg
{ ∂

∂θ
f(eiθ)

}
⩾ ٠

رده این .[٧٧] دهیم م نشان K با را S در محدب توابع تمام رده
اگر فقط و اگر این و Re

{
١ + z

f ′′(z)

f ′(z)

}
> ٠ اگر فقط و اگر f(z) ∈ K همچنین و بوده

برای اکستریمال تابع است. ستاره گون محدب، تابع هر که است واض .١+ z
f ′′(z)

f ′(z)
≺ ١ + z

١ − z

.(١ . ٢ ل (ش ℓ(z) = z

١ − z
از عبارتست K ی رده

و بوده ارز تک و تحلیل D در f اگر پس دارد. همدیس نگاشتهای در ارث خاصیت تحدب
خواهد محدب نیز |z| = r < ١ زیرقرص هر تصویر سپس بنگارد، محدب ای دامنه به را قرص

r < ١ هر برای که وئیم ب توانیم م بنابراین بود.
∂

∂θ
arg{ ∂

∂θ
f(reiθ)} ⩾ ٠

است. ٢ −
√٣ ≈ ٠٫٢۶٧ · · · برابر S کلاس دب۴۵ شعاع .٠ ⩽ θ ⩽ ٢π که

دهد: م نشان بخوبی را K و S∗ های رده میان ی رابطه (١٩١۵) الکساندر۴۶ از ای قضیه
۴٠The radius of starlikeness
۴١Stankiewicz
۴٢Brannan
۴٣Strongly Starlike
۴۴Convex
۴۵Radius of Convexity
۴۶Alexander



٩ تحدب

.f =
z

١ − z
محدب نگاشت تحت D تصویر :١ . ٢ ل ش

f ′(٠) = ١ و f(٠) = ٠ نرمالسازی با تحلیل D در f گیریم ساندر) ال (قضیه .١ . ۴ . ١ قضیه
.zf ′(z) ∈ S∗ اگر فقط و اگر f ∈ K آنگاه باشد.

f ∈ S∗ اگر چنانچه است. تحدب و ستاره گون بین زیر روابط قضیه، این مفید نتایج از ی
این بر علاوه است. محدب g(z) =

∫ z

٠
f(z)

z
dz سپس باشد

است. S∗ در S(z) = ٢
z

∫ z

٠
f(t)dt تابع سپس f ∈ S∗ اگر (روبرتسون) .٢ . ۴ . ١ قضیه

اگر باشد. (١ . ١) ل ش به و تحلیل D در f(z) کنید فرض ([٩٧] (سیلورمن۴٧ .١ . ۴ . ١ لم
.f ∈ K سپس

∞∑
n=٢

n٢|an| ⩽ ١
معرف [٨۵] روبرتسون توسط α مرتبه از محدب توابع تمام شامل K از K(α) ی زیررده

اگر نامیم ۴٨α مرتبه از دب را A در f(z) تابع ٠ ⩽ α < ١ برای شد.
Re

{
١ + z

f ′′(z)

f ′(z)

}
> α (١ . ٩)

٠ ⩽ α < β < ١ برای که است بدیه .z ∈ D بازای
K(β) ⊂ K(α) ⊂ K ⊂ S∗ ⊂ S (١ . ١٠)

از عبارتست K(α) ی رده اکستریمال تابع

kα(z) =


(١ − z)٢α−١ − ١

١ − ٢α ; α ̸= ١
٢ ,

− log(١ − z) ; α =
١
٢ .

(١ . ١١)

است جالب .([١١٢] (سوگاوا۴٩ نگارد م Re {w} > α صفحه نیم به ارز تک طور به را D که
است. k′α(٠) = ١ و kα(٠) = ٠ های ویژگ دارای و بوده ١+z k′′α(z)

k′α(z)
=

١ + (١ − ٢α)z
١ − z

که بدانیم
۴٧Silverman
۴٨Convex of Order α
۴٩Sugawa



ارز تک توابع ی رده ١٠
Re {w} > − ١

٢ ی صغحه نیم به ارز تک طور به را D نگاشت این و بوده k٠(z) = z

١ − z
بوضوح

طبق نگارد. م Re {w} > ١
٢ صفحه نیم به ارز تک طور به را D نیز k٠(z)

z
=

١
١ − z

و نگاشته
که: بینیم م (١ . ۴ . ١) الکساندر قضیه

f(z) ∈ K(α) ⇐⇒ zf ′(z) ∈ S∗(α) (١ . ١٢)

بعلاوه

.Re
√
f ′(z) >

١
٢ − α

سپس f(z) ∈ K(α) اگر ([٩٨] کوان۵١ و (سیم۵٠ .٢ . ۴ . ١ لم
اینکه بیشتر و

آنگاه ١ < β < ٢ که باشد Re

{
١ + z

f ′′(z)

f ′(z)

}
< β اگر ([٩٨] کوان و (سیم .٣ . ۴ . ١ لم

.Re
√
f ′(z) <

١
٢ − β

محدب تابع اینکه نخست دارد؟. وجود K(α) و S∗(α) های رده میان ارتباط آیا اما
از ای نتیجه ادامه در و [۶٠] است ١

٢ مرتبه از حداقل ستاره گون واحد قرص در نرمالشده
که کند م بیان گرگور۵٢ مک

که است f(z) ∈ S∗(δ(α)) سپس ،f ∈ K(α) و ٠ ⩽ α < ١ گیریم [١١۶] .۴ . ۴ . ١ لم

δ(α) =


١ − ٢α

٢−٢٢α − ٢ ; α ̸= ١
٢ ,١

٢ log٢ ; α =
١
٢ .

(١ . ١٣)

اگر گوئیم ٠ ⩽ α < ١ شرط با α مرتبه از محدب را f ∈ A تابع [٩٧] .۵ . ۴ . ١ لم
∞∑

n=٢
n(n− α)

١ − α
|an| ⩽ ١ (١۴ . ١)

D واحد قرص روی f نرمالشده محدب تابع برای (١٩٣٣ اسوهکر۵۴ و (مارکس۵٣ .۶ . ۴ . ١ لم
.z ∈ D که f(z)

z
≺ ١

١ − z
داریم

۵٠Sim
۵١Kwon
۵٢MacGregor
۵٣Marx
۵۴Strohhacker



١١ تحدب

آنگاه ١
٢ ⩽ α < ١ کنید فرض (١٩٧٣ ویلکن۵٧ و گرگور م هالنبک۵۶، (بریکمن۵۵، .٧ . ۴ . ١ لم

بازای kα(−r)
−r

⩽ Re
f(z)

z
⩽ kα(r)

r
همچنین ،z ∈ D که f(z)

z
≺ kα(z)

z
داریم f ∈ K(α) برای

.|z| = r < ١
f ∈ K(α) برای سپس ٠ < α < ١ که یرید ب فرض ([١١٢] ٢٠١۵ وانگ۵٨ و (سوگاوا .٨ . ۴ . ١ لم

.z ∈ D که f(z)

z
≺ kα(z)

z
داریم

نیز و |Imf(z)

z
| ⩽ π

۴ و بوده f, g ∈ K کنید فرض (١٩٧٣ رایت۶٠ و ۵٩است) .٩ . ۴ . ١ لم
.f + g

٢ ∈ S∗ آنگاه باشد برقرار D روی |Img(z)

z
| ⩽ π

۴
f ′′(٠) = g′′(٠) = ٠ شرط با f, g ∈ K برای ([۴٣] ١٩٧۵ ویه۶١ روشه و (هالنبک .١٠ . ۴ . ١ لم

.f + g

٢ ∈ S∗ داریم
صدق |Imf(z)

z
| ⩽ π

۴ در که f ′′(٠) = ٠ شرط با f ∈ K برای که کردند ثابت آنها واق در
داریم کند م

f(z)

z
≺ H١(z) :=

١
٢√z log

١ +
√
z

١ −
√
z
=

∞∑
٠

zn

٢n+ ١ . (١۵ . ١)

.f + g

٢ ∈ S∗ داریم f, g ∈ K(
٣
۵) برای ([١١٢] ٢٠١۵ وانگ و (سوگاوا .١١ . ۴ . ١ لم

مثبت مرتبه هیچ از ستاره گون حاصلضرب این .fg
z

∈ S∗ آنگاه f, g ∈ K اگر [۵٩] .١٢ . ۴ . ١ لم
.f(z) = g(z) =

z

١ + z
که زیرا نیست

نابرابری در اگر گوئیم (٠ < β ⩽ ١) ۶٢β مرتبه از دب قویا را f(z) تحلیل تابع .١ . ۴ . ١ تعریف
کند صدق ∣∣∣زیر arg{١ + z

f ′′(z)

f ′(z)

} ∣∣∣ < β
π

٢
دهیم. م نشان K∗[β] با را توابع چنین ی مجموعه و z ∈ D که

داریم
f(z) ∈ K[β] ⇐⇒ zf ′(z) ∈ S∗[β] (١۶ . ١)

۵۵Brickman
۵۶Hallenbeck
۵٧Wilken
۵٨Wang
۵٩Styer
۶٠Wright
۶١Ruscheweyh
۶٢Strongly Convex of Order β



ارز تک توابع ی رده ١٢
که f(z) ∈ S∗[β] آنگاه f(z) ∈ K

[
δ(β)

] اگر ،٠ < β < ١ برای که کرد ثابت (١٩٩٣) نانوکاوا۶٣
آن در

δ(β) = β +
٢
π
tan−١ βn(β) sin (١−β)π٢

m(β) + βn(β) cos (١−β)π٢
.n(β) = (١ − β)

β−١٢ و m(β) = (١ + β)
١+β٢ که جائ

اگر باشد. |z| = ١ روی f ′(z) ̸= ٠ و f ∈ A کنید فرض ([١١۵] زاوا۶۴ (اومی .١٣ . ۴ . ١ لم
جهت ی در f(z) آنگاه باشد برقرار |z| = ١ بازای

∫ ٢π
٠

∣∣∣Re

{
١ + z

f ′′(z)

f ′(z)

} ∣∣∣dθ < ۴π رابطه ی
شد. خواهد ارز تک |z| ⩽ ١ در f(z) نتیجه در و بوده محدب

شد: واق مفید زیر تعریف و گردید مطرح نیز جهت ی در تحدب طریق بدین
خط هر با آن اشتراک اگر (٠ ⩽ α < π) نامیم ۶۵α جهت در دب را D دامنه .٢ . ۴ . ١ تعریف

باشد. بازه ی یا ته گذرد م eiα ی نقطه و مبداء از که
باشد. α جهت در محدب f(D) اگر گوئیم α جهت در محدب D در را f تابع تعریف، بدین
در محدب f چنانکه باشد αی اگر است جهت یک در دب f گوئیم تر عموم مفهوم در
تعریف طبق اگر است، (CHD) افقی۶۶ جهت در دب D ⊂ C دامنه گوئیم شود. α جهت

باشد. همبند یا ته ، افق خط هر با آن اشتراک فوق
باشد f ′(٠) ̸= ٠ و f(٠) = ٠ بوده، تحلیل D در f کنید فرض ([٧۶] (پومرنکه۶٧ .١۴ . ۴ . ١ لم

گیریم و
ϕ(z) =

z

(١ + zeiθ)(١ + ze−iθ)

اگر .θ ∈ R که
Re
{zf ′(z)
ϕ(z)

}
> ٠ , z ∈ D

است. افقی جهت در دب f سپس
معرف را γ‐ستاره گون توابع ی رده [۵٣] (١٩٧۴) ٧٠سوتکو و میلر۶٩ لواندوفسکی۶٨،

صادقند زیر شرط در آن اعضای و شده داده نمایش G(١, γ) نماد با که نمودند
Re
{(
z
f ′(z)

f(z)

)١−γ(١ + z
f ′′(z)

f ′(z)

)γ}
> ٠ , z ∈ D

۶٣Nunokawa
۶۴Umezawa
۶۵Convex in the Direction of α
۶۶Convex in the horizontal direction
۶٧Pommerenke
۶٨Lewandowski
۶٩Miller
٧٠Złotkiewicz



١٣ تحدب
از ستاره گون γ‐قویا توابع را آن و داده گسترش G(α, γ) به را رده این [٧١] سوکول٧١ و نانوکاوا

خاصیت با f ∈ A توابع شامل که نامیدند ٧٢α مرتبه
∣∣∣ arg{(z f ′(z)

f(z)

)١−γ(١ + z
f ′′(z)

f ′(z)

)γ}∣∣∣ < α
π

٢ , z ∈ D (١ . ١٧)

z ∈ D − {٠} برای f(z)f ′(z)
(

١ + z
f ′′(z)

f ′(z)

)
̸= ٠ قید با f(z) و γ > ٠ ،٠ < α ⩽ ١ که هستند
و G(٠, β) ⊂ S∗[β] اینکه نکته شود. م انتخاب

م صدق (١ . ١٧) در که باشد (١ . ١) ل بش f ∈ A و γ > ٠ ،٠ < α ⩽ ١ گیریم .٣ . ۴ . ١ قضیه
: x به نسبت ی معادله اگر کند.

x+
٢γ
π

tan−١ xn(x) sin (١−x)π٢
m(x) + xn(x) cos (١−x)π٢

= α (١ . ١٨)

.f ∈ G(α, γ) آنگاه باشد β ∈ (٠, ١] جواب دارای ،n(x) = (١ − x)
x−١٢ و m(x) = (١ + x)

١+x٢ با
کند. م صدق (١ . ١٧) در که (١ . ١) بفرم f ∈ A و ٠ < γ ⩽ ١ ،٠ < α ⩽ ١ برای .۴ . ۴ . ١ قضیه

.f ∈ K[
(١ − γ)α٠ + α

γ
] آنگاه باشد، ٠ < α٠ ⩽ ١ جواب دارای (١ . ١٨) معادله اگر

اگر است. ٠ < α٠ < α ⩽ ١ جواب دارای (١ . ١٨) معادله که کنید فرض .١ . ۴ . ١ نتیجه
.G(α, γ) ⊂ G(α, δ) سپس ٠ < δ < γ

(١ . ١٧) در و است (١ . ١) ل ش به f ∈ A و γ < ٠ ،٠ < α ⩽ ١ یرید ب فرض .۵ . ۴ . ١ قضیه
.f ∈ S∗[β] آنگاه β =

α− γ

١ − γ
اگر کند. م صدق

:(٢٠١٣) کردند معرف را زیر ی رده [٩٨] کوان و سیم

به متعلق f(z) ∈ A تابع ،٠ ⩽ α < ١ < β شرط با β و α حقیق اعداد برای .٣ . ۴ . ١ تعریف
نماید صدق زیر نابرابری در f(z) اگر است K(α, β) ی رده

α < Re
(١ + z

f ′′(z)

f ′(z)

)
< β , z ∈ D (١ . ١٩)

دهد: م قرار ما اختیار در را معادل شروط این (١ . ٢٣) و بوده K(α, β) ⊂ K بوضوح
١ + z

f ′′(z)

f ′(z)
≺ ١ + (١ − ٢α)z

١ − z
, z ∈ D , ٠ ⩽ α < ١ (١ . ٢٠)

١ + z
f ′′(z)

f ′(z)
≺ ١ + (١ − ٢β)z

١ − z
, z ∈ D , β > ١ (١ . ٢١)

٧١Sokol
٧٢γ-Strongly Starlike Functions of Order α



ارز تک توابع ی رده ١۴
تابع از آنها مورد این در

p(z) = ١ + i
β − α

π
log
(١ − e

٢πi ١−α
β−α z

١ − z

)
, z ∈ D (١ . ٢٢)

اووا٧۴ و کوروکی٧٣ توسط و نگارد م α < Rew < β محدب نوار به را D که کردند استفاده
بنابراین شد، معرف [۵٢]

ی رده در f(z) ∈ A تابع ،٠ ⩽ α < ١ < β محدودیت با β و α حقیق اعداد بازای .١۵ . ۴ . ١ لم
اگر فقط و اگر گیرد م قرار K(α, β)

١ + z
f ′′(z)

f ′(z)
≺ ١ + i

β − α

π
log

١ − e
٢πi ١−α

β−α z

١ − z

 , z ∈ D (١ . ٢٣)

دهد م بدست زیر ل بش f ∈ K(α, β) برای را ضرایب کران برآورد و

|an| ⩽


١
٢ |B١| ; n = ٢,
|B١|

n(n− ١)
n−٢∏
k=١

(١ +
|B١|
k

)
; n = ٣,۴, · · · . (٢۴ . ١)

که
|B١| =

٢(β − α)

π
sin

(١ − α)π

β − α
.

سپس f ∈ K(α, β) اگر ،٠ ⩽ α < ١ < β < ٢ شرط به β و α حقیق اعداد برای .١۶ . ۴ . ١ لم
١

٢ − α
< Re

√
f ′(z) <

١
٢ − β

P ی رده ۵ . ١
و Re p(z) > ٠ و بوده تحلیل D در که است p مانند توابع تمام شامل توابع از خانواده این
هرگلوت٧۵ نمایش فرمول باشند. p(z) = ١ + c١z + c٢z٢ + · · · بصورت واحد قرص در بعلاوه

که دهد م نشان

و بوده صعودی γ چنانکه p(z) =

∫ ٢π
٠

١ + e−itz

١ − e−itz
dγ(t) اگر فقط و اگر p(z) ∈ P .١ . ۵ . ١ لم

.γ(٢π)− γ(٠) = ١
٧٣Kuroki
٧۴Owa
٧۵Herglotz



١۵ محدب به نزدی
.n هر برای |cn| ⩽ ٢ سپس p(z) ∈ P اگر ([٧٧] (کاراتئودوری٧۶ .٢ . ۵ . ١ لم

است بدیه است. محدب تابع که بوده رده این برای اکستریمال تابع p٠(z) = ١ + z

١ − z
تابع

که
f(z) ∈ S∗ ⇔ z

f ′(z)

f(z)
∈ P

محدب به نزدی ۶ . ١
های نیمخط از اجتماع با بتوان را D مل م اگر گوئیم دب٧٧ به نزدیک را D دامنه ی
ای دامنه f(D) آن برد اگر گوئیم محدب به نزدی را D در f ارز تک تابع داد. نشان نامتقاط

است: زیر تحلیل صورت دارای ، هندس تعریف چنین باشد. محدب به نزدی
مانند ستاره گون تابع اگر گوئیم محدب به نزدی را (١ . ١) ل ش به تابع ی .١ . ۶ . ١ تعریف

که باشند داشته وجود چنان h ∈ P تابع و g
zf ′(z) = g(z)h(z) , z ∈ D

ارز تک توابع زیرمجموعه که کرد ثابت وی و شد معرف (١٩۵٢) کاپلان٧٨ توسط رده این
را باشند ارز تک محدب به نزدی توابع تمام شامل که را S از محدب به نزدی زیررده است.

.S∗ ⊂ C ⊂ S بوضوح نمایانیم. م C

تابع اگر گوئیم محدب به نزدی را f(z) تابع که کند م بیان ری دی معادل تعریف
که باشد g ستاره گون

Re
{zf ′(z)
g(z)

}
> ٠ , z ∈ D (٢۵ . ١)

که باشد hی نرمالشده) لزوما نه (و ارز تک محدب تابع وئیم ب که است آن با معادل این
Re
{f ′(z)
h′(z)

}
> ٠ , z ∈ D (٢۶ . ١)

تک Re f ′(z) > ٠ با f(z) ∈ A تابع هر ،(۴٧ ص ،[٣١]) نوشو٧٩‐ورشاوسکی٨٠ قضیه بنابر
توابع از ای زیررده توان م (٢۵ . ١) در g از مناسبی انتخاب با است. محدب به نزدی و ارز

محدب نزدی
Re


n∏

j=١
(z − eiαj )σjf ′(z)

 > ٠ (١ . ٢٧)
٧۶Caratheodory
٧٧Close-to-Convex
٧٨Kaplan
٧٩Noshiro
٨٠Warschawski



ارز تک توابع ی رده ١۶

.
n∑

j=١
σj ≤ ٢ و ٠ ≤ σj ≤ ١ ،٠ ≤ α١ ≤ α٢ · · · ≤ αn ≤ ٢π که یافت را

شرط در و باشد ارز تک موضعا و تحلیل D در f گیریم ([٣١] (کاپلان .١ . ۶ . ١ لم

Re
{١ + z

f ′′(z)

f ′(z)

}
> − ١

٢
است. محدب به نزدی و ارز تک D در f سپس نماید، صدق z ∈ D تمام بازای

بازای اگر (٠ ⩽ α < ١) گوئیم ٨١α مرتبه از دب به نزدیک را f(z) ∈ A تابع .٢ . ۶ . ١ تعریف
باشیم داشته نیست) نرمالشده لزوما تابع این (که D روی h ارز تک محدب تابع

Re
{f ′(z)
h′(z)

}
> α , z ∈ D

دهیم. م نشان C(α) با را توابع چنین تمام ی رده

بازیلویچ خانواده ١ . ٧
D در g(z) اینکه فرض با آید. م بحساب محدب به نزدی توابع رده از تعمیم رده این
٨٢بازیلو سپس باشد. Re p(z) > ٠ شرط با واحد قرص در تحلیل تابع p و بوده ستاره گون

تابع که داد نشان

f(z) =
(∫ z

٠ p(ζ)g(ζ)αζiβ−١dζ
) ١

α+iβ
α > ٠, β ∈ R (١ . ٢٨)

نشان B(α+ iβ) با را شود م ایجاد توابع این از که ای رده .[١١] است ارز تک و تحلیل D در
داده نشان [٣٣] در است. شده نرمال دب به نزدیک توابع ی رده B(١) مسلما دهیم. م

رابطه در باید f(z) آنگاه p(z) = ١ با f(z) ∈ B(α+ iβ) اگر که شده

Re
{
(α− ١ + iβ)z

f ′(z)

f(z)
+ (١ + z

f ′′(z)

f ′(z)
)
}
> ٠ (١ . ٢٩)

z ∈ D برای f(z)f ′(z)
z

̸= ٠ و f(٠) = ٠ شروط با D در f(z) اگر بالعکس کند. صدق z ∈ D برای
p(z) = ١ بازای (١.٢٨) ل ش به توان م را f(z) سپس نماید صدق (١.٢٩) در و بوده تحلیل

نوشت.
٨١Close-to-Convex of order α
٨٢Bazilevič



١٧ ها گون مارپیچ

ها گون مارپیچ ١ . ٨
توسط ١٩٣٣ در و شوند م شناخته گون٨٣ مارپیچ بعنوان که دارد وجود ستاره گونها از تعمیم
ل ش به مختلط صفحه در منحن ی ، اریتم ل مارپیچ ی .[١٠٠] شد معرف اسپاسک٨۴
هستند. Reλ ̸= ٠ شرط با مختلط ثابتهای λ و w٠ ̸= ٠ بوده، t ∈ R که است w = w٠e−λt

گون٨۵ α‐مارپیچ را منحن α ∈ [−π٢ ,
π

٢ ] که λ = eiα فرض با توان م کلیت از کاستن بدون
نامید.

قوس ،D در w٠ ̸= ٠ نقطه هر برای اگر نامیم گون α‐مارپیچ را مبداء شامل D دامنه
ساده همبند گون α‐مارپیچ دامنه ی گیرد. قرار D در کاملا مبداء، تا w٠ از α‐مارپیچ

است.
مارپیچ تابع باشد. گون α‐مارپیچ بردش اگر نامیم گون α‐مارپیچ را f ∈ A تابع
ستاره گونند. بوضوع گون ٠‐مارپیچ توابع باشد. گون α‐مارپیچ αی بازای اگر است گون
است ستاره گون شرط تعمیم همان تاحدودی که تحلیل شرط با توان م را ٨۶گو مارپیچ

نمود: سازی مشخصه
باشد. α ∈ [−π٢ ,

π

٢ ] و بوده z ∈ D − {٠} بازای f ′(z) ̸= ٠ با f ∈ A گیریم [٣١] .١ . ٨ . ١ قضیه
اگر تنها و اگر است ون α‐مارپیچ ، f سپس

Re
{
e−iαz

f ′(z)

f(z)

}
> ٠ (١ . ٣٠)

م بیان فوق قضیه دهیم. م نشان Ssp(α) با را S در α‐ستاره گون توابع تمام ی رده
برای که دهد م نشان هندس مشاهدات است. ارزی تک برای کاف شرط (١ . ٣٠) که کند

تابع مثال ی باشد. دب٨٧ به نزدیک تابع نیست لازم گون α‐مارپیچ تابع α،ی ̸= ٠
f(z) =

z

(١ − z)٢eiα cosα
∈ Ssp(α) (١ . ٣١)

کند م بازی را نقش همان تابع این نگارد. م α‐مارپیچ ی از قوس مل م به را D که است
α‐مارپیچ توابع برای اکستریمال واق در و کرده بازی ستاره گون توابع برای کوبه٨٨ تابع که

تابع مانند باشد گون مارپیچ نیست لازم دب به نزدیک تابع طرف از است. گون

f(z) =
z − z٢ cosϕ
(١ − eiϕz)٢ , cosϕ ̸= ٠ (١ . ٣٢)

٨٣Spirallike Class
٨۴Spacek
٨۵α-spiral
٨۶Spirallikeness
٨٧Close-to-convex function
٨٨Koebe function



ارز تک توابع ی رده ١٨
Ssp(α, γ) ⊂ ی زیررده [۵٠] کولشرسا٨٩ نگارد. م شعاع غیر نیمخط ی مل م به را D که

کرد: معرف چنین را α مرتبه از گون γ‐مارپیچ توابع از Ssp(α)

سپس باشد. z ∈ D − {٠} بازای f ′(z) ̸= ٠ شرط با f ∈ A گیریم [۵٠] .١ . ٨ . ١ تعریف
که باشند موجود چنان ٠ ⩽ γ < ١ و α ∈ [−π٢ ,

π

٢ ] حقیق اعداد اگر تنها و اگر f ∈ Ssp(α, γ)

Re
{
eiαz

f ′(z)

f(z)

}
> γ cosα , z ∈ D (١ . ٣٣)

T ی رده ١ . ٩
تابع یعن اند، منف بعد دوم از آن ناصفر ضرایب که است S از اعضائ تمام شامل T ی رده

ل ش به اگر است T در f ارز تک و تحلیل
f(z) = z −

∞∑
n=٢

|an|zn

ترتیب به که بود خواهند T از هائ رده زیر T K(α) و T ∗(α) مجموعه، این با متناظر باشد.
.T = T ∗(٠) ترتیب بدین هستند. α مرتبه از محدب و ستاره گون

.
∞∑

n=٢
n|an| ⩽ ١ اگر است T ∗(α) در f = z −

∞∑
n=٢

|an|zn تابع [٩٧] .١ . ٩ . ١ لم

اگر (٠ ⩽ α < ١ (که است T ∗(α) در f = z −
∞∑

n=٢
|an|zn ∈ A تابع [٩٧] .١ . ٩ . ٢ لم

∞∑
n=٢

n− α

١ − α
|an| ⩽ ١ (٣۴ . ١)

که |an| ⩽
١ − α

n− α
آنگاه ،٠ ⩽ α < ١ شرط به f = z −

∞∑
n=٢

|an|zn ∈ T ∗(α) اگر [٩٧] .١ . ٩ . ٣ لم
است. برقرار f(z) = z − ١ − α

n− α
zn ل بش توابع برای تنها تساوی

گیرد م قرار (٠ ⩽ α < ١ (که T K∗(α) ی رده در f(z) = z−
∞∑

n=٢
|an|zn تابع [٩٧] .۴ . ١ . ٩ لم

اگر فقط و اگر
∞∑

n=٢
n(n− α)

١ − α
|an| ⩽ ١ (٣۵ . ١)

٨٩Kulshrestha



١٩ متقارن نقاط به نسبت ستاره گون
سپس (٠ ⩽ α < ١ (که f ∈ T ∗(α) اگر [٩٧] .۵ . ١ . ٩ لم

r − ١ − α

٢ − α
r٢ ⩽ |f(z)| ⩽ r +

١ − α

٢ − α
r٢ (٣۶ . ١)

١ − ١)٢ − α)

٢ − α
r ⩽ |f ′(z)| ⩽ ١ +

١)٢ − α)

٢ − α
r (١ . ٣٧)

.z = ±r که است برقرار f(z) = z − ١ − α

٢ − α
z٢ تابع برای تساوی و

آنگاه (٠ ⩽ α < ١ (با f ∈ T K∗(α) اگر [٩٧] .۶ . ١ . ٩ لم
r − ١ − α

٢)٢ − α)
r٢ ⩽ |f(z)| ⩽ r +

١ − α

٢)٢ − α)
r٢ (١ . ٣٨)

١ − ١ − α

٢ − α
r ⩽ |f ′(z)| ⩽ ١ +

١ − α

٢ − α
r (١ . ٣٩)

.z = ±r که باشد م برقرار f(z) = z − ١ − α

٢)٢ − α)
z٢ تابع بازای تساوی

f(z) = اکستریمال تابع با نتیجه ،f ∈ T ∗(
٢

٣ − α
) سپس f ∈ T K∗(α) اگر [٩٧] .١ . ٩ . ٧ لم

است. دقیق z − ١ − α

٢)٢ − α)
z٢

از عبارتست f(z) تابع دب٩٠ شعاع آنگاه f ∈ T ∗(α) اگر [٩٧] .١ . ٩ . ٨ لم

rcon(α) = inf
n⩾٢

( n− α

n١)٢ − α)

) ١
n− ١

است. دقیق n−ی بازای fn(z) = z − ١ − α

n− α
zn اکستریمال تابع برای مقدار این

.
∞∑

n=٢
n|an| ⩽ ١ آنگاه f(z) = z +

∞∑
n=٢

anz
n ∈ T اگر [٩٧] .١ . ٩ . ٩ لم

متقارن نقاط به نسبت ستاره گون ١ . ١٠
١ به نزدی بقدرکاف و واحد از کمتر r هر برای کنید فرض و بوده تحلیل D در f(z) گیریم
z چنانکه است مثبت z = ζ در f(−ζ) نقطه حول f(z) ای زاویه سرعت ،|z| = r روی ζ هر و

تحلیل بعبارت و پیماید م مثبت جهت در را |z| = r دایره
Re

zf ′(z)

f(z)− f(−ζ)
> ٠ , z = ζ, |ζ| = r (۴١ . ٠)

تک توابع چنین ی رده بداهتا نامیم. ستاره گون٩١ متقارن نقاط به نسبت را f(z) دراینصورت
از معادل بیان شد. خواهد مبداء به نسبت ستاره گون فرد توابع و محدب توابع شامل ارزی

پذیریم: م تعریف بعنوان آنرا ما و شد ثابت گوچی٩٢ کا سا توسط تعریف این
٩٠Convexity radius
٩١Starlike with respect to symmetric points
٩٢Sakaguchi



ارز تک توابع ی رده ٢٠
اگر است ستاره گون متقارن نقاط به نسبت f(z) ∈ A تابع [٩٣] .١ . ١٠ . ١ تعریف

Re
٢zf ′(z)

f(z)− f(−z)
> ٠ , z ∈ D

کنیم. م مشخص S∗
s با را آنها ی رده و بوده ارز تک توابع نوع این

با z

١ + εz
تابع برای تساوی ،n ≥ ٢ برای |an| ≤ ١ سپس .f ∈ S∗

s گیریم [٩٣] .١ . ١٠ . ١ لم
گردد. م حاصل |ε| = ١

کند: م بیان چنین گوچی کا سا را تعریف این از تعمیم
نابرابری مثبت صحیح k برای کنید فرض و f ∈ A گیریم [٩٣] .١ . ١٠ . ٢ لم

Re
zf ′(z)∑k−١
j=٠ f(εjz)

εj

> ٠ , z ∈ D (۴١ . ١)

است. محدب به نزدی و ارز تک D در f(z) آنگاه باشد. برقرار ε = e٢πi/k برای
اگر است ٩٣α مرتبه از ستاره گون متقارن نقاط به نسبت f(z) ∈ A .١ . ١٠ . ٢ تعریف

Re
٢zf ′(z)

f(z)− f(−z)
> α , z ∈ D

کنیم. م مشخص S∗
s (α) با را آنها ی رده و بوده ارز تک توابع نوع این .٠ ⩽ α < ١ که

UST خانواده ١ . ١١
همیشه اما است همدیس های نگاشت برای ارث خاصیت ستاره گون گفتیم که همانگونه
به نسبت ستاره گون ای دامنه به را |z−z٠| < ρ < ١−|z٠| زیرقرص هر f ∈ S∗ که نیست چنین
هر f ∈ S هر که داد نشان وی .[١٨] کرد ثابت ١٩٨٩ در براون٩۴ را واقعیت این بنگارد. f(z٠)

کل حالت در نگارد. م کوچ خیل ستاره گون قرص به را D از کوچ کاف بقدر زیرقرص
ستاره گون ای دامنه به را {|z− z٠| < ρ} ⊂ D قرص هر که را خاصیت این با توابع مجموعه تر
گرفت قرار بررس مورد هندس و تحلیل دید از گودمن٩۵ توسط نگارند م f(z٠) به نسبت

:([٨٧] ،[۴١])
γ مدور قوس هر اگر گوئیم یکنواخت٩۶ ستاره گون D در را f(z) ∈ S∗ تابع .١ . ١١ . ١ تعریف

بنگارد. f(ζ) به نسبت f(γ) ستاره گون قوس به را ζ ∈ D مرکز با D درون
٩٣Starlike with respect to symmetric points of order α
٩۴Brown
٩۵Goodman
٩۶Uniforml starlike



٢١ UST خانواده
f(z) ∈ S تابع آنکه برای کاف و لازم شرط و داده نشان UST با را توابع چنین همه خانواده

:[۴١] آنستکه باشد رده این در
Re

(z − ζ)f ′(z)

f(z)− f(ζ)
> ٠ , (z, ζ) ∈ D٢ (۴١ . ٢)

رده این .UST ⊂ S∗ که شود م مشخص آسان به (z − ζ)f ′(z)

f(z)− f(ζ)
= ١ تعریف با طرف از

م حفظ ٠ < t ⩽ ١ ،١
t
f(tz) انتقال٩٧، و (α ∈ R (بازای e−iαf(eiαz) دوران یا چرخش، تحت

UST رده به متعلق f(z) = z

١ − ١٢z
تابع قرص خودر واق در نیست، خطی پایای ول شود

شود. نم
است |an| ⩽ ١ ،f ∈ UST برای نتیجه در و UST ⊂ S∗

s بوضوح (۴١ . ٢) در ζ = −z بازای
کران از دقیق مقدار تعیین .[۴١] آمد بدست هوروویتس٩٨ توسط |an| ⩽

٢
n

بهتر کران اما
UST ی رده خواص اکثر یافتن رود. م بشمار باز ی مسئله هنوز UST رده این توابع ضرایب
داد نشان وی گودمن، کار به کنیم م اشاره نمونه بعنوان ول شود م محسوب ل مش کاری

|A| ⩽
√٢
٢ اگر فقط و f(z)اگر = z

١ −Az
∈ UST (۴١ . ٣)

UST در n > ١ بازای f(z) = z + Bzn تابع ،|B| ⩽ n√٢ برای که نمود ثابت وی همچنین
ارتقاء n > ١ برای |B| ⩽

√
n+ ١
٢n٣ به را کران این [۶١] سلماسی١٠٠ و مرکز٩٩ شود. م واق

١٩٩٧ در نژمدیتنف١٠١ توسط ظریف کران نیست. دقیق مقدار این که کردند بیان و دادند
،n = ٣ برای و |B| ⩽ ١

٢٫٣١ ،n = ٢ برای داد نشان وی (۴٧ ص ،۴ نتیجه ،[۶٨]) شد حاصل
آوردند: بدست را زیر مهم نتیجه [۶١] سلماسی و مرکز ،[٨۶] رونینگ١٠٢ .|B| ⩽ ١

٣٫۵٧٣
،|x| = ١ و ،z ∈ D هر برای اگر فقط و اگر f(z) ∈ UST (٢٣۶ ص ،٣.٣ لم ،[٨۶]) .١ . ١١ . ١ لم

Re
f(z)− f(xz)

(١ − x)zf ′(z)
⩾ ٠

.Re
(١ − t)zf ′(z)

f(z)− f(tz)
> ٠ ،|t| = ١ و ،z ∈ D هر برای اگر اگروفقط f(z) ∈ UST [٨۶] .١ . ١١ . ٢ لم

،z, w ∈ D همه بازای اگر f ∈ UST (۴۵١ ص ،۴ قضیه ،[۶١]) .١ . ١١ . ٣ لم
Re

f ′(w)

f ′(z)
> ٠

٩٧Transformations
٩٨Charles Horowitz
٩٩Merkes

١٠٠Salmassi
١٠١Nezhmetdinov
١٠٢Rønning
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،z, w ∈ D تمام برای آنگاه f ∈ UST اگر و

Re
(f ′(w)
f ′(z)

) ١٢
> ٠

است. ن مم مقدار بهترین ١
٢ نمای

ζ جداگانه طور به و z حول (۴١ . ٢) تیلور١٠٣ سری بسط از UST ی رده روی بیشتر بررس
و q(z) = q٠ + q١z + q٢z٢ + · · · ،p(z) = p٠ + p١z + p٢z٢ + · · · گیریم شود. م حاصل

(z − ζ)f ′(z)

f(z)− f(ζ)
=

∞∑
n=٠

pn(ζ)z
n =

∞∑
n=٠

qn(z)ζ
n , (z, ζ) ∈ D٢ (۴۴ . ١)

سپس ،Re q(z) > ٠ و Re p(z) > ٠ چنانکه
آنگاه f ∈ UST اگر (٣۶۵ ص ١ لم ،[۴١]) .۴ . ١ . ١١ لم

p٠(ζ) = f(ζ)

ζ
, p١(ζ) =

f(ζ)[١ − ٢a٢ζ]− ζ

ζ٢ , q٠(z) = f(z)

zf ′(z)
, q١(z) =

f(z)− z

z٢f ′(z)
و

|p١(ζ)| ⩽ ٢Re p٠(ζ) , |q١(z)| ⩽ ٢Re q٠(z)

f ∈ UST اعضای برای مناسبی رشد نابرابری به را ما |an| ⩽
٢
n

ضرایب کران برآورد و لم این
رساند: م

r

١ + ٢r ⩽ |f(z)| ⩽ −r + ٢ ln
١

١ − r

بصورت را UST خانواده برای کوبه١٠۴ ثابت نهایت در .|z| = r < ١ بازای
١
٣ ⩽ K(UST ) ⩽ ١ −

√٣
۴

پیچش١٠۵ روش به شود UST در تابع شامل که کاف شرط یافتن برای دهد. م بدست
شرط چنانکه δ مقدار بزرگترین تعیین جهت نیازمندیم.

∞∑
n=٢

n|an| ⩽ δ

پذیرفتن مقداری δ =

√٢
٢ = ٠٫٧٠٧١ . . . که داد نشان گودمن شود، f ∈ UST که دهد نتیجه

بالاخره نماید. تجاوز
√٣
٢ = ٠٫٨۶۶٠ . . . از نباید δ دقیق مقدار ن لی است

١٠٣Taylor series exansion
١٠۴Koebe constant
١٠۵Convolution



٢٣ UCV ی رده

.f ∈ UST آنگاه کند، صدق
∞∑

n=٢
n|an| ⩽ δ٠ شرط در f ∈ A اگر ([۶٨] نژمدیتنف ) .۵ . ١ . ١١ لم

بوده ن مم مقدار بهترین M که است δ٠ =
١√
M

= ٠٫٧٩۶٣ . . . با برابر راست طرف در δ٠ ثابت
آمد. بدست ١ . ٣۶ . ١ لم در که

:(١۶ . ١ ک. (ر. است شده بیان توابع روی پیچش از استفاده با زیر لم
تمام برای اگر تنها و اگر f ∈ UST .f ∈ A گیریم (۴۵٠ ص ١ قضیه ،[۶١]) .۶ . ١ . ١١ لم

،α, β ∈ D

Re

f(z) ∗ z

(١ − αz)(١ − βz)

f(z) ∗ z

(١ − αz)٢
⩾ ٠ , z ∈ D

ثابت رونینگ نیست. UST ی رده در ℓ(z) =
z

١ − z
=

١
٢(p٠ − ١) که داشت توجه باید

.UST ⊂ S∗(α) چنانکه کرد مطرح را α بزرگترین تعیین مسئله و UST ⊈ S∗(
١
٢) که کرد

بزرگترین یافتن اما است. درست α٠ ≈ ٠٫١۴٨٣ بازای UST ⊈ S∗(α٠) که داد نشان نژمدیتنف
است. باز ی مسئله UST ⊂ S∗(α) چنانکه αی

UCV ی رده ١ . ١٢
چنین همیشه اما است همدیس توابع برای ارث خاصیت ستاره گون که گفتیم یادآوری بعنوان
f(z٠) به نسبت ستاره گون ای دامنه به را |z − z٠| < ρ < ١ − |z٠| قرص fهر ∈ S∗ که نیست
و تحلیل دید از را توابع چنین گودمن و است برقرار نیز تحدب در خاصیت چنین بنگارد.
،[۴١]) نگارند م محدب ای مجموعه به را زیرقرص هر توابع، آن در که نمود بررس هندس

:([٨٧]
با D در γ مدور قوس هر اگر گوئیم یکنواخت١٠۶ دب D در را f(z) ∈ S تابع .١ . ١٢ . ١ تعریف

بنگارد. f(γ) محدب ناحیه به را ζ ∈ D مرکز
برای کاف و لازم شرط و داده نشان UCV با را خاصیت این با توابع چنین همه خانواده

:[۴٠] که است این رده این در f ∈ S توابع
Re
(١ + (z − ζ)

f ′′(z)

f ′(z)

)
⩾ ٠ , (z, ζ) ∈ D٢ (۴۵ . ١)

برای آنجا از و UCV ⊂ K(
١
٢) داریم ،(۴۵ . ١) در ζ = −z بازای .UCV ⊂ K که است واض

UCV خانواده که داد نشان f(z) =
z

١ −Az
تابع از استفاده با گودمن .|an| ⩽ ١

n
،f ∈ UCV

١٠۶Uniformly convex
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فقط و اگر f(z) = z

١ −Az
∈ UCV نمود ثابت وی ص٩٠). ۵ قضیه ،[۴٠]) نیست خطی پایای

.|A| ⩽ ١
٣ اگر

اگر فقط و اگر f = z +Bzn ∈ UCV ،n ⩾ ٢ برای ([۶٨] (نژمدیتنف .١ . ١٢ . ١ لم
|B| ⩽ ١

n(٢n− ١)

سپس کند صدق
∞∑

n=٢
n(٢n − ١)|an| ⩽ ١ شرط در f ∈ A اگر ([۶٨] (نژمدیتنف .١ . ١٢ . ٢ لم

است. ن مم مقدار بهترین راست طرف در ١ ثابت .f ∈ UCV

١ قضیه ،[٨٨]) رونینگ توسط UCV ی رده از مهم بسیار تک‐متغیره سازی مشخصه
شد: حاصل ص١۶٧) ٢ قضیه ،[۵٧]) میندا١٠٨ و ما١٠٧ مستقلا و ص١٩٠)

اگر فقط و اگر f ∈ UCV .١ . ١٢ . ٣ لم
Re
(١ + z

f ′′(z)

f ′(z)

)
>
∣∣∣z f ′′(z)
f ′(z)

∣∣∣ , z ∈ D (۴۶ . ١)

برای الکساندر ی قضیه مشابه طرف از .f ∈ UCV سپس ∣∣∣z f ′′(z)
f ′(z)

∣∣∣ < ١
٢ اگر نتیجه در

.[٨٨ ،۴٠] کرد بیان UST و UCV های رده بین توان نم را ١ . ۴ . ١ تحلیل توابع

SP ی رده ١ . ١٣
کنید تعریف (۴۶ . ١) طبق ،w = ١ + z

f ′′(z)

f ′(z)
کنید فرض حال

Ωp = {w ∈ C : Rew > |w − ١| } (۴١ . ٧)
حقیق محور به نسبت که گیرد م قرار (Imw)٢ = ٢Re w − ١ سهم درون Ωp مجموعه

خانواده .١ + z
f ′′(z)

f ′(z)
∈ Ωp اگر فقط و اگر f ∈ UCV پس است. ( ١

٢ , ٠) آن راس و بوده متقارن
شود: م تعریف چنین SP

در که است f ∈ A توابع تمام شامل سهموی١٠٩ ستاره گون توابع از SP ی رده .١ . ١٣ . ١ تعریف
کنند: م صدق زیر شرط

Re
(
z
f ′(z)

f(z)

)
>
∣∣∣z f ′(z)
f(z)

− ١∣∣∣ , z ∈ D (۴١ . ٨)
١٠٧Ma
١٠٨Minda
١٠٩Parabolic starlike functions



٢۵ ما‐میندا ستاره گون

قطاع و
{
w : Rew >

١
٢
}

صفحه نیم درون Ωp سهموی ناحیه چون و SP ⊂ S∗ بوضوح
(۴١ . ٨) و (۴۶ . ١) همچنین .[٨٨] SP ⊂ S∗( ١٢) ∩ S∗١٢

لذا گیرد م قرار {w : | argw| < π

۴}

دهند م نشان ١ . ۴ . ١ الکساندر قضیه طبق
f ∈ UCV ⇐⇒ zf ′(z) ∈ SP (۴١ . ٩)

و [۴٠] گودمن است. منف پاس دارد؟ وجود UST و SP بین (۴١ . ٩) شبیه ای رابطه آیا اما
دادند نشان [٨۶] رونینگ

SP ⊈ UST , UST ⊈ SP

.f ∈ SP بنابراین ∣∣∣z f ′(z)
f(z)

− ١∣∣∣ < ١
٢ اگر همچنین

ما‐میندا ستاره گون ١۴ . ١
های رده زیر برخ کردن پارچه ی از های نمایش (١٩٩٢م.) میندا توسط مستقلا و ما
مثبت حقیق جزء با تحلیل تابع ϕ گیریم یافتند. تابعیت اصل با را محدب و ستاره گون
به نسبت ستاره گون ای ناحیه به را D ،ϕ و شده نرمال ϕ′(٠) > ٠ ،ϕ(٠) = ١ شرایط با و بوده
محدب و ستاره گون توابع از را ها رده زیر این آنها بنگارد. طولها محور به نسبت متقارن و ١

نمودند. معرف
S∗(ϕ) =

{
f ∈ A : z

f ′(z)

f(z)
≺ ϕ(z), z ∈ D

}
ما‐میندا١١١ دب و ما‐میندا١١٠ ستاره گون ترتیب به را اند رده این در که توابع ادبیات، در

خوانند.

میانگین رهای عمل ١۵ . ١
مفهوم [۶٢] موکانو١١٣ و میلر باشد. C در E مجموعه دب١١٢ پوش co(E) یرید ب فرض
میانگ عملگر که ل ش بدین نمودند. تعریف را K ⊂ H(D) مجموعه روی ١١۴میانگ عملگر

و کرده صدق I[f ](٠) = f(٠) در که است I : K → H ر عمل ی
I[f ](D) ⊂ co

(
f(D)

) (۵١ . ٠)
١١٠Ma-Minda starlike
١١١Ma-Minda convex
١١٢Convex hull
١١٣Mocanu
١١۴Averaging operator
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است: چنین میانگ عملگر برای کاف و لازم شرط ی باشد. درست f ∈ K تمام برای

تمام بازای I : K → H میانگ عملگر کنید فرض و K ⊂ H گیریم (٢ لم ،[۶٢]) .١ . ١۵ . ١ لم
باشد میانگ عملگر K روی I برای کاف و لازم شرط نماید. صدق I[f ](٠) = f(٠) در f ∈ K

آنستکه
(f ∈ K, h باشد محدب و f ≺ h) ⇐⇒ I[f ] ≺ h. (۵١ . ١)

داند: ارائه را زیر مثال فوق نویسنگان همچنین
Iγ [f ](z) =

γ

zγ

∫ z

٠ f(t)tγ−١dt (۵١ . ٢)
ل ش به را (۵١ . ٢) از تعمیم آنها .Re γ > ٠ برای است H روی میانگ عملگر ی که

Iβ,γ [f ](z) =
[ γ
zγ

∫ z

٠ fβ(t)tγ−١dt
] ١

β (۵١ . ٣)
مجموعه روی میانگ عملگر رها، عمل این که دادند نشان و [۶٣] دادند ارائه Re γ > ٠ برای

باشند. م H از خاص های

پیچش ١۶ . ١
جانبی ابزاری بعنوان و گرفت انجام بیستم قرن اواسط در تحلیل توابع روی پیچش ی مطالعه
کردند ثابت شیل‐اسمال و ویه روشه ١٩٧٣ در رفت. ار ب ارز تک توابع ی رده بررس جهت
تابع ی خود محدب)، به نزدی ترتیب (به محدب تابع ی با محدب تابع ی پیچش که
محدب، به نزدی تابع با ستاره گون تابع پیچش و است محدب) به نزدی ترتیب (به محدب
و F ∈ K ،f ∈ K فرض با که نمودند ثابت را مهم نتیجه این بعلاوه شد خواهد ستاره گون
ی همه G′

F ′ اگر گیرد، م D محدب ی دامنه در را مقادیرش همه f ∗ zG′

f ∗ zF ′ سپس ،G ∈ C

قابل شده، انجام همساز توابع روی پیچش زمینه در آنچه هرچند کند. اخذ D در را مقادیرش
شود. م دیده کاملا قبل مسائل به دادن کلیت در موجود خلاء ن لی است استفاده و توجه
های رده توابع روی پیچش اعمال پیچش، از استفاده با همساز توابع از قبل های رده تعمیم
بشمار مسائل قبیل این از غیره و ‐به‐محدب نزدی و محدب و ستاره گون نظیر مختلف
سال چند در مولفان برخ اخیر کارهای شود. م دیده کاملا آنها در کلیت نبود که رود م
این روی بیشتر کاوش و است موضوعات این از کوچ بخش تکامل دهنده نشان تنها اخیر،
به آنها تعمیم و فوق تعاریف از استفاده بود. خواهد بیشتر مطالعات و زمان نیازمند مباحث،
رساله این نهائ هدف باشد م پیچش اثر در ها رده ر دی توابع با آنها کنش حاصل که توابع
است انجام حال در زمینه این در ها ویژگ برخ حصول و اولیه تعاریف هرچند بود. خواهد

بود. خواهد لازم زمان اندک ها، یافته تایید و نتایج قطع تحصیل تا ن لی



٢٧ پیچش
f(z) = z+

∑∞
n=٢ anzn توان های سری با F (z) و f(z) تابع دو هادامار١١۵ ضرب یا پیچش

١١۶ کنیم م تعریف زیر ل بش و داده نشان f ∗ F با را F (z) = z +
∑∞

n=٢Anz
n و

(f ∗ F )(z) = z +
∞∑

n=٢
anAnz

n, (۵۴ . ١)

k(z) =
z

(١ − z)٢ کوبه نگاشت و کرده عمل پیچش همان عنوان به ℓ(z) =
z

١ − z
نگاشت

و f تحلیل توابع روی پیچش خواص از برخ نماید. م عمل توابع روی مشتق عمل بعنوان
است: چنین F

f ∗ F = F ∗ f

α(f ∗ F ) = αf ∗ F

f ∗ ℓ(z) = f

zf ∗ zF = z(f ∗ F )

f ∗ ١
α
(αz) =

١
α
f(αz)

f ∗ F = f ∗ F

f١ ∗ (f٢ ∗ f٣) = (f١ ∗ f٢) ∗ f٣
α(f ∗ F ) = αf ∗ F

zf ′(αz) = f ∗ z

(١ − αz)٢
١
α
f(αz) = f ∗ z

١ − αz

zf ′(z) = f ∗ k(z)

z(f ∗ F )′ = zf ′ ∗ F = f ∗ zF ′

f(αz)− f(βz)

α− β
= f ∗ z

(١ − αz)(١ − βz)

داریم: g حقیق تابع برای همچنین ،α ∈ Ĉ که
Re (f ∗ g) = Re f ∗ g , Im(f ∗ g) = Imf ∗ g

ابزاری ل ش به و شده تلق مهم عمل این اند تحلیل F (z) و f(z) توابع که حالت در
تابع و محدب ستاره گون، های رده است. شده گرفته ار ب ارز تک توابع نظریه در مفید

١١۵Hadamard product
|z| < ρ < ١ برای که آمده آنجا از پیچش عبارت ١١۶

(f ∗ F )(z) = ١
٢πi

∫
|ζ|=ρ

f
(z
ζ

)
F (z)

dζ

ζ
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پولیا١١٧ توسط موضوع این اند. بسته محدب توابع با پیچش عمل تحت دب به نزدیک
:[٩٢] گردید ثابت ١٩٧٣ در شیل‐ال١١٩ و ویه روشه بوسیله و شد زده حدس شوئنگ١١٨ و

است. K در نیز f ∗ F آنگاه ،F ∈ K و f ∈ K اگر (الف)
است. C در هم f ∗ F آنگاه ،F ∈ C و f ∈ K اگر (ب)

همه f ∗ zG′

f ∗ zF ′ آنگاه یرد ب D از را مقادیرش همه G′

F ′ اگر سپس G ∈ C و F ∈ K ،f ∈ K اگر (ج)
گرفت. خواهد D محدب دامنه در را مقادیرش

بعلاوه
گیرد. م قرار S∗ در هم f ∗ F آنگاه F ∈ S∗ و f ∈ C اگر (د)

|an| ≤ ١ سپس f ∈ C اگر و f ∈ C آنگاه
∞∑

n=٢
n٢|an| ≤ ١ اگر

|an| ≤ n سپس f ∈ S∗ اگر و f ∈ S∗ آنگاه
∞∑

n=٢
n|an| ≤ ١ اگر

|an| ≤ n سپس f ∈ S∗ اگر و f ∈ S∗(α) آنگاه
∞∑

n=٢
n− α

١ − α
|an| ≤ ١ اگر

f ∈ K آنگاه
∞∑

n=٢
n٢|an| ≤ ١ اگر

f(٠) = و تحلیل D در F (z) و f(z) کنید فرض ([٩٢] شیل‐ال و ویه روشه ) .١ . ١۶ . ١ لم
D در که p(z) تابع هر برای آنگاه باشد، ستاره گون F بوده محدب f اگر باشد. F (٠) = ٠

داریم: است Re p(z) > ٠ است تحلیل
Re

(f ∗ pF )(z)
(f ∗ F )(z)

> ٠ , z ∈ D

باز ی مسئله خیر یا است بسته محدب توابع با پیچش تحت UST ی رده آیا اینکه تعیین
باشد. م

از عبارتست V∗ دوگان١٢٠ موعه ،V ⊂ A مفروض زیرمجموعه برای .١ . ١۶ . ١ تعریف
V∗ =

{
g ∈ A :

f ∗ g(z)
z

̸= ٠, ∀f ∈ V, ∀z ∈ D
}

دوگان های مجموعه ،UCV و UST های ی رده برای که کرد ثابت (١٩٩٧) نژمدیتنف
رده دوگان موعه که ص۴٣) ٢ قضیه ،[۶٨]) داد نشان و دارند وجود A در توابع از معین

که است h : D → C توابع شامل و A زیرمجموعه UST ی
h(z) =

z
(١ − w+iα١+iα

z
)

(١ − wz)(١ − z)٢
١١٧Pólya
١١٨Schoenberg
١١٩Shiel-Small
١٢٠Dual set



٢٩ پیچش
بسط n‐ام ضریب برای را |an(h)| ≤ dn نواخت ی برآورد وی .|w| = ١ و w ∈ C ،α ∈ R که
که آورد بدست d =

√
M ≈ ١٫٢۵۵٧ دقیق ثابت با UST دوگان موعه در h تیلور سری

کرد ثابت او این از استفاده با است. (۵۵ . ١) مثلثات عبارت ماکزیمال مقدار M ≈ ١٫۵٧٧٠
∞∑

n=٢
n|an| ≤

١√
M

=⇒ f ∈ UST

است. دقیق ١√
M

کران

گیریم [۶٨] .١ . ٢۶ . ١ لم
G٠ =

{
g ∈ A : g(z) =

z

(١ − z)٢
[١ − iα

١ + iα
z
]
, α ∈ R

}
.g ∈ G٢ هر برای |an| ≤ n(٢n− ١) و S∗ = G∗٠ آنگاه

:[۶٨] آورد بدست را UCV و UST های رده دوگان موعه نژمدیتنف

کنید فرض .١ . ٣۶ . ١ لم
G١ =

{
g ∈ A : g(z) =

z

(١ − z)٢
[١ − (t+ iα)

١ + iα
z
][ ١

١ − tz

]
, α ∈ R, |t| = ١}

d =
√
M = ١٫٢۵۵٧ . . . دقیق ثابت با n ≥ ٢ همه برای cn = sup

g∈G١
|an| ≤ dn و UST = G∗١ آنگاه

عبارت ماکزیمم M = S(θ٠) = ١٫۵٧٧٠ . . . که

S(θ) =
١
٢
[١ +

(
sin θ

θ

)٢
+

√(١ +

(
sin θ

θ

)٢ )٢
−
(
sin٢θ
θ

)٢] (۵۵ . ١)

معادله تای ی جواب θ٠ = ٠٫٩٩۵٨ . . . اکستریمال نقطه اینجا از است. ٠ ≤ θ ≤ π روی

θ٣(cos θ + cos٣θ)− θ٢ sin٣θ + sin٣ θ = ٠ (۵۶ . ١)

است. ٠٫٨ ≤ θ ≤ ١٫٣ خط پاره روی
|an| ≤ n(٢n − ١) که داد نشان و یافت را UCV ی رده دوگان موعه (١٩٩٧) نژمدیتنف

شود: م محسوب دوگان توابع تیلور بسط n‐امین برای نواخت ب برآورد

کنید فرض [۶٨] .۴ . ١۶ . ١ لم
G٢ =

{
g ∈ A : g(z) =

z

(١ − z)٣
[١ − z − ۴z

(α+ i)٢
]
, α ∈ R

}
.g ∈ G٢ تمام برای |an| ≤ n(٢n− ١) و UCV = G∗٢ آنگاه



ارز تک توابع ی رده ٣٠

ستاره گون پیش توابع ١ . ١٧
اگر نامیم (α ⩽ ١ (با α مرتبه از ستاره گون١٢١ پیش را f(z) ∈ H(D) تابع .١ . ١٧ . ١ تعریف

z

(١ − z)٢−٢α ∗ f(z) ∈ S∗(α)

.Re
f(z)

z
>

١
٢ ،α = ١ برای و

.R ١٢
= S∗(

١
٢) و R٠ = K داریم شود. م نموده Rα با توابع چنین مجموعه

کنیم م تعریف f(z) ∈ H(Ω∗) و Ω∗ = C − [١,∞) گیریم
(Dβf)(z) =

z

(١ − z)β
∗ f(z)

Dn+١f = داریم β = n ∈ N بازای و (D٢f)(z) = zf ′(z) ،(D١f)(z) = f(z) .β ⩾ ٠ برای
. ١
n!
z(zn−١f)(n)

به نسبت p(D) که باشد p′(٠) > ٠ شرط با D در p ∈ P و α ⩽ ١ کنید فرض .١ . ١٧ . ٢ تعریف
توابع تمام شامل Ru

α(p) ی رده آنگاه است. متقارن نیز طولها محور به نسبت و ستاره گون ١
کند: م صدق زیر شرط در f(z) ∈ H(Ω∗) تحلیل

D٢−٣αf
D٢−٢αf ≺ p

مشتق ر نمایش f ∗ g سپس ،m = ٠, ١,٢,٣, · · · بازای g(z) = z +

∞∑
n=٢

nmzn فرض با

.f(z) = z +
∞∑

n=٢
anz

n که است f سالاگان١٢٢

در p(z) = ١ + c١z + c٢z٢ + · · · تابع اگر ([٨۴] ران. دی و چاندران١٢٣ (راوی .١ . ١٧ . ١ لم
برای تساوی .|c٢ − ϵc٢١ | ⩽ ٢max{١, |٢ϵ − ١|} آنگاه باشد Re p(z) > ٠ و بوده تحلیل D

است. دقیق p(z) = ١ + z

١ − z

گیریم .١ . ١٧ . ١ ملاحظه
f(z) =

∞∑
n=٠

anz
n =

∫ ١
٠

dµ(t)

١ − tz

است. [٠, ١] روی احتمالات اندازه µ(t) و an =

∫ ١
٠ tndµ(t) که

١٢١Prestarlike Function
١٢٢Sǎlǎgean derivative
١٢٣Ravichandran



٣١ ستاره گون پیش توابع
مشتق باشد. تحلیل مبداء شامل ساده همبند ناحیه ی در f کنید فرض .١ . ١٧ . ٣ تعریف

بصورت را λ مرتبه از f کسری
Dλ

z f(z) :=
١

Γ(١ − λ)

d

dz

∫ z

٠
f(ζ)

(z − ζ)λ
(٠ < λ < ١)

است، حقیق z− ζ > ٠ برای log(z− ζ) که نیاز این با (z− ζ)λ چندگانگ که کنیم م تعریف
شود. م حذف

و اووا دارد. وجود کسری انتگرال و کسری مشتق از ای شده شناخته توسیع تعریف این با
λ ̸= ٢,٣,۴, · · · مثبت حقیق اعداد و λ برای را Ωλ := H(D) → H(D) ر عمل اسریواستاوا١٢۴

بصورت
(Ωλf)(z) = Γ(٢ − λ)zλDλ

z f(z)

.[٩۴] شوند م تعریف مختلط مرتبه از ستاره گون پیش توابع اینجا در کردند. تعریف
شرط با D در p ∈ P کنید فرض باشد. مختلط عددی b ̸= ٠ و α ⩽ ١ گیریم .۴ . ١ . ١٧ تعریف
سپس باشد. متقارن طولها محور به نسبت و ستاره گون ١ به نسبت p(D) که بوده p′(٠) > ٠
کنند م صدق زیر شرط در که است f(z) ∈ H(Ω∗) تحلیل توابع تمام شامل Ru

α,b(p) ی رده

١ +
١
b

(D٢−٣αf
D٢−٢αf − ١) ≺ p

١٢۴Srivastava





٢ فصل
همساز توابع

نیمه در همساز توابع شد. داده تعمیم همساز توابع به آنها خواص و تحلیل توابع تعاریف
مانند دانان دیفرانسیل هندسه توسط و شدند بررس و معرف مختصر طور به بیستم قرن اول
نظریه توسط همساز مختلط توابع آن از پس گردیدند. مطالعه ۴ رادو و ٣ لوی ، ٢ کنزه ، ١ چوکه
ی خانواده نظری اصول آنها یافت. گسترش ۶ اسمال شیل و ۵ کلون توابع، هندس پردازان
مختلط همساز توابع از شاخه این دادند. توسعه را شوند م ارز تک D بر که همساز توابع
فرمولبندی و مطالعه اخیر دهه سه در تنها شود م بررس واحد قرص روی آنها ارزی تک که
بود خواهند تحلیل توابع از تعمیم توابع، از خانواده این که شد م تصور که آنجا از و شده
مطرح تحلیل توابع درباره که را موضوعات غالب ترتیب بدین و گرفت قرار توجه مورد بیشتر

نمایند. م بررس خانواده این روی را هست و بوده
که uxx+uyy = ٠ ی معادله در اگر نامیم حقیقی٧ ساز تابع را u(x, y) : R٢ → R فصل این در

م ظاهر کاربردی علوم از خیل در لاپلاس معادله نماید. صدق دارد شهرت لاپلاس٨ معادله به
١Gustave Choquet (1915-2006)
٢Adolf Kneser (1862-1930)
٣Hans Lewy (1904-1988)
۴Richard Radó (1906-1989)
۵Clunie
۶Sheil-Small
٧Harmonic real function
٨Laplace equation

٣٣



همساز توابع ٣۴
معادلات سرعت١٠. پتانسیل و هیدرودینامیک٩ نظیر فیزی مسائل از بسیاری در مثلا شود
الکواستاتیک١٢ پتانسیل رابطه ی نیز و م کنند صدق لاپلاس معادله در سیالات١١ جریان
١٣احتمالا فرایندهاى با مهم ارتباطات لاپلاس معادله همچنین است. خاصیت این دارای
امری آن از استفاده نیز مهندس مباحث در و شده ظاهر بخوبی معادله این نیز تصادف و

رود. م بشمار ضروری

ارز تک حقیق همساز های نگاشت ٢ . ١
همساز تابع هر بعلاوه است. مشتقپذیر بار نهایت بی و بوده C∞ ی رده از همساز تابع هر

م تعریف ناحیه آن بر که است تحلیل تابع ی حقیق قسمت همبندساده، ی دامنه ی بر
همچنین گردد.

م١۴ کز ما مقدار اصل در نتیجه در و بوده میانگین مقدار خاصیت دارای همساز تابع [٣٩] .٢ . ١ . ١ لم
تابع f اگر و بوده صادق هم مینیمم١۵ مقدار اصل در حقیق همساز توابع کند. م صدق

٠ < r < ρ هر برای سپس باشد شده تعریف ،( ρ > ٠ (برای ،|z| < ρ ی دامنه بر همساز

f(z) =
١

٢π
∫ ٢π

٠
r٢ − |z|٢
|reiθ − z|٢ f(re

iθ)dθ, ; |z| < r. (٢ . ١)

باشد |z| < ρ دامنه روی همساز تابع f گیریم .([٣٩] پواسن١۶ انتگرال (فرمول .٢ . ١ . ٢ لم
،٠ < r < ρ هر برای آنگاه .ρ > ٠ که

f(z) =
١

٢π
∫ ٢π

٠
r٢ − |z|٢
|reiθ − z|٢ f(re

iθ)dθ, ; |z| < r. (٢ . ٢)

آورد. بحساب تحلیل نگاشتهای از تعمیم توان م را توابع این
٩Hydrodynamics

١٠Velocity potential
١١Fluid flow
١٢Electrostatics potential
١٣Stochastic processes
١۴Maximum Modulus Principle
١۵Minimum Modulus Principle
١۶Poisson integral formula



٣۵ مختلط همساز ارز تک نگاشتهای

مختلط همساز ارز تک نگاشتهای ٢ . ٢
حقیقی١٨ ساز های نگاشت تعمیم که کرد خواهیم صحبت مسطح١٧ ساز نگاشتهای از ادامه در
D واحد قرص بر که باشد پیوسته مختلط توابع ی خانواده H کنید فرض هستند. ارز تک
تلط١٩ ساز تابع f(x, y) = u(x, y) + iv(x, y) تابع .f : D ⊂ C → C گیریم همسازند.
لزوما v و u کل حالت در باشند. حقیق همساز D در v و u و باشد پیوسته f اگر است
نیست. ما بحث مورد و بوده تحلیل f تابع حالت، این غیر در زیرا نیستند ساز٢٠ مزدوج

:[٢۵] داشت خواهیم f برای استانداردی نمایش صورت این در باشد، ساده همبند D اگر
f سپس باشد. همساز D در f = u + iv و ساده همبند ای دامنه D گیریم [٣٠] .٢ . ٢ . ١ لم
و تحلیل بخش را h باشند. م تحلیل D در g و h که است f = h+ g ٢١کانو ایش دارای

خوانیم. f تابع لیلی٢٢ هم بخش را g
سری بسطهای با را g و h تحلیل توابع توان م ،D ی دامنه در f(٠) = ٠ فرض به حال
به سری نمایش دارای f بدینترتیب دهیم نشان g(z) =

∞∑
n=١

bnz
n و h(z) =

∞∑
n=١

anz
n تیلور

ل ش
f(z) = h(z) + g(z) =

∞∑
n=١

anz
n +

∞∑
n=١

bnzn (٢ . ٣)

از عبارتست f = u+ iv تابع ٢٣ژاکوب بود. خواهد

Jf (z) =

∣∣∣∣∣∣ ux uy

vx vy

∣∣∣∣∣∣ = uxvy − uyvx = |fz|٢ − |fz|٢ = |h′(z)|٢ − |g′(z)|٢

شود: م حاصل زیر محاسبات از که
fz =

١
٢
(∂f
∂x

− i
∂f

∂y

)
=

١
٢(ux + ivx − iuy + vy) =

١
٢
(
ux + vy + i(vx − uy)

)
fz =

١
٢
(∂f
∂x

+ i
∂f

∂y

)
=

١
٢(ux + ivx + iuy − vy) =

١
٢
(
ux − vy + i(vx + uy)

)
|fz|٢ − |fz|٢ =

١
۴
(
(ux + vy)

٢ + (vx − uy)
٢ − (ux − vy)

٢ − (vx + uy)
٢) = uxvy − uyvx

گیرد م بخود را زیر فرم ژاکوبین باشد، تحلیل f اگر
Jf (z) = u٢

x + v٢
x = |f ′(z)|٢

١٧Planar harmonic mappings
١٨Real-Value Harmonic Maps
١٩Complex-valued harmonic function
٢٠Harmonic conjugates
٢١Canonical representation
٢٢Co-analytic
٢٣Jacobian



همساز توابع ٣۶
|h′(a)|٢ − یعن Jf (a) > ٠ اگر است نگهدار٢۴ جهت z = a در f = h+ g همساز نگاشت گوئیم
جهت z = a در f = h + g سپس ω(z) =

g′(z)

h′(z)
فرض با .|h′(a)| > |g′(a)| یا |g′(a)|٢ > ٠

تابع .|ω(a)| > ١ اگر گوئیم نقطه این در برگردان٢۵ جهت آنرا و |ω(a)| < ١ اگر است نگهدار
که کنید توجه شود. م نامیده f دوم٢۶ تلط انبساط و بوده D روی تحلیل تابع ω(z)
نمایش با معادل f = h + g نمایش اینکه بالاخره باشد. تحلیل f اگر فقط و اگر ω(z) = ٠

است. f = Re (h+ g) + iIm(h− g) سودمند
هستند. مجزا غیرثابت همساز تابع بحران نقاط ی همه [٣٠] .٢ . ٢ . ٢ لم

D ⊂ C ی دامنه ی در که باشد مختلط همساز تابع f اگر ([٣٠] لوی٢٧ (قضیه .٢ . ٢ . ١ قضیه
.Jf (z) ̸= ٠ است ناصفر z ∈ D برای آن ژاکوبین آنگاه است، ارز تک موضعا

جهت و ارز تک موضعا دامنه ی در که مختلط همساز تابع لوی، قضیه دید از بنابراین
است. نگهدار جهت f سپس ،Jf < ٠ اگر دارد. مثبت ژاکوبین دامنه آن در باشد، نگهدار

.[٣٠] است صحیح نیز مختلط همساز نگاشتهای برای پواسن انتگرال فرمول

SH ی رده ٢ . ٣
باشدکه f = h+ g ل ش به مختلط توابع ی رده H گیریم ،A همساز ل ش از تعمیم بعنوان

که هستند چنان D روی نرمالشده تحلیل توابع g و h و همسازند D روی
f(z) = h+ g = z +

∞∑
n=٢

anz
n +

∞∑
n=١

bnz
n (۴ . ٢)

م حفظ را قبل ی رده خواص از بسیاری که دارد وجود همساز توابع روی S رده از تعمیم
(٢ . ٣) ل ش به مختلط ارز تک همساز توابع تمام ی خانواده SH که یرید ب نظر در کند.
عضو هر پس اند. شده نرمال a١ = ١ و a٠ = ٠ شروط با و بوده نگهدار جهت D روی که است
در شیل‐ال و کلو توسط ابتدا رده این بود. خواهد (۴ . ٢) سری بسط دارای f ∈ SH

همساز توابع ی مطالعه در که آمد بدست آن از ری دی خواص سپس و [٢۵] شد معالعه ١٩٨۴
رسیدند. م بنظر سودمند مسط

S٠
H ی رده ۴ . ٢

این و باشد b١ = ٠ = fz(٠) = g′(٠) که کنیم م محدود چنان را f ∈ SH ی رده توابع اکنون
ی خانواده S٠

H که شود م ثابت و S ⊂ S٠
H ⊂ SH که است روشن دهیم. م نمایش S٠

H با را رده
٢۴Sense-preserving
٢۵Sense-reserving
٢۶Second complex dilatation
٢٧Lewy



٣٧ برش روش
سازی، مزدوج تحت خانواده این نیست. چنین SH که است حال در این و است فشرده نرمال
رده در بیبرباخ حدس به شبیه شود. م حفظ برد انتقال و قرص خودر انبساط، چرخش،
همساز تابع f(z) ∈ S٠

H کنید فرض شود: م مطرح ساز٢٨ بیباخ حدس نیز اینجا در ،S ی
آنگاه باشد (۴ . ٢) ل ش به

|an| ⩽
١
۶(n+ ٢)(١n+ ١) (۵ . ٢)

|bn| ⩽
١
۶(n− ٢)(١n− ١) (۶ . ٢)∣∣|an| − |bn|

∣∣ ⩽ ١ (٢ . ٧)
اثبات به آن های زیررده برخ در رود، م بشمار باز ی مسئله ی حدس این اینکه وجود با
شناخته کران بهترین که |a٢| < ۴٩ داریم f(z) ∈ S٠

H توابع تمام برای همچنین است. رسیده
ایضا است. شده

است. برقرار |b٢| ⩽ ١
٢ دقیق نامساوی ،f(z) ∈ S٠

H توابع تمام برای [٣٠] .١ . ۴ . ٢ لم

برش روش ۵ . ٢
و [٢۵] گردید معرف ١٩٨۴ در شیل‐ال و کلو توسط ابتدا در برشی٢٩ ساختار روش ایجاد
نگاشت ی ساختن روش تکنی این شد. گرفته ار ب مسط همساز توابع ی مطالعه جهت

تحلیل توابع از استفاده آن مهم خصوصیات از ی و کند م بیان صفحه در را ارز تک همساز
است. ضروری بسیار همساز توابع با کار در روش این از آگاه بنابراین و باشد، م آن با مرتبط
ارز تک f سپس باشد. ارز تک موضعا و همساز D در f = h + g کنید فرض [٣٠] .١ . ۵ . ٢ لم

باشد. CHD بردش و ارز تک h− g اگر تنها و اگر است CHD بردش و
برد با مفروض ارز تک F = h − g و فوق لم ارگیری ب با برش، تکنی از استفاده برای
f = h+g ارز تک همساز تابع توان م شده، خواسته ω(z) =

g′(z)

h′(z)
انبساط ی با همراه CHD

است ضروری f نگهداربودن جهت برای |ω(z)| < ١ فرض فرآیند این ط یافت. CHD برد با را
.(٢ . ٢ . ١ (قضیه

نگاشت خواهیم م ل٢ . ١). (ش است مفروض CHD برد با F = z− ١
۶z٣ تابع .١ . ۵ . ٢ مثال

بود خواهد نگهدار جهت f تابع بیابیم. ω(z) = ٢√١z انبساط با را f = h + g ارز تک همساز
بنابراین g′(z)

h′(z)
=

٢√١z و h− g = z − ١
۶z٣ نویسیم م .|ω(z)| = | ٢√١z| < ١ زیرا

٢٨Harmonic Bieberbach conjecture
٢٩Shearing construction technique



همساز توابع ٣٨

.F = z − ١۶z٣ همدیس نگاشت تحت D تصویر :٢ . ١ ل ش

 h′ − g′ = ١ − ١٢z٢
g′ = ٢√١zh′

 h′(z) = ١ + ٢√١z
g′(z) = ٢√١z +

١٢z٢

 h(z) = z + ١
٢√٢z٢

g(z) = ١
٢√٢z٢ + ١۶z٣

ارز تک همساز نگاشت بدینصورت و h(٠) = g(٠) = ٠ که کنید توجه
f = h+ g = z +

١
٢√٢z

٢ +
١

٢√٢z
٢ +

١
۶z٣

ل٢ . ٢). (ش گردد م حاصل CHD برد با

.f = z + ١
٢√٢z

٢ + ١
٢√٢z

٢ + ١۶z٣ نگاشت تحت D تصویر :٢ . ٢ ل ش

نگاشت خواهیم م .(١ . ٢ ل (ش است محدب ارز تک که F =
z

١ − z
کنید فرض .٢ . ۵ . ٢ مثال

تک موضعا |ω(z)| = |z٢| < ١ شرط بسازیم. ω(z) = z٢ انبساط با را f = h+ g ارز تک همساز
بنابراین و g′(z)

h′(z)
= z٢ و h− g =

z

١ − z
گیریم کند. م تضمین را f ارزی

 h′ − g′ = ١
(١−z)٢

g′ = z٢h′

 h′(z) = ١
(١−z٢)(١−z)٢

g′(z) = z٢
(١−z٢)(١−z)٢

 h(z) = z−٢۴(z−١)٢ + ١٨ log z+١
z−١ + iπ٨ − ١٢

g(z) = ٣z−٢۴(z−١)٢ + ١٨ log z+١
z−١ + iπ٨ + ١٢



٣٩ برش روش
بعد و h(٠) = g(٠) = ٠ یری انتگرال ثابت با

f = h+ g = − ١
٢

z

(١ − z)٢ + ٢Re
( ٣z − ٢

۴(z − ٢(١ +
١
٨ log

z + ١
z − ١

)
.(٢ . ٣ ل (ش بود خواهد مطلوب CHD نگاشت

.٢ . ۵ . ٢ مثال در f همساز نگاشت تحت D تصویر :٢ . ٣ ل ش
آورد. خواهیم ل شان ش رسم با را اند شده حاصل برش تکنی با که نگاشت چند ذیل در
گرفته نظر در ω خاص انبساط با و شده داده F مانند CHD برد با تحلیل نگاشت نیز اینجا در
شود. م ساخته آن با متناظر است، CHD برد که f ارز تک همساز نگاشت سپس شود، م

ایم: آورده f و F تحت را ه ی قرص تصویر سرانجام
‐ F f

F = z − ١۶z٣

ω = ٢√١z
h = z + ١

٢√٢z٢

g = ١
٢√٢z٢ + ١۶z٣

f = z + ١
٢√٢z٢

+ ١
٢√٢z٢ + ١۶z٣

F = z − ١٢z٢

ω = z

h = z

g = ١٢z٢

f = z + ١٢z٢



همساز توابع ۴٠


F = z − ١٢z٢

ω = z٢

h = log(١ + z)

g = −z + ١٢z٢

+ log(١ + z)

f = ٢Re log(١ + z)

− z + ١٢z٢

F = z − ١٢z٢

ω = z٣

h = ٣√٢ tan−٢)١z+٣√١ )

− π

٣√٣
g = −z + ١٢z٢ − π

٣√٣
+ ٣√٢ tan−٢)١z+٣√١ )

f = h+ g

F = z − ١٢z٢

ω = z۴

h = ١۴ log (١+z)٢
١+z٢ + tan−١ z٢

g = −z + ١٢z٢

+ ١۴ log (١+z)٢
١+z٢ + tan−١ z٢

f = h+ g

F = z − ١٢z٢

ω = ١٢z − ١۴z٢

h = log ۴
z٢−٢z+۴

g = − ١٢z + ١۴z٢

+ log ۴
z٢−٢z+۴

f = h+ g



۴١ برش روش


k٠ = z
(١−z)٢

ω = z

h =
z− ١٢ z٢+ ١۶ z٣

(١−z)٣

g =
١٢ z٢+ ١۶ z٣
(١−z)٣

f = Re
z+ ١٣ z٣
(١−z)٣

+ iIm z
(١−z)٢

ω = z انبساط و k٠(z) = z

(١ − z)٢ تحلیل کوبه تابع از استفاده با جدول، انتهای ردیف در
٣٠ همساز ( (احتمال کوئب تابع

f(z) = Re
z + ١٣z٣
(١ − z)٣ + iIm

z

(١ − z)٢

تابع این رود م انتظار است. شده ساخته

k٠H(z) = Re
z + ١٣z٣
(١ − z)٣ + iIm

z

(١ − z)٢ =
z − ١٢z٢ + ١۶z٣

(١ − z)٣ +
١٢z٢ + ١۶z٣
(١ − z)٣ ∈ S٠

H (٢ . ٨)

منهای صفحه تمام به را D قرص k٠H(z) تابع نماید. بازی S٠
H ی رده در را کران تابع نقش

در تابع این ضرایب نگارد. م ∞ تا − ١
۶ از ، منف حقیق محور از قسمت

|an| ⩽
١
۶(n+ ٢)(١n+ ١) , |bn| ⩽

١
۶(n− ٢)(١n− ١) (٢ . ٩)

ضرایب ، n اندیسهای تمام برای f ∈ S٠
H توابع تمام که مسئله این البته .[٣٠] کنند م صدق

انتظار همچنین شود. م تلق باز ی مسئله هم هنوز نمایند صدق (٢ . ٩) در بایست م g و h
اما شود |w| < ١

۶ قرص شامل S٠
H در تابع هر برد کوبه، ‐چهارم ی قضیه مانند که رود م

که شده ثابت چنین تاکنون

است. |w| < ١
١۶ قرص شامل f ∈ S٠

H تابع هر برد [٢۵] .٢ . ۵ . ٢ لم
دهید ارائه همساز ارز تک توابع از مثالهایی که شود م عنوان چنین باز ی مسئله بعنوان

نمائید. بررس نیز را آنها خواص و منفرد٣١ داخلی توابع آنها انبساط که
٣٠Harmonic Koebe function
٣١Singular inner function



همساز توابع ۴٢

ستاره گون همساز توابع ۶ . ٢
تابع باید آرگومان یعن arg{f(eiθ)} اگر است ستاره گون f همساز تابع تحلیل لحاظ از

بعبارت باشد، θ برحسب غیرنزول
∂

∂θ
arg{f(eiθ)} ≥ ٠

ل بش S٠
H به تحدید در که شده داده نمایش S∗

H با SH در ستاره گون همساز توابع تمام رده
است: چنین ستاره گون برای کاف شروط از ی شود. م مشخص S٠∗

H

∞∑
n=٢

n|an| +
∞∑
n=١

n|bn| ⩽ ١ در (۴ . ٢) ضرایب اگر ([٢] آهوجا٣٢ ،[٩۶] (سیلورمن .١ . ۶ . ٢ لم
.f ∈ S∗

H آنگاه کنند، صدق
S ⊂ S٠

H ⊂ پس ، است fz(٠) = ١ شرط با f ∈ SH توابع همه شامل SH از S٠
H زیررده

برخلاف کردند. بررس S∗
H زیررده عنوان با SH در ستاره گون توابع شیل‐ال و کلو .SH

واق در نیست، ارث خاصیت ستاره گون S∗
H توابع ی رده روی ، تحلیل توابع در ستاره گون

مبداء) به (نسبت ستاره گون ای ناحیه خود، |z| < r < ١ زیرقرص هر تصویر که ندارد لزوم
موروث همساز توابع برای را ستاره گون تا نیازمندیم خاصیت به بنابراین .[٧٩ ،٣ ،٣٠] باشد

کند:
ی دایره هر اگر نامیم ستاره گون٣٣ کاملا را f(٠) = ٠ شرط با f همساز تابع .١ . ۶ . ٢ تعریف
به نسبت ستاره گون ای ناحیه مرز که ای بسته منحن به ی به ی صورت به را |z| = r < ١

بنگارد. است مبداء
توانیم م ول ص١۴)، ،[٢۴]) نیست ارز تک لزوماً ستاره گون کاملا تابع ی کل حالت در
D در نگهدار جهت ستاره گون کاملا نگاشت ی اینکه توجه قابل کنیم. SH به محدود را خود
کنیم. م مشخص FS∗

H با را ستاره گون کاملا توابع همه خانواده ،f ∈ SH برای است. ارز تک
کرد بیان غیرتحلیل تابع ی مشتق ر عمل ستاره گون کاملا بین را ای رابطه موکانو ١٩٨٠ در

دیفرانسیل ر عمل f مختلط تابع برای .[۶۴]
Df = zfz − zfz (٢ . ١٠)

داریم f(z) نگهدار جهت مختلط تابع برای که دید توان م اینصورت در گیریم. م نظر در را
نیز و Df ̸= ٠

D٢f = D(Df) = zfz + zfz + zzfzz + zzfzz (٢ . ١١)
٣٢Ahuja
٣٣Fully-starlike



۴٣ محدب همساز توابع
باشیم داشته z ∈ D − {٠} تمام برای اگر .Df ̸= ٠ که ،f(z) نگهدار جهت مختلط تابع برای
برای Re

D٢f(z)
Df(z)

> ٠ یا Re
Df(z)

f(z)
> ٠ شرط در و بوده Jf (z) > ٠ نیز D در و ،f(z) ̸= ٠

نگارد م بسته ساده منحن به را ٠ < |z| = r < ١ دایره هر f سپس نماید، صدق z ∈ D−{٠}
از و ،[۶۴]

∂

∂θ
arg{f(eiθ)} = Re

Df(z)

f(z)

داریم:
برای اگر باشد. f(٠) = ٠ با مختلط تابع f ∈ C١(D) گیریم ([۶۴] (موکانو .٢ . ۶ . ٢ لم
سپس باشند برقرار Re

Df(z)

f(z)
> ٠ و Jf (z) > ٠ نیز D در و f(z) ̸= ٠ باشیم داشته z ∈ D−{٠}

است. ستاره گون کاملا و ارز تک D در f
،α ی مرتبه از ستاره گون همساز توابع به که را S٠

H توابع ی رده از S٠∗
H (α) ی رده زیر

f ∈ S٠∗
H (α) که کرد ثابت وی . [۴٧] شد معرف جهانگی٣۴ توسط است معروف (٠ ⩽ α < ١)

اگر
∞∑

n=٢
n− α

١ − α
|an|+

∞∑
n=٢

n+ α

١ − α
|bn| ⩽ ١ (٢ . ١٢)

محدب همساز توابع ٢ . ٧
برحسب غیرنزول تابع arg{ ∂

∂θ
f(eiθ)} عبارت f(D) در اگر است محدب تابع f که دانیم م

ر دی بعبارت باشد. θ
∂

∂θ
arg
{ ∂

∂θ
f(eiθ)

}
≥ ٠

S٠
H در محدب توابع نیز K٠

H ی رده زیر و داده نشان KH با را SH در محدب توابع تمام ی رده
کند. م مشخص را

سپس f ∈ KH اگر ،(٢ . ٣) کانون نمایش با f برای ([٢۵] شیل‐ال و کلو) .٢ . ٧ . ١ لم
داریم: n ∈ N برای

|An| ⩽
n− ١

٢ |B١|+
n+ ١

٢ , |Bn| ⩽
n− ١

٢ +
n+ ١

٢ |B١|

.|Bn| < n و |An| < n داشت خواهیم نیز n ≥ ٢ برای
.f ∈ KH سپس

∞∑
n=٢

n٢|an|+
∞∑
n=١

n٢|bn| ⩽ ١ اگر ([٢] ،[٩۶] (سیلورمن .٢ . ٧ . ٢ لم
نیست لازم یعن ندارد، موروث خاصیت KH ی رده روی تحدب ، تحلیل توابع برخلاف
ارز تک نگاشت f اگر باشد. محدب ای ناحیه خود f تحت |z| < r < ١ زیرقرص هر تصویر که

٣۴Jahangiri



همساز توابع ۴۴
r ⩽

√٢ − ١ شعاع هر برای |z| < r قرص هر تصویر آنگاه باشد، محدب ای ناحیه به D روی
نیست. درست موضوع این √٢ − ١ < r < ١ ی بازه در شعاع برای ول بود خواهد محدب

تابع است کاف
f(z) = Re

z

١ − z
+ iIm

z

(١ − z)٢ (٢ . ١٣)

=
z − ١٢z٢
(١ − z)٢ +

− ١٢z٢
(١ − z)٢ ∈ KH

|z| ⩽ r قرص هر تصویر نگارد. م Rew > − ١
٢ ی صفحه نیم به را D که یریم ب نظر در را

.(۴ . ٢ ل (ش نیست محدب √٢ − ١ < r < ١ در r هر برای

.(٢ . ١٣) همساز نگاشت تحت D قرص تصویر :۴ . ٢ ل ش
نماید: منتقل را تحدب ارث خاصیت که دهیم ارائه تعریف است لازم

f(٠) = ٠ اگر نامیم دب٣۵ کاملا را واحد قرص روی f همساز تابع [٧٩ ،٢۴] .٢ . ٧ . ١ تعریف
برد در محدبی ناحیه ی مرز به ی به ی وضعیت در را |z| = r < ١ ی دایره هر و بوده

بنگارد.
رادو٣۶‐ ی قضیه طبق f(z) ̸= ٠ باشیم داشته ٠ < |z| < ١ برای که خاص حالت در
.(١.٣ بخش ،[٣٠]) شد خواهد ارز تک لزوماً D در دب کاملا نگاشت چوکه٣٨ که٣٧‐
همه برای اگر دهیم. م نشان FKH با D در را SH توابع از دب کاملا توابع تمام ی زیررده

[۶۴] آنگاه باشد، Jf (z) > ٠ نیز D در و f(z) ̸= ٠ باشیم داشته z ∈ D− {٠} ی
∂

∂θ
arg
{ ∂

∂θ
f(eiθ)

}
= Re

D٢f(z)
Df(z)

بنابراین
٣۵Fully-convex
٣۶Radó
٣٧Kneser
٣٨Choquet



۴۵ ‐به‐محدب نزدی همساز توابع
ی همه برای ،f(٠) = ٠ که باشد مختلط تابع f ∈ C٢(D) گیریم ([۶۴] (موکانو .٢ . ٧ . ٣ لم
آنگاه باشد، Re

D٢f(z)
Df(z)

> ٠ و بوده Jf (z) > ٠ نیز D در و f(z) ̸= ٠ باشیم داشته z ∈ D− {٠}
است. کاملا‐محدب و ارز تک D در f

eiαh−eiαg تحلیل تابع ،α ∈ R هر برای اگر فقط و اگر است محدب و ارز تک f همساز تابع
کاملا تابع آنکه برای کاف و لازم شرط این، بر علاوه باشد. افق جهت در محدب و ارز تک

ص١٣٩). [٢۴]) شد مطرح آسگود۴١ و دورن۴٠ چوکه٣٩، توسط باشد دب

اگر فقط و اگر f ∈ UKH .f(z) ∈ SH گیریم [٢۴] .٢ . ٧ . ١ قضیه
|zh′(z)|٢ReQh ⩾ (١۴ . ٢)
|zg′(z)|٢ReQg +Re

{
z٣(h′′(z)g′(z)− h′(z)g′′(z)

)}
.D در z هر بازای Qg = ١ + z

g′′(z)

g′(z)
و Qh = ١ + z

h′′(z)

h′(z)
که

باشد. α جهت در محدب f(D) اگر گوئیم α جهت در محدب را D در f ارز تک همساز تابع
(٠ ⩽ α < ١) ،α ی مرتبه از محدب توابع ی همه شامل S٠

H های رده زیر از K٠
H(α) ی رده

شرط در که است
∂

∂θ
arg
{ ∂

∂θ
f(eiθ)

}
≥ α

داریم و کنند م صدق
اگر ([۴٧] (جهانگی .۴ . ٢ . ٧ لم

∞∑
n=٢

n(n− α)

١ − α
|an|+

∞∑
n=٢

n(n+ α)

١ − α
|bn| ⩽ ١ (١۵ . ٢)

.f ∈ K٠
H(α) آنگاه

‐به‐محدب نزدی همساز توابع ٢ . ٨
‐به‐ نزدی ای دامنه f(D) بردش اگر گوئیم دب به نزدیک را f(z) ∈ SH همساز تابع
ی رده زیر و داده نشان CH با را SH از ‐به‐محدب نزدی توابع ی همه ی رده باشد. محدب

کنیم. م مشخص C٠
H با را S٠

H به محدود
محدب ی |ϵ| ⩽ ١ برای h+ ϵg و بوده ارز تک موضعا D در f = h+ g گیریم [٢۵] .٢ . ٨ . ١ لم

است. ‐به‐محدب نزدی و ارز تک D در f آنگاه باشد،
٣٩Martin Chuaqui
۴٠Peter Duren
۴١Brad Osgood



همساز توابع ۴۶

پیچش ٢ . ٩
کانون های نمایش با F (z) و f(z) همساز تابع دو پیچش

f(z) = h(z) + g(z) = z +

∞∑
n=٢

anz
n +

∞∑
n=١

bnz
n (١۶ . ٢)

F (z) = H(z) +G(z) = z +

∞∑
n=٢

Anz
n +

∞∑
n=١

Bnz
n (٢ . ١٧)

شود: م تعریف چنین
(f ∗ F )(z) = (h ∗H)(z) + g ∗G(z) = z +

∞∑
n=٢

anAnz
n +

∞∑
n=١

bnBnz
n (٢ . ١٨)

گیریم مثلا کند. نم حفظ را رده خواص لزوماً همساز تابع دو پیچش ، تحلیل حالت برخلاف
f(z) = h(z) + g(z) =

z

١ − z

و f ∈ K٠
H پس باشد ω(z) = −z انبساط با

F (z) = H(z) +G(z) =
z

١ − z

،(n ≥ ٣ (که n ∈ N برای بود. خواهد F ∈ K٠
H که یرید ب نظر در نیز را ω(z) = −zn انبساط با

.[٢٩] نیست هم ارز تک موضعاً حت D در (f ∗ F )(z) پیچش
آنگاه F ∈ KH و ϕ ∈ K اگر ([٢۵] شیل‐ال و کلو) .٢ . ٩ . ١ لم

(ϕ+ ϵϕ) ∗ F ∈ CH

.|ϵ| ⩽ ١ بازای
ستاره گون با توان نم را ϕ تحدب شرط فوق، لم در که دادند نشان [٢] ران دی و آهوجا

نظر در ϵ = ٠ با را D در ϕ(z) = z +
١
n
zn ستاره گون تحلیل تابع مثال برای نمود. تعویض

کنید فرض یرید. ب

F (z) = h+ g =
z − ١٢z٢
(١ − z)٢ +

− ١٢z٢
(١ − z٢(٢ ∈ KH

پیچش تابع اینصورت در
(ϕ+ ٠ϕ) ∗ F = z +

n+ ١
٢n zn , n ≥ ٢

بود. نخواهد هم ارز تک D در حت



۴٧ پیچش
نیز و باشد |g′(٠)| < |h′(٠)| و بوده تحلیل D در g و h گیریم ([٢] ران دی و (آهوجا .٢ . ٩ . ٢ لم

اینصورت در شود. ‐به‐محدب نزدی |ϵ| = ١ هر برای D در h+ ϵg

h+ g ∈ CH

آنگاه باشد محدب و تحلیل D در ϕ اگر
(ϕ+ σϕ) ∗ (h+ g) ∈ CH , |σ| = ١

چه برای که نمودند مطرح را موضوع این در سوال خود ی مقاله در شیل‐ال و کلو
توسط جزئ طور به سوال این .ϕ ∗ f ∈ KH داشت خواهیم ،f ∈ KH با ی ϕ همساز توابع
باشد تحلیل D در ϕ اگر که کردند ثابت آنها شد. داده پاس [٩١] سالیناس۴٢ و ویه روشه
عدد هر برای اگر تنها و اگر ϕ ∗ F = ϕ ∗ ReF + ϕ ∗ ImF ∈ KH ،F ∈ KH هر برای سپس

شود. محدب موهوم محور جهت در ϕ+ iγzϕ′ تابع γ حقیق
تحلیل آنجا در هم g و محدب تحلیل D در ϕ و h گیریم ([٢] ران دی و (آهوجا .٢ . ٩ . ٣ لم

،|ϵ| ⩽ ١ هر برای آنگاه .z ∈ D برای |g′(z)| < |h′(z)| چنانکه باشد
(ϕ+ ϵϕ) ∗ (h+ g) ∈ CH

را شود واق ستاره گون همساز توابع در تابع اینکه برای کاف و لازم شرط نیز زیر ی قضیه
دارد: م بیان

تنها و اگر f ∈ S∗
H سپس f = h + g ∈ SH کنید فرض ([٢] ران دی و (آهوجا .٢ . ٩ . ١ قضیه

اگر

h(z) ∗
z + ١٢(ζ − ١)z٢

(١ − z)٢ − g(z) ∗
ζz − ١٢(ζ − ١)z٢

(١ − z)٢ ̸= ٠ ; |ζ| = ١, ٠ < |z| < ١

اگر ،f = h+ g ∈ SH کنید فرض ([٢] ران دی و (آهوجا .٢ . ٩ . ١ نتیجه
∞∑

n=٢
n|an|+

∞∑
n=١

n|bn| ⩽ ١

.f ∈ S∗
H آنگاه

کند: م عنوان را باشد محدب همسازی تابع آنکه برای کاف و لازم شرط نیز زیر ی قضیه
۴٢Salinas



همساز توابع ۴٨
تنها و اگر f ∈ KH سپس ،f = h+ g ∈ SH کنید فرض ([٢] ران دی و (آهوجا .٢ . ٩ . ٢ قضیه

اگر
h(z) ∗ z + ζz٢

(١ − z)٣ + g(z) ∗ ζz + z٢
(١ − z)٣ ̸= ٠ ; |ζ| = ١, ٠ < |z| < ١

اگر ،f = h+ g ∈ SH گیریم ([٢] ران دی و (آهوجا .٢ . ٩ . ٢ نتیجه
∞∑

n=٢
n٢|an|+

∞∑
n=١

n٢|bn| ⩽ ١

.f ∈ KH دراینصورت
ضرایب روی که هایی نامساوی اساس بر را نتایج برخ هم [۵١] ران دی و کومار۴٣
پیچش از مفیدی نتایج که (٢٠١٢) آوردند بدست را است برقرار ٢ . ٧ . ١ محدب همساز توابع

دربرداشت:
١‐٢ . ١٨۶ . ٢ بفرم هایی نمایش دارای ترتیب به f ∗F و F ، f که کنید فرض [۵١] .۴ . ٢ . ٩ لم

اینصورت در باشند،
.f ∗ F ∈ K٠

H آنگاه ،F ∈ K٠
H و ∑∞

n=٢ n٣|an|+∑∞
n=٢ n٣|bn| ⩽ ١ اگر •

.f ∗ F ∈ S∗٠
H آنگاه ،F ∈ K٠

H و ∑∞
n=٢ n٢|an|+∑∞

n=٢ n٢|bn| ⩽ ١ اگر •
.f ∗ F ∈ KH آنگاه ،F ∈ KH و ∑∞

n=٢ n٣|an|+∑∞
n=٢ n٣|bn| ⩽ ١ − |b١| اگر •

.f ∗ F ∈ S∗
H آنگاه ،F ∈ KH و ∑∞

n=٢ n٢|an|+∑∞
n=٢ n٢|bn| ⩽ ١ − |b١| اگر •

.f ∗ F ∈ S∗٠
H (α) آنگاه ،F ∈ K٠

H و ∑∞
n=٢ n(n−α)١−α

|an|+
∑∞

n=٢ n(n+α)١−α
|bn| ⩽ ١ اگر •

.f ∗ F ∈ K٠
H آنگاه ،F ∈ K٠

H و ∑∞
n=٢ n٢(n−α)١−α

|an|+
∑∞

n=٢ n٢(n+α)١−α
|bn| ⩽ ١ اگر •

.f∗F ∈ CH آنگاه باشد، ارز تک موضعاً f∗F اگر ،F ∈ KH ∞∑و
n=٢ n٣|an| ⩽ ١ کنید فرض •

باید سپس بنگارد، {w : Rew >
١
٢} راست صفحه نیم به را D قرص f = h + g ∈ S٠

H اگر
نماید. صدق h+ g =

z

١ − z
در

نگارد م R = {w : Re w > − ١
٢} راست صفحه نیم به را D که f = h+ g توابع مجموعه

کل ل ش دارای
h(z) + g(z) =

z

١ − z

عمودی نوار به را D توابع این و است K ی رده اکستریمال تابع z

١ − z
که است

R =

{
w :

α− π

٢ sinα
< Re w <

α

٢ sinα

}
(٢ . ١٩)

۴٣Kumar



۴٩ پیچش با مرتبط هائ زیررده
زیرند: کل ل ش دارای و نگارند م

h(z) + g(z) =
١

٢i sinα log
١ + zeiα

١ + ze−iα

نیز و h١ + g١ =
z

١ − z
با f١ = h١ + g١ ∈ K٠

H کنید فرض ([٢٨] (دورف۴۴ .۵ . ٢ . ٩ لم
نگهدار جهت و ارز تک موضعا f١ ∗ f٢ اگر باشد. h٢ + g٢ =

z

١ − z
با f٢ = h٢ + g٢ ∈ K٠

H

طولهاست. محور جهت در محدب و f١ ∗ f٢ ∈ S٠
H آنگاه باشند،

پیچش با مرتبط هائ زیررده ٢ . ١٠
مانند شد بررس و معرف مولفان توسط SH از هایی زیررده ،٢٠٠٨ و ١٩٩٨ سالهای بین
جهانگی، ،(١٩٩٩ ،[۴٧]) جهانگی ،(١٩٩٨ ،[٩۶]) سیلورمن ،(١٩٩٨ ،[۴۶]) جهانگی
،(٢٠٠٣ ،[٢]) سیلورمن و جهانگی آهوجا، ،(٢٠٠٢ ،[۴٨]) جی۴۶ وی و ۴۵موروگورومور
نیز و (٢٠٠٧ ،[١١٩]) ۴٩یامانکارادن و اوزترک۴٨ ،۴٧یالس ،(٢٠٠٣ ،[۶۶]) موروگورومور

کاف و لازم شروط یافتن در نوع به کدام هر که (٢٠٠٨ ،[٩ ،٨]) داروس۵١ و الشقصی۵٠
ای زیررده سوبرامانیان۵۴ و استفان۵٣ علی۵٢، ،٢٠١٠ در کوشیدند. شده معرف های زیررده در
آنها گرفت. م بر در خاص حالت بعنوان را قبل های زیررده اکثر که کردند معرف را SH از

:[۶] دادند ارائه را زیر تعریف
است مفروض تابع ϕ(z) = z +

∞∑
n=٢

ϕnz
n و بوده حقیق ثابت σ کنید فرض .٢ . ١٠ . ١ تعریف

است S٠
H(ϕ, σ, α) ی رده به متعلق f = h+ g ∈ S٠

H همساز تابع باشد. م تحلیل D روی که
اگر

Re

{
z(h ∗ ϕ)′(z)− σz(g ∗ ϕ)′(z)
(h ∗ ϕ)(z) + σ(g ∗ ϕ)(z)

}
> α , z ∈ D (٢ . ٢٠)

.٠ ⩽ α < ١ که
مثلا شود م شامل را قبل های زیررده خاص حالات در تعریف این

۴۴Dorff
۴۵Murugusundaramoorthy
۴۶Vijaya
۴٧Yalçin
۴٨Öztürk
۴٩Yamankaradeniz
۵٠Al-Shaqsi
۵١Darus
۵٢Ali
۵٣Stephen
۵۴Subramanian



همساز توابع ۵٠
.(١٩٩٨ ،[٩۶]) سیلورمن S٠

H

(
z

١ − z
, ١, ٠

)
= S∗٠

H

.(١٩٩٨ ،[٩۶]) سیلورمن S٠
H

(
z

(١ − z)٢ , ١, ٠
)

= K٠
H

.(١٩٩٩ ،[۴٧]) ،(١٩٩٨ ،[۴۶]) جهانگی S٠
H

(
z

١ − z
, ١, α

)
= S∗٠

H

.(١٩٩٩ ،[۴٧]) ،(١٩٩٨ ،[۴۶]) جهانگی S٠
H

(
z

(١ − z)٢ ,−١, α
)

= K٠
H

توسط که است تغییریافته سالاگان۵۵ ر عمل که S٠
H

z + ∞∑
n=٢

npzn, (−١)p, α
 = H(p, α)

.(٢٠٠٢ ،[۴٨]) شد مطالعه جی وی و موروگورومور جهانگی،
ویه روشه مشتق ر عمل شامل که λ > −١ شرط به S٠

H

(
z

(١ − z)λ+١ , ١, α
)

= RH(λ, α)

.(٢٠٠٣ ،[۶۶]) شد بررس موروگورومور توسط و است
(λ+١)n−١ = ,C(λو n) = (λ+ ١)n−١

(n− ١)! که S٠
H

z + ∞∑
n=٢

npC(λ, n)zn, (−١)p, α
 = H(p, α)

توسط که کند م مشخص را MH(١, λ, α) ی رده بدینصورت که (λ+١)(λ+٢) · · · (λ+n−١)
.(٢٠٠٨ ،[٩ ،٨]) شد مطالعه داروس و الشقصی

و متحد همساز توابع روی را قبل های زیررده از تعداد این S٠
H(ϕ, σ, α) ی رده واق در

دهد: م بدست را زیر نتایج و کند م پارچه ی
اگر فقط و اگر f ∈ S٠

H(ϕ, σ, α) سپس ،f = h+ g ∈ S٠
H گیریم ([۶]) .٢ . ١٠ . ١ قضیه

(h∗ϕ)∗

[
z + x+٢α−٢−١٢α z٢

(١ − z)٢
]
−σ(g ∗ ϕ)∗

[
x+α١−α

z − x+٢α−٢−١٢α z٢
(١ − z)٢

]
̸= ٠ ; |x| = ١ , |z| ̸= ٠. (٢ . ٢١)

از عبارتست گیرد قرار S٠
H(ϕ, σ, α) ی رده در همسازی تابع آنکه برای کاف شرط

اگر f ∈ S٠
H(ϕ, σ, α) آنگاه ،f = h+ g ∈ S٠

H گیریم ([۶]) .٢ . ١٠ . ٢ قضیه
∞∑

n=٢
n− α

١ − α
|an||ϕn|+ |σ|

∞∑
n=٢

n+ α

١ − α
|bn||ϕn| ⩽ ١. (٢ . ٢٢)

ر دی مولفان توسط قبلا که را همساز توابع از ر دی ای مجموعه مذکور مولفان این، بر علاوه
یکنواخت دب تحلیل توابع از هائ رده شامل ها رده این نمودند. پارچه ب را بود شده بررس
های رده شامل همساز توابع از هائ زیررده چنین .[٨٧] هستند سهموی ستاره گون توابع و
مطالعه [٩٠ ،٨٩] در که هستند گودمن‐رونینگ۵۶ نوع ساز توابع از GKH(α) و GH(α)

۵۵Salagean
۵۶Goodman-Rønning-type harmonic functions



۵١ TH ی رده
نوع عملگر شامل ترتیب به که است [٩] MH(n, α) و [١١٩] RSH(p, γ) های رده نیز و شده

شد: ارائه زیر تعریف سپس هستند. ویه۵٨ روشه عملگر و سالاگان۵٧

که باشد مفروض تابع ϕ(z) = z +

∞∑
n=٢

ϕnz
n و بوده حقیق ثابت σ گیریم .٢ . ١٠ . ٢ تعریف

اگر است SP ٠
H(ϕ, σ, α) ی رده در f = h+ g ∈ S٠

H همساز تابع است. تحلیل D روی
Re

{
(١ + eiγ)

z(h ∗ ϕ)′(z)− σz(g ∗ ϕ)′(z)
(h ∗ ϕ)(z) + σ(g ∗ ϕ)(z)

− eiγ

}
> α ; z ∈ D (٢ . ٢٣)

.٠ ≤ α < ١ γو ∈ R با
اگر فقط و اگر f ∈ SP ٠

H(ϕ, σ, α) آنگاه .f = h+ g ∈ S٠
H کنید فرض ([۶]) .٢ . ١٠ . ٣ قضیه

(٢۴ . ٢)
(h∗ϕ)∗

z + (x+١)eiγ+x+٢α−٢−١٢α z٢
(١ − z)٢

−σ(g ∗ ϕ)∗
 (x+١)eiγ+x+α١−α

z − (x+١)eiγ+x+٢α−٢−١٢α z٢
(١ − z)٢

 ̸= ٠ ; |x| = ١ , |z| ̸= ٠.

اگر f ∈ SP ٠
H(ϕ, σ, α) سپس ،f = h+ g ∈ S٠

H گیریم ([۶]) .۴ . ٢ . ١٠ قضیه
∞∑

n=٢
٢n− ١ − α

١ − α
|an||ϕn|+ |σ|

∞∑
n=٢

٢n+ ١ + α

١ − α
|bn||ϕn| ⩽ ١. (٢۵ . ٢)

TH ی رده ٢ . ١١
و اتحاد ی .[٩٧] شد بررس سیلورمن توسط منف ضرایب با تحلیل توابع از زیررده چندین
پیچش روی که شد معرف [۴] توسط منف ضرایب با p‐مقداری تحلیل توابع از پارچ ی
شده مطالعه قبلا که بود منف ضرایب با تحلیل توابع از زیررده چند شامل کردو م عمل

بودند.
ضرایب که که است f = h + g همساز توابع تمام شامل SH از ای زیررده TH(α) گیریم

یعن اند، منف بعد به دوم از ،h تحلیل تابع سری بسط در ناصفرشان
h(z) = z −

∞∑
n=٢

|an|zn , g(z) =

∞∑
n=١

|bn|zn

نمایند م صدق زیر شرط در نیز و
∂

∂θ
arg{f(reiθ)} ≥ α

۵٧Salagean-type operator
۵٨Ruscheweyh operator



همساز توابع ۵٢
.[۴٧] شد معرف جهانگی توسط ١٩٩٩ در رده این .٠ ⩽ α < ١ و |z| = r < ١ که
در که SH در همساز توابع از S∗

H(ϕ, ψ, λ, γ, k) ی رده [٣۵] سوداراسان۶٠ و لارسی۵٩ اژی
شرط

Re

{
(١ + keiα)

(
z(h ∗ ϕ)′ − z(g ∗ ψ)′

)
z′
(
(١ − λ)z + λ((h ∗ ϕ) + (g ∗ ψ)

) − keiα

}
≥ γ

ϕ(z) = z + تعریف این در .(٢٠١٣) نمودند بررس را کنند م صدق حقیق α همه برای
،z′ = ∂

∂θ
(z = reiθ) ،٠ ⩽ λ ⩽ ١ ،µn ≥ ٠ ،λn ≥ ٠ شروط با ψ(z) = z +

∞∑
n=٢

µnz
n ،

∞∑
n=٢

λnz
n

نمایش S∗
H(ϕ, ψ, λ, γ, k) فرض با همچنین اند. تحلیل ٠ ⩽ γ < ١ و ٠ ⩽ θ < ٢π ،٠ ⩽ r < ١

شود. م f = h+ g ∈ TH توابع شامل S∗
H(ϕ, ψ, λ, γ, k) ی رده

،α = ٠ بازای .٢ . ١١ . ١ ملاحظه
S∗
H

(
z

١ − z
,

z

١ − z
, ١, γ, ١

)
= TH

(١ + γ

٢
)

نیز و شده داده (٢.٣) با g و h که باشد چنان f = h + g تابع کنید فرض [٣۵] .٢ . ١١ . ١ لم
یرید ب

∞∑
n=٢

(n(١ + k)− λ(k + γ)

١ − γ

)
λn|an|+

∞∑
n=١

(n(١ + k) + λ(k + γ)

١ − γ

)
µn|bn| ⩽ ١

اگر و حقیق عدد α ،٠ ⩽ γ ⩽ ١ ،٠ ⩽ λ ⩽ ١ ،µn ≥ ٠ ،λn ≥ ٠ ،k ≥ ٠ که

n(١ − γ) ⩽
(
n(١ + k)− λ(k + γ)

)
λn ⩽

(
n(١ + k) + λ(k + γ)

)
µn

.f ∈ S∗
H(ϕ, ψ, λ, γ, k) ،λ =

١ − γ

١ + γ
برای و بوده D در نگهدار جهت ارز تک همساز نگاشت f آنگاه

شامل که کنیم م معطوف S٠
H(ϕ, σ, α) از TS٠

H(ϕ, σ, α) ی زیررده به را خود توجه اکنون
ل ش به f = h+ g همساز توابع

h(z) = z −
∞∑

n=٢
anz

n , g(z) = σ

∞∑
n=٢

bnz
n ; an ≥ ٠, bn ≥ ٠ (٢۶ . ٢)

[۶۶ ،۴٨ ،۴٧ ،۴۶ ،٨] در قبلا که است خاص حالات شامل TS٠
H(ϕ, σ, α) زیررده هستند.

اند. شده مطالعه
۵٩Ezhilarasi
۶٠Sudharsan



۵٣ TH ی رده

٢۶ . ٢ ل ش به f و بوده ϕn ⩾ ٠ با ϕ(z) = z +

∞∑
n=٢

ϕnz
n نمائید فرض ([۶]) .٢ . ١١ . ١ قضیه

اگر فقط و اگر f ∈ TS٠
H(ϕ, σ, α) آنگاه باشد.

∞∑
n=٢

n− α

١ − α
anϕn + σ٢ ∞∑

n=٢
n+ α

١ − α
bnϕn ⩽ ١. (٢ . ٢٧)

آید: م بدست چنین f ∈ TS٠
H(ϕ, σ, α) که |f(z)| برای ظریف کران ی

|σ| ⩾ ٢ − α

٢ + α
و بوده ϕn ⩾ ϕ٢(n ⩾ ٢) با ϕ(z) = z +

∞∑
n=٢

ϕnz
n گیریم ([۶]) .٢ . ١١ . ١ نتیجه

|z| = r < ١ برای سپس باشد f ∈ TS٠
H(ϕ, σ, α) اگر باشد.

r − ١ − α

(٢ − α)ϕ٢
r٢ ⩽ |f(z)| ⩽ r +

١ − α

(٢ − α)ϕ٢
r٢ (٢ . ٢٨)

کند. م برقرار را تساوی و بوده ظریف f(z) = z − ١ − α

(٢ − α)ϕ٢
z٢ تابع بازای نتیجه این

م را |w| < ١ − ١ − α

(٢ − α)ϕ٢
قرص TS٠

H(ϕ, σ, α) در موجود توابع برد پیداست چنانکه
TS٠

H(ϕ, σ, α) ی رده اکستریمال نقاط و بوده محدب TS٠
H(ϕ, σ, α) ی رده همچنین پوشانند.

یافت: چنین توان م را
گیریم ([۶]) .٢ . ١١ . ٢ قضیه

h١(z) := z , hn(z) := z − ١ − α

(n− α)ϕn
zn , gn(z) := z +

١ − α

σ(n+ α)ϕn
zn (٢ . ٢٩)

بصورت بتوان را f اگر فقط و اگر f ∈ TS٠
H(ϕ, σ, α) تابع ی .n = ٢,٣, · · · برای

f(z) =
∞∑
n=١

(λnhn + γngn), (٢ . ٣٠)

نقاط خاص حالت در است. γ١ = ٠ و λ١ = ١ −
∞∑

n=٢
(λn + γn) ،γn ⩾ ٠ ،λn ⩾ ٠ که کرد بیان

.{gn} و {hn} از عبارتند TS٠
H(ϕ, σ, α) اکستریم





٣ فصل

محدب و نواخت ی ستاره گون توابع
نواخت ی

نواخت ی ستاره گون توابع های رده ما اینجا در و شود م ظاهر بخش این در رساله اصل هدف
سازی پارچه ی از استفاده با رده دو هر کنیم. م سازی مشخصه و تعریف را نواخت ی محدب و
همساز توابع و یکنواخت) دب ترتیب (به یکنواخت ستاره گون تحلیل توابع های رده روی
خانواده های خواص ی برگیرنده در و شده اعمال دب) کاملا ترتیب (به ستاره گون کاملا
رده های و شده انجام گودمن توسط تحلیل توابع از رده ها نخستین ی مطالعه است. پیشین
کرد. راهنمائ تعمیم این به را ما گرفته صورت شیل‐اسمال و کلون توسط که همساز توابع
مطالعات محدب های خانواده روی ستاره گون، کاملا و یکنواخت ستاره گون رده های برخلاف
زمینه این در کند. م شایان کم مقصودمان به ما رساندن به این و شده انجام بیشتری
هم بعلاوه نمود. خواهیم ذکر را آنها فصل این در ما و گرفته صورت بیشتری مطالعات اخیراً
دو ردی عمل خواص از تنها نه پیچش ویژگ وجود همساز، توابع در هم و تحلیل توابع در
در که است نتایج استنتاج و تر، کل حالات به مسئله تعمیم در قوی ابزاری ه بل است تابع
پیچش ابزار از گیری بهره جهت مهم، این به نیل برای اند. نبوده حصول قابل قبل وضعیت

نمود. خواهیم بیان ادامه در را نیاز مورد قضایای و تعاریف
۵۵



نواخت ی محدب و نواخت ی ستاره گون توابع ۵۶
تعریف با Dζf : D → D ر عمل f(z) = h(z) + g(z) ∈ SH همساز تابع برای

Dζf(z) = (z − ζ)fz(z)− (z − ζ)fz(z)

= (z − ζ)h′(z)− (z − ζ)g′(z) (٣ . ١)
همان D٠f(z) = zfz − zfz = zh′ − zg′ = Df(z) ر عمل ζ = ٠ بازای است. همساز ری عمل

که دهد م نتیجه Dζf(z) ر عمل از مشتقگیری و بوده (٢ . ١٠) پیشین ر عمل
D٢

ζ f(z) = Dζ(Dζf(z))

= Dζ((z − ζ)h′(z)− (z − ζ)g′(z))

= (z − ζ)٢h′′(z) + (z − ζ)٢g′′(z) + (z − ζ)h′(z) + (z − ζ)g′(z) (٣ . ٢)
الامی١ توسط D٢٠f(z) = z٢h′′(z)+z٢g′′(z)+zh′(z)+zg′(z) = D٢f(z) ر عمل ζ = ٠ بازای
و شده کاسته مختصری نگارش عملیات از نماد، این ارگیری ب با .[٧] شد تشریح موکانو و
مولفان کار با همزمان که شود ذکر است لازم اینجا در بود. خواهد تر واض ها فرمول معان
پاراجاپات٣ پونای٢، توسط باب این در نیز ای مقاله ستاره گون، کاملا توابع تعمیم بحث در
هر در نتایج و تعاریف اگرچه .[٧٩] هاست ایده همین حاوی که شد ارائه کالاج۴ سایرام و

م پیچش روش با اینجا در شده ارائه اثبات ن لی دارد، سان ی ل ش بحث و مشابه مورد دو
تا شده سع نوشتار این در آنهاست. کار بر تاییدی و بوده نوآوری حاوی خود نوبه به که باشد

کنیم. بیان ل ش دو هر در را نتایج و گرفته بهره مشترک نمادهای از

نواخت ی ستاره گون توابع ٣ . ١
کرد: تعریف چنین همساز توابع برای توان م ، تحلیل توابع برای ١ . ١١ . ١ تعریف شبیه

یکنواخت۵ ستاره گون نگاشت را f = h+g ∈ H ارز تک موضعا همساز تابع [٧٩] .٣ . ١ . ١ تعریف
قوس به را ζ ∈ D مرکز با D در γζ مدور قوس هر و بوده ستاره گون کاملا D در f اگر گوئیم D در

است. ستاره گون f(ζ) به نسبت که بنگارد f(γζ)
را باشد یکنواخت ستاره گون D در که f ∈ SH ارز تک تابع آنکه برای را لازم شرط اکنون

مدور قوس هر برای کنیم. م بیان
γζ := {z = ζ + reiθ , α ⩽ θ ⩽ β}

١Al-Amiri
٢Ponnusamy
٣Prajapat
۴Sairam Kaliraj
۵Uniformly starlike



۵٧ نواخت ی ستاره گون توابع
نسبت را Γζ قوس باشد. f تحت γζ تصویر Γζ گیریم است، ζ ∈ D آن مرکز و شده واق D در که

یعن باشد، θ از غیرنزول تابع f(ζ + reiθ)− f(ζ) بردار شناسه اگر گوئیم ستاره گون f(ζ) به
∂

∂θ
arg{f(ζ + reiθ)− f(ζ)} ⩾ ٠ , α ⩽ θ ⩽ β (٣ . ٣)

یا و
∂

∂θ
arg
{
f(z)− f(ζ)

}
⩾ ٠

اگر فقط و اگر است درست این و

Im
∂
∂θf(z)

f(z)− f(ζ)
⩾ ٠

نتیجه ساده محاسبه ی و ∂

∂θ
z = i(z − ζ) بنابراین z = ζ + reiθ دهیم م قرار . z ∈ γζ برای

دهد م

Re
{(z − ζ)fz(z)− (z − ζ)fz(z)

f(z)− f(ζ)

}
⩾ ٠ , (z, ζ) ∈ D٢ (z ̸= ζ) (۴ . ٣)

معادل طور به
Re

Dζf(z)

f(z)− f(ζ)
⩾ ٠ , (z, ζ) ∈ D٢ (۵ . ٣)

با را هستند یکنواخت ستاره گون D در که (f ∈ S٠
H ترتیب (به f ∈ SH توابع تمام ی رده

.US∗
H ⊂ FS∗

H که است واض دهیم. م نشان (US٠∗
H ترتیب (به US∗

H

و UST ⊂ US∗
H لذا .f ∈ US∗

H آنگاه باشد تحلیل تابع f ∈ UST اگر [۶٩] .٣ . ١ . ١ نتیجه
تابع که داد نشان [۴١] گودمن نیست. US∗

H در سپس نکند، صدق (١ . ١١ . ١) در تابع اگر
محدب نگاشت برای نتیجه در ،|A| ⩽

√٢
٢ اگر فقط و اگر f(z) =

z

١ −Az
∈ UST تحلیل

.ℓ(z) = z

١ − z
/∈ US∗

H

زیرا ،f(z) = z + βz ∈ US∗
H

۶آف نگاشتهای برای |β| < ١ بازای .٣ . ١ . ١ مثال
Re

(z − ζ)− (z − ζ)β

(z − ζ) + (z − ζ)β
⩾ ٠

با است معادل
Re
(
(z − ζ)− (z − ζ)β

)(
(z − ζ) + (z − ζ)β

)
⩾ ٠

.(١ − |β|٢)|z − ζ|٢ ⩾ ٠ یا
۶Affine mappings



نواخت ی محدب و نواخت ی ستاره گون توابع ۵٨
طبق و ارز تک D در f ∈ US∗

H همساز تابع ،(۵ . ٣) در ζ = ٠ بازای [۶٩] .٣ . ١ . ٢ نتیجه
کاملا که همسازی تابع هر که است واض پس بود. خواهد ستاره گون کاملا ٢ . ۶ . ٢ لم
f(z) = Re

z

(١ − z)٢ + iIm
z

١ − z
همساز تابع شد. نخواهد واق US∗

H در نباشد ستاره گون
.f /∈ US∗

H پس [٣٠] نیست ستاره گون کاملا
حفظ حقیق α بازای e−iαf(eiαz) چرخش، تحت US∗

H رده این که شود م دیده بسادگ
.US∗

H ⊂ FS∗
H ⊂ S∗

H است. ٠ < t ⩽ ١ ،١
t
f(tz) انتقال٧ تحت رده حفظ ر دی خاصیت شود. م

م ذکر را باشد یکنواخت ستاره گون و ارز تک D در f ∈ H تابع آنکه برای را کاف شرط اکنون
بنابراین باشند. ارز تک D در f که اند بامعن وقت تنها (۴ . ٣) و (٣ . ٣) های نابرابری نمائیم.
از باشد. برقرار (۴ . ٣) اگر فقط و اگر است یکنواخت ستاره گون D در f ∈ SH همساز نگاشت
US∗

H ی رده در که f ∈ H همساز تابع بودن نگهدار جهت برای کاف شرط یافتن ر دی طرف
است. مهم گیرد قرار

که باشد چنان f ∈ H گیریم [٧٩] .٣ . ١ . ١ قضیه
،Jf (z) > ٠ ها z ∈ D تمام برای و f(٠) = ٠ (الف)

اکید نابرابری و (z ̸= ζ) که (z, ζ) ∈ D٢ بازای Re
{(z − ζ)fz(z)− (z − ζ)fz(z)

f(z)− f(ζ)

}
⩾ ٠ (ب)

.ζ = ٠ که است برقرار وقت
.f ∈ US∗

H آنگاه
،ζ = ٠ و z ∈ D− {٠} برای نماید. صدق (ب) و (الف) های شرط در f ∈ H فرض با برهان.

گیرد م بخود را زیر ل ش (ب) شرط
Re
{ f(z)

zfz(z)− zfz(z)

}
> ٠ , z ∈ D− {٠}

.z ̸= ζ برای f(z) − f(ζ) ̸= ٠ آنجا از و بوده ارز تک D در f که دانیم م (١ قضیه ،[۶۴]) از
کرد: بازنویس چنین توان م را (ب) ترتیب بدین

Re
{(z − ζ)fz(z)− (z − ζ)fz(z)

f(z)− f(ζ)

}
⩾ ٠ , (z, ζ) ∈ D٢ (z ̸= ζ)

باشد. یکنواخت ستاره گون D در که است f ∈ H برای لازم شرط که
تعمیم شرط این دهیم. م ارائه را باشد f ∈ US∗

H آنکه برای کاف و لازم شرط ذیل در
آسگود١٠ و دورن٩ چوکه٨، توسط که است ستاره گون کاملا توابع درباره ای قضیه از ل ش

ص١٣٩). [٢۴]) است شده مطرح
٧Transformation
٨Chuaqui
٩Duren

١٠Osgood



۵٩ نواخت ی ستاره گون توابع
اگر فقط و اگر f ∈ US∗

H .f(z) ∈ SH گیریم [۶٩] .٣ . ١ . ٢ قضیه

|h(z)− h(ζ)|٢ReQh ⩾ (۶ . ٣)
|g(z)− g(ζ)|٢ReQg +Re

{(
h(z)− h(ζ)

)(
g(z)− g(ζ)

)(
Qg −Qh

)}

.D٢ در (z, ζ) بازای Qg =
(z − ζ)g′(z)

g(z)− g(ζ)
و Qh =

(z − ζ)h′(z)

h(z)− h(ζ)
که

اگر این و ،(z, ζ) ∈ D٢ که Re
Dζf(z)

f(z)− f(ζ)
> ٠ اگر وفقط اگر f ∈ US∗

H تعریف مطابق برهان.
ای ساده محاسبه ترتیب بدین ،(z, ζ) ∈ D٢ برای Re (Dζf(z))(f(z) − f(ζ)) > ٠ اگر فقط و

رساند. م (۶ . ٣) به را ما

در زیرا f = h+ g ∈ US∗
H سپس باشند، |β| < ١ شرط با g = βh و h ∈ UST اگر .٣ . ١ . ٢ مثال

که گفت توان م این موجب به است. برقرار (۶ . ٣) و بوده صادق Qh = Qg در g و h حالت این
،A =

١
٢ فرض با مثال این در .|A| <

√٢
٢ و |β| < ١ که f(z) = z +Az٢ + βz + βAz٢ ∈ US∗

H

را |z + ١ − i

٢ | < ١
۵ دایره ی ٣ . ١ ل ش .f = z +

١
٢z٢− i

٢z −
i

۴z٢ ∈ US∗
H بنابراین β = − i

٢
f(ζ) = (−٠٫٣٧, ٠) بمرکز ستاره گون بیضوی ای ناحیه به نگاشت این تحت که دهد م نشان

شود. م نگاشته

.f = z + ١٢z٢− i٢z − i۴z٢ ∈ US∗
H تحت |z + ١−i٢ | < ١۵ تصویر :٣ . ١ ل ش

همساز تابع پس (۵ . ٣) در z = ٠ گرفت مثلا توان م ثابت ζ ∈ D بازای [۶٩] .٣ . ١ . ٣ نتیجه
.D در Re

f(z)

z
> ٠ پس f ∈ US٠∗

H اگر بعلاوه کند. م صدق Re
ζ − ζb١
f(ζ)

> ٠ در f ∈ US∗
H

همساز تابع بررس برای .٣ . ١ . ٣ مثال

f(z) = Re
z

١ − z
+ iIm

z

(١ − z)٢



نواخت ی محدب و نواخت ی ستاره گون توابع ۶٠
داریم

f(z) =
z − ١٢z٢
(١ − z)٢ − ١

٢(
z

١ − z
)٢ ∈ S٠

H

h′(z) =
١

(١ − z)٣
g′(z) =

−z
(١ − z)٣

Df(z) =
z

(١ − z)٣ +
z٢

(١ − z)٣

Re
Df(z)

f(z)
= Re

z
(١−z)٣ + z٢

(١−z)٣
z− ١٢ z٢
(١−z)٢ − ١٢( z١−z

)٢
> ٠

Re
D٠٫٢f(z)

f(z)− f(٠٫٢) = Re

(z−٠٫٢)
(١−z)٣ + z(z−٠٫٢)

(١−z)٣
z− ١٢ z٢
(١−z)٢ − ١٢( z١−z

)٢ − ٠٫٢− ١٢ ٠٫٢٢
(٠٫٢−١)٢ − ١٢( ٢(٠٫٢−٠٫٢١

≯ ٠

.f /∈ US∗
H اما f ∈ FS∗

H دهد م نشان که
،Df(z) = z − z۴ چون f(z) = z +

١
۴z۴ ∈ S∗

H تابع بررس جهت .۴ . ٣ . ١ مثال

Re
Df(z)

f(z)
= Re

z − z۴
z + ١۴z۴ > ٠

و
Re

Dζf(z)

f(z)− f(ζ)
= Re

z − ζ − z۴ + z٣ζ
z + ١۴z۴ − ζ − ١۴ζ

۴

.f /∈ US∗
H اما f ∈ FS∗

H نتیجه در و (z, ζ) = (٠٫٣−,٠٫٢) در
.Re

f(z)

z
⩾ ١

٢ بایست م که میزنیم حدس رده این روی محاسبات از
شرط در و بوده (۴ . ٢) ل بش f = h+ g اینکه فرض با [٧٩] .٣ . ١ . ٣ قضیه

∞∑
n=٢

n|an|+
∞∑
n=١

n|bn| ⩽
١
٢ (٣ . ٧)

آنگاه کند صدق
،f ∈ US∗

H (الف)
(١ − |b١|)|z| −

( ١
٢ − |b١|

)
|z|٢
٢ ⩽ |f(z)| ⩽ (١ + |b١|)|z|+

( ١
٢ − |b١|

)
|z|٢
٢ (ب)

آیند: م بدست θ ∈ R از مناسبی انتخاب برای زیر همساز نگاشت با پائین و بالا کرانهای
fb١(z) = z + eiθb١z + eiθ

١ − ٢b١۴ z٢



۶١ نواخت ی ستاره گون توابع
.b١ ∈ [٠, ١

٢ ] اینجا در
بصورت توابع مثلا

ϑn,α,β(z) = z + αzn + βzn, n ⩾ ٢ ; |α|+ |β| ⩽ ١
٢n (٣ . ٨)

و α = ٠ برای بخصوص گیرند. م قرار US∗
H رده در نتیجه در و گرفته قرار (٣ . ٧) شرط در

تابع |β| = ١
۴

ϑ٢,٠, ١۴ eiφ
(z) = z +

١
۴eiφz٢

قرص تصویر .[۴۴] ١٢ است مانا١١ دب D در همساز تابع این همچنین است. US∗
H از عضوی

است. شده داده نمایش (٣ . ٢ ل (ش در β و α ،n از معین مقادیر بازای ϑn,α,β تحت D

ϑ۵, ١٢٠ e
i π٢ , ١٢٠ e

i π۵ (z) ϑ٣,٠, ٣٢٠ e
i π۵ (z) ϑ٢,٠, ١۴ e

i π۶ (z)

.US∗
H همساز های نگاشت تحت D تصویر :٣ . ٢ ل ش

تابع از ل ش آن لیلی هم بخش که کنیم م ملاحظه را همسازی نگاشت ما اینجا در
است. گاوس١٣ هندسی فوق

a, b ∈ C\{٠} یا و ab > ٠ با a, b ∈ (−١,∞) حالات از ی که یرید ب نظر در [٨٢] .۴ . ٣ . ١ قضیه
و است، α ∈ D و مثبت حقیق عددی c کنید فرض همچنین است. حاکم b و a بین b = a با

نیز
f١(z) = z +

α

٢zF (a, b; c; z), (٣ . ٩)
f٢(z) = z +

α

٢ (F (a, b; c; z)− ١), (٣ . ١٠)
f٣(z) = z +

α

٢
∫ z٠ F (a, b; c; z) dt (٣ . ١١)

١١Stable harmonic convex
نگاشتهای تمام اگر نامیم مانا محدب همساز D در را f = h + g نگهدار جهت همساز نگاشت ١٢

باشند. محدب D در |λ| = ١ برای fλ = h+ λg
١٣Gaussian hypergeometric function



نواخت ی محدب و نواخت ی ستاره گون توابع ۶٢
و c > Re (a+ b) + ١ اگر (الف)

|α|Γ(c)Γ(c− a− b− ١)
Γ(c− a)Γ(c− b)

(ab+ c− a− b− ١) ⩽ ١ (٣ . ١٢)
.f١ ∈ US∗

H آنگاه
و c > Re (a+ b) + ١ اگر (ب)

ab|α|Γ(c)Γ(c− a− b− ١)
Γ(c− a)Γ(c− b)

⩽ ١ (٣ . ١٣)
.f٢ ∈ US∗

H آنگاه
و c > Re (a+ b) اگر (پ)

|α|Γ(c)Γ(c− a− b)

Γ(c− a)Γ(c− b)
⩽ ١ (١۴ . ٣)

.f٣ ∈ US∗
H آنگاه

،α ∈ D نیز و c و b مثبت حقیق اعداد برای [٨٢] .۴ . ٣ . ١ نتیجه
اگر (الف)

c ⩾ β+ =
٢b+ ٣ − ٣|α|+√|α|٢ + ٢|α|(٢b٢ − ١) + ١

١)٢ − |α|)
(١۵ . ٣)

است. یکنواخت ستاره گون D در f(z) = z + α٢zF (١, b; c; z) تابع سپس
اگر (ب)

c ⩾ γ+ =
٢b+ ٣ + b|α|+

√
b٢|α|٢ + ۴|α|) + ٢|α|b+ ١

٢ (١۶ . ٣)
است. یکنواخت ستاره گون D در f(z) = z + α٢F (١, b; c; z)− ١ تابع آنگاه

یکنواخت ستاره گون D در f(z) = z+
α

٢
∫ z

٠ F (١, b; c; t) dtتابع آنگاه c ⩾ ١+ b

١ − |α|
اگر (پ)
بود. خواهد

ارز تک همساز های ای چندجمله از ای خانواده توان م ۴ . ٣ . ١ قضیه رابطه از استفاده با
هستند. یکنواخت ستاره گون D در که یافت

و باشند α ∈ D و مثبت حقیق عددی c مثبت، صحیح عدد m اگر [٨٢] .۵ . ٣ . ١ نتیجه
F١(z) = z +

α

٢
∑∞

n=٠
(
m
n

)(m− n+ ١)n
(c)n

zn+١, (٣ . ١٧)
F٢(z) = z +

α

٢
∑∞

n=١
(
m
n

)(m− n+ ١)n
(c)n

zn, (٣ . ١٨)

F٣(z) = z +
α

٢
∑∞

n=٠
(
m
n

)(m− n+ ١)n
(c)n

zn+١
n+ ١ (٣ . ١٩)

.F١ ∈ US∗
H سپس |α|Γ(c)Γ(c+ ٢m− ١)(m٢ + ٢m+ c− ١) ⩽ (Γ(c+m))٢ اگر (الف)

.F٢ ∈ US∗
H سپس m٢|α|Γ(c)Γ(c+ ٢m− ١) ⩽ (Γ(c+m))٢ اگر (ب)

.F٣ ∈ US∗
H سپس |α|Γ(c)Γ(c+ ٢m) ⩽ (Γ(c+m))٢ اگر (پ)



۶٣ US∗
H رده در پیچش روش

US∗
H رده در پیچش روش ٣ . ٢

به نیاز ابتدا در و یابیم م پیچش از استفاده با را US∗
H رده در کاف شرط بخش این در

همساط توابع ی رده AH گیریم داریم. همساز توابع خانواده روی دوگان موعه همتای
تک لزوما که باشد (۴ . ٢) ل ش به و بوده D ساده همبند دامنه در f(z) = h(z) + g(z) مختلط

م تعریف چنین را AH از زیرمجموعه ی دوگان موعه نیست. D روی نگهدار جهت و ارز
کنیم:

از عبارتست V∗
H دوگان موعه ،VH ⊂ AH مفروض مجموعه برای [۶٩] .٣ . ٢ . ١ تعریف

V∗
H =

{
F = H +G ∈ AH :

h ∗H
z

+
g ∗G
z

̸= ٠, ∀f = h+ g ∈ VH , ∀z ∈ D
} (٣ . ٢٠)

مطالعه در توانا ابزاری است، تحلیل توابع روی دوگان موعه از برگرفته که وئ ال چنین
شود. م محسوب نیز همساز رده های

گیریم [۶٩] .٣ . ٢ . ١ قضیه
(٣ . ٢١)

GH =

{
φ− σφ : φ(z) =

z

(١ − z)١)٢ − wz)

(١ − w + iα

١ + iα
z
)
, σ =

(١ − w)(١ + iα)

(١ − w)(١ + iα)
, z ∈ D

}

ثابت که ،f ∈ US∗
H آنگاه

∞∑
n=٢

n|an| + n|bn| <
١ − |b١|√

M
اگر این بر علاوه .US∗

H = G∗
H سپس

است. ١ . ٣۶ . ١ لم در شده ذکر ثابت همان √
M = ١٫٢۵۵٧ . . .

نبوده دلخواه عدد |σ| = ١ با σ اما است ١ . ٣۶ . ١ لم در g همان φ تحلیل تابع اینکه تذکر
است. φ در α و w به وابسته و

یعن f = h+ g ∈ US∗
H کنید فرض برهان.

Re
(z − ζ)h′(z)− (z − ζ)g′(z)

h(z) + g(z)− h(ζ)− g(ζ)
> ٠ , (z, ζ) ∈ D٢ (٣ . ٢٢)

را (٣ . ٢٢) شرط نتیجه در ،(z − ζ)h′(z)− (z − ζ)g′(z)

f(z)− f(ζ)
= ١ داریم z = ٠ سپس و ζ = ٠ بازای

ل بش توان م
(z − ζ)h′(z)− (z − ζ)g′(z) ̸= iα

(
h(z) + g(z)− h(ζ)− g(ζ)

) (٣ . ٢٣)
که کافیست است کاف همساز توابع برای م کز ما مقدار اصل طبق اما نوشت. α ∈ R که
تعریف از ،|w| = ١ با ζ = wz فرض با جهت بدین و نمائیم بررس |z| = |ζ| برای را شرط
h ∗ φ
z

− σ
g ∗ φ
z

̸= ٠ نتیجه ساده، محاسبه سپس و (٣ . ٢٠) همساز توابع برای دوگان موعه
ماست. مطلوب همان که شود م حاصل



نواخت ی محدب و نواخت ی ستاره گون توابع ۶۴
سری بسط و است (١۶ . ٢) ل بش که f(z) = h(z) + g(z) تابع با ضرایب شرط مابق برای
برقرار n ⩾ ٢ تمام برای که |ϕn| ⩽ dn یافت توان م φ(z) تحلیل تابع از φ(z) = z+

∞∑
n=٢

ϕnz
n

استفاده با دهد. م بدست آمده ١ . ٣۶ . ١ لم در که را d =
√
M = ١٫٢۵۵٧ . . . دقیق ثابت و بوده

قبل قسمت از
∣∣∣h ∗ φ
z

− σ
g ∗ φ
z

∣∣∣ =
∣∣∣١ +

∞∑
n=٢

anϕnz
n−١ − σ

(
b١ +

∞∑
n=٢

bnϕnz
n−١)∣∣∣

⩾ |١ − σb١| −
∞∑

n=٢
|an||ϕn||z|n−١ − |σ|

∞∑
n=٢

|bn||ϕn||z|n−١

⩾ |١ − σb١| −
∞∑

n=٢
|an|dn−

∞∑
n=٢

|bn|dn

> ٠
.

∞∑
n=٢

n|an|+ n|bn| <
١ − |b١|√

M
که

نواخت ی محدب ٣ . ٣
توسط که UCV ی رده همساز همتای بعنوان را نواخت ی محدب همساز های نگاشت حال

کنیم. م بررس را شد معرف [٨٨] رونینگ و [۴٠] گودمن

در یکنواخت دب نگاشت را f = h+ g ∈ H ارز تک موضعا همساز تابع [٧٠] .٣ . ٣ . ١ تعریف
را دارد قرار D در که ζ مرکز با D در γζ مدور قوس هر و بوده دب کاملا D در f اگر گوئیم D

بنگارد. f(D) در f(γζ) محدب قوس به
ترتیب (به f ∈ SH توابع تمام ی رده است. تحلیل توابع برای ١ . ١١ . ١ تعریف مشابه که
تک دهیم. م نشان (UK٠

H ترتیب (به UKH با را هستند یکنواخت دب D در که (f ∈ S٠
H

جهت .[٢۴] شود م نتیجه ارزند تک D در دب کاملا نگاشتهای که حقیقت این از f ارزی
ζ بمرکز مدوری قوس γζ = {ζ + reiθ : θ١ ⩽ θ ⩽ θ٢} گیریم فوق، تعریف تحلیل معادل یافتن
Γγ بر مماس شناسه اگر گوئیم محدب را Γγ قوس باشد. f تحت γζ تصویر Γγ و بوده D درون

یعن باشد، θ از غیرنزول تابع
∂

∂θ

(
arg
{ ∂

∂θ
f(ζ + reiθ)− f(ζ)

})
⩾ ٠ , α ⩽ θ ⩽ β (٢۴ . ٣)

D درون مدور قوس هر برای (٢۴ . ٣) نابرابری که بینیم م r > ٠ که ،z = ζ + reiθ انتخاب با
باشیم داشته γζ در اگر فقط و اگر است درست

∂

∂θ

(
arg

∂

∂θ

{
f(z)− f(ζ)

})
⩾ ٠



۶۵ نواخت ی محدب
داریم: اینجا از

Im
∂

∂θ

(
log

∂

∂θ

{
f(z)− f(ζ)

})
⩾ ٠

ساده ای محاسبه با و ∂

∂θ
z = i(z − ζ) شود م نتیجه z = ζ + reiθ از γζ مدور قوس برای اما

یابیم: م
∂

∂θ

{
f(z)− f(ζ)

}
= i
{
(z − ζ)fz(z)− (z − ζ)fz(z)

}
= iDζf(z)

بنابراین
∂

∂θ
log iDζf(z) =

∂

∂θ
log i

{
(z − ζ)h′(z)− (z − ζ)g′(z)

}
=

i
[
h′(z) + (z − ζ)h′′(z)

]
iDζf(z)

i(z − ζ)

−
i
[
g′(z) + (z − ζ)g′′(z)

]
iDζf(z)

i(z − ζ)

= i
D٢

ζ f(z)Dζf(z)

باشیم داشته بایست م ترتیب بدین

Im
∂

∂θ
log iDζf(z) = Re

D٢
ζ f(z)Dζf(z)

⩾ ٠

با است معادل شرط این ، آت کاربردهای برخ برای البته و
ReP (z, ζ) ⩾ ٠ , (z, ζ) ∈ D٢ (z ̸= ζ) (٢۵ . ٣)

که
P (z, ζ) =

(z − ζ)h′(z) + (z − ζ)٢h′′(z) + (z − ζ)g′(z) + (z − ζ)٢g′′(z)
(z − ζ)h′(z)− (z − ζ)g′(z)

D در باید م f سپس کند صدق (٢۵ . ٣) نابرابری در و بوده نگهدار جهت D در f ∈ H اگر لذا
مجموع در و P (٠, ٠) = ١ که شویم م یادآور باشد. یکنواخت دب و ارز تک

.Jf (z) > ٠ ها z ∈ D تمام برای و f(٠) = ٠ که باشد چنان f ∈ H گیریم [٧٠] .٣ . ٣ . ١ قضیه
اگر فقط و اگر f ∈ UKH

Re
D٢

ζ f(z)Dζf(z)
⩾ ٠ , (z, ζ) ∈ D٢ (٢۶ . ٣)

، حقیق α بازای e−iαf(eiαz) چرخش، تحت رده این که نمود بررس توان م براحت
توابع تمام شامل UKH ر دی طرف از است. ٠ < t ⩽ ١ ،١

t
f(tz) انتقال حافظ نیز و شده حفظ



نواخت ی محدب و نواخت ی ستاره گون توابع ۶۶
f(z) ∈ UKH تحلیل تابع برای (٢۶ . ٣) همچنین گردد. م نیز یکنواخت دب و دب کاملا

گیرد: م قرار زیر شرط در g = ٠ با (٣ . ٢) و (٣ . ١) ل بش
Re

D٢
ζ f(z)Dζf(z)

= Re
(z − ζ)٢h′′(z) + (z − ζ)h′(z)

(z − ζ)h′(z)
= Re

(١ + (z − ζ)
h′′(z)

h′(z)

)
⩾ ٠

بنابراین .(z, ζ) ∈ D٢ که
UCV ⊂ UKH ⊂ لذا .f ∈ UKH سپس باشد تحلیل تابع f ∈ UCV اگر [٧٠] .٣ . ٣ . ١ نتیجه
|A| ⩽ ١

٣ اگر فقط و اگر f(z) = z

١ −Az
∈ UCV تحلیل تابع که داد نشان [۴٠] گودمن .KH

.ℓ(z) = z

١ − z
/∈ UKH محدب تابع نتیجه در

زیرا ،f(z) = z + βz ∈ UKH آف نگاشتهای |β| < ١ بازای .٣ . ٣ . ١ مثال
Re

(z − ζ) + (z − ζ)β

(z − ζ)− (z − ζ)β
⩾ ٠

با است معادل
Re
(
(z − ζ) + (z − ζ)β

)(
(z − ζ)− (z − ζ)β

)
⩾ ٠

.(١ − |β|٢)|z − ζ|٢ ⩾ ٠ یعن
ارز تک D در f ∈ UKH همساز تابع ، ζ = ٠ دهیم قرار (٢۶ . ٣) در اگر [٧٠] .٣ . ٣ . ٢ نتیجه
هم UKH در نباشد دب کاملا که همساز تابع هر که است روشن پس است، دب کاملا و
ص۴۶) ،[٣٠]) نیست دب کاملا f(z) = Re

z

١ − z
+ iIm

z

(١ − z)٢ همساز تابع بود. نخواهد
.f /∈ UKH یعن

fو = h+ g ،|b١| < ١ که شرط به باشند (۴ . ٢) ل ش دارای g و h گیریم [٧٩] .٣ . ٣ . ٢ قضیه
نمایند صدق زیر شرط در ضرایب

∞∑
n=٢

n(٢n− ١)(|an|+ |bn|) ⩽ ١ − |b١| (٣ . ٢٧)

دقیق α ∈ R با f(z) = z − ١
۶e٣iαz٢ تابع برای (٣ . ٢٧) در موجود کران .f ∈ UKH سپس

است.
گیریم باشد. گذار اندیس مجموعه Λ و f ∈ UKH کنید فرض [٧٩] .٣ . ٣ . ٣ قضیه

A =
∩
λ∈Λ

(D(ζλ, Rλ) ∩ D(٠, rλ)) ̸= ϕ

است. محدب ای مجموعه f(A) آنگاه .٠ < rλ ⩽ ١ ،٠ < Rλ < ٢ ،ζλ ∈ D که
و نموده بررس بیشتر همساز نگاشتهای روی را یکنواخت دب ی رده مولفان [٨٢] در
و لازم شرط آن، از قبل نمود. خواهیم ذکر را جزئیات که نمودند ار آش را بیشتری خواص
درباره ٢ . ٧ . ١ قضیه از ل ش تعمیم شرط این دهیم. م ارائه را باشد f ∈ UKH آنکه برای کاف
ص١٣٩). [٢۴]) است شده مطرح آسگود و دورن چوکه، توسط که است دب کاملا توابع



۶٧ نواخت ی محدب
اگر فقط و اگر f ∈ UKH .f(z) ∈ SH گیریم [٧٠] .۴ . ٣ . ٣ قضیه

|(z − ζ)h′(z)|٢ReQh ⩾ (٣ . ٢٨)
|(z − ζ)g′(z)|٢ReQg +Re

{
(z − ζ)٣(h′′(z)g′(z)− h′(z)g′′(z)

)}
.D٢ در (z, ζ) بازای Qg = ١ + (z − ζ)

g′′(z)

g′(z)
و Qh = ١ + (z − ζ)

h′′(z)

h′(z)
که

و اگر این و ،(z, ζ) ∈ D٢ که Re
D٢

ζ f(z)Dζf(z)
> ٠ اگر فقط و اگر f ∈ UKH تعریف مطابق برهان.

به را ما ای ساده محاسبه ترتیب بدین ،(z, ζ) ∈ D٢ برای Re
{D٢

ζ f(z)Dζf(z)
}
> ٠ اگر فقط

رساند. م (٣ . ٢٨)
.|β| < ١ آن در که h ∈ UCV اگر فقط و اگر f = h+ βh ∈ UKH [٧٠] .٣ . ٣ . ١ لم

اگر فقط و اگر f ∈ UKH پس باشد |β| < ١ شرط با g = βh و f = h + g ∈ SH گیریم برهان.
برقرار (٣ . ٢٨) پس صادقند Qh = Qg تساوی در g و h حالت این در چون باشد. برقرار (٣ . ٢٨)
نشان که ReQh ⩾ ٠ معادل طور به یا |(z− ζ)h′(z)|٢ReQh(١−|β|٢) ⩾ ٠ اگر فقط و اگر است

.h ∈ UCV دهد م
از .[۴٠] |A| ⩽ ١

۶ اگر فقط و اگر است UCV در h = z + Az٢ تحلیل تابع .٣ . ٣ . ٢ مثال
مثلا .|A| ⩽ ١

۶ و |β| < ١ برای f(z) = z + Az٢ + βz + βAz٢ ∈ UKH دانیم م ٣ . ٣ . ١ لم
دایره ٣ . ٣ ل ش در .f = z +

١
۶z٢− i

٢z −
i

١٢z٢ ∈ UKH سپس β = − i

٢ ،A =
١
۶ یرید ب

محدب ل ش بیض ای ناحیه به یکنواخت دب همساز نگاشت این تحت |z − ٠٫٧| < ٠٫٣
شود. م نگاشته f(ζ) = (٠٫٧٨, ٠٫٣٩) بمرکز

.f(z) = z + ١۶z٢− i٢z − i١٢z٢ ∈ UKH نگاشت تحت |z − ٠٫٧| < ٠٫٣ تصویر :٣ . ٣ ل ش

a, b ∈ C\{٠} یا و ab > ٠ با a, b ∈ (−١,∞) حالات از ی که یرید ب نظر در [٨٢] .۵ . ٣ . ٣ قضیه
است، α ∈ D و مثبت حقیق عددی c کنید فرض همچنین است. حاکم b و a بین b = a با

آنگاه



نواخت ی محدب و نواخت ی ستاره گون توابع ۶٨
و c > Re (a+ b) + ٢ اگر (الف)

|α|Γ(c)Γ(c− a− b)

Γ(c− a)Γ(c− b)

( ٢(a)٢(b)٢
(c− a− b− ٢(٢ +

۵ab
c− a− b− ١ + ١

)
⩽ ٢ (٣ . ٢٩)

.f١ ∈ UKH آنگاه
و c > Re (a+ b) + ٢ اگر (ب)

ab|α|Γ(c)Γ(c− a− b− ١)
Γ(c− a)Γ(c− b)

(
a+ b+ c+ ٢ab
c− a− b− ٢

)
⩽ ٢ (٣ . ٣٠)

.f٢ ∈ UKH آنگاه
و c > Re (a+ b) + ١ اگر (پ)

|α|Γ(c)Γ(c− a− b)

Γ(c− a)Γ(c− b)

(٢ab+ c− a− b− ١
c− a− b− ١

)
⩽ ٢ (٣ . ٣١)

.f٣ ∈ UKH آنگاه
هستند. ۴ . ٣ . ١ قضیه در شده تعریف توابع همان f٣ و f٢ ،f١ اینجا در

های رده بین مشابه بطریق توان نم را (١ . ۴ . ١) تحلیل توابع برای الکساندر قضیه
UCV := UKH ∩ {f = h+ g : g ≡ ٠} و UST := US∗

H ∩ {f = h+ g : g ≡ ٠} (٣ . ٣٢)
ر عمل نمود. ایجاد UKH و US∗

H میان ارتباط پل توان م اما ،[٨٨ ،۴٠] کرد بیان
f = h+ g 7→ Λf = Λh + Λg (٣ . ٣٣)

Λh = بر ما ویژه تاکید نشاند. م Λf ∈ UKH به را f ∈ US∗
H تابع ی که یرید ب نظر در را

آن در که است استوار b > −١ و a > −١ ،a ̸= b ،a, b ∈ R بازای Ha,b(h)

Ha,b(h)(z) =
(a+ ١)(b+ ١)

(b− a)

∫ ١
٠ ta−١)١ − tb−a)h(tz) dt =

∞∑
n=١

(a+ ١)(b+ ١)
(a+ n)(b+ n)

anz
n (٣۴ . ٣)

است. h(z) = z +
∑∞

n=٢ anzn و بوده
سازد م رهنمون خاص توابع از معین ی رده با f پیچش با را ما انتگرال تبدیلات این
شود. م حاصل برناردی١۴ نوع ر عمل b → ∞ حدی حالت گرفتن نظر در با بخصوص .[٨٠]

تعاریف با را Ha,b(h) حدی حالت دو گرفتن نظر در با
Ha,∞(h)(z) = lim

b→∞
Ha,b(h)(z) =

a+ ١
za

∫ z

٠ ta−١h(t) dt (٣۵ . ٣)
و

Ha,a(h)(z) = lim
b→a

Ha,b(h)(z) = −(a+ ٢(١
∫ ١

٠ ta−١ h(tz) log t dt (٣۶ . ٣)
که شود دقت .[٨٠] گیریم م پی را بحث

Ha,∞(h)(z) =

∞∑
n=١

a+ ١
a+ n

anz
n و Ha,a(h)(z) =

∞∑
n=١

(a+ ٢(١
(a+ n)٢anz

n (٣ . ٣٧)
١۴Bernardi type operator



۶٩ UKH رده در پیچش روش
(٣ . ٧) ضریب شرط در و بوده (۴ . ٢) بفرم f = h + g ∈ H کنید فرض [٨٢] .۶ . ٣ . ٣ قضیه
F (z) = H(z) +G(z) ∈ UKH همساز تابع سپس .G = Λg و H = Λh دهید قرار نماید. صدق

کند: صدق زیر شروط از ی در و بوده b > −١ ،a > −١ اینکه بر مشروط است
.ab ⩽ ٣ (الف)

.a٢b٢ − ۴ab− ٢(a+ b) ⩽ ١ و ab > ٣ (ب)
قضیه اثبات در چنانکه خورد م بچشم نیز خاص حالات فوق، شروط تحقق برخلاف
شده تعریف F (z) تابع آنگاه ⌊r١⌋− ⌊r٢⌋ = ٠ و a٢b٢ −۴ab−٢(a+ b) > ١ و ab > ٣ اگر ۶ . ٣ . ٣
ی معادله حقیق های ریشه r٢ و r١ آن در که شود م واق UKH ی رده در ۶ . ٣ . ٣ قضیه در
و a = ٢ اخذ با مثلا است. x با مساوی یا کمتر صحیح عدد بزرگترین ⌊x⌋ و بوده ϕ(n) = ٠

اینحال با نیستند درست ۶ . ٣ . ٣ قضیه (ب) و (الف) شروط از دام هیچ b = ۵٩٢٠

ϕ(n) = ٢n٢ − ۶٩
۵ n+

۴٧٣
٢٠ > ٠ هر برای n ⩾ ٢ (٣ . ٣٨)

.[٨٢] بود خواهد UKH در b = ۵٩٢٠ و a = ٢ با F (z) متناظر تابع نتیجه در
(٣ . ٢٧) ضریب شرط در G′(٠) = ٠ ،F = H + G ∈ H یرید ب نظر در [٨٢] .٣ . ٣ . ٧ قضیه

تعاریف با ga و ha برای کند. صدق
ha(z) =

aH(z) + zH ′(z)

a+ ١ و ga(z) = aG(z) + zG′(z)

a+ ١ (٣ . ٣٩)
است. fa(z) = ha(z) + ga(z) ∈ US∗

H همساز تابع ،a ⩾ ١ که

UKH رده در پیچش روش ۴ . ٣
UKH ی رده اعضاء برای را کاف شرط توانیم م همساز توابع دوگان مجموعه از استفاده با

بیابیم:
کنید فرض [٧٠] .١ . ۴ . ٣ قضیه

GH = {φ− σφ : φ(z) =
z

(١ − z)٣
(١ − w − iα

٢ − w − iα
z
)
, σ =

(١ − w)(٢ − w − iα)

(١ − w)(٢ − w − iα)
, z ∈ D}

سپس
∞∑

n=٢
n(٢n − ١)|an| + n(٢n − ١)|bn| < ١ − |b١| اگر این بر علاوه .UKH = G∗

H آنگاه
.f ∈ UKH

دلخواه عددی |σ| = ١ با σ ول بوده ۴ . ١۶ . ١ لم در g تابع همان φ تحلیل تابع نیز اینجا در
باشد. م φ در α و w پارامتر دو هر به وابسته و نیست



نواخت ی محدب و نواخت ی ستاره گون توابع ٧٠
یعن f = h+ g ∈ UKH گیریم برهان.

Re
(z − ζ)٢h′′(z) + (z − ζ)٢g′′(z) + (z − ζ)h′(z) + (z − ζ)g′(z)

(z − ζ)h′(z)− (z − ζ)g′(z)
> ٠ , (z, ζ) ∈ D٢(۴٣ . ٠)

نوشت توان م (۴٣ . ٠) شرط با که ،D٢
ζ f(z)Dζf(z)

= ١ داریم z = ٠ سپس و ζ = ٠ بازای

(z−ζ)٢h′′(z)+(z − ζ)٢g′′(z)+(z−ζ)h′(z)+(z − ζ)g′(z) ̸= iα
(
(z−ζ)h′(z)−(z − ζ)g′(z)

)
|z| = |ζ| برای را شرط که است کاف همساز توابع برای م کز ما مقدار اصل طبق .α ∈ R که
توابع برای دوگان موعه تعریف از ،|w| = ١ با ζ = wz فرض با جهت بدین و نمائیم بررس
که شود م حاصل h ∗ φ

z
+ σ

g ∗ φ
z

̸= ٠ نتیجه سرراست محاسبه ای سپس و (٣ . ٢٠) همساز
کند. م ثابت را نخست نتیجه

φ(z) = سری بسط و است (۴ . ٢) ل بش که f(z) = h(z) + g(z) تابع با ضرایب شرط برای
،۴ . ١۶ . ١ لم بموجب n ⩾ ٢ تمام بازای که یافت توان م φ(z) تحلیل تابع برای z +

∞∑
n=٢

ϕnz
n

همچنین .|ϕn| ⩽ n(٢n− ١)
∣∣∣h ∗ φ
z

+ σ
g ∗ φ
z

∣∣∣ =
∣∣∣١ +

∞∑
n=٢

anϕnz
n−١ + σ

(
b١ +

∞∑
n=٢

bnϕnz
n−١)∣∣∣

⩾ |١ + σb١| −
∞∑

n=٢
|an||ϕn||z|n−١ − |σ|

∞∑
n=٢

|bn||ϕn||z|n−١

⩾ |١ + σb١| −
∞∑

n=٢
n(٢n− ١)|an| −

∞∑
n=٢

n(٢n− ١)|bn|
> ٠

.
∞∑

n=٢
n(٢n− ١)|an|+ n(٢n− ١)|bn| < ١ − |b١| نتیجه در

محدب مطلقاً ۵ . ٣
پونای، توسط که است محدب همساز توابع از ای خانواده شده، معرف اخیراً که مفهوم

است: چنین آن تعریف و [٨٢] گردیده بیان استارکف١۵ و کالاج سایرام

دب١۶ مطلقاً D در را f = h + g ∈ H ارز تک موضعا همساز تابع ی [٨٢] .١ . ۵ . ٣ تعریف
با را خانواده این باشد. محدب ها r ∈ (٠, ١ − |a|) تمام و a ∈ D هر برای f(D(a, r)) اگر نامیم

دهیم. م نشان f ∈ AKH

١۵Starkov
١۶Absolutely convex



٧١ محدب مطلقاً
و AK٠

H = {f = h+ g ∈ AKH : g′(٠) = ٠} گیریم
ÃKH = {f ∈ AKH : است. محدب r ∈ (٠, ١ − |a|] و a ∈ D تمام برای f(D(a, r))} (۴٣ . ١)

داریم
UKH ⊂ ÃKH ⊂ AKH ⊂ FKH (۴٣ . ٢)

های نگاشت از خطی پایای های خانواده AKH و ÃKH های رده که دهد م نشان توان م
تابع ،(ÃKH ترتیب (به f = h+ g ∈ AKH که هنگام یعن هستند ارز تک همساز

F (z) =
f(

z + z٠١ + zz٠ e
iθ)− f(z٠eiθ)

(١ − |z٢|٠)h′(z٠eiθ)eiθ
(۴٣ . ٣)

بهمانصورت گرفت، خواهد قرار (AK٠
H ترتیب (به AKH ی رده در نیز θ ∈ R و z٠ ∈ D تمام برای

حاصل نیز تعریف از توان م را موضوع این و برد، م دایره به را دایره قرص خودر که
(به f ∈ AKH اگر یعن هستند. هم ١٧آف پایای خاصیت دارای توابع از خانواده این نمود.
ترتیب (به f + cf

١ + cb١
∈ AKH تابع b١ = g′(٠) که c ∈ D تمام برای آنگاه باشد (ÃKH ترتیب

توان م AKH ی رده از را جالبی نتایج شده، بیان خواص این از ای نتیجه بعنوان .(ÃKH

آورد. بدست
عبارات باشد. D در نگهداری جهت همساز تابع f = h + g ∈ H گیریم [٨٢] .١ . ۵ . ٣ قضیه

معادلند: زیر
.f ∈ AKH (الف)
.f ∈ ÃKH (ب)

(پ)
|h′(ζ)|٢

(
١ + |b|٢ +Re

{
(ζ − b)(١ − ζb)h′′(ζ)

h′(ζ)
− ٢bζ

})
⩾ (۴۴ . ٣)

|g′(ζ)|٢
(

١ + |b|٢ +Re

{
(ζ − b)(١ − ζb)g′′(ζ)

g′(ζ)
− ٢bζ

})
+Re

{
(ζ − b)١)٣ − ζb)٣
|ζ − b|١|٢ − ζb|٢

}

.D در b و ها ζ تمام برای
خطی پایای مرتبه و داده ارائه خطی پایای های خانواده برای جدیدی تعریف مولف [١١١] در

بصورت را هستند (۴ . ٢) ل ش به که f همساز های نگاشت از L خانواده ی
ordL = sup

f∈L

|a٢ − b١b١|٢ − |b٢|١
(۴۵ . ٣)

یافت را ری دی جالبی نتایج نیز و f تابع ژاکوب برای پائین و بالا های کران و کرده تعریف
.[٩٩]

١٧Affine invariance property



نواخت ی محدب و نواخت ی ستاره گون توابع ٧٢
آنگاه باشد. همساز نگاشتهای از خطی پایای ای خانواده L کنید فرض ([٣٧]) .١ . ۵ . ٣ لم

که ordL = sup
f∈A٠[L]

|a٢|

A٠[L] =
{
F =

f + εf

١ + εb١
: f ∈ L, ε ∈ D, Fz(٠) = ٠

}
(۴۶ . ٣)

سپس شد. بیان فوق در L که است b١ = fz(٠) با f ∈ L گیریم ([٩٩] (cf. .٢ . ۵ . ٣ قضیه
های کران در z ∈ D هر با f نگاشت Jf ژاکوب

(١ − |b٢|١)
(١ − |z|)٢α٢−٠
(١ + |z|)٢α٢+٠ ⩽ Jf (z) ⩽ (١ − |b٢|١)

(١ + |z|)٢α٢−٠
(١ − |z|)٢α٢+٠ (۴٣ . ٧)

.α٠ = ordL آنها در که کند م صدق
های ویژگ و گرفته ار ب را AKH ی رده از آف پایای خاصیت و خطی پایای خواص اکنون

دهیم. م قرار بحث مورد را مساحت قضیه نیز و پوشش رشد،
شرط در a٢ ضریب آنگاه باشد. f ∈ AK٠

H و بوده (۴ . ٢) بفرم f کنید فرض [٨٢] .٣ . ۵ . ٣ قضیه
های نابرابرای در f ∈ AK٠

H تابع هر همچنین کند. م صدق |a٢| ⩽ ٣√٢ ≈ ١٫١۵۴٧
√٣√٣ + ۴

١ −
(١ − r

١ + r

)√٣+۴
٣√٢

 ⩽ |f(z)| ⩽
√٣√٣ + ۴

(١ + r

١ − r

)√٣+۴
٣√٢

− ١
 (۴٣ . ٨)

قرص شامل f ∈ AK٠
H تابع هر برد اینکه بخصوص باشد. م صادق ٠ < |z| = r < ١ بازای

است. |w| <
√٣√٣ + ۴ ≈ ٠٫٣٠٢١۶٩

همساز نگاشتهای از ای خانواده روی شیل‐ال از اس نتیجه حاصل (۴٣ . ٨) نابرابری
.[٩۵] است خطی پایای خاصیت با ارز تک

a٢+Re b٢ ⩽ سپس باشد a٢ ⩾ ٠ با f ∈ AK٠
H و بوده (۴ . ٢) ل بش f اگر [٨٢] .١ . ۵ . ٣ ملاحظه

است. دقیق تحلیل توابع به تحدید در f ∈ AK٠
H رده توابع برای نابرابری این .١

f نگاشت Jf ژاکوب سپس باشد. b١ = fz(٠) شرط به f ∈ AKH گیریم [٨٢] .۴ . ۵ . ٣ قضیه
های کران در z ∈ D هر با

(١ − |b٢|١)
(١ − |z|)

۴√٢−٣

(١ + |z|)
۴√٢+٣ ⩽ Jf (z) ⩽ (١ − |b٢|١)

(١ + |z|)
۴√٢−٣

(١ − |z|)
۴√٢+٣ (۴٣ . ٩)

است: زیر های کران دارای ،f(Dr) مساحت ،A(f(Dr)) مقدار و کرده صدق
π(١ − |b٢(٢|١۶

٣ − (٣r٢ + ٣√٨r + ١)(٣ − r)
۴√١−٣

(١ + r)
۴√١+٣

 ⩽ A(f(Dr)) (۵٣ . ٠)



٧٣ محدب مطلقاً
و

A(f(Dr)) ⩽
π(١ − |b٢(٢|١۶

٣ − (٣r٢ − ٣√٨r + ١)(٣ + r)
۴√١−٣

(١ − r)
۴√١+٣

 (۵٣ . ١)

در a٢ ضریب آنگاه باشد. f ∈ UK٠
H و بوده (۴ . ٢) بفرم f نمائید فرض [٨٢] .۵ . ۵ . ٣ قضیه

م قرار (۴٣ . ٨) نابرابری در f ∈ UK٠
H تابع هر و کرده صدق |a٢| ⩽

٣√١ ≈ ٠٫۵٧٧٣۵ شرط
گیرد.

اینکه بررس جهت لازم شرط بعنوان توان م را ۵ . ۵ . ٣ قضیه در شده حاصل ضریب کران
های کران f ∈ UK٠

H همساز تابع ی برای گرفت. ار ب یرد، ب قرار UK٠
H ی رده در تابع ی

خطی پایای ای خانواده UK٠
H ی رده زیرا نیستند بهبودی قابل (۴٣ . ٨) های نابرابری در موجود

نیست.





۴ فصل
ارز دو‐تک توابع

م تعریف D در f−١(f(z)) = z با که است f−١ معکوس١ تابع ی دارای f ∈ S ارز تک تابع هر
f ∈ S هر تحت D تصویر که کند م تضمین ١ . ١ . ٢ کوبه ‐چهارم ی قضیه که آنجا از شود.
r٠(f) ≥ ١

۴ بازای |w| < r٠(f) که f(f−١(w)) = w داریم بنابراین است ١
۴ شعاع به قرص شامل

آن در که
f−١(w) = w − a٢w٢ + (٢a٢٢ − a٣)w٣ − (۵a٣٢ − ۵a٢a٣ + a۴)w۴ + · · · . (١ . ۴)

ψ(z) = ϕ١z + ψ٢z٢ + ψ٣z٣ + · · · و ϕ(z) = ϕ١z + ϕ٢z٢ + ϕ٣z٣ + · · · اگر که است واض
تابع آنگاه بنگارند D شامل ای دامنه به را D دامنه

f(z) = ϕ
(
ψ−١(z)) (٢ . ۴)

ل مش سپس باشند، تحلیل D در f−١ و f هردوی اگر اینصورت در بود. خواهد ارز٢ دو‐تک
صورت در باشند؟ م (٢ . ۴) بفرم نمایش دارای ارز دو‐تک توابع تمام آیا اما ندارد. وجود

توابع چنین و نمود مطرح توان م را زیادی بحثهای تاست؟ ی نمایش این آیا بودن، مثبت
یافتن گیرد، م قرار روز بحث مورد اینجا در آنچه بهرطریق یافت. ی ارز دو‐تک خواص با را

کل حالت در است. (١ . ۴) بفرم معکوس با و (١ . ١) بصورت f(z) تابع برای ضریب کرانهای
١Inverse function
٢Bi-Univalent

٧۵



ارز دو‐تک توابع ٧۶
برای ول بوده ن غیرمم تاکنون ارز دو‐تک توابع رده در ضرایب (قدرمطلق) کران یافتن
دقیق کران یافتن ول شده، حاصل نخستین ضرایب برای آنهم کران این آن از هائ زیررده

آید. م بحساب باز ی مسئله ضرایب
برآوردهای و داده انجام مطالعات Σ ی رده ارز دو‐تک توابع روی متعددی مولفان تاکنون
تاریخچه اند. داده انجام |a٣| و |a٢| یعن رده، این توابع بسط نخست دوضریب روی غیردقیق
این در ببینید. [١٠٨] در توانید م را Σ ی رده در جالب مثالهای و مطالعات این از کوتاه
زمینه این در بسیاری های بررس بهرحال دارد. وجود علاقمندان برای بسیاری جزئیات مرج
،١٠۶ ،١٠۵ ،١٠۴ ،١٠٣ ،١٠٢ ،١٠١ ،١٩] ران. دی و اسریواستاوا کارهای مانند گرفته انجام اخیرا
ای چندجمله از اخیر کار در .[١٢٠ ،٨٣ ،٣۶ ،٣۴] سایرین یا و [١١٨ ،١١٧ ،١١٣ ،١٠٩ ،١٠٧
رسد م بنظر موثر روش که شده گرفته بهره نخستین ضرایب کران برآورد جهت فابر٣ های

.([١٠٣] کنید رجوع (مثلا

تعریف ١ . ۴
ارز تک D در f−١ و f هردوی اگر گوئیم ارز دو‐تک تابع D در را f ∈ A تابع .١ . ١ . ۴ تعریف

باشند.
توسط f−١ و f ∈ S نیز و دهیم م نمایش Σ با را D در ارز دو‐تک توابع تمام ی رده

شود. م داده نشان (١ . ۴)

Σ = {f ∈ S : f−١ ∈ S}. (٣ . ۴)

رده از اعضائ نیز و ١
٢ log

١ + z

١ − z
و − log(١ − z) ،ℓ(z) =

z

١ − z
از عبارتند Σ اعضاء از برخ

. z

١ − z٢ و z − ١
٢z٢ آن، چرخشهای و k٠(z) =

z

(١ − z)٢ از عبارتند نیستند Σ در که S ی
نشان گرانسکی۵ نامساوی از استفاده با و نمود بررس را Σ رده توابع ١٩۶٧ در [۵۴] لوین۴
که کردند مطرح را حدس این (١٩٨٠) [١٣] کلو و برنان .f ∈ Σ برای |a٢| < ١٫۵١ که داد
هنوز a٢ ضریب کران برآورد مسئله .max

f∈Σ
|a٢| =

۴
٣ که داد نشان [۶٧] نتانیاهو۶ و |a٢| <

√٢
شود. م محسوب باز ی مسئله هم

٣Faber
۴Lewin
۵Grunsky
۶Netanyahu



٧٧ ها زیررده

ها زیررده ٢ . ۴
کران آنها درباره و اند شده بررس و معرف هایی زیررده ها ارز دو‐تک خانواده برای تاکنون
اشاره مهم زیررده چند به ذیل در که شده، حاصل f−١ و f ∈ S توابع دوم و اول ضریب های

نمود. خواهیم
[١٧] (١٩٨٨) طاها٧ و برنان S∗

Σ[β] ،S∗
Σ(α)

از دو‐ستاره گون قویا توابع زیررده (١٩٨٨) طاها و برنان باشد. (١ . ١) بصورت f(z) گیریم
:[١٧] کردند تعریف چنین را Σ رده از ٨β مرتبه

S∗
Σ[β] = {f ∈ Σ :

∣∣∣ arg zf ′(z)
f(z)

∣∣∣ < β
π

٢ ,
∣∣∣ arg zg′(w)

g(w)

∣∣∣ < β
π

٢ ; ٠ < β ⩽ ١, z ∈ D} (۴ . ۴)
از عبارتند ٩α مرتبه از دو‐ستاره گون توابع نیز و

S∗
Σ(α) = {f ∈ Σ : Re

(zf ′(z)
f(z)

)
> α , Re

(zg′(w)
g(w)

)
> α ; ٠ ⩽ α < ١, z ∈ D} (۵ . ۴)

[١٠٨] (٢٠١٠) ران. دی و اسریواستاوا HΣ(β)

و بوده (١ . ١) بصورت f(z) گیریم
Re f ′(z) > β ; f(z) ∈ Σ, z ∈ D

Re g′(w) > β ; g(w) = f−١(w), w ∈ D

:f ∈ HΣ(β) برای .٠ ⩽ β < ١

|a٢| ⩽


√١)٢ − β)

٣ , ٠ ⩽ β <
١
٣

١ − β ,
١
٣ ⩽ β < ١

, |a٣| ⩽
١)٢ − β)

٣

[١۶] (١٩٨۶) طاها و برنان KΣ(β)

(١ . ١) بصورت f(z) برای

Re

(
١ + z

f ′′(z)

f ′(z)

)
> β ; f(z) ∈ Σ, z ∈ D (۶ . ۴)

Re

(
١ + w

g′′(w)

g′(w)

)
> β ; g(w) = f−١(w), w ∈ D (٧ . ۴)

:f ∈ KΣ(β) اگر سپس ،٠ ⩽ β < ١ که

|a٢| ⩽ ١ − β, |a٣| ⩽


١ − β , ٠ ⩽ β <

١
٣

(١ − β)(۴ − ٣β)
٣ ,

١
٣ ⩽ β < ١

(٨ . ۴)

٧Taha
٨Strongly bi-starlike of Order β
٩Bi-starlike of Order α



ارز دو‐تک توابع ٧٨
نموده بررس و رامعرف SΣ(α, β) زیررده [١٠] (٢٠١۵) زاده١٢ ف و عبادیان١١ عزیز١٠،
اگر گوئیم SΣ(α, β) رده در را f(z) ∈ Σ یافتند.تابع رده این در را |a٣| و |a٢| ضرایب برآورد و

.(١ . ۴) کنند صدق g(w) = f−١(w) بازای زیر شرایط در
[١٠] (٢٠١۵) زاده ف و عبادیان عزیز، SΣ(α, β)

(١ . ١) بصورت f(z) برای

Re
(
(١ − α)f ′(z) + α(١ + z

f ′′(z)

f ′(z)
)
)
> β ; f(z) ∈ Σ, z ∈ D

Re
(
(١ − α)g′(w) + α(١ + w

g′′(w)

g′(w)
)
)
> β ; g(w) = f−١(w), w ∈ D

:f ∈ SΣ(α, β) برای .٠ ⩽ β < ١ ،٠ ⩽ α < ٢

|a٢| ⩽ min
{١ − β,

√١)٢ − β)

٣ − α

}
,

|a٣| ⩽ min
{١)٢ − β)

١)٣ + α)
+ (١ − β)٢, ١)٢ − β)

٣ − α

}
.

([١٠٨] ران دی و اسریواستاوا ) SΣ(٠, β) = HΣ(β) :α = ٠ برای
([١۶] طاها و برنان ) SΣ(٠, β) = KΣ(β) :α = ١ بازای

بود: قبل های زیررده از بسیاری شامل که کردند معرف ای زیررده همچنین طاها و برنان
[١٧] (١٩٨٨) طاها و برنان N µ

Σ(α, λ)

f ∈ Σ, (٩ . ۴)∣∣∣ arg ((١ − λ)
(f(z)
z

)µ
+ λf ′(z)

(f(z)
z

)µ−١)∣∣∣ < απ

٢ ; z ∈ D, (١٠ . ۴)
g(w) = f−١(w), w ∈ D, (١١ . ۴)∣∣∣ arg ((١ − λ)

(g(w)
w

)µ
+ λg′(w)

(g(w)
w

)µ−١)∣∣∣ < απ

٢ ; w ∈ D. (١٢ . ۴)
:f ∈ N µ

Σ(α, λ) برای .λ ⩾ ١ و µ ⩾ ٠ ،٠ < α ⩽ ١
|a٢| ⩽

٢α√
(µ+ λ)٢ + α(µ+ ٢λ− λ٢)

, |a٣| ⩽
۴α٢

(λ+ µ)٢ +
٢α

٢λ+ µ
(١٣ . ۴)

([٣۶] .٢٠١١ آئوف١۴ و ١٣فراس) N ١
Σ(α, λ) = BΣ(α, λ) :µ = ١ بازای

Re

{
(١ − λ)

f(z)

z
+ λf ′(z)

}
> α , Re

{
(١ − λ)

g(w)

w
+ λg′(w)

}
> α (١۴ . ۴)

١٠Aziz
١١Ebadian
١٢Najafzadeh
١٣Frasin
١۴Aouf



٧٩ ها زیررده
بنابراین .٠ ⩽ α < ١ که

|a٢| ⩽
٢α√

(λ+ ٢(١ + α(١ + ٢λ− λ٢)
, |a٣| ⩽

۴α٢
(λ+ ٢(١ +

٢α
٢λ+ ١ (١۵ . ۴)

در و (.٢٠١٣ کرسی١٧ و ا١۶ (پر است ١۵دو‐بازیلو تابع N µ
Σ(α, ١) = PΣ(α, µ) :λ = ١

:f ∈ PΣ(α, µ) شرط

Re
z١−µf ′(z)

f(z)١−µ
> α , Re

w١−µg′(w)

g(w)١−µ
> α

پس کند. م صدق ٠ ⩽ α < ١ با

|a٢| ⩽
٢α√

(µ+ ٢(١ + α(µ+ ١) , |a٣| ⩽
۴α٢

(µ+ ٢(١ +
٢α
µ+ ٢ (١۶ . ۴)

([١٠٨] .٢٠١٠ ران. دی و (اسریواستاوا N ١
Σ(α, ١) = HΣ(α) :λ = µ = ١

|a٢| ⩽ α

√ ٢
α+ ٢ , |a٣| ⩽

١
٣α(٣α+ ٢) (١٧ . ۴)

(α مرتبه از دو‐ستاره گون (توابع N ٠
Σ(α, ١) = S∗

Σ(α) :µ = ٠ و λ = ١

|a٢| ⩽
٢α√
α+ ١ , |a٣| ⩽ α(۴α+ ١) (١٨ . ۴)

که: داد نشان n ⩾ ۴ برای فابر ضرائب با (٢٠١۴) بولوت١٨

|an| ⩽
١)٢ − α)

µ+ (n− ١)λ
a٣∣∣∣و − µ+ ٣

٢ a٢٢
∣∣∣ = ١)٢ − α)

µ+ ٢λ
(٢٠٠٧) ژو١٩ .(٢٠١۴) یافت رده این در موجود توابع برای a٣ و a٢ برای بهتری کران بولوت

که کرد بیان M و µ ،λ ،α روی را ١)∣∣∣شرایط − λ)
(f(z)
z

)µ
+ λf ′(z)

(f(z)
z

)µ−١ − ١∣∣∣ < M

[٩٨] (٢٠١٣) کوان و سیم KΣ(α, β)

١۵ Bi-Bazilevič
١۶Prima
١٧Keresi
١٨Bulut
١٩Zhu



ارز دو‐تک توابع ٨٠
و بوده (١ . ١) بصورت f(z) گیریم

α < Re
(١ + z

f ′′(z)

f ′(z)

)
< β ; f(z) ∈ Σ, z ∈ D

α < Re
(١ + z

g′′(z)

g′(z)

)
< β ; g(w) = f−١(w), w ∈ D

:f ∈ KΣ(α, β) بازای ،٠ ⩽ α < ١ < β شرط با β و α حقیق اعداد برای
|a٢| ⩽

|B١|
√
|B٢√|١|B٢١ − ٢B١ + ٢B٢|

,

|a٣| ⩽
١
٢(|B١|+ |B٢ −B١|).

که
|B١| = i

β − α

π

(١ − e
٢πi ١−α

β−α

)
, |B٢| = i

β − α

٢π
(١ − e

۴πi ١−α
β−α

)
.

و
|b٢| ⩽ β − α

π
sin

(١ − α)π

β − α
,

|b٣| ⩽ β − α

٣π sin
(١ − α)π

β − α
max

{١, ∣∣∣ ١٢ − ٢i(β − α)

π
+

( ١
٢ +

٢i(β − α)

π

)
e

٢πi ١−α
β−α

∣∣∣}.
داده، انجام ارز دو‐تک توابع از هائ زیررده معرف با [٣۴] العشوه٢٠ اخیرا که کاری
رده زیر این تیلور سری بسط نخست ضریب دو و باشد م ها زیررده این در پیچش ارگیری ب

است: یافته |a٣| و |a٢| یعن را، ها
[٣۴] (٢٠١۴) العشوه BΣ(h, α, λ)

اگر نامیم BΣ(h, α, λ) رده به متعلق را (١ . ١) با شده داده f(z) تابع
f ∈ Σ,

Re

(
(١ − λ)

(f ∗ h)(z)
z

+ λ(f ∗ h)′(z)

)
> α, z ∈ D, (١٩ . ۴)

Re

(
(١ − λ)

(f ∗ h)−١(w)
w

+ λ((f ∗ h)−١)′(w)
)
> α, w ∈ D.

شوند: م تعریف چنین (f ∗ h)−١(w) و h(z) توابع و λ ⩾ ١ و ٠ ⩽ α < ١ که
h(z) = z +

∞∑
n=٢

hnz
n , hn > ٠. (٢٠ . ۴)

و
(f ∗ h)−١(w) =w − a٢h٢w٢ + (٢a٢٢h٢٢ − a٣h٣)w٣

− (۵a٣٢h٣٢ − ۵a٢h٢a٣h٣ + a۴h۴)w۴ + · · · .
(٢١ . ۴)

٢٠El-Ashwah



٨١ BΣ(φ, τ, λ) ی رده
سپس باشد f ∈ BΣ(h, α, λ) گیریم

|a٢| ⩽
١
h٢

√١)٢ − α)

(٢λ+ ١) , (٢٢ . ۴)

|a٣| ⩽
١
h٣

(۴(١ − α)٢
(λ+ ٢(١ +

١)٢ − α)

(٢λ+ ١)
)
.

[٣۴] (٢٠١۴) العشوه BΣ[h, β, λ]

اگر نامیم BΣ[h, β, λ] رده به متعلق را (١ . ١) با شده داده f(z) تابع
f ∈ Σ,∣∣∣ arg((١ − λ)

(f ∗ h)(z)
z

+ λ(f ∗ h)′(z)
) ∣∣∣ < β

π

٢ , z ∈ D, (٢٣ . ۴)
∣∣∣ arg((١ − λ)

(f ∗ h)−١(w)
w

+ λ
(
(f ∗ h)−١)′(w))∣∣∣ < β

π

٢ , w ∈ D.

م تعریف (٢١ . ۴) و (٢٠ . ۴) با ترتیب به (f ∗ h)−١(w) و h(z) توابع و λ ⩾ ١ و ٠ < β ⩽ ١ که
سپس باشد f ∈ BΣ[h, β, λ] گیریم شوند.

|a٢| ⩽
٢β

h٢
√

(λ+ ٢(١ + β(١ + ٢λ− λ٢)
, (٢۴ . ۴)

|a٣| ⩽
١
h٣

( ۴β٢
(λ+ ٢(١ +

٢β
(٢λ+ ١)

)
.

و BΣ(h, α, λ) از تعمیم حقیقت در که کنیم م معرف Σ از را جدیدی زیررده حال
(٢٢ . ۴) همان خاص حالت در که دهیم م نشان |a٣| و |a٢| ضرایب یافتن با و بوده BΣ[h, β, λ]

دهند. م بدست را (٢۴ . ۴) و

BΣ(φ, τ, λ) ی رده ٣ . ۴
نسبت φ(D) نیز و φ′(٠) > ٠ ،φ(٠) = ١ و بوده D در مثبت حقیق جزء با تحلیل تابع φ گیریم

است: زیر سری بسط دارای تابع چنین باشد. متقارن حقیق محور به
φ(z) = ١ +B١z +B٢z٢ +B٣z٣ + · · · (B١ > ٠). (٢۵ . ۴)

گیریم: م چنین را جدید ی رده
گوئیم را (١ . ١) بفرم f ∈ Σ تابع .τ ∈ C− {٠} و ٠ ⩽ γ ⩽ ١ کنید فرض [۶۵] .٣ . ١ . ۴ تعریف

باشند: برقرار زیر تابعیت شرایط اگر است BΣ(φ, τ, λ) ی رده در
١ +

١
τ

[
(١ − λ)

(f ∗ h)(z)
z

+ λ(f ∗ h)′(z)− ١
]
≺ φ(z) (z ∈ D), (٢۶ . ۴)



ارز دو‐تک توابع ٨٢
و

١ +
١
τ

[
(١ − λ)

(f ∗ h)−١(w)
w

+ λ((f ∗ h)−١)′(w)− ١
]
≺ φ(w) (w ∈ D), (٢٧ . ۴)

شوند. م تعریف (٢١ . ۴) و (٢٠ . ۴) با ترتیب به (f ∗ h)−١(w) و h(z) آن در که
رده زیر که آید م بدست Σ از پیشین های رده φ از مناسبی انتخاب با که ببینیم کافیست

شد. خواهند محسوب BΣ(φ, τ, λ) ی
(١٩ . ۴) همان BΣ(φ, τ, λ) ی رده سپس ،٠ < α ⩽ ١ که φ =

(١ + z

١ − z

)α و τ = ١ گیریم •
است.

همان BΣ(φ, τ, λ) ی رده ،h(z) = z

١ − z
و ٠ < α ⩽ ١ که φ =

(١ + z

١ − z

)α ،τ = ١ برای •
.[٣۶] است شده معرف آئوف و فراس توسط که شد خواهد (١۴ . ۴) در BΣ(α, λ)

رده دراینصورت ،h(z) = z

١ − z
و ٠ < α ⩽ ١ که φ =

(١ + z

١ − z

)α ،τ = λ = ١ یریم ب اگر •
بررس ران دی و اسریواستاوا توسط که است (١٧ . ۴) با Hα

Σ ی رده همان BΣ(φ, τ, λ) ی
.[١٠٨] شد

رده همان BΣ(φ, τ, λ) ی رده آنگاه ،٠ ⩽ β < ١ که φ =
١ + (١ − ٢β)z

١ − z
و τ = ١ بازای •

شد. بررس العشوه توسط که است (٢٣ . ۴) در BΣ[h, β, λ] ی
BΣ(β, λ) ی رده BΣ(φ, τ, λ) سپس ،٠ ⩽ β < ١ که φ =

١ + (١ − ٢β)z
١ − z

و τ = ١ برای •
.[٣۶] کردند معرف آئوف و فراس که همانست

همان BΣ(φ, τ, λ) رده ،٠ ⩽ β < ١ که φ =
١ + (١ − ٢β)z

١ − z
و τ = λ = ١ یریم ب اگر •

.[١٠٨] شد بررس ران دی و اسریواستاوا توسط که است HΣ(β) خانواده

BΣ(φ, τ, λ) ی رده در ضرایب کران ۴ . ۴
یابیم: م بحث مورد ی رده ضرایب برای کران اکنون

سپس باشد. (١ . ١) ل ش به f(z) ∈ BΣ(φ, τ, λ) گیریم [۶۵] .١ . ۴ . ۴ قضیه
|a٢| ⩽ min

[
|τ |B١

h١)٢ + λ)
,

١
h٢

√
|τ |(B١ + |B١ −B٢|)

(١ + ٢λ) ,

|τ |B١
√
B١

h٢
√

|(B١ −B١)(٢ + λ)٢ + τB٢١ (١ + ٢λ)|
]
.

(٢٨ . ۴)

|a٣| ⩽ min

[
|τ |(B١ + |B١ −B٢|)

h١)٣ + ٢λ) ,
|τ٢|B٢١

h١)٣ + λ)٢ +
|τ |B١

h١)٣ + ٢λ)
]
. (٢٩ . ۴)



٨٣ BΣ(φ, τ, λ) ی رده در ضرایب کران
اند. شده داده (٢۵ . ۴) در B٢ و B١ ضرایب که

در که هستند u(٠) = v(٠) = ٠ با u, v : D −→ D تحلیل توابع ، f ∈ BΣ(φ, τ, λ) برای برهان.
کنند: م صدق زیر شرایط

١ +
١
τ

[
(١ − λ)

(f ∗ h)(z)
z

+ λ(f ∗ h)′(z)− ١
]
= φ(u(z)) (z ∈ D) (٣٠ . ۴)

و
١ +

١
τ

[
(١ − λ)

(f ∗ h)−١(w)
w

+ λ((f ∗ h)−١)′(w)− ١
]
= φ(v(w)) (w ∈ D). (٣١ . ۴)

ل بش p٢ و p١ توابع تعریف با
p١(z) =

١ + u(z)

١ − u(z)
= ١ + c١z + c٢z٢ + · · · (٣٢ . ۴)

و
p٢(z) =

١ + v(z)

١ − v(z)
= ١ + b١z + b٢z٢ + · · · . (٣٣ . ۴)

ترتیب بدین است. p(٠)١ = ١ = p(٠)٢ و بوده مثبت حقیق جزء با تحلیل D در p٢ و p١ سپس
داریم ٢ . ۵ . ١ لم دید از

|bn| ⩽ ٢ و |cn| ⩽ ٢ (n ∈ N). (٣۴ . ۴)
یابیم م v(z) و u(z) برای (٣٣ . ۴) و (٣٢ . ۴) حل با

u(z) =
p١(z)− ١
p١(z) + ١ =

١
٢
[
c١z +

(
c٢ −

c٢١٢
)
z٢ + · · ·

]
(z ∈ U) (٣۵ . ۴)

و
v(z) =

p٢(z)− ١
p٢(z) + ١ =

١
٢
[
b١z +

(
b٢ −

b٢١٢
)
z٢ + · · ·

]
(z ∈ U). (٣۶ . ۴)

داریم (٢۵ . ۴) از استفاده با (۴ . ٣١)و و (٣٠ . ۴) به ترتیب به (٣۶ . ۴) و (٣۵ . ۴) از جانشین با
١ +

١
τ

[
(١ − λ)

(f ∗ h)(z)
z

+ λ(f ∗ h)′(z)− ١
]
= φ

(
p١(z)− ١
p١(z) + ١

)
= ١ +

١
٢B١c١z +

[ ١
٢B١

(
c٢ −

c٢١٢
)

+
١
۴B٢c٢١

]
z٢ + · · ·

(٣٧ . ۴)

و
١ +

١
τ

[
(١ − λ)

(f ∗ h)−١(w)
w

+ λ((f ∗ h)−١)′(w)− ١
]
= φ

(
p٢(w)− ١
p٢(w) + ١

)

= ١ +
١
٢B١b١w +

[ ١
٢B١

(
b٢ −

b٢١٢
)

+
١
۴B٢b٢١

]
w٢ + · · · .

(٣٨ . ۴)



ارز دو‐تک توابع ٨۴
داریم (٣٨ . ۴) و (٣٧ . ۴) از

(١ + λ)a٢h٢
τ

=
١
٢B١c١, (٣٩ . ۴)

(١ + ٢λ)a٣h٣
τ

=

[ ١
٢B١

(
c٢ −

c٢١٢
)

+
١
۴B٢c٢١

]
, (۴٠ . ۴)

−(١ + λ)a٢h٢
τ

=
١
٢B١b١ (۴١ . ۴)

و
(١ + ٢λ)(٢a٢٢h٢٢ − a٣h٣)

τ
=

[ ١
٢B١

(
b٢ −

b٢١٢
)

+
١
۴B٢b٢١

]
. (۴٢ . ۴)

شود م نتیجه (۴١ . ۴) و (٣٩ . ۴) از
c١ = −b١ (۴٣ . ۴)

و
١)٢ + λ)٢a٢٢h٢٢

τ٢ =
١
۴B٢١ (c٢١ + b٢١ ). (۴۴ . ۴)
یابیم م ٢ . ۵ . ١ کاراتئودوری لم از استفاده با

|a٢| ⩽
|τ |B١

h١)٢ + λ)
. (۴۵ . ۴)

داریم (۴٢ . ۴) و (۴٠ . ۴) افزودن از
(١ + ٢λ)٢a٢٢h٢٢

τ
=

[ ١
٢B١(b٢ + c٢)−

١
۴B١(b٢١ + c٢١ ) +

١
۴B٢(b٢١ + c٢١ )

]
. (۴۶ . ۴)

یعن
a٢٢ =

τ
[٢B١(b٢ + c٢)−B١(b٢١ + c٢١ ) +B٢(b٢١ + c٢١ )

]
١)٨ + ٢λ)h٢٢

.

گیریم م نتیجه ٢ . ۵ . ١ کاراتئودوری لم از و ٠ ⩽ λ ⩽ ١ ،h٢ > ٠ ،B١ > ٠ که آنجا از
|a٢|٢ ⩽ |τ |(B١ + |B١ −B٢|)

(١ + ٢λ)h٢٢
,

|a٢| ⩽
١
h٢

√
|τ |(B١ + |B١ −B٢|)

(١ + ٢λ) . (۴٧ . ۴)



٨۵ BΣ(φ, τ, λ) ی رده در ضرایب کران
به (۴۶ . ۴) در (۴۴ . ۴) ارگیری ب با طرف از

١)٢ + ٢λ)a٢٢h٢٢
τ

=

[ ١
٢B١(b٢ + c٢)−

٢(B١ −B١)(٢ + λ)٢a٢٢h٢٢
τ٢B٢١

]
. (۴٨ . ۴)

بنابراین و رسیم م
٢a٢٢h٢٢
τ٢B٢١

((B١ −B١)(٢ + λ)٢ + τB٢١ (١ + ٢λ)) = ١
٢B١(b٢ + c٢). (۴٩ . ۴)

یعن
a٢٢ =

τ٢B٣١ (b٢ + c٢)
۴h٢٢((B١ −B١)(٢ + λ)٢ + τB٢١ (١ + ٢λ)) .

داریم ٢ . ۵ . ١ لم از

|a٢|٢ ⩽
۴τ٢B٣١

۴h٢٢|(B١ −B١)(٢ + λ)٢ + τB٢١ (١ + ٢λ)| ,

|a٢| ⩽
|τ |B١

√
B١

h٢
√

|(B١ −B١)(٢ + λ)٢ + τB٢١ (١ + ٢λ)| . (۵٠ . ۴)

یابیم. م |a٢| برای کران (۵٠ . ۴) و (۴٨ . ۴) ،(۴۵ . ۴) از حال

عبارت به (۴٣ . ۴) از استفاده و (۴٠ . ۴) از (۴٢ . ۴) تفاضل با مشابه طور به
١)٢ + ٢λ)a٣h٣

τ
−

١)٢ + ٢λ)a٢٢h٢٢
τ

=
١
٢B١(c٢ − b٢). (۵١ . ۴)

یابیم م کنیم استفاده (۵١ . ۴) در (۴۴ . ۴) از اگر و رسیده
١)٢ + ٢λ)a٣h٣

τ
=
τB٢١ (١ + ٢λ)(c٢١ + b٢١ )۴(١ + λ)٢ +

١
٢B١(c٢ − b٢). (۵٢ . ۴)

a٣ =
τ٢B٢١ (١ + ٢λ)(c٢١ + b٢١ )١)٨ + λ)١)٢ + ٢λ)h٣

+
τB١(c٢ − b٢)۴(١ + ٢λ)h٣

,

داریم ٢ . ۵ . ١ کاراتئودوری لم از استفاده با

|a٣| ⩽
|τ٢|B٢١

h١)٣ + λ)٢ +
|τ |B١

h١)٣ + ٢λ) . (۵٣ . ۴)

داریم (۵١ . ۴) در (۴۶ . ۴) ارگیری ب از
١)٢ + ٢λ)a٣h٣

τ
=

[ ١
٢B١(c٢ + c٢)−

١
۴B١(b٢١ + c٢١ ) +

١
۴B٢(b٢١ + c٢١ )

]
, (۵۴ . ۴)



ارز دو‐تک توابع ٨۶

a٣ =
τ
(٢B١(c٢ + c٢)−B١(b٢١ + c٢١ ) +B٢(b٢١ + c٢١ )

)
١)٨ + ٢λ)h٣

.

یابیم م ٢ . ۵ . ١ کاراتئودوری لم از استفاده و ٠ ⩽ λ ⩽ ١ ،h٣ > ٠ ،B١ > ٠ چون

|a٣| ⩽
|τ |(B١ + |B١ −B٢|)

h١)٣ + ٢λ) . (۵۵ . ۴)
آوریم. م بدست را |a٣| کران (۵۵ . ۴) و (۵٣ . ۴) از بالاخره و

نتایج ۵ . ۴
و τ = ١ فرض با

φ =

(١ + z

١ − z

)α

= ١ + ٢αz + ٢α٢z٢ + · · · ٠ < α ⩽ ١,
شود. م محسوب العشوه نتایج از ارتقاء که آوریم م بدست را زیر ی نتیجه ١ . ۴ . ۴ قضیه در

آنگاه باشد. (١ . ١) ل ش به f(z) ∈ BΣ(h, α, λ) گیریم [۶۵] .١ . ۵ . ۴ نتیجه

|a٢| ⩽ min

[ ٢α
h١)٢ + λ)

,
١
h٢

√۴α− ٢α٢
(١ + ٢λ) ,

٢α
h٢
√

(١ + λ)٢ + α(١ + ٢λ− λ٢)

]
. (۵۶ . ۴)

|a٣| ⩽ min

[ ۴α− ٢α٢
h١)٣ + ٢λ) ,

۴α٢
h١)٣ + λ)٢ +

٢α
h١)٣ + ٢λ)

]
. (۵٧ . ۴)

شده یافته نتیجه از بهتر که رسیم م زیر نتیجه به ١ . ۵ . ۴ نتیجه در h(z) = z

١ − z
فرض با

است. [٣۶] آئوف و فراس توسط
سپس باشد. (١ . ١) ل ش به f(z) ∈ BΣ(α, λ) گیریم [۶۵] .٢ . ۵ . ۴ نتیجه

|a٢| ⩽ min

[ ٢α
(١ + λ)

,

√۴α− ٢α٢
(١ + ٢λ) ,

٢α√
(١ + λ)٢ + α(١ + ٢λ− λ٢)

]
. (۵٨ . ۴)

|a٣| ⩽ min

[۴α− ٢α٢
(١ + ٢λ) ,

۴α٢
(١ + λ)٢ +

٢α
(١ + ٢λ)

]
. (۵٩ . ۴)

توسط شده یافته نتیجه از بهتر که رسیم م زیر نتیجه به ٢ . ۵ . ۴ نتیجه در λ = ١ فرض با
است. [١٠٨] ران دی و اسریواستاوا



٨٧ نتایج
آنگاه باشد. (١ . ١) بفرم f(z) ∈ Hα

Σ گیریم [۶۵] .٣ . ۵ . ۴ نتیجه
|a٢| ⩽ min

[√۴α− ٢α٢
٣ ,

٢α√۴ + ٢α
]
. (۶٠ . ۴)

|a٣| ⩽ min

[۴α− ٢α٢
٣ , α٢ +

٢α
٣
]
. (۶١ . ۴)

و τ = ١ یریم ب اگر
φ =

١ + (١ − ٢β)z
١ − z

= ١ + ١)٢ − β)z + ١)٢ − β)z٢ + · · · ٠ ⩽ β < ١
شود. م محسوب العشوه نتایج از ارتقاء که آوریم م بدست را زیر ی نتیجه ١ . ۴ . ۴ قضیه در

سپس باشد. (١ . ١) ل ش به f(z) ∈ BΣ(h, β, λ) گیریم [۶۵] .۴ . ۵ . ۴ نتیجه
|a٢| ⩽ min

[ ١)٢ − β)

h١)٢ + λ)
,

١
h٢

√١)٢ − β)

(١ + ٢λ)
]
. (۶٢ . ۴)

|a٣| ⩽
١)٢ − β)

h١)٣ + ٢λ) . (۶٣ . ۴)

شده یافته نتیجه از بهتر که رسیم م زیر نتیجه به ١ . ۵ . ۴ نتیجه در h(z) = z

١ − z
فرض با

است. [٣۶] آئوف و فراس توسط
سپس باشد. (١ . ١) ل ش به f(z) ∈ BΣ(β, λ) گیریم [۶۵] .۵ . ۵ . ۴ نتیجه

|a٢| ⩽ min

[١)٢ − β)

(١ + λ)
,

√١)٢ − β)

(١ + ٢λ)
]
. (۶۴ . ۴)

|a٣| ⩽
١)٢ − β)

(١ + ٢λ) . (۶۵ . ۴)

توسط شده یافته نتیجه از بهتر که رسیم م زیر نتیجه به ۵ . ۵ . ۴ نتیجه در λ = ١ فرض با
است. [١٠٨] ران دی و اسریواستاوا

سپس باشد. (١ . ١) ل ش به f(z) ∈ HΣ(β) گیریم [۶۵] .۶ . ۵ . ۴ نتیجه
|a٢| ⩽ min

[
(١ − β),

√١)٢ − β)

٣
]
. (۶۶ . ۴)

|a٣| ⩽
١)٢ − β)

٣ . (۶٧ . ۴)
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آ  پیوست
گاوس هندس فوق  تابع

٢F١(a, b; c; z) نماد با گاوس هندسی فوق تابع گوئیم. م سخن مهم تابع از فصل پایان در
بصورت

٢F١(a, b; c; z) := F (a, b; c; z) =

∞∑
n=٠

(a)n(b)n
(c)nn!

zn, |z| < ١ (آ  . ١)

و (a)٠ = ١ تعریف با پوچهامر١ نماد (a)n و c ̸= ٢−,١−,٠, · · · ،a, b, c ∈ C که شود م تعریف
راست. هم مطلقا |z| < ١ بازای (آ  . ١) سری است. (n ∈ N) (a)n = a(a + ١) · · · (a + n − ١)

گاه زیر رابطه شد. خواهد را هم نیز |z| ⩽ ١ برای سری Re (c) > Re (a + b) اگر بعلاوه
:[١١۴] است مفید

F (a, b; c; ١) = Γ(c)Γ(c− a− b)

Γ(c− a)Γ(c− b)
<∞ بازای Re (c) > Re (a+ b) (آ  . ٢)

داریم .a, b > ٠ گیریم ([۴٩] و ٣.١ لم [٨١]) آ  . ٠ . ١. لم
،c > a+ b+ ١ برای (الف)

∞∑
n=٠

(n+ ١)(a)n(b)n
(c)nn!

=
Γ(c)Γ(c− a− b− ١)
Γ(c− a)Γ(c− b)

(ab+ c− a− b− ١) (آ  . ٣)
١Pochhammer



گاوس هندس فوق ١٠٠ تابع
،c > a+ b+ ٢ برای (ب)

∞∑
n=٠

(n+ ٢(١(a)n(b)n
(c)nn!

=
Γ(c)Γ(c− a− b)

Γ(c− a)Γ(c− b)

(
(a)٢(b)٢

(c− a− b− ٢(٢ +
٣ab

c− a− b− ١ + ١
)

(آ  . ۴)

داریم n ∈ N٠ = N ∪ {٠} و λ ∈ C\{−٢−,١, · · · } برای که کنید دقت
(−١)n(−λ)n

n!
=

(
λ

n

)
=

Γ(λ+ ١)
n!Γ(λ− n+ ١) (آ  . ۵)

داشت خواهیم λ = m(m ∈ N٠,m ≥ n) وقت بخصوص
(−m)n =

(−١)nm!

(m− n)!
(آ  . ۶)



نمایه
١٧ گون، α‐مارپیچ

٨٧ ،٨۶ ،٨٢ ،٧٨ آئوف،
۶۶ ،۵٨ ،۴۵ ود، آس
۴٩–۴۶ ،۴٢ آهوجا،

٧٠ استارکف،
٨ استانکویچ،
١٠ ر، استروه

۴٩ استفان،
١١ استیر،

٨٧ ،٨۶ ،٨٢ ،٧–٧٩۶ ،٣١ اسریواستاوا،
١٧ ، اسپاس

٧ ات، اس
٢۵ تابعیت، اصل

٧٠ ،۶٣ ،٣۴ ماکزیمم، مقدار اصل
٣۴ مینیمم، مقدار اصل

۵۶ الامیری،
۵٠ ،۴٩ ، الشقص

٨٧ ،٨۶ ،٨٠–٨٢ العشوه،
۶٨ ،٢۵ ،٢۴ ،١٠ ،٨ ساندر، ال

٣٧ ،٣ انبساط،
٣۶ دوم، مختلط انبساط

۶۵ ،۵٨ ،٢١ انتقال،
٣٧ ،٣ برد، انتقال

۴ اوزاوا،
۴٩ اوزترک،

١٢ زاوا، اوم

٣١ ،١۴ اووا،
۵٢ ، لارس اژی
٣ اکستریمال،

١۶ بازیلویچ،
٢٠ براون،

۶٨ برناردی،
٧–٧٨۶ ،٨ برنان،

١١ من، بری
٨٠ ،٢٩ ،٢٢ تیلور، سری بسط

٧٩ بولوت،
۴ ،٣ بیبرباخ،

٩٩ ،۶١ گاوس، هندس فوق تابع
٧۵ معکوس، تابع

٢٨ ،١٧ محدب، به نزدی تابع
٣٣ ، حقیق همساز تابع

۴١ ،١٧ کوبه، تابع
٧ اویلر، گامای تابع

٣۵ مختلط، همساز تابع
٨١ تابعیت،

١٣ ،α مرتبه از ستاره گون γ‐قویا توابع
٢ ، تحلیل توابع

۴١ منفرد، داخل توابع
۵٠ ،٢۴ سهموی، ستاره گون توابع

۴ مطیع، توابع
۵٠ گودمن‐رونینگ، نوع همساز توابع

٣۵ ،٣ ،٢ ارز، تک
٢٢ کوبه، ثابت

١٠١



نمایه ١٠٢
٣۴ سیالات، جریان

۵٢ ،۵٠ ،۴٩ ،۴۵ ،۴٣ جهانگیری،
٣۶ برگردان، جهت
٣۶ نگهدار، جهت

٣٧ همساز، بیبرباخ حدس
۵ ،۴ بیبرباخ، حدس

۵ ،۴ روبرتسون، حدس
۵ ،۴ ، روگوسینس حدس

۵ ،۴ میلین، حدس
٧٢ ،٧١ آفین، پایای خاصیت

٧١ ،٣٧ ،٢١ ،٣ قرص، خودریخت
۵٠ ،۴٩ داروس،

٧٩ دو‐بازیلویچ،
٨٠ ،٧–٧٧۵ ارز، دو‐تک

٧٩ ،٧٧ ،α مرتبه از دو‐ستاره گون
۴ دوبرانژ،
۴٩ دورف،

۶۶ ،۵٨ ،۴۵ دورن،
۴۴ رادو،

٣٠ چاندران، راوی
١١ رایت،

٣۶ ،٣ رده،
٩ ،٧ ،۶ روبرتسون،

٣٧ ، برش ساختار روش
۵٠ ،۴٧ ،٢٨ ،١١ ویه، روشه
۶۴ ،٢۵–٢٣ ،٢١ رونینگ،

۵٠ ،٣٠ سالاگان،
۴٧ سالیناس،

٢٠ ،١٩ ، ساکاگوچ
٧٠ ،۵۶ کالیراج، سایرام

۵ ستاره گون،
٢۵ ما‐میندا، ستاره گون

۶٢ ،۵٨–۵۵ ،٢٠ نواخت، ی ستاره گون
٢١ ، سلماس

۴٩ سوبرامانیان،
١٢ سوتکویچ،

۵٢ سوداراسان،
١٣ سوکول،

١١ ،٩ سوگاوا،
۵١–۴٩ ،۴٣ ،۴٢ ،٩ سیلورمن،

٧٩ ،١٣ ،١٠ سیم،
١٩ ،٨ تحدب، شعاع
٨ ، ستاره گون شعاع

٢٨ شوئنبرگ،
۴ شیفر،

،۴۶ ،۴٣ ،۴٢ ،٣٧ ،٣۶ ،٢٨ شیل‐سمال،
٧٢ ،۴٧

٢٧ هادامار، ضرب
٧٨ ،٧٧ طاها،

٧٨ عبادیان،
٧٨ عزیز،
۴٩ ، عل

۵١ ویه، روشه ر عمل
۵١ سالاگان، نوع ر عمل
٢۶ ،٢۵ میانگین، ر عمل

٧٩ ،٧۶ فابر،
٨٧ ،٨۶ ،٨٢ ،٧٨ فراسین،
٣۴ ، احتمالات فرایندهاى

٣۶ ،٣۴ پواسن، انتگرال فرمول
۴ قارابادیان،

٢ باز، ه ی قرص
٢ ریمان، نگاشت قضیه

٧٧ ،β مرتبه از دو‐ستاره گون قویا
٨ ستاره گون، قویا

١١ ،β مرتبه از محدب قویا
۴ لاونر،

١٢ ، لواندوفس



١٠٣ نمایه
٣۶ لوی،
٧۶ لوین،

٢۵ ،٢۴ ما،
١٧ گون، مارپیچ
١٧ ، گون مارپیچ

٧ مارکز،
١٠ مارکس،

٧٠ ،۶٣ ،٢٩ ،٢٨ دوگان، مجموعه
٨ محدب،

٩ ،α مرتبه از محدب
١٢ ،α جهت در محدب

١٢ ، افق جهت در محدب
١٢ جهت، ی در محدب

٢۵ ما‐میندا، محدب
۶١ مانا، محدب

۵۵ نواخت، ی محدب
۶٧–۶۴ ،۵٠ ،٢٣ نواخت، ی محدب

٧١ ، خط پایای مرتبه
٢١ مرکز،

٣٧ ،٣ سازی، مزدوج
٣۵ همساز، مزدوج

٧۶ ،۴١ ،٣٧ ،٢٨ ،٢٣ ،٢١ باز، ی مسئله
٧٠ محدب، مطلقاً

۵ مطیع،
٢ ریمان، کوش معادلات

٣٣ لاپلاس، معادله
۵٠ ،۴٩ ، موروگورومورث

۵۶ ،۴۵ ،۴٣ ،۴٢ ،٢۵ موکانو،
١٠ گرگور، م
٢۵ ،١٢ میلر،

٢۵ ،٢۴ میندا،
١٣ ،١٢ نانوکاوا،

٧۶ نتانیاهو،
٧٨ زاده، نجف

۴۵ ،١۶ ،١۵ محدب، به نزدی
١۶ ،α مرتبه از محدب به نزدی

٢٠ ،١٩ ستاره گون، متقارن نقاط به نسبت
،α مرتبه از ستاره گون متقارن نقاط به نسبت

٢٠
٣۵ ، کانون نمایش

١۵ نوشیرو،
٢٩ ،٢٨ ،٢۴ ،٢٣ ،٢١ نژمدیتنف،

٢ ریمان، نگاشت
٣۵ ، حقیق همساز های نگاشت

۶۶ ،۵٧ آفین، نگاشتهای
٣۵ ، مسط همساز نگاشتهای

١١ ، هالنب
١۴ هرگلوت،

۶١ ،٣۵ ، تحلیل هم
٢ ساده، همبند

٢ همدیس،
٢١ ،۴ هوروویتس،

٣۴ ، هیدرودینامی
١١ وانگ،

١۵ ، ورشاوس
۵٠ ،۴٩ ، ج وی

١١ ن، ویل
۵۶ پاراجاپات،

٧١–٧٣ ،٢۴ ،٢١ ،٣ ، خط پایای
٣۴ ، ترواستاتی ال پتانسیل

٣۴ سرعت، پتانسیل
۴ پترسون،

٧٩ پریما،
٢۵ محدب، پوش

٢٨ پولیا،
١٢ پومرنکه،

٧٠ ،۵۶ ، پوناسم
٩٩ پوچهامر،



نمایه ١٠۴
٣١ ،٣٠ ستاره گون، پیش

٨٠ ،۶٣ ،۵۶ ،۴۶ ،٢٧ ،٢٣ ،٢٢ پیچش،
۶۵ ،۵٨ ،٣٧ ،٢١ ،٣ چرخش،

۶۶ ،۵٨ ،۴۵ ،۴۴ چوکه،
٧٢ ،٧١ ،٣۵ ژاکوبین،

٧٩ ژو،
٨۶–٨۴ ،١۵ کاراتئودوری،

۶۶ ،۶۴ ،۴۵ ،۴۴ محدب، کاملا
۵٨ ،۵۶ ،۵۵ ،۴٢ ستاره گون، کاملا

۵۵ محدب، کاملا
١۶ ،١۵ کاپلان،

٧٩ ، کرس
٧۶ ،۴٧ ،۴۶ ،۴٣ ،۴٢ ،٣٧ ،٣۶ ، کلون

۴۴ کنزه،
٧٩ ،١٣ ،١٠ کوان،

٧۵ ،٢٧ ،۵ ،٣ کوبه،
١۴ ، کوروک

١٨ کولشرسترا،
۴٨ کومار،

٧۶ ، گرانس
۶۶ ،۶۴ ،۵٧ ،٢۵ ،٢٠–٢٣ گودمن،

۴٩ یالسین،
۴٩ یامانکارادنیز،



Abstract

There are a few examples of uniformly starlike (convex) analytic functions and fully-starlike
(fully-convex) harmonic functions, although we pose some examples in new class, uniformly star-
like (convex) harmonic functions, any way the functions in new classes are rare and worthy as
well. Furthermore we give necessary and sufficient conditions for a function to be in these classes.
We mention recently works in this area.

The convolution or Hadamard product is a additional tool in univalent functions classes in-
vestigation. Previous results with convolution showed that this is a effective tool with powerful
ability in univalent functions classes and with harmonic function, like generalizations of previous
subclasses, convolution on harmonic classes like starlike, convex and close-to-convex families and
so on. Recent works which have done by some authors in last decade, show ability and power of
this method. We use convolution to obtain our results in new classes.

At last we discuss about bi-univalent functions as a subclass of S, more recently El-Ashwah
introduced two subclasses of bi-univalent function class Σ and obtained non-sharp estimates on
the first two Taylor-Maclaurin coefficients |a2| and |a3| of functions in each of these subclasses.
We generalize her classes to new class of bi-univalent function with a convolution form and find
the coefficients |a2| and |a3| of new class.

In brief,

• The work is devoted to the study of certain subclasses of analytic and harmonic univalent
complex functions in the unit disk D.

• Certain classes of univalent starlike and convex functions are introduced.

• These analytic and harmonic classes provide a unified treatment to new subclasses.

• Main results are derived from Inclusion and convolution properties on new subclasses.

• New bi-univalent subclass is introduced and initial coefficients bound are derived using
Caratheodory lemma and subordination.
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