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تشکر: و تقدیر

انوار و است تابان روشن، روز چهره بر او قدرت آثار که را خدای مر ستایش و سپاس
درهای و شناساند ما به را خویشتن که آفریدگاری درفشان. تار، شب دل در او ح΄مت
در را خویش ضعیف بنده بدان، تا فرمود عطا فرصتͬ و عمری و گشود ما بر را علم
رسیده پایان به حاضر تحقیق پروردگار، یاری به که حال بیازماید. معرفت و علم طریق
اجرای و تحصیل دوران طͬ در که بزرگوارانͬ تمامͬ زحمات از ͬ دانم م لازم خود بر

نمایم. سپاس گزاری بودند، پشتیبانم و همراه پایان نامه این
در که باغیشنͬ حسین دکتر آقای جناب دلسوز؛ و شایسته و کمالات با استاد از
دریغ من بر عرصه این در کم΄ͬ هیچ از فروتنͬ، و خلق حسن با صدر، سعه کمال
امتنان و تش΄ر نهایت بود، نامم΄ن برایم رساله این اتمام ایشان حضور بدون و ننمودند
تعالͬ و تبارک خداوند درگاه از کامیابی و سلامتͬ آرزوی بزرگوار آن برای و دارم را

ͬ نمایم. م
کمال شدند؛ متقبل را رساله این مشاوره زحمت که اقبال نگار دکتر خانم سرکار از

دارم. را قدردانͬ و تش΄ر
که شاهسونͬ داود دکتر آقای جناب و ربیعͬ محمدرضا دکتر آقای جناب داوران از
را تش΄ر کمال صمیمانه کردند تقبل را این جانب پایان نامه داوری و مطالعه زحمت
افتخار ͽمقط این در تحصیل مدد به که شاهرود صنعتͬ دانش·اه اساتید کلیه از دارم.

دارم. را قدردانͬ و تش΄ر کمال شد بنده نصیب شاگردی شان
بودند کنارم در خالصانه راه پایان تا که شیربره فاطمه خانم عزیزم دوست از همچنین

دارم. را تش΄ر کمال

شیاسی فاطمه
١٣٩۶ بهمن

ه



ଓฬ࠻ھدৎ
صنعتͬ دانش·اه ریاضی علوم آمار رشته ارشد کارشناسͬ دانشجوی شیاسی فاطمه این جانب
فضایی نقطه ای الگوی مدل های تقریبی بیزی استنباط عنوان با پایان نامه نویسنده شاهرود،

ͬ شوم: م متعهد باغیشنی حسین راهنمایی تحت ، لاپلاس تقریب روش با پیچیده
برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام این جانب توسط پایان نامه این در تحقیقات •

است.

شده استناد استفاده مورد ͽمرج به پژوهش گران، دی·ر پژوهش های نتایج از استفاده در •
است.

مدرک نوع هیچ دریافت برای دی·ری فرد یا خود، توسط کنون تا پایان نامه، این مطالب •
نشده اند. ارایه هیچ جا در امتیازی یا

با مستخرج مقالات و دارد، تعلق شاهرود صنعتͬ دانش·اه به اثر، این معنوی حقوق •
خواهند چاپ به “Shahrood University of Technology“ یا شاهرود“ صنعتͬ “دانش·اه نام

رسید.

بوده اند، تاثیرگذار پایان نامه اصلͬ نتایج آوردن به دست در که افرادی تمام معنوی حقوق •
ͬ گردد. م رعایت پایان نامه از مستخرج مقالات در

آن ها) بافت های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •
شده اند. رعایت اخلاقͬ اصول و ضوابط است، شده استفاده

افراد شخصͬ اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •
شده رعایت انسانͬ اخلاق اصول و رازداری اصل است، شده استفاده) (یا یافته دسترسͬ

است.
شیاسی فاطمه
١٣٩۶ بهمن

نشر حق و نتایج مالکیت
برنامه های کتاب، مستخرج، ( مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
شاهرود صنعتͬ دانش·اه به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم افزارها رایانه ای،

شود. ذکر مربوطه علمͬ تولیدات در مقتضͬ، نحو به باید مطلب این ͬ باشد. م

ͬ باشد. نم مجاز منبع ذکر بدون پایان نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده •

و



چൊیده
نمونه، به عنوان دارند. واقعͬ دنیای در متنوعͬ کاربردهای فضایی، نقطه ای ال·و ی داده های
این تحلیل در برد. نام را گیاهان مختلف گونه های بررسͬ و زلزله خیز نقاط شناسایی ͬ توان م
رهیافت های تابع این مدل بندی برای است. شدت تابع علاقه، مورد اصلͬ ویژگͬ داده ها از نوع
مختلف آماردان های توسط کاکس و پواسن دوجمله ای، نقطه ای فرآیندهای مانند متفاوتͬ
این در کاکس، فرآیندهای انعطاف پذیری و داده ها این ماهیت به توجه با شده اند. معرفͬ
ͬ گیریم. م نظر در را ل΃ گاوسͬ فرآیندهای به معروف فرآیندها این از زیررده ای پایان نامه،
منعطف بسیار خود، درون کم΄ͬ متغیرهای کردن تعبیه سادگͬ دلیل به ل΃ گاوسͬ، فرآیندهای
برای پیچیده محاسبات نیازمند فرآیندهای ل΃ گاوسͬ در ΁کلاسی استنباط ͬ کنند. م عمل
محققان معمول رهیافت دلیل، همین به است. درست  نمایی تابع از تقریبی آوردن به دست
ش΄ل نبودن صریح به توجه با است. بیزی ل΃ گاوسͬ، فرآیندهای با شدت تابع برازش برای
زنجیر کارلوی مونت ال·وریتم های مدل، برازش برای متداول ابزار فرآیندها این در پسین توزیع
از و دارد برنامه نویسͬ مهارت های به نیاز ال·وریتم ها این اجرای هستند. (MCMC) مارکوفͬ
جانشین، رهیافت ΁ی است. جدی مش΄لات به آلوده محاسبات، زمان و هم·رایی لحاظ
این است. (INLA) جمͽ بسته آشیانه ای لاپلاس تقریب به نام بیزی تقریبی روش ΁ی از استفاده
برابری دقت نظر از آن نتایج و است سریع بسیار MCMC ال·وریتم های با مقایسه در تقریب

ͬ کند. م
استفاده ل΃ گاوسͬ کاکس مدل های برازش برای INLA تقریبی روش از پایان نامه، این در
زلزله نقطه ای ال·وی داده های مطرح شده، نظری مباحث کاربست نمایش برای ͬ کنیم. م

ͬ کنیم. م تحلیل ل΃ گاوسͬ کاکس مدل با را ایران غرب شمال ناحیه

تقریب ،K تابع شدت، تابع ل΃ گاوسͬ، کاکس فرآیندهای نقطه ای، ال·وهای کلیدی: کلمات
جمͽ بسته. آشیانه ای لاپلاس

ز



پایان نامه از مستخرج مقالات فهرست

ال·وی تقریبی بیزی تحلیل ،(١٣٩۶) نگار، اقبال، حسین، باغیشنͬ، فاطمه، شیاسͬ، .١
مجموعه ل΃ گاوسͬ، کاکس فرآیندهای با ایران غرب شمال زمین لرزه های فضایی نقطه ای
شاهرود، شاهرود، صنعتͬ دانش·اه آن، کاربردهای و فضایی آمار سمینار دومین مقالات

.١۵١-٩۶۶

 

ح



مطالب فهرست
م تصاویر فهرست
ف جداول فهرست
١ پایه ای تعاریف و مفاهیم فضایی: نقطه ای الگوهای ١
١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فضایی آمار ١ . ١
٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فضایی داده های انواع ١ . ٢
۴ . . . . . . . . . . . . . . ال·وهای نقطه ای کاربردهای از برخͬ ١ . ٢ . ١
۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نقطه ای ال·وهای مفاهیم ١ . ٣
٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نقطه ای ال·وهای انواع ١ . ٣ . ١
٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نقطه ای فرآیندهای ۴ . ١
١٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شدت تابع ١ . ۴ . ١
١١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . K تابع ٢ . ۴ . ١
١۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تجربی K تابع ٣ . ۴ . ١
١۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مرزی اثر ۴ . ۴ . ١
١٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . زوجͬ همبستگͬ تابع ۵ . ۴ . ١
٢٠ . . . . . . . . . . . نقطه ای فرآیندهای همسان گردی و مانایی ۶ . ۴ . ١
٢١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بیزی استنباط ۵ . ١
٢٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . لاپلاس تقریب ١ . ۵ . ١
٢٣ . . . . . . . . . . . مارکوفͬ زنجیر کارلوی مونت ال·وریتم های ٢ . ۵ . ١
٢٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . کارلویی مونت انتگرال گیری ٣ . ۵ . ١
٢٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . MCMC ال·وریتم های ۶ . ١

٣١ لگ گاوسی کاکس  فرآیندهای برای تقریبی بیزی روش ٢
٣١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . معروف نقطه ای فرآیندهای ٢ . ١
٣۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گاوسͬ تصادفͬ میدان ٢ . ٢

ط



مطالب فهرست ی

٣٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ل΃ گاوسͬ کاکس  فرآیند ٢ . ٣
٣٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خطͬ آمیخته مدل های ٢ . ٣ . ١
٣٨ . . . . . . . . . . . . . . . تعمیم یافته خطͬ آمیخته مدل های ٢ . ٣ . ٢
٣٩ . . . . . . . . . . . . . . ساختاری جمعͬ رگرسیون مدل های ٢ . ٣ . ٣
۴٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پنهان گاوسͬ مدل ۴ . ٢ . ٣
۴١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . جمͽ بسته آشیانه ای لاپلاس تقریب ۴ . ٢
۴٣ . . . . . . . . . . . . ابرپارامتر بردار توام پسین چ·الͬ تقریب ١ . ۴ . ٢
۴۴ . . . . . . . ابرپارامتر درایه های پسین حاشیه ای چ·الͬ تقریب ٢ . ۴ . ٢
۴۴ . . . . . . . میدان پنهان عناصر پسین حاشیه ای چ·الͬ تقریب ٣ . ۴ . ٢
۴۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تصادفͬ جزئͬ دیفرانسیل معادلات ۵ . ٢

۴٩ لگ گاوسی کاکس فضایی‐زمانی و فضایی فرآیندهای ٣
۴٩ . . . . . . . . . . . . . . . LGC فرآیند ΁ی مدل بندی ΁کلاسی دیدگاه ٣ . ١
۵٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نشان دار متغیرهای مدل بندی ٣ . ٢
۵٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . تصادفͬ زدن قدم فرآیندهای ٣ . ٢ . ١
۵۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . SPDE رهیافت ٣ . ٢ . ٢
۵۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . زمانͬ – فضایی نقطه ای ال·وهای ٣ . ٣
۵۶ . . . . . . . . . . . . . . . . LGC فضایی‐زمانͬ فرآیندهای ٣ . ٣ . ١

۶١ ایران غرب شمال زمین لرزه های نقطه ای الگوی بیزی تحلیل ۴
۶١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ١ . ۴
۶۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . داده ها معرفͬ ٢ . ۴
۶۴ . . . . . . . . . . . . داده ها تحلیل برای LGC فرآیند مختلف مدل های ٣ . ۴
۶۵ . . . . . مربعͬ پنجره های از حاصل داده های برای پواسون مدل ٣ . ١ . ۴
۶٨ . . . . . . . . SPDE رهیافت با نشان دار متغیرهای بدون فضایی LGCP ۴ . ۴
٧١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . نشان دار متغیرهای با فضایی LGCP ۵ . ۴
٧۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . زمانͬ ‐ فضایی LGC فرآیند ١ . ۵ . ۴
٨٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نتیجه گیری ۶ . ۴

٨١ آ  
٨١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گاوسͬ تصادفͬ فرآیند آ  . ١
٨٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گیبز نقطه ای فرآیند آ  . ٢
٨٢ . . . . . . . . . . . . . . . . ۴ . ۴ بخش به مربوط R نرم افزار دستورات آ  . ٣

٨۵ مراجع



ک مطالب فهرست

٩١ فارسی به انگلیسی واژه نامه





تصاویر فهرست
پراکنش ب) نروژ، جنوب در بارش اندازه گیری ایستگاه ٢٣٣ نقشه الف) ١ . ١
گلستان استان در زیرزمینͬ آب شاخص های سنجش ایستگاه های جغرافیایی

٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
٣ آلمان در ناحیه ۵۴۴ در حنجره سرطان به مبتلا بیماران میر و مرگ تعداد ١ . ٢
۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . درخت گونه ΁ی م΄ان نقطه ای ال·وی ١ . ٣
۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نهنگ ها حرکت موقعیت ۴ . ١
۵ . . . . . مستقیم) (خطوط زمین شناسͬ گسل و (نقاط) مس کانسارهای ۵ . ١

زباله سوز ΁ی نزدی΄ͬ در حنجره سرطان به مبتلا بیمار ۵٨ اقامتگاه م΄ان های ۶ . ١
۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . متروکه صنعتͬ
۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مشاهدات پنجره مفهوم از نمایشͬ ١ . ٧
٧ . . . . . . . . . . . . . . . . آن اعضای و B نقطه ای ال·وی از نمایشͬ ١ . ٨
٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . چندنوعͬ نقطه ای ال·وهای از نمایشͬ ١ . ٩

پخش، شدت چپ: مختلف. شدت های با شبیه سازی شده نقطه ای ال·وهای ١ . ١٠
راست سمت لبه در بیشتر پخش، شدت میانه: است. طرح مرکز در بیشتر

١٠ . . . است. R حرف لبه های بر فرد به منحصر شدت راست: و است طرح
میانه و چپ سمت شبیه سازی شده نقطه ای ال·وهای با متناظر شدت تابع ١ . ١١

١١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ١ . ١٠ ش΄ل در
١١ . . . . . . . (راست) خوشه ای و (میانه) مستقل (چپ)، منظم ال·وهای ١ . ١٢

مبنای راست) سمت و همسایه نزدی΄ترین فاصله محاسبه  چپ) سمت ١ . ١٣
١٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . K تابع محاسبه 

١ . ١٢ ش΄ل در ال·و سه از ΁ی هر برای پیوسته) خط (منحنͬ K تجربی تابع ١۴ . ١
١۴ . . . . . . خط چین). (منحنͬ پوآسون فرآیند ΁ی برای نظری K تابع و
١۵ تجربی K تابع راست) ش΄ل و ناهم·ن پواسون نقطه ای ال·وی چپ) ش΄ل ١۵ . ١
١۶ . . . . . . . . . . . . . .K تابع محاسبه برای لبه اصلاح مرزی روش ١۶ . ١

تصادفͬ نقطه ٢٠ برای کامل) خط (منحنͬ K تابع مرزی اصلاح برآورد ١ . ١٧
١٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . واحد. مربع در ی΄نواخت

م



تصاویر فهرست ن

١٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . همسان گرد تصحیح نمایش ١ . ١٨

شدت با پواسون نقطه ای فرآیند از شبیه سازی ١٠ تصادفͬ: کاملا ال·وهای ٢ . ١
٣۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مربع. واحد در ۵٠

پنجره ها ی شمارش چپ: داده. نوع ΁ی برای مربعͬ پنجره های شمارش ٣ . ١
۵٠ . . . . . . . مربع). متر هر در (تعداد شدت تابع برآورد راست: و مربعͬ

۶٢ . . . . . . . . . ایران فلات سمت به عربستان صفحه حرکت و موقعیت ١ . ۴
هم΄اران، و زارع توسط (گزارش شده خاورمیانه ناحیه در زلزله خطر پهنه بندی نقشه ٢ . ۴

۶٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (٢٠١۶
۶۵ . . . . . . . . . . . . . ایران غرب شمال لرزه ای موقعیت ۵٠٠ نمایش ٣ . ۴
۶۶ . . . . . . . . ΁کلاسی روش به آن رنگͬ طیف و شدت تابع از نمایشͬ ۴ . ۴
۶٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . K تابع تخمین ۵ . ۴
۶٨ . . . . . . . . . SPDE روش به آن مثلث سازی و ایران غرب شمال نقشه ۶ . ۴
۶٩ . . . . . . . . . . . مدل پارامترهای برای پسین حاشیه ای ͬ های چ·ال ٧ . ۴

پسین میانگین اساس بر ایران غرب شمال زمین لرزه های پهنه بندی نقشه ٨ . ۴
٧٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فضایی اثر

انحراف معیار اساس بر ایران غرب شمال زمین لرزه های پهنه بندی نقشه ٩ . ۴
٧٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فضایی اثر پسین

میانگین اساس بر ایران، غرب شمال ناحیه زمین لرزه های پهنه بندی نقشه ١٠ . ۴
متغیر پسین معیار انحراف اساس بر چپ)، (سمت نشان دار متغیر پسین

٧٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . راست). نشان دار(سمت
٧٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پارامترها پسین حاشیه ای چ·الͬ ١١ . ۴
٧٣ . . . . . . . . INLA روش از استفاده با پارامترها حاشیه ای ͬ های چ·ال ١٢ . ۴

LGC فرآیند مدل و چپ) (سمت نشان بدون LGC فرآیند مدل دو مقایسه ١٣ . ۴
٧۴ . . . . . . . . . آن ها. پسین میانگین اساس بر راست) (سمت نشان دار

LGC فرآیند مدل و چپ) (سمت نشان بدون LGC فرآیند مدل دو مقایسه ١۴ . ۴
٧۵ . . . . . . . آن ها پسین معیار انحراف اساس بر راست) (سمت نشان دار
٧۵ (آبی). استنتاج برای استفاده مورد گره های و (سیاه) زلزله هر داد رخ زمان ١۵ . ۴
٧۶ . . ششم تا اول زمان های در فضایی‐زمانͬ اثر پسین میانگین ۴ . ١۶ پهنه بندی
٧٧ ششم تا اول زمان های در فضایی‐زمانͬ اثر پسین معیار انحراف ۴ . ١٧ پهنه بندی
٧٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پارامترها پسین حاشیه ای ۴ . ١٨ چ·الͬ
٧٨ . . ششم تا اول زمان های در فضایی‐زمانͬ اثر پسین میانگین ۴ . ١٩ پهنه بندی
٧٩ ششم تا اول زمان های در فضایی‐زمانͬ اثر پسین معیار انحراف ۴ . ٢٠ پهنه بندی



س تصاویر فهرست

پسین میانگین اساس بر ایران غرب شمال ناحیه زمین لرزه های ۴ . ٢١ پهنه بندی
٧٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شدت تابع





جداول فهرست
۶۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ΁کلاسی روش به شدت برآورد ١ . ۴
۶٧ . . . مقابله مینیمم روش پارامترهای برآورد و کواریانس پارامترهای برآورد ٢ . ۴
۶٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مدل پارامترهای و β٠ برآورد ٣ . ۴

متغیر و پارامترها میانگین و اطمینان فواصل معیار، انحراف مقادیر برآورد ۴ . ۴
٧١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نشان دار
٧٣ . . . . . . . . «rw١» با متغیرنشان دار و دقت ،پارامتر β٠ پارامتر برآورد ۵ . ۴
٧۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . انتخابی گره های ۶ . ۴

ف



١ فصل
و مفاهیم فضایی: نقطه ای الگوهای

پایه ای تعاریف
ͬ کنیم. م معرفͬ را فضایی نقطه ای ال·وهای پایه ای مفاهیم و فضایی داده های ابتدا فصل این در
کتاب از برگرفته فصل این از بخش های ͬ دهیم. انجام م بیزی روی΄رد با را خود استنباط سپس
(٢٠١۵) بدلͬ کتاب و (١٣٩۵) جلیلیان ارشد کارشناسͬ پایان نامه ،(١٣٩٨) محمدزاده دکتر

است.

فضایی آمار ١ . ١
مشخصه های دارای و شد ه اند گردآوری فضایی ناحیه ΁ی در که هستند گونه ای به داده ها از برخͬ
فضای در آن ها گرفتن قرار م΄ان و موقعیت از ناشͬ آن ها وابستگͬ نوعͬ به و هستند م΄انͬ
م΄ان ناحیه، ΁ی خاک در معدنͬ ماده نوع ΁ی غلظت مثال، به عنوان است. بررسͬ مورد
که هستند داده هایی جنگل، ΁ی در درختان م΄ان و بزرگ شهر ΁ی در جاده ای تصادفات
آماری ΁کلاسی روش های از داده ها نوع این تحلیل برای هستند. م΄انͬ مشخصه های دارای
نوع این ͽواق در کرد. استفاده ͬ توان نم استوارند، مشاهدات هم توزیعͬ و استقلال پذیره بر که
تحلیل به که است آمار از شاخه ای فضایی آمار هستند. فضایی ͬ های همبستگ دارای داده ها
مشاهدات موقعیت های بین فاصله از تابعͬ آن ها وابستگͬ که م΄انͬ مشخصه های با داده های

١



پایه ای تعاریف و مفاهیم فضایی: نقطه ای ال·وهای ٢

هم، از دورتر مشاهدات و وابسته تر به هم ΁نزدی مشاهدات حالت این در ͬ پردازد. م باشد
آمار اهداف از ی΄ͬ ͬ شوند. م نامیده فضایی داده های داده ها، نوع این دارند. کم تری وابستگͬ

است. آن مدل بندی و مشاهدات بین فضایی وابستگͬ ساختار مطالعه و بررسͬ فضایی
سال و انگلیسͬ ستاره شناس و جغرافیدان هالͬ به فضایی داده های آماری نشانه های اولین
منظور به زمین شناسان توسط آمار از شاخه این گسترش و پیدایش سپس ͬ گردد. برم ١۶٨۶
زمین شناسانͬ نخستین جمله از (١٩۶٢) ماترون گرفت. صورت معدنͬ ذخایر داده های بررسͬ
«آمار کتاب نگارش با ریپلͬ پرداخت. فضایی آمار روی΄رد با فضایی داده های بررسͬ به که بود
پیش گویی کردن مطرح با او گشود. آمار از شاخه این بر تازه ای دریچه ١٩٨١ سال در فضایی»
مهیا فضایی آمار در مطرح شده روش های برای را زمینه رایانه، انقلاب و تصادفͬ فرآیندهای
در کرسͬ قلم به فضایی» داده های برای «آمار کتاب انتشار با فضایی آمار حال این با کرد.
به آن با مرتبط رشته های سایر و آمار از مختلفͬ پژوهش·ران و شد شناخته بیشتر ١٩٩٣ سال

پرداختند. زمینه این در تحقیق

فضایی داده های انواع ١ . ٢
صورت چه به اندازه گیری مورد متغیر و مشاهدات موقعیت این که اساس بر فضایی داده های
ͬ شوند. م تقسیم نقطه ای٣ ال·وهای و مشب΄ه ای٢ زمین آماری١، داده های گروه سه به  باشند

دو هر بین یعنͬ باشد، چ·ال۴ نظر مورد جغرافیایی ناحیه اگر زمین آماری: داده های .١
از حاصل داده های باشد، داشته وجود هم دی·ر موقعیت های مشاهده ام΄ان موقعیت
داده ها، نوع این از مثالͬ به عنوان ͬ شوند. م نامیده زمین آماری داده های ناحیه، این
مختلف  م΄ان های در ساحل، ΁ی طول در که دریایی جانور نوعͬ تعداد به ͬ توان م
جغرافیایی پراکنش (١ . ١ (ش΄ل دی·ر مثال های به عنوان کرد. اشاره شده اند نمونه گیری
شاخص های سنجش ایستگاه های و نروژ جنوب در بارش حجم اندازه گیری ایستگاه های
داده های تحلیل از هدف معمول به طور ͬ دهد. م نشان را گلستان استان در زیرزمینͬ آب

است. جدید موقعیت های در بررسͬ مورد متغیر مقدار پیش گویی زمین آماری،

عبارتͬ به یا غیرچ·ال بررسͬ مورد نواحͬ ͬ که زمان داده ها نوع این مشبکه ای: داده های .٢
نامنظم یا منظم است مم΄ن م΄ان ها این ͬ شوند. م مشاهده باشند، ناحیه ای م΄ان ها
مبتلایان تعداد داده های اگر و است استان ٣١ دارای ایران کشور مثال، به طور باشند.
داده ها نوع این باشند، موجود استان ها این در گذشته سال چند در سرطان نوع ΁ی به
تعداد و تهران منطقه ٢٢ در رانندگͬ حوادث تعداد بود. خواهند مشب΄ه ای نوع از

١Geostatistical data
٢Lattice data
٣Point pattern
۴Dense



٣ فضایی داده های انواع

(ب) (الف)

پراکنش ب) نروژ، جنوب در بارش اندازه گیری ایستگاه ٢٣٣ نقشه الف) :١ . ١ ش΄ل
گلستان استان در زیرزمینͬ آب شاخص های سنجش ایستگاه های جغرافیایی

از (١ . ٢ (ش΄ل آلمان در ناحیه ۵۴۴ در حنجره سرطان به مبتلا بیماران میر و مرگ
اغلب مشب΄ه ای، فضایی داده های تحلیل در است. مشب΄ه ای داده های مثال های دی·ر

است. نظر مد مشاهدات، احتمالاتͬ مدل بندی

آلمان در ناحیه ۵۴۴ در حنجره سرطان به مبتلا بیماران میر و مرگ تعداد :١ . ٢ ش΄ل

مقدار همان مشاهده شده موقعیت ال·وی نقطه ای، داده های در نقطه ای: الگوهای .٣
که ب·یرید نظر در را فضایی ناحیه ΁ی دقیق تر به طور است. علاقه مورد تصادفͬ متغیر
΁ی انتخاب با باشد. داشته وجود فضا این از نقطه هر در خاص پیشامد ΁ی وقوع ام΄ان
نوع این با آن، در نظر مد پیشامدهای وقوع م΄ان ثبت و فضا این از کراندار زیرمجموعه 
م΄ان های مجموعه به و مشاهده پنجره کراندار زیرمجموعه به ͬ شویم. م مواجه داده ها
مثال، به عنوان ͬ شود. م گفته فضایی نقطه ای ال·وی  ΁ی مشاهده شده پیشامدهای
΁ی شده اند، ثبت تعیین شده پیش از مشاهده پنجره ΁ی در که زلزله وقوع م΄ان های
استوایی. بارانͬ جنگل ΁ی در درختان م΄ان یا ͬ دهند م ش΄ل را فضایی نقطه ای ال·وی



پایه ای تعاریف و مفاهیم فضایی: نقطه ای ال·وهای ۴

الگوهای نقطه ای کاربردهای از برخی ١ . ٢ . ١
به ویژه علمͬ، زمینه های از بسیاری در نقطه ای ال·وهای داده های تحلیل روش های به علاقه
جرم شناختͬ، تحقیقات و اقتصاد  سنجͬ نجوم، زمین، علوم همه گیرشناس۵ͬ، بوم شناسͬ، در
این در تحلیل ها نوع این کاربردهای وسعت بهتر درک برای است. گسترش حال در سرعت به

ͬ دهیم. م ارایه را مثال چند بخش

نقطه ای ال·وی متر، ۵٠٠ در متر ١٠٠٠ ابعاد با مشاهده پنجره ΁ی ١ . ٣ ش΄ل .١ . ٢ . ١ مثال
داده مجموعه این ͬ دهد. م نشان را پندوال۶ بیلسچرندیا گونه های از درخت ٣۶٠۴ م΄ان

درخت گونه ΁ی م΄ان نقطه ای ال·وی :١ . ٣ ش΄ل

گونه صدها به متعلق درخت هزار صدها م΄ان حاوی بزرگ تر بسیار داده مجموعه از بخشͬ
،(١٩٨٣) فوستر و هوبل در آن ها تحلیل و داده ها مجموعه مورد در بیشتر جزئیات است.

هستند. مشاهده قابل (١٩٩٨) کندیت و (١٩٩۶) هم΄اران و کندیت
ال·وهای در همواره که است اساسͬ سوال ͬ کنند، م پیروی خاصͬ ال·وی از داده ها آیا این که
برخͬ در گونه این درختان ͬ شود، م مشاهده ش΄ل در که همان طور ͬ شود. م مطرح نقطه ای
دارند. کمتری فراوانͬ آن بخش های از برخͬ در و بیشتر فراوانͬ مشاهده، پنجره بخش های از
نیاز مورد غذایی مواد تغییرات به علت ͬ تواند م درختان م΄ان فضایی توزیع در ناهم·نͬ این
ش΄ل در خوشه ای به صورت درختان پراکنش علت هم چنین باشد. گونه ها سایر با رقابت و
مدل بندی و آماری بررسͬ و فوق سوال به ͺپاس باشد. درختان تکثیر فرآیند دلیل به  ͬ تواند م

است. بوم شناسͬ و جنگل داری پژوهش·ران توجه مورد مثال، این نقطه ای ال·وی

اطلس اقیانوس از قسمتͬ در که را سیاه ΁کوچ نهنگ ۵۵ موقعیت ۴ . ١ ش΄ل .١ . ٢ . ٢ مثال
موقعیت ͬ دهد. م نشان شده اند، مشاهده نروژ کشور در اسپیتزبرگن٧ شهر به ΁نزدی شمالͬ
مشاهدات این است. شده  ثبت ͬ کردند، م حرکت آن ها دنبال به که کشتͬ ΁ی توسط نهنگ ها
مشاهداتͬ به عنوان ͬ توان م را مذکور نقطه ای ال·وی ͬ دهند. م نشان را نقطه ای ال·وی ΁ی

۵Epidemiology
۶Beilschrnedia pendula
٧Spitzbergen



۵ فضایی داده های انواع

نزدی΄ͬ در تنها را نهنگ ها این موقعیت زیرا گرفت؛ نظر در نهنگ ها م΄ان های تمامͬ از ناقص
حرکت یا جوی نامناسب شرایط به دلیل است مم΄ن هم چنین کرد. ثبت ͬ توان م کشتͬ
در بیشتر (جزئیات باشد نشده ثبت موقعیت شان تمام آن ها مشاهده  عدم و آب زیر در نهنگ ها
هم΄اران و پی ترسن واگه و (٢٠٠۴) کوین و اس΄اوی در آن ها تحلیل و داده ها مجموعه مورد
و کشتͬ بین فاصله  از نزولͬ تابعͬ نهنگ ΁ی مشاهده  احتمال است). مشاهده قابل (٢٠٠۶)
عدم و کشتͬ از نهنگ ها زیاد مسافت به علت کیلومتر، ٢ از بیشتر مسافت برای و است نهنگ
چهارگوش ناحیه ای مشاهدات پنجره  بنابراین است. صفر با برابر احتمال این آن ها، مشاهده 

ͬ گیرد. م قرار آن مرکز در کشتͬ که است کیلومتر ۴ ͽضل به

نهنگ ها حرکت موقعیت :۴ . ١ ش΄ل

مستقیم، خطوط ش΄ل این در است. ͬ شناسͬ کان بررسͬ ΁ی مورد در ۵ . ١ ش΄ل .١ . ٢ . ٣ مثال
به راحتͬ ماهواره ای تصاویر طریق از گسل ها هستند. مس ذخایر نقاط و زمین شناسͬ گسل
این مثال این در اساسͬ سوال ͬ شوند. م پیدا به سختͬ مس ذخایر اما هستند مشاهده قابل
میزان دارد احتمال مثال، به عنوان است؟ مناسب مس معدن پیش بینͬ برای گسل آیا که است

شود. یافت کمتر گسل ها نزدی΄ͬ در موجود مس

مستقیم) (خطوط زمین شناسͬ گسل و (نقاط) مس کانسارهای :۵ . ١ ش΄ل

و حنجره سرطان به مبتلا بیمار ۵٨ اقامتگاه م΄ان های از نقشه ای ۶ . ١ ش΄ل .۴ . ١ . ٢ مثال
تهیه نظر مورد منطقه بهداشتͬ مقامات توسط که ͬ باشد م ریه سرطان به مبتلا بیمار ٩٧٨
مطرح شده اساس سوال دارد. وجود نیز متروکه ای صنعتͬ زباله سوز منطقه این در است. شده
سرطان بین ارتباطͬ ریه) (سرطان کنترل گروه وجود با آیا که است این از حاکͬ مثال این در
معرض در دارند حنجره سرطان که کسانͬ آیا و دارد وجود صنعتͬ زباله سوز م΄ان و حنجره

هستند؟ نیز ریه سرطان خطر



پایه ای تعاریف و مفاهیم فضایی: نقطه ای ال·وهای ۶

΁ی نزدی΄ͬ در حنجره سرطان به مبتلا بیمار ۵٨ اقامتگاه م΄ان های :۶ . ١ ش΄ل
متروکه صنعتͬ زباله سوز

ارائه را نقطه ای ال·وهای تحلیل به پرداختن برای نیاز مورد تعاریف از برخͬ ابتدا ادامه، در
ͬ دهیم. م

نقطه ای الگوهای مفاهیم ١ . ٣
نامیده وضعیت٨ فضای ͬ شوند، م تولید آن در نقطه ای ال·وهای که را فضایی .١ . ٣ . ١ تعریف

.S ⊂ Rd که به طوری ͬ دهند، م نشان S با و

است نظر مورد آن در نقطه ای ال·وی مشاهده که S از کراندار مجموعه ای زیر .١ . ٣ . ٢ تعریف
در را مشاهدات پنجره از مثالͬ ١ . ٧ ش΄ل ͬ دهند. م نشان W با و نامیده مشاهدات٩ پنجره را

ͬ دهد. م نشان R٣ و R٢ فضای

مشاهدات پنجره مفهوم از نمایشͬ :١ . ٧ ش΄ل

٨State Space
٩Observation Window



٧ نقطه ای ال·وهای مفاهیم

زیرمجموعه  ΁ی B هرگاه گویند، S در نقطه ای الگوی ΁ی را B ⊂ S مجموعه .١ . ٣ . ٣ تعریف
نشان B و X مثل لاتین بزرگ حروف با معمولا را نقطه ای ال·وهای باشد. S موضعͬ متناهͬ
ͬ کنند. م استفاده S اعضای نمایش برای η و ζ مانند یونانͬ حروف از که درحالͬ ͬ دهند، م

است. آن اعضای و B نقطه ای ال·وی از نمایشͬ ١ . ٨ ش΄ل

آن اعضای و B نقطه ای ال·وی از نمایشͬ :١ . ٨ ش΄ل



پایه ای تعاریف و مفاهیم فضایی: نقطه ای ال·وهای ٨

نقطه ای الگوهای انواع ١ . ٣ . ١
ال·وهای و نشان دار١٠ نقطه ای ال·وهای دسته دو در ͬ توان م را نقطه ای ال·وهای از تعمیم دو

داد. قرار چند نوع١١ͬ نقطه ای

نشان دار نقطه ای الگوهای
نشان، عنوان با دی·ری اطلاعات (نقطه) م΄ان هر به است مم΄ن نقطه ای ال·وهای از برخͬ در
ͬ توان م را نشان دار نقطه ای ال·و ΁ی کند. نشان دار را آن و شود ضمیمه اندازه، و ش΄ل مانند

ͬ دهد. م نشان را ضمیمه اطلاعات x آن در که داد، نمایش (ζ, x) زوج صورت به

فضای در نشان ها با S فضای روی نشان دار نقطه  ای فرآیند ΁ی :(٢٠٠۴ (بدلͬ، .۴ . ١ . ٣ تعریف
فشرده زیرمجموعه هر برای به طوری که است، S ×M فضای روی Y نقطه ای فرآیند ΁ی M
صورت های ͬ تواند م ،M نشان فضای باشد. برقرار Ny(k ×M) < ∞ جا همه تقریبا k ⊂ S

از بازه ای متناهͬ، مجموعه ای به صورت است مم΄ن مثال، برای باشد. داشته گسترده بسیار
باشد. محدب ͬ های چندضلع کلیه مجموعه  مانند پیچیده بسیار فضای یا حقیقͬ اعداد

چندنوعی نقطه ای الگوهای
آن در که است داده شده نمایش جنگل ΁ی داده های م΄ا  ن های از نمونه ΁ی زیر ١ . ٩ ش΄ل در
داده ایم. نمایش جداگانه به طور نیز را گونه هر م΄ان های و دارد وجود درختͬ گونه نوع شش
این تحلیل برای جای·زین روش ΁ی هستیم. روبرو چند نوعͬ نقطه ای ال·وهای با موارد این در
بررسͬ را درخت گونه ΁ی ال·و هر که است نقطه ای ال·وی  شش به آن ها کردن تقسیم داده ها،

ͬ کند. م

نقطه ای فرآیندهای ۴ . ١
و ͬ دهند م رخ آن در نقطه ای ال·وهای که است فضایی S وضعیت، فضای تعریف به توجه با
شهودی به طور ͬ گیرد. م قرار بررسͬ مورد مشاهدات پنجره به عنوان که است S از بخشͬ W
را شده اند توزیع X = {u١, u٢, ...} مانند ناحیه ΁ی در تصادفͬ به طور که نقاط از مجموعه ای
فضای در نقاط از تصادفͬ ال·وی ΁ی فضایی، نقطه ای فرآیند ΁ی ͬ نامند. م نقطه ای فرآیند ΁ی
مدل های به عنوان فضایی نقطه ای فرآیندهای .(d = ٣ یا d = ٢ (معمولا است بعدی d > ٢
زیر به صورت آن دقیق تر تعریف که هستند مفید نقاط مشاهده شده ال·وهای تحلیل در آماری

است.
١٠Marked point processes
١١Multivariate point processes



٩ نقطه ای فرآیندهای

چندنوعͬ نقطه ای ال·وهای از نمایشͬ :١ . ٩ ش΄ل

S بر نقطه ای فرآیند ΁ی را X تصادفͬ مجموعه .(٢٠٠۴ واگه پترسن، و (مولر .١ . ۴ . ١ تعریف
باشد. متناهͬ XB = X ∩B ،B ⊂ S متناهͬ و کراندار مجموعه هر برای هرگاه گویند،

است. X = {u١, u٢, . . .} مانند X از تحقق ΁ی نقطه ای، ال·وی هر ͽواق در

تعداد N(B) = n(XB) ،B ⊂ S هر برای هرگاه گویند، X شمارش تابع را N(·) .٢ . ۴ . ١ تعریف
است. نامنفͬ) و مقدار (صحیح شمارشͬ N(B) ͽواق در باشد. B در Xنقطه ای فرآیند نقاط

دی·ر عبارت به یا باشد نداشته نقطه ای Bهیچ مجموعه Xدر نقطه ای فرآیند این که احتمال
ͬ نامند. م X نقطه ای فرآیند پوچ١٢ͬ احتمال تابع را آن و ͬ دهند م نشان ν(B) با را باشد پوچ

است: تعریف قابل زیر صورت به پوچͬ احتمال تابع ͽواق در

ν(B) = P{N(B) = ٠} , B ⊂ S.

مشخص سازی١٣ را ی΄دی·ر ی΄تا (·)Nبه طور شمارش تابع Xو نقطه ای فرآیند که داشت توجه باید
مشخص پوچͬ احتمال تابع توسط ی΄تا به صورت X نقطه ای فرآیند توزیع همچنین ͬ کنند. م

ͬ شود. م
١٢Void probability function
١٣Characterization
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تعریف را X نقطه ای فرآیند گشتاورهای ͬ توان م N(·) شمارش تابع گشتاورهای ΁کم به
شدت١۴ تابع است. نقطه ای فرآیند ΁ی اولیه توصیفͬ ویژگͬ ΁ی شدت مثال، به عنوان کرد.
ال·وی ΁ی شدت بررسͬ ͬ دهد. م نشان مساحت یا حجم واحد در را داده ها بین غلظت میزان
از استفاده با را آن ͬ توان م که است داده ها تحلیل در مراحل مهم ترین و اولین از ی΄ͬ نقطه ای

کرد. تعریف N(·) شمارش تابع گشتاورهای

شدت تابع ١ . ۴ . ١
،B ⊂ S هر برای هرگاه گویند، X نقطه ای فرآیند شدت تابع را λ : S −→ [٠,∞) تابع

E[N(B)] =

∫
B
λ(u)du.

احتمال باشد، بزرگ تر  λ(u) چقدر هر است. نقطه ای فرآیندهای در مهمͬ مشخصه شدت تابع
تابعͬ λ اگر ͬ یابد. م افزایش X نقطه ای فرآیند برای u ΁کوچ ͬ های همسای· در نقاط وجود
آن این صورت غیر در و λ شدت با اول) مرتبه (مانای هم·ن١۵ را X نقطه ای فرآیند باشد، ثابت
ͬ شوند، م پراکنده ناهم·ون به صورت نقاط S بر ناهم·ن فرآیند ΁ی در گویند. ناهم·ن١۶ را

باشد. نداشته وجود نقطه ای هیچ S از زیرناحیه ΁ی در حتͬ است مم΄ن به طوری که
شده اند. داده نشان ١ . ١٠ ش΄ل در ناهم·ن ال·وهای از نمونه هایی

شدت چپ: مختلف. شدت های با شبیه سازی شده نقطه ای ال·وهای :١ . ١٠ ش΄ل
راست سمت لبه در بیشتر پخش، شدت میانه: است. طرح مرکز در بیشتر پخش،

است. R حرف لبه های بر فرد به منحصر شدت راست: و است طرح

در میانه و چپ سمت شبیه سازی شده نقطه ای ال·وهای با متناظر شدت تابع ١ . ١١ ش΄ل
که است این نقطه ای ال·وهای تحلیل در علمͬ مسئله مهمترین ͬ دهد. م نشان را ١ . ١٠ ش΄ل
دارند. وجود مختلفͬ روش های سوال این به ͺپاس برای خیر؟ یا است هم·ن شدت تابع آیا

١۴Intensity function
١۵Homogeneous
١۶Heterogeneous



١١ نقطه ای فرآیندهای

میانه و چپ سمت شبیه سازی شده نقطه ای ال·وهای با متناظر شدت تابع :١ . ١١ ش΄ل
١ . ١٠ ش΄ل در

پنجر ه های شمارش روش های از استفاده با ناپارامتری به صورت ͬ توان م را ناهم·ن شدت تابع
کرد. برآورد (١٩٨۵ دی·ل، و ١٩٩٠ هسته١٨(بیتل، برآورد و (٢٠١۵ (بدلͬ، مربع١٧ͬ

K تابع ٢ . ۴ . ١
نقاط آیا که است سوال این به ͺپاس برای نقطه ای ال·وی داده های تحلیل برای انگیزه بیشترین
نقطه ای ال·وی سه ١ . ١٢ ش΄ل دارند. متقابل وابستگͬ نوعͬ یا گرفته اند قرار ی΄دی·ر از مستقل
(تصادفͬ «مستقل٢٠» دارند)، ی΄دی·ر از اجتناب به تمایل نقطه ها آن در (که «١٩ «منظم
نشان را دارند) ΁نزدی همسای·ͬ به تمایل نقاط آن در (که «خوشه ا  ی٢٢» و کامل٢١) فضایی

ͬ دهد. م

(راست) خوشه ای و (میانه) مستقل (چپ)، منظم ال·وهای :١ . ١٢ ش΄ل

فاصله ای و محور٢٣ چ·الͬ رده دو به نقاط توزیع ال·وی شناخت روش های کلͬ به طور
١٧Quadrat counts
١٨Kernel estimation
١٩Regularity
٢٠ Independence
٢١ Complete spatial randomness
٢٢ Clustering
٢٣Axis density
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هسته برآورد و مربعͬ شمارش روش های ͬ شوند. م دسته بندی axis Distance٢۴محور
محور فاصله ای روش های از نمونه هایی و ͬ شوند م محسوب محور چ·الͬ روش های از چ·الͬ،
این در ما .٢٧F تابع و ٢۶G تابع ،٢۵K تابع همسایه، نزدی΁ ترین میانگین روش از عبارتند

ͬ پردازیم. م K تابع و همسایه نزدی΁ ترین میانگین روش های تفسیر به پایان نامه
هر فاصله  مطالعه، مورد منطقه  در موجود نقاط برای همسایه نزدی΄ترین میانگین روش در
تقسیم نقاط تعداد بر فواصل این مجموع و ͬ گردد م محاسبه آن همسایه  نزدی΄ترین با نقطه
فوق تابع آن گاه بنامیم، dminpi را همسایه اش نزدی΄ترین با pi نقطه هر فاصله  چنانچه ͬ شود. م

بود: خواهد زیر ش΄ل n∑به
i=١ dminpi
n

چپ). سمت ١ . ١٣ (ش΄ل است مطالعه مورد منطقه در موجود نقاط تعداد n آن در که

مبنای راست) سمت و همسایه نزدی΄ترین فاصله محاسبه  چپ) سمت :١ . ١٣ ش΄ل
K تابع محاسبه 

خروجͬ زیرا است، ال·و با مرتبط اطلاعات از زیادی مقادیر ریختن دور تابع، این معایب از
مورد منطقه  در نقاط پراکندگͬ خصوص در را کلͬ قضاوتͬ و بود خواهد عدد ΁ی تنها تابع این
ال·وهای در فضایی همبستگͬ تحلیل برای محبوب بسیار روش ΁ی ͬ دهد. م ارائه مطالعه

گردید. معرفͬ (١٩٨١) ریپلͬ توسط بار اولین که است K تابع نقطه ای،
پس است. نقطه ال·وی در نقاط بین فاصله به مربوط تحقیق اصلͬ سوال کنید فرض
ال·وی در xj و xi متمایز نقاط مشخص جفت های تمام بین dij = ||xi − xj || فاصله محاسبه

بود. خواهد طبیعͬ X نقطه ای

٢۴
٢۵K-function
٢۶G-function
٢٧F-function



١٣ نقطه ای فرآیندهای

بنابراین دارد. قرار نقاط میان موجود فواصل تمامͬ در موجود نقاط شمارش پایه  بر تابع این
ش΄ل در که همان طور ͬ شود. نم استفاده فاصله ͬ نیمم م از همسایه نزدی΁   ترین روش مانند
هر اطراف در حریم هایی به صورت و شده تعیین قبل از فاصله دامنه های ͬ شود، م دیده ١ . ١٣
ͬ گیرد، م قرار حریم ها از ΁ی هر در که نقاطͬ تعداد شمارش است. شده ترسیم نقاط از ΁ی

کرد: تعریف زیر رابطه اساس بر را K تابع ریپلͬ بود. خواهد K تابع محاسبه  مبنای

K(d) =
A

N٢
∑
i

∑
j

I(dij) (١ . ١)

باشد، d مقدار از کمتر j تا i نقطه فاصله اگر و است d فاصله در K تابع مقدار K(d) آن در که
تعداد N و منطقه مساحت A همچنین .I(dij) = ٠ صورت این غیر در و بود خواهد I(dij) = ١

است. مطالعه مورد منطقه در موجود نقاط کل
نقطه ΁ی r‐همسای·ͬ انتظار مورد تعداد به عنوان X نقطه ای فرآیند ΁ی برای K تابع
ازای به که معنا این به است. ثابت X کنیم فرض باید کار این برای ͬ شود. م تعریف X معمولͬ
λ هم·ن شدت دارای X یعنͬ است ی΄سان X + v یافته تغییر فرآیند توزیع با X توزیع v بردار

ͬ کنیم: م تعریف u م΄ان هر و r > ٠ هر برای بنابراین است.

K(r) =
١
λ
E[u همسای·ͬ r موقعیتu|تعداد در نقطه ΁ی [Xدارای (١ . ٢)

نماد ١ . ٢ تعریف در ندارد. بستگͬ u موقعیت به تعریف این است، ثابت فرآیند که آن جا از
نقطه ΁ی ͬ کنیم م فرض مستقیم، به طور هستند. شرطͬ انتظارات این که ͬ دهد م نشان «|»
در را X دی·ر نقاط از توجهͬ قابل تعداد این، به توجه با دارد؛ وجود u م΄ان در X از تصادفͬ
برای آوریم. به دست را K(r) تا ͬ کنیم م تقسیم λ شدت بر نهایت در و ͬ دهیم م قرار r فاصله

ͬ کنیم م تعریف فضایی موقعیت هر

t(u, r,X) =

n(X)∑
j=١

I{٠ < ||u− xj || ≤ r}· (١ . ٣)

خود شامل و دارند قرار u م΄ان از r فاصله در که را X نقطه ای ال·وی نقاط تعداد (١ . ٣) رابطه
ͬ کند. م محاسبه ͬ شوند، نم u

r ≥ ٠ هر برای باشد، λ > ٠ شدت با ثابت نقطه ا    ی فرآیند ΁ی X اگر .٣ . ۴ . ١ تعریف

K(r) =
١
λ
E[t(u, r,X)|u ∈ X]

ندارد. بستگͬ u موقعیت به تابع این ͬ شود. م نامیده X نقطه ای فرآیند K تابع
به عنوان شده اند. استخراج K تابع برای صریح فرمول های نقطه ای فرآیند مدل چند برای
به طور هستند، مستقل نقاط که آن جا از کامل، تصادفͬ پواسون نقطه ای فرآیند ΁ی برای نمونه،
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دی·ر م΄ان های در نقاط حضور بر تاثیری هیچ u موقعیت در تصادفͬ نقطه ΁ی حضور شهودی
بنابراین ندارد.

E[t(u, r,X)|u ∈ X] = E[t(u, r,X)]·

و دارند قرار u مرکز و r شعاع به b(u, r) دایره فاصله در که است X نقاط تعداد t(u, r,X) اما
نقاطͬ چنین انتظار مورد تعداد است. u مرکز و r شعاع به دایره مساحت |b(u, r)|

λ× |b(u, r)| = λπr٢

نتیجه Kpois(r) = πr٢ به صورت هم·ن پوآسون فرآیند هر برای λ بر کردن تقسیم با که است
است. معتبر R٢ برای محاسبه این کنید دقت ͬ شود. م

تجربی K تابع ٣ . ۴ . ١
است نقطه ای ال·وی داده های مجموعه در جفتͬ فاصله های از خلاصه ای K̂(r) تجربی تابع
آمار هر مورد در کلیدی سوال اما ͬ دهد. م را داده ها مختلف مقادیر مقایسه ام΄ان ما به که
نقطه ای ال·وی کدام نقطه ای، فرآیند که است معنا این به نقطه ای ال·وی ΁ی برای خلاصه
تابع هم·نͬ بر فرض نقطه ای، ال·وی داده مجموعه ΁ی ابتدایی تحلیل در ͬ کند. م تولید را
یعنͬ داده ها، از شده محاسبه تجربی K تابع ͬ توان م هم·نͬ، این بررسͬ برای است. شدت
«عدم معیار به عنوان که Kpois(r) = πr٢ یعنͬ هم·ن پواسون فرآیند نظری K تابع با را K̂(r)

کرد. مقایسه ͬ کند، م عمل همبستگͬ»

ش΄ل در ال·و سه از ΁ی هر برای پیوسته) خط (منحنͬ K تجربی تابع :١۴ . ١ ش΄ل
خط چین). (منحنͬ پوآسون فرآیند ΁ی برای نظری K تابع و ١ . ١٢

نشان را نقطه ای ال·وی ΁ی در نقاط بین همبستگͬ نوع و وجود وضوح به ١۴ . ١ ش΄ل
از کمتر پیوسته) خط (منحنͬ تجربی K تابع برای منحنͬ چپ، سمت تصویر در ͬ دهد. م
که ،K̂(r) < Kpois(r) است، خط چین) (منحنͬ تصادفͬ کاملا ال·وی برای نظری منحنͬ
بنابراین است. انتظار مورد ال·وی به نسبت کمتری همسایه های دارای نقاط ͬ دهد م نشان
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راست سمت تصویر در مشابه، به طور است. منظم ال·وی با همسو ال·و این گفت ͬ توان م
نسبت نقاط ͬ دهد م نشان که ،K̂(r) > Kpois(r) است، نظری منحنͬ از بالاتر تجربی منحنͬ
ال·وی ΁ی با سازگار ال·و بنابراین است. بیشتری همسایه های دارای انتظار مورد ال·وی به
اما است، نقطه ای ال·وهای بررسͬ برای قدرتمند ابزار ΁ی K تابع است. خوشه ای نقطه ای
نشان تحلیل اگر بیشتر، توضیح برای نیست». علیت٢٨ «همبستگͬ که داشت خاطر به باید
خوشه ای ال·وی ΁ی دهنده نشان این که ب·وید دقیق ͬ تواند نم محقق ،K̂(r) > Kpois(r) دهد
مثبت» «ارتباط نقاط بین که ͬ دهد م نشان یا ͬ داند م خوشه بندی با «سازگار» را آن اما است،

دارد. وجود
اگر ͬ شود. م محاسبه و تعریف است، ثابت نقطه ای فرآیند که پذیره این اساس بر K تابع
نقطه ای تعامل بر شهودی لزوما نظری Kpois و تجربی K̂(r) توابع اختلاف نباشد، ثابت فرآیند

باشند. شدت تغییر با مرتبط است مم΄ن زیرا نیستند،

تجربی K تابع راست) ش΄ل و ناهم·ن پواسون نقطه ای ال·وی چپ) ش΄ل :١۵ . ١ ش΄ل

ͬ دهد. م نشان را آن متناظر تجربی K تابع و ناهم·ن پواسون فرآیند ΁ی تحقق ١۵ . ١ ش΄ل
بیشتری همسای·ͬ دارای ال·و این در نقطه ΁ی متوسط به طور که است آن بیان گر K تابع طرح
تراکم زیرا ͬ دهد م رخ اتفاق این حال، این با است. انتظار مورد کامل تصادفͬ ال·وی به نسبت
هستند، مرتبط مثبت به طور نقاط ،ͽواق در دارد. وجود پنجره گوشه ΁ی در نقاط از بیشتری

هستند. خوشه ای معمول به طور آن ها که دلیل این به نه اما

مرزی اثر ۴ . ۴ . ١
ال·وی که W ناحیه که ͬ شود م مطرح زمانͬ فضایی، نقطه ای ال·وهای تحلیل در مرزی٢٩ اثر
آن روی اصلͬ فرآیند که باشد بزرگ ناحیه ΁ی از قسمتͬ است، شده مشاهده آن روی نقطه ای

٢٨causation
٢٩Edge effect
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کنیم: توجه زیر حالت دو به باید استنباطͬ اهداف برای است. شده توزیع

تعریف W درون فقط که هستند متناهͬ نقطه ای فرآیند ΁ی از تحققͬ X داده های الف)
کراندار). (حالت شده اند

که هستند Y نقطه ای فرآیند ΁ی از y ∩W جزئͬ شده مشاهده تحقق ΁ی X داده های ب)
غیر (حالت است شده مشاهده W پنجره در تنها و است یافته توسعه Rd ناحیه کل در

کراندار).

مرزی تصحیح
(اریب) کشیده طرف ΁ی با که است مرزی اثر حذف برای استراتژی ΁ی مرزی٣٠ تصحیح
فاصله ΁ی برای K(r) برآورد هنگام است. لبه٣١ روش ساده، راه کارهای از ی΄ͬ ͬ شود. م
دارد، قرار پنجره داخل در کامل به طور r شعاع به دایره که مواردی به را خود توجه ،r مشخص
را خود توجه ،K تابع محاسبه و شمارش در بنابراین ندهد. رخ مرزی اثر تا ͬ کنیم م محدود
برای ب·یرد. قرار W داخل در کامل طور به b(xi, r) آن ها برای که ͬ کنیم م محدود نقاطͬ به
مشاهده قابل همسای·ͬ r واقعͬ تعداد بنابراین .t(xi, r,X ∩W ) = t(xi, r,X) نقاطͬ چنین

ͬ دهد. م نشان را تصحیح نوع این ١۶ . ١ ش΄ل است.

.K تابع محاسبه برای لبه اصلاح مرزی روش :١۶ . ١ ش΄ل

ͬ شوند م محاسبه xiای نقاط برای فقط dij فاصله های ،K(r) برآورد هنگام ١۶ . ١ ش΄ل در
قرار خاکستری قسمت در که هستند آن هایی نقاط این هستند. مرز از دور واحد r حداقل که

دارند.

٣٠Border correction
٣١Border



١٧ نقطه ای فرآیندهای

توجه باشد، W پنجره مرز به u م΄ان ΁ی از فاصله کوتاه ترین دهنده نشان d(u, ∂W ) اگر
در که هستند داده هایی نقاط این .d(u, ∂W ) ≥ r که ͬ کنیم م محدود xi نقاط به را خود

یعنͬ ͬ گیرند. م قرار فرسایش شده٣٢ نقاط مجموعه

W⊖r =W⊖b(٠, r) = {u ∈W : d(u, ∂W ) ≥ r}.

دور ∂W مرز از واحد r حداقل که هستند W در م΄ان هایی از متش΄ل W⊖r مجموعه
با K(r) تابع بنابراین، است. مشاهده قابل ١۶ . ١ ش΄ل در شده فرسایش مجموعه هستند.

ͬ شود: م برآورد زیر به صورت مرز اصلاح

K̂bord(r) =

∑
xi∈X∩W⊖r

t(xi, r,X)

λ̄n(X ∩W⊖r)
=

∑n
i=١ I{bi ≥ r}t(xi, r,X)

λ̄
∑n

i=١ I{bi ≥ r}
(۴ . ١)

معمولا که است شدت برآورد λ̄ و است پنجره مرز با xi داده فاصله bi = d(xi, ∂W ) آن در که
تا یعنͬ نشود، صفر مخرج که است شده تعریف طوری (۴ . ١) برآوردگر .λ̄ = n(x ∩W )/|W |

مجموعه در حال، این با است. ساده نسبتا K تابع مرزی اصلاح برآورد .r < maxibi که زمانͬ
از زیادی تعداد زیرا باشد، نادرست تواند مͬ دی·ر های روش با مقایسه در ،΁کوچ داده های

ͬ برد. م بین از را داده ها

تصادفͬ نقطه ٢٠ برای کامل) خط (منحنͬ K تابع مرزی اصلاح برآورد :١ . ١٧ ش΄ل
واحد. مربع در ی΄نواخت

مربع ΁ی W⊖r شده فرسایش پنجره ،r = ٠٫١ و باشد واحد مربع W اگر مثال به عنوان
از K(٠٫١) تخمین برای داده ها از درصد ۴٠ تقریبا که است ٠٫۶۴ مساحت و ٠٫٨ طول به
K̂bord(r) تابع نمودار معمول، غیر شرایط در یا ΁کوچ داده های مجموعه در ͬ روند. م بین
است، شده داده نشان ١ . ١٧ ش΄ل در که همان طور باشد. داشته ناپایدار برآورد ΁ی ͬ تواند م
برای اما باشد، r از افزایشͬ تابع ΁ی باید K تابع (۴ . ١) رابطه مخرج ،r بزرگ مقادیر برای

٣٢eroded set
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به معمولا لبه روش است، زیاد (نقاط) داده تعداد وقتͬ نیست. نیازی مرزی اصلاح برآورد
دست از و هستند ΁کوچ r فاصله های زیرا ͬ شود، م داده ترجیح بیشتر محاسبات با روش های
در مرزی اثرات برای مفید درمان ΁ی لبه روش است. ناچیز لبه روش در آماری کارایی دادن
است مرتبط ریاضͬ مورفولوژی « محل٣٣ͬ دانش «اصل به که است فضایی مسائل از بسیاری

.(٢٠١۵ هم΄اران، و (بدلͬ

همسان گرد تصحیح
بعدی دو فضای در که است X نقطه ای فرآیند کل تجسم مرزی، اثر برای جای·زین روی΄رد ΁ی
مشاهده پنجره در x کنید فرض و ب·یرید نظر در را X از x′ و x نقطه جفت ΁ی دارد. وجود
در باید x′ دوم نقطه ،d = ||x − x′|| فاصله و x نقطه اولیه موقعیت به توجه با ͬ گیرد. م قرار
دایره این از بخشͬ تنها همسان گرد، کلͬ به طور گیرد. قرار x مرکز و d شعاع به b(x, d) دایره
چرخش، (تحت باشد همسان گرد نیز نقطه ای فرآیند اگر .١ . ١٨ ش΄ل دارد قرار پنجره داخل در
دایره این از نقطه هر در مساوی به طور x′ دوم نقطه احتمالا پس باشد)، داشته ی΄سان خواص

دارد. قرار

همسان گرد تصحیح نمایش :١ . ١٨ ش΄ل

گیرد، قرار W داخل در x این که احتمال

p(x, d) =
ℓ(W ∩ ∂b(x, d))

٢πd

اصلاح برای استاندارد استراتژی ΁ی است. طول نشان دهنده ℓ آن در که ͬ شود، م تعریف

٣٣local knowledge principle
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ͬ شود: م تعریف زیر صورت به که است، تامپسون٣۴ هورویتز برآوردگر اریب، نمونه گیری

K̂iso(r) =
١
λ̄n

n∑
i=١

n∑
j=١,j ̸=i

I{dij ≤ r} ١
p(xi, dij)

· (۵ . ١)

با xj و xi نقطه جفت هر اگر کرد. استفاده K تابع برآوردگرهای برای ͬ توان م را استراتژی این
توسط که ͬ شود م متنهͬ همسان گرد٣۵ تصحیح برآوردگر به شود، وزن دار p(xi, dij) احتمال
΁ی مرزی تصحیح برآوردگر خلاف بر همسان گرد تصحیح برآوردگر شد. معرفͬ (١٩٨١) ریپلͬ

است. r از کاهشͬ غیر تابع
و (بدلͬ انتقال٣۶ تصحیح به ͬ توان م که دارند وجود نیز مرز تصحیح روش های سایر

کرد. اشاره (٢٠١۵ هم΄اران،

زوجی همبستگی تابع ۵ . ۴ . ١
گویند، X نقطه ای فرآیند زوج٣٧ͬ همبستگͬ تابع را g : S×S −→ [٠,∞) تابع .۴ . ۴ . ١ تعریف

،A ∩B = ∅ که A,B ⊂ S هر ازای به هرگاه

Cov(N(A), N(B)) =

∫
A

∫
B
λ(u)λ(v)[g(u, v)− ١]dudv.

در و دارد ΁اخترفیزی و اخترشناسͬ علوم در فراوانͬ کاربردهای زوجͬ همبستگͬ تابع
درک به نیاز g تفسیر برای ͬ شود. م تلقͬ مهمͬ بسیار ابزار نقطه ای ال·وهای اکتشافͬ تحلیل
v و u ΁کوچ ͬ های همسای· Av و Au و S در نقطه دو v و u کنید فرض ͬ باشد. م آن شهودی

صورت این در باشند. dv و du مساحت به

g(u, v) = ١ +
Cov(N(Au), N(Av))

λ(u)λ(v)dudv
≈ E[N(Au), N(Av)]

λ(u)λ(v)dudv

≈ P{N(Au) > ٠, N(Av) > ٠}
P{N(Au) > ٠}P{N(Av) > ٠}·

صورت به X نقطه ای فرآیند این که احتمال با تقریبا g(u, v) گفت ͬ توان م تقریب این به توجه با
فرآیند این که احتمال های حاصل ضرب بر تقسیم باشد، داشته v و u نزدی΄ͬ در نقاطͬ هم زمان
بنابراین، است. برابر باشد، داشته v نزدی΄ͬ در نقطه ΁ی و u نزدی΄ͬ در نقطه ΁ی X نقطه ای

داد: نسبت g(u, v) به را زیر موارد ͬ توان م

v و u از کوچ΄ͬ ͬ های همسای· برای ،g(u, v) ≈ ١ اگر •

P{N(Au) > ٠, N(Av) > ٠} ≈ P{N(Au) > ٠}P{N(Av) > ٠}.
٣۴ Horvitz Thompson
٣۵Isotropic correction
٣۶Translation correction
٣٧Pair correlation function
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هستند، v نزدی΄ͬ در که X از نقاطͬ با هستند u نزدی΄ͬ در که X فرآیند از نقاطͬ یعنͬ
هستند. مستقل {N(Av) > ٠} و {N(Au) > ٠} پیشامدهای ͽواق در ندارند. متقابل اثر

v و u از کوچ΄ͬ ͬ های همسای· برای ،g(u, v) > ١ اگر •

P{N(Au) > ٠, N(Av) > ٠} > P{N(Au) > ٠}P{N(Av) > ٠}.

توام احتمال ،{N(Av) > ٠} و {N(Au) > ٠} پیشامد دو استقلال عدم بر علاوه یعنͬ
نقاطͬ که است معنͬ بدان این است. آن ها احتمال های حاصل ضرب از بزرگ تر آن ها
متقابل اثر هستند، v نزدی΄ͬ در که X از نقاطͬ با هستند u نزدی΄ͬ در که X فرآیند از
و باشند ی΄دی·ر مجاورت در متمایل اند مذکور نقاط دی·ر به عبارت دارند. جذبی٣٨

بدهند. خوشه ای ساختار ΁ی تش΄یل

v و u از کوچ΄ͬ ͬ های همسای· برای ،g(u, v) < ١ اگر •

P{N(Au) > ٠, N(Av) > ٠} < P{N(Au) > ٠}P{N(Av) > ٠}.

توام احتمال ،{N(Av) > ٠} و {N(Au) > ٠} پیشامد دو استقلال عدم بر علاوه یعنͬ
نقاطͬ که است معنͬ بدان این است. آن ها احتمال های حاصل ضرب از کوچ΁ تر آن ها
متقابل اثر هستند، v نزدی΄ͬ در که X از نقاطͬ با هستند u نزدی΄ͬ در که X فرایند از
خود از هم مجاورت در گرفتن قرار به تمایلͬ مذکور نقاط دی·ر عبارت به دارند. دفع٣٩ͬ

ͬ دهند. نم نشان

با زیرا است، فرآیند نقاط بین همبستگͬ سنجش برای مناسبی ابزار زوجͬ همبستگͬ تابع
ͬ کند. م مشخص را فرآیند از v و u نقطه دو هر متقابل اثر نوع g(u, v) بالا ملاحظات به توجه

نقطه ای فرآیندهای همسان گردی و مانایی ۶ . ۴ . ١
لازم شرط همسان گردی و مانایی۴٠ نقطه ای، ال·وهای تحلیل آماری روش های از بسیاری در
فرآیند را آن باشد پایا انتقال به نسبت نقطه ای فرآیند توزیع هرگاه کلͬ، به طور است. اساسͬ و

است. همسان گرد نقطه ای فرآیند باشد، پایا دوران به نسبت هرگاه و گویند مانا نقطه ای

ͬ نامند، م مانا S ⊂ R٢ در را X نقطه ای فرآیند .(٢٠٠۴ واگه پترسن، و (مولر .۵ . ۴ . ١ تعریف
.X + u = {v + u; v ∈ X} آن در که X + u

d≡ X ،u ∈ S ثابت بردار هر برای هرگاه

٣٨Absorption Interaction
٣٩Interactive interaction
۴٠Stationary
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هرگاه گویند، همسان گرد را X نقطه ای فرآیند (٢٠٠۴ واگه پترسن، و (مولر .۶ . ۴ . ١ تعریف
دوران از منظور .OX = {Ou;u ∈ X} آن در که OX

d≡ X ،O مانند مبدا حول دوران هر برای
ͬ کند: م مشخص را دوران زاویه θ ∈ [٠,٢π) آن در که است زیر دوران ماتریس مبدا حول

O =

cos(θ) − sin(θ)

sin(θ) cos(θ)

 .
به نسبت مانا نقطه ای فرآیند ΁ی مشخصه های همه که گرفت نتیجه ͬ توان م مانایی تعریف از
برای این که به توجه با مانا نقطه ای فرآیند ΁ی شدت تابع یعنͬ ͬ ماند. م باقͬ ی΄سان انتقال
هم·ن همواره مانا فرآیند ΁ی پس است. ثابت تابع ΁ی ،λ(u) = λ(u + v) ،u, v ∈ R٢ هر
مانایی لزوما فرآیند بودن هم·ن یعنͬ نیست، برقرار کلͬ حالت در مطلب این عکس اما است.
انتقال به نسبت نیز زوجͬ همبستگͬ تابع شدت، تابع مشخصه بر علاوه ͬ دهد. نم نتیجه را
΁ی زوجͬ همبستگͬ تابع پس .g(u + ε, v + ε) = g(u, v) ،u, v ∈ R٢ هر برای یعنͬ پایاست.

دارد. بستگͬ u− v به تنها و است نقاط بین اختلاف از تابعͬ تنها مانا نقطه ای فرآیند
باشد، نیز همسان گرد مانایی بر علاوه نقطه ای فرآیند اگر همسان گردی، تعریف به توجه با
΁ی زوجͬ همبستگͬ تابع مثال، به عنوان پایاست. دوران به نسبت آن مشخصه های همه 
فرآیند ΁ی برای بنابراین است. نقطه دو بین فاصله از تابعͬ تنها همسان گرد و مانا فرآیند
تابعͬ زوجͬ همبستگͬ تابع و λ > ٠ ثابت مقدار ΁ی شدت تابع همسان گرد، و مانا نقطه ای
متغیره چهار تابع یا متغیره دو تابع با کار از ساده تر آن ها با کار قطعا و است g(r) متغیره ΁ی

است. g(u, v)

بیزی استنباط ۵ . ١
نظر در مجهول اما ثابت شدت تابع و زوجͬ همبستگͬ تابع پارامترهای ΁کلاسی روی΄رد در
استنباط این، بر علاوه شود. انجام XS مشاهدات اساس بر باید آن ها برآورد و ͬ شوند م گرفته
نبودن بسته به توجه با است. درستنمایی رهیافت بر مبتنͬ پارامترها برآورد برای ΁کلاسی
(ایلیان است پیچیده ای و مش΄ل کار روش این از استفاده فرآیندها، از بعضͬ درستنمایی ش΄ل
زوجͬ همبستگͬ تابع پارامترهای ͬ شود م فرض بیزی روی΄رد در مقابل در .(٢٠١٢ هم΄اران، و
نگاه این با هستند. پیشین توزیع های نام با احتمالͬ توزیع های از تحقق هایی شدت تابع و
گرفت. نظر در گاوسͬ پیشین توزیع با پارامتر ΁ی به عنوان نیز را ζ تصادفͬ میدان ͬ توان م
مبتنͬ ζ تصادفͬ میدان پیش گویی و پارامترها برآورد شامل استنباط ها تمام روی΄رد این در
میدان ΁ی ζ تصادفͬ میدان این که به توجه با بنابراین ͬ شوند. م ساخته مدل پسین توزیع بر
s ⊆ S ،E

(
ζ(s)

∣∣∣X)
کمیت با X مشاهدات اساس بر آن پیش بینͬ و ͬ آید م حساب به پنهان

است. مناسب تر LGC فرآیندهای آماری استنباط برای بیزی روی΄رد از استفاده ͬ شود، م انجام
کار فرآیندها  از برخͬ درستنمایی تابع حسب بر پسین توزیع محاسبه که آن جایی از
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روش های به نیاز شود، پیچیده تر است مم΄ن مناسب پیشین انتخاب با و است پیچیده ای
نمونه گیری، بر مبتنͬ روش های و عددی روش های است. اجتناب ناپذیر پسین توزیع تقریبی
به ͬ توان م عددی روش های معروف ترین از هستند. پسین توزیع تقریب برای کلͬ رده دو
تقریب و (١٩٧٢ استگن، و (آبرامویتز گاوس۴١ͬ تربیع بندی روش های رافسون، – نیوتون تقریب
مونت شبیه سازی (روش های نمونه گیری بر مبتنͬ روش های بین در و کرد لاپلاس۴٢اشاره
مهم۴۴ نقاط نمونه گیری ،(٢٠٠٢ برگر، و (کسلا پذیرش۴٣ و رد نمونه گیری روش های کارلویی)
زنجیر کارلوی مونت نمونه گیری ال·وریتم های و (٢٠٠۴ کسلا، و رابرت ١٩٨٧؛ (هستربرگ،

برد. نام را (٢٠٠۴ کسلا، و رابرت ١٩٧٠؛ (هستینگز، (MCMC) مارکوف۴۵ͬ
اما دارند قبولͬ قابل خطای باشد، ١٠ از کمتر پسین توزیع بعد که زمانͬ عددی روش های
ͬ شود. نم پیشنهاد کردن گرد خطای بودن بزرگ علت به روش ها این از استفاده بالا ابعاد در
وجود با است. نمونه گیری بر مبتنͬ روش های از استفاده جای·زین رهیافت موارد این در
آن جایی از عددی، روش های به نسبت MCMC نمونه گیری روش های محاسباتͬ کند سرعت
O(n)−

١
۴ مرتبه از و ثابت بعدی هر ازای به و نیست پسین توزیع بعد از تابعͬ تقریب خطای که

مبتنͬ روش های در ͬ شود. م توصیه پسین توزیع تقریب برای بالا ابعاد در آن ها از استفاده است 
تولید نمونه های برای ترتیب به ΁ارگودی قضیه و بزرگ اعداد قوی قانون قضیه دو نمونه گیری بر
نظر مورد کمیت به برآوردگرها هم·رایی تضمین برای مارکوفͬ) (زنجیر وابسته و مستقل شده
لاپلاس تقریب عددی، روش های بین در پایان نامه این در ͬ شوند. م استفاده پسین توزیع از
در و است ضروری ( INLA ) جمͽ بسته۴۶ آشیانه ای لاپلاس تقریب تشریح برای آن بیان که را

ͬ کنیم. م معرفͬ را مارکوفͬ زنجیر کارلوی مونت ال·وریتم های نمونه گیری، روش های

لاپلاس تقریب ١ . ۵ . ١
΁ی است،  ماکسیمم نقطه دارای خود دامنه درون که همواری تابع هر برای لاپلاس تقریب
برای عددی روش ΁ی لاپلاس تقریب ͬ کند. م پیشنهاد نرمال توزیع تابع ΁کم به تقریب
نظر مورد انتگرال کنید فرض مثلا . (١٩٨۶ کدین، و (تیرنͬ است پیچیده انتگرال های تقریب

باشد: زیر به صورت

∫
L(x)dx =

∫
eln(L(x))dx

تیلور سری بسط به توجه با باشد، L(x) تابع ماکسیمم نقطه نشان دهنده x٠ = xmax اگر
۴١Gauss quadrature methods
۴٢Laplace approximation
۴٣Reject – accept sampling
۴۴Importance sampling
۴۵Markov chain Monte Carlo
۴۶Integrated Nested Laplace Approximation
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نوشت: ͬ توان م دوم مرتبه  تا

lnL(X) ≈ lnL(x٠) + (x− x٠)
∂ lnL(x٠)

∂x

∣∣∣
x٠=xmax︸ ︷︷ ︸

٠

+
(x− x٢(٠

٢
∂٢lnL(x٠)

∂x٢

∣∣∣
x٠=xmax

lnL(X) ≈ lnL(x٠) +
(x− x٢(٠

٢
∂٢ lnL(x٠)

∂x٢

∣∣∣
x٠=xmax

ͬ شود: م زده تقریب زیر صورت به انتگرال مقدار، این جای·ذاری با بنابراین

∫
L(x)dx ≈

∫
exp

[
lnL(x٠) +

(x− x٢(٠

٢
∂٢ lnL(x٠)

∂x٢

∣∣∣
x٠=xmax

]
dx

= elnL(xmax)︸ ︷︷ ︸
ثابت مقدار

∫
exp

[(x− x٢(٠

٢
∂٢ lnL(x٠)

∂x٢

∣∣∣
x٠=xmax︸ ︷︷ ︸

ثابت مقدار

]
dx

میانگین با نرمال توزیع هسته تابع انتگرال σ٢ = −(∂
٢ lnL(x=xmax)

∂x٢ )−١ دهیم قرار اگر حال
ͬ آید: م به دست زیر صورت به σ٢ واریانس و x∗ = xmax

∫
L(x)dx = elnL(x

∗)

∫
exp

[
− (x− x∗)٢

٢σ٢

]
dx.

تیلور بسط در حالت این در است. محاسبه قابل نیز چند متغیره حالت برای لاپلاس تقریب
جزییات بود. خواهند ماتریس) (دترمینان ماتریس و بردار به صورت کمیت ها انتگرال ها، و

است. مشاهده قابل (١٩٨٩) استیفͬ و کاس در بیشتر

مارکوفی زنجیر کارلوی مونت الگوریتم های ٢ . ۵ . ١
روش ها این است. کارلویی مونت شبیه سازی روش های پسین، توزیع تقریب رده های از ی΄ͬ
باشند پیچیده توزیع ها که زمانͬ اما ͬ کنند، م تولید مفروض احتمالͬ توزیع ΁ی از نمونه هایی
خواهد مش΄ل مستقیم به صورت نمونه تولید باشد، بالا پارامترها) (بعد پسین توزیع بعد یا
ال·وریتم های مانند غیر مستقیم به صورت نمونه تولید روش های از مش΄ل این ͽرف برای بود.

ͬ کنند. م استفاده MCMC

و (١٩۵٣) هم΄اران و متروپولیس توسط مارکوفͬ زنجیر کارلوی مونت نمونه گیری روش های
است روش هایی مجموعه از کلͬ چارچوب ΁ی روش ها این شدند. معرفͬ (١٩٧٠) هستینگز
و بهتر درک برای ͬ گیرند. م قرار استفاده مورد کارلوی مونت روش به انتگرال گیری برای که
مطالب داریم. آن ها ͬ های ویژگ از برخͬ و مارکوف زنجیره معرفͬ به نیاز MCMC روش معرفͬ

است. (٢٠٠۴) کسلا و رابرتز از برگرفته بخش این
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مارکوف زنجیر
مقدار S شمارای مجموعه  در X(t)ها همه  که ،{X(t) : t ≥ ٠} تصادفͬ متغیرهای دنباله
صدق زیر شرط در هرگاه گویند، S وضعیت فضای با هم·ن» مارکوف «زنجیر را ͬ گیرند، م

کند:

P (X(t+١) = j|X(t) = i,X(t−١) = it−١, · · · , X(١) = i١, X
(٠) = i٠)

= P (X(t+١) = j|X(t) = i) = pij .

ماتریس و ͬ گویند، م j وضعیت به i وضعیت از ی΁ مرحله ای انتقال احتمال را pij تعریف این در
ͬ کنند: م تعریف زیر به صورت را P انتقال

P = [pij ]i,j∈S .

که است بدیهͬ
∀i, j ∈ S : pij > ٠;

∑
j∈S

pij = ١

مشابه به طور ͬ کند. م تعریف S وضعیت فضای بر شرطͬ احتمال ΁ی P ماتریس سطر هر یعنͬ
شود: تعریف اگر

P (m) = [p
(m)
ij ]i,j∈S p

(m)
ij = P (X(t+m) = j|X(t) = i)

احتمال ماتریس را P (m) و j وضعیت به i وضعیت از مرحله ای m انتقال احتمال را p(m)
ij آن گاه

که آن جایی از ͬ گویند. م {X(t)} زنجیره ی مرحله ای m انتقال

p
(٢)
ij = P (X(٢) = j|X(٠) = i) =

∑
k∈S

P (X(٢) = j,X(١) = k|X(٠) = i)

=
∑
k∈S

P (X(٢) = j|X(١) = k)P (X(١) = k|X(٠) = i)

=
∑
k∈S

pikpkj

داد نشان ͬ توان م ترتیب همین به .P (٢) = P × P بنابراین

P (m) = P × · · · × P︸ ︷︷ ︸
m

P (m) × P (n) = P (m+n)·
(۶ . ١)

داشتن با که ͬ کنند م بیان و مشهورند کلموگروف۴٧» «چپمن‐ برابری های به (۶ . ١) روابط
آورد. به دست ͬ توان م را چند مرحله ای انتقال ماتریس ی΁ مرحله ای، انتقال احتمال ماتریس

۴٧Chapman-Kolmogorov
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زنجیر احتمالی ساختار
وجود X(t)ها تمام توزیع ،X(٠) توزیع داشتن با باشد  زنجیر اولیه وضعیت X(٠) کنید فرض
توزیع این باشد. Π(٠) توزیع دارای X(٠) فرض کنید واقعیت این اثبات برای داشت. خواهند

ͬ دهیم: م نمایش زیر صورت به نمادگذاری) سادگͬ (برای را

Π
(٠)
i = P (X(٠) = i)

Π(٠) = [π
(٠)
i ]i∈S .

صورت این در شود، داده نشان Π(١) با X(١) توزیع اگر حال

Π(١) = [π
(١)
j ]j∈S

Π
(١)
j = P (X(١) = j) =

∑
i∈S

P (X(١) = j|X(٠) = i)P (X(٠) = i) =
∑
i∈S

πipij .

نوشت: ͬ توان م ماتریسͬ نمادگذاری با

(Π(١))T = (Π(٠))T × P.

هستند: برقرار زیر روابط شود، داده نشان Π(t) با X(t) توزیع اگر مشابه، به طور

Π(t) = [π
(t)
j ]j∈S

(Π(t))T = (Π(t))T × P

است. وابسته Π(٠) توزیع و P ماتریس به تنها X(t) توزیع ͬ دهد م نشان که

زنجیر حدی توزیع
،P مرحله ای ΁ی انتقال احتمال ماتریس با مارکوف زنجیر برای شد، مشاهده که همان طور
{Π(t)}t>احتمال٠ توزیع های دنباله  ،{X(٠)} اولیه وضعیت برای احتمال توزیع ΁ی انتخاب با

باشد داشته وجود Πای چنانچه Π(t) توزیع های دنباله برای ͬ آید. م به دست X(t)ها برای

limt−→∞Π(t) = Π

ͬ نامند. م زنجیر حدی توزیع را Π آن گاه باشد، S بر احتمال توزیع ΁ی Π و

دنباله ،Π(٠) ابتدایی توزیع هر برای هرگاه گویند، «΁ارگودی» را {X(t) } زنجیر .١ . ۵ . ١ تعریف
یعنͬ باشد، هم·را Π احتمال توزیع به {Π(t)}t>٠ آمده به دست احتمال توزیع های

∀ Π(٠) : limt−→∞Π(t) = Π.
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زنجیر مانای توزیع
گرفت نظر در بتوان را Λ = [λi]i∈S توزیع ،X(٠) مارکوف، زنجیر اولیه وضعیت برای اگر

به طوری که
(Λ)T = (Λ)T × P

مانای توزیع را Λ حالت این در بود. خواهد Λ = [λi]i∈S نیز X(t) توزیع t ≥ ٠ هر برای آن گاه
ͬ گویند. م (P ماتریس مانای توزیع متناظر (یا {X(t) } زنجیره

نامتناوب و تحویل ناپذیر زنجیر های
اگر است، دسترسͬ قابل i وضعیت از j وضعیت گویند ،i, j ∈ S هر برای

∃ ∈ N : p
(k)
ij = P (X(t+k) = j|X(t) = i) > ٠.

i وضعیت دو رفت. j وضعیت به بتوان متناهͬ زمان مدت از پس i وضعیت از دی·ر عبارت به
مارکوف زنجیر باشد. دسترسͬ قابل j از i و دسترسͬ قابل i از j هرگاه گویند، مرتبط را j و
که معنͬ این (به باشند مرتبط آن وضعیت های تمام هرگاه گویند، ۴٨ تحویل ناپذیر را {X(t)}
باشد). داشته دسترسͬ S از ناحیه هر به مثبت احتمال با زنجیر ،X(٠) اولیه مقدار از نظر صرف
ͬ کنند: م تعریف زیر به صورت را آن و داده نشان d(i) با را i وضعیت تناوب دوره  i ∈ S هر برای

d(i) = gcd{k ∈ N : p
(k)
ii > ٠}

اگر ͬ باشد. م اعداد از مجموعه ΁ی مشترک مقسوم علیه بزرگترین نشان دهنده  gcd آن در که
هرگاه است، نامتناوب i وضعیت دی·ر عبارت به ͬ گویند. م نامتناوب۴٩ را i وضعیت d(i) = ١
هر هرگاه گویند، نامتناوب را زنجیر کلͬ به طور برگشت. i به دوباره بتوان زمانͬ هر در i از

باشد. نامتناوب آن وضعیت

برگشت پذیر زمان زنجیر
یافت S بر Π = [πi]i∈S توزیع ΁ی هرگاه گویند، برگشت پذیر۵٠ زمان را {X(t)} مارکوف زنجیر

که شود

∀i, j ∈ S : πipij = πjpij . (١ . ٧)

زنجیر مانای توزیع Π آن گاه باشد، برگشت پذیر زمان فوق معنͬ به {X(t)} مارکوف زنجیر اگر
گرفت: نتیجه ͬ توان م (١ . ٧) تساوی طرف دو i روی بر ͽجم با زیرا، ی΄تاست. و بوده

∀j ∈ S :
∑
i∈S

πipij = πj .

۴٨Irreducible
۴٩Aperiodic
۵٠Recurrent
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است. (Π)T = (Π)T × P ͽواق در

کارلویی مونت انتگرال گیری ٣ . ۵ . ١
انتگرال تقریب برای

H =

∫
S
h(x)f(x)dx (١ . ٨)

با کارلویی مونت روش به است، f(·) چ·الͬ تابع با x تصادفͬ متغیر از تابعͬ h(·) آن در که
کمیت ĤMc =

١
n

∑n
i=١ h(xi) از استفاده و f(x) چ·الͬ از هم توزیع و مستقل مشاهدات تولید

.ĤMc
a.s−→ H ،n −→ ∞ که زمانͬ بزرگ، اعداد قوی قانون از استفاده با ͬ زنند. م تقریب را H

را π(θ|y) مدل، پسین توزیع چ·الͬ تابع نقش (١ . ٨) در f(x) بیزی، استنباط چارچوب در
پسین توزیع برحسب را h(θ) مانند توابعͬ انتگرال گیری باید بیزی، استنباط انجام برای و دارد

داریم: زیر کمیت مانند کمیت هایی محاسبه به نیاز ͽواق در آورد. به دست

E(h(θ)|y) =
∫
θ∈ψ

h(θ)π(θ|y)dθ.

را نیاز مورد شاخص های پسین، توزیع از {θ(١), · · · , θ(n)} نمونه داشتن با ͬ توان م بنابراین
کرد. محاسبه تقریبی به طور

کارلویی مونت روش های اساسͬ مش΄ل پسین، توزیع یا f(x) چ·الͬ تابع از نمونه تولید اما
علت به اما دارد وجود پذیرش و رد روش جمله از مختلفͬ روش های کار این برای است .
تولید هستیم. نمونه استخراج برای قدرتمندتری روش دنبال به روش ها این محدودیت های
مناسبی رهیافت ͬ تواند م مارکوف زنجیر های نظریه از استفاده با و غیرمستقیم صورت به نمونه
نمونه ای پسین، توزیع از مستقل نمونه های شبیه سازی به جای روش این در ͽواق در باشد.
نمونه این پس ͬ شود. م شبیه سازی است، π(θ|y) آن مانای توزیع که مارکوفͬ زنجیر از وابسته
نظر مورد پسینͬ کمیت های محاسبه برای ͬ تواند م ،(١٩٨٢ (والتر، ΁ارگودی قضیه پشتوانه به

گیرد. قرار استفاده مورد احتمال ها و چندک ها میانگین، مانند

MCMC الگوریتم های ۶ . ١
وابسته تصادفͬ متغیرهای برای MCMC ال·وریتم های کلͬ ایده

{X(٠), X(١), · · · , X(t), · · · }

نمونه تولید به علاقه مند که باشد π هدف توزیع آن مانای توزیع که است مارکوفͬ زنجیر ساخت
زنجیر ΁ی به نیاز فردی، به منحصر مانای توزیع چنین وجود از اطمینان برای هستیم. آن از
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π مانای توزیع شرایطͬ، چنین تحت داریم. نامتناوبی و برگشت پذیر تحویل ناپذیر، مارکوف
در تاثیری شروع نقطه و X(t) d−→ π ،t −→ ∞ وقتͬ ͽواق (در بود خواهد حدی توزیع ΁ی
P (X(t) ∈ A) به وسیله ͬ توان م را π(A) =

∫
A π(x)dx احتمال وجود این با ندارد). هم·رایی

قانون مشابه که ΁ارگودی قضیه به ͬ توان م هم·رایی ویژگͬ این از زد. تقریب A ∈ S برای
میانگین قضیه این در کرد. اشاره است، هم توزیع و مستقل نمونه های برای بزرگ اعداد قوی
حاصل شده اند) تولید مارکوف زنجیر از وابسته (که نمونه های از که h(x) دلخواه تابع تجربی

ͽواق در ͬ شود. م هم·را انتظار مورد واقعͬ مقدار به ΁ی به ΁نزدی احتمال با است، شده

١
n

n∑
i=١

h(X(t))
a.s−→ E(h(x)) =

∫
S
h(x)π(x)dx.

تابع با برگشت پذیر زمان و نامتناوب تحویل ناپذیر، مارکوف زنجیر ساختن اصلͬ، مسئله اما
زنجیری، چنین تولید برای مختصر به طور ادامه در است. π(x) ی΄تای حدی مانای چ·الͬ
(گمان گیبز۵٢ گیری نمونه و (١٩٩۵ گرینبرگ، و (چیب متروپلیس‐هستینگز۵١ ال·وریتم دو

ͬ کنیم. م معرفͬ را (١٩٨۴ گمان،

متروپلیس‐هستینگز الگوریتم
سپس کردند معرفͬ را متروپلیس‐هستینگز ال·وریتم (١٩۵٣) هم΄اران و متروپولیس بار اولین
تکیه گاه (که مناسب پیشنهادی توزیع ΁ی انتخاب با کرد. کامل را روش این (١٩٧٠) هستینگز
نمونه تولید و پهن تر پسین توزیع دم های از آن دم های باشد، ی΄ͬ پسین توزیع تکیه گاه با آن
X(t+١) مشاهده گام، سه از پس ،X(t) مشاهده داشتن با و q(X∗|X(t)) مانند باشد) ساده آن از
که داریم اولیه مقدار ΁ی به نیاز مشاهدات سایر آوردن به دست برای بنابراین ͬ شود. م معلوم
تولید زیر صورت به را X(t+١) مقدار ال·وریتم ،X(t) = x(t) داشتن با ͬ گیریم. م X(٠) برابر را آن

ͬ کند: م

ͬ کنیم. م تولید q(.|X(t)) چ·الͬ از را X∗ پیشنهادی مقدار (١
برای را است شده تعریف R(u, v) = f(v)q(u|v)

f(u)q(v|u) به صورت که را متروپلیس‐هستینگز نسبت (٢
ͬ کنیم. م محاسبه x(t), X∗

ͬ کنیم: م انتخاب زیر صورت به را X(t+١) (٣

X(t+١) = X∗ ; min{١, R(x(t), X∗)} احتمال با •

X(t+١) = x(t) ; ١ −min{١, R(x(t), X∗)} احتمال با •

۵١Metropolis-Hastings
۵٢ Gibbs sampler
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بنابراین ͬ دهیم. م ادامه آید، به دست نیاز مورد مشاهدات تعداد که زمانͬ تا را ال·وریتم این
با مارکوف زنجیر ΁ی ما به x(٠) اولیه مقدار و مناسب یشنهادی توزیع انتخاب با ال·وریتم این

.(٢٠٠۴ کسلا، و (رابرت ͬ دهد م نظر مورد مانای توزیع

گیبز نمونه گیری
مشهور گیبز ال·وریتم به که کرد معرفͬ را ال·وریتمͬ ،΁فیزی در انتگرال ΁ی تقریب برای گیبز
چارچوب در حاشیه ای ͬ های چ·ال محاسبه برای روش این از (١٩٩٠) اسمیت و گلفاند شد.
ساده به صورت را ال·وریتم این (١٩٩٢) جورج و کسلا نهایت در و کردند استفاده بیزی استنباط
به عنوان کامل شرطͬ توزیع که زمانͬ متروپلیس‐هستینگز ال·وریتم در کردند. بیان ͹واض و

ͬ شود. م آن از خاصͬ حالت ΁ی گیبز نمونه گیری شود، انتخاب پیشنهادی توزیع
نمونه ای نتوان معمول روش های با که وقتͬ کارلویی مونت روش به (١ . ٨) تقریب برای
زنجیر ΁ی تولید برای عمومͬ روشͬ متروپلیس‐هستینگز ال·وریتم کرد، استخراج f(x) از
به ͬ توان م را زنجیر این تحقق های که ͬ باشد م f(x) ی΄تای حدی مانای چ·الͬ با ΁ارگودی
پیشنهادی چ·الͬ نیازمند ال·وریتم این اجرای اما کرد. فرض f(x) از تقریبی نمونه ای عنوان
ͬ توان نم کلͬ به طور و است قبلͬ مشاهده داشتن شرط به مشاهده ΁ی تولید برای مناسب
که مسائلͬ اساس بر است بهتر بنابراین داد. اریه پیشنهادی توزیع انتخاب برای قاعده ای
زنجیر های و کرده طرح را مخصوصͬ ال·وریتم های کنیم، حل ͬ خواهیم م MCMC روش به
متروپلیس‐هستینگز، ال·وریتم  در مثال به طور کنیم. دسته بندی را ال·وریتم ها این با تولیدشده
زنجیر های کرد، تولید ال·وریتم این با ͬ توان م که زنجیر هایی انواع اساس بر دسته بندی ΁ی

است. مستقل
ͬ کنیم: م مطرح مسئله این حل برای را دی·ری ال·وریتم مسئله ای، طرح با حال

و X = (X١, · · · , Xp) ∼ f(x) کنید فرض

X−i = (X١, · · · , Xi−١, Xi+١, · · · , Xp) ; i = ١, · · · , p.

باشد. f(xi|x−i) چ·الͬ تابع دارای Xi|X−i = x−i شرطͬ توزیع i = ١, · · · , p برای کنید فرض
ͬ توانیم نم معمول روش های به اما بزنیم، تقریب کارلویی مونت روش به را (١ . ٨) ͬ خواهیم م
داشتن با که باشد طوری f(xi|x−i) ،i = ١, · · · , p برای چنانچه کنیم. استخراج نمونه f(x) از
داشتن با زیر ال·وریتم ،X(٠) اولیه وضعیت انتخاب با آن گاه کرد، تولید نمونه آن از بتوان x−i

ͬ کند: م تولید را X(t+١) ،X(t)

ͬ کنیم. م انتخاب را X(٠) مولفه های از ترتیب ΁ی (١
آید. به دست X∗ = (X∗

١ , · · · , X
∗
p ) تا کرده، تولید f(xi|X(t)

−i ) از را X∗
i ،i = ١, · · · , p برای (٢

X(t+١) = X∗ ͬ دهیم: م قرار (٣
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و برگشت پذیر زمان و نامتناوب تحویل ناپذیر، ͬ شود، م تولید ال·وریتم این با که مارکوفͬ زنجیر
روش، این از روش هایMCMCاست. از ی΄ͬ نیز ال·وریتم این بنابراین است. ΁ارگودی نتیجه در
این غیر در باشند. شناخته شده ای نوع از کامل شرطͬ توزیع های که ͬ شود م استفاده زمانͬ
نمونه گیری ‐هستینگز، متروپلیس ال·وریتم مانند دی·ری ال·وریتم های از استفاده با صورت
(١٣٩٣ ارشدی پور، ٢٠٠٣؛ (نیل، برش۵۴ͬ نمونه گیری و سازوار۵٣ نمونه گیری و پذیرش و رد
اجرای برای کاربردی نرم افزارهای است. ام΄ان پذیر کامل شرطͬ توزیع های از نمونه گیری
و (٢٠١۶ (دپاولͬ، JAGS ،(٢٠٠٠ هم΄اران، و (لون WinBUGS از: عبارتند MCMC روش های
استفاده با R نرم افزار در آن ها اجرای که است (٢٠٠۵ برزگر، ٢٠١٢؛ هم΄اران،  و (بلیتز BayesX

ͬ شود. م انجام ۵۶R2BayesX و ۵۵R2JAGS ،(٢٠٠۵ (استورز، R2WinBUGS بسته های از
با حجیم داده های از برخͬ برای دارند که زیادی محاسن ͬ رغم عل MCMC ال·وریتم های
مواجه بالا هزینه نتیجه در و کند سرعت زنجیر، ضعیف آمیختگͬ کند، هم·رایی مش΄ل
پایان نامه این در که MCMC روش های برای مناسب جانشین رهیافت های از ی΄ͬ هستند .
با روش این شد. معرفͬ (٢٠٠٩) هم΄اران و رو توسط که ͬ باشد م INLA روش است، نظر مورد
استنباط محاسباتͬ هزینه های و دارد MCMC روش های با برابر دقتͬ محاسباتͬ، بالای سرعت

ͬ پردازیم. م روش این معرفͬ به ٢ فصل در ͬ دهد. م کاهش شدت به را بیزی

۵٣Adjustable sampling
۵۴Slie Sampling
۵۵https://cran.r-project.org/web/packages/R2jags/R2jags.pdf
۵۶https://cran.r-project.org/web/packages/R2BayesX/R2BayesX.pdf



٢ فصل
فرآیندهای برای تقریبی بیزی روش

لگ گاوسی کاکس 

معروف نقطه ای فرآیندهای ٢ . ١
ͬ کنیم. م معرفͬ را کاربرد پر و معروف نقطه ای فرآیند چند بخش زیر این در

دو جمله ای فرآیند
پذیر اندازه  فضای بر شده تعریف احتمال اندازه  ΁ی P و n ∈ N,ϕ ̸= B ∈ B کنید فرض
فرآیند است. B مجموعه های تمام برای شده تعریف سی·ماجبر B آن در که باشد  (B,B(B))

دوجمله ای١ فرآیند ΁ی را P توزیع از هم توزیع، و مستقل تایی n نمونه  ΁ی از متش΄ل ،X نقطه ای
P اگر ͬ دهند. م نشان X ∼ bin(B,n, P نماد   ( با و نامیده B برمجموعه  P توزیع با نقطه ای n
دوجمله ای فرآیند ΁ی را X صورت این در  f = dp

dκ و باشد پیوسته مطلقا κ ΃لب اندازه به نسبت
ͬ دهند. م نمایش X ∼ bin(B,n, f) نماد با و نامیده B مجموعه  بر f چ·الͬ با نقطه ای n

١Binomial point process
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پواسون نقطه ای   فرآیند
توزیع ها کاربردی ترین و ͬ ترین اساس از ی΄ͬ پواسون توزیع طبیعͬ پدیده های از بسیاری برای
به و دارد نقطه ای فرآیندهای نظریه در اساسͬ نقشͬ نیز پواسون٢ فرآیند دلیل همین به است.
ͬ گیرد. م قرار فضایی استنباط در پژوهش·ران توجه مورد فردش به  منحصر ͬ های ویژگ دلیل
که B ⊂ S کراندار مجموعه هر در پواسون نقطه ای فرآیند ΁ی در نقاط تعداد شهودی، به طور
با متقابلͬ اثر فرآیند این نقاط و است پواسون تصادفͬ متغیر ΁ی ͬ شود، م داده نشان N(B) با

ندارند. ی΄دی·ر

΁ی λ(·) شدت تابع با پواسون نقطه ای فرآیند .(٢٠٠۴ واگه پترسن، و (مولر .٢ . ١ . ١ تعریف
هرگاه ͬ باشد، م S روی X پواسن نقطه ای فرآیند

توزیع دارای N(B) تصادفͬ متغیر و ∫
B λ(u)du < ∞ ،B ⊂ S کراندار مجموعه  هر برای (١

باشد. پواسون

در ͽواق نقاط ،{N(B) = n} این که بر مشروط E[N(B)] < ∞ و B ⊂ S ،n ∈ N هر برای (٢
هستند: زیر توام چ·الͬ تابع دارای و توزیع هم مستقل، XB

f(u١, u٢, · · · , un|N(B) = n) =

n∏
i=١

f(ui|N(B) = n) =

n∏
i=١

λ(ui)∫
B λ(ui)dui

ͬ دهیم. م نشان X ∼ Poisson(S, λ) با را آن اختصار به که

است: زیر به صورت λ(·) شدت تابع با X پواسون نقطه ای فرآیند برای پوچͬ احتمال تابع

ν(B) = P{N(B) = ٠} = exp{−
∫
B
λ(u)du}, B ⊂ S.

برابر و ثابت همواره ٢ ویژگͬ به توجه با پواسون نقطه ای فرآیند ΁ی زوجͬ همبستگͬ تابع
و لازم شرط پواسون فرآیند ΁ی (هم·نͬ) شدت تابع بودن ثابت .(g(u, v) = ١) است ΁ی
پواسون فرآیند یا استاندارد پواسون فرآیند است. فرآیند این همسان گردی و مانایی برای کافͬ

است. ΁ی شدت با هم·ن پواسون فرآیند همان واحد، نرخ با
صورت به را ناهم·ن پواسون نقطه ای فرآیند و هم·ن پواسون نقطه ای فرآیند ادامه در

داد. خواهیم شرح مختصر

فرآیند عملͬ، اهداف از بسیاری برای مدل مهمترین ناهمگن پواسون نقطه ای فرآیند •
کامل فضایی تصادفͬ فرآیند ΁ی فرآیند این ͽواق در است. ناهم·ن پواسون نقطه ای
برای λ(u) تابع کنید فرض است. متفاوت فضایی نقاط تراکم میانگین آن در که است 
مثل مشاهدات پنجره از بخشͬ باشد. نقطه ای ال·وی تراکم میانگین ،u فضایی موقعیت

٢Poisson process



٣٣ معروف نقطه ای فرآیندهای

با پی΄سل ΁ی برای باشند. شده تقسیم ΁کوچ پی΄سل های به که ب·یرید نظر در را B
∆u آن در که باشد λ(u)∆u آن در موجود نقاط تعداد داریم انتظار ،u فضایی موقعیت
که λ(u)∆u مقادیر مجموع ،B در انتظار مورد نقاط کل تعداد است. پی΄سل مساحت
صفر سمت به پی΄سل ها مساحت اگر است. B داخل در u مراکز با پی΄سل ها همه برای
فراوانͬ λ(u) شدت تابع بنابراین ͬ شود. م ∫

B λ(u)du برابر نظر مورد تعداد کند، میل
هیچ زیرا است، عمومͬ بسیار مدل این ͬ کند. م تعیین را آن ها فضایی توزیع و نقاط کلͬ
برای نقاط» فضایی «توزیع مطالعات در بنابراین، ندارد. وجود λ(u) تابع در محدودیتͬ

است. استفاده قابل ناهم·ن پواسون فرآیند اغلب مدل مختلف، داده های مجموعه

هستند. ی΄دی·ر از مستقل نقاط که است این پواسون نقطه ای ال·وهای در اصلͬ پذیره
هر و هستند مستقل نقاط این دارد، وجود B منطقه در نقطه n دقیقا این که به توجه با

است. f(u) = λ(u)/µ احتمال چ·الͬ تابع با B روی احتمالͬ توزیع ΁ی دارای نقطه

این است. شدن٣ نازک ویژگͬ پواسونͬ نقطه ای ال·وی فرآیندهای ͬ های ویژگ از ی΄ͬ
شود، تنک λ(u) شدت تابع با ناهم·ن پواسون فرآیند ΁ی اگر ͬ کند، م بیان ویژگͬ
مستقل نقطه هر سرنوشت و باشد p(u) ،u موقعيت در نقاط حفظ احتمال که به طوری
شدت تابع با پواسون حفظ شده نقاط از حاصل فرآیند باشد، دی·ر نقاط سرنوشت از

است. p(u)λ(u)

Y و X اگر که است آن پواسونͬ نقطه ای ال·وی فرآیندهای ͬ های ویژگ از دی·ر ی΄ͬ
λY (u) و λX(u) شدت توابع با ترتیب به مستقل ناهم·ن پواسون نقطه ای فرآیندهای

است. λX(u) + λY (u) شدت تابع با پواسون فرآیند ΁ی نیز X ∪ Y آن گاه باشند،

همگن پواسون نقطه ای فرآیند •

در هم·ن پواسون فرآیندهای با ارز هم (CSR) تصادف۴ͬ کاملا́ فضایی نقطه ای فرآیندهای
ی΄نواخت و مستقل به طور که است نقاط نتایج تعداد N(B) فرآیندها این در ͬ باشد. م Rd

مدل ΁ی فرآیندها این دارند. متفاوتͬ کاربردهای CSRها شده اند. Bتوزیع ناحیه روی بر
شدید رویدادهای و نادر حوادث رادیواکتیو، مانند فیزی΄ͬ های پدیده برخͬ از واقعͬ
در که تصادفͬ، کاملا ال·وهای برای استاندارد ͽمرج مدل یا معیار عنوان به و هستند.
آزمون های از بسیاری در ͬ شوند. م استفاده کرد مقایسه توان مͬ را دی·ر ال·وهای آن
ال·وهای از نمایشͬ ٢ . ١ ش΄ل کنند. مͬ عمل صفر فرضیه عنوان به مدل ها این آماری،
ریاضͬ مفاهیم CSR از دی·ر مدل های از بسیاری ساخت بر علاوه است. تصادفͬ کاملا

شده است. تعریف آن به نسبت زیادی

٣Thinning
۴Complete spatial randomness
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شدت با پواسون نقطه ای فرآیند از شبیه سازی ١٠ تصادفͬ: کاملا ال·وهای :٢ . ١ ش΄ل
مربع. واحد در ۵٠

به طور B منطقه در انتظار مورد نقاط تعداد که است معنͬ این به هم·نͬ این جا در
باشد: |B| با متناسب باید متوسط

En(X ∩B) = λ|B|

شناخته نقطه ای فرآیند شدت عنوان به و است واحد هر در نقاط تصادفͬ تعداد میانگین λ
شد. پرداخته آن به کامل طور به ١ . ۴ . ١ دربخش که ͬ شود م

کاکس نقطه ای فرآیند
فرآیند نقاط ͬ شوند، م مدل سازی نقطه ای فرآیندهای با که طبیعͬ پدیده های از بسیاری در
به آن ها تحقق و دارند را دو این از ترکیبی یا دفعͬ جذبی، نوع از متقابل اثر ی΄دی·ر با
و سادگͬ برخلاف پواسون فرآیند در هستند. منظم یا خوشه ای نقطه ای ال·وهای ش΄ل
فرآیند این معایب از ی΄ͬ مسئله این بنابراین ندارند. متقابلͬ اثر نقاط بالا انعطاف پذیری
پواسون نقطه ای فرآیند از استفاده مسئله، این برای جانشین رهیافت ͬ شود. م محسوب
تعمیم ها این از ی΄ͬ کرد. لحاظ را نقاط بین متقابل اثر بتوان که به طوری است تعمیم یافته۵
اندازه آن  در که کرد معرفͬ را پواسونͬ فرآیند (١٩۵۵) کاکس است. کاکس۶ فرآیند از استفاده
این او افتخار به که نامید دو مرحله ای٧ پواسون را فرآیند این او بود. تصادفͬ اندازه ΁ی شدت،

ͬ نامند. م کاکس را فرآیند
هرگاه است، S بر تصادفͬ میدان ΁ی Z = {Z(u) : u ∈ S} تصادف متغیرهای از گردایه ای
قابل زیر به صورت کاکس نقطه ای فرآیند حال باشد. تصادفͬ متغیر ΁ی Z(u) ،u ∈ S هر برای

است. تعریف
۵Generalized poisson process
۶Cox point process
٧Two-step poisson process



٣۵ معروف نقطه ای فرآیندهای

تصادفͬ شدت تابع با پواسون فرآیند ΁ی X ،Z هادی٨ میدان شرط به هرگاه .٢ . ١ . ٢ تعریف
ͬ نامند. م کاکس فرآیند ΁ی را X نقطه ای فرآیند باشد، Z

توسط آن شدت تابع که است ناهم·نͬ پواسون فرآیند همان کاکس فرآیند تعریف، این با
در ͬ نامند. م نیز مرحله ای دو تصادفͬ پواسون فرآیند را آن و ͬ شود م تعیین Z تصادفͬ میدان
تابع داشتن با دوم مرحله در و ͬ کند م تولید را فرآیند شدت تابع Z تصادفͬ میدان اول، مرحله
اطلاعات وجود مانند مواردی در فرآیند این ͬ کند. م تولید را فرآیند نقاط پواسون فرآیند شدت،

ͬ شود. م استفاده تصادفͬ تنک سازی و آمار زمین در پنهان، فرآیند ΁ی وجود و پیشین
ͬ شود: م تعریف زیر به صورت X پوچͬ احتمال تابع

ν(B) = P{N(B) = ٠} = E
[
exp

{
−

∫
B
Z(u)du

}]
ندارد. بسته ای ش΄ل و ͬ شود م محاسبه ،Z تصادفͬ میدان به نسبت ریاضͬ امید آن در که

ͬ شود: م محاسبه زیر به صورت فرآیند این شدت ∫تابع
λ(u)du = E

[
N(B)

]
= E

[
E
[
N(B)|Z

]]
= E

[ ∫
B
Z(u)du

]
=

∫
B
E[Z(u)]du.

بنابراین

λ(u) = E[Z(u)].

است: زیر به صورت X زوجͬ همبستگͬ تابع ،Z تصادفͬ میدان بر کردن شرطͬ با

g(u, v) =
E[Z(u)Z(v)]

E[Z(u)]E[Z(v)]
= ١ +

Cov(Z(u), Z(v))

λ(u)λ(v)
= ١ +

c(u, v)

λ(u)λ(v)
.

تابع هادی، تصادفͬ میدان کواریانس تابع و میانگین تابع از استفاده با گفت ͬ توان م بنابراین
و مانایی فرآیند این در ͬ شوند. م تعیین کاکس فرآیند ΁ی زوجͬ همبستگͬ تابع و شدت

دارد. بستگͬ آن هادی تصادفͬ میدان همسان گردی و مانایی به تنها همسان گردی

لگ گاوسی کاکس  فرآیند
(١٩٩٨) هم΄اران و مولر توسط بار نخستین آماری روی΄رد در ل΃ گاوسͬ کاکس فرآیندهای
مدل سازی برای که هستند نقطه ای فرآیندهای از وسیعͬ رده  فرآیندها این شدند. معرفͬ
ل΃ گاوسͬ کاکس فرآیندهای دقیق تعریف برای هستند. انعطاف پذیر بسیار نقطه ای ال·وهای
آن ها به ابتدا که است مقدماتͬ به نیاز ͬ دهیم، م نشان ٩LGCP با را آن اختصار به که

ͬ پردازیم. م

٨Induced field
٩Log-Gaussian Cox Process
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گاوسی تصادفی میدان ٢ . ٢
جزیی تر تعریفͬ این جا در آورده ایم. (آ  . ١) پیوست در را گاوسͬ تصادفͬ میدان از کلͬ تعریف ΁ی

ͬ دهیم. م ارایه را میدان این از

انتخاب هر و n ∈ N هر برای هرگاه .(١٩٨١ (ادلر، .٢ . ٢ . ١ تعریف
u١, u٢, · · · , un ∈ S

میانگین بردار با متغیری n نرمال توزیع دارای (ζ(u١), ζ(u٢), · · · , ζ(un)) تصادفͬ بردار

(m(u١),m(u٢), · · · ,m(un))

واریانس ماتریس و

Σ =


c(u١, u١) · · · c(u١, un)

c(u٢, u١) · · · c(u٢, un)
... ... ...

c(un, u١) · · · c(un, un)


ͬ گویند. م گاوسͬ تصادفͬ میدان ΁ی را ζ = {ζ(u) : u ∈ S} باشد،

نامنفͬ کواریانس تابع و میانگین تابع توسط ζ گاوسͬ تصادفͬ میدان توزیع ی΄تا به طور
افزار نرم در RandomField بسته با گاوسͬ تصادفͬ میدان ΁ی شبیه سازی ͬ شود. م مشخص

است. ام΄ان پذیر R
است: دوم مرتبه مانای زیر شرایط تحت گاوسͬ میدان ΁ی

باشد. ثابت m(u) میانگین تابع •

باشد. داشته بستگͬ u− v اختلاف به تنها c(u, v) کواریانس تابع •

نوشت ͬ توان م گاوسͬ، تصادفͬ میدان ΁ی همسان گردی و بودن مانا صورت در

c(u, v) = Cov(ζ(u), ζ(v)) = c(||u− v||) = c(r)·

ͬ شود. م نتیجه دوم مرتبه مانایی از گاوسͬ تصادفͬ فرآیند ΁ی مانایی که داشت توجه باید
گاوسͬ، نمایی، خانواده های از ζ گاوسͬ میدان کواریانس تابع برای رایج انتخاب معمولا
باشد، موضعͬ انتگرال پذیر ζ تحقق های تمام هرگاه است. پایدار و کوشͬ دایره ای، مترن١٠،
موضعͬ انتگرال پذیر جا همه تقریبا را ζ تصادفͬ میدان آن گاه ،P{∫B ζ(u)du} = ١ یعنͬ
(ادلر، است آن کواریانس تابع بودن پیوسته گرو در گاوسͬ میدان ΁ی انتگرال پذیری ͬ دانند. م
در موجود گاوسͬ میدان کواریانس، تابع برای استفاده مورد خانواده های به توجه با .(١٩٨١
موضعͬ انتگرال پذیر جا همه تقریبا ͬ شود، م معرفͬ بیشتر ادامه در که ل΃ گاوسͬ کاکس فرآیند

است.
١٠Matern



٣٧ ل΃ گاوسͬ کاکس  فرآیند

لگ گاوسی کاکس  فرآیند ٢ . ٣
΁ی آن هادی میدان ل·اریتم آن در که کردند معرفͬ را کاکسͬ فرآیند (١٩٩٨) هم΄اران و مولر
ͬ کند، م اختیار را منفͬ مقادیر گاوسͬ میدان ΁ی که آن جایی از است. گاوسͬ تصادفͬ میدان
برای کرد. استفاده کاکس فرآیند ΁ی هادی میدان به عنوان آن از مستقیم به طور ͬ توان نم
میدان ΁ی تا کرد استفاده گاوسͬ میدان روی بر نمایی تبدیل از است کافͬ مش΄ل، این ͽرف

آید. به دست نامنفͬ تصادفͬ

LGC فرآیند ΁ی را Λ(s) = exp(ζ(s)) هادی میدان .(١٩٩٨ هم΄اران، و (مولر .٢ . ٣ . ١ تعریف
هرگاه گویند، S بر

ζ = {ζ(s); s ∈ S ⊂ Rd}

فرآیند این باشد. c(s, v) کواریانس تابع و m(s) میانگین تابع با گاوسͬ تصادفͬ میدان ΁ی
همسان گردی و مانایی که است ذکر شایان است. موضعͬ انتگرال پذیر یقین، به قریب به طور

ͬ شود. م نتیجه خود متناظر گاوسͬ میدان همسان گردی و مانایی از LGC فرآیند ΁ی
صورت به LGC فرآیند ΁ی در پوچͬ احتمال تابع

ν(B) = E
[
exp

(
−

∫
B
exp(ζ(s))ds

)]
, B ⊆ S

آن در که ͬ شود م محاسبه گاوسͬ تصادفͬ میدان به نسبت ریاضͬ امید این و ͬ شود م تعریف
تصادفͬ انتگرال توزیع اما است نرمال توزیع دارای s ∈ S هر برای ζ(s) تصادفͬ ∫متغیر

B
exp(ζ(s))ds

کرد. تعیین را آن ͬ توان نم و ندارد بسته ای ش΄ل

تعریف زیر صورت به ترتیب به شدت تابع و زوجͬ همبستگͬ تابع ،s, v ∈ S هر برای
ͬ شوند: م

g(s, v) = exp(c(s, v))

λ(s) = exp(m(s) +
c(s, v)

٢ )·

LGC فرآیند ΁ی توزیع که گرفت نتیجه ͬ توان م شدت، و زوجͬ همبستگͬ تابع دو به توجه با
معادل یا ،g(·, ·) زوجͬ همبستگͬ تابع تعیین برای معمولا ͬ شود. م تعیین تابع دو این توسط
بنابراین ͬ شود. م استفاده پارامتری مدل های از λ(·) شدت تابع و ،c(·, ·) کواریانس تابع آن
زوجͬ، همبستگͬ تابع پارامترهای بردار است کافͬ ل΃ گاوسͬ کاکس فرآیند ΁ی تعیین برای

برآورد شوند. ζ تصادفͬ میدان همچنین و شدت تابع
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نظر در مشاهدات) (پنجره W ناحیه روی بر تور ΁ی گاوسͬ تصادفͬ میدان پیش بینͬ برای
ل΃ گاوسͬ کاکس فرآیند ΁ی X کنید فرض ͬ زنند. م تقریب آن بر را ζW گاوسͬ میدان و گرفته
است: زیر ش΄ل به XW مشاهدات درست نمایی تابع صورت این در باشد. ζ گاوسͬ میدان با

L(θ|XW ) = f(XW ) = E
[
exp

(∫
W
(١ − exp(ζ(s)))ds

) n∏
١
exp(ζ(si))

]
= E

[
exp

(
|W | −

∫
W

exp(ζ(s))ds+
max∑
s∈W

(ζ(s))
)]

به باید ریاضͬ امید درست نمایی، تابع ش΄ل به توجه با است. مدل پارامترهای بردار θ آن در که
تشریح و معرفͬ کار این برای را روش دو بعدی بخش های در شود. زده تقریب مناسبی روش

ͬ کنیم. م
است LGMs پنهان گاوسͬ مدل های رده از خاص مورد ΁ی ل΃ گاوسͬ کاکس فرآیند
جمعͬ رگرسیون مدل  های از انعطاف پذیری و گسترده رده زیر پنهان١١ گاوسͬ مدل های و

هستند. (STAR)ساختاری ١٢

خطی آمیخته مدل های ٢ . ٣ . ١
متغیر Y آن در که ،Y |X شرطͬ میانگین عبارتͬ به یا رگرسیونͬ تابع LMsخط١٣ͬ مدل های در
در ͬ باشد. م E(Y |X) = Xβ صورت به X از خطͬ ترکیب ΁ی است، طرح ماتریس X و ͺپاس
بین استقلال خطͬ، مدل های پذیره های از ی΄ͬ ثابت اند. اثرات یا رگرسیونͬ ضرایب β مدل این
خط١۴ͬ آمیخته مدل های با نباشد برقرار پذیره این ͅ ها پاس برای که زمانͬ است. مشاهدات
بین وابستگͬ مدل ها این در ͬ شویم. م روبرو است، LM مدل های از تعمیمͬ که (LMMs)

ͺپاس میانگین و ͬ شوند م مدل وارد تصادفͬ اثرات یا پنهان متغیرهای از استفاده با ͅ ها پاس
ͬ شود: م گزارش زیر صورت به مدل ها این

E[Y |X,Z, α] = Xβ + Zα

.(٢٠٠١ سیرل، و (م΁ کالاک است α تصادفͬ اثرات متناظر طرح ماتریس Z آن در که

تعمیم یافته خطی آمیخته مدل های ٢ . ٣ . ٢
شمارشͬ، یا دودویی ͅ های پاس مثل نیست، پیوسته ͺپاس متغیر که زمانͬ خطͬ مدل های
مدل های زیرا کرد، استفاده خطا مدل به عنوان نرمال توزیع از ͬ توان نم و نیستند مناسب

١١Latent Gaussian Models
١٢Structured additive regression model
١٣Linear Model
١۴Linear Mixed Model
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موجود رهیافت ͬ گیرند. نم نظر در را داده ها این ͺپاس میانگین در موجود محدودیت خطͬ،
ودربرن و نلدر توسط که ͬ باشد م (GLMs) تعمیم یافته١۵ خطͬ مدل های داده ها این برای
نمایی توزیع های خانواده عضو ͅ های پاس تحلیل برای که مدل ها این در شد. معرفͬ (١٩٧٢)
به لزوما ͺپاس میانگین همچنین و باشند غیرنرمال ͬ توانند م ͺپاس متغیرهای شدند، معرفͬ
ͬ نامند. م پیوند تابع را آن که است آن از تابعͬ و نیست تبینͬ متغیرهای از خطͬ ترکیب صورت

ساختاری جمعی رگرسیون مدل های ٢ . ٣ . ٣
خطͬ مدل های شامل تبیینͬ متغیرهای غیرخطͬ اثرات مدل بندی برای STAR مدل های
ͺپاس متغیر توزیع است. انعطاف پذیر بسیار قالبی تعمیم یافته١۶ جمعͬ مدل های و تعمیم یافته
زیر صورت به احتمال جرم یا چ·الͬ تابع با نمایی توزیع های خانواده به متعلق yi, i = ١, ..., n

است:

f(yi|ui,β) = exp{yi(β٠ +
nf∑
j=١

f (j)(uij) +

nβ∑
k=١

βkzki)

−b(α+

nf∑
j=١

f (j)(uij) +

nβ∑
k=١

βkzki) + c(yi)}

(٢ . ١)

خطͬ اثرات {βk} تبیینͬ، متغیرهای ui = (u١i, · · · , unf i) و zi = (z١i, · · · , znβi) آن در که
این در هستند. معلوم توابعͬ c(·) و b(·) و ui مولفه های از توابعͬ {f (j)(uij)} ،zi مولفه های

مدل

β٠ +
nf∑
j=١

f (j)(uij) +

nβ∑
k=١

βkzki

اگر ͬ شوند. م محسوب نمایی توزیع های خانواده در کانونͬ پارامترهای

µi = E[Yi|ui,β] = g−١(ηi)

آن گاه

g(µi) = ηi = β٠ +
nf∑
j=١

f (j)(uij) +

nβ∑
k=١

βkzki

مانند غیرخطͬ اثرات شامل ͬ توانند م f (j)(·) توابع که آن جا از است. پیوند١٧ تابع g(·) آن در که
در تصادفͬ مبداهای از عرض و شیب ها فضایی، ͬ های همبستگ فصلͬ، اثرات زمانͬ، روندهای

دارند. بالایی انعطاف پذیری مدل ها این باشند، مدل
١۵Generalized Linear Model
١۶Generalized additive model
١٧Link function
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گاوسی مارکوفی تصادفی میدان
شامل گراف ΁ی ͬ شود. م تعریف گراف اساس بر (GMRF) گاوس١٨ͬ مارکوفͬ تصادفͬ میدان
صورت به را گراف شده اند. وصل هم به یال  چند یا ΁ی توسط که راس هاست از مجموعه ای
یال های ξ و رئوس از غیرتهͬ و متناهͬ مجموعه ای ν آن در که ͬ دهند م نشان (ν, ξ) مرتب زوج

ͬ نامند. م نشان دار را گراف شوند، گزارش ν = {١, · · · , n} صورت به راس ها اگر است. آن

زوج های تمام شامل ξ آن در که باشد نشان دار گرافͬ g = (ν, ξ) کنید فرض .٢ . ٣ . ٢ تعریف
تصادفͬ بردار و باشند نداشته مشترکͬ یال هیچ j و i راس های که به طوری ,i}است j}

ζ = (ζ١, · · · .ζn)T

به ζj از ζi اگر باشد. Q−١ کواریانس ماتریس و µ میانگین با چند متغیره نرمال توزیع دارای
گاوسͬ مارکوفͬ تصادفͬ میدان ΁ی ζ صورت این در باشد، مستقل ،ζ−ij مولفه ها، بقیه شرط

.(٢٠٠۵ هلد، و (رو ͬ شود م نامیده g گراف به نسبت
شرط به مولفه آن شرطͬ توزیع به صورت ζ مولفه هر کامل شرطͬ توزیع GMRF ΁ی در
است، ζi مولفه جز به ζ بردار ζ−i آن در که π(ζi|ζ−i) ͽواق در ͬ شود م تعیین مولفه ها سایر
ζ مولفه های از کمͬ تعداد به تنها i = ١, · · · , n ،ζi کامل، شرطͬ توزیع مارکفͬ خاصیت از
مجموعه ای تش΄یل دهنده که کنیم مشخص δi با را مولفه ها از مجموعه این اگر دارد. بستگͬ
ͬ شود م فرض که به طوری π(ζi|ζ−i) = π(ζi|ζδi) آن گاه است، ام i مولفه ͬ های همسای· از
ͬ تواند م شرطͬ استقلال رابطه این i = ١, · · · , n هر برای هستند. مستقل ζ−i,δi و ζi جملات

شود. نوشته ζi ⊥ ζ−i,δi |ζδi صورت به
اگر است صفر Q مثبت١٩ معین دقت ماتریس ijام درایه که دادند نشان (٢٠٠۵) هلد و رو
مشخص میدان همسای·ͬ ساختار توسط ماتریس صفر غیر درایه های و ζi ⊥ ζj |ζ−i,j اگر تنها و
ماتریس ΁ی صورت به Q دقت ماتریس بنابراین ،Qij ̸= ٠ آن گاه j ∈ {i, δi} اگر یعنͬ ͬ شود م
گاوسͬ مارکوفͬ تصادفͬ میدان بنابراین ͬ کند. م ساده بسیار را محاسبات که ͬ باشد م تنک٢٠
روش های از بتوانیم که ͬ شود م باعث و ͬ شود م تعریف تنک دقت ماتریس ΁ی از استفاده با

کنیم. استفاده محاسبات در عددی موثر

پنهان گاوسی مدل ۴ . ٢ . ٣
(٢ . ١) مدل در ζ = {α, β, β١, · · · , βnβ

, f (١), · · · , f (nf ), ηi} پنهان تصادفͬ میدان کنید فرض
که باشد، Qθ = Σ−١

θ دقت ماتریس و صفر میانگین بردار با چند  متغیره نرمال توزیع دارای
زیر رده ای که مدل این به دارد. بستگͬ θ پارامتر به که است کواریانس ماتریس Σθ آن در

١٨Gaussian Markov Random Field
١٩Positive definite precision matrix
٢٠Sparse matrix
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است وسیعͬ رده LGMs مدل های ͬ گویند. م پنهان گاوسͬ مدل است STAR مدل های از
تعمیم یافته، جمعͬ مدل های آمیخته، خطͬ مدل های تعمیم یافته، خطͬ مدل های شامل که
تعمیم یافته  ، خطͬ فضایی مدل های خطͬ، فضایی مدل های آمیخته، تعمیم یافته جمعͬ مدل های
کاربرد مختلفͬ زمینه های در و ͬ باشند م اسپلاین رگرسیون و زمان٢١ͬ ‐ فضایی مدل های

دارند.
تصادفͬ میدان این که اول هستند. اساسͬ ویژگͬ دو دارای پنهان گاوسͬ مدل های اکثر
مارکوفͬ و موضعͬ مارکوفͬ دو، به دو مارکوفͬ ͬ های ویژگ در دارد، بزرگͬ ابعاد اغلب که ،ζ پنهان
تصادفͬ میدان ΁ی پنهان تصادفͬ میدان بنابراین ͬ کنند. م صدق (٢٠٠۵ هلد، و (رو فراموضعͬ
عددی روش های از ͬ توان م دلیل همین به است. Qθ تنک دقت ماتریس ΁ی با مارکوفͬ گاوسͬ
چ·ال٢٢ ماتریس های محاسباتͬ روش های از سریع تر بسیار که تنک ماتریس های به مربوط
مانند ،΁کوچ مقداری ابرپارامترها تعداد که است این دوم ویژگͬ کرد. استفاده هستند،
هم΄اران، و ΁ادزوی) ͬ سازند م فراهم را سریع استنباط های برای لازم شرایط که است ،m ≤ ۶

.(٢٠٠٩
بیزی دیدگاه از پایان نامه این در ͬ گیرند. م قرار LGM رده در ل΃ گاوسͬ کاکس مدل های

ͬ کنیم. م استفاده مدل ها این در استنباط برای

جمع بسته آشیانه ای لاپلاس تقریب ۴ . ٢
مجموعه در استنباط برای نظر مورد پنهان مولفه های کلیه که کردیم مشاهده ۴ . ٢ . ٣ بخش در

به صورت ابرپارامتر m بردار و ͬ شوند م تعریف ζ = {β٠,β,f} به صورت پارامترها

θ = {θ١, . . . , θm}

به دست زیر درستنمایی وسیله به شرطͬ، استقلال فرض با مشاهده n توزیع ͬ شود. م مشخص
ͬ آید: م

P (y|ζ,θ) =
n∏
i=١

P (yi|ζi,θ) (٢ . ٢)

مارتینز ͬ شود. م بحث باشد، مرتبط ζ پنهان میدان در ζi عضو ΁ی به تنها yi داده هر آن در که
تعلق چندگانه درستنمایی های یعنͬ توزیع چندین به داده ها که را موردی  (٢٠١٣) هم΄اران و
بردار با چندمتغیره نرمال توزیع دارای ζ پیشین ͬ کنیم م فرض دادند. قرار نظر مد دارند،

باشد زیر چ·الͬ تابع با ζ ∼ N(٠, Q(θ)) یعنͬ Q(θ) =
∑−١

θ دقت ماتریس و ٠ میانگین

P (ζ|θ) = (٢π)−n/٢|Q(θ)|١/٢ exp(− ١
٢ζ′Q(θ)ζ)· (٢ . ٣)

٢١Spatio-temporal model
٢٢Dense matrix
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که نتیجه این با هستند، مستقل شرطͬ به طور ζ پنهان گوسͬ میدانͬ مولفه های ͬ شود م فرض
،(GMRF) گوسͬ مارکوف تصادفͬ میدان عنوان با ویژگͬ این است. تنک دقت ماتریس Q(θ)

ͬ رود، م به کار GMRF استنباط ͬ که زمان کنید توجه .(٢٠٠۵ هلد، و (رو ͬ شود م شناخته
برای خطͬ جبر عملیات ،ͽواق در ͬ شود. م محاسباتͬ فواید باعث دقت ماتریس بودن تنک
هلد، و (رو ͬ دهند م توجهͬ قابل سرعت محاسبات به که ͬ روند م به کار تنک ماتریس های

.(٢٠٠۵
پیشین توزیع و GMRF چ·الͬ و درستنمایی ضرب وسیله به θ و ζ توام پسین توزیع

ͬ آید: م به دست p(θ) ابرپارمتر

p(ζ,θ|y) ∝ p(θ)× p(ζ|θ)× p(y|ζ,θ)

∝ p(θ)× p(ζ|θ)×
n∏
i=١

p(yi|ζi, θi)

∝ p(θ)× |Q(θ)|١/٢ exp
(
− ١

٢ζ′Q(θ)ζ
)
×

n∏
i=١

exp(log(p(yi|ζi, θi)))

∝ p(θ)× |Q(θ)|١/٢ exp
(
− ١

٢ζ′Q(θ)ζ +

n∑
i=١

log(p(yi|ζi, θi))
)

(۴ . ٢)

پارامتر بردار عضو هر برای حاشیه ای پسین توزیع های آوردن به  دست بیزی استنباط اهداف

p(ζi|y) =
∫
p(ζi,θ|y)dθ =

∫
p(ζi|θ, y)p(θ|y)dθ (۵ . ٢)

ابرپارامتر بردار و

p(θk|y) =
∫
p(θ|y)dθ−k (۶ . ٢)

باید بنابراین است. ζ میدان بعد nd و θ jام درایه  حذف از حاصل بردار θ−j آن در که هستند.
کنیم: اجرا را زیر مراحل

حاشیه ای پسین های ͬ توان م چ·الͬ، این از استفاده با سپس و کرده محاسبه را P (θi|y) (١)
ͬ آوریم. م به دست را p(θk|y)

حاشیه ای پسین ͬ توان م چ·الͬ، این از استفاده با که ͬ کنیم م محاسبه را p(ζi|θ, y) (٢)
آورد. به دست را p(ζi|y)

ͬ کنیم م محاسبه متناهͬ ͽجم از استفاده با را پنهان میدان پسین توزیع انتگرال (٣)

π̃(ζi|y) =
∑
k

π̃(ζi|θk, y)π̃(θk|y)∆k· (٢ . ٧)

تقریب روش برمبنای نظر مورد پسین های عددی تقریب برای را مدل از فرض هایی INLA روش
.(١٩٨۶ کدین، و (تیرنͬ ͬ برد م به کار شد، معرفͬ ١ . ۵ . ١ بخش در که لاپلاس
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ابرپارامتر بردار توام پسین چگالی تقریب ١ . ۴ . ٢
صورت به مدل ابرپارامتر بردار توام پسین چ·الͬ

π(θ|y) = π(θ, y)

π(y)

=
π(θ, y)

π(y)

π(ζ|θ, y)
π(ζ|θ, y)

=
π(ζ,θ, y)

π(y)π(ζ|θ, y)

=
π(y|ζ,θ)π(ζ|θ)π(θ)

π(y)π(ζ|θ, y)

∝ π(y|ζ,θ)π(ζ|θ)π(θ)
π(ζ|θ, y)

(٢ . ٨)

صورت: به θ مقدار هر برای را معادله جمͽ بسته آشیانه ای لاپلاس تقریب است.

π̃(θ|y) ∝ π(y|ζ,θ)π(ζ|θ)π(θ)
π̃G(ζ|θ, y)

|ζ=ζ∗(θ) (٢ . ٩)

در است. شده محاسبه گوسͬ تقریب از استفاده با کسر مخرج آن در که ͬ زند، م تقریب
کامل شرطͬ توزیع تیلور، بسط از استفاده با گوسͬ تقریب

π(ζ|θ, y) ∝ exp

(
− ١

٢ζTQζ +
∑
i∈I

log π(yi|ζi,θ)
)

صورت: به ζ∗(θ) = (ζ∗١ (θ), · · · , ζ
∗
n(θ)) یعنͬ ζ کامل شرطͬ توزیع مˀد حول

π̃(ζ|y,θ) ∝ exp

(
− ١

٢ζTQζ +
∑
i∈I

gi(ζi)

)
∝ exp

(
− ١

٢ζTQζ +
∑
i∈I

(ai + biζi −
١
٢ciζi

)
∝ exp

(
− ١

٢ζT (Q+ diag(c))ζ + bT ζ

) (٢ . ١٠)

تناسب از ai و است bi = g′(ζ∗i (θ)) + ζ∗i (θ)ci و ci = −g′′(ζ∗i (θ)) آن در که مͬ آید به دست
با π(θ|y) = π(ζ,θ,y)

π(ζ|θ,y) پسین چ·الͬ لاپلاس تقریب سپس ،(٢٠٠۵ هلد، و (رو ͬ شود م حذف
صورت به ζ = ζ∗(θ) حول کسر مخرج بسط

˜πLA(θ|y) ∝
π(ζ,θ, y)

π(ζ|θ, y)
|ζ = ζ∗(θ) (٢ . ١١)

ͬ شود. م محاسبه
ͬ گیرد. م قرار استفاده مورد INLA روش استنباطͬ فرآیند از مرحله سه در π̃LA(θ|y) تقریب
(٢ . ٩) از دوم مرحله در است. پنهان میدان پسین بیزی تقریب محاسبه در آن اصلͬ استفاده
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منظور به سوم مرحله ͬ شود. م استفاده π(y) درستنمایی حاشیه ای تقریب محاسبه برای
ͬ رود. م به کار π(θj |y) یعنͬ ، θ ابرپارامترها، بردار از برخͬ برای پسین حاشیه ای چ·الͬ محاسبه
عددی گیری انتگرال شامل شده، بیان مرحله سه محاسبه برای (٢ . ٩) معادله کارگیری به  نحوه
مناسب انتگرال گیری نقاط باید ابتدا عملͬ هر از پیش لذا است. θ از چندبعدی محدوده روی
برای را CCD یا مرکزی٢٣ مرکب طرح و توری راهبرد دو (٢٠٠٩) هم΄اران و رو شوند. انتخاب
است توری ΁ی از نقاطͬ انتخاب شامل توری راهبرد کردند. معرفͬ انتگرال گیری نقاط انتخاب

دارد. نقاط آن در بیشتری حجم π̃LA(θ|y) چ·الͬ که

ابرپارامتر درایه های پسین حاشیه ای چگالی تقریب ٢ . ۴ . ٢
ζ−j بردار به نسبت π̃(θ|y) چ·الͬ از انتگرال گیری مستلزم θk پسین حاشیه ای چ·الͬ محاسبه
است. زمان بر و مش΄ل انتگرال این محاسبه باشد، بزرگ θ بعد اگر اما ،((۶ . ٢) (معادله است
،π̃(θk|y) محاسبه ال·وریتم های توری، راهبرد از: عبارتند انتگرال گیری جای·زین رهیافت های
حاشیه ای چ·الͬ محاسبه برای که θ عددی ال·وریتم انتگرال گیری و ͬ نامتقارن درون یابی گوس

ͬ گیرند. م قرار استفاده ابرپارامترهامورد پسین

میدان پنهان عناصر پسین حاشیه ای چگالی تقریب ٣ . ۴ . ٢
استفاده با بتوان تا کنیم محاسبه را ها ζi پسین حاشیه ای چ·الͬ باید {θk} نقاط انتخاب از پس
استفاده با π̃(ζi|θk, y) پسین تقریب زد. تقریب را (۵ . ٢) چ·الͬ π̃(ζi|θk, y) و π̃(θk|y) تقریب دو از

است. محاسبه قابل شده ساده لاپلاس و لاپلاس گوسͬ، تقریب روش های از
محاسباتͬ عددی انتگرال گیری و لاپلاس تبدیل های از استفاده با INLA روش کلͬ به طور
(۵ . ٢) در کناری پسین توزیع ͬ کند. م MCMC ال·وریتم های جای·زین را دقیق تقریبی سریع،

صورت به لاپلاس تقریب از استفاده با (۶ . ٢) و

π̃(θ|y) ∝ π(ζ,θ,y)

π̃G(ζ|θ,y)

∣∣∣∣∣
ζ=ζ∗(θ)

π(ζi|ζ,θ,y) توزیع مد ζ∗(θ) و π(ζi|ζ,θ,y) گاوسͬ تقریب π̃G(ζ|θ,y) آن در که ͬ شود، م محاسبه
است.

تصادفی جزئی دیفرانسیل معادلات ۵ . ٢
(٢٠١١) هم΄اران و لیندگرین توسط ( SPDE) تصادف٢۴ͬ جزئͬ دیفرانسیل معادلات رهیافت ایده
تصادفͬ فرآیند ΁ی از استفاده با را پیوسته فضایی فرآیند رهیافت این در آن ها شد. معرفͬ

٢٣Central Composite Design
٢۴stochastic partial differential equation
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ساختار ͬ شود، م معرفͬ ادامه در که تنکͬ دقت ماتریس از استفاده با و داده نمایش گسسته
چ·الͬ تصادفͬ میدان ΁ی از تقریبی رهیافت این با ،ͽواق در ͬ کنند. م مسئله وارد را مارکوفͬ
محاسبات سرعت افزایش باعث که ͬ شود م ارایه (مارکوفͬ) تنک تصادفͬ میدان ΁ی توسط

شد. خواهد
گاوسͬ تصادفͬ میدان ΁ی Z(s) = ζ(s), s ∈ S ⊆ Rd کنید فرض SPDE رهیافت تشریح برای
κ مقیاس و ν همواری پارامترهای با مترن کواریانس تابع با همسان گرد و دوم مرتبه مانای
شده مشاهده s١, · · · , sd موقعیت d در X(si) فرآیند از تحققͬ کنید فرض این، بر علاوه باشد.
بهترین به که ͬ یابد تنکQم دقت ماتریس و فضایی همسای·ͬ با GMRF ΁ی SPDE روش باشد.
به صورت مترن تصادفͬ میدان روش این در باشد. نظر مورد مترن میدان نشان دهنده وجه
است، شده تعریف S دامنه از مثلث بندی٢۵ ΁ی بر که خطͬ تکه ای توابع از خطͬ ترکیب ΁ی
ͬ شود م تقسیم بندی مثلث ها از مجموعه ای به S فضای دامنه دی·ر عبارت به ͬ شود. م بیان
در اولیه مثلث بندی رئوس نیستند. ͽمتقاط مشترک زاویه یا مشترک یال ΁ی از بیشتر در که
مثلث بندی ΁ی به رسیدن منظور به دی·ر رئوس سپس و ͬ گیرند م قرار s١, · · · , sd موقعیت های

ͬ شوند. م اضافه اهداف سایر و فضایی پیش گویی برای مناسب
تصادفͬ جزئͬ دیفرانسیل معادله ΁ی برای پایدار جواب های تنها مترن تصادفͬ میدان های
پارامترهای و مترن کواریانس تابع با ζ(s) گاوسͬ تصادفͬ میدان ΁ی که به طوری هستند،

است: تعریف قابل زیر صورت به κ مقیاس و ν هموارسازی

C(h) = (
σ٢

Γ(ν)٢ν−١ )(κh)
νKν(κh) (٢ . ١٢)

١٩۵۴ (ویتل، هستند دوم نوع بسل تابع Kν و σ٢ = Γ(ν)

Γ(ν+ d
٢ )(۴π)

d
٢ κ٢ν)

،h = ||si− sj || آن در که

.(١٩۶٣ و
زیر است: به صورت تصادفͬ جزئͬ دیفرانسیل معادله برای پایدار جواب ΁ی

(κ٢ −∆٢)
α
٢ τ(s)ζ(s) =W (s), s ∈ R٢, α = ν +

d

٢ , κ > ٠, ν > ٠ (٢ . ١٣)

همان یا دوم مرتبه دیفرانسیلͬ عمل گر ∆ و سفید٢۶ نوفه فضایی تصادفͬ میدان W آن در که
΁ی (κ٢ −∆٢)

α
٢ جمله ͬ کند. م کنترل را واریانس τ و است ∆ =

∑d
i=١

∂٢
ζ٢
i

لاپلاس٢٧ عمل گر
به کسری٢٩ لاپلاس ΁ی فوریه تعریف بردن کار به با که به طوری دیفرانسیل٢٨ است، عمل گر

صورت
{F (κ٢ −∆٢)

α
٢ ϕ}(K) = (κ٢ + ||K||٢)

α
٢ (Fϕ)(K)

٢۵triangulation
٢۶White noise
٢٧Laplacian operator
٢٨Pesudo-differential operator
٢٩ Fractional Laplacian
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΁ی ابتدا (٢٠١١) هم΄اران و لیندگرین است. Rd در تابعͬ ϕ آن در که ͬ شود، م گرفته نظر در
مارکوفͬ تصادفͬ میدان ΁ی برای را (٢ . ١٣) جزئͬ دیفرانسیل معادله تصادف٣٠ͬ ضعیف صورت
گرفتند. نظر در باشد، مثلث بندی شب΄ه روی مترن تصادفͬ میدان ΁ی بیان گر که گاوسͬ
شب΄ه های بر مبتنͬ روش های به نسبت بیشتری هندسͬ انعطاف پذیری مثلثͬ بندی شب΄ه

دارد. سنتͬ و معمول
و است جزئͬ دیفرانسیل معادلات تقریبی حل برای عددی روشͬ محدود٣١ عناصر روش
عناصر روش از استفاده با جزئͬ دیفرانسیل معادلات حل برای معمول حل راه ΁ی مثلث بندی
بستگͬ مثلث بندی نحوه به جواب ها دقت که به طوری ،(٢٠٠٧ اس΄ات، و (برنر است  محدود
دیفرانسیل معادله حل محدود عناصر نمایش برای (٢٠١١) هم΄اران و لیندگرین بنابراین دارد.

ش΄ل به ϕt(s) پایه توابع از خطͬ ترکیب ΁ی جزئͬ،

ζ(s) =
G∑
g=١

ϕg(s)ζ̂g (١۴ . ٢)

گاوسͬ توزیع دارای وزن های {ζ̂} و پایه٣٢ توابع از مجموعه ای {ϕg} آن در که کردند، ایجاد
به رسیدن هدف به توجه با است. مثلث بندی رئوس کل تعداد G و هستند صفر میانگین با
صفر رئوس سایر و ١ ،g راس در که ͬ شوند م انتخاب به صورتͬ پایه توابع مارکوفͬ، ساختار

باشند.
عمومͬ صورت به (٢ . ١٣) جزئͬ دیفرانسیل معادله ،d = ٢ برای INLA نرم افزاری بسته در

(κ٢(s)−∆٢)
α
٢ τ(s)ζ(s) =W (s), s ∈ R٢, α = ν + ١, ν > ٠ (١۵ . ٢)

که میدان هایی یعنͬ ͬ شود. م شامل را نامانا تصادفͬ میدان های که ͬ شود م گرفته نظر در
ثابت را W (s) واریانس سادگͬ برای اما نیستند. ثابت آن ها در κ پارامتر و W (s) واریانس
پارامتر دو هر یا ΁ی اگر که به طوری ͬ شود، م فرض τ(s) مقیاس پارامتر ζ(s) برای و ͬ گیرند م
σ٢ = ١

۴πτ٢κ٢ ،(٢ . ١٢) رابطه طبق و بود خواهد نامانا میدان نباشند، ثابت κ و τ مقیاس
در شده درنظرگرفته گاوسͬ وزن های که دادند نشان (٢٠١١) هم΄اران و لیندگرین ͬ شود. م
مارکوفͬ تصادفͬ میدان ΁ی به را مترن گاوسͬ میدان و دارند مارکوفͬ ساختار ΁ی (١۴ . ٢)
گاوسͬ مارکوفͬ تصادفͬ میدان دقت ماتریس کردند ثابت همچنین ͬ کنند. م تبدیل گاوسͬ
از استفاده با ζ = {ζ̂١, · · · , ζ̂G} گاوسͬ وزن های بردار برای (α = ٢ (برای یعنͬ، Q تولید شده

است: زیر به صورت (٢٠٠۵ هم΄اران،  و (چنگ نیومن٣٣ مرزی شرایط

Q = τ٢(κ٢C + ٢κ٢G+GC−١G)

٣٠Stochastic weak formulation
٣١ Finite element method
٣٢Basis functions
٣٣ Newman boundary conditions
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به صورت C قطری ماتریس درایه آن در که

Cii =

∫
ϕi(s)ds

به صورت ،G تنک ماتریس درایه و

Gij =

∫
▽ϕi(s)▽ϕg(s)ds

را واریانس τ و مقیاس پارامتر κ همچنین است. گرادیان عمل·ر ▽ از منظور به طوری که است
است تنک وابسته اند، κ و τ به آن درایه های که Q دقت ماتریس که آن جایی از ͬ کند. م کنترل
N(٠, G−١) نرمال توزیع با گسسته تصادفͬ فرآیند ΁ی ξ است)، صفر زیاد درایه های (دارای

ͬ کند. م بیان را SPDE روش تقریبی راه حل ماتریس این ͽواق در و است





٣ فصل
فضایی‐زمانی و فضایی فرآیندهای

لگ گاوسی کاکس

ͬ شود. م ارایه ل΃ گاوسͬ کاکس فرآیندهای مورد در تکمیلͬ مباحث از برخͬ فصل، این در
مدل بندی جزییات به سپس ͬ کنیم. م بیان را ΁کلاسی دیدگاه از LGCP مدل ΁ی برازش ابتدا
فضایی‐ مدل های نیز پایان در ͬ پردازیم. م نشان دار LGC فرآیند ΁ی در نشان دار متغیرهای

ͬ کنیم. م تشریح را آن ها فضایی‐زمانͬ وابستگͬ ساختار مدل بندی نحوه و LGCPs زمانͬ

LGC فرآیند یک مدل بندی کلاسیک دیدگاه ٣ . ١
مربعͬ پنجره های شمارش ،΁کلاسی صورت به LGC فرآیندهای مدل بندی برای معمول روش
مربع که ͬ شوند، م تقسیم B١, · · · , Bm زیرناحیه های به W مشاهدات پنجره آن، در که است.
نقاط تعداد هستند. مساوی مساحت دارای مناطق کنید فرض سادگͬ، برای ͬ شوند. م نامیده

ͬ دهیم: م قرار j = ١, · · · ,m برای ͬ شماریم. م مربع هر در را

nj = n(X
∩
Bj)·

است. هم·ن شدت تابع باشند، برابر جا همه ،E[n(X
∩
Bj)] انتظار مورد مقادیر اگر

مسئله دو آن ها اندازه تعیین برای شود. انتخاب  ΁کوچ یا بزرگ  ͬ تواند م پنجره ها اندازه
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هر در نقاط تعداد شمارش نسبی خطای بزرگتر مربع های انتخاب است. مطرح تنوع و اریبی
شمارش ͬ برد. م بین از را مربع هر در شدت تابع فضایی تنوع اما ͬ دهد م کاهش را مربع
تابع توسط (٢٠٠۵ هم΄اران، و (بدلͬ spatstat بسته در R افزار نرم در مربعͬ پنجره های

.(٢٠١۵ (بدلͬ، است اجرا قابل quadratcount

پنجره ها ی شمارش چپ: داده. نوع ΁ی برای مربعͬ پنجره های شمارش :٣ . ١ ش΄ل
مربع). متر هر در (تعداد شدت تابع برآورد راست: و مربعͬ

شدت و است فضایی نقطه ال·وهای تجزیه برای ابتدایی ΁تکنی ΁ی مربعͬ پنجره های شمارش
تابع ΁ی intensity() تابع ͽواق در است. شدت تابع از ساده برآورد ΁ی مربع، هر در متوسط
است. فضایی نقطه ای فرآیند مدل یا فضایی داده مجموعه ΁ی شدت محاسبه برای عمومͬ
intensity.ppp() تابع با نقطه ای ال·و ΁ی تجربی شدت یا ͹سط واحد در نقاط تراکم میانگین
فرآیند مدل ΁ی X نقطه ای ال·و اگر ͬ شود. م محاسبه intensity.ppm() با آن نظری شدت و
مدل های از دی·ر ی΄ͬ X اگر اما شود مͬ محاسبه دقیقا فرآیند شدت باشد، پواسون نقطه ای
‐ اسبی زین تقریب از استفاده با تقریبی به طور شدت باشد، (آ  . ٢) ١ گیبز نقطه ای فرآیند
و بدلͬ ٢٠١۴؛ هم΄اران؛ و اندرسن ٢٠١٢a؛ هم΄اران، و (بدلͬ ͬ شود م محاسبه پواسون٢
در بیشتر است.جزئیات دسترس در جفتͬ تعامل مدل های برای تقریب این .(٢٠١۶ هم΄اران،

است. مشاهده قابل (٢٠١۴) هم΄اران و اندرسن

نشان دار متغیرهای مدل بندی ٣ . ٢
آن شود ضمیمه نقطه هر به خاصͬ ویژگͬ نقاط، بر علاوه گاه هر نقطه ای ال·و داده های در
وارد ͬ توان م را نشان دار متغیرهای گویند. «نشان دار» را نقطه ای ال·و و «نشان» را ویژگͬ
متغیرها این مدل بندی نحوه به ادامه در گرفت. نتیجه را دقیق تری برازش و کرد مدل سازی
مشب΄ه ΁ی به گسسته سازی با را مشاهدات پنجره ،LGC فرآیند مدل برازش برای ͬ پردازیم. م

١Gibbs point process
٢Poisson-saddlepoint approximation
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با
N = nrow × ncol

i = ١, . . . , nrow برای ،|sij | برابر سلول هر مساحت که به طوری ͬ کنیم، م تقسیم {sij} سلول
داد، نمایش {ξijkij} ش΄ل به ͬ توان م را ال·و درون نقاط بنابراین ͬ باشد. م ،j = ١, . . . , ncol و
نقاط تعداد است. sij سلول در مشاهده شده نقاط تعداد yij و kij = ١, . . . , yij که به طوری
Λ(sij) = exp(ζ(sij)) = exp(ζij) شدت تابع بودن مفروض شرط به sij سلول در مشاهده شده

دی·ر عبارت به ͬ کند؛ م پیروی پواسون توزیع از

yij |ζij ∼ Po(|sij | exp(ζij))

ͬ شود: م مدل بندی زیر به صورت ζij و

ζij = β٠ + fz(sij) + fl(sij) + · · ·+ fp(sij) + uij (٣ . ١)

فضایی٣ مقیاس بزرگ منعکس کننده و فضایی ساختاریافته اثر fl(sij)+ · · ·+ fp(sij) آن در که
خلاصه ͬ های ویژگ کم΄ͬ متغیرهای است. کم΄ͬ متغیر ΁ی نشان دهنده z(sij) همچنین است
تعامل مانند فردی محلͬ رفتار منعکس کننده و هستند مشاهده پنجره ΁ی در م΄ان هر برای
شدت تابع ل·اریتم و کم΄ͬ متغیر بین رابطه است مم΄ن که آن جایی هستنداز رقابت یا محلͬ
معادله این در ͬ دهیم. م نشان f(z(sij)) هموار تابع با را آن ها دقیق ارتباط نباشد، خطͬ
فضایی نقطه ای ال·وی نشان دار متغیرهای مدل بندی برای حال است. مدل خطا جمله uij

نظر در m٢ = (m٢١, · · · ,m٢n) و m١ = (m١١, · · · ,m١n) نشان دو با را X = (ξ١, · · · , ξn)

از ترتیب به m٢ و m١ که ͬ شود فرض م باشد. هم بیشتر ͬ تواند م نشان ها تعداد ب·یرید.
θ٢ = (θ٢١, · · · , θ٢q) و θ١ = (θ١١, · · · , θ١q) پارامتر بردارهای با F٢θ٢ و F١θ١ نمای خانواده توزیع
نقطه ای ال·و شدت بر علاه m٢ نشان هستند. نقطه ای ال·و شدت به وابسته دو هر که ͬ باشند م
ترتیب به θ٢١ و θ١١ پارامترهای عمومیت، دادن دست از بدون است. وابسته نیز m١ نشان به

. هستند F٢ و F١ موقعیت های پارامترهای
ͬ شود: م مدل زیر صورت به ζij مشاهدات پنجره گسسته سازی به توجه با

ζij = β٠ + β١ · fs(sij) + uij (٣ . ٢)

فضایی یافته ساختار اثر به وابستگͬ فرض با m١ نشان آن در که ͬ سازیم م مدلͬ نشان ها برای
گرفتن نظر در با بنابراین باشد. داشته بستگͬ ال·و به fs(sij)

m١(ξijkij )|κijkij ∼ F١θ١(κijkij ,θ١٢,··· ,θ١q)

داریم:

κijkij = β٠٢ + β٢ · fs(sij) + ςijkij , (٣ . ٣)
٣Large scale spatial
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به هم و نقطه ای ال·وی به هم ،fs(sij) طریق از m٢ نشان است. خطا جمله ςijkij آن در که
برای بنابراین دارد. بستگͬ m١ نشان

m٢(ξijkij )|νijkij ∼ F٢θ٢(νijkij ,θ٢٢,··· ,θ٢q)

داریم:

νκijkij = β٠٣ + β٣ · fs(sij) + β۴ ·m١(ξijkij )ωijkij . (۴ . ٣)

است. خطا جمله ωijkij آن در که

تصادفی زدن قدم فرآیندهای ٣ . ٢ . ١
تصادف۴ͬ زدن قدم فرآیندهای از استفاده نشان دار متغیرهای ناپارامتری مدل بندی روش ΁ی
RW1 اول مرتبه تصادفͬ زدن قدم ابتدا بخش این در ͬ کنند. م عمل اسپلاین ها مشابه که است
فرآیندها این ͬ دهیم، م نشان و ͬ کنیم م معرفͬ را RW2 دوم مرتبه تصادفͬ زدن قدم سپس و

است. مفید INLA رهیافت در آن ها از استفاده که دارند مارکوفͬ ساختار

اول مرتبه تصادفی زدن قدم
ͬ شود: م ساخته نمو بودن مستقل فرض با اول مرتبه تصادفͬ زدن قدم

∆xi
i.i.d∼ N(٠, κ−١), i = ١, · · · , n− ١ (۵ . ٣)

که: است معنͬ این به ͽواق در

xj − xi ∼ N(٠, (j − ١)κ−١), i < j

داریم: k < l و i < j برای باشد تهͬ {k, · · · , l} و {i, · · · , j} بین ͽتقاط اگر همچنین

Cov(xj − xi, xl − xk) = ٠

ͬ شود: م حاصل (۵ . ٣) معادله (n− ١) نمو از x چ·الͬ تابع

π(x|κ) ∝ κ
n−١

٢ exp
(
− κ

٢
n−١∑
i=١

(∆xi)
٢)

= κ
n−١

٢ exp
(
− κ

٢
n−١∑
i=١

(xi+١ − xi)
٢)

= κ
n−١

٢ exp
(
− ١

٢xTQx
)

۴Random walk



۵٣ نشان دار متغیرهای مدل بندی

ͬ نامیم: م ماتریسͬ ساختار ΁ی را R و Q = κR آن در که

R =



١ −١
−١ ٢ −١

−١ ٢ −١
... ... ...

−١ ٢ −١
−١ ٢ −١

−١ ١


ͬ شود: م محاسبه راحتͬ به زیر معادله از R ماتریس

n−١∑
i=١

(∆xi)
٢ = (Dx)T (Dx) = xTDTDx = xTRx

است. بعدی n× (n− ١) ماتریس D که

D =


−١ ١

−١ ١
... ...

−١ ١



دوم مرتبه تصادفی زدن قدم
نمو دوم مرتبه از گاه هر

∆٢xi∼N(٠, κ−١), i = ١, · · · , n− ٢ (۶ . ٣)

x چ·الͬ تابع که ͬ شود م شناخته دوم مرتبه تصادفͬ زدن قدم به عنوان مدل کنیم، استفاده
است: نمایش قابل زیر به صورت

π(x) ∝ κ
n−٢

٢ exp
(
− κ

٢
n−٢∑
i=١

(xi − ٢xi+١ + xi+٢)
٢)

= κ
n−٢

٢ exp
(
− ١

٢xTQx
)

است: زیر صورت به آن دقت ماتریس و
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Q = κ



١ −٢ ١
−٢ ۵ −۴ ١
١ −۴ ۶ −۴ ١

١ −۴ ۶ −۴ ١
... ... ... ... ...

١ −۴ ۶ −۴ ١
١ −۴ ۶ −۴ ١

١ −۴ ۵ −٢
١ −٢ ١



SPDE رهیافت ٣ . ٢ . ٢
ͬ توان م را نشان دار متغیر شد معرفͬ کامل به طور (۵ . ٢) بخش در که SPDE روش به توجه با
جای به داده ها SPDE روش در کرد. LGCP مدل ΁ی وارد SPDE رهیافت با فرآیند ΁ی به صورت
در انعطاف پذیری ͬ شوند. م مدل سازی خود، دقیق م΄ان به توجه با سلول ها به شدن متوسل
مربعͬ پنجره های روش به نسبت را آن و ͬ شود م محسوب روش این مزایای از ی΄ͬ شب΄ه بندی
به نیازی مستطیلͬ غیر مناطق کنترل برای زیرا ͬ کند، م ممتاز شد معرفͬ (٣ . ١) بخش در که
توجه با همچنین ͬ شوند. م مدل سازی بهینه شب΄ه بندی با نقاط و ندارد محاسباتͬ تلاش های
دارد. بالاتری پیش·ویی کیفیت و دقت ͬ گیرد م نظر در را نقاط موقعیت SPDE روش این که به

زمانی – فضایی نقطه ای الگوهای ٣ . ٣
با اقیانوس شناسͬ و زمین شناسͬ زیست، محیط هواشناسͬ، در علمͬ مطالعات برخͬ در
زمانͬ به طور و ͬ شوند م مشاهده زمان طول در که هستیم روبرو داده هایی فضایی پدیده های
نیز زمانͬ موقعیت به فضایی موقعیت بر علاوه که مشاهداتͬ به وابسته اند. ی΄دی·ر به نیز
دو تعیین نیازمند داده ها نوع این تحلیل ͬ گویند. م زمانͬ – فضایی داده های باشند، وابسته 
نوع این ماهیت به توجه با است . زمانͬ وابستگͬ و فضایی وابستگͬ یعنͬ وابستگͬ ساختار نوع
وابستگͬ ساختار هستیم. آن ها به مختص تحلیل روش های و مفاهیم دانستن نیازمند داده ها
تابع وسیله به معمولا که است زمانͬ – فضایی وابستگͬ ساختار داده ها، نوع این به مربوط

ͬ شود. م مدل بندی کواریانس
و مدل سازی وابستگͬ، ساختار این تعیین برای زیادی ͬ های بررس اخیر، سال های در
رشد و توسعه فضایی آمار بیزی آمار توسعه با شده است. انجام داده هایی چنین تحلیل
دشواری های و مسائل به اشاره با ،(١٩٨۶) کیتانیدس بار نخستین است. داشته چشم گیری
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بیزی روش های از استفاده پیشنهاد فضایی، داده های ΁کلاسی روش های به تحلیل در موجود
بیزی رهیافت دشوار و پیچیده محاسبات علت به اما داد. را داده ها از نوع این تحلیل برای
بیزی آمار گسترش و توسعه با اما نگرفت. قرار استقبال مورد فضایی داده های تحلیل برای
داده های بیزی تحلیل ،MCMC روش های مانند پیشرفته بیزی محاسبات روش های ابداع و

یافت. چشم گیری رشد نیز فضایی
است محاسباتͬ ابزار وجود زمانͬ، – فضایی و فضایی داده های توجه قابل رشد اصلͬ علت
امروزه کنیم. جمͽ آوری ... و ماهواره ، GPS طریق از را واقعͬ داده های ͬ سازد م قادر را ما که
سروکار زمان) و فضا درباره اطلاعاتͬ (شامل جغرافیا از داده های با مختلف علوم در محققان

دارند.
توسعه با ٢٠٠٠ سال در زمانͬ – فضایی و فضایی داده های استنباط برای بیزی روش های
گیل΄س ١٩٩٢؛ جورج، و (کسلا شد شروع مارکوفͬ زنجیر مونت کارلویی شبیه سازی روش های
و ͬ رفت م به کار نظری مدل های برای فقط بیزی روش سال، این از قبل .(١٩٩۶ هم΄اران، و
عددی یا شبیه سازی ابزارهای وجود عدم دلیل به واقعͬ، مطالعات موارد در کمͬ کاربردهای
را ام΄ان این محققان برای MCMC پیدایش اما داشت. پسین، توزیع های محاسبه برای
شده ساده ساختارهای به نیاز بدون حجیم، داده های با را پیچیده مدل های که آورد فرآهم
اما ͬ روند، م کار به بیزی استنباط برای گسترده طور به MCMC روش های دهند. توسعه
که حجیم و پیشرفته داده های مجموعه با که زمانͬ هستند. سنگین روش ها این محاسبات
نمایان بیشتر مش΄ل این هستیم روبرو باشند بالا بعد با زمانͬ و فضایی داده های از ͬ توانند م
INLA تقریب از مش΄ل این بر غلبه برای ͬ برد. م زیادی زمان MCMC روش اجرای و ͬ شود م

ͬ کنیم. م استفاده شد بیان دوم فصل در که
کواریانس توابع زمانͬ، ‐ فضایی تصادفͬ میدان تعریف به نیاز داده ها نوع این تشریح برای

داریم. آن ساخت چ·ونگͬ و

به ͬ توان م را فضایی تصادفͬ میدان هر زمانͬ). – فضایی تصادفͬ (میدان .٣ . ٣ . ١ تعریف
صورت

Y (s, t) = u(s, t) + ε(s, t)

زمانͬ نقطه و s ∈ D ⊆ Rd فضایی موقعیت برای u(s, t) آن در که کرد تجزیه

t ∈ T ⊆ R

خطای ε(s, t) ∼ N(٠, σ٢
ε ) و باشد داشته مختلفͬ حالت های ͬ تواند م و است حالت میدان ΁ی

تجزیه مختلف صورت های به حالت میدان ͬ دهد. م نشان را زمانͬ – فضایی اندازه گیری
آن در که u(s, t) = µ(s, t) + σ(s, t) صورت به نامه پایان این در نظر مورد تجزیه ͬ شود. م
روند مدل بندی برای معمول به طور ͬ شود. م نام گذاری روند یا مقیاس بزرگ تغییرات µ(s, t)
پایان نامه این در ما گرفت. کار به ͬ توان م را متعددی روش های زمانͬ – فضایی داده های
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تبیینͬ متغیرهای بدون و زمانͬ و فضایی تبینͬ متغیرهای از خطͬ ترکیبی صورت به را روند
صورت به که باشد کم΄ͬ متغیرهای از تابعͬ تواند مͬ µ(s, t) بنابراین ͬ گیریم. م نظر در
z(si, t) = (z١(si, t), · · · , zp(si, t))′ گفت ͬ توان م شود. مͬ داده نشان µ(si, t) = z(si, t)β

β = (β١, · · · , βp)′ و است t زمان در و si موقعیت نقاط در کم΄ͬ متغیرهای از p بعد با برداری
رگرسیو۵ اتو را زمانͬ فضایی تصادفͬ میدان تحقق اگر حال است. رگرسیونͬ ضرایب بردار
σ٢
ε ابرپارامترها، شامل پنهانͬ میدان ب·یریم، مترن را کواریانس ماتریس و SPDE یا (AR١)

استقلال فرض با که شد. خواهد SPDE پارامترهای یا AR١ ضرایب و تصادفͬ واریانس پارامتر
توزیع ش΄ل نبودن بسته علت به مجددا و ͬ کنیم م محاسبه را پسین توزیع ابرپارامترها پیشین

هستیم. تقریبی روش های از استفاده به ناچار پسین

توزیع های ،k ≥ ١ ازای به اگر گاوسͬ). زمانͬ – فضایی تصادفͬ (میدان .٣ . ٣ . ٢ تعریف
حاصل تصادفͬ میدان باشند، متغیره k نرمال زمانͬ، – فضایی تصادفͬ میدان ΁ی ͬ بعد متناه

ͬ شود. م نامیده گاوسͬ

ضرب به صورت و داده  نشان A⊗B نماد با را B و A ماتریس دو کرونکر۶ ضرب .٣ . ٣ . ٣ تعریف
اگر عبارتͬ به ͬ شود. م تعریف B ماتریس همه در A ماتریس درایه هر

A =


a١١ a١٢ · · · a١n

a٢١ a٢٢ · · · a٢n
... ... ...
am١ am٢ · · · amn


آن گاه باشد، دلخواه ماتریس ΁ی B و

A⊗B =


a١١B a١٢B · · · a١nB

a٢١B a٢٢B · · · a٢nB
... ... ...

am١B am٢B · · · amnB



LGC فضایی‐زمانی فرآیندهای ٣ . ٣ . ١
پواسون، فضایی‐زمانͬ فرآیندهای معرفͬ به ابتدا LGCͬزمان ‐ فضایی فرآیندهای تشریح برای
و ͬ پردازیم م جداپذیر فضایی‐زمانͬ وابستگͬ ساختارهای و کاکس فضایی‐زمانͬ فرآیندهای

خواهیم کرد. معرفͬ را LGC فضایی‐زمانͬ فرآیندهای پایان در
۵Auto regressive
۶Kroneker product
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پواسون فضایی‐زمانی فرآیندهای
برخͬ برای AT کاربرد، در عموما باشد؛ فضایی‐زمانͬ ناحیه ΁ی نشان دهنده AT کنید فرض
N(AT ) کنید فرض همچنین است. S × (٠, T ) فرم به (٠, T ) زمانͬ فاصله و S فضایی مناطق
شدت با فضایی‐زمانͬ ناهم·ن پواسون فرآیند ΁ی است. AT در رخدادها تعداد نشان دهنده

ͬ شود: م تعریف زیر، بدیهͬ موارد شرح به λ(x, t)

است.
T∫
٠

∫
A

λ(x, t)dxdt میانگین با پواسون توزیع دارای N(AT ) •

΁ی از مستقل تصادفͬ نمونه ΁ی A × (٠, T ) در n رخدادهای ،N(AT ) = n رابطه در •

است. λ(x, t) برای نسبی تجربی توزیع با AT روی توزیع

است: زیر صورت به (xi, ti) داده های برای همسو، درستنمایی ل·اریتم تابع مشابه، به طور

L(λ) =
n∑
i=١

log λ(xi, ti)

∫ T

٠

∫
A
λ(x, t)dxdt (٣ . ٧)

کاکس فضایی‐زمانی فرآیندهای
که است ناهم·ن پواسون فرآیند ΁ی کاکس فرآیند شد اشاره (٢ . ١) بخش در که همان طور
Λ(x, t) صورت به را فرآیند شدت فضایی‐زمانͬ، محیط در است. نامنفͬ تصادفͬ فرآیند نوعͬ
تبدیل ΁ی ͬ شود. م معرفͬ کواریانس ساختار مانایی فرض با Λ(x, t) امید ادامه در ͬ نویسیم. م

باشد: زیر شرح به ͬ تواند م مناسب پارامتری

Λ(x, t) = λ(x, t)R(x, t) (٣ . ٨)

است. γ(u, v) = σ٢c(u, v) کوواریانس تابع و ١ امید با مانا فرآیند R(x, t) آن در که

جداپذیر فضایی‐زمانی وابستگی ساختارهای
و جداپذیر وابستگͬ ساختارهای کلͬ دسته دو به فضایی‐زمانͬ در وابستگͬ ساختارهای
هستیم روبرو فضایی داده های با ما که زمانͬ ͬ شوند. م رده بندی فضایی‐زمانͬ جداناپذیر

داریم: کواریانس تابع تعریف به توجه با

C(u) = C(−u)

کلͬ حالت در ͽواق ندارد.در وجود زمانͬ – فضایی حالت در ویژگͬ این ولͬ

∀ u, v; C(u, v) = C(−u, v) & C(u, v) = C(u,−v)



ل΃ گاوسͬ کاکس فضایی‐زمانͬ و فضایی فرآیندهای ۵٨

اگر گویند. متقارن را کواریانس تابع ویژگͬ این برقراری صورت در نیست. برقرار

∀u, v C(u, v)
C(u, ٠) =

C(٠, v)
C(٠, ٠)

شرط اگر گویند. جدایی پذیر را کوواریانس تابع است، ثابت مقدار ΁ی C(٠, ٠) آن در که
کوواریانس ΁ی به صورت را زمانͬ – فضایی کوواریانس ͬ توان  م راحتͬ به  باشد، برقرار جدا پذیری
زمانͬ – فضایی کوواریانس تابع کردن مدل برای نوشت. زمانͬ کوواریانس ΁ی و فضایی
کرد. استفاده ͬ توان م ضربی – جمعͬ و خطͬ ضربی، مدل های مانند مختلفͬ مدل های از
تابع سادگͬ برای ˠمعمولا است. مشاهده قابل (٢٠١٠) هم΄اران و رودری·ز در بیشتر جزئیات

ضربی به صورت را جدا پذیر کوواریانس

C(u, v) = C(u, ٠)C(٠, v)

اگر: است اول مرتبه جداپذیر Λ(x, t) ،(٣ . ٨) در بنابراین ͬ کنند. م محاسبه

λ(x, t) = λ(x)µ(t)

اگر: است دوم مرتبه جداپذیر و

γ(u, v) = σ٢c(u, ٠)c٠)٢, v)·

ͬ کنیم. م (۴)استفاده فصل در زلزله داده های فضایی‐زمانͬ تحلیل برای ساختار نوع این از
قابل (٢٠١٠) دی·ل و رودری·ز و (٢٠٠٣،٢٠٠٨) ما ،(١٩٩٣) کرسͬ در جدا ناپذیر ساختارهای

است. مطالعه

LGC فضایی‐زمانی فرآیندهای
اساس بر و است گاوسͬ فرآیند ΁ی log Λ(x, t) فضایی‐زمانͬ، ل΃ گاوسͬ کاکس فرآیند ΁ی در
(٣ . ٨) معادله از استفاده با فرآیندها این برای ͬ شود. م تعریف کواریانس ساختار و میانگین

نوشت: ͬ توان م
R(x, t) = exp{S(x, t)}

که همان طور بنابراین و ν٢ واریانس ،−٠٫۵ν٢ میانگین با گاوسͬ فرآیند ΁ی S(x, t) آن در که
که گرفت نتیجه ͬ توان م بنابراین است. g(u) همبستگͬ تابع و E[R(x, t)] = ١ داشتیم انتظار
c(x, t) = exp{ν٢g(u, v)} − ١ و σ٢ = exp(ν٢)− ١ ترتیب به R(x, t) کواریانس تابع و واریانس

است.
معتبر کلاس ΁ی تعریف برای ͬ تواند م –زمانͬ فضایی همبستگͬ توابع از معتبر خانواده هر
توابع از خانواده هایی چنین مطالعه باشد. استفاده مورد ل΃ گاوسͬ کاکس فرآیندهای از
در که است، شده خود با مرتبط بحث هر در موضوع زیر ΁ی تولید به منجر همبستگͬ،



۵٩ زمانͬ – فضایی نقطه ای ال·وهای

مطرح قبلا که همان طور قرارگرفته است. بررسͬ مورد (٢٠١٠) گوتورپ٧ و گنیتینگ کتاب
C(u, v) = C(u, ٠)C(٠, v) پذیر ΁تفکی خانواده ΁ی از واستفاده صحت تایید برای راه ΁ی شد،
مترن کلاس درون گرفتن قرار برای ͬ تواند م C(٠, v) و C(u, ٠) از ΁هری مثال، برای است.
داده ها برازش برای تجربی منطقͬ راه ΁ی گاهͬ و است مناسب راه ΁ی امر شوند.این انتخاب

نیست. م΄انیسمͬ دیدگاه از ویژه و خاص راه ΁ی کلͬ به طور اما ͬ شود، م محسوب

٧Gneiting and Guttorp





۴ فصل
نقطه ای الگوی بیزی تحلیل

ایران غرب شمال زمین لرزه های

مقدمه ١ . ۴
ͽدرواق دارد. جهان زلزله خیز مناطق میان در ویژه ای جای·اه و است زلزله خیز کشوری ایران
از کمربند این .(١٩٧٧ (استوکلین، است گرفته قرار آلپاید زلزله خیز کمربند مسیر در ایران
هند، ایران، ترکیه، شمال مدیترانه، دریای از عبور از پس و شده شروع اطلس اقیانوس میانه
بر ͬ شود. م متصل ͬ زند م دور را آرام اقیانوس که دی·ری کمربند به فیلیپین جزایر و چین
به سعودی عربستان سخت پوسته ساله همه ایران، در صفحه ای١ زمین ساخت نظریه اساس

.(١ . ۴ (ش΄ل ͬ کند م حرکت ایران فلات طرف به سال در سانتیمتر ۵ متوسط میزان
صورت به کنون تا قبل سال میلیون ١٠ از بیش و میوسین دوره اواخر از حداقل حرکت این
مابین ایران فلات فشردگͬ موجب و داشته ادامه ایران در کوه زایی فعالیت های مرحله آخرین

.(١٣٧٠ (درویش زاده، است شده شمال در توران٣ و جنوب در عربستان٢ صفحه دو
کوچ΁ تر قطعات به شده ذکر فشارهای اعمال عوارض اثر بر ایران در زمین کره پوسته

١Plate Tectonic
٢Arabian Plate
٣Eurasian Plate

۶١



ایران غرب شمال زمین لرزه های نقطه ای ال·وی بیزی تحلیل ۶٢

ایران فلات سمت به عربستان صفحه حرکت و موقعیت :١ . ۴ ش΄ل

زمین لرزه های وقوع ͬ دهد. م نشان ی΄دی·ر به نسبت را متفاوتͬ فرعͬ حرکات که شده تقسیم
زاگرس و شمال در البرز کوه های سلسله به ویژه ایران سراسر در گذشته در مخرب و بزرگ
زلزله خیزی کمربند فشاری اعمال اثر بر آذربایجان منطقه همچنین و ایران غرب جنوب در
از حاصل زمین شناسͬ پدیده های جمله از که آلپ کوه زایی اواخر در .(١٩١۵ (وگنر، آلپاید است
به جای خود از بارزی اثرات آذربایجان منطقه در جوان۴ زمین ساختͬ تحولات است، فشردگͬ
و مرکزی ایران تا ارومیه دریاچه فاصل حد فرونشست های۵ ایجاد آن ها مهم ترین که گذاشته

.(١٣۶٨ (ذکاء، مازندران است دریاچه
بین مرز در فعال ͬ های ش΄ستگ ایجاد جوان، زمین ساخت حرکت های مهم عوارض از
این امتداد در افقͬ گاهͬ و قائم نسبی جابه جایی های ͬ باشد. م ͬ ها۶ برآمدگ و فرونشست ها
است . مخرب زلزله های ΁الاستی صورت به انرژی زیادی مقدار شدن آزاد با توام اغلب گسل ها٧
زلزله ای ایجاد بدون و ب·یرد صورت آرام٨ͬ به و تدریجͬ ͬ تواند م حرکات این گونه شرایطͬ تحت
آن ها مسیر از که بشر دست ساخت تاسیسات هرگونه و سنگ ها برش و جابه جایی موجب بزرگ

گردد. کند، عبور
گسل های زیادی تعداد بر علاوه جوان زمین ساخت حرکت های اثر بر آذربایجان منطقه در
،΁دری سلماس، تبریز، شمال گسل های جمله از توجه قابل و عمده گسل های تعدادی فرعͬ،
مغان دشت و سلطانیه آستارا، هرآباد، اردبیل، شرق ماسوله، پیرانشهر، بزقوش، سراس΄ند،
دارا منطقه لرزه خیزی١٠ و زمین ساخت٩ͬ لرزه وضعیت نظر از مهمͬ نقش که آمده اند به وجود

۴Neotectonic
۵Depression
۶Uplift
٧Fault
٨Creeping
٩Seismotectonic

١٠Seismicity



۶٣ مقدمه

هستند.
را گسل این است. تبریز شمال جوان گسل آذربایجان منطقه زمین ساختͬ پدیده بارزترین
.(١٩١۵ (وگنر، نموده اند تلقͬ ͬ پیماید م را ترکیه شمال سرتاسر که آناتولͬ گسل سیستم دنباله
جاده موازات به که تبریز شمال گسل پتانسیل و زلزله خیزی سابقه و طول گرفتن نظر در با
منطقه در نامطلوب زمین ساختͬ عوامل مهمترین از ی΄ͬ یافته، امتداد بستان آباد‐تبریز اصلͬ
مذکور گسل به مربوط پایان نامه این در نظر مورد منطقه است. تبریز شهر به ویژه و آذربایجان
تهیه شده نقشه اساس بر و است ایران زلزله خیز مناطق از ی΄ͬ مطالعه مورد موقعیت است.
.(٢ . ۴ (ش΄ل است شده دسته بندی لرزه ای پرخطر مناطق جزو (٢٠١۶) هم΄اران و زارع توسط
خسارت مورد بارها گسل، این از ناشͬ گذشته مخرب زمین لرزه های وقوع اثر بر تبریز شهر

است. شده ویران کلͬ به کشته، هزار ده چند همراه به موارد بعضͬ در و گسترده و شدید

هم΄اران، و زارع توسط (گزارش شده خاورمیانه ناحیه در زلزله خطر پهنه بندی نقشه :٢ . ۴ ش΄ل
(٢٠١۶

از ناشͬ انرژی شدن آزاد علت به که است زمین جنبش و لرزش زلزله، یا زمین لرزه
میزان از آگاهͬ برای ͬ دهد. م روی کوتاه مدتͬ در زمین پوسته گسل های در سریع گسیختگͬ
کمͬ برای کنیم. بیان کمͬ صورت به را آن نحوی به بتوانیم تا است لازم پدیده هر تاثیر
اندازه گیری اساس بر رهیافت ΁ی ͬ شود؛ م استفاده مختلف رهیافت دو از زلزله، اندازه کردن
(شدت زلزله از بشر دست سازهای تاثیرپذیری به واسطه دی·ری و زلزله) (بزرگای دستگاهͬ
در ͬ شود، م كم زلزله كانون از شدن دور با و است متفاوت م΄ان هر در زلزله شدت زلزله).
كل به كه (چرا ندارد كانون از شدن دور به ربطͬ و است ثابت همواره زلزله بزرگای كه حالͬ

است). مربوط آزاد شده انرژی

مشاهده قابل اثرهای مبنای بر خاص م΄ان یك در زلزله یك شدت زمین لرزه: شدت •
مشاهده كننده دقت به زلزله شدت تعیین در دقت ͬ شود. م تعیین م΄ان آن در زمین لرزه
مرکالͬ مقیاس همانند زمین لرزه شدت تعیین برای مختلفͬ مقیاس های است. وابسته
زمین لرزه شدت تعیین برای .(١٩١۵ (وگنر، شده اند EMS٩٨ارائه MSKو شده، اصلاح
ناشͬ آسیب های میزان آن ها اساس بر و شده اند تهیه جداولͬ مقیاس ها از کدام هر برای



ایران غرب شمال زمین لرزه های نقطه ای ال·وی بیزی تحلیل ۶۴

خسارت های تطبیق با مشاهده گر و است گردیده ارائه مختلف سازه های بر زلزله از
ͬ کند. م تعیین را زلزله شدت جدول ها، در ذکرشده موارد با زلزله از آمده به وجود

مقایسه برای معیاری آوردن به دست و زمین لرزه اندازه گیری منظور به زلزله: بزرگای •
نظر در با را آن ͬ توان م که ͬ شود م استفاده زلزله بزرگای از زمین لرزه ها، سنجش و
اندازه برای متفاوتͬ مقیاس های نمود. محاسبه نگاشت روی نوسانات دامنه گرفتن
١٩٣۵ سال در ریشتر چارلز توسط بزرگا، مقیاس اولین دارند. وجود زلزله بزرگای گیری
علاوه ͬ شود. م نامیده محلͬ بزرگای كه شد تعریف كالیفرنیا جنوب زلزله های برای
کاربردهای کدام هر که دارند وجود نیز دی·ری مختلف مقیاس های ریشتر، مقیاس بر
΁ی فقط و فقط زلزله هر ͬ کنند. م ایفا زلزله شناسͬ و زلزله مهندسͬ در را خود خاص

ͬ یابد. نم تغییر زلزله وقوع محل از فاصله با بزرگا و دارد بزرگا

داده ها معرفی ٢ . ۴
مرتبط ایران غرب شمال ناحیه در ثبت شده لرزه ای داده های پایان نامه، این نظر مورد داده های
زلزله بین المللͬ پژوهش΄ده سایت از داده ها این است. آن گسلش های و تبریز شمال گسل با
دریافت شده اند، ثبت لرزه نگار دستگاه توسط که ٢٠١-٢٠١٢۵ ساله چهار زمانͬ دوره برای
شده اند. گزارش داده ها این از ۵٠٠ حجم به زیرمجموعه ΁ی اساس بر تحلیل ها است. شده

رئوس با چهارگوش ΁ی در ناحیه مرزی نقاط و لرزه ای داده های

جغرافیایی٣٩٬٢٢) عرض جغرافیایی۴٨٬٧۶، (طول .١

جغرافیایی٣٩٬٢٢) عرض جغرافیایی۴۴٬۴٧، (طول .٢

جغرافیایی٣۶٬٢۵) عرض جغرافیایی۴٨٬٧۶، (طول .٣

جغرافیایی٣٩٬٢٢) عرض ،۴٨٬٧۶ جغرافیایی (طول .۴

.(٣ . ۴ (ش΄ل دارند قرار
مشخص، عرض و طول با زلزله نقاط جغرافیایی موقعیت های شامل لرزه ای داده مجموعه

است. ریشتر) واحد به (اندازه گیری شده زمین لرزه اندازه و لرزه ها وقوع دقیق زمان و تاریخ

داده ها تحلیل برای LGC فرآیند مختلف مدل های ٣ . ۴
که کردیم استفاده مختلفͬ مدل های از دسترس، در اطلاعات به توجه با داده ها تحلیل برای

ͬ کنیم. م بیان ΁تفکی به را کدام هر



۶۵ داده ها تحلیل برای LGC فرآیند مختلف مدل های
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ایران غرب شمال لرزه ای موقعیت ۵٠٠ نمایش :٣ . ۴ ش΄ل

مربعی پنجره های از حاصل داده های برای پواسون مدل ٣ . ١ . ۴
مجموعه ΁ی تجربی شدت که شدیم متذکر قبلا است. شدت تابع برآورد هدف استنباط این در
نرم افزار در intensity تابع است. حجم) یا ͹سط واحد در نقاط متوسط  (میانگین تراکم داده،
شمارش و شدت مقادیر ͬ کند. م محاسبه را شدت ΁کلاسی طور به spatstat بسته در و R
،S مشاهدات پنجره در زلزله نقاط است. مشاهده قابل ۴ . ۴ ش΄ل در مربعͬ پنجره های
مشاهدات پنجره ،LGC فرآیند مدل برازش برای شده اند. پراکنده ،٣ . ۴ ش΄ل در مشخص شده
که به طوری ͬ کنیم، م تقسیم {sij} سلول N = nrow×ncol با مشب΄ه ΁ی به گسسته سازی با را
نقاط بنابراین ͬ باشد. م ،j = ١, . . . , ncol و i = ١, . . . , nrow برای ،|sij | برابر سلول هر مساحت
تعداد yij و kij = ١, . . . , yij که به طوری داد، نمایش {ξijkij} ش΄ل به ͬ توان م را ال·و درون
مفروض شرط به sij سلول در مشاهده شده نقاط تعداد است. sij سلول در مشاهده شده نقاط
عبارت به ͬ کند؛ م پیروی پواسون توزیع از Λ(sij) = exp(ζ(sij)) = exp(ζij) شدت تابع بودن

دی·ر

yij |ζij ∼ Po(|sij | exp(ζij)) (١ . ۴)

بر و مختلف م΄ان های در شدت برآورد از است. مشاهده قابل (٢٠١٢ در(بدلͬ، بیشتر جزئیات
بیشتری شدت نظر مورد منطقه میانͬ قسمت که کرد مشاهده ͬ توان م وضوح به ش΄ل اساس

دارند. بیشتری شباهت ی΄دی·ر به همسایه ها فضایی وابستگͬ در چون و دارند
کار این ͬ باشد. م لرزه ای داده های به ل΃ گاوسͬ کاکس مدل برازش هدف قسمت این در
استفاده با ال·وریتم این است. ام΄ان پذیر spatstat بسته در lgcp.estK() دستور از استفاده با
به را ل΃ گاوسͬ کاکس فرآیند مدل ΁ی نقطه ای، ال·وی از K تابع و مقابله مینیمم روش از
LGC فرآیند کوواریانس ش΄ل ال·وریتم این در ͬ دهد. م برازش نقطه ای ال·و داده های مجموعه
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΁کلاسی روش به شدت برآورد :١ . ۴ جدول
[۴٣٫۵,۴۴٫٨) [۴۴٫٨,۴۶٫١) [۴۶٫١,۴٧٫۴) [۴٧٫۴,۴٨٫٧) [۴٨٫٧,۵٠]

[٣٩٫۵,۴٠٫۵] ٠٫٠٠٠٠٠٠٠ ٠٫٠٠٠٠٠٠٠ ٠٫٠٠٠٠٠٠٠ ٠٫٧۶٩٢٣٠٨ ٠٫٠٠٠٠٠٠٠
[٣٨٫۵,٣٩٫۵) ٣٫٨۴۶١۵٣٨ ۶٫١۵٣٨۴۶٢ ١١٫۵٣٨۴۶١۵ ٣٫٠٧۶٩٢٣١ ٠٫٠٠٠٠٠٠٠
[٣٧٫۵,٣٨٫۵) ٣٫٠٧۶٩٢٣١ ١۵٫٣٨۴۶١۵۴ ٣١٧٫۶٩٢٣٠٧٧ ١۵٫٣٨۴۶١۵۴ ٠٫٧۶٩٢٣٠٨
[٣۶٫۵,٣٧٫۵) ٠٫٧۶٩٢٣٠٨ ٣٫٠٧۶٩٢٣١ ١٫۵٣٨۴۶١۵ ٠٫٧۶٩٢٣٠٨ ٠٫٠٠٠٠٠٠٠
[٣۵٫۵,٣۶٫۵) ٠٫٠٠٠٠٠٠٠ ٠٫٧۶٩٢٣٠٨ ٠٫٠٠٠٠٠٠٠ ٠٫٠٠٠٠٠٠٠ ٠٫٠٠٠٠٠٠٠

΁کلاسی روش به آن رنگͬ طیف و شدت تابع از نمایشͬ :۴ . ۴ ش΄ل

را کوواریانس های مدل دی·ر اما است، نمایی کوواریانس تابع فرض پیش شود، مشخص باید
کرد. انتخاب ͬ توان م نیز

پارامترهای یافتن نیازمند داده ها به ل΃ گاوسͬ کاکس نقطه ای فرآیند مدل ΁ی برازش ال·وریتم
مدل K شده مشاهده تابع و K نظری تابع بین تطابق نزدی΄ترین که است LGC فرآیند مدل
K(r) =

∫ r
٠ ٢πs exp(C(s))ds از است عبارت ،LGCP Kبرای تابع ͬ دهد. م نشان را LGC فرآیند

زیر صورت به ترتیب به شدت تابع و کواریانس تابع شد اشاره ٢ . ٣ بخش در که همان طور و
ͬ شوند: م تعریف

c(r) = σ٢c(−r/α)

λ(s) = exp(m(s) +
c(s, v)

٢ )

را خودهمبستگͬ مقیاس پارامتر و گاوسͬ میدان واریانس پارامترهای ترتیب به α و σ٢ که
این در ͬ کند. م تعیین را کوواریانس ش΄ل و است شده شناخته کوواریانس تابع ΁ی c و دارند
استفاده α و σ٢ پارامترهای بهینه مقادیر کردن پیدا برای مقابله مینیمم روش ابتدا ال·وریتم



۶٧ داده ها تحلیل برای LGC فرآیند مختلف مدل های

بر مبتنͬ مقابله مینیمم روش ͬ شود. م استنتاج ρ شدت برآورد از µ پارامتر سپس ͬ شود. م
مشخصه های و تجربی برآوردهای مقابله از است، ΁کلاسی آماری استنباط در گشتاوری روش

ͬ کنند. م استفاده پارامترها برآورد برای فرآیند نظری

از ͬ توان م ، ψ = (σ٢, α) زوجͬ، همبستگͬ تابع پارامترهای برآورد برای مثال، عنوان به
نظری مقدار و زوجͬ همبستگͬ تابع ناپارامتری) (برآورد تجربی مقدار بین اختلاف دوم توان

صورت به است ψ حسب بر تابعͬ که آن

M(ψ) =

∫ a

٠
(log(ĝ)− log(g(r;ψ)))٢dr

است عبارت g و هسته برآورد روش به زوجͬ همبستگͬ تابع برآورد ĝ(r) آن در که کرد استفاده
توسط a > ٠ مقدار است. ζ گاوسͬ میدان کواریانس تابع c(r, ψ) که g(r;ψ) = exp(c(r;ψ)) از
ی΄دی·ر با است مم΄ن فرآیند نقاط که فاصله ای حداکثر با برابر اغلب و ͬ شود م تعیین کاربر
΁ی ψ به نسبت M(ψ) کردن مینیمم با حال ͬ شود. م گرفته نظر در باشند داشته متقابل اثر
مورد پارامترهای برآورد مثال به طور ͬ شود. م حاصل ψ برای مقابله مینیمم روش به برآورد

است. آمده زیر جدول در زلزله داده های برای روش این به نظر

مقابله مینیمم روش پارامترهای برآورد و کواریانس پارامترهای برآورد :٢ . ۴ جدول
σ٢ α var scale
۶٫٧۵٠٨٧٢۴ ٠٫٣١٣۴٣۴٩ ۶٫٧۵٠٨٧٢۴ ٠٫٣١٣۴٣۴٩

مقایسه در آن کارایی و است ساده روش ΁ی مقابله مینیمم روش که داشت توجه باید
راه کاری هیچ روش این علاوه به است. کمتر بسیار درست نمایی ماکسیمم برآورد روش با
برآوردی روش های بعد بخش های در ͬ دهد. نم ارایه ζ گاوسͬ میدان فضایی پیش بینͬ برای
را ζ گاوسͬ میدان فضایی پیش بینͬ بیشتر، کارایی بر علاوه که گرفت خواهیم کار به را
به جای lgcp.estpcf() دستور از ͬ توان م محاسبات انجام در تسریع برای ͬ کند. م ام΄ان پذیر

نمود. استفاده lgcp.estK() دستور

تجربی K تابع رسم با بررسͬ کرد. را نقاط پراکندگͬ نحوه ͬ توان م K تابع از استفاده با
مشاهده (Kpois) هم·ن پواسون فرآیند نظری K تابع مقابل در K̂(r) داده ها از شده محاسبه
وجود همبستگͬ و است مثبت نقاط بین ارتباط که معنا این به K(r) > Kpois(r) که ͬ شود م

دانست. خوشه ای فرآیند با سازگار را داده ها پراکندگͬ ͬ توان م این بر علاوه دارد



ایران غرب شمال زمین لرزه های نقطه ای ال·وی بیزی تحلیل ۶٨

K تابع تخمین :۵ . ۴ ش΄ل

رهیافت با نشان دار متغیرهای بدون LGCPفضایی ۴ . ۴
SPDE

۶ . ۴ ش΄ل است. مشاهدات پنجره مثلث بندی ،LGC فرآیند مدل برازش برای قدم اولین
ما ابتدا ͬ دهد. م نشان را است ایران غرب شمال منطقه که مشاهدات، پنجره مثلث سازی

ͬ دهیم. م برازش داده ها به فضایی ساختار اثر وجود با تنها مدل، ΁ی

SPDE روش به آن مثلث سازی و ایران غرب شمال نقشه :۶ . ۴ ش΄ل

است: زیر معادله صورت به نشان دار متغیر بدون LGCP مدل

ζij = β٠ + fspat(sij) + uij (٢ . ۴)

معادلات رهیافت با و است شدت تابع فضایی اثر fspat(sij) مبدا، از عرض پارامتر βآن٠ در که
مدل ناهمبسته خطای جمله نیز uij همچنین ͬ شود. م مدل وارد جزئͬ تصادفͬ دیفرانسیل



۶٩ SPDE رهیافت با نشان دار متغیرهای بدون فضایی LGCP

(میانگین، پسین برآوردهای است. صفر میانگین با گاوسͬ توزیع دارای ͬ کنیم م فرض که است
در است. مشاهده قابل زیر جدول در پنهان میدان پارامترهای و β٠ چندک ها) معیارو انحراف
و دامنه پارامتر شامل مترن تصادفͬ میدان ΁ی گاوسͬ مارکوفͬ تصادفͬ میدان SPDE رهیافت

ͬ دهیم. م نشان Stdev و Range با را آن ها ترتیب به پایان نامه این در که است معیار انحراف

مدل پارامترهای و β٠ برآورد :٣ . ۴ جدول
اعتبار فواصل

میانگین انحراف معیار ٠٫٠٢۵ ٠٫۵ ٠٫٩٧۵
β٠ ٢٫٨٩٨٣ ٠٫٠٨٣۴ ٢٫٧٣۴۶ ٢٫٨٩٨٢ ٣٫٠۶١٨
Range ٠٫٢٣٢٨ ٠٫٠٠٠٩ ٠٫٢٣٠٨ ٠٫٢٣٢٨ ٠٫٢٣۴۴
Stdev ٠٫۵۴۵٠ ٠٫٠٠١٨ ٠٫۵۴١۵ ٠٫۵۴۴٩ ٠٫۵۴٨٧

٠٫٢٣ از بیشتر آن ها که فاصله داده هایی گرفت نتیجه ͬ توان م حاصل برآوردهای به توجه با
ی΄دی·رند. از مستقل تقریبا است کیلومتر
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مدل پارامترهای برای پسین حاشیه ای ͬ های چ·ال :٧ . ۴ ش΄ل
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log−intensity

posterior mean

0 1 2 3 4

پسین میانگین اساس بر ایران غرب شمال زمین لرزه های پهنه بندی نقشه :٨ . ۴ ش΄ل
فضایی اثر

اثر پسین میانگین اساس بر را ایران غرب شمال زمین لرزه های پهنه بندی نقشه ٨ . ۴ ش΄ل
(قسمت میانͬ منطقه در زلزله تعداد بیشترین ش΄ل این به توجه با ͬ دهد. م نشان فضایی
این از هرچه ͬ باشد. م خطر معرض در منطقه این و است تبریز شمال گسل روی رنگ)، قرمز

ͬ شود. م کمتر زلزله خطر بنابراین و زلزله ها تعداد ͬ شویم م دورتر خطر پر منطقه

log−intensity

posterior sd

0.15 0.20 0.25 0.30 0.35 0.40

انحراف معیار اساس بر ایران غرب شمال زمین لرزه های پهنه بندی نقشه :٩ . ۴ ش΄ل
فضایی اثر پسین

دی·ر به نسبت رنگ) آبی (قسمت میانͬ مناطق در برآورد خطا میزان ٩ . ۴ ش΄ل به توجه با
دارد. وجود میانͬ منطقه در بیشتری نقاط تعداد زیرا است کمتر مناطق



٧١ نشان دار متغیرهای با فضایی LGCP

نشان دار متغیرهای با فضایی LGCP ۵ . ۴
موجود اطلاعات به توجه با شد. اشاره نشان دار نقطه ای ال·و مدل بندی نحوه به ٣ . ٢ بخش در
ζij ͬ توان م بنابراین ͬ دهیم. م ادامه نشان دار به صورت را مدل بندی بررسͬ، مورد داده های در

کرد: زیر تعریف به صورت را (٣ . ١) معادله در

ζij = β٠ +m+ fspat(sij) + uij (٣ . ۴)

ریشتر) واحد (به زمین لرزه اندازه ما داده های برای و است نشان دار متغیر ΁ی m آن در که
کرد. مشاهده ۵ . ۴ جدول در ͬ توان م را نشان دار متغیر و ابرپارامتر پارامترها، برآورد است.

و پارامترها میانگین و اطمینان فواصل معیار، انحراف مقادیر برآورد :۴ . ۴ جدول
نشان دار متغیر

اعتبار فواصل
میانگین انحراف معیار ٠٫٠٢۵  ٠٫۵ ٠٫٩٧۵

β٠ ٠٫٧٨١٨ ٠٫٠٧٠۶ ٠٫۶۴٣٢ ٠٫٧٨١٨ ٠٫٩٢٠۴
m −٠٫٢۴۶٢ ٠٫٠٣٣٧ −٠٫٣١٢٣ −٠٫٢۴۶٢ −٠٫١٨٠١
Range ٢٫١٩٠ ٠٫۶١٩٧ ١٫٢٧٣٣ ٢٫٠٨۶٣ ٣٫۶٧٨٨
Stdev ٠٫٣۶٢ ٠٫٠۵٠۴ ٠٫٢٧۴٧ ٠٫٣۵٧٧ ٠٫۴٧٢۶

وضوح به تفسیر این دانست. منفͬ را آن تاثیر ͬ توان م کم΄ͬ متغیر برآورد مقدار به توجه با
ایران غرب شمال ناحیه زمین لرزه های نشان دار متغیر اثر پهنه بندی نقشه که ١٠ . ۴ ش΄ل در
داشته توجه ای قابل مقدار زلزله بزرگای که محدوده ای در ͽواق در ͬ باشد. م مشخص است،

است. بوده کم زلزله نقاط تعداد است
ͬ دهد. م نشان را پارامترها پسین حاشیه ای ͬ های چ·ال ١١ . ۴ ش΄ل



ایران غرب شمال زمین لرزه های نقطه ای ال·وی بیزی تحلیل ٧٢

اساس بر ایران، غرب شمال ناحیه زمین لرزه های پهنه بندی نقشه :١٠ . ۴ ش΄ل
متغیر پسین معیار انحراف اساس بر چپ)، (سمت نشان دار متغیر پسین میانگین

راست). نشان دار(سمت
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پارامترها پسین حاشیه ای چ·الͬ :١١ . ۴ ش΄ل

تصادفی زدن قدم فرآیندهای با نشان دار متغیرهای مدل بندی
(ایلیان کرد مدل وارد (RW1) اول مرتبه تصادفͬ زدن قدم صورت به ͬ توان م را کم΄ͬ متغیر

است. مشاهده قابل زیر صورت به نتایج حالت این در .(٢٠١٢ هم΄اران، و
است. اول مرتبه تصادفͬ زدن قدم دقت پارامتر ϖ ،١٢ . ۴ جدول در

شده مدل «rw١» نشان دار متغیر که زمانͬ را پارامترها حاشیه ای ͬ های چ·ال ١٢ . ۴ ش΄ل
ͬ دهد. م نشان است،



٧٣ نشان دار متغیرهای با فضایی LGCP

«rw١» با متغیرنشان دار و دقت ،پارامتر β٠ پارامتر برآورد :۵ . ۴ جدول
چندک

برآورد انحراف ٠٫٠٢۵ معیار ٠٫۵ ٠٫٩٧۵
β٠ ٠٫٨٩٨١ ٠٫٠۶٨٧ ٠٫٧۶٣٢ ٠٫٨٩٨١ ١٫٠٣٢٩
m −٠٫٢۶٠٠ ٠٫٠٣٣٣ −٠٫٣٢۵٣ −٠٫٢۶٠٠ −٠٫١٩۴٨
ϖ ٢۶٫٠٢ ٨٫٠٧٧ ١٣٫٨۴ ٢۴٫٧٩

INLA روش از استفاده با پارامترها حاشیه ای ͬ های چ·ال :١٢ . ۴ ش΄ل

LGCنشان دار فرآیند با نشان بدون LGC فرآیند مقایسه
بدون LGC فرآیند مدل بندی به مربوط ترتیب به که ۵ . ۴ و ٣ . ۴ جدول دو مقادیر مقایسه با
،Range پارامتر برآورد افزایش بر علاوه که ͬ شویم م متوجه است نشان دار LGC فرآیند و نشان
٠٫٢٣ از متغیرنشان دار وجود با فضایی وابستگͬ همچنین است. یافته کاهش خطا پارامتر

است. یافته افزایش کیلومتر ٣٫۶٧ به کیلومتر
محدوده نشان دار متغیر وجود با که رسید نتیجه این به ͬ توان م ١٣ . ۴ ش΄ل به توجه با
هر است ملموس تر رنگͬ طیف اساس بر نقاط فضایی وابستگͬ و وابسته اند به هم وسیع تری

ͬ شوند. م کمتر زلزله ها تعداد ͬ شویم م دورتر زلزله مرکز از چه



ایران غرب شمال زمین لرزه های نقطه ای ال·وی بیزی تحلیل ٧۴

فرآیند مدل و چپ) (سمت نشان بدون LGC فرآیند مدل دو مقایسه :١٣ . ۴ ش΄ل
آن ها. پسین میانگین اساس بر راست) (سمت نشان دار LGC

متوجه نشان دار متغیر وجود با برآوردها، معیار انحراف اساس بر مدل دو این مقایسه با
مشاهده قابل نیز ١۴ . ۴ ش΄ل در که شد خواهیم پارامترها دقیق تر برآورد و خطا چشم گیر کاهش

است.

زمانی ‐ فضایی LGC فرآیند ١ . ۵ . ۴
است نظر مورد داده هایی تحلیل عمل در گاهͬ شد بحث سوم فصل در که مطالبی به توجه با
وابسته  ی΄دی·ر به نیز مطالعه مورد فضای در و زمان طول در فضایی، وابستگͬ بر علاوه که
این در شود. استفاده زمانͬ – فضایی مراتبی سلسله مدل از که است نیاز بنابراین هستند.
ͬ شود م انجام گاوسͬ تصادفͬ میدان ΁ی از استفاده با ͺپاس متغیرهای مدل بندی مدل ها
است. سفید نوفه گاوسͬ تصادفͬ میدان ΁ی صورت به اندازه گیری خطای ͬ کنیم م فرض و
صورت به اصولا که –زمانͬ فضایی تصادفͬ، پنهان میدان ΁ی با زمانͬ – فضایی وابستگͬ
میدان ͬ شود. م مدل وارد است، اول مرتبه رگرسیو اتو و ͬ کند م تغییر زمان با که حالتͬ میدان

ͬ گیرند. م نظر در مترن کواریانس تابع با گاوسͬ معمولا را مذکور
فضایی حوزه برای SPDE مدل ΁ی عنوان به را آن ابتدا زمانͬ – فضایی مدل ΁ی انجام برای
از استفاده با زمانͬ ‐ فضایی مدل ͬ گیریم. م نظر در زمان اندازه گیری برای AR(١) مدل ΁ی و
نقطه ای ال·وهای در زمان چون ͬ شود. م انجام زمان و م΄ان دقت ماتریس بین کرونکر ضرب



٧۵ نشان دار متغیرهای با فضایی LGCP

فرآیند مدل و چپ) (سمت نشان بدون LGC فرآیند مدل دو مقایسه :١۴ . ۴ ش΄ل
آن ها پسین معیار انحراف اساس بر راست) (سمت نشان دار LGC

مبنا توابع از استفاده با و SPDE روش به گسسته سازی طریق از ͬ توانیم م ما است پیوسته
روش از استفاده با زمانͬ ‐ فضایی پیوسته مدل برازش برای دهیم. انجام را نظر مورد تحلیل
برای ما انتخابی گره تعداد داریم. زمان طول در گره ها از مجموعه ای تعریف به نیاز ،SPDE
زمان های ب·یریم نظر در ٢٠١٢/٨/١ را زمان مبدا اگر که ͬ باشد م عدد ۶ نظر مورد داده های

ͬ شود: م شامل را زیر

انتخابی گره های :۶ . ۴ جدول
t 2012/8/11 2013/2/27 2013/9/15 2014/4/3 2014/10/19 2015/5/7

استنتاج برای استفاده مورد گره های و (سیاه) زلزله هر داد رخ زمان :١۵ . ۴ ش΄ل
(آبی).
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نشان دار متغیر بدون زمانی ‐ فضایی LGCP
حالت این در ͬ دهیم. م برازش نشان دار متغیر بدون فضایی‐زمانͬ، اثر با تنها را مدل اکنون

داریم:

ζ = β٠ + f(s, t) + u (۴ . ۴)

در فضایی‐زمانͬ اثر پسین میانگین اساس بر زلزله نقاط پهنه بندی که ش΄ل۴ . ١۶ به توجه با
است. چهارم تا اول زمان های در زلزله بیشترین که گفت ͬ توان م است ششم تا اول زمان های
وجود جاذبه مرکزی ناحیه در ͬ دهد م نشان زمان شش این در فضایی اثر بیزی برآورد همچنین
پهنه بندی ͬ دهد. م رخ است بیشتر نقاط ͽتجم که م΄ان هایی در بیشتر زلزله ها، تعداد و دارد

است. مشاهده قابل ١٧ . ۴ ش΄ل در فضایی‐زمانͬ اثر پسین انحراف معیار

ششم تا اول زمان های در فضایی‐زمانͬ اثر پسین میانگین ۴ . ١۶: پهنه بندی ش΄ل



٧٧ نشان دار متغیرهای با فضایی LGCP

تا اول زمان های در فضایی‐زمانͬ اثر پسین معیار انحراف ۴ . ١٧: پهنه بندی ش΄ل
ششم

نشان دار متغیر با زمانی ‐ فضایی LGCP
مدل وارد را است زلزله بزرگای که نشان دار متغیر فضایی‐زمانͬ، اثر بر علاوه مدل این در
ش΄ل ͬ شود. م مدل بندی SPDE روش به نشان دار متغیر ͬ دهیم. م ادامه را استنباط و ͬ کنیم م

ͬ دهد. م نشان را پارامترها پسین حاشیه ای چ·الͬ ١٨ . ۴

پارامترها پسین حاشیه ای ۴ . ١٨: چ·الͬ ش΄ل

محسوس ٢٠ . ۴ و ١٩ . ۴ ش΄ل  های در بودن خوشه ای مدل، در نشان دار متغیر دادن اثر با
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در نقاط که گرفت نتیجه ͬ توان م نشان دار متغیر بدون مدل و نشان دار مدل مقایسه با و است
ال·و بودن خوشه ای که دارند ی΄دی·ر کنار در گرفتن قرار به تمایل مدل دو هر در میانͬ مناطق

ͬ دهد. م نشان را
پسین میانگین اساس بر ایران غرب شمال ناحیه زمین لرزه های پهنه بندی در را تفاسیر این

.((٢١ . ۴) (ش΄ل کرد مشاهده ͬ توان م نیز شدت تابع

ششم تا اول زمان های در فضایی‐زمانͬ اثر پسین میانگین ۴ . ١٩: پهنه بندی ش΄ل

گسل های با حاصل پهنه بندی های مطابقت و تحقیق این از شده حاصل نتایج به توجه با
شمال جهت در تمرکز بیشترین که کرد استنباط این گونه ͬ توان م ایران غرب شمال به مربوط
راستای در همچنین و تبریز شمال گسل با رابطه در سراب تا خوی از شرقͬ، جنوب غربی،
قابل قفقاز کیلومتری چند تا و روسیه و ایران مرز طرف به تبریز شمال در جنوبی شمالͬ
پراکنده صورت به لرزه ها و کمتر تمرکز این دی·ر نواحͬ در که صورتͬ در ͬ باشد م ملاحظه

ͬ باشد. م



٧٩ نشان دار متغیرهای با فضایی LGCP

تا اول زمان های در فضایی‐زمانͬ اثر پسین معیار انحراف ۴ . ٢٠: پهنه بندی ش΄ل
ششم

پسین میانگین اساس بر ایران غرب شمال ناحیه زمین لرزه های ۴ . ٢١: پهنه بندی ش΄ل
شدت تابع
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نتیجه گیری ۶ . ۴
نقطه ای ال·وهای مدل بندی برای منعطف فرآیندهای به عنوان LGCفرآیندهای پایان نامه، این در
استنباط اما است. شده بیشتری استقبال فرآیندها این بیزی تحلیل از شدند. معرفͬ فضایی
INLA تقریبی روش ͬ شود. م انجام MCMC ال·وریتم های ΁کم به فرآیندها این در معمول بیزی
ال·وریتم های همراه همیش·ͬ مش΄لات از بالا، سرعت کنار در که است کارایی جدید جانشین
تقریبی، روش این از استفاده با است. دور ضعیف، آمیختگͬ و کند هم·رایی شامل ،MCMC

نتایج و اجرا را نشان دار LGC فرآیند ΁ی با ایران غرب شمال ناحیه زلزله خیز نقاط مدل بندی
کردیم. تفسیر رو



آ  پیوست
 

گاوسی تصادفی فرآیند آ  . ١
تصادفی فرآیند

وضعیت که است زمان یا مرحله اندیس با تصادفͬ متغیرهای از مجموعه ای تصادفͬ فرآیند
اندیس و تصادفͬ متغیرهای ͬ دهد. م نمایش دوره ΁ی طول در را تصادفͬ آزمایش پدیده ΁ی
تصادفͬ متغیر Xt کنید فرض باشند. بعدی چند نیز و پیوسته و گسسته نوع از ͬ توانند م آن ها
صورت، این در باشد. شده تعریف S وضعیت فضای و T پارامتر فضای در که باشد t با متناسب
هر ازای به Xt آن در که گویند تصادفͬ فرآیند ΁ی را {Xt; t ∈ T} تصادفͬ متغیرهای مجموعه

است. تصادفͬ متغیر ΁ی t ∈ T

گاوسی تصادفی فرآیند
متغیرهای از متناهͬ خطͬ ترکیب هر هرگاه ب·یرید. نظر در را {Xt, t ∈ T} تصادفͬ فرآیند
میدان دی·ر عبارت به یا (نرمال) گاوسͬ فرآیند ΁ی را Xt باشد، نرمال توزیع دارای Xt تصادفͬ

دارند. مختلف علوم در مختلفͬ کاربردهای فرآیندها این ͬ نامند. م (GRF) گاوس١ͬ تصادفͬ
١Gaussian Random Field



 ٨٢

گیبز نقطه ای فرآیند آ  . ٢
این ریاضͬ، آمار در کرد. ظهور آماری ΁فیزی نظریه در بار اولین گیبز، نقطه ای فرآیندهای
و (بدلͬ ͬ روند م به کار فضایی نقطه ای ال·وهای مطالعه برای مدل هایی به عنوان فرآیندها

٢٠١٢a). هم΄اران،

۴ . ۴ بخش به مربوط R نرم افزار دستورات آ  . ٣
لازم بسته هایی فراخوانͬ •

library(INLA)

library(raster)

library(sp)

library(ggplot2)

library(spatstat)

library(fields)

library(rgeos)

مشب΄ه ساختن •

(nv <- (mesh <- inla.mesh.2d(

loc.domain=burbdy, offset=c(.3, 1),

max.edge=c(.5, 0.7), cutoff=.05))$n)

plot(mesh)

lines(burbdy, col="red")

points(locs, col=4, pch=10); lines(burbdy, col=2)

spde <- inla.spde2.pcmatern(

mesh=mesh, alpha=2, ### mesh and smoothness parameter

prior.range=c(0.05, 0.01), ### P(practic.range<0.05)=0.01

prior.sigma=c(1, 0.01)) ### P(sigma>1)=0.01

sum(diag(spde$param.inla$M0))



٨٣ ۴ . ۴ بخش به مربوط R نرم افزار دستورات

sum(w <- sapply(1:length(dmesh), function(i) {

if (gIntersects(dmesh[i,], domainSP))

return(gArea(gIntersection(dmesh[i,], domainSP)))

else return(0)

}))

مشاهدات ماتریس •

n <- nrow(locs)

y.pp <- rep(0:1, c(nv, n))

e.pp <- c(w, rep(0, n))

lmat <- inla.spde.make.A(mesh, locs)

imat <- Diagonal(nv, rep(1, nv))

A.pp <- rBind(imat, lmat)

stk.pp <- inla.stack(data=list(y=y.pp, e=e.pp),

A=list(1,A.pp), tag='pp',

effects=list(list(b0=rep(1,nv+n)), list(i=1:nv)))

مدل برازش •

pp.res <- inla(y ~ 0 + b0 + f(i, model=spde),

family='poisson', data=inla.stack.data(stk.pp),

control.predictor=list(compute=TRUE, A=inla.stack.A(stk.pp)),

E=inla.stack.data(stk.pp)$e, verbose=TRUE,

control.inla=list(strategy='gaussian', int.strategy='eb'))
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Abstract
Spatial point pattern data has various applications in the real world. For example, identifi-

cation of earthquake points and Study of different species plants. Intensity function is the main
Property in these data analysis. Several statisticians suggeste different Approaches to modeling of
this function such as, Binomial point processes, Poisson and Cox. According to nature of these
data and cox processes flexibility, in this study we considered Subcategories of these processes as
known log gaussian cox processes. log gaussian cox processes act very flexible because of simple
improvise of auxiliary variables in its inside. Classic deduction in Leggings processes need to com-
plicated calculations to earn approximate of the likelihood function.So because of this, researcher’s
usual approaches for fit intensity function by Leggings processes is Bayesian. Since of posterior
distribution form in these processes isn’t clear, the usual tools to fit modeling is Algorithms of
the Markov Chain Mont Carlo (MCMC). Performance of these algorithms need to Programming
skills and is serious in Convergence and computation time. A replacement approach is using of
Bayesian approximate method as known Laplace approximation (INLA). This approximation in
compare with MCMC algorithms is very quick and its result is the same in accuracy. In this thesis,
we use the approximation method INLA for fitting the log gaussian cox processes models. To il-
lustrate the application of the theoretical topics, we analyze the data of the earthquake point pattern
of the northwest region of Iran with thelog gaussian cox processes model.
Keyword: Point Processes, Log Gaussian Cox Process, Intensity Function, Function K, Integrated
Nested Laplace Approximation.
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