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سپاس گزاری...

خداوند نهاد. ودیعه به انسان ها دل در را آموختن به عشق که را معبودی سپاس و ر ش
سپری دانش و علم تحصیل راه در را خود عمر تا داد فرصت من به که م گویم سپاس را

کنم.
من در را جستجو و کشف لذت و دانستن شور ، کودک از که عزیزم مادر و پدر از
کردن فراهم با سالها، این تمام در و آموختند من به را تلاش و استقامت و کردند بیدار
دانشان قدر وجود، تمام با نمودند، آسان من بر را دشواری ها از بسیاری ، روح آرامش
در که بزرگواری اساتید تمام مقابل در معلم، والای مقام به احترام پاس به هستم.
معرفتشان جوشان چشمه از را وجودم تشنه کویر و نموده فیض کسب محضرشان
ابراز ایشان از را خود گزاری سپاس مراتب و آورده فرود تعظیم سر ساخته ام، سیراب

م دارم.
که روزهایی تمام که ایرانمنش، مهدی دکتر آقای جناب بردبارم، راهنمای استاد از
بود، اخلاق و علم با توأم آموختن از سرشار بودم تحقیق به مشغول ایشان نظارت تحت
م باخت رنگ دلسردی ها تمام که بود ایشان امید از پر پرتو در دارم. را ر تش نهایت
در م یافت. پاس گاهم بی و گاه پرسش های ناپذیرشان، خستگ وجود سایه در و
یاری و راهنمایی ها برای دکترعلیرضا خدّام آقای جناب ، مشاورم استاد از هم آخر

زارم. سپاس صمیمانه دریغشان بی
دسترن الهام دکتر خانم و نژاد معتمد احمد دکتر آقای جناب از م دانم لازم همچنین

عمل به را دان قدر و ر تش نهایت داشتند، عهده بر را من نامه پایان داوری که
خورسندی رضا مهدی دکتر آقای جناب تکمیل تحصیلات نماینده از بیاورم.همچنین

زارم. سپاس بسیار حضورشان بخاطر

شاکریان الهه
١٣٩۶ بهمن

ه



نامه تعهد
اه دانش ریاض علوم محض ریاض رشته ارشد کارشناس دانشجوی شاکریان الهه اینجانب
‐ C تعمیم یافته نگاشت های برای تقریب بهترین عنوان با پایان نامه نویسنده شاهرود،
م شوم: متعهد ایرانمنش مهدی راهنمایی تحت ، ترتیب جزیی با فضاهای متری در انقباض
برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط پایان نامه این در تحقیقات •

است.
شده استناد استفاده مورد مرج به پژوهش گران، ر دی پژوهش های نتایج از استفاده در •

است.
مدرک نوع هیچ دریافت برای ری دی فرد یا خود، توسط کنون تا پایان نامه، این مطالب •

است. نشده ارایه هیچ جا در امتیازی یا
نام با مستخرج مقالات و دارد، تعلق شاهرود صنعت اه دانش به اثر، این معنوی حقوق •
خواهد چاپ به “ Shahrood University of Technology “ یا “ شاهرود صنعت اه دانش “

رسید.
بوده اند، تاثیرگذار پایان نامه اصل نتایج آوردن به دست در که افرادی تمام معنوی حقوق •

م گردد. رعایت پایان نامه از مستخرج مقالات در
آنها) بافت های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •

است. شده رعایت اخلاق اصول و ضوابط است، شده استفاده
افراد شخص اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •
شده رعایت انسان اخلاق اصول و رازداری اصل است)، شده استفاده (یا یافته دسترس

است.
شاکریان الهه
١٣٩۶ بهمن

نشر حق و نتایج یت مال
برنامه های کتاب، مستخرج، (مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
شاهرود صنعت اه دانش به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم افزارها رایانه ای،

شود. ذکر مربوطه علم تولیدات در ، مقتض نحو به باید مطلب این م باشد.
نم باشد. مجاز منبع ذکر بدون پایان نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده •

و



یده چ
ی دارای کامل متری فضاهای در انقباض نگاشت هر در که کرد ثابت باناخ ١٩٩٢ سال در

حالت به را ضعیف ‐انقباض C نگاشت های ا یده پایان نامه، این در است. فرد به منحصر نقطه
این م کنیم. بررس کلاس این برای را تقریب بهترین قضایای و داده تعمیم ناخود‐نگاشت
هدف است. شده [١٠]انجام ارانش هم و هارجان بوسیله که است کارهایی تعمیم نتایج
فضاهای در ضعیف ‐انقباض C های نگاشت برای ثابت نقطه بررس زمینه کردن فراهم ما
نوایی ی مفهوم معرف به همچنین م باشند. جزیی ترتیب ی دارای که است کامل متری
نگاشت بودن پروکسیمینال ادامه در م پردازیم. متری فضاهای در ثابت نقاط شده جفت

م کنیم. بررس نیز را ‐انقباض C یافته تعمیم های

، انقباض تقریب، بهترین جزیی، ترتیب مرتب، متری فضای ثابت، نقطه کلیدی: کلمات
ضعیف    ‐انقباض C نگاشت ، انقباض نگاشت پروکسیمینال، شده، جفت ثابت نقطه

ز



پایان نامه از مستخرج مقالات لیست

اول مقاله .١
دوم مقاله .٢
سوم مقاله .٣

ح



مطالب فهرست
١ مقدمات مفاهیم و کلیات ١
١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ریاض آنالیز مفاهیم ١ . ١
۵ . . . . . . . . . . . انقباض نگاشت های برای ثابت نقطه قضیه ١ . ١ . ١
۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تقریب بهترین مفاهیم ١ . ١ . ٢

٩ C‐انقباض نگاشت های در ثابت نقطه تایی ی ٢
٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ٢ . ٠ . ١
١٠ . . . . . . . . . متری فضای در انقباض شرایط در ثابت نقطه قضایای ٢ . ١
١٣ . . . . . . . . . . . ‐انقباض C نگاشت های برای ثابت نقطه قضایای ٢ . ٢
١٣ . . . . . . . . . . . . . . نانزول توابع برای ثابت نقطه نتایج ٢ . ٢ . ١
١٩ . . . . . . . . . . . . ناصعودی توابع برای ثابت نقطه نتایج ٢ . ٢ . ٢
٢٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مثال ٢ . ٣

٢٣ مرتب متری درفضاهای شده جفت ثابت نقطه قضایای ٣
٢٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ٣ . ١
٢٣ . . . . . . . . . . . . . . شده جفت ثابت نقطه قضایای نتایج ٣ . ١ . ١
٣٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مثال ٣ . ١ . ٢
٣٧ . . . غیرخط نوع از متری فضاهای در شده جفت ثابت نقطه ٣ . ١ . ٣

۴٣ انقباض نگاشت های در تقریب بهترین قضایای نتایج ۴
۴٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ١ . ۴
۴٣ . . . . . . . . . . . . . C‐انقباض یافته تعمیم نگاشت های ١ . ١ . ۴
۴۴ . . . . . . . . . . انقباض ‐ C تعمیم یافته پروکسیمینال های نگاشت ٢ . ۴
۴٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مثال ٢ . ١ . ۴

۵۵ مراج
ط



مطالب فهرست ی
۵٩ انگلیس به فارس واژه نامه
۶١ فارس به انگلیس واژه نامه



١ فصل
مقدمات مفاهیم و کلیات

های فصل در که قضایایی از برخ همچنین و نیاز مورد اساس مفاهیم بیان به فصل این در
قضایا صورت و اصطلاحات و علائم معرف منظور به تعاریف م پردازیم. م روند، کار به بعد
قضایای اثبات که است ذکر به لازم م شوند. بیان مختلف منابع به مراجعه از نیاز رف برای

م شوند. داده [٢١]ارجاع مربوطه کتب به اغلب معروف

ریاض آنالیز مفاهیم ١ . ١
است. ریاض آنالیز و توپولوژی مهم مفاهیم از ی متری فضای

ی (X,⪯) و متری فضای (X, d) هرگاه ١نامند جزئ مرتب رافضای (X, d,⪯) .١ . ١ . ١ تعریف
باشد. جزئ مرتب مجموعه

ϵ > ٠ هر برای هرگاه م گوییم پیوسته (X, d) متری فضای در را T نگاشت .١ . ١ . ٢ تعریف
.d(Tx, Ty) < ϵ آنگاه است. d(x, y) < δ وقت که به گونه ای باشد موجود δ > ٠ ی

در بالا از پیوسته نیم را T باشد. نگاشت ی T : (X, d) −→ R∗ کنیم فرض .١ . ١ . ٣ تعریف
ازای به که قسم به باشد موجود δ > ٠ مانند عددی u ∈ R∗ هر برای هرگاه نامیم a ∈ X نقطه

.T (x) < u آن گاه d(x, a) < δ اگر x ∈ X هر
١Partially ordered metric space



مقدمات مفاهیم و کلیات ٢
عددی v ∈ R∗ برای هرگاه م شود. نامیده a ∈ X نقطه در پایین پیوسته نیم T مشابه طور به

T (x) > v آن گاه d(x, a) < δ اگر x ∈ X هر ازای به که قسم به باشد موجود δ < ٠ مانند
X در {xn} دنباله است. مفروض X در {xn} دنباله و (X, d) متری فضای .۴ . ١ . ١ تعریف

باشد: داشته وجود ذیل ویژگ با x ∈ X مانند نقطه ای هرگاه است را هم
∀ϵ > ٠,∃n ∈ N, ∀n ≥ N ⇒ d(xn, x) ≤ ϵ

باشد. x به را هم {xn} هرزیردنباله ی تنهااگر و اگر است x به را هم {xn}

(X, d) متری فضای در .١ . ١ . ١ قضیه
است تا ی وجود صورت در دنباله هر حد •

است. کراندار را هم دنباله هر •
باشد. متناه تعدادی جز جملات تمام شامل p همسای هر اگر تنها و اگر pn → p •
pn → p که هست E در {pn} مانند دنباله ای باشد. E ⊆ X حدی نقطه ی p هرگاه •

ازای به که درصورت م نامیم، صعودی را {xn} دنباله ی R١ اقلیدس فضای در .۵ . ١ . ١ تعریف
باشد M > ٠ مانند عددی یعن باشد کراندار بالا از صعودی دنباله ای هرگاه xn ≤ xn+١ ، n هر
sup{x١, x٢, · · · } یعن خود برد سوپریمم به {xn} آن گاه xn ≤ M ، n هر ازای به که بقسم
هر {xn+١ ≤ xn} n هر، برای که صورت در م نامیم، نزول را {xn} نحو، بهمین است. را هم

است. را هم خود برد اینفیمم به باشد. کراندار پایین از که نزول دنباله
را هم x در نقطه ی به م تواند حداکثر (X, d) متری فضای در {xn} دنباله .١ . ١ . ٢ قضیه

باشد.
زیر هر اگر تنها و اگر است را هم x به {xn} دنباله ،(X, d) متری درفضای .١ . ١ . ٣ قضیه

باشد. را هم x به نیز {xn(k)} مانند آن دنباله ی
کوش دنباله این باشد. (X, d) متری فضای در دنباله ای {xn} کنیم فرض .۶ . ١ . ١ تعریف

هر ازای به به طوری که باشد. موجود kϵ مانند عددی ϵ > ٠ هر ازای به هرگاه م شود نامیده
باشیم داشته n,m > kϵ

d(xm, xn) < ϵ

{xn} ⊆ X کوش دنباله ی هر که درصورت گوییم کامل را (X, d) متری فضای .١ . ١ . ٧ تعریف
نیست. کامل Q ول هستند کامل R و C مثال به طور باشد، X از نقطه ای به را هم



٣ ریاض آنالیز مفاهیم
باشد زیر به صورت p : R+ × R+ −→ R+ جزیی، متری X = R+ کنیم فرض .١ . ١ . ١ مثال

p(x, y) =


|x− y|, x, y ∈ [٠, ١)
max{x, y}, xory /∈ [٠, ١)

است. کامل جزیی متری فضای ی (R+, p) زوج بنابراین
کوش دنباله ای (X, d) مانند متری فضای ی در {xn} مانند را هم دنباله هر .۴ . ١ . ١ قضیه

است.
kϵ ∈ N مانند عددی لذا باشد. شده داده ϵ > ٠ و باشد. X به را هم {xn} کنیم فرض برهان.

n ≥ kϵ هر ازای به که قسمت به است. موجود
d(xn, x) <

ϵ

٢
داریم m ≥ kϵ هر ازای به نیز و

d(xm, x) <
ϵ

٢
کوش {xn} لذا .d(xm, xn) ≤ d(xm, x) + d(x, xn) <

ϵ٢ + ϵ٢ = ϵ ، m,n ≥ kϵ هر برای پس
است.

زیردنباله ای که باشد. (X, d) متری فضای در کوش دنباله ای {xn} کنیم فرض .۵ . ١ . ١ قضیه
است. X به را هم نیز {xn} دراین صورت دارد. {xnk

} مانند X به را هم
است. موجود k١ ∈ N پس است. کوش {xn} چون باشد. شده داده ϵ > ٠ کنیم فرض برهان.

داریم m,n ≥ k١ هر به ازای که قسم به
d(xm, xn) <

ϵ

٢ .
داریم k١ ≥ k٢ هر ازای به که قسم به است موجود ای k٢ ∈ N پس xnk → x چون و

d(xnk
, x) <

ϵ

٢
داریم n ≥ kϵ هر ازای به دراین صورت kϵ = max{k١, k٢} ∈ N. م دهیم قرار

d(xn, x) ≤ d(xn, xnkϵ
) + d(xnkϵ

, x) <
ϵ

٢ +
ϵ

٢ = ϵ.

.xn → x نتیجه در
E گوییم دراین صورت باشد E ⊆ X و متری فضای ی (X, d) کنیم فرض .١ . ١ . ٨ تعریف
به طوری که باشد داشته وجود q ∈ X مثل نقطه ای و M چون حقیق عدد هرگاه است، کراندار

.d(p, q) < M باشیم داشته p ∈ E هر ازای به



مقدمات مفاهیم و کلیات ۴
فشرده مجموعه را K مفروض اند. K ⊆ X مجموعه زیر و (X, d) متری فضای .١ . ١ . ٩ تعریف
م گوییم کرد. پیدا متناه زیرپوشش ی حداقل K باز پوشش هر برای بتوان هرگاه گویند

باشد. فشرده مجموعه ای X هرگاه است فشرده متری فضای ی X

دراین صورت باشد. آن به را هم دنباله ای {xn} و متری فضای (X, d) کنیم فرض .۶ . ١ . ١ قضیه
است. فشرده k = {xn|n ∈ N} ∪ {x} مجموعه

است. بسته (X, d) مانند متری فضای درهر K مانند فشرده مجموعه هر .١ . ١ . ٧ قضیه

است. کراندار (X, d) مانند متری فضای هر در فشرده مجموعه هر .١ . ١ . ٨ قضیه

[٢١] .١ . ١ . ٩ قضیه
است. کوش دنباله ی را هم دنباله هر X متری فضای هر در •

به {pn} آن گاه باشد. درآن کوش دنباله ی {pn} و فشرده متری فضای ی X هرگاه •
راست. هم X از نقطه ای

راست. هم کوش دنباله ی هر Rk در •

را X از بسته ای مجموعه ی {xn} زیردنباله ای حدود X متری فضای در .١ . ١ . ١٠ قضیه
م سازند.

x ∈ X عضو باشد، نگاشت ی T : X −→ X و مجموعه ی X کنیم فرض .١ . ١ . ١٠ تعریف
.Tx = x هرگاه نامند T ثابت٢ نقطه ی را

پیوسته نگاشت برای اگر .١ . ١ . ٢ مثال
T : [a, b] −→ [a, b]

باشیم داشته
م باشد ریشه دارای x 7→ x− T (x) میان مقدار قضیه بنابر، b− T (b) ≥ ٠ و a− T (a) ≤ ٠

دارد. ثابت نقطه T یعن این و

x, y ∈ X اعضای این صورت در باشد جزیی مرتب فضای ی (X,⪯) کنیم فرض .١ . ١ . ١١ تعریف
.x ⪰ y یا x ⪯ y هرگاه م گوییم، پذیر مقایسه را

٢Fixed point



۵ ریاض آنالیز مفاهیم

انقباض نگاشت های برای ثابت نقطه قضیه ١ . ١ . ١
و ساده ترین از ی اصل این م باشد باناخ انقباض اصل پایه ی بر ثابت نقطه قضایای بیش تر

م باشد. ثابت نقطه نظریه در نتایج مهم ترین
فضای متری از T نگاشت یرید. ب درنظر را (Y, d) و (X, d) دوفضای متری .١ . ١ . ١٢ تعریف

داشته وجود α ∈ [٠, ١) حقیق عدد هرگاه گوییم ٣ انقباض را  (Y, d) فضای متری به (X, d)
باشیم: داشته y ∈ X هر برای به طوری که باشد.

d(Tx, Ty) ≤ αd(x, y).

هم تا ی که دارد ثابت نقطه کامل متری فضای ی روی انقباض نگاشت هر .١ . ١ . ١١ قضیه
هست.

[٢١] به شود رجوع برهان.
است. پیوسته انقباض نگاشت هر متری فضای ی در .١ . ١ . ١ گزاره

(X, d) روی انقباض نگاشت ی T : X −→ X و متری فضای ی (X, d) کنیم فرض برهان.
باشیم داشته a ∈ X هر برای به طوری که باشد

d(T (x), T (a)) ≤ qd(x, a)

داشت. خواهیم d(x, a) < δ فرض با ، δ = ϵ
q گرفتن درنظر با و ϵ > ٠ کنیم فرض

d(T (x), T (a)) ≤ qd(x, a) ≤ q.
ϵ

q
= ϵ

d(T (x), T (a)) ≤ ϵ =⇒ است Tپیوسته

نگاشت آن گاه باشند، کامل متری فضای دو (Y, dY ) و (X, dX) کنیم فرض .١ . ١ . ١٣ تعریف
δ > ٠ ی باشد داشته وجود ϵ > ٠ هر برای هرگاه است. نواخت ی و پیوسته T : X −→ Y

: بطوری که
∀(x, x′) ∈ X dX(x, x′) < δ =⇒ dY (T (x), T (x′)) < ϵ

را T : X −→ X نگاشت باشد، کامل متری فضای ی (X, d) کنیم فرض .١۴ . ١ . ١ تعریف
کند صدق شرط این در که باشد، وجود داشته α ∈ (٠, ١٢) اگر م   گوییم، ۴ C‐انقباض ی

d(Tx, Ty) ≤ αd((x, Ty) + d(y, Tx)). ∀x, y ∈ X,

٣Contraction
۴c-contraction



مقدمات مفاهیم و کلیات ۶
تابع باشد، کامل متری فضای ی (X, d) کنیم فرض [٨] .١۵ . ١ . ١ تعریف

φ : [٠,∞) −→ [٠,∞)

کند: صدق زیر شرایط در اگر م نامند. فاصله۵ تغییر تابع را
باشد. t = ٠ اگر وتنها اگر φ(t) = ٠ الف)

باشد. نانزول و پیوسته φ ب)
.

تقریب بهترین مفاهیم ١ . ١ . ٢
ی T : A → B و X از ناته زیرمجموعه های B و A ، متری فضای ی (X, d) کنیم فرض

آن گاه Tx = x که دارد وجود ای x ∈ A یعن باشد ثابت نقطه دارای T اگر باشد. نگاشت
دنبال به که است طبیع حالت این در ندارد ثابت نقطه T آنگاه A∩B = ∅ اگر اما و A∩B ̸= ∅

فرض باشد. داشته را ن مقدارمم کمترین d(Tx, x) به طوری که باشیم x ∈ A چون نقطه ای
برای تقریب بهترین نقطه ی را x حالت این در .d(A,B) = inf{d(a, b) : a ∈ A, b ∈ B} کنیم

که طوری به باشد موجود x ∈ A مانند نقطه ی اگر گوییم T

d(Tx, x) = d(A,B).

بهترین نقطه ی x و d(A,B) = ٠ که باشند x از دلخواه ناته زیرمجموعه های B و A اگر
بود. خواهد T ثابت نقطه ی x آنگاه باشد. تقریب

، d(Tx, x) ≥ d(A,B) x ∈ A هر برای کل حالت در که واقعیت این گرفتن نظر در با اینک
به این بر علاوه یافت. دست تقریب بهترین به x 7−→ d(Tx, x) نگاشت مینیمم توسط م توان
برگرداند. T نگاشت ثابت نقطه مفهوم به م توان را تقریب بهترین نقطه که دید میتوان آسان
این صورت در باشد. x ∈ X و K ⊆ X ، متری فضای ی X کنیم فرض [٧] .١۶ . ١ . ١ تعریف
بیان زیر صورت به و م دهیم نمایش dist(x,K) یا d(x,K) با را K مجموعه ی از x فاصله

م کنیم:
d(x,K) = inf{(x, y٠) : y٠ ∈ k}

را y٠ ∈ K باشد. x ∈ X و K ⊆ X ، متری فضای ی X کنیم فرض [٧] .١ . ١ . ١٧ تعریف
باشیم داشته اگر م نامیم K از x تقریب بهترین

d(x, y٠) = d(x,K).

۵altering distance function



٧ ریاض آنالیز مفاهیم
داریم: یعن م دهیم. نمایش PK(x) با Kرا در xهای تقریب بهترین مجموعه ی همچنین

PK(x) = {y٠ ∈ K : d(x, y٠) = d(x,K)}.

م نامیم. تقریب نگاشت را PK : X −→ K

x ∈ X هر برای اگر گوییم، پروکسیمینال را X از K مجموعه ی زیر [٧] .١ . ١ . ١٨ تعریف
باشد. ته نا PK(x) ی مجموعه

م پردازیم. آن بررس مورد نتایج و متری فضای در قضایایی بررس به ادامه در





٢ فصل
نگاشت های در ثابت نقطه تایی ی

C‐انقباض

C ، T نگاشت و کامل متری فضای ی X اگر که م پردازیم قضایایی بررس به فصل دراین
از فصل این مطالب دارد. فرد به منحصر ثابت نقطه ی T آن گاه باشد. ضعیف انقباض ‐

م باشند. [١٢] [١٠]و مراج

مقدمه ٢ . ٠ . ١
فضای روی نگاشت ها این که داد نشان ، انقباض های نگاشت معرف با باناخ ١٩٩٢ سال در
اصل توسیع و تعمیم به مختلف محققین آن از پس هستند، ثابت نقطه دارای کامل متری
نتایج نگاشت انقباض شرایط یا تعریف ی دامنه روی تغییرات ایجاد با و پرداخته باناخ انقباض

رساندند. اثبات به ثابت نقطه نظریه ی در را مختلف
متری فضای زمینه در انقباض ‐ C فضای از کل تری تعمیم [۵] چودهاری١ ٢٠٠٩ درسال

کرد. مطرح را جزیی

نانزول را T : X −→ X نگاشت باشد، جزیی مرتب مجموعه ی (X,⪯) اگر .٢ . ٠ . ١ تعریف
١choudhury



C‐انقباض نگاشت های در ثابت نقطه تایی ی ١٠
x, y ∈ X هر برای اگر گوییم

x ⪯ y =⇒ Tx ⪯ Ty

متری فضای در انقباض شرایط در ثابت نقطه قضایای ٢ . ١
باشد پیوسته ای نگاشت T و کامل متری فضای ی (X, d) کنیم فرض  [١٢] .٢ . ١ . ١ قضیه
زیر انقباض شرط در باشد، α + β < ١ که α, β ∈ [٠, ١) برای و x ̸= y ، x, y ∈ X هر برای که

صدق کند:
d(Tx, Ty) ≤ α

d(x, Tx).d(y, Ty)

d(x, y)
+ βd(x, y), (٢ . ١)

دارد. فرد به منحصر ثابت نقطه ی دارای T آن گاه
جزیی مرتب مجموعه ی (X,⪯) و کامل متری فضای ی (X, d) کنیم فرض .٢ . ١ . ٢ قضیه
و x ⪰ y که x, y ∈ X هر برای به طوری که باشد، نانزول و پیوسته نگاشت T : X → X باشد،

باشیم داشته α+ β < ١ و x ̸= y

d(Tx, Ty) ≤ α.
d(x, Tx).d(y, Ty)

d(x, y)
+ β.d(x, y), (٢ . ٢)

فرد به منحصر ثابت نقطه ی دارای T آن گاه x٠ ⪯ Tx٠ به طوری که باشد، موجود x٠ ∈ X اگر
است.

T چون .x٠ ≺ Tx٠ که کنیم فرض حال است. تمام برهان اثبات آن گاه Tx٠ = x٠ اگر برهان.
م آوریم. به دست استقرا از بااستفاده است نانزول نگاشت

x٠ ≺ Tx٠ ⪯ T ٢x٠ ⪯ · · · ⪯ Tnx٠ ⪯ Tn+١x٠ ⪯ · · · (٢ . ٣)
باشد. داشته وجود ،xn+١ = Txn = xn به طوری که n ≥ ١ اگر .xn+١ = Txn قرارم دهیم حال

م شود. کامل اثبات و است ثابت نقطه ی xn آن گاه
مقایسه عناصر (٢ . ٢) رابطه از این صورت در باشد. xn+١ ̸= xn ،n ≥ ١ هر برای کنیم فرض

داریم، n ≥ ١ هر برای به طوری که دارند وجود xn−١ و xn پذیر
d(xn+١, xn) = d(Txn, Txn−١) ≤ α

d(xn, Txn), d(xn−١, Txn−١)
d(xn, xn−١)

+ βd(xn, xn−١)

= α
d(xn, xn+١).d(xn−١, xn)

d(xn, xn−١)
+ βd(xn, xn−١) (۴ . ٢)

= α.d(xn, xn+١) + β.d(xn, xn−١).



١١ متری فضای در انقباض شرایط در ثابت نقطه قضایای
م شود نتیجه نامساوی آخرین از

d(xn+١, xn) ≤
β

١ − α
d(xn, xn−١). (۵ . ٢)

داریم استقرا از بااستفاده
d(xn+١, xn) ≤

(
β

١ − α

)n

d(x١, x٠), (۶ . ٢)
داریم m ≥ n هر برای مثلث نامساوی از بااستفاده .k = β

(١−α)
< ١ م دهیم قرار

d(xm, xn) ≤ d(xm, xm−١) + d(xm−١, xm−٢) + · · ·+ d(xn+١, xn)

≤
(
km−١ + km−٢ + · · ·+ kn

)
d(x١, x٠) ≤

(
kn

١ − k

)
d(x١, x٠), (٢ . ٧)

.d(xm, xn) −→ ٠ داریم m,n −→ +∞ که هنگام
z ∈ X پس است. کامل متری فضای ی X چون است، کوش دنباله ی {xn} بنابراین

م دهد نتیجه T پیوستگ براین علاوه . lim
n−→∞

xn = z به طوری که دارد وجود
Tz = T

(
lim

n−→∞
xn

)
= lim

n−→∞
Txn = lim

n−→∞
xn+١ = z, (٢ . ٨)

م شود. کامل اثبات و است. ثابت نقطه ی z که م کند ثابت این و
.x= sup{xn} آن گاه ،xn −→ x به طوری که Xباشد در نانزول دنباله ی xn اگر .٢ . ١ . ١ ملاحظه
باشد. کامل متری فضای (X, d) و جزیی مرتب مجموعه ی (X,⪯) کنیم فرض .٢ . ١ . ٣ قضیه
و پیوسته نگاشت T : X → X نگاشت همچنین کند صدق (٢ . ١ . ١) ملاحظه شرط در X و

باشیم داشته α+ β < ١ و x ̸= y و x ⪰ y که x, y ∈ X هر برای به طوری که باشد. نانزول

d(Tx, Ty) ≤ α.
d(x, Tx).d(y, Ty)

d(x, y)
+ β.d(x, y), (٢ . ٩)

است. ثابت نقطه ی دارای T آن گاه x٠ ⪯ Tx٠ به طوری که باشد، موجود x٠ ∈ X اگر
.Tz = z کنیم اثبات است کاف (٢ . ١ . ٢) قضیه اثبات روند به باتوجه برهان.

ملاحظه به توجه با آن گاه . lim
n→∞

xn = z به طوری که باشد X در نانزول دنباله ی {xn} اگر
نگاشت T که آنجا از .xn ⪯ z داریم n ∈ N هر برای بالاخص .z = sup{xn} داریم ٢ . ١ . ١
( xn+١ ⪯ Tz ،n ∈ N هر برای ) است معادل که .Txn ⪯ Tz ، n ∈ N هر برای لذا است نانزول
z ≺ Tz که کنیم فرض م آید. به دست z ⪯ Tz نتیجه در z = sup{xn} و x٠ ≺ x١ ⪯ Tz چون
م آوریم به دست {Tnz} را نانزول دنباله ،x٠ ⪯ Tx٠ برای (٢ . ١ . ٢) قضیه اثبات مشابه باشد.
ملاحظه از مجدد بااستفاده است. موجود lim

n→∞
Tnz = y ،y ∈ X از بعض برای به طوری که



C‐انقباض نگاشت های در ثابت نقطه تایی ی ١٢
.xn = Tnx٠ ⪯ Tnz داریم ،n ≥ ١ هر برای ،x٠ ⪯ z از چون .y = sup{Tnz} داریم ٢ . ١ . ١

م دهد. نتیجه را xn ⪯ z ≺ Tz ⪯ Tnz ،n ≥ ١ هر برای xn ≺ Tnz چون
شرایط از بااستفاده و هستند متمایز و پذیر مقایسه n ≥ ١ هر برای Tnz و xn که همان طور

داریم انقباض

d(xn+١, Tn+١z) = d(Txn, T (T
nz)) ≤ α

d(xn, Txn).d(T
nz, Tn+١z)

d(xn, Tnz)

(٢ . ١٠)
+βd(xn, T

nz) = α
d(xn, xn+١).d(Tnz, Tn+١z)

d(xn, Tnz)
+ βd(xn, T

nz)

دهیم،داریم میل بینهایت سمت به فوق نامساوی در را n هرگاه
d(z, y) ≤ βd(z, y). (٢ . ١١)

درنتیجه .z = y = sup{Tnz} بالاخص .z = y بنابراین d(z, y) = ٠ آن گاه باشد β < ١ اگر لذا
است. z = Tz بنابراین و است تناقض ی Tz ⪯ z

باشد X در جزئ مرتب متری فضای ی X = {(٠, ١), (١, ٠), (١, ١)} کنیم فرض .٢ . ١ . ١ مثال
هستند. مقایسه قابل خود با تنها X در عناصر که باشد. R = {(x, x) : x ∈ X} به طوری که
همچنین است. اقلیدس فاصله d٢ باشد که کامل متری فضای ی (X, d٢) اگر این بر علاوه

باشد شده تعریف زیر نگاشت توسط T : X → X کنیم فرض
T (٠, ١) = (١, ٠), T (١, ٠) = (٠, ١), T (١, ١) = (١, ١) (٢ . ١٢)

م کند صدق ٢ . ١ . ٢ قضیه در (٢ . ٢) رابطه شرط ودر است، نانزول و پیوسته T که است واض
بنابراین هستند. پذیر مقایسه خودشان با فقط X عنصرهای چون

(١, ١) ⪯ T (١, ١) = (١, ١)
است. ثابت نقطه ی دارای T که م گیریم نتیجه ٢ . ١ . ٢ قضیه از بااستفاده و

داشت. خواهیم x = (٠, ١), y = (١, ٠) ∈ X و
d(Tx, Ty) =

√٢, d(x.Tx) =
√٢, d(y, Ty) =

√٢, d(x, y) =
√٢,

چون نم کند صدق ٢ . ١ . ١ قضیه انقباض شرط در
d(Tx, Ty) =

√٢ ≤ α
d(x, Tx).d(y, Ty)

d(x, y)
+ βd(x, y)

= α

√٢√٢√.٢ + β
√٢ = (α+ β)

√٢, (٢ . ١٣)



١٣ ‐انقباض C نگاشت های برای ثابت نقطه قضایای
.α+ β ≥ ١ بنابراین

داشت توجه باید این، بر علاوه کند. صدق ٢ . ١ . ١ قضیه شرط در نم تواند مثال این نتیجه در
نیستند پذیر مقایسه y و x که حالت در (X,⪯) ثابت نقطه بودن فرد به منحصر مثال این در که

نم کند. صدق

‐انقباض C نگاشت های برای ثابت نقطه قضایای ٢ . ٢
T : X −→ X نگاشت آن گاه باشد کامل متری فضای ی (X, d) کنیم فرض .٢ . ٢ . ١ تعریف

باشیم داشته  x, y ∈ X هر برای که درحال م گوییم ضعیف٢ ‐انقباض  C را

d(Tx, Ty) ≤ ١
٢(d(x, Ty) + d(y, Tx))− φ(d(x, Ty), d(y, Tx)),

اگر φ(x, y) = ٠ بطوری که باشد، نانزول و پیوسته تابع ی φ : [٢(∞,٠ −→ [٠,∞) آن در که
.x = y = ٠ اگر تنها و

نانزول توابع برای ثابت نقطه نتایج ٢ . ٢ . ١
کامل متری فضای ی (X, d) ، جزیی مرتب مجموعه ی (X,⪯) کنیم فرض .٢ . ٢ . ١ قضیه

کند. صدق زیر رابطه در به طوری که است، نانزول و پیوسته نگاشت T : X −→ X

d(Tx, Ty) ≤ ١
٢ [d(x, Ty) + d(y, Tx)]− φ (d(x, Ty), d(y, Tx)) ∀x ⪰ y (١۴ . ٢)

و اگر φ(x, y) = ٠ به طوری که باشد نانزول و پیوسته تابع φ : [٢(∞,٠ −→ [٠,∞) درآن که
ی داری T ،آن گاه x٠ ⪯ Tx٠ که طوری به باشد موجود x٠ ∈ X اگر . x = y = ٠ اگر تنها

است. ثابت نقطه

است شده اثبات برهان Tx٠ = x٠ اگر برهان.
بنابراین ، است نانزول نگاشت ی T و x٠ ≺ Tx٠ کنیم فرض

x٠ ≺ Tx٠ ⪯ T ٢x٠ ⪯ T ٣x٠ ⪯ · · · ⪯ Tnx٠ ⪯ Tn+١x٠ ⪯ · · · .

دادن قرار با (١۴ . ٢) رابطه در n ̸= ١ صحیح عدد هر برای و xn+١ = Txn م دهیم قرار حال
٢weak c-contraction



C‐انقباض نگاشت های در ثابت نقطه تایی ی ١۴
داریم : xn−١ = xn

d(xn+١, xn) = (Txn, Txn−١)

≤ ١
٢(d(xn, Txn−١) + d(xn−١, Txn))− φ(d(xn, Txn−١), d(xn−١, Txn))

=
١
٢(d(xn, xn) + d(xn−١, xn+١)− φ(d(xn, xn), d(xn−١, xn+١))

=
١
٢(d(xn−١, xn+١))− φ(٠, d(xn−١, xn+١))

≤ ١
٢(d(xn−١, xn+١))

≤ ١
٢(d(xn−١, xn) + d(xn, xn+١))

داریم نامساوی این از
d(xn+١, xn) ≤ d(xn, xn−١) (١۵ . ٢)

را هم بنابراین است نامنف حقیق اعداد از کاهش دنباله ی {d(xn+١, xn)} بنابراین
کنیم فرض است.

lim
n−→∞

d(xn+١, xn) = r. (١۶ . ٢)
داریم. کند، میل بی نهایت به سمت (١۵ . ٢) رابطه در n هرگاه

r ≤ lim
n−→∞

١
٢d(xn−١, xn+١) ≤

١
٢(r + r) = r

داریم معادل طور به یا و

lim
n−→∞

d(xn−١, xn+١) = ٢r. (٢ . ١٧)
رابطه های از همچنین کند، میل بی نهایت سمت به n هرگاه (١۵ . ٢) رابطه در مجدد بااستفاده

داریم. φ پیوستگ و (٢ . ١٧) ،(١۶ . ٢)
r ≤ ١

٢٢r − φ(٠,٢r) = r − φ(٠,٢r) ≤ r

داریم، بنابراین م آید بدست r = ٠ ،φ مورد در مفروضات به توجه با لذا φ(٠,٢r) = ٠
lim

n−→∞
d(xn+١, xn) = ٠. (٢ . ١٨)

ϵ > ٠ کنیم فرض است، کوش دنباله ی {xn} م دهیم نشان خلف برهان از بااستفاده حال
برای باشد موجود (xnk

) و (xmk
) مثبت و صحیح زیردنباله های این صورت در باشد داشته وجود

n(k) > m(k) > k باشیم داشته k مثبت و صحیح عدد هر
d(xnk

, xmk
) ≥ ϵ. (٢ . ١٩)



١۵ ‐انقباض C نگاشت های برای ثابت نقطه قضایای
صحیح عدد ترین کوچ که یریم ب نظر در طوری را n(k) م توانیم m(k) با متناظر این بر علاوه

صدق کند (٢ . ١٩) رابطه در باشد n(k) > m(k) > k با
d(xn(k)−١, xm(k)) < ϵ. (٢ . ٢٠)

داریم مثلث نامساوی و (٢ . ٢٠) و (٢ . ١٩) روابط از بااستفاده
ϵ ≤ d(xn(k), xm(k))

≤ d(xn(k), xn(k)−١) + d(xn(k)−١, xm(k))

< d(xn(k), xn(k)−١) + ϵ.

داریم: (٢ . ١٨) رابطه از بااستفاده و فوق درنامساوی بینهایت سمت به k دادن میل با هرگاه
lim

k−→∞
d(xn(k), xm(k)) = lim

k−→∞
d(xn(k)−١, xm(k)) = ϵ. (٢ . ٢١)

داریم مثلث نامساوی از بااستفاده مشابه به طور
d(xm(k), xn(k)−١) ≤ (xm(k), xm(k)−١) + d(xm(k)−١, xn(k)) + d(xn(k), xn(k)−١).

d(xm(k)−١, xn(k)) ≤ d(xm(k)−١, xm(k)) + d(xm(k), xn(k)).

داریم (٢ . ٢١) و (٢ . ١٨) روابط از بااستفاده و فوق نامساوی در بینهایت سمت به k دادن میل با
lim

k−→∞
d(xm(k)−١, xn(k)) = ϵ. (٢ . ٢٢)

است. پذیر مقایسه xn(k)−١ ، xm(k)−١ و n(k) > m(k) ، k مثبت صحیح عدد هر برای چون حال
داریم (١۴ . ٢) رابطه از استفاده با سپس

ϵ ≤ d(xn(k), xm(k))

= d(Txn(k)−١, Txm(k)−١)

≤ ١
٢(d(xn(k)−١, Txm(k)−١) + d(xm(k)−١, Txn(k)−١))

− φ(d(xn(k)−١, Txm(k)−١), d(xm(k)−١, Txn(k)−١))

=
١
٢(d(xn(k)−١, xm(k)) + d(xm(k)−١, xn(k)))− φ(d(xn(k)−١, xm(k)), d(xm(k)−١, xn(k))).

داریم φ از پیوستگ و (٢ . ٢٢) (٢ . ٢١) های رابطه در بینهایت سمت به k دادن میل با هرگاه

ϵ ≤ ١
٢(ϵ+ ϵ)− φ(ϵ, ϵ) ≤ ϵ

است، تناقض ی نتیجه این که ϵ = ٠ داریم φ پیوستگ از و φ(ϵ, ϵ) = ٠ نامساوی آخرین از
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ی z ∈ X است کامل متری فضای ی (X, d) چون است. کوش دنباله ی {xn} بنابراین

م دهد نشان T پیوستگ این بر علاوه lim
n−→∞

xn = z به طوری که است، موجود

z = lim
n−→∞

Txn = lim
n−→∞

xn+١ = Tz

است. تمام برهان اثبات پس است، T برای ثابت نقطه ی z نتیجه در
هر برای آن گاه xn → x که به طوری باشد X در ناکاهش دنباله ی {xn} اگر .٢ . ٢ . ١ ملاحظه

.xn ⪯ x داریم، n ∈ N

کامل متری فضای ی (X, d) جزیی، مرتب مجموعه ی (X,⪯) کنیم فرض .٢ . ٢ . ٢ قضیه
علاوه به و کند صدق ٢ . ٢ . ١ ملاحظه شرط در و بوده نانزول T : X −→ X نگاشت اگر باشد.

باشیم داشته
d(Tx, Ty) ≤ ١

٢(d(x, Ty) + d(y, Tx))− φ(d(x, Ty), d(y, Tx)) ∀x ⪰ y,

اگر تنها و اگر φ(x, y) = ٠ به طوری که باشد، پیوسته تابع φ : [٢(∞,٠ −→ [٠,∞) درآن که
T آن گاه ،x٠ ⪯ Tx٠ به طوری که باشد موجود X به متعلق x٠ عنصر کنیم فرض .x = y = ٠

است. ثابت نقطه ی دارای
نانزول دنباله ی {xn} چون .Tz = z که کنیم بررس باید ٢ . ٢ . ١ قضیه اثبات از پس برهان.

بنابر و است مفروض n ∈ N که xn ⪯ z هر برای (١۴ . ٢) رابطه شرط در xn −→ z و است x در
داریم ٢ . ٢ . ١ ملاحظه

d(xn+١, T z) = d(Txn, T z)

≤ ١
٢(d(xn, T z) + d(z, Txn))− φ(d(xn, T z), d(z, Txn))

=
١
٢(d(xn, T z) + d(z, xn+١))− φ(d(xn, T z), d(z, xn+١)).

داریم φ پیوستگ از بااستفاده و دهیم میل بینهایت سمت به را n هرگاه
d(z, Tz) ≤ ١

٢(d(z, Tz) + d(z, z))− φ(d(z, Tz), d(z, z))

=
١
٢(d(z, Tz))− φ(d(z, Tz), ٠)

≤ ١
٢d(z, Tz)

باشد. Tz = z ارز  هم یا d(z, Tz) = ٠ جزاینکه است انقباض این و

پردازیم م ها قضیه فرضیه دو به زیر مثال در



١٧ ‐انقباض C نگاشت های برای ثابت نقطه قضایای
X = {(١, ٠), (٠, ١)} ⊆ R٢ معمول ترتیب گرفتن نظر در با کنیم فرض .٢ . ٢ . ١ مثال

(x, y) ⪯ (z, t) ⇐⇒ x ≤ z, y ≤ t

نیستند. پذیر مقایسه باهم مختلفش عناصر که است مرتب جزئ مجموعه ی (X,⪯) بنابراین
بدیه طور به چون است، کامل متری فضای ی (X, d٢) باشد، اقلیدس متر d٢ اگر به علاوه

صدق ٢ . ٢ . ١ قضیه (١۴ . ٢) شرایط در و است نانزول و پیوسته T (x, y) = (x, y) همان نگاشت
(١, ٠) ⪯ T (١, ٠) = (١, ٠) به علاوه ند، پذیر مقایسه خودشان با فقط X در آن عناصر که م کند

دارد. X در ثابت نقطه دو T دراین صورت
بررس م کنیم را ثابت نقطه بودن به فرد منحصر برای کاف شرط قبل، نتایج به باتوجه
کران x, y ∈ X برای که صورت بدین شده. بحث [٢٢] مقاله در ٢ . ٢ . ٢ ، ٢ . ٢ . ١ قضایای برای

دارد. وجود پایین و بالا
اینکه: با است معادل فوق شرط که است شده ثابت [١۵] درمقاله

است. پذیر مقایسه y و x با z به طوری که دارد وجود z ∈ X ی x, y ∈ X هر برای *
م شود. نتیجه ثابت نقطه تایی ی بیفزاییم، ٢ . ٢ . ٢ قضیه به را * شرط اگر حال

مقایسه y و x با z به طوری که باشد موجود z ∈ X ی x, y ∈ X برای کنیم فرض .٢ . ٢ . ٣ قضیه
باشد. کامل متری فضای (X, d) و جزیی مرتب مجموعه ی (X,⪯) همچنین باشد. پذیر

باشد،و نانزول نگاشت T : X −→ X کنیم فرض
d(Tx, Ty) ≤ ١

٢ [d(x, Ty) + d(y, Tx)]− φ(d(x, Ty), d(y, Tx)) ∀x ⪰ y (٢ . ٢٣)
اگر φ(x, y) = ٠ به طوری که است، نانزول پیوسته و تابع φ : [٢(∞,٠ −→ [٠,∞) درآن که
یا x٠ ⪰ Tx٠ به طوری که باشد، موجود x٠ ∈ X عنصر اگر x. به علاوه = y = ٠ اگر تنها و

است. فرد به منحصر ثابت نقطه ی دارای T آن گاه x٠ ⪯ Tx٠

م گیریم نظر در را زیر حالت دو باشد T در ثابت نقاط z, y ∈ X کنیم فرض برهان.
مقایسه Tnz = z با n = ١,٢,٣, . . . هر برای Tny = y ،آن گاه باشد پذیر مقایسه z با y اگر الف)

است، پذیر
d(y, z) = d(Tny, Tnz)

≤ ١
٢(d(Tn−١y, Tnz) + d(Tn−١z, Tny))− φ(d(Tn−١y, Tnz), d(Tn−١z, Tny))

=
١
٢(d(y, z) + d(z, y))− φ(d(y, z), d(z, y))

= d(y, z)− φ(d(y, z), d(z, y))

≤ d(y, z)



C‐انقباض نگاشت های در ثابت نقطه تایی ی ١٨
طور به یا d(y, z) = ٠ داریم، φ های ویژگ توجه با سپس φ(d(y, z), d(z, y)) = ٠ لذا

.y = z معادل
است، پذیر مقایسه z و y با که دارد وجود x ∈ X آنگاه نباشد پذیر مقایسه z با y اگر ب)
با است پذیر مقایسه Tnx ، n = ١,٢,٣, . . . هر برای که م دهد نتیجه T نوایی ی

داریم م کند، صدق ٢ . ٢ . ٢ قضیه شرایط در که .Tnz = z و Tny = y

d(z, Tnx) = d(Tnz, Tnx)

≤ ١
٢(d(Tn−١z, Tnx) + d(Tn−١x, Tnz))

− φ(d(Tn−١z, Tnx), d(Tn−١x, Tnz))

=
١
٢(d(z, Tnx) + d(Tn−١x, z))− φ(d(z, Tnx), d(Tn−١x, z))

≤ ١
٢(d(z, Tnx) + d(z, Tn−١x)) (٢۴ . ٢)

م شود نتیجه فوق نامساوی از و
d(z, Tnx) ≤ d(z, Tn−١x)

. lim
n−→∞

d(z, Tnx) = r م کنیم فرض است. را هم که (d(z, Tnx)) کاهش نامنف دنباله
به توجه با و دهیم میل بینهایت سمت به را n ، (٢۴ . ٢) رابطه در هرگاه صورت دراین

داشت، خواهیم φ پیوستگ
r ≤ ١

٢(r + r)− φ(r, r) ≤ r.

. lim
n−→∞

d(z, Tnx) = ٠ نتیجه در r = φ = ٠ لذا و .φ(r, r) = ٠ که دهد م نتیجه این
نتیجه حد بودن فرد منحصربه نهایت در . lim

n−→∞
d(y, Tnx) = ٠ داریم قیاس همین با

است. تمام قضیه اثبات و y = z که م دهد

رابطه شرط در و باشد، مرتب کلا مجموعه ی (X,⪯) اگر باشید داشته توجه .٢ . ٢ . ٢ ملاحظه
گرفت. نتیجه م توان را ثابت نقطه بودن فرد به منحصر لذا و م کند صدق (٢۴ . ٢)

φ : [٢(∞,٠ −→ [٠,∞) داریم ، φ و ٢ . ٢ . ٢ قضیه در اگر α ∈ (٠, ١٢) کنیم فرض .٢ . ٢ . ٣ ملاحظه
به طوری که باشد

φ(a, b) = (
١
٢ − α)(a+ b)

را (٢ . ٢ . ١) قضیه شرط در ،a = b = ٠ اگر تنها و اگر φ(a, b) = ٠ که است واض روشن به
نوشت. زیر به صورت م توان

d(Tx.Ty) ≤ α(d(x, Ty) + d(y, Tx)) ∀x ⪰ y



١٩ ‐انقباض C نگاشت های برای ثابت نقطه قضایای
گرفته نظر در متری فضاهای از حالت به عنوان م تواند یا٢ . ٢ . ٣ ٢ . ٢ . ٢ ، ٢ . ٢ . ١ های قضیه
توسط خصوص این در صعودی نگاشت های ثابت نقطه مورد در نتایج همچنین و شود

اند. شده اثبات [۴] چهارتاجا٣

ناصعودی توابع برای ثابت نقطه نتایج ٢ . ٢ . ٢
نگاشت T که زمان م پردازیم ضعیف انقباض ‐ C نگاشت قضیه بررس به بخش این در

باشد ناصعودی
ناصعودی را T : X −→ X نگاشت باشد، جزیی مرتب مجموعه ی (X,⪯) اگر .٢ . ٢ . ٢ تعریف

باشیم داشته x, y ∈ X هر برای اگر گوییم
x ⪯ y =⇒ Tx ⪰ Ty

کامل متری فضای ی (X, d) جزیی، مرتب مجموعه ی (X,⪯) کنیم فرض .۴ . ٢ . ٢ قضیه
وجود ی z ∈ X ، x, y ∈ X هر برای که باشد ناصعودی و پیوسته نگاشت T : X −→ X و

کند صدق زیر شرط در باشد، پذیر مقایسه y و x با به طوری که باشد داشته
d(Tx, Ty) ≤ ١

٢(d(x, Ty) + d(y, Tx))− φ(d(x, Ty), d(y, Tx)) ∀x ⪰ y (٢۵ . ٢)
اگر تنها و اگر φ(x, y) = ٠ به طوری که است، پیوسته تابع φ : [٢(∞,٠ −→ [٠,∞) درآن که
آن گاه x٠ ⪯ Tx٠ یا x٠ ⪰ Tx٠ به طوری که باشد موجود x٠ ∈ x عنصر اگر .x = y = ٠
دارای T آن گاه باشد پیوسته T و فشرده X اگر این بر علاوه است. inf{d(x.Tx) : x ∈ X} = ٠

است. فرد به منحصر ثابت نقطه ی
x٠ ≺ Tx٠ کنیم فرض حال .inf{d(x.Tx) : x ∈ X} = ٠ است واض آنگاه Tx٠ = x٠ اگر برهان.

متوال وبه صوررت ناصعودی T حققیت در . ( x٠ ≻ Tx٠ م رود به کار نیز استدلال همین (برای
م آوریم. بدست (٢۵ . ٢) از بااستفاده و است مقایسه قابل Tnx٠ دنباله با

d(Tn+١x٠, Tnx٠) ≤ ١
٢(d(Tnx٠, Tnx٠) + d(Tn−١x٠, Tn+١x٠))

− φ(d(Tnx٠, Tnx٠), d(Tn−١x٠, Tn+١x٠))

=
١
٢(d(Tn−١x٠, Tn+١x٠))− φ(٠, d(Tn−١x٠, Tn+١x٠))

≤ ١
٢(d(Tn−١x٠, Tnx٠) + d(Tnx٠, Tn+١x٠)).

م شود، نتیجه کاهش نامنف دنباله ی {d(Tn+١x٠, Tnx٠)} ، r > ٠ فرض با فوق نامساوی از
lim

n−→∞
d(Tn+١x٠, Tnx٠) = ٠ که است معن بدان به این  و .r = ٠ که ٢ . ٢ . ١ قضیه از بااستفاده

٣chatterjea
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فرض اکنون م کند. تمام را اول بخش اثبات این inf{d(x, Tx) : x ∈ X} = ٠ نتیجه در و

نگاشت این که به توجه با است پیوسته T و فشرده X که کنیم
X −→ R+

x −→ d(x, Tx),

باشد صورت بدین م تواند نگاشت این که است پیوسته
X −→ X ×X −→ R+

x −→ (x, Tx) −→ d(x, Tx),

آنجایی از و است. پیوسته T زیرا است پیوسته نگاشت دو ترکیب این که است واض روشن به
بطوری که دارد، وجود ای z ∈ X مقدار است فشرده X که

d(z, Tz) = inf{d(x, Tx) : x ∈ X}.

قضیه اول قسمت به باتوجه
d(z, Tz) = ٠

رساندیم. اثبات به ٢ . ٢ . ٣ درقضیه است. T از فرد به منحصر ثابت نقطه ی z بنابراین

مثال ٢ . ٣
بدیه (X, d٢) متراقلیدس d٢ با X = {(٠, ١), (١, ٠), (١, ١)} ⊂ R٢ کنیم فرض .٢ . ٣ . ١ مثال

R = {(x, x) : x ∈ توسط X در ⪯ ترتیب این بر علاوه است کامل متری فضای ی که است
هستند. مقایسه قابل خودشان با تنها X عناصر که باشید داشته توجه م گیریم. درنظر .X}

م شود تعریف صورت این به T : X → X نگاشت همچنین
T (١, ٠) = (٠, ١)
T (٠, ١) = (١, ٠)
T (١, ١) = (١, ١).

عناصر که آنجا از .(١, ١) ⪯ T (١, ١) لذا و است نانزول و پیوسته نگاشت T وضوح به
و م کند ٢ . ٢ . ١صدق قضیه شرایط در هستند مقایسه قابل خودشان با فقط X√٢ = d٢(T (١, ٠), T (٠, ١)) = d٠))٢, ١), (١, ٠))

١
٢(d١))٢, ٠), T (٠, ١)) + d٠))٢, ١), T (١, ٠))) = ٠,

م کند. صدق ها قضیه شرایط در روشن به



٢١ مثال
داده ترتیب با و d٢ اقلیدس متر و ٢ . ٣ . ١ مثال در X فضای گرفت درنظر با .٢ . ٣ . ٢ مثال
به صورت T : X −→ X نگاشت کنید فرض .R = {(x, x) : x ∈ X} ∪ {((٠, ١), (١, ١))} شده
T که است واض .T (١, ٠) = (١, ٠) و T (٠, ١) = (٠, ١), T (١, ١) = (٠, ١) باشد شده تعریف زیر
.T (٠, ١) = (٠, ١) ⪯ T (١, ١) = (٠, ١) و (٠, ١) ⪯ (١, ١) زیرا است نانزول و پیوسته نگاشت ی

داریم (٠, ١) ⪯ (١, ١) برای ٢ . ٢ . ١ قضیه در (١۴ . ٢) رابطه طبق بنابراین
d(T (٠, ١), T (١, ١)) = d((٠, ١), (٠, ١)) = ٠.

شد گفته ٢ . ٢ . ١ قضیه در (٠, ١) ⪯ T (٠, ١) همچنین م کند. صدق (١۴ . ٢) رابطه در بنابراین
ثابت نقطه نتیجه در هستند، T از ثابت نقاط (١, ٠) و (٠, ١) بنابراین است. ثابت نقطه دارای T

نم کند. صدق ٢ . ٢ . ٣ قضیه شرایط در (X,⪯) گذشته این از نداریم. تایی ی
چون نیست ضعیف ‐انقباض C ،T نگاشت ر دی سوی از

d٢(T (١, ٠), T (٠, ١) = d١))٢, ٠), (٠, ١)) =
√٢,

و
١
٢(d١))٢, ٠), T (٠, ١)) + d٠))٢, ١), T (١, ٠)))− φ(d١)٢, ٠), T (٠, ١), d٠))٢, ١), T (١, ٠)))
=

١
٢(d١))٢, ٠), (٠, ١)) + d٠))٢, ١), (١, ٠)))− φ(d١)٢, ٠), (٠, ١), d٠))٢, ١), (١, ٠))))

=
١
٢(

√٢ +
√٢)− φ(

√٢√,٢)
=

√٢ − φ(
√٢√,٢)

<
√٢,

.x = y = ٠ اگر تنها و اگر φ(x, y) = ٠ بنابراین





٣ فصل
شده جفت ثابت نقطه قضایای

مرتب متری درفضاهای

مقدمه ٣ . ١
متری فضای در ثابت نقاط شده جفت نوایی ی مفهوم معرف به تهام٢ م لاکسم و ر١ باش

م باشند. [۶] ، [٣] مراج از فصل این مطالب پرداختند.

شده جفت ثابت نقطه قضایای نتایج ٣ . ١ . ١
T : X → X ‐انقباض C نگاشت باشد. کامل متری فضای ی X کنیم فرض .٣ . ١ . ١ قضیه
.u = Tu که قسم به باشد موجود ای u ∈ X است.اگر ثابت فرد به منحصر نقطه ی دارای
T : X × X → X نگاشت باشد. جزیی مرتب مجموعه (X,⪯) کنیم فرض .٣ . ١ . ١ تعریف
نوا ی ناصعودی و X به نسبت نوا ی نانزول T (x, y) اگر است شده جفت نوای ی ویژگ دارای

x, y ∈ X هر برای ترتیب، به اگر ر دی به عبارت باشد. y به نسبت
x١, x٢ ∈ X, x١ ⪯ x٢ =⇒ T (x١, y) ⪯ T (x٢, y).

١bhaskar
٢lakshmikantham



مرتب متری درفضاهای شده جفت ثابت نقطه قضایای ٢۴
y١, y٢ ∈ X, y١ ⪯ y٢ =⇒ T (x, y١) ⪰ T (x, y٢).

T : X × X → X نگاشت شده جفت ثابت نقطه را (x, y) ∈ X × X هرعنصر .٣ . ١ . ٢ تعریف
اگر م گوییم،

T (x, y) = x, T (y, x) = y.

ی T : X × X → X و جزیی مرتب متری فضای ی (X, d,⪯) کنیم فرض .٣ . ١ . ٢ قضیه
زیر شرایط در X که نظرم گیریم در است. X در شده جفت نوای ی ویژگ دارای که نگاشت

م کند. صدق
xn ⪯ x ∀n ∈ N آن گاه باشد، x به را هم نانزول دنباله ی (xn) اگر .١

.yn ⪰ y ∀n ∈ N آن گاه باشد، y به را هم ناصعودی دنباله ی (yn) اگر .٢
باشیم داشته k ∈ [٠, ١) هر برای کنیم فرض به علاوه

d(T (x, y), T (u, v)) ≤ k

٢(d(x, u) + d(y, v)), ∀x ⪯ u, y ⪰ v.

آن گاه y٠ ⪰ T (y٠, x٠) و x٠ ⪯ T (x٠, y٠) به طوری که باشد، موجود (x٠, y٠) ∈ X ×X اگر حال
است. شده جفت ثابت نقطه ی دارای T

[٣] مرج به شود رجوع برهان.
T : X → X نگاشت و باشد کامل مرتب متری فضای ی (X,⪯, d) کنیم فرض .٣ . ١ . ٣ قضیه

باشیم داشته پذیر مقایسه y و x برای اگر باشد. نانزول و پیوسته
ψ(d(Tx, Ty)) ≤ ψ

( ١
٢(d(x, Ty) + d(y.Tx))

)
− φ(d(x, Ty), d(y, Tx)) (٣ . ١)

درآن که
است. فاصله تغییر تابع ψ : [٠,+∞) → [٠,+∞) .١

φ(t, s) = ٠ که باشد خاصیت این با پیوسته تابع ی φ : [٠,+∞)× [٠,+∞) → [٠,+∞) .٢
.s = t = ٠ اگر تنها و اگر

x٠ ⪯ Tx٠ که باشد موجود x٠ ∈ X اگر
است. ثابت نقطه ی دارای T آن گاه

باشد. ، x٠ ≺ Tx٠ که کنیم فرض حال است. T از ثابت نقطه x٠ آن گاه .Tx٠ = x٠ اگر برهان.
داریم پس است. نانزول تابع ی T چون .Tx٠ = x١ که م گیریم رادرنظر x١ ∈ X

x٠ ⪯ x١ = Tx٠ ⪯ Tx١.



٢۵ مقدمه
.x٠ ≺ x١ = Tx٠ ⪯ x٢ = Tx١ ⪯ Tx٢ م کنیم فرض حال

بدین صورت xn+١ = Txn به طوری که بسازیم X در {xn} دنباله م توانیم روند این باادامه
x٠ ≺ x١ ⪯ x٢ ⪯ · · · ⪯ xn ⪯ xn+١ ⪯ · · · .

داریم (٣ . ١٢) نامساوی توسط هستند، مقایسه پذیر xn+١ و xn که آن جا از
ψ(d(xn, xn+١)) = ψ(d(Txn−١, Txn))

≤ ψ

( ١
٢d(xn−١, Txn) + d(xn, Txn−١))

)
− φ(d(xn−١, Txn), d(xn, Txn−١))

= ψ

( ١
٢d(xn−١, xn+١)

)
− φ(d(xn−١, xn+١), ٠)

≤ ψ

( ١
٢(d(xn−١, xn+١))

)
(٣ . ٢)

داریم پس است. نانزول تابع ی ψ چون
d(xn, xn+١) ≤

١
٢(d(xn−١, xn+١)). (٣ . ٣)

م آوریم به دست مثلث نامساوی توسط
d(xn, xn+١) ≤

١
٢(d(xn−١, xn+١))

≤ ١
٢(d(xn−١, xn) + d(xn, xn+١)). (۴ . ٣)

بنابراین
d(xn, xn+١) ≤ d(xn−١, xn) ∀n ∈ N∗.

r ≥ ٠ لذا م یابیم. دست {d(xn, xn+١) : n ∈ N} ناصعودی دنباله به (۴ . ٣) رابطه از بنابراین
به طوری که دارد، وجو ای

lim
n→∞

d(xn, xn+١) = r. (۵ . ٣)
م آوریم به دست (٣ . ٣) رابطه توسط همچنین

d(xn, xn+١) ≤
١
٢d(xn−١, xn+١) ≤

١
٢(d(xn−١, xn) + d(xn, xn+١)) (۶ . ٣)

داریم ۵ . ٣ رابطه از و دهیم میل بینهایت سمت به را n هرگاه
r ⪯ lim

n→∞

١
٢d(xn−١, xn+١) ≤

١
٢(r + r) (٣ . ٧)

نتیجه در
lim
n→∞

d(xn−١.xn+١) = ٢r. (٣ . ٨)



مرتب متری درفضاهای شده جفت ثابت نقطه قضایای ٢۶
داشت: خواهیم ٣ . ٨ رابطه و φ ، ψ پیوستگ از، علاوه به

ψ(r) ≤ ψ

( ١
٢(٢r)

)
− φ(٢r, ٠).

.r = ٠ بنابراین φ(٢r, ٠) = ٠ که م گیریم نتیجه این از
{xn} که خلف برهان کنیم فرض است. X از کوش دنباله ی {xn} که م دهیم نشان حال
م شود یافت {xn} دنباله از {xn(i)} و {xm(i)} دنباله  زیر و ϵ > ٠ ی آن گاه نباشد کوش دنباله

به طوری که
n(i) > m(i) > i, d(xm(i), x(i)) ≥ ϵ. (٣ . ٩)

نتیجه در
d(xm(i), xn(i)−١) < ϵ. (٣ . ١٠)
داشت. خواهیم (٣ . ١٠) و (٣ . ٩) های رابطه نامساوی واز

ϵ ≤ d(xm(i), xn(i))

≤ d(xm(i), xm(i)+١) + d(xm(i)+١, xn(i)−١) + d(x(n(i)−١), xn(i))
≤ d(xm(i), xm(i)+١) + d(xm(i)+١, xn(i)) + ٢d(xn(i)−١, xn(i))
< ٢d(xm(i), xm(i)+١) + ϵ+ ٣d(xn(i)−١, xn(i)).

داشت. خواهیم دهیم، میل بینهایت سمت به ۵ . ٣ رابطه ی در را i هرگاه
lim
n→∞

d(xm(i), xn(i)) = lim
i→∞

d(xm(i)+١, xn(i)−١) = d(xm(i)+١, xn(i)) = ϵ. (٣ . ١١)
م دهد نتیجه ٣ . ١٢ رابطه از

ψ(d(xm(i)+١, xn(i))) = ψ(d(Txm(i), Txn(i)−١))

≤ ψ

( ١
٢(d(xm(i), Txn(i)−١) + d(xn(i)−١, Txm(i)))

)
− φ(d(xm(i), Txn(i)−١), d(xn(i)−١, Txm(i)))

= ψ

( ١
٢(d(xm(i), xn(i)) + d(xn(i)−١, xm(i)+١))

)
− φ(d(xm(i), xn(i)), d(xn(i)−١, xm(i)+١)).

به دست φ و ψ پیوستگ و ٣ . ١١ رابطه از بااستفاده دهیم، میل بینهایت سمت به را i هرگاه
م آوریم

ψ(ϵ) ≤ ψ(ϵ)− φ(ϵ, ϵ).

ی {xn} م گیریم نتیجه پس است. تناقض ی که ϵ = ٠ همچنین و φ(ϵ, ϵ) = ٠ بنابراین
پیوسته T پس . lim

n→∞
xn = u به طوری که دارد وجود ای u ∈ X پس است. X در کوش دنباله

.u = Tu م گیریم نتیجه حد، تایی ی به توجه با xn+١ = Txn → Tu داریم xn → u و است



٢٧ مقدمه
داشت. خواهیم را زیر قضیه م کنیم. حذف قبل قضیه ی در را T پیوستگ شرط اینک

نانزول T : X → X نگاشت و باشد کامل مرتب متری فضای ی (X,⪯, d) .۴ . ٣ . ١ قضیه
باشیم داشته پذیر مقایسه y و x برای اگر باشد.

ψ(d(Tx, Ty)) ≤ ψ

( ١
٢(d(x, Ty) + d(y.Tx))

)
− φ(d(x, Ty), d(y, Tx)) (٣ . ١٢)

آن در که
است. فاصله تغییر تابع ψ : [٠,+∞) → [٠,+∞) .١

φ(t, s) = ٠ که باشد خاصیت این با پیوسته تابع ی φ : [٠,+∞)× [٠,+∞) → [٠,+∞) .٢
.s = t = ٠ اگر تنها و اگر

است. ثابت نقطه ی دارای T آن گاه x٠ ⪯ Tx٠ به طوری که باشد، موجود ی x٠ ∈ X اگر

است. کامل X چون است. موجود X در {xn} کوش دنباله ی ٣ . ١ . ٣ قضیه همانند برهان.
و است نانزول دنباله ی {xn} چون . lim

n→∞
xn = u که به طوری دارد، وجود ی u ∈ X

داشت خواهیم ٣ . ١٢ رابطه به باتوجه بنابراین داریم، n ∈ N هر برای .xn ⪯ u باخاصیت
ψ(d(Tu, xn+١)) = ψ(d(Tu, Txn))

≤ ψ

( ١
٢(d(u, Txn) + d(xn, Tu))

)
− φ(d(u, Txn), d(xn, Tu))

≤ ψ

( ١
٢(d(u, Txn) + d(xn, Tu))

)
= ψ

( ١
٢(d(u, xn+١) + d(xn, Tu))

)
.

م گیریم نتیجه ψ پیوستگ از بااستفاده و دهیم میل بینهایت سمت به را n هرگاه
ψ(Tu, u) ≤ ψ

( ١
٢d(u, Tu)

)
.

نتیجه است.در نانزول ψ چون
d(Tu, u) ≤ ١

٢d(Tu, u).
.u = Tu این رو از و d(Tu, u) = ٠ بنابراین

٢ . ٢ . ١ قضیه آن گاه باشد، ٣ . ١ . ٣ قضیه در همان تابع ψ = i[٠,∞] اگر .٣ . ١ . ١ ملاحظه
م آید. دست به

دست به ٢ . ٢ . ٢ قضیه آن گاه باشد. ۴ . ٣ . ١ درقضیه همان تابع ψ = i[٠,∞] اگر .٣ . ١ . ٢ ملاحظه
م آید.



مرتب متری درفضاهای شده جفت ثابت نقطه قضایای ٢٨
S, T : X → X که T ز و S و باشد کامل متری فضای ی (X, d) کنیم فرض [٨] .۵ . ٣ . ١ قضیه

باشیم داشته x, y ∈ X هر برای که به طوری باشند، نگاشت هایی
ψ(d(Tx, Sy)) ≤ ψ(M(x, y))− φ(M(x, y)), (٣ . ١٣)

که
اگروتنهااگر ψ(t) = ٠ به طوری که است. نانزول و پیوسته تابع ψ : [٠,∞) → [٠,∞) •

.t = ٠
.t = ٠ اگروتنهااگر φ(t) = ٠ به طوری که است پایین پیوسته نیم φ : [٠.∞) → [٠,∞) •

M(x, y) = max{d(x, y), d(Tx, x), d(Sy, y), ١٢ [d(y, Tx) + d(x, Sy)]} •
.u = Tu = Su که به طوری دارد وجود u ∈ X فرد به منحصر نقطه آن گاه

م کنیم. اثبات مرحله درچند را قضیه برهان.
کنیم ایجاد را بازگشت حالت n ≥ ٠ هر برای {xn} دنباله x٠ ∈ X هر برای .١

x٢n+١ = Sx٢n, x٢n = Tx٢n+١

و باشد فرد عدد ی n کنیم فرض م پردازیم. lim
n−→∞

d(xn, xn−١) = ٠ اثبات به حال
داریم φو ψ توابع پیوستگ از استفاده با و قراردهیم y = xn−١ و x = xn (٣ . ١٣) رابطه

ψ(d(xn+١, xn)) = ψ(Txn, Sxn−١)
≤ ψ(M(xn, xn−١))− φ(M(xn, xn−١))
≤ ψ(M(xn, xn−١))

که است معن این به
d(xn+١, xn) ≤M(xn, xn−١).

م آوریم دست به d برای مثلث نامساوی از حال
M(xn, xn−١) = max

{
d(xn, xn−١), d(xn+١, xn), d(xn, xn−١),

١
٢(d(xn−١, xn+١) + d(xn, xn))

}
= max

{
d(xn, xn−١), d(xn+١, xn),

١
٢(d(xn−١, xn+١))

}
≤ max

{
d(xn, xn−١), d(xn+١, xn).

١
٢(d(xn−١, xn) + d(xn, xn+١))

}
.

علاوه .M(xn, xn−١) = d(xn+١, xn) > ٠ آن گاه باشد d(xn+١, xn) > d(xn, xn−١) اگر
که م دهد نشان این براین،

ψ(d(xn+١, xn)) ≤ ψ(d(xn+١, xn)− φ(d(xn+١, xn))



٢٩ مقدمه
داریم نتیجه است.در تناقض ی این که

d(xn+١, xn) ≤M(xn, xn+١) ≤ d(xn, xn−١) (١۴ . ٣)
دنباله ی است. زوج عدد ی n که زمان در (١۴ . ٣) نامساوی از م توان مشابه به طور

لذا آورد، دست به را است. ناصعودی کراندار که {d(xn+١, xn)}

lim
n→∞

d(xn+١, xn) = lim
n→∞

M(xn, xn−١) = r ≥ ٠
داشت خواهیم دهیم میل بینهایت سمت به را n فوق، نامساوی در هرگاه
ψ(d(xn+١, xn)) ≤ ψ(M(xn, xn−١))− φ(M(xn, xn−١))

بنابراین باشد. r = ٠ جزاینکه است تناقض ی این که ψ ≤ ψ(r)−φ(r) داریم، نتیجه در
داریم

lim
n−→∞

d(xn, xn+١) = ٠. (١۵ . ٣)
نشان است کاف (١۵ . ٣) رابطه است.به واسطه کوش دنباله ی {xn} م کنیم ثابت حال .٢
{x٢n} م کنیم فرض خلف، برهان از بااستفاده حال است، کوش دنباله {x٢n} دهیم
یافت {x٢n} از {x٢n(k)} و {x٢m(k)} زیردنباله های و ϵ > ٠ ی پس نباشد، کوش دنباله

به طوری که م شود.
n(k) > m(k) > k, d(x٢m(k)

, x٢m(k)
) ≥ ϵ

که است مفهوم این به این
d(x٢m(k), x٢n(k)−٢) < ϵ (١۶ . ٣)

م آوریم دست به مثلث نامساوی و (١۶ . ٣) رابطه از
ϵ ≤ d(x٢m(k)

, x٢n(k)
)

≤ d(x٢m(k)
, x٢n(k)−٢) + d(x٢n(k)−٢ , x٢n(k)−١) + d(x٢n(k)−١ , x٢n(k)

)

< ϵ+ d(x٢n(k)−٢ , x٢n(k)−١) + d(x٢n(k)−١ , x٢n(k)
)

م توانیم (١۵ . ٣) رابطه از بااستفاده و دهیم میل بینهایت سمت به را k که همان طور
یریم ب نتبجه

lim
n−→∞

(d(x٢m(k)
, x٢n(k)

) = ϵ (٣ . ١٧)
با d(x٢m(k)∣∣∣بنابراین

, x٢n(k)+١)− d(x٢m(k)
, x٢n(k)

)
∣∣∣ ≤ d(x٢n(k)

, x٢n(k)+١)



مرتب متری درفضاهای شده جفت ثابت نقطه قضایای ٣٠
∣∣∣d(x٢m(k)−١ , x٢n(k)

)− d(x٢m(k)
, x٢n(k)

)
∣∣∣ ≤ d(x٢m(k)

, x٢m(k)−١)

ترتیب بدین (٣ . ١٧) و (١۵ . ٣) رابطه های از بااستفاده
lim

n−→∞
d(x٢m(k)−١ , x٢n(k)) = lim

n−→∞
d(x٢m(k)

, x٢n(k)+١) = ϵ (٣ . ١٨)
از همچنین ,١−d(x٢m(k)∣∣∣و x٢n(k)+١)− d(x٢m(k)−١, x٢n(k))

∣∣∣ ≤ d(x٢n(k)
, x٢n(k)+١)

م آید دست به (٣ . ١٨) و (١۵ . ٣) رابطه از استفاده با و
lim

n−→∞
d(x٢m(k)−١ , x٢n(k)+١) = ϵ. (٣ . ١٩)

نتیجه این به (٣ . ١٩) (٣ . ١٧) و (١۵ . ٣) های رابطه و M معادله استفاده با و همچنین
م یابیم. دست

lim
n−→∞

M(x٢m(k)−١ , x٢n(k)
) = ϵ. (٣ . ٢٠)

م آید. دست به دهیم. قرار y = x٢n(k)
و x = x٢m(k)−١ جای به (٣ . ١٣) درمعادله اگر

ψ(d(x٢m(k), x٢n(k)+١)) = ψ(d(Tx٢m(k)−١, Sx٢n(k)))
≤ ψ(M(x٢m(k)−١ , x٢n(k)

))− φ(M(x٢m(k)−١ , x٢n(k))).

این به (٣ . ١٨) و (٣ . ١٩) رابطه از وبااستفاده دهیم میل بینهایت سمت به را k هرگاه
م یابیم دست نتیجه

ψ(ϵ) ≤ ψ(ϵ)− φ(ϵ) (٣ . ٢١)
و هستند X در کوش دنباله ی {xn} و {x٢n} چون است. تناقض در ϵ > ٠ با که
به طوری که دارد، وجود u ی پس است. کامل متری فضای ی X چون همچنین

.n −→ ∞ که درحال xn −→ u

مقاله در (٢− ١) قضیه اثبات طبق است. S و T برای ثابت نقطه u م کنیم ثابت اکنون .٣
بنابراین باشد. .M(u, x٢n) = d(u, Tu) کنیم فرض م توانیم [٢٧]

ψ(d(Tu, x٢n+١)) = ψ(d(Tu, Sx٢n)) ≤ ψ(M(u, x٢n))− φ(M(u, x٢n))

م آید. دست به دهیم میل بینهایت سمت به را n هرگاه
ψ(d(Tu, u)) ≤ ψ(d(Tu, u))− φ(d(Tu, u))



٣١ مقدمه
نقطه ی u لذا .Tu = u یا d(Tu, u) = ٠ چون ψ(d(Tu, u)) = ٠ م دهد نشان این که

نتیجه در است. T برای ثابت
ψ(d(u, Su) = ψ(d(Tu, Su))

≤ ψ(M(u, u)− φ(M(u, u))

= ψ(d(u, Su))− φ(d(u, Su))

d(u, Su) = ٠ که گیریم م نتیجه شد، ذکر بالا در آنچه مشابه استدلال از استفاده با و
.u = Su یا

داریم آن گاه باشد. داشته وجود v ∈ X همچون ری دی ثابت نقطه اگر .۴
ψ(d(u, v)) = ψ(d(Tu, Sv))

≤ ψ(M(u, v))− φ(M(u, v))

= ψ(d(u, v))− φ(d(u, v))

است. تمام اثبات u = v بنابراین
م شود. حاصل زیر نتیجه ۵ . ٣ . ١ قضیه در ψ = i دادن قرار با

T : X −→ X نگاشت برای و باشد کامل متری فضای (X, d) کنیم فرض .٣ . ١ . ١ نتیجه
باشیم داشته

d(Tx, Ty) ≤M(x, y)− φ(M(x, y))

t ∈ [٠,+∞) هر برای φ(t) > ٠ با پایین پیوسته نیم تابع ی φ : [٠,+∞) −→ [٠,+∞) آن در که
و بوده φ(t) = ٠ و

M(x, y) = max

{
d(x, y), d(Tx, x), d(Ty, y),

١
٢ [d(y, Tx) + d(x, Ty)]

}
.u = Tu به طوری که دارد وجود u ∈ X فرد به منحصر نقطه ی آن گاه

اگر حال م گیریم. درنظر d(x, y) = |x− y| اقلیدس متر با را E := [٠, ١] .٣ . ١ . ١ مثال
این بر بنا .d(Tx, Sy) = ١٣x آن گاه ،Sx = ٠ باشیم داشته x ∈ E هر برای و باشد Tx = ١٣x

داریم:
M(x, y) = max

{
|x− y| , x− ١

٣x, y,
١
٢
(
x+

∣∣∣∣y − ١
٣x

∣∣∣∣)}

=


x− y, ٠ ≤ y ≤ ١٣x;
٢٣x, ١٣x ≤ y ≤ ٢٣x;
y ٢٣x ≤ y ≤ ١.



مرتب متری درفضاهای شده جفت ثابت نقطه قضایای ٣٢
و ψ(d(Tx, Ty)) = x داریم φ(t) = t و φ(t) = ٣t برای

ψ(M(x, y))− φ(M(x, y)) =


٢x− ٢y, ٠ ≤ y ≤ ١٣x;
۴٣x, ١٣x ≤ y ≤ ٢٣x;
٢y ٢٣x ≤ y ≤ ١.

رابطه این در نتیجه در
d(Tx, Sy) ≤M(x, y)− φ(M(x, y)) ∀x, y ∈ E

نم کند. صدق ۵ . ٣ . ١ قضیه در (٣ . ١٣) رابطه شرط و
ذیل قضایای اثبات به بالا قضیه اثبات تکنی با و م گیریم نظر در نگاشت دو اکنون

م پردازیم.
نگاشت دو S, T : X → X باشد.و کامل متری فضای ی (X, d) کنیم فرض .۶ . ٣ . ١ قضیه

باشیم داشته ،x, y ∈ X هر برای که کنیم فرض باشند.
ψ(d(Tx, Sy)) ≤ ψ

( ١
٢(d(x, Sy) + d(y, Tx)

)
− φ(d(x, Sy), d(y, Tx)) (٣ . ٢٢)

به منحصر ثابت نقطه دارای S و T این صورت در م کند. صدق ٣ . ١ . ٣ شرایط در φ ، ψ که
.u = Tu = Su به طوری که است، موجود ای u ∈ X آن گاه هستند. مشترک فرد

.Tx٠ = x١ که م کنیم انتخاب طوری را x١ ∈ X حال م گیریم. نظر در x٠ ∈ X عنصر برهان.
X در {xn} دنباله روند این ادامه با .Sx١ = x٢ م کنیم اختیار طوری را x٢ ∈ X همچنین
(۶ . ٣ . ١) نامساوی از بااستفاده .x٢n+٢ = Sx٢n+١ و x٢n+١ = Tx٢n به طوری که م شود ایجاد

داریم
ψ(d(x٢n+١, x٢n+٢)) = ψ(d(Tx٢n, Sx٢n+١))

≤ ψ

( ١
٢(d(x٢n, Sx٢n+١) + d(x٢n+١, Tx٢n))

)
− φ(d(x٢n, Sx٢n+١), d(x٢n+١, Tx٢n))

= ψ

( ١
٢d(x٢n, x٢n+٢)

)
− φ(d(x٢n, x٢n+٢), ٠)

≤ ψ

( ١
٢d(x٢n, x٢n+٢)

)
.

درنتیجه است. نانزول تابع ی ψ چون
d(x٢n+١, x٢n+٢) ≤

١
٢(d(x٢n, x٢n+٢)). (٣ . ٢٣)



٣٣ مقدمه
داریم .d(x٢n, x٢n+٢)) ≤ d(x٢n, x٢n+١) + d(x٢n+١, x٢n+٢) چون
d(x٢n+١, x٢n+٢) ≤ d(x٢n, x٢n+١). (٢۴ . ٣)

داد نشان م توان مشابه به طور
d(x٢n+٢, x٢n+٣) ≤ d(x٢n+١, x٢n+٢). (٢۵ . ٣)

داریم (٢۵ . ٣) و (٢۴ . ٣) رابطه های از
d(xn, xn+١) ≤ d(xn−١, xn) ∀n ∈ N∗ (٢۶ . ٣)

ای r ≥ ٠ لذا داریم. را {d(xn, xn+١) : n ∈ N} ناصعودی دنباله (٢۶ . ٣) رابطه از بااستفاده لذا
به طوری که دارد، وجود

lim
n→+∞

d(xn, xn+١) = r. (٣ . ٢٧)
داریم (٣ . ٢٣) رابطه به باتوجه و

d(x٢n+١, x٢n+٢) ≤
١
٢d(x٢n, x٢n+٢) ≤

١
٢(d(x٢n, x٢n+١) + d(x٢n+١, x٢n+٢)). (٣ . ٢٨)

داریم دهیم میل بینهایت سمت به را n هرگاه (٣ . ٢٧) رابطه از بااستفاده
r ≤ lim

n→∞

١
٢d(x٢n, x٢n+٢) ≤

١
٢(r + r) (٣ . ٢٩)

این رو از
lim
n→∞

d(x٢n, x٢n+٢) = ٢r. (٣ . ٣٠)
درم یابیم φ و ψ پیوستگ از بااستفاده

ψ(r) ≤ ψ

( ١
٢(٢r)

)
− φ(٢r, ٠),

X در کوش دنباله ی {xn} اینکه اثبات برای .r = ٠ بنابراین φ(٢r, ٠) = ٠ یعن این که
خلف برهان از بااستفاده حال است. کوش دنباله ی {x٢n} دهیم نشان است کاف است.
از {x٢n(i)} و {x٢m(i)} دنباله زیر دو و ϵ > ٠ آن گاه نیست. کوش {x٢n} دنباله که کنیم فرض

طوری که به م گیریم نظر در را {xn}

n(i) > m(i) > i, d(x٢m(i), x٢n(i)) ≥ ϵ. (٣ . ٣١)
داشت. خواهیم ترتیب بدین

d(x٢m(i), x٢n(i)−٢) < ϵ. (٣ . ٣٢)



مرتب متری درفضاهای شده جفت ثابت نقطه قضایای ٣۴
داریم مثلث نامساوی از و (٣ . ٣٢) و (٣ . ٣١) رابطه های از

ϵ ≤ d(x٢m(i), x٢n(i))
≤ d(x٢m(i), x٢n(i)−٢) + d(x٢n(i)−٢, x٢n(i)−١)) + d(x٢n(i)−١, x٢n(i))
< ϵ+ d(x٢n(i)−٢, x٢n(i)−١) + d(x٢n(i)−١, x٢n(i)).

داریم (٣ . ٢٧) رابطه از بااستفاده و دهیم میل بینهایت سمت به فوق نامساوی رادر i هرگاه

lim
i→+∞

d(x٢m(i), x٢n(i)) = ϵ. (٣ . ٣٣)

همچنین

ϵ ≤ d(x٢m(i), x٢n(i))
≤ d(x٢m(i), x٢m(i)−١) + d(x٢m(i)−١, x٢n(i))
≤ ٢d(x٢m(i), x٢m(i)−١) + d(x٢m(i), x٢n(i)).

داریم دهیم میل بینهایت سمت به را i گاه هر (٣ . ٣٣) و (٣ . ٢٧) رابطه از بااستفاده

lim
i→+∞

d(x٢m(i), x٢n(i)) = lim
i→+∞

d(x٢m(i)−١, x٢n(i)) = ϵ. (٣۴ . ٣)

داشت خواهیم ر دی سوی از

d(x٢m(i), x٢n(i)) ≤ d(x٢m(i), x٢n(i)+١) + d(x٢n(i)+١, x٢n(i))
≤ d(x٢m(i), x٢n(i)) + ٢d(x٢n(i)+١, x٢n(i)).

داشت خواهیم بینهایت، سمت به i دادن میل با

lim
i→+∞

d(x٢m(i), x٢n(i)+١) = ϵ. (٣۵ . ٣)

داریم همچنین

d(x٢n(i)−١, x٢n(i)) ≤ d(x٢m(i)−١, x٢n(i)+١) + d(x٢n(i)+١, x٢n(i))
≤ d(x٢m(i)−١, x٢n(i)) + ٢d(x٢n(i)+١, x٢n(i)).

داریم بینهایت، سمت به i دادن میل و (٣۴ . ٣) و (٢۶ . ٣) های رابطه از بااستفاده

lim
i→+∞

d(x٢m(i)−١, x٢n(i)+١) = ϵ. (٣۶ . ٣)



٣۵ مقدمه
داریم (٣ . ٢٢) رابطه از

ψ(d(x٢n(i)+١, x٢m(i))) = ψ(d(Tx٢n(i), Sx٢m(i)−١))

≤ ψ

( ١
٢(d(x٢n(i), Sx٢m(i)−١) + d(x٢m(i)−١, Tx٢n(i)))

)
− φ(d(x٢n(i), Sx٢m(i)−١), d(x٢m(i)−١, Tx٢n(i)))

= ψ

( ١
٢(d(x٢n(i), x٢m(i)) + d(x٢m(i)−١, x٢n(i)+١))

)
− φ(d(x٢n(i), x٢m(i)), d(x٢m(i)−١, x٢n(i)+١)).

ψ پیوستگ از و (٣۶ . ٣) و (٣۴ . ٣) رابطه های از استفاده با و بینهایت سمت به i دادن میل با
داریم φ و

ψ(ϵ) ≤ ψ(ϵ)− φ(ϵ, ϵ).

چون است. تناقض این که ϵ = ٠ زیرا .φ(ϵ, ϵ) = ٠ که رسید خواهیم نتیجه به این بنابراین
u ∈ X بنابراین است. کوش دنباله ی نیز {xn} ولذا است X در کوش دنباله ی {x٢n}

به طوری که دارد وجود
lim

n→+∞
xn = u.

م رسیم نتیجه این به (٣ . ٢٢) رابطه از بااستفاده
ψ(d(x٢n+١, Su)) = ψ(d(Tx٢n, Su))

≤ ψ

( ١
٢(d(x٢n, Su) + d(u, Tx٢n))

)
− φ(d(x٢n, Su), d(u, Tx٢n))

= ψ

( ١
٢(d(x٢n, Su) + d(u, x٢n+١))

)
− φ(d(x٢n, Su), d(u, x٢n+١)).

م آوریم دست به دهیم میل بینهایت سمت به را n هرگاه
ψ(d(u, Su)) ≤ ψ

( ١
٢(d(u, Su))

)
− φ(d(u, Su), ٠) ≤ ψ

( ١
٢d(u, Su)

)
.

رابطه از مجدد بااستفاده .Su = u لذا d(u, Su) = ٠ پس است فاصله تغییر تابع نگاشت ψ چون
داشت خواهیم (٣ . ٢٢)

ψ(d(Tu, u)) = ψ(d(Tu, Su))

≤ ψ

( ١
٢(d(u, Su) + d(u, Tu))

)
− φ(d(u, Su), d(u, Tu))

= ψ

( ١
٢(d(u, Tu))

)
− φ(٠, d(u, Tu))

≤ ψ

( ١
٢(d(u, Tu))

)
.



مرتب متری درفضاهای شده جفت ثابت نقطه قضایای ٣۶
داریم پس است نانزول ψ که م دانیم همچنین

d(Tu, u) ≤ ١
٢d(u, Tu)

ثابت نقطه ی u همچنین ، u = Tu = Su بنابراین .u = Tu زیرا .d(u, Tu) = ٠ نتیجه در
است. S و T برای مشترک

ری دی ثابت نقطه ی v کنیم فرض کنیم. اثبات را مشترک فرد به منحصر ثابت نقطه باید حال
داریم (٣ . ٢٢) رابطه از بااستفاده این صورت در باشد. S و T از

d(u, v) = d(Tu, Sv)

≤ ψ

( ١
٢(d(u, Sv) + d(v, Tu))

)
− φ(d(u, Sv), d(v, Tu))

= ψ

( ١
٢(d(u, v) + d(v, u))

)
− φ(d(u, v), d(v, u))

= ψ(d(u, v))− φ(d(u, v), d(v, u)).

.u = v نتیجه در .d(u, v) = ٠ زیرا .φ(d(u, v), d(v, u)) = ٠ بنابراین
فرض باشد. T : X → X نگاشت و کامل متری فضای ی (X, d) کنیم فرض .٣ . ١ . ٢ نتیجه

باشیم داشته x, y ∈ X هر برای که کنیم
ψ(d(Tx, Ty)) ≤ ψ

( ١
٢(d(x, Ty) + d(y, Tx))− φ(d(x, Ty), d(y, Tx))

)
آن در که

است. فاصله تغییر تابع ψ : [٠,+∞) → [٠,+∞) .١
φ(t, s) = ٠ باشد خاصیت این با پیوسته تابع ی φ : [٠,+∞) × [٠,+∞) → [٠,+∞) .٢

است. فرد به منحصر ثابت نقطه ی دارای T آن گاه .s = t = ٠ اگر تنها اگرو
است. تمام اثبات T = S دادن قرار با و فوق قضیه از پیروی با برهان.

در T, S : X → X نگاشت دو باشد کامل متری فضای ی (X, d) کنیم فرض .٣ . ١ . ٣ نتیجه
باشیم داشته x, y ∈ X هر برای کنیم فرض م گیریم نظر

d(Tx, Sy) ≤ ١
٢(d(x, Sy) + d(y, Tx))− φ(d(x, Sy), d(y, Tx))

تنهااگر و اگر φ(t, s) = ٠ و است پیوسته تابع φ : [٠,+∞) × [٠,+∞) → [٠,+∞) آن در که
هستند. مشترک فرد به منحصر ثابت نقطه دارای Sو T باشد.آن گاه .t = s = ٠

.ψ = i[٠,+∞] دادن قرار و فوق قضیه از پیروی با برهان.
م توان را (٣ . ١ . ١) قضیه آن گاه یریم ب نظر در T = S ،(٣ . ١ . ٣) درنتیجه اگر .٣ . ١ . ٣ ملاحظه

گرفت. نتیجه



٣٧ مقدمه

مثال ٣ . ١ . ٢
داشته باشد. شده تعریف کامل متری فضای (X, d) . X = [٠, ١] کنیم فرض .٣ . ١ . ٢ مثال
ψ همچنین Sx = ٠ و Tx = ١۴x٢ داریم x ∈ X هر برای همچنین و .d(x, y) = |x− y| باشیم

شوند. تعریف این گونه φو
ψ : [٠,+∞) → [٠,+∞)

φ : [٠,+∞)× [٠,+∞) → [٠,+∞)

ψ(t) = t٢ و φ(t, s) =
١
۴(t+ s)٢

داریم x, y ∈ X هر برای آن گاه
ψ(d(Tx, Sy)) = ψ

(
d

( ١
۴x٢, ٠

))
= ψ

( ١
۴x٢

)
=

١
١۶x۴ ≤ ١

٨x٢

≤ ١
٨
(
x+

∣∣∣∣y − ١
۴x٢

∣∣∣∣)٢

=
١
۴
(
x+

∣∣∣∣y − ١
۴x٢

∣∣∣∣)٢
− ١

٨
(
x+

∣∣∣∣y − ١
۴x٢

∣∣∣∣)٢

= ψ

( ١
٢(d(x, Sy) + d(y, Tx))

)
− φ(d(x, Sy), d(y, Tx))

هستند. ٠ مشترک فرد منحصربه ثابت نقطه دارای S و T (۶ . ٣ . ١) قضیه طبق ترتیب بدین

غیرخط نوع از متری فضاهای در شده جفت ثابت نقطه ٣ . ١ . ٣
ضعیف C‐انقباض های نگاشت برای متری فضای در شده جفت نقاط به بخش این در

م پردازیم. غیرخط
کامل متری فضای (X, d) و جزیی مرتب مجموعه ی (X,⪯) کنیم فرض .٣ . ١ . ٧ قضیه
نوای ی خاصیت دارای و پیوسته نگاشت T : X × X → X یریم ب درنظر همچنین باشد.

باشیم داشته y ⪰ v و x ⪯ u که x, y, u, v ∈ X هر برای و باشد X در شده جفت
ψ(d(T (x, y), T (u, v))) ≤

( ١
٢(d(x, u) + d(y, v))

)
− φ(d(x, u), d(y, v)) (٣ . ٣٧)

داشته وجود (x٠, y٠) ∈ X ×X اگر داریم (٣ . ١ . ٣) قضیه در φ و ψ همان φ و ψ آن در که
شده جفت ثابت نقطه ی دارای T آن گاه y٠ ⪰ T (y٠, x٠) و x٠ ⪯ T (x٠, y٠) که طوری به باشد.

است.



مرتب متری درفضاهای شده جفت ثابت نقطه قضایای ٣٨
درنظر همچنین .y٠ ⪰ T (y٠, x٠) و x٠ ⪯ T (x٠, y٠) به طوری که x٠, y٠ ∈ X کنیم فرض برهان.
x٢ = T (x١, y١) مجدد طور به .y٠ ⪰ y١ و x٠ ⪯ x١ که .y١ = T (y٠, x٠) و x١ = T (x٠, y٠) یریم ب
بنابراین است. شده جفت نوا ی خاصیت دارای T این صورت در کنیم. اختیار .y٢ = T (y١, x١) و
به طوری که م شود، یافت X در {yn} و {xn} دنباله دو بدین ترتیب .y١ ⪰ y٢ و x١ ⪯ x٢ داریم
.y٠ ⪰ y١ ⪰ y٢ ⪰ · · · . و x٠ ⪯ x١ ⪯ x٢ ⪯ . . . ،yn+١ = T (yn, xn) ، xn+١ = T (xn, yn) داریم

داریم ،n ∈ N هر برای
ψ(d(xn+١, xn+٢)) = ψ(d(T (xn, yn), T (xn+١, yn+١)))

≤ ψ

( ١
٢(d(xn, xn+١) + d(yn, yn+١))

)
− φ(d(xn, xn+١), d(yn, yn+١))

≤ ψ(max{d(xn, xn+١), d(yn, yn+١)})− φ(d(xn, xn+١), d(yn, yn+١)) (٣ . ٣٨)
مشابه طور به

ψ(d(yn+١, yn+٢)) ≤ ψ(max{d(xn, xn+١), d(yn, yn+١)})
− φ(d(yn, yn+١), d(xn, xn+١)). (٣ . ٣٩)

داریم. (٣ . ٣٩) و (٣ . ٣٨) رابطه های با سپس است، نانزول تابع ی ψ چون
ψ(max{d(xn+١, xn+٢), d(yn+١, yn+٢)}) = max{ψ(d(xn+١, xn+٢)), ψ(d(yn+١, yn+٢))}

≤ (max{d(xn, xn+١), d(yn, yn+١)})

−min{φ(d(xn, xn+١), d(yn, yn+١)), φ(d(yn, yn+١), d(xn, xn+١))} (۴٣ . ٠)
نتیجه پس و است نانزول تابع ی ψ همچنین φ(t, s) ≥ ٠ داریم s, t ∈ [٠,+∞) هر برای چون
ای r ≥ ٠ لذا است. نانزول دنباله ی (max{d(xn+١, xn+٢), d(yn+١, yn+٢)}) که گیریم م

داشت. خواهیم به طوری که دارد وجود
lim

n→+∞
max{d(xn+١, xn+٢), d(yn+١, yn+٢)} = r.

درم بابیم دهیم میل بینهایت سمت به را n (۴٣ . ٠) رابطه در هرگاه
ψ(r) ≤ ψ(r)− lim

n→+∞
min{φ(d(xn, xn+١), d(yn, yn+١)), φ(d(yn, yn+١), d(xn, xn+١))}.

داشت. خواهیم بنابراین
lim

n→+∞
φ(d(xn, xn+١), d(yn, yn+١)) = ٠ یا lim

n→+∞
φ(d(yn, yn+١), d(xn, xn+١)) = ٠

بنابراین . lim
n→+∞

d(yn, yn+١) = ٠ همچنین lim
n→+∞

d(xn, xn+١) = ٠ داریم حالت دو هر در
.r = ٠ داشت خواهیم



٣٩ مقدمه
خلف برهان از بااستفاده هستند. X در کوش دنباله {yn} و {xn} که م دهیم نشان حال
(max{d(xn, xm), d(yn, ym)}) عبارت به نباشند. کوش دنباله {yn} یا {xn} اگر م دهیم نشان
م شود، یافت {xn} دنباله از {xn(i)} و {xm(i)} و ϵ > ٠ آن گاه نباشند. X در کوش دنباله

به طوری که
n(i) > m(i) > i, max{d(xm(i), xn(i)), d(ym(i), yn(i))} ≥ ϵ. (۴٣ . ١)

م دهد نشان این که
max{d(xm(i), xn(i)−١), d(ym(i), yn(i)−١)} < ϵ. (۴٣ . ٢)

داشت. خواهیم (۴٣ . ٢) رابطه استفاده با و مثلث نامساوی از
d(xm(i), xn(i)) ≤ d(xm(i), xn(i)+١) + d(xm(i)+١, xn(i))

≤ ٢d(xm(i), xm(i)+١) + d(xm(i), xn(i)−١) + d(xn(i)−١, xn(i))
< ٢d(xm(i), xm(i)+١) + ϵ+ d(xn(i)−١, xn(i)).

داریم دهیم میل بینهایت سمت به را i هرگاه
lim

i→+∞
d(xm(i), xn(i)) ≤ lim

i→+∞
d(xm(i)+١, xn(i)) ≤ d(xm(i), xn(i)−١) ≤ ϵ. (۴٣ . ٣)

م آوریم دست به مشابه به طور
lim
i→∞

d(ym(i), yn(i)) ≤ lim
i→+∞

d(ym(i)+١, , yn(i)) ≤ lim
i→+∞

d(ym(i), yn(i)−١) ≤ ϵ. (۴۴ . ٣)
داشت. خواهیم (۴۴ . ٣) (۴٣ . ٣) (۴٣ . ١) رابطه های از

lim
i→+∞

max{d(xm(i), xn(i)), d(ym(i), yn(i)} = lim
i→+∞

max{d(xm(i)+١, xn(i)), d(ym(i)+١, yn(i))}

= lim
i→+∞

max{d(xm(i), xn(i)−١), d(ym(i), yn(i)−١)} = ϵ. (۴۵ . ٣)
داریم نتیجه در ym(i) ⪰ yn(i)−١ و xm(i) ⪯ xn(i)−١ چون

ψ(d(xm(i)+١, xn(i))) = ψ(T (xm(i), ym(i)), T (xn(i)−١, yn(i)−١))

≤ ψ

( ١
٢(d(xm(i), xn(i)−١) + d(ym(i), yn(i)−١))

)
− φ(d(xm(i), xn(i)−١), d(ym(i), yn(i)−١))
≤ ψ(max{d(xn(i)−١, xm(i)), d(yn(i)−١, ym(i))})

− φ(d(xn(i)−١, xm(i)), d(yn(i)−١, ym(i)).



مرتب متری درفضاهای شده جفت ثابت نقطه قضایای ۴٠
م گیریم. نتیجه مشابه به طور

ψ(d(yn(i), ym(i)+١)) = ψ(T (yn(i)−١, xn(i)−١), T (ym(i), xm(i)))

≤ ψ

( ١
٢(d(yn(i)−١, ym(i)) + d(xn(i)−١, xm(i)))

)
− φ(d(yn(i)−١, ym(i)), d(xn(i)−١, xm(i)))

≤ ψ(max{d(xn(i)−١, xm(i)), d(yn(i)−١, ym(i))})

− φ(d(yn(i)−١, ym(i)), d(xn(i)−١, xm(i)))

بنابراین
ψ(max{d(xn(i), xm(i)+١), d(yn(i), ym(i)+١)})

= max{ψ(d(xn(i), xm(i)+١)), ψ(d(yn(i), ym(i)+١))}
≤ ψ(max{d(xn(i)−١, xm(i)), d(yn(i)−١, ym(i))})

−min{φ(d(xn(i)−١, xm(i)), d(yn(i)−١, ym(i))),

φ(d(yn(i)−١, ym(i)), d(xn(i)−١, xm(i)))}

پیوستگ از همچنین و (۴۵ . ٣) رابطه ی از بااستفاده و دهیم میل بینهایت سمت به را i هرگاه
بود خواهیم حالت دو دارای φ و ψ

lim
i→+∞

φ(d(xn(i)−١, xm(i)), d(yn(i)−١, ym(i))) = ٠
یا

lim
i→+∞

φ(d(yn(i)−١, ym(i)), d(xn(i)−١, ym(i))) = ٠.
داشت خواهیم حالت دو این با حال اما

lim
i→+∞

d(xn(i)−١, xm(i)) = ٠ و lim
i→+∞

d(yn(i)−١, ym(i)) = ٠.
م گیریم نتیجه بنابراین

lim
i→+∞

max{d(xn(i)−١, xm(i)), d(yn(i)−١, ym(i))} = ٠
{xn} بنابراین است. تناقض ی این که r = ٠ که م گیریم نتیجه (۴۵ . ٣) رایطه از استفاده با
است، موجود x, y ∈ X پس است کامل X هستند.چون X در کوش دنباله های دو هر {yn} و

علاوه به داد. خواهد نتیجه را yn → y و xn → x به طور ی که
xn+١ = T (xn, yn) → T (x, y)

و
yn+١ = T (yn, xn) → T (y, x)



۴١ مقدمه
.

م گیریم نتیجه تایی ی از استفاده با
x = T (x, y) y = T (y, x)

هستند. T از شده جفت ثابت نقطه (x, y) بنابراین





۴ فصل
در تقریب بهترین قضایای نتایج

انقباض نگاشت های
‐انقباض C پروکسیمینال یافته تعمیم نگاشت تقریب نقطه بهترین بررس به بخش دراین

م باشند. [١٧] ،[٧] مراج از فصل این م پردازیم.مطالب

مقدمه ١ . ۴
‐انقباض C نگاشت برای ثابت نقطه از نتایج [١٠] اران وهم ١ هرجان توسط ٢٠١١ سال در

زیر بشرح که داده ارایه جزیی ترتیب ی از بهرمندی با کامل متری فضای ی در ضعیف
است.

C‐انقباض یافته تعمیم نگاشت های ١ . ١ . ۴
زیر دو B و A کنید دارد.فرض دلالت باناخ ثابت نقطه قضیه بر نتایج از بسیاری ر دی سوی از
T آن در که Tx = x تابع معادله که .م دانیم باشند (X, d) متری فضای از ناته مجموعه
جواب ی که م کنیم سع حالت این در پس ندارد. جواب لزوماً نیست، نگاشت خود ی

١Harjani



انقباض نگاشت های در تقریب بهترین قضایای نتایج ۴۴
شرایط تقریب بهترین .قضایای باشد مینیمم (d(x, Tx)) طوری که به بیابیم را X از تقریبی
ناخود‐نگاشت تقریب بهترین را آن که م نمایند فراهم تقریبی جواب ی وجود برای را کاف

ی X کنیم فرض بود. شده معرف [٩]٢ فان توسط ابتدا تقریب بهترین قضیه م نامند؛ T

متری فضای ی (X, d) و جزیی مرتب مجموعه (X,⪯) به طوری که باشد ناته مجموعه
زیر قراردادهای است (X, d) متری فضای از ناته زیرمجموعه B و A کنید فرض باشد. کامل

پذیریم: م  را
d(A,B) := inf{d(x, y) : x ∈ A, y ∈ B},

A٠ := {x ∈ A : d(x, y) = d(A,B); y ∈ B ی حداقل ,{برای

B٠ := {y ∈ B : d(x, y) = d(A,B);x ∈ A ی حداقل ,{برای
و [١٨] پرولا٣ جمله از نویسنده چندین آن از پس است. ناته B٠ و A٠ آنگاه A∩

B ̸= ٠ اگر
اند. داده تعمیم ، جهات از بسیاری در را فان قضیه وسینگ۶[٢۴] ال۵ وسه [١٩] رایش۴

زیر شرط در اگر است ترتیب حافظ پروکسیمینال T : A −→ B نگاشت ی .١ . ١ . ۴ تعریف
: کند صدق

x ⪯ y

d(u, Tx) = d(A,B)

d(v, Ty) = d(A,B)

 ⇒ u ⪯ v ∀u, v, x, y ∈ A

انقباض ‐C تعمیم یافته پروکسیمینال های نگاشت ٢ . ۴

تقریب بهترین نقطه در را پروکسیمینال C‐انقباض نگاشت مفهوم ابتدا ما بخش، این در
گرفتیم. درنظر

شرط در که گوییم ٧ ‐انقباض C یافته تعمیم نگاشت ی T : A −→ B نگاشت .٢ . ١ . ۴ تعریف
٢Fan
٣Prolle
۴Reich
۵Sehgel
۶Singh
٧Generalized proximal c-contraction



۴۵ انقباض ‐ C تعمیم یافته پروکسیمینال های نگاشت
کند صدق زیر

x ⪯ y

d(u, Tx) = d(A,B)

d(v, Ty) = d(A,B)

 ⇒ d(u, v) ≤ ١
٢(d(x, v) + d(y, u))− φ(d(x, v), d(y, u)) (١ . ۴)

اگر φ(x, y) = ٠ به طوری که است نانزول و پیوسته تابع ی φ : [٢(∞,٠ −→ [٠,∞) آن در که
.x = y = ٠

(X, d) و جزیی مرتب مجموعه ی (X,⪯) و ناته مجموعه ی X کنیم فرض .٢ . ١ . ۴ قضیه
اگر باشند. X از بسته ناته زیرمجموعه های B و A همچنین باشند. کامل متری فضای ی

کند: صدق زیر شرایط در T : A −→ B نگاشت و ناته B٠ و A٠

T (A٠) ⊆ B٠ است انقباض ‐ C یافته تعمیم پروکسیمینال ترتیب حافظ و پیوسته T الف)
x٠ ⪯ x١ اگر طوری که به باشد داشته وجود A٠ در x١ و x٠ ب)
d(x١, Tx٠) = d(A,B).

برای این، علاوه بر d(x, Tx) = d(A,B) به طوری که دارد وجود ای x ∈ A نقطه آن گاه
به م شود تعریف d(xn+١, Txn) = d(A,B) صورت به که {xn} دنباله x٠ ∈ A٠ نقطه هر

است. را هم x نقطه

d(x١, Tx٠) = و x٠ ⪯ x١ اگر به طوری که باشد، داشته وجود x٠, x١ ∈ A٠ (ب) فرضیه با برهان.
.d(x٢, Tx١) = d(A,B) به طوری که دارد وجود x٢ ∈ A٠ نقطه ،T (A٠) ⊆ B٠ چون d(A,B)

دنباله ای روند ادامه در .x١ ⪯ x٢ داریم T پروکسیمینال ترتیب حافظ های ویژگ از بااستفاده
نقطه xn نقطه کردن پیدا با .d(xn, Txn−١) = d(A,B) و xn−١ ⪯ xn م یابیم  ، A٠ در {xn}

و xn ⪯ xn+١ به طوری که ، م گیریم نظر در را xn+١ ∈ A٠

d(xn+١, Txn−١) = d(A,B). (٢ . ۴)
داریم n ∈ N هر برای است، ‐انقباض C پرروکسمینال ی T چون

d(xn, xn+١) ≤
١
٢d(xn−١, xn+١) + d(xn, xn)− φ(d(xn−١, xn+١), d(xn, xn))

=
١
٢d(xn−١, xn+١)− φ(d(xn−١, xn+١), ٠)

≤ ١
٢d(xn−١, xn+١)

≤ ١
٢(d(xn−١, xn) + d(xn, xn+١) (٣ . ۴)



انقباض نگاشت های در تقریب بهترین قضایای نتایج ۴۶
پس است کراندار پایین از و نانزول {d(xn−١, xn)} دنباله چون ،d(xn, xn+١) ≤ d(xn−١, xn)

به طوری که دارد وجود ای r ≥ ٠
lim

n−→∞
d(xn+١, xn) = r (۴ . ۴)

داریم (٣ . ۴) رابطه در بینهایت سمت به ،n دادن میل با هرگاه

r ≤ lim
n−→∞

١
٢d(xn−١, xn+١) ≤

١
٢(r + r) = r

همچنین و
lim

n−→∞
d(xn, xn+١) = ٢r. (۵ . ۴)

،(۴ . ۴) ازرابطه های استفاده با و (٣ . ۴) رابطه در بینهایت سمت به ، n دادن میل با هرگاه
داشت. خواهیم φ پیوستگ از و (۵ . ۴)

r ≤ ١
٢(٢r) = r − φ(٢r, ٠) ≤ r

است معن این به r = ٠ داریم ، φ از های ویژگ به وسیله ، بنابراین .φ(٢r, ٠) = ٠ این رو از
lim

n−→∞
d(xn+١, xn) = ٠. (۶ . ۴)

کوش دنباله ی {xn} کنید فرض است. کوش دنباله ی {xn} م کنیم اثبات سپس
به طوری که {xn} دنباله ی از {xmk

}, {xnk
} های زیردنباله و دارد وجود ϵ > ٠ ی نباشد.آن گاه

با nk > mk ≥ k

rk := d(xmk
, xnk

) ≥ ϵ, d(xmk,xnk−١) < ϵ (٧ . ۴)
داریم بنابراین .αn := d(xn+١, xn) کنیم فرض ، n ≥ ١ هر برای .k ∈ {١,٢,٣, ...} هر برای

ϵ ≤ rk ≤ d(xmk
, xnk−١) + d(xnk−١, xnk

)

< ϵ+ αnk−١.

داریم (۶ . ۴) رابطه از پیروی با
lim

n−→∞
rk = ϵ (٨ . ۴)

باشیم داشته توجه باید همچنین
rk = d(xnk

, xmk
) ≤ d(xnk

, xmk+١) + d(xmk+١, xmk
)

= d(xnk
, xmk+١) + αmk

≤ d(xnk
, xmk

) + d(xmk, xmk+١) + αmk

= rk + αmk
+ αmk

. (٩ . ۴)



۴٧ انقباض ‐ C تعمیم یافته پروکسیمینال های نگاشت
(٨ . ۴) و (۶ . ۴) رابطه های از بااستفاده و دهیم میل بینهایت سمت به ،(٩ . ۴) رابطه در k هرگاه

داریم
lim

n−→∞
d(xnk

, xmk+١) = ϵ (١٠ . ۴)
دهیم نشان م توانیم به طورمشابه

lim
n−→∞

d(xmk
, xnk+١) = ϵ (١١ . ۴)

به طوری که ،xmk
⪯ xnk

که کنیم فرض است ن مم {xn} ساختن با ر دی سوی از
d(xnk+١, Txnk

) = d(A,B) (١٢ . ۴)
و

d(xmk+١, Txmk
) = d(A,B). (١٣ . ۴)

‐ C یافته تعمیم پروکسیمینال T بنابر (١٣ . ۴) ،(١٢ . ۴) های رابطه و مثلث نامساوی با
داریم ، انقباض

ϵ ≤ rk ≤ d(xmk
, xmk+١) + d(xnk+١, xnk

) + d(xmk+١, xnk+١)
= αmk

+ αnk
+ d(xmk+١, xnk+١)

≤ αmk
+ αnk

+
١
٢(d(xnk

, xmk+١) + d(xmk
, xnk+١))

− φ(d(xnk
, xmk+١), d(xmk

, xnk + ١)).
(١١ . ۴) ،(١٠ . ۴) ،(۶ . ۴) رابطه های از دهیم میل بینهایت سمت به k هرگاه فوق نامساوی در

داریم: φ پیوستگ و
ϵ ≤ ١

٢(ϵ+ ϵ)− φ(ϵ, ϵ) ≤ ϵ

بنابراین است. تناقض ی این که ϵ = ٠ داشت خواهیم φ ویژگ های با و φ(ϵ, ϵ) = ٠ ، بنابراین
X کامل متری فضای از بسته زیرمجموعه ی A چون است. کوش دنباله ی {xn} دنباله

به طوری که دارد وجود ای x ∈ A است.
lim

n−→∞
xn = x. (١۴ . ۴)

پیوستگ و (١۴ . ۴) رابطه از بااستفاده و دهیم میل بینهایت سمت به را n (٢ . ۴) رابطه در هرگاه
داشت. خواهیم T

d(x, Tx) = d(A,B).



انقباض نگاشت های در تقریب بهترین قضایای نتایج ۴٨
(X, d) و جزیی مرتب مجموعه ی (X,⪯) و ناته مجموعه ی X کنیم فرض .٢ . ١ . ۴ نتیجه
اگر Xهستند، از ای بسته ناته زیرمجموعه B ،A همچنین باشند. کامل متری فضای ی

صدق کند: زیر شرایط در T : A −→ B نگاشت و ناته B٠ ،A٠

T (A٠) ⊆ B٠ طوری که به است ونانزول پیوسته T الف)
x ⪯ y

d(u, Tx) = d(A,B)

d(v, Ty) = d(A,B)

 ⇒ d(u, v) ⪯ α(d(x, v) + d(y, u)), (١۵ . ۴)

α؛ ∈ (٠, ١٢) که
x٠ ⪯ x١ اگر طوری که به باشد داشته وجود A٠ در x١ و x٠ ب)
d(x١, Tx٠) = d(A,B).

هر برای این، علاوه بر d(x, Tx) = d(A,B) به طوری که دارد وجود ای x ∈ A نقطه آن گاه
است. X به را هم که d(xn+١, Txn) = d(A,B) م کنیم، تعریف {xn} دنباله

داریم ٢ . ١ . ۴ قضیه در φ شده تعریف تابع طیق و α ∈ (٠, ١٢) کنیم فرض برهان.

φ(a, b) = (
١
٢ − α)(a+ b).

تبدیل (١۵ . ۴) رابطه به (١ . ۴) تعریف برطبق ،a = b = ٠ اگروتنهااگر φ(a, b) = ٠ است واض
م آوریم. به دست را (٢ . ١ . ۴) نتیجه که این روست م شود.از

که ۴ . ٢ . ٢ قضیه بنابراین x٠ ⪯ Tx٠ که است معن این به (ب) شرط نگاشت ی برای
زیراست. شرح به [١١] ارانش هم و هارجان نتایج شامل

مجموعه ی (X,⪯) به طور که باشد ناته مجموعه ی X کنیم فرض [١١] .٢ . ٢ . ۴ نتیجه
و نانزول نگاشت ی T : X −→ X همچنین باشد کامل متری فضای (X, d) و جزیی مرتب

باشیم داشته x, y ∈ X هر برای طوری که به باشد. پیوسته
d(Tx, Ty) ≤ ١

٢ [d(x, Ty) + d(y, Tx)]− φ(d(x, Ty), d(y, Tx)) ∀x ⪯ y

اگر φ(x, y) = ٠ به طوری که است، نانزول و پیوسته تابع φ : [٢(∞,٠ −→ [٠,∞) درآن که
ی دارای T آن گاه x٠ ⪯ Tx٠ با x٠ ∈ X باشد داشته وجود اگر به علاوه .x = y = ٠ تنهااگر و

است. ثابت نقطه



۴٩ انقباض ‐ C تعمیم یافته پروکسیمینال های نگاشت

مثال ٢ . ١ . ۴
یرید. نظرب در را زیر مجموعه های و متراقلیدس با را R٢ کامل متری فضای .٢ . ١ . ۴ مثال

A : {(x, ٠) : x ∈ R}, B : {(٠, y) : y ∈ R, y ≥ ١}.
م کنیم تعریف را T : A −→ B نگاشت و .B٠ = {(٠, ١)} و A٠ = {(٠, ٠)} ،d(A,B) = ١ پس

است زیر شرح به که
T ((x, ٠)) = (٠, ١ + |x|)

و x١ ⪯ x٢ اگر .T (A٠) ⊆ B٠ و است پیوسته T است روشن وضوح به .(x, ٠) ∈ A هر برای
d(u١, Tx١) = d(A,B) = ١, d(u٢, Tx٢) = d(A,B) = ١

داریم آن گاه u١, u٢, x١, x٢ ∈ A هر برای
u١ = u١ = (٠, ٠), x١ = x٢ = (٠, ٠)

زیر به صورت φ : [٠,∞) −→ [٠,∞) با ‐انقباض C یافته تعمیم پروکسیمینال ی T بنابراین
: م شود تعریف

φ(a, b) =
١
۴(a+ b).

بطوری که (٠, ٠) ∈ A که م شود دیده ، به علاوه
d((٠, ٠), T (٠, ٠)) = d(A,B) = ١.

در (٢ . ١ . ۴) قضیه در شرایط تمام با داشت.و خواهیم را زیر قضیه T پیوستگ حذف با اکنون
جدید تقریب بهترین ی

(X, d) و جزیی مرتب مجموعه ی (X,⪯) و ناته مجموعه ی X کنیم فرض .٢ . ٢ . ۴ قضیه
A٠ Xهستند، از ای بسته ناته زیرمجموعه B ،A همچنین باشند. کامل متری فضای ی

صدق کند: زیر شرایط در T : A −→ B نگاشت و هستند. ناته B٠ و
T (A٠) ⊆ B٠ طور که به است ‐انقباض C یافته تعمیم پروکسیمینال ترتیب حافظ ی T الف)

x٠ ⪯ x١ طوری که به باشد داشته وجود x٠, x١ ∈ A٠ عناصر ب)
d(x١, Tx٠) = d(A,B);

. xn ⪯ x ،n ∈ N هر برای به طوری که باشد، x به را هم A در نانزول دنباله {xn} اگر ج)
به طوری که دارد، وجود ای x ∈ A نقطه ی آن گاه

d(x, Tx) = d(A,B).



انقباض نگاشت های در تقریب بهترین قضایای نتایج ۵٠
داریم n ≥ ٠ هر برای ٢ . ١ . ۴ قضیه اثبات همانند برهان.

d(xn+١, Txn) = d(A,B) (١۶ . ۴)
داریم. ، n ∈ N هر برای است. را هم x ∈ A به و است کوش دنباله ی {xn} دنباله به علاوه

d(A,B) = d(xn+١, Txn) ≤ d(xn+١, x) + d(x, Txn)

≤ d(x, xn+١) + d(x, xn+١) + d(xn+١, Txn)
≤ d(x, xn+١) + d(x, xn+١) + d(A,B).

lim
n−→∞

d(x, Txn) = d(A,B) داریم دهیم، میل بینهایت سمت به را n فوق نامساوی در هرگاه
به طوری که دارد، وجود v ∈ A ی ،T (A٠) ⊆ B٠ چون .x ∈ A٠ بنابراین

d(v, Tx) = d(A,B). (١٧ . ۴)
بااستفاده .xn ⪯ x داریم n ∈ N هر برای (ج) شرایط به توجه م آوریم.با به دست x = v آن گاه

داریم T از ‐انقباض C یافته تعمیم پروکسیمینال و (١٧ . ۴) ،(١۶ . ۴) رابطه های از
d(xn+١, v) ≤

١
٢ [d(xn, v) + d(x, xn+١)]− φ(d(xn, v), d(x, xn+١)). (١٨ . ۴)

دهیم میل بینهایت سمت به (١٨ . ۴) رابطه در را n هرگاه

d(x, v) ≤ ١
٢(x, v)− φ(d(x, v), ٠),

رابطه در x با را v اگر .x = v چون ،d(x, v) = ٠ که م رسیم نتیجه این به دراین صورت پس
داریم کنیم، زین جای (١٧ . ۴)

d(x, Tx) = d(A,B).

ی (X, d) و جزیی مرتب مجموعه ی (X,⪯) و ناته X مجموعه کنیم فرض .٢ . ٣ . ۴ نتیجه
A٠ باشند.اگر X از ناته بسته زیرمجموعه های Bو A کنیم فرض باشند. کامل متری فضای

: صدق کند زیر شرایط در T : A −→ B نگاشت و ناته B٠ و

T (A٠) ⊆ B٠ بطوری که است صعودی نگاشت T الف
x ⪯ y

d(u, Tx) = d(A,B)

d(v, Ty) = d(A,B)

 ⇒ d(u, v) ⪯ α(d(x, v) + d(y, u)), (١٩ . ۴)

α؛ ∈ (٠, ١٢) که



۵١ انقباض ‐ C تعمیم یافته پروکسیمینال های نگاشت
و x٠ ⪯ x١ به طوری که باشد، داشته وجود x٠, x١ ∈ A٠ ب
d(x١, Tx٠) = d(A,B)

.
داریم n ∈ N هر برای آن گاه باشد x نقطه به را هم که A در صعودی دنباله ی {xn} اگر ج

طوری که به دارد وجود x ∈ A نقطه ی بنابراین xn ⪯ x

(x, Tx) = d(A,B).

(X, d) و جزیی مرتب مجموعه ی (X,⪯) و ناته مجموعه X کنیم فرض .۴ . ٢ . ۴ نتیجه
xn → x طوری که به باشد، صعودی دنباله ی {xn} ⊆ X باشند.همچنین کامل متری فضای
به است نانزول نگاشت T : X → X نگاشت کنیم فرض xn ⪯ x آن گاه .n ∈ N هر برای

باشد زیر شرط دارای x ⪯ y هر برای طوری که
d(Tx, Ty) ≤ ١

٢ [d(x, Ty) + d(y, Tx)]− φ(d(x, Ty), d(y, Tx))

اگر تنها اگرو φ(x, y) = ٠ طوری که به است پیوسته تابع ی φ : [٢(∞,٠ → [٠,∞) آن در که
است. ثابت نقطه دارای T آن گاه ،x٠ ⪯ Tx٠ و x٠ ∈ X اگر x.به علاوه = y = ٠

تقریب نقطه بهترین تایی ی برای [١۵] لوپز٩ ز رودری و [١۶] نیتو٨ توسط که را شرایط اینک،
استفاده نیز زیر شرط از آوریم.همچنین م یاد به را شد ذکر ٢ . ٢ . ۴ و ٢ . ١ . ۴ قضیه های در

م کنیم.
است پذیر مقایسه y و x با داردکه وجود z ∈ X ی ، x, y ∈ X هر برای (٢٠ . ۴)

جزیی مرتب مجموعه ی (X,⪯) و باشد. ناته مجموعه ی X کنیم فرض .٢ . ٣ . ۴ قضیه
A٠ کنیم فرض و X از بسته ناته مجموعه های زیر B و A و باشد کامل متری فضای (X, d)

T : A→ B کنیم فرض باشد، برقرار (٢٠ . ۴) شرط در A٠ برای طوری که به هستند ناته B٠ و
صدق کند: زیر شرایط در

به طوری که است C‐انقباض تعمیم یافته پروکسیمینال ترتیب حافظ پیوسته، نگاشت ی T الف)
T (A٠) ⊆ B٠

و x٠ ⪯ x١ به طوری که یاشد، داشته وجود A٠ در x١ و xعناصر٠ ب)
d(x١, Tx٠) = d(A,B)

.d(x, Tx) = d(A,B) به طوری  دارد وجود x ∈ A٠ مانند به فرد منحصر نقطه ی آن گاه
٨Nieto
٩Rodríguez-López



انقباض نگاشت های در تقریب بهترین قضایای نتایج ۵٢
فرض .d(x, Tx) = d(A,B) به طوری که م کنیم، اثبات را x ∈ A نقطه تایی ی ابتدا برهان.
d(x∗, Tx∗) = d(A,B) و d(x, Tx) = d(A,B) یعن هستند. تقریب نقاط بهترین x, x∗ ∈ A کنید
بودن پروکسیمینال با x∗ ⪯ x یا x ⪯ x∗ یعن ، باشد پذیر مقایسه x∗ با x :اگر اول مورد .

داریم T C‐انقباض تعمیم یافته
d(x, x∗) ≤ ١

٢ [d(x, x∗) + d(x∗, x)]− φ(d(x, x∗), d(x∗, x)) ≤ d(x∗, x),

d(x∗, x) = ٠ داریم φ های ویژگ از م دهد.وبااستفاده نتیجه را φ(d(x, x∗), d(x∗, x)) = ٠ تابع
.x = x∗ بنابراین

آن گاه م کند، صدق (٢٠ . ۴) شرط در A٠ آنجا از نباشد، پدیر مقایسه x∗ با x :اگر دوم مورد
x ⪯ z یعن باشد، x∗ و x با است، پذیر مقایسه z به طوری که باشد داشته وجود z ∈ A٠

نقطه ی ،T (A٠) ⊆ B٠ چون .x∗ ⪯ z و x ⪯ z کنیم فرض .(z ⪯ x∗) x∗ ⪯ z ، (z ⪯ x)

از پروکسیمینال ترتیب حافظ خاصیت با .d(v٠, T z) = d(A,B) به طوری که دارد وجود v٠ ∈ A٠
به طوری که دارد وجود v١ ∈ A٠ نقطه ی T (A٠) ⊆ B٠ دراین صورت .x∗ ⪯ v٠ و x ⪯ v٠ داریم T

پروکسیمینال ترتیب حافظ های ویژگ از استفاده و روند این تکرار با و .d(v١, T v٠) = d(A,B)

به طوری که م شود، یافت vn+١ ∈ A٠ ، v٠ ∈ A٠ در روند این تکرار با .x∗ ⪯ v١ و x ⪯ v١ داریم T
پروکسیمینال با .x∗ ⪯ vn و x ⪯ vn داریم n ∈ N هر برای بنابراین .d(vn+١, T vn) = d(A,B)

داریم T C‐انقباض یافته تعمیم
d(vn+١, x) ≤

١
٢ [d(vn, x) + d(x, vn+١)]− φ(d(vn, x), x), d(x, vn+١)), (٢١ . ۴)

d(vn+١, x∗) ≤
١
٢ [d(vn, x

∗) + d(x∗, vn+١)]− φ(d(vn, x
∗), d(x∗, vn+١)). (٢٢ . ۴)

به طوری که vn −→ x∗ و vn −→ x درم یابیم ، φ ویژگ و (٢٢ . ۴) (٢١ . ۴) رابطه های از پیروی با
.x = x∗ حد تایی ی با که است واض روشن به .n −→ ∞

مرتب مجموعه ی (X,⪯) به طوری که باشد ناته مجموعه ی X کنیم فرض .۴ . ٢ . ۴ قضیه
از B و A بسته ناته مجموعه های زیر و باشد کامل متری فضای (X, d) وهمچنین جزیی
کنیم فرض و کند، صدق (٢٠ . ۴) رابطه شرط در A٠ به طوری که ناته B٠ و A٠ باشد.و X

صدق کند: زیر شرایط در T : A→ B

به طوری که است C‐انقباض تعمیم یافته پروکسیمینال ترتیب حافظ پیوسته، نگاشت ی T الف)
T (A٠) ⊆ B٠

و x٠ ⪯ x١ به طوری که باشد، وجودداشته A٠ در x١ و x٠ عناصر ب)
d(x١, Tx٠) = d(A,B)

.d(x, Tx) = d(A,B) به طوری  دارد وجود x ∈ A٠ مانند فرد به  منحصر نقطه ی آن گاه



۵٣ انقباض ‐ C تعمیم یافته پروکسیمینال های نگاشت
.xn ⪯ x١ ، n ∈ N هر برای آن گاه باشد، x به را هم {xn} ∈ A صعودی دنباله اگر ج)

به طوری که دارد وجود x ∈ A فرد به منحصر نقطه ی بنابراین
d(x, Tx) = d(A,B).
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Aabstract

In1992, Banach proved that every contractive mapping in a complete metric space has a unique
fixed point. In this thesis we extend the notion of weakly C-contraction mappings to the case of
non-self mappings and establish the best proximity point theorems for this class. Our results gener-
alize the result due to Harjani et al. The purpose of the subject is to provide some fixed point results
for weak contractions C- mappings In a complete metric space, they have a small sequence.Also,
introduced the concept of pairwise uniformity of fixed points in metric space We proceeded to
study the proximity of generalized C -contraband maps.

Keyword: Fixed point ; Order metric space ; Partial ordering ; Best approximation ; Contraction ;
coupled fixed point ; Proximal ; mapping C-contraction; mapping Weak C-contraction



Shahrood University of Technology

Faculty Of Mathematical Sciences

MSc Thesis in: Approximation theory

Best approxmation for generalized C -
contraaction mappings in metric spaces with

partial orders

By: Elahe Shakeriyan

Supervisor
Mahdi Iranmanesh

Advisor
Ali reza khoddami

Junuary 2018


	کلیات و مفاهیم مقدماتی
	مفاهیم آنالیز ریاضی
	قضیه نقطه ثابت برای نگاشتهای انقباضی
	مفاهیم بهترین تقریب


	 یکتایی نقطه ثابت در نگاشتهای C -انقباضی
	مقدمه
	قضایای نقطه ثابت در شرایط انقباضی در فضای متریک
	قضایای نقطه ثابت برای نگاشتهای C -انقباضی 
	نتایج نقطه ثابت برای توابع نانزولی
	 نتایج نقطه ثابت برای توابع ناصعودی 

	مثال

	قضایای نقطه ثابت جفت شده درفضاهای متریک مرتب
	مقدمه
	نتایج قضایای نقطه ثابت جفت شده
	مثال
	نقطه ثابت جفت شده در فضاهای متریک از نوع غیرخطی 


	 نتایج قضایای بهترین تقریب در نگاشتهای انقباضی 
	مقدمه
	نگاشتهای تعمیم یافته C -انقباضی 

	نگاشت های پروکسیمینال تعمیمیافته C - انقباضی 
	مثال


	مراجع
	واژهنامه فارسی به انگلیسی
	واژهنامه انگلیسی به فارسی

