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از گروه  pختی از مرتبه عدد اول ـرا یک خودری jیک گروه متناهی باشد و  Gفرض کنید    

. با استفاده از گیریممیاز آن در نظر  ثابتنقطهگروهرا زیر jGC)(در نظر بگیرید و  Gمتناهی 

ر معادل یا بطو) باشد یک خودریختی منظم jر ــاگ داریم £ûĀÆ ùwقضیه کلاسیک 

1)( =jGC(  آنگاهG  هرکه اگر همچنین نشان دادپوچتوان است وj  تقریبا منظم باشد آنگاه

G  اگر  به عبارتیباید تقریبا پوچتوان باشد. نیزnCG =)(j  آنگاهG روه ـــــــیک  زیر گ

),(را آن دارد که به اختصار nو  pبه  نسبت شدهکراندارپوچتوان از شاخص  np-شده کراندار

 ]̿[ در ~¤¢و [ 6ر ]دþÆîĊù¾و  Ĉö£½wăو [ 1در] ðýĀåگوییم. این نتیجه ترکیبی از کارهای 

است اگر یک تحدید روی  "تقریبا منظم " jکه خودریختی بینیممیدر این تحقیق ما  است.

است هرگاه هر  "تقریبا  پوچتوان "دارای خاصیت  Gوجود داشته باشد و متقابلا  jGC)( رتبه

 تقریبا منظم باشد. Gخودریختی 

ما از رده بندی گروه های متناهی در اثبات حالت تقریبا حل پذیر بودن و در حالت هم اول      

ه بودن استفاده می کنیم و اثبات می کنیم که رتب
()GS

G  برحسبp  وr  کراندار شده است. برای

قدرتمند، تقریبا  - pهیگمن با زیرگروه های  ïگروه های حل پذیر نیز ترکیب  نتیجه هال 

 پوچتوانی را نشان می دهد که نشان می دهیم این شرایط در حالت غیر هم اول نیز برقرار است. 
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از گروه متناهی  pختی از مرتبه عدد اول ـرا یک خودری jیک گروه باشد و  G فرض کنید       

G  در نظر بگیرید و)(jGC  تیـــخودریخ و  گیریممیر ــاز آن در نظ ثابتنقطهگروهزیرراj 

دارای  Gوجود داشته باشد و متقابلا  jGC)(است اگر یک تحدید روی رتبه  "تقریبا منظم "

با استفاده از قضیه  .تقریبا منظم باشد Gاست هرگاه هر خودریختی  "تقریبا  پوچتوان "خاصیت 

)(1یا بطور معادل ) باشد 2یک خودریختی منظم jر ــاگ [ûĀÆ ùw£1 ]17کلاسیک  =jGC( 

باید نیز  Gباشد آنگاه  3تقریبا منظم jهرکه اگر بینیممی وضوحبهپوچتوان است و  Gآنگاه 

nCGاگر  به عبارتیاشد. تقریبا پوچتوان ب =)(j  آنگاهG روه پوچتوان از ـــــــیک  زیر گ

),( راآن دارد که به اختصار nو  pنسبت به  شدهکراندارشاخص  np-گوییم. این  شدهکراندار

 است. ]11[ در 7~¤¢و [ 9ر ]د þÆîĊù6¾و  Ĉö£½wă0و [ 2در] ðýĀå4نتیجه ترکیبی از کارهای 

است اگر یک تحدید روی رتبه  "تقریبا منظم " jکه خودریختی بینیممیدر این تحقیق ما 

)(jGC  وجود داشته باشد و متقابلاG  هرگاه هر  است "تقریبا  پوچتوان "دارای خاصیت

 .تقریبا منظم باشد Gخودریختی 

می دانیم کلاس پوچتوانی گروه های پوچتوان با خودریختی  üúòĊăیه با استفاده از قض     

؛ داریم ،  [12,13]در  ÿ¾·Ā·8کراندار است. با استفاده از قضیه -p  ̫Pهای از مرتبه عدد اول 

()پوچتوان باشد و  Gاگر گروه  nCG =j  باشد آنگاهG  دارای یک زیرگروه از

),(شاخص np- کراندار است که کلاس پوچتوانی اشP- کراندار است. بنابراین اگرG  پوچتوان

                                                 
1 Thompson                                                                                
2 Regular Automorphism                                                              
3 Almost Regular 
4 P. Fong  
5 Hartlly 
6  Mixner 
7 Pettet 
8 E. I. Khukhro 
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رتبه هم باید یک زیرگروه از  Gکراندار است. آنگاه -rاز رتبه  jGC)(باشد آنگاه 

),( np-ار داشته باشد که کلاس پوچتوانی اشکراندp- کراندار است و یک زیرگروه نرمال از

),(کراندار با خارج قسمت از رتبه -pکلاس پوچتوانی  np- .کراندار  دارد 

روه های پوچتوان با ـــــگلاس پوچتوانی ـــمی دانیم ک ]üúòĊă ]5با استفاده از قضیه       

در  ·ÿ¾·Āکراندار است. با استفاده از قضیه -p، pخودریختی های از مرتبه عدد اول 

()پوچتوان باشد و  Gروه ـــ، اگر گداریم ،[12,13] nCG =j اه ــــــباشد آنگG  دارای یک

),(از شاخص روهــــــگزیر np-کراندار است که کلاس پوچتوانی اشp- کراندار است. بنابراین

هم از  گروهزیرباید یک  Gکراندار است. آنگاه -rاز رتبه  jGC)(پوچتوان باشد آنگاه  Gاگر 

),( رتبه np-ه کلاس پوچتوانی اشکراندار داشته باشد کp- نرمال  گروهزیرکراندار است و یک

),(از رتبه  قسمتخارجکراندار با -pاز کلاس پوچتوانی  np- .کراندار  دارد 

. شودمیه های بعدی استفاد فصلاول تعدادی لم و نتیجه مقدماتی می آوریم که در  فصلدر     

دوم ما کرانداری  فصلدر 
()GS

G سوم قضیه  فصلدر . را اثبات می کنیم ówă( üúòĊă  را

یجه کمی بهتر از نتاین را اثبات می کنیم که  1-4گزاره  ،/ فصلمعرفی و بیان می کنیم. در 

یک  Gباشد آنگاه از رتبه فرد  Gکه می گوییدکه اگر  دهدمیبودن را به ما اول هم  حالت 

),(از رتبه  Rمشخصه  گروهزیر np- کهقسمیبهدارد کراندار [ ] RGj,  .پوچتوان است 

$ ĂĊÒéäõv#: فرض کنیدG  یکp¡-گروه باشد که یک خودریختیj از مرتبه عدد اول

p که به قسمی  دارد)(jGC  دارای رتبهr  است. فرض کنید که()GS  رادیکال حل پذیرG 

),(؛ رتبه GSG()باشد در این صورت خارج قسمت  np-بنابراین  کراندار دارد .G  دارای
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GNRهای مشخصه  زیرگروه  Rو  NGپوچتوان است و  RNقسمی که  است به ¢¢

),(دارای رتبه np-.کراندارند 

$ ĂĊÒéx#: فرض کنید گروه متناهیG  ؛ خودریختیj  از مرتبه عدد اولp  با زیرگروه

)(jGC  از رتبهr بنابراین  دارد .G  دارای زیرگروه ه های مشخصهGNR است به  ¢¢

),(دارای رتبه  Rو NGپوچتوان است و  RNقسمی که  np-. کراندارند 

Ă¬Ċ¤ý: فرض کنیدG متناهی موضعا حل چذیر است  و  یک گروهg یک عنصر از مرتبهp   که

)(gCG  از رتبهr  باشد. آنگاهG   دارای زیرگروه های نرمالGNR  RNاست که  ¢¢

),(ای رتبه ؛ دارRو  NGموضعا پوچتوان است و   np-. کراندارند 

زیرنرمال نسبت به حالت  گروهزیردر حالت ضعیف تر  Iبما در مورد اینکه قضیه  0 فصلدر     

 نرمال را جایگزین هایگروهزیرما  1 فصلمشخصه اثبات شده است بحث می کنیم. در  گروهزیر

اثبات نتایج اصلی را بین کنیم و توانیم ما می  2 فصلدر  و مشخصه می کنیم هایگروهزیر

 .یمهایمان را تکمیل کن
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یک زیر گروه از  Kروی میدان Vمجموعه همه نگاشت های دوسویی از یک فضای برداری     

VS  است که با)(VGL  و شودمینمایش داده)(KGLn
ی وارون مجموعه همه ماتریس ها 

از بعد  Vکه اگر  دهدمیکیل ل ضرب ماتریس ها یک گروه تشبا عم Kروی میدان  nn³پذیر

n تبدیل خطی ازهر  باشد آنگاه برای V یک یکریختی بین)(VGL  و)(KGLn .وجود دارد 

و  نمایش می دهیم 1را با  زیر گروه بدیهی از آن یا Gاز این پس عنصر همانی از گروه 

GHمی نویسیمباشد  Gاز  یزیر گروه  Hاگر  GHو اگر  HG²یا  ¢ ر زی H گوییممی >

 است. Gگروه محض از 

()را از رتبه پایین می نامیم هرگاه  jیک خودریختی        mCG <j،  کهm  یک عدد صحیح

 است. 

HGرا با  Gدر  H گروهزیرشاخص         می کنیم که آورینمایش می دهیم و یاد :

HGKGKHG ::: ¢Æ اشتراک  وn اکثر از شاخص حد گروهزیرm  شاخص

( )nm,-تر یا مساوی با  دارد که کوچک شدهکراندارn .است 

را با نماد  gنسبت به  x زدوجم     
gx به صورت  نمایش می دهیم وxggxg تعریف می  =-1

}: داریم Gاز گروه  Mبرای هر زیرمجموعه  .کنیم }MmmggM g Í= زیر  H گوییممی .1-

gHHgHH داشته باشیم GgÍبرای هر  اگروتنهااگراست  Gگروه نرمال از  g =Ú=  و

GHمی نویسیم  -. 
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   را به صورت زیر تعریف می کنیم: GiW()گروه باشد آنگه زیر گروه - pیک Gاگر     

() 1=Í=W
ip

i gGgG. 

 1-1äĉ½wÞ£ 

1-1-1 āÿ¾ñ Ă{£½,:   رتبه یک گروه برابر با کمترین تعداد مولد های یک گروه است به

}عبارتی  }GXGXXGrank =Ì= ,min)( 

,(,(-āÿ¾ñ Ă{£¾ù-:  نامیم.تعداد عناصر یک گروه را مرتبه گروه می 

,(,(.āÿ¾ñ¾ĉ¿ w¬zw«¾ñ.: فرض کنید H  وK گروهی از هایگروهزیر G باشند 

]صورت ه ــــــــب Kو  H  رـــــــگجابجا ] [ ] KkHhkhKH ÍÍ=  رددـــــگ میتعریف  ,,.

]که ] hkkhkh 11, ]آنگاه باشند  G گروه مشخصه هایگروهزیر Kو  H. اگر =-- ]KH یز ن ,

GGGمشخصه است پس نیز در خودش  Gاست بنابراین چون  Gمشخصه از گروهزیر ¡=],[ 

 است.   Gمشخصه روهـــگزیر

,(,(/  āÿ¾ñ MwÞÑĀù Ĉăwþ¤ù/:  گروهG  با  گروهزیرمتناهی گوییم هرگاه هر  موضعاًرا

  : به عنوان مثال .اشدمتناهی ب ،تولید متناهی آن

 .متناهی اند موضعاً ،تناهیتمام گروه های م .1

                                                 
1 Rank 
2 Order 
3 Commutator Subgroup                            
4 Locally Finite Group 
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 .متناهی است موضعاً  ،هر مجموع مستقیم نامتناهی از گروه های متناهی .2

را هامیلتونی گوییم  G)گروه غیرآبلی متناهی .متناهی اند موضعاً ،یهای هامیلتونگروه  .3

یک  Aکه است  AQ³روه هامیلتونی به فرم ــهرگاه هر زیرگروه آن نرمال باشد. هرگ

 است.( 4گروه آبلی از مرتبه 

,(,(0  ćwă āÿ¾ñMwÞÑĀù ûvĀ¤¯Ā~,5یک جبر یا  ،در جبر نا جابجایی و نظریه گروه

 گروهزیرهر یا  از آن هر زیرجبر با تولید متناهی رـــروتنهااگـــاگپوچتوان است  موضعاًیک گروه 

 متناهی آن پوچتوان باشد. با تولید 

,(,(1 p(¾ĉ¿āÿ¾ñćwă éºþú£½º-5p -  گروهG اگر  ،قدرتمند است() GG ¡ÉW1. 

()است اگر  Gشده در نشاندهبه طور قدرتمند  Nآنگاه-GNاگر  [ ]GNG ,1 ÉW. 

 ]27[ . اشدشده در خودش ب نشاندهبه طور قدرتمند  اگروتنهااگر ،قدرتمند است Gبنابراین      

,(,(2 ā¹wÅ ćwă āÿ¾ñ : گروهG  محض  نرمال گروهزیررا ساده گوییم هرگاه 

 .بدیهی نداشته باشدنا

,(,(3 p(āÿ¾ñĈözjĈ£wùºêù5 گروه G  را یکp- گروه آبلی مقدماتی گوییم هرگاه

گروه آبلی -pیک  Gلذا اگر گروه  باشد pنابدیهی آن عدد اول  عضوآبلی باشد و مرتبه هر 

nHHHGماتی باشد آنگاه مقد ³³³=  است. pعدد اول iHمرتبه هر که 21...

                                                 
1 Locall nilpotent group 
2 Powerful p_group   
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,(,(4 ówù¾ý¾ĉ¿ ć¾Å,5 روهــــــــگ هایروهـــــــگزیراز یک زنجیره G مانند 

 GGG n =¢¢¢ iI1,...,1,0 برای هر کهقسمیبه311 -= niI1+ii GG را سری  شدبا -

ی قسمتخارجگروه  .رمال گوییمـــزیرن
i

i

G

G بدیهی سری نا. تعداد عوامل را عوامل سری گویند +1

 .نمایش می دهیم lرا طول سری گوییم و با 

,(,(,+ ówù¾ý ć¾Å5  یک سری زیر نرمال را نرمال گوییم هرگاه برای هرi، GGi ه ب( -

 است.نرمال،  سری ،آن هر سری نگاه آ گروه آبلی باشد یکGوضوح اگر گروه

,(,(,,  ć¾ÅyĊí¾£5  الـــرنرمـــسری زیGGG n =¢¢¢ را سری ترکیب  301

 یقسمتخارجهرگاه هر گروه گوییم 
i

i

G

G مل این سری را عوامل عوا .ساده باشد (عوامل سری) +1

نگاه عوامل ترکیب، گروه های بدیهی یا گروه گروه متناهی باشد آ-pکیGترکیب گویند. اگر

 . هستند pهای دوری از مرتبه 

,(,(,- ĈöÍv ć¾Å5یک سری نرمالiG  کهni را یک سری  Gاز گروه متناهی  ¢¢1

ماکسیمال  iG-1باشد و در  Gو نرمال در iG-1یک زیرگروه محض در  iG اصلی نامیم هرگاه 

 .باشد

,(,(,.  ć¾Åô³¾ĉ¼~-5 یک سری زیرنرمال از گروهG  نامند هرگاه هر  پذیرحلرا

 وضوحبهداشته باشد.  پذیرحلگوییم هرگاه یک سری  پذیرحلرا  G عامل آن آبلی باشد.گروه

                                                 
1 Subnormal series 
2 Solvable series 
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آبلی است زیرا  نا پذیرحلمثالی از یک گروه  3Sگروه .اندپذیرحلتمام گروه های آبلی 

}1{33 ²²AS ه یک سری زیرنرمال است ک
2

3

3 Z
A

S
و @

33 ZA  ،گروه متناهی-pهر  وضوحبه. @

 است. پذیرحل

,(,(,/ ćÀí¾ù ć¾Å5  سری نرمالGGGG n =¢¢¢= را مرکزی گوییم  3101

2,1,0,...,1برای  هرگاه -= ni داشته باشیم،
öö
÷

õ
ææ
ç

å
¢+

ii

i

G

G
C

G

G پوچتوان است اگر یک  G گروه .1

 Gرا رده پوچتوانی گروه  Gطول کوتاهترین سری مرکزی گروه  .سری مرکزی داشته باشد

وضوح رده پوچتوانی گروه آبلی ه و ب گیریممیرده پوچتوانی گروه بدیهی را صفر در نظر  .گویند

 است. 1برابر با 

,(,(,0 è¤Êù ć¾Å5 قرار می دهیم گرابجاتوجه به تعریف زیر گروه ج با :() GG =0  

()و [ ]GGG ,1 ()و...و= ( ) ( )[ ]11 , --= nnn GGG3()2(و...در  این صورت( ,GG مشتق دوم و   گروهزیر

ال ـــــاهشی نرمـــــــو سری ک دنشومینامیده  Gروه ـــــــــمشتق سوم گ روهــــــــگزیر

GGGGGG nn =- )0()1()2()1()( به  .شودمییده نام Gسری مشتق گروه  3---3--

 کهقسمیبهموجود باشد   nطبیعیعدد است هرگاه  پذیرحل G راحتی می توان اثبات کرد

() 1=nG. 

,(,(,1 ĈþĊĉw~ ćÀí¾ù ć¾Å5  ای روهـــــگزیری از  ـــــــــــیک  سری  کاهش

......21 ... nGGGG= هــــــکـ  است  [ ]GGG ii ,1 ]ه ــــــــک += ]GGG ,2 و  =

[ ][ ][ ]GGGGGG ,,, 23 nn سری مرکزی پایینی معمولا با نماد .== GG =)(g  نمایش داده
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() سیمـوانیم بنویـی تـبنابراین م .شودمی GG =1g و()[ ]GGG kk ,)(1 gg به راحتی می .+=

()کهقسمیبهموجود باشد   nعدد طبیعیرگاه ه است توانپوچ G توان اثبات کرد 11 =+ Gng. 

,(,(,2 ć¾Å ćÀí¾ù Ĉĉđwz5  سری() () ()3¢¢¢¢= GZGZGZ n...1  را 10

() گوییم هرگاه سری مرکزی بالایی
() ()ö

ö
÷

õ
æ
æ
ç

å
=+

GZ

G
Z

GZ

GZ

nn

n 10برای هر  باشد1 -¢¢ ni.  ما

()GZ i را با()Giz مشخصه نیز هست گروهزیردهیم که یک نمایش می.  

,(,(,2 ¿wÅ ówù¾ý5  زیرگروهنرمال ساز S روی گروه   G   مجموعه همه اعضایG  است

}تی عباربه .دجابجا می گرد Sاعضای که با  }SxxSGxSNG =Í=)( اگر ابهامی بوجود نیاید .

SNG)(جایهب
  باشد آنگاه  Gیک زیرگروه از  Sاگر  کنیم.استفاده می SN)(از نماد

)(SN گروهزیربزرگترین G  است کهS  است.در آن نرمال 

,(,(,3 ¿wÅ Àí¾ù 5 مرکز ساز عنصرa  از گروهG  مجموعه همه عناصری از گروهG  است

} دیگرعبارتبهگردد جابجا می  aکه با  }axxaGxaCG =Í=)(اگر . H از ی گروهزیرG  باشد

HaCaCآنگاه  GH Æ=  aC)( ادـــاز نم aCG)(جای هنباشد ب یر ابهامـــاز این به بعد اگ .)()(

 .کنیماستفاده می

,(,(,4 ¾ĉ¿āÿ¾ñ êý¢zw§ Ów ,5  کنیدفرض j متناهیروه ـــــــیک خودریختی از گ 

G  روهـــگزیرباشد در این صورت () }{ ggGgCG =Í= jj  ثابت گروه اطنق گروهزیررا j 

  .گوییممی

                                                 
1 Fixed point subgroup 
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,(,(-+ ¾ĉ¿āÿ¾ñćwă  ðþĊ¤Ċå, 5فیتینگ از گروه متناهی  گروهزیرG تولید  گروهزیر

 شود نمایش داده می F(G)با  است که Gاز گروه  نرمال پوچتوان هایگروهزیرتوسط همه شده 

را زیر گروه فیتینگ  Gگروه   نرمال پوچتوان منحصر به فرد گروهزیرعبارت دیگر بزرگترین به

  بدیهی است به عبارتی اگر نانیز  F(G)باشد آنگاه  پذیرحلبدیهی  نایک گروه  Gاگر  .گوییم

1̧G 1آنگاه  باشد حل پذیر)( ¸GF. اگر طور مشابهبه G باشد ولی  حل پذیرG  پوچتوان

فیتینگ از  گروهزیر آنگاه نباشد
)(GF

G [7.]بدیهی استنا 

,(,(-, ðþĊ¤Ċå Ûwæ£½v-5  اگر گروهG صحیح کوچکترین عدد باشد حل پذیرn  برای

GFFF سری برای  که G گروه n == ،iبرای هر ، 101--3-
i

i

F

F باشد را ارتفاع پوچتوان +1

یک گروه حل پذیر  G اگر .ی شود ـــــنمایش داده م Gf()گوییم که با  G فیتینگ گروه

 باشد آنگاه  نابدیهی
()

()1-=öö
÷

õ
ææ
ç

å
Gf

GF

G
f. ]7[ 

,(,(-- ÿ¾ñ ¾ĉ¿ĈþĊ£v¾å ā.5 ماکسیمال گروه هایگروهزیراشتراک همهGگروهزیر را 

زیرگروه ماکسیمال نداشته  Gو اگر  شودمینمایش داده  GF()که با گویند  Gفراتینی از گروه

همچنین به  .تعریف می کنیم Gرا برابر با GF()باشد
()G

G

F
 .گوییم Gعامل فراتینی گروه  

های متناهی هستند و دارای ای کاربرد فراوان در مطالعه گروههای فراتینی دارگروهزیر

تری در این کاربرد زیاددارای ها که خصوصیاتی مفیدی هستند که به اختصار به چند مورد از آن

 : [7]کنیمتحقیق هستند اشاره می

                                                 
1 Fitting subgroup 
2 Fitting height 
3 Ferattini subgroup 
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1. ()GF ویژه اینکه هپوچتوان است و ب() ()GFG ¢F.  

 اگروتنهااگروچتوان است پ Gگروه  .2
()G

G

F
 پوچتوان باشد.  

GN()باشد و  Gنرمال گروه  گروهزیر Nاگر  .3 F¢،  آنگاه()
N

GF

N

G
F =ö

÷

õ
æ
ç

å.  

4. () ()GGZG F¢Æ¡. 

 اهــــــــگـد آنـمایز باشنمتـهای متناهی روهــــــــگـ rGو...و 2Gو 1Gرـــــــــاگ .5

( ) ( ) ( ) ( )rr GGGGGG F³³F³F=³³³F 32121 .... 

,(,(.- p-Ĉ¤¸ĉ½¹Ā·5  فرض کنیدp داد اول باشد در اینیک مجموعه از اع-

اش فقط بر اعداد اول مرتبهخودریختی نامیم هرگاه  -pرا Gاز گروه  jخودریختیصورت 

اش بر هیچ یک از خودریختی گوییم هرگاه مرتبه-¡p ارjقابل قسمت باشد و  p مجموعه

 قابل قسمت نباشد.    pاعداد اول مجموعه

,(,(/- p_āÿ¾ñ5 فرض کنیدp.اگر  یک مجموعه از اعداد اول باشدG  بر اعداد فقط

 را یک  Gدر xعنصر  شود.گروه نامیده می-pیک G قابل تقسیم باشد آنگاه pاول مجموعه

p- مجموعه عناصرعنصر نامیم هرگاه مرتبه اش فقط برp و همچنین  شدقسمت باقابل()Gp 

   می نامیم.  Gکننده مرتبه گروه  بخشرا مجموعه اعداد اول 
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,(,(-0 āÿ¾ñp-¾ĉ¼~ ìĊîæ£,:  اگرp گروه ،یک مجموعه از اعداد اول باشدG  

 .گروه-¡pگروه باشند یا -pهایش یا پذیرگوییم هرگاه عاملتفکیک-pرا 

,(,(-1 ¾ĉ¿āÿ¾ñ ówă 5گروهزیر H  از گروهG  اش هال نامند هرگاه مرتبه گروهزیررا

 گروهزیر-pیک  یک مجموعه از اعداد اول باشد، pاش اول باشد. حال اگر نسبت به شاخص

قابل  pکدام از اعداد اولاش توسط هیچکه شاخص است Gاز گروه  گروهزیر-pهال یک 

 است.هال   گروهزیریک  ،گروهزیربه طور مثال هر سیلو  .شمارش نباشد

,(,(2-  ówîĉ¹v½ô³¾ĉ¼~- 5 گروه پذیرحل رمالن هایگروهزیرحاصل ضرب همه G 

یقسمتخارجگروه   .نمایش می دهیم Gs)(و با  می نامیده G گروه پذیرحلرا رادیکال 
S

G 

 .بدیهی ندارد نا پذیرحلنرمال  گروهزیریعنی است  3سادهنیم

,(,(3- ¾ĉ¿āÿ¾ñp-ôíwÅ $ socle-p#/5 فرض کنید p  د اعدایک مجموعه از

 گروهزیررا  Gاز گروه  نرمال مینیمال هایگروهزیر-p تولید شده توسط گروهزیراول باشد آنگاه 

p-گروه  ساکلG و با نامیم)(Gsocp یم. وقتی نمایش می ده}{ p=p  باشد برای سادگی

 نرمال مینیمال گروهزیر-pیک Nاگر  بنابراین کنیم.استفاده می  GSoc)(ازGsocp)(بجای

G  باشد آنگاهNGSoc حاصلضرب مستقیم از است از عبارت  Gگروه ساکل  . بنابراین )(=

 [ مراجعه کنید.6[ از ]12-4به ] .Gهای نرمال مینیمال گروه گروهزیر

                                                 
1 Separable group 
2 Solvable radical 
3 Semisimple  
4 _p socle 
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,(,(-4 ¾ĉ¿āÿ¾ñ Ì¸Êù 5گروهزیر H  از گروهG  ص گوییم هرگاه مشخ گروهزیررا

 .نشان داده می شود  ch  و با ثابت باشد Gگروه jخودریختیهر تحت 

,(,(.+ ¿wÅ½vºĉw~,: اگرG روه باشد زیرمجموعهـــــیک گ}{ mmgGgGm =Í=  را

}از طرفی مجموعه  .می نامیم Gدر گروه  mپایدارساز  }GgmgmG Í=  راG-  مدار گروهG 

 می نامیم.

,(,(,.  øăĂ{£½5 - نرمال  گروهزیربرایN  ازG،  رتبه همN  را مرتبه گروه

Nقسمتخارج
G یم.گویمی 

,(,(-. ¾ĉ¿āÿ¾ñćwă Ĉýv¾´z.5 گروهزیر S  از گروهG  بحرانی گوییم  گروهزیررا

 است. Gفیتینگ گروه  گروهزیر GF()که  =SGFG()هرگاه 

,(,(.. FG_óÿºù5  فرض کنیدV  یک فضای برداری وG   آنگاه  است.یک گروهV 

است و  GgÍو  VvÍرا تعریف کینم که  vgمدول است اگر ما بتوانیم ضرب _ FGیک 

Vvuشرایط زیر برای هر  Í,  وGhg Í,  وFÍl برقرار باشد : 

1. VvgÍ 

2. ( )( )hvgghv = 

3. vv =1 

                                                 
1 Stabilizer  
2Corank 
3 Critical Subgroup    
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4. ( ) vguggvu +=+ 

 با تعریف ارایه شده ما می توانیم نتیجه بگیریم که 

( )VvÍvgv 

  است. Vریختی پوشا از همیک 

,(,(./  āÿ¾ñ¾ĉ¿j(wĉw~ 5 زیرگروهH  از گروهG  را یک زیرگروهj- پایا از گروهG 

()پایا باشد به عبارتی  jگوییم هرگاه تحت خودریختی  HH =j .باشد 

,(,(.0 P_Ëw· āÿ¾ñ,: p-گروهG  خاص گویند اگرراG  باشد یا از مقدماتیآبلی G 

()ده و بو 2کلاس  )(GZGG =F=¡ باشد. از طرفی گروه  مقدماتیآبلیG العاده خاص را فوق

pGگوییم اگر  =¡. 

,(,(.1  5wă Ĉ¤¸ĉ¾úă ÿ wă āÿ¾ñ ¿v ÃĀîÞù ø¤ÆĊÅفرض کنید()IiiA Í 

ijijیک خانواده از گروه ها باشد و  AAf یک خانواده از همریختی ها باشدبا  ¢jiبرای هر :

 شرایط زیر:

,) iif  رویiA .همانی باشد 

kjiبرای هر  .2 ¢¢،jkijik offf = 

)آنگاه مجموعه از جفت های  )iji fA  همریختی ها می نامیم.را سیستم معکوس گروه ها و  ,

                                                 
1 Extra p_group 
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های ی و زیر گروهقسمتخارجگروه های  تعدادی لم و نتیجه مقدماتی در مورد فصلما در این      

در ضمن  دارد.د زیادی بعدی کاربر هایفصلکه در بیان می کنیم  و خودریختی های القاییپایا 

[ 14] مرجع فصل دوم از توانند با مراجه بهقه مندان به این مبحث میعلا شودمییادآوری 

 های القایی بدست آورند.تری نسبت به خودریختیاطلاعات کامل

øõ-(, 5  اگرH گروه نرمال از گروه زیرG   باشد آنگاه()HC  و()HN های نرمال از گروهزیر

G اند. 

ć½ÿj ¹wĉ 5 گر عناصر روابط زیر برای جابجاa و b و c برقرار است : 

¶ [ ]baaab ,= 

¶ [ ][ ][ ][ ][ ][ ]cbbcacacbcacab
b

,,,,,,, == 

¶ [ ][ ][ ] [ ][ ][ ]cbabacabacabca
c

,,,,,,, == 

¶ [ ] [ ]abba ,,
1
=

- 

øõ-(- 5 نرمال  گروهزیربرای هرN  از گروهG، قسمتی گروه خارج
N

G
 اگر آبلی است اگروتنها 

[ ] NGG ¢,. 

ûwă¾z 5 برای هرx و y  از گروهG،yx, را تصویر x و y ی قسمتارجخوه در گر
N

G
در  

),(گیریممینظر  NyyNxx ]چون  =+=+ ][ ]yxyx ,,  : داریم بنابراین =
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N

G آبلی است Ú[ ]1, =yxyx,"Ú[ ] Nyx Í,yx,"Ú[ ] NGG ¢,.Â 

 ćwă āÿ¾ñ ¿v Ĉĉwêõv  ćwă Ĉ¤¸ĉ½¹Ā·©½w·¤úÆé Ĉ 

با  j اشتـــــاست. نگ Gپایا از گروه -j گروهزیریک   Nو GAutÍj)(کنید  فرض      

ی قسمتخارجیک خودریختی گروه  jNgNg تعریف
N

G
این نگاشت دوسویی است  است. 

)اگرزیرا  ) ( )jj
NhNg  : آنگاه داریم=

( ) NhNgNNghNgh =Ú=ÍÚÍ
--- 111 jj 

)یک به یک است. از طرفی  jلذا  )( )jj1-

= NgNg پس،j پوشاست 

 از طرفی چون 

( ) ( ) ( )( )jjjjjjjjj
NhNgNhNghNgghNNghNhNg =====  jپس  ..)(

از گروه  jخودریختی همریختی است.  
N

G
ی قسمتخارجخودریختی القایی گروه  

N

G
نامیده  

 .ودشمی

j  به عنوان گروه روی
N

G
  .را می شمارد jمرتبه  jو مرتبه  کندمیعمل  

øõ-(. 5 فرض کنیدj  یک خودریختی از مرتبهn  از گروه متناهیG  است وN  یک

)است که  Gپایا  -jنرمال گروه زیر )1, =jN  آنگاه() ()
N

NC
C G

N

G

j
j=. 
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ûwă¾z5 اثبات کنیم که  کافیست [9از ][22-2]بنابر() () NNCC G

N

G jj¢ با استفاده از .

طبق  یک عدد اول است. pکه  p=jرا اثبات می کنیم. فرض می کنیم  لم jروی  استقراء

 تعداد  اینشمارد بنابررا می p=jمرتبه ،gNروی  مدار-j تعداد [10از ]  [1-22]

j-روی  مدارgN  یا برابر با  1برابر باp .با برابر  مداراجتماع مجزا از این  استgN  است. اگر

NgNباید pآنگاه باشند  pاز اندازه  مدارتمام  )که تناقض با فرض را بشمارد   = )1, =jN 

()عضوی از  بنابراین باید دنباش 1باید از اندازه  مدارپس تمام است  NCG Æj اگر  .باشد

mn=j  1,1که >> nmداریم  استقراءرض ، با استفاده از فــــــــــ :   

( ) ( ) ( ) ( ) NC
C

N
NCC n

G

n

G

n

G

n

N

G Æ
@=

j
jjj. هر چونj-  همدستهپایاgN  ،nj-نیز  پایا

)پس ست.ه )n

GCg jÍ0
NgNgکه یقسمبهوجود دارد   Ngg. حال 0= 00 Í

j  و

( )nGCg j
j
Í0

)چون   )n

GC j،j_ بنابراینپایاست( )n

GCNgg j
j

ÆÍ
-

0

1

0
همدسته  کهقسمیبه  

( )( )NCg n

G 1j0
،j- پایاست ولیj وی روی یک خودریختی ر( )n

GC j  از مرتبهn  عمل

) استقراءبا استفاده از فرض  لذا کندمی )( )NCg n

G Æj0
است  jGC()از  1gعنصر شامل  

)بنابراین  )( ) gNNgNCg n

G =ÌÆ 00 j  است.بنابراین حکم تمامÂ  

øõ-(/ 5 فرض کنیدj  یک خودریختی از گروه متناهیG  است وN  یکj-یاپا 

()آنگاه روه از آن است ـــگزیر ()jj G

N

G CC ¢. 

ûwă¾z 5 مرتبه 3-2طبق لم Gj (G-  مدارهای شاملj برابر با )  ()jGCG حال  ست.ا :

ر در ــــــــــــــویر عناصــــــعلامت بار را برای تص
N

Gj بنابراین  .ریمــــــگیدر نظر می   
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()
() ()jj

jj

N

G

N

G

G

G

CN

G

C

N

G

CG === GgÍ،Nggبرای هر ی ــــــــــول .:

jj = 

مدار-Gهر عنصر از دیگرعبارتبه
g

j  عنصری از
gj  است. روی همریختی طبیعی حداکثر

N  عنصر می توانند به داخل یک عنصر از
N

Cj
 : داریم بنابرایننگاشته شوند.  

GG

N jj ². 

 : بنابراین داریم 

 
()

()
()

() ()NCC
C

G
N

C

N

G

C

G
G

N

G

G

N

GN

G

¢Ý²= j
j

j
j

. 

یک گروه دلخواه از خودریختی  Aتوجه می کنیم که این قضیه را می توان به حالتی که      

 Nپایای نرمال -Aنسبت به مرتبه گروه  Aباشد تعمیم داد با این شرط که مرتبه  Gهای گروه 

)اول باشد ) )1, =NA آنگاه )()
()
N

NAC
AC G

N

G =.Â 
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 ûvĀþÝ Ăz wă Ĉ¤¸ĉ½¹Ā·ĈÖ· ¡Ēĉº{£ 

که به عنوان است.   Vاز  گروه آبلیهای خودریختی  گروهگروه اززیریک  G فرض کنید       

ه ــــیک زیر مجموع G ه می شود . در این صورتـــــدر نظر گرفتمدول راست  - ZG  یک

)از )VVHomZ  .( استVهای) حلقه همه درونریختی,

      Ůǭ ŭƷǷƋƳƘĠ ǳǷƸū Ƹǵ Ǵŧ ǬĠǲŧŮǪƛƋŮơƘǭƴǢǭ E  ǧǷƗ ƳƴǕ ǯƗǸơ ƹƗp  ǯƗǸǲǕ Ǵƛ ǯƗǸơ Ůǭ ƗƷ

ŭƷƗƳƸƛ ŭƘǊǝ ŦĠ ŭǷƷ PF  ƹƗ ǯƗƴĠǭ ŦĠ)p (ƸǆǲǕ  ǳǷƸū ǳƘŬǱƋ ƠǝƸū ƸǒǱ ƷƳ

ŮƢƲĠƷƳǸƱAut(E)  ǯƗǸǲǕ Ǵƛ ǯƗǸơ Ůǭ ƗƷGL(E) )Ƹū ŮǎƱ ƟȆĠƴƜơ ǳǷƘǱ  ƹƗ ƳƸǞǲǭE(   ƷƳ

ƠǝƸū ƸǒǱ. ǭƸǱ ǫƸǝ ƹƗ ǳƳƘǞƢƽƗ ƘƛøøøøøǧƘ ǯƗƳƷǷţ ŦĠ ǴƜơƸǭ ǰĠƛ ǯƗǸơ Ůǭp- ū ƳƗƴǖơǷ ŮǪƛƋ ǳǷƸ

ǢǱøøøøøøǁ ƠƛƘƥ ǋƘøøøƹƗ ǳƴp - .ƳƸŧ ƷƗƸǡƸƛ ǋƘƜơƷƗ ǀĠƘǵ ŮƢƲĠƷƳǸƱ 

ûv¹½ÿÁ ówù¾ý ÷¾å  Ĉăwþ¤ù Ă{£¾ù ¿v ĈÖ· ôĉº{£ ìĉ ¿v 

باشد. اگر  Kروی میدان Vی بعد ک تبدیل خطی از فضای برداری متناهی yفرض کنید      

نسبت به  yیک پایه دارد که ماتریس  Vد آنگاه نتعلق داشته باش Kبه  y 1همه مقادیر ویژه

) 2ریــــقط بلوک هایکه آن ژوردان نرمال شکل است  )njjdiag ,,1 با بلوک های  3

ژوردان
iJ  

                                                 
1 Eigenvalues 
2 Block –  ̴Diagonal 



23 

 

شکل  به
ù
ù
ù
ù

ú

ø

é
é
é
é

ê

è

i

i

i

l

l

l

1

1

6

6
متفاوت  هستند که لزوماً yها مقادیر ویژه ilاست که  

 [14]نیستند.

ǴĠǊǡĥ-Ĩ :  ƴĠǲŧ ǇƸǝy Ƣǭ ǴƜơƸǭ ƹƗ ƸǆǲǕ ŦĠ ŮǵƘǲn  ŮǎƱ ƟȆĠƴƜơ ǳǷƸū ƷƳƘǱ 

ǰŬǶƜơČ  ŭƷƗƳƸƛ ŭƘǊǝ ƹƗV  ǯƗƴĠǭ ŭǷƷK  ǯƗƴĠǭ ǴǆƲǂǭ ƸūƗ ƠƽƗK  ƘĠ ƸǞǅ Ǵƛ ƠƜƾǱn 

 ƹƗ ǯƗƳƷǷţ ǧƘǭƸǱ ǫƸǝ ǳƘŬǱƋ ƴǁƘƛ ǧǷƗy ǯƗƴĠǭ ƹƗ ǳƗǸƲǩƳ ǔĠƽǸơ ŦĠ ŭǷƷK  Ƿ ƠƽƗ ŭƸǎǡ

 ǳŤĠǷ ƸĠƳƘǢǭyÛ n Ɨ  ǴǂĠƷ ǰĠǭƗ ƹĤ .ƴǱƗ 

ûwă¾z 5 با یک محاسبه ساده ازn 1 ژوردان از مرتبه بزرگتر از 2امین توان یک قابí1  نشان

Eه معادله ــــــک دهدمی

n nnn

=

ù
ù
ù
ù
ù

ú

ø

é
é
é
é
é

ê

è

=

ù
ù
ù
ù

ú

ø

é
é
é
é

ê

è
-

3

3

3

3 11 aaa

برقرار است  

ات روی مشخصه در معادله فرضیبا استفاده از  0̧n. چونnna-=01و na=1اگروتنهااگر

اند  1í1های ژوردان از اندازه  اول تناقض دارد بنابراین تمام قابکه با فرض  a=0 داریم دوم

  Â.اند 1برابر با  yبنابراین تمام مقادیر ویژه 

ĂĊÒé-(1 5  فرض کنیدy  یک عنصر از()VGL  از مرتبهnp  باشد کهV  یک میدان

برابر با  yاست. آنگاه تمام مقادیر ویژه  p<0از مشخصه  Kبرداری از بعد متناهی روی میدان 

هایی به آن ژوردان نرمال شکل است با بلوکسبت به ن yیک پایه دارد که ماتریس  Vاند و  1

                                                 
1 Nondegenerate  
2 Box  
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شکل
ù
ù
ù
ù

ú

ø

é
é
é
é

ê

è

1

1

1

11

6

6
nnکه همه آنها از مرتبه حداکثر  pp اند و حداقل یک قاب از مرتبه ³

11بزرگتر از  --³ nn pp .وجود دارد 

ûwă¾z5 روی هر میدان از مشخصهP داریم( )
nn PP jj -=-= ریشه چند  jبنابراین  .110

-1جمله ای 
npx  است بنابراین همه مقادیر ویژه ازj  حال با استفاده از قضیه  است  1برابر با

 ل شکل است و نسبت به آن ژوردان نرما jکه ماتریس یک پایه دارد  V  ،نرمال ژوردان

 

بلوک های آن به شکل 

()()

()
()
ù
ù
ù
ù
ù
ù
ù

ú

ø

é
é
é
é
é
é
é

ê

è

=

ù
ù
ù
ù

ú

ø

é
é
é
é

ê

è

1

1

1

1

1

1

1

1

11

1

2

21

m

m

mm

m

66

46

3

6

6
 است.

spmحال فرض می کنیم        =1چون . NsÍدادی ـــــبرای تع:=
npj راین ـــاست بناب

0داریم
21

3=öö
÷

õ
ææ
ç

å
=öö
÷

õ
ææ
ç

å mm
m()که به سادگی می توانیم ببینیم  

i  مضربی ازp  1() واست=
s

s

p

p
. 

nnواضح است که اگر اندازه هر بلوک بیشتر از  pp 1̧باشد آنگاه ³
npj لف فرض که این مخا

11ها حداکثر است. اگر اندازه همه بلوک --³ nn pp 1شته باشیم باشد آنگاه  ما باید دا
1

=
-npj  که

11و حداقل یک قاب از مرتبه بزرگتر از   است np=jتناقض با فرض  --³ nn pp  دارد.وجود 

Â 
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ĂĊÒé2(- 5 با فرضیات قضیه بالا  ndpV =dim  که(){ } ()jjj VV CdvvVvC dim, ==Í=. 

ûwă¾z5 [ 12-2به][ 14از] مراجعه گردد.Â 

 äĉ¾Þ£$ ôúÝ øă_ #óÿv 

)صورت یک عدد اول باشد دراین pعمل کند و   Gروی گروه Rاگر گروه          )pRG را  ¿,

)و  Gهای از گروه گروهزیر-pپایا -Rمجموعه  )pRG اکسیمال از را مجموعه عناصر م ¿*,

( )pRG   اول همبه صورت  R گوییممیدر این صورت  ،میکنیم نسبت به رابطه شمول تعریف ¿,

عمل  Gروی  Gبه عنوان یک گروه از خودریختی های  Rکند هرگاه  عمل می Gروی گروه 

با  .باشد حل پذیریک گروه  Gیا  Rمرتبه های نسبت به هم اول داشته باشند و  G  و Rکند و 

 : داریم توجه به این تعریف

ĂĊÒé-(3:  فرض کنیدR  روی  هم اولبه صورتG  و  کندمیعملp  .یک عدد اول است

  : شرایط زیر برقرار است در این صورت

1.  ( ) ()GsylpR pG Ë¿*  .دارد سیلوگروهزیر-pپایا -Rیک  G. بنابراین ,

2.  ()RCG  به صورت متعددی با مزدوج هایش روی( )pRG  .کندمیعمل  ¿*,

)اگر   .3 )pRP G ,*¿Í  آنگاه() ()( )RCsylRC GpP Í. 

4. ()[ ]RGRCG G ]. بویژه اینکه  =, ][ ]RRGRG ,,, =. 
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]()آبلی باشد آنگاه  Gاگر   .5 ]RGRCG G ,³=. 

باشد و  Gپایا از -Rنرمال گروهزیر یک Kاگر  .6
K

G
G=  آنگاه() ()RCRC GG

=. 

 .نیز مزدوج اند RCG()مزدوج اند در   Gکه در  RCG() عنصر از  2هر  .7

5ûwă¾z [ مراجعه گردد. 1به ] 

ĊÒéĂ-(4 5   فرض کنیدp  یک عدد اول است وj ه ــیک خودریختی از مرتبnp  از یک

p ̮  گروه آبلی متناهیA  است. اگر() m

A pC =j  آنگاه مرتبهA  حدااکثر برابر باnmp .است 

ûwă¾z 5 چون ()A1W  از زیر گروه مشخصهA بنابراین تحت  استj با استفاده از  .پایاست

را به عنوان یک  jو  pFیک فضای برداری روی میدان  را به عنوان A1W()ما  ،این خاصیت

()()ونــــــچ. درنظـــــر می گیریم A1W()ی از ـــــخط تبدیل () m

AA PCC =¢W jj
1

 پس و 

()() mC A ¢W j
1

dim  مرتبه تحدید .j  به()A1W، 
nP  قضیهرا می شمارد بنابراین با استفاده از 

2-7 ،() nmpA ¢W1dim.  بعد ولی()A1W  رتبه دقیقا برابر با()A1W به عنوان یک p -  گروه

 Â است.برابر  Aآبلی است که با مرتبه 

-(,+ Ă¬Ċ¤ý5 

 یک فضای برداری روی یک Vاست  و  npاز مرتبه VGL)(یک عنصر از  jفرض  .1

()آنگاه  باشد pمیدان از مشخصه عدد اول  0̧jVC. 
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() نگاهآ باشد Aگروه آبلی  -pاز یک  npرا یک خودریختی از مرتبه  jاگر .2 1̧jAC. 

-به عنوان خودریختی است کهmpیک گروه از مرتبه  Aیک عدد اول و  pفرض کنید  .3

()است آنگاه  nP کند و از مرتبهعمل می Pگروه  روی های  1̧ACp
. 

5ûwă¾z  مراجعه شود.] 26[به مرجع 

-(,, ā½vÀñ 5 فرضG  قدرتمند است و  گروهیک() GNG ¡ÉÉW1 .NaNa d, . . . را  1,

یک پایه برای گروه آبلی
N

G اه برای ـــــــــــــــــآنگ .بگیریدdee31 داریم  ،مناسب

dee
p

d

p
aaN ,...,

1

1=. 

ûwă¾z5 [ 8-1به]  مراجعه گردد.  ]27[از Â 

Ă¬Ċ¤ý-(,- 5 گرdaaG ()آنگاه یک گروه قدرتمند باشد  =!,...,
ii p

d

p

i aaG ,...1=W. 

توان این آمده است و به راحتی می ]21[در [3-1[در p=2اثبات این قضیه برای حالت      

یک  Gاگر که  توجه کنیمداد فقط باید  یک عدد اول فرد است تعمیم pاثبات را به حالتی که 

)(): گروه قدرتمند باشد داریم ) ()GG jiji +W=WW. 

5ûwă¾z  مراجعه شود. [21]به 
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ĂĊÒé-(,.5  فرض کنیدd(G) های گروه برابر با مینیمم تعداد مولدG  کهG  یک

p- وگروه() dGd  حاصل ضرب G اگروتنهااگریک گروه قدرتمند است  G. آنگاه باشد =

 دوری است. گروهزیر dاز  داخلی

ûwă¾z5  مراجعه گردد. ]21[از [ 11-1]به Â 

باشد و  G اول هایهـــه مقسوم علیـــــوعه همـــــمجم  Gp()فرض کنید      

()Gq pÍ.p-روه ـــــمنحصر به فرد گ ماکسیمال نرمال گروهزیرG  را با()GOp ایش ـــــنم

که  GOp=1()است.طبق تعریف  Gزیرگروه مشخصه گروهGOp() .می دهیم
()GO

G
G

p

. در =

G  اینp¡_را با  زیرگروه نرمال منحصر به فرد()GOp¡ که عبارت است از  یش می دهیمنما

,)(در  Gتصویر معکوس  GO pp ,,)(مشابها  .¡ GO ppp در  Gرا تصـــــویر معکوس  ¡

()ö
ö

÷

õ

æ
æ

ç

å

¡GO

G
O

pp

p

,

ی کنیم. سری   ـــــتعریف م 

() () () 3ÌÌÌÌ ¡¡ GOGOGO pppppp سری بالایــــــی  و -pرا  1,,,

() () () 3ÌÌÌÌ ¡¡¡¡ GOGOGO pppppp   ی نامیم.ـــــــــسری پایینی م-¡pرا 1,,,

()GOq¡
،q¡-نرمال از گروه  گروهزیرG و  گیریمر میدر نظ()GO qq را تصویر  ¡

وه گر درنرمال ماکسیمال  روهـــــــگزیر-qمعکوس
()GO

G

q¡

اه ـــآنگ ریمـــــگیمیدر نظر  

عمل
()GO

G

qq ¡

با تزویج روی  
()G

G

F
 .با وفاست 

وان نشان داد که هر گروه متناهی با یک می ت (1225با استفاده از قضیه تامپسون )       

اثبات کرد که  1257در سال  ]5[. هیگمناستز مرتبه عدد اول فرد پوچتوان خودریختی منظم ا
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با یک نگاشت  pاز مرتبه عدد اول  ه پوچتوان با یک خودریختی منظمکلاس پوچتوانی یک گرو

h(p)  کراندارشده است که فقط وابسته بهp  .یک  1263در سال  2و کوستریکین 1کرکیناست

 کران بالایی برای تابع هیگمن پیدا کردند.

 شدهکراندار Gگروه متناهی  سیلو زیر گروه از -  pهر رتبهثابت می کنیم که  در قضیه بعد ما   

 است.

øõ-(,. 5 فرضG  اهی و ــــیک گروه متنj یک خودریختی از مرتبه عدد اول p  با

  است.  pو   r بر حسب دهشکراندار G سیلو زیر گروه از-pرتبه آنگاه  ،است r مرکزساز از رتبه

ûwă¾z 5[ مراجعه گردد.13به ] Â   

øõ-(,/ 5  فرض کنیدQ  یکq- متناهی از تبدیلات خطی از فضای برداریگروهV   از

 است. شدهکراندار V بر حسب بعد Qباشد آنگاه رتبه  qمشخصه متمایز با 

ûwă¾z 5[ مراجعه گردد.13به ]Â 

#ówă$ĂĊÒé-(0, 5  فرض کنیدG  باشد و  حل پذیریک گروه متناهیp  یک مجموعه

هال از  گروهزیر-p ،دو زیر گروه هال دارد و هر -pیک  Gاز اعداد اول باشد در این صورت 

G ی از عناصرکه مرتبه اش حاصل ضرب گروهزیرمزدوج اند بنابراین هر p  باشد شامل تعدادی

p-بویژه اینکه هر هال است.  گروهزیرp-از گروه  گروهزیرG  در یکp-هال  گروهزیر

                                                 
1 V. A. Kreknin 
2 A. I. Kostrikin 
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دارای یک  پذیرحل هگروزیرو این که هر  استقراءاین قضیه را با استفاده از  مشمول است.

  .می توان اثبات کرد ،است مقدماتیآبلینرمال  گروهزیر

5¡w{§v [ مراجعه گردد.9] مرجع به 

ĂĊÒé-(,15#ówă ĂĊÒé ÃĀîÞù$ناهی که یکـــگروه متهرp-هال داشته  گروهزیر

 است. ذیرپحل( pباشد ) برای هر مجموعه از اعداد اول

5¡w{§v [  مراجعه گردد.3به مرجع ] 

 : نظر گرفت که بیان می کرد در ,ĂĊÒé ºĉwÆýÿ¾z را می توان تعمیمی از فوق قضیه  

هال  هایگروهزیر. قضیه سیلو وجود ندپذیرحلاعداد اولند  qو   pکه baqpگروه های از مرتبه 

 .کندمیرا تضمین 

ĂĊÒé-(,2 5  کنید فرض()GF  فراتینی از گروه هایگروهزیربیانگرG   باشد در این

 : صورت

niGxxG ii ¢¢Í= () اگروتنهااگر ,1 niGxxGG ii ¢¢ÍF= ر ـــــــــاگ. بویژه ,,1

HGG )(F=  کهH گروهزیر G آنگاه  ،استGH =. 

5¡w{§v [ مراجعه گردد.3]  به مرجع 

                                                 
1 Burnside 
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ĂĊÒé-(,3 5  فرض کنیدM  ماکسیمال از گروه  روهــــگزیریکG 1و است
Gx

xML
Í

= .

. و مجموعه است Gنرمال از گروه  گروهزیریک  Lدر این صورت 
L

G
G=  و)(GFF را در  =

 .گیریممی Gدر Mرا تصویر  Mو  گیریممینظر 

 : یا یکی از شرایط زیر برقرار است F=1: آنگاه داریم

1.  F  نرمال مینیمال از گروه  گروهزیریکG .است 

2.  F  یکp- از  مقدماتیآبلیگروهG .است 

3. () FFCG =. 

4.  1=ÆMF . 

n، npMG یکبرای  .5 =:. 

5¡w{§v [  مراجعه گردد.3به مرجع ])[1-6-4]   )    Â 

ĂĊÒé-(,4 5فرض کنید()GF فراتینی از گروه هایگروهزیربیانگرG   باشد در این صورت

GFF()اگر    در این صورت: GF=F()و  =

1. [ ] FFF ÌFÌ, 

2. ö
÷

õ
æ
ç

å

F
=

F

G
F

F 
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ûwă¾z5 [ مراجعه گردد.3مرجع  ] [از6-1-6] به Â 

Ă«Ā£- 5  

 : هال برقرار است هایگروهزیرخاصیت های زیر نیز برای 

 است. Gاز گروه   ماکسیمال گروهزیر-pیک  ،Gهال از گروه  گروهزیر-pیک  .1

  ال یک ـــه گروهزیر-pهر  ،PpÍگروه باشد در این صورت برای هر -pیک Pاگر  .2

p- از گروه  سیلوگروهزیرG .است 

 Hو  Gروه ـــــاز گ سیلوروهــــگزیر -pیک  Pروه باشد و ـیک گ Gاگر  .3

 .ÆPH=1و  =HPGاه  داریم ــــباشد آنگ Gهال از گروه  گروهزیر-¡pیک

(p¡-ای هال معمولاگروهزیر p- متمم  هایگروهزیرسیلوG نامیده می شوند( 

سری  ،Xبرای گروه د. ناتی می آوریم که در ادامه کاربرد داردر این قسمت ما دو لم مقدم    

()که با  گیریممیدر نظر  Xمرکزی پایینی از  XX =1g  و همچینین تعریف می  شودمیشروع

()کنیم  ()XX
i i1gg =¤ XFi()و جملات سری فیتینگ را با  :

نمایش می دهیم که این سری  

() با ()XFXF  .شودمیشروع  1=

øõ-(-+ 5 روه متناهی ـــــــبرای هر گ()HFH  ،2ارتفــــــاع  فیتینگ  از =2

() : مــــــــداری [ ] [ ]ÔÔ
¸

¡¤ ==
tq

tq

q

qq HFHFH ,,gه ــ. کqF  یکq- زیر گروه
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qHاست و  HF()سیلو از   Hزیر گروه سیلو از -tیک  tHو Hزیر گروه هال از -¡qیک  ¡

 است.

ûwă¾z 5 چون[ ]qq HF ]و ,¡ ]tq HF qtبرای   , این ــــراند بناب Hنرمال از  یهاگروهزیر ¸

]از طرفی می دانیم  است. نرمالنیز  آنها ربــــل ضــــحاص ] [ ][ ]3... XXXXXX ,,, 

()ور معادل یعنی ـبه ط) ()3.. XXX 32 gg  که() ()XX
i i1gg =¤ () و: XX =1g و

() ()XFXF =1
() که  () HHFHF =¢¢ ()ه ـــــــک 211

()ö
ö
÷

õ
ææ
ç

å
=

HF

H
FHF

1

بنابراین چون  (2

()HF

H

1

گروه  پذیرحلاند و طبق خاصیت گروه های  حل پذیرپوچتوان است بنابراین  HF1()و  

H  هر چون  .اندال ــــه گروهزیرحتما دارای پس چون متناهی اند  است پذیرحلنیز

هال است بنابراین  گروهزیر-¡qدر یک  سیلوگروهزیر-qیک روه متناهی حاصلضرب ــــــگ

qqHHHمی توانیم بنویسیم ]چون . حال =¡ ]qq HF ی قسمتخارجنرمال است بنابراین  ,¡

[ ]qq HF

H

¡,
]به پیمانه از طرفی  ا معنی استب ]qq HF qqHHHگروه  ,¡ به عنوان  qFروی  =¡

]بنابر این چون  کندمیعمل  qHتصویر  ]Ô ¡

q

qq HF ه ـــــبا توجال است پس ـــــــــنرم ,

]ی قسمتارجــــــــخروه ـــــگ qHروی qFبه عمل  ]Ô ¡

q

qq HF

H

.
وان است ــــــپوچت 

() لــــــــذا [ ]Ô ¡¤ ¢
q

qq HFH ,gچون  ،. بر عکس[ ][ ][ ]qqqqq HFHHF ¡¡¡ = با  ,,,

]داریم  3مــــــاستفاده از ل ] ()HHF qq ¤¡¢g, راین ــــــبناب[ ] ()HHF qq

q

¤¡¢Ô g,  لذا

() [ ]Ô ¡¤ =
q

qq HFH ,gچون . حالÔ
¸

¡=
qt

tq HH، با توجه به نرمال بودن[ ]tq HF   Hدر  ,

] داریم ] [ ]Ô
¸

¡=
qt

tqqq HFHF ,,.Â     
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 ĂĊÒé-(,-$ĈþĊ£v¾å óđº¤Åv#5 رـــــــاگ H وP  در گروهG  نرمال باشند

Hsylp)( کهسمیقبه pÍ، آنگاه()HpNG G=. 

5¡w{§v [ 26-6به] [ 9از]  ردد.گمراجعه 

در این قسمت ما لم سه زیر گروه را به همراه اثبات بیان می کنیم که یک لم کاربردی و مهم    

این قضیه  است.نظریه گروه های قدرتمند  روه های متناهی و مخصوصاًـــــدر مطالعه نظریه گ

 .دارای دو صورت متفاوت است که جداگانه آورده شده و اثبات شده اند

øõ-(-- 5$ øõ#āÿ¾ñ ¾ĉ¿ ĂÅ  فرض کنیدx وy وz عناصری ازگروه G   باشند وH و 

K و L هایگروهزیر G باشند در این صورت : 

(1)[ ][ ][ ] 1,,,,,, 111 =--- xzy
yxzxzyzyx 

](اگر2) ] [ ]1,,1,, == HLKмLKH آنگاه[ ]1,, =KHL 

ûwă¾zداریم :

[ ] [ ] ( ) ( ) zyyxyxxzyxyzyxyxzxyyxyyzyxyxyzyx 1111111111111111 ,,, ---------------- ===

  :حال قرار می دهیم

yxxzxa 1-= ،zyyxyb 1-= ،xzzyzc 1-= 

بدست می  aاز  z  و y وx دوری عناصر  ایگشتله جــــــبه وسی cو bو توجه می کنیم که   

] :  آیند، و داریم ] bazyx 11,, --  : داریم z و y و xهمچنین با جایگشت دوری  .=
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[ ] cbxzy
z 11,, -- ]و    = ] acyxz

x 11,, -- =  

)ون ــــــال چــــح )( )( ) 1111 =--- accbba ( برقرار است.1) یریمگمی. لذا نتیجه 

]فرض کنیدحال  ][ ]1,,,, == HLKLKH  آنگاه برای تمامLzKyHx ÍÍÍ  : داریم,,

[ ][ ]1,,,, 11 == -- xzyzyx ( داریم 1لذا بنابر )[ ]1,, 1 =- yxz اما .[ ]KHL به وسیله  ,,

]مجموعه تمام جابجاگرهای به شکل  ]yxz ,, بنابراین  شودمیو مزدوج های آن تولید  -1

[ ]1,, =KHL. Â  

]گر برای از این پس ما از نماد جابجا      ]j,G  به صورت زیر استفاده می کنیم

[ ][ ] [ ] GgggGggGG Í=Í== - jjjj  Gکه کوچکترین زیر گروه نرمال از  ,,,1

 .کندمیعمل  قسمتخارجرت بدیهی روی به صو jاست که 

ĂĊÒé, -(-.#Äĉ¿Āõwí$ 5  110فرض کنید =²²²= sGGGG یک سری نرمال  3

]، iبرای هر هـــــــکقسمیبهباشد  ¢GAutA)(باشد. اگر  G از گروه ] 1, +¢ ii GAG، آنگاه 

[ ]AG,  و A  از کلاس هر دو پوچتوان وs اند. 

5¡w{§v [ مراجعه گردد .14به مرجع ] 

 ĂĊÒé-(4-5110 رمالــــسری ن =²²²= sGGGG  تنها و رـــاگزی است ـــمرک 3

]   رـاگ ] 1, +¢ ii GGG. 

                                                 
1 L.Kaluzhnin 
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  ûwă¾z 5110 الــــرمـــنری ـــس راگ =²²²= sGGGG  گاهــــد آنـــمرکزی باش 3

öö
÷

õ
ææ
ç

å
¢

++ 11 ii

i

G

G
C

G

Gبرای هر ،. بنابراینiGxÍ و هرGgÍ،( )( )( )( )xGgGgGxG iiii 1111 ++++ =  

)بوده و لذا  ) 1

11

1 +

--

+ = ii GgxgxG  بنابراین[ ] 1, +Í iGgx. پس [ ] 1, +¢ ii GGG.  

ÄîÞz، 110فرض =²²²= sGGGG ,.1,...,1هر به طوری که برای نرمال است 3 -= ni، 

[ ] 1, +Í ii GGG. ه برای هرــــــدر نتیجiGxÍرـــــــهوGgÍ،[ ] 1, +Í iGgx. راینــــــبناب 

 ( )( )( )( )xGgGgGxG iiii 1111 ++++ بوده و لذا=
ö
ö
÷

õ
æ
æ
ç

å
Í

+

+

1

1 )(
i

i
G

G
CxG .در نتیجه است

öö
÷

õ
ææ
ç

å
¢

++ 11 ii

i

G

G
C

G

G . Â 

ć½ÿj¹wĉ 5 

 Gسری بالایی و پایینی از گروه  -pتفکیک پذیر است آنگاه-pه یک گرو Gفرض کنید  (1)

 Gآنگاه  شودختم  Gبه  Gسری بالایی و پایینی از گروه -pو برعکس اگر شودمیختم  Gبه 

 است.تفکیک پذیر -pیک گروه

 است.تفکیک پذیر -p ،تفکیک پذیر-p گروه از هرها و تصاویر همریخت  گروهزیر (2)

 است.گروه -¡p یا گروه-pیک ،تفکیک پذیر-p نرمال مینیمال از گروه گروهزیر هر (3)

،Gبرای هر گروه  (4)
()

1=ö
ö
÷

õ
æ
æ
ç

å

GO

G
O

p

p. 

تفکیک پذیر باشد و -p یک گروه Gاگر  (5)
()GO

G
G

p¡

)()آنگاه ،= ) ()GOGOC
G pp Ì. 
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øõ-(5- 5  فرض کنیدp  واول یک مجموعه از اعداد G  یک گروه متناهیp- تفکیک پذیر

]که دارد  jیک خودریختی مانند  کهقسمیبهباشد  ]j,GG= .فرض کنید بعلاوهH  یک

p¡- زیر گروه هالj-ز گروه پایا  اG  است وX  زیر گروه نرمال یکj-پایا  ازG که 

XH ]آنگاه /¢ ] XH ¢/j,  . 

ûwă¾z5 فرض می کنیم X=1 و [ ]1, =jH . سری نرمالj-121 یپایا ²²²² 2GGG 

]و  گروه  هستند-¡p گروه و-pکه عواملش متناوبا  گیریممیرا در نظر  G از ] 21, GG ¢j. 

ی قسمتخارجگروه 
1G

G یک تواندمین p¡- اگر: این صورت  غیردر  زیراگروه باشد 
1G

G 

GHGGآنگاه داریم  گروه باشد-¡pیک =Ì  -j ک سریوق یـــطرفی سری ف. از 11

 : داریمپس  پایاست

()
( )

( )
( )

( )()
( ) 1

1

1

1

1

1

111 G

HG

G

HG

G

HG

G

G

G

G

G

G
====öö

÷

õ
ææ
ç

å
=

j

jj

j

j

j

j
j  

HGGحال کافیست اثبات کنیم   : داریم . =11

[ ][ ][ ][ ] 211 ,,,, GHGHGGG
H

¢=== jjjj 

  رفیــــــاز ط  .
1

1,
GH

G
HGG ]بنابراین  = ][ ][ ]HHGHGGHG ,,, و   =11

[ ][ ][ ]111 ,,, GHGHGGHG ] بنابراین .= ][ ]HGHGG ., 11
]و  ][ ]111 ,, GGHGG. 

]طبق فرض چون  بنابراین ]HG,  یکp¡-گروه نیست و نیز[ ]1,GG  یک p¡- گروه است پس

]که شودمینتیجه  ]1, 1 =HGG  که در این صورتHGGG که تناقض با  ==11

گروه بودن-¡pفرض
1G

G  دارد بنابراین
1G

G یک p¡- با استفاده از فرض  پسگروه  نیست
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 داریم
2

1

G

G  یکp¡- کهقسمیبهگروه است [ ] 21, GG ¢j.  بنابراین چون[ ] jiji GGG +¢, 

  : داریم

[ ][ ][ ] 211 ,,, GGGG ¢¢ jj      

 و                                                     

  [ ][ ][ ]GGGGG ¢¢ ,,, 21 j. 

]داریم بنابر این طبق لم سه زیر گروه  ][ ][ ] 211 ,,, GGGGG ¢=j.  از  ]̹-̹-͊[طبق  بنابراین

در  1G تصویر ]̺[
2G

G  مرکزی است و چون این تصویر یکp¡- از هال زیرگروه
2G

G   است

پس
2G

G
هال خودش و  هایگروهزیر-p صل ضرب مستقیمی ازاح  

2

1

G

G  که تناقض با است

]فرض  ] GG =j, .استÂ  
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که هدف می آوریم که با استفاده از آنها گزاره زیر را  بدون اثبات لم مقدماتی 2در این قسمت    

دان به داشتن اثبات دو لم مقدماتی و بدست ــه منــــعلاق کنیم.ن قسمت است را اثـبات میای

 .مراجعه کنند [6به مرجع ]ساده می توانند  لاعات بیشتر در مورد گروه هایآوردن اط

ĂĊÒé3(1 5M  روه متناهی ــــــنرمال از گ روهــــــگزیررا یکG ر ـاگ .در نظر بگیریدM 

rGGGساده آبلیغیرهایی گروهزیرضرب مستقیمی از  حاصل ,...,,  حاصل Mباشد آنگاه  21

GsocM)(است و بویژه  G های نرمال مینیمالگروهزیرضرب مستقیمی از  ¢.  

¡w{§v 5مراجعه گردد[ 6از] [14-4] به.   Â 

ā½vÀñ3-2 5  فرض کنیدG  یک گروه ساده باشد با یک خودریختیj  اول از مرتبه عددp 

به ـــاه رتــباشد آنگ rاز رتبه  jGC)(که قسمیبهباشد 
)(GS

G  که()GSاز رادیکــال حل پذیر 

G است، ( )rp,- است.کراندار 

5¡w{§v [ مراجعه گردد.4به مرجع ] 

 øõ.(.  5 اگرG  آبلی ساده غیرز گروه های حاصلضرب مستقیمی اiS  1باشد آنگاه گزاره 

)، kباز هم برقرار است و بعلاوه عدد  )rp,-است.کراندار 

5¡w{§v [ مراجعه گردد.4به مرجع ] 
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ā½vÀñ3-/ 5  فرض کنیدG یکp¡-گروه با یک خودریختی j  از مرتبه عدد اولp  باشد

به ـــاه رتــباشد آنگ rاز رتبه  jGC)( کهقسمیبه
)(GS

G  که()GS از حل پذیررادیکــال G 

) ،است )rp,-است. کراندار 

¡w{§v5  1فرض می کنیم)( =GS حال .M  نرمال مینیمال هایگروهزیرهمه را حاصلضرب G 

KSSSMبگیرید آنگاه در نظر ³³= آبلی است  ناحاصلضرب مستقیم از گروه های ساده   321

)،kعدد و  M رتبه در بالا 3-3 حال با استفاده از لم )rp,-پس است.کراندار G   در

( )kAutSAutSAutSHAutM ³³³= یک گروه متقارن از درجه  Hکه  شودمی نشانده .321

k حال چون هر  . استiS برای هر  [1از ] [6-11]طبق  ساده است بنابراینi رتبه 
i

i

S

AutS 

 ،دی گروه های متناهیـــبنـــقهاس طبــبراس ،Gرتبه  لذا است. .حداکثر 

( )rp,-است.کراندار Â 

Ă¬Ċ¤ý  ówăï òĊăúü 

هیگمن را بیان می کنیم که کاربرد زیادی در مطالعه نظریه گروه  -ما قضیه هال فصلدر این    

 دارد.های متناهی 

øõ3(0 5  فرض کنیدjT از یک  مستقیمنیمضربحاصلt_نرمال گروهزیر T  و یک گروه

sفرض کنید  .اعداد اول مجزا هستند tو  pکه  ، pاز مرتبه   jدوری

T tC =)(j  و
)(TZ

T  

 Vبه طور با وفا با تبدیلات خطی روی فضای برداری   jTفرض کنید است. tآبلی و از توان 
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() اگر .کندمیعمل  p یا tبا مشخصه    Kروی یک میدان جبری بسته rCV =jdim،  آنگاه

 است. شدهکراندار sو r و pبر حسب  Tرتبه 

5¡w{§v مراجعه گردد. [13] مرجع به 

ĂĊÒé3(1 5 فرض کنید aHG= یکاز مستقیمنیمضربحاصل p_نرمال گروهزیر H  از

 : حال فرض کنید .باشد ¸pq از مرتبه عدد اول  aدوریگروه یک  با 2 کلاس کمتر مساوی

         (1)
)(HZ

H
 است. pاز توان     

         (2)[ ] 1, ¸= aHH    . 

مدول   _KGرا یک Vو  /G|k که بگیرید k را یک میدان جبری بسته از مشخصه kحال 

 : آنگاه .در نظر بگیرید باوفا کاهشی

()  )الف( V
q

C kk dim
1

dim =a.  

()العاده خاص است و فوق  H (ب) ()GZHZ  بوسیله تابع  H و ¢

( )qdg aVK()  که , Cd dim= ،است. شدهکراندار 

5¡w{§v [ مراجعه گردد.8] مرجع به 

باشد آنگاه  پذیرحلیک گروه  Gدر قضیه بعد ما اثبات می کنیم که اگر گروه     
()GF

G 

 است. Gفیتینگ گروه  گروهزیر GF)(کراندار است که  mبرحسب تابعی از 
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ĂĊÒé3(25  Ĉö£½wă$_ ÆîĊù#¾þ G  در نظر بگیرید که  پذیرحلرا یک گروه متناهی

. آنگاه داریم =jGCm()فرض کنید  .دارد qاز مرتبه عدد اول  jخودریختی  کی

( )qmfGFG ,)( )که  ¢ )qmf  است. qو  mیک تابع بر حسب  ,

ûwă¾z 5[ مراج8به مرجع ] .عه گردد Â 

ĂĊÒé3(3 5 فرض کنیدA  از خودریختی های گروه  گروهزیریکG حال فرض کنید  .باشد

A  یکP¡-گروه از زیرP-گروه P  و فرض کنید  استy  بدیهی از  نایک عضوA  واستy 

 : گاه گزاره های زیر معادل اندآن .عمل کند Pپایا از -Aنرمال  گروهزیرهی روی هر به صورت بدی

        (1))(PZP Ì¡   

       (2) 
P

P

¡
 است. مقدماتیآبلی 

       (3) P  و  2است یا از کلاس  مقدماتیآبلییا()PPZP F==¡  y است و مقدماتیآبلی )(

 .کندمیعمل ¡Pبه صورت بدیهی روی

5¡w{§v  مراجعه گردد.[ 3] از [7-3-5]به 

Ă¬Ċ¤ý3-45  فرض کنیدp  وq داد اول متمایز اند وـــاع jH مستقیم نیم ضرب لــحاص

}از یک }¡- qp,,2نرمال و گروه دوری گروهزیرj   از مرتبهP فرض کنید  بعلاوه .در نظر بگیرید

]که  ] 1, ¸= jHH  و گروهjH  به  صورت با وفا روی فضای برداریV روی میدانqF   با

q  ورتدر این ص. کندمیعنصر عمل() 0̧j
V

C . 
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ĂĊÒé3(,+5ëvÀĉv$( #Ĉö£½wă رض کنید ـــفA دروه دلخواه است و عدــــیک گ 

()Add=  وابسته بهA  است نیز برقرار خاصیت زیر وموجود است : A  روی گروهG  عمل

)است که  پذیرحلیک گروه متناهی  G و کندمی )1, =AG  وk  یک میدان است که مشخصه

مدول  -kAرا یک   Sمدول تقلیل یافته و  -kAGرا یک  Vرا نمی شمارد. حال  Aاش مرتبه 

  اهــــآنگ .شودمیاهر ـــــظAVدیدـــــدر نظر بگیرید که به عنوان مولفه ای از تح

ck mV d¢dim کهcm داد ـــتعS  ها درAV .است 

Ă«Ā£. 5 

اثبات کرد ارتفاع فیتینگ گروه  £ûĀÆ ùw ،باشند پذیرحلهر دو  Gو  Aاگر گروه های  .1

G  بر حسب()ACG
و  þÆîĊù ÿ Ĉö£½wă¾بویژه  اینکه  است. شدهکراندار Aمرتبه و  

نسبت به  Aاثبات کردند که اگر مرتبه  £ûĀÆ ùwبه طور جداگانه و مستقل از  ~¤¢

 رتبه اول باشد آنگاه qعدد اول 
)(GF

G  بر حسب()ACG  وq است. شدهکراندار 

nHHHGبدیهی باشد که  ناروه ـــــــیک گ Gاگر  .2 ³³³= ها  iHو  321

()ر ـدر این صورت اگ .اند Gدیهی و ساده از ب نانرمال  هایگروهزیر 1=GZ باشد

HH,...,1آنگاه nنرمال مینیمال از  هایروهــــگزیرG  نرمال  روهـــگزیراند و هر

 .شودمیها تجزیه   iHبدیهی از آن به حاصل ضرب مستقیم بعضی از نا

علاقه مندان به مطالعه اثبات این قضیه می  است.معروف  ëwúĉ½ ĂĊÒéه به این نتیج 2قسمت 

 .مراجعه کنند [14از ] [5-2به ]توانند 
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ĂĊÒé3(1, 5üĊ°õĀí$ ( #ĀÆõwù  از شاخص  گروهزیریک  پذیرحلهر گروه خطی

n_ با مشتق اش پوچتوان و از کلاس کمتر مساوی  گروهزیرکراندار دارد کهn  .است 

5¡w{§v [ مراجعه گردد.13به ] 

ĂĊÒé3(-1 5  فرض کنیدG  متناهی است که یک خودریختی از مرتبه  پذیرحلیک گروه

ال ــــــیک سری نرم Gاه ــــآنگدارد  r هــــزساز از رتبـــــو مرک pعدد اول 

GGGGG ¢¢¢¢¢ دارد که عامل های 43211
1G  و

1

2

G

G و پوچتوان اند
2

3

G

G  پوچتوان

)است و از کلاس  )rp,-است وکراندار
3

4

G

G آبلی است و
4

5

G

G  پوچتوان و از کلاس

p_است و  راندارـــــک
5G

G  رتبه( )rp,-بویژه رددا راندارــــک
)( 5GF

G
رتبه    

( )rp,-دارد. کراندار 

ûwă¾z5 [ مراجعه گردد.13به ]  Â 

Ă«Ā£4 5 خودش است. بویژه  هایروهـــــــگزیرسیلو روه پوچتوان حاصل ضرب ـــــهر گ

PP GGG PGگروه و-pیک  PGه ــــــک =³¡  پایا-jگروه است که هر دو-¡p یک ¡

()نرمال هال اند بنابراین  هایگروهزیر () ()jjj
PP GG CCC
¡

³=. 
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ā½vÀñ4-1 5  فرض کنیدG  یکP¡- متناهی است که یک خودریختی پذیرحلگروه j  از

],[است. اگر  rاز رتبه  jGC() که دارد pمرتبه عدد اول  jGG=  وL  گروهزیریک j- پایا

()باشد که  Gاز 
()LF

LF

1

)() گروهزیراز مرتبه فرد است آنگاه  2 )LF2¤g رتبه( )rp,-کرانداردارد. 

¡w{§v 5 فرض کنیدq  یک عدد اول است که مرتبه()LF  را می شمارد کهL نرمال  گروهزیر

j-از گروه  پایاG  است و همچنین فرض کنید که{ }q,2=p  است.یک مجموعه از اعداد اول 

 Gاز گروه هال  گروهزیر-¡pرا یک  Hو  LF()از  سیلوگروهزیرسیلو -qیک  Qفرض کنید 

LFHH() است. 22 Æ=  که چون  گیریممیرا در نظر()LF2  در گروهG  پس نرمال است
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2H  یکp¡-هال از گروه  گروهزیر()LF2 چون  : است زیرا()LF2  در گروهG  نرمال است می

()که  فرض کنیدتوانیم  NLF است بنابراین  Gنرمال از  گروهزیریک  Nکه  2=

HHKNHH x =ÌÌÆ=  1Hو  Nهال از  روهــــــگزیر-¡pیک  Kکه  12

                                                              است بنابراین  Gروه ال از گــــه روهــــــگزیر

(1)( ) KNKNHNHNHNK
xxx =ÆÉÆ=Æ=ÆÌÆ 1      

KNHNH بنابراین  xx ²Æ=Æ که  گیریممینتیجه  (2)و  (1)از  لذا (2) 1

NHK Æ= لذا KH ()است. از طرفی چون  Nهال از  گروهزیر-¡pیک  2=
()LF

LF

1

از مرتبه  2

()درنتیجه فرد است 
()LF

L

1

2F
 LF2()هال از  گروهزیر-¡qبا عمل  Qروی  2Hعمل  پس /2|

)()منطبق است زیرا اگر  )LFsylP 2Í  آنگاه() ()LFLF 2-ch  P  بنابراین()LFP پس  -2

LFPK()چنان موجود است که  Kگروه  )()بنابراین با توجه به اینکه  =2 )LFsylp 2Í  بود

]داریم  ]1, =QP  بنابراین()[ ][ ][ ][ ]QKQPQPKQLF ,,,,2 اینکه  که با توجه به ==

[ ]1, =QP  بنابراین()[ ][ ][ ]QKQPKQLF ,,,2 قسمت  2-5قضیه و  7لم حال با توجه به .==

]کافیست اثبلات کنیم که اول  ]21 ,HQQ )رتبه  = )rp,- که در لم بعد به طور کراندار دارد

] ،18-2فاده از لم جداگانه بررسی می گردد. توجه می کنیم که با است ]21 ,HQQ یک  =

 Â  .ستنیزه Gپایا از گروه -jنرمال گروهزیر

 تعداد مولد های کرانداری لم بعددر 
1Q کنیم. را بررسی می  

øõ4(2 5 تعداد مولدهای مینیمم
1Q، ( )rp,-است.دار ـــــکران 
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ûwă¾z 5 Qیکq-از  گروهزیر()LF  2است وH  یکp¡-هال از  گروهزیر()LFاست 

بنابراین
1Q یکq- [14از ] [3-6-22طبق ] لذا است گروهزیر ( )1Qf برابر باq

QQ 11

¡
است   

 پس 
( ) q

QQ

Q

Q

Q
V

11

1

1

1

¡
==

f
از  [3-7-24] طبق راینـــــــاست بناب گروهزیر_qیک 

[14]
( )1

1

Q

Q
V
f
 مااست بنابراین  مقدماتیآبلی گروهزیر_qیک =

( )1
1

Q

Q
V
f
به  می توانیم را =

jGFq عنوان
021سری ترکیب   حال  گیریم.مدول در نظر ب  ÈÈÈ= 3VVV در نظر  را

 اند بنابراین مقدماتیآبلی هایگروهزیر_qها  iVکه چون  گیریممی
1+

=
i

i
i

V

V
U  ها ساده اند و

jGFq می توان آنها را به عنوان یک
حال با  .در نظر گرفت )ساده( نایافتنی مدول تقلیل_

]داریم i برای هر [2از ] Åwù ĂĊÒé, [3-3-1]®استفاده از  ] ii UHU  ناصورت  به Hو   ,2=

با  iUروی  Gبه عنوان مرکز عمل  X ،23-2لمحال با استفاده از  .کندمیعمل  iUبدیهی روی 

{ }q,2=p  که   گیریممیو ما نتیجه  کندمیعمل[ ]j,H  بدیهی روی نانیز به صورتiU  

]می دانیم که [2از ] [3-3-3از ] عمل میکند از طرفی ][ ][ ]jjj ,,, HH ن با ـــبنابرای =

()مــداری (8-3)اده از نتیجه ـــــاستف 0̧j
iUC. ا استفاده از ـــال بــــح ëvÀĉv ĂĊÒé

ö£½wăLLLĈ  )(dimdim jd
iqq UFiF CU  چون است.راندار ـــــک-pعدد  یک d که ¢

() ()jj
iqq UFiVF CC dimdim S= راین می توانیم نتیجه بگیریمــــــــبناب  

() rCUV VFiFF qqq
djd ¢¢S= dimdimdim.  

) ،1Qتعداد مولدهای ـتیجهدر ن  )rp,_ است.کراندارÂ 

                                                 
1Maschke  



50 

 

ĂĊÒé4(3 5 فرض کنید کهG  یکp¡- متناهی از مرتبه عدد فرد است که  پذیرحلگروه

]باشد آنگاه  rاز رتبه  jGC()کهقسمیبه دارد pیک خودریختی از مرتبه عدد اول ]j,G  یک

)از رتبه  Rمشخصه  گروهزیر )rp,-کهقسمیبهداردارد کران[ ]
R

G j,  است.پوچتوان 

¡w{§v: ابتدا ما فرض می کنیم که[ ]j,GG=فرض )می توانیم  1- 4 . حال با استفاده از گزاره

GLکه  مکنی )()رتبه  : داریم (= )GF2¤g، ( )rp,- مشخصه از  گروهزیرکه یک  استکراندار

در  GF2()است و تصویر  Gگروه 
()( )GF

G

2¤g
بنابراین ارتفاع فیتینگ  است.پوچتوان  

()( )GF

G

2¤g
ی یک قسمتخارجاین گروه  استقراءحال با استفاده از فرض  است.کوچک نسبتا  

)مشخصه از رتبه  گروهزیر )rp,- تصویر معکوس این  دارد.پوچتوان  قسمتخارجکراندار با

مورد  گروهزیرپوچتوان است و همان  قسمتخارجبا  Gمشخصه از گروه  گروهزیریک  گروهزیر

) ،رتبه اش که است. نظر )rp,-مراحل در تمام  زیرا کراندار است،( )rp,-ر با ارتفاع کراندا

 Âاست. Gفیتینگ 

ĂĊÒé4(/ 5  از رتبه  حل پذیراگر یک گروه متناهیr  و توانp  باشد آنگاه مرتبه اش

 کراندار است.-rیک عدد  rf()است که  rfn()حداکثر

 .مراجعه شود [12از ] [11-2]  به: اثبات

قدرتمند از رتبه  گروهزیر_qدارای 1Q عدی ما نشان دادن این مطلب است کههدف ب      

( )rp,_ است.کراندار M  نرمال  گروهزیررا یکj_ پایا از گروهG  1و مشمول درQ  در نظر

علامت بار را تصویر در  .مگیریمی
qM

Q
Q 1

1 ) یا  =
4

1

M

Q  2اگر=q  ) گیریممیدر نظر باشد. 
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حال چون 
qM

M
M )یا  =

4M

M  توان )q  ( دارد مرتبه مرکزساز  4) یاj روه ــــن گدر ای

rff()است که  fqرــــحداکث )یک عدد  = )rp,_ما  است. کراندار()Xix  عناصر سری را

()که با  گیریممیر ی بالایی در نظمرکز ()XZX =1x  شودمیشروع. 

øõ/(5 5()112 QM f+¢z )                                                               

ûwă¾z 5   گیریممیسری زیر را در نظر : 

132 >>>>= 3MMMM 

 که    

             
ù
ù

ú

ø

é
é

ê

è
=

-

)()'&
1

11,...,,

i

i QQMM. 

فرض کنید  .اند Gپایا از گروه _j هایگروهزیرها  iMو  
1+

=
i

i
i

M

M
V  عامل های سری فوق

هرگاه  .اند مقدماتیآبلیگروه های _q هاiVبنابراین مرکزی است  1Qدر iV نچون ای است.

[ ] 0, 2 ¸HVi  2آنگاه با توجه به تعریفH  چونiV گروهزیر iV  2وH روهـــــــگزیر H  است

]ابراین ــــــبن ][ ]HVHV ii ,, 2 ]اه ــــــهرگ پس ،¢ ] 0, 2 ¸HViداریم[ ] 0, ¸HVi  چون  و

] ،1-4طبق لم  ]j,HH ]بنابراین  ،= ][ ] 0,, ¸jHVi، و X  به عنوان مرکز عملG روی iV با 

{ }q,2=p  ( 8-3ه )ـتیجن ین با استفاده ازابراــــبن (هم اول)عمل  کندمیعمل

()داریم 0̧j
iVC. چون () r

M
qC ¢j ما حداکثر  بنابراین f عامل iV با شرط [ ] 0, 2 ¸HVi 

12بنابراین برای تعدادی .نیم داشته باشیممی توا +¢ fk ، تدو حال [ ] 0, 2 =HVK  یا
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[ ] 0, 21 =+ HVK  راین چون ــــــــــبناب است.رار ــــــــــــبرقرا[ ] 0, 2 =HVK  داریم

[ ] 122

1

,0, +

+

¢=ù
ú

ø
é
ê

è
kk

k

k MHMH
M

M 

  : عبارتی داریم به

 [ ][ ][ ] 21112 ,,, ++ =¢ kkk MQMQMH 

 و 

[ ][ ][ ] 22121 ,,, ++ ¢= kkk MHMHQM 

 : داریم گروهزیرو بنابراین طبق لم سه  

[ ][ ][ ] 21121 ,,, ++ ¢== kkkk MMMQMHQ 

11آنگاه =+kM.  بنابراین سری که با[ ]iMQ   1Qلذا  شودمیختم  1به  شودمیها ساخته 1,

  : داریم [16از ] [11 -̹-̹[ا استفاده از است ب پوچتوان

 () ()1121 QQM fk +¢¢ zz  

 Â حکم تمام است. در نتیجهو  

 ¡w{§v Ăùv¹v$ ā½vÀñ/(,# 
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)کنیدفرض  )112 QM f+=g  آنگاه [ ] () ()[ ] ( )( ) 1,, 01212112112 ===¢ +-+++ zzzg ffff QQMM، 

]بنابراین ] qMMM ] یا  ,¢ ] 4, MMM ) بنابراین .¢ )112 QM f+=g یک، q-قدرتمند  گروهزیر

 یقسمتخارجگروه  است. 1Q از
( )qf Q

Q

112

1

+g
14پوچتوان و از کلاس  +f .1 زیرا استQ  با

) ددـــــع تعدادی )rp,-و  شودمیتولید  راندارـــــــک
( )qf Q

Q

112

1

+g
پوچتوان و از  

)لاســــــک )rp,-  کراندار است و رتبه
( )qf Q

Q

112

1

+g
) نیز ، )rp,- رتبه بویژه است.کراندار 

( )

( )qf

f

Q

Q

112

112

+

+

g

g
)نیز   )rp,-رتبه بنابراین است.دار کران q-قدرتمند گروهزیر ( )112 QM f+=g 

)نیز )rp,_ 1بنابراین رتبه است.کراندارQ، ( )rp,-و بنابراین حکم تمام است. کراندار است Â 
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                           ø¬þ~ ôÎå 

              ô³¾ĉ¼~  ¢õw³ ½¹ ć øăóÿv 

 

 

 

 

 

ā½vÀñ0(, 5  فرض کنیدG  یکp¡- متناهی است که یک خودریختی  پذیرحلگروهj  از

RNG بنابراین یک سری نرمال است. rاز رتبه  jGC() کهقسمیبه دارد  pمرتبه عدد اول  >>  

موجود است که  
R

N پوچتوان است و
N

G وR  رتبه ( )rp,-دنکراندار دار. 

¡w{§v5  مراجعه گردد  [26مرجع ] به. 

] حال فرض می کنیم که     ]( )j,2,2 GOH  هایگروهزیر-¡2از  مستقیمنیمضربحاصلکه =¡

  کنیم.تعریف می  Hاز  سیلوگروهزیر-2پایا -jرا یک  W و  Gهای گروه -2نرمال پوچتوان و
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    bرا مجموعه همه jG- بخش هایپایا V از ()HO2¡  کهq-مقدماتیآبلی هایگروهزیر 

 : دشرط زیران -که دارای  گیریممیهستند در نظر 

(1) V یک سری ترکیب از jG .است 

(2) () 1=jVC. 

 : را به صورت زیر تعریف می کنیم Kحال مجموعه 

()1
BV

H VCK
Í

= 

پوچتوان است بنابراین با  ¡HO2()است. میدانیم Gگروه از پایا -jنرمال گروهزیرکه یک 

()ابراینـــبن است.مرکزی  ¡HO2()در  bÍV( هر 1استفاده از شرط ) ()HOVCH 2¡²  

()و () ()VCHOVC WH WHOH() چون. =¡2 همانطور که قبلا معرفی شد یک   Wکه  =¡2

j- از  سیلوگروهزیر-2پایاH ن بنابرای است() ()1 bÍ¡=
V W VCHOK .2 . 

ĂĊÒé0(-5 

باشد آنگاه رتبه این  G متناهی پذیرحلسیلو از گروه  هایگروهزیرماکسیمم رتبه  dاگر  (,

 است. d+1گروه حداکثر 

گروه  آنگاه رتبه این باشد Gسیلو از گروه متناهی  هایگروهزیرماکسیمم رتبه  dاگر  (-

 است. d2 حداکثر

 [ مراجعه گردد.27برهان: به مرجع ]
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øõ0(. 5  رتبه()K¤g،( )rp,- است.کراندار 

ûwă¾z 5 2̧برای عدد اول ،کافیست[ 12]و  قسمت اول 2-5 ازقضیهستفاده با اq، محاسبه 

] رتبه ]YQQ ,1 KWYاست و KF()از  سیلوروهـــــگزیر-qیک  Qکه = Æ= یک j-پایا 

یاد آوری می کنیم که)است،  Kاز  سیلوگروهزیر-2
()KF

K  فرض  .گروه است( -2یک{}q=p 

 ابتدا رتبه کنیم.استفاده می  11-2و از گزاره 
( )1

1

Q

Q
V
f
توجه می کنیم  .را بدست می آوریم =

]که  ]YVV حال  .مدول در نظر گرفت-jGFqرا می توان به عنوان یک  Vن ـــ. بنابرای=,

=3ÈÈسری  21 VVV  را یک سری ازjGFq- تقلیل یافته  قسمتخارجزیرمدول ها با

1+

=
i

i
i

V

V
U  حال چون  .گیریممیرا در نظرY روی هر iU  ا ب کندمیبدیهی عمل  نابه صورت

()( داریم 8-3) استفاده از نتیجه 0̧j
iUC حال با استفاده از .ëvÀĉv ĂĊÒé( ö£½wăLLĈ، 

qF-  بعد ازiU  بر حسبp   وqF- بعد از()j
iUC کراندار است. حال چون()ä ¢

i U rC
i
j 

برابر با  Vاز بعد  _qFراین ـــبناب
ii F U

qädim  است که( )rp,-.کراندار است   

 M و هم رتبه دارد شدهکرانداراز رتبه  سیلوگروهزیر_qیک   1Q حال ما نشان می دهیم که    

. علامت با را تصویر در گروه گیریممی 1Qشامل  Gنرمال از گروه  گروهزیرپایا _jرا یک

ی قسمتخارج
qM

Q
Q 1

1 حال چون . گیریممیدر نظر  =
qM

M
M رتبه مرکز ساز  ،دارد qتوان  =

j  در این گروه حداکثر برابر باfq  است برای تعدادی عددr- کراندار()rff از طرفی  .=

()112 QM f+¢z1321 . حال سری >>>>= 3MMMM  ه ــــــــرا بررسی می کنیم ک 

ù
ù

ú

ø

é
é

ê

è
=

-

)()'&
1

11,...,,

i

i QQMM 
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هستند. حال فرض کنید  Gپایا از -j نرمال هایگروهزیرها  iMهمه که 
1+

=
i

i
i

M

M
V  عامل

گروه های -qها  iVهمه  ،مرکزی هستند 1Qاین سری هستند  و چون این سری در  های

فرض کنید برای   مدول در نظر گرفته شوند.-jGFqاند و می توانند به عنوان  مقدماتیآبلی

] ،iتعدادی  ] 0, ¸YViچون . [ ] ( )KVYV ii ¤=g,   بنابراینiV  وK، jG-پایا هستند 

]بنابراین ]YVi ]زیرمدول تقلیل یافته از  -jGFq یک Uپایاست. اگر -jGنیز  , ]YVi , 

()باشد بنابراین ما داریم  0̧j
iVC  با تعریفYK ()بنابراین  .² 0̧j

iVC  برقرار است هرگاه

[ ] 0, ¸YVi. 12برای تعدادی  [23طبق ] بنابراین +¢ fk ما داریم :[ ] 0, =YVk  و

[ ] 0,1 =+ YVk.  داریم دیگرعبارتبه :  

[ ][ ][ ] 2111 ,,, ++ =¢ kkK MQMQMY 

 و

[ ][ ][ ] 211 ,,, ++ ¢= kkk MYMYQM 

 : داریم گروهزیر 3-2بنابراین طبق لم 

[ ][ ][ ] 2111 ,,, ++ ¢== kkkk MMMQMYQ 

11بنابراین  =+kM.  و این به این معناست که() ()1121 QQM fk +¢¢ zz. 

)     هــــــــــحال ما فرض می کنیم ک )112 QM f+=g         اه ـــــــــــــــــــــــآنگ 

[ ] () ()[ ]1,, 112112 =¢ ++ QQMM ff zg 
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]که   ] qMMM )است. بنابراین  ,¢ )112 QM f+=g  یکq-1قدرتمند از  گروهزیرQ .است 

ی قسمتخارجگروه 
( )qf Q

Q

112

1

+g
14پوچتوان و از کلا س  +f 1زیرا  استQ  تولید شده به

)وسیله یک اعداد  )rp,-و  شدهکراندار
( )qf Q

Q

112

1

+g
)پوچتوان و از کلاس   )rp,-هشدکراندار 

رتبه ،است
( )qf Q

Q

112

1

+g
 ،( )rp,-هــــرتببویژه  است. شدهدارــــرانـــک 

( )

( )qf

f

Q

Q

112

112

+

+

g

g
نیز  

( )rp,-است. که این منطبق است با رتبه  شدهکراندارq_قدرتمند  گروهزیر( )112 Qf+g. 

)، 1Qبنابراین  )rp,-و این همان چیزی است که نیاز داشتیم است شدهکراندار.Â  

 

 

 

 

 

 

 

 

                      øÊÉ ôÎå 
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                          ¾ĉ¿āÿ¾ñćwă ówù¾ý ĂÎ¸Êù 

 

 

 

 

ĂĊÒé1(, 5 پذیرحل اگر گروه متناهی G النرم هایگروهزیرGNR داشته باشد که ¢¢

R

N پوچتوان باشد و 
N

G  وR  از رتبهr  باشند، آنگاهG مشخصه هایگروهزیر GNR ¢¢ 11 

دارد که 
1

1

R

N  پوچتوان است و
1N

G  1وR  رتبهr-دارد. کراندار 

ûwă¾z 5  از رتبه  پذیرحلچون هر گروهr  ارتفاع فیتینگr-ارتفاع  دارد بنابراینکراندار

 Nاگر  .ن ارتفاع انجام می دهیمروی ای استقراءبا  ما اثبات را است.کراندار -N، rفیتینگ 

1)(که فرض کنیدپوچتوان باشد آنگاه ما می توانیم  GFN 11و   = =R است.م و حکم تما 

)()ما  نیست.پوچتوان  Nحال ادعا می کنیم که  )NFS 2¤=g سی می کنیم  که یک را برر

 قرار می دهیم برای اختصار  است. Rو مشمول در  Gه پوچتوان از گرونرمال  گروهزیر

()GAutA=.  پس کافیست اثبات کنیم که 
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Ô
Í

=
AutGa

aA SS 

با  استقراء فرض بنابراین دارد.کراندارشده -rرتبه 
AS

G   مشخصه روهگزیربه عنوان یک 

  کافیست تا رتبه 1قسمت  2-5قضیه حال با استفاده از  .بکار گرفته شود  تواندمی

q-سیلو از  هایگروهزیرAS  را برای هر عدد اولq فرض کنید  .بدست آوریمQ  یک

q-نرمال( از  سیلو ایهگروهزیر(S آنگاه .باشد ÔÍ
=

AutGa

aA QQ یکq-سیلو گروهزیر 

فرض کنید   است. ASاز
( )A

A

Q

Q
V
f
کراندار -V، rبنابراین کافیست اثبات کنیم که رتبه  .=

Aaaاز خودریختی های k شدهکراندار-rانیم یک عدد است. بدین ترتیب ما می تو kÍ,...,1  را

  کهقسمیبهانتخاب کنیم 

( )

( ) ( )A

A

A

k

i

Aa

Q

Q
V

Q

QQ i

ff

f

==
Ô
=1 . 

Aداریم  ºĉwÆýÿ¾z Ăĉw~ ĂĊÒéبا استفاده از بنابراین 
K

i

a
QQ i =Ô

=1

کثر و رتبه این گروه حدا  

]داریم  قسمت اول 5 توجهبا استفاده از  .¢RQاست زیرا  krبرابر با  ]Ô
¸

=
qt

tSQQ  یا tSکه  ,

()از سیلوگروهزیر_tاست یا یک  NF2()از  سیلوگروهزیر_tیک 
S

NF2 حال چون رتبه  .ندا

()Q

Q

f
mttاز اعداد اول  شدهکراندار-rاست پس ما می توانیم عدد  rحداکثر برابر با   ,...,1 

()سیلو از  هایگروهزیر-ijh،itمجزا اند و عناصر  qانتخاب کنیم که از 
S

NF2 کهقسمیبهند ا  

() ()Ô ù
ú

ø
é
ê

è
=

ji

ijh
Q

Q

Q

Q

,

,
ff

. 
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 آنگاه

(1)        

[ ]( )

( )

[ ]

[ ].,,

,,

,

,,,

,

Ô

ÔÔÔ

ÔÔ

¢

ù
ú

ø
é
ê

è
=¢

=
Í

I

a

ij

i aj

a

ij

aji

a

ij

A

AutGa ji

Aa

ij

a

ajhV

hVhV

Q

QhQ

V
f

f

 

ajha گروهزیرتصویر  ،iتوجه می کنیم که برای هر 

ij در ,
()VC

G

G

مشمول در  ، 

it-سیلوی هایگروهزیر iT  پوچتوان  قسمتخارجاز() ()
()VC

VCNF

G

G

A

 tحال فرض کنید  .ندا 2

()ز ا سیلوگروهزیر-tیک  Tها باشد و   itیکی از ()
()VC

VCNF

G

G

A

ما ادعا می کنیم که است.  2

علامت با را تصویر در  است.کراندار -T،rرتبه 
()VC

G

G

. با این فرض روی گیریممیدر نظر  

N

G،  رتبه
NT

T

Æ
Nاست. حال  rمساوی با کمتر  

در  Nرا تصویر از  ~
( )AQ

G

f
بگیرید. بنابراین   

مشابه بالا رتبه 
NV

V
~

Æ
qtچون  است. rکمتر مساوی با   و  ¸

R

N  پوچتوان است بنابراین

]جابجاگر  گروهزیر ]NVNT
~

, ÆÆ  در مشمول( )
( )A

A

Q

QR

f

f رتبه کمتر مساوی  مشمول است. لذا

)،Åwù ĂĊÒé®دارد. حال با استفاده از  rبا  )
( )NTC

NV

NV
Æ

Æ

Æ
~

~
در نتیجه دارد  rمساوی با  رتبه  

( )NTC

V

V Æ
]دارد. بنابراین رتبه  r2 رتبه کمتر مساوی با  ]NTV Æ, کمتر مساوی با r2 .دارد 

]روی  NTÆحال چون  ]NTV Æ,   قضیه بنایراین با استفاده از  کندمیبه صورت بدیهی عمل

]کراندار است. بنابراین رتبه -rنیز  Tرتبه پس کراندار است -NTÆ، rرتبه  2-13 ]ijhV ,، 

]رتبه  ،AutGaÍپس برای هر است  r2 کمتر مساوی با ]aijhV, نیز کمتر مساوی با r2  .است
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aما تصویر عناصر  ،iحال برای هر 

ijh  وAutGaÍ   را در
()VC

G

G

بررسی می کنیم. هر دوی آنها  

ANF2()از iTسیلوی  هایگروهزیر-itمتعلق به 
دارد. حال با استفاده  شدهکراندار-rکه رتبه  

aرا از اعداد  in شدهکراندار-r ما می توانیم یک عدد ºĉwÆýÿ¾z ćv Ăĉw~ ĂĊÒéاز 

ijh 

inkبرای  انتخاب کنیم که ,...,3,2,1=، ak

ijkh هایگروهزیر، که مولدa

ijh   است. حال چون رتبه هر

[ ]ak

ijkhV, وی بامسا r2  است بنابراین رتبه هر[ ][ ]khVajhV ak

ijk

a

ij ,.,  irn2دقیقا برابر با  =

می  کراندار-V، r( رتبه 1در ) itاول شدهکراندار-rاست. حال  با مجموع گرفتن روی اعداد

 Â.است که لازم داشتیم و این همان چیزی شود

 

 

 

 

 

 

                       ø¤æă ôÎå 

                      ĈöÍv ªĉw¤ý 
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$ ĂĊÒéäõv# 5 فرض کنیدG  یکp¡-گروه باشد که یک خودریختیj از مرتبه عدد اول

p کهقسمیبه دارد )(jGC رای رتبه داr  است. فرض کنید که()GS  پذیرحلرادیکال G  باشد

),(رتبه  ،GSG() قسمتخارجدر این صورت  np-.بنابراین  کراندار داردG  دارای

GNRمشخصه  هایگــــــروهزیر  NGوان است و ـــــپوچت RN کهقسمیبهاست  ¢¢

),(دارای رتبه Rو  rp-.کراندارند 

¡w{§v: برای #,)0$با بکارگیری گزاره ()GS نرمال  هایگروهزیریک تناظر بین  بینیممی

()GS  نرمال  هایگروهزیرکه  دهدمیبه ما این اجازه را  #©$حال قضیه  ارد.دوجود()GS را با

 Â. کندمیکنیم و این اثبات را کامل تعویض  G و GS()مشخصه  هایگروهزیر
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$ ĂĊÒéx# 5 فرض کنید گروه متناهیG،  خودریختیj به عدد اول از مرتp  گروهزیربا 

)(jGC  از رتبهr .بنابراین  داردG  مشخصه  هایگروهزیردارایGNR  کهقسمیبهاست  ¢¢

RN  پوچتوان است وNG وR  دارای رتبه),( rp-.کراندارند 

¡w{§v: با بکار گیری قضیه$äõv#  با()GOP¡،  ات مورد نیاز مشخصه با خصوصی هایگروهزیرما

بنابراین کافیست نشان دهیم که  .نیز مشخصه اند Gها در  گروهزیررا بدست می آوریم که این 

()GO

G

P¡

),(رتبه ، rp-ه هر ــــمی دانیم رتب دارد.دار ــــانکرp-از  سیلوگروهزیرG، 

),( rp- گروه  است.کراندار 
()

()GO

GO
P

P

PP

¡

¡
=

گروه  .گیریممیرا در نظر  ,
()GO

G

PP ,¡

به صورت   

با وفا با مزدوج هایش روی 
()P

P

F
و از رتبه  pکه یک گروه آبلی با توان  کندمیعمل  

),( rp- هــــرتب ایدــــــبرنسه ای ــــــــپایبا استفاده از قضیه بنابراین  است.کراندار  

()P

P

F
),(نیز   rp- بنابراین رتبه  است.کراندار

()GO

G

PP ,¡

),(نیز  rp- پس  است.کراندار

رتبه
()GO

G

P¡

),( نیز   rp- است.کراندار است و حکم تمامÂ 

Ă¬Ċ¤ý 5 فرض کنیدG  است  و  پذیرموضعاً حلیک گروه متناهیg یک عنصر از مرتبهp   که

)(gCG  از رتبهr  باشد. آنگاهG  نرمال  هایگروهزیردارایGNR  موضعاً  RNاست که  ¢¢

),(دارای رتبه  ،Rو  NGپوچتوان است و   np-.کراندارند 

¡w{§v: ä  ز گروه متناهی ا هایگروهزیررا خانواده تمامG  که شاملg   گیریممیاند در نظر .

)مجموعه همه جفت های را  SÍH، HSبرای هر  )RN,  نرمال  هایگروهزیرازHNR ¢¢ 
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 کهقسمیبه گیریممیدر نظر 
R

N  و پوچتوان است
N

H
دارای رتبه های کمتر مساوی با  Rو    

),( rpf  است که),( rpf هراست.  6-2 تابع بدست آمده از قضیهHS حال قضیه  است.تهی نا

$x#  را باH  و خودریختی القایی داخلی باg  که هر واضح است  .گیریممیبکارHS متناهی

21که  SÍ21,HHبرای هر دو  است. HH نگاشت  ،²
2121

:, HHHH SS j  است.موجود 

این اجتماع از  دارد.این سیستم معکوس از مجموعه های متناهی معکوس محدود متناهی 

را  Gمورد نیاز از گروه  گروهزیرعنصر از معکوس محدود  روی هر Rو  Nمتناظر با  هایگروهزیر

   Â. دهدمیبدست 

 

 

 

                                            ć½v¼ñ ¹wúý 

¶ H زیرگروهG...................................................................................................................... GH ¢ 

¶ H گروه سره از گروه زیرG............................................................................................. GH < 

¶ Hگروه نرمال از گروه زیرG............................................................................................ GH - 

 G..................................................................................................... ()GFگروه فراتینی گروه زیر ¶

 j...............................................................................................................jkerهمریختی هسته ¶



66 

 

 S................................................................................................................... Sکاردینال مجموعه  ¶

] .........................................................................................Gگروه مشتق گروه زیر ¶ ]GGG ,=¡ 

G........................................................................................ HGدر گروه  Hگروه اندیس زیر ¶ : 

 G.................................................................................... )(GAutگروه خودریختی های گروه  ¶

 j..................................................................................................jHتحت همریختی  Hتصویر  ¶

}مجموعه  ¶ }Gggn Í................................................................................................................nG 

 G................................................................................................. ()HCGروه در گ Hمرکزساز  ¶

 G................................................................................................ ()HNGدر گروه   Hنرمال ساز ¶

 j.............................................................................()jGCگروه نقطه ثابت تحت همریختیزیر ¶

¶ P- از گروه  های سیلو گروهزیرG............................................................................. )(GSylp 

 G................................................................................................ )(Gsolپذیر گروه رادیکال حل ¶

 G............................................................................................................ ()GSocساکل گروه  ¶

 Gig() عناصر سری مرکزی پایینی................................................................................................ ¶

] .................................................................................bو aجابجاگر  ¶ ] baaabbaba 111, --- == 
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] ......................................................  Bو Aگروه جابجاگر زیر ¶ ] [ ] BbAabaBA ÍÍ= ,,, 

Í=1مجموعه  ¶
npgGg............................................................................................ ()GnW 

),( .......................Fوارون پذیر با درایه های در میدان  nn³گروه ماتریس های  ¶ FnGL 

),( ..............................F روی میدان1با دترمینان  nn³گروه ماتریس های  ¶ FnSL 

 G................................................................................................ F(G)گروه فیتینگ گروه زیر ¶
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                                             Abstract   

 

   Let j be an automorphism of prime order p of a finite group G. the 

almost regular result of Fong and Hartley– mixner –pettet were giving 

the existence of a nilpotent subgroup of index bounded in terms of p 

and ()jGC . We prove the rank analogues of these result, when almost 

regular in hypothesis is interpreted as a restriction on the rank r  of  

()jGC , and the conclusion is sought as nilpotency modulo certain bits 

of bounded rank. The classification is used to prove almost solubility in 

the coprime case: the rank of 
)(GS

G
  is bounded interms of r and p. for 

soluble groups the Hall-Higman-type theorems are combine with the 

theory of powerful q-group to obtine almost  nilpotency, even without 

the coprimeness condition: there are characteristic subgroup R¢ N¢G 

such that 
R

N
 is nilpotent and the rank of  R and 

N

G
 are bounded in 

terms of r and p. 
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