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سپاس گزاری

اکنون آراست. عقل زیور را آدم خود بی کران لطف با که را یم ح خداوندگار سپاس
بر برسانم، انجام به دانش کسب راه در را ناچیز چند هر تلاش توانسته ام او یاری با که

قدردان مس فروش عل دکتر آقای جناب بزرگوارم، راهنمای استاد از م دانم لازم خود
با جز پایان نامه این نگارش و آموخت بنده به را کردن پژوهش صحیح نحوه که نمایم
جناب از همچنین نبود. میسر ایشان بی دریغ حمایت های و ارزنده راهنمایی های
این شدن بهتر در به سزایی سهم خود، سازنده پیشنهاد با که قوتمند مهدی دکتر آقای

م نمایم. سپاس گزاری داشتند، پایان نامه
بنده مشوق همواره زندگ لحظات تمام در که همسرم به ویژه خانواده ام، از پایان در

قدردان و سپاس نهایت گردید، مهم این تحقق باعث ایشان حمایت بی ش و بودند
دارم. را

میانایی خورشیدیان مسعود
٩۶ بهمن

ح



نامه تعهد
کاربردی ریاض رشته ارشد کارشناس دانشجوی میانایی خورشیدیان مسعود اینجانب
مرتبه ناپیوسته گالرکین روش عنوان با پایان نامه نویسنده شاهرود، اه دانش ریاض علوم
فروش مس عل راهنمایی تحت ، ایتو تصادف معمول دیفرانسیل معادلات حل برای بالا

م شوم: متعهد
برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط پایان نامه این در تحقیقات •

است.
شده استناد استفاده مورد مرج به پژوهش گران، ر دی پژوهش های نتایج از استفاده در •

است.
مدرک نوع هیچ دریافت برای ری دی فرد یا خود، توسط کنون تا پایان نامه، این مطالب •

است. نشده ارایه هیچ جا در امتیازی یا
نام با مستخرج مقالات و دارد، تعلق شاهرود صنعت اه دانش به اثر، این معنوی حقوق •
خواهد چاپ به “ Shahrood University of Technology “ یا “ شاهرود صنعت اه دانش “

رسید.
بوده اند، تاثیرگذار پایان نامه اصل نتایج آوردن به دست در که افرادی تمام معنوی حقوق •

م گردد. رعایت پایان نامه از مستخرج مقالات در
آنها) بافت های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •

است. شده رعایت اخلاق اصول و ضوابط است، شده استفاده
افراد شخص اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •
شده رعایت انسان اخلاق اصول و رازداری اصل است)، شده استفاده (یا یافته دسترس

است.
میانایی خورشیدیان مسعود
٩۶ بهمن

نشر حق و نتایج یت مال
برنامه های کتاب، مستخرج، ( مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
شاهرود صنعت اه دانش به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم افزارها رایانه ای،

شود. ذکر مربوطه علم تولیدات در ، مقتض نحو به باید مطلب این م باشد.
نم باشد. مجاز منبع ذکر بدون پایان نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده •

ط



یده چ
معمول دیفرانسیل معادلات حل برای را بالا مرتبه ناپیوسته گالرکین روش نامه پایان این در
معمول دیفرانسیل معادله از تقریبی زاکای وانگ قضیه کم به م کنیم. بررس ایتو تصادف

حاصل معمول دیفرانسیل معادله م کنیم. ایجاد عنصر هر روی تصادف ضریب ی با قطع
تغییر با لذا است را هم آن با متناظر استراتنویچ تصادف معمول دیفرانسیل معادله جواب به

معمول دیفرانسیل معادله جواب به که را قطع معمول دیفرانسیل معادله رانش، جمله
گالرکین روش کم به را شده اصلاح معادله م آوریم. بدست است، را هم اصل تصادف
م کنیم. سازی گسسته قطع معمول دیفرانسیل معادلات برای بالا مرتبه استاندارد ناپیوسته
کوتا رانگ روش با معادل بالا مرتبه تصادف ناپیوسته گالرکین روش که م دهیم نشان سپس
را بالا مرتبه تصادف ناپیوسته گالرکین روش عددی پایداری همچنین است. ضمن تصادف
گالرکین روش م  کنیم. بررس جمع نویز با خط تصادف معمول دیفرانسیل معادلات برای
معادلات حل برای نتیجه در است. عددی پایداری دارای میانگین طور به تصادف ناپیوسته
در روش این که م کنیم ثابت علاوه بر این است. مناسب سخت تصادف معمول دیفرانسیل

است. را هم مربعات میانگین

فرمول ، تصادف انتگرال وینر، فرآیند ، براون حرکت ناپیوسته، گالرکین روش کلیدی: کلمات
تصادف دیفرانسیل معادلات ایتو،

ک



مطالب فهرست
س تصاویر فهرست
ف جداول فهرست
١ تصادف حسابان ١
١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ١ . ١
١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . احتمال و نظریه اندازه بر مقدمه ای ١ . ٢
۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تصادف فرآیند مفاهیم ١ . ٣
٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تصادف فرآیندهای رایی هم ۴ . ١
٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تابع فضای ۵ . ١
١٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . سفید نویز فرآیند و وینر فرآیند ۶ . ١
١٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . وینر فرآیند ١ . ۶ . ١
١٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . وینر فرآیند اساس خواص ٢ . ۶ . ١
١۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . سفید نویز فرآیند ٣ . ۶ . ١

١٧ تصادف دیفرانسیل معادلات ٢
١٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ٢ . ١
١٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تصادف دیفرانسیل معادلات ٢ . ٢
١٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ایتو انتگرال ٢ . ٢ . ١
٢۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ایتو فرمول ٢ . ٢ . ٢
٢٨ . . . . . . . . . . . . جواب تایی ی و تصادف دیفرانسیل معادله جواب ٢ . ٣
٢٨ . . . . . . . . . . . تصادف دیفرانسیل معادله ی جواب معن ٢ . ٣ . ١
٢٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ضعیف و قوی جواب های ٢ . ٣ . ٢
٢٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . جواب تایی ی و وجود قضیه ٢ . ٣ . ٣

٣٧ گالرکین روش ٣
٣٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گالرکین روش ٣ . ١

م



مطالب فهرست ن
٣٨ . . . . . . . . . . . . . . . . چندجمله ای ها با گالرکین روش ٣ . ١ . ١
۴٠ . . . . . . . . . . . . تکه ای چندجمله ای های با گالرکین روش ٣ . ١ . ٢
۴٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گالرکین متناه عناصر روش ٣ . ٢
۴٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ناپیوسته گالرکین روش ٣ . ٢ . ١

۴۵ ایتو تصادف دیفرانسیل معادلات حل برای بالا مرتبه ناپیوسته گالرکین روش ۴
۴۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ١ . ۴
۴۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مسأله شرح ٢ . ۴
۴٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . زاکای وانگ تقریب قضیه ٣ . ۴
۴٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تصادف ناپیوسته گالرکین روش ۴ . ۴
۵٠ . . . . . . . . . . . . . . . . تصادف ناپیوسته گالرکین روش ١ . ۴ . ۴
۵١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . سازی پیاده ٢ . ۴ . ۴
۵٢ . . . . است کوتا رانگ روش ی تصادف ناپیوسته گالرکین روش ٣ . ۴ . ۴
۵۵ . . . . . . تصادف ناپیوسته گالرکین روش خط پایداری تحلیل ۴ . ۴ . ۴
۵٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . رایی هم تحلیل ۵ . ۴
۶٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . X̂(t) نظم ١ . ۵ . ۴
۶۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . مربعات میانگین در رایی هم ٢ . ۵ . ۴
٧٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . رایی هم مرتبه ٣ . ۵ . ۴
٧۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بعدی چند حالت ۴ . ۵ . ۴

٧٧ عددی مثال ۵
٩٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ملاحظات نتایج ١ . ۵

٩١ مراج



تصاویر فهرست
(خط تصادف ناپیوسته گالرکین وتقریب نواخت) ی دقیق(خط های جواب ١ . ۵

٧٨ . . .٠ . ١ . ۵ مثال نمونه ای مسیر برای h = ٣,٢−٢,٢−٢−۴ و p = ١ با چین)
(خط تصادف ناپیوسته گالرکین تقریب و نواخت) ی دقیق(خط های جواب ٢ . ۵

٨٠ . . . . . .٠ . ٢ . ۵ مثال نمونه ای مسیر برای N = ۴ و p = ١,٢,٣ با چین)
(خط تصادف ناپیوسته گالرکین تقریب و نواخت) ی دقیق(خط های جواب ٣ . ۵

٨١ . . . . .٠ . ٣ . ۵ مثال نمونه ای مسیر برای N = ۴,٨, ١۶ و p = ١ با چین)
(خط تصادف ناپیوسته گالرکین تقریب و نواخت) ی دقیق(خط های جواب ۴ . ۵

٨٢ . . .۴ . ٠ . ۵ مثال نمونه ای مسیر برای h = ٣,٢−٢−۴,٢−۵ و p = ١ با چین)
(خط تصادف ناپیوسته گالرکین تقریب و نواخت) ی دقیق(خط های جواب ۵ . ۵

٨٢ . . .۴ . ٠ . ۵ مثال نمونه ای مسیر برای h = ٣,٢−٢−۴,٢−۵ و p = ٢ با چین)
(خط تصادف ناپیوسته گالرکین تقریب و نواخت) ی دقیق(خط های جواب ۶ . ۵

٨٣ . . .۴ . ٠ . ۵ مثال نمونه ای مسیر برای h = و۵−٢,۴−٣,٢−٢ p = ٣ با چین)
(خط تصادف ناپیوسته گالرکین تقریب و نواخت) ی دقیق(خط های جواب ٧ . ۵

٨٣ . .۴ . ٠ . ۵ مثال نمونه ای مسیر برای h = ٣,٢−٢−۴,٢−۵ و p = ۴ با چین)
(خط تصادف ناپیوسته گالرکین تقریب و نواخت) ی دقیق(خط های جواب ٨ . ۵

٨۵ . . .۵ . ٠ . ۵ مثال نمونه ای مسیر برای h = و۵−٢,۴−٣,٢−٢ p = ٢ با چین)
(خط تصادف ناپیوسته گالرکین تقریب و نواخت) ی دقیق(خط های جواب ٩ . ۵

٨۶ . . .۶ . ٠ . ۵ مثال نمونه ای مسیر برای h = و۵−٢,۴−٣,٢−٢ p = ٣ با چین)
(خط تصادف ناپیوسته گالرکین تقریب و نواخت) ی دقیق(خط های جواب ١٠ . ۵
.h = ٣,٢−٢−۴,٢−۵ و p = ١ از استفاده با ٠ . ٧ . ۵ مثال در نمونه ای مسیر از چین)

٨٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

س



جداول فهرست
روی ٠ . ١ . ۵ مثال از T = ١ و M = ١٠٠٠٠ و p = ١ − ۴ برای α̂ و ϵ̂ مقادیر ١ . ۵

٧٩ . . . . . . . . . . . . . . . .N = ۴n;n = ١,٢, . . . , ١٠ نواخت ی مش
روی ٠ . ٢ . ۵ مثال از T = ١ و M = ١٠٠٠٠ و p = ٠ − ۴ برای α̂ و ϵ̂ مقادیر ٢ . ۵

٨٠ . . . . . . . . . . . . . . . .N = ۴n;n = ١,٢, . . . , ١٠ نواخت ی مش
روی ٠ . ٣ . ۵ مثال از t = π و M = ١٠٠٠٠ و p = ١ − ۴ برای α̂ و ϵ̂ مقادیر ٣ . ۵

٨١ . . . . . . . . . . . . . . . .N = ٢n;n = ١,٢, . . . , ١٠ نواخت ی مش
مش روی ۴ . ٠ . ۵ مثال از t = ١ و M = ١٠٠٠ و p = ١−۴ برای α̂ و ϵ̂ مقادیر ۴ . ۵

٨٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .N = ٢n;n = ٢, . . . , ١٠ نواخت ی
روی ۴ . ٠ . ۵ مثال از t = ١ و M = ١٠٠٠٠ و p = ١ − ۴ برای α̂ و ϵ̂ مقادیر ۵ . ۵

٨۴ . . . . . . . . . . . . . . . . .N = ٢n;n = ٢, . . . , ١٠ نواخت ی مش
روی ۴ . ٠ . ۵ مثال از t = ١ و M = ١٠٠٠٠٠ و p = ١ − ۴ برای α̂ و ϵ̂ مقادیر ۶ . ۵

٨۴ . . . . . . . . . . . . . . . . .N = ٢n;n = ٢, . . . , ١٠ نواخت ی مش
روی ۵ . ٠ . ۵ مثال از t = ١ و M = ١٠٠٠٠ و p = ١ − ۴ برای α̂ و ϵ̂ مقادیر ٧ . ۵

٨۵ . . . . . . . . . . . . . . . . .N = ٢n;n = ٢, . . . , ١٠ نواخت ی مش
روی ۶ . ٠ . ۵ مثال از t = ١ و M = ١٠٠٠٠ و p = ١ − ۴ برای α̂ و ϵ̂ مقادیر ٨ . ۵

٨۶ . . . . . . . . . . . . . . . . .N = ٢n;n = ٢, . . . , ١٠ نواخت ی مش
روی ٠ . ٧ . ۵ مثال از t = ١ و M = ١٠٠٠٠ و p = ١ − ۴ برای α̂ و ϵ̂ مقادیر ٩ . ۵

٨٧ . . . . . . . . . . . . . . . . .N = ٢n;n = ٢, . . . , ١٠ نواخت ی مش
مثال از t = ١ و M = ١٠٠٠٠ و p = ١ − ٢ برای k = ١,٢ با α̂k و ϵ̂k مقادیر ١٠ . ۵

٨٨ . . . . . . . . . . . .N = ٢n;n = ٢, . . . , ١٠ نواخت ی مش روی ٠ . ٨ . ۵
روی ٠ . ١ . ۵ مثال از t = ٢٠٢۵٢٠۴٨ و M = ١٠٠٠٠ و p = ١ − ۴ برای α̂ و ϵ̂ مقادیر ١١ . ۵

٨٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . .N = ٢n;n = ٢, . . . , ١٠ نواخت ی مش
٠ . ٣ . ۵ مثال از t = ٢٠٢۵٢٠۴٨π و M = ١٠٠٠٠ و p = ١ − ۴ برای α̂ و ϵ̂ مقادیر ١٢ . ۵

٩٠ . . . . . . . . . . . . . . .N = ٢n;n = ٢, . . . , ١٠ نواخت ی مش روی

ف



١ فصل
تصادف حسابان

مقدمه ١ . ١
منظور این به م پردازیم. اولیه اصطلاحات و مفاهیم برخ بیان به خلاصه به طور فصل این در
احتمال، نظریه شامل که تصادف حسابان به مربوط اصل نتایج و اساس تعاریف بر مروری به
به فصل این در شده ارائه مطالب م پردازیم. است تصادف فرآیندهای و اندازه نظریه مباحث

شده اند. گرفته [۵٣] و [١] مراج از است، شده مشخص روشن به که مواردی جزء

احتمال و نظریه اندازه بر مقدمه ای ١ . ٢
که آزمایش هر است. تصادف و شانس مقوله در مطالعه احتمال، نظریه در اساس موضوع

تصادف آزمایش باشد، پیش بین قابل آن نتایج مجموعه ول کرد پیش بین نتوان را آن نتیجه
فضای از زیرمجموعه ای هر به و م دهند نشان Ω حرف با را نمونه ای فضای معمولا م گوییم.

م گوییم. پیشامد ی نمونه
Ω زیرمجموعه های از ناته گردایه ای F و ناته مجموعه ای Ω کنید فرض .١ . ٢ . ١ تعریف

کند، صدق زیر شرایط در هرگاه است Ω روی ١ σ‐میدان ی F باشد.
١ σ-field

١



تصادف حسابان ٢
،Ω ∈ F .١

،Ac = {ω ∈ Ω:ω /∈ A} ∈ F آنگاه A ∈ F اگر .٢
. ∞∪
i=١

Ai ∈ F آنگاه A١, A٢, A٣, . . . ∈ F اگر .٣
را F σ‐میدان باشد. بازه ها تمام گردایه F و Ω = R(یاRn) کنید فرض .١ . ٢ . ٢ تعریف

م دهیم. نشان B با و م نامیم ٢ بورل σ‐میدان

تابع باشد. Ω ناته مجموعه زیرمجموعه های از σ‐میدان ی F کنید فرض .١ . ٢ . ٣ تعریف
هرگاه، گوییم ٣ اندازه ی را µ:F → [٠,∞]

،٠ ≤ µ(A) ≤ ∞ باشیم داشته A ∈ F مجموعه هر برای .١
، ∪
n≥١

An ∈ F به طوری که باشند F هم از جدا دوبه دو اعضای از دنباله ای {An}n≥١ اگر .٢
داریم، آنگاه

µ

∪
n≥١

An

 =
∑
n≥١

µ(An).

باشد. آن زیرمجموعه های از σ‐میدان ،F و ناته مجموعه ای Ω کنید فرض .۴ . ١ . ٢ تعریف
سه تایی آنگاه باشد F روی اندازه ای µ اگر گویند. ۴ اندازه پذیر فضای ی را (Ω,F) مرتب زوج

م نامیم. ۵ اندازه فضای را (Ω,F , µ)

تابع باشد. Ω ناته مجموعه زیرمجموعه های از σ‐میدان ی F کنید فرض .۵ . ١ . ٢ تعریف
هرگاه، گوییم ۶ احتمال اندازه ی را P :F → [٠, ١]

،P (∅) = ٠ و P (Ω) = ١ .١
، ∪
n≥١

An ∈ F به طوری که باشند F در هم از جدا دوبه دو اعضای از دنباله ای {An}n≥١ اگر .٢
آنگاه،

P

∪
n≥١

An

 =
∑
n≥١

P (An).

گوییم. ٧ کامل احتمال فضای را (Ω,F , P ) تایی سه
٢Borel
٣Measure
۴Measurabele space
۵Measure space
۶Probability measure
٧Complete probability space



٣ احتمال و نظریه اندازه بر مقدمه ای
را f : Ω → C اندازه پذیر تابع باشد. اندازه فضای ی (Ω,F , µ) کنیم فرض .۶ . ١ . ٢ تعریف

هرگاه، م نامیم ٨ مربع پذیر انتگرال یا پذیر ∫L٢‐انتگرال
Ω
|f |٢dµ <∞.

{Ft}t∈I نماد با و گویند ٩ فیلتر ی را σ‐میدان ها از صعودی گردایه هر .١ . ٢ . ٧ تعریف
شمارش ناپذیر یا شمارش پذیر م تواند که است اندیس گذار مجموعه  I آن در که م دهند نشان
پیوسته راست از {Ft}t∈I فیلتر و باشد صفر اندازه با مجموعه های تمام شامل F٠ اگر باشد.

، یعن باشد
Ft =

∩
s>t

(Fs), ∀s ∈ [٠,∞],

گوییم. استاندارد را {Ft}t∈I فیلتر آنگاه
فیلتر احتمال فضای ی را {Ft}t≥٠ فیلتر به مجهز (Ω,F , P ) احتمال فضای .١ . ٢ . ٨ تعریف

م دهند. نشان (Ω,F , {Ft}t≥٠, P ) با و م نامند ١٠ شده
نقطه به مربوط ١١ دیراک اندازه باشد. اندازه پذیر فضای ی (Ω,F) کنیم فرض .١ . ٢ . ٩ تعریف

م شود، تعریف زیر به صورت A ∈ F مجموعه هر برای x ∈ E

δx(A) =


١ x ∈ A,

٠ x /∈ A.

هر برای هرگاه گوییم ١٢ اندازه پذیر را f : (Ω,F) → (Y,B) مقدار حقیق تابع .١ . ٢ . ١٠ تعریف
باشیم، داشته B σ‐میدان از B

f−١(B) = {ω ∈ Ω: f(ω) ∈ B} ∈ F .

.A ∈ F هرگاه گوییم F‐اندازه پذیر را A ∈ Ω زیرمجموعه .١ . ٢ . ١١ تعریف
صورت این در Xباشد. از زیرمجموعه ای A و ناته Xمجموعه ای کنید فرض .١ . ٢ . ١٢ تعریف
م کنیم، تعریف زیر به صورت x ∈ X هر برای را χA:X → {٠, ١} یعن ،X در A مشخصه تابع

χA(x) =


١ x ∈ A,

٠ x ∈ X −A.

مجموعه هر م توان و نیست الزام ول است معمول تر چند هر {٠, ١} مجموعه انتخاب البته
عضو هر به و ی مقدار A مجموعه عضو هر به تابع این کرد. انتخاب نیز را ر دی عضوی دو

م دهد. نسبت را صفر مقدار X −A

٨Square integrable
٩Filter

١٠Filtered probability measure
١١Dirac measure
١٢Measurable function



تصادف حسابان ۴

تصادف فرآیند مفاهیم ١ . ٣
ی را (R,B) اندازه پذیر فضای به (Ω,F , P ) احتمال فضای از اندازه پذیر تابع هر .١ . ٣ . ١ تعریف

گوییم. ١٣ تصادف متغیر
با که X توسط شده تولید σ‐میدان باشد. تصادف متغیر ی X کنید فرض .١ . ٣ . ٢ تعریف

م کنیم، تعریف زیر به صورت م شود داده نشان F(X) نماد
F(X) = {X−١(A):A ∈ B}.

نامیده تصادف فرآیند ، تصادف متغیرهای از ناشمارا) یا (شمارا خانواده هر .١ . ٣ . ٣ تعریف
م شود.

مسیر ،ω ∈ Ω هر برای باشد. (Ω,F) روی تصادف فرآیند {Xt}t≥٠ کنید فرض .۴ . ١ . ٣ تعریف
م شود. نامیده فرآیند مسیر که م کند تعریف را زمان از تابع X(ω): t→ Xt(ω)

هر برای اگر گوییم ١۴ سازگار {Ft}t فیلتر تحت را {Xt}t≥٠ تصادف فرآیند .۵ . ١ . ٣ تعریف
باشد. اندازه پذیر Ft به نسبت Xt ،t ≥ ٠

است. سازگار آن به نسبت X تصادف فرآیند که است فیلتری ترین کوچ ، طبیع فیلتر
(Ω,F) روی T تصادف متغیر باشد. اندازه پذیر فضای ی (Ω,F) کنید فرض .۶ . ١ . ٣ تعریف
نامیده م شود {Ft}t≥٠ به نسبت ١۵ زمان توقف ی م کند، اختیار [٠,∞] در را خود مقادیر که

.{T ≤ t} ∈ Ft باشیم داشته t ≥ ٠ هر برای هرگاه
به نسبت Tn ،n ≥ ١ هر برای و باشد تصادف فرآیند ی {Xt} کنید فرض .١ . ٣ . ٧ تعریف
و م دهیم نشان XTn(t) نماد با را Tn با شده متوقف فرآیند باشد. زمان توقف {Ft}t≥٠ فیلتر

م کنیم، تعریف زیر به صورت
XTn(ω) = XTn∧t(ω), ∀ω ∈ Ω.

امیدریاض آنگاه باشد (Ω,F , P ) احتمال فضای روی تصادف متغیر ی X اگر .١ . ٣ . ٨ تعریف
به صورت X ١٧ میانگین مقدار یا ١۶

E(X) =

∫
Ω
XdP,

١٣Random variable
١۴Adapted to the filtration
١۵Stopping time
١۶Expectation
١٧Mean value



۵ تصادف فرآیند مفاهیم
به صورت R روی پیوسته تصادف متغیر برای و م شود تعریف
E(X) =

∫ +∞

−∞
xf(x)dx,

است. پیوسته تصادف متغیر ١٨ احتمال ال چ تابع f(x) آن در که م باشد
به صورت پیوسته تصادف متغیر ی k‐ام مرتبه ١٩ گشتاور .١ . ٣ . ٩ تعریف

µk = E(Xk) =

∫ +∞

−∞
xkf(x)dx,

به صورت k‐ام مرتبه مرکزی گشتاور و م شود تعریف
E[(X − µ)k] =

∫ +∞

−∞
(x− µ)kf(x)dx,

م باشد. µ = E(X) آن در که است
م شود، تعریف زیر به صورت X تصادف متغیر ٢٠ واریانس .١ . ٣ . ١٠ تعریف

Var(X) = E[(X − µ)٢] = E(X٢)−E٢(X),

است. σ =
√

Var(X) صورت به ٢١ معیار انحراف و µ = E(X) آن در که
آنگاه، باشند تصادف متغیر دو Y و X اگر [١] .١ . ٣ . ١ لم

E(aX + bY ) = aE(X) + bE(Y ),

.E(X) = E(Y ) آنگاه، X = Y اگر هم چنین ثابت اند. b و a آن در که
مشترک احتمال فضای روی مستقل تصادف متغیرهای X١, . . . , Xn اگر [١] .١ . ٣ . ٢ لم

آنگاه، باشند (Ω,F , P )

E

 n∏
j=١

Xj

 =

n∏
j=١

E|Xj |,

Var

 n∑
j=١

Xj

 =

n∑
j=١

Var|Xj |.

این در شده اند داده Y = (Y١, . . . , Ym)T و X = (X١, . . . , Xm)T تصادف بردار دو .١ . ٣ . ٣ لم
صورت

١٨Probability density function
١٩Moment
٢٠Variance
٢١Standard deviation



تصادف حسابان ۶
،E∥X+Y∥p ≤ ٢p−١(E∥X∥p + E∥Y∥p) ،p ≥ ١ هر ازای به .١

،(E∥X+Y∥p)
١
p ≤ (E∥X∥p)

١
p +(E∥Y∥p)

١
p ،p ≥ ١ هر ازای به ( مینکوفس (نامساوی .٢

آنگاه، ١
p + ١

q = ١ به طوری که باشند حقیق عدد دو q و p اگر هولدر) (نامساوی .٣
E∥X.Y∥ ≤ (E∥X∥p)

١
p (E∥Y∥p)

١
q .

تابع دارای هرگاه است ( ٢٣ (گاوس ٢٢ نرمال توزیع دارای X تصادف متغیر .١ . ٣ . ١١ تعریف
باشد، زیر ال چ

f(x) =
١

σ
√٢π exp(

−(x− µ)٢
٢σ٢ ),

X توزیع آنگاه σ٢ = ١ و µ = ٠ اگر هستند. نرمال توزیع واریانس σ٢ و میانگین µ آن در که
نمایش X ∼ N(٠, ١) نماد با اختصار به و م شود شناخته استاندارد گاوس توزیع به عنوان

م شود. داده
فضای روی X١, . . . , Xn تصادف متغیرهای احتمال ٢۴ توأم توزیع تابع .١ . ٣ . ١٢ تعریف
م شود، تعریف زیر به صورت که است FX١,...,Xn :Rn → [٠, ١] تابع ،(Ω,F , P ) مشترک احتمال

FX١,...,Xn(x١, . . . , xn) = P ({ω ∈ Ω:X١(ω) ≤ x١, . . . , Xn(ω) ≤ xn}).

نامیده مستقل X١, . . . , Xn تصادف متغیرهای آنگاه ،F (x١, . . . , xn) = F (x١) . . . F (xn) اگر
م شوند.

زیر به صورت X١, . . . , Xn تصادف متغیرهای احتمال ٢۵ توأم ال چ تابع .١ . ٣ . ١٣ تعریف
است،

f(x١, . . . , xn) =
∂nF (x١, . . . , xn)
∂x١, . . . , ∂xn

.

آنگاه، باشند مستقل X١, . . . , Xn اگر
f(x١, . . . , xn) = f(x١) . . . f(xn).

به صورت X٢ و X١ تصادف متغیرهای ٢۶ کوواریانس .١۴ . ١ . ٣ تعریف
Cov(X١, X٢) = E[(X١ − µ١)(X٢ − µ٢)] = E(X١X٢)− E(X١)E(X٢),

م باشد. µ٢ = E(X٢) و µ١ = E(X١) که م شود تعریف
٢٢Normal-distribution
٢٣Gaussian
٢۴Joint distribution
٢۵Joint density
٢۶Covariance



٧ تصادف فرآیند مفاهیم
هرگاه، م باشند ٢٧ هم توزیع {Xn}n≥١ تصادف متغیرهای دنباله ی .١۵ . ١ . ٣ تعریف

FX١(x) = · · · = FXn(x) = · · · = FX(x), x ∈ R.

به طور فرآیند م باشد، E(|X(t)|٢) <∞ ،t ∈ T برای که X(t) تصادف فرآیند .١۶ . ١ . ٣ تعریف
باشد، پایا زمان تغییرات تحت آن توزیع هرگاه م شود نامیده ٢٨ مانا اکید
FX١,...,Xn(t١ + h, . . . , tn + h) = FX١,...Xn(t١, . . . , tn).

و اول گشتاور به نسبت اگر م شود گفته مانا ضعیف ،X(t) تصادف فرآیند .١ . ٣ . ١٧ تعریف
و E(X(t)) = C داریم، t ∈ T برای که دارد وجود C ثابت حالت این در باشد. مانا دومش

داریم، t١ ̸= t٢ و t١, t٢ ∈ T هر برای که دارد وجود ،c:R → R تابع همچنین
Var(X(t)) = c(٠), Cov(t١, t٢) = c(t٢ − t١).

(Ω,F , P ) احتمال فضای روی تصادف فرآیند دو Y (t) و X(t) کنید فرض .١ . ٣ . ١٨ تعریف
م شود نامیده Y (t) تصادف فرآیند از اصلاح ی یا نسخه ی X(t) تصادف فرآیند باشند.

باشیم، داشته t ∈ T هر ازای به هرگاه
P{ω ∈ Ω:X(t, ω) = Y (t, ω)} = ١.

خاصیت سه در اگر م نامیم ٢٩ نرم را X برداری فضای در ∥·∥ حقیق تابع .١ . ٣ . ١٩ تعریف
نماید، صدق زیر

،x = ٠ اگر تنها و اگر ∥x∥ = ٠ و ∥x∥ ≥ ٠ ،x ∈ X هر ازای به .١
،∥αx∥ = |α|∥x∥ ،α ∈ R و x ∈ X هر ازای به .٢

.∥x+ y∥ ≤ ∥x∥∥y∥ ، x, y ∈ X هر ازای به .٣
R×Rn روی حقیق توابع همه خانواده از است عبارت Cn,m(R×Rn) فضای .١ . ٣ . ٢٠ تعریف

مشتق پذیرند. x به نسبت بار m و t به نسبت بار n به  طوری که

،x = (x١, . . . , xn) ∈ Rn هر ازای به ∥x∥ =

[
n∑

i=١
x٢
i

] ١٢ نرم با Rn برداری فضای .١ . ٣ . ٢١ تعریف
م نامیم. ٣١ اقلیدس نرم را آن که است ٣٠ باناخ فضای ی

٢٧Identically distributed
٢٨Stationary
٢٩Norm
٣٠Banach space
٣١ Euclidean norm



تصادف حسابان ٨
کراندار توابع همه برداری فضای B(X) و بوده ناته فضای ی X کنید فرض .١ . ٣ . ٢٢ تعریف
نرم ∥f∥∞ = sup{|f(x)|;x ∈ X} ،f ∈ B(X) هر ازای به صورت این در باشد. X روی

است. X روی f ٣٢ سوپریمم
|f |p که f اندازه پذیر توابع تمام گردایه صورت این در ،٠ < p <∞ کنید فرض .١ . ٣ . ٢٣ تعریف

م باشد). اندازه  µ)م شود داده نمایش Lp(µ) با است انتگرال پذیر

تصادف فرآیندهای رایی هم ۴ . ١
چند باشد. (Ω,F , P ) احتمال فضای روی تصادف متغیرهای از دنباله ای {Xn}n≥١ کنید فرض

م کنیم. بیان زیر در که کرد تعریف م توان دنباله این برای رایی هم نوع
اگر راست هم X به Lp در Xn گوییم p ≥ ١ برای .(Lp در رایی (هم ١ . ۴ . ١ تعریف

lim
n→∞

E[|Xn −X|p] = ٠.
اگر راست هم X به جا همه تقریبا Xn گوییم .((a.e) جا همه تقریبا رایی (هم ٢ . ۴ . ١ تعریف

P [{ω ∈ Ω| lim
n→∞

Xn(ω) = X(ω)}] = ١.
هر برای اگر راست هم احتمال در X به Xn گوییم .(٣٣ احتمال در رایی (هم ٣ . ۴ . ١ تعریف

،ϵ > ٠
lim
n→∞

P [{ω ∈ Ω: |Xn(ω)−X(ω)| ≥ ϵ}] = ٠.
را هم ضعیف به طور نرم دار فضای ی در {xn} دنباله ضعیف٣۴). رایی (هم ۴ . ۴ . ١ تعریف
برقرار lim

n→∞
f(xn) = f(x) ،f پیوسته ی خط تابع هر ازای به هرگاه است x مانند عضوی به

باشد.
را هم قوی به طور نرم دار فضای ی در {xn} ⊂ X دنباله ی قوی٣۵). رایی (هم ۵ . ۴ . ١ تعریف

.∥xn − x∥ → ٠ ،n→ ∞ برای اگر است x ∈ X به
احتمال فضای روی تصادف متغیرهای از دنباله ای {Xn(ω)}n≥١ کنید فرض .۶ . ۴ . ١ تعریف
Xn(ω) صورت این در ،E(X٢

n) < ∞ ،n هر ازای به و E(X٢) < ∞ که باشد (Ω,F , P ) سان ی
اگر راست هم X(ω) به ٣۶ مربعات میانگین در

lim
n→∞

E(|Xn(ω)−X(ω)|٢) = ٠.
٣٢Supremum norm
٣٣Convergence in probability
٣۴Weak convergence
٣۵Strong convergence
٣۶Mean Square



٩ تابع فضای
احتمال در رایی هم مربعات، میانگین در رایی هم و جا همه تقریبا رایی هم .١ . ۴ . ١ ملاحظه
مربعات میانگین در رایی هم به نم توان احتمال در رایی هم از ول م دهند نتیجه را
و مربعات میانگین در رایی هم بین رابطه ای همچنین رسید. جا همه تقریبا رایی هم و

است. احتمال در رایی هم با معادل Lp در رایی هم ندارد. وجود جا همه تقریبا رایی هم

تابع فضای ۵ . ١
، تابع آنالیز از مفاهیم بیان به است لازم دقیق جواب به نسبت تقریبی جواب تحلیل برای

بپردازیم. فضاها برخ همانند
(·) = X ×X → R و حقیق برداری فضای X کنید فرض هیلبرت٣٧). (فضای ١ . ۵ . ١ تعریف
زیر به صورت فضا این روی نرم شده، معرف داخل ضرب با باشد. فضا این روی داخل ضرب

م شود، تعریف
∥u∥ = (u, u)

١٢ , u ∈ X,

داخل ضرب این تحت که است داخل ضرب ی به مجهز برداری فضای هیلبرت، فضای
م  شود. ∫تعریف

Ω f(x)dx با که باشد تابع f : Ω ⊆ Rn → R کنید فرض .(Lp(Ω) (فضای ٢ . ۵ . ١ تعریف
م کنیم، تعریف ١ ≤ p <∞ برای باشد. اندازه پذیر

∥f∥Lp(Ω) =

(∫
Ω
|f(x)|pdx

) ١
p

,

،p = ∞ برای و
∥f∥L∞(Ω) = ess sup{|f(x)|:x ∈ Ω},

به صورت Lp(Ω) فضای صورت این در
Lp(Ω) = {f : ∥f∥Lp(Ω) <∞},

م شود. تعریف
و بوده حقیق اعداد از کراندار بازه ای (a, b) کنید فرض سوبولف٣٨). (فضای ٣ . ۵ . ١ تعریف
v ∈ L٢(a, b) توابع تمام برداری فضای ،Hm(a, b) سوبولف فضای باشد. صحیح عددی m ≥ ٠
فضا همین به متعلق و بوده موجود m مرتبه ی از v مشتقات به طوری که م شود شامل را

داریم، ر دی به عبارت م باشد.
Hm(a, b) =

{
v ∈ L٢(a, b):∀٠ ≤ k ≤ m,

dkv

dxk
∈ L٢(a, b)

}
.

٣٧Hilbert space
٣٨Sobolev space



تصادف حسابان ١٠
از مجموعه ای P q(a, b) کنید فرض چندجمله ای ها). از برداری (فضای ۴ . ۵ . ١ تعریف

p(x) ضریب ci ∈ R که باشد (a, b) روی p(x) = q∑
i=٠ cix

i ،q درجه از حداکثر چندجمله ای های
پایه م باشد. P q(a, b) فضای برای پایه ای {١, x, x٢, . . . , xq} جمله ای های تک مجموعه است.
(a, b) در ξ٠ < ξ١ < · · · < ξq متمایز نقطه q + ١ با {λi}qi=٠ لاگرانژ پایه ،P q(a, b) برای ری دی

م شود، تعریف زیر به صورت که است

λi(ξj) =


١, i = j,

٠, i ̸= j.

است، زیر به صورت λi پایه تابع از صریح بیان
λi(x) =

(x− ξ٠)(x− ξ١) . . . (x− ξi−١)(x− ξi+١) . . . (x− ξq)

(ξi − ξ٠)(ξi − ξ١) . . . (ξi − ξi−١)(ξi − ξi−١) . . . (ξi − ξq)

=
∏
i ̸=j

x− ξj
ξi − ξj

.

باشد داشته p(xi) = pi ل ش به مقادیری ξi،i = ٠, ١, . . . , q گره ای نقاط در p ∈ P q(a, b) اگر
نوشت، زیر به صورت لاگرانژ پایه ای عناصر از ترکیب خط به صورت را p م توانیم آنگاه

p(x) = p٠λ٠(x) + p١λ١(x) + · · ·+ pqλq(x).

مرتبه افزایش از جلوگیری برای تکه ای). چندجمله ای های برداری (فضای ۵ . ۵ . ١ تعریف
استفاده بازه از افرازی روی تکه ای چندجمله ای های تقریب از م توانیم بازه ها در چندجمله ای ها

کنیم.
زیربازه به (a, b) از افرازی a = x٠ < x١ < · · · < xm+١ = b و I = (a, b) کنید فرض
x ∈ Ii برای و م دهیم نشان h(x) با را مش تابع باشد. hi = xi − xi−١ طول با Ii = (xi−١, xi)
را مش یا و زیربازه ها از مجموعه ای τh = {Ii} کم به و م کنیم تعریف h(x) = hi به صورت

م دهیم. نشان
ابتدا م گیریم. درنظر τh مش روی q درجه تکه ای توابع از برداری فضای دو بخش این در
م کنیم، تعریف زیر به صورت را (a, b) روی q درجه از ناپیوسته تکه ای چندجمله ای های فضای

W
(q)
h = {v: v|Ii ∈ P q(Ii), i = ١, . . . ,m+ ١},

را پیوسته تکه ای چندجمله ای های مجموعه ی سپس است. Ii بازه روی v تحدید v|Ii که
م کنیم، تعریف زیر به صورت

V
(q)
h = {v ∈W

(q)
h است: رویIپیوسته v}.

i = ١, . . . ,m+ ١ به طوری که ،xi−١ ≤ x ≤ xi نقاط برای که است صورت این به W (q)
h از پایه ای

در و م گیریم درنظر هستند، معادل P q(Ii) پایه تابع با که را توابع از مجموعه ای م باشد،



١١ تابع فضای
موضع پایه توابع ،W (١)

h از پایه ی ساختن برای مثال به عنوان م گذاریم. صفر نقاط سایر
م کنیم، انتخاب زیر به صورت را P ١(Ii) برای

λi,٠(x) = x− xi
xi−١ − xi

, λi,١(x) =
x− xi−١
xi − xi−١

,

م کنیم، تعریف زیر به صورت j = ٠, ١ و i = ١, . . . ,m+ ١ برای W (١)
h از پایه ای تابع حال

φi,j(x) =


٠, x /∈ [xi−١, xi],
λi,j(x), x ∈ [xi−١, xi].

تابع زیرا است دشوار کم پیوسته تکه ای چندجمله ای های از V (q)
h فضای برای پایه ی ساختن

پیوسته (a, b) روی حاصل پایه ای توابع تا شود مرتب باید زیربازه هر در لاگرانژ موضع پایه ای
تعریف م آوریم. بدست V (١)

h برای {φi} گره ای پایه تابع یا هت تابع q = ١ حالت در شوند.
است، زیر به صورت صوری

φi(x) =


٠, x /∈ [xi−١, xi+١],
x−xi−١
xi−xi−١ , x ∈ [xi−١, xi],
x−xi+١
xi−xi+١ , x ∈ [xi, xi+١],

و م باشد V (١)
h عضو φi(x) هستند. نیم هت xm+١ و x٠ مرزی گره های به مربوط توابع

φi(xj) =


١, i = j,

٠, i ̸= j.

هستند. صفر بازه این خارج در ول شده اند تعریف (a, b) بازه در هت توابع که کنید توجه
گره ای پایه ی یل تش و هستند V

(١)
h برای پایه ی {φi}m+١

i=٠ ٣٩ هت توابع از مجموعه ای
به صورت م توان را v ∈ V

(١)
h هر یعن هستند v گره ای مقادیر v ∈ V

(١)
h ضرایب زیرا م دهند

نوشت، زیر
v(x) =

m+١∑
i=٠

v(xi)φi(x).

تابع به نسبت [−١, ١] بازه روی که چندجمله ای هایی لژاندر۴٠). (چندجمله ای ۶ . ۵ . ١ تعریف
رابطه در چندجمله ای ها این م نامند. لژاندر چندجمله ای را هستند متعامد w(x) = ١ وزن

م کنند، صدق زیر بازگشت
Pk+١(x) =

٢k + ١
k + ١ xPk(x)−

k

k + ١Pk−١(x), k ≥ ١,
به طوری که

P٠(x) = ١, P١ = x.

٣٩Hat
۴٠Legendre polynomials



تصادف حسابان ١٢
یرید، ب درنظر را زیر اولیه مقدار مسأله .( ۴١ ارد پی (دنباله ٧ . ۵ . ١ تعریف

y′ = f(x, y); y(x٠) = y٠.

که باشند R = {(x, y): a < x < b, c < y < d} در پیوسته توابع ∂f
∂g (x, y) و f(x, y) کنید فرض

که I = [x٠ − h, x٠ + h] بازه در فوق اولیه مقدار مسأله بنابراین است. (x٠, y٠) نقطه شامل
با که ارد پی دنباله علاوه براین دارد. تا ی جواب است، h > ٠

yn+١(x) = y٠ +
∫ x

x٠
f(t, yn(t))dt,

جواب به نواخت ی به طور I در که م کند تولید {yn(t)} توابع از دنباله ی م شود تعریف
است. را هم

سفید نویز فرآیند و وینر فرآیند ۶ . ١
کامل به طور را براون حرکت وی ال ، ائ آمری ریاض دان وینر نوربرت میلادی ١٩١٨ سال در
فرآیند امروزه که را ۴٢ براون حرکت مطلوب فرآیند میلادی ١٩٢٣ سال در وی کرد. بررس

ساخت. ریاض فرم به را م شود گفته نیز وینر
که گرفت درنظر Xt = {W (t), t ≥ ٠} از خانواده ای م توان را مقدار حقیق تصادف متغیر
گفت م توان ریاض زبان به است. شده تعریف (Ω,F , P ) احتمال فضای روی بر و Xt: Ω → R

با که است مقدار حقیق تصادف متغیرهای از خانواده ای {W (t)|t ∈ R+} براون حرکت که
م شود. اندیس گذاری نامنف حقیق اعداد مجموعه

وینر فرآیند ١ . ۶ . ١
استاندارد براون حرکت یا وینر۴٣ فرآیند را {W (t): t ≥ ٠} تصادف فرآیند .١ . ۶ . ١ تعریف

هرگاه، نامند
P (W (٠) = ٠) = ١ .١

مستقل W (t١)−W (t٠), . . . ,W (tn)−W (tn−١) نموهای ،٠ < t٠ < t١ < · · · < tn برای .٢
باشند. سان ی توزیع با و

و صفر میانگین با گاوس توزیع دارای W (t + h) −W (t) ،h > ٠ و t > ٠ هر ازای به .٣
باشند. h واریانس

۴١Picard iterations
۴٢Brownian motion
۴٣Wiener process



١٣ سفید نویز فرآیند و وینر فرآیند
زیر ویژگ های دارای ٠ ≤ s ≤ t ≤ T هر ازای به استاندارد وینر فرآیند خلاصه به طور

م باشد،
P (W (٠) = ٠) = ١, E(W (t)) = ٠, Var(W (t)−W (s)) = t− s.

روی Wt, t ≥ ٠ براون حرکت که باشد احتمال فضای ی (Ω,F , P ) کنید فرض .٢ . ۶ . ١ تعریف
Ft, t ≥ ٠ σ‐میدان های از مجموعه ای ی ، براون حرکت برای فیلتری است. شده تعریف آن

کند، صدق زیر شرایط در که است
زمان هر در ر به عبارت دی هست. نیز Ft در Fs عضو مجموعه هر ،٠ ≤ s < t برای .١

است. قبل زمان های در موجود اطلاعات شامل قطعا داریم اختیار در که اطلاعات
اطلاعات ر دی به عبارت  است. Ft‐اندازه پذیر ،tزمان Wtدر براون حرکت t ≥ ٠ هر برای .٢

است. کاف زمان آن در Wt براون حرکت محاسبه برای t زمان در دسترس قابل
حرکت از نمو هر ر دی عبارت به است. مستقل Ft از W (u)−W (t) نمو ،٠ ≤ t < u برای .٣

است. t زمان در موجود اطلاعات از مستقل t زمان از بعد براون
فرآیند ی Rm در t ≥ ٠ برای W (t) = (W١(t), . . . ,Wm(t))T تصادف فرآیند .٣ . ۶ . ١ تعریف
Wj(t) مولفه های ،j = ١, . . . ,m هر ازای به هرگاه م شود، نامیده m‐بعدی استاندارد وینر

باشند. هم از مستقل وینر فرآیندهای
مثبت ثابت های ،T ≥ ٠ هر ازای به اگر [١] کلموگرف۴۴). پیوستگ (قضیه ١ . ۶ . ١ قضیه

شرط، در X(t) تصادف فرآیند به طوری که باشند داشته وجود α, β,D
E(|X(t)−X(s)|α) ≤ D|t− s|β+١,

خواهد پیوسته نسخه ی دارای X(t) تصادف فرآیند آنگاه کند، صدق t, s ∈ [٠, T ] هر ازای به
بود.

است E(|W (t)−W (s)|۴) = ٣(t− s)٢ ،t, s ∈ T هر ازای به ،W (t) وینر فرآیند برای چون
صدق α = ۴, β = ١, D = ٣ انتخاب با فوق کولموگرف شرط در W (t) وینر فرآیند بنابراین

بود. خواهد پیوسته نسخه ی دارای W (t) وینر فرآیند درنتیجه و م کند

وینر فرآیند اساس خواص ٢ . ۶ . ١
.[١] است پیوسته نمونه ای مسیرهای دارای وینر فرآیند .١

۴۴Kolmogorov’s continuity theorem



تصادف حسابان ١۴
نشان است کاف است پیوسته W = {W (t): t ≥ ٠} دهیم نشان اینکه برای برهان.

دهیم،
lim
h→٠[W (t+ h)−W (t)] = ٠.

،h → ٠ که زمان لذا است h واریانس و صفر میانگین دارای W (t + h) −W (t) چون
است. پیوسته ی احتمال با W (t) لذا بوده، صفر واریانس و میانگین دارای

ندارد. مشتق مسیر از نقطه ای هیچ در تقریباً وینر فرآیند .٢

کسر حاصل دهیم نشان باید نم باشد، مشتق پذیر W (t) دهیم نشان اینکه برای برهان.
و صفر میانگین دارای کسر این نم باشد. موجود h → ٠ وقت ١

h

(
W (t + h) −W (t)

)
بنابراین کند م میل بی نهایت به نسبت این واریانس h→ ٠ وقت پس است ١

h واریانس
نم باشد. را هم نسبت این

تابع به م توان نمونه به عنوان دارند. وجود توابع چنین که داد نشان ۴۵ وایراشتراس
در که کرد اشاره b ∈ (٠, ١) و ab > ١ + ٣π٢ فرد، a آن در که g(x) =

∞∑
n=١

bn cos(anπx)

نم باشد. مشتق پذیر نقطه ای هیچ
متناه بازه هر روی نامتناه تغییرات دارای وینر فرآیند ی از نمونه ای مسیر هر تقریباً .٣

است.

باید آن مشتق آنگاه باشد، متناه تغییرات دارای I روی وینر فرآیند مسیر اگر برهان.
است. تناقض این که باشد داشته وجود I روی جا همه تقریباً

وینر فرآیند و است پذیر مشتق همه جا تقریبا کراندار تغییرات با تابع هر آنجایی که از
کراندار تغییرات با وینر فرآیند مسیر لذا ندارد مشتق مسیر از نقطه ای هیچ در تقریباً

نیست. متناه طول دارای وینر فرآیند مسیر هر تقریباً در نتیجه و نم باشد
است. براون حرکت ی نیز براون حرکت قرینه .۴

دارای W (t+h)−W (t) و نموها (استقلال وینر فرآیند خواص به توجه با و s < t فرض با .۵
داریم، ( h واریانس و صفر میانگین

E
[
W (t)W (s)

]
= E

[
(W (t)−W (s) +W (s))W (s)

]
= E[W (t)−W (s)]E[W (s)] + E[W (s)٢] = ٠ + s = s.

۴۵Weierstrass



١۵ سفید نویز فرآیند و وینر فرآیند
، کل حالت در پس

E[W (t)W (s)] = min(s, t) =
١
٢(|t| − |t− s|+ |s|) = s ∧ t.

آنگاه، باشد n‐بعدی براون حرکت ی W = {W (t): t ≥ ٠} اگر
E[Wk(t)Wl(s)] = (s ∧ t)δkl, k, l = ١,٢, . . . , n,

E[(Wk(t)−Wk(s))(Wl(t)−Wl(s))] = (s−t)δkl, k, l = ١,٢, . . . , n, ٠ ≤ s ≤ t,

نم باشد. نوا ی بازه ای هیچ در براون مسیر .۶

سفید نویز فرآیند ٣ . ۶ . ١
مورد نال های سی روی بر که غیرعمدی تغییر و نوسان هر به نویز). (مفهوم ۴ . ۶ . ١ تعریف

م شود. گفته ۴۶ نویز م شود، ظاهر اندازه گیری
گوییم. نویز را شود جم ما اطلاعات نال سی با که ناخواسته ای نال سی هر ساده، بیان به

از، است عبارت کل نال سی بنابراین
X(t) = N(t) +Xs(t),

است. اطلاعات نال سی Xs(t) و نویز N(t) آن در که
ارتباط شدن مختل باعث که تری ال نال سی هر به رادیویی ارتباط در مثال به عنوان

م شنویم. گوش ها در که نویزی مانند م شود. گفته نویز م شود،
ال چ و صفر میانگین با {ξ(t):−∞ < t < +∞} ضعیف مانای گاوس فرآیند .۵ . ۶ . ١ تعریف

آن طیف ال چ که م شود نامیده ۴٧ گاوس سفید نویز فرآیند ی ،s(v) ناصفر ثابت طیف
م شود، تعریف زیر به صورت v ∈ R هر ازای به

s(v) =

∫ +∞

−∞
C(t) exp(−٢πvt)dt =

∫ +∞

−∞
C(t) cos(٢πvt)dt = s٠,

است. ناصفر ثابت s٠ آن در که
و دارند حضور سان ی شدت با فرکانس ها همه که است طیف دارای فرآیندی چنین لذا
شرط در آن کواریانس تابع فرآیندی، چنین این است. سفید نویز نام انتخاب برای دلیل این
به صورت که است دیراک دلتای تابع δ(t) آن در که م کند صدق t هر ازای به ،C(t) = s٠δ(t)

م شود، تعریف زیر
δ(t) = lim

h→٠


١
h

−h٢ ≤ t ≤ h٢ ,
٠ صورت این غیر ,در

۴۶Noise
۴٧Gaussian white noise process



تصادف حسابان ١۶
نمادین، به طور یا

δ(t) =


∞ t = ٠,
٠ t ̸= ٠,

داریم: خاص حالت در
C(٠) = E(ξ٢(s)) =

∫ +∞

−∞
s(v)dv = ∞.

دلخواه کوچ مقادیر برای ،ξ(t+ s) و ξ(s) مقادر نتیجه در C(t) = ٠, t ̸= ٠ هر ازای به چون
در بود. نخواهد متداول مفهوم در تصادف فرآیند ی سفید اغتشاش لذا و ناهمبسته اند t
توابع مفهوم در فقط اما وینر فرآیند مشتق به عنوان م توان را سفید اغتشاش فرآیند حقیقت
وینر فرآیند از نمونه ای مسیرهای (چون گرفت نظر در دیراک دلتای تابع نظیر یافته ای تعمیم

نیستند).  مشتق پذیر



٢ فصل
تصادف دیفرانسیل معادلات

مقدمه ٢ . ١
گسسته سازی روش کم به و م کنیم معرف را تصادف دیفرانسیل معادله ابتدا بخش این در
انتگرال حاصل ، تصادف زنجیره ای فرمول کم به همچنین و زمان بازه ی روی افراز توسط

م پردازیم. تصادف دیفرانسیل معادله جواب بررس به سپس و م آوریم بدست را تصادف

تصادف دیفرانسیل معادلات ٢ . ٢
یرید، ب درنظر را زیر معمول دیفرانسیل معادله ی

dXt

dt
= b(t,X), X(t٠) = X٠ (٢ . ١)

خواهیم را زیر تصادف دیفرانسیل معادله ،(٢ . ١) معادله به نویز یا تصادف عبارت کردن اضافه با
داشت،

dXt

dt
= b(t,X) + σ(t,X)”noise”, X٠ = x (٢ . ٢)

نویز جمله ی برای معقول ریاض تعبیر بررس به اکنون هستند. دلخواه توابع σ و b آن در که
دنبال به که است معقول م گیریم. درنظر را بعدی ی نویز منظور این برای م پردازیم.

١٧



تصادف دیفرانسیل معادلات ١٨
باشیم، داشته طوری که دهد، نشان را نویز جمله که ردیم ب Wt تصادف فرآیند

dXt

dt
= b(t,X) + σ(t,X)Wt, X٠ = x. (٢ . ٣)

کند، صدق زیر ویژگ های در تقریبی به طور دست کم باید Wt که م دهد نشان شواهد
باشند، مستقل Wt٢ و Wt١ ،t١ ̸= t٢ برای .١

باشد، نداشته بستگ t به Wt١+t, . . . ,Wtk+t تصادف متغیرهای توام توزیع .٢
.E[Wt] = ٠ ،t هر برای .٣

نم تواند Wt چنین ندارد. وجود کند صدق ٢ و ١ شرایط در که معقول تصادف فرآیند هیچ اما
تصادف فرآیند به صورت را Wt م توان مطلب این عل رغم باشد. داشته پیوسته مسیرهای

مش بندی و سازی گسسته به کار این جای به اما داد. نشان سفید نویز نام به یافته ای تعمیم
م پردازیم. (٢ . ٣) معادله

گسسته صورت باشد. [٠, T ] از افرازی ٠ = t٠ < t١ < · · · < tm = T و t ∈ [٠, T ] کنید فرض
از، است عبارت افراز این برحسب (٢ . ٣) معادله

Xk+١ −Xk = b(tk, Xk)∆tk + σ(tk, Xk)Wk∆tk,

آن در که
Xk = Xtk , Wk =Wtk , ∆tk = tk+١ − tk

م باشد. کوچ بسیار ∆tk و
.Wk∆tk = ∆Vk = Vk+١ − Vk گفت م توان ،{Vt}t≥٠ مناسب تصادف فرآیند ی ازای به
فرآیندی تنها دارند. صفر میانگین و مانا مستقل نموهای Vtها که آنند از حاک ٣ تا ١ فرض های

داریم، لذا است. Bt براون حرکت است، پیوسته مسیرهای دارای که ویژگ ها این با

Xk = X٠ +
k−١∑
j=٠

b(tj , Xj)∆tj +

k−١∑
j=٠

σ(tj , Xj)∆Bj . (۴ . ٢)

داریم، انتگرال گیری با آنگاه باشد موجود ،∆tj → ٠ وقت (۴ . ٢) راست سمت حد اگر
Xt = X٠ +

∫ t

٠ b(s,Xs)ds+

∫ t

٠ σ(s,Xs)dBs, (۵ . ٢)
معادله م باشد. ایتو تصادف انتگرال دوم، انتگرال و معمول انتگرال اول، انتگرال آن در که

نوشت، زیر تصادف دیفرانسیل معادله فرم به م توان را (۵ . ٢)
dX(t) = b(t,Xt)dt+ σ(t,Xt)dBt, X(٠) = x.

م پردازیم، زیر به صورت انتگرال هایی تعریف به معادلات نوع این حل ∫برای t

٠ f(s, ω)dBs(ω),



١٩ تصادف دیفرانسیل معادلات
و م شود آغاز t = ٠ لحظه  در که است ١‐بعدی براون حرکت ی Bt(ω) آن در که

f : [٠,∞]× Ω → R.

ایتو انتگرال ٢ . ٢ . ١
کنیم، تعریف را زیر ایتو انتگرال م خواهیم باشد. شده داده f(t, ω) و ٠ ≤ S < T کنید ∫فرض T

S
f(t, ω)dBt(ω). (۶ . ٢)

کل تر توابع آنگاه و کنیم تعریف ساده توابع از رده ای برای را انتگرال این ابتدا که است طبیع
باشد، زیر به صورت f کنید فرض بنابراین کنیم. بررس ساده توابع با آن ها تقریب طریق از را

φ(t, ω) =
∑
j≥٠

ej(ω)χ[j·٢−n,(j+١)·٢−n)(t), (٢ . ٧)

م کنیم، تعریف توابع چنین برای است. طبیع عدد ی n و مشخصه تابع χ آن در ∫که T

S
φ(t, ω)dBt =

∑
j≥٠

ej(ω)[Btj+١ −Btj ](ω), (٢ . ٨)

که

tk = t
(n)
k =


k · ٢−n, S ≤ k · ٢−n ≤ T,

S, k · ٢−n < S,

T, k · ٢−n > T,

در که برم خوریم لات مش به ej(ω) توابع روی بیشتری پیش فرض هیچ بدون حال این با
است. آمده زیر مثال

م گیریم، درنظر را زیر توابع .٢ . ٢ . ١ مثال
φ١(t, ω) =

∑
j≥٠

Bj·٢−n(ω) · χ[j·٢−n,(j+١)·٢−n)(t),

φ٢(t, ω) =
∑
j≥٠

B(j+١)·٢−n(ω) · χ[j·٢−n,(j+١)·٢−n)(t),

لذا دارد مستقل نمو {Bt} چون
E

[∫ T

٠ φ١(t, ω)dBt(ω)

]
=
∑
j≥٠

E[Btj (Btj+١ −Btj )] = ٠,
و

E

[∫ T

٠ φ٢(t, ω)dBt(ω)

]
=
∑
j≥٠

E[Btj+١ · (Btj+١ −Btj )]

=
∑
j≥٠

E[(Btj+١ −Btj )
٢] = T.



تصادف دیفرانسیل معادلات ٢٠
f(t, ω) = Bt(ω) برای مناسبی تقریب های دو هر φ٢(t, ω) و φ١(t, ω) اینکه وجود با بنابراین
را n اندازه نیست(هر نزدی هم به آنها انتگرال ،(٢ . ٨) ایتو انتگرال تعریف طبق اما هستند،

خیل Bt مسیر تغییرات که است این دلیلش کند). نم تغییر فاصله این کنیم انتخاب بزرگ
آن برای اشتیلیس ریمان انتگرال ی نم توان لذا و نیست کراندار تغییر با یعن است زیاد
جا همه تقریباً براون حرکت از t → Bt مسیرهای که داد نشان م توان واق در کرد. تعریف

است. نامحدود Bt مسیر کل تغییرات به ویژه نیست. مشتق پذیر
تابع با را f(t, ω) مفروض تابع که است طبیع کل به طور

n∑
j=٠

f(t∗j , ω) · χ[tj ,tj+١)(t),

انتگرال آن دنبال به و است t∗j ∈ [tj , tj+١] آن در که بزنیم ∫تقریب T

s
f(tj , ω)dBt(ω),

مجموع حد را
n∑

j=٠
f(t∗j , ω)[Btj+١ −Btj ](ω),

برخلاف است، شده داده نشان بالا مثال در که همان طور اما کنیم. تعریف n → ∞ وقت
م گردد. منته انتگرال برای مختلف مقادیر به متفاوت t∗jهای انتخاب اشتیلیس، ریمان انتگرال

هستند: مفیدترین زیر انتخاب دو
آن پس این از ما و م شود ایتو انتگرال به منجر که بازه چپ انتهایی نقطه یعن t∗j = tj .١

با ∫را T

s
f(t, ω)dBt(ω),

م دهیم. نشان
با را آن و م گردد استراتنویچ انتگرال به منجر که بازه میان نقطه یعن t∗j = (tj+tj+١)٢ .٢∫ T

s
f(t, ω) ◦ dBt(ω),

م دهیم. نشان
همچنین کرد. محدود (۶ . ٢) در f(t, ω) توابع از خاص کلاس به را خود باید صورت هر در
ایتو، انتگرال از معقول تعریف آوردن بدست برای باشد، داشته را (٢ . ٧) خاص فرم f(t, ω) اگر

م گیریم. درنظر را t∗j = tj گزینه
tj زمان تا Bs(ω) رفتار به تنها ω → f(tj , ω) تابع هر که باشد خصوصیات دارای f اگر

. بود خواهد موفقیت آمیز شد ذکر بالا در که تقریبی روش صورت این در باشد وابسته
منظور این به کنیم. تعریف را ایتو انتگرال توابع، از خاص خانواده برای م خواهیم حال

م کنیم. تعریف را زیر مفاهیم ابتدا



٢١ تصادف دیفرانسیل معادلات
σ‐میدان های برای را Ft = F (n)

t لذا باشد n‐بعدی براون حرکت Bt(ω) فرض .٢ . ٢ . ١ تعریف
Ft ر دی به عبارت م کنیم. تعریف است، s ≤ t که Bs(·) تصادف متغیر با شده تولید

به صورت مجموعه های همه شامل که است σ‐میدان ترین کوچ
{ω:Bt١(ω) ∈ F١, . . . , Btk(ω) ∈ Fk},

همه که م کنیم (فرض است بورل مجموعه Fj ⊂ Rn; j ≤ k = ١,٢, . . . و tj ≤ t که است
هستند). Ft در صفر اندازه با مجموعه های

است Ft‐اندازه پذیر ،h(ω) تابع گرفت. در نظر t زمان تا Bs گذشته عنوان به را Ft بتوان
g١(Bt١)g٢(Bt٢) . . . gk(Btk) توابع مجموع حد فرم به نقطه به نقطه صورت به را h اگر تنها اگرو
.tj ≤ t داریم j ≤ k = ١,٢, . . . برای و هستند کراندار و پیوسته g١, g٢, . . . , gk توابع که نوشت
Ft‐اندازه پذیر ،h٢(ω) = B٢t(ω) که حال  در است Ft‐اندازه پذیر ،h١(ω) = B t٢ (ω) مثال برای

نیست.
زیرمجموعه های میدان ما سی از صعودی خانواده ای {Ft, t ≥ ٠} کنید فرض .٢ . ٢ . ٢ تعریف

فرآیند باشد. Ω
g(t, ω) = [٠,∞)× Ω → Rn,

اندازه پذیر Ft به نسبت ω → g(t, ω) تابع t ≥ ٠ هر برای اگر گوییم ( Ft‐سازگار(تطبیق را
h(t, ω) = W٢t(ω) که حال در است سازگار Ft به نسبت h(t, ω) = W t٢ (ω) مثال برای باشد.

نم باشد. سازگار Ft به نسبت
در که باشد f(t, ω) = [٠,∞)×Ω → R توابع از خانواده ای V = V (S, T ) فرض .٢ . ٢ . ٣ تعریف

کند، صدق زیر ویژگ های
است، [٠,∞) در میدان ما سی B که باشد B‐اندازه پذیر ×F ،(t, ω) → f(t, ω) تابع .١

باشد، Ft‐سازگار ،f(t, ω) تابع ،t هر ازای به .٢
.E (∫ T

S f(t, ω)٢dt
)
<∞ .٣

م کنیم، تعریف زیر ل ش به را I[f ](ω) ایتو انتگرال ،f ∈ V تابع برای حال
I[f ](ω) =

∫ T

S
f(t, ω)dBt,

است. بعدی ی براون حرکت Bt که
سپس م نماییم. تعریف φ توابع از ساده کلاس ی برای را I[φ] ابتدا I[f ](ω) محاسبه برای
خاصیت از استفاده با و گرفت درنظر φها از تقریبی م توان را f ∈ V تابع هر که م دهیم نشان

نمود. تعریف ∫ φdW کم با را ∫ fdW م توان پس ،φ→ f آنجایی که از حدگیری



تصادف دیفرانسیل معادلات ٢٢
بنویسیم، زیر فرم به را آن بتوانیم اگر م نامیم ساده تابع را φ ∈ V تابع

φ(t, ω) =
∑
j

ej(ω)χ[tj ,tj+١)(t).

تابع، مثلا باشد. Ftj‐اندازه پذیر  باید ej تابع هر ،φ ∈ V آنجایی که از که داریم توجه
φ١(t, ω) =

∑
j≥٠

B j٢n (ω)χ[ j٢n , j+١٢n )
(t),

ول است ساده تابع
φ٢(t, ω) =

∑
j≥٠

B j+١٢n
(ω)χ

[ j٢n , j+١٢n )
(t),

نم باشد. ساده تابع
م نماییم، تعریف زیر به صورت را انتگرال φ(t, ω) ساده توابع ∫برای T

S
φ(t, ω)dBt(ω) =

∑
j≥٠

ej(ω)[Btj+١ −Btj ](ω).

خواهد ایتو انتگرال تعریف در ما بعدی کارهای مبنای لم این م کنیم. ثابت را زیر مهم لم حال
بود.

آنگاه، باشد ساده و کراندار تابع φ(t, ω) اگر [١] ایتو). (ایزومتری ٢ . ٢ . ١ لم
E

[(∫ T

S
φ(t, ω)dBt(ω)

)٢]
= E

[∫ T

S
φ(t, ω)٢dt

]
. (٢ . ٩)

صورت، این در .∆Bj = B(tj+١)−B(tj) کنید فرض برهان.

E(ei(ω)ej(ω)∆Bi∆Bj) =


٠, i ̸= j

E(e٢
j )(tj+١ − tj), i = j

بنابراین: نمودیم. استفاده i < j ازای به ∆Bj و ei(ω)ej(ω)∆Bi استقلال خاصیت از که

E

[(∫ T

S
φdB

)٢]
=
∑
i,j

E[ei(ω)ej(ω)∆Bi∆Bj ]

=
∑
j

E(e٢
j (ω))(tj+١ − tj)

= E

[∫ T

S
φ٢dt

]
.

عمل را زیر گام سه باید f ∈ V دلخواه تابع به (٢ . ٩) ایزومتری فرمول دادن تعمیم برای
کنیم:



٢٣ تصادف دیفرانسیل معادلات
باشد. پیوسته تابع ،ω ∈ Ω هر برای g(·, ω) و باشد کراندار تابع ی g ∈ V کنید فرض .١

به طوری که، است موجود φn ∈ V ساده توابع دنباله آنگاه
E

[∫ T

S
(g − φn)

٢dt
]
→ ٠, n→ ∞.

کنیم، م تعریف زیر به صورت را φn تابع برهان.
φn(t, ω) =

∑
j

g(tj , ω) · χ[tj ,tj+١)(t).

،ω ∈ Ω هر برای و هستند ساده توابع ∫φnها T

S
(g − φn)

٢dt→ ٠, n→ ∞.

کراندار رایی هم قضیه بنابر است، پیوسته ω هر برای g(·, ω) چون حال
E

(∫ T

S
(g − φn)

٢dt
)

→ ٠, n→ ∞.

به طوری که است موجود gn ∈ V کراندار توابع دنباله باشد. کراندار h ∈ V کنید فرض .٢
و است پیوسته ،n و ω هر برای gn(·, ω)

E

[∫ T

S
(h− gn)

٢dt
]
→ ٠, n→ ∞.

باشیم، داشته (t, ω) هر برای یعن باشد h تابع کران M کنید فرض برهان.
|h(t, ω)| ≤M.

م کنیم، تعریف زیر به صورت R روی را ψn نامنف و پیوسته تابع ،n هر برای
،ψn(x) = ٠ ،x ≥ ٠ و x ≤ − ١

n برای •
.∫ +∞

−∞ ψn(x)dx = ١ •
م دهیم، قرار حال

gn(t, ω) =

∫ t

٠ ψn(s− t)h(s, ω)ds.

لذا h ∈ V چون .|gn(t, ω)| ≤ M و است پیوسته gn(·, ω) تابع ω ∈ Ω هر ازای به آنگاه
،ω هر برای علاوه بر این است. Ft‐اندازه پذیر ،gn(t, ·) تابع ،t هر ∫برای T

S
(gn(s, ω)− h(s, ω))٢ds→ ٠, n→ ∞.



تصادف دیفرانسیل معادلات ٢۴
داریم، کراندار رایی هم قضیه طبق بنابراین

E

[∫ T

S
(h(t, ω)− gn(t, ω))

٢dt
]
→ ٠, n→ ∞.

hn ،n هر برای به طوری که دارد وجود {hn} ⊂ V توابع دنباله باشد. f ∈ V کنید فرض .٣
و است کراندار تابع

E

[∫ T

S
(f − hn)

٢dt
]
→ ٠, n→ ∞.

م دهیم قرار برهان.

hn(t, ω) =


−n, f(t, ω) < −n,

f(t, ω), −n ≤ f(t, ω) ≤ n,

n, f(t, ω) > n.

چون
E

[∫ T

S
f٢(t, ω)dt

]
<∞,

است. برقرار م ح لب تسلط رایی هم قضیه طبق لذا

، یعن ایتو انتگرال تا آماده ایم ∫حال T

S
f(t, ω)dBt(ω),

ساده توابع دنباله سوم، تا اول گام های طبق باشد f ∈ V اگر کنیم. تعریف f ∈ V برای را
به طوری که، است موجود φn ∈ V

E

[∫ T

S
|f − φn|٢dt

]
→ ٠, n→ ∞.

م کنیم، تعریف زیر به صورت را I[f ] تابع حال
I[f ](ω):=

∫ T

S
f(t, ω)dBt(ω):= lim

n→∞

∫ T

S
φn(t, ω)dBt(ω).

دنباله ایتو ایزومتری لم طبق زیرا دارد وجود L٢(Ω, P ) از عضوی به عنوان حد ∫این T

S
φn(t, ω)dBt(ω),

نمود. ارائه را زیر تعریف توان م خلاصه به صورت است. L٢(Ω, P ) در کوش دنباله ی



٢۵ تصادف دیفرانسیل معادلات
به صورت T تا S از ایتو انتگرال باشد. f ∈ V (S, T ) کنید فرض ایتو). (انتگرال ۴ . ٢ . ٢ تعریف

م شود، تعریف ∫زیر T

S
f(t, ω)dBt(ω) = lim

n→∞

∫ T

S
φn(t, ω)dBt(ω), (٢ . ١٠)

زیر شرط در که است ساده توابع از دنباله ی {φn} و است موجود L٢(Ω, P ) در فوق حد که
م کند، صدق

E

[∫ T

S
(f(t, ω)− φn(t, ω))

٢ dt
]
→ ٠, n→ ∞. (٢ . ١١)

است. صادق سوم تا اول گام های در م کند، صدق (٢ . ١١) در که φn دنباله که کنید توجه
به باشد برقرار (٢ . ١١) که زمان تا و است موجود (٢ . ١٠) در حد ،(٢ . ٩) طبق علاوه براین

گرفت. را زیر نتیجه م توان (٢ . ١٠) و (٢ . ٩) طبق ندارد. بستگ φn انتخاب
داریم، f ∈ V (S, T ) هر برای ایتو). (ایزومتری ٢ . ٢ . ١ نتیجه

E

[(∫ T

S
f(t, ω)dBt

)٢]
= E

[∫ T

S
f٢(t, ω)dt

]
. (٢ . ١٢)

و fn(t, ω) ∈ V (S, T ) باشیم داشته n = ١,٢, . . . برای و f(t, ω) ∈ V (S, T ) اگر .٢ . ٢ . ٢ نتیجه
E

[∫ T

S
(fn(t, ω)− f(t, ω))٢dt

]
→ ٠, n→ ∞.

داریم، n→ ∞ برای L٢(Ω, P ) در ∫بنابراین T

S
fn(t, ω)dBt(ω) →

∫ T

S
f(t, ω)dBt(ω).

پس باشد. B٠ = ٠ کنید فرض .٢ . ٢ . ٢ ∫مثال t

٠ BsdBs =
١
٢B٢

t − ١
٢ t.

بنابراین است. Bj = Btj آن در که φn(s, ω) =
∑
Bj(ω) · χ[tj ,tj+١)(s) م دهیم قرار برهان.

داریم، ∆tj → ٠ برای

E

[∫ t

٠ (φn −Bs)
٢ds
]
= E

∑
j

∫ tj+١

tj

(Bj −Bs)
٢ds


=
∑
j

∫ tj+١

tj

(s− tj)ds =
∑
j

١
٢(tj+١ − tj)

٢ → ٠.

داریم، ٢ . ٢ . ٢ نتیجه طبق ∫لذا t

٠
BsdBs = lim

∆tj→٠
∫ t

٠
φndBs = lim

∆tj→٠
∑
j

Bj∆Bj .



تصادف دیفرانسیل معادلات ٢۶
داریم، حال

∆(B٢
j ) = B٢

j+١ −B٢
j = (Bj+١ −Bj)

٢ + ٢Bj(Bj+١ −Bj)

= (∆Bj)
٢ + ٢Bj∆Bj ,

داریم، لذا است B٠ = ٠ چون
B٢

t =
∑
j

∆(B٢
j ) =

∑
j

(∆Bj)
٢ + ٢∑

j

Bj∆Bj

∑یا
j

Bj∆Bj =
١
٢B٢

t − ١
٢(∆Bj)

٢.

م شود. حاصل نتیجه لذا ∑
j
(∆Bj)

٢ → t داریم، ∆tj → ٠ که زمان L٢(Ω, P ) در آنجایی که از

رفتار معمول انتگرال های با مشابه ایتو تصادف انتگرال که م دهد نشان − ١٢ t اضاف جمله
نم کند.

c و ٠ ≤ S ≤ U ≤ T و f, g ∈ V (٠, T ) کنید فرض [١] ایتو). انتگرال (خواص ٢ . ٢ . ١ قضیه
صورت، این در باشد ثابت عدد

،∫ T
S fdWt =

∫ U
S fdWt +

∫ T
U fdWt .١

،∫ T
S (cf + g)dWt = c

∫ T
S fdWt +

∫ T
S gdWt .٢

،E(
∫ T
S fdWt) = ٠ .٣

است. اندازه پذیر FT به نسبت ∫ T
S fdWt .۴

f, g ∈ V (٠, T ) توابع تمام برای گرفتن حد با است. برقرار ساده توابع برای روابط این برهان.
بود. خواهد برقرار نیز

ایتو فرمول ٢ . ٢ . ٢
ی محاسبه برای ایتو انتگرال از بنیادی تعریف که م یابیم در قبل بخش توضیحات به توجه با

که است معمول ریمان انتگرال مشابه حالت، این بود. نخواهد سودمند خیل ایتو انتگرال
قاعده ی هم چنین و حسابان اساس قضیه از ه بل نم کنیم، استفاده بنیادی تعریف از آن در
حسابان در زنجیره ای قاعده ی با مقایسه در م کنیم. استفاده محاسبات برای زنجیره ای
نامیده ایتو لم یا ایتو فرمول که دارد وجود تصادف حسابان در زنجیره ای قاعده ، معمول

است. مفید ایتو انتگرال های محاسبه ی برای فرمول این م شود.



٢٧ تصادف دیفرانسیل معادلات
فضای روی F صعودی میدان های ما سی از خانواده ی {Ft: ٠ ≤ t ≤ T} کنید فرض
صدق زیر شرط های در که باشند تصادف تابع دو g١(t, ω) ، g٠(t, ω) و باشد (Ω,F , P ) احتمال

کنند،
باشند، اندازه پذیر [٠, T ]× Ω روی g١ و g٠ توابع .١

باشند اندازه پذیر Ft به نسبت ،t ∈ [٠, T ] هر ازای به g١(t, ·) و g٠(t, ·) تصادف متغیرهای .٢
و

،P (∫ t٠ |g٠(t, ω)|dt <∞
)
= ١ •

،P (∫ t٠ g٢١ (t, ω)dt <∞
)
= ١ •

، تصادف فرآیند آنگاه
X(t) = X(٠) +

∫ t

٠ g٠(s, ω)ds+
∫ t

٠ g١(s, ω)dB(s), (٢ . ١٣)
م باشد. ی احتمال با پیوسته نمونه ای مسیرهای دارای ،t ∈ [٠, T ] ازای به

ل به ش م توان را (٢ . ١٣) معادله آنگاه باشد، (٢ . ١٣) ل به ش تصادف فرآیند ی X(t) اگر
نوشت، زیر دیفرانسیل

dX(t) = g٠(t, ω)dt+ g١(t, ω)dB(t). (١۴ . ٢)
(١۴ . ٢) به صورت تصادف دیفرانسیل دارای X(t) کنید فرض [١] ایتو). (فرمول ٢ . ٢ . ٢ قضیه
x ∈ R و t ∈ [٠, T ] هر ازای به به طوری که باشد حقیق مقدار با قطع تابع ی f(t, x) اگر باشد.
روی f(t,X(t)) فرآیند آنگاه باشند، پیوسته ∂٢f

∂x٢ و ∂f
∂x و ∂f

∂t جزئ مشتق های و باشد شده تعریف
م باشد، زیر تصادف دیفرانسیل دارای [٠, T ] بازه

df(t,X(t)) = g̃٠(t,X(t))dt+ g̃١(t,X(t))dW (t), (١۵ . ٢)
م شوند، تعریف زیر به صورت g̃١ و g̃٠ توابع که

g̃٠(t,X(t)) =
∂f(t,X(t))

∂t
+
∂f(t,X(t))

∂x
g٠(t) + ١

٢
∂٢f(t,X(t))

∂x٢ ,

g̃١(t,X(t)) =
∂f(t,X(t))

∂x
g١(t).

پس، است معروف ایتو زنجیره ای قاعده ی یا ایتو فرمول به (١۵ . ٢) رابطه
df(t,Xt) =

∂f(t,Xt)

∂t
dt+

∂f(t,Xt)

∂x
dXt +

١
٢
∂٢f(t,Xt)

∂x٢ (dXt)
٢,

اینجا در که
(dB)٢ = dt, dt · dt = dt · dBt = ٠

است.



تصادف دیفرانسیل معادلات ٢٨
با قطع تابع ی F (t, x١, . . . , xn) کنید فرض [١] .( n‐بعدی ایتو (فرمول ٢ . ٢ . ٣ قضیه
و باشد شده تعریف (x١, . . . , xn) ∈ Rn و t ∈ [a, b] هر ازای به به طوری که باشد حقیق مقدار

آنگاه باشند. پیوسته i, j = ١, . . . , n ازای به ∂٢F
∂xi∂xj

و ∂F
∂xi

، ∂F
∂t جزئ مشتق های

dF (t,X١(t), . . . , Xn(t)) =

(
∂F (t,X١(t), . . . , Xn(t))

∂t
+

n∑
i=١

∂F (t,X١(t), . . . , Xn(t))

∂xi
g
(i)٠ (t)

+
١
٢

n∑
i,j=١

m∑
k=١

∂٢F (t,X١(t), . . . , Xn(t))

∂xi∂xj
g
(ik)

١ (t)g
(jk)

١ (t)

)
dt

+

n∑
i=١

∂F (t,X١(t), . . . , Xn(t))

∂xi

m∑
j=١

g
(ij)

١ (t)dWj(t).

باشد، زیر ایتو تصادف دیفرانسیل معادله جواب Y (t) فرآیند اگر .٢ . ٢ . ٣ نتیجه
dY (t) = g٠(t, Y (t))dt+ g١(t, Y (t))dW (t), (١۶ . ٢)

بود، خواهد زیر استراتنویچ تصادف دیفرانسیل معادله جواب (١۶ . ٢) آنگاه
dY (t) = g٠(t, Y (t))− ١

٢
∂g١(t, Y (t))

∂y
g١(t, Y (t))dt+ g١(t, Y (t))odW (t). (٢ . ١٧)

قوانین تحت (٢ . ١٧) و (١۶ . ٢) تصادف دیفرانسیل معادله دو فوق، نتیجه به توجه با لذا
دارند. سان ی جواب محاسبات

جواب تایی ی و تصادف دیفرانسیل معادله جواب ٢ . ٣
دارای معادله این آیا که است این است مطرح که سوال ، تصادف دیفرانسیل معادله مورد در
و وجود که است این واقعیت تا. غیری یا تاست ی آیا دارد جواب اگر و خیر، یا است جواب
حالت در فقط به طوری که است سخت مسئله ی تصادف دیفرانسیل معادله جواب تایی ی

پرداخت. خواهیم مباحث این به زیربخش این در کرد. ثابت را آن م توان خاص

تصادف دیفرانسیل معادله ی جواب معن ٢ . ٣ . ١
تصادف دیفرانسیل معادله

dXt = b(t,Xt)dt+ σ(t,Xt)dBt,

X٠ = شده داده تصادف متغیر ,ی
(٢ . ١٨)

چون نیست، خاص براون حرکت ی معادله در موجود Wt از منظور م گیریم. درنظر را
بنابراین نکردیم. تعیین را فیلتریشن این جا در و دارد متنوع بسیار نسخه های براون حرکت



٢٩ جواب تایی ی و تصادف دیفرانسیل معادله جواب
تعیین (Ω, {F}t≥٠, P ) به صورت احتمال فضای ی اولا اینکه یعن معادله این از جواب ی
در که بسازیم فضا این روی {Xt}t≥٠ فرآیند ی و {Wt}t≥٠ مانند براون حرکت ی و کنیم

باشد، زیر شرایط دارای ر دی عبارت به کند. صدق مذکور معادله
باشد، براون حرکت ی {Xt}t≥٠ به نسبت {Wt}t≥٠ .١

، یعن کند. صدق (٢ . ١٨) معادله در Xt .٢
X(t) = X٠ +

∫ t

٠ f(s,X(s))ds+

∫ t

٠ g(s,X(s))dW (s).

باشد. سازگار {Ft}t≥٠ به نسبت باید Xt که کنید توجه

ضعیف و قوی جواب های ٢ . ٣ . ٢
فضای این روی براون حرکت ی و (Ω, {F}t≥٠, P ) مانند احتمال فضای ی اگر قوی: جواب
دیفرانسیل معادله در که کنیم پیدا را {Xt}t≥٠ فرآیند که بخواهند ما از و بدهند ما به را احتمال

است. قوی جواب یافتن هدف کند، صدق تصادف
ما و م دهند ما به را دیفرانسیل معادله صورت فقط اینکه یعن ضعیف جواب ضعیف: جواب

بسازیم. را براون حرکت و احتمال فضای داریم حق خود

جواب تایی ی و وجود قضیه ٢ . ٣ . ٣
باشد فضا این روی فیلتری {Ft}t≥٠ و باشد کامل احتمال فضای ی (Ω,F , P ) کنید فرض
و باشد فضا این روی m‐بعدی براون حرکت B(t) = (B١(t), . . . , Bm(t))T ،t ≥ ٠ برای و
فرض .E|x٢|٠ < ∞ به طوری که، باشد Ft٠‐اندازه پذیر تصادف متغیر x٠ و ٠ ≤ t٠ < T < ∞

باشند. بورل اندازه پذیر توابع g: [t٠, T ] × Rd → Rd×m و f : [t٠, T ] × Rd → Rd توابع کنید
م گیریم، درنظر را زیر d‐بعدی ایتو دیفرانسیل معادله

dx(t) = f(x(t), t)dt+ g(x(t), t)dB(t), t ∈ [t٠, T ], x(t٠) = x٠, (٢ . ١٩)
است، زیر به صورت آن تصادف انتگرال معادله که

x(t) = x٠ +
∫ t

t٠
f(x(s), s)ds+ g(x(s), s)dB(s), t ∈ [t٠, T ], x(t٠) = x٠. (٢ . ٢٠)

K > ٠ و L > ٠ ثابت های که کنید فرض [۴] جواب). تایی ی و وجود (قضیه ٢ . ٣ . ١ قضیه
کنند، صدق زیر ٢ خط رشد و ١ لیپ شیتز شرایط در به طوری که دارند وجود

|f(x, t)− f(y, t)|٢ + |g(x, t)− g(y, t)|٢ ≤ L|x− y|٢, ∀t ∈ [t٠, T ], ∀x, y ∈ Rd, (٢ . ٢١)
|f(x, t)|+ |g(x, t)| ≤ K(١ + |x|٢), ∀(x, t) ∈ [t٠, T ]× Rd, (٢ . ٢٢)

١Lipschitz
٢linear growth



تصادف دیفرانسیل معادلات ٣٠
جواب این که است. x(t) تای ی جواب(قوی) دارای (٢ . ١٩) دیفرانسیل معادله صورت این در

است. M٢([t٠, T ],Rd) عضو
م کنیم. بیان را زیر لم های و قضیه ابتدا قضیه این اثبات برای

به طوری که g ∈ M٠])٢, T ];Rd×m) و p ≥ ٢ کنید فرض [۴] .٢ . ٣ . ٢ قضیه
E

∫ T

٠ |g(s)|pds <∞,

بنابراین:

E

(
sup٠≤t≤T

∣∣∣∣∫ t

٠ g(s)dB(s)

∣∣∣∣p
)

≤

(
p٣

٢(p− ١)
) p٢

T
p−٢٢ E

∫ T

٠ |g(s)|pds.

[۴] کانتل٣). (بورل‐ ٢ . ٣ . ١ لم
بنابراین، باشد ∞∑

k=١
P (Ak) <∞ و {Ak} ⊂ F اگر .١

P

(
lim
k→∞

supAk

)
= ٠.

داریم، ∞∑
k=١

P (Ak) = ∞ و باشد مستقل {Ak} ⊂ F دنباله اگر .٢

P

(
lim
k→∞

supAk

)
= ١.

کراندار نامنف تابع u(·) و c ≥ ٠ ، T > ٠ کنید فرض [۴] .(۴ گرانوال (نامساوی ٢ . ٣ . ٢ لم
اگر باشد. [٠, T ] روی نامنف انتگرال پذیر تابع ی v(·) و باشد [٠, T ] روی اندازه پذیر بورل

u(t) ≤ c+

∫ t

٠ v(s)u(s)ds, ∀٠ ≤ t ≤ T, (٢ . ٢٣)
بنابراین

u(t) ≤ c exp

(∫ t

٠ v(s)ds

)
, ∀٠ ≤ t ≤ T. (٢۴ . ٢)

از جواب ی x(t) اگر باشد. برقرار (٢ . ٢٢) خط رشد شرایط کنید فرض [۴] .٢ . ٣ . ٣ لم
بنابراین باشد، (٢ . ١٩) معادله

E

(
sup

t٠≤t≤T
|x(t)|٢

)
≤ (١ + ٣E|x٢|٠)e٣K(T−t٠)(T−t٠+۴), (٢۵ . ٢)

است. M٢([t٠, T ];Rd) به متعلق x(t) به ویژه
٣Borel–Cantelli’s
۴Gronwall inequality



٣١ جواب تایی ی و تصادف دیفرانسیل معادله جواب
م کنیم، تعریف زیر به صورت را توقف زمان ،n ≥ ١ هر برای برهان.

τn = T ∧ inf{t ∈ [٠, T ]: |x(t)| ≥ n},

درنظر t ∈ [٠, T ] برای را xn(t) = x(t ∧ τn) مجموعه است. برقرار جا همه تقریبا τn ↑ T که
م کند، صدق زیر معادله در xn(t) بنابراین م گیریم.

xn(t) = x٠ +
∫ t

t٠
f(xn(s), s)I[[t٠,τn]](s)ds+

∫ t

t٠
g(xn(s), s)I[[t٠,τn]](s)dB(s).

خط رشد شرط و هولدر نامساوی و |a+ b+ c|٢ ≤ ٣(|a|٢ + |b|٢ + |c|٢) نامساوی از استفاده با
داریم، (٢ . ٢٢)

|xn(t)|٢ ≤ ٣|x٢|٠ + ٣K(t− t٠)
∫ t

t٠
(١ + |xn(s)|٢)ds

+ ٣
∣∣∣∣∫ t

t٠
g(xn(s), s)I[[t٠,τn]](s)dB(s)

∣∣∣∣٢ .
داریم، (٢ . ٢٢) شرط و ٢ . ٣ . ٢ قضیه طبق بنابراین

E

(
sup

t٠≤s≤t
|xn(s)|٢

)
≤ ٣E|x٢|٠ + ٣K(T − t٠)

∫ t

t٠
(١ + E|xn(s)|٢)ds

+ ١٢E
∫ t

t٠
|g(xn(s), s)|٢I[[t٠,τn]](s)ds

≤ ٣E|x٢|٠ + ٣K(T − t٠ + ۴)
∫ t

t٠
(١ + E|xn(s)|٢)ds.

نتیجه: در
١ +E

(
sup

t٠≤s≤t
|xn(s)|٢

)
≤ ١ + ٣E|x٢|٠ + ٣K(T − t٠ + ۴)

∫ t

t٠

[
١ + E

(
sup

t٠≤r≤s
|xn(r)|٢

)]
ds.

داریم، گرانوال نامساوی کم به حال

١ + E

(
sup

t٠≤t≤T
|xn(t)|٢

)
≤ (١ + ٣E|x٢|٠)e٣K(T−t٠)(T−t٠+۴).

لذا
E

(
sup

t٠≤t≤τn

|x(t)|٢
)

≤ (١ + ٣E|x٢|٠)e٣K(T−t٠)(T−t٠+۴).

است. برقرار n→ ∞ وقت (٢۵ . ٢) نامساوی بنابراین
تایی ی اثبات به اکنون .E[ sup٠≤t≤T

|X(t)|٢] < ∞ که م گیریم نتیجه (٢۵ . ٢) نامساوی از
م پردازیم. خط رشد و لیپ شیتز شرط در جواب



تصادف دیفرانسیل معادلات ٣٢
عضو جواب دو هر ٢ . ٣ . ٣ لم طبق باشند. (٢ . ١٩) معادله از جواب دو x(t) و x(t) فرض برهان.

و هستند M([t٠, T ],Rd)

x(t)− x(t) =

∫ t

t٠
[f(x(s), s)− f(x(s), s)]ds+

∫ t

t٠
[g(x(s), s)− g(x(s), s)]dB(s).

٢ . ٣ . ٣ لم اثبات روش به ابتدا (٢ . ٢١) لیپ شیتز شرط و ٢ . ٣ . ٢ قضیه ، هولدر نامساوی کم به
که، داد نشان م توان

E

(
sup

t٠≤s≤t
|x(s)− x(s)|٢

)
≤ ٢L(T + ۴)

∫ t

t٠
E

(
sup

t٠≤r≤s
|x(r)− x(r)|٢

)
ds.

داریم، گرانوال نامساوی طبق حال

E

(
sup

t٠≤t≤T
|x(t)− x(t)|٢

)
= ٠.

بودن منحصربه فرد اثبات لذا .x(t) = x(t) داریم، همه جا تقریباً t٠ ≤ t ≤ T همه برای بنابراین
است. برقرار

م پردازیم. جواب وجود اثبات به حال
ارد پی تکرار t ∈ [t٠, T ] و n = ١,٢, . . . برای و م گیریم درنظر را x٠(t) ≡ x٠ مجموعه برهان.

م کنیم، تعریف زیر به صورت را
xn(t) = x٠ +

∫ t

t٠
f(xn−١(s), s)ds+

∫ t

t٠
g(xn−١(s), s)dB(s). (٢۶ . ٢)

زیرا xn(·) ∈ M٢([t٠, T ];Rd) داریم، استقرا کم به علاوه براین .x٠(·) ∈ M٢([t٠, T ];Rd) که
داریم، (٢۶ . ٢) از

E|xn(t)|٢ ≤ c١ + ٣K(T + ١)
∫ t

t٠
E|xn−١(s)|٢ds, (٢ . ٢٧)

داریم، k ≥ ١ هر برای (٢ . ٢٧) از همچنین است. c١ = ٣E|x٢|٠ + ٣KT (T + ١) آن در که
max١≤n≤k

E|xn(t)|٢ ≤ c١ + ٣K(T + ١)
∫ t

t٠
max١≤n≤k

E|xn−١(s)|٢ds

≤ c١ + ٣K(T + ١)
∫ t

t٠

(
E|x٢|٠ + max١≤n≤k

E|xn(s)|٢
)
ds

≤ c٢ + ٣K(T + ١)
∫ t

t٠
max١≤n≤k

E|xn(s)|٢ds,

م گیریم، نتیجه گرانوال نامساوی از است. c٢ = c١ + ٣KT (T + ١)E|x٢|٠ آن در که
max١≤n≤k

E|xn(t)|٢ ≤ c٢e٣KT (T+١).



٣٣ جواب تایی ی و تصادف دیفرانسیل معادله جواب
داریم، لذا بود دلخواه k چون

E|xn(t)|٢ ≤ c٢e٣KT (T+١), ∀t٠ ≤ t ≤ T, n ≥ ١. (٢ . ٢٨)
طرف از

|x١(t)− x٠(t)|٢ = |x١(t)− x٢|٠

≤ ٢
∣∣∣∣∫ t

t٠
f(x٠, s)ds

∣∣∣∣٢ + ٢
∣∣∣∣∫ t

t٠
g(x٠, s)dB(s)

∣∣∣∣٢ .
داریم، (٢ . ٢٢) کم به و گرفتن ریاض امید با

E|x١(t)− x٠(t)|٢

≤ ٢K(t− t١)٢(٠ + E|x٢|٠) + ٢K(t− t١)(٠ + E|x٢|٠) ≤ C, (٢ . ٢٩)
برای که م کنیم ادعا حاضر حال در .C = ٢K(T − t٠ + ١)(T − t١)(٠ + E|x٢|٠) آن در که

داریم، n ≥ ٠
E|xn+١(t)− xn(t)|٢ ≤ C[M(t− t٠)]n

n!
, t٠ ≤ t ≤ T, (٢ . ٣٠)

(٢ . ٢٩) به توجه با م دهیم. نشان را این استقرا کم به حال .M = ٢L(T − t١+٠) آن در که
برقرار n ≥ ٠ برای (٢ . ٣٠) استقرا، فرض طبق است. برقرار (٢ . ٣٠) ،n = ٠ گرفتن درنظر با و

که کنید توجه است. برقرار n+ ١ برای (٢ . ٣٠) که م دهیم نشان لذا است
|xn+٢(t)− xn+١(t)|٢ ≤ ٢

∣∣∣∣∫ t

t٠
[f(xn+١(s), s)− f(xn(s), s)]ds

∣∣∣∣٢
+ ٢

∣∣∣∣∫ t

t٠
[g(xn+١(s), s)− g(xn(s), s)]dB(s)

∣∣∣∣٢ . (٢ . ٣١)
م آوریم، بدست استقرا فرض همچنین و (٢ . ٢١) از استفاده با و گرفتن ریاض امید با

E|xn+٢(t)− xn+١(t)|٢ ≤ ٢L(t− t٠ + ١)E
∫ t

t٠
|xn+١(s)− xn(s)|٢ds

≤M

∫ t

t٠
E|xn+١(s)− xn(s)|٢ds

≤M

∫ t

t٠
C[M(s− t٠)]n

n!
ds =

C[M(t− t٠)]n+١
(n+ ١)! .

برقرار n ≥ ٠ هر برای (٢ . ٣٠) استقرا کم به بنابراین است. برقرار n+ ١ برای (٢ . ٣٠) یعن
داریم، (٢ . ٣١) در n− ١ با n ذاری جای با بعلاوه است.

sup
t٠≤t≤T

|xn+١(t)− xn(t)|٢ ≤ ٢L(T − t٠)
∫ T

t٠
|xn(s)− xn−١(s)|٢ds

+ ٢ sup
t٠≤t≤T

∣∣∣∣∫ T

t٠
[g(xn(s), s)− g(xn−١(s), s)]dB(s)

∣∣∣∣٢ .



تصادف دیفرانسیل معادلات ٣۴
داریم، (٢ . ٣٠) و ٢ . ٣ . ٢ قضیه کم به و گرفتن ریاض امید با

E

(
sup

t٠≤t≤T
|xn+١(t)− xn(t)|٢

)
≤ ٢L(T − t٠ + ۴)

∫ T

t٠
E|xn(s)− xn−١(s)|٢ds

≤ ۴M
∫ T

t٠
C[M(s− t٠)]n−١

(n− ١)! ds =
۴C[M(T − t٠)]n

n!
.

بنابراین
P

{
sup

t٠≤t≤T
|xn+١(t)− xn(t)| >

١
٢n

}
≤ ۴C[۴M(T − t٠)]n

n!
.

طبیع مثبت عدد ω ∈ Ω همه برای تقریبا ٢ . ٣ . ١ لم طبق ∞∑
n=٠

۴C[۴M(T−t٠)]n
n! < ∞ چون

به طوری که، دارد وجود n٠ = n٠(ω)

sup
t٠≤t≤T

|xn+١(t)− xn(t)| ≤
١

٢n
, n ≥ n٠.

جزئ مجموع لذا
x٠(t) +

n−١∑
i=٠

[xi+١(t)− xi(t)] = xn(t),

که م دهیم نشان x(t) با را حد این راست. هم نواخت ی طور به ی احتمال با t ∈ [٠, T ] در
کوش دنباله {xn(t)}n≥١ ،t هر برای (٢ . ٣٠) از ر دی سوی از است. Ft‐سازگار و پیوسته x(t)

داریم، (٢ . ٢٨) در n→ ∞ فرض با .xn(t) → x(t) بنابراین است. L٢ در ۵

E|x(t)|٢ ≤ c٢e٣KT (T+١), ∀t٠ ≤ t ≤ T.

کنید توجه م کند. صدق (٢ . ٢٠) در x(t) که م دهیم نشان .x(·) ∈ M٢([t٠, T ];Rd) بنابراین
که

E

∣∣∣∣∫ t

t٠
f(xn(s), s)ds−

∫ t

t٠
f(x(s), s)ds

∣∣∣∣٢
+ E

∣∣∣∣∫ t

t٠
g(xn(s), s)dB(s)−

∫ t

t٠
g(x(s), s)dB(s)

∣∣∣∣٢
≤ L(T − t٠ + ١)

∫ T

t٠
E|xn(s)− x(s)|٢ds→ ٠, n→ ٠.

داریم: (٢۶ . ٢) در n→ ∞ فرض با بنابراین
x(t) = x٠ +

∫ t

t٠
f(x(s), s)ds+

∫ t

t٠
g(x(s), s)dB(s), t٠ ≤ t ≤ T.

است. کامل اثبات اکنون
۵Cauchy sequence



٣۵ جواب تایی ی و تصادف دیفرانسیل معادله جواب
(٢ . ١٩) معادله از x(t) تای ی جواب به xn(t) ارد پی دنباله که دادیم نشان بالا اثبات در

است. را هم
گفت م توان باشند کراندار (٢ . ٢٢) در [٠, T ] روی b(t, و(٠ a(t, ٠) اگر که باشید داشته توجه

زیرا: م آید بدست (٢ . ٢١) از (٢ . ٢٢) که
|a(t, x)|+ |b(t, x)| = |a(t, x)|+ |b(t, x)|+ |a(t, ٠)| − |a(t, ٠)|+ |b(t, ٠)| − |b(t, ٠)|

≤ |a(t, ٠)|+ |b(t, ٠)|+ |a(t, x)− a(t, ٠)|+ |b(t, x)− b(t, ٠)|
≤ maxt∈[٠,T ]|a(t, ٠)|+ maxt∈[٠,T ]|b(t, ٠)|+ L|x− ٠|
≤ K(١ + |x|).





٣ فصل
گالرکین روش

گالرکین روش ٣ . ١
براساس که م کنیم تعریف معمول دیفرانسیل معادله حل برای را گالرکین روش بخش این در
آن از بتوان سادگ به که به گونه ای است استوار متناه فضای ی در جواب برای تقریبی یافتن
گردد. تولید متناه بعد با متعامد پایه ای توابع از مجموعه ای توسط و گرفت انتگرال یا و مشتق

متناه تعداد با معادلات دستگاه ی به پایه ای توابع از متناه تعداد کم به گالرکین روش
آورد. بدست تقریبی جواب ی و کرد حل را آن م توان سادگ به که م شود تبدیل مجهول
ان ام درحد به طوری که بخشید بهبود را تقریبی جواب م توان پایه ای توابع تعداد افزایش با
چندجمله ای ها، است ن مم پایه ای توابع شود. بیان متناه سری ی صورت به دقیق جواب

متناه عناصر روش باشند. توابع سایر یا و مثلثات چندجمله ای های تکه ای، چندجمله ای های
روش بخش این در است. تکه ای چندجمله ای های تقریب با گالرکین روش از پایه ای صورت به
است اولیه ای مقدار مسأله اول نمونه م بریم. ار ب پایه ای توابع از نمونه دو برای را گالرکین
نمونه و م کند استفاده جام چندجمله ای های تقریب از و م کند مدل را جمعیت رشد که
تقریب از که م کند، مدل سیستم ی در را گرما جریان که است مرزی مقدار مسأله دوم
آورده مطالب م کند. استفاده خط تکه ای تقریب دقیق تر به طور یا و تکه ای چندجمله ای های

است. شده گرفته [۵۴] از فصل این در شده
٣٧



گالرکین روش ٣٨

چندجمله ای ها با گالرکین روش ٣ . ١ . ١
جمعیت مدل

به صورت جمعیت مدل دیفرانسیل معادله پس دهد نشان t زمان در را جمعیت u(t) اگر
دارای معادله این م باشد. u̇(t) = du

dt و مثبت حقیق ثابت λ آن در که است u̇(t) = λu(t)

م شود، مطرح زیر اولیه مقدار مسأله به صورت که است u(٠) = u٠ اولیه شرط
u̇(t) = λu(t), ٠ < t ≤ ١,
u(٠) = u٠.

(٣ . ١)

صعودی و هموار تابع λ > ٠ برای که م باشد u(t) = u٠ exp(λt) به صورت (٣ . ١) معادله جواب
است.

گالرکین روش
چندجمله ای های از مجموعه ای در را u از U چندجمله ای تقریب گالرکین، روش کم به اکنون
u از مناسبی تقریب م دانیم م آوریم. بدست [٠, ١] روی V (q) = P q(٠, ١) ،q درجه از حداکثر
آورد بدست درونیاب چندجمله ای های و تیلور چندجمله ای مثال طور به کم به م توان را
که است این هدف زیربخش این در دارد. نیاز [٠, ١] از خاص نقاط در u مشتقات به امر این اما
صدق دیفرانسیل معادله در u که اطلاعات این از استفاده با تنها را u از چندجمله ای تقریب
است. گالرکین روش همان این که کرد. محاسبه دارد، مشخص مقدار نقطه ی در و م کند
ارزیابی برای دانش این از م توانیم لذا م دانیم، را مدل این از تحلیل جواب آنجایی که از

کنیم. استفاده تقریبی جواب
U ضریب ξj ∈ R که U(t) =

q∑
j=٠ ξjt

j لذا م باشد V (q) برای پایه ای {tj}qj=٠ از آنجایی که
داریم، بنابراین م باشد. ξ٠ = u٠ یعن U(٠) = u٠ که است طبیع است.

U(t) = u٠ +
q∑

j=١
ξjt

j ,

V (q) در توابع شامل که دارد قرار V (q) از V (q)٠ زیرفضای در q∑
j=١

ξjt
j یعن U مجهول قسمت که

، یعن م باشد صفر ،t = ٠ در که است
V

(q)٠ = {v: v ∈ V (q), v(٠) = ٠}.
از آوریم. بدست را ξjها ضرایب تا م کنیم زین جای (٣ . ١) دیفرانسیل معادله در را U حال
صدق دیفرانسیل معادله در نقطه هر در لذا نیست چندجمله ای دقیق جواب U آنجایی که

نم کند.



٣٩ گالرکین روش
م کنیم، تعریف زیر به صورت (٣ . ١) معادله برای را v تابع از باق مانده خطای حال

R(v(t)) = v̇(t)− λv(t).

که م کند بیان R(v(t)) است. t از تابع ی باشد معین v که وقت R(v(t)) باق مانده خطای
هر برای یعن باشد صفر باق مانده اگر م کند. صدق دیفرانسیل معادله در t زمان در v چطور
آنجایی که از م باشد. معادله جواب v و است برقرار معادله لذا باشد R(v(t)) = ٠ ،٠ ≤ t ≤ ١
شرایط در که V (q) در تابع ی از باق مانده خطای لذا نم باشد چندجمله ای u دقیق جواب
باشد. صفر متمایز نقاط در م تواند چند هر نیست، صفر نقاط تمام در هرگز است، صادق اولیه
R(U(t)) باق مانده خطای به طوری که است U(٠) = u٠ با V (q) در تابع U گالرکین تقریب

،v ∈ V
(q)٠ هر برای یعن است متعامد V

(q)٠ در توابع تمام با
∫ ١

٠ R(U(t))v(t)dt =

∫ ١
٠ (U̇(t)− λU(t))v(t)dt = ٠. (٣ . ٢)

ضرایب آنجایی که از م باشد. R(U(t)) مانده باق از نسبتاً یا و U از گالرکین تعامد خاصیت این
معادله است کاف لذا ،(ξ٠ = u٠) هستند مشخص V (q) برای ١ پایه ای توابع طبق (ξjها) U
تعامد شرط ی در واقع جواب که کنید توجه باشد. برقرار v ∈ V

(q)٠ ٰ توابع برای تنها (٣ . ٢)
،v تابع هر برای یعن است صادق قوی تری

∫ ١
٠ (u̇− λu)vdt = ٠. (٣ . ٣)

این در بیاوریم. بدست را U گالرکین جواب تا م گیریم درنظر را توابع از مجموعه ای حال
از فضایی و آزمون فضای را م باشد ω(٠) = u٠ که ω چندجمله ای های از V (q) فضای حالت
م گیریم. درنظر تست فضای را است V (q)٠ که م کنند، صدق بودن متعامد شرط در که توابع
صدق آزمون تابع در (u٠ ̸= (فرض٠ ω(٠) = u٠ ن غیرهم اولیه شرط آنجایی که از حالت این در
و تست فضای لذا است، صادق v ∈ V

(q)٠ تست تابع در v(٠) = ٠ ن هم مرزی شرط و م کند
وجود آزمون و تست تابع انتخاب برای مختلف روش های کل طور به هستند. متفاوت آزمون

دارد.

معادلات از گسسته دستگاه
ضرایب برای خط جبری معادلات از معکوس پذیر دستگاه ی (٣ . ٢) که م دهیم نشان حال

داریم، v ∈ V
(q)٠ هر برای (٣ . ٢) در U بسط ذاری جای با م دهد. نتیجه را U

∫ ١
٠

 q∑
j=١

jξjt
j−١ − λu٠ − λ

q∑
j=١

ξjt
j

 v(t)dt = ٠. (۴ . ٣)



گالرکین روش ۴٠
مجموعه است. برقرار V (q)٠ در پایه ای تابع هر برای (۴ . ٣) معادله که دهیم نشان است کاف

داریم: را زیر معادلات
q∑

j=١
jξj

∫ ١
٠ tj+i−١dt− λ

q∑
j=١

ξj

∫ ١
٠ tj+idt = λu٠

∫ ١
٠ tidt, i = ١, . . . , q

از سپس و م دهیم انتقال معادله راست سمت به را هستند اولیه اطلاعات شامل که جملات
داریم، لذا م گیریم انتگرال طرفین

q∑
j=١

(
j

j + i
− λ

j + i+ ١
)
ξj =

λ

i+ ١u٠, i = ١, . . . , q. (۵ . ٣)

با A = (aij) ماتریس اگر است. معادلات از q × q دستگاه ی (۵ . ٣) معادله
aij =

j

j + i
− λ

j + i+ ١ , i, j = ١, . . . , q
دارد. تا ی جواب (۵ . ٣) دستگاه آنگاه باشد معکوس پذیر

تکه ای چندجمله ای های با گالرکین روش ٣ . ١ . ٢
تکه ای تقریب برپایه ی را متناه عناصر روش گرما انتقال معادله کم به زیربخش این در

م کنیم. بیان خط
م گیریم: در نظر (٠, ١) بازه در را زیر گرما انتقال معادله

−(au′)′ = f,

u(٠) = u(١) = ٠,
(۶ . ٣)

م کنیم. استفاده گالرکین متناه عناصر روش از عددی، جواب یافتن برای

گالرکین عناصرمتناه روش
م گیریم: در نظر (٠, ١) بازه در a ≡ ١ برای را (۶ . ٣) مساله

−u′′ = f,

u(٠) = u(١) = ٠,
(٣ . ٧)

زیر به صورت پیوسته خط تکه ای تقریب براساس (٣ . ٧) معادله برای را متناه عناصر روش
م کنیم: فرمول بندی

زیربازه ی به I = (٠, ١) بازه ی از افراز ی τh: ٠ = x٠ < x١ < · · · < xM+١ = ١ کنید فرض
تکه ای توابع از مجموعه ای Vh = V

(١)
h و افراز طول hj = xj − xj−١ و باشد Ij = (xj−١, xj)

متناه بعد با برداری فضای ی Vh و است صفر ،x = ٠, ١ در که باشد τh روی پیوسته خط



۴١ گالرکین روش
نقاط در پایه این در v ∈ Vh تابع مختصات باشد. {φ}M

j=١ هت توابع شامل پایه ی با و M
نوشت، زیر به صورت م توان را v ∈ Vh تابع و م باشد v(xj) مقدار xj ; j = ١, . . . ,M داخل

v(x) =
M∑
j=١

v(xj)φj(x).

Vh برای پایه ای توابع مجموعه ی در را φM+١ و φ٠ لذا است صفر ،١ و ٠ در v ∈ Vh آنجایی  که از
نم گیریم. درنظر

است، زیر به صورت v توابع تمام برای −u′′ = f دیفرانسیل معادله برای گالرکین ∫روش ١
٠ (−u′′ − f)vdx = ٠. (٣ . ٨)

وجود این با است. متعامد cf و v تست تابع با −u′′ − f باق مانده (٣ . ٣) معادله با متناظر
مستقیم به طور را U از تقریبی نم توانیم سادگ به لذا ندارند دوم مشتق Vh در توابع چون
استفاده جزء به جزء انتگرال گیری از ل مش این کردن برطرف برای آوریم. بدست Vh فضای در

داریم، v(٠) = v(١) = ٠ مرزی شرایط طبق و باشد مشتق پذیر v کنید فرض م کنیم.
−
∫ ١

٠ u′′vdx = −u′(١)v(١) + u′(٠)v(٠) +
∫ ١

٠ u′v′dx =

∫ ١
٠ u′v′dx.

م باشد: زیر به صورت (٣ . ٧) معادله تغییریافته فرمول ترتیب به این
که، بیابید طوری v(٠) = v(١) = ٠ با v توابع تمام برای u(٠) = u(١) = ٠ با را u ∫تابع ١

٠
u′v′dx =

∫ ١
٠
fvdx. (٣ . ٩)

م گیریم. درنظر (٣ . ٨) معادله از ضعیف ل ش به عنوان را (٣ . ٩) معادله
به صورت که م باشد متناه بعد با (٣ . ٩) مشابه (٣ . ٧) برای گالرکین عناصرمتناه روش

م شود: بیان زیر
باشیم، داشته v ∈ Vh هر برای که بیابید طوری را U ∈ Vh∫ ١
٠ U ′v′dx =

∫ ١
٠ fvdx. (٣ . ١٠)

تعریف xi نقطه ی در که تکه ای اند ثابت توابع ،v ∈ Vh و U توابع از v′ و U ′ مشتق که کنید توجه
مجموع به عنوان تا ی به صورت (٣ . ١٠) معادله چپ سمت در انتگرال حال این با نشده اند.

تعداد در جزء به برابر تابع دو انتگرال زیرا م شود. تعریف زیربازه ها تمام در انتگرال ها از
روی xi متمایز گره ای نقاط در v′ و U ′ مقدار ترتیب این به هستند. سان ی نقاط، از محدودی
باق مانده خطای که گفت م توان (٣ . ٨) معادله به توجه با نم گذارد. تاثیر ∫ ١٠ U ′v′dx مقدار
ضعیف ل ش از اصلاح ی (٣ . ٩) و است متعامد v تست توابع همه با دقیق جواب از −u′′− f

از باق مانده خطای ضعیف ل ش آوردن بدست برای روش (٣ . ١٠) ترتیب همین به است.
است. v ∈ Vh تست تابع از متناه بعد با مجموعه ی با متعامد U متناه عناصر جواب



گالرکین روش ۴٢
معادلات دستگاه سازی گسسته

داریم، {φ}M
j=١ هت توابع پایه از استفاده با

U(x) =
M∑
j=١

ξjφj(x).

v ∈ Vh تمام برای م آوریم. بدست (٣ . ١٠) گالرکین تعامد کم به را xij = U(xj) گره مقدار
داریم،

M∑
j=١

ξj

∫ ١
٠ φ′

jv
′dx =

∫ ١
٠ fvdx. (٣ . ١١)

که ،{φ}M
j=١ پایه ای توابع برای را (٣ . ١١) معادله است کاف {ξj} مجهول ضرایب یافتن برای

کرد، حل م دهد زیر ل ش به معادلات از M ×M خط دستگاه ی
M∑
j=١

ξj

∫ ١
٠ φ′

jφ
′
idx =

∫ ١
٠ fφidx, i = ١, . . . ,M. (٣ . ١٢)

ضرایب با A = (aij) سخت ماتریس و باشد مجهول ضرایب از برداری ξ = (ξj) م کنیم فرض
نمادها این از استفاده با م کنیم. تعریف bi = ∫ ١٠ fφidx با را b = bi بردار و aij = ∫ ١٠ φ′

jφ
′
idx

است، زیر خط دستگاه با معادل (٣ . ١٢) معادله
Aξ = b. (٣ . ١٣)

برای کنیم. حساب را b بردار و A ماتریس باید ابتدا U ضرایب یافتن برای ر دی به عبارت
و i = j و i = j − ١ حالت های در ر م است aij = ٠ که کنیم توجه باید سخت ماتریس
به هستند. صفر انتگرال گیری در زیربازه هر روی φ′

j یا φ′
i صورت غیراین در زیرا .i = j + ١

،φi(x) تعریف کم

φi(x) =



x−xi−١
hi

, xi−١ ≤ x ≤ xi,

xi+١−x

hi+١ , xi ≤ x ≤ xi+١,
٠, نقاط سایر

بقیه روی φi و φi =
١

hi+١ داریم، (xi, xi+١) در و φ′
i =

١
hi

داریم، (xi−١, xi) در آنجایی که از و
داریم، لذا است. صفر زیربازه ها

aij =

∫ xi

xi−١
(

١
hi
)٢dx+

∫ xi+١

xi

(
−١
hi

)٢dx =
١
hi

+
١

hi+١
.

مشابه: به طور و
aii+١ =

∫ xi+١

xi

−١
hi+١

١
hi+١

dx = − ١
hi+١

,

bi =

∫ xi

xi−١
f(x)

x− xi−١
hi

dx+

∫ xi+١

xi

f(x)
xi+١ − x

hi+١
dx, i = ١, . . . ,M.



۴٣ گالرکین متناه عناصر روش
A حالت این در م باشد. صفر آن درایه های بیشتر زیرا است تنک ماتریس ی A ماتریس
دارند. قرار قطر پایین و بالا و قطر در آن غیرصفر درایه های که است کرانداری ماتریس ی
آنجایی که از .∫ ١٠ φ′

iφ
′
jdx =

∫ ١٠ φ′
jφ

′
idx زیرا است شدن قطری ماتریس ی A علاوه براین

و است معکوس پذیر A بنابراین است مثبت معین A لذا ηi = ٠ از غیر به M∑
i,j=١

ηiaijηj > ٠
دارد. تا ی جواب (٣ . ١٣) معادله

گالرکین متناه عناصر روش ٣ . ٢
درنظر تکه ای چندجمله ای تقریب برپایه ی زیر معادله برای را گالرکین متناه عناصر روش

م گیریم،
u̇(t) + a(t)u(t) = f(t), ٠ ≤ t < T,

u(٠) = u٠,
(١۴ . ٣)

صفر مرتبه ناپیوسته گالرکین روش صفر درجه از تست تابع و گسسته آزمون تابع کم به
q درجه از تکه ای چندجمله ای تقریب برای م توان را روش این سپس و م کنیم تعریف را
شده گفته روش های کم به گردد. حاصل q مرتبه ناپیوسته گالرکین روش تا دهیم گسترش

داریم: (١۴ . ٣) برای
v(٠) = v٠ با v ∈ P q(٠, T ) هر برای که بیابید طوری است U(٠) = u٠ که را U ∈ P q(٠, T )

باشیم، ∫داشته T

٠ (U̇ + aU)vdt =

∫ T

٠ fvdt. (١۵ . ٣)
v(٠) = v٠ با P q(٠, T ) عضو چندجمله ای های تمام با R = U̇+aU−f باق مانده ر دی عبارت به

کل به صورت [٠, T ] بازه چون م گیریم درنظر کل گالرکین روش را روش این است. متعامد
از استفاده با تکه ای چندجمله ای با q مرتبه ناپیوسته گالرکین روش است. شده گرفته درنظر
ساخته (٠, T ) از τk: ٠ = t٠ < t١ < · · · < tn = T افراز از In = (xn−١, xn) زیربازه روی تغییرات

م شود.

ناپیوسته گالرکین روش ٣ . ٢ . ١
است: زیر به صورت کل گالرکین روش روی تغییرات پایه بر q مرتبه ناپیوسته گالرکین روش

باشیم، داشته v ∈ P q(٠, T ) هر برای که بیابید طوری را U ∈ P q(٠, T )∫ T

٠ (U̇ + aU)vdt+ (U(٠)− u(٠))v(٠) =
∫ T

٠ fvdt. (١۶ . ٣)



گالرکین روش ۴۴
به ببخشیم. بهبود را پایداری تا م گیریم در نظر سان ی را آزمون و تست فضای روش این در
U ضرایب باید صورت غیراین در زیرا کند صدق اولیه شرایط در دقیقاً U است کاف منظور این

کنیم. تعیین را
که بیابید طوری را U ∈ P q(٠, T ) دهیم: گسترش زیر به صورت را (١۶ . ٣) معادله م توانیم

باشیم، داشته v ∈ P q(٠, T ) هر ∫برای T

٠ (U̇ + aU)vdt+ α(U(٠)− u(٠))v(٠) =
∫ T

٠ fvdt.

برابر در را اولیه زمان در U(٠) − u(٠) باق مانده خطای نسبی اهمیت که است ضریبی α که
α = ١ (١۶ . ٣) معادله در م کند. بیان دیفرانسیل معادله حل در U̇+aU−f باق مانده خطای

م بخشد. بهبود را پایداری که است شده گرفته درنظر
In = (tn−١, tn) بازه در (١۶ . ٣) روش متوال ارگیری ب با را q مرتبه ناپیوسته گالرکین روش
فضای در را q مرتبه ناپیوسته گالرکین روش از U جواب بنابراین م آوریم. بدست τk افراز از
م کنیم. حساب τk روی است، q درجه از تکه ای ناپیوسته چندجمله ای های از فضایی که W (q)

k

م کنیم: معرف را زیر نمادهای tn نقطه در W (q)
k در تکه ای ناپیوسته توابع برای

v+n = lim
s→٠+ v(tn + s), v−n = lim

s→٠+ v(tn − s), [vn] = v+n − v−n .

است. tn زمان در v(t) در پرش [vn] و پایین حد ،v−n و بالا حد ،v+n یعن
توابع همه برای م کنیم: فرمول بندی زیر به صورت را q مرتبه ناپیوسته گالرکین روش

که، بیابید طوری را U ∈ P q(tn−١, tn) ،n = ١, . . . , N برای و v ∈ P q(tn−١, tn)∫ tn

tn−١
(U̇ + aU)vdt+ U+

n−١v+n−١ =

∫ tn

tn−١
fvdt+ U−

n−١v+n−١. (٣ . ١٧)
داریم، v = ١ و q = ٠ گرفتن درنظر ∫با tn

tn−١
aUdt+ U+

n−١ =

∫ tn

tn−١
fdt+ U−

n−١. (٣ . ١٨)
نشان vn با In بازه ی در را vها مقدار که است طبیع است، ثابت زیربازه هر در v ∈W

(٠)
k چون

مرتبه ناپیوسته گالرکین روش نمادگذاری این از استفاده با .vn = v−n = v+
n−١ به طوری که  دهیم

م شود: نوشته زیر به صورت (٣ . ١٨) در ∫صفر tn

tn−١
aUndt+ Un =

∫ tn

tn−١
fdt+ Un−١, (٣ . ١٩)

م باشد. U٠ = u٠ که
طوری را U ∈W

(q)
k بنویسیم: زیر فرم به کل حالت برای را (٣ . ١٧) م توانیم معادل به طور

باشیم، داشته v ∈W
(q)
k توابع همه برای که بیابید

N∑
n=١

∫ tn

tn−١
(U̇ + aU)vdt+

N∑
n=١

[Un−١]v+n−١ =

∫ tN

٠ fvdt, (٣ . ٢٠)
است. U−٠ = u٠ و [U٠] = U+٠ − U−٠ که



۴ فصل
برای بالا مرتبه ناپیوسته گالرکین روش

ایتو تصادف دیفرانسیل معادلات حل

مقدمه ١ . ۴
خواهیم بررس را آن جواب و ایتو تصادف دیفرانسیل معادله اول بخش در ابتدا فصل این در
ناپیوسته گالرکین روش سوم بخش در م دهیم. ارائه را وانگ زاکای قضیه دوم بخش در و کرد
م کنیم. بررس را آن رایی هم و پایداری و م دهیم ارائه (١ . ۴) معادله حل برای را تصادف

مسأله شرح ٢ . ۴
اندازه P نمونه، فضای Ω دلخواه مجموعه که باشد کامل احتمال فضای (Ω,F , P ) کنید فرض
(Ω,F , P ) همچنین و دارد نام پیشامد که است Ω از زیر مجموعه ا ی F میدان ما سی و احتمال
خانواده ای و دارد راست (پیوستگ معمول شرایط در که م باشد {Ft}٠≤t≤T فیلتر دارای
F در توان پوچ مجموعه های همه ی شامل F٠ که است F σ‐میدان های زیر از صعودی
این روی براون حرکت ی W = {W (t): ٠ ≤ t ≤ T} کنید فرض کند. صدق م باشد)

باشد. احتمال فضای
۴۵



ایتو تصادف دیفرانسیل معادلات حل برای بالا مرتبه ناپیوسته گالرکین روش ۴۶
دقیق جواب یافتن برای ١ تصادف ناپیوسته گالرکین روش ارائه ی پایان نامه این از هدف

٢ بعدی ی اولیه مقدار مسأله
dX(t) = a(t,X(t))dt+ b(t,X(t))dW (t), t ∈ [٠, T ], X(٠) = X٠, (١ . ۴)

بدست براون حرکت وسیله ی به و است ایتو تصادف معمول دیفرانسیل معادله نوع از که است
تصادف فرآیند X = {X(t): t ∈ [٠, T ]} و حقیق تصادف متغیر X٠ اولیه شرط آن در که م آید

ضریب b : [٠, T ]× R → R و رانش ضریب a : [٠, T ]× R → R همچنین م باشد ( ایتو (فرآیند
م دهد نشان را ( براون حرکت مقدار(یا حقیق بعدی ی استاندارد وینر فرآیند W (t) و انتشار
ثابت گام طول hآن در که ,٠)Nاست h) ٣ گاوس تصادف متغیر ی ∆W =W (t+h)−W (t) و
(به طوری که است گاوس سفید نویز فرآیند W (t) مشتق گفت م توان م شود. گرفته درنظر
این غیر در نامند جمع نویز را نویز نباشد، وابسته x به b(t, x) اگر نیست). مشتق پذیر W (t)

گویند. ضربی را نویز صورت
تصادف انتگرال معادله نمایش برای نماد ی تنها (١ . ۴) تصادف دیفرانسیل معادله واق در

ایتو
X(t) = X٠ +

∫ t

٠ a(s,X(s))ds+

∫ t

٠ b(s,X(s))dW (s), t ∈ [٠, T ] (٢ . ۴)
تصادف انتگرال دوم، انتگرال و است قطع ۴ ریمان مسیر انتگرال اول، انتگرال که است

انتگرال به عنوان مسیر روی نم توان را دوم انتگرال است. W (t) وینر فرآیند به نسبت ایتو
است پیوسته اگرچه وینر فرآیند از نمونه ای مسیر زیرا کرد تعریف قطع ۵ ریمان‐اشتیلیس

نیست. کراندار تغییر با جا همه تقریباً و نیست مشتق پذیر ول
فرآیند از مستقل که باشد R در F٠‐اندازه پذیر تصادف متغیر X٠ اولیه مقدار کنید فرض
نشان را ریاض امید E[.] که ،E[|X٢|٠] < ∞ و م باشد t ∈ [٠, T ] به طوری که است W (t) وینر
X(t) پیوسته Ft‐سازگار فرآیند (١ . ۴) تصادف دیفرانسیل معادله جواب از منظور م دهد.
فرض پایان نامه این در م کند. صدق ١ احتمال با (١ . ۴) در و م باشد t ∈ [٠, T ] که است
جواب ی تایی ی و وجود که هستند بالا مرتبه مشتق دارای انتشار و رانش توابع که م شود
در b و a پیوسته توابع که است کاف ویژه به م کنند. تضمین (١ . ۴) برای را دقیق و کل

: یعن کنند صدق ٧ خط رشد شرایط و ۶ لیپ شیتز کل شرایط
به طوری که، باشد داشته وجود L مثبت ثابت .١

|a(t, x)− a(t, y)|+ |b(t, x)− b(t, y)| ≤ L|x− y|, ∀t ∈ [٠, T ], ∀x, y ∈ R (٣ . ۴)
١Stochastic discontinuous Galerkin
٢One dimensional initial-value problem
٣Gaussian random variable
۴Riemann integral
۵Riemann–Stieltjes
۶Lipschitz
٧Linear growth



۴٧ زاکای وانگ تقریب قضیه
کراندار زیر خط رشد به طوری که دارد وجود K > ٠ ثابت ،x ∈ R و t ≥ ٠ هر برای .٢

است،
|a(t, x)|+ |b(t, x)| ≤ K(١ + |x|). (۴ . ۴)

گالرکین روش اینکه برای دارد. تا ی و دقیق جواب ی (١ . ۴) شده، بیان فرضیات طبق
از استفاده با بعد بخش در کنیم، بررس (١ . ۴) جواب برای را بالا مرتبه تصادف ناپیوسته

تصادف ضریب ی با قطع معمول دیفرانسیل معادله از تقریبی زاکای وانگ تقریب قضیه
دیفراسیل معادله جواب به معمول دیفرانسیل معادله تقریب م کنیم. ایجاد عنصر هر روی
را هم استراتنویچ تصادف دیفرانسیل معادله متناظر جواب به اما نیست را هم (١ . ۴) تصادف

معمول دیفرانسیل معادله ی تا م کنیم اعمال رانش جمله به تغییری ترتیب این به است.
باشد. را هم (١ . ۴) تصادف دیفرانسیل معادله جواب به که آید بدست قطع

زاکای وانگ تقریب قضیه ٣ . ۴
معادلات و تصادف دیفرانسیل معادلات بین ساده رابطه ای زاکای و وانگ ١٩۶۵ سال در
را زاکای وانگ تقریب قضیه بخش این در .[٢۴ ،٢٣] کردند پیدا را قطع معمول دیفرانسیل
گالرکین روش بتوانیم تا م کنیم بیان وینر فرآیند از حاصل تصادف دیفرانسیل معادلات برای
جواب که م دهد نشان زاکای وانگ تحقیقات کل به طور دهیم. گسترش را تصادف ناپیوسته
Ŵ (t) با W (t) ذاری جای با (١ . ۴) تصادف دیفرانسیل معادله از که معمول دیفرانسیل معادله
آن در که م شود را هم ری دی تصادف دیفرانسیل معادله جواب میانگین به م آید بدست
افراز از بازه ی اندازه ماکزیمم هرگاه و است W (t) برای پیوسته خط تکه ای تقریب ی Ŵ (t)

م شود. را هم W (t) به Ŵ (t) صورت این در کند میل صفر به
فرآیند W (t) که باشد (١ . ۴) تصادف اولیه مقدار مسأله تای ی جواب X(t) کنید فرض
X(t) جواب تایی ی و وجود شده ی تضمین معمول شرایط در b و a توابع و براون حرکت
باشد. [٠, T ] بازه از افراز ی ٠ = t٠ < t١ < · · · < tN = T کنید فرض .[٢۴ ،٢٣] کنند صدق
م دهیم نشان hn = tn+١ − tn با است، n = ٠, ١, . . . , N − ١ که را In = [tn, tn+١] بازه هر طول
در را W (t) وینر فرآیند م گیریم. درنظر بازه بزرگترین طول را h = max

n=٠,...,N−١(tn+١ − tn) و
م کنیم، درونیابی زیر خط چند جمله ای وسیله به tn+١ و tn نقاط

Wn(t) =W (tn) +
W (tn+١)−W (tn)

tn+١ − tn
(t− tn), t ∈ In. (۵ . ۴)

م زنیم، تقریب زیر خط تکه ای تصادف فرآیند وسیله به را W (t) وینر فرآیند بنابراین

Ŵ (t) =
N−١∑
n=٠

χn(t)Wn(t), t ∈ [٠, T ] (۶ . ۴)



ایتو تصادف دیفرانسیل معادلات حل برای بالا مرتبه ناپیوسته گالرکین روش ۴٨
است. مشخصه تابع χn(t) که

[٠, T ] روی پیوسته تکه ای مشتق و پیوسته کران تغییر با که Ŵ (t) با را W (t) وینر فرآیند
اولیه، مقدار مسأله از هموار جواب ی X̂(t) فرض کنید م کنیم. زین جای دارد

dX̂ = a(t, X̂(t))d(t) + b(t, X̂(t))dŴ (t), t ∈ [٠, T ], X̂(٠) = X٠ (٧ . ۴)
است، ∆Wn = W (tn+١) −W (tn) و hn = tn+١ − tn که dWn(t) =

∆Wn
hn

از استفاده با باشد.
م آید، بدست زیر ( تصادف ضرایب (با قطع معمول دیفرانسیل معادله به صورت (٧ . ۴) معادله

dX̂(t)

dt
= a(t, X̂(t)) + b(t, X̂(t))

N−١∑
n=٠

χn(t)
∆Wn

hn
, t ∈ [٠, T ], X̂(٠) = X٠. (٨ . ۴)

معادله از X(t) جواب به X̂(t) تصادف متغیر های از دنباله ای که دادند نشان زاکای و وانگ
تصادف دیفرانسیل معادله جواب میانگین به اما نیست را هم (١ . ۴) تصادف دیفرانسیل

استراتنویچ،
dY (t) = a(t, Y (t))dt+ b(t, Y (t)) ◦ dW (t), t ∈ [٠, T ], Y (٠) = X٠, (٩ . ۴)

داریم، شده اصلاح ایتو تصادف دیفرانسیل معادله برای معادل، به طور یا است. را هم
dY (t) =

(
a(t, Y (t)) +

١
٢b(t, Y (t))bx(t, Y (t))

)
dt+ b(t, Y (t))dW (t), (١٠ . ۴)

وانگ شده اصلاح جمله (١٠ . ۴) راست سمت از دوم جمله .Y (٠) = X٠ و t ∈ [٠, T ] به طوری که
dW (t) ≈

√
h تقریبی رابطه از استفاده Y (t) و X(t) فرآیند های بین تفاوت علت است. زاکای

b(t, x)bx(t, x) و a(t, x), b(t, x), bx(t, x) اگر که دادند نشان [٢٣] زاکای و وانگ .[٢٣] م باشد
پس کنند صدق لیپ شیتز شرایط در D روی x در و باشند پیوسته توابع D = [٠, T ] × R در
ارائه را زاکای وانگ قضیه از بعدی ی نسخه حاضر حال در دارد. پیوسته و تا ی جواب (١٠ . ۴)

م دهیم.
و (٧ . ۴)،(١ . ۴) معادلات در ترتیب به Y (t) و X̂(t)،X(t) کنید فرض [٢۴] .٣ . ١ . ۴ قضیه

اگر باشد. است، t ∈ [٠, T ] که W (t) از مستقل تصادف متغیر X٠ که کنند صدق (١٠ . ۴)
باشند، D = [٠, T ]× R روی پیوسته توابع bx(t, x) و b(t, x) ،a(t, x) .١

از مستقل L > ٠ ثابت ی با (٣ . ۴) لیپ شیتز شرط در b(t, x)bx(t, x) و b(t, x) ،a(t, x) .٢
کنند، صدق X٠ و X ،t

،|bt(t, x)| ≤ kb٢(t, x) و (−b(t, x) ≥ β > ٠ (یا b(t, x) ≥ β > ٠ .٣
برای یعن است. را هم Y (t) به جا همه تقریباً باشد N → ∞ وقت X̂(t) جواب دنباله سپس

. sup
t∈[٠,T ]

|Y (t)− X̂(t)| → ٠ داریم، جا همه تقریباً ،N → ∞



۴٩ تصادف ناپیوسته گالرکین روش
در آن مورد چند که است شده مطرح متغیره چند حالت برای فوق قضیه از زیادی تعمیم

م کنیم. پیروی [٢٩] نتیجه از ما ویژه به است. شده ذکر [٢٨–٣١]
و (٧ . ۴)،(١ . ۴) معادلات در ترتیب به Y (t) و X̂(t)،X(t) کنید فرض [٢٩] .٣ . ٢ . ۴ قضیه
همچنین و t ∈ [٠, T ] به طوری که باشد W (t) از مستقل تصادف متغیر X٠ و کنند صدق (١٠ . ۴)

دقیق تر به عبارت باشند. [٠, T ]× R روی کراندار هموار توابع b(t, x) و a(t, x) کنید فرض
Cm
b ([٠, T ]×R) که هستند کاف شرط های b(t, x) ∈ C٢

b ([٠, T ]×R) و a(t, x) ∈ C١
b ([٠, T ]×R)

کراندار mام مرتبه مشتق تا که مشتق پذیر پیوسته طور به m‐مرتبه حقیق توابع از مجموعه ای
داریم: T > ٠ هر برای پس م باشند.

lim
N→∞

E

[
sup

t∈[٠,T ]
|Y (t)− X̂(t)|٢

]
= ٠.

تصادف ناپیوسته گالرکین روش ۴ . ۴
معمول دیفرانسیل معادله از را مناسب شده اصلاح جمله اگر که م دهیم نشان بخش این در

باشد. (١ . ۴) اصل معادله جواب به را هم حاصل جواب که است ن مم پس کنیم، کم (٨ . ۴)
تغییری ،(١ . ۴) تصادف اولیه مقدار مسأله از جوابی رایی هم به رسیدن برای دقیق تر به طور
یافته تغییر رانش تابع با را زیر شده اصلاح زاکای وانگ تقریب و م کنیم اعمال رانش جمله در

م گیریم، درنظر
dX̂(t) =

(
a(t, X̂(t))− ١

٢b(t, X̂(t))bx(t, X̂(t))

)
dt+ b(t, X̂(t))dŴ (t), (١١ . ۴)

با، معادل (١١ . ۴) معادله است. X̂(٠) = X٠ آن در که
dX̂(t)

dt
= â(t, X̂(t)), t ∈ [٠, T ], X̂(٠) = X٠, (١٢ . ۴)

آن در که است
â(t, X̂(t)) = a(t, X̂(t))− ١

٢b(t, X̂(t))bx(t, X̂(t))

+ b(t, X̂(t))

N−١∑
n=٠

χn(t)
∆Wn

hn
. (١٣ . ۴)

صدق لیپ شیتز شرط در و باشند پیوسته [٠, T ] × R روی b(t, x)bx(t, x) و b(t, x) ،a(t, x) اگر
دارد [٠, T ] روی X̂(t) تای ی جواب (١١ . ۴) معادله ،٣ . ٢ . ۴ زاکای وانگ قضیه طبق پس کنند

است. را هم (١ . ۴) اصل اولیه مقدار مسأله به (١١ . ۴) اولیه مقدار مسأله تقریب و
جواب X(t) همچنین و باشد برقرار ٣ . ٢ . ۴ قضیه مفروضات کنید فرض [٢٩] .١ . ۴ . ۴ قضیه

داریم: T > ٠ هر برای لذا باشد (١١ . ۴) از جوابی X̂(t) و (١ . ۴)
lim

N→∞
E

[
sup

t∈[٠,T ]
|X(t)− X̂(t)|٢

]
= ٠. (١۴ . ۴)



ایتو تصادف دیفرانسیل معادلات حل برای بالا مرتبه ناپیوسته گالرکین روش ۵٠
دیفرانسیل معادله ی مشتق، به وینر فرآیند وابستگ حذف با که کنید توجه .١ . ۴ . ۴ ملاحظه

معادلات برای را ناپیوسته گالرکین استاندارد روش م توانیم که م شود حاصل معمول
دیفرانسیل معادله هموار نوع از استفاده عمده ی علت ببریم. ار ب قطع معمول دیفرانسیل
دیفرانسیل معادله از X(t) جواب از هموارتر X̂(t) جواب که است آن (١١ . ۴) غیرخط تصادف
مشتق پذیر ١ احتمال با جا هیچ W (t) استاندارد براون حرکت چون است. (١ . ۴) تصادف
را استاندارد عددی روش نتیجه در دارد. پیوسته تکه ای مشتق یقین به قریب Ŵ (t) و نیست

برد. کار به تقریبی جواب محاسبه برای م توان

تصادف ناپیوسته گالرکین روش ١ . ۴ . ۴
(١٢ . ۴) غیرخط قطع معمول دیفرانسیل معادله برای روشن و صریح جواب آنجایی که از
جواب برای را تصادف ناپیوسته گالرکین روش است، دسترس در ندرت به تصادف ضریب با
منظور این به م کنیم. استفاده استاندارد ناپیوسته گالرکین روش از لذا م دهیم. ارائه تقریبی
٠ = t٠ < · · · < tN = T و n = ٠, ١, . . . , N − ١ که In = [tn, tn+١] بازه زیر  N به را [٠, T ] بازه

م گیریم، درنظر را زیر نواخت ی مش و م کنیم افراز است،
h ≤ khmin, (١۵ . ۴)

است. مش افراز برای ( hاز مستقل ) ثابت ی k ≥ ١ که
ناپیوسته نقطه در v تابع راست و چپ حد ترتیب به را v(t+n ) و v(t−n ) نامه پایان این سراسر در

، یعن م کنیم تعریف tn
v(t±n ) = lim

s→٠± v(tn + s).

انتگرال In دلخواه بازه روی و کنیم ضرب v هموار تست تابع ی در را (١٢ . ۴) کنید فرض
ضعیف فرمول جزء به جزء گیری انتگرال از استفاده با حال یریم ∫ب

In

X̂v′dt+

∫
In

â(t, X̂)vdt− X̂(tn+١)v(tn+١) + X̂(tn)v(tn) = ٠, (١۶ . ۴)
درجه از چند جمله ای فضای به عنوان را V p

h تکه ای چند جمله ای فضای م آوریم. بدست را
، یعن م کنیم تعریف In زیربازه هر در p حداکثر

V p
h = {v: v|In ∈ P p(In), n = ٠, . . . , N − ١},

که کنید توجه است. In روی p درجه از حداکثر چند جمله ای فضای P p(In) آن در که
به را X̂(t) دقیق جواب پس باشند. ناپیوسته م توانند مرز روی V p

h فضای در چند جمله ای ها
یافتن شامل گسسته فرمول م زنیم. تقریب X̂h(t) ∈ V p

h تکه ای های چند جمله ای وسیله ی
باشیم، داشته n = ٠, ١, . . . N − ١ و v ∈ V p

h هر برای به طوری که است X̂h ∈ V p
h∫

In

v′X̂hdt+

∫
In

â(t, X̂h)vdt− ˜̂
Xh(tn+١)v(t−n+١) +

˜̂
Xh(tn)v(t

+
n ) = ٠, (١٧ . ۴)
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آن در که

â(t, X̂h(t)) = a(t, X̂h(t))−
١
٢b(t, X̂h(t))bx(t, X̂h(t)) + b(t, X̂h(t))

∆Wn

hn
, (١٨ . ۴)

کردن کامل منظور به م باشد. X̂(tn) گسسته تقریب ˜̂
Xh(tn) شارعددی و است t ∈ In و

عددی شار از پایان نامه این در کنیم. انتخاب In مرز روی را ˜̂
Xh باید ناپیوسته گالرکین روش

کلاسی
˜̂
Xh(t٠) = X٠, ˜̂

Xh(tn) = X̂h(t
−
n ), n = ١, . . . , N (١٩ . ۴)

داریم، جزء به  جزء انتگرال گیری با . است شده )استفاده
X̂h(t

+
n )− X̂h(t

−
n )
)
v(t+n ) +

∫
In

(
X̂ ′

h − â(t, X̂h)
)
vdt = ٠, (٢٠ . ۴)

درنظر تصادف ناپیوسته گالرکین روش به عنوان را (٢٠ . ۴) لذا .X̂h(t
−٠ ) = X٠ آن در که

م گیریم.

سازی پیاده ٢ . ۴ . ۴
عنصر به عنصر روش از موثر به طور م توان را X̂h(t) تقریبی جواب که باشید داشته توجه
ترتیب به را تصادف ناپیوسته گالرکین از X̂h(t) جواب م توانیم مشخص به طور کرد. محاسبه
با (١٩ . ۴) و (١٨ . ۴)،(١٧ . ۴) از استفاده با I٠ در را X̂h(t) م توانیم ابتدا بیاوریم: بدست زیر
بدست I٠ در را X̂h(t) چون حال بیاوریم. بدست است، شده داده X̂h(t

−٠ ) = X٠ چون و n = ٠
X̂h(t) آوردن دست به برای م توان را فرآیند این م آوریم. بدست I١ در را X̂h(t) لذا آوردیم

کرد. تکرار I٢, . . . , IN−١ در
بیاوریم: بدست زیر به صورت In هر برای موضع به صورت را X̂h(t) م توانیم عملا

درنظر k = ٠, . . . , p به طوری که Lk,n(t) متعامد پایه از خط ترکیب ی به عنوان را X̂h(t) .١
، یعن است In روی ام k درجه ٨ لژاندر چند جمله ای دهنده   نشان Lk,n که م گیریم

X̂h(t) =

p∑
k=٠

Ck,nLk,n(t), t ∈ In, n = ٠, . . . , N − ١.

از کوچ سیستم ی آوردن بدست برای را است j = ٠, . . . , p که v = Lj,n(t) تست تابع .٢
برای م توان را حاصل سیستم م کنیم. انتخاب In هر روی غیر خط جبری معادلات

کلاسی روش مثال به طور از استفاده با C٠,n, . . . , Cp,n مجهول ضرایب آوردن بدست
م توان را ∆Wn =W (tn+١)−W (tn) که باشید داشته توجه کرد. حل ٩ رافسون نیوتن

٨Legendre polynomial
٩Newton–Raphson
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جواب ما همین که کرد. سازی شبیه است، Z ∼ N(٠, ١) که √

hnZ از استفاده با
ما کنیم محاسبه را است n = ٠, . . . , N − ١ که In عنصر هر روی را ناپیوسته گالرکین
گالرکین ( p مساوی یا کمتر درجه از ناپیوسته تکه ای جمله ای چند (توابع تقریبی جواب

م آوریم. بدست را (١ . ۴) تصادف ناپیوسته

است کوتا رانگ روش ی تصادف ناپیوسته گالرکین روش ٣ . ۴ . ۴
کوتا رانگ روش با معادل قطع معمول دیفرانسیل معادلات برای ناپیوسته گالرکین روش
رانگ روش با معادل (٢٠ . ۴) تصادف ناپیوسته گالرکین روش مشابه به طور .[٣۴] است ضمن

است. قطع حالت مشابه تصادف حالت اثبات است. ضمن تصادف کوتا
باشد. [٠, ١] روی p درجه از لژاندر چندجمله ای Lp(ξ) م کنیم فرض ابتدا منظور این برای

م کنیم، تعریف زیر به صورت را {ξi}pi=٠ انتگرال گیری نقاط
م گیریم درنظر Lp+١(ξ)+Lp(ξ)

ξ
١٠ رادو p درجه چند جمله ای ریشه های ξ١, . . . , ξp و ξ٠ = ٠

م کنیم، تعریف زیر به صورت را wi وزن است. ξ ∈ [٠, ١] به طوری که
w٠ =

١
(p+ ٢(١ , wi =

١ − ξi

٢(p+ ٢(١(Lp(ξi))٢
=

٢
(١ − ξi)(L′

p(ξi))
٢ , i = ١, . . . , p.

،[٣۵] ١١ رادو گاوس گیری انتگرال ∫قاعده ١
٠ f(ξ)dξ ≈

p∑
i=٠

wif(ξi) = w٠f(٠) +
p∑

i=١
wif(ξi),

است، زیر به صورت خطا جمله زیرا است دقیق ٢p درجه از حداکثر چندجمله ای های برای
E =

(p+ ١)(p! )۴
((٢p+ ١)! )٣ f (٢p+١)(ξ̄), ξ̄ ∈ (٠, ١).

قانون با را آن لذا آورد، بدست تحلیل به طور نم توان عمل در را (٢٠ . ۴) در انتگرال چون
رادو گاوس گیری ∫انتگرال

In

(
X̂ ′

h − â(t, X̂h)
)
vdt = hn

p∑
i=٠

wi

(
X̂ ′

h(tn,i)− â(tn,i, X̂h(tn,i))
)
v(tn,i) +O(h٢p+١),

قانون از استفاده با م زنیم. تقریب i = ٠, . . . , p به طوری که tn,i = hnξi + tn نقطه p + ١ با
م زنیم، تقریب زیر به صورت را (٢٠ . ۴) معادله فوق، )انتگرال گیری

X̂h(t
+
n,٠)− X̂h(t

−
n,٠)
)
v(t+n,٠)

+ hn

p∑
i=٠

wi

(
X̂ ′

h(tn,i)− â(tn,i, X̂h(tn,i))
)
v(tn,i) = ٠, (٢١ . ۴)

١٠Radau
١١Gauss–Radau
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م کنیم، تعریف سادگ برای حال است. tn = tn,٠ و X̂h(t

−٠ ) = X٠ آن در که
X̂n = X̂h(t

−
n ), X̂n,٠ = X̂h(t

+
n,٠), X̂n,i = X̂h(tn,i), i = ٠, . . . , p. (٢٢ . ۴)

X̂h(t) =
p∑

i=٠ X̂n,ili(t) به وسیله است t ∈ In که X̂h(t) چند جمله ای که باشید داشته توجه
تعریف زیر به صورت که است ١٢ لاگرانژ چند جمله ای iام ضریب li(t) تابع آن در که م آید بدست

م شود،
li(t) =

p∏
j=٠,j ̸=i

t− tn,j
tn,i − tn,j

.

کوتا رانگ روش با معادل (٢١ . ۴) تصادف ناپیوسته گالرکین روش که م دهیم نشان حال
است. ضمن

تصادف کوتا رانگ روش با معادل (٢١ . ۴) تصادف ناپیوسته گالرکین روش [٣۴] .١ . ۴ . ۴ لم
است. زیر ضمن

X̂n,i = X̂n + hn

p∑
j=٠

ai,j â(tn,j , X̂n,j), i = ٠, . . . , p (٢٣ . ۴)

X̂n+١ = X̂n + hn

p∑
j=٠

wj â(tn,j , X̂n,j), (٢۴ . ۴)

آن در که
ai,٠ = w٠, ai,j =

∫ ξi

٠
l̂j(ξ)dξ − w٠ l̂j(ξ٠), i = ٠, . . . , p, j = ١, . . . , p (٢۵ . ۴)

با
l̂i(ξ) =

p∏
j=١,j ̸=i

ξ − ξj
ξi − ξj

.

به صورت را P k فضای از را {vi}٠≤i≤p پایه کنید فرض برهان.
vi(tn,j) = δij , ٠ ≤ i, j ≤ p

داریم، (٢١ . ۴) در vi با v ذاری جای با کنیم. تعریف
X̂h(t

+
n )− X̂h(t

−
n ) + hnω٠(X̂ ′

h(tn,٠)− â(tn,٠, X̂h(tn,٠))) = ٠,
X̂ ′

h(tn,i)− â(tn,i, X̂h(tn,i)) = ٠, ١ ≤ i ≤ p

(٢۶ . ۴)

داریم، X̂ ′
h ∈ P k−١ برای [tn, tn+١] زیربازه  ی در

X̂ ′
h(t) =

p∑
j=٠

l̂j(
t− tn
hn

)X̂ ′
h(tn,j).

١٢Lagrange
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داریم، (٢۶ . ۴) طبق

X̂ ′
h(t) =

p∑
j=٠

l̂j(
t− tn
hn

)â(tn,j , X̂h(tn,j)). (٢٧ . ۴)

استفاده با و (٢۶ . ۴) اول معادله ی در آن ذاری جای و (٢٧ . ۴) در t = tn = tn,٠ گرفتن درنظر با
داریم، (٢٢ . ۴) از

X̂n,٠ = X̂n + hnω٠
â(tn,٠, X̂n,٠)−

p∑
j=٠

l̂j(ξ٠)â(tn,j , X̂n,j)

 . (٢٨ . ۴)

داریم، ٠ ≤ i ≤ p برای ر دی سوی از
X̂h(tn,i) = X̂h(tn,٠) +

∫ tn,i

tn,٠
X̂ ′

h(t)dt.

داریم، (٢٨ . ۴) و (٢٧ . ۴)، (٢٢ . ۴) از استفاده با حال

X̂n,i = X̂n + hn

[
ω٠â(tn,٠, X̂n,٠)

+

p∑
j=٠

(

∫ ξi

٠ l̂j(t)dt− ω٠ l̂j(ξ٠))â(tn,j , X̂n,j)

]
. (٢٩ . ۴)

داریم، مشابه به طور
X̂h(t

−
n+١) = X̂h(tn,٠) +

∫ tn+١

tn

X̂ ′(t)dt,

سپس و
X̂n+١ = X̂n + hn

[
ω٠â(tn,٠, X̂n,٠)

+

p∑
j=٠

(

∫ ١
٠ l̂j(t)dt− ω٠ l̂j(ξ٠))â(tn,j , X̂n,j)

]
.

به توجه ∫با ١
٠ l̂j(t)dt =

p∑
i=٠

ωi l̂j(ξi) = ω٠ l̂j(ξ٠) + ωj ,

داریم:
X̂n+١ = X̂n + hn

p∑
j=٠

wj â(tn,j , X̂n,j). (٣٠ . ۴)

سازی گسسته خطای پایداری، ویژگ های بررس همیشه جدید وریتم ال ی ساختن در
ابتدا منظور این به م شوند. بحث زیر در مفاهیم این است. مهم رایی هم سرعت تخمین و

م کنیم. آغاز تصادف ناپیوسته گالرکین روش خط پایداری ویژگ با



۵۵ تصادف ناپیوسته گالرکین روش

تصادف ناپیوسته گالرکین روش خط پایداری تحلیل ۴ . ۴ . ۴
زمان مدت برای (١ . ۴) تصادف دیفرانسیل معادله جواب شبیه سازی دنبال به اگر است ار آش
پایداری خواص مورد در زیربخش این در کنیم. استفاده پایداری روش از باید باشیم طولان
و تجزیه قطع حالت در م کنیم. بررس را خط حالت برای تصادف ناپیوسته گالرکین روش
در ١٣ وست دال جرمند توسط معمول دیفرانسیل معادلات برای عددی روش پایداری تحلیل
صفر جواب از مجانبی پایداری اساس بر را A‐پایدار مفهوم او .[٣۶] شد معرف ١٩۶٣ سال

مختلط مقادیر با خط تست معادله که وقت روش،
X ′ = λX, t ∈ [٠, T ], X(٠) = X٠ (٣١ . ۴)

به صورت (٣١ . ۴) معادله است. مختلط عدد λ که کرد، معرف را شد برده ار ب
dX(t)

dt
= λX(t) =⇒ dX(t)

X(t)
= λdt =⇒ X(t) = X٠eλt,

است. پایدار مجانبی به طور Re(λ) < ٠ برای X(t) = X٠eλt که م شود حل
داریم، (٣١ . ۴) برای زمان نواخت ی سازی گسسته پایه بر کوتا رانگ روش از استفاده با

Xn+١ = R(z)Xn, n = ٠, . . . , N
یا رشد فاکتور که است مقدار مختلط تابع R(z) و h = T/N با z = λh و Xn ≈ X(tn) که
‐A ، معمول دیفرانسیل معادلات برای کوتا رانگ روش م شود. نامیده روش پایدار تابع
پایداری ناحیه Sh = {z ∈ C: |R(z)| < ١} مجموعه .[٣٨] باشد |R(z)| < ١ اگر است پایدار
z ∈ C با |R(z)| ≥ ١ برای ناپایداری که م رسد به نظر حال م شود. نامیده روش مطلق
معادله م باشد تصادف حالت برای (٣١ . ۴) از تعمیم که خط تست معادله ساده ترین است.

[٣٨] جمع نویز با تصادف دیفرانسیل

dX = λXdt+ µdW, t ∈ [٠, T ], X(٠) = X٠ (٣٢ . ۴)
برای . است t = ٠ لحظه در فرآیند اولیه مقدار X٠ ̸= ٠ و λ, µ ∈ C با Re(λ) < ٠ که است
حاصل که م کنیم ضرب e−λt در را فوق معادله طرفین ابتدا ،(٣٢ . ۴) معادله از جوابی یافتن

به صورت
d(e−λtXt) = µe−λtdWt,

معادله طرفین از انتگرال گیری با لذا است کامل دیفرانسیل فوق معادله چپ طرف چون است.
داریم، [٠, t] بازه ی در فوق

e−λtXt = X٠ + µ

∫ t

٠ e−λsdWs,

١٣Germund Dahlquist



ایتو تصادف دیفرانسیل معادلات حل برای بالا مرتبه ناپیوسته گالرکین روش ۵۶
داریم: لذا م کنیم ضرب eλt در را آخر معادله

X(t) = X٠eλt + µeλt
∫ t

٠ e−λsdW (s), t ∈ [٠, T ].
امید با است. ١۴ النب ارنستین فرآیند به معروف شد تعریف بالا در که X(t) تصادف فرآیند

داریم، (٣٢ . ۴) معادله جواب از گرفتن ریاض
E[X(t)] = E

[
X٠eλt +

∫ t

٠ µeλ(t−s)dW (s)

]
= E

[
X٠eλt

]
+ E

[∫ t

٠ µeλ(t−s)dW (s)

]
,

داریم، لذا است E [∫ t٠ µeλ(t−s)dW (s)
]
= ٠ چون ریاض امید خاصیت طبق

E[X(t)] = E[X٠]eλt.

از و یرم ب ریاض امید آن طرفین از و برسانیم ٢ توان به را (٣٢ . ۴) معادله جواب اگر حال
داریم، کنیم استفاده ایتو ایزومتری خاصیت از و ریاض امید خاصیت

E
[
|X(t)|٢

]
= E

[
|X٢|٠

]
e٢Re(λ)t − |µ|٢

٢Re(λ)(١ − e٢Re(λ)t).

داریم: t→ ∞ که وقت پس Re(λ) < ٠ اگر بنابراین
E[X(t)] → ٠, E

[
|X(t)|٢

]
→ − |µ|٢

٢Re(λ) .
بردی چه برای کنیم بررس که است طبیع صورت این در .Re(λ) < ٠ که م کنیم فرض حال

است. پایدار مشابه مفهوم در تصادف ناپیوسته گالرکین جواب h از
از استفاده با را (٢٠ . ۴) تصادف ناپیوسته گالرکین روش پایداری قطع حالت با مشابه
درنظر را زیر معادله تست معادله این برای م کنیم. بررس (٣٢ . ۴) خط تست معادله

م گیریم،
â(t, X̂h(t)) = λX̂h(t) + µ

∆Wn

hn
, t ∈ In.

داریم، لذا م بریم ار ب (٣٢ . ۴) برای را (٢٠ . ۴) تصادف ناپیوسته گالرکین روش )بنابراین
X̂h(t

+
n )− X̂h(t

−
n )
)
v(t+n ) +

∫
In

(
X̂ ′

h − λX̂h − µ
∆Wn

hn

)
vdt = ٠, (٣٣ . ۴)

(X̂ ′
h − λX̂h − µ∆Wn

hn
)v آنجایی که از .X̂h(t

−٠ ) = X٠ و n = ٠, ١, . . . , N − ١ به طوری که
انتگرال گیری قانون با را (٣٣ . ۴) در انتگرال م توانیم لذا است ٢p درجه از حداکثر چندجمله ای
گالرکین روش آوردن بدست برای است i = ٠, . . . , p که tn,i = hnξi+ tn گره p+١ با رادو گاوس

معادل تصادف )ناپیوسته
X̂h(t

+
n,٠)− X̂h(t

−
n,٠)
)
v(t+n,٠)

+ hn

p∑
i=٠

wi

(
X̂ ′

h(tn,i)− λX̂h(tn,i)− µ
∆Wn

hn

)
v(tn,i) = ٠, (٣۴ . ۴)

١۴Ornstein-Uhlenbecks



۵٧ تصادف ناپیوسته گالرکین روش
روش با معادل (٣۴ . ۴) تصادف ناپیوسته گالرکین روش ١ . ۴ . ۴ لم از استفاده با کنیم. زین جای

است، زیر ضمن تصادف کوتا رانگ

X̂n,i = X̂n + λhn

p∑
j=٠

ai,jX̂n,j + µ∆Wn

p∑
j=٠

ai,j , i = ٠, . . . , p (٣۵ . ۴)

X̂n+١ = X̂n + λhn

p∑
j=٠

wjX̂n,j + µ∆Wn

p∑
j=٠

wj , (٣۶ . ۴)

زیرا است ضمن (٣۶ . ۴) روش شده اند. تعریف (٢۵ . ۴) در i, j = ٠, . . . , p به طوری که ai,j که
است. i ≤ j با ai,j ناصفر ضریب دارای

و p∑
j=٠ ai,j = ξi داریم، X(t) = t به طوری که X ′ = ١, X(٠) = ٠ برای ١ . ۴ . ۴ لم از استفاده با

با، معادل (٣۶ . ۴) و (٣۵ . ۴) نتیجه در . p∑
j=٠wj = ١

X̂n,i = X̂n + λhn

p∑
j=٠

ai,jX̂n,j + µξi∆Wn, i = ٠, . . . , p (٣٧ . ۴)

X̂n+١ = X̂n + λhn

p∑
j=٠

wjX̂n,j + µ∆Wn, (٣٨ . ۴)

زیر ماتریس فرم به را (٣٨ . ۴) و (٣٧ . ۴) م توانیم پس zn = λhn کنیم فرض اگر هستند.
بنویسیم،

(I − znA)un = X̂nv + µ∆Wnξ, X̂n+١ = X̂n + znw
tun + µ∆Wn, (٣٩ . ۴)

و ai,j درایه های با (p + ١) × (p + ١) ماتریس A و (p + ١) × (p + ١) همان ماتریس ی I که
.un = [X̂n,٠, . . . , X̂n,p]

t و w = [w٠, . . . , wn]
t و ξ = [ξ٠ . . . , ξp]t و v = [١, . . . , ١]t

داریم، (٣٩ . ۴) اول معادله از استفاده با
un = X̂n(I − znA)

−١v + µ∆Wn(I − znA)
−١ξ. (۴٠ . ۴)

تفاضل معادله (٣٩ . ۴) دوم معادله در (۴٠ . ۴) ذاری جای با
X̂n+١ = R(zn)X̂n + µS(zn)∆Wn, (۴١ . ۴)

شده اند، داده زیر به صورت S(z) و R(z) و X̂(٠) = X٠ که م آید بدست
R(z) = ١ + zwt(I − zA)−١v, S(z) = ١ + zwt(I − zA)−١ξ. (۴٢ . ۴)

داریم، (۴١ . ۴) طرفین از گرفتن ریاض امید با
E
[
X̂n+١

]
= R(zn)E

[
X̂n

]
+ µS(zn)E[∆Wn],



ایتو تصادف دیفرانسیل معادلات حل برای بالا مرتبه ناپیوسته گالرکین روش ۵٨
داریم، لذا E[∆Wn] = ٠ چون

E
[
X̂n+١

]
= R(zn)E

[
X̂n

]
,

داریم، آن طرفین از گرفتن امیدریاض با و م رسانیم ٢ توان به را (۴١ . ۴) طرفین سپس
E
[
|X̂n+٢|١

]
= |R(zn)|٢E

[
|X̂n|٢

]
+ |µ|٢hn|S(zn)|٢.

از تابع X̂n گفت م توان است، تصادف متغیر از مستقل ∆Wn و X̂n = X̂h(t
−
n ) چون

گام طول با [٠, T ] بازه از افرازی کنید فرض .∆Wn در نه ول است (∆Wn−١, . . . ,∆W٠, X٠)
داریم، (۴١ . ۴) فرمول از استفاده با پس یریم ب درنظر را ،h = T/N نواخت ی

X̂n = Rn(z)X٠ + µS(z)

n−١∑
i=٠

Rn−i−١(z)∆Wi, z = λh. (۴٣ . ۴)

که، م دهد نشان محاسبه
E
[
X̂n

]
= Rn(z)E

[
X̂٠
]
,

E
[
|X̂n|٢

]
= |R(z)|٢nE

[
|X̂٢|٠

]
+ |µ|٢h|S(z)|٢ |R(z)|

٢n − ١
|R(z)|٢ − ١ ,

توجه .|R(z)| < ١ اگر تنها و اگر دارند وجود lim
n→∞

E
[
|X̂n|٢

] و lim
n→∞

E
[
X̂n

] که است واض
داریم، |R(z)| < ١ شرایط تحت که باشید داشته

lim
n→∞

E
[
X̂n

]
= ٠, lim

n→∞
E
[
|X̂n|٢

]
= |µ|٢h |S(z)|٢

١ − |R(z)|٢ . (۴۴ . ۴)
م بریم. ار ب [٣٨] (٣۶ . ۴) (۴ . ٣۵)و عددی روش برای را عددی پایداری ادامه در

با مختلط z هر برای اگر است A‐پایدار (٣۶ . ۴) و (٣۵ . ۴) کوتا رانگ روش .١ . ۴ . ۴ تعریف
است. شده تعریف (۴٢ . ۴) در R(z) که |R(z)| < ١ باشیم داشته Re(z) < ٠

کنیم. اثبات را زیر قضیه م توانیم حاضر حال در
است. A‐پایدار تصادف ناپیوسته گالرکین روش [٣۴] .٢ . ۴ . ۴ قضیه

|R(z)| < ١ ،Re(z) < ٠ با مختلط z هر برای که م دهیم نشان A‐پایداری اثبات برای برهان.
م کند. پیروی [٣۴] در استدلال از دقیقا اثبات است.

(٣٢ . ۴) تست معادله در انتشار جمله به R(z) رشد فاکتور که شد بیان قبل مطالب در
تست معادله برای (٢٠ . ۴) تصادف ناپیوسته گالرکین روش مشابه R(z) بنابراین ندارد. بستگ

مختلط مقادیر با خط
X ′(t) = λX(t), t ∈ [٠, T ], X(٠) = X٠. (۴۵ . ۴)



۵٩ رایی هم تحلیل
را X̂n+١ = R(z)X̂n مرحله ای ی روش (۴۵ . ۴) برای (٢٠ . ۴) از استفاده با آید. م بدست

.R(z) = ١ + zwt(I − zA)−١v داریم، (۴١ . ۴) همانند آن در که م دهد نتیجه
Q(z) و P (z) چند جمله ای دو خارج قسمت R(z) = P (z)

Q(z) که است شده داده نشان [٣۴] در
تقریب R(z) پایدار تابع که م ببینیم [٣٩ ،٣۴] طبق است. ≤ p + ١ و ≤ p درجه از ترتیب به
شد اثبات [۴٠] در ١۶ اکسلسون توسط که است. ez از (p + ١, p) زیرقطری ١۵ پدی منطق
ما م کند. صدق Re(z) < ٠ با مختلط z هر برای |R(z)| < ١ شرط در پدی تقریب به طوری که

است. A‐پایدار تصادف ناپیوسته گالرکین طرح که دادیم نشان
تنها و اگر است A‐پایدار تصادف ناپیوسته گالرکین روش که کردیم بیان .٢ . ۴ . ۴ ملاحظه
داریم، (۴۴ . ۴) از است |R(z)| < ١ چون علاوه براین باشند. پایدار آن قطع مولفه های اگر

است. پایدار عددی لحاظ به ما عددی روش بنابراین lim
n→∞

E
[
X̂n

]
= ٠

معادلات حل برای بنابراین و است A‐پایدار شده پیشنهاد روش که باشید داشته توجه
است. مناسب سخت تصادف دیفرانسیل

باق ضربی نویز با تصادف دیفراسیل معادلات عددی پایداری بررس مساله .٣ . ۴ . ۴ ملاحظه
صورت، به عددی خط تست معادله معمولا م ماند.

dX = λXdt+ µXdW, t ∈ [٠, T ], X(٠) = X٠,

م باشد. X٠ ̸= ٠ با λ, µ,X٠ ∈ C آن در که م گیریم درنظر

رایی هم تحلیل ۵ . ۴
X دقیق جواب به را هم تصادف ناپیوسته گالرکین از X̂h جواب که م دهیم نشان بخش این در
ناپیوسته گالرکین روش از استاندارد خطای تقریب برای نیاز مورد نظم شرایط متأسفانه است.
ناپیوسته گالرکین روش رایی هم اثبات برای حال این با نم کند. صدق (١ . ۴) در تصادف
به عبارت م زنیم. تقریب Ŵ خط تکه ای تصادف فرآیند به وسیله را W وینر فرآیند ، تصادف
تا م گیریم درنظر (١١ . ۴) مسأله تقریبی جواب نظم بهبود برای را وینر فرآیند از تقریبی ر دی
م رسد به نظر شود. استفاده ناپیوسته گالرکین روش در استاندارد تحلیل و تجزیه روش های
را خطا تا م دهد اجازه که دارد خاص نظم (١١ . ۴) اولیه مقدار مسأله ازتقریب X̂(t) جواب که

کنیم. برآورد
از L٢ استاندارد نرم م کنیم. تعریف است نیاز بخش این سراسر در که را نرم هایی حال
∥u∥٠,In = (

∫
In
u٢(t)dt) ١٢ به صورت، In = [tn, tn+١] بازه روی را u = u(t) انتگرال پذیر تابع

مربع توابع از سوبولوف استاندارد فضای s = ٠, ١, . . . که Hs(In) کنید فرض م کنیم. تعریف
١۵Pade
١۶ Axelsson



ایتو تصادف دیفرانسیل معادلات حل برای بالا مرتبه ناپیوسته گالرکین روش ۶٠
انتگرال مربع In روی u(k), k = ٠, . . . , s مشتقات تمام با که دهد نشان را In روی پذیر انتگرال
دامنه روی را نرم ها همچنین باشد. مجهز ∥u∥s,In =

(
s∑

k=٠
∥u(k)∥٢٠,In

) ١٢ نرم به و است پذیر
م کنیم، تعریف زیر به صورت Ω = [٠, T ]

∥u∥٠,Ω =

N−١∑
n=٠

∥u∥٢٠,In

 ١٢
, ∥u∥s,Ω =

N−١∑
n=٠

∥u∥٢
s,In

 ١٢
.

اکنون م کنیم. استفاده ∥u∥s,Ω و ∥u∥٠,Ω دادن نشان برای ∥u∥s و ∥u∥ از ترتیب به سادگ برای
،[۴١] م کنیم بیان زیر صورت به را V p

h متناه عناصر فضای معکوس خواص
به طوری که، دارد وجود n و h ،v از مستقل C مثبت ثابت v ∈ In هر برای
∥v′∥٠,In ≤ Ch−١∥v∥٠,In , |v(t+n )|+ |v(t−n )| ≤ Ch−

١٢ ∥v∥٠,In .

X̂(t) نظم ١ . ۵ . ۴
گالرکین روش در را استاندارد تحلیل روش های تا است نیاز مورد X̂(t) از نظم زیربخش این در

داریم. X̂(t) ∈ H٠])١, T ]) جواب به نیاز ویژه به ببریم. ار ب ناپیوسته
کران ی همچنین و م کند بیان را Ŵ (t) تقریب فرآیند مهم ویژگ های از برخ زیر لم

م دهد. ارائه E [∥X̂∥٢١
] برای

زیر ویژگ های در است شده تعریف (۶ . ۴) در که Ŵ (t) خط تکه ای تصادف فرآیند .١ . ۵ . ۴ لم
و است L٠])٢, T ]) عضو dŴ

dt از مسیری م کند: صدق

E

∥∥∥∥∥dŴdt
∥∥∥∥∥

٢ = N, E

[(∫ T

٠
dŴ (t)

)٢]
= T. (۴۶ . ۴)

پس باشد f(t) ∈ L٠])٢, T ]) قطع انتگرالده اگر علاوه براین

E

[(∫ T

٠ f(t)dŴ (t)

)٢]
≤ ∥f∥٢, (۴٧ . ۴)

کند صدق L ≥ ٠ ثابت با [٠, T ] روی لیپ شیتز شرایط در f(t) غیرتصادف تابع اگر سرانجام
داریم: پس |f(t١)− f(t٢)| ≤ L|t١ − t٢|, ∀t١, t٢ ∈ [٠, T ] ، یعن

E

[(∫ T

٠
f(t)dW (t)−

∫ T

٠
f(t)dŴ (t)

)٢]
≤ TL٢h٢. (۴٨ . ۴)

بنابراین است. تکه ای ثابت تابع dŴ
dt است، خط تکه ای تصادف فرآیند Ŵ (t) چون برهان.

.dŴdt = ∆Wn
hn

داریم (۶ . ۴) از استفاده با حال است. L٠]٢, T ] در dŴ
dt از مسیری



۶١ رایی هم تحلیل
داریم، E[(∆Wn)

٢] = hn چون

E

∥∥∥∥∥dŴdt
∥∥∥∥∥

٢ = E

N−١∑
n=٠

∫
In

(
∆Wn

hn

)٢
dt

 = E

N−١∑
n=٠

(∆Wn)
٢

hn


=

N−١∑
n=٠

E[(∆Wn)
٢]

hn
=

N−١∑
n=٠

hn
hn

= N.

داریم، پس E[(W (T )−W (٠))٢] = T طرف از

E

[(∫ T

٠ dŴ (t)

)٢]
= E


N−١∑

n=٠

∫
In

∆Wn

hn
dt

٢ = E


N−١∑

n=٠
∆Wn

٢
= E

[
(W (T )−W (٠))٢] = T.

داریم، لذا است قطع f(t) چون و (۴٩ . ۴) اثبات طبق

E

[(∫ T

٠ f(t)dŴ (t)

)٢]
= E


N−١∑

n=٠

∫
In

∆Wn

hn
f(t)dt

٢
= E


N−١∑

n=٠
∆Wn

hn

∫
In

f(t)dt

٢
= E

N−١∑
n=٠

(
∆Wn

hn

∫
In

f(t)dt

)٢
+

N−١∑
n,m=٠
n ̸=m

∆Wn

hn

∆Wm

hm

∫
In

f(t)dt

∫
Im

f(t)dt


=

N−١∑
n=٠

E

[(
∆Wn

hn

∫
In

f(t)dt

)٢]
+

N−١∑
n,m=٠
n̸=m

E

[
∆Wn

hn

∆Wm

hm

∫
In

f(t)dt

∫
Im

f(t)dt

]

=

N−١∑
n=٠

E

[(
∆Wn

hn

)٢](∫
In

f(t)dt

)٢
+

N−١∑
n,m=٠
n̸=m

E

[
∆Wn

hn

∆Wm

hm

] ∫
In

f(t)dt

∫
Im

f(t)dt.

E[∆Wn] = ٠, E[(∆Wn)
٢] = hn داریم، n ̸= m برای ∆Wm و ∆Wn بودن مستقل از استفاده با

م شود: نتیجه شوارتز کش نامساوی طبق و

E

[(∫ T

٠ f(t)dŴ (t)

)٢]
=

N−١∑
n=٠

١
hn

(∫
In

f(t)dt

)٢
≤

N−١∑
n=٠

١
hn

(
hn

∫
In

f٢(t)dt
)

=

N−١∑
n=٠

∫
In

f٢(t)dt = ∥f∥٢,

است. (۴٩ . ۴) ویژگ از کامل اثبات که



ایتو تصادف دیفرانسیل معادلات حل برای بالا مرتبه ناپیوسته گالرکین روش ۶٢
داریم، ∆Wn

hn
= ١

hn

∫
In

dW (t) و Ŵ تعریف از استفاده با م کنیم. اثبات را (۴٨ . ۴) حال
∫ T

٠
f(t)dW (t)−

∫ T

٠
f(t)dŴ (t) =

N−١∑
n=٠

∫
In

f(t)dW (t)

−
∫ T

٠
N−١∑
n=٠

χn(s)
∆Wn

hn
f(s)ds

=
N−١∑
n=٠

(∫
In

f(t)dW (t)−
∫ T

٠
χn(s)

∆Wn

hn
f(s)ds

)

=
N−١∑
n=٠

(∫
In

f(t)dW (t)−
∫
In

∆Wn

hn
f(s)ds

)

=
N−١∑
n=٠

∫
In

(
f(t)− ١

hn

∫
In

f(s)ds

)
dW (t),

ایتو، ایزومتری ویژگ از استفاده با و م گیریم ریاض امید و م رسانیم دو توان به را طرفین

E

[(∫ T

٠
g(t)dW (t)

)٢]
=

∫ T

٠
E[g٢(t)]dt =

∫ T

٠
g٢(t)dt,

داریم، g(t) = f(t)− ١
hn

∫
In
f(s)ds با

E

[(∫ T

٠ f(t)dW (t)−
∫ T

٠ f(t)dŴ (t)

)٢]
=

N−١∑
n=٠

∫
In

(
f(t)− ١

hn

∫
In

f(s)ds

)٢
dt

=
N−١∑
n=٠

∫
In

( ١
hn

∫
In

(f(t)− f(s))ds

)٢
dt.

داریم، N−١∑
n=٠ hn = T و t, s ∈ In برای |t− s| ≤ hn لیپ شیتز، شرط از استفاده با لذا

E

[(∫ T

٠ f(t)dW (t)−
∫ T

٠ f(t)dŴ (t)

)٢]
≤

N−١∑
n=٠

∫
In

( ١
hn

∫
In

L|t− s|ds
)٢

dt

≤
N−١∑
n=٠

∫
In

(Lhn)
٢dt

≤ L٢ N−١∑
n=٠

h٣
n ≤ L٢h٢ N−١∑

n=٠
hn = TL٢h٢.

شد. کامل لم اثبات بنابراین

در متفاوت مقدار که م گیریم درنظر h از مستقل کل مثبت ثابت ی را C پس این از
خطای تحلیل در که م دهیم ارائه را مهم تقریب های بعد قضیه در دارد. مختلف جاهای

است. نیاز مورد رایی هم



۶٣ رایی هم تحلیل
از جوابی X̂(t) همچنین و باشد برقرار ٣ . ٢ . ۴ قضیه مفروضات کنید فرض .١ . ۵ . ۴ قضیه

به طوری که، دارد وجود h و Ŵ از مستقل C مثبت ثابت پس باشد. (١٣ . ۴) و (١٢ . ۴)

E

[
sup

t∈[٠,T ]
|X̂(t)|٢

]
≤ C, E

[∥∥∥X̂∥∥∥٢]
≤ C, (۴٩ . ۴)

E

[(∫ T

٠ b(t, X̂(t))dŴ (t)

)٢]
≤ C, (۵٠ . ۴)

به طوری که، دارد وجود h و Ŵ از Cمستقل مثبت ثابت ی و X̂(t) ∈ H٠])١, T ]) علاوه بر این

E

∥∥∥∥∥dX̂dt
∥∥∥∥∥

٢ ≤ C

h
, E

[∥∥∥X̂∥∥∥٢
١
]
≤ C

h
. (۵١ . ۴)

داریم، ٣ . ٢ . ۴ قضیه مفروضات تحت م کنیم. اثبات را (۴٩ . ۴) ابتدا برهان.

E

[
sup٠≤t≤T

|X(t)|٢
]
<∞.

داریم، ١ . ۴ . ۴ زاکای وانگ قضیه به وسیله ر دی طرف از

lim
N→∞

E

[
sup

t∈[٠,T ]
|X(t)− X̂(t)|٢

]
= ٠.

از استفاده با لذا است کراندار پس است را هم
{
E

[
sup

t∈[٠,T ]
|X(t)− X̂(t)|٢

]}
دنباله چون

داریم، (a+ b)٢ ≤ ٢a٢ + ٢b٢ نامساوی و مثلث نامساوی
|X̂(t)|٢ ≤

(
|X(t)|+ |X(t)− X̂(t)|

)٢
≤ ٢|X(t)|٢ + ٢|X(t)− X̂(t)|٢.

داریم، طرف دو از امید ریاض و سوپریمم گیری با

E

[
sup

t∈[٠,T ]
|X̂(t)|٢

]
≤ ٢E

[
sup

t∈[٠,T ]
|X(t)|٢

]
+ ٢E

[
sup

t∈[٠,T ]
|X(t)− X̂(t)|٢

]
.

E

[∥∥∥X̂∥∥∥٢] حال م آوریم. بدست را (۴٩ . ۴) در اول معادله لذا است کراندار راست سمت چون
داریم، منظور این برای م آوریم. بدست را

E

[∥∥∥X̂∥∥∥٢]
= E

[∫ T

٠ |X̂(t)|٢dt
]
=

∫ T

٠ E
[
|X̂(t)|٢

]
dt ≤

∫ T

٠ E

[
sup

t∈[٠,T ]
|X̂(t)|٢

]
dt

= TE

[
sup

t∈[٠,T ]
|X̂(t)|٢

]
≤ TC١ = C,

م شود. کامل (۴٩ . ۴) برهان که



ایتو تصادف دیفرانسیل معادلات حل برای بالا مرتبه ناپیوسته گالرکین روش ۶۴
زیر به صورت (١١ . ۴) انتگرال فرم که کنید توجه ابتدا م کنیم. اثبات را (۵٠ . ۴) اکنون

است،
X̂(t) = X٠ +

∫ t

٠

(
a(s, X̂(s))− ١

٢b(s, X̂(s))bx(s, X̂(s))

)
ds

+

∫ t

٠ b(s, X̂(s))dŴ (s). t ∈ [٠, T ].
داریم، مثلث نامساوی طبق و م رسانیم دو توان به را معادله طرفین دوم، جمله محاسبه ∫∣∣∣∣برای t

٠ b(s, X̂(s))dŴ (s)

∣∣∣∣٢ ≤

(
|X٠|+ |X̂(t)|+

∫ t

٠ |a(s, X̂(s))|ds

+
١
٢
∫ t

٠
|b(s, X̂(s))bx(s, X̂(s))|ds

)٢
. (۵٢ . ۴)

(x+ y)٢ ≤ ٢(x٢ + y٢) از که (a+ b++c+ d)٢ ≤ ۴(a٢ + b٢ + c٢ + d٢) نابرابری از استفاده با
داریم، م شود ∫∣∣∣∣نتیجه t

٠ b(s, X̂(s))dŴ (s)

∣∣∣∣٢ ≤ ۴|X٢|٠ + ۴|X̂(t)|٢ + ۴
(∫ t

٠ |a(s, X̂(s))|ds
)٢

+

(∫ t

٠ |b(s, X̂(s))bx(s, X̂(s))|ds
)٢

.

داریم، t ∈ [٠, T ] برای شوارتز کش  نامساوی از استفاده ∫∣∣∣∣با t

٠ b(s, X̂(s))dŴ (s)

∣∣∣∣٢ ≤ ۴|X٢|٠ + ۴|X̂(t)|٢ + ۴t
∫ t

٠ |a(s, X̂(s))|٢ds

+ t

∫ t

٠
|b(s, X̂(s))bx(s, X̂(s))|٢ds ≤ ۴|X٢|٠ + ۴|X̂(t)|٢

+ ۴T
∫ t

٠ |a(s, X̂(s))|٢ds+ T

∫ t

٠ |b(s, X̂(s))bx(s, X̂(s))|٢ds. (۵٣ . ۴)
D روی شیتز لیپ شرایط در و هستند پیوسته b(t, x)bx(t, x) و a(t, x), b(t, x) توابع کنید فرض
کراندار خط رشد شرایط در را b(t, x)bx(t, x) و a(t, x), b(t, x) م کنند، صدق L > ٠ ثابت با

داریم، م دهیم صدق
|f(t, x)| ≤ |f(t, ٠)|+ |f(t, x)− f(t, ٠)| ≤ max

t∈[٠,T ]
|f(t, ٠)|+ L|x− ٠|

≤ K(١ + |x|). (۵۴ . ۴)
و a(t, x), b(t, x) های کمیت از ی هر دهنده نشان f(t, x) و k = max(L, max

t∈[٠,T ]
|f(t, ٠)|) که

است. b(t, x)bx(t, x)
داریم، (۵٣ . ۴) و (۵۴ . ۴) کراندار خط رشد از استفاده ∫∣∣∣∣با t

٠ b(s, X̂(s))dŴ (s)

∣∣∣∣٢ ≤ ۴|X٢|٠ + ۴|X̂(t)|٢ + ۵K٢T
∫ t

٠ (١ + |X̂(s)|)٢ds.



۶۵ رایی هم تحلیل
م آوریم، بدست ∀t ∈ [٠, T ] برای ،(a+ b)٢ ≤ ٢(a٢ + b٢) نامساوی از استفاده با

∣∣∣∣∫ t

٠ b(s, X̂(s))dŴ (s)

∣∣∣∣٢ ≤ ۴|X٢|٠ + ۴|X̂(t)|٢ + ١٠K٢T ٢ + ١٠K٢T
∫ t

٠ |X̂(s)|٢ds

≤ ۴|X٢|٠ + ۴ sup
t∈[٠,T ]

|X̂(t)|٢ + ١٠K٢T ٢ + ١٠K٢T
∫ t

٠ |X̂(s)|٢ds

= ۴|X٢|٠ + ۴ sup
t∈[٠,T ]

|X̂(t)|٢ + ١٠K٢T ٢ + ١٠K٢T∥X̂(s)∥٢.

داریم، (۴٩ . ۴) و [|X٢|٠
]
<∞ از استفاده با و م گیریم ریاض امید دوطرف از

[∣∣∣∣∫ t

٠ b(s, X̂(s))dŴ (s)

∣∣∣∣٢
]
≤ ۴E[|X٢|٠

]
+ ۴E

[
sup

t∈[٠,T ]
|X̂(t)|٢

]

+ ١٠K٢T ٢ + ١٠K٢TE
[∥∥∥X̂∥∥∥٢]

≤ ۴C١ + ۴C٢ + ١٠K٢T ٢ + ١٠K٢TC٣ = C.

است. کامل (۵٠ . ۴) اثبات بنابراین
زیر به صورت م توان را (١١ . ۴) که کنید توجه م کنیم. محاسبه را E

[∥∥∥dX̂
dt

∥∥∥٢] حال
نوشت،

dX̂(t)

dt
= a(t, X̂(t))− ١

٢b(t, X̂(t))bx(t, X̂(t)) + b(t, X̂(t))
dŴ (t)

dt
.

L٠]٢, T ] از عضوی را dX̂(t)
dt مسیر باید است، تکه ای پیوسته تصادف فرآیند راست سمت چون

و دارد قرار H٠])١, T ]) در X̂(t) مسیر بنابراین یریم. ب درنظر
∥∥∥∥∥dX̂dt

∥∥∥∥∥
٢
=

∫ T

٠

∣∣∣∣∣a(t, X̂(t))− ١
٢b(t, X̂(t))bx(t, X̂(t)) + b(t, X̂(t))

dŴ (t)

dt

∣∣∣∣∣
٢
dt.

از استفاده شوارتز، کش نامساوی ،(a + b + c)٢ ≤ ٣(a٢ + b٢ + c٢) نامساوی از استفاده با
کراندار b کردیم فرض (چون |b(t, x)| ≤ B <∞ فرض از استفاده و (۵۴ . ۴) کراندار خط رشد

داریم: است)
∥∥∥∥∥dX̂dt

∥∥∥∥∥
٢
≤ ٣

∫ T

٠
∣∣∣a(t, X̂(t))

∣∣∣٢ dt+ ٣
۴
∫ T

٠
∣∣∣b(t, X̂(t))bx(t, X̂(t))

∣∣∣٢ dt
+ ٣

∫ T

٠

∣∣∣∣∣b(t, X̂(t))
dŴ (t)

dt

∣∣∣∣∣
٢
dt

≤ ٣K٢
∫ T

٠ (١ + |X̂(t)|)٢dt+ ٣
۴K٢

∫ T

٠ (١ + |X̂(t)|)٢dt+ ٣B٢
∥∥∥∥∥dŴ (t)

dt

∥∥∥∥∥
٢

≤ ١۵
۴ K٢

∫ T

٠ (١ + |X̂(t)|)٢dt+ ٣B٢
∥∥∥∥∥dŴ (t)

dt

∥∥∥∥∥
٢
.



ایتو تصادف دیفرانسیل معادلات حل برای بالا مرتبه ناپیوسته گالرکین روش ۶۶
داریم، (a+ b)٢ ≤ ٢(a٢ + b٢) نامساوی از استفاده با dX̂dt∥∥∥∥∥و

∥∥∥∥∥
٢
≤ ١۵

٢ K٢
∫ T

٠ (١ + |X̂(t)|٢)dt+ ٣B٢
∥∥∥∥∥dŴ (t)

dt

∥∥∥∥∥
٢

=
١۵
٢ K٢T +

١۵
٢ K٢

∫ T

٠
|X̂(t)|٢)dt+ ٣B٢

∥∥∥∥∥dŴ (t)

dt

∥∥∥∥∥
٢
.

داریم، (۴٩ . ۴) و (۴۶ . ۴) از استفاده با و م گیریم ریاض امید طرفین از

E

∥∥∥∥∥dX̂dt
∥∥∥∥∥

٢ ≤ ١۵
٢ K٢T +

١۵
٢ K٢E

[∥∥∥X̂∥∥∥٢]
+ ٣B٢E

∥∥∥∥∥dŴdt
∥∥∥∥∥

٢
≤ ١۵

٢ K٢T +
١۵
٢ K٢C١ + ٣B٢N ≤

(١۵
٢ K٢T +

١۵
٢ K٢C١ + ٣B٢

)
N

≤ C٢N,

استفاده با است. N و h از مستقل ثابت C٢ = ١۵٢ K٢T + ١۵٢ K٢C١ + ٣B٢ و N ≥ ١ آن در که
داریم، (۴٨ . ۴) و N ≤ T

hmin
≤ TK

h از

E

∥∥∥∥∥dX̂dt
∥∥∥∥∥

٢ ≤ C٢
TK

h
=
C

h
, C = C٢TK.

است، زیر به صورت (۵١ . ۴) در دوم تقریب که داریم توجه سرانجام

E

[∥∥∥X̂∥∥∥٢
١
]
= E

∥∥∥X̂∥∥∥٢
+

∥∥∥∥∥dX̂dt
∥∥∥∥∥

٢ ≤ C١ +
C٢
h

=
C١h+ C٢

h
≤ C١T + C٢

h
=
C

h
, (۵۵ . ۴)

م کند. کامل را اثبات این است. C = C١T + C٢ و h ≤ T آن در که

مربعات میانگین در رایی هم ٢ . ۵ . ۴
را P±

h رادو گاوس بعدی ی تصاویر ابتدا دهیم نشان X̂ به را X̂h رایی هم که این از قبل
از چند جمله ای های فضای P p(In) و دلخواه بازه In = [tn, tn+١] کنید فرض م کنیم. معرف
In روی P±

h u و P±
h ∈ V p

h ،u(t) ∈ L٠])٢, T ]) تابع هر باشد.برای In روی p از کمتر درجه ی
م کند، صدق زیر شرط در که است P p(In) در تا ی ∫چند جمله ای

In

(P±
h u− u)vdt = ٠, ∀v ∈ Pn−١(In), (۵۶ . ۴)

(P−
h u− u)(t−

n+١) = ٠, (P+
h u− u)(t+n ) = ٠.

روش از خطا برآورد در به ویژه طرح این م کنیم. استفاده P−١(In) = {٠} از p = ٠ برای
.[۴٢] م گیرد قرار استفاده مورد L٢ خطای بهینه کران آوردن بدست برای ناپیوسته گالرکین



۶٧ رایی هم تحلیل
برای دارد. وجود [۴٣] در آن اثبات که داریم نیاز زیر معروف نتیجه به تحلیل مان و تجزیه در

به طوری که، دارد وجود مش اندازه از مستقل C مثبت ثابت u ∈ H٠])١, T ])
∥u− P±

h u∥+ h∥(u− P±
h u)x∥ ≤ C∥u∥١h. (۵٧ . ۴)

ناپیوسته گالرکین جواب و (١٢ . ۴) دقیق جواب بین خطای e(t) = X̂(t) − X̂h(t) کنید فرض
تعریف ϵ = X̂ − P−

h X̂ به صورت خطا تصویر کنید فرض باشد. (١٧ . ۴) در شده تعریف تصادف
باشد. ē = P−

h X̂ − X̂h به صورت دقیق جواب از تصویری و عددی جواب بین خطای و شود
نوشت، زیر به صورت توان م را خطا که باشید داشته توجه

e = (X̂ − P−
h X̂) + (P−

h X̂ − X̂h) = ē+ ϵ. (۵٨ . ۴)
جواب چون حال است. X̂(t) ∈ H٠])١, T ]) تا ی جواب دارای (١١ . ۴) معادله ١ . ۵ . ۴ قضیه طبق
در ببریم. ار ب u(t) = X̂(t) با را (۵٧ . ۴) تصویر نتیجه م توانیم است X̂(t) ∈ H٠])١, T ])
X̂h(T ) جواب دهیم نشان تا م کنیم ایجاد E

[∣∣∣X̂(T )− X̂h(T )
∣∣∣٢] برای کران ی بعد قضیه

است. را هم باشد، h→ ٠ که وقت X̂(T ) به مربعات میانگین در تصادف ناپیوسته گالرکین از
X از مستقل انتشار ضرایب و باشد برقرار ١ . ۵ . ۴ قضیه مفروضات کنید فرض .٢ . ۵ . ۴ قضیه
X̂(t) و p ≥ ٠ کنید فرض است. [٠, T ] روی پیوسته تابع b(t) که b(t, x) = b(t) یعن باشند
پس باشد. (١٧ . ۴) در شده تعریف تصادف ناپیوسته گالرکین جواب X̂h(t) و (١٢ . ۴) از جوابی

به طوری که، دارد وجود h از مستقل C مثبت ثابت
E
[∣∣e(t−k )∣∣٢] ≤ Ch, k = ١, . . . , N (۵٩ . ۴)

E
[
∥e∥٢] ≤ Ch. (۶٠ . ۴)

م آوریم، بدست را زیر خطای معادله (١۶ . ۴) از (١٧ . ۴) کردن کم با ∫برهان.
In

ev′dt+

∫
In

(a(t, X̂)− a(t, X̂h))vdt− e(t−
n+١)v(t−n+١)e(t−n )v(t+n ) = ٠. (۶١ . ۴)
داریم، (۵۶ . ۴) در P−

h تصویر ویژگ ∫طبق
In

ϵv′dt = ٠, ∀v ∈ P p(In), ϵ(t
−
n+١) = ٠, n = ٠, . . . , N − ١ (۶٢ . ۴)

است. (p−١) درجه از حداکثر چندجمله ای v′ پس است p درجه از حداکثر چندجمله ای v چون
داریم، (۶٢ . ۴) از استفاده با و (۶١ . ۴) در (۵٨ . ۴) رابطه ذاری جای ∫با

In

ēv′dt+

∫
In

(a(t, X̂)− a(t, X̂h))vdt− ē(t−
n+١)v(t−n+١) + ē(t−n )v(t

+
n ) = ٠. (۶٣ . ۴)

داریم، (۶٣ . ۴) در v = ē ∈ P p(In) گرفتن درنظر با
١
٢ ē٢(t−

n+١)−
١
٢ ē٢(t+n ) +

∫
In

(a(t, X̂)− a(t, X̂h))ēdt− ē٢(t−
n+١) + ē(t−n )ē(t

+
n ) = ٠,



ایتو تصادف دیفرانسیل معادلات حل برای بالا مرتبه ناپیوسته گالرکین روش ۶٨
با، است معادل که

١
٢(ē(t+n )− ē(t−n ))

٢ − ١
٢ |ē(t−n )|٢ +

١
٢ |ē(t−

n+٢|(١ =

∫
In

(a(t, X̂)− a(t, X̂h))ēdt.

نتیجه، در
|ē(t−

n+٢|(١ ≤ |ē(t−n )|٢ + ٢
∫
In

(a(t, X̂)− a(t, X̂h))ēdt. n = ٠, . . . , N − ١

م کند صدق L لیپ شیتز ثابت با D = [٠, T ]× R روی x متغیر در لیپ شیتز شرط در a چون
داریم،

|ē(t−
n+٢|(١ ≤ |ē(t−n )|٢ + ٢L

∫
In

|X̂ − X̂h||ē|dt = |ē(t−n )|٢ + ٢L
∫
In

|e||ē|dt.

داریم، ٢ab ≤ a٢ + b٢ نامساوی و (۵٨ . ۴) از استفاده با
|ē(t−

n+٢|(١ ≤ |ē(t−n )|٢ + ٢L
(∫

In

|ϵ||ē|dt+
∫
In

|ē|٢dt
)

≤ |ē(t−n )|٢ + L

∫
In

|ϵ|٢dt+ ٣L
∫
In

|ē|٢dt.

از استفاده با و k = ١, . . . , N با n = ٠, . . . , k − ١ که In عناصر تمام گرفتن درنظر با
(۵٧ . ۴) تصویر نتیجه ارگیری ب با و ē(t−٠ ) = X̂(t−٠ )−P−

h X̂(t−٠ ) = X٠−P−
h X٠ = X٠−X٠ = ٠

داریم،
|ē(t−k )|

٢ ≤ |ē(t−٠ )|٢ + L

∫ tk

٠ |ϵ|٢dt+ ٣L
∫ tk

٠ |ē|٢dt = L

∫ tk

٠ |ϵ|٢dt+ ٣L
∫ tk

٠ |ē|٢dt

≤ L

∫ T

٠
|ϵ|٢dt+ ٣L

∫ tk

٠
|ē|٢dt ≤ CLh٢ ∥∥∥X̂∥∥∥٢

١ + ٣L
∫ tk

٠
|ē|٢dt. (۶۴ . ۴)

هر برای کش شوارتز نامساوی و انتگرال باق مانده با تیلور فرمول از استفاده با ر دی طرف از
داریم، t ∈ In

|ē(t)| =

∣∣∣∣∣ē(t−n+١) +
∫ t

tn+١
ē′(s)ds

∣∣∣∣∣ ≤ |ē(t−
n+١)|+

∫
In

|ē′(t)|dt

≤ |ē(t−
n+١)|+ h

١٢
n

(∫
In

|ē′(t)|٢dt
) ١٢

≤ |ē(t−
n+١)|+ h

١٢
(∫

In

|ē′(t)|٢dt
) ١٢

.

نامساوی از استفاده و In روی گیری انتگرال از استفاده با و م رسانیم دو توان به را طرفین
داریم، (a+ b)٢ ≤ ٢(a٢ + b٢)∫

In

|ē|٢dt ≤ ٢hn|ē(t−n+١)|٢ + ٢hhn
∫
In

|ē′|٢dt ≤ ٢h|ē(t−
n+٢|(١ + ٢h٢

∫
In

|ē′|٢.dt



۶٩ رایی هم تحلیل
داریم، k = ١, . . . , N با n = ٠, . . . , k − ١ که In عناصر همه گرفتن درنظر با حال

∫ tk

٠ |ē|٢dt ≤ ٢h
k−١∑
n=٠

|ē(t−
n+٢|(١ + ٢h٢

∫ tk

٠ |ē′|٢dt ≤ ٢h
k∑

n=١
|ē(t−n )|٢ + ٢h٢∥ē′∥٢. (۶۵ . ۴)

م آوریم، بدست (۶۵ . ۴) و (۶۴ . ۴) کردن ترکیب با و

|ē(t−k )|
٢ ≤ CLh٢ ∥∥∥X̂∥∥∥٢

١ + ۶Lh٢∥ē′∥٢ + ۶Lh
k∑

n=١
|ē(t−n )|٢.

داریم، (۵١ . ۴) از استفاده با و م گیریم ریاض امید طرفین از

E
[∣∣ē(t−k )∣∣٢] ≤ CLh٢E

[
∥X̂∥٢١

]
+ ۶Lh٢E

[
∥ē′∥٢]+ ۶Lh

k∑
n=١

E[|ē(t−n )|٢]

≤ C١Lh+ ۶Lh٢E
[
∥ē′∥٢]+ ۶Lh

k∑
n=١

E[|ē(t−n )|٢].

کاف اندازه به h برای که م گیریم نتیجه [۴۵ ،۴۴] گسسته گرانوال نامساوی از استفاده با
داریم، (۶Lh < ١) کوچ

E
[
|ē(t−k )|

٢] ≤ (C١Lh+ ۶Lh٢E
[
∥ē′∥٢]) e۶LKh

≤
(
C١Lh+ ۶Lh٢E

[
∥ē′∥٢]) e۶LT

≤ C٢h+ C٣h٢E
[
∥ē′∥٢] , (۶۶ . ۴)

رابطه از استفاده با کنیم. محاسبه را E[∥ē′∥٢] باید حال هستند. h از مستقل C٣ و C٢ که
داریم، (a+ b+ c)٢ ≤ ٣(a٢ + b٢ + c٢) نامعادله و ē = e− ϵ = X̂ − X̂h − ϵ

∥ē′∥٢ =
N−١∑
n=٠

∫
In

(
X̂ ′ − X̂ ′

h − ϵ′
)٢

dt ≤ ٣ ∥∥∥X̂ ′
∥∥∥٢

+ ٣∥∥∥X̂ ′
h

∥∥∥٢
+ ٣∥ϵ′∥٢.

داشت، خواهیم u = X̂ با (۵٧ . ۴) و (۵١ . ۴) از استفاده با و م گیریم امیدریاض طرف دو از
E
[∥∥ē′∥∥٢] ≤٣E

[∥∥∥X̂ ′
∥∥∥٢]

+ ٣E
[∥∥∥X̂ ′

h

∥∥∥٢]
+ ٣E[∥ϵ′∥٢]

≤ ٣C
h

+ ٣E
[∥∥∥X̂ ′

h

∥∥∥٢]
+ ٣C٢E

[∥∥∥X̂ ′
∥∥∥٢

١
]

≤ C١
h

+ ٣E
[∥∥∥X̂ ′

h

∥∥∥٢]
. (۶٧ . ۴)

روی p درجه از لژاندر چندجمله ای L̃p(ξ) کنید فرض م آوریم. بدست را E
[∥∥∥X̂ ′

h

∥∥∥٢] سپس
،[۴۶] داریم را زیر ویژگ پس باشد. [٠, ١]

L̃p(١) = ١, L̃p(−١) = (−١)p,



ایتو تصادف دیفرانسیل معادلات حل برای بالا مرتبه ناپیوسته گالرکین روش ٧٠
∫ ١
−١
L̃p(ξ)L̃q(ξ)dξ =

٢
٢p+ ١δpq, (۶٨ . ۴)

است. کرونکر نماد δpq که
انجام زیر آفین استاندارد نگاشت وسیله به [−١, ١] عناصر داخل به In عناصر فیزی نگاشت

م گیرد،
t =

tn+١ + tn

٢ +
hn٢ ξ. (۶٩ . ۴)

بدست Lp,n(t) = L̃p

(٢t−tn−tn+١٢
) به صورت In روی را p درجه لژاندر انتقال چندجمله ای

داریم، (۶٨ . ۴) در متعامد رابطه و (۶٩ . ۴) نگاشت از استفاده با حال م آوریم.
∥Lp,n∥٢٠,In =

∫
In

L٢
p,n(t)dt =

hn٢
∫ ١
−١ L̃

٢
p(ξ)dξ

=
hn٢

٢
٢p+ ١ =

hn٢p+ ١ ≤ Chn. (٧٠ . ۴)
استفاده با و م گیریم درنظر (٧ . ۴) در را v(t) = X̂ ′

h(t)− (−١)pX̂ ′
h(t

+
n )Lp,n(t) ∈ P p(In) حال

داریم، ∫In X̂ ′
h(t)Lp,n(t)dt = ٠ و v(t+n ) = ٠ و (۶٨ . ۴)∥∥∥X̂h

∥∥∥٢
٠,In =

∫
In

â(t, X̂h(t))X̂
′
h(t)dt− (−١)pX̂ ′

h(t
+
n )

∫
In

â(t, X̂h(t))Lp,n(t)dt.

داشت، خواهیم b(t, x) = b(t) فرض و (١٨ . ۴) در â تعریف از استفاده با
â(t, X̂h(t)) = a(t, X̂h(t)) + b(t)

∆Wn

hn
.

X̂∥∥∥بنابراین، ′
h

∥∥∥٢
٠,In = T١ + T٢,

که
T١ =

∫
In

a(t, X̂h(t))X̂
′
h(t)dt− (−١)pX̂ ′

h(t
+
n )

∫
In

a(t, X̂h(t))Lp,n(t)dt,

T٢ =
∆Wn

hn

(∫
In

b(t)X̂ ′
h(t)dt− (−١)pX̂ ′

h(t
+
n )

∫
In

b(t)Lp,n(t)dt

)
.

م کنیم. محاسبه جداگانه به صورت را T٢ و T١ حال
داریم، است کراندار رانش ضریب که این فرض با ،T١ محاسبه برای
T١ ≤ C

∫
In

|X̂ ′
h(t)|dt+ C|X̂ ′

h(t
+
n )|
∫
In

|Lp,n(t)|dt,

داریم، (٧٠ . ۴) تقریب و معکوس نامساوی کش شوارتز، نامساوی از استفاده با که
T١ ≤Ch

١٢
n

∥∥∥X̂ ′
h

∥∥∥٠,In + C٢h
− ١٢
n

∥∥∥X̂ ′
h

∥∥∥٠,In h
١٢
n ∥Lp,n∥٠,In

≤Ch
١٢
n

∥∥∥X̂ ′
h

∥∥∥٠,In + C٣h
١٢
n

∥∥∥X̂ ′
h

∥∥∥٠,In
≤C١h

١٢
n

∥∥∥X̂ ′
h

∥∥∥٠,In .



٧١ رایی هم تحلیل
بدست تا م کنیم تکرار دوباره را T١ محاسبه روند است، کراندار b(t) چون ،T٢ محاسبه برای

بیاوریم،
T٢ ≤ |∆Wn|

hn

(
C٢h

١٢
n

∥∥∥X̂ ′
h

∥∥∥٠,In
)

= C٢
|∆Wn|

h
١٢
n

∥∥∥X̂ ′
h

∥∥∥٠,In .

داریم، X̂∥∥∥بنابراین ′
h

∥∥∥٢
٠,In = T١ + T٢ ≤ C١h

١٢
n

∥∥∥X̂ ′
h

∥∥∥٠,In + C٢
|∆Wn|

h
١٢
n

∥∥∥X̂ ′
h

∥∥∥٠,In ,

م شود، X̂∥∥∥نتیجه ′
h

∥∥∥٠,In ≤ C١h
١٢
n + C٢

|∆Wn|

h
١٢
n

≤ Ch
١٢ + C

|∆Wn|

h
١٢

,

کردیم. استفاده (١۵ . ۴) از که
گرفتن امید ریاض با و (a+b)٢ ≤ ٢a٢+٢b٢ از استفاده با و م رسانیم دو توان به را طرفین

داریم، طرفین از

E

[∥∥∥X̂ ′
h

∥∥∥٢]
= E

N−١∑
n=٠

∥∥∥X̂ ′
h

∥∥∥٢
٠,In

 ≤ E

N−١∑
n=٠

٢C٢h
+ E

N−١∑
n=٠

٢C٢ |∆Wn|٢
h


≤ ٢C٢hN + ٢C٢ N−١∑

n=٠
E[|∆Wn|٢]

h

= ٢C٢hN + ٢C٢
N−١∑
n=٠

hn
h

≤ C١ +
C٢
h

≤ C۴
h
. (٧١ . ۴)

داریم، (٧١ . ۴) و (۶٧ . ۴) ،(۶۶ . ۴) کردن ترکیب با سرانجام
E
[
|ē(t−k )|

٢] ≤ C٢h+ C٣h٢
(
C١
h

+ ٣E
[∥∥∥X̂ ′

h

∥∥∥٢])
≤ C٢h+ C٣h٢

(
C١
h

+ C٣
C۴
h

)
≤ Ch.

م شود. کامل (۵٩ . ۴) تقریب اثبات که
م شود نتیجه که م کنیم ترکیب (٧١ . ۴) و (۶٧ . ۴)،(۵٩ . ۴) با را k = N با (۶۵ . ۴) تقریب
تقریب و (a + b)٢ ≤ ٢a٢ + ٢b٢ نامعادله و (۵٨ . ۴) از استفاده با سرانجام .E [∥ē∥٢] ≤ Ch

م آوریم، بدست (۵١ . ۴) و u = X̂ با (۵٧ . ۴)
E
[
∥e∥٢] = E

[
∥ē+ ϵ∥٢] ≤ ٢E [∥ē∥٢]+ ٢E [∥ϵ∥٢]

≤ C١h+ ٢C٢h٢E
[∥∥∥X̂∥∥∥٢

١
]

≤ C١h+ ٢C٢ = Ch.



ایتو تصادف دیفرانسیل معادلات حل برای بالا مرتبه ناپیوسته گالرکین روش ٧٢
م شود. کامل قضیه اثبات که

جوابی X(t) همچنین و باشد برقرار ٢ . ۵ . ۴ قضیه مفروضات که کنید فرض .١ . ۵ . ۴ ملاحظه
برای پس باشد. (١٧ . ۴) در تصادف ناپیوسته گالرکین جواب X̂h(t) و باشد (١ . ۴) از

k = ١, . . . , N هر برای یعن است را هم X(tk) به مربعات میانگین در X̂h(t
−
k )،k = ١, . . . , N

.E [|X(tk)− X̂h(t
−
k )|

٢]→ ∞ داریم، N → ∞ که وقت
داریم، (a+ b)٢ ≤ ٢(a٢ + b٢) نامعادله از استفاده با −X(tk)∣∣∣برهان. X̂h(t

−
k )
∣∣∣٢ =

∣∣∣(X(t−k )− X̂(tk)) + (X̂(tk)− X̂h(t
−
k ))
∣∣∣٢

≤ ٢ ∣∣∣X(tk)− X̂(tk)
∣∣∣٢ + ٢ ∣∣∣X̂(tk)− X̂h(t

−
k )
∣∣∣٢ .

م آوریم، بدست طرف دو از گرفتن ریاض امید با
E
[
|X(tk)− X̂h(t

−
k )|

٢] ≤ ٢E [|X(tk)− X̂(tk)|٢
]
+ ٢E [|X̂(tk)− X̂h(t

−
k )|

٢] .
اولیه مقدار مسأله از X(tk) جواب به (١١ . ۴) از X̂(tk) جواب ١ . ۴ . ۴ زاکای وانگ قضیه طبق
از X̂h(t

−
k ) جواب ٢ . ۵ . ۴ قضیه از استفاده با است. را هم مربعات میانگین در (١ . ۴) اصل

بنابراین است. را هم مربعات میانگین در X̂(t) جواب به (١۶ . ۴) تصادف ناپیوسته گالرکین
شد. کامل اثبات

در است. برقرار جمع نویز با تصادف دیفرانسیل معادلات از مان تحلیل .٢ . ۵ . ۴ ملاحظه
فرآیند حالت از انتشار ضریب وابستگ حذف برای م تواند ١٧ لمپارت تبدیل صورت این غیر
تبدیل برای را لمپارت روش م توانیم ضربی نویز حالت در به ویژه گیرد. قرار استفاده مورد
ار ب ه ی انتشار ضریب با تصادف دیفرانسیل معادله ی به (١ . ۴) در تصادف دیفرانسیل معادله
به صورت [۴٨ ،۴٧] لمپارت تبدیل رفتار کنیم. جمع نویز حالت مشابه آن با سپس و ببریم

م شود، تعریف زیر
Z(t) = ψ(t,X(t)) =

∫ X(t)

z

١
b(t, x(t))

dx,

تصادف دیفرانسیل معادله جواب Z فرآیند پس است. X حالت فضای در دلخواه مقدار z که
است، زیر ه ی انتشار ضریب با

dZ =

(
ψt(t, ψ

−١(t, Z)) + a(t, ψ−١(t, Z))
b(t, ψ−١(t, Z)) − ١

٢bx(t, ψ−١(t, Z))
)

+ dW. (٧٢ . ۴)

نیز Z برای م توانیم را تصادف دیفرانسیل معادله برای شده بیان تحلیل تجزیه بنابراین
X به b اگر که م کنیم تأکید حال ندارد. بستگ فرآیند حالت به وینر فرآیند زیرا ببریم ار ب
شبیه سازی فرآیند در بی ثبات زیرا م شود داده ترجیح لمپارت انتقال روش پس باشد وابسته

١٧Lamperti



٧٣ رایی هم تحلیل
دیفرانسیل معادله برای که تصادف ناپیوسته گالرکین روش که م کنیم م یابد(یادآوری کاهش
مسیر م توان واق در است). A‐پایدار است شده برده ار ب (٣٢ . ۴) جمع نویز با تصادف
را Xها مسیر ψ−١(t, Z) معکوس تبدیل از استفاده با سپس و کرد سازی شبیه  را Z = ψ(t,X)

کل حالت (در نیست دسترس در همیشه ψ−١(t, Z) معکوس تبدیل حال این با آوریم. بدست
که م گیریم نتیجه سرانجام شود). نوشته Z از روشن و صریح تابع ی به عنوان نم تواند X
به طور و x به نسبت مشتق پذیر پیوسته به طور دوبار رانش جمله با تصادف دیفرانسیل معادلات
و هستند وابسته x به تنها انتشار جمله با که حال در هستند t به نسبت مشتق پذیر پیوسته
تبدیل ه ی انتشار ضریب به لمپارت تبدیل وسیله به م توانند و مشتق پذیراند پیوسته به طور

.[۴٧] شوند

رایی هم مرتبه ٣ . ۵ . ۴
بازی عددی وریتم های ال طراح در را حیات نقش رایی هم مرتبه تصادف عددی آنالیز در
برخلاف است. کارآمدی طرح عددی روش ی از بالا رایی هم مرتبه که است بدیه م کند.
دارد، وجود تصادف عددی آنالیز در تصادف متغیر رایی هم از عمده نوع دو قطع حالت
حل از انتظار مورد مسیر رایی هم به قوی رایی هم ضعیف. رایی هم و قوی رایی هم
فرآیند ی لحظه های از رایی هم به اشاره ضعیف رایی هم که حال در دارد اشاره عددی
p > ٠ مرتبه با قوی رایی هم X به T لحظه در X̂ تقریب م شود گفته دقیق تر به طور دارد.

به طوری که، باشد داشته وجود h٠ ∈ (٠, ١) و h از مستقل C مثبت ثابت اگر دارد
E
[
|X(T )− X̂(T )|

]
≤ Chp, ∀h ∈ (٠, h٠), (٧٣ . ۴)

دارد T لحظه در X به ( p ضعیف مرتبه با رایی (هم p مرتبه از ضعیف رایی هم X̂ تقریب و
به طوری که، باشد داشته وجود h٠ ∈ (٠, ١) و Cg مثبت ثابت ،g چندجمله ای هر برای E[g(X(T∣∣∣اگر ))]− E[g(X̂(T ))]

∣∣∣ ≤ Cgh
p, ∀h ∈ (٠, h٠). (٧۴ . ۴)

حالت هردو (b = ٠) م شود صفر انتشار ضریب قطع حالت در وقت که باشید داشته توجه
در قوی رایی هم با عمدتاً پایان نامه این در م یابند. کاهش قطع رایی هم مرتبه حالت به

داریم. سروکار تصادف ناپیوسته گالرکین روش از مربعات میانگین
بهینه رایی هم سرعت ناپیوسته، گالرکین روش قطع معمول دیفرانسیل معادلات برای
نشان را م کنیم استفاده p درجه ای تکه های چند جمله ای از که وقت L٢ نرم در O(hp+١)
است ن مم خاص شرایط در که کردند کشف محققان از بسیاری علاوه بر این .[٣۴] م دهد
از ناپیوسته گالرکین رایی هم سرعت که باشند داشته وجود دامنه در بالا رایی هم با نقاط
روی که [٣۴] ١٩ راورت و ١٨ لساینت از ناپیوسته گالرکین روش مثال برای شود. بالاتر O(hp+١)

١٨Lesaint
١٩ Raviart



ایتو تصادف دیفرانسیل معادلات حل برای بالا مرتبه ناپیوسته گالرکین روش ٧۴
در رایی هم سرعت O(hp+١) که دارد ناپیوسته جواب شد اعمال اول مرتبه اولیه مقدار مسأله
بالا رایی هم ویژگ م دهد. نشان آخر مرحله برای را بالا رایی هم سرعت O(h٢p+١) و L٢ نرم

قطع معمول دیفرانسیل معادلات برای ناپیوسته گالرکین و متناه عناصر روش های برای
م شود. بررس [۵١–۴٩ ،٣۴ ،٣٢] در

جواب به ویژه است. شده ثابت خاص نظم مفروضات تحت O(hp+١) بهینه رایی هم سرعت
باشد Hp+٠])١, T ]) سوبولوف فضای به متعلق باید قطع معمول دیفرانسیل معادلات از دقیق
در باشند. پذیر انتگرال مربع تابع آن احتمال توزیع مشتق p + ١ که توابع از فضایی یعن
بزرگتر p برای (حداقل نیست برقرار کل به طور فرض چنین ایتو تصادف دیفرانسیل معادلات
علاوه بر این نیست. مشتق پذیر ١ احتمال با جا هیچ W (t) استاندارد براون حرکت زیرا صفر) از
نیز (١ . ۴) در صادق X فرآیند نیست، کراندار زمان بازه هر برای براون حرکت آنجایی که از

نیست. کراندار
ناپیوسته گالرکین روش که م دهد نشان غیر خط و خط مسائل برای عددی آزمایش های
درجه تکه ای چند جمله ای از که وقت تصادف دیفرانسیل معادلات برای جمع نویز با تصادف
معادلات برای که هنگام حال این با دارد. ٢p+ ١ مرتبه از قوی رایی هم م کنیم استفاده p

است. p مرتبه از قوی رایی هم دارای تنها م بریم ار ب ضربی نویز با تصادف دیفرانسیل

بعدی چند حالت ۴ . ۵ . ۴
ضربی نویز با d‐بعدی تصادف دیفرانسیل معادلات به زیر به صورت م توان را شده بیان روش

داد، گسترش
dXi(t) = ai(t,X(t))dt+

m∑
j=١

bij(t,X(t))dW j(t), t ∈ [٠, T ] (٧۵ . ۴)

به صورت رانش ضرایب و X = [X١, . . . , Xd]
t: [٠, T ] → Rd و Xi(٠) = X٠,i،i = ١, . . . , d که

به صورت j = ١, . . . ,m برای انتشار ضریب و a = [a١, . . . , ad]t: [٠, T ]× Rd → Rd

W = [W ١, . . . ,Wm]t: [٠, T ] → Rm م باشد. bj = [b١,j , . . . , bd,j ]t: [٠, T ] × Rd → Rd

الر اس وینر فرآیند از مستقل و است j = ١, . . . ,m که W j مولفه های با m‐بعدی وینر فرایند
در صادق {Ft: ٠ ≤ t ≤ T} ⊂ F فیلتر ی با (Ω,F , P ) کامل احتمال فضای روی شده تعریف
p مجموعه همه شامل F٠ به طوری که دارد راست پیوستگ و است (صعودی معمول شرایط
و است وینر فرآیند از مستقل X٠ اولیه مقدار که م کنیم فرض م باشد. است) F در جزئ

خط رشد و لیپ شیتز شرایط در صادق و پذیر اندازه توابع را bij و ai بنابراین .E [|X٢|٠
]
<∞

، یعن م گیریم درنظر x در کراندار
|ai(t, x)− ai(t, y)|+ |bij(t, x)− bij(t, y)| ≤ K|x− y|,

∀t ∈ [٠, T ], ∀x, y ∈ Rd, i = ١, . . . , d, j = ١, . . . ,m



٧۵ رایی هم تحلیل
به طوری که، دارد وجود C > ٠ ثابت x ∈ Rd و t ≥ ٠ همه ی برای و

|ai(t, x)|+ |bij(t, x)| ≤ C(١ + |x|), i = ١, . . . , d, j = ١, . . . ,m. (٧۶ . ۴)
ی خط حالت مشابه .[٢] م کنند تضمین را (٧۵ . ۴) جواب تایی ی و وجود شرایط این

این به م سازیم. (٧۵ . ۴) بعدی چند حالت برای را تصادف ناپیوسته گالرکین روش بعدی
منظور

X̂h = [X̂١,h, . . . , X̂d,h]
t ∈ V p

h = {v: v|In∈ (P p(In))
d, n = ٠, . . . , N − ١},

داشته i = ١, . . . , d برای که م کنیم پیدا گونه ای به است n = ٠, . . . , N − ١ و ∀v ∈ V p
h که را
∫باشیم،

In

v′X̂i,hdt+

∫
In

vâi(t, X̂h)dt− v(t−
n+١)X̂i,h(t

−
n+١) + v(t+n )X̂i,h(t

−
n ) = ٠, (٧٧ . ۴)

که
âi(t, X̂h(t)) = ai(t, X̂h(t))−

١
٢

m∑
j=١

d∑
k=١

bkj(t, X̂h(t))
∂bij(t, X̂h(t))

∂xk

+

m∑
j=١

bij(t, X̂h(t))
∆W j

n

hn
(٧٨ . ۴)

است. شده اصلاح جمله (٧٨ . ۴) راست سمت دوم جمله است. t ∈ In به طوری که





۵ فصل
عددی مثال

تصادف ناپیوسته گالرکین روش رایی هم تا م کنیم مطرح را عددی مثال چندین بخش این در
نقطه در تقریبی جواب و دقیق جواب ترتیب به X̂(j)

h (T ) و X(j)(T ) کنید فرض دهیم. نشان را
جواب و دقیق جواب از سازی شبیه jامین کل خطای باشند. سازی شبیه jامین در tN = T

میانگین عددی آزمایشات تمام در است. ϵj = |X(j)(T )−X̂(j)
h (T )| به صورت T لحظه در تقریبی

گالرکین روش خطای تخمین برای که م کنیم تعریف ϵ̂ = ١
M

M∑
j=١

ϵj به صورت را ϵ̂ مطلق خطای
سازی های شبیه کل تعداد M آن در به طوری که م گیرد قرار استفاده مورد تصادف ناپیوسته
E
[
|X(T )− X̂h(T )|

] میانگین خطای از تقریبی ϵ̂ که کنید توجه م دهد. نشان را تصادف
مطلق خطای میانگین ϵ̂N که م کنیم تعریف α̂ = ln(ϵ̂N١/ϵ̂N٢ )

ln(N١/N٢) با را α̂ رایی هم مرتبه است.
مورد تصادف ناپیوسته گالرکین روش رایی هم خواص اندازه گیری برای که است عنصر N

،h گام طول هر برای است. شده استفاده h مختلف مقادیر از عمل در م گیرد. قرار استفاده
تولید برای تصادف عدد مولد ی از آزمایشات تمام در م شود. اجرا مختلف نویزهای با M

م کنیم. استفاده N(٠, ١) توزیع از مستقل تصادف شبه اعداد

نویز با زیر تصادف دیفرانسیل معادله برای را تصادف ناپیوسته گالرکین روش .٠ . ١ . ۵ مثال
م گیریم، درنظر جمع

dX(t) =

(
β√١ + t

− ١
١)٢ + t)

X(t)

)
dt+

αβ√١ + t
dW (t), t ∈ [٠, T ], X(٠) = ١. (١ . ۵)

٧٧



عددی مثال ٧٨
است، زیر به صورت (١ . ۵) اولیه مقدار مسأله دقیق جواب

X(t) =
X(٠)√١ + t

+
β√١ + t

(t+ αW (t)).

در انتشار و رانش توابع که کنید توجه م گیریم. درنظر β = ٠٫۵ و α = ٠٫١ با را (١ . ۵) معادله
Nبه طوری که = ۴nنواخت ی مش برای را (١ . ۵) معادله م کنند. صدق ٢ . ۵ . ۴ قضیه فرضیات
به طوری که P p فضای در را تصادف ناپیوسته گالرکین روش جواب م کنیم. حل n = ١, . . . , ١٠

تصادف ناپیوسته گالرکین روش جواب و دقیق جواب ١ . ۵ ل ش در م کنیم. حساب p = ١−۴
١٠٠٠٠ ،١ . ۵ جدول در دادیم. ارائه T = ١ و P = ١ و N = ۴,٨, ١۶ با را نمونه ای مسیر از
را رایی هم مرتبه و ϵ̂ خطای T = ١ از استفاده با تا م کنیم سازی شبیه را نمونه ای مسیر
با قوی رایی هم تصادف ناپیوسته گالرکین روش که م دهد نشان نتیجه این دهیم. نشان
گرد خطای با همراه خطا مرتبه که که است این دهنده نشان * علامت دارد. ٢P + ١ مرتبه
دیفرانسیل معادلات برای تصادف ناپیوسته گالرکین روش ، قطع حالت همانند است. کردن
نتیجه O(h٢p+١) رایی هم مرتبه با ناپیوسته جواب مرحله هر پایان در جمع نویز با تصادف

م دهد.

(خط تصادف ناپیوسته گالرکین وتقریب نواخت) ی دقیق(خط های جواب :١ . ۵ ل ش
.٠ . ١ . ۵ مثال نمونه ای مسیر برای h = ٣,٢−٢,٢−٢−۴ و p = ١ با چین)

خط ایتو تصادف دیفرانسیل معادلات برای را تصادف ناپیوسته گالرکین روش .٠ . ٢ . ۵ مثال
م بریم، ار ب زیر

dX(t) = − α

١ + t
X(t)dt+

١
(١ + t)α

dW (t), t ∈ [٠, ١], X(٠) = X٠. (٢ . ۵)
است، زیر به صورت دقیق جواب

X(t) =
X٠ +W (t)

(١ + t)α
.



٧٩

روی ٠ . ١ . ۵ مثال از T = ١ و M = ١٠٠٠٠ و p = ١ − ۴ برای α̂ و ϵ̂ مقادیر :١ . ۵ جدول
.N = ۴n;n = ١,٢, . . . , ١٠ نواخت ی مش

در انتشار و رانش توابع که کنید توجه م گیریم. درنظر X٠ = ١٠ و α = ۵ با را (٢ . ۵) معادله
با مشابه مش و پارامترها از استفاده با را (٢ . ۵) مسأله م کنند. صدق ٢ . ۵ . ۴ قضیه فرضیات
به طوری که P p فضای در را تصادف ناپیوسته گالرکین روش جواب م کنیم. حل ٠ . ١ . ۵ مثال

تصادف ناپیوسته گالرکین روش جواب و دقیق جواب ٢ . ۵ ل ش در م کنیم. حساب p = ٠−۴
١٠٠٠٠ ،٢ . ۵ جدول در م دهیم. ارائه T = ١ و P = ١ و N = ۴,٨, ١۶ با را نمونه ای مسیر از
را رایی هم مرتبه و ϵ̂ خطای T = ١ از استفاده با تا م کنیم سازی شبیه را نمونه ای مسیر
از قوی رایی هم تصادف ناپیوسته گالرکین روش که م دهند نشان نتایج این دهیم. نشان
کردن گرد خطای با همراه خطا مرتبه که است این دهنده ی نشان * علامت دارد. ٢p+١ مرتبه
مشابه گرفتیم. درنظر را جمع نویز با تصادف دیفرانسیل معادلات تنها قبل مثال در است.
م کنیم، استفاده pدرجه ی از تکه ای چندجمله ای های از که زمان م رسد نظر به قطع حالت
درنظر را ضربی نویز با تصادف دیفرانسیل معادله بعد مثال در باشد. ٢p+ ١ رایی هم مرتبه
مشاهده اما نم کنند صدق ٢ . ۵ . ۴ قضیه فرضیات در انتشار و رانش توابع چه اگر م گیریم.
ضربی نویز با تصادف دیفرانسیل معادلات برای تصادف ناپیوسته گالرکین روش که م کنیم

م دهد. نتیجه را O(hp) رایی هم مرتبه با ناپیوسته جواب مرحله هر پایان در
م بریم، ار ب زیر مسأله برای را تصادف ناپیوسته گالرکین روش .٠ . ٣ . ۵ مثال

dX(t) =
١
۴ sin(٢X(t))dt+ sin(X(t))dW (t), t ∈ [٠, π], X(٠) = X٠. (٣ . ۵)

است، زیر به صورت اولیه مقدار مسأله این دقیق جواب
X(t) = ٢ arctan

(
tan(

X٠٢ )eW (t)

)
.

تصادف ناپیوسته گالرکین روش از استفاده با را (٣ . ۵) مسأله م گیریم. درنظر X٠ = ١ که
حل V p

h ; p = ١ − ۴ فضای و N = ٢n;n = ٢, . . . , ١٠ نواخت ی مش برای (١٧ . ۴) معادله از



عددی مثال ٨٠

روی ٠ . ٢ . ۵ مثال از T = ١ و M = ١٠٠٠٠ و p = ٠ − ۴ برای α̂ و ϵ̂ مقادیر :٢ . ۵ جدول
.N = ۴n;n = ١,٢, . . . , ١٠ نواخت ی مش

(خط تصادف ناپیوسته گالرکین تقریب و نواخت) ی دقیق(خط های جواب :٢ . ۵ ل ش
.٠ . ٢ . ۵ مثال نمونه ای مسیر برای N = ۴ و p = ١,٢,٣ با چین)

گالرکین تقریب مقابل در را تصادف نمونه ای مسیر از دقیق جواب ٣ . ۵ ل ش در م کنیم.
نشان است p = ١ و م یابد کاهش h که وقت تا کردیم رسم آن با متناظر تصادف ناپیوسته
تقریب که است واض است. را هم دقیق جواب به تصادف ناپیوسته گالرکین جواب دهیم
مرتبه و ϵ̂ خطای ٣ . ۵ جدول در است. را هم مسأله این برای تصادف ناپیوسته گالرکین
م دهند نشان نتایج این دادیم. نشان نمونه ای مسیر ١٠٠٠٠ براساس t = π در را رایی هم
استفاده p درجه از تکه ای چندجمله ای های از که زمان تصادف ناپیوسته گالرکین روش که
همراه خطا مرتبه که است این دهنده نشان * علامت دارد. p مرتبه با قوی رایی هم م کنیم

است. کردن گرد خطای با

با (١ . ۴) تصادف دیفرانسیل معادله برای را تصادف ناپیوسته گالرکین روش .۴ . ٠ . ۵ مثال



٨١

(خط تصادف ناپیوسته گالرکین تقریب و نواخت) ی دقیق(خط های جواب :٣ . ۵ ل ش
.٠ . ٣ . ۵ مثال نمونه ای مسیر برای N = ۴,٨, ١۶ و p = ١ با چین)

روی ٠ . ٣ . ۵ مثال از t = π و M = ١٠٠٠٠ و p = ١ − ۴ برای α̂ و ϵ̂ مقادیر :٣ . ۵ جدول
.N = ٢n;n = ١,٢, . . . , ١٠ نواخت ی مش

م بریم، ار ب زیر خط انتشار و رانش ضرایب
dX(t) = aX(t)dt+ bX(t)dW (t), t ∈ [٠, ١], X(٠) = X٠. (۴ . ۵)

است، زیر به صورت (۴ . ۵) اولیه مقدار مسأله از دقیق جواب
X(t) = X٠ exp

(
(a− ١

٢b٢)t+ bW (t)

)
.

روش از استفاده با را (۴ . ۵) مسأله م گیریم. درنظر (۴ . ۵) در را X٠ = ١ و b = ٣ ،a = ١ که
و N = ٢n;n = ٢, . . . , ١٠ نواخت ی مش برای (١٧ . ۴) معادله از تصادف ناپیوسته گالرکین
نمونه ای مسیر از دقیق جواب ٧ . ۵ تا ۴ . ۵ ل های ش در م کنیم. حل P p; p = ١, . . . ,۴ فضای
h که وقت تا کردیم رسم آن با متناظر تصادف ناپیوسته گالرکین تقریب مقابل در را تصادف
جواب به تصادف ناپیوسته گالرکین جواب دهیم نشان است p = ١, . . . ,۴ و م یابد کاهش



عددی مثال ٨٢
را هم مسأله این برای تصادف ناپیوسته گالرکین تقریب که است واض است. را هم دقیق
از استفاده با را رایی هم مرتبه و ϵ̂ مطلق خطای میانگین ۶ . ۵ تا ۴ . ۵ جدول های در است.
نتایج این دادیم. نشان را تصادف نمونه ای مسیر M = ١٠٠٠٠٠ و M = ١٠٠٠٠ ، M = ١٠٠٠
درجه از تکه ای چندجمله ای های از که زمان تصادف ناپیوسته گالرکین روش که م دهند نشان
برای مشابه نتیجه م توان ترتیب همین به دارد. p مرتبه با قوی رایی هم م کنیم استفاده p

گرفت. ر دی پارامترهای

(خط تصادف ناپیوسته گالرکین تقریب و نواخت) ی دقیق(خط های جواب :۴ . ۵ ل ش
.۴ . ٠ . ۵ مثال نمونه ای مسیر برای h = ٣,٢−٢−۴,٢−۵ و p = ١ با چین)

(خط تصادف ناپیوسته گالرکین تقریب و نواخت) ی دقیق(خط های جواب :۵ . ۵ ل ش
.۴ . ٠ . ۵ مثال نمونه ای مسیر برای h = ٣,٢−٢−۴,٢−۵ و p = ٢ با چین)

در انتشار و رانش توابع اگر حت کردید مشاهده قبل مثال در که همانطور .٠ . ١ . ۵ ملاحظه
م بینیم نیست) کراندار b(t,X) = ٣X(t) مثال عنوان (به نکنند صدق ٢ . ۵ . ۴ قضیه فرضیات
پایان در ضربی نویز با تصادف دیفرانسیل معادلات برای تصادف ناپیوسته گالرکین روش که

م دهد. نتیجه O(hp) رایی هم مرتبه با ناپیوسته جواب مرحله هر



٨٣

(خط تصادف ناپیوسته گالرکین تقریب و نواخت) ی دقیق(خط های جواب :۶ . ۵ ل ش
.۴ . ٠ . ۵ مثال نمونه ای مسیر برای h = و۵−٢,۴−٣,٢−٢ p = ٣ با چین)

(خط تصادف ناپیوسته گالرکین تقریب و نواخت) ی دقیق(خط های جواب :٧ . ۵ ل ش
.۴ . ٠ . ۵ مثال نمونه ای مسیر برای h = ٣,٢−٢−۴,٢−۵ و p = ۴ با چین)

روی ۴ . ٠ . ۵ مثال از t = ١ و M = ١٠٠٠ و p = ١ − ۴ برای α̂ و ϵ̂ مقادیر :۴ . ۵ جدول
.N = ٢n;n = ٢, . . . , ١٠ نواخت ی مش



عددی مثال ٨۴

روی ۴ . ٠ . ۵ مثال از t = ١ و M = ١٠٠٠٠ و p = ١ − ۴ برای α̂ و ϵ̂ مقادیر :۵ . ۵ جدول
.N = ٢n;n = ٢, . . . , ١٠ نواخت ی مش

روی ۴ . ٠ . ۵ مثال از t = ١ و M = ١٠٠٠٠٠ و p = ١ − ۴ برای α̂ و ϵ̂ مقادیر :۶ . ۵ جدول
.N = ٢n;n = ٢, . . . , ١٠ نواخت ی مش

یرید، ب درنظر را زیر غیرخط تصادف اولیه مقدار مسأله .۵ . ٠ . ۵ مثال
dX(t) = −a٢X(t)(١ −X٢(t))dt+ a(١ −X٢(t))dW (t), t ∈ [٠, ١], X(٠) = X٠. (۵ . ۵)

است، زیر به صورت (۵ . ۵) اولیه مقدار مسأله از دقیق جواب
X(t) = tanh(aW (t) + arctanh(X٠)),

پارامترها از استفاده با را (۵ . ۵) مسأله م گیریم. درنظر (۵ . ۵) در را X(٠) = ٠ و a = ١٫۵ که
از دقیق جواب ٨ . ۵ ل ش در م کنیم. حل نمونه ای مسیر ١٠٠٠٠ و ۴ . ٠ . ۵ مثال مشابه مش و
کردیم رسم آن با متناظر تصادف ناپیوسته گالرکین تقریب مقابل در را تصادف نمونه ای مسیر
را هم دقیق جواب به تصادف ناپیوسته گالرکین جواب دهیم نشان م یابد کاهش h که وقت تا
جدول در است. را هم مسأله این برای تصادف ناپیوسته گالرکین تقریب که است واض است.



٨۵
را O(hp) رایی هم مرتبه نتایج این دادیم. نشان t = ١ در را رایی هم مرتبه و ϵ̂ خطای ٧ . ۵

م دهند. نشان

(خط تصادف ناپیوسته گالرکین تقریب و نواخت) ی دقیق(خط های جواب :٨ . ۵ ل ش
.۵ . ٠ . ۵ مثال نمونه ای مسیر برای h = و۵−٢,۴−٣,٢−٢ p = ٢ با چین)

روی ۵ . ٠ . ۵ مثال از t = ١ و M = ١٠٠٠٠ و p = ١ − ۴ برای α̂ و ϵ̂ مقادیر :٧ . ۵ جدول
.N = ٢n;n = ٢, . . . , ١٠ نواخت ی مش

یرید، ب درنظر را زیر غیرخط تصادف اولیه مقدار مسأله .۶ . ٠ . ۵ مثال
dX(t) = −(a+b٢X(t))(١−X٢(t))dt+b(١−X٢(t))dW (t), t ∈ [٠, ١], X(٠) = X٠. (۶ . ۵)

است، زیر به صورت (۶ . ۵) اولیه مقدار مسأله از دقیق جواب
X(t) =

(١ +X٠) exp(−٢at+ ٢bW (t)) +X٠ − ١
(١ +X٠) exp(−٢at+ ٢bW (t)) + ١ −X٠ .

از استفاده با را (۶ . ۵) مسأله م گیریم. درنظر (۶ . ۵) در را X(٠) = ٠ و b = ٢ ، a = ١ که
جواب ٩ . ۵ ل ش در م کنیم. حل نمونه ای مسیر ١٠٠٠٠ و ۴ . ٠ . ۵ مثال مشابه مش و پارامترها



عددی مثال ٨۶
آن با متناظر تصادف ناپیوسته گالرکین تقریب مقابل در را تصادف نمونه ای مسیر از دقیق
جواب به تصادف ناپیوسته گالرکین جواب دهیم نشان م یابد کاهش h که وقت تا کردیم رسم
این دادیم. نشان t = ١ در را رایی هم مرتبه و ϵ̂ خطای ٨ . ۵ جدول در است. را هم دقیق

م دهند. نشان را O(hp) رایی هم مرتبه نتایج

(خط تصادف ناپیوسته گالرکین تقریب و نواخت) ی دقیق(خط های جواب :٩ . ۵ ل ش
.۶ . ٠ . ۵ مثال نمونه ای مسیر برای h = و۵−٢,۴−٣,٢−٢ p = ٣ با چین)

روی ۶ . ٠ . ۵ مثال از t = ١ و M = ١٠٠٠٠ و p = ١ − ۴ برای α̂ و ϵ̂ مقادیر :٨ . ۵ جدول
.N = ٢n;n = ٢, . . . , ١٠ نواخت ی مش

یرید، ب درنظر را زیر غیرخط تصادف اولیه مقدار مسأله .٠ . ٧ . ۵ مثال
(٧ . ۵)

dX(t) =

( ١
٢X(t) +

√
X٢(t) + ١

)
dt+

√
X٢(t) + ١dW (t), t ∈ [٠, ١], X(٠) = X٠.

است، زیر به صورت (٧ . ۵) اولیه مقدار مسأله از دقیق جواب
X(t) = sinh(t+W (t)).



٨٧
١٠ . ۵ ل ش در م کنیم. حل ۴ . ٠ . ۵ مثال مشابه مش و پارامترها از استفاده با را (٧ . ۵) مسأله
متناظر تصادف ناپیوسته گالرکین تقریب مقابل در را تصادف نمونه ای مسیر از دقیق جواب

تصادف ناپیوسته گالرکین جواب دهیم نشان م یابد کاهش h که وقت تا کردیم رسم آن با
کردیم سازی شبیه را نمونه ای مسیر ١٠٠٠٠ از ٩ . ۵ جدول در است. را هم دقیق جواب به
دهیم. نشان N = ٢n;n = ٢, . . . , ١٠ از استفاده با t = ١ در را رایی هم مرتبه و ϵ̂ خطای تا
گالرکین روش که م دهند نشان نتایج این م کنیم. تکرار p = ١ − ۴ برای را فوق آزمایش

دارد. p مرتبه از قوی رایی هم ناپیوسته

(خط تصادف ناپیوسته گالرکین تقریب و نواخت) ی دقیق(خط های جواب :١٠ . ۵ ل ش
.h = ٣,٢−٢−۴,٢−۵ و p = ١ از استفاده با ٠ . ٧ . ۵ مثال در نمونه ای مسیر از چین)

روی ٠ . ٧ . ۵ مثال از t = ١ و M = ١٠٠٠٠ و p = ١ − ۴ برای α̂ و ϵ̂ مقادیر :٩ . ۵ جدول
.N = ٢n;n = ٢, . . . , ١٠ نواخت ی مش

ار ب زیر دوبعدی سخت خط دستگاه برای را تصادف ناپیوسته گالرکین روش .٠ . ٨ . ۵ مثال
م بریم،

dX(t) = AX(t)dt+BX(t)dW (t), t ∈ [٠, ١], X(٠) = X٠ = [١,٢]t. (٨ . ۵)



عددی مثال ٨٨
آن در که

X =

X١
X٢

 , A =

−a a

a −a

 , B =

b ٠
٠ b

 .

است، زیر به صورت (٨ . ۵) مسأله از دقیق جواب

X(t) = p

exp(ρ+(t)) ٠
٠ exp(ρ−(t))

 p−١X٠, p = p−١ =
٢√١
١ ١

١ −١
 .

که
ρ(±)(t) = (a− ١

٢b٢ ± a)t+ bW (t),

به صورت را پارامترها است. سخت معادله آنگاه باشد بزرگ a اگر قطع مولفه های برای است.
استفاده (٧٧ . ۴) تصادف ناپیوسته گالرکین روش و م کنیم انتخاب b = ٠٫۵ و a = ١٠٠
شبیه را نمونه ای مسیر M = ١٠٠٠٠ ،١٠ . ۵ جدول در کنیم. حل را (٨ . ۵) معادله تا م کنیم
رایی هم مرتبه و ϵ̂k = ١

M

M∑
j=١

|X(j)
k (T ) − X

(j)
k,h(T )|; k = ١,٢ خطای تقریب و کردیم سازی

این دادیم. نشان N = ٢n;n = ٢, . . . , ١٠ از استفاده با t = ١ در را α̂k =
ln(ϵ̂

N١
k /ϵ̂

N٢
k )

ln(N١/N٢) ; k = ١,٢
نشان مثال این دارد. p مرتبه از قوی رایی هم ناپیوسته گالرکین روش که م دهند نشان نتایج
دیفرانسیل معادلات از سخت دستگاه حل برای تصادف ناپیوسته گالرکین روش که م دهد

است. مناسب تصادف

مثال از t = ١ و M = ١٠٠٠٠ و p = ٢−١ برای k = ١,٢ با α̂k و ϵ̂k مقادیر :١٠ . ۵ جدول
.N = ٢n;n = ٢, . . . , ١٠ نواخت ی مش روی ٠ . ٨ . ۵

مرحله دو در (١ . ۴) تصادف دیفرانسیل معادله X(t) جواب از X̂h(t) تقریب .٠ . ٢ . ۵ ملاحظه
م آید: بدست زیر

است، (١١ . ۴) معادله جواب که ،X̂(t) وانگ زاکای تقریب به وسیله ی را X(t) از تقریبی .١
م یابیم.



٨٩
است، وابسته p به که ،X̂h(t) ناپیوسته گالرکین تقریب به وسیله ی را X̂(t) از تقریبی .٢

م یابیم.
از X̂h(T ) جواب و است را هم X(T ) به مربعات میانگین در X̂(T ) وانگ زاکای، قضیه طبق
X(T ) به X̂h(T ) بنابراین است. را هم مربعات میانگین در X̂(T ) به تصادف ناپیوسته گالرکین

است. را هم
سرانجام است. سان ی مش، از tk; k = ١, . . . , N نقاط تمام در رایی هم مرتبه بعلاوه
برای ویژه به .X(tk) = X̂(tk) داریم، k = ١, . . . , N هر برای لذا است W (tk) = Ŵ (tk) چون
وانگ زاکای تقریب خطای نتیجه در است. برقرار X(T ) = X̂(T ) شده، گفته عددی مثال های
t ̸= tk برای حال این با است. X(tk) − X̂h(t

−
k ) = X̂(tk) − X̂h(t

−
k ) زیرا نم گیریم درنظر را

حالت این در است. W (t) = Ŵ (t) میان نقاط در کل حالت در زیرا X(t) ̸= X̂(t) داریم،
زیاد وانگ زاکای تقریب خطای زیرا نم یابد افزایش p افزایش با و است کم رایی هم سرعت

است. اویلر تقریب از کندتر وانگ زاکای جواب رایی هم سرعت که کنید توجه است.
مثال ، میان نقاط در تصادف ناپیوسته گالرکین روش جواب رایی هم سرعت بررس برای
رایی هم مرتبه و ϵ̂خطای ١١ . ۵ جدول در م کنیم. تکرار سان ی مش و پارامترها برای را ٠ . ١ . ۵
نتایج این نیست. میان نقطه که م دهیم نشان t = ٢٠٢۵٢٠۴٨ = ٠٫٩٨٨٧۶٩۵٣١٢۵ نقطه در را
کم آن رایی هم سرعت اما است را هم تصادف ناپیوسته گالرکین روش که م دهند نشان

است. کم X(t) اصل جواب از X̂(t) وانگ زاکای تقریب رایی هم سرعت زیرا است
در را رایی هم مرتبه و ϵ̂ خطای ١٢ . ۵ جدول در م کنیم. تکرار را ٠ . ٣ . ۵ مثال

گالرکین روش که م دهند نشان نتایج این م دهیم. نشان t = ٢٠٢۵٢٠۴٨π ≈ ٣٫١٠۶٣١١٠٩۵۴۶
تقریب رایی هم سرعت زیرا است کم آن رایی هم سرعت اما است را هم تصادف ناپیوسته

است. کم X(t) اصل جواب از X̂(t) وانگ زاکای

٠ . ١ . ۵ مثال از t = ٢٠٢۵٢٠۴٨ و M = ١٠٠٠٠ و p = ١ − ۴ برای α̂ و ϵ̂ مقادیر :١١ . ۵ جدول
.N = ٢n;n = ٢, . . . , ١٠ نواخت ی مش روی



عددی مثال ٩٠

٠ . ٣ . ۵ مثال از t = ٢٠٢۵٢٠۴٨π و M = ١٠٠٠٠ و p = ١ − ۴ برای α̂ و ϵ̂ مقادیر :١٢ . ۵ جدول
.N = ٢n;n = ٢, . . . , ١٠ نواخت ی مش روی

ملاحظات نتایج ١ . ۵
ناپیوسته گالرکین روش از استفاده با ایتو تصادف دیفرانسیل معادلات حل به پایان نامه این در
معادلات برای وینر فرآیند تقریب کم به ابتدا منظور این برای شد. پرداخته بالا مرتبه
سپس و رسیدیم تصادف ضریب با معمول دیفرانسیل معادله ی به ایتو تصادف دیفرانسیل
دیفرانسیل معادله جواب به فوق معادله جواب که دادیم نشان زاکای وانگ قضیه کم به
ضرایب با معمول دیفرانسیل معادله رانش جمله به تغییری سپس و نیست را هم ایتو تصادف
دیفرانسیل معادله جواب که دادیم نشان زاکای وانگ قضیه کم به و کردیم اعمال تصادف
که آنجایی از است. را هم ایتو تصادف دیفرانسیل معادله جواب به یافته تغییر رانش جمله با
وینر فرآیند وابستگ و کردیم استفاده ایتو تصادف دیفرانسیل معادله در وینر فرآیند تقریب از

تصادف دیفرانسیل معادله روی را ناپیوسته گالرکین روش م توانیم بردیم، بین از مشتق به را
ناپیوسته گالرکین روش م توانیم ترتیب این به کنیم. اعمال یافته تغییر رانش جمله با ایتو
تقریب برای م تواند که است A‐پایدار تصادف ناپیوسته گالرکین روش کنیم. بیان را تصادف
را هم مربعات میانگین در روش این بعلاوه باشد. مناسب سخت تصادف دیفرانسیل معادلات
برای که تصادف ناپیوسته گالرکین روش که م دهند نشان شده مطرح عددی مثال های است.
درجه از تکه ای چندجمله ای های از که زمان بردیم ار ب ضربی نویز با تصادف دیفرانسیل معادله

تصادف دیفرانسیل معادلات که زمان و دارد p از بالا تری رایی هم مرتبه م کنیم استفاده p
رایی هم ، قطع حالت مشابه تصادف ناپیوسته گالرکین روش م بریم ار ب جمع نویز با را
مشابه به صورت غیرخط و خط حالت برای رایی هم ویژگ دارد. ٢p + ١ مرتبه ی با قوی
معادلات حل برای ویژه به ناپیوسته گالرکین روش که گفت م توان لذا است. شده داده نشان

است. مناسب ایتو تصادف دیفرانسیل
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Aabstract

In this paper, we develop a high-order discontinuous Galerkin method for solution of Itô stochastic
ordinary differential equations. we first construct an approximate deterministic ordinary differen-
tial equations with a random coefficient on each element using the well-known Wong–Zakai ap-
proximation theorem. Since the resulting ordinary differential equations converges to the solution
of the corresponding Stratonovich stochastic differential equations, we apply a transformation to
the drift term to obtain a deterministic ordinary differential equation which converges to the so-
lution of the original stochastic differential equations. The corrected equation is then discretized
using the standard high-order discontinuous Galerkin method for deterministic ordinary differen-
tial equations. We prove that the proposed stochastic discontinuous Galerkin method is equiva-
lent to an implicit stochastic Runge–Kutta method. Then, we study the numerical stability of the
stochastic high-order discontinuous Galerkin scheme applied to linear stochastic ordinary differ-
ential equations with an additive noise term. The method is shown to be numerically stable in the
mean sense. As a result, it is suitable for solving stiff stochastic differential equations. Moreover,
the method is proved to be convergent in the mean-square sense.

keywords: Discontinuous Galerkin method, Brownian motion, Wiener process, Stochastic inte-
gral, Itô formula, Stochastic differential equations
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