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قدردانی و تشکر

این طی در که عزیزم مادر و پدر ویژه به خوبم خانواده به می کنم تقدیم را سپاس ها کران ترین بی
کنم. مسیر طی آرامش با بتوانم تا کردند فراهم برایم آرامش و امنیت از سرشار محیطی مدت

که علیشاهی میثم دکتر جناب بزرگوارم راهنماي استاد به می کنم تقدیم را سپاس زلال ترین
می دانم. خویش مباهات و افتخار مایه را ایشان مکتب در اخلاق و علم درس آموختن

که خورسندي رضا مهدي دکتر جناب مشاورم استاد به می کنم تقدیم را سپاس صمیمانه ترین
بودند. برایم خوبی اخلاقی و علمی پشتوانه

این داوري و بازخوانی که آل هوز دکتر جناب و راد جعفري نادر دکتر جناب بزرگوارم اساتید از
می کنم. تشکر است، اینجانب افتخار مایه ارجمند اساتید این توسط پایان نامه

حسین آباد قدیمی حامد
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نامه تعهد
دانشگاه ریاضی علوم ترکیبیات و گراف رشته ارشد کارشناسی دانشجوي قدیمی حامد اینجانب
علیشاهی میثم راهنمایی تحت ابرگراف ها، دوري رنگی عدد عنوان با پایان نامه نویسنده شاهرود،

می شوم: متعهد

است. برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط پایان نامه این در تحقیقات �

است. شده استناد استفاده مورد مرجع به پژوهش گران، دیگر پژوهش هاي نتایج از استفاده در �
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است. نشده ارایه هیچ جا در
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رسید. خواهد چاپ به “ Shahrood University of Technology “ یا “ شاهرود صنعتی
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می گردد. رعایت پایان نامه از مستخرج
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یافته دسترسی افراد شخصی اطلاعات حوزه به که مواردي در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در �
است. شده رعایت انسانی اخلاق اصول و رازداري اصل است)، شده استفاده (یا
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نشر حق و نتایج مالکیت
رایانه اي، برنامه هاي کتاب، مستخرج، ( مقالات آن محصولات و اثر این معنوي حقوق تمام �
باید مطلب این می باشد. شاهرود صنعتی دانشگاه به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم افزارها

شود. ذکر مربوطه علمی تولیدات در مقتضی، نحو به

نمی باشد. مجاز منبع ذکر بدون پایان نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده �

ز
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1 فصل
اولیه تعاریف و تاریخچه

مقدمه 1 . 1
در و کرد خواهیم بررسی را گراف ها کسري و دوري رنگی عدد ادامه در و گراف تعریف فصل این ابتداي در

میرسانیم. پایان به را فصل این ابرگراف ها با رابطه در اولیه تعاریف و ابرگراف تعریف با فصل این انتهاي

گراف ها با رابطه در اولیه تعاریف 2 . 1
راس هاي مجموعه از متشکل یال m و راس n با G ساده گراف یک .1 . 2 . 1 تعریف
جفت یک یال هر آن در که است. E(G) = {e1, ..., em} یال هاي مجموعه و V (G) = {v1, ..., vn}

هستند. مجاور v و u آن گاه ،uv ∈ E(G) اگر .uv می نویسیم {u, v} یال جاي به است. راس ها از نامرتب

حاصل گراف یعنی ،G−{x} گراف از منظور باشد. G گراف در راس یک x که کنید فرض .2 . 2 . 1 تعریف
.x از گذرانده یال هاي تمام و x حذف از

نمایش [m] با را {1,2, . . . ,m} مجموعه پایان نامه این سراسر در بگیرید. نظر در را m طبیعی عدد

گراف هاي می دهیم. نشان
[m]

n

 با را [n] از n-عضوي زیرمجموعه هاي همه مجموعه همچنین می دهیم.

کنید فرض شود. ذکر این از غیر آنکه مگر شد خواهند گرفته نظر در متناهی و ساده همواره بحث مورد
می دهیم. نشان G[U ] با را U ⊆ V (G) راس هاي روي القایی زیرگراف است. U ⊆ V (G) و گراف یک G

1



اولیه تعاریف و تاریخچه 2

مجموعه بزرگ ترین اندازه باشد. یال فاقد G[S] زیرگراف هرگاه می نامیم، مستقل را S ⊆ V (G) مجموعه
Kn با که راسی، n کامل گراف می دهیم. نمایش α(H) با و می نامیم  G گراف استقلال عدد را G مستقل
راس دو این ،i, j ∈ [n] متفاوت راس دو هر براي و است [n] راس هاي مجموعه داراي می شود، داده نشان
می نامیم G گراف خوشه اي عدد را G گراف از کامل زیرگراف بزرگ ترین مرتبه هستند. متصل یکدیگر به
بین در ممکن یال هاي تعداد کم ترین ،G همبند گراف راس دو بین فاصله می دهیم. نشان w(G) با و
مرتبه با است برابر می شود داده نشان g(G) با که G گراف کمر است. راس دو این بین مسیرهاي تمام
دو هر بین ممکن فاصله بیشترین با است برابر ،diam(G) ،G گراف قطر .G در موجود دور کوچک ترین
uv یال هر براي که است c : V (G) −→ [k] نگاشت یک  G گراف از مجاز k-رنگ آمیزي یک .G از راس
باشد داشته مجاز k-رنگ آمیزي یک G گراف که را k طبیعی عدد کوچک ترین .c(u) ̸= c(v) ،G گراف در
براي رنگ آمیزي یک از منظور پایان نامه این سراسر در می دهیم. نمایش χ(G) با می نامیم G رنگی عدد
راس هاي مجموعه از افرازي  G از مجاز k-رنگ آمیزي یک واقع در است. مجاز رنگ آمیزي یک G گراف
G از مستقلی مجموعه Vi مجموعه ،1 ≤ i ≤ k هر براي که است V1, V2, . . . , Vk زیرمجموعه k به G
f : V (G) −→ V (H) نگاشت یک از است عبارت  H گراف یک به  G گراف یک از همریختی یک باشد.
به G گراف از همریختی یک f اگر .f(u)f(v) ∈ E(H) داریم uv ∈ E(G) هر براي که خاصیت این با
همریختی وجود براي G −→ H نماد از می دهیم. نشان f : G −→ H با را آن آن گاه باشد،  H گراف
چون همریختی هایی هرگاه می نامیم هم ارز را  H و  G گراف دو می کنیم. استفاده  H گراف به G گراف از
در  G گراف براي k-رنگ آمیزي یک که کنید توجه باشند. داشته وجود g : H −→ G و f : G −→ H

رنگ آمیزي از تعمیمی می توان را گراف ها بین همریختی بنابراین است. Kk به  G از همریختی یک واقع
کرد. تعریف را رنگ آمیزي ها از متفاوتی انواع می توان Kk گراف تغییر با و کرد قلمداد گراف ها

گراف ها دوري رنگی عدد 3 . 1
راهنما چراغ یک با متناظر خودروها حرکت براي ممکن مسیر هر بگیرید، نظر در را جاده ها از تقاطع یک
است. مسیر آن در تردد ممنوعیت معنی به آن بودن قرمز و عبور اجازه نشانگر آن بودن سبز که است
دقیقه) همچون زمان یک(واحد طول به زمانی بازه یک چراغ هر به آن با که است الگویی کردن پیدا هدف
شده داده نسبت بازه هاي ندارد، وجود آن در همزمان تردد امکان که مسیري دو براي و شود داده نسبت
شود تکرار همیشه براي می تواند الگو این وجود، فرض با باشند. نداشته اشتراك متناظرشان چراغ هاي به
آن با که زمانی دوره یک از ممکن زمان کوتاه ترین یافتن که است واضح گردد. برقرار آن براساس تردد و

دارد. اهمیت یافت را الگویی چنین بتوان
یک راهنما چراغ هر به منظور این براي است. گراف ها کردن مدل مساله این کردن مدل براي روش یک
متناظرشان مسیرهاي در همزمان تردد اگر می دهیم اتصال یکدیگر به را راس دو و می کنیم متناظر راس
χ(G0)-رنگ آمیزي یک V1, V2, . . . , Vχ(G0) و مساله این با متناظر گراف G0 کنید فرض نباشد. ممکن

باشد. G0 براي
مناسب الگویی انتساب این که است واضح دهید. نسبت را (i−1, i) بازه Vi در واقع راس هر به اکنون



3 گراف ها دوري رنگی عدد

C5 دوري رنگ آمیزي :1 . 1 شکل

G0 رنگی عدد که می بینیم ادامه در می شود. پیاده سازي χ(G0) طول به زمانی فاصله در الگو این و است
نباشد. مناسب زمانی دوره یک از ممکن زمان کوتاه ترین است ممکن

کمان یک راس هر به و بگیریم درنظر C دایره یک صورت به را زمانی دوره که است این دیگر روش یک
کمان ها این متصل راس دو هر براي که دهیم نسبت گونه اي به را دایره این محیط از واحد یک طول به
کردن پیدا هدف اکنون است. مربوط چراغ بودن سبز زمان دهنده نشان کمان این باشند. نداشته اشتراك

باشد. امکان پذیر کار این آن از استفاده با که است دایره اي از ممکن محیط کمترین
به بالا شکل در است. 3 برابر C5 رنگی عدد می دانیم .G0 = C5 که است گونه اي به تقاطع کنید فرض
که کنید دقت است. شده داده نسبت 2�5 محیط به دایره اي از واحد یک طول به کمانی G0 از راس هر

.χ(G0) = 3 که درحالی است 2�5 با برابر بازه ها این اجتماع از حاصل زمانی دوره طول

نگاشت یک G گراف از دوري r-رنگ آمیزي یک است. r محیط به دایره اي C کنید فرض .1 . 3 . 1 تعریف
، G گراف از uv یال هر براي طوریکه به است C دایره روي یک طول به باز کمان هاي به G راس هاي از c
دوري r-رنگ آمیزي یک داراي G هرگاه می گوییم دوري r-رنگ پذیري را  G گراف .c(u) ∩ c(v) = ∅

می شود. تعریف زیر صورت به می شود داده نشان χc(G) با که G گراف دوري رنگی عدد باشد.

χc(G) = inf{r : است دوري r-رنگ پذیر G {گراف

r′ ≥ r هر براي آن گاه باشد، داشته دوري r-رنگ آمیزي یک  G گراف اگر که دید می توان سادگی به
آن گاه باشد G گراف زیر یک H اگر که است بدیهی همچنین هست. نیز دوري ′r-رنگ آمیزي گراف این
باشد، همریختی یک f : G −→ H اگر که دید می توان همریختی تعریف به توجه با .χc(H) ≤ χc(G)

.χc(G) ≤ χc(H) آن گاه
روي نقاط به G راس هاي مجموعه از c′ نگاشت است. G گراف براي دوري رنگ آمیزي یک c کنید فرض
می دهد. نسبت را c(v) کمان ابتدایی نقطه v ∈ V (G) راس هر به که بگیرید درنظر گونه اي به را دایره
که است [0, r) بازه به V (G) از تابع یک c′ آن گاه بدهیم، برش دلخواه نقطه یک از را C دایره اگر حال
راحتی به c′ مانند تابعی داشتن با همچنین .1 ≤ |c′(u) − c′(v)| ≤ r − 1 ،uv ∈ E(G) یال هر براي
نگاشت وجود معادل G گراف براي دوري r-رنگ آمیزي یک وجود لذا ساخت. را c مانند تابعی می توان

.1 ≤ |c′(u)− c′(v)| ≤ r − 1 G از uv یال هر براي که گونه اي به است c′ : V (G) −→ [0, r)

زیر به G راس هاي مجموعه از f همچون نگاشتی به ،G گراف از بازه اي r-رنگ آمیزي یک .2 . 3 . 1 تعریف
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تصویرهاي f نگاشت تحت  G در متصل راس دو هر که می شود گفته [0, r] بازه از یک طول به بازه هاي
در .f(u) ∩ f(v) = ∅ باشیم داشته uv ∈ E(G) هر براي دیگر عبارت به یا و باشند داشته مجزا
باشد داشته بازه اي r-رنگ آمیزي یک G گراف که r حقیقی عدد کوچک ترین است شده داده نشان [14]
بازه سر دو کردن یکی با  G از بازه اي r-رنگ آمیزي هر براي که کنید توجه است. G رنگی عدد با برابر
براي دیگر طرف از .χc(G) ≤ χ(G) همواره بنابراین و می شود حاصل دوري r-رنگ آمیزي یک [0, r]
یک f است بدیهی .f(v) = (c(v), c(v) + 1) دهید قرار c : V (G) −→ [0, r) دوري r-رنگ آمیزي هر
s < r که کنید دقت .s = max{c(v) : v ∈ V (G)} آن در که است  G براي بازه اي +s)-رنگ آمیزي 1)

.χ(G)− 1 < χc(G) دیگر عبارت به و χ(G) ≤ s+ 1 < r + 1 لذا و

معمولی رنگی عدد با مقایسه در دوري رنگی عدد که گرفت نتیجه می توان بالا در شده مطرح بحث از
گراف آن رنگی عدد گراف یک دوري رنگی عدد دانستن با واقع در دارد. بر در را گراف از بیشتر اطلاعات
عدد باشند. داشته متفاوت دوري رنگی عدد یکسان رنگی عدد با گراف دو است ممکن اما می شود، مشخص
دوري رنگ آمیزي یک شکل در مثال براي دانست. آن دوري رنگی عدد از تقریبی می توان را گراف رنگی
سادگی به اما .χc(C5) ≤ 2�5 < χ(C5) = 3 رنگ آمیزي همان بر بنا و است شده ارائه C5 گراف براي
مشخص را آن ها تفاوت گراف دو این رنگی عدد دانستن لذا .χc(K3) = χ(K3) = 3 که دید می توان

سازد. متمایز یکدیگر از را گراف دو این می تواند دوري رنگی عدد اما نمی سازد

مجموعه با را Dc(G) جهت دار گراف است G از دوري r-رنگ آمیزي یک c کنید فرض .3 . 3 . 1 تعریف
یال هاي و V (G) راس هاي

{(u, v) : هستند یکسان c(v) کمان ابتداي و c(u) کمان انتهاي نقطه ،uv ∈ E(G)}

گرفته ایم. درنظر ساعت عقربه هاي جهت در را کمان ها که کنید توجه می کنیم. تعریف

است. رسیده اثبات به [15] در زیر لم از معادل صورت یک

آن گاه باشد، جهت دار دور فاقد Dc(G) اگر است. G از دوري r-رنگ آمیزي یک c کنید فرض .1 . 3 . 1 لم
دارد. جهت دار دور Dc′(G) گراف و r′ < r که دارد وجود G براي c′ دوري ′r-رنگ آمیزي یک

جهت دار دور Dc(G)داراي که کنید فرض همچنین و Gاست از دوري r-رنگ آمیزي یک c کنید فرض
دارد وجود چنان q طبیعی عدد که می شود Dc(G)نتیجه تعریف به توجه با است. (x0, x1, . . . , xp−1, x0)

مجموع لذا می چرخد.  C دایره دور ساعت عقربه هاي جهت در دور q دقیقا c(x0), c(x1), . . . , c(xp−1) که
این مجموع لذا و است 1 برابر کمان ها از هرکدام طول دیگر طرف از است. qr با برابر کمان ها این همه طول
در موجود دور بزرگ ترین اندازه از q همواره که کنید دقت است. گویا r و qr = p درنتیجه است. p طول ها
در v ∈ V (G) راس هر که کنید توجه همچنین .q ≤ |V (G)| همواره لذا و است مساوي یا کوچک تر G
براي بگیریم درنظر را c(v) کمان اگر که است دلیل این به این و دارد قرار q اندازه با مستقل مجموعه یک
بازه که دارد وجود چنان v1 راس یک می کند طی را دایره محیط c(x0), c(x1), . . . , c(xp−1) که اول بار
c(x0), c(x1), . . . , c(xp−1) که دوم بار براي همچنین دارد. ناتهی اشتراك c(v) بازه با c(v1) آن متناظر
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ناتهی اشتراك داراي c(v)∩ c(v1) با c(v2) که می شود یافت چنان v2 راس نیز می کند طی را دایره محیط
.c(v) ∩ c(v1) ∩ c(v2) . . . c(vq) ̸= ∅ که دارند وجود v1, v2, . . . , vq راس هاي فرآیند این ادامه با است.

است. راس q حداقل داراي و v شامل مستقل مجموعه یک {v} ∪ {v1, v2, . . . , vt} مجموعه نتیجه در
وجود چنان p

q ≤ r آن گاه باشد، دوري r-رنگ آمیزي یک داراي G گراف اگر بالا توضیحات به توجه با
براي لذا .q ≤ α(G) و p ≤ |V (G)| همچنین و هست نیز دوري p-رنگ آمیزي

q یک داراي  G که دارد
و p ≤ |V (G)| که p

q گویاي عدد متناهی تعداد براي است کافی تنها G گراف دوري رنگی عدد کردن پیدا
χc(G) برابر که را ممکن مقدار کمترین و کنیم بررسی را G براي دوري p-رنگ آمیزي

q وجود q ≤ α(G)

دیگر عبارت به آوریم. بدست است

χc(G) = min{p
q
: است دوري p-رنگ آمیزي

q
یک داراي  G و p ≤ |V (G)| ،q ≤ α(G)}

شده بررسی [15] مقاله جمله از بسیاري مقاله هاي در گراف ها دوري رنگی عدد و رنگی عدد بین ارتباط
است.

گراف ها دوري رنگی عدد براي معادل تعاریف 4 . 1
معرفی ستاره اي رنگی عدد نام با و 1980 سال در [10] 1 وینس توسط بار اول G گراف دوري رنگی عدد
تعریف بودن معادل است. متفاوت داد ارائه وینس که تعریفی با قبل بخش در شده ارائه تعریف واقع در شد.
[10] در وینس توسط زیر تعریف است. شده داده نشان [12] در 1 . 2 . 2 تعریف و وینس توسط شده ارائه

است. شده بیان

.n ≥ d ≥ 1 که هستند طبیعی عدد دو d و n کنید فرض بگیرید. درنظر را G گراف [10] .1 . 4 . 1 تعریف
uv یال هر براي که می شود گفته c : V (G) −→ [n] چون نگاشتی به G گراف از ,n)-رنگ آمیزي d) یک

باشیم داشته G گراف در
d ≤ |c(u)− c(v)| ≤ n− d.

می شود. تعریف زیر صورت به می شود داده نشان χc(G) با که G دوري رنگی عدد همچنین

χc(G) = inf{n
d
: دارد وجود  G براي ,n)-رنگ آمیزي d) {یک

است. آن از معمولی n-رنگ آمیزي یک واقع در گراف یک از (n,1)-رنگ آمیزي هر که کنید دقت
است. گراف ها رنگ آمیزي از تعمیم یک ,n)-رنگ آمیزي d) بنابراین

c′(v) = c(x)
d که را c′ : V (G) −→ [0, nd ) نگاشت است.  G گراف از ,n)-رنگ آمیزي d) یک c کنید فرض

بنابر لذا داریم. را 1 ≤ |c′(u) − c′(v)| ≤ n
d − 1 رابطه  G از uv یال هر براي وضوح به بگیرید. نظر در

داریم. نیز  G از دوري n-رنگ آمیزي
d یک G از ,n)-رنگ آمیزي d) هر براي 1 . 2 . 2 تعریف از بعد توضیحات

نگاشت 1 . 2 . 2 تعریف از بعد توضیحات به توجه با است.  G از n-رنگ آمیزي
d یک c′ که کنید فرض حال

1Vince
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1 ≤ |f(u)−f(v)| ≤ n
d −1 رابطه uv ∈ E(G) یال هر براي که دارد وجود چنان f : V (G) −→ [0, nd )

دید می توان سادگی به بگیرید. درنظر c(u) = ⌊f(u)d⌋ که را c : V (G) −→ [n] نگاشت حال داریم. را
معادل 1 . 2 . 2 تعریف و وینس توسط شده ارائه تعریف نتیجه در است. G براي ,n)-رنگ آمیزي d) یک c که

هستند.
G گراف از همریختی وجود با است معادل G گراف براي k-رنگ آمیزي یک وجود که دیدیم 1 . 1 بخش در
وجود عدم یا وجود مسئله با نزدیکی ارتباط گراف یک بودن k-رنگ پذیر بررسی لذا .Kk کامل گراف به

دارد. گراف ها بین همریختی

مجموعه داراي Kn,d دوري کامل گراف .d ≤ n و هستند طبیعی اعدادي d و n کنید فرض .2 . 4 . 1 تعریف
است. {ij : d ≤ |i− j| ≤ n− d} یال هاي مجموعه و [n] راس هاي

از تعمیمی دوري کامل گراف هاي لذا و Kn,1 = Kn که است واضح آن گاه ،d = 1 دهیم قرار اگر
دقیقا گراف ها ,n)-رنگ آمیزي d) براي گراف ها این که است این جالب نکته اما هستند. کامل گراف هاي
از ,n)-رنگ آمیزي d) هر دیگر عبارت به می کنند. ایفا گراف ها معمولی رنگ آمیزي در را کامل گراف نقش
از همریختی وجود براي لازم شرط هر نتیجه در .Kn,d به G از همریختی وجود با است معادل  G گراف

دارد. کاربرد گراف ها دوري رنگی عدد تعیین در دوري کامل گراف هاي به گراف یک
که است شده اثبات مقاله همین در همچنین .χc(Kn,d) =

n
d که است شده داده نشان [3] در

Kn,d −→ Kn′,d′ اگر تنها و اگر n

d
≤ n′

d′
.

پوشاي Kn,d به G از همریختی هر آن گاه ،gcd(n, d) = 1 و χc(G) = n
d اگر که داد نشان [12] 2 ژو

کرد. اثبات را زیر قضیه ژو واقع در است. راسی

دو d′ و n′ اگر بگیرید. نظر در gcd(n, d) = 1 و n ≥ 2d که را d و n طبیعی عدد دو [12] .1 . 4 . 1 قضیه
با هم ارز Kn,d − x گراف Kn,d از x راس هر براي آن گاه ،n′d− nd′ = 1 که باشند یکتایی و طبیعی عدد

است. n′

d′ برابر Kn,d − x دوري رنگی عدد لذا است. Kn′,d′ گراف

دوري رنگی عدد براي را زیر معادل تعریف بالا قضیه به توجه با لذا و α(Kn,d) = d که کنید توجه
داریم. G گراف

χc(G) = min{n
d
: n ≤ |V (G)|, d ≤ α(G) and G −→ Kn,d}.

گراف ها کسري رنگی عدد 5 . 1
رنگی عدد براي معادل تعریف چندین است. کسري رنگی عدد گراف ها رنگی عدد تعمیم هاي از دیگر یکی
3 کنسر گراف می کنیم. اشاره آن ها از یکی به تنها ما پایان نامه این در که دارد وجود گراف ها کسري

2Zhu
3Kneser
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اگر هستند متصل یکدیگر به B و A راس دو و
[m]

n

 راس هاي مجموعه با است گرافی KG(m,n)
می شود. تعریف زیر صورت به می شود داده نشان χf (G) با که G گراف کسري رنگی عدد .A ∩B = ∅

χf (G) = inf{m
n

: G −→ KG(m,n)}.

جاي به می توان لذا و می کند کسب را خود مقدار بالا تعریف در اینفیمم که است شده داده نشان [16] در
داده نشان [16] در همچنین .χf (G) ≤ χ(G) لذا KG(m,1) = Km که آن جا از برد. کار به مینیمم آن
عدد همانند نیز کسري رنگی عدد اینکه به توجه با باشد. بزرگ می تواند اندازه هر به χ(G)

χf (G) که است شده
بین همریختی وجود براي لازم شرط لذا است تعریف قابل همریختی کمک به دوري رنگی عدد و رنگی

باشد. اهمیت داراي می تواند کسري رنگی عدد تعیین در گراف ها
می دهیم. ارائه مثالی ,n)-رنگ آمیزي d) یک از بهتر درك براي حال

که: داریم G گراف براي .n = 5 و d = 2 که کنید فرض

c : V (G) −→ {0,1,2,3,4}

.d ≤ |c(x)− c(y)| ≤ n− d باید آن گاه باشد، xy ∈ E(G) اینکه براي حال

⇒ 2 ≤ |c(x)− c(y)| ≤ 3

⇒ می شود. زیر صورت به (5,2)-رنگ آمیزي

آن در که V (Gn
d ) = {0,1, . . . , n− 1} رئوس مجموعه با است گرافی دهنده نشان ،Gn

d .1 . 5 . 1 تعریف
اگر فقط و اگر است یال ها مجموعه عضو {i, j}

d ≤ |i− j| ≤ n− d.
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ابرگراف ها براي اولیه تعاریف و تاریخچه 6 . 1
باشد. متصل راس ها، از دلخواه تعداد به می تواند آن در یال هر که است گراف از تعمیمی ،4 ابرگراف
تعمیم و گسترش به پژوهشگران بنابراین دارد، مختلف علوم در وسیعی کاربرد گراف می دانیم که همان طور
مجموعه ها از خانواده اي در ،1960 سال حدود ابرگراف ایده گرفت، شکل ابرگراف ایده و پرداختند گراف ها
مطالعه مورد 5 برژه نام به شخصی توسط میلادي 80 و 70 دهه در وسیع تر و عمیق تر طور به و شد پدیدار
توته ،6 بولوباش برژه، به می توان هستند، ابرگراف ها مبحث آغازگر که افرادي سرشناس ترین از گرفت. قرار
است. یافته تعمیم یال یک آن در مجموعه هر که، است مجموعه ها از خانواده اي ابرگراف کرد. اشاره 7

و کامپیوتر علوم موزه هاي براي ساختاري و مفهومی مدل هاي نمایش در مفیدي بسیار ابزار ابرگراف ها
هستند. گسسته ریاضیات

E و است ناتهی و متناهی مجموعه یک V آن در که است (V,E) مرتب زوج ،H ابرگراف .1 . 6 . 1 تعریف
است. V ناتهی زیرمجموعه هاي از بعضی شامل مجموعه

است. گراف H آن گاه باشد، 2 اندازه داراي E از عضو هر اگر
باشد. متناهی آن رئوس مجموعه اگر می نامیم متناهی را H ابرگراف

باشد. راس دو هر شامل که باشد موجود ابریالی هرگاه گوییم مجاور را راس دو .2 . 6 . 1 تعریف

باشد. تهی اشتراکشان هرگاه گوییم مجزا را یال دو .3 . 6 . 1 تعریف

.E(H ′) ⊆ E(H) و V (H ′) ⊆ V (H) هرگاه گوییم، H از ابرگرافی زیر را H ′ ابرگراف .4 . 6 . 1 تعریف

باشیم داشته E از e یال هر براي هرگاه گویند، k-یکنواخت را H = (V,E) ابرگراف .5 . 6 . 1 تعریف
.|e| = k

از k-عضوي زیرمجموعه هر هرگاه گوییم عمومی را v راس ،H k-یکنواخت ابرگراف در .6 . 6 . 1 تعریف
باشد. H در یال یک است، v شامل که V (H)

4Hypergraph
5Berge
6Bollobas
7Tutte
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عضوي ،V (H) از k-عضوي مجموعه زیر هر هرگاه نامیم کامل را H k-یکنواخت ابرگراف .7 . 6 . 1 تعریف
باشد. E(H) از

فاقد H[S] زیرابرگراف هرگاه گوییم مستقل را S ⊂ V (H) مجموعه ، H ابرگراف براي .8 . 6 . 1 تعریف
نمایش α(H) با و می نامیم H ابرگراف استقلال عدد را H مستقل مجموعه بزرگ ترین اندازه باشد. یال

می دهیم.
معمولی ابرگراف هاي براي شد، خواهد تعریف صورت دو به ابرگراف ها براي بودن کامل که است ذکر قابل

بود. خواهند بحث مورد کامل k-یکنواخت ابرگراف هاي پایان نامه این در که k-یکنواخت، ابرگراف هاي و
رئوس مجموعه با k-یکنواخت ابرگراف یک دهنده نشان Hn

d (k) .9 . 6 . 1 تعریف
و اگر است Hn

d (k) از یال یک V (H) از {x1, . . . , xk} k-عضوي زیرمجموعه و است {0,1, . . . , n− 1}
بطوریکه ،1 ≤ i, j ≤ k باشد داشته وجود اگر فقط

d ≤ |xi − xj | ≤ n− d.

ابرگراف ها همریختی و یکریختی 7 . 1
f : پوشاي و یک به یک تابع  ،H2 به H1 از یکریختی ،H1 و H2 ابرگراف هاي براي .1 . 7 . 1 تعریف
از یکریختی تابع f اگر .f(e) ∈ E(H2) اگر فقط و اگر e ∈ E(H1) بطوریکه است V (H1) −→ V (H2)

H2 و H1 که می گوییم نتیجه در است، H1 به H2 از یکریختی تابع تابع، معکوس آن گاه باشد، H2 به H1
هستند. یکریخت

هرگاه می نامیم همریختی را f : V (H1) −→ V (H2) نگاشت ،H1 و H2 ابرگراف هاي براي .2 . 7 . 1 تعریف
در همریخت H1 گوییم .e′ ⊆ f(e) بطوریکه ،H2 در e′ یال یک باشد داشته وجود ،H1 از e یال هر براي

باشد. داشته وجود H2 به H1 از همریختی یک اگر است H2

f : H −→ H یکریختی ،y و x راس دو هر براي هرگاه خوانیم، ترایا رئوس با را H ابرگراف .3 . 7 . 1 تعریف
.f(x) = y بطوریکه باشد، داشته وجود

ابرگراف ها رنگ آمیزي 8 . 1
دهیم اختصاص عدد یک ابرگراف راس هر به که است معنی این به ابرگراف، یک رنگ آمیزي .1 . 8 . 1 تعریف
معادل ابرگراف یک k-رنگ آمیزي واقع در شود. ظاهر متفاوت عدد دو حداقل آن، یال هر در طوریکه به

نباشد. یالی دسته اي هیچ در طوریکه به دسته، k به ابرگراف راس هاي افراز با است
راسی رنگی عدد ،H ابرگراف رئوس رنگ آمیزي براي نیاز مورد رنگ هاي تعداد کمترین به .2 . 8 . 1 تعریف
آن رئوس همه که باشد نداشته وجود ،|ei| > 1 که H از ei یال هیچ طوریکه به می شود گفته ابرگراف

باشند. یکسان رنگ داراي
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رنگی کلاس هر طوریکه به ،H یال هاي رنگ آمیزي براي نیاز مورد رنگ هاي تعداد کمترین .3 . 8 . 1 تعریف
هیچ ابرگراف ها یالی رنگ آمیزي در دیگر عبارت به گوییم. H یالی رنگی عدد را باشد تطابق یک شکل به

ندارند. یکسان رنگ متقاطع، یال دو

ابرگراف ها دوري رنگ آمیزي 9 . 1
c : V −→ نگاشت ،H از (n ≥ 2d) ,n)-رنگ آمیزي d) یک ،H = (V,E) ابرگراف براي .1 . 9 . 1 تعریف
شرط این با e در y و x رئوس باشند داشته وجود e ∈ E یال هر براي بطوریکه است، {0,1, ..., n − 1}

که
d ≤ |c(x)− c(y)| ≤ n− d.

می شود: تعریف زیر صورت به و می دهیم نشان χc(H) با را H گراف دوري رنگی عدد

χc(H) = inf{n
d
| باشد داشته وجود H از ,n)-رنگ آمیزي d) {یک

کرد. جایگزین 9 مینیمم با می  توان را، تعریف در موجود 8 اینفیمم که می شود ثابت گراف ها مشابه

ابرگراف ها کسري رنگ آمیزي 10 . 1
،[0,1] بازه به ابرگراف) یک مستقل مجموعه هاي زیر همه S(شامل مجموعه از ،c نگاشت .1 . 10 . 1 تعریف

باشیم: داشته ،H از x راس هر براي اگر است. H ابرگراف از کسري رنگ آمیزي یک
∑
s∈S
x∈s

c(s) = 1.

است. ∑s∈S c(s) ،c کسري رنگ آمیزي مقدار

می شود: تعریف زیر صورت به و داده نشان χf (H) با را H ابرگراف کسري رنگی عدد

χf (H) = inf{
∑
s∈S

|c(s)| c : S −→ [0,1]
باشد H از کسري رنگ آمیزي یک

}

8infimum
9minimum



2 فصل

مقدمه 1 . 2
کسري رنگی عدد با دوري رنگی عدد رابطه و ابرگراف ها دوري رنگ آمیزي باب در قضیه هایی فصل این در
را آن دوري رنگی عدد و می پردازیم فانو صفحه تعریف به انتها در و کرد خواهیم بررسی را ابرگراف ها

می کنیم. محاسبه

ابرگراف ها دوري رنگ آمیزي باب در قضیه هایی 2 . 2
آن گاه: باشد ابرگراف H اگر [5] .1 . 2 . 2 گزاره

χc(H) = min{n
d
دارد| وجود f : H −→ Gn

d {همریختی

می کنیم: تعریف زیر صورت به را f نگاشت آن گاه باشد، H از ,n)-رنگ آمیزي d) یک c کنید فرض برهان.
f : V (H) −→ V (Gn

d )

f(x) = c(x)

است. کامل اثبات درنتیجه و است همریختی یک که

آن گاه: باشد K در همریختی یک H و باشند ابرگراف دو K و H اگر :[5] .1 . 2 . 2 قضیه

.χ(H) ≤ χ(K) .1

11
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.χc(H) ≤ χc(K) .2

آن گاه: ،χc(H) = n
d و شود فرض k-یکنواخت ابرگراف H اگر : [5] .2 . 2 . 2 قضیه

.χ(H)− 1 < χc(H) ≤ χ(H) .1

است. پوشا c آن گاه باشد، H از ,n)-رنگ آمیزي d) یک c : V (H) −→ {0,1, ..., n− 1} اگر .2

است. ,′n)-رنگ آمیزي d′) یک H آن گاه ،nd ≤ n′

d′ اگر .3

آن گاه است، H از (χ(H),1)-رنگ آمیزي یک H از χ(H)-رنگ آمیزي هر که آنجایی از :1
c و χc(H) ≤ χ(H) − 1 کنیم فرض اگر دیگر طرفی از .(χc(H) تعریف به (بنا χc(H) ≤ χ(H)

می شود: تعریف زیر صورت به که c′ نگاشت آن گاه باشد، H از ,n)-رنگ آمیزي d) یک
V (H) −→ {1, ..., ⌈nd ⌉}
c′(x) = ⌈ c(x)d ⌉,

خلف فرض نتیجه در و است تناقض یک این و χ(H) ≤ ⌈nd ⌉ بنابراین است، H از nd⌉-رنگ آمیزي ⌉ یک
می شود. ثابت حکم و باطل

برهان بنابر .f(x) = c(x) طوریکه به دارد وجود f : H −→ Gn
d همریختی 1 . 2 . 2 گزاره برهان بنابر :2

به H از همریختی یک f بطوریکه دارد وجود Gn
d از v راس آن گاه نباشد، پوشا f که کنید فرض خلف

تناقض این و χc(H) < n
d که داریم 2 . 2 . 2 قضیه بنابر و χc(G

n
d − v) < n

d که آنجایی از است، Gn
d − v

است. برقرار حکم و باطل خلف فرض نتیجه در و است

c′ : V −→ Zn را، c′ نگاشت باشد. H = (V,E) از ,n)-رنگ آمیزي d) یک ،c : V −→ Zn کنید فرض :3
کنید فرض و بگیرید نظر در را uv یال می کنیم. تعریف v ∈ V همه براي c′(v) = ⌊d′d c(v)⌋ وسیله به

است، H از ,n)-رنگ آمیزي d) یک c که آنجایی از .c(u) > c(v)

d ≤ c(u)− c(v) ≤ n− d.

بنابراین،

c′(v) + d′ = ⌊d
′

d
(c(v) + d)⌋ ≤ ⌊c′(u)⌋ ≤ ⌊d

′

d
(c(v) + n− d)⌋

≤ ⌊d
′

d
c(v) +

nd′

d
− d′⌋ ≤ c′(v) + n′ − d′

و
d′ ≤ c′(u)− c′(v) ≤ n′ − d′.

است. H از ,′n)-رنگ آمیزي d′) یک c′ بنابراین
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با ,′n)-رنگ آمیزي d′) یک داراي آن گاه باشد، ,n)-رنگ آمیزي d) یک داراي H اگر :[9] .1 . 2 . 2 نتیجه
بود. خواهد نیز ب.م.م (n′, d′) = 1 , n′

d′ ≤
n
d

Zn در بطوریکه باشد ,n)-رنگ آمیزي d) داراي و راس n با ابرگرافی  H شود فرض اگر :[9] .3 . 2 . 2 قضیه
است. n′

d′ ≤
n
d و n′ ≤ n با ,′n)-رنگ آمیزي d′) یک داراي H آن گاه نباشد، پوشا

رنگ آمیزي در رنگ ها همه آن گاه ،(n, d) = 1 اگر که هستند موضوع این بیان گر بالا مطالب .1 . 2 . 2 ملاحظه
گرفت. خواهند قرار استفاده مورد

می توان آن گاه باشد، c : V −→ Zn ,n)-رنگ آمیزي d) یک داراي H ابرگراف اگر :[9] .2 . 2 . 2 نتیجه
است. پوشا c که کرد فرض

است. گویا ابرگراف، یک از دوري رنگی عدد که است موضوع این بیان گر بالا نتیجه
گزاره کرد، جایگزین مینیمم2 با می توان را تعریف در موجود اینفیمم1 که می شود ثابت گراف ها همانند

است. موضوع این بیان گر زیر

داریم: راس n با H ابرگراف براي .2 . 2 . 2 گزاره

χc(H) = min{k
d
: k ≤ n,است ,k)-رنگ آمیزي d) یک داراي H}.

یک داراي  H اگر ،2 . 2 . 2 نتیجه و 3 . 2 . 2 قضیه بنابر برهان.
بنابراین: است، k′

d′ ≤
k
d و k′ ≤ k با ,′k)-رنگ آمیزي d′) یک داراي آن گاه باشد، ,k)-رنگ آمیزي d)

χc(H) = min{k
d
: k ≤ n,است ,k)-رنگ آمیزي d) یک داراي H}.

کرد. اینفیمم جایگزین را مینیمم می توان است، متناهی مجموعه این که آنجایی از

یک ، n
d ≥ 2 گویا عدد هر براي این رو از است، n

d ،Hn
d دوري رنگی عدد که می دهیم نشان ادامه در

داریم. نیاز زیر لم به مهم این براي دارد. وجود n
d دوري رنگی عدد با ابرگراف

است. d ،Hn
d ابرگراف در مستقل مجموعه بزرگ ترین [9]:اندازه .1 . 2 . 2 لم

مجموعه یک از اندازه بیشترین بنابراین است، مستقل {0,1, ..., d − 1} مجموعه است واضح برهان.
V (Hn

d ) از عضوي (d + 1) زیرمجموعه یک X که کنید فرض است. d حداقل Hn
d ابرگراف در مستقل

فرض می توانیم کلیت دادن دست از بدون خلف، برهان با نیست. مستقل X که می کنیم ادعا باشد،
آن گاه نباشد، {1,2, ...,2d − 1} مجموعه عضو طوریکه به باشد، y راس شامل X اگر ،d ∈ X کنیم
آنجایی از .X ⊆ {1,2, ...,2d− 1} بنابراین است. تناقض در X مجموعه بودن مستقل با که |dy|n ≥ d

.|a − b|n = d که دارند وجود d پیمانه به a, b ∈ X عنصر دو کبوتري لانه اصل بنابر ،|X| = d + 1 که
کرد. خواهد کامل را اثبات این و نیست مستقل مجموعه یک X بنابراین

1infimum
2minimum
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است. p
q رنگی عدد داراي Hp

q ابرگراف :[9] .3 . 2 . 2 گزاره

مستقل مجموعه بزرگ ترین اندازه قبل، لم بنابر باشد. همریختی یک c : Hp
q −→ Hk

d کنید فرض برهان.
Hp

q در مستقل مجموعه یک Hk
d در مستقل مجموعه یک از معکوس تصویر و است q ،Hp

q ابرگراف در
داریم: i ∈ Zk عدد هر براي این رو از است،

|i+d−1|k∑
j=i

|c−1(j)| ≤ q

که: آنجایی از

pd =

k−1∑
i=0

|i+d−1|k∑
j=i

|c−1(j)| ≤ kq ⇒ p

q
≤ k

d

داشت. خواهیم را زیر نتیجه دوري، رنگی عدد و رنگی عدد بین رابطه بنابر

.χ(H) = ⌈χc(H)⌉ داریم: H ابرگراف براي :[9] .3 . 2 . 2 نتیجه

است. شده آورده نتیجه این از مثالی عنوان به χ(H) = 3 و χc(H) = 2�5 با H ابرگراف ادامه در

χ(H) = 3 با H ابرگراف :1 . 2 شکل

χc(H) = 2.12 :2 . 2 شکل
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ابرگراف ها دوري رنگی عدد و رنگی عدد برابري شرایط 3 . 2
رنگی عدد و رنگی عدد برابري ابرگراف در عمومی راس وجود که هستند موضوع این بیان گر زیر مطالب

می کند. ایجاب را دوري

: آن گاه باشد، H از عمومی راس v و k-یکنواخت ابرگراف H اگر :[5] .1 . 3 . 2 قضیه
داریم: ،|A| ≤ 2k − 4 که شرط این با ،V (H)− {v} از A زیرمجموعه هر براي :1

χ(H − v −A) = χ(H − v) ⇒ χc(H) = χ(H).

داریم: |A| ≤ 2k − 4 با V (H) از A زیرمجموعه هر براي ،χ(H − v) = χ(H) اگر :2

χ(H −A− v) ≥ χ(H)− 1 ⇒ χc(H) = χ(H).

که A رنگی کلاس ،H از n-رنگ آمیزي هر آن گاه χ(H) = n اگر ،χ(H − v) = n کنید فرض :1
بنابراین است، تناقض این و χ(H − A − v) = n − 1 و دارد راس k − 1 حداکثر باشد، v راس شامل
.c(v) = 0 و باشد H از ,p)-رنگ آمیزي q) یک c ، χc(H) = p

q < n + 1 کنید فرض .χ(H) = n + 1
{x1, ..., xk−1} راس هاي بنابراین است، پوشا c کردیم، بیان قبلا که قضیه اي به توجه با ، q > k − 1 اگر
{v, x1, ..., xk−1} یال اینکه به توجه با c(xi) = i ،1 ≤ i ≤ k − 1 هر براي طوریکه به دارند وجود H از

q ≤ k − 1 نمی گیرد، قرار H از ,p)-رنگ آمیزي q) در
C2 = c−1(i) ،p−q+1 ≤ i ≤ q−1 هر براي و C1 = c−1(i) ،0 ≤ i ≤ q−1 ازاي به کنید فرض حال .
یالی C2 ∪ {v} یا C1 صورت این غیر در .|C2| = k − 1 و |C1| = k − 1 که داریم C = C1 ∪ C2 و

می شود، تعریف زیر صورت به که c′ رنگ آمیزي نمی گیرد. قرار H از ,p)-رنگ آمیزي q) در که است
c′ : V (H − v − C) −→ {0,1, ..., n− 3}

c′(x) = c(x)−q
q ,

.χc(H) = χ(H) بنابراین است. تناقض این و است H − v − C از (n,2)-رنگ آمیزي یک

است. 1 قسمت مشابه :2

.χc(H) = χ(H) آن گاه باشد، v عمومی راس داراي ،H ابرگراف اگر :[9] .2 . 3 . 2 قضیه
هر براي آن گاه باشد. H از ,n)-رنگ آمیزي d) یک c : H −→ Hn

d و χc(H) = n
d کنید فرض برهان.

راس v که آنجایی از .d ≤ |c(x)− c(y)|n ≤ n− d بطوریکه دارند وجود x, y ∈ e راس هاي ،e ∈ E یال
داریم مساله کلیت دادن دست از بدون است. {v, x} ∈ E ،x ∈ V − {v} راس هر براي است، عمومی

بنابراین: .c(v) = n− d

c(x) ∈ {0,1, ..., n− 2d} , ∀x ∈ V − {v}
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c′(w) = ⌊ c(w)
d ⌋ صورت به ،c رنگ آمیزي براساس را c′ : V −→ {0,1, ..., ⌊nd ⌋ − 1} رنگ آمیزي حال

وجود x, y ∈ e راس هاي e ∈ E یال هر براي است، H از ,n)-رنگ آمیزي d) یک c چون می کنیم. تعریف
بنابراین: .c′(x) ̸= c′(y) طوریکه به دارند

χ(H) ≤ ⌊n
d
⌋ = ⌊χc(H)⌋ ≤ χ(H).

.χ(H) = χc(H) می دهد: نتیجه این که

ابرگراف ها کسري رنگی عدد و دوري رنگی عدد رابطه 4 . 2

آن گاه: باشد، k-یکنواخت ابرگراف H اگر :[5] .1 . 4 . 2 قضیه
.χf (H) ≤ χc(H) .1

.χf (H) = V (H)
α(H) باشد، ترایا راس H اگر .2

Si = مستقل مجموعه ي باشد، H از ,n)-رنگ آمیزي d) یک c و χc(H) = n
d که کنید فرض :1

مقدار دیگر مستقل مجموعه هاي به و 1
q مقدار Si هر به f نگاشت بگیرید. نظر در را ∪i+d−1

j=i c−1(j)

می دهند: تشکیل را زیر کلاس هاي Siها می دهد. اختصاص را صفر

Si : c−1(1) ∪ ... ∪ c−1(d)︸ ︷︷ ︸
می دهیم. اختصاص آن ها به را 1

d
مقدار و داده قرار رنگی کلاس یک در گرفته اند، d تا 1 رنگ که را آن هایی همه

. . . c−1(i) ∪ c−1(i+ 1) ∪ ... ∪ c−1(i+ d− 1)︸ ︷︷ ︸
می دهیم. اختصاص آن ها به را 1

d
مقدار و داده قرار رنگی کلاس یک در را گرفته اند i+ d− 1 تا i رنگ که آن هایی همه

نتیجه در داریم. مستقل مجموعه d که است واضح باشیم، داشته دایره یک روي را رئوس اگر حال
مجموعه n مجموع در که دلیل این به است. کسري رنگ آمیزي یک شده، ارائه رنگ آمیزي و d× (1

d ) = 1
داشت: خواهیم داریم، مستقل

n× (
1
d
) =

n

d
.

داریم: دوري رنگی عدد تعریف بنابر و

χf (H) ≤ n

d
= χc(H).

داریم: است. χf (H) مقدار با H از کسري رنگ آمیزي یک f کنید فرض :2

|V (H)| =
∑
s∈S

|s|f(s)︸ ︷︷ ︸
∗

≤ α(H)χf (H).
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∑اثبات*:
s∈S

|s|f(s) = |V (H)|

که می دانیم
∑
s∈S

f(s) = 1
∑

x∈V (H)−→
∑

x∈V (H)

∑
s∈S

f(s) =
∑

x∈V (H)

1 = |V (H)|.

دیگر، طرف از
|V (H)| =

∑
s∈S

∑
x∈S

x∈V (H)

f(s) =
∑
s∈S

|s|f(s)

⇒ |V (H)| =
∑
s∈S

|s|f(s) ≤ α(H)χf (H)

نتیجه: در است، α(H) حداکثر |s| چون

χf (H) ≥ |V (H)|
|α(H)|

. (1 . 2)

از تعداد L در راس هر باشند. α(H) اندازه از مستقل مجموعه هاي همه v1, ..., vn که کنید فرض حال
نسبت صفر مقدار مابقی به و 1

L vi ها، این از کدام هر به پس است). ترایا راس (چون است آمده viها این
داریم: v1, ..., vn براي نتیجه در می دهیم.

n∑
i=1

|vi| = n|α(H)| = L|V (H)| ⇒ n

L
=

|V (H)|
|α(H)|

داریم: نتیجه در

χf (H) ≤ |V (H)|
|α(H)|

(2 . 2)

(1 . 2),(2 . 2)−→ χf (H) =
|V (H)|
|α(H)|

.

است. ابرگراف ها کسري رنگی عدد و دوري رنگی عدد رابطه بیان گر بالا قضیه 1 قسمت

قضیه بنابر ،α(H) = k − 1 و باشد ترایا راس که H کامل k-یکنواخت ابرگراف هر براي .1 . 4 . 2 ملاحظه
بنابراین: است. V)-رنگ آمیزي (H), k − 1) یک داراي H که است واضح .χf (H) = |V (H)|

k−1 قبل

χc(H) =
|V (H)|
k − 1 .

آن گاه باشد، راس n با k-یکنواخت کامل ابرگراف H = (V,E) اگر :[9] .2 . 4 . 2 قضیه

χc(H) =
n

(k − 1) , χ(H) = ⌈ n

(k − 1)⌉.
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k مجموعه زیر هر که آنجایی از باشد. همریختی p ≥ n که طوري به c : H −→ Hp
q کنید فرض برهان.

یک از معکوس تصویر و است k − 1 ،H در مستقل مجموعه بزرگ ترین اندازه است، یال یک V از عضوي
،i ∈ Zp صحیح عدد هر براي است، مستقل ،Hp

q در مستقل مجموعه
|i+q−1|p∑

j=i

|c−1(j)| ≤ p(k − 1).

این رو از
qn =

p−1∑
i=0

|i+q−1|∑
j=1

|c−1(j)| ≤ p(k − 1).

است. H از ,n)-رنگ آمیزي k − 1) ،

c′ : V −→ Hn

k−1

c′(x) = x

تابع که می کنیم ادعا . n
(k−1) ≤ p

q بنابراین

در می توان مساله کلیت دادن دست از بدون مشابه طور به باشد. V از عضوي k مجموعه یک X کنید فرض
{1,2, ...,2(k− مجموعه عضو y راس طوریکه به باشد، y راس شامل X اگر .k− 1 ∈ X که گرفت نظر
که آنجایی از ،X ⊆ {1,2, ...,2(k − 1) − 1} اگر .|(k − 1) − y|n ≥ k − 1 آن گاه نباشد، 1) − 1}
|a− b|n = k−1 بنابراین دارند. وجود ،n پیمانه به متجانس a, b ∈ X کبوتري، لانه اصل بنابر ،|X| = k

این .|c′(x)− c′(y)|n ≥ k − 1 بطوریکه است x, y راس جفت یک شامل عضوي k مجموعه هر این رو، از
بنابراین شد. بیان قضیه ابتداي در که است ادعایی اثبات

χc(H) =
n

k − 1 ,
داریم: کردیم، بیان قبلا که نتیجه اي به توجه با و

χ(H) = ⌈ n

(k − 1)⌉.

طوریکه به دارد وجود H k-یکنواخت ابرگراف ،2q ≤ p شرط با k و q, p هر براي :[5] .3 . 4 . 2 قضیه
.χc(H) = p

q

است ترایا راس Hpr
qr (k) که است واضح بگیرید. نظر در را Hpr

qr (k) ابرگراف .rq ≥ k کنید فرض برهان.
داریم: 2 . 4 . 2 قضیه از استفاده با بنابراین .α(Hpr

qr (k)) = qr = k − 1 و
χf (H

pr
qr (k)) =

V (Hpr
qr (k))

α(Hpr
qr (k)) = k − 1 =

pr

qr
=
p

q
(3 . 2)

⇒ p

q
≤ χc(H

pr
qr (k)). (4 . 2)

نگاشت اگر شد، بیان قبلا که قضیه اي بنابر است. همریختی یک

f : Hpr

qr (k) −→ Gpr
qr

f(x) = x

نگاشت اما

داشت: خواهیم باشد همریخت f
χc(H

pr
qr (k)) ≤ χc(G

pr
qr) =

pr

qr
(5 . 2)
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(5 . 2),(3 . 2)−−−−−−→ χc(H

pr
qr (k)) =

p

q
.

فانو صفحه 5 . 2
در آن متمایز راس هاي از هرجفت طوریکه به است راس v با k-یکنواخت گراف یک ,v)-طرح، k, λ) یک

گرفته اند. قرار آن یال هاي از تا λ دقیقا
صورت به راس ها مجموعه آن در که است F = (V,E) (7,3,1)-طرح یک واقع در فانو صفحه یک
فانو صفحه که می دهیم نشان هستند. E = {0 + i,1 + i,3 + i}

i=1,...,6
صورت به یال ها مجموعه و V = Z7

باشد 2 ≤ k
d ، k ≤ 7 حالتی در فانو صفحه دوري رنگی عدد که می دانیم است. 7

3 دوري رنگی عدد داراي
لذا، است. k

d برابر
χc(F ) ∈ {2,3,4,5, 5

2 , 6,7,
7
2 ,

7
3}.

c،که : F −→ H73 نگاشت .3 ≤ |x−y| ≤ 7−3 که است x, y راس جفت یک داراي F از یال هر طرفی از
.χc(F ) ∈ {2, 7

3} لذا است. F از (7,3)-رنگ آمیزي یک c(x) = x

در که است شده رنگ آمیزي مجاز صورت به رنگ دو با F کنید فرض .χc(F ) = 2 که کنید فرض حال
است. 2 رنگ با راس ها مجموعه Y ، 1 رنگ با راس هاي مجموعه X آن

آن (در می کنند مشخص را یال یک یکتایی صورت به X متمایز اعضاي از نامرتب جفت هر که کنید توجه
متمایز دو به دو یال ها این لذا دارد، وجود 2 رنگ به راس یک حداقل یال هر در طرفی از دارند) قرار یال

Y در راس یک تنها و X در راس 2 داراي هرکدام که دارند وجود یال
|X|

2

 تعداد بنابراین هستند.
هستند.

در راس یک تنها و Y در راس 2 کدام هر که دارند وجود یال
|Y |

2

 =

7 − |X|

2

 مشابه، استدلال با

.7 = |E| ≥

|X|

2

+

7 − |X|

2

 لذا، دارند. X
است. تناقض این که است 9 برابر بالا نامساوي راست سمت عبارت مقدار کمترین که کرد بررسی می توان ولی
طوریکه به است، Zv Dاز k-عضوي مجموعه زیر یک ,v)-تفاضلی، k, λ) مجموعه یک .χc(F ) =

7
3 بنابراین

می دانیم شود. شامل بار λ دقیقا را Zv صفر نا هرعضو ،D اعضاي از ممکن تفاضل هاي k(k−1) همه خانواده
E = {{d+i : d ∈ D} : i = 0, ..., v−1} مجموعه آن گاه باشد، ,v)-تفاضلی k, λ) مجموعه Dیک اگر که
هر براي می شناسیم. D از یافته توسعه طرح نام با را طرح این است. ,v)-طرح k, λ) یک یال هاي مجموعه
-(p, p−1

2 , p−3
4 ) مجموعه یک تشکیل Zp ناصفر اعضاي مربعات همه مجموعه که می دانیم ،p 4≡ 3 اول عدد

می شود. نامیده طرح 3 لی پی یک تفاضلی، مجموعه این از یافته توسعه طرح همچنین می دهند. تفاضل
3Payley Design
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تفاضل مجموعه این از یافته توسعه طرح است. (7,3,1)-تفاضلی مجموعه یک D = {0,1,3} مثال، براي
است. فانو صفحه همان

آن گاه باشد، D از یافته توسعه طرح H و متمایز ,v)-مجموعه k, λ) یک D کنید فرض :[9] .1 . 5 . 2 قضیه
.χc(H) ≤ 2 + 1

⌊( v2 )⌋

بطوریکه است x, y رئوس از جفت یک شامل ،H از یال هر متمایز، مجموعه یک تعریف بنابر برهان.
f تابع ، | v2 | ≤ v − ⌊ v2⌋ که آنجایی از .|x− y| = | v2 |{

f : V −→ Zk, f(x) = x

می شود. ثابت نظر مورد حکم نهایت در و است H از دوري -رنگ آمیزي v
⌊ v

2 ⌋
یک

آن گاه ،D از یافته توسعه طرح H و باشد متمایز ,v)-مجموعه k, λ) یک D اگر :[9] .1 . 5 . 2 نتیجه
.χ(H) ≤ ⌈2 + 1

⌊ v
2 ⌋
⌉ = 3



3 فصل

مقدمه 1 . 3
خواهیم بررسی را آن ها ویژگی هاي از برخی همچنین و معرفی را ابرگراف ها از Zk-رنگ آمیزي فصل این در
عدد داد خواهیم نشان ادامه در می شود. ستاره اي رنگی عدد تعریف به منجر طبیعی طور به روند این کرد.
عدد مقدار در راس یک حذف تاثیر نهایت در و است دوري رنگی عدد براي معادل تعریفی ستاره اي رنگی

کرد. خواهیم بررسی را دوري رنگی
است. [10] مقاله فصل این اصلی مرجع

رنگی k-عدد 2 . 3
است. min{x, k − x} دهنده نشان ،|x|k ،x حقیقی عدد هر براي .1 . 2 . 3 تعریف

داریم: مثال براي

|2|5 = |x|k = min{x, k − x} = min{2,5 − 2} = 2,
|3|5 = min{3,5 − 3} = 2.

اعداد از مجموعه اي Zk که است، c : V −→ Zk نگاشت ،H = (V,E) ابرگراف از Zk-رنگ آمیزي یک
می کنیم: تعریف ،H ابرگراف از c Zk-رنگ آمیزي یک براي است. k پیمانه به صحیح

µc,k(H) = min
e∈E

max
{u,v}⊆e

{|c(u)− c(v)|k}

21
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H ابرگراف اگر است. نهایت بی ψH(c) باشد، µc,k(H) = 0 اگر که شود توجه .ψH(c) = k
µc,k(H) و

بگیرند، متفاوت رنگ هاي متفاوت راس هاي طوریکه به H از c Zk-رنگ آمیزي یک براي باشد، راس n داراي
داریم:

ψH(c) =
n

µc,n(H)
≤ n

1 = n.

متناهی ψc(H) طوریکه به دارد وجود c Zk-رنگ آمیزي یک و k از مقدار یک ،H ابرگراف هر براي بنابراین
که: است این تامل قابل نکته است.

ψH(c) ≥ k

⌊k2⌋
≥ 2 , µc,k(H) ≤ ⌊k2⌋.

است. H ابرگراف Zk-رنگ آمیزي هاي تام مجموعه Ck = Ck(H)

می کنیم: تعریف و می دهیم نشان χk(H) با را  H از رنگی k-عدد .2 . 2 . 3 تعریف

χk(H) = min
c∈Ck

ψH(c) =
k

max
c∈Ck

µc,k(H)

،χ(H) > k اگر و χk(H) = χ(H) آن گاه ،χ(H) = k اگر ،H = (V,E) ابرگراف براي :[9] .1 . 2 . 3 قضیه
.χk(H) = ∞ آن گاه

جفت یک ،e ∈ E یال هر براي طوریکه به c : V −→ Zk مجاز رنگ آمیزي .χ(H) = k کنید فرض برهان.
بنابراین دارد. وجود c(u) ̸= c(v) شرط با v, u راس
.χk(H) ≥ k می کنیم فرض برابري دادن نشان براي حال .χk(H) ≤ k = χ(H) , µc,k(H) ≥ 1

که: بگیرید، درنظر را c′ Zk−1-رنگ آمیزي .µc,k(H) ≥ 2 ،c Zk-رنگ آمیزي براي

c′(u) =


c(u) ; c(u) ̸= 0 اگر
1 ; c(u) = 0 اگر

.c(y) ≥ 2 ویژگی این با ،c(x) = 0 طوریکه به است x راس شامل باشد، y راس شامل که شرطی به یال هر
با متناقض این است.  H از مجاز k)-رنگ آمیزي − 1) یک c′ بنابراین .µc,k(H) = 1 اینصورت غیر در

.χk(H) = k = χ(H) بنابراین است، χ(H) = k

هر بطوریکه دارد وجود H از e یال یک c : V −→ Zk رنگ آمیزي هر براي ،χ(H) > k اگر نهایت در
.χk(H) = ∞ و µc,k(H) = 0 این رو از می کند، دریافت را رنگ ها همان ،e از راس

.χ(H) ≤ k آن گاه: باشد، متناهی χk(H) اگر ،k مثبت و صحیح عدد و H ابرگراف براي .1 . 2 . 3 نتیجه

یال هاي که باشد  H از ابرگرافی زیر H ′ و باشد 2 . 3 شکل در شده داده نشان ابرگراف H کنید فرض
هستند، رنگ هم آن یال هاي از برخی ،H ′ از ,Z2-رنگ آمیزي Z1 هر در که آنجایی از است. 2 اندازه از آن
که قضیه اي بنابر و χ(H) = 3 بنابراین است. H از 3-رنگ آمیزي یک 2 . 2 شکل .χ1(H) = χ2(H) = ∞

دارد وجود c رنگ آمیزي کنید فرض .χ4(H) = 4 می دهیم نشان حال .χ3(H) = 3 داریم شده، بیان قبلا
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χ1(H) = ∞, χ2(H) = ∞, χ3(H) = 3, χ4(H) = 4, χ5(H) = 2.12 :1 . 3 شکل

بنابراین می گیریم. نظر در را c(b) = 3 , c(a) = 1 کلیت دادن دست از بدون .µc,4(H) = 2 طوریکه به
{b, d, f}, {a, c, f} یال دو هر بطوریکه پنجم راس کردن رنگ براي راهی نتیجه در . c(d) = c(c)و3 = 1
،H از مجاز Zk-رنگ آمیزي هر از و µc,k(H) ≤ 1 بنابراین ندارد. وچود باشند، متفاوت رنگ دو داراي

داریم: ،c ∈ C5 رنگ آمیزي هر براي نهایت در می شود. حاصل χ4(H) = 4

ψH(c) ≥ 5
⌊5

2⌋
= 2.12 .

داریم: ،H = (V,E) ابرگراف براي :[9] .2 . 2 . 3 قضیه

χk+1(H) ≤ χk(H) + 1.

می آید. بدست نتیجه و χk(H) = ∞ آن گاه ،χ(H) > k اگر برهان.
که می کنیم انتخاب طوري را c ∈ Ck است. متناهی χk(H) آن گاه ،χ(H) ≤ k که کنیم فرض

می کنیم: تعریف u ∈ V هر ازاي به .ψH(c) = χ(H)


c′ : V −→ Zk+1

s.t : c′(u) = c(u).

.µc,k(H) ≥ µc,k(H) ≥ 1 آن گاه
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بنابراین:

χk(H) = ψH(c) =
k

µc,k(H)
≥ k

µc′,k+1(H)

χk(H) + 1 =
k

µc,k(H)
+ 1

≥ k

µc′,k+1(H)
+ 1

=
k + µc′,k+1(H)

µc′,k+1(H)

≥ k + 1
µc′,k+1(H)

= ψH(c′)

≥ min
c′∈Ck+1

ψH(c′)

= χk+1(H) ⇒ χk(H) + 1 ≥ χk+1(H).

ستاره اي رنگی عدد 3 . 3
است. رنگی Zk-عدد مقدار کمترین که می دهیم، نشان χ∗(H) با را ستاره اي رنگی عدد .1 . 3 . 3 تعریف

می کنیم: تعریف زیر صورت به را ستاره اي رنگی عدد باشد، راس n با ابرگرافی H اگر

χ∗(H) = min1≤k≤n
χk(H).

داریم: k ∈ Z+ همه براي H ابرگراف از H ′ ابرگراف زیر هر براي :[9] .1 . 3 . 3 قضیه
χk(H) ≥ χk(H

′) , χ∗(H) ≥ χ∗(H ′).

کرد. محدود H ′ از Zk-رنگ آمیزي یک به می توان را c : V (H) −→ Zk ،c Zk-رنگ آمیزي هر برهان.
.µc,k(H ′) ≥ µc,k(H) بنابراین

.χ∗(H) ≥ χ∗(H ′) بنابراین و χk(H) ≥ χk(H
′) داریم: χk(H) = k

max
c∈Ck

µc,k(H) که آنجایی از
دیگر عبارت به یا است، آن ستاره اي رنگی عدد همان ،H ابرگراف دوري رنگی عدد می دهیم، نشان اکنون

است. دوري رنگی عدد براي معادلی تعریف ستاره اي رنگی عدد
.χ∗(H) = χc(H) ،H = (V,E) ابرگراف هر براي :[9] .2 . 3 . 3 قضیه

که کنید توجه دارد، وجود c : V −→ Hk
d همریختی یک بنابراین ،χc(H) = k

d کنید فرض برهان.
اختلاف که هستند یکسان رنگ هاي داراي آن راس دو حداقل ،H از یال هر براي که است مقداري d
همچنین و هست نیز مجاز Zk-رنگ آمیزي یک c که آنجایی از است. (n − d) حداکثر و d حداقل آن ها

با: است برابر H رنگی k-عدد ،k ∈ Z+ هر براي طرفی از .c : V −→ Hk
µc,k

لذا ،µc,k(H) = d ∈ Z+

χk(H) = min
e∈E

max
{u,v}⊆e

{ k

µc,k(H)
: H −→ Hk

µc,k
},
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همچنین و
χ∗(H) = min1≤k≤n

χk(H).

لذا
χ∗(H) = χc(H).

دوري رنگی عدد در راس یک حذف تاثیر 4 . 3
رابطه  ،H k-یکنواخت ابرگراف از H ′ ابرگراف زیر هر براي که می دانیم را نکته این

شده مطرح سوال .χc(H) ≥ χc(H − v) ،H از v راس هر براي بنابراین است. برقرار χc(H
′) = χc(H)

دارد؟ تاثیر آن دوري رنگی عدد در مقدار چه راس یک حذف که است این
داریم: (χ(H)− 1 < χc(H) ≤ χ(H)) ابرگراف ها در دوري رنگی عدد و رنگی عدد بین رابطه به توجه با

χc(H)− χc(H − v) < 2.

است. نزدیک 2 عدد به مقدار این که می کند بیان زیر قضیه ي شد، گفته که نکته اي به توجه با

وجود H از v راس و H k-یکنواخت ابرگراف ،ϵ > 0 حقیقی عدد هر و k عدد هر براي :[5] .1 . 4 . 3 قضیه
بطوریکه: دارد

χc(H)− χc(H − v) > 2 − ϵ

و H ′ = Hnr+1
n (k) که کنید فرض باشد. 1

n < ϵ که بگیرید نظر در طوري را n ∈ N برهان.
و k-یکنواخت ابرگراف  H کنید فرض باشند، H ′ از مجزا مشابه ابرگراف 2k − 3 ،H1,H2, ..., H2k−3

V (H − v) =
∪

1≤i≤2k−3 V (Hi) بطوریکه باشد عمومی راس v ∈ V (H)

χc(H) = که آنجایی از و χc(H − v) = 1
n + r بنابراین باشد. E(H − v) =

∪
1≤i≤2k−3E(Hi) و

داشت: خواهیم نتیجه در ،χ(H) = 2 + r

χc(H) = χc(H − v) = 2 − 1
n
> 2 − ϵ.





4 فصل

مقدمه 1 . 4
براي معادل تعریفی بازه اي رنگی عدد که داد خواهیم نشان بازه اي رنگی عدد تعریف با فصل این ابتداي در
داد خواهیم نشان آن ویژگی هاي از برخی بررسی و کمانی رنگی عدد تعریف با ادامه در و است رنگی عدد

است. بازه اي رنگی عدد معادل تعریفی کمانی رنگی عدد که
است. [9] مقاله فصل این مرجع

بازه اي رنگی عدد 2 . 4
یک باشد. (0, r) از واحد طول به بازه هایی زیر از مجموعه اي Ir و r ≥ 1 که کنید فرض .1 . 2 . 4 تعریف
راس هاي ،e ∈ E هر براي بطوریکه است f : V −→ Ir تابع ،H = (V,E) ابرگراف از بازه اي r-رنگ آمیزي
یک داراي اگر گوییم بازه اي r-رنگ پذیر را H ابرگراف باشند. داشته وجود f(x)∩f(y) = ∅ که x, y ∈ E

می کنیم: تعریف زیر صورت به و داده نشان χI(H) با را H بازه اي رنگی عدد باشد. بازه اي r-رنگ آمیزي

χI(H) = inf{r : است بازه اي r-رنگ پذیري یک H}.

عبارت به یا است رنگی عدد از معادل تعریفی بازه اي رنگی عدد که است موضوع این بیان گر زیر گزاره
است. آن بازه اي رنگی عدد با برابر H ابرگراف رنگی عدد دیگر

داریم: ،H = (V,E) ابرگراف هر براي .1 . 2 . 4 گزاره

χI(H) = χ(H) = inf{r : است بازه اي r-رنگ پذیري ،H}.

27
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می کنیم: تعریف باشد، H از r-رنگ آمیزي یک c : V −→ {0,1, ..., r − 1} کنید فرض برهان.
c′ : V −→ Ir,

c′(w) = (c(w), c(w) + 1).
.c′(x)∩c′(y) = ∅ همچنین و c(x) ̸= c(y) که طوري به است، x, y رئوس از جفت یک شامل ،H از یالی هر

می دهد: نتیجه که است H از بازه اي r-رنگ آمیزي یک c′ بنابراین

χI(H) ≤ χ(H). (1 . 4)

می کنیم: تعریف باشد، H از بازه اي r-رنگ آمیزي یک c′ کنید فرض دیگر طرف از
c : V −→ {0,1, ..., r − 1},
c(w) = ⌊w1⌋,

c′(x) ∩ c′(y) = ∅ طوریکه به است x, y راس جفت یک شامل H از یال هر .c′(w) = (w1, w1 + 1) که
نتیجه: در و است H از r-رنگ آمیزي یک c بنابراین .c(x) ̸= c(y) و

χI(H) ≥ χ(H) (2 . 4)

می شود. حاصل تساوي (2 . 4) و (1 . 4) به توجه با و

کرد. جایگزین می توان مینیمم2 با را تعریف در موجود اینفیمم1 که می شود ثابت .1 . 2 . 4 ملاحظه

است. بازه اي 5-رنگ آمیزي
2 با ابرگرافی نشان دهنده زیر شکل

c(a) = c(f) = (0,1),
c(b) = (1,2),
c(c) = (2, 1

2),
c(d) = (

1
2 ,

3
2),

c(e) = (
3
2 ,

5
2).

کمانی رنگ آمیزي 3 . 4
واحد طول به کمان هایی از مجموعه اي Ar و باشد r محیط با دایره یک c که کنید فرض .1 . 3 . 4 تعریف
از کمانی r-رنگ آمیزي یک است). ساعت عقربه هاي جهت در c چرخش که کنید (توجه باشند c از

1infimum
2minimum
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H گراف از c 5-رنگ آمیزي
2 :1 . 4 شکل

رئوس از جفت یک ،e ∈ E یال هر براي طوریکه به است c : V −→ Ar تابع یک ،H = (V,E) ابرگراف
یک داراي H هرگاه گوییم کمانی r-رنگ پذیر را H باشد. داشته وجود c(u) ∩ c(v) = ∅ ویژگی با u, v
می کنیم: تعریف زیر صورت به و داده نشان χA(H) با را ،H از کمانی رنگی عدد باشد. کمانی r-رنگ آمیزي

χA(H) = inf{r : است کمانی رنگ پذیر H}.

است. H ابرگراف از کمانی 5-رنگ آمیزي
2 یک از مثالی زیر شکل

c(a) = c(f) = (0,1),
c(b) = (1,2),
c(c) = (2, 1

2),
c(d) = (

1
2 ,

3
2),

c(e) = (
3
2 ,0).
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H گراف از کمانی 5-رنگ آمیزي
2 :2 . 4 شکل

همواره r ≥ χA(H) براي باشیم، داشته را H ابرگراف از کمانی رنگی عدد اگر داد خواهیم نشان حال
دارد. وجود H از کمانی r-رنگ آمیزي یک

′r-رنگ آمیزي یک r′ ≥ r هر براي آن گاه ،χA(H) = r اگر ،H = (V,E) ابرگراف براي .1 . 3 . 4 گزاره
دارد. وجود H از کمانی

طوریکه به دارد وجود c : V −→ Ar تابع و r محیط با c دایره آن گاه ،χA(H) = r که کنید فرض برهان.
که: کنید فرض باشد. c(x) ∩ c(y) = ∅ شرط با x, y راس جفت یک شامل یال، هر

c′ : Ar −→ Ar′ ,

c′((x, x+ 1)) = (x, x+ 1).

با v, w ∈ e رئوس آن گاه ،e ∈ E که کنید فرض است. کمانی r-رنگ آمیزي یک ،c′oc که می کنیم ادعا
ادعاي براي اثباتی این و c′(v)∩ c′(w) = ∅ داریم تعریف بنابر آن گاه دارند. وجود c(v)∩ c(w) = ∅ شرط

ماست.

تابع و r محیط با دایره اي آن گاه ،χI(H) = r طوریکه به باشد ابرگراف یک H = (V,E) کنید فرض
،c(x) ∩ c(y) = ∅ شرط با x, y ∈ e راس هاي شامل e ∈ E یال هر طوریکه به دارد وجود c : V −→ Ar

کمانی r-رنگ آمیزي یک ،V ′ به شده محدود c آن گاه باشد، H از ابرگرافی زیر H ′ = (V ′, E′) اگر باشد.
است. H ′ از

آن گاه باشد، H ابرگراف از ابرگرافی زیر H ′ = (V ′, E′) کنید فرض .2 . 3 . 4 گزاره

χA(H
′) ≤ χA(H)

است: زیر صورت به H ابرگراف از بازه اي r-رنگ آمیزي یک ،1 . 2 . 4 گزاره بنابر .1 . 3 . 4 ملاحظه

χI(H) = min{r : است بازه اي r-رنگ پذیر یک H}

با دایره اي ساختن براي را بازه ها انتهاي و ابتدا اگر ،H القایی ابرگراف از بازه اي r-رنگ آمیزي هر در
می آید. وجود به H از کمانی r-رنگ آمیزي یک کنیم، متصل یکدیگر به ،r محیط
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کمانی r-رنگ آمیزي H اگر باشد. حقیقی عدد یک r0 و ابرگراف ،H = (V,E) کنید فرض .3 . 3 . 4 گزاره
است. بازه اي r)-رنگ آمیزي + 1) یک H آن گاه باشد،

آن که دلخواه نقطه اي در را c دایره باشد.  H ابرگراف از کمانی r-رنگ آمیزي ،c که کنید فرض برهان.
چنین را c′ می نامیم، (0, r) بازه را آن که r طول به بازه اي تعیین براي می کنیم. قطع می نامیم، صفر را

حداکثر بازه دو هر که آن جایی از ،c′(x) = (y, y+1) ∈ Ar. که

c′ : V −→ (0, r)
c′(x) = y

می کنیم: تعریف

بطوریکه است (0, r) به V از نگاشتی c هستند، مجزا هم از ساعت عقربه هاي جهت در r − 1 اندازه به
d برابر c′(y) و c′(x) فاصله ساعت، عقربه هاي جهت در که است x, y راس جفت یک شامل e یال هر

(1 ≤ d ≤ r − است.(1
c′(x) هر دادن گسترش با .s = max{c′(x), x ∈ V } که کنید فرض می آید. بدست c از c′ روند این با
.s ≤ r دهیم، که نشان H از بازه اي +s)-رنگ آمیزي 1) عنوان به می توانیم را c′ واحد، طول با بازه اي به

است. H از بازه اي r)-رنگ آمیزي + 1) یک با مطابق ،H از کمانی r-رنگ آمیزي هر بنابراین
ابرگراف از کمانی r-رنگ آمیزي یک همچنین، و r محیط از دایره اي c که کنید فرض

هر براي همچنین و می کنیم تعریف c(vi) = (xi, xi+1) را، c ،{v1, v2, ..., vn} براي باشد. H = (V,E)

می کنیم: تعریف ،vi, vj ∈ e راس هاي و e ∈ E یال

de(vi, vj) =


|xj − (xi − 1)|r ; c(vi) ∩ c(vj) = ∅ اگر
∞ ; اینصورت غیر در

که: کنید فرض و
de = min d(vi, vj)

{vi,vj}⊆e

.

همچنین و
X = {(vi, vj); de = de(vi, vj)}.

به E(D) یال هاي مجموعه و V (D) رئوس مجموعه با جهت دار گرافی ،D = Dc(H) .2 . 3 . 4 تعریف
می شود: تعریف زیر صورت

V (D) = {v ; (v, z) ∈ X ,∃z ∈ V (H)},

E(D) = {(vi, vj) ; de(vi, vj) = 0}.

با را کمانی رنگی عدد تعریف در موجود اینفیمم می توان متناهی، ابرگراف براي که می دهیم نشان
است. گویا همیشه کمانی عدد اینکه و کرد جایگزین مینیمم

نیازمندیم. زیر لم به موضوع این دادن نشان براي
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دور بدون Dc(H) اگر باشد. H از کمانی r-رنگ آمیزي ،c و ابرگراف یک H کنید فرض [9] .1 . 3 . 4 لم
جهت دار دور شامل ،Dc′(H) و r′ < r بطوریکه دارد وجود H از c′ کمانی ′r-رنگ آمیزي یک آن گاه باشد،

است.

همچنین و باشد r محیط از متناظر دایره اي C و H از کمانی r-رنگ آمیزي ،c که کنید فرض برهان.
بطوریکه کنید. انتخاب D در P = v1, v2, ..., vk مانند جهت دار مسیر یک باشد. مدور غیر Dc(H) = D

و c(vk) از پایان نقطه راست سمت بین ساعت عقربه هاي جهت در شده تعیین فاصله α = d(v1, vk)

c(vi) = (xi, xi+1) بازه هر و بگیرید درنظر را s = 1+ α
k باشد. مینیمم ،c(v1) از پایان نقطه چپ سمت

بازه ها کردن جایگزین می یابد. افزایش دایره اي نرم نسبت با که کنید جایگزین (sxi, s(xi + 1)) بازه با را
هستند، متناظر مجزا بازه هاي بطوریکه دارد، وجود آن رئوس جفت یک ،H از یال هر که خاصیت این از
و می باید کاهش s اندازه به واحد، طول با کمان هر C دایره در یکنواخت بطور حال کرد. خواهد حفظ
C ′ = P, v1, vk جهت دار دور حاوي Dc′(H) بطوریکه می آید بدست H از c′ کمانی ′r-رنگ آمیزي = ( rs)

است.

.k, d ∈ Z+ که r = k
d آن گاه ،χA(H) = r اگر باشد. ابرگراف یک  H که کنید فرض [9] .1 . 3 . 4 قضیه

طوري را Dc(H) = D می توان قبل لم بنابر باشد، H از کمانی r-رنگ آمیزي ،c که کنید فرض برهان.
باشد. جهت دار دور شامل که گرفت نظر در

داراي C دایره که آنجایی از باشد. طول بیشترین داراي Q = x1, e1, x2, ..., ek, x1 دور کنید فرض
واحد طول به بازه هایی که می شود نتیجه است، D در k طول از جهت دار دور یک Q و است r محیط

.r = k
d داشت خواهیم نتیجه در می شود. d = k

r دقیقا C اطراف در c(x1), c(x2), ..., c(xk)

طولانی ترین و مسیر طولانی ترین طول ترتیب به p, c همچنین و ابرگراف H کنید فرض .1 . 3 . 4 نتیجه
H در مستقل مجموعه بزرگ ترین اندازه d و k ≤ max{p, c} آن گاه ،χA(H) = k

d اگر باشند. H در دور
است.

مینیمم با می توان را کمانی رنگی عدد تعریف در موجود اینفیمم که است موضوع این بیان گر زیر گزاره
کرد. جایگزین

آن گاه: باشد، ابرگراف یک H اگر [9] .4 . 3 . 4 گزاره

χA(H) = min{r : است کمانی r-رنگ پذیر یک H}

.χc(H) = χA(H) ،H ابرگراف هر براي [9] .2 . 3 . 4 قضیه

می کنیم: تعریف بگیرید، درنظر را Hk
d ابرگراف برهان.

c : V (Hk
d ) −→ A k

d
,

c(x) = (xd ,
x
d + 1).
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.d ≤ |x− y| ≤ k − d بطوریکه است x, y شامل Hk
d از یال هر

داریم: x, y براي
1 ≤ |x

d
− y

d
| ≤ (k − d)

d
=
k

d
− 1.

دارد. وجود h : V (H) −→ V (Hk
d ) هم ریختی یک آن گاه ،χc(H) = k

d اگر .c(x) ∩ c(y) = ∅ بنابراین،
نتیجه: در است. H از کمانی kd)-رنگ آمیزي ) ،coh رو این از

χA(H) ≤ k

d
= χc(H). (3 . 4)

می کنیم: تعریف دیگر طرف از
f : A k

d
−→ V (Hk

d ),

f(x, x+ 1) = ⌊xd⌋.

آن گاه: .(x, x+ 1) ∩ (y, y + 1) که کنید فرض

1 ≤ |x− y| k
d
≤ k

d
− 1.

.d ≤ |f((x, x+ 1))− f((y, y + 1))|k ≤ k − d بنابراین
هم ریختی یک foc بنابراین دارد. وجود c : V (H) −→ A k

d
کمانی r-رنگ آمیزي آن گاه ،χA(H) = k

d اگر
و است

χc(H) ≤ k

d
= χA(H). (4 . 4)

که: می شود نتیجه 4 . 4 و 3 . 4 از
χc(H) = χA(H).





5 فصل

مقدمه 1 . 5
در و کرد خواهیم معرفی را جهت دار دور یک از تعادل عدم همچنین و جهت دار ابرگراف هاي فصل این در
کرد. خواهیم بررسی را ابرگراف ها رنگی عدد همچنین و دوري رنگی عدد و تعادل عدم میان رابطه نهایت

تعادل عدم 2 . 5
باشد G گراف از جهت گذاري یک G′ اگر می پردازیم. مینتی1 از کلاسیک نتیجه یک توضیح به ابتدا در
مرجع، عنوان به C ′ از ثابت جهت یک گرفتن نظر در با جهت دار). لزوما (نه باشد G′ در دور یک C ′ و
در یال این هرگاه گوییم عقب به رو و باشد جهت این با هم راستا هرگاه گوییم جلو به را C ′ از xy یال یک

باشد. جهت این خلاف
یال هاي تعداد ترتیب به C− و C+ آن در که می شود تعریف max{C+

C− ,
C−

C+ } صورت به C ′ دور تعادل عدم
بینهایت را مقدار این باشد، جهت دار دور یک خود C ′ که صورتی در هستند. C ′ در عقب به رو و جلو به رو
بین در C ′ دورهاي تعادل عدم مقدار ماکسیمم با برابر را G′ جهت دار گراف تعادل عدم می کنیم. تعریف

می گیریم. نظر در G′ از C ′ دورهاي همه
جهت گذاري هاي همه تعادل عدم مینیمم با برابر و می دهیم نمایش imbal(G) با را G تعادل عدم نهایت در

می کنیم. تعریف G

1minty
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آن گاه: باشد، گراف یک G اگر [9] .1 . 2 . 5 قضیه

χ(G) = 1 + ⌈imbal(G)⌉.

دور همان H ′ در ضعیف جهت دار دور یک باشد، H از جهت گذاري یک H ′ و ابرگراف یک  H کنید فرض
است. H در ضعیف

باشیم داشته i ∈ {1, ..., k} براي اگر باشد. H ′ در ضعیف دور یک C = v1e1v2e2...vkekv1 کنید فرض
یک vi+1vi آن گاه ،vi+1vi ∈ e′i اگر و است C از جلو به رو زیر کمان یک vivi+1 آن گاه ،vivi+1 ∈ e′i

دهند. رخ vi+1vi /∈ e′i و vivi+1 /∈ e′i که است ممکن که کنید توجه است. C از عقب به رو زیر کمان
می شود. تعریف C دور جلو به رو زیر کمان هاي تعداد با برابر که می دهیم نشان C+ با را C دور مثبت جریان
C دور در عقب به رو زیر کمان هاي تعداد با برابر و می دهیم نشان C ′ با را C دور منفی جریان مشابه طور به
می کنیم: تعریف زیر صورت به و داده نشان imbalH′(C) با را H ′ در C تعادل عدم حال می شود. تعریف

imbalH′(C) =


max{C+

C− ,
C−

C+ }, vivi+1 ∈ e′iیاvi+1vi ∈ e′i 1 ≤ i ≤ k

1 اینصورت غیر در

با را H ′ تعادل عدم است. imbalH′(C) = ∞ آن گاه شود، صفر برابر C− و C+ اگر که کنید توجه
دورهاي همه روي ماکسیمم آن در که می دهیم قرار max

C
{imbalH′(C)} با برابر و داده نشان imbal(H ′)

می شود. گرفته H در ضعیف
می کنید. مشاهده را 3

2 تعادل عدم با جهت دار ابرگراف از نمونه یک زیر شکل در

imbal(H) = 3
2 تعادل: عدم با H ابرگراف یک :1 . 5 شکل

مجموعه با جهت دار ابرگراف یک به را K(H ′) باشد، H ابرگراف از جهت گذاري یک H ′ اگر .1 . 2 . 5 تعریف
می کنیم: تعریف زیر شرح به یال هاي مجموعه و V (K(H ′)) = V رئوس

باشد. H ′ از کمان زیر یک uv اگر فقط و اگر است E(K(H ′)) در uv کمان

عدم با H ′ از تعادل عدم آن گاه باشد، H ابرگراف از جهت گذاري یک H ′ که کنید فرض [9] .1 . 2 . 5 گزاره
است. برابر K(H ′) از تعادل
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جهت دار دورهاي و H ′ در جهت دار دورهاي میان یک به یک رابطه یک ،K(H ′) ساختار به توجه با برهان.
است. برابر نیز آن ها تعادل عدم رو، این از دارد. وجود K(H ′) در

آن گاه باشد، p
q برابر H ′ از تعادل عدم و H ابرگراف از جهت گذاري یک H ′ اگر می دهیم نشان حال

بررسی هل2 و بروستر توسط که زیر قضیه به منظور این براي است. رنگ آمیزي (p+ q, q) یک داراي H
داریم. نیاز است، شده

آن گاه باشد، p
q با برابر D از تعادل عدم اگر باشد، جهت دار گرافی D که کنید فرض [2] .2 . 2 . 5 قضیه

.D −→ Gp+q
q

p
q با برابر H ′ از تعادل عدم اگر باشد. H ابرگراف از جهت گذاري یک H ′ کنید فرض [9] .2 . 2 . 5 گزاره

است. +p)-رنگ آمیزي q, q) یک داراي H آن گاه باشد،

است. p
q با برابر K(H ′) تعادل عدم آن گاه باشد، p

q با برابر H ′ از تعادل عدم اگر ،2 . 5 گزاره بنابر برهان.
-(p + q, q) یک این که دارد وجود f : K(H ′) −→ Gp+q

q همریختی یک قبل قضیه بنابر همچنین
یال هاي از یکی در آن، رئوس از جفت یک حداقل ،H از یال هر براي حال است. K(H ′) از رنگ آمیزي

است. H از +p)-رنگ آمیزي q, q) یک f رو، این از دارد. وجود K(H ′)

.χc(H) ≤ imbal(H) + 1 داریم: ،H ابرگراف هر براي .1 . 2 . 5 نتیجه

همچنین است. +p)-رنگ آمیزي q, q) یک داراي H آن گاه ،imbal(H) = p
q اگر ،2 . 5 گزاره بنابر برهان.

که: آنجایی از
χc(H) = min{p

q
: است +p)-رنگ آمیزي q, q) ،H},

χc(H)،آن گاه: ≤ p
q + 1 و

χc(H) ≤ p

q
+ 1 = imbal(H) + 1.

آن گاه باشد، p)-رنگ آمیزي + q, q) یک داراي همچنین و جهت دار گراف یک D اگر [2] .3 . 2 . 5 قضیه
است. p

q با برابر یا کمتر D از تعادل عدم

تعادل عدم با H از جهت گذاري یک ،χc(H) = p
q + 1 اگر ،H = (V,E) ابرگراف براي .4 . 2 . 5 قضیه

دارد. وجود χc(H)− 1 با مساوي یا کمتر

دوري رنگی عدد و رنگی عدد رابطه بیانگر که می آید بدست زیر نتایج ،1 . 2 . 5 نتیجه و 4 . 2 . 5 قضیه از
است. ابرگراف تعادل عدم با ابرگراف ها

2Brewster and Hell
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داریم: ،H ابرگراف هر براي [9] .2 . 2 . 5 نتیجه

χc(H) = 1 + imbal(H).

داریم: H ابرگراف هر براي [9] .3 . 2 . 5 نتیجه

χ(H) = 1 + ⌈imbal(H)⌉.
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Abstract

In this work, we generalize the concept of circular coloring of graphs to the case of hyper-
graphs and investigate some elementary result concerning this matter. In this regard, we present
some sufficient conditions for the equality of circular chromatic number and chromatic number
of hypergraphs. furthermore, by use of imbalance number of hypergraphs, we give an equivalent
definition for the circular chromatic number of hypergraphs.

keywords: chromatic number, circular chromatic number, star chromatic number, arc chro-
matic, interval chromatic number, imbalance.
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