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ච໋اری ণپاس
است تابان روشن، روز چهره بر او قدرت آثار که جلاله و جل خدای مر ستایش و سپاس
و شناساند ما به را خویشتن که آفریدگاری درخشان. تار، شب دل در او ح΄مت انوار و
خویش ضعیف بنده بدان، تا فرمود عطا فرصتͬ و عمری و گشود ما بر را علم درهای

بیازماید. معرفت و علم طریق در را
دی·ری از و ͬ شوم م زاده ی΄ͬ از هستند. من تولد سرآغاز که هستم کسانͬ سپاس·ذار
از مویی تار که مادری و نگاشت زندگیم سیاه برتخته را سپیدی که استادی جاودانه.

نماد. سیاه من بپای او
نادر دکتر آقای جناب دانشمندم و دلسوز راهنمای استاد از ͬ دانم م لازم خود بر
کم΁ ها برای خورسندی مهدی رضا آقای جناب بزرگوارم مشاور استاد و راد جعفری
تش΄ر داشته اند عرضه من به پایان نامه این رسیدن ثمر به در که راهنمایی هایشان و
رحیمͬ صادق دکتر آقای جناب و علیشاهͬ میثم دکتر آقای جناب از همچنین و کنم
نهایت گرفته اند، عهده بر را تحقیق این داوری و فرموده زحمت قبول که شعرباف
خداوند از را سربلندی و سرافرازی همواره برایشان و باشم داشته را قدردانͬ و تش΄ر
نظیر خود ارشد کارشناسͬ و کارشناسͬ ͽمقط اساتید از پایان در خواستارم. متعال
تش΄ر بوده من زندگͬ مسیر و راه روشنͬ معرفتشان و علم چراغ که حبیبی، نادر دکتر

ͬ کنم. م

دالوند پ·اه
١٣٩۶ آبان

ه



نامه تعهد
علوم دانش΄ده کاربردی ریاضͬ رشته ارشد کارشناسͬ دانشجوی دالوند پ·اه اینجانب
قوی نیمه ش΄افنده احاطه گری عنوان با پایان نامه نویسنده شاهرود، صنعتͬ دانش·اه ریاضͬ

ͬ شوم: م متعهد راد جعفری نادر دکتر راهنمایی تحت ، گراف ها در
برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط پایان نامه این در تحقیقات •

است.
شده استناد استفاده مورد ͽمرج به پژوهش گران، دی·ر پژوهش های نتایج از استفاده در •

است.
مدرک نوع هیچ دریافت برای دی·ری فرد یا خود، توسط کنون تا پایان نامه، این مطالب •

است. نشده ارایه هیچ جا در امتیازی یا
نام با مستخرج مقالات و دارد، تعلق شاهرود صنعتͬ دانش·اه به اثر، این معنوی حقوق •
خواهد چاپ به “ Shahrood University of Technology “ یا “ شاهرود صنعتͬ دانش·اه “

رسید.
بوده اند، تاثیرگذار پایان نامه اصلͬ نتایج آوردن به دست در که افرادی تمام معنوی حقوق •

ͬ گردد. م رعایت پایان نامه از مستخرج مقالات در
افراد شخصͬ اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •
شده رعایت انسانͬ اخلاق اصول و رازداری اصل است)، شده استفاده (یا یافته دسترسͬ

است.
دالوند پ·اه
١٣٩۶ آبان

نشر حق و نتایج مال΄یت
برنامه های کتاب، مستخرج، ( مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
شاهرود صنعتͬ دانش·اه به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم افزارها رایانه ای،

شود. ذکر مربوطه علمͬ تولیدات در مقتضͬ، نحو به باید مطلب این ͬ باشد. م
ͬ باشد. نم مجاز منبع ذکر بدون پایان نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده •

و



چൊیده
احاطه گر را G گراف رئوس از D زیرمجموعه ΁ی ب·یرید. نظر در را G = (V,E) گراف
احاطه گر مجموعه باشد. D از رأس ΁ی حداقل با مجاور V − D از رأس هر هرگاه  نامیم
باشد. ناهمبند ⟨V − D⟩ القایی زیرگراف هرگاه نامیم، ش΄افنده احاطه گر مجموعه ΁ی را D
و گوییم G ش΄افنده احاطه گری عدد وجود صورت در را مجموعه ای چنین اندازه کوچ΄ترین
قوی ش΄افنده احاطه گر مجموعه ΁ی را D احاطه گر مجموعه ͬ دهیم. م نمایش γs(G) نماد با
اندازه کوچ΄ترین باشد. ( پوچ ) تهͬ رأس دو حداقل با ⟨V −D⟩ القایی زیرگراف هرگاه نامیم،
γss(G) نماد با و گوییم G قوی ش΄افنده احاطه گری عدد وجود صورت در را مجموعه  ای چنین
نامیم قوی نیمه ش΄افنده احاطه گر مجموعه ΁ی را D احاطه گر مجموعه ͬ دهیم. م نمایش
باشد. ΁ی حداکثر ⟨V − D⟩ القایی زیرگراف از رأس هر درجه ماکزیمم و |V − D| ≥ ١ هرگاه
قوی نیمه ش΄افنده احاطه گری عدد وجود صورت در را مجموعه  ای چنین اندازه کوچ΄ترین
با مرتبط نتایج از برخͬ ابتدا پایان نامه این در ͬ دهیم. م نمایش γsss(G) نماد با و گوییم G

احاطه گری مفهوم پایان در ͬ شود. م پرداخته γss(G) بررسͬ به سپس و شده داده شرح γs(G)

شود. مͬ اثبات آن با مرتبط قضیه تعدادی و معرفͬ گراف ها در قوی نیمه ش΄افنده

ش΄افنده احاطه گر مجموعه ش΄افنده، احاطه گر مجموعه احاطه گر، مجموعه کلیدی: کلمات
قوی نیمه ش΄افنده احاطه گر مجموعه قوی،

ز
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نمادها فهرست
گراف نظریه نمادهای

رأس ها مجموعه V n طول به دور Cn

n مرتبه از چرخ Wn G از v رأس درجه dG(v)

رأسͬ پوشش عدد α٠ G گراف در v از u فاصله dG(u, v)

استقلال عدد β٠ G گراف قطر diam(G)

تطابق ماکزیمم µ یال ها مجموعه E

درجه مینیمم δ G پایانͬ رئوس مجموعه End(G)

درج ماکزیمم ∆ گراف G

احاطه گری عدد γ S القایی زیرگراف ⟨S⟩

ش΄افنده احاطه گری عدد γs x ≥ صحیح عدد بزرگترین ⌊x⌋

قوی ش΄افنده احاطه گری عدد γss x ≤ صحیح عدد کوچ΄ترین ⌈x⌉

قوی نیمه ش΄افنده احاطه گری عدد γsss G همبندی عدد k(G)

همبند احاطه گری عدد γc کامل گراف Kn

مستقل احاطه گری عدد γi کامل دوبخشͬ گراف Km,n

G م΄مل Ḡ ستاره K١,k
v حذف G− v کامل چندبخشͬ گراف Kn١,n٢,...,nt

e حذف G− e گراف اندازه m

ی΄ریختͬ ∼= Gدرv همسایه های مجموعه NG(v)

همنهشتͬ ≡ گراف مرتبه n

همنهشتͬ پیمانه mod n مرتبه از مسیر Pn

تاج گراف G١ ◦G٢ پشتیبان رئوس مجموعه یا G ساقه S(G)

G٢ و G١ پیوند G١ ∨G٢ دوستونͬ گراف Tk(G)

م





پیش·فتار
این است. گراف نظریه در رشد حال در زمینه سریع ترین علاوه به و مهم احاطه گری، نظریه
جمله کاربردهای از دارد. . . . و مخابرات ،΁ال΄ترونی کامپیوتر، علوم در زیادی کاربرهای نظریه
. . . و انتظامͬ نیروهای استقرار بیمارستان، احداث برای م΄ان بهترین انتخاب احاطه گری
صفحه ی مورد در ١٩٨٣ سال در ١ دوجی΄نیش توسط بار نخستین احاطه گری مفهوم است.
تقسیم شاخه نوع ٨٠ از بیش در گذشته دهه های در احاطه گری مسئله شد. مطرح ͷشطرن

است. داشته فراوانͬ گسترش و شده بندی
به بعد فصل های در که گراف نظریه  از قضیه هایی و اولیه تعاریف پایان نامه این اول فصل  در

شده اند. گرفته [٢٠] و [۴] ͽمرج از که ͬ شود م بیان است نیاز آن ها
و معرفͬ γs یا ش΄افنده احاطه گری عدد خصوص در مقدماتͬ نتایج از برخͬ دوم فصل در
احاطه گری مفهوم ͬ شود. م بررسͬ گراف در شده شناخته پارامترهای سایر با γs ارتباط همچنین

شد. معرفͬ ١٩٩٧ سال در ٣ جاناکیرام و ٢ کولͬ توسط بار نخستین ش΄افنده
برای γss دقیق مقدار و پرداخته γss یا قوی ش΄افنده احاطه گری عدد بررسͬ به سوم فصل در
مفهوم ͬ شود. م اثبات γss با ارتباط در نامساوی تعدادی همچنین و شده مشخص گراف هر
شد. مطرح ٢٠٠۶ سال در جاناکیرام و کولͬ توسط بار نخستین نیز قوی ش΄افنده احاطه گری
متعارفͬ خانواده برای γsss یا قوی نیمه ش΄افنده احاطه گری عدد دقیق مقدار آخر فصل در
بر γsss از کران هایی سپس و شده تعیین . . . و چرخ ها مسیرها، دورها، قبیل از گراف ها از
تعیین درخت ها برای کران هایی همچنین ͬ آید. م دست به گراف از مختلف پارامترهای حسب
مفهوم ͬ شود. م مطرح پارامتر این با مرتبط باز مسائل برخͬ و نتیجه گیری آخر در ͬ شود. م
مارتین ،۵ عبادی کرم ،۴ الوردی انوار توسط بار نخستین قوی نیمه ش΄افنده احاطه گری
ͽمراج از برگرفته پایان نامه این مطالب شد. مطرح ٢٠١۴ سال در ٧ سونر نانداپا و ۶ مانری΄ه

هستند. [١۶] و [١۵] ،[٢]
١Do Jacnish
٢Kulli
٣Janakiram
۴Anwar alwardi
۵Karam ebadi
۶Martin manrique
٧Nandappa soner

س



١ فصل
اولیه مفاهیم و تعاریف

بعد فصل های در که گراف نظریه از قضیه  هایی همچنین و اولیه تعاریف از برخͬ فصل این در
این سراسر در بحث مورد گراف  های که است توجه قابل ͬ شود. م بیان داریم نیاز آن ها به
تعریف دقیق طور به ادامه در که هستند غیربدیهͬ و متناهͬ ، ساده گراف های پایان نامه،
[٢٠] ͽمرج و [۴] ͽمرج از نامه پایان این در گراف نظریه تعاریف و اصطلاحات تمام ͬ شوند. م

هستند.

تعریفات و مقدمات ١ . ١
(V (G)) آن در که است (V (G), E(G), ψ(G)) سه تایی ΁ی ١ گراف ΁ی از منظور .١ . ١ . ١ تعریف
است وقوع تابع ψ(G) و یال ها از مجموعه ای E(G) و رئوس نام به عناصر از ناتهͬ مجموعه ΁ی

ͬ کند. م متناظر را G رأس های از ( مجزا لزوماً (نه نامرتب جفت ΁ی G یال هر به که
به را v١ ،e گوییم آن گاه ψG(e) = v١v٢ که قسمͬ به باشند آن رأس های v٢ و v١ و یال ΁ی e اگر
به خلاصه طور به را گراف پس این از ͬ نامیم. م e انتهای دو را رأس دو این و ͬ کند م وصل v٢

ͬ دهیم. م نشان G = (V,E) صورت
باشد. موجود یالͬ آن ها بین هرگاه گوییم ٢ مجاور را v و u رأس دو .١ . ١ . ٢ تعریف

١Graph
٢ Adjacent

١



اولیه مفاهیم و تعاریف ٢
باشند. منطبق برهم انتهایی اش رأس دو که است یالͬ گراف ΁ی در ٣ طوقه .١ . ١ . ٣ تعریف

وجود یال دو از بیشتر یا دویال v و u دلخواه رأس دو بین گراف ΁ی در اگر .۴ . ١ . ١ تعریف
نامیم. ۴ چندگانه یال های را آن ها آن گاه باشد داشته

یال ΁ی از بیش آن رأس دو هر بین و باشد نداشته طوقه ای هیچ که را گرافͬ .۵ . ١ . ١ تعریف
ͬ نامیم. م ۵ ساده گراف را نباشد موجود

است. ساده گراف G گراف از منظور نامه پایان این در
G در رأس ها تعداد ͬ دهیم، م نمایش n یا n(G) با G که گراف ΁ی ۶ مرتبه .۶ . ١ . ١ تعریف

ͬ دهیم. م نمایش m یا m(G) با و ٧ گراف اندازه را G گراف یال های تعداد همچنین است.
ͽواق آن ها بر v که ͬ باشد م G گراف یال های تعداد G گراف در v رأس ٨ درجه .١ . ١ . ٧ تعریف
زوج عددی فرد درجه از رأس های تعداد گراف هر در ͬ دهیم. م نمایش degG(v) با را آن  و است

است.
با را G گراف از تنها رئوس مجموعه است. ٠ درجه دارای ٩ تنها رأس ΁ی .١ . ١ . ٨ تعریف

ͬ دهیم. م نمایش isol(G)
نشان δ(G) با را رئوس درجه مینیمم و ∆(G) با را رئوس درجه ماکزیمم .١ . ١ . ٩ تعریف

ͬ دهیم. م
است منتظم ‐k و باشد ∆(G) = δ(G) هرگاه گوییم ١٠ منتظم را G گراف .١ . ١ . ١٠ تعریف

.∆(G) = δ(G) = k هرگاه
نامیم. ١١ م΄عبی گراف را آن باشد ٣‐منتظم گراف ΁ی ،G گراف اگر .١ . ١ . ١١ تعریف

٣ Loop
۴ Multiple edges
۵ Simple graph
۶ Order
٧Size graph
٨ Degree
٩ Single

١٠Regular graph
١١Qubic graph



٣ تعریفات و مقدمات
ش΄ل ) است. یال ١۵ و رأس ١٠ با ساده م΄عبی گراف ΁ی ١٢ پترسن گراف .١ . ١ . ١٢ تعریف

(١ . ١

پترسن گراف :١ . ١ ش΄ل

همسای·ͬ را باشند مجاور G گراف از v رأس با که G از رأس هایی مجموعه .١ . ١ . ١٣ تعریف
ͬ دهیم. م نمایش N(v) با و نامیده v رأس ١٣ باز

ͬ دهیم. م نمایش N [v] با و نامیده v رأس ١۴ بسته همسای·ͬ را N(v) ∪ {v} .١۴ . ١ . ١ تعریف
رأس آن گاه باشد، v ∈ X و X ⊆ V اگر ب·یرید. نظر در را G = (V,E) گراف .١۵ . ١ . ١ تعریف

N(u) ∩X = {v} هرگاه گوییم X روی v رأس ١۵ اختصاصͬ همسایه را u
(پوچ) تهͬ را باشد تهͬ آن یال های مجموعه که رأس، n ≥ ١ شامل گرافͬ .١۶ . ١ . ١ تعریف

١۶نامیم.

متناهͬ را گراف ١٧ متناهͬ گراف، ΁ی یال های مجموعه و رأس ها مجموعه اگر .١ . ١ . ١٧ تعریف
است. ١٨ نامتناهͬ گراف این صورت غیر در ͬ نامیم م

و V (H) ⊆ V (G) که طوری به است H مانند گرافͬ ،G از ١٩ زیرگراف ΁ی .١ . ١ . ١٨ تعریف
.E(H) ⊆ E(G)

H هرگاه ͬ دهیم، م نمایش ⟨H⟩ نماد با و نامیده G ٢٠ القایی زیرگراف را H .١ . ١ . ١٩ تعریف
.xy ∈ E(H) آن گاه xy ∈ E(G) اگر ،H به متعلق y و x رأس دو هر برای و باشد G از زیرگرافͬ

١٢Peterson graph
١٣Open neighbourhood
١۴Closed neighbourhood
١۵Private neighbourhood
١۶ Empty graph
١٧Finite graph
١٨Infinite graph
١٩Subgraph
٢٠ Induced subgraph



اولیه مفاهیم و تعاریف ۴
باشد. V (S) = V (G) اگر است ٢١ فراگیر زیرگراف ΁ی G از S زیرگراف .١ . ١ . ٢٠ تعریف

v٣ v۴ v۵v۵

v١ v٢v١

v۵
(ج)(ب)(الف)

v٣v٣

v٢v١ v٢

v۴

S فراگیر زیرگراف (ج) و ⟨H⟩ القایی زیرگراف (ب) ،G گراف ( (الف :١ . ٢ ش΄ل

v٠, e١, e٢, . . . , ek, vk متناوب دنباله ΁ی G گراف در k طول به ٢٢ گشت ΁ی .١ . ١ . ٢١ تعریف
ei = vi−١vi ،i = ١,٢, . . . , k هر ازای به که طوری به یال هاست و رأس ها از

باشد. نداشته تکراری یال هیچ که است گشتͬ ٢٣ گذر ΁ی باشد. یال ΁ی
n مسیر ΁ی باشد. نداشته تکراری رأس هیچ که است گشتͬ ٢۴ مسیر ΁ی .١ . ١ . ٢٢ تعریف

ͬ دهیم. م نمایش Pn با را رأسͬ
برهم انتهایی رأس و ابتدایی رأس آن در که ΁ی حداقل طول به مسیری .١ . ١ . ٢٣ تعریف
Cn با را رأسͬ n دور ΁ی ͬ نامیم. م ٢۵ دور ΁ی را ندارد تکراری رأس هیچ و هستند منطبق

ͬ دهیم. م نمایش
ͬ نامیم. م آن طول را دور یا مسیر گذر، گشت، ΁ی در موجود یال های تعداد

است. ΁ی طول به دوری طوقه .٢۴ . ١ . ١ تعریف
نامیده ٢۶ چرخ را آن کنیم متصل جدید رأس ΁ی به را Cn−١ رئوس همه اگر .٢۵ . ١ . ١ تعریف

ͬ دهیم. م نشان Wn با و
با و گوییم رأس دو آن ٢٧ فاصله را v و u رأس دو بین مسیر کوتاه ترین طول .٢۶ . ١ . ١ تعریف
ͬ کنیم م تعریف باشد، نداشته وجود v و u بین مسیری هیچ اگر ͬ دهیم. م نمایش dG(u, v)

.d(u, v) = ∞
٢١Spanning subgraph
٢٢ Walk
٢٣Trail
٢۴Path
٢۵Cycle
٢۶Wheel
٢٧Distance



۵ تعریفات و مقدمات
اعداد مجموعه به ،V (G) × V (G) از تابع ΁ی فوق در شده تعریف d کمیت .١ . ١ . ٢٧ تعریف
تعریف گراف این روی متر ΁ی G گراف در ٢٨ فاصله تابع ͽواق در است. نامنفͬ صحیحͬ

آن گاه: باشد گراف ΁ی G اگر ͬ کند. م صدق زیر شرایط در که است نگاشتͬ d یعنͬ ͬ کند. م
d(u, v) ≥ ٠ یعنͬ است. نامنفͬ فاصله تابع (الف)

.u = v اگر تنها و اگر d(u, v) = ٠ (ب)
d(u, v) = d(v, u) G از v و u رأس دو هر برای یعنͬ است. متقارن فاصله تابع (ج)

ͬ کند: م صدق زیر مثلثͬ نامساوی G از w و v ،u رأس سه هر (د)
d(u, v) ≤ d(u,w) + d(w, v)

است. هم ارزی رابطه ΁ی فاصله
٢٩ قطر را مسیر بزرگترین طول رأس، دو هر بین مسیرها کوتاه ترین بین در .١ . ١ . ٢٨ تعریف

ͬ دهیم. م نمایش diam(G) نماد با و ͬ نامیم م G گراف
که طوری به  ، باشند n٢ و n١ مرتبه از به ترتیب گراف دو G٢ و G١ کنید فرض .١ . ١ . ٢٩ تعریف
صورتͬ به است، G = G١ ∨G٢ گراف G٢ و G١ ٣٠ گراف دو پیوند باشد. V (G١)∩ V (G٢) = ϕ

E(G) = E(G١) ∪ E(G٢) ∪ {uv : u ∈ V (G١), v ∈ V (G٢)} و V (G) = V (G١) ∪ V (G٢) که
ͬ باشد. م

G١ G٢ G١ ∨G٢

G١ ∨G٢ گراف دو پیوند و G٢ و G١ گراف های :١ . ٣ ش΄ل

٢٨Distance function
٢٩Diameter
٣٠ Join two graphs



اولیه مفاهیم و تعاریف ۶
همبند گراف را باشد داشته وجود مسیر ΁ی آن رأس دو هر بین که گرافͬ .١ . ١ . ٣٠ تعریف
زیرگراف G گراف ΁ی ٣٣ مؤلفه ͬ نامیم. م ٣٢ ناهمبند را نباشد همبند که گرافͬ ͬ نامیم. م ٣١
مجموعه بتوان اگر تنها و اگر است ناهمبند G گراف بنابراین است. G از ماکسیمال همبند
و x ∈ V١ که {xy} صورت به E در یالͬ هیچ که کرد افراز چنان V٢ V١و مجموعه دو به را V

باشد. داشته مؤلفه ΁ی فقط اگر تنها و اگر است همبند گراف باشد. نداشته وجود y ∈ V٢

(یاگراف) مؤلفه ΁ی گوییم. ٣۴ بدیهͬ را باشد داشته رأس ΁ی که گرافͬ .١ . ١ . ٣١ تعریف
باشد. یال ΁ی شامل اگر است ٣۵ غیربدیهͬ

مؤلفه های تعداد آن حذف که است رأسͬ گراف، ΁ی از ٣۶ برشͬ رأس ΁ی .١ . ١ . ٣٢ تعریف
،v ∈ V (G) رأس ΁ی حذف از آمده دست به زیرگراف برای رفته کار به نماد دهد. افزایش را گراف

ͬ باشد. م G− v

گراف مؤلفه های تعداد آن حذف که است یالͬ گراف، ΁ی از ٣٧ برشͬ یال ΁ی .١ . ١ . ٣٣ تعریف
G−e ،e ∈ E(G) یال ΁ی حذف از آمده دست به زیرگراف برای رفته کار به نماد دهد. افزایش را

ͬ باشد. م
فاقد که است ماکسیمال همبند زیرگراف ΁ی G گراف ΁ی از ٣٨ بلوک ΁ی .٣۴ . ١ . ١ تعریف
اگر هستند). بلوک ۴ . ١ ش΄ل در شده کشیده خط آن ها دور که مؤلفه هایی ) است برشͬ رأس
و اگر است بلوک دور ΁ی از یال ΁ی است. بلوک ΁ی خود باشد برشͬ رأس فاقد و همبند G

Gباشد. از برشͬ یال اگر تنها

G گراف بلوک های :۴ . ١ ش΄ل

٣١ Connected graph
٣٢Disconnected graph
٣٣Component
٣۴ Trivial graph
٣۵ Nontrivial graph
٣۶Cut vertex
٣٧Cut edge
٣٨Block



٧ تعریفات و مقدمات
Ḡ با را G گراف (متمم) ٣٩ م΄مل باشد. رأسͬ n گرافͬ G گراف کنید فرض .٣۵ . ١ . ١ تعریف
Ḡ vدر و u مانند رأس دو هر و V (G) = V (Ḡ) ͬ کنیم م تعریف صورت بدین و ͬ دهیم م نشان
گراف کامل گراف م΄مل کنید توجه .(۵ . ١ نباشند(ش΄ل مجاور G در اگر تنها و اگر مجاورند

است. گراف دو اجتماع دوبخشͬ، کامل گراف م΄مل و تهͬ

uu

wv wv (ب)(الف)

Ḡ گراف (ب) و G گراف ( (الف :۵ . ١ ش΄ل

مجموعه از است گرافGعبارت ΁ی از ۴٠ رأسͬ برش یا جداساز مجموعه ΁ی .٣۶ . ١ . ١ تعریف
۴١ k‐همبند ،G گراف ΁ی باشد. مؤلفه ΁ی از بیش دارای G −D که طوری به D ⊂ V (G)

باشد. رأس k حداقل دارای G از رأسͬ برش هر هرگاه است
اندازه کوچ΄ترین ͬ شود، م نوشته k(G) صورت به که G گراف ۴٢ همبندی .١ . ١ . ٣٧ تعریف
همبندی دارای گراف ΁ی شود. بدیهͬ یا ناهمبند G − D که طوری به است D رأسͬ برش

باشد. ناهمبند اگر تنها و اگر است صفر
΁ی رأس ها از جفت هر آن در که است ساده گراف ΁ی ۴٣ کامل گراف ΁ی .١ . ١ . ٣٨ تعریف

ͬ دهیم. م نشان Kn با را رأسͬ n کامل گراف ΁ی ͬ دهند. م تش΄یل یال
بزرگترین مرتبه است. G از کامل زیرگراف ΁ی G گراف از ۴۴ خوشه ΁ی .١ . ١ . ٣٩ تعریف

ͬ دهیم. م نمایش ω(G) نماد با و ͬ نامیم م خوشه ای عدد را گراف در خوشه
زیرمجموعه دو به آن رأس های مجموعه که است گرافͬ ۴۵ دوبخشͬ گراف .۴١ . ١ . ٠ تعریف
به باشد. Y در آن ها دی·ر سر و X در G یال های تمام سر ΁ی که شود، افراز چنان Y و X

باشد. فرد دور فاقد اگر تنها و اگر است دوبخشͬ G گراف عبارتͬ
٣٩Complementary
۴٠Vertex cut set
۴١K-connected
۴٢Connectivity
۴٣Complete graph
۴۴Clique
۴۵Bipartite graph



اولیه مفاهیم و تعاریف ٨
Y رأس هر به X هررأس آن در که ،Y و X بخش های با دوبخشͬ گراف ΁ی .۴١ . ١ . ١ تعریف
آن گاه ،|Y | = n |X|و = m اگر ͬ شود. م نامیده ۴۶ کامل دوبخشͬ گراف باشد، شده وصل

ͬ دهیم. م نمایش Km,n با را کامل دوبخشͬ گراف
ͬ دهیم، م نمایش Kn١,n٢...,nt با و نامیم ۴٧ کامل چندبخشͬ گراف را G گراف .۴١ . ١ . ٢ تعریف
تنها و اگر باشد یال ΁ی uv که طوری به کرد افراز مجموعه هایی به را رأس هایش بتوان هرگاه
چندبخشͬ گراف ΁ی G ارز، هم طور به باشند. متعلق متفاوت های مجموعه به v و u اگر،

باشد. کامل گراف ΁ی Ḡ از مؤلفه هر اگر، تنها و اگر است کامل

(ب) (الف)

k٢,٢,٢ گراف و(ب) K٣,٣ گراف (الف) :۶ . ١ ش΄ل

تابع هرگاه گوییم ۴٨ ی΄ریخت را G٢ = (V٢, E٢) G١و = (V١, E١) گراف دو .۴١ . ١ . ٣ تعریف
f(u)f(v) ∈ آن گاه uv ∈ E(G١) اگر که باشد موجود f : V (G١) → V (G٢) پوشای و ΁ی به ΁ی
گراف های مثال برای ͬ دهیم. م نشان G١ ∼= G٢ نماد با را G٢ و G١ ی΄ریخت گراف دو E(G٢)

هستند. ی΄ریخت زیر ش΄ل
است. خودش به G از ی΄ریختͬ ΁ی G گراف ۴٩ خودریختͬ ΁ی .۴۴ . ١ . ١ تعریف

ی΄ریخت گراف دو :١ . ٧ ش΄ل

۴۶Complete bipartite graph
۴٧Complete multibipartite graph
۴٨Isomorphis
۴٩Automorfism



٩ تعریفات و مقدمات
گوییم. ۵٠ جنگل را دور فاقد گراف ΁ی .۴۵ . ١ . ١ تعریف

همبند گراف ΁ی دی·ر عبارت به ͬ نامیم. م ۵١ درخت ΁ی را همبند جنگل ΁ی .۴۶ . ١ . ١ تعریف
است. دوبخشͬ گراف ΁ی درخت هر بنابراین گوییم. درخت را دور فاقد

نامیم. آویزان رأس یا ۵٢ برگ را درخت ΁ی در ΁ی درجه رأس ΁ی .۴١ . ١ . ٧ تعریف
نام ۵٣ پشتیبان باشد، داشته قرار برگ ΁ی همسای·ͬ در که رأسͬ همچنین .۴١ . ١ . ٨ تعریف

ͬ دهیم. م نمایش S(T ) نماد با را T درخت پشتیبان رئوس مجموعه و دارد
۵۴ ستاره را K١,k دوبخشͬ گراف ΁ی با ی΄ریخت درخت ،k ≥ ١ هر برای .۴١ . ١ . ٩ تعریف

ͬ دهیم. م نمایش K١,k نماد همان یا S١,k نماد با و ͬ نامیم م
ͬ نامیم. م ۵۵ آویزان یال را است ͽواق ΁ی درجه رأس ΁ی بر که یالͬ .۵١ . ١ . ٠ تعریف

پایانͬ رئوس مجموعه و نامیم ۵۶ پایانͬ رأس را G گراف در ΁ی درجه از رأسͬ .۵١ . ١ . ١ تعریف
ͬ دهیم. م نمایش End(G) نماد با را G گراف از

مجموعه ͬ شود. م نامیده ۵٧ ساقه باشد، پایانͬ رأس مجاور که رأسͬ .۵١ . ١ . ٢ تعریف
ͬ دهیم. م نمایش Stem(G) نماد با را G گراف ساقه های

افزودن و uv حذف عمل از است عبارت G گراف از uv یال ΁ی ۵٨ زیرتقسیم .۵١ . ١ . ٣ تعریف
تقسیم زیر بار ΁ی حداکثر گراف ΁ی در یال هر .w جدید رأس ΁ی میان از v و w ،u مسیر ΁ی

ͬ شود. م
باقͬ و ٣ حداقل درجه از رأس ΁ی شامل است درختͬ ۵٩ عنکبوت ΁ی .۵۴ . ١ . ١ تعریف

باشد. ٢ حداکثر درجه از رئوس
عنکبوت ͬ آید، م دست به ستاره یال های تمام کردن تقسیم زیر با که درختͬ .۵۵ . ١ . ١ تعریف

ͬ شود. م نامیده ۶٠ سالم

۵٠Forest
۵١Tree
۵٢Leaf
۵٣Supporter
۵۴Star
۵۵Pendant edge
۵۶End-vertex
۵٧Stem
۵٨Subdivision
۵٩Spider
۶٠Healthy spider



اولیه مفاهیم و تعاریف ١٠
است. شده زیرتقسیم یال t− ١ حداکثر با K١,t ستاره ΁ی ۶١ زخمͬ عنکبوت .۵۶ . ١ . ١ تعریف

(٢) (١)

سالم عنکبوت نمودار (٢) ش΄ل و زخمͬ عنکبوت نمودار (١) ش΄ل :١ . ٨ ش΄ل
ͬ باشد. م

گرافͬ ͬ شود، م داده نمایش cor(H) یا H+ با که H مانند گراف ΁ی در ۶٢ تاج .۵١ . ١ . ٧ تعریف
ͬ آید. م دست به H گراف از رأس هر به آویزان یال ΁ی کردن اضافه با که است ٢|V (H)| مرتبه از

(الف) (ب)

H+ گراف (ب) و H گراف ( (الف :١ . ٩ ش΄ل

حداقل هرگاه ͬ نامیم م ۶٣ رأسͬ پوشش ΁ی گرافGرا رئوس از S زیرمجموعه .۵١ . ١ . ٨ تعریف
پوشش عدد Gرا در رأسͬ پوشش ΁ی اندازه کوچ΄ترین باشد. S یالGدر هر پایانͬ نقاط از ی΄ͬ

ͬ دهیم. م نمایش α٠(G) نماد با و ͬ نامیم م G رأسͬ
یالͬ دو هیچ هرگاه گوییم ۶۴ تطابق ΁ی را G گراف یال های از M زیرمجموعه .۵١ . ١ . ٩ تعریف
یال های از ی΄ͬ روی رأسͬ x و باشد G در تطابق ΁ی Mاگر باشند. نداشته مشترک رأس M در
M تطابق ΁ی توسط G گراف از رأس هر اگر ͬ کند. م اشباع را x ،M گوییم آن گاه باشد M
عدد را G در تطابق ΁ی اندازه بزرگترین ͬ نامیم. م کامل تطابق ΁ی را M آن گاه شود، اشباع
یا ماکزیمم تطابق را µ(G) اندازه از تطابق ΁ی ͬ دهیم. م نمایش µ(G) با و نامیم G تطابقͬ

است. µ(G) یا ماکزیمم تطابق ΁ی کامل، تطابق هر وضوح به نامیم. مجموعه ‐µ(G)

۶١Wounded spider
۶٢Corona
۶٣Vertex covering
۶۴Matching



١١ احاطه گری
هیچ که ͬ باشد م رئوس از ،مجموعه ای G گراف در ۶۵ مستقل مجموعه ΁ی .۶١ . ١ . ٠ تعریف
استقلال عدد را G گراف در مستقل مجموعه ΁ی اندازه بزرگترین نباشند. مجاور آن از رأس دو
‐β٠(G) ΁ی را ماکزیمم مستقل مجموعه ΁ی ͬ دهیم. م نمایش β٠(G) نماد با و گرافGنامیده
هرگاه ͬ نامیم م ۶۶ ماکسیمال مستقل مجموعه ΁ی را S مستقل مجموعه ͬ نامیم. م مجموعه

باشد. مستقل نیز S ∪ {v} که طوری به کرد اضافه S به را v مانند جدیدی رأس هیچ نتوان

احاطه گری ١ . ٢
۶٧ احاطه گر مجموعه را G = (V,E) گراف رئوس از D ⊆ V مجموعه ΁ی .١ . ٢ . ١ تعریف
عبارتͬ به یا و باشد D در رأس ΁ی حداقل با مجاور V − D در رأس هر هرگاه ͬ نامیم، م
G احاطه گری عدد را G گراف در احاطه گر مجموعه ΁ی اندازه کوچ΄ترین .N [D] = V (G)

‐γ(G) ΁ی را γ(G) اندازه از احاطه گر مجموعه ΁ی ͬ دهیم. م نشان γ(G) نماد با و ͬ نامیم م
آن گاه باشد، γ‐مجموعه ها از برخͬ به متعلق G گراف از v رأس اگر ͬ نامیم. م G از مجموعه

ͬ نامیم. م خوب ‐رأس γ(G) ΁ی را v

γ(G) = ٣ :١ . ١٠ ش΄ل

هیچ هرگاه نامیم، ۶٨ مستقل احاطه گر مجموعه ΁ی را D احاطه گر مجموعه .١ . ٢ . ٢ تعریف
را G گراف در مستقل احاطه گر مجموعه ΁ی اندازه کوچ΄ترین نباشند. مجاور D از رأسͬ دو

ͬ دهیم. م نشان i(G) نماد با و ͬ نامیم م G مستقل احاطه گری عدد
⟨D⟩ هرگاه نامیم، ۶٩ احاطه گرهمبند مجموعه ΁ی را D احاطه گر مجموعه .١ . ٢ . ٣ تعریف
احاطه گری عدد را G گراف در همبند احاطه گر مجموعه ΁ی اندازه کوچ΄ترین باشد. همبند

ͬ دهیم. م نشان γc(G) نماد با و ͬ نامیم م G همبند
ͬ کنیم. م استفاده آن ها از بعد فصل های در که ͬ شود م بیان قضیه تعدادی ادامه در

۶۵Independent set
۶۶ Maximal independent set
۶٧Dominating set
۶٨Independent dominating set
۶٩Connected dominating set



اولیه مفاهیم و تعاریف ١٢
γ(G) = ١ همچنین .١ ≤ γ(G) ≤ n داریم: n مرتبه از G گراف هر برای [٩] .١ . ٢ . ١ گزاره
G = K̄n اگر تنها و اگر است γ(G) = n و باشد n−١ درجه از رأسͬ دارای G اگر تنها و اگر است

باشد.
داریم: آن گاه باشد، نداشته تنهایی رأس هیچ n مرتبه از G گراف ΁ی اگر [٩] .١ . ٢ . ١ قضیه

.γ(G) ≤ n٢

.⌈ n
∆(G)+١⌉ ≤ γ(G) ≤ n−∆(G) داریم: تنها رأس فاقد G گراف هر برای [٩] .١ . ٢ . ٢ قضیه

γ(G) = n(G)٢ آن گاه ب·یرید. نظر در را n مرتبه از G همبند گراف [١٨] و [۶] .١ . ٢ . ٣ قضیه
.(Hهمبند گراف هر (از H+ تاج یا باشد C۴ دور با ی΄ریخت G اگر تنها و اگر است،



٢ فصل
گراف ها در ش΄افنده احاطه گری

مقدمه ٢ . ١
عدد از کران هایی سپس و بیان گراف ها در ش΄افنده احاطه گری مفهوم ابتدا فصل این در
همبندی، عدد و احاطه گری عدد رأسͬ، پوشش عدد حسب بر γs(G) یا ش΄افنده احاطه گری
از متعارف خانواده برای عدد این دقیق مقدار ادامه در ͬ  آید. م دست به گراف درجه و مرتبه
ش΄افنده احاطه گر مجموعه و شده تعیین کامل دوبخشͬ گراف و چرخ دور، قبیل از گراف ها
نتایج برخͬ فصل این در کلͬ طور به ͬ شود. م بررسͬ بلوک و برشͬ رأس شامل گراف برای
از فصل این تعاریف و قضایا تمام ͬ شود. م بیان ش΄افنده احاطه گری عدد با مرتبط مقدماتͬ

هستند. [١۵] ͽمرج
m اندازه و n مرتبه از ساده، ͬ گیریم م نظر در پایان نامه این در که گراف هایی .٢ . ١ . ١ ملاحظه

هستند.

١٣



گراف ها در ش΄افنده احاطه گری ١۴

ش΄افنده احاطه گری عدد ٢ . ٢
١ ش΄افنده احاطه گر مجموعه ΁ی را G گراف از D ⊆ V احاطه گر مجموعه .٢ . ٢ . ١ تعریف
΁ی اندازه ی کوچ΄ترین باشد. ناهمبند ⟨V −D⟩ القایی زیرگراف اگر تنها و اگر SDS نامیم یا
با و G نامیم ش΄افنده احاطه گری عدد وجود صورت در را G از ش΄افنده احاطه گر مجموعه
که G گراف از D ش΄افنده احاطه گر مجموعه ΁ی (ش΄ل٢ . ١). ͬ دهیم م نمایش γs(G) نماد

ͬ نامیم. م مجموعه ‐γs(G) ΁ی را باشد |D| = γs(G)

γs(G) = ٢ :٢ . ١ ش΄ل

G های SDS خواص بررسͬ ٢ . ٢ . ١
مؤلفه ی ΁ی شامل و نباشد کامل اگروتنهااگر است مجموعه ‐γs ΁ی گرافGشامل .٢ . ٢ . ١ لم

غیربدیهͬ باشد. مؤلفه ی دو حداقل یا غیرکامل
⟨V − D⟩ القایی زیرگراف این رو از باشد، D مجموعه ‐γs ΁ی شامل G کنید فرض برهان.
برای کنید: فرض خلف به حال .G ̸= Kn پس دارد مجاور غیر رأس دو حداقل و است ناهمبند
القایی زیرگراف ،G از D احاطه گر مجموعه ی هر ازای به لذا .G = Kn ∪ sK١ ،n ≥ ١ و s ≥ ٠
دو حداقل یا کامل غیر مؤلفه ΁ی شامل G و باطل خلف فرض بنابراین است. همبند ⟨V −D⟩

. است. غیربدیهͬ مؤلفه
غیربدیهͬ مؤلفه  دو حداقل یا کامل غیر مؤلفه ΁ی شامل و نباشد کامل G کنید فرض برعکس:
طوری به هستند تنها رأس نه و مجاورند نه که دارند وجود G از v و u رأس دو این رو از باشد.

است. G از SDS ΁ی G−{u, v} پس ͬ دهند. م G در مستقل مجموعه  ی ΁ی تش΄یل که
هر γs‐مجموعه، ΁ی شامل تنها رأس فاقد G ناهمبند گراف هر در دهید نشان .٢ . ٢ . ٢ لم

است. γs‐مجموعه ΁ی γ‐مجموعه

مجموعه ΁ی ش΄افنده احاطه گر مجموعه هر .γ(G) = γs(G) دهیم: نشان باید برهان.
G چون باشد. G از مجموعه ‐γ ΁ی D کنید فرض حال .γ(G) ≤ γs(G) پس است احاطه گر
از G٢ و G١ بدیهͬ غیر مؤلفه دو است. غیربدیهͬ مؤلفه دو حداقل شامل پس است ناهمبند

١Split dominating set



١۵ ش΄افنده احاطه گری عدد
القایی زیرگراف باشد. v ∈ G٢ −D رأس و u ∈ G١ −D رأس کنید فرض ب·یرید. نظر در را G
تناقض در G ناهمبندی با صورت این غیر در چون نیست. مسیر u − v هیچ شامل ⟨V −D⟩

.γ(G) ≥ γs(G) لذا و است G از SDS ΁ی D مجموعه بنابراین است.
γs‐مجموعه ΁ی شامل G گراف کنید فرض بعد به این از کار راحتͬ برای .٢ . ٢ . ١ ملاحظه

هستند. ناکامل همبند فصل این گراف های همچنین است.
نیز ش΄افنده احاطه گر که ،G گراف از احاطه گری مجموعه های زیر سرراست ی نتیجه

ͬ کند. م مشخص را هستند
تنها و اگر است ش΄افنده احاطه گر مجموعه ی ΁ی G گراف از D احاطه گر مجموعه .٢ . ٢ . ٣ لم
رأس از مسیر هر که به طوری باشند، موجود ⟨V −D⟩ القایی زیرگراف در w٢ و w١ رأس دو اگر

باشد. D از رأس ΁ی شامل w٢ رأس به w١

⟨V −D⟩ القایی زیرگراف این رو از باشد، SDS ΁ی G از D احاطه گر مجموعه کنید فرض برهان.
بین مسیری هیچ که طوری به موجودند ⟨V −D⟩ در w٢ و w١ رأس دو بنابراین است. ناهمبند
مجموعه در رأس تعدادی با رأس دو این از کدام هر و است همبند G چون . ندارد وجود آن ها

ͬ گذرد. م D احاطه گر مجموعه از w٢ رأس به w١ رأس از مسیر هر پس مجاورند D احاطه گر
در را ⟨V −D⟩ از w٢ و w١ رأس دو باشد. G از احاطه گر مجموعه ΁ی D کنید بر عکس:فرض
بین پس باشد. D از رأس ΁ی شامل w٢ رأس به w١ رأس از مسیر هر که طوری به  ب·یرید، نظر
⟨V −D⟩ القایی زیرگراف یعنͬ این و ندارد وجود مسیری هیچ D از خارج در w٢ و w١ رأس دو

است. G از SDS ΁ی D لذا است. ناهمبند
ͬ شوند. م مشخص را هستند مینیمال که G گراف از ش΄افنده احاطه گر مجموعه های حال

شود. بیان این جا در را [٩] ͽمرج از پایه ای نتیجه دو است نیاز آن از قبل اما
v ∈ D رأس هر برای اگر تنها و اگر است مینیمال Gگراف Dاز احاطه گر مجموعه .٢ . ٢ . ١ تذکر

باشد. برقرار زیر شروط از ی΄ͬ
است. تنها D در v رأس (الف)

عبارتͬ به یا است مجاور v رأس با فقط که طوری به دارد وجود u ∈ V − D رأس (ب)
.N(u) ∩D = {v}

. باشد هم مینیمم ͬ تواند نم مینیمال، احاطه گر مجموعه هر کنید توجه .٢ . ٢ . ١ نکته



گراف ها در ش΄افنده احاطه گری ١۶
مجموعه ΁ی تش΄یل شده اند محدود دایره با که )رئوسͬ ٢ . ٢ ) ش΄ل گراف در .٢ . ٢ . ١ مثال

نیست. G از مجموعه ‐γ ΁ی S که طوری به ͬ دهند م را G از S مینیمال احاطه گر

|S| = ۵ و γ(G) = ٣ :٢ . ٢ ش΄ل

هر برای اگر تنها و اگر است مینیمال G گراف از D ش΄افنده احاطه گر مجموعه .٢ . ٢ . ١ قضیه
باشد: برقرار زیر شروط از ی΄ͬ v ∈ D رأس

به یا ،N(u) ∩ D = {v} که به طوری است موجود ⟨V − D⟩ القایی زیرگراف در u رأس (الف)
است. مجاور Dدر v رأس با فقط u رأس دی·ر  عبارت

است. تنها D احاطه گر مجموعه در v رأس (ب)
است. همبند ⟨V −D⟩ ∪ {v} (ج)

فرض خلف به حال باشد. مینیمال G از D ش΄افنده احاطه گر مجموعه کنید فرض برهان.
ͬ کند. نم صدق بالا شرط سه از کدام هیچ در که به طوری است، موجود v ∈ D رأس کنید

طرفͬ از است. احاطه گر D′ = D − {v} مجموعه (ب) و (الف) شرط طبق پس
V −D′ = V − (D − {v}) = ⟨V −D⟩ ∪ {v}

D′ ⊆ D مجموعه بنابراین ͬ باشد. م نیز ش΄افنده D′ احاطه گر مجموعه (ج) شرط طبق پس
ح΄م و باطل خلف فرض پس دارد. D بودن مینیمال با تناقض این و است ش΄افنده احاطه گر

است. برقرار
فرض خلف به باشد. برقرار بالا شرط سه از ی΄ͬ v ∈ D رأس هر ازای به کنید فرض برعکس:

است ش΄افنده احاطه گر که طوری به دارد وجود D′ = D − {v} احاطه گر مجموعه کنید
نیست. احاطه گر D′ آن گاه باشد برقرار (الف) شرط اگر .١

نیست. احاطه گر D′ قبل حالت مشابه باشد برقرار (ب) شرط اگر .٢
نیست. ش΄افنده D′ این رو از نیست ناهمبند V − D′ آن گاه باشد برقرار (ج) شرط اگر .٣

است. مینیمال مجموعه ΁ی D ش΄افنده احاطه گر مجموعه و باطل خلف فرض پس



١٧ γs برای کران هایی

γs برای کران هایی ٢ . ٣
ͬ شود. م ارائه γs برای کران هایی ادامه در

رأسͬ پوشش عدد حسب بر کران ٢ . ٣ . ١
[٢٠] ͽمرج از برگرفته که شود استفاده قضیه و لم ΁ی از است نیاز قضیه این اثبات برای

ͬ باشد. م
G از رأسͬ پوشش ΁ی V − S اگر تنها و اگر است مستقل V از S زیرمجموعه ΁ی .٢ . ٣ . ١ لم

باشد.
.α٠(G) + β٠(G) = n :n مرتبه از G گراف هر برای [٢٠] .٢ . ٣ . ١ قضیه

.γs(G) ≤ α٠(G) ،G گراف هر در .٢ . ٣ . ٢ قضیه
.D = β٠(G) بنابراین باشد. G از رئوس مستقل مجموعه ی ماکزیمم D که کنید فرض برهان.
دو این از کدام هر پس است همبند G چون و است مجاور غیر رأس دو حداقل شامل D پس
قضیه ی طبق و است G از SDS ΁ی D′ لذا هستند. مجاور D′ = V −D از رأس تعدادی با رأس

.γs(G) ≤ α٠(G) ،G گراف هر در پس .α٠(G) = D′ ،٢ . ٣ . ١

همبندی عدد و احاطه گری عدد حسب بر کران هایی ٢ . ٣ . ٢
:G گراف هر برای .٢ . ٣ . ٣ قضیه

γ(G) ≤ γs(G) (الف)
k(G) ≤ γs(G) (ب)

΁ی SDS هر ͬ شود م نتیجه ش΄افنده احاطه گر و احاطه گر مجموعه تعریف از (الف) برهان.
است. مساوی یا بزرگتر G از احاطه گر مجموعه کوچ΄ترین از و است احاطه گر مجموعه
برش مجموعه کوچ΄ترین S کنید فرض باشد. G از مجموعه ‐γs ΁ی D کنید فرض (ب)
⟨V − D⟩ القایی زیرگراف آن گاه ،|D ∩ S| < k(G) اگر باشد. k(G) اندازه با G از رأسͬ
این رو از .|D ∩S| ≥ k(G) لذا دارد. D بودن SDS فرض با تناقض این که است. همبند

.k(G) ≤ γs(G) نتیجه در .|D| ≥ k(G)

.k(G) ≤ α٠(G) قبل قضیه بنابر .٢ . ٣ . ١ ملاحظه



گراف ها در ش΄افنده احاطه گری ١٨

درجه و مرتبه حسب بر کران ٢ . ٣ . ٣
کران سپس و شده ارائه گراف رئوس درجه و مرتبه حسب بر γs برای کران هایی ابتدا جا این در

ͬ شود. م تعیین γs(Ḡ) و γs(G) مجموع برای بالایی
.١ ≤ γs(G) ≤ n− ٢ ،G گراف هر برای .٢ . ٣ . ١ تذکر

.γs(G) ≤ n.∆(G)
(∆(G)+١) ، n مرتبه از G گراف هر برای .۴ . ٢ . ٣ قضیه

مینیمال D قبل قضیه طبق لذا باشد. G از γs‐مجموعه ΁ی D مجموعه کنید فرض برهان.
(الف) شرط طبق است. برقرار ،٢ . ٢ . ١ قضیه شرط سه از ی΄ͬ v ∈ D رأس هر برای پس است.
طبق است. مجاور D در v رأس با فقط که دارد وجود u ∈ ⟨V −D⟩ رأس v ∈ D رأس هر برای
بنابراین دارد. همسایه ⟨V −D⟩ در D از رأس هر پس است، همبند G چون (ج) و (ب) شرط

لذا است. احاطه گر V −D مجموعه
γ(G) ≤ |V −D| ≤ n− γs(G). (٢ . ١)

.γs(G) ≤ n−γ(G) رابطه٢.١، طبق و γs(G) ≥ γ(G) ≥ n
∆(G)+١ ،١ . ٢ . ٢ قضیه اساس بر این رو از

.γs(G) ≤ n.∆(G)
(∆(G)+١) نتیجه: در

.γs (G) ≤ δ (G) ،٢ قطر با G گراف هر برای .۵ . ٢ . ٣ قضیه
G قطر چون .N(v) = δ(G) پس باشد، G از مینیمم درجه با رأس ΁ی v کنید فرض برهان.
طرفͬ از ͬ نامیم. م v و u را رأس دو این دارد. وجود G در مجاور غیر رأس دو لذا است، برابر٢
G از SDS ΁ی N(v) بنابراین دارد. وجود G در مسیر ‐u− v ΁ی پس است، همبند G چون

ͬ باشد. م γs(G) ≤ δ(G) این رو از است.
.٢m ≤ n٢ − n داریم: m اندازه و n مرتبه از G گراف هر برای .٢ . ٣ . ١ نکته

.γs(G)+γs(Ḡ) ≤ n(n−٣) آن گاه باشند، همبند دو هر Ḡم΄ملش گرافGو اگر .۶ . ٢ . ٣ قضیه
باشد. P۴ مسیر G که ͬ دهد م رخ هنگامͬ تساوی

هستند، همبند دو هر Ḡ و G چون طرفͬ از .γs(G) ≤ α٠(G) ،٢ . ٣ . ٢ قضیه اساس بر برهان.
ناهمبند Ḡ آن گاه باشد، n − ١ درجه از رأسͬ شامل G اگر زیرا .∆(G) و ∆(Ḡ) ≤ n − ١ پس
هستند، همبند Ḡ و G دو هر که جا آن از .β٠(G) و β٠(Ḡ) ≥ ٢ لذا است. تنها رأس دارای و
لذا: دارد. وجود n − ١ اندازه از مسیر ΁ی Ḡ از رأس دو هر و G از رأس دو هر بین پس
γs(G) ≤ α٠(G) = n − β٠(G) ≤ n − ٢ ≤ پس ،γs(G) ≤ α٠(G) چون .m و m̄ ≥ n − ١
پس ،m+ m̄ = n(n−١)٢ که آن جا از .γs(Ḡ) ≤ ٢m̄− n مشابه به طور .٢(n− ١)− n ≤ ٢m− n

.γs(G) + γs(Ḡ) ≤ ٢(m+ m̄)− ٢n ≤ n(n− ١)− ٢n ≤ n(n− ٣)
.γs(Ḡ) = ٢m̄− n و γs(G) = ٢m− n بنابراین .γs(G) + γs(Ḡ) = n (n− ٣) کنید فرض حال



١٩ گراف ها از متعارف خانواده برای γs

نتیجه در و .m̄ و m ≤ n − ١ پس ،٢n −m ≤ n − ٢ بنابراین ،γs(G) ≤ n − ٢ که ͬ دانیم م
،n مرتبه از درخت هر زیرا هستند، درخت Ḡ و G بنابراین .m̄ و m = n− ١ لذا .m̄ و m ≤ n

نیست، همبند K١,٣ ولͬ ͬ کنند م صدق قضیه فروض در k١,٣ و P۴ گراف های دارد. یال n− ١
نظراست. مورد گراف همان P۴ مسیر نتیجه در

است. برقرار به وضوح برعکس:

گراف ها از متعارف خانواده برای γs ۴ . ٢
و چرخ دور، گراف نظیر گراف ها از متعارف خانواده ای برای را ش΄افنده احاطه گری عدد حال
ͽمرج از زیر گزاره از استفاده به نیاز زیر گزاره دو اثبات در ͬ دهیم. م ارائه کامل دوبخشͬ گراف

داریم. [٢٠]

.γ(Cn) = γ(Pn) = ⌈n٣⌉ ،n ≥ ٣ مرتبه از Pn مسیر و Cn دور هر برای .١ . ۴ . ٢ گزاره

دور گراف برای γs ١ . ۴ . ٢
.γs (Cn) = ⌈n٣⌉ ،n ≥ ۴ مرتبه از Cn دور هر برای .٢ . ۴ . ٢ گزاره

.n = ۴ کنید فرض ب·یرید. نظر در را n ≥ ۴ مرتبه از Cn = (v١, v٢, . . . , vn, v١) دور برهان.
ناهمبند V − S زیرگراف طرفͬ از .N [S] = V (C۴) زیرا احاطه گراست. S = {v١, v٣} مجموعه
پس باشد. C۴ از SDS هر S کنید فرض .γs(C۴) ≤ ٢ و است ش΄افنده احاطه گر S پس است.
.γs(C۴) = ٢ این رو از .|S| = ٢ لذا است، C۴ از ماکزیمم مستقل مجموعه ΁ی S وضوح به
دهیم نشان کافیست پس .γs(Cn) ≥ n٣ ،١ . ۴ . ٢ گزاره اساس بر ،n ≥ ۵ کنید فرض حال

داریم: را زیر حالت سه .γs(Cn) ≤ n٣
احاطه گر مجموعه ΁ی S = {v٣i+١ : ٠ ≤ i ≤ n−٣٣ } مجموعه آن گاه .n ≡ ٠( mod ٣) اگر (١)

ͬ دهد: م رخ زیر حالت سه از ی΄ͬ Cn از رأس هر برای زیرا است. Cn از
ͬ شود. م احاطه  vi+١ رأس توسط vi رأس پس .vi+١ = v٣k+١ آن گاه ،i = ٣k اگر •

است. S عضو خود vi = v٣i+١ آن گاه باشد ،i = ٣k + ١ اگر •
ͬ شود. م احاطه vi−١ رأس توسط vi رأس پس .vi−١ = v٣k+١ آن گاه باشد ،i = ٣k+٢ اگر •
از ͬ شود. م احاطه n رأس های از ی΄ͬ دقیقاً توسط Cn از ،١ ≤ i ≤ n که vi رأس هر لذا
،γs(Cn) ≤ n٣ لذا است. ش΄افنده احاطه گر S مجموعه بنابراین .⟨V −S⟩ = (n٣)K٢ طرفͬ

.γs(Cn) =
n٣ نتیجه در و



گراف ها در ش΄افنده احاطه گری ٢٠
΁ی قبل استدلال مشابه S = {v٣i+١ : ٠ ≤ i ≤ n−١٣ } مجموعه آن گاه .n ≡ ١( mod ٣) اگر (٢)
است. Cn از SDS ΁ی S لذا .⟨V − S⟩ = (n−١٣ )K٢ طرفͬ از است. Cn از احاطه گر مجموعه

.γs(Cn) =
n٣ نتیجه در ،γs(Cn) ≤ n٣ بنابراین

΁ی قبل استدلال مشابه S = {v٣i+١ : ٠ ≤ i ≤ n−٢٣ } مجموعه آن گاه .n ≡ ٢( mod ٣) اگر (٣)
Cn از SDS ΁ی S پس .⟨V − S⟩ = (n−٢٣ )K٢ ∪K١ طرفͬ از است. Cn از احاطه گر مجموعه

.γs(Cn) =
n٣ نتیجه: در و ،γs(Cn) ≤ n٣ این رو از است.

چرخ گراف برای γs ٢ . ۴ . ٢
γs(Wn) = ٣ ،n ≥ ۵ مرتبه از Wn چرخ گراف هر برای .٣ . ۴ . ٢ گزاره

رأس n − ١ و n − ١ درجه از رأس ΁ی شامل Wn ب·یرید. نظر در را Wn چرخ گراف برهان.
D = {u, v١, v٣} مجموعه باشد. n − ١ درجه از Wn از u رأس کنید فرض است. ٣ درجه از
v۴ و v٢ رأس دو زیرا ͬ باشد، م نیز ش΄افنده D طرفͬ از .N [u] = V (Wn) زیرا است. احاطه گر
رأس ΁ی شامل رأس دو این بین مسیر هر که به طوری موجودند ⟨V −D⟩ القایی زیرگراف از
مجموعه کنید فرض .γs(Wn) ≥ ٣ ͬ دهیم م نشان .γs(Wn) ≤ |D| = ٣ این رو از است. D از
.⟨V −D⟩ = Cn−١ القایی زیرگراف و D = {u} آن گاه ،|D| = ١ اگر باشد. Wn از SDS هر D

داریم: حالت دو آن گاه باشد، |D| = ٢ اگر
القایی زیرگراف این رو از است، دی·ر رأس ΁ی و u رأس شامل D احاطه گر مجموعه (الف)

ͬ باشد. م همبند و است مسیر ΁ی ⟨V −D⟩

⟨V −D⟩ پس است n−١ درجه از u چون لذا نباشد، D احاطه گر مجموعه به متعلق u رأس (ب)
است. همبند

صورت این در ͬ رسیم. م D احاطه گر مجموعه بودن ش΄افنده با تناقض به حالت دو در پس
.γs(Wn) = ٣ نتیجه در و ،|D| ≥ ٣

کامل دوبخشͬ گراف برای γs ٣ . ۴ . ٢
.γs(Km,n) = m ،٢ ≤ m ≤ n بخش های با Km,n کامل دوبخشͬ گراف هر برای .۴ . ۴ . ٢ گزاره
ب·یرید. نظر در را ،|B| = n و |A| = m که طوری به B و A بخش های با Km,n گراف برهان.
نباشد، گونه این کنید فرض است. اندازه مینیمم از Km,n از رأسͬ پوشش ΁ی A مجموعه
΁ی A مجموعه است. رأسͬ پوشش ΁ی که طوری به دارد وجود A′ = A− {v} مجموعه پس
A در همسایه ای هیچ v لذا است. A در تنها رأس ΁ی v ∈ A رأس هر و است مستقل مجموعه
رأسͬ پوشش با این و نیست A′ در آن سر هیچ که است ͽواق یالͬ بر v رأس یعنͬ این و ندارد
احاطه گر مجموعه ΁ی A مجموعه .|A| = α٠(Km,n) = m این رو از است. متناقض A′ بودن
G از SDS ΁ی A مجموعه پس .V (Km,n) − V (A) = B = β٠(G) طرفͬ از است. Km,n از



٢١ بلوک و برشͬ رأس شامل G گراف برای مجموعه ‐γs بررسͬ
.γs(Km,n) ≤ α٠(Km,n) = m این رو از ͬ باشد، م

یال پس .|D ∩ A| < α٠(Km,n) = m کنید فرض باشد. Km,n از SDS هر D کنید فرض
رأسͬ پوشش تعریف با این که نیست. α٠(Km,n) در آن سر هیچ که دارد وجود e ∈ ⟨V −D⟩

تمام با یال این سر ΁ی است، کامل بخش دو گراف چون طرفͬ از است. متناقض α٠(Km,n)

لذا و ،|D ∩A| = m پس است. متناقض D بودن SDS با این که است مجاور ⟨V −D⟩ رئوس
.γs(Km,n) = m نتیجه در و ،γs(Km,n) ≥ m این رو از .|D| ≥ m

برشͬ رأس گرافGشامل برای مجموعه ‐γs بررسͬ ۵ . ٢
بلوک و

باشد، G گراف از مجموعه ‐γs هر در برشͬ رأس ΁ی این که برای را کافͬ شرایط بعد قضیه
ͬ کند. م بیان را

طوری به  باشد، Hو٢ H١ بلوک دو حداقل و v برشͬ رأس ΁ی شامل G گراف اگر .١ . ۵ . ٢ قضیه
دارد. وجود G از مجموعه ‐γs هر در v آن گاه مجاورباشد. H٢ و H١ رئوس تمام با v که

v رأس کنید فرض خلف به باشد. G از مجموعه ‐γs ΁ی D مجموعه کنید فرض برهان.
نظیر H٢ و H١ بلوک هر از رأس ΁ی حداقل پس باشد، ⟨V − D⟩ القایی زیرگراف به متعلق
D′ = D − {u,w} ∪ {v} مجموعه دارد وجود لذا دارند. وجود D مجموعه در w و u رئوس
برشͬ رأس ΁ی و است مجاور G بلوک های رئوس تمام با v زیرا است. ش΄افنده احاطه گر که
‐γs با تناقض به پس ͬ یابد. م افزایش گراف مؤلفه  های تعداد v حذف با بنابراین است. G از

است. برقرار ح΄م و باطل خلف فرض نتیجه در ͬ رسیم. م G از D بودن مجموعه

موجود G از H بلوک اگر باشد. G گراف از برشͬ رأس ΁ی v رأس کنید فرض .٢ . ۵ . ٢ قضیه
‐γs ΁ی آن گاه باشد، مجاور آن رئوس تمام با و H برشͬ رأس تنها v که به طوری باشد،

است. موجود v رأس شامل G در مجموعه
آن گاه کند صدق قضیه شرایط در که طوری به باشد، موجود G از بلوک دو حداقل اگر برهان.

است. موجود مجموعه ‐γs هر در v قبل قضیه طبق
΁ی D کنید فرض ͬ کند. م صدق قضیه شرایط در که باشد H بلوک شامل فقط G کنید فرض
رئوس از برخͬ چون باشد، ⟨V −D⟩ القایی زیرگراف به متعلق v اگر باشد. G از مجموعه ‐γs

به طوری است موجود D′ مجموعه بنابراین است. {u} ⊂ D پس دارند، وجود D در u مانند H
΁ی و مجاور H رئوس تمام با v زیرا است. مجموعه ‐γs ΁ی D′ و D′ = D − {u} ∪ {v} که

است. v شامل G از مجموعه ‐γs ΁ی D′ پس است. برشͬ رأس



گراف ها در ش΄افنده احاطه گری ٢٢

پارامترها سایر با γs رابطه ۶ . ٢
ͬ پردازیم. م دی·ر پارامترهای برخͬ و γs پارامتر بین روابط بررسͬ به ما این جا در

به .γ(G) ≤ γs(G) ،G گراف هر برای که کردید ملاحظه ،٢ . ٣ . ٣ قضیه در .١ . ۶ . ٢ ملاحظه
‐γs آن برای که کامل گراف مانند باشد، ذکر قابل ͬ تواند م γ و γs پارامتر بین تفاوت  علاوه

.γ(Kn) = ١ ولͬ γs(Kn) = ٠ و است تهͬ مجموعه
مجموعه ‐γs ΁ی بنابراین .γ(G) = γs(G) پایانͬ، رأس شامل G گراف هر برای .١ . ۶ . ٢ قضیه

دارد. وجود پایانͬ رأس های با مجاور رأس های همه شامل G گراف از
وجود v با مجاور w برشͬ رأس بنابراین باشد. G از پایانͬ رأس ΁ی v رأس کنید فرض برهان.
از مجموعه ‐γs ΁ی D آن گاه ،w ∈ D اگر باشد. G از مجموعه ‐γ ΁ی D کنید فرض دارد.
΁ی D − {v} ∪ {w} بنابراین و v ∈ D آن گاه باشد، V − D به متعلق w کنید فرض است. G

است. ش΄افنده احاطه گر مجموعه
تمام شامل مجموعه ‐γs ΁ی پایانͬ رأس های با مجاور برشͬ رأس هر برای روند این تکرار با

ͬ آید. م به دست پایانͬ رأس با مجاور برشͬ رئوس
رأس وجود γ(G) = γs(G) تساوی برقراری برای کافͬ شرط ،١ . ۶ . ٢ قضیه در .٢ . ۶ . ٢ ملاحظه

ͬ باشد. م G گراف در پایانͬ
زیرگراف ،G گراف از D مجموعه ‐γs هر برای آن گاه باشد، γs(G) < γc(G) اگر .٢ . ۶ . ٢ قضیه

است. ش΄افنده احاطه گر مجموعه ΁ی ⟨V −D⟩ القایی
است، مینیمال D احاطه گر مجموعه چون لذا باشد. γs(G) < γc(G) کنید فرض برهان.
کنید فرض خلف به حال است. احاطه گر ⟨V − D⟩ القایی زیرگراف ،٢ . ٢ . ١ قضیه طبق پس
بنابراین است، همبند γs(G) اندازه از D احاطه گر مجموعه پس نباشد. ش΄افنده ⟨V − D⟩

ش΄افنده احاطه گر ⟨V −D⟩ مجموعه پس دارد. فرض با تناقض این که |D| = γs(G) > γc(G)

است.



٣ فصل
گراف ها در قوی ش΄افنده احاطه گری

مقدمه ٣ . ١
΁ی شامل و هستند چندگانه یال و طوقه فاقد جهت، بدون متناهͬ، فصل ین گرا ف هایی
عدد دقیق مقدار فصل این در ͬ باشند. م غیربدیهͬ مؤلفه ی دو حداقل یا غیرکامل مؤلفه ی
این با مرتبط نامساوی تعدادی سپس و شده تعیین گراف هر برای قوی ش΄افنده احاطه گری

هستند. [١۶] ͽمرج از فصل این تعاریف و قضایا تمام ͬ شوند. م اثبات عدد

قوی ش΄افنده احاطه گری عدد ٣ . ٢
قوی ش΄افنده احاطه گر مجموعه ΁ی را G گراف از D ⊆ V احاطه گر مجموعه .٣ . ٢ . ١ تعریف
پوچ) (یا تهͬ رأس دو حداقل با ⟨V − D⟩ القایی زیرگراف اگر تنها و اگر ͬ نامیم م SSDS ١
ش΄افنده احاطه گری عدد را قوی ش΄افنده احاطه گر مجموعه ΁ی اندازه ی کوچ΄ترین باشد.

.(٣ . ٢ . ١ (ش΄ل ͬ دهیم م نمایش γss(G) نماد با و ͬ نامیم م قوی
‐γss(G) ΁ی را باشد |D| = γss(G) که G گراف از D قوی ش΄افند  ه احاطه گر مجموعه ΁ی
نماد با را قوی ش΄افنده احاطه گر مجموعه هر اختصار برای پس این از ͬ نامیم. م مجموعه
مجموعه، ‐γ ΁ی A = {v١, v۵} مجموعه های (ش΄ل٣ . ٢ . ١) درگراف ͬ دهیم. م نمایش SSDS

١Strong split dominating set

٢٣



گراف ها در قوی ش΄افنده احاطه گری ٢۴
ͬ باشند. م مجموعه ‐γss ΁ی C = {v٢, v٣, v۴, v۶} و مجموعه ‐γs ΁ی B = {v٢, v۴, v۶}

v۶ v٢

v۵

v۴ v٣

v١

γss(G) = ۴ :٣ . ١ ش΄ل

΁ی شامل و نباشد کامل G گراف اگر تنها و اگر است مجموعه ‐γss شامل G گراف .٣ . ٢ . ١ لم
ͬ باشد. م ،٢ . ٢ . ١ لم اثبات مشابه اثبات باشد. غیربدیهͬ مؤلفه دو حداقل یا کامل غیر مؤلفه

γ(G) ≤ γs(G) ≤ γss(G) است: برقرار زیر نامساوی G گراف هر برای .٣ . ٢ . ١ قضیه
G از قوی ش΄افنده احاطه گر مجموعه هر ͬ شود. م نتیجه تعریف از راحتͬ به اثبات برهان.
احاطه گر مجموعه ΁ی ش΄افنده احاطه گر مجموعه هر و است ش΄افنده احاطه گر مجموعه ΁ی

است.
زیر شرایط در اگر تنها و اگر است، SSDS ΁ی G گراف از D احاطه گر مجموعه ی .٣ . ٢ . ٢ لم

کند: صدق
باشد. داشته رأس دو حداقل ⟨V −D⟩ القایی زیرگراف (الف)

باشد. D از رأس ΁ی شامل G از مسیر u− v هر u, v ∈ V −D رأس دو هر برای (ب)
و |V − D| ≥ ٢ بنابراین باشد. SSDS ΁ی G از D احاطه گر مجموعه ی کنید فرض برهان.

داراست. را شرط دو هر D پس است. صفر ⟨V −D⟩ القایی زیرگراف از رأس هر درجه
برقرار (ب) و (الف) شرط کنید فرض و ب·یرید نظر در را G از D احاطه گر مجموعه برعکس:
وجود u, v ∈ V −D رأس دو پس نباشد. G از SSDS ΁ی D کنید فرض خلف به حال است.
فرض پس دارد. تناقض فرض با این که است مسیر u−v ΁ی دارای ⟨V −D⟩ که طوری به دارد

ͬ باشد. م G از SSDS ΁ی D و باطل خلف
ازای به اگر تنها و اگر است مینیمال G از D قوی ش΄افنده احاطه گر مجموعه .٣ . ٢ . ٢ قضیه

باشد: برقرار زیر شرط دو از ی΄ͬ v ∈ D رأس هر
به یا است. مجاور D در v رأس با فقط u رأس که به طوری دارد وجود u ∈ V −D رأس (الف)

N(u) باشد. ∩D = {v} دی·ر  عبارت



٢۵ γss با مرتبط پایه ای نتایج
است. تنها D در v رأس (ب)

مجموعه زیر دارای D پس باشد. مینیمال و G از SSDS ΁ی D مجموعه کنید فرض برهان.
هیچ در که باشد موجود v ∈ D رأس کنید فرض خلف به حال نیست. قوی ش΄افنده احاطه گر
احاطه گر که دارد وجود D′ = D − {v} مجموعه پس ͬ کند. نم صدق بالا شرط دو از کدام
رأس دو حداقل با ⟨V −D⟩ القایی زیرگراف بنابراین است SSDS ΁ی D چون طرفͬ از است.
و است G از SSDS ΁ی D′ مجموعه پس است. ناهمبند ⟨V −D⟩ ∪ {v} این رو از است، تهͬ

است. باطل خلف فرض پس دارد تناقض D بودن مینیمال با این
شرط دو از ی΄ͬ v ∈ D هر ازای به و باشد G از SSDS ΁ی D مجموعه کنید فرض برعکس:
΁ی که دارد وجود D′ = D − {v} مجموعه کنید فرض خلف به باشد. برقرار (ب) و (الف)
(ب) شرط اگر نیست. احاطه گر D′ آن گاه باشد برقرار (الف) شرط اگر است. G از SSDS
زیرمجموعه D و باطل خلف فرض پس نیست. احاطه گر D′ قبل حالت مشابه برقرارباشد

است. مینیمال پس ندارد قوی ش΄افنده احاطه گر

γss با مرتبط پایه ای نتایج ٣ . ٣
ͬ شود. م ارائه γss(G) برای پایینͬ کران بعد گزاره در

صورت: این در باشد. ٢ تنها رأس فاقد m اندازه و n مرتبه از G گراف کنید فرض .٣ . ٣ . ١ گزاره
n− ⌈ m

δ(G)⌉ ≤ γss(G)

با مجاور V − D در رأس هر پس باشد. G از مجموعه ‐γss(G) ΁ی D کنید فرض برهان.
یا بزرگتر درجه از u رأس آن گاه نباشد، چنین این کنید فرض است. D در رأس δ(G) حداقل
΁ی حداقل uرأس این رو از |D∩N(u)| < δ(G) که گونه ای به دارد وجود V −D در δ(G) مساوی
|V −D| = n−γss(G) mو ≥ |V −D|δ(G) بنابراین است. تناقض این که دارد V −D در همسایه

است. برقرار قضیه ح΄م m
δ(G) ≤ ⌈ m

δ(G)⌉ که این به توجه با پس
خانواده برای را γss(G) دقیق مقدار ͬ توان م آنها ΁کم به که ͬ شود م بیان نتایجͬ ادامه در

آورد. بدست گراف ها از متعارفͬ ی
تنها رئوس تعداد p٠ که طوری به γss(G) = α٠(G) + p٠ ،G گراف هر برای .٣ . ٣ . ١ قضیه

ͬ باشد. م
باشد G رئوس از مجموعه ‐β٠(G) ΁ی یا ماکزیمم مستقل مجموعه  ΁ی D کنید فرض برهان.
S = V − D ∪ D′ مجموعه .|D′| = p٠ اندازه ی با G از تنها رئوس همه  مجموعه  D′ ⊂ D و
برای ،G ̸= sK١ چون طرفͬ از و است تنها رئوس تمام شامل زیرا است احاطه گر مجموعه ΁ی

٢Single



گراف ها در قوی ش΄افنده احاطه گری ٢۶
SSDS ΁ی S مجموعه بنابراین دارد. S در همسایه ΁ی حداقل β٠(G) در رأس هر پس .s ≥ ٠
v یا ،v ∈ S رأس هر برای پس است. G از مینیمال SSDS ΁ی S مجموعه ͬ  باشد. م G از
است. مجاور v با فقط u که طوری به دارد وجود u ∈ (D − D′) رأس یا است، تنها ⟨S⟩ در
مستقل مجموعه که جایی از است. مینیمال V −D ∪D′ مجموعه            ی ،٣ . ٢ . ٢ قضیه طبق پس
اندازه از رأسͬ پوشش ΁ی V −D مجموعه            ی ،٢ . ٣ . ١ قضیه اساس بر است، ماکزیمم D ∪D′

γss(G) = α٠(G) + p٠ پس .α٠(G) = |V −D| این رو از .α٠(G)

γss(G) ≤ m+ p٠ داریم، m اندازه و n مرتبه از G گراف هر برای .٣ . ٣ . ١ نتیجه
فرض حال .γss(G) = α٠(G) + p٠ = n− β٠(G) + p٠ ،٢ . ٣ . ١ قضیه و ،٣ . ٣ . ١ قضیه از برهان.
D مجموعه این رو از .|D| = β٠(G) پس باشد، G از مجموعه ‐β٠(G) هر D مجموعه کنید
D در همسایه ای هیچ که دارد وجود u ∈ V −D رأس نباشد احاطه گر اگر زیرا است، احاطه گر
از است. متناقض D بودن ماکزیمم با این که کرد اضافه D به را رأس این ͬ توان م لذا ندارد.
بنابراین است. D از ای زیرمجموعه که است G در تنها رئوس مجموعه اندازه n −m طرفͬ

.γss(G) ≤ m+ p٠ نتیجه در .m ≥ n− β٠(G) لذا ،β٠(G) ≥ γ(G) ≥ n−m

گراف ها از متعارف خانواده برای γss ۴ . ٣
ͬ شود. م ارائه گراف ها از متعارفͬ خانواده برای ش΄افنده احاطه گری عدد دقیق مقدار ادامه در

کامل دوبخشͬ گراف برای γss ١ . ۴ . ٣
γss(Km,n) = m ،٢ ≤ m ≤ n بخش های با Km,n کامل دوبخشͬ گراف هر برای .١ . ۴ . ٣ گزاره

ͬ باشد. م ٢ فصل از ،٣ . ۴ . ٢ گزاره اثبات مشابه کاملا́ اثبات برهان.
شده اند. گرفته [٢٠] ͽمرج از که داریم پایه ای نتایج به نیاز زیر گزاره اثبات برای

.β٠(G) ≤ n٢ صورت این در باشد، منتظم گراف ΁ی n مرتبه گرافGاز کنید فرض .١ . ۴ . ٣ تذکر
 

دارای دقیقاً اگر تنها و اگر است دور ΁ی دارای دقیقاً همبند رأسͬ n گراف ΁ی .٢ . ۴ . ٣ تذکر
β٠(G) ≥ ⌊n٢⌋ آن گاه باشد C دور با گرافͬ چنین G اگر باشد. یال n

ͬ باشد. م β٠(Cn) = ⌊n٢⌋ ،Cn دور هر در .١ . ۴ . ٣ نتیجه
با و β٠(Cn) ≤ n٢ داریم: لذا است منتظم ‐٢ ،Cn دور چون ،١ . ۴ . ٣ تذکر از استفاده با برهان.
،β٠(Cn) ≥ ⌊n٢⌋ این رو از است. دور ΁ی دارای دقیقاً و دارد یال n ،Cn چون ،٢ . ۴ . ٣ تذکر به توجه

.β٠(Cn) = ⌊n٢⌋ پس



٢٧ گراف ها از متعارف خانواده برای γss

Cn دور برای γss ٢ . ۴ . ٣
.γss(Cn) = ⌈n٢⌉ ،n ≥ ۴ مرتبه از Cn دور هر برای .٢ . ۴ . ٣ گزاره

γss(Cn) = α٠(Cn) = ⌈n٢⌉ ٣ . ٣ . ١ و ٢ . ٣ . ١ قضیه های و ١ . ۴ . ٣ نتیجه اساس بر برهان.
شد. خواهد استفاده آن از ادامه در که ͬ شود م بیان [٢٠] ͽمرج از نتیجه ای حال

.β٠(G) ≥ n(G)٢ صورت این در باشد. درخت ΁ی G کنید فرض .٣ . ۴ . ٣ تذکر
این رو از و β٠(Pn) ≥ ⌈n٢⌉ داریم: پس هستند درخت Pn مسیر های که جا آن از .٢ . ۴ . ٣ نتیجه

.α٠(Pn) ≤ ⌊n٢⌋ ،٢ . ٣ . ١ قضیه طبق

Pn مسیر برای γss ٣ . ۴ . ٣
.γss(Pn) = ⌊n٢⌋ ،n ≥ ٣ مرتبه از Pn مسیر هر برای .٣ . ۴ . ٣ گزاره

و ٢ . ۴ . ٣ نتیجه طبق ب·یرید. نظر در را n ≥ ٣ مرتبه از Pn = (v١, v٢, . . . , vn) مسیر برهان.
ͬ باشد. م γss(Pn) ≤ ⌊n٢⌋ ،٣ . ٣ . ١ قضیه

D کنید فرض .|S| ≤ ⌊n٢⌋ پس باشد، Pn از رأسͬ پوشش کوچ΄ترین S مجموعه کنید فرض
x ∈ V −D رأس صورت این در باشد. |D ∩ S| < n٢ کنید فرض باشد. Pn مسیر از SSDS هر
از دارد. تناقض D بودن ،SSDS با این و است ΁ی حداقل x درجه که طوری به دارد وجود

.γss(Pn) = ⌊n٢⌋ پس است. |D| ≥ n٢ این رو

Wn چرخ برای γss ۴ . ۴ . ٣
.γss(Wn) = ⌈n+١٢ ⌉ ،n ≥ ۵ مرتبه از Wn چرخ هر برای .۴ . ۴ . ٣ گزاره

از u ∈ V (Wn) رأس کنید فرض ب·یرید. نظر در را n مرتبه از Wn = K١ + Cn−١ چرخ برهان.
داریم: را زیر حالات .p = n− ١ کنید فرض باشد. n− ١ درجه

مینیمم و احاطه گر S = {v٢i+١ : ٠ ≤ i ≤ p−٢٢ } مجموعه آن گاه .p ≡ ٠( mod ٢) اگر (١)
هیچ رأس دو حداقل با V (Wn) − (V (S) ∪ {u}) پس است. Cn−١ دور از رأسͬ پوشش
،|D| = ١+ ⌈n−١٢ ⌉ و است Wn از SSDS ΁ی D = S ∪ {u} مجموعه این رو از ندارد. یالͬ

.γss(Wn) ≤ |D| = ⌈n٢⌉+ ١ لذا
مینیمم و احاطه گر S = {v٢i+١ : ٠ ≤ i ≤ p−٣٢ } مجموعه آن گاه .n ≡ ١( mod ٢) اگر (٢)
γss(Wn) ≤ و ،|D| = ١+ ⌈n−١٢ ⌉ داریم: فوق مشابه پس است. Cn−١ دور از رأسͬ پوشش

.|D| = ⌈n٢⌉+ ١



گراف ها در قوی ش΄افنده احاطه گری ٢٨
.|D ∩ S| < ⌈n−١٢ ⌉ و u ∈ D رأس کنید فرض باشد. Wn از SSDS هر D مجموعه کنید فرض
مجاور ⟨V − D⟩ از رأس ΁ی حداقل با که طوری به دارد، وجود u ∈ V − D رأس بنابراین
پس ،u ∈ V − D کنید فرض حال .|D| ≥ ١ + ⌈n−١٢ ⌉ بنابراین است. تناقض این که است.
از رأسͬ هیچ پس است، مجاور u رأس با Cn−١ از رأس هر زیرا .|D ∩ V (Cn−١)| = n − ١
این رو از است. متناقض D بودن SSDS با این صورت غیر در ندارد قرار ⟨V − D⟩ در Cn−١

.γss(Wn) = ⌈n+١٢ ⌉ نتیجه در ،γss(Wn) ≥ ⌈n+١٢ ⌉ بنابراین .|D| = n− ١ ≥ ١ + ⌈n−١٢ ⌉

T درخت برای γss بررسͬ ۵ . ٣
دهد رخ T درخت ΁ی برای ،٣ . ٢ . ١ قضیه تساوی حالت که این برای کافͬ شرایط ادامه در

ͬ شود. م بیان
از v و u مجاور برشͬ رأس دو هر برای که طوری به ب·یرید نظر در را T درخت .١ . ۵ . ٣ قضیه

.γ(T ) = γs(T ) = γss(T ) آ ن گاه باشد. مجاور T از پایانͬ رأس ΁ی با v و u از ی΄ͬ حداقل T

مجموعه γ هر آن گاه باشد دارا را قضیه شرایط T درخت اگر دهیم نشان باید ͽواق در برهان.
کافیست .γ(T ) ≤ γs(T ) ≤ γss(T ) ،٣ . ٢ . ١ قضیه طبق است. مجموعه γss ΁ی و γs ΁ی T از
΁ی D مجموعه کنید فرض منظور این برای .γ(T ) ≥ γs(T ) ≥ γss(T ) که: دهیم نشان

داریم: حالت دو آن گاه باشد. T درخت از γ‐مجموعه

از باشد. D احاطه گر مجموعه به متعلق v و u مجاور برشͬ رأس دو از ی΄ͬ حداقل (الف)
این اگر تنهاست. رأس ΁ی ⟨V − D⟩ القایی زیرگراف از رأس هر و |V − D| ≥ ٢ این رو
حالت دو مجاورند. هم با که دارد وجود V −D در رأس دو حداقل آن گاه نباشد چنین
مجاور برشͬ رأس دی·ری و پایانͬ رأس ٢ این از ی΄ͬ یا دارد، وجود رأس دو این برای
دهد رخ فوق حالت دو از ΁ی هر اگر هستند. مجاور برشͬ رأس دو، هر یا است آن با
این رو از و است SSDS ΁ی D پس است. تناقض این که نیست، احاطه گر D آن گاه

.γ(T ) ≥ γs(T ) ≥ γss(T )

مجاور w پایانͬ رأس است احاطه گر D چون لذا باشند. V − D به متعلق دو هر v و u (ب)
γ ΁ی D′ = D − {w} ∪ {u} بنابراین است. w ∈ D که طوری به دارد، وجود v یا u با
نتیجه در باشد. مͬ نیز مجموعه γs و γss ΁ی بالا استدلال طبق و است. T از مجموعه

.γ(T ) = γs(T ) = γss(T )

باشند T از مجار برشͬ رأس دو v و u کنید فرض ب·یرید. نظر در را T درخت .٢ . ۵ . ٣ قضیه
ͬ کنند: م صدق زیر شرایط از ی΄ͬ در که

،T − {u, v} از D مجموعه ‐γss هر برای



٢٩ G فراگیر زیرگراف و G قطر برحسب γss کران
نیستند. مجاور D مجموعه رئوس از کدام هیچ با v و u (الف)

نیستند. مجاور V −D مجموعه رئوس از کدام هیچ با v و u (ب)
γ(T ) < γss(T ) آن گاه

مجاورند V −D رئوس با فقط v و u پس کنند. صدق (الف) شرط در v و u کنید فرض برهان.
مجموعه ΁ی D ∪ {u} یا D ∪ {v} بنابراین: است، T − {u, v} از مجموعه ‐γss ΁ی D چون و

.γ(T ) < γss(T ) لذا است. T از مجموعه ‐γss ΁ی D ∪ {u, v} و است T از احاطه گر
بنابراین مجاورند D رئوس با فقط v و u این رو از کنند. صدق (ب) شرط در v و u کنید فرض
لذا است. T از مجموعه ‐γss ΁ی D ∪ {u} یا D ∪ {v} و است احاطه گر مجموعه ΁ی D

.γ(T ) < γss(T )

G فراگیر زیرگراف و G قطر برحسب γss کران ۶ . ٣
ͬ شود. م بیان آن از فراگیر زیرگراف و G قطر برحسب γss برای هایی کران ادامه در

⌈diam(G)+١٢ ⌉ ≤ γss(G) داریم: G همبند گراف هر برای .١ . ۶ . ٣ قضیه
G باشند از رأس دو v و u کنید فرض باشد. G از مجموعه γss ΁ی D کنید فرض برهان.
P٠ کنید فرض همچنین .d(u, v) = diam(G) پس دارند، هم دی·ر از را فاصله ماکزیمم که
|D| < α٠(P٠) اگر .d(u, v) = diam(G) = P٠ دی·ر عبارت به باشد. v و u بین مسیر کوتاه ترین
وجود V − D در v١ و u١ رأس دو لذا .α٠(P٠) = ⌊diam(G)+١٢ ⌋ ،٣ . ۴ . ٣ گزاره طبق آن گاه
بنابراین ،|D| ≥ α٠(P٠) این رو از است. تناقض این که مجاورند، هم با که طوری به دارند

.⌈diam(G)+١٢ ⌉ ≤ γss(G)

ͬ شود. م ارائه است G از فراگیر زیرگراف هر H که γss(H) و γss(G) میان رابطه حال
باشد. تنها رأس فاقد H که طوری به باشد G از فراگیر زیرگراف هر H کنید فرض .١ . ۶ . ٣ گزاره

.γss(G) ≥ γss(H) صورت این در
آن گاه نباشد، این گونه اگر زیرا .β٠(H) ≥ β٠(G) پس است، G زیرگراف H چون برهان.
قضیه طبق پس است. تناقض این که دارد G از بیشتری یال های تعداد H فراگیر زیرگراف

.γss(G) ≥ γss(H) ،٣ . ٣ . ١ قضیه از و α٠(H) ≤ α٠(G) ،٢ . ٣ . ١

خاص های SSDS با مرتبط نتایجͬ ٣ . ٧
شده اند تعریف خاصͬ ویژگͬ با که هستند هایی SSDS دارای ͬ شود م بیان ادامه در که قضایایی

ͬ آید. دست م به آن با مرتبط نتایجͬ و



گراف ها در قوی ش΄افنده احاطه گری ٣٠
⟨D⟩ اگر صورت این در باشد. G گراف از SSDS ΁ی D مجموعه کنید فرض .٣ . ٧ . ١ قضیه

diam(G) ≤ ٣ آن گاه: باشد، کامل
باید که دارد وجود حالت سه رأس دو این برای ب·یرید. نظر در را G از v و u رأس دو برهان.

دست آوریم: به حالت سه این در را آن ها بین فاصله
هم با رأسش دو هر پس است کامل ⟨D⟩ چون باشند، D به متعلق دو هر v و u اگر (الف)

.d(u, v) = ١ لذا مجاورند.
وجود w ∈ D رأس بنابراین است، احاطه گر D چون .v ∈ V −D و u ∈ D کنید فرض (ب)
فصل از ،١ . ١ . ٢٧ تعریف از مثلثͬ نامساوی طبق پس است. مجاور v با که طوری به دارد

.d(u, v) ≤ d(u,w) + d(w, v) ≤ ٢ ،١
D در v١ و u١ رأس دو فوق طبق پس باشند. V −D به متعلق دو هر v و u کنید فرض (ج)
d(u, v) ≤ d(u, u١) + بنابراین است. مجاور u با v١ و v با u١ که طوری به دارند وجود
نتیجه در .d(u, v) ≤ ٣ داریم: u, v ∈ V (G) هر برای لذا ،d(u١, v١) + d(v١, v) ≤ ٣

.diam(G) ≤ ٣

n با G از D مستقل مجموعه هر برای آن گاه ب·یرید. نظر در را G = Kn,n گراف .٣ . ٧ . ١ تذکر
هستند. G از SSDS ΁ی V −D و D رأس:

ͽمرج از آن تعریف که داریم احاطه گری از دی·ری نوع معرفͬ به نیاز بعد قضیه اثبات برای
است. شده گرفته [١۴]

است، منتظم احاطه گر مجموعه ΁ی G = (V,E) گراف از D احاطه گر مجموعه .٣ . ٧ . ١ تعریف
طوری به باشد داشته وجود S ⊆ D مجموعه ،I ⊆ V −D که طوری به I مجموعه هر برای اگر
١‐منتظم باید ⟨I ∪ S⟩ آن گاه باشد، |I| = ١ اگر باشد. منتظم ⟨V − D⟩ القایی زیرگراف که

باشد.
|D| > α٠(G) اگر صورت این در گرافGباشد. از SSDS ΁یD مجموعه کنید فرض .٣ . ٧ . ١ لم

است. منتظم D مجموعه آن گاه باشد،

آن با  مرتبط نتایج دی·ر و ∆(G) برحسب γss کران ٣ . ٨
γ(Ḡ) ≤ ١٢(γss(G)+ صورت این در ،∆(G) < γss(G)−١ ،G گراف در کنید فرض .٣ . ٨ . ١ قضیه

.٢)



٣١ آن با  مرتبط نتایج دی·ر و ∆(G) برحسب γss کران
زیرگراف از رأس هر و |V −D| ≥ ٢ پس باشد. G از مجموعه ‐γss ΁ی D کنید فرض برهان.
زیرگراف ⟨H٢⟩ و Ḡ در D القایی زیرگراف ⟨H١⟩ کنید فرض است. تنها رأس ΁ی ⟨V −D⟩ القایی
∆(G)+١ < چون .|H٢| = |V −D| و |H١| = |D| = γss(G) بنابراین باشد. Ḡ در V −D القایی
اساس بر و است تنها رأس فاقد H١ این رو از ندارد، وجود G در n−١ درجه از رأسͬ لذا ،γss(G)
نتیجه در .γ(H٢) = ١ پس است کامل H٢ چون طرفͬ از .γ(H١) ≤ γss(G)٢ ،١ . ٢ . ٣ قضیه

.γ(Ḡ) ≤ γ(H١) + γ(H٢) ≤ γss(G)+٢٢

D مجموعه ‐γss هر برای که طوری به ͬ دهیم، م ارائه G گراف روی کافͬ شرایط ادامه در
باشد. مینیمال قوی ش΄افنده احاطه گر مجموعه ΁ی V −D مجموعه G از

اگر .٢ ≤ δ(G) ≤ ∆(G) ≤ n − ٢ که طوری به ب·یرید، نظر در را G گراف .٣ . ٨ . ٢ قضیه
G از مینیمال SSDS ΁ی V − D ،G از D مجموعه ‐γss هر برای آن گاه ،γ(G) = γss(G)

است.

حداقل با ⟨V − D⟩ و δ(G) ≥ ٢ چون باشد. G از مجموعه ‐γss ΁ی D کنید فرض برهان.
است. مجاور D از رأس δ(G) حداقل با V − D از رأس هر بنابراین ندارد، یالͬ هیچ رأس دو
در چون است. تنها ⟨D⟩ از رأس هر پس ،γ(G) = γss(G) چون طرفͬ از .|D| ≥ ٢ این رو از
این که است احاطه گر D′ = D − {v} لذا مجاورند، باهم D از رأس دو حداقل این صورت غیر
از است، احاطه گر D چون و است تنها رأس فاقد G پس δ(G) ≥ ٢ که آن جا از است. تناقض
از است. G از SSDS ΁ی V −D بنابراین دارد. D در همسایه ΁ی V −D از رأس هر این رو
V −D مجموعه ،٣ . ٢ . ٢ قضیه طبق لذا است تنها رأس ΁ی ⟨V −D⟩ از رأس هر چون طرفͬ

باشد. مͬ مینیمال
است. شده آورده [٢٠] ͽمرج از که داریم زیر نتیجه به نیاز بعد قضیه اثبات برای

معادلند. زیر خاصیت سه G = (V,E) گراف هر در .٣ . ٨ . ١ تذکر
است. G از مستقل مجموعه ΁ی S ⊆ V مجموعه (الف)

است. Ḡ از خوشه ΁ی S مجموعه (ب)
است. G از رأسͬ پوشش ΁ی C = V − S مجموعه (ج)

مبدل ( برعکس (و مستقل مجموعه های به سازی م΄مل رابطه تحت خوشه ها .٣ . ٨ . ١ نتیجه
ͬ شوند. م

آن گاه باشد، ∆(G) ≤ n− ٢ که طوری به ب·یرید نظر در را n مرتبه از G گراف .٣ . ٨ . ٣ قضیه
.γss(Ḡ) ≥ β٠(G)− ١



گراف ها در قوی ش΄افنده احاطه گری ٣٢
از است. n − ١ درجه از رأسͬ فاقد G همچنین و β٠(G) ≥ ٢ پس ،∆(G) ≤ ٢ چون برهان.
γss(Ḡ) = α٠(Ḡ) = n−β٠(Ḡ) = ،٣ . ٣ . ١ قضیه طبق بنابراین است. تنها رأس فاقد نیز Ḡ این رو
است. یال هر از رأس ΁ی حداقل شامل α٠(G) زیرا .ω(G) ≤ α٠(G) + ١ طرفͬ از .n − ω(G)

که طوری به ،e ∈ ω(G) که e = {uv} یال دارد وجود آن گاه ،ω(G) > α٠(G) + ١ اگر پس
و ،n− ω(G) ≤ n− (α٠(G) + ١) = β٠(G)− ١ لذا است. تناقض این که .α٠(G) ∩ {u, v} = ϕ

.γss(Ḡ) ≥ β٠(G)− ١ نتیجه در
مجموعه هر برای آن گاه باشد. ∆(G) ≤ n−٢ که طوری به ب·یرید نظر در گرافGرا .٣ . ٨ . ١ لم

است. Ḡ از SSDS ΁ی V − S آن گاه باشد، کامل ⟨S⟩ اگر رأس دو حداقل با S
مجموعه ΁ی پس است G از کامل زیرگراف ΁ی S چون است. تنها رأس فاقد Ḡ برهان.
Ḡ از قوی ش΄افنده احاطه گر مجموعه ΁ی Ḡ در V −S مجموعه لذا است. Ḡ رئوس از مستقل

است.
باشند، تنها رأس فاقد که طوری به ب·یرید نظر در n مرتبه از را Ḡ و G گراف .٣ . ٨ . ٢ لم

γss(G) + γss(Ḡ) ≤ n− ٢ + α٠(G)

وجود Ḡ و G در n − ١ درجه از رأسͬ پس هستند تنها رأس فاقد Ḡ و G که جایی از برهان.
γss(Ḡ) = α٠(Ḡ) = و γss(G) = α٠(G) ،٣ . ٣ . ١ قضیه اساس بر .β٠(Ḡ) و β٠(G) ≥ ٢ پس ندارد.

.γss(G)+γss(Ḡ) = n−β٠(Ḡ)+α٠(G) ≤ n−٢α٠(G) نتیجه در .n−β٠(G) = n−ω(G)



۴ فصل
در قوی نیمه ش΄افنده احاطه گری

گراف ها

مقدمه ١ . ۴
با مرتبط نتیجه چندین و شده معرفͬ قوی نیمه ش΄افنده احاطه گری عدد مفهوم فصل این در
مسیرها، قبیل از گراف ها از متعارف خانواده برای γsss دقیق مقدار همچنین ͬ شود. م اثبات آن
در ͬ شود. م تعیین درخت ها برای γsss از کران هایی سپس آید. مͬ دست به چرخ ها دورها،
نهایی طرح و نتیجه گیری انتها در و شده بررسͬ گراف ها از خاصͬ رده برای γsss پارامتر ادامه

هستند. [٢] ͽمرج از فصل این تعاریف و قضایا تمام ͬ شود. م ارائه 

قوی نیمه ش΄افنده احاطه گری عدد ٢ . ۴
نیمه ش΄افنده احاطه گر مجموعه ΁ی را G گراف از D ⊆ V احاطه گر مجموعه .٢ . ١ . ۴ تعریف
زیرگراف در رأس هر درجه ماکزیمم و |V − D| ≥ ١ اگر تنها و اگر ͬ نامیم م SSSDS ١ قوی
است، sK١∪tK٢ صورت به ⟨V −D⟩ القایی زیرگراف بنابراین باشد. ΁ی حداکثر ⟨

V −D
⟩ القایی

مجموعه ی ΁ی اندازه ی کوچ΄ترین .t > ٠ یا s > ٠ و هستند نامنفͬ صحیح اعداد t و s که
١Semi-Strong split dominating set

٣٣



گراف ها در قوی نیمه ش΄افنده احاطه گری ٣۴
γsss(G) نماد با و ͬ نامیم م قوی نیمه ش΄افنده احاطه گری عدد را قوی نیمه ش΄افنده احاطه گر
که G گراف از D قوی نیمه ش΄افند  ه احاطه گر مجموعه ΁ی .(١ . ۴ (ش΄ل ͬ دهیم. م نمایش
مجموعه هر اختصار برای پس این از ͬ نامیم. م مجموعه ‐γsss(G) ΁ی را ،|D| = γsss(G)

ͬ دهیم. م نمایش SSSDS نماد با را قوی نیمه ش΄افنده احاطه گر

v١

v٢

v٣

v۴ v۵

v۶

v٧

v٨

γsss(G) = ۴ :١ . ۴ ش΄ل

مجموعه های: و متفاوتند هم·ͬ γsss(G)وγ(G) ،γs(G) ،γss(G) آن در که است مثالͬ ١ . ۴ ش΄ل گراف
‐γss ΁ی {v١, v٢, v۴, v۵, v٧, v٨} γs‐مجموعه، ΁ی {v١, v۴, v٨} γ‐مجموعه، ΁ی {v۴, v۵}

ͬ باشند. م γsss‐مجموعه ΁ی {v١, v۴, v۵, v٨} و مجموعه
گراف از SSSDS ΁ی مجموعه ‐γss هر γss‐مجموعه، ΁ی شامل G گراف هر در .٢ . ١ . ۴ لم

است. G
،⟨V −D⟩ = sK١ ∪ tK٢ بنابراین باشد، G از مجموعه ‐γss هر D مجموعه کنید فرض برهان.

است. G از SSSDS ΁ی D بنابراین .s ≥ ١ و t = ٠ که
.s ≥ ١ برای G ̸= sK١ اگر تنها و اگر است مجموعه ‐γsss ΁ی شامل G گراف .٢ . ٢ . ۴ لم

درجه ماکزیمم و |V −D| ≥ ١ پس باشد. D مجموعه ‐γsss ΁ی شامل G کنید فرض برهان.
و |D| = n پس s ≥ ٢ برای G = sK١ کنید فرض خلف به است. ΁ی ⟨

V − D
⟩ در رأس هر

s ≥ ١ برای G ̸= sK١ بنابراین ͬ رسیم. م فرض با تناقض به پس ͬ باشد. م |V −D| = ٠
پس ،|V − D| = ٠ و |D| = n مشابه به طو   ر .s ≥ ١ برای G = sK١ کنید فرض برعکس:

ندارد. وجود G در قوی نیمه ش΄افنده احاطه گر مجموعه
.١ ≤ γsss(G) ≤ n−١ آن گاه باشد، مجموعه ‐γsss ΁ی شامل n مرتبه گرافGاز اگر .٢ . ٣ . ۴ لم
{v١, v٧, v٨, v۴} مجموعه ب·یرید. نظر در را ،٢ . ۴ ش΄ل Gدر = (V,E) پترسن گراف .٢ . ١ . ۴ مثال
است ۴ دقیقاً γsss(G) کنیم ثابت ͬ خواهیم م .γsss(G) ≤ ۴ بنابراین است، G از SSSDS ΁ی
مجموعه کنید فرض ندارد. وجود ۴ از کمتر اندازه از G از SSSDS هیچ دهیم نشان باید پس
D پس γ(G) = ٣ چون طرفͬ از .|D| = ٣ که به طوری باشد G از SSSDS ΁ی D ⊆ V (G)



٣۵ گراف ها از متعارف خانواده برای γsss

در .D = N(v) ،v ∈ V (G) رئوس از برخͬ برای این رو از است. G از ‐مجموعه γ(G) ΁ی
که به طوری دارد وجود G از f اتومورفیسم ΁ی {u,w} ⊆ V رأس دو هر برای پترسن گراف
در ٢ درجه از v۴ رأس این صورت در ولͬ ،D = N(v١) کرد فرض ͬ توان م بنابراین .f(u) = w

نیمه ش΄افنده احاطه گر مجموعه تعریف با تناقض این که دارد وجود V − D القایی زیرگراف
.γsss(G) = ۴ بنابراین نیست. G از SSSDS ΁ی D مجموعه پس دارد. قوی

v١

v٢

v٣

v۵

v۴

v۶
v٧ v١٠

v٨ v٩

γsss(G) = ۴ :٢ . ۴ ش΄ل

گراف ها از متعارف خانواده برای γsss ٣ . ۴
گراف های نظیر گراف ها از متعارف خانواده برای قوی نیمه ش΄افنده احاطه گری عدد ادامه در

ͬ شود. م بررسͬ گراف ها سایر و چندبخشͬ کامل دوبخشͬ، چرخ، مسیر، دور، :کامل،
γsss(Kn) = n− ٢ داریم: n ≥ ٣ مرتبه از Kn کامل گراف برای .٣ . ١ . ۴ گزاره

مجاورند هم با Kn رئوس تمام چون ب·یرید. نظر در را Kn در D = {u,w} مجموعه برهان.
طرفͬ از است . احاطه گر مجموعه ΁ی V − D مجموعه این رو از .N [V − D] = V (Kn) پس
پس است. n − ٢ اندازه از SSSDS ΁ی V − D مجموعه بنابراین است. K٢ فرم به ⟨D⟩

.γsss(Kn) ≤ n− ٢
فرم به ͬ تواند م تنها V − D القایی زیرگراف این رو از باشد. Kn از SSSDS هر D کنید فرض

.γsss(Kn) = n− ٢ نتیجه در ،|D| ≥ n− ٢ پس باشد. K٢ یا K١

.γsss(Pn) = ⌈n٣⌉ ،n ≥ ٣ مرتبه از Pn مسیر هر برای .٣ . ٢ . ۴ گزاره
،١ . ۴ . ٢ گزاره طبق ب·یرید. نظر در را n ≥ ٣ مرتبه از Pn = (v١, v٢, . . . , vn) مسیر برهان.
نظر در را زیر حالت سه .γsss(Pn) ≤ ⌈n٣⌉ دهیم: نشان کافیست پس .γsss(Pn) ≥ ⌈n٣⌉



گراف ها در قوی نیمه ش΄افنده احاطه گری ٣۶
ͬ گیریم: م

از احاطه گر مجموعه ΁ی D = {v٣i−١ : ١ ≤ i ≤ n٣} مجموعه آن گاه .n ≡ ٠( mod ٣) اگر (١)
ͬ افتد: م اتفاق زیر حالت سه از ی΄ͬ Pn از vi رأس هر برای زیرا است. Pn

vi−١ رأس توسط vi رأس پس است، D عضو v٣k−١ = vi−١ چون آن گاه .i = ٣k اگر •
ͬ شود. م احاطه 

توسط vi رأس پس است، D عضو v٣k−١ = vi+١ = v٣k+١ چون آن گاه .i = ٣k + ١ اگر •
ͬ شود. م احاطه  vi+١ رأس

است. D عضو خود، v٣k−١ = v٣k+٢ = vi چون آن گاه .i = ٣k + ٢ اگر •
مجموعه لذا ͬ شود، م احاطه D رأس های از ی΄ͬ دقیقاً توسط Pn از vi(١ ≤ i ≤ n) رأس هر پس
SSSDS ΁ی D مجموعه بنابراین .⟨V −D⟩ = (⌊n−٢٣ ⌋)K٢ ∪ ٢K١ طرفͬ از است. احاطه گر D
γsss(Pn) = داریم: لذا ،γsss(Pn) ≥ ⌈n٣⌉ چون پس .γsss(Pn) ≤ |D| = ⌈n٣⌉ این رو از است، Pn از

.⌈n٣⌉
΁ی قبل، حالت استدلال به بنا D = {v٣i+١ : ٠ ≤ i ≤ n−١٣ } آن گاه ،n ≡ ١(mod٣) اگر (٢)
از SSSDS ΁ی D مجموعه پس ،⟨V −D⟩ = ⌊n٣⌋K٢ طرفͬ از است. Pn از مجموعه ‐γ(Pn)

.γsss(Pn) = ⌈n٣⌉ بنابراین ،γsss(Pn) ≤ ⌈n٣⌉ لذا است. Pn

΁ی قبل، حالت استدلال به بنا D = {v٣i+١ : ٠ ≤ i ≤ n−٢٣ } آن گاه ،n ≡ ٢(mod٣) اگر (٣)
SSSDS ΁ی D مجموعه پس ⟨V −D⟩ = n−٢٣ ∪K١ همچنین است. Pn از مجموعه ‐γ(Pn)

.γsss(Pn) = ⌈n٣⌉ نتیجه در و ،γsss(Pn) ≤ ⌈n٣⌉ لذا است Pn از
γsss(Cn) = ⌈n٣⌉ ،n ≥ ٣ مرتبه از Cn دور هر برای .٣ . ٣ . ۴ گزاره

ͬ باشد. م ٢ فصل در ،٢ . ۴ . ٢ گزاره اثبات مشابه کاملا́ اثبات برهان.
γsss(Wn) = ⌈n−١٣ ⌉+ ١ داریم: n ≥ ۴ مرتبه از Wn = Cn−١ +K١ چرخ هر برای .۴ . ٣ . ۴ گزاره
،p = n − ١ کنید فرض است. n − ١ درجه از u رأس پس .V (K١) = {u} کنید فرض برهان.

داریم: را زیر حالت های
گزاره اثبات طبق S = {v٣i+١ : ٠ ≤ i ≤ p−٣٣ } مجموعه آن گاه .p ≡ ٠( mod ٣) اگر (١)
لذا .⟨V (Cp)− S⟩ = (P٣ )K٢ طرفͬ از و است. Cp دور از احاطه گر مجموعه ΁ی ،٢ . ۴ . ٢
.γsss(Wn) ≤ ⌈n−١٣ ⌉+ ١ بنابراین است. Wn چرخ از SSSDS ΁ی D = {u}∪S مجموعه
و Cp دور احاطه گراز S = {v٣i+١ : ٠ ≤ i ≤ p−١٣ } مجموعه آن گاه .p ≡ ١( mod ٣) اگر (٢)
چرخ از SSSDS ΁ی D = {u} ∪ S مجموعه این رو از پس .⟨V (Cp) − S⟩ = (p−١٣ )K٢

.γsss(Wn) ≤ ⌈n−١٣ ⌉+ ١ لذا است. Wn



٣٧ گراف ها از متعارف خانواده برای γsss

احاطه گر مجموعه ΁ی S = {v٣i+١ : ٠ ≤ i ≤ p−٢٣ } مجموعه آن گاه .p ≡ ١( mod ٣) اگر (٣)
از SSSDS ΁ی D = {u} ∪ S فوق مشابه و .⟨V (Cp)− S⟩ = (n−٢٣ )K٢ ∪K١ و Cp دور از

.γsss(Wn) ≤ ⌈n−١٣ ⌉+ ١ لذا است. Wn چرخ
باشد. فوق در شده تعریف مجموعه همان S و باشد G از SSSDS هر D مجموعه کنید فرض
،|D ∩S| < ⌈n−١٣ ⌉ فوق در S حالت های از کدام هر ازای به و u ∈ D رأس کنید فرض همچنین
است. D بودن SSSDS با متناقض که دارد. وجود ٢ دقیقاً درجه از x ∈ ⟨V −D⟩ رأس آن گاه

.|D| ≥ ⌈n−١٣ ⌉+ ١ پس
SSSDS ΁ی D و است مجاور Cn−١ رئوس تمام با u رأس چون .u ∈ ⟨V −D⟩ رأس کنید فرض
و ،|D∩V (Cp)| ≥ ⌈n−١٣ ⌉+١ لذا ͬ گیرد. م قرار V −D در Cp از رأس ΁ی حداکثر پس است Wn از

.γsss(Wn) = ⌈n−١٣ ⌉+١ پس ،γsss(Wn) ≥ ⌈n−١٣ ⌉+١ بنابراین .|D| ≥ ⌈n−١٣ ⌉+١ نتیجه در
٢ ≤ n١ ≤ n٢ ≤ . . . ≤ که به طوری Kn١,n٢,...,nt کامل چندبخشͬ گراف هر برای .۵ . ٣ . ۴ گزاره

γsss(Kn١,n٢,...,nt) = n١ + n٢ + . . .+ nt−١ داریم: nt
است کامل چندبخشͬ G چون .D =

t−١∪
i=١
V (Kni) و G = Kn١,n٢,...,nt کنید فرض برهان.

΁ی D مجموعه لذا است. مجاور دی·ر بخش های رئوس تمام با بخش ΁ی از رأس هر پس
این رو است،از مستقل مجموعه ΁ی Kn١,n٢,...,nt از بخش هر طرفͬ از است. احاطه گر مجموعه
است G از SSSDS ΁ی D مجموعه پس است. مستقل مجموعه ΁ی ⟨V −D⟩ القایی زیرگراف
اگر باشد. G از SSSDS هر D مجموعه کنید فرض .γsss(G) ≤ n١ + n٢ + . . .+ nt−١ بنابراین
کامل چندبخشͬ G چون آن گاه ،١ ≤ i ≤ t − ١ که i ها از برخͬ برای |V (Kni) ∩ D| ≤ ni−١
دو، مساوی یا بزرگتر اندازه ز ا V − D رئوس تمام با که دارد وجود x ∈ V − D رأس است،
تناقض به بنابراین است. دو مساوی یا بزرگتر x رأس درجه این رو از است. مجاور است. مجاور
لذا ،١ ≤ i ≤ t − ١ که i برای |V (Kni) ∩ D| = ni پس ͬ رسیم. م D بودن SSSDS فرض با
γsss(Kn١,n٢,...,nt) = نتیجه در .γsss(G) ≥ n١+n٢+ . . .+nt−١ پس |D| ≥ n١+n٢+ . . .+nt−١

.n١ + n٢ + . . .+ nt−١

داریم: V (G) = V١ ∪ V٢ بخش های با تنها رأس فاقد G دوبخشͬ گراف هر برای .۶ . ٣ . ۴ گزاره
γsss(G) ≤ min{|V١|, |V٢|}

ب·یرید. نظر در را V٢ و V١ بخش های با تنها، رأس فاقد G دوبخشͬ گراف برهان.
یال هر ازای به پس است دوبخشͬ گراف چون این رو از .i = ١,٢ برای Di = Vi کنید فرض
احاطه گر مجموعه ΁ی Di مجموعه پس است. V٢ در آن سر ΁ی و V١ در e یال سر ΁ی e ∈ G

زیرگراف پس است، G رئوس از مستقل مجموعه ΁ی i = ١,٢ برای Vi هر چون طرفͬ از است.
است. G از SSSDS ΁ی i = ١,٢ برای Di مجموعه این رو از است. sK١ فرم به ⟨V −Di⟩ القایی

.γsss(G) ≤ min{|V١|, |V٢|} بنابراین



گراف ها در قوی نیمه ش΄افنده احاطه گری ٣٨

از مختلف پارامترهای اساس بر γsss مقادیر بررسͬ ۴ . ۴
G

ͬ آوریم. م دست به G از مختلف پازامترهای برحسب γsss(G) برای کران هایی ادامه در
∆(G) درجه از v ∈ V (G) رأس اگر ب·یرید. نظر در را G غیربدیهͬ و همبند گراف .١ . ۴ . ۴ گزاره
،s, t ≥ ٠ برای sK١ ∪ tK٢ به صورت ⟨N(v)⟩ القایی زیرگراف که به طوری باشد، داشته وجود

.γsss(G) ≤ n−∆(G) آن گاه
زیرگراف که به طوری باشد، داشته وجود ∆(G) درجه از v ∈ V (G) رأس کنید فرض برهان.
در را G از D = n − N(v) مجموعه .s, t ≥ ٠ برای sK١ ∪ tK٢ صورت به  ⟨N(v)⟩ القایی
به صورت ⟨N(v)⟩ القایی زیرگراف چون حال است. احاطه گر D مجموعه به وضوح ب·یرید. نظر
،γsss(G) ≤ n−N(v) این رو از ͬ باشد. م نیز قوی نیمه ش΄افنده احاطه گر D پس ،sK١ ∪ tK٢

.γsss(G) ≤ n−∆(G) نتیجه در .N(v) = ∆(G) که به طوری
اگر γsss(G) = ١ صورت این در .n ≥ ٣ مرتبه از همبند گراف ΁ی G کنید فرض .٢ . ۴ . ۴ گزاره

.s, t ≥ ٠ برای k١ ∨ (sK١ ∪ tK٢) به صورت G اگر تنها و
وجود پس ،γsss(G) = ١ کنید فرض ب·یرید. نظر در را n ≥ ٣ مرتبه از G همبند گراف برهان.
⟨V −D⟩ = sK١ ∪ tK٢ این رو از است. G از مجموعه ‐γsss ΁ی که D = {u} مجموعه دارد
ͬ باشد. م مجاور ⟨V −D⟩ القایی زیرگراف رئوس تمام با n−١ درجه از u رأس پس .s, t ≥ ٠ برای

.s, t ≥ ٠ برای sK١ ∪ tK٢ و K١ گراف دو پیوند به˅ صورت G گراف بنابراین
رأس گراف دو پیوند تعریف طبق باشد، (sK١ ∪ tK٢) ∨K١ به صورت G کنید فرض برعکس:
از مجموعه ‐γ ΁ی D = {u} مجموعه پس است. مجاور sK١ ∪ tK٢ رئوس تمام با u ∈ K١
D = {u} مجموعه این رو از .sK١ ∪ tK٢ به صورت ⟨V −D⟩ القایی زیرگراف طرفͬ از باشد. G

.γsss(G) = ١ بنابراین است، G از مجموعه ‐γsss ΁ی
΁ی ترتیب به c و p کنید فرض گیرید. نظر در را n ≥ ٣ مرتبه از G همبند گراف .٣ . ۴ . ۴ گزاره

آن گاه: باشند. طول ماکزیمم با G گراف از دور ΁ی و مسیر
هستند. تیز کران ها .⌈p+١٣ ⌉ ≤ γsss(G) ≤ n− ⌊٢p+٢٣ ⌋ (الف)

هستند. تیز کران ها .⌈ c٣⌉ ≤ γsss(G) ≤ n− ⌊٢c٣ ⌋ (ب)

و G از طول ماکزیمم با مسیر ΁ی P = (v١, v٢, . . . , vp+١) کنید فرض (الف) برهان.
القایی زیرگراف این رو از باشد. P مسیر از ‐مجموعه γsss ΁ی S مجموعه همچنین
برای ،٣ . ٢ . ۴ گزاره (ب) قسمت طبق بنابراین .s, t ≥ ٠ برای ⟨V (P )−S⟩ = sK١ ∪ tK٢



٣٩ G از مختلف پارامترهای اساس بر γsss مقادیر بررسͬ
نظر در را D = S ∪ (V (G) − V (P )) مجموعه حال .γsss(P ) = |S| = ⌈p+١٣ ⌉ ،P مسیر
که ͬ د  انیم م فرض طبق است. G از SSSDS ΁ی D مجموعه ͬ دهیم م نشان ب·یرید.
القایی زیرگراف طرفͬ از هستند. D عضو خود V (P ) از خارج رئوس و N [S] = V (P )

G از SSSDS ΁ی D مجموعه پس .s, t ≥ ٠ برای ⟨V −D⟩ = ⟨V (P )−S⟩ = sK١ ∪ tK٢
.γsss(G) ≤ |S|+ |V (G)− V (P )| = ⌈p+١٣ ⌉+ n− (p+ ١) = n− ⌊٢p+٢٣ ⌋ بنابراین است.
مجموعه هر D١با اشتراک این رو از Gباشد. از SSSDS D١هر مجموعه کنید فرض حال
درجه از رأس ΁ی این صورت غیر در زیرا است، ناتهͬ V (P ) از متوالͬ رأس سه از متش΄ل
مجموعه بودن SSSDS با تناقض این که است. موجود ⟨V −D١⟩ القایی زیرگراف در دو
ش΄افنده برای G از احاطه گر مجموعه هر پس .|D١ ∩V (P )| ≥ ⌈p+١٣ ⌉ بنابراین دارد. D١
حالت .γsss(G) ≥ ⌈p+١٣ ⌉ این رو از باشد، داشته رأس ⌈p+١٣ ⌉ حداقل باید بودن قوی نیمه

است. برقرار Pn مسیر برای بدیهͬ به طور کران دو هر تساوی

.١ ≤ γsss(G) ≤ n−١ یعنͬ هستند. بدیهͬ کران ها پس باشد دور Gفاقد اگر (ب) برهان.

ͬ باشد. م (الف) حالت مشابه گزاره اثبات باشد، دور شامل G اگر این صورت غیر در
است. برقرار Cn دور برای بدیهͬ طور به کران دو هر تساوی حالت

به مسیر گراف انتهایی و ابتدایی رأس ٢ مجاورت از دور گراف هر ͬ دانیم م .١ . ۴ . ۴ ملاحظه
(الف) حالت تخمینͬ کران های بنابراین .c ≤ n+ ١ داریم: G گراف هر در پس ͬ آید، م دست
از بیشتری تعداد زیرا است، بهتر ،٣ . ۴ . ۴ گزاره در (ب) حالت شده زده تخمین کران های از

ͬ گیرند. م قرار بررسͬ تحت ب) ) حالت به نسبت (الف) حالت در رئوس
شامل G اگر، وتنها اگر است γsss(G) ≤ n− ٢ آن گاه گیرید. نظر در را G گراف .١ . ۴ . ۴ قضیه

باشد. رأس ٣ حداقل با مؤلفه ΁ی یا K٢ با ی΄ریخت مؤلفه دو

΁ی K٢ مؤلفه دو از ΁ی هر از باشد. K٢ با ی΄ریخت مؤلفه دو شامل G کنید فرض برهان.
D = V (G)− {u, v} مجموعه به وضوح بنامید. v و u را رأس دو این و ب·یرید نظر در را رأس
٣ حداقل با H مؤلفه ΁ی شامل G کنید فرض ͬ باشد. م n − ٢ اندازه با G از SSSDS ΁ی
مجموعه به وضوح گیرید. نظر در را H از T فراگیر درخت از z و w آویزان رأس دو باشد. رأس

.γsss(G) ≤ n− ٢ حالت دو هر در پس ͬ باشد. م H از SSSDS ΁ی D = V (H)− {w, z}

با ی΄ریخت مؤلفه دو شامل G کنید فرض خلف به حال .γsss(G) ≤ n−٢ کنید فرض برعکس:
برای G = sK١ (الف): حالت داریم: حالت دو بنابراین نباشد. رأس ٣ حداقل با مؤلفه ΁ی و k٢
G = k٢ ∪ sK١ (ب): حالت و ندارد وجود γsss(G) ،٢ . ٢ . ۴ لم طبق صورت این  در که .s ≥ ٢
رئوس تمام و غیربدیهͬ مؤلفه از رأس ΁ی شامل G از SSSDS هر حالت این در .s ≥ ١ برای
به حالت دو هر در پس .γsss(G) > n− ٢ یعنͬ این که ،γsss(G) = n− ١ بنابراین است. تنها

است. برقرار ح΄م و باطل خلف فرض لذا ͬ رسیم. م تناقض



گراف ها در قوی نیمه ش΄افنده احاطه گری ۴٠
برای K٢ ∪ sK١ به صورت G اگر، تنها و اگر γsss(G) = n− ١ ،G گراف هر برای .١ . ۴ . ۴ نتیجه

.s ≥ ٠
نباشد. K٢ ∪ sK١ صورت به  G کنید فرض خلف به حال .γsss(G) = n− ١ کنید فرض برهان.
وجودندارد. γsss(G) این صورت در .s ≥ ٠ که G = sK١ اول) (حالت داریم: حالت سه پس
دو در است. رأس ٣ حداقل با مؤلفه ΁ی شامل G سوم): (حالت .G = ٢K٢ دوم): (حالت
است. باطل خلف فرض بنابراین .γsss(G) ≤ n− ٢ ،١ . ۴ . ۴ قضیه طبق (سوم) و ( (دوم حالت
G از SSSDS هر این صورت در .s ≥ ٠ برای K٢ ∪ sK١ به صورت G کنید فرض برعکس:

.γsss(G) = n− ١ بنابراین است. تنها رئوس تمام و غیربدیهͬ مؤلفه از رأس ΁ی شامل
آن گاه: ب·یرید. نظر در را n ≥ ٣ مرتبه از G ناکامل و ناتهͬ گراف .٢ . ۴ . ۴ نتیجه

γsss(G) + γsss(Ḡ) ≤ ٢n− ٣ (الف)
γsss(G).γsss(Ḡ) ≤ n٢ − ٣n+ ٢ (ب)

برای Kn − e گراف G اگر تنها و اگر است برقرار بالا نامساوی دو برای تساوی حالت (پ)
ͬ تواند م Kn از یال e هر که است)، برقرار تساوی نیز Kn − e گراف برای (البته n ≥ ٣

باشد.

K٢ با ی΄ریخت مؤلفه دو شامل Gیا آن گاه باشد، ناکامل گرافGناتهͬ اگر (الف) برهان.
ازطرفͬ .s ≥ ١ برای G = sK١ ∪K٢ یا است، رأس سه حداقل با مؤلفه ΁ی شامل یا و
و ١ . ۴ . ۴ قضیه طبق پس است. همبند گراف ΁ی ناهمبند گراف هر م΄مل ͬ دانیم م

است. برقرار نامساوی ١ . ۴ . ۴ نتیجه
است. (الف) قسمت مشابه کاملا́ نامساوی اثبات (ب)

Knگراف به جای ،٣ . ٢ . ۴ گزاره (الف) قسمت اثبات در اگر ،G = Kn−e کنید فرض (پ)
Kn − e = sK١ ∪K٢ طرفͬ از ͬ شود. م γsss(Kn− e) = n−٢ آن گاه دهیم قرار را Kn− e

.γsss(Kn − e) = n− ١ پس ،s ≥ ١ برای
برقرار بالا نامساوی دو در تساوی آن ازای به که باشد گرافͬ G کنید فرض برعکس:
کنید فرض است. n − ١ مساوی Ḡ یا G گراف دو از ی΄ͬ برای γsss بنابراین است.
اگر است. s ≥ ٠ برای sK١ ∪K٢ صورت به  ،١ . ۴ . ۴ نتیجه طبق Ḡ پس .γsss(Ḡ) = n−١
رأس دو جز به رئوس تمام G در آن گاه ،s > ٠ اگر . است تهͬ و G = ٢K١ آن گاه ،s = ٠
مشابه نیز Kn − e برای اثبات .n ≥ ٣ که kn − e صورت به G لذا هستند. مجاور باهم

است. فوق اثبات

از ی΄ͬ به G اگر تنها و اگر ،γsss(G) = n− ٢ آن گاه ب·یرید. نظر در را G گراف .٢ . ۴ . ۴ قضیه
باشد: زیر صورت ٣



۴١ G از مختلف پارامترهای اساس بر γsss مقادیر بررسͬ
.s ≥ ٠ با ٢K٢ ∪ sK١ به صورت G (الف)

،C۴ ،C٣ ،P۴ ،P٣ گراف های از ی΄ͬ با H که به طوری ،s ≥ ٠ با H ∪ sK١ صورت به  G (ب)
باشد. ی΄ریخت ( K۴ از e یال هر (برای K۴ − e یا و K۴

.δ(H) ≥ n− ٢ و |H| = n ≥ ۵ که به طوری ،s ≥ ٠ با H ∪ sK١ به صورت G (پ)
که کنیم مͬ بررسͬ ابتدا .γsss(G) = n− ٢ کنید فرض برهان.

غیربدیهͬ مؤلفه ΁ی از بیش G کنید فرض باشد. داشته ͬ تواند م غیربدیهͬ مؤلفه چند G

رأس ΁ی فقط شامل S مجموعه  و باشد داشته غیربدیهͬ مؤلفه دو از بیش G اگر باشد. داشته
اگر .γsss(G) < n − ٢ بنابراین است. G از SSSDS ΁ی V (G) − S آن گاه باشد، مؤلفه هر از
تمام از رأس ΁ی و H از رأس دو شامل S مجموعه و بیشتر یا ٣ مرتبه از H مؤلفه شامل G

γsss(G) < n−٢ بنابراین و G از SSSDS ΁ی V (G)−S آن گاه باشد، دی·ر غیربدیهͬ مؤلفه های
بیشتر یا ٣ مرتبه از مؤلفه دو این از کدام هیچ و ندارد غیربدیهͬ مؤلفه دو از بیش G پس است.
.s ≥ ٠ برای ٢K٢ ∪ sK١ فرم به G پس ͬ باشند. م k٢ با ی΄ریخت مؤلفه دو این پس نیستند،

دارند. غیربدیهͬ مؤلفه ΁ی دقیقاً ،γsss(G) = n− ٢ آنها برای که گراف ها سایر بنابراین
ͬ باشد. نم SSSDS ΁ی شامل G آن گاه ،s ≥ ١ برای G = sK١ اگر

،١ . ۴ . ۴ نتیجه طبق پس باشد. ٢ مرتبه از H غیربدیهͬ مؤلفه ΁ی فقط دارای G کنید فرض
.γsss(G) = n− ١

ی΄ریخت P٣ یا C٣ با G پس باشد. ٣ مرتبه از H غیربدیهͬ مؤلفه ΁ی فقط دارای G کنید فرض
است. γsss(G) = n− ٢ که است ͹واض و ͬ باشد م

C٣ گراف یا ستاره G اگر باشد. ۴ مرتبه از H غیربدیهͬ مؤلفه ΁ی فقط دارای G کنید فرض
،P۴ ،C۴ با G این صورت غیر در .γsss(G) = ١ = n− ٣ آن گاه باشد، آویزان رأس ΁ی علاوه به
این از کدام هر برای که است روشن است. ی΄ریخت (k۴ از e یال هر برای ) K۴ − e ویا K۴

.γsss(G) = n− ٢ گراف ها

،δ(H) ≥ n−٢ اگر .n ≥ ۵ مرتبه Hاز = (V ′, E′) غیربدیهͬ مؤلفه ΁ی فقط Gدارای کنید فرض
به H از رأس سه هر پس است. مجاور غیر دی·ر رأس ΁ی حداکثر با H از رأس هر آن گاه
کنید فرض حال .γsss(G) = n − ٢ ،١ . ۴ . ۴ قضیه طبق آن گاه ͬ باشد. م C٣ یا P٣  صورت
اگر .{u,w} ⊆ V ′ − N(v) و درجه مینیمم از H از رأس ΁ی v کنید فرض .δ(H) < n − ٢
ͬ باشد. Gم از SSSDS ΁ی آن گاه Gباشد از احاطه گر مجموعه ΁یD = V ′−{u, v, w} مجموعه
با v و u رأس دو هر پس است همبند H چون نباشد. احاطه گر مجموعه ΁ی D کنید فرض
اگر .z ∈ D ∩ N(u) رأس کنید فرض است. مجاور u با w و مجاورند D از رأس ΁ی حداقل
،D ∩ N(v) = {z} اگر است. G از SSSDS ΁ی (D − {z}) ∪ {u} آن گاه ،D ∩ N(v) ̸= {z}

گراف چون که دارد وجود H از x رأس لذا است. ۵ مساوی یا بزرگتر H مرتبه چون آن گاه
پس است G از SSSDS ΁ی D = V ′ − {x, v, w} پس .x ∈ N(z) یا x ∈ N(u) است همبند



گراف ها در قوی نیمه ش΄افنده احاطه گری ۴٢
است. γsss(G) < n− ٢

،١ . ۴ . ۴ قضیه از استفاده با آن گاه باشد. ی΄ریخت (الف) قسمت گراف با G کنید فرض برعکس:
این در پس باشد. n− ٢ از کمتر اندازه از G از SSSDS ΁ی D کنید فرض .γsss(G) ≤ n− ٢
ͬ گیرند. م قرار ⟨V −D⟩ القایی زیرگراف K٢در مؤلفه دو هر یا ΁ی Gو از تنها رأس چند یا  صورت

.γsss(G) = n− ٢ پس ͬ رسیم. م D بودن احاطه گر با تناقض به صورت دو هر در که
قضیه از استفاده با آن گاه باشد. ی΄ریخت (پ) قسمت یا (ب) قسمت گراف با G کنید فرض
پس است C٣ یا P٣ فرم به H مؤلفه از رأس سه هر چون .γsss(G) ≤ n − ٢ داریم: ،١ . ۴ . ۴
ͬ گیرند. م قرار ⟨V −D⟩ القایی زیرگراف در G تنها رئوس تمام به علاوه H از رأس دو حداکثر

.γsss(G) = n− ٢ پس
درختان ͬ کنند، م صدق γsss(G) = n− ٢ تساوی در که درختانͬ تنها ͬ دهد م نشان قضیه این
نیز Kn کامل گراف برای فوق تساوی همچنین هستند. C۴ و C٣ دور دورها تنها و P۴ و P٣
از تطابق هر M کنید فرض یال هاست. از مستقل مجموعه   تطابق هر ͬ دانیم م است. برقرار

است. برقرار فوق تساوی نیز Kn −M برای این رو از .M ≤ ⌊n٢⌋ پس ،n ≥ ٣ برای Kn

که به طوری دارد وجود G همبند گراف ،k مثبت و صحیح عدد هر برای .۴ . ۴ . ۴ گزاره
.γsss − γs ≥ k و γss − γsss ≥ k

مرتبه از خوشه k شامل G کنید فرض ب·یرید. نظر در را n ≥ ٣ مرتبه از G همبند گراف برهان.
ͬ نامیم. م u را مشترک رأس این مشترکند. رأس ΁ی در خوشه k که به طوری باشد p ≥ ٣
احاطه گر مجموعه ΁ی D = {u} مجموعه پس است مجاور خوشه k رئوس تمام با u رأس چون
وجود G از v رأس این صورت غیر در است، ناهمبند ⟨V − D⟩ القایی زیرگراف است. G از
رأس این از متفاوت خوشه های از رأس دو بین مسیر هر و است مشترک خوشه k در که دارد
است ش΄افنده احاطه گر D مجموعه پس دارد. تناقض u بودن ی΄تا فرض با این که ͬ گذرد م
درجه از و p − ١ مرتبه از خوشه k شامل ⟨V − D⟩ القایی زیرگراف این رو از .γs(G) = ١ و
را رئوس تمامͬ رأس دو جز به ⟨V − D⟩ القایی زیرگراف در خوشه هر از اگر ͬ باشد. م n − ٢
C٣ دور فرم به خوشه ΁ی از رأس سه زیراهر ) خوشه هر از رأس p− ٣ به عبارتͬ گیریم نظر در
مجموعه ΁ی D از u رأس با ⟨V −D⟩ از رأس k(p− ٣) این اجتماع آن گاه است)، P٣ مسیر یا
این رو از پس .γsss(G) = k(p − ٣) + ١ بنابراین است. G از قوی نیمه ش΄افنده احاطه گر
خوشه هر از اگر استدلال همین مشابه .γsss(G) − γs(G) = k(p − ٣) + ١ − ١ = k(p − ٣)
p − ٢ به عبارتͬ گیریم نظر در را رئوس تمامͬ رأس ΁ی جز به ⟨V − D⟩ القایی زیرگراف در
مجموعه ΁ی D از u رأس با ⟨V −D⟩ از رأس k(p − ٢) این اجتماع آن گاه خوشه، هر از رأس
داریم: p = ۴ برای لذا .γss(G) = k(p − ٢) + ١ بنابراین است. G از قوی ش΄افنده احاطه گر

.γss(G)− γsss(G) = k و γsss(G)− γs(G) = k



۴٣ Tدرخت برای γsss مقادیر
γs(G) ≤ آن گاه باشد، مجموعه ‐γs ΁ی شامل n ≥ ٣ مرتبه از G گراف اگر .٣ . ۴ . ۴ قضیه

.γsss(G)
و نیست کامل G ،٢ . ٢ . ١ لم طبق پس است مجموعه ‐γs ΁ی شامل G گراف چون برهان.
G ̸= sK١ چون این رو از ͬ باشد. م غیربدیهͬ مؤلفه دو حداقل یا غیرکامل مؤلفه ΁ی شامل
حالت دو بنابراین .γsss(G) ≤ n− ٢ ،١ . ۴ . ۴ قضیه طبق و دارد وجود γsss(G) لذا ،s ≥ ١ برای

ͬ گیریم: م نظر در را زیر
.γsss(G) ≤ n− ٣ (الف)

|V − D| ≥ ٣ که آن جایی از باشد. G از مجموعه ‐γsss هر D مجموعه کنید فرض
گراف ΁ی ⟨V − D⟩ پس است، ١ حداکثر ⟨V − D⟩ القایی زیرگراف در رأس هر درجه و
γs(G) ≤ پس باشد. مͬ نیز ش΄افنده احاطه گر مجموعه ΁ی D این رو از است. ناهمبند

.γsss(G) ≤ n− ٣

.γsss(G) = n− ٢ (ب)
γs ΁ی G از ‐مجموعه γsss هر آن گاه باشد داشته غیربدیهͬ مؤلفه ΁ی از بیش G اگر
΁ی D احاطه گر مجموعه کنید فرض خلف به ،٢ . ۴ . ۴ قضیه اثبات طبق است ‐مجموعه
تهͬ ⟨V −D⟩ القایی زیرگراف یا پس نیست. ش΄افنده احاطه گر که باشد، G از SSSDS
باشد تهͬ ⟨V − D⟩ اگر است. همبند رأس دو حداقل با یا دارد رأس ΁ی فقط یا است
طبق باشد داشته رأس ΁ی اگر ͬ اند، بدیه مؤلفه هایش تمام و s ≥ ١ برای G = sK١ یعنͬ
همبند رأس دو حداقل با ⟨V −D⟩ اگر .s ≥ ٠ برای k٢ ∪ sK١ فرم به G ،١ . ۴ . ۴ نتیجه
فرض پس ͬ رسیم. م دارد غیربدیهͬ مؤلفه ΁ی از بیش G که فرض این با تناقض به باشد
مؤلفه این پس باشد داشته را H غیربدیهͬ مؤلفه ΁ی فقط G اگر است. باطل خلف
u, v ∈ V (H) مجاور غیر رأس دو پس نیست کامل H چون .V (H) ≥ ٣ و نیست کامل
V (G)−S پس است. مستقل مجموعه ΁ی S = {u, v} مجموعه که طوری به دارد وجود

.γs(G) ≤ n− ٢ پس است، مستقل مجموعه ΁ی S چون است. مجموعه ‐γsss ΁ی

.γ(G) ≤ γs(G) ≤ γsss(G) ≤ γss(G) مجموعه ‐γs ΁ی شامل G گراف هر برای .٣ . ۴ . ۴ نتیجه
قضیه طبق γs(G) ≤ γsss(G) نامساوی ،٢ . ٣ . ٣ قضیه طبق γ(G) ≤ γs(G) نامساوی برهان.

است. برقرار ،٢ . ١ . ۴ لم طبق γsss(G) ≤ γss(G) نامساوی و ،٣ . ۴ . ۴

Tدرخت برای γsss مقادیر ۵ . ۴
مختلف پارامترهای برحسب را γsss از کران هایی و پردازیم مͬ T درخت در γsss بررسͬ به حال

ͬ آوریم. م دست به T درخت



گراف ها در قوی نیمه ش΄افنده احاطه گری ۴۴
که به طوری ، γsss(T ) ≤ n − ε(T ) داریم: n ≥ ٣ مرتبه از T درخت هر برای .١ . ۵ . ۴ قضیه
هر اگر تنها و اگر است برقرار تساوی است. T درخت آویزان رأس های تعداد نمایان گر ε(T )

باشد. مجاور درخت آن از آویزان رأس ΁ی حداقل با T درخت غیرآویزان رأس
رئوس تمام مجموعه S مجموعه ی کنید فرض ب·یرید. نظر در را T = (V,E) درخت برهان.
پس است. T رئوس از مستقل مجموعه ΁ی S که است ͹واض لذا باشد. T درخت آویزان
هر کنید فرض .γsss(T ) ≤ n − ε(T ) این رو از ͬ باشد، م T از SSSDS ΁ی V − S مجموعه
γsss ΁ی V −S مجموعه آن گاه باشد، مجاور ⟨S⟩ مجموعه از رأس ΁ی حداقل با V −S از رأس
u ∈ V − S رأس لذا نباشد، مینیمم V − S مجموعه کنید فرض خلف به است. ‐مجموعه
V − (S ∪ {u}) مجموعه چون است. T از SSSDS ΁ی V − (S ∪ {u}) که طوری به  دارد وجود
دارد. فرض با تناقض این که نیست مجاور T از آویزان رأس هیچ با u رأس پس است احاطه گر
فرض خلف به حال .γsss(T ) = n − ε(T ) کنید فرض برعکس: .γsss(T ) = n − ε(T ) این رو از

که به طوری دارد وجود u ∈ V − S رأس کنید
΁ی V − (S ∪{u}) بنابراین نیست. مجاور T از آویزان رأس هیچ با u رأس یا N(u)∩S = ϕ

ͬ رسیم. م فرض با تناقض به نتیجه در .γsss(T ) < n− ε(T ) پس است. T از SSSDS
تنها و اگر است برقرار تساوی .γsss(T ) ≤ n٢ ،n ≥ ٣ مرتبه از T درخت هر برای .٢ . ۵ . ۴ قضیه

باشد. مجاور درخت آن از آویزان رأس ΁ی دقیقاً با T درخت از غیرآویزان رأس هر اگر
(ساقه پشتیبان رئوس مجموعه S٠ کنید فرض ب·یرید. نظر در را T = (V,E) درخت برهان.
و S١ و T١ = ⟨V −(S٠∪L٠)⟩ کنید فرض باشد. T درخت آویزان رئوس مجموعه L٠ و ((T) درخت
⟨V −(S٠∪L٠)⟩ القایی زیرگراف از آویزان رئوس مجموعه و پشتیبان رئوس مجموعه ترتیب به L١
( ٠ ≤ i ≤ k ) که Ti برای تساوی چپ سمت در که ͬ دهیم م ادامه آن جا تا را روند این  باشند.
را پشتیبان رئوس و آویزان رئوس مرحله هر در ͽواق در ) نماند باقͬ رأسͬ مرحله k از بعد است،
ͬ دهیم). م قرار Si و Li مجموعه دو در و انتخاب را قبل مرحله از باقیمانده رئوس مجموعه از

کنید فرض
D =

k∪
i=٠
Si

پس .
V −D زیرا است، T رئوس از مستقل مجموعه ΁ی V −D است. احاطه گر مجموعه ΁ی D
آن از ی΄ͬ باشند مجاور باهم آن در رأس دو اگر لذا و بوده مرحله k هر آویزان رئوس شامل فقط
رأس پس نباشد احاطه گر D کنید فرض ͬ باشد. م Si به متعلق و است پشتیبان رأس رأس، دو
بنابراین است همبند T چون طرفͬ از ،N(u) ∩ D = ϕ که به طوری دارد وجود u ∈ V − D

مجموعه این رو از دارد. V −D بودن مستقل با تناقض این که دارد قرار V −D در u همسایه
.α٠(T ) ≤ β٠(T ) داریم: ٢ . ٣ . ١ قضیه و ٣ . ۴ . ٣ لم طبق است. قوی نیمه ش΄افنده احاطه گر D
T از آویزان غیر رأس هر که ͬ دهد م رخ آویزان و پشتیبان رئوس تعداد تساوی زمانͬ بنابراین



۴۵ G از مینیمال های SSSDS ͬ های ویژگ
که است بدیهͬ لذا باشد. مجاور T از آویزان رأس ΁ی با دقیقاً

k∪
i=٠

|Si| ≤
k∪

i=٠
|Li|

΁ی دقیقاً با T از رأس هر کنید فرض .γsss(T ) ≤ n٢ این رو از .|D| ≤ n٢ ،٠ ≤ i ≤ k برای پس
پس است، ی΄ریخت (T ◦ K١) به صورت که T+ تاج با T بنابراین باشد. مجاور آویزان رأس
پس γ(T ) ≤ γsss(T ) ͬ دانیم: م ،٣ . ۴ . ۴ نتیجه طبق طرفͬ از .γ(T ) = n٢ ،١ . ٢ . ٣ قضیه طبق

.γsss(T ) = n٢
( T ◦K١ ) فرم به T درخت ،۵١ . ١ . ٧ تعریف طبق این رو از .γsss(T ) = n٢ کنید فرض برعکس:

است. مجاور آویزان رأس ΁ی دقیقاً با T از رأس هر لذا است.

G از مینیمال های SSSDS ͬ های ویژگ ۶ . ۴
΁ی و باشد. مینیمال G از SSSDS ΁ی آن تحت که ͬ شود م بیان را شروطͬ بعد قضیه در

ͬ شود. م اثبات موضوع این با مرتبط دی·ر قضیه
از D قوی نیمه ش΄افنده احاطه گر مجموعه داریم: G = (V,E) گراف هر برای .١ . ۶ . ۴ قضیه

باشد: برقرار زیر شروط از ی΄ͬ v ∈ D رأس هر برای اگر تنها و اگر است مینیمال G

است. تنها رأس ΁ی ⟨D⟩ مجموعه در V رأس (الف)
u رأس به عبارتͬ یا است، N(u) ∩D = {v} که به طوری دارد وجود u ∈ V −D رأس (ب)

است. مجاور D از v رأس با فقط
|N(v) ∩ به عبارتͬ یا است، مجاور ⟨V −D⟩ القایی زیرگراف از رأس دو حداقل با v رأس (پ)

.(V −D)| ≥ ٢
΁ی به متعلق u رأس که به طوری است. مجاور u ∈ V − D رئوس از برخͬ با v رأس (ت)

ͬ باشد. م ⟨V −D⟩ القایی زیرگراف از K٢ مؤلفه

رأس ΁ی v ∈ D و باشد G از مینیمال SSSDS ΁ی D مجموعه کنید فرض برهان.
ش΄افنده احاطه گر زیرمجموعه هیچ مینیمالDدارای مجموعه تعریف طبق باشد. دلخواه
دو این رو از نیست. G از SSSDS ΁ی D′ = D−{v} مجموعه بنابراین نیست. قوی نیمه
زیرگراف (٢) یا نیست احاطه گر D′ (١)مجموعه دارد: وجود D′ مجموعه برای زیر حالت
رخ (١) حالت اگر است. دو حداقل درجه از رأس ΁ی شامل ⟨(V − D) ∪ {v}⟩ القایی
دارد وجود u ∈ V −D رأس یا ͬ شود م احاطه خودش توسط فقط v رأس یا آن گاه دهد
است. برقرار (ب) یا (الف) حالت دو از ی΄ͬ این رو از است، مجاور D در v رأس با فقط که
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⟨V −D⟩ القایی زیرگراف رأس های از رأس دو حداقل با v رأس یا دهد رخ (٢) حالت اگر
΁ی به متعلق u رأس که به طوری u ∈ V − D رأس تعدادی با که این یا است مجاور

است. برقرار (ت) یا (پ) حالت دو این رو از ͬ باشد. م مجاور است، K٢ مؤلفه
رأس هر ازای به که به طوری باشد، G از SSSDS هر D مجموعه کنید فرض برعکس:
(الف) شرط v ∈ D رأس هر ازای به اگر باشد. برقرار قضیه شرط چهار از ی΄ͬ v ∈ D

هر ازای به اگر نیست. احاطه گر D′ = D − {v} مجموعه هر آن گاه باشد، برقرار (ب) یا
⟨(V − D) ∪ {v}⟩ القایی زیرگراف آن گاه باشد، برقرار (ت) یا (پ) شرط v ∈ D رأس
ش΄افنده D′ = D − {v} مجموعه بنابراین است. دو حداقل درجه از رأس ΁ی شامل

است. G از مینیمال SSSDS ΁ی D مجموعه پس نیست، قوی نیمه

باشد، مینیمال SSSDS ΁ی D مجموعه اگر تنها، رأس بدون G گراف هر برای .٢ . ۶ . ۴ قضیه
است. احاطه گر مجموعه ΁ی V −D آن گاه

کنید فرض خلف به حال باشد. G از مینیمال SSSDS ΁ی D مجموعه کنید فرض برهان.
هیچ با که به طوری دارد وجود D مجموعه در u رأس این رو از نباشد، احاطه گر V −D مجموعه
تنها رأس فاقد G طرفͬ از .N(u) ∩D = ϕ به عبارتͬ یا نیست. مجاور V −D رئوس از کدام
احاطه گر D′ = D − {u} مجموعه لذا است. مجاور D از رأس ΁ی حداقل با u رأس پس است،
نیمه ش΄افنده احاطه گر D′ پس است، تنها ⟨V −D′⟩ القایی زیرگراف در u رأس چون و است
خلف فرض لذا ͬ رسیم، م D مجموعه بودن مینیمال با تناقض به بنابراین ͬ باشد. م نیز قوی

است. مینیمال SSSDS ΁ی D مجموعه و باطل

γsss(G) + γ(G) با رابطه در نتایجͬ ٧ . ۴
فاقد که G در قوی نیمه ش΄افنده احاطه گری و احاطه گری عدد دو مجموع برای کرانͬ حال

ͬ آید. م بدست T درخت برای مجموع این از کرانͬ همچنین و شده بیان تنهااست رأس
.γsss(G) + γ(G) ≤ n تنها رأس فاقد G گراف هر در .٧ . ١ . ۴ نتیجه

مینیمال D پس .|D| = γsss(G) بنابراین باشد. G از γsss‐مجموعه ΁ی D کنید فرض برهان.
است. احاطه گر V −D مجموعه ،٢ . ۶ . ۴ قضیه طبق آن گاه است تنها رأس فاقد چون و است

.γsss(G) + γ(G) ≤ n پس ،|D|+ |V −D| = n که آن جا از لذا .γ(G) ≤ |V −D| بنابراین
از آویزان غیر رأس هر اگر تنها و اگر .γsss(T ) + γ(T ) = n ،T درخت هر برای .٧ . ٢ . ۴ نتیجه

باشد. T آن از آویزان رأس ΁ی دقیقاً با T
مجموعه SSSDS پس .γsss(T ) + γ(T ) = n کنید فرض ب·یرید. نظر در را T درخت برهان.
طبق بنابراین .γsss(T ) = γ(T ) = n٢ و است مینیمال که به طوری دارد وجود T درخت در D



۴٧ ∆ حسب بر γsss از کرانͬ
مجاور درخت آن از آویزان رأس ΁ی با دقیقاً T درخت از غیرآویزان رأس هر ،٢ . ۵ . ۴ قضیه

است.
باشد. مجاور آن از آویزان رأس ΁ی با دقیقاً T از غیرآویزان رأس هر کنید فرض برعکس:
تاج گراف صورت به T درخت طرفͬ از .γsss(T ) = n٢ داریم: ،٢ . ۵ . ۴ قضیه اساس بر بنابراین

.γsss(T ) + γ(T ) = n نتیجه در .γ(T ) = n٢ ،١ . ٢ . ٢ قضیه طبق لذا است. (T ◦K١)
محدود همبند گراف های به نتیجه این است بهتر ،٧ . ١ . ۴ نتیجه با رابطه در .٧ . ١ . ۴ ملاحظه

ͬ شود. م ارائه فرض این با مرتبط نتایجͬ ادامه در که شود.
.γsss(G) + γ(G) = n تنها رأس فاقد و n ≥ ٣ مرتبه از G گراف هر برای .١ .٧ . ٣ . ۴ نتیجه

.γsss(Gi) + γ(Gi) = n تساوی ،G از (١ ≤ i ≤ n٢ ) با Gi مؤلفه هر برای اگر تنها و اگر
این رو از .γ(G) = n٢ اگر وتنها اگر .γsss(G) + γ(G) = n تنها رأس فاقد G گراف هر در .٢
هر برای ) H+ یا C۴ دور با که G از از مؤلفه هر برای فوق ١ . ٢ . ١، تساوی قضیه طبق

است. برقرار باشد ی΄ریخت (H همبند گراف
آن ها برای γsss(G) + γ(G) = n تساوی که هستند نیز دی·ری گراف های حال هر به .٣
حذف از که است گرافͬ K−

n و n ≥ ٢ و زوج n که به طوری K−
n +٢K١ نظیر است، برقرار

ͬ شود. م حاصل Kn کامل گراف از تطابق ماکزیمم کردن
گراف هایی تنها و نیست برقرار γsss(G) + γ(G) = n تساوی ٣ مرتبه از گرافͬ هیچ برای .۴
مسیر از غیرآویزان رأس هر ) P۴ مسیر و C۴ دور ͬ کنند م صدق تساوی در ۴ مرتبه از که

هستند. است) مجاور آویزان رأس ΁ی با دقیقاً P۴

∆ حسب بر γsss از کرانͬ ٨ . ۴
T درخت برای بحث این همچنین و شده مشخص ∆(G) حسب بر γsss(G) از کرانͬ ادامه در

ͬ شود. م دنبال n مرتبه از
است. تیز کران  .γsss(G) ≤ ⌊ n∆(G)

∆(G)+١⌋ تنها رأس فاقد G گراف هر برای .٨ . ١ . ۴ لم
،⌈ n

∆(G)+١⌉ ≤ γ(G) ≤ n − γsss(G) داریم: ،٢ . ۵ . ۴ نتیجه و ١ . ٢ . ٢ قضیه اساس بر برهان.
.γsss(G) ≤ ⌊ n∆(G)

∆(G)+١⌋ بنابراین
لم اساس بر لذا .⌈ n

∆(G)+١⌉ = γ(G) = n − γsss(G) این  رو از γsss(G) = ⌊ n∆(G)
∆(G)+١⌋ کنید فرض

بالعکس. و است ی΄ریخت P۴ مسیر یا C۴ دور با G ،٢ . ٢ . ۴
درخت اگر تنها و اگر .γsss(T ) = n−∆(T ) ،n ≥ ٣ مرتبه از T درخت هر برای .٨ . ١ . ۴ قضیه

باشد. زخمͬ عنکبوت ΁ی فرم به T



گراف ها در قوی نیمه ش΄افنده احاطه گری ۴٨
از غیرآویزان رأس هر پس باشد. ی΄ریخت زخمͬ عنکبوت ΁ی با T درخت کنید فرض برهان.
از .γsss(T ) = n− ε(T ) ،١ . ۵ . ۴ قضیه طبق و است مجاور آویزان رأس ΁ی حداقل با T درخت

.γsss(T ) = n−∆(T ) این رو از ∆(T ) = ε(T ) زخمͬ عنکبوت در طرفͬ
΁ی v ∈ V (T ) رأس کنید فرض .γsss(T ) = n − ∆(T ) ،T درخت برای کنید فرض برعکس:
نداشته دی·ری رأس همسایه هایش و v رأس از غیر T درخت اگر باشد. درجه ماکزیمم با رأس
،(t ≥ ١ ) برای K١,t ستاره ΁ی T درخت آن گاه ،V (T ) − N [v] = ϕ دی·ر به عبارتͬ باشد،
΁ی حداقل V (T ) − N [v] در کنید فرض حال است. زخمͬ عنکبوت ΁ی T درخت بنابراین
این غیر در زیرا است، دوبخشͬ گراف ΁ی ⟨V (T ) −N [v]⟩ القایی زیرگراف باشد. موجود رأس
بخش های ͬ توان م دارد. تناقض T بودن درخت فرض با این که است فرد دور ΁ی شامل  صورت
اندازه از X بخش اندازه که به طوری نامید. Y و X را V (T ) − N [v] از دوبخشͬ گراف این
از مستقل مجموعه ΁ی X پس است. ماکزیمم X بخش اندازه به عبارتͬ یا بزرگتر Y بخش
است. مستقل احاطه گر مجموعه ΁ی X ∪ {v} مجموعه است. ⟨V (T )−N [v]⟩ القایی زیرگراف
است. مستقل Y مجموعه است. Y ∪N(v) به صورت ⟨V (T )− (X ∪ {v})⟩ القایی زیرگراف لذا
ͬ شود م ایجاد دور این صورت غیر در زیرا نیستند، مجاور هم با N(v) از رأسͬ دو هیچ طرفͬ از
احاطه  گر مجموعه ΁ی X ∪ {v} مجموعه پس دارد. تناقض T بودن درخت فرض با این که
.n = γsss(T )+∆(T ) ≤ |X|+١+∆(G) بنابراین است. T درخت از مستقل قوی نیمه ش΄افنده
چون است. مستقل مجموعه ΁ی V (T )−N [v] مجموعه و است تهͬ Y مجموعه این رو از پس
مجاور N(v) از رأس ΁ی دقیقاً با V (T )−N [v] مجموعه در رأس هر پس است همبند T درخت
این رو از ͬ شود. م ایجاد دور گراف در آن گاه باشد مجاور N(v) رأس دو حداقل با اگر زیرا است.
٣ حداقل درجه از رأس ΁ی شامل T درخت دی·ر به عبارت یا است عنکبوت ΁ی T درخت
و n = ٢∆(T ) + ١ پس باشد سالم عنکبوت اگر ͬ باشد. م ٢ حداکثر درجه از رأس n − ١ و
داریم: لذا باشد. مͬ T از مجموعه SSSDS ΁ی N(v) مجموعه ∆(T ) درجه از v رأس برای
از کدام هیچ با N(v) مجموعه از رأس ΁ی حداقل بنابراین .n = γsss(T ) + ∆(T ) ≤ ٢∆(T )

است. زخمͬ عنکبوت ΁ی T پس نیست، مجاور V (T )−N [v] رئوس

µ(G) و β٠(G) ،α٠(G) حسب بر γsss بالای کران ٩ . ۴
.γsss(G) ≤ min{n− β٠(G), α٠(G),٢µ(G)} تنها رأس فاقد G گراف هر برای .٩ . ١ . ۴ قضیه

ماکزیمم مستقل مجموعه ΁ی S کنید فرض ب·یرید. نظر در را تنها رأس فاقد G گراف برهان.
از نیست. یالͬ هیچ دارای ⟨S⟩ القایی زیرگراف این رو از باشد. β٠(G) اندازه با G رئوس از
مجموعه در همسایه ΁ی حداقل ⟨S⟩ در رأس هر پس است، تنها رأس فاقد G چون طرفͬ
لذا است. G گراف از SSSDS ΁ی V − S مجموعه پس .δ(G) ≥ ١ بنابراین دارد V − S

از باشد. α٠(G) اندازه با G از رأسͬ پوشش مینیمم S کنید فرض .γsss(G) ≤ n − β٠(G)



۴٩ گراف ها از خاصͬ رده برای γsss تعیین
΁ی حداقل شامل ⟨V − S⟩ اگر زیرا .s ≥ ١ برای ⟨V − S⟩ = sK١ القایی زیرگراف این رو
΁ی با V − S در رأس هر دارد. تناقض است رأسͬ پوشش مینیمم S که این  با باشد یال
لذا است. G از SSSDS ΁ی S مجموعه پس .δ(G) ≥ ١ بنابراین است، مجاور S در رأس
تطابق ΁ی M = {ei = uivi : i = ١,٢, . . . , µ} مجموعه کنید فرض .γsss(G) ≤ α٠(G)
΁ی D = {ui, vi : i = ١,٢, . . . , µ} اگر .ui, vi ∈ V (G) و ei ∈ E(G) و G یال های از ماکزیمم
به دارد وجود ⟨V − D⟩ القایی زیرگراف در ی΁ رأس حداقل آن گاه نباشد، احاطه گر مجموعه
از برخͬ برای دی·ر عبارت به یا نیست. مجاور D مجموعه رئوس از کدام هیچ با که طوری
مطلب کلیت از کاستن بدون لذا .d(x,D) = min{d(x,w) : w ∈ D} ≥ ٢ ،x ∈ D رئوس
و باشد تواند مͬ D از رأس هر ui که به طوری دارد، وجود G در P = (x, y, . . . , ui) مسیر
زیرا افزود M تطابق به ͬ توان م را {xy} یال این رو از .d(x, ui) = min{d(x,w) : w ∈ D}

با که است G از تطابق ΁ی M ∪ {xy} پس ندارد. M تطابق رئوس با مشترکͬ رأس هیچ
مجموعه باشد Gماکزیمال Mدر تطابق اگر همین طور دارد. Mتناقض تطابق بودن ماکزیمال
وجود V − D در یال ΁ی آن گاه نباشد مستقل اگر زیرا است. مستقل مجموعه ΁ی V − D

D پس افزود. M به آن را ͬ توان م این رو از و ندارد M تطابق با مشترکͬ رأس هیچ که دارد
تنها رأس فاقد G گراف هر در این رو از .γsss(G) ≤ ٢β١(G) لذا است. G از SSSDS ΁ی

.γsss(G) ≤ min{n− β٠(G), α٠(G),٢β١(G)}

.γsss(T ) ≤ β٠(T ) ،T درخت هر برای .٩ . ١ . ۴ نتیجه

قضیه و ٢ . ٣ . ١ قضیه اساس بر این رو از .β٠(T ) ≥ n٢ ،T درخت هر در ،٣ . ۴ . ٣ لم طبق برهان.
.γsss(T ) ≤ β٠(T ) ،٩ . ١ . ۴

.γsss(G) + i(G) ≤ n ،G غیربدیهͬ و همبند گراف هر برای .٩ . ٢ . ۴ نتیجه

همبند G چون باشد. β٠(G) اندازه از ماکزیمم مستقل مجموعه ΁ی D کنید فرض برهان.
طرفͬ از .i(G) ≤ β٠(G) این رو از است. مستقل احاطه گر مجموعه ΁ی D مجموعه پس است،

.γsss(G) + i(G) ≤ n لذا .γsss(G) ≤ n− β٠(G) ،٩ . ١ . ۴ قضیه اساس بر

گراف ها از خاصͬ رده برای γsss تعیین ١٠ . ۴
برای قوی نیمه ش΄افنده احاطه گری عدد کردن مشخص به معطوف را خود توجه بخش این در
گراف هایی مانند ͬ کنند. م صدق خاص خصوصیات برخͬ در که ͬ کنیم، م گراف ها از رده ای

ͬ آیند. م بدست گراف ها روی شده تعریف اعمال از استفاده با گراف دو ترکیب از که



گراف ها در قوی نیمه ش΄افنده احاطه گری ۵٠

G٢ و G١ گراف دو پیوند از حاصل گراف برای γsss ١٠ . ١ . ۴
min{n١, n٢} ≥ ١ که طوری به باشند. n٢ و n١ مرتبه از گراف دو G٢ و G١ اگر .١٠ . ١ . ۴ قضیه

آن گاه .V (G١) ∩ V (G٢) = ϕ و
γsss(G١ ∨G٢) = min{n١ + k٢, n٢ + k١}

⟨V (Gi)−Di⟩ القایی زیرگراف و Di ⊂ V (Gi) و Di مجموعه اندازه کوچ΄ترین ki که صورتͬ به .
ͬ باشد. م sK١ ∪ tK٢ ( s, t ≥ ٠) با ی΄ریخت

هر D مجموعه کنید فرض ب·یرید. نظر در را n٢ و n١ مرتبه از G٢ و G١ گراف دو برهان.
اگر .V ′ = V (G١ ∨G٢)−D همچنین و G١ ∨G٢ از SSSDS

|V ′ ∩ V (Gi)| ≥ ١
و

|V ′ ∩ V (Gj)| ≥ ٢
پس است متصل Gj از رأس هر به Gi از رأس هر چون آن گاه .{i, j} = {١,٢} که طوری به
بودن SSSDS با تناقض این لذا ͬ باشد. م دو حداقل x ∈ V (Gi) ∩ V ′ که x رأس هر درجه

اگر دارد. D مجموعه
|V ′ ∩ V (G١)| = |V ′ ∩ V (G٢)| = ١

،V ′ ∩V (Gi) = ϕ ،i = ٢ یا i = ١ برای اگر ͬ باشد. م G١ ∨G٢ از SSSDS هر D مجموعه آن گاه
،ki تعریف طبق آن گاه

|D ∩ V (Gi)| ≥ ki

این رو از .
γsss(G١ ∨G٢) ≥ min{n١ + k٢, n٢ + k١}

V (Gi)− القایی زیرگراف که طوری به باشد V (Gi) از مینیمم مجموعه زیر ΁یDi مجموعه اگر .
مجموعه های آن گاه نباشد، ٢ مساوی یا بزرگتر درجه از رأسͬ هیچ دارای i = ١,٢ برای Di

لذا ͬ باشند. م G١ ∨G٢ از SSSDS ΁ی کدام هر D٢ ∪ V (G١) و D١ ∪ V (G٢)

γsss(G١ ∨G٢) ≤ min{n١ + k٢, n٢ + k١}

.γsss(G١ ∨G٢) = min{n١ + k٢, n٢ + k١} نتیجه در .
گراف و دوستونͬ تاج، گراف گراف ها این ͬ شود، م معرفͬ جدیدی گراف های ادامه در
گراف ها این در قوی نیمه ش΄افنده احاطه گری عدد مقدار سپس دارند. نام شده ش΄افته

شود. مͬ بررسͬ



۵١ گراف ها از خاصͬ رده برای γsss تعیین

G١ ◦ G٢ تاج گراف برای γsss ١٠ . ٢ . ۴
.V (G١)∩V (G٢) = ϕ که طوری به  باشند n٢ و n١ مرتبه از به ترتیب گراف G٢دو G١و کنید فرض
΁ی گرفتن از استفاده با G٢ و G١ از آمده بدست گراف به عنوان G = G١ ◦ G٢ ٢ تاج گراف
از رأس i‐امین به G٢ از کپی i‐امین از رأس هر کردن متصل و G٢ از کپی n١ و G از کپی
یا تاج همان G ،۵١ . ١ . ٧ تعریف طبق آن گاه باشد، K١ با ی΄ریخت G٢ اگر ͬ شود. م تعریف ،G١

است. G+

G١ G٢

G١ ◦G٢

G١ ◦G٢ تاج گراف و G٢ و G١ گراف های :٣ . ۴ ش΄ل

به آن از قبل اما ͬ شود. م بررسͬ تاج گراف برای قوی نیمه ش΄افنده گری احاطه عدد ادامه در
داریم. نیاز [١] ͽمرج از زیر پایه ای نتیجه

.γ(G١ ◦G٢) = n داریم ،G٢ و G١ گراف هر برای .١٠ . ١ . ۴ لم
V (G١) ∩ که طوری به باشند، n٢ و n١ مرتبه از گراف دو G٢ و G١ کنید فرض .١٠ . ٢ . ۴ قضیه
مجموعه اندازه کوچ΄ترین k که ،γsss(G١ ◦ G٢) = n١(k + ١) آن گاه باشد. V (G٢) = ϕ

(s, t ≥ ٠ ) برای sK١∪ tK٢ با ⟨V (G٢)−D⟩ القایی زیرگراف که طوری به ͬ باشد، م D ⊂ V (G٢)
است. ی΄ریخت

باشد. G = G١ ◦G٢ کنید فرض ب·یرید، نظر در را n٢ و n١ مرتبه از G٢ و G١ گراف های برهان.
کنید فرض

V (G) = V (G١ ◦G٢) = (

n١∪
i=١
Vi) ∪ V (G١)

٢ Corona graph



گراف ها در قوی نیمه ش΄افنده احاطه گری ۵٢
.V (G١) = {v١, . . . , vn١} و i = ١, . . . , n١ برای ⟨Vi⟩ ∼= G٢ و Vi = {ui١ , . . . , uin٢} که طوری به ،

مجموعه کنید فرض
D = V (G١) ∪ (

n١∪
i=١Si)

برای ⟨Vi − Si⟩ القایی زیرگراف که طوری به باشد، مینیمم اندازه با مجموعه ΁ی Si ⊂ Vi که ،
در که این  و ،١٠ . ١ . ۴ لم اساس بر لذا باشد. ی΄ریخت s, t ≥ ٠ که sK١ ∪ tK٢ با i = ١, . . . , n١
D مجموعه پس است، متصل G١ از i رأس هر به G٢ از کپی i‐امین از رأس هر تاج گراف

القایی زیرگراف طرفͬ از ͬ کند. م احاطه G١ ◦G٢ رئوس مجموعه

⟨V (G١ ◦G٢)−D⟩ ∼= n١(sK١) ∪ n١(tK٢)

پس .G١ ◦G٢ از SSSDS ΁ی D مجموعه بنابراین ،

|D| = |V (G١) ∪ (

n١∪
i=١
Si)| = |V (G١)|+

n∪
i=١

|Si| = n١ + n١k

.γsss(G١ ◦G٢) ≤ n١(k + ١) بنابراین .
مؤلفه ای هیچ دارای G٢ اگر باشد. G١ ◦ G٢ SSSDSاز هر D′ مجموعه کنید فرض برعکس:
از .s, t ≥ ٠ که sK١ ∪ tK٢ فرم به خود G٢ یعنͬ ،k = ٠ آن گاه نباشد بیشتر یا ٣ مرتبه از
فرم به ⟨V (G)−D′⟩ القایی زیرگراف و G١ ◦G٢ از مینیمم احاطه گر مجموعه ΁ی V (G١) طرفͬ
هر برای این رو از است، ‐مجموعه γsss(G١ ◦G٢) ΁ی V (G١) بنابراین .s, t ≥ ٠ که sK١ ∪ tK٢
غیر در باشد G٢ از کپی i‐امین به متعلق D′ از رأس ΁ی حداقل باید ،vi ∈ V (G١)−D′ رأس

نیست. G١ ◦G٢ از SSSDS ΁ی D′ یا این صورت
.k ≤ n٢−٢ ،٢ . ۴ . ۴ قضیه طبق پس باشد، رأس سه حداقل با مؤلفه ΁ی شامل G٢ کنید فرض
آن گاه ،١ ≤ i ≤ n که ها i از برخͬ برای نباشد D′ مجموعه عضو vi ∈ V (G١) رأس اگر
⟨V −D′⟩ القایی زیرگراف به متعلق vi رأس درجه این صورت غیر در چون .|D′ ∩ Vi| ≥ n٢ − ١
عضو ،vi ∈ V (G١) رأس اگر دارد. D′ بودن SSSDS با تناقض که است، ٢ مساوی یا بزرگتر

بنابراین .|D′ ∩ Vi| ≥ k آن گاه ،١ ≤ i ≤ n هاکه i از برخͬ برای باشد D′ مجموعه

|D′| ≥ a(n٢ − ١) + k(n١ − a) + (n١ − a) = n١k + n١ + at (*)

دی·ر عبارت به نیست. D′ ،SSSDS به متعلق که است V (G١) از رئوسͬ تعداد a که طوری به
پس .t ≥ ٠ بنابراین ، k ≤ n٢ − ٢ چون لذا .t = (n٢ − k − ٢) و a ≥ ٠ پس a = |V (G١)−D′|

رأس سه حداقل با مؤلفه  هیچ شامل G٢ که حالتͬ برای ،* رابطه این رو از .|D′| ≥ n١k + n١
.γsss(G١ ◦G٢) = n١(k + ١) داریم: پس است. استفاده قابل نیز نباشد،



۵٣ گراف ها از خاصͬ رده برای γsss تعیین

Tk(G) ستونͬ دو گراف برای γsss ١٠ . ٣ . ۴
استفاده با K٢ و G از آمده دست به گراف عنوان به Tk(G) ٣ دوستونͬ گراف ،G گراف هر برای
رأس و u رأس کردن متصل و G از uv یال هر ازای به K٢ از کپی k و G از کپی ΁ی گرفتن از

باشد. uv یال همان به مربوط که ای ‐K٢ هر انتهایی رئوس به v

G

T١(G)
T٢(G)

T٢(G) و T١(G) دوستونͬ گراف ،G گراف :۴ . ۴ ش΄ل

.k ≥ ٢ که طوری به .γsss(Tk(G)) = n ،n ≥ ٢ مرتبه از G ناتهͬ گراف هر برای .١٠ . ٣ . ۴ قضیه
V = V (Tk(G)) کنید فرض ب·یرید. نظر در mرا اندازه و n مرتبه از s ≥ ١ Gبرای ̸= sK١ برهان.
یال با متناظر Tk(G) جدید یال های e١

i , e
٢
i , . . . , e

k
i کنید فرض .D = V (G) = {v١, . . . , vn} و

(vi, vj ∈ V (G)) یال هر ازای به Tk(G) تعریف طبق .i = ١,٢, . . . ,m برای ei ∈ E(G)

متصل خود با متناظر K٢ انتهایی رئوس به (i, j = ١, . . . , n) vj رأس و vi رأس ،ei = vivj

(mk)K٢ با ⟨V −D⟩ القایی زیرگراف طرفͬ از است. احاطه گر مجموعه ΁ی D این رو از است.
.γsss(Tk(G)) ≤ n لذا است. Tk(G) از SSSDS ΁ی D مجموعه بنابراین است. ی΄ریخت

هر که است ͹واض باشد. مینیمم اندازه با Tk(G) از SSSDS ΁ی D′ مجموعه کنید فرض حال
عضو ،١ ≤ i ≤ n که ها i از برخͬ برای vi ∈ V (G) رأس اگر است. D′ به متعلق تنها رأس
e١
t , e

٢
t , . . . , e

k
t یال های انتهای شدن احاطه برای آن گاه .vivj = et ∈ E(G) و نباشد D′ مجموعه

است. نیاز e١
t , e

٢
t , . . . , e

k
t یال های بر ͽواق رئوس از رأس k حداقل هستند، مجاور vi رأس با که

داریم: لذا ،a ≤ n و k ≥ ٢ چون .a = |D′ ∩ V (G)| که طوری به .|D′| ≥ a+ (n− a)k بنابراین
.γsss(Tk(G)) = n بنابراین .γsss(Tk(G)) ≥ n که ͬ کند م تصدیق این .|D′| ≥ ٢n−a ≥ n

٣ Trestled graph



گراف ها در قوی نیمه ش΄افنده احاطه گری ۵۴
G از مجزا خوشه های Kn١ ,Kn٢ , . . . ,Knt کنید فرض ب·یرید. نظر در را G گراف .١٠ . ٢ . ۴ لم
صورت این نیستند.در ماکزیمال لزوماً خوشه ها و min{n١, n٢, . . . , nt} ≥ ٢ که طوری به باشند

γsss(G) ≥
t
Σ
i=١ni − ٢

|V (Knt)∩D| ≤ ni−٣ باشیم داشته اگر Gباشد. از SSSDS Dهر مجموعه کنید فرض برهان.
حداقل درجه از ⟨V −D⟩ از خوشه ΁ی ⟨V (Knt) −D⟩ القایی زیرگراف آن گاه ،١ ≤ i ≤ t برای
i برای ،|V (Knt) ∩D| ≥ ni − ٢ بنابراین دارد. D بودن SSSDS با تناقض این که است. سه

بنابراین .١ ≤ i ≤ t که
γsss(G) ≥

t
Σ
i=١ni − ٢

.

شده ش΄افته گراف برای γsss ۴ . ١٠ . ۴
و خوشه ΁ی به آن را رئوس مجموعه بتوان اگر گوییم، ۴ شده ش΄افته گراف ΁ی را G گراف

کرد. افراز مستقل مجموعه ΁ی

شده ش΄افته گراف :۵ . ۴ ش΄ل

داریم زیر لم به نیاز شده، ش΄افته گراف برای قوی نیمه ش΄افنده احاطه گری عدد بررسͬ از قبل
است. شده آورده [٣] ͽمرج از که

صورت به القایی زیرگراف فاقد اگر تنها و اگر است، شده ش΄افته گراف ΁ی G گراف .١٠ . ٣ . ۴ لم
باشد. ٢K٢ و P۴ مسیر ،C۵ یا C۴ دور

΁ی ⟨S⟩ که ،S ∪ I مجزای بخش های با همبند شده ش΄افته گراف ΁ی G اگر .۴ . ١٠ . ۴ قضیه
علاوه به .|S| − ٢ ≤ γsss(G) ≤ |S| آن گاه باشد، G از مستقل مجموعه ΁ی I و خوشه

دو حداقل یا خصوصͬ همسایه ΁ی دارای x ∈ S رأس هر اگر تنها و اگر .γsss(G) = |S| (الف)
.|N(x) ∩ I| ≥ ٢ دی·ر عبارت به باشد. I در همسایه

۴ Split graph



۵۵ گراف ها از خاصͬ رده برای γsss تعیین
هیچ که باشد داشته وجود x ∈ S رأس ΁ی حداقل اگر تنها و اگر ،γsss(G) = |S| − ١ (ب)
y ̸= x که y ∈ S رأس هر و |N(x) ∩ I| ≤ ١ که طوری به باشد نداشته خصوصͬ همسایه

باشد. داشته I در همسایه ΁ی حداقل

نداشته I در همسایه ای هیچ S از رأس دو حداقل اگر تنها و اگر ،γsss(G) = |S| − ٢ (ج)
باشند.

قبل نامساوی |S| = ١ که زمانͬ این رو از .|S| − ٢ ≤ γsss(G) ،١٠ . ٢ . ۴ لم اساس بر برهان.
رئوس با I مستقل مجموعه رئوس این رو از است همبند G چون است. برقرار بدیهͬ طور به
مجموعه پس .V −S = I طرفͬ از است. احاطه گر مجموعه ΁ی S بنابراین مجاورند، S خوشه

.γsss(G) ≤ |S| بنابراین است. G از SSSDS ΁ی S
که طوری به ،x ∈ S رأس باشد داشته وجود کنید فرض .γsss(G) = |S| کنید فرض (الف)
که y ∈ S رأس پس است، همبند G چون .|N(x) ∩ I| ≤ ١ و ندارد خصوصͬ همسایه هیچ
G از SSSDS ΁ی S − {x} مجموعه بنابراین .|N(x) ∩ I| ⊆ y که طوری به دارد وجود y ̸= x

دارد. تناقض S بودن مینیمال فرض با این و است
|N(x) ∩ I| ≥ ٢ یا است، خصوصͬ همسایه ΁ی دارای x ∈ S رأس هر کنید فرض برعکس:
SSSDS ΁ی D = S − {x} مجموعه که طوری به دارد وجود x ∈ S رأس کنید فرض است.
همسایه فرض با این که ندارد خصوصͬ همسایه x رأس است احاطه گر D چون باشد. G از
رأس درجه پس .|N(x) ∩ I| ≥ ٢ کنید فرض است. متناقض x ∈ S رأس هر داشتن خصوصͬ
بنابراین است. متناقض D بودن SSSDS با این که ٢است، مساوی یا بزرگتر x ∈ ⟨V − D⟩

داشته وجود x رأس ΁ی حداقل باید پس .γsss(G) = |S| − ١ کنید فرض (ب) γsss(G) = |S|

x, y ∈ S رأس دو کنید فرض .|N(x) ∩ I| ≤ ١ که طوری به و خصوصͬ همسایه فاقد باشد
G از SSSDS ΁ی S − {x, y} بنابراین .|N(x) ∩ I| = |N(y) ∩ I| = ٠ که طوری به دارد وجود

.γsss(G) = |S| − ١ با متناقض که است
هر و |N(x) ∩ I| ≤ ١ که طوری به و ندارد خصوصͬ همسایه x ∈ S رأس کنید برعکس:فرض
G از SSSDS ΁ی S − {x} مجموعه آن گاه دارد. I در همسایه ΁ی حداقل y ̸= x که y ∈ S

γsss(G) = |S|−١ بنابراین نیست. G از SSSDS ΁ی {u, v} ⊂ S هر برای S−{u, v} ولͬ است.
باشد. G از مجموعه ‐γsss ΁ی D − {x, y} کنید فرض .γsss(G) = |S| − ٢ کنید فرض (ج)
فرض با که است. ٢ مساوی یا بزرگتر x ∈ ⟨V − D⟩ رأس درجه آن گاه ،|N(x) ∩ I| ≥ ١ اگر

دارد. تناقض D بودن SSSDS
از ندارند I در همسایه ای هیچ که طوری به دارد وجود x, y ∈ S رأس دو کنید فرض برعکس:

.γsss(G) = |S| − ٢ این رو



گراف ها در قوی نیمه ش΄افنده احاطه گری ۵۶

نهایی طرح و گیری نتیجه ١١ . ۴
در است. گراف نظریه در رشد حال در زمینه ترین سریع علاوه به و مهم احاطه گری، نظریه
عدداحاطه گری ش΄افنده، احاطه گری عدد نام های با را احاطه گری از پارامتر سه نامه پایان این
مورد در مطالعه اهم که شد. معرفͬ را قوی نیمه ش΄افنده عدداحاطه گری و قوی ش΄افنده
پژوهش موضوع که است گراف ها در γsss عدد مطالعه و قوی نیمه ش΄افنده احاطه گری مفهوم
برای وسیعͬ حوزه اگرچه، شد. پارامترآغاز این از مطالعه ای فقط البته، است. نام این به نیز

ͬ شوند. م فهرست آن ها از برخͬ جا این که دارد وجود پارامتر این روی بیشتر پژوهش
هستند. زیر به صورت باز مسایل از برخͬ (A)

کنید. مشخص را ،γ(G) = γsss(G) آن ها در که گراف هایی .١
کنید. مشخص را ،γs(G) = γsss(G) آن ها در که گراف هایی .٢

اما دارد. دلالت γs(G) = γsss(G) آن گاه ،γ(G) = γsss(G) اگر این که بر ،٣ . ۴ . ۴ نتیجه
نیست. درست برعکسش

کنید. مشخص را ،γss(G) = γsss(G) آن ها در که گراف هایی .٣
مشخص را ،γ(G) + γsss(G) = n آن ها در که را n مرتبه از تنها رأس فاقد گراف های .۴

کنید.
ͬ کند. م کفایت نیز کنید اثبات همبند گراف های برای را مسئله این اگر

مشخص را ،γ(G) + γsss(G) = n٢ آن ها در که را n مرتبه از تنها رأس فاقد گراف های .۵
کنید.

طوری به دارد وجود G گراف آیا شده اند. داده a ≤ b ≤ c ≤ d با d و c ،b ،a مثبت اعداد .۶
.γss(G) = d و γsss(G) = c ،γs(G) = b ،γ(G) = a آن برای که

در را k مثبت عدد و G = (V,E) گراف است. جالب بررسͬ برای کل در مسئله این (B)
احاطه گر اگر است، k‐ش΄افنده احاطه گر مجموعه ΁ی S ⊆ V مجموعه ب·یرید. نظر
بنابراین باشد. k مساوی یا بزرگتر درجه از رأسͬ فاقد ⟨V − S⟩ القایی زیرگراف و باشد
احاطه گر مجموعه و ٠‐ش΄افنده احاطه گر مجموعه ΁ی قوی ش΄افنده احاطه گر مجموعه
ادامه ترتیب همین به و است ١‐ش΄افنده احاطه گر مجموعه ΁ی قوی نیمه ش΄افنده
k‐ش΄افنده احاطه گر مجموعه کوچ΄ترین اندازه k‐ش΄افنده احاطه گری عدد ͬ یابد. م
که این  اثبات ،۴ . ۴ . ۴ گزاره ایده از پیروی با ͬ شود. م داده نشان γks نماد با که است
γks − γk−١

s ≥ t که طوری به دارد وجود G همبند گراف t مثبت صحیح عدد هر برای
این .p ≥ k+٢ که رأس ΁ی در مشترک p مرتبه از خوشه t شامل گراف، نیست: دشوار



۵٧ نهایی طرح و گیری نتیجه
ͬ دهد. م پیشنهاد را کلͬ مفهوم با مرتبط کاربردی برنامه های همچنین سؤال، چندین

بپردازید. پارامترها این خصوصیات بررسͬ به ͬ توانید م حال
مثبت عدد و G = (V,E) گراف ͬ آید. م بررسͬ برای ذیل شرح به دی·ری پارامتر ادامه در (C)
اگر ͬ شود م نامیده k‐خوشه احاطه گر مجموعه ΁ی S ⊆ V مجموعه ب·یرید. نظر در را k
باشد. k مساوی یا بزرگتر مرتبه از خوشه ای فاقد ⟨V −D⟩ القایی زیرگراف و باشد احاطه گر
مجموعه و ١‐خوشه احاطه گر مجموعه ΁ی قوی ش΄افنده احاطه گر مجموعه بنابراین
اندازه مینیمم ͬ باشد. م ٢‐خوشه احاطه گر مجموعه ΁ی قوی نیمه ش΄افنده احاطه گر
مثبت صحیح عدد هر برای ͬ شود. م داده نشان γkc با k‐خوشه احاطه گر مجموعه ΁ی
از خوشه t شامل گراف، .γkc − γk−١

c ≥ t که طوری به دارد وجود G همبند گراف t

مثبت و صحیح عدد برای که این اثبات .p ≥ k + ١ که رأس ΁ی در مشترک p مرتبه
بررسͬ به ͬ توانید م حال .k = ١,٢ اگر ͬ دهد م رخ تساوی نیست. دشوار γk+١

c ≤ γkc ،k
بپردازید. پارامترها این
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Aabstract

Let G be a graph. A set D ⊆ V of vertices in a graph G is called a dominating set if every
vertex in V −D is adjacent to a vertex in D. A dominating set D is a split dominating set if the
induced subgraph ⟨V −D⟩ is disconnected. If there exist a split dominating set D of G, then the
minimum cardinality ofD is called the split domination number or γs(G). A dominating setD is
a strong split dominating set if the induced subgraph ⟨V −D⟩ with at least two vertices is empty
graph. If there exist a strong split dominating set D of G, then the minimum cardinality of D is
called the strong split domination number or γss(G). A dominating set D is a semi-strong split
dominating set if |V −D| ≥ 1 and the maximum degree of any vertex v ∈ (V −D) is one. If there
exist a semi-strong split dominating set D of G, then the minimum cardinality of D is called the
semi-strong split domination number or γsss(G). In this thesis, some of the results related to the
γs(G) are described and then the γss(G) is examined. At the end, the semi-strong split domination
is introduced in the graphs and a number of related theorems are proved.

Keywords: dominating set, split dominating set, strong split dominating set, semi-strong split
dominating set.
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