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سپاس گزاری...

خداوند نهاد. ودیعه به انسان ها دل در را آموختن به عشق که را معبودی سپاس و شکر
سپری دانش و علم تحصیل راه رادر خود عمر تا داد فرصت من به که می گویم سپاس را

کنم.
بیدار من در را جستجو و کشف لذت و دانستن شور کودکی، از که عزیزم مادر و پدر از
کردن فراهم با سالها، این تمام در و آموختند من به را تلاش و استقامت و کردند
دانم. قدر وجود، تمام با نمودند، آسان من بر را دشواری ها از بسیاری روحی، آرامش
محضرشان در که بزرگواری اساتید تمام مقابل در معلم، والای مقام به احترام پاس به
ساخته ام، سیراب معرفتشان جوشان چشمه از را وجودم تشنه کویر و نموده فیض کسب

می دارم. ابراز ایشان از را خود گزاری سپاس مراتب و آورده فرود تعظیم سر
که روزهایی تمام که هاشمی، ابراهیم دکتر آقای جناب بردبارم، راهنمای استاد از
نهایت بود، اخلاق و علم با توأم آموختن از بودم تحقیق به مشغول ایشان نظارت تحت
در و می باخت رنگ دلسردی ها تمام که بود ایشان امید از پر پرتو در دارم. را تشکر
از همچنین می یافت. پاسخ گاهم بی و گاه پرسش های ناپذیرشان، خستگی وجود سایه
بی دریغشان یاری و راهنمایی ها برای آل هوز عبدالˁʓه دکتر آقای جناب مشاورم، استاد
رضا مهدی دکتر آقای جناب محترم اساتید از هم آخر در سپاسگزارم. صمیمانه
پایان نامه این داوری زحمت اینکه از جعفری سیدحیدر دکتر آقای جناب و خورسندی

می کنم. قدردانی و تشکر کردند تقبل را

بالدی رقیه
١٣٩۶ تیرماه

ز



نامه تعهد
دانشگاه ریاضی علوم محض ریاضی رشته ارشد کارشناسی دانشجوی بالدی رقیه اینجانب
توسیع های برخی و نیم‐آرمنداریز حلقه های مطالعه  عنوان با پایان نامه نویسنده شاهرود،

می شوم: متعهد هاشمی ابراهیم راهنمایی تحت ، آن
برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط پایان نامه این در تحقیقات •

است.
شده استناد استفاده مورد مرجع به پژوهش گران، دیگر پژوهش های نتایج از استفاده در •

است.
مدرک نوع هیچ دریافت برای دیگری فرد یا خود، توسط کنون تا پایان نامه، این مطالب •

است. نشده ارایه هیچ جا در امتیازی یا
نام با مستخرج مقالات و دارد، تعلق شاهرود صنعتی دانشگاه به اثر، این معنوی حقوق •
خواهد چاپ به “ Shahrood University of Technology “ یا “ شاهرود صنعتی دانشگاه “

رسید.
بوده اند، تاثیرگذار پایان نامه اصلی نتایج آوردن به دست در که افرادی تمام معنوی حقوق •

می گردد. رعایت پایان نامه از مستخرج مقالات در
آنها) بافت های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •

است. شده رعایت اخلاقی اصول و ضوابط است، شده استفاده
افراد شخصی اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •
شده رعایت انسانی اخلاق اصول و رازداری اصل است)، شده استفاده (یا یافته دسترسی

است.
بالدی رقیه
١٣٩۶ تیرماه

نشر حق و نتایج مالکیت
برنامه های کتاب، مستخرج، ( مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
شاهرود صنعتی دانشگاه به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم افزارها رایانه ای،

شود. ذکر مربوطه علمی تولیدات در مقتضی، نحو به باید مطلب این می باشد.
نمی باشد. مجاز منبع ذکر بدون پایان نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده •



ط



چکیده
برای هرگاه گوییم، آرمنداریز n−نیم را R حلقه ی باشد. مثبت صحیح عدد یک n کنیم فرض
تکرارهای (با ضریبی n هر حاصلضرب آن گاه ،fn = ٠ اگر ،R[x] حلقه در f چندجمله ای هر
عـدد هـر بـرای هـرگـاه گـوییم، آرمـنـداریـز نـیـم را R حلقه ی است. صفر با برابر f از ممکن)
نیم حلـقـه هـای که است بدیهی باشد. آرمنداریز n−نیم ،R حـلـقـه ی ،n مـثـبـت صـحـیـح
از برخی ابتدا نامه، پایان این در هـسـتـنـد. آرمـنـداریـز حـلـقـه هـای از تعمیمی آرمنـداریـز،
رابطه ی سپس می کنیم. بررسی را دارند آرمـنـداریـزی n−نـیـم خاصیت که ماتریسی حلقه های
نشان واقع در می کنیم. بررسی را تقلیل یافته حلقه های با آرمنداریز n−نیم حلقه های بین
n× n مثلثی بالا ماتریس های حلقه ی اگر فقط و اگر است تقلیل یافته R حلقه ی که می دهیم
است آرمنداریز n−نیم ،R حلقه ی که می کنیم ثابت همچنین باشد. آرمنداریز n−نیم ،R روی
بیان نیز آرمنداریز نیم −n حلقه های از متعددی مثال های باشد. چنین R[x] اگر فقط و اگر

می کنیم.

مثلثی، بالا ماتریس  حلقه ی آرمنداریز، نیم حلقه ی آرمنداریز، n−نیم حلقه ی کلیدی: کلمات
یافته. تقلیل حلقه ی چندجمله ای، حلقه ی
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١ فصل
مقدماتی تعاریف و مفاهیم

مقدمه ١ . ١
مقدمات و می پردازیم آن به وابسته حلقه های و آرمنداریز حلقه های مطالعه ی به فصل این در
این سراسر در می کنیم. فراهم را پایان نامه این کلیدی و اساسی قضایای و تعاریف برای لازم
بیان آن خلاف به صراحت آنکه مگر می گیریم، نظر در یکدار و شرکت پذیر را R حلقه ی پایان نامه
مرجع از برگرفته فصل این مباحث و مطالب است. طرفه دو ایده آل ایده آل، از منظور و شود

می باشد. [٢٣]

مقدماتی مفاهیم ١ . ٢
چون است تابعی G بر دوتایی عمل یک باشد، ناتهی مجموعه ی یک G اگر .١ . ٢ . ١ تعریف
نسبت G از c چون یکتا عضو یک G×G اعضای از (x, y) مرتب زوج هر به که ∗ : G×G −→ G

می دهیم. نشان xy یا x ∗ y نماد با را آن که می دهد

در ∗ دوتایی عمل با همراه G مجموعه ی یک از عبارت است (G, ∗) گروه یک .١ . ٢ . ٢ تعریف
باشند. برقرار زیر اصول به طوری که G



مقدماتی تعاریف و مفاهیم ٢
x, y, z ∈ G هر ازای به یعنی، است؛ شرکت پذیر ∗ دوتایی عمل (١

(x ∗ y) ∗ z = x ∗ (y ∗ z).

،G از x هر برای به طوری که دارد وجود G در e چون عضوی (٢
e ∗ x = x ∗ e = x.

می باشد. به فرد منحصر و است ∗ عمل به نسبت G همانی عضو یک e عضو این
به طوری که دارد وجود G از x′ چون عضوی G از x هر برای (٣

x′ ∗ x = x ∗ x′ = e.

می باشد. به فرد منحصر و است ∗ عمل به نسبت x معکوس x′ عضو
یک باشد، شرکت پذیر فقط G روی ∗ عمل آن در که را (G, ∗) جبری ساختار .١ . ٢ . ٣ تعریف

می  نامند. نیم گروه
باشد. همانی عضو دارای هرگاه می  نامیم، مونوئید یک را (G, ∗) نیم گروه .۴ . ١ . ٢ تعریف

یعنی، باشد؛ ∗ جابه جایی  دوتایی عمل که صورتی در می نامیم، آبلی (G, ∗) گروه .۵ . ١ . ٢ تعریف
.x ∗ y = y ∗ x ،x, y ∈ G هر ازای به

عمل دو با همراه R ناتهی مجموعه ی یک از است عبارت (R,+, ·) حلقه یک .۶ . ١ . ٢ تعریف
باشند: برقرار زیر اصول به طوری که R در “ · ” و “ + ” دوتایی

باشد. آبلی گروه یک “ + ” عمل به نسبت R مجموعه ی (١
.(x · y) · z) = x · (y · z) ،x, y, z ∈ R هر ازای به یعنی، است؛ شرکت پذیر “ · ” عمل (٢

باشیم: داشته x, y, z ∈ R هر ازای به یعنی، است؛ توزیع پذیر “+” عمل به نسبت “ ·” عمل (٣
x · (y + z) = x · y + x · z و (y + z) · x = y · x+ z · x.

می نامیم. ضرب و جمع به ترتیب را “ · ” و “ + ” دوتایی عمل های
حلقه ی یک را آن باشد جابه جایی خاصیت دارای ضرب دوتایی عمل R حلقه ی در اگر

می نامیم. جابه جایی
داشته همانی عضو “·” دوتایی عمل به نسبت هرگاه می نامیم، یکدار را R حلقه ی .١ . ٢ . ٧ تعریف
.x · ١ = ١ · x = x ،x ∈ R هر برای به  طوری که باشد داشته وجود ١ ∈ R دیگر، به عبارت باشد،



٣ مقدماتی مفاهیم
چپ از وارون پذیر x گوییم .x ∈ R و باشد یکدار حلقه یک R کنیم فرض .١ . ٢ . ٨ تعریف
تعریف راست از وارون پذیر متناظراً .yx = ١ به طوری که باشد داشته وجود y ∈ R هرگاه است

می شود.
راست از وارون پذیر هم و چپ از وارون پذیر هم هرگاه یکه می نامیم، را ،x ناصفر عنصر
را آن که می دهد، گروه یک تشکیل ضرب عمل با R حلقه ی یکه ی عناصر مجموعه ی باشد.

می دهیم. نشان U(R) نماد با و R می نامیم یکه های گروه
به همراه S هرگاه می نامیم، R زیرحلقه ی یک را R حلقه ی از S زیرمجموعه ی .١ . ٢ . ٩ تعریف

باشد. حلقه یک خود R روی شده تعریف  دوتایی عمل دو
همریختی یک را f : R −→ S نگاشت باشند. حلقه دو S و R کنیم فرض .١ . ٢ . ١٠ تعریف

باشیم: داشته x, y ∈ R هر برای هرگاه می نامیم،
،f(x+ y) = f(x) + f(y) (١

،f(xy) = f(x)f(y) (٢
.f(١R) = ١S (٣

باشد. پوشا f هرگاه می نامیم، بروریختی را f همریختی •

باشد. یک به یک f هرگاه می نامیم، تکریختی را f همریختی •

باشد. پوشا و یک به یک f هرگاه می نامیم، یکریختی را f همریختی •

را آن باشد، یکریختی f صورتی که در می نامیم. R درون ریختی را f : R −→ R همریختی •

می نامیم. R خودریختی
عنصر هرگاه می نامیم، چپ صفر علیه مقسوم یک را R در x ناصفر عنصر .١ . ٢ . ١١ تعریف
می شود. تعریف راست صفر مقسوم علیه متناظراً .xy = ٠ که باشد داشته وجود y ناصفر
هم و چپ صفر علیه مقسوم هم هرگاه می نامیم، صفر مقسوم علیه یک را ،x ∈ R عنصر

باشد. راست صفر مقسوم علیه
چپ یا راست صفر علیه مقسوم هیچ هرگاه می نامیم، دامنه یک را R حلقه ی .١ . ٢ . ١٢ تعریف
صحیح حوزه ی یا صحیح دامنه ی را آن باشد جابه جایی R دامنه ی هرگاه باشد. نداشته ناصفر

می نامیم.
نباشد. صفر علیه مقسوم x عنصر هرگاه می نامیم، منظم را R حلقه از x عنصر .١ . ٢ . ١٣ تعریف
چپ ایده آل را R از I ناتهی زیرمجموعه ی باشد. حلقه یک R کنیم فرض .١۴ . ١ . ٢ تعریف

کند. صدق زیر اصول در به طوری که می نامیم (راست)



مقدماتی تعاریف و مفاهیم ۴
+x؛ y ∈ I آن گاه، ،x, y ∈ I اگر (١

.(xr ∈ I) rx ∈ I آن گاه، ،r ∈ R و x ∈ I اگر (٢
ایده آل یایک طرفه دو ایده آل یک آن به باشد، راست ایده آل هم و چپ ایده آل هم I هرگاه

می  گوییم.
توسط شده تولید ایده آل را باشد X شامل که R حلقه ی ایده آل کوچکترین .١۵ . ١ . ٢ تعریف
⟨x⟩ نماد از ⟨X⟩ به جای آن گاه X = {x} اگر می دهیم. نمایش ⟨X⟩ علامت با و می نامیم X

می کنیم. استفاده
ساختمان صورت این در باشد، R از ایده آلی I و حلقه یک R کنیم فرض .١۶ . ١ . ٢ تعریف
چنین آن در ضرب و جمع و می نامیم قسمتی خارج حلقه ی را آن که است حلقه یک (R

I
,+, .)

می شوند: تعریف
(x+ I) + (y + I) = (x+ y) + I

(x+ I).(y + I) = (x.y) + I

.y + I ∈ R

I
و x+ I ∈ R

I
،x, y ∈ R آن در که

x مجهول با چندجمله ای ها حلقه ی را R[x] باشد. حلقه یک R کنیم فرض .١ . ٢ . ١٧ تعریف
نمایش f(x) =

n∑
i=١

aix
i به صورت و می نامیم چندجمله ای را R[x] عناصر می نامیم. R روی

.a٠, a١, . . . , an ∈ R که می دهیم،
به طوری که است R[x] در چندجمله ای های تمام مجموعه ی A[x] آن گاه، باشد، A ⊆ R اگر

هستند. A به متعلق آن ضرایب همه ی
تعریف زیر به صورت را R حلقه ی مشخصه ی باشد. حلقه یک R کنیم فرض .١ . ٢ . ١٨ تعریف

می کنیم:
Char(R) = min

{
n ∈ N : ∀r ∈ R, nr = ٠}.

می کنیم. تعریف صفر را R حلقه ی مشخصه ی باشد، نداشته وجود nی چنین اگر
در هرگاه می نامیم، اول را p باشد. R از ایده آلی p و حلقه یک R کنیم فرض .١ . ٢ . ١٩ تعریف

کند. صدق زیر اصول
p؛ ̸= R (١

.J ⊆ p یا I ⊆ p آن گاه، IJ ⊆ p اگر I, J ⊆ R ایده آل های برای (٢



۵ مقدماتی مفاهیم
می دهیم. نشان Spec(R) نماد با را R حلقه ی اول ایده آل های تمام مجموعه ی

معادلند: زیر گزاره های p ایده آل برای باشد. حلقه یک R کنیم فرض .١ . ٢ . ٢٠ گزاره
است. اول p (١

.y ∈ p یا x ∈ p آن گاه، ،< x >< y >⊆ p و x, y ∈ R هرگاه (٢
.y ∈ p یا x ∈ p آن گاه، ،xRy ⊆ p و x, y ∈ R هرگاه (٣

.J ⊆ p یا I ⊆ p آن گاه، ،IJ ⊆ p و باشند R از چپ ایده آل هایی J و I هرگاه (۴
.J ⊆ p یا I ⊆ p آن گاه، ،IJ ⊆ p و باشند R از راست ایده آل هایی J و I هرگاه (۵

■ شود. مراجعه [١٢] از ١٠.١ گزاره ی به برهان.
می نامیم، ماکسیمال را m باشد. R از ایده آلی m و حلقه  یک R کنیم فرض .١ . ٢ . ٢١ تعریف
تمام مجموعه ی .m ⊊ q ⊊ R به طوری که نباشد موجود q چون ایده آلی و m ⊊ R هرگاه

می دهیم. نشان Max(R) نماد با را R حلقه ی ماکسیمال ایده آل های
است. اول ماکسیمال، اید ه آل هر .١ . ٢ . ٢٢ ملاحظه

باشند R از اید ه آل هایی J و I و باشد R حلقه ی از ماکسیمال اید ه آل یک m کنیم فرض برهان.
.R = (m+ I)(m+ J) = m+ IJ لذا و ،m+ I = R = m+ J نتیجه در نیستند. m مشمول که
■ .IJ ⊈ m بنابراین
ماکسیمال چپ ایده آل های تمام اشتراک باشد. ناصفر R حلقه ی کنیم فرض .١ . ٢ . ٢٣ تعریف
آن گاه، R = {٠} اگر می دهیم. نشان radR نماد با و می نامیم R جیکبسون١ رادیکال را آن

می کنیم. تعریف صفر را آن جیکبسون رادیکال
موضعی حلقه ی را R باشد. ناصفر جابه جایی حلقه ی یک R کنیم فرض .٢۴ . ١ . ٢ تعریف
R حلقه ی ماکسیمال ایده آل m اگر باشد. داشته ماکسیمال ایده آل یک فقط هرگاه می نامیم،

می  دهیم. نشان (R,m) نماد با را حلقه این باشد،
هرگاه می نامیم، ضربی بسته ی را S باشد. R از زیرمجموعه یک S کنیم فرض .٢۵ . ١ . ٢ تعریف

٠؛ /∈ S و ١ ∈ S (١
.s١s٢ ∈ S باشیم داشته s١, s٢ ∈ S هر به ازای (٢

روی را ∼ رابطه ی باشد. R از ضربی بسته ی زیرمجموعه ی یک S کنیم فرض .٢۶ . ١ . ٢ تعریف
صورت به (x, s), (y, t) ∈ R× S هر به ازای R× S دکارتی حاصل ضرب
(x, s) ∼ (y, t) ⇐⇒ ∃u ∈ S : u(xt− ys) = ٠

می کنیم. تعریف
١Jacobson



مقدماتی تعاریف و مفاهیم ۶
است. R× S روی هم ارزی رابطه ای یک ∼ که داد نشان می توان آسانی به

نماد با را هم ارزی کلاس های تمام مجموعه ی و x

s
نماد با را (x, s) عنصر هم ارزی کلاس

به ،s, t ∈ S و x, y ∈ R هر به ازای را S−١R در ضرب و جمع عمل می دهیم. نشان S−١R
صورت

x

s
+

y

t
=

xt+ ys

st
و x

s

y

t
=

xy

st

این می باشد. جابجایی حلقه ای یک ضرب و جمع عمل این با همراه S−١R می کنیم. تعریف
است. ١

١ آن ضربی همانی و ٠
١ آن صفر عضو می نامیم. S به نسبت R کسرهای حلقه ی را حلقه

است. ضربی بسته ی یک S = R\p ،p مانند R از اول ایده آل هر ازای به .١ . ٢ . ٢٧ مثال
و R از اولی ایده آل p اگر می نامیم. S در موضعی سازی را R از S−١R ایجاد فرآیند قرارداد.

می دهیم. نشان Rp نماد با و می نامیم p در R موضعی سازی را S−١R آن گاه باشد، S = R\p

نماد با را I رادیکال باشد. R از ایده آلی I و جابه جایی حلقه  یک R کنیم فرض .١ . ٢ . ٢٨ تعریف
می کنیم: تعریف زیر صورت به و می دهیم نشان √I

√
I =

{
r ∈ R : ∃n ∈ N; rn ∈ I

}
می نامیم، اولیه را q باشد. R از ایده آلی q و جابه جایی حلقه یک R کنیم فرض .١ . ٢ . ٢٩ تعریف

کند. صدق زیر شرایط در هرگاه
q؛ ̸= R (١

.y ∈ √
q یا x ∈ q آن گاه، ،xy ∈ q اگر x, y ∈ R هر برای (٢

نیست. درست آن عکس ولی است اولیه اول، ایده آل هر .١ . ٢ . ٣٠ ملاحظه
p−اولیه را q صورت این در باشد. R حلقه ی از اولیه ایده ال یک q کنیم فرض .١ . ٢ . ٣١ تعریف

.p =
√
q هرگاه می نامیم،

n مانند مثبتی صحیح عدد هرگاه می نامیم، پوچ توان را R حلقه ی از x عنصر .١ . ٢ . ٣٢ تعریف
N(R) نماد با را R حلقه ی پوچ توان عناصر تمام مجموعه ی .xn = ٠ به طوری که باشد موجود

می هیم. نشان
باشد؛ پوچ توان آن عنصر هر هرگاه می  نامیم، پوچ را R حلقه ی از I ایده آل .١ . ٢ . ٣٣ تعریف

.In = ٠ به طوری که باشد موجود n صحیح عدد هرگاه است پوچ توان I ایده آل
باشد. اول {٠} ایده آل هرگاه می نامیم، اول را R حلقه ی .٣۴ . ١ . ٢ تعریف

آن گاه ،ab ∈ P و a, b ∈ R هرگاه می نامیم، اول کاملا́ را R حلقه ی از P ایده آل .٣۵ . ١ . ٢ تعریف
است. اول اول، کاملا́ ایده آل هر که واضح است .b ∈ P یا a ∈ P



٧ R حلقه رادیکال های

R حلقه رادیکال های ١ . ٣
و اول ایده آل های و بالایی، پوچ رادیکال اول)، (رادیکال پایینی پوچ رادیکال بخش این در

می دهیم. قرار بررسی مورد را آن ها خواص و کرده معرفی را اول کاملا́
برای هرگاه می نامیم، m−سیستم یک را R حلقه ی از S ناتهی زیرمجموعه ی .١ . ٣ . ١ تعریف

.arb ∈ S که باشد داشته وجود r ∈ R عنصر a, b ∈ S هر
عکس اما است، m−سیستم یک R حلقه ی از بسته ضربی زیرمجموعه ی هر که است واضح
اما است، m−سیستم یک {١, a, a٢, a۴, · · · } آن گاه، a ∈ R اگر مثال، برای نیست. درست آن

نیست. ضربی بسته
و اگر است اول P صورت این در باشد. R حلقه ی از سره ایده آلی P کنیم فرض .١ . ٣ . ٢ نتیجه

باشد. m−سیستم یک R\P اگر فقط
■ است. بدیهی برهان.
،s ∈ S هر برای هرگاه می نامیم، n−سیستم یک را R حلقه ی از S زیرمجموعه ی .١ . ٣ . ٣ تعریف

.srs ∈ S که باشد داشته وجود گونه ای به r ∈ R عنصر
می دهیم نشان √A به که را A رادیکال باشد. R حلقه ی از ایده آلی A کنیم فرض .۴ . ١ . ٣ تعریف

می کنیم: تعریف زیر صورت به
√
A =

{
s ∈ S : باشد داشته A با ناتهی اشتراک باشد s شامل که m−سیستمی .{هر

تمام اشتراک با √A صورت این در باشد. R حلقه ی از سره ایده آلی A کنیم فرض .۵ . ١ . ٣ قضیه
است. ایده آل یک √A به ویژه است. برابر A شامل اول ایده آل های

■ شود. مراجعه [٢٣] از ٧.١.٢ قضیه به برهان.
می دهیم نشان N∗(R) یا P (R) را R حلقه ی اول) رادیکال (یا پایینی پوچ رادیکال .۶ . ١ . ٣ تعریف

.P (R) =
√

{٠} می کنیم تعریف چنین و
است. برابر R حلقه ی اول ایده آل های تمام اشتراک با و است پوچ P (R) که می دانیم

با و می نامیم بالایی پوچ رادیکال را R حلقه ی پوچ ایده آل های تمام مجموع .١ . ٣ . ٧ تعریف
می دهیم. نشان N∗(R)

و است R حلقه ی پوچ ایده آل بزرگترین N∗(R) که است واضح
N∗(R) =

{
a ∈ R : است .{⟨a⟩پوچ

.N(R) = N∗(R) هرگاه می نامیم، NI را R حلقه ی .١ . ٣ . ٨ تعریف



مقدماتی تعاریف و مفاهیم ٨
مجموعه ی مینیمال عضو یک هرگاه گوییم، مینیمال را R حلقه از P اول ایده آل .١ . ٣ . ٩ تعریف

باشد. R اول ایده آل های تمام
باشد. نداشته پوچ ناصفر ایده آل هیچ هرگاه گوییم، اول قویاً را R اول حلقه ی .١ . ٣ . ١٠ تعریف
از P ایده آل باشد. اول قویاً R

P
حلقه ی هرگاه می نامیم، اول قویاً را R حلقه ی از P سره ایده آل

باشد. مینیمال اول، قویاً ایده آل های بین در P هرگاه می نامیم، مینیمال اول قویاً را R حلقه ی
است. اول اول، قویاً ایده آل هر و است اول اول، کاملا́ ایده آل هر که است واضح

نداشته ناصفری پوچ توان عنصر هیچ هرگاه می نامیم، یافته تقلیل را R حلقه ی .١ . ٣ . ١١ تعریف
باشد.

R یـافـتـه ی تـقـلـیـل حـلـقـه ی از زیـرمـجـمـوعـه ای {r١, r٢, · · · , rn} کـنـیـم فـرض .١ . ٣ . ١٢ لم
.rσ(١)rσ(٢) · · · rσ(n) = ٠ صورت این در .σ ∈ Sn و r١r٢ · · · rn = ٠ به طوری که بـاشـد،

کنیم فرض است. برقرار به وضوح n = ٢ برای می کنیم. استفاده n روی استقرا از برهان.
می گیریم: نتیجه ،r١r٢r٣ = ٠ این که از آن گاه، ،σ = (١ ٢ ٣) اگر .n = ٣

(r٣r١r٢)٢ = r٣r١r٢r٣r١r٢ = ٠,
از ترکیبی S٣ از جایگشت هر چون .r٣r١r٢ = ٠ این رو از است، تقلیل یافته R چون و

داریم: σ ∈ S٣ هر برای لذا ترانهش هاست،
rσ(١)rσ(٢)rσ(٣) = ٠.

خاصیت از استفاده با لذا ،Sn = ⟨(١ ١)(٢ ٢ ٣ . . . n)⟩ چون .n > ٣ کنیم فرض حال
■ .rσ(١)rσ(٢) · · · rσ(n) = ٠ ،σ ∈ Sn هر برای که می گیریم نتیجه ،R شرکت پذیری

آرمنداریز حلقه های ۴ . ١
f(x) = a٠ + a١x+ a٢x٢ + · · ·+ amxm هرگاه می نامیم، آرمنداریز٢ را ،R حلقه  .١ . ۴ . ١ تعریف
آن گاه ،f(x)g(x) = ٠ و باشند R[x] حلقه ی از عضو دو g(x) = b٠ + b١x+ b٢x٢ + · · ·+ bnx

n و
.aibj = ٠ ،i, j هر برای

است. بسته زیرحلقه  ها تحت آرمنداریز حلقه های رده ی .٢ . ۴ . ١ گزاره
■ می آید. به دست تعریف از برهان.

است. آرمنداریز یافته، تقلیل حلقه ی هر .٣ . ۴ . ١ لم
٢Armendariz



٩ آرمنداریز حلقه های
عضو دو g(x) =

n∑
j=٠bjx

j و f(x) =
m∑
i=٠aix

i و باشد یافته تقلیل R حلقه ی کنیم فرض برهان.
اگـر می کـنـیم. ثابت را لم m + n روی استقرا از استفاده با .f(x)g(x) = ٠ و باشند R[x] از
.am ̸= ٠ ̸= bn و m + n > ١ کـنـیـم فـرض اسـت. حـاصـل نـتـیـجـه آن گاه، ،m + n = ١
bnf(x)g(x) = نتیجه: در bnam = ambn پس است، یافته تقلیل R و f(x)g(x) = ٠ چون
٠ ≤ i ≤ m−١ هر برای می گیریم نتیجه استقرا فرض از استفاده با و (

m−١∑
i=٠ bnaix

i)(
n∑

j=٠bjx
j) = ٠

،٠ ≤ i ≤ m − ١ هر برای این رو از است، یافته تقلیل R چون و bnaibj = ٠ ،٠ ≤ j ≤ n و
می گیریم نتیجه استقرا فرض از استفاده با و (

m∑
i=٠aix

i)(
n−١∑
j=٠bjx

j) = ٠ پس: .bnai = ٠ = aibn

■ .aibj = ٠ ،٠ ≤ j ≤ n− ١ و ٠ ≤ i ≤ m هر برای
و باشد S از آرمنداریز زیرحلقه ای Ri ،i ≥ ١ هر برای و باشد حلقه یک S کنیم فرض .۴ . ۴ . ١ لم

است. آرمنداریز S آن گاه ،S =
∞∪
i=١

Ri و R١ ⊆ R٢ ⊆ · · · اگر .١Ri = ١S
■ شود. مراجعه [٢٣] از ١١.١.۴ لم به برهان.
Matn(R) کنیم فرض باشد. مثبت و صحیح عددی n و حلقه یک R کنیم فرض نمادگذاری.
همچنین باشد. Matn(R) همانی ماتریس نمایانگر In و R روی n×n ماتریس حلقه ی نمایانگر
پایین ماتریس حلقه ی و مثلثی بالا n × n ماتریس حلقه ی نمایانگر به ترتیب Ln(R) و Un(R)

سایر و ١ آن ,i)−ام j) درایه ی که n × n ماتریس نمایانگر Eij همچنین است. R روی مثلثی
می کنیم: تعریف است. صفر درایه ها

Dn(R) =
{
M ∈ Un(R)|هستند برابر هم با M اصلی قطر .{درایه های

.V =
n−١∑
i=١

Ei(i+١) ∈ Un(R) و A ∈ Matn(R) برای RA =
{
rA|r ∈ R

} می کنیم تعریف

UTn(R) از زیرحلقه ای به عنوان RIn+RV + · · ·+RV n−١ حلقه ی با R[x]

< xn >
که داریم توجه

است. یکریخت
n×n ماتریس های حلقه ی این صورت در .n ≥ ٢ و باشد حلقه یک R کنیم فرض .۵ . ۴ . ١ مثال

نیست. آرمنداریز R روی مثلثی بالا
حلقه ی دهیم نشان کافیست لذا است، آرمنداریز آرمنداریز، حلقه ی از زیرحلقه هر چون حل.

عنصر دو .S = UT٢(R) کنیم فرض نیست، آرمنداریز R روی مثلثی بالا ٢ × ٢ ماتریس های

f(x) =

١ ٠
٠ ٠

+

١ −١
٠ ٠

x و g(x) =

٠ ٠
٠ ١

+

٠ ١
٠ ١

x

آرمنداریز S پس ،
١ ٠

٠ ٠
٠ ١

٠ ١
 ̸= ٠ اما ،f(x)g(x) = ٠ چون می گیریم. نظر در را S[x] از

نیست. آرمنداریز UTn(R) بنابراین: نیست.



مقدماتی تعاریف و مفاهیم ١٠
نیست. آرمنداریز لزوماً آرمنداریز، حلقه ی همریخت تصویر .۶ . ۴ . ١ مثال

از f(x) = (۴̄, ٠̄) + (۴̄, ١̄)x چندجمله ای مربع می گیریم. نظر در را Z

٨Z ⊕ Z

٨Z حلقه ی حل.
همریخت تصویر Z

٨Z ⊕ Z

٨Z حلقه ی .(۴̄, ٠̄)(۴̄, ١̄) ̸= ٠ اما است صفر (
Z

٨Z ⊕ Z

٨Z )[x] حلقه ی
نیست. آرمنداریز خودش اما است. Z ⊕ Z

٨Z آرمنداریز حلقه ی
ماتریس های حلقه ی از آرمنداریز زیرحلقه هایی بتوان است ممکن که می دهد نشان بعد گزاره

نمود. پیدا مثلثی بالا ٣ × ٣
صورت: این در باشد. یافته تقلیل R حلقه ی کنیم فرض .٧ . ۴ . ١ گزاره

D٣(R) =



a b c

٠ a d

٠ ٠ a

 |a, b, c, d ∈ R


است. آرمنداریز

برای پس داد. نشان نیز (a, b, c, d) فرم به می توان را D٣(R) از عنصر هر که داریم توجه برهان.
نمود: تعریف چنین را ضرب و جمع می توان (a١, b١, c١, d١), (a٢, b٢, c٢, d٢) ∈ D٣(R) هر

(a١, b١, c١, d١) + (a٢, b٢, c٢, d٢) = (a١ + a٢, b١ + b٢, c١ + c٢, d١ + d٢)

و
(a١, b١, c١, d١)(a٢, b٢, c٢, d٢) = (a١a٢, a١b٢ + b١a٢, a١c٢ + b١d٢ + c١a٢, a١d٢ + d١a٢).

نشان (p٠(x), p١(x), p٢(x), p٣(x)) شکل به می توان را D٣(R)[x] از چندجمله ای هر نتیجه، در
و f(x) = (f٠(x), f١(x), f٢(x), f٣(x)) کــنــیــم فــرض .pi(x) ∈ R[x] ،i هــر بــرای کـه داد

نتیجه: در .f(x)g(x) = ٠ و باشند R[x] از عضو دو g(x) = (g٠(x), g١(x), g٢(x), g٣(x))

f(x)g(x) = (f٠(x)g٠(x), f٠(x)g١(x) + f١(x)g٠(x), f٠(x)g٢(x) + f١(x)g٣(x)
+f٢(x)g٠(x), f٠(x)g٣(x) + f٣(x)g٠(x)) = ٠

پس:
f٠(x)g٠(x) = ٠ (١ . ١)

f٠(x)g١(x) + f١(x)g٠(x) = ٠ (١ . ٢)
f٠(x)g٢(x) + f١(x)g٣(x) + f٢(x)g٠(x) = ٠ (١ . ٣)

f٠(x)g٣(x) + f٣(x)g٠(x) = ٠ (۴ . ١)



١١ آرمنداریز حلقه های
نتیجه (١ . ١) از کنیم. ذکر را آن این که بدون می کنیم، استفاده است یافته تقلیل R[x] که این از
f٠(x)g١(x) = ٠ آن گاه: کنیم، ضرب (١ . ٢) در راست از را f٠(x) اگر .g٠(x)f٠(x) = ٠ می گیریم:
نـتـیـجـه کـنـیـم، ضـرب (۴ . ١) در راست از را f٠(x) اگر همچنین .f١(x)g٠(x) = ٠ لذا و
ضرب (١ . ٣) در راست از را f٠(x) اگر حال .f٣(x)g٠(x) = ٠ لذا و f٠(x)g٣(x) = ٠ مـی گـیـریـم:

این رو: از و f٠(x)g٢(x) = ٠ آن گاه: کنیم،
f١(x)g٣(x) + f٢(x)g٠(x) = ٠. (۵ . ١)

.f٢(x)g٠(x) = ٠ لذا و f١(x)g٣(x) = ٠ آن گاه: کنیم، ضرب (۵ . ١) در راست از را f١(x) اگر
مـی دهـیـم: قـرار

f(x) =
n∑

i=٠


ai bi ci

٠ ai di

٠ ٠ ai

xi و g(x) =
m∑
j=٠


a′j b′j c′j

٠ a′j d′j

٠ ٠ a′j

xj

که
f٠(x) =

n∑
i=٠

aix
i, f١(x) =

n∑
i=٠

bix
i, f٢(x) =

n∑
i=٠

cix
i, f٣(x) =

n∑
i=٠

dix
i,

g٠(x) =
m∑
j=٠

a′jx
j , g١(x) =

m∑
j=٠

b′jx
j , g٢(x) =

m∑
j=٠

c′jx
j , g٣ = (x)

m∑
j=٠

d′jx
j .

و aid
′
j = ٠ ،cia′j = ٠ ،bid′j = ٠ ،aic′j = ٠ ،bia′j = ٠ ،aib′j = ٠ ،aia′j = ٠ ،j و i هر برای پس

■ است. آرمنداریز S لذا و

ai bi ci

٠ ai di

٠ ٠ ai



a′j b′j c′j

٠ a′j d′j

٠ ٠ a′j

 ،j و i هر برای بنابراین .dia′j = ٠

،f١f٢ · · · fn = ٠ اگر .f١, . . . , fn ∈ R[x] و باشد آرمنداریز R حلقه ی کنیم فرض .٨ . ۴ . ١ گزاره
.ai ∈ Cf ،i هر برای که ،a١ · · · an = ٠ آن گاه،

.a١b = ٠ ،b ∈ Cf١···fn هر برای پس ،f١(f٢ · · · · · ·n) = ٠ چون .a١ ∈ Cf١ کنیم فرض برهان.
بـرای پـس ،a١a٢ ∈ Ca١f٢ چـون .(a١f٢)(f٣ · · · fn) = ٠ لـذا و a١f٢ · · · fn = ٠ بـنـابـرایـن
نـتـیـجـه رونـد، ایـن ادامـه بـا .a١a٢f٣ · · · fn = ٠ بـنـابـرایـن .(a١a٢)c = ٠ ،c ∈ Cf٢ هـر
■ .a١a٢ . . . an = ٠ مـی گـیـریـم

.N(R)[x] ⊆ N(R[X]) آن گاه باشد، آرمنداریز R حلقه ی اگر .٩ . ۴ . ١ لم
وجود k مثبت صحیح عدد .f = a٠ + a١x + · · · + anx

n ∈ N(R)[x] کنیم فرض برهان.
هر .(f(x))(n+١)k = ٠ می دهیم نشان .i = ٠, ١ · · · , n ، aki = ٠ هر برای به طوری که دارد
فرض aiهاست. از (n+ ١)k براساس تک جمله ای هایی از مجموعی (f(x))(n+١)k از ضریب



مقدماتی تعاریف و مفاهیم ١٢
j ∈ {٠, ١, · · · , n} عدد .٠ ≤ ij ≤ n که باشد تک جمله ای ها این از یکی ai١ai٢ · · · ai(n+١)k کنیم
کنـیـم فـرض است. شده ظاهر تک جمله ای  این در بار k حداقل aj به طوری که دارد وجود
را فوق تک جمله ای .١ ≤ r١ < r٢ < · · · rk ≤ (n + ١)k که ،air١ = air٢ = · · · = aik = aj

هر برای نوشت. ai١ai٢ · · · air١−١ajair١+١air١−٢aj · · · airk−١ajairk+١ · · · ai(n+١)k شکل به می توان
ais به وضوح .f ′′

is
(x) = ١ + aisx + · · · ak−١

is
xk−١ و f ′

is
(x) = ١ − aisx می دهیم: قرار ،is ̸= ir١

اگر پس f ′
is
(x)f ′′

is
(x) = ١ و aki = ٠ چون .f ′

is
(x)f ′′

is
(x) و است f ′

is
(x)f ′′

is
(x) = ١ ضرایب از یکی

آن گاه: کنیم، استفاده f ′
is
(x)f ′′

is
(x) از ais به جای فوق تک جمله ای در

f ′
i١(x)f

′′
i١(x) · · · f

′
ir١−١(x)f

′′
ir١−١(x)ajf

′
ir١+١(x) · · · f

′
irk−١(x)f

′′
irk−١(x)ajf

′
irk+١(x) · · · f

′′
i(n+١)k(x) = ٠

ضـرایب حـاصل ضرب نـتـیجه می گیریم ٨ . ۴ . ١ لم از استفاده با است آرمنداریز R این که از
و ai١ai٢ · · · ai(n+١)k = ٠ نتیجه: در هستند. صفر فوق عبارت در شده ظاهر چنـدجمله ای های
■ .f(x) ∈ N(R)[x] بنابراین: هستند. صفر (f(x))(n+١)k ضرایب تمام لذا
و می باشند آرمنداریز حلقه های از تعمیمی به عنوان می کنیم معرفی زیر در که حلقه هایی

می شوند. حفظ نیز تعریف این با هستند، برقرار آرمنداریز حلقه های در که روابطی اکثر
و f(x), g(x) ∈ R[x] هــرگـاه مـی نـامـیـم، پـوچ‐آرمـنــداریــز را حـلـقـه ا ی .١٠ . ۴ . ١ تعریف
g ضرایب مجموعه  Cg و f ضرایب مجموعه Cf که ،b ∈ Cg و a ∈ Cf و f(x)g(x) ∈ N(R)[X]

باشد. پوچ توان ab آن گاه است،
f(x)g(x) ∈ N(R)[X] اگر .N(R) ◁ R به طوری که بـاشد حلقه یک R کنیم فرض .١١ . ۴ . ١ قضیه

.ab ∈ N(R) آن گاه ،b ∈ Cg و a ∈ Cf و
f(x)g(x) ∈ N(R)[X] کنیم فرض است. آرمنداریز پس است، تقلیل یافته R

N(R)
چون برهان.

نشان f̄(x), ḡ(x) با ترتیب به را R

N(R)
[x] حلقه ی در ،f(x), g(x) با متناظر چندجمله ای های اگر

،b̄ ∈ Cḡ ā ∈ Cf̄ اگر می گیریم نتیجه آرمنداریزاست، R

N(R)
ازاین رو f̄(x)ḡ(x) = ٠ آن گاه دهیم،

■ است. پوچتوان ab ،b ∈ Cg و a ∈ Cf هر برای نتیجه در āb̄ = ٠ آن گاه
است. پوچ‐آرمنداریز آرمنداریز، حلقه ی هر .١٢ . ۴ . ١ گزاره

■ شود. مراجعه [٢٣] از ۶.۵.۵ گزاره ی به برهان.
صورت: این در .a, b, c ∈ R و باشد پوچ‐آرمنداریز R حلقه ی کنیم فرض .١٣ . ۴ . ١ لم

است. پوچ توان ab آن گاه، باشند، پوچ توان b و a اگر (١
هستند. پوچ توان c(a+ b) و (a+ b)c آن گاه، باشند، پوچ توان c و b ،a اگر (٢



١٣ آرمنداریز حلقه های
است. پوچ توان a+ bc آن گاه، باشند، پوچ توان c و b ،a اگر (٣

است. پوچ توان a− b آن گاه، باشند، پوچ توان b و a اگر (۴
نتیجه: در .bm = ٠ و باشند پوچ توان b و a کنیم فرض .(١) برهان.

(a− abx)(١ + bx+ b٢x+ · · ·+ bm−١xm−١) = a ∈ N(R)[x]

است. پوچ توان ab این رو از است، پوچ‐آرمنداریز R چون و
نتیجه: در .an = bm = ٠ و باشند پوچ توان c و b ،a کنیم فرض .(٢)

(١ + ax+ · · ·+ an−١xn−١)(١ − ax)(١ − bx)(١ − bx+ · · ·+ bm−١xm−١)c = c ∈ N(R)[x]

لذا و
(١ + · · ·+ an−١xn−١)(١ − (a+ b)x+ abx١)(٢ + · · ·+ bm−١xm−١)c = c ∈ N(R)[x]

چندجمله ای های از مناسبی ضرایب انتخاب با ٨ . ۴ . ١ گزاره ی بنابر است، پوچ‐آرمنداریز R چون
c(a + b) که داد نشان می توان نحو به همین است. پوچ توان (a + b)c می گیریم نتیجه فوق

است. پوچ توان
در هستند. پوچ توان b(a+ bc) و bc ،(٢) و (١) بنابر باشند، پوچ توان c و b ،a کنیم فرض .(٣)

نتیجه:
(١ − bx)(c+ (a+ bc)x) = c+ ax− b(a+ bc)x٢ ∈ N(R)[x]

است. پوچ توان ١ · (a+ bc) = a+ bc این رو از است، پوچ‐آرمنداریز R چون و
بار چند (٣) از اگر هستند، پوچ توان −b و a ،a٢ چون باشند. پوچ توان b و a کنیم فرض .(۴)
a٢ −ab− ba+a٢ لذا و هستند پوچ توان a٢ −ab− ba و a٢ −ab می گیریم نتیجه کنیم، استفاده
■ است. پوچ توان a− b نتیجه در و است پوچ توان (a− b)٢ بنابراین است. پوچ توان

است. R از زیرحلقه ای N(R) آن گاه باشد، پوچ‐آرمنداریز R حلقه ی اگر .١۴ . ۴ . ١ قضیه
■ می شود. نتیجه ١٣ . ۴ . ١ لم از برهان.

است. R از زیرحلقه ای N(R) آن گاه باشد، آرمنداریز R حلقه ی اگر .١۵ . ۴ . ١ نتیجه
چپ ایده آل هر لذا و است R زیرحلقه ی N(R) آن گاه باشد، پوچ ‐آرمنداریز R حلقه ی اگر
چپ ایده آل های تمام بنابراین می گیرد. قرار پوچ ایده آل یک در R حلقه ی از پوچ (راست)

هستند. Nr(R) زیرمجموعه ی R پوچ (راست)
در باشد. نداشته ناصفر پوچ ایده آل هیچ و باشد پوچ‐آرمنداریز R حلقه ی کنیم فرض .١۶ . ۴ . ١ لم

است. آرمنداریز ،R صورت این



مقدماتی تعاریف و مفاهیم ١۴
راست ایده آل هیح R قبل، پاراگراف توضیحات استناد به است، آرمنداریز R‐پوچ چون برهان.
b ∈ Cg ،a ∈ Cf ،f(x)g(x) = ٠ ،f(x), g(x) ∈ R[x] کنیم فرض حال ندارد. ناصفر پوچ (چپ)
توان پوچ rab رو این از است، پوچ‐آرمنداریز R و ra ∈ Crf ،rf(x)g(x) = ٠ چون .r ∈ R و
R بنابراین .ab = ٠ لذا و Rab = {٠} پس است. پوچ چپ ایده آل یک Rab نتیجه در است.
■ است. آرمنداریز

.N(R[X]) ⊆ N(R)[x] آن گاه باشد، پوچ‐آرمنداریز R حلقه ی هرگاه .١٧ . ۴ . ١ لم
■ شود. مراجعه [٢٣] از ١۴.۵.۵ لم به برهان.
هستند. برقرار تعاریف این آیا نباشد، یکدار حلقه اگر که بیاید پیش سوال این است ممکن
شده اثبات پوچ‐آرمنداریز و آرمنداریز حلقه های مورد در که مطالبی از بسیاری اما بله. پاسخ؛
پوچ‐آرمنداریز آرمنداریز، حلقه ی هر صورت هر در است. وابسته یک عنصر به وجود است

است.

آبلی و آرمنداریز حلقه های  ۵ . ١
باشد. مرکزی آن خودتوان عنصر هر هرگاه می نامیم، آبلی را R حلقه ی .١ . ۵ . ١ تعریف

.a, b, c ∈ R و باشد آرمنداریز R حلقه ی کنیم فرض .٢ . ۵ . ١ لم
.acb = ٠ آن گاه ،acnb = ٠ و باشد مثبت و صحیح عددی n هرگاه (١

.acb = ٠ آن گاه باشد، مرکزی cn ،n مثبت صحیح عدد برای و ab = ٠ هرگاه (٢
نظر در را g(x) = (١+ cx+ · · ·+ cn−١xn−١)b و f(x) = a(١− cx) چندجمله ای های (١) برهان.

.acb = ٠ پس ،f(x)g(x) = ٠ و است آرمنداریز R چون می گیریم.
■ می شود. حاصل نتیجه (١) از استفاده با لذا ،acnb = ٠ چون (٢)

است. آبلی آرمنداریز، حلقه ی هر .٣ . ۵ . ١ نتیجه
،a = e می دهیم: قرار .r ∈ R و e = e٢ ∈ R و باشد آرمنداریز R حلقه ی کنیم فرض برهان.
به .acb = ٠ ،٢ − ۴ − ١ لم بنابر لذا و c٢ = ٠ و ab = ٠ نتیجه: در .c = er(١ − e) و b = ١ − e

مرکزی e بنابراین .a١c١b١ = ٠ آن گاه: ،c١ = (١ − e)re و b١ = e ،a١ = ١ − e اگر نحو، همین
■ است.
و است P−اولیه آن، صفر ایده آل به طوری که باشد آبلی حلقه ی یک R کنیم فرض .۴ . ۵ . ١ گزاره

است. آرمنداریز R صورت این در .P ٢ = ٠



١۵ آبلی و آرمنداریز حلقه های 
کـه f = a٠ + a١X + · · · + anX

n, g = b٠ + b١X + · · ·+ bmXm ∈ R[X] کـنـیـم فرض برهان.
.aibj = ٠ آن گـاه ،g = ٠ یـا f = ٠ اول) (حـالـت مــی آیــد: وجـود بـــه حـالــت دو .fg = ٠
می باشد. R[X] در صفر مقسوم علیه دو هر g و f آن گاه ،g ̸= ٠ و f ̸= ٠ دوم) (حـالـت
مجموعه  P [X] نتیجه در است R[X] در P−اولیه [X] صفر لذا است P−اولیه ،R در صفر چون
بنابراین ،ai, bj ∈ P این رو از و f, g ∈ P [X] بنابراین می باشد. R[X] از صفر مقسوم علیه های

است. آرمنداریز R لذا ،aibj ∈ P ٢ = ٠
■

معادلند: آبلی حلقه ی بر زیر گزاره های .۵ . ۵ . ١ گزاره
است؛ آرمنداریز R (١

هستند؛ آرمنداریز (١ − e)R و eR حلقه های ،e ∈ R خودتوان هر برای (٢
هستند. آرمنداریز (١ − e)R و eR حلقه های به طوری که دارد وجود e ∈ R خودتوان (٣

است. بدیهی (٣) ⇐= (٢) ⇐=(١) برهان.
باشند R[x] حلقه ی از عضو دو g(x) =

n∑
j=٠bjx

j و f(x) =
m∑
i=٠aix

i کنیم فرض .(١)⇐=(٣)
،f٢(x) = (١ − e)f(x) ،f١(x) = ef(x) اگر .e٢ = e ∈ R کنیم فرض .f(x)g(x) = ٠ و
لذا و f(x)g(x) = f١(x)g١(x) + f٢(x)g٢(x) آن گاه: g٢(x) = (١ − e)g(x) و g١(x) = eg(x)

،i, j هر برای نتیجه در .f٢(x)g٢(x) = (١ − e)f(x)g(x) = ٠ و f١(x)g١(x) = ef(x)g(x) = ٠
■ است. آرمنداریز R بنابراین .aibj = ٠ لذا و aibj(١ − e) = ٠ و aibje = ٠
آرمنداریز R

I
و یافته تقلیل I حلقه ی اگر باشد. R حلقه ی از سره ایده آلی I کنیم فرض .۶ . ۵ . ١ قضیه

است. آرمنداریز R آن گاه باشد،
،(bIa)٢ = ٠ و bIa ⊆ I و است یافته تقلیل I چون .ab = ٠ و a, b ∈ R کنیم فرض برهان.
و باشند R[x] حلقه ی از عضو دو g(x) =

n∑
j=٠bjx

j و f(x) =
m∑
i=٠aix

i کنیم فرض .bIa = ٠ پس
استفاده m روی استقرا از .aibj ∈ I ،j و i هر برای پس است، آرمنداریز R

I
چون .f(x)g(x) = ٠

است. حاصل به وضوح نتیجه m = ٠ برای .aibj = ٠ ،j و i هر برای دهیم نشان تا می کنیم
و ١ ≤ k < m کنیم فرض .a٠bj = ٠ ،j ∈ {٠, ١, . . . , n} هر برای کنیم ادعا .m > ٠ کنیم فرض

رو، این از و bjIa٠ = ٠ نتیجه در .a٠bj = ٠ ،j ∈ {٠, . . . , k − ١} هر برای
(ak−jbj)(a٠bk)٢ = ak−jbj(a٠bk)a٠bk ∈ ak−jbjIabk = ak−j(bjIa٠)bk = ٠

عنصر

٠ = a٠bk + a١bk−١ + · · ·+ akb٠ = a٠bk +
k−١∑
j=٠

ak−jbj



مقدماتی تعاریف و مفاهیم ١۶
ضرب xk ضریب در راست از را (a٠bk)٢ اگر است. f(x)g(x) = ٠ چندجمله ای در xk ضریب

آن گاه: کنیم،

٠ =

a٠bk +
k−١∑
j=٠

ak−jbj

 (a٠bk)٢ = (a٠bk)٣.

هـر بـرای نـتـیـجه در .a٠bk = ٠ رو، ایـن از .a٠bk ∈ I و اسـت یــافـتــه تــقــلـیــل I چـون
چون .f١(x) = a١ + a٢x+ · · ·+ amxm−١ که .f(x)g(x) = ٠ لذا و a٠bj = ٠ ،j ∈ {٠, ١, . . . , n}
،٠ ≤ j ≤ n و ١ ≤ i ≤ m هر برای می گیریم نتیجه استقرا فرض از استفاده با ،deg (f١(x)

)
< m

■ .aibj = ٠ ،j و i هر برای بنابراین .aibj = ٠
را R حلقه ی در f(x) ضرایب مجموعه ی .f(x) = a٠ + a١x+ · · · anxn ∈ R[x] کنیم فرض

می دهیم. نشان Cf با
باشد. آرمنداریز R[x] اگر فقط و اگر است آرمنداریز R حلقه ی .٧ . ۵ . ١ قضیه

حـال اسـت. آن از آرمـنـداریـز زیــرحــلــقــه ای R آن گـاه بـاشـد، آرمـنـداریــز R[x] اگر برهان.
قـــرار .f(t)g(t) = ٠ و f(t), g(t) ∈ R[x][t] و بــاشـــد آرمــنــــداریـــــز R کــنــیــم فـرض
.fi, gi ∈ R[x] که ،g(t) = g٠ + g١t+ · · ·+ gmtm و f(t) = f٠ + f١t+ · · ·+ fnt

n مــی دهــیــم:
می دهیم: قرار .figi = ٠ ،j و i هر برای می دهیم نشان

k = deg f٠ + deg f١ + · · ·+ deg fn + deg g٠ + · · ·+ deg gm

چـنـدجـمـلـه ای هـای تمام درجه ی و است چـنـدجـمـلـه ای یـک درجـه ی نـمـایـانـگـر deg که
f(xk) = f٠ + f١xk + · · ·+ fnx

kn چــنــدجـــمــلــه ای های مـی  گـیریم. نـظــر در صـفـر را ثـابـت
و fi ها تمام ضرایب مجموعه ی و دارند قرار R[x] در g(xk) = g٠ + g١xk + · · · + gmxkm و
چون هستند. برابر g(xk) و f(xk) ضرایب مجموعه ی با به ترتیب giها تمام ضرایب مجموعه ی
آرمنداریز R که این از .f(xk)g(xk) = ٠ لذا می شود، جابه جا R عناصر تمام با x و f(t)g(t) = ٠
است. صفر g ضرایب از کدام هر در f ضرایب از کدام هر حاصل ضرب می گیریم نتیجه است،
■ است. آرمنداریز R[x] لذا و figi = ٠ بنابراین
و اگر است یافته تقلیل  R صورت این در .n ≥ ٢ و باشد حلقه یک R کنیم فرض .٨ . ۵ . ١ قضیه

باشد. آرمنداریز R[x]

⟨xn⟩
اگر فقط

پس می شوند، جابه جا x و r چون .rn = ٠ و r ∈ R باشد، آرمنداریز R[x]

⟨xn⟩
کنیم فرض برهان.

است، آرمنداریز R[x]

⟨xn⟩
که این از .٠ = rn − xntn = (r − xt)(rn−١ + rn−٢xt+ · · ·+ xn−١tn−١)
است. یافته تقلیل R بنابراین، .r = ٠ لذا و rxn−١ = ٠ می گیریم: نتیجه

دهیم، نشان u علامت با R[x]

⟨xn⟩
حلقه ی در را x اگر باشد. یافته تقلیل R کنیم فرض حال

قرار .fg = ٠ و f, g ∈ R[u][t] کنیم فرض .R[x]

⟨xn⟩
= R[u] = R + Ru + · · · + Run−١ آن گاه:



١٧ آبلی و آرمنداریز حلقه های 
.fi, gj ∈ R[t] که ،g = g٠ + g١u+ · · ·+ gn−١un−١ و f = f٠ + f١u+ · · ·+ fn−١un−١ می دهیم:
uj از مضرب هر در ui از مضرب هر حاصل ضرب پس ،ui+j = ٠ چون ،i + j ≥ n هر برای
است، تقلیل یافته R چون و figj = ٠ آن گاه، ،i + j < n اگر می دهیم نشان حال است. صفر
هر حاصل ضرب بنابراین است. صفر gj از ضریب هر در fi از ضریب هر حاصل ضرب این رو از

از است. صفر g از ضریب هر در f از ضریب
٠ = fg = (f٠ + f١u+ · · ·+ fn−١un−١)(g٠ + g١u+ · · ·+ gn−١un−١)

= f٠g٠ + (f٠g١ + f١g٠)u+ (f٠g٢ + f١g١ + f٢g٠)u٢ + · · ·+

(f٠gn−١ + f١gn−٢ + · · ·+ fn−١g٠)un−١

می گیریم: نتیجه
٠ = f٠g٠ = f٠g١ + f١g٠ = f٠g٢ + f١g١ + f٢g٠ = · · · = f٠gn−١ + f١gn−٢ + · · ·+ fn−١g٠,

هر حاصل ضرب پس .figj = ٠ ،i + j < n هر برای این رو از است، یافته تقلیل R[t] چون و
figj = ٠ آن گاه، ،i+j < n اگر می دهیم نشان حال است. صفر uj از مضرب هر در ui از مضرب
است. صفر gj از ضریب هر در fi از ضریب هر حاصل ضرب این رو از است، تقلیل یافته R چون و

از است. صفر g از ضریب هر در f از ضریب هر حاصل ضرب بنابراین
٠ = fg = (f٠ + f١u+ · · ·+ fn−١un−١)(g٠ + g١u+ · · ·+ gn−١un−١)

= f٠g٠ + (f٠g١ + f١g٠)u+ (f٠g٢ + f١g١ + f٢g٠)u٢ + · · ·+

(f٠gn−١ + f١gn−٢ + · · ·+ fn−١g٠)un−١

می گیریم: نتیجه
٠ = f٠g٠ = f٠g١ + f١g٠ = f٠g٢ + f١g١ + f٢g٠ = · · · = f٠gn−١ + f١gn−٢ + · · ·+ fn−١g٠,

■ .figj = ٠ ،i+ j < n هر برای این رو از است، یافته تقلیل R[t] چون و
معادلند: زیر گزاره های صورت این در .n ≥ ٢ و باشد حلقه یک R کنیم فرض .٩ . ۵ . ١ قضیه

است. یافته تقلیل R (١)
است. آرمنداریز R[x]

⟨xn⟩
(٢)

است. آرمنداریز (Dn(R)حلقه زیر (یک RIn +RV + · · ·+RV n−١ (٣)
است. آرمنداریز D٣(R) (۴)
است. آرمنداریز D٢(R) (۵)



مقدماتی تعاریف و مفاهیم ١٨
می آید. به دست ٨ . ۵ . ١ ازقضیه :(٢) ⇐⇒ (١) برهان.

و اگر است آرمنداریز R[x]

⟨xn⟩
که می گیریم نتیجه x+ ⟨xn⟩ 7−→ V تناظر تعریف از :(٣) ⇐⇒ (٢)

باشد. آرمنداریز RIn +RV +RV n−١ اگر فقط
شود. مراجعه ٧ . ۴ . ١ گزاره ی به :(١) ⇐= (۴)

رده ی چون ،٢ . ۴ . ١ گزاره ی بنابر لذا است، D٣(R) از زیرحلقه یک D٢(R) چون :(١) ⇐= (۵)
■ است. آرمنداریز D٢(R) لذا است   بسته بودن زیرحلقه تحت آرمنداریز حلقه های



٢ فصل
آرمنداریز حلقه های از تعمیمی

مقدمه ٢ . ١
را آن ها خواص همچنین و می پردازیم آرمنداریز حلقه های تعمیم مطالعه ی به فصل این در
آرمنداریز n−نیم جابه جایی حلقه های فصل این پایان در می کنیم. مطرح مثال چندین به همراه

می باشد. [٩] مرجع از برگرفته فصل این مباحث و مطالب می کنیم. بیان را
،f(x) = m∑

i=٠aix
i ∈ R[x] هر برای هرگاه می نامیم آرمنداریز n−نیم را R حلقه ی .٢ . ١ . ١ تعریف

باشیم: داشته j = ١, . . . n که aij ∈ {a٠, a٢, . . . am} هر برای آن گاه ،n ≥ ٢ که f(x)n = ٠ اگر
ai١ai٢ . . . ain = ٠.

آرمنداریز n−نیم ،n ≥ ٢ هر برای هرگاه می نامیم آرمنداریز نیم را R حلقه ی .٢ . ١ . ٢ تعریف
باشد.

n−نیم ،R
I

می کنیم فرض .n ≥ ٢ و باشد آن ایده آل I و حلقه یک R کنیم فرض .٢ . ١ . ٣ قضیه
است. آرمنداریز n−نیم ،R آن گاه باشد، یافته تقلیل I اگر باشد. آرمنداریز

و bIa ⊆ I و است یافته تقلیل I چون فرض به بنا .ab = ٠ و a, b ∈ R کنیم فرض برهان.
که وقتی a ∈ R هر برای که داریم استدلال این کارگیری به با .bIa = ٠ پس ،(bIa)٢ = ٠
.k = ١,٢, . . . n− ١ هر برای Ik = I درآن که aI١aI٢ . . . aIn−١a = ٠ داریم n ≥ ٢ برای an = ٠



آرمنداریز حلقه های از تعمیمی ٢٠
را روند این ترتیب به همین .aIaIan−٢ = ٠ داشت: خواهیم صورت این در an−١Ia = ٠ لذا
چون .f(x)n = ٠ ،n ≥ ٢ برای به طوری که f(x) = m∑

i=٠aix
i ∈ R[x] کنیم فرض می دهیم. ادامه

،j = ١, . . . , n آن در که {a٠, a١, . . . , am} در ،aij هر برای پس است آرمنداریز n−نیم ،R
I

ai١ai٢ · · · ain ∈ I (٢ . ١)

،j و i هر بـرای دهیـم نشـان تا می کنیم استفاده m روی استقرا از

ai١ai٢ · · · ain = ٠. (٢ . ٢)

می کنیم ادعا .m ≥ ١ کــنــیــم فــرض اســت. حـاصـل بـه وضوح نــتــیــجه m = ٠ برای
همچنین و an٠ = ٠ داشت خواهیم ،f(x)n = ٠ از .aI١aI٢ · · · aIn−١a = ٠

a٠I١a٠I٢ · · · a٠In−١a٠ = ٠ (٢ . ٣)

می دهیم قرار باشد؛ a٠ شامل که f(x)n در حاصل ضرب یک as١as٢ · · · asn کنیم فرض حال
داریم: ٢ . ١ به بنا صورت این در .ast = a٠

(
as١as٢ · · · asn

)٢n−١ ∈
(
as١ · · · ast−١

)(
a٠I١a٠I٢a٠ · · · a٠In−١a٠

)(
ast+١ · · · asn

)
همچنین و است یافته تقلیل I چون .(as١as٢ · · · asn

)٢n−١
= ٠ داریم ٢ . ٣ به توجه با همچنین

.
(

m−١∑
i=١

ai+١xi
)n

= ٠ به علاوه و می آوریم به دست
(

m∑
i=١

aix
i

)n

= ٠ نتیجه در .as١as٢ · · · asn = ٠
.j = ١, · · · , n آن در که aij هـــر بـــرای ai١ai٢ · · · ain = ٠ اســتـقرا، فرض به توجه با حال
■ است. آرمنداریز n−نیم حلقه ای R بنابراین

همچنین .k | m و h | k که به طوری باشند صحیح اعدادی h, k,m ≥ ٢ کنیم فرض .۴ . ٢ . ١ گزاره
اگر فقط و اگر است یافته تقلیل R صورت این در باشد. h مشخصه ی با حلقه  یک R کنیم فرض

باشد. آرمنداریز نیم R[x]

⟨xm⟩

برعکس است. آرمنداریز R[x]

⟨xm⟩
،٨ . ۵ . ١ قضیه ی به بنا آن گاه باشد، یافته تقلیل R اگر برهان.

دارد وجود ٠ ̸= r ∈ R که می کنیم فرض خلف برهان به باشد. آرمنداریز نیم R[x]

⟨xm⟩
کنیم فرض

،h = k = m = ٣ یا h = k = m = ٢ اگر .x̄ = x + (xm) می دهیم قرار .r٢ = ٠ که به طوری
ما فرض با که نیست، آرمنداریز k−نیم ، R[x]

⟨xm⟩
این رو از ١−rx̄k؛ ̸= ٠ و (r + x̄)k = ٠ آن گاه،

R چون می گیریم. نظر در را m = ℓk حال .k ≤ m− ١ و m ≥ ۴ کنیم فرض است. تناقض در



٢١ آرمنداریز −نیم n زیرحلقه های
لذا است، h مشخصه ی از

(r + x̄ℓ + x̄
m−١

)k = rk

= r
k
+ · · ·+ kr(x̄ℓ + x̄m−١)k−١ + (x̄ℓ + x̄m−١)k

= x̄ℓk

= x̄m

= ٠.
در مـا فـرض بـا کـه نـیـست، آرمــنــداریـز k−نیم حــلــقـه ای R[x]

⟨xm⟩
لـذا و rx̄ℓ(k−١) ̸= ٠ امـا

■ است. تـنـاقـض

آرمنداریز −نیم n زیرحلقه های ٢ . ٢
زیـرمـجـمـوعـه ای {r١, r٢, · · · , rn} و مـثـبـت و صـحیــح عـددی n کنیم فرض (١) .٢ . ٢ . ١ لم
بـرای صـورت ایـن در .r١r٢ · · · rn = ٠ بـه طـوری کـه بـاشـد R یـافـتـه ی تـقـلـیـل حلقه ی از

.rσ(١)Rrσ(٢)R · · ·Rrσ(n)
= ٠ ،σ ∈ Sn هـر

است. بسته زیرحلقه  ها تحت آرمنداریز (n−نیم) حلقه های رده ی (٢)
است. آرمنداریز n−نیم آرمنداریز، n−نیم حلقه های از مستقیم حاصل ضرب هر (٣)

است. آرمنداریز n−نیم آرمنداریز، n−نیم حلقه های از مستقیم مجموع هر (۴)
،١ . ٣ . ١٢ لـم بــنــابــر لــذا اســت، تــقــلــیــل یــافــتــه حــلــقــه ی یــک R چــون (١) برهان.
استقرا از استفاده با .rσ(١)rσ(٢) · · · rσ(n) = ٠ داریم σ ∈ Sn هر برای آن گاه ،r١r٢ · · · rn = ٠ که
برای پس است، یافته تقلیل حلقه چون و r١r٢ = ٠ آن گاه ،n = ٢ اگر می کنیم. ثابت n روی
اگر .r١r٢ · · · rn = ٠ و n > ٢ کنیم فرض حال r١Rr٢ = ٠ نتیجه در .r١rr٢ = ٠ ،r ∈ R هر
استقرا فرض از استفاده با نتیجه در .r١r٢ · · · rn−١Rrn = ٠ آن گاه ،rn = b و r١r٢ · · · rn−١ = a

.r١Rr٢R · · · rn−١Rrn = ٠ داریم:
می آید. به دست تعریف از (٢)

می دهیم. نمایش Cf علامت با را f ضرایب تمام مجموعه ی .f(x) ∈ R[x] کنیم فرض (٣)
می دهیم قرار باشد. .T =

∏
i∈I

Ri و آرمنداریز n−نیم حلقه ی یک Ri کنیم فرض ،i ∈ I هر برای
لـذا .αij ∈ Ri و aj = (αij) ∈ T آن در که ،f(x)n = ٠ بـه طـوری کـه ،f(x) = m∑

j=١
ajx

j ∈ T [x]

،f(x)n = ٠ از صورت این در .fi(x) =
m∑
j=١

αijx
j ∈ Ri[x] مـی دهـیـم قـرار ،i ∈ I هـر بـرای

این رو از است آرمنداریز n−نیم ،Ri هر چون حال .fi(x)n = ٠ ،i ∈ I هر برای می گیریم نتیجه
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آن در که ،ask ∈ {a٠, . . . , am} هر برای بنابراین .αi١αi٢ · · ·αin = ٠ داریم ،αij ∈ Cfi هر برای

.as١as٢ · · · asn = ٠ می گیریم نتیجه ،k = ١, . . . , n
■ می آید. به دست (٣) و (٢) به توجه با (۴)
گزاره های صورت این در باشد. مثبت و صحیح عددی n و حلقه یک R کنیم فرض .٢ . ٢ . ٢ قضیه

معادلند: زیر
است؛ یافته تقلیل R (١)

است؛ آرمنداریز n−نیم حلقه ای Uh(R) ،h = ١,٢, . . . , n+ ١ هر برای (٢)
است؛ آرمنداریز n−نیم حلقه ای Un(R) (٣)

است؛ آرمنداریز n−نیم حلقه ای Lh(R) ،h = ١,٢, . . . , n+ ١ هر برای (۴)
است. آرمنداریز n−نیم حلقه ای Ln(R) (۵)

ثـابـت است کـافـی ،(٢)٢ . ٢ . ١ لم بنـابر باشد. یافته تقلیل R کنیم فرض :(٢) ⇐=(١) برهان.
f(x) = A٠+A١x+· · ·+Amxm کنیم فرض است. آرمنداریز n−نیم حلقه ا  ی Un+١(R) کـه کـنـیم
هـر بـرای Ai =

(
a(i)uv

) می دهیم: قرار .(n ≥ ٢) f(x)n = ٠ و باشد Un+١(R)[x] در عنصری
.a(i)uv = ٠ ،u > v برای و i = ٠, ١, . . . ,m

دستگاه لذا ،f(x)n = ٠ چون می کنیم. استفاده آن ذکر بدون R بودن یافته تقلیل از
داشت: خواهیم k = ٠, ١, . . . ,mn هر برای را زیر معادلات

∑
s١+s٢+···+sn=k

As١As٢ · · ·Asn = ٠.

داریم: لذا An
m = ٠ و An٠ = ٠ چون

a(٠)١١ = · · · = a(٠)(n+١)(n+١) = ٠
و

a(m)١١ = · · · = a(m)(n+١)(n+١) = ٠,
به جز عبارتی، هر ∑s١+s٢+···+sn=nAs١As٢ · · ·Asn در .A٠, Am ∈ Nn+١(R) می دهد نتیجه که
در عوامل تمام لذا می باشد، A٠ ∈ Nn+١(R) چون و بردارد در عـامـل یک به عنوان را A٠ ،An١
استقـراء بـا .A١ ∈ Nn+١(R) داریم نتیجه در و An١ ∈ Nn+١(R) لذا می گیرند. قرار Nn+١(R)

هر ،∑s١+s٢+···+sn=inAs١As٢ · · ·Asn در می دهیم. ادامه را اثبات i = ٠, ١, . . . ,m − ١ روی
استقراء فرض به بنا لذا ،j < i جایی که بردارد در عامل یک به عنوان را Aj (An

i (به جز عبارت
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.Ai ∈ Nn+١(R) صورت این در و An

i ∈ Nn+١(R) نتیجه در است. Nn+١(R) در مشمول Aj

داشت: خواهیم بنابراین
a(i)١١ = a(i)٢٢ = · · · = a(i)(n+١)(n+١) = ٠

داریم: دلخواه، si هر برای می گیریم نتیجه ،i = ٠, ١, . . . ,m هر برای
As١As٢ · · ·Asn =

(
a(s١)١٢a(s٢)٢٣ · · · a(sn)n(n+١)

)
E١(n+١).

باشیم: داشته ،k = ٠, ١, . . . ,mn هر برای را زیر معادلات دستگاه می توان فوق بحث از
∑

s١+s٢+···+sn=k

a(s١)١٢a(s٢)٢٣ · · · a(sn)n(n+١) = ٠

معادله ی اگر
∑

s١+s٢+···+sn=١
a(s١)١٢a(s٢)٢٣ · · · a(sn)n(n+١) = ٠

در راست سمت از را
a(٠)١٢ · · · a(٠)(i−١)ia(٠)(i+١)(i+٢) · · · a(٠)n(n+١)

می آوریم: به دست (١)٢ . ٢ . ١ لم و a(٠)١٢ · · · a(٠)n(n+١) = ٠ از آن گاه کنیم، ضرب
(
a(٠)١٢ · · · a(٠)(i−١)ia(١)i(i+١)a(٠)(i+١)(i+٢) · · · a(٠)n(n+١)

)
(
a(٠)١٢ · · · a(٠)(i−١)ia(٠)(i+١)(i+٢) · · · a(٠)n(n+١)

)
= ٠

جایی که دارد، دربر عامل یک به عنوان را a(٠)i(i+١) دیگر هر عبارت چون ،i = ١, . . . , n هر برای
داریم لذا (١)٢ . ٢ . ١ لم بر بنا .i = ١, . . . , n

(
a(٠)١٢ · · · a(٠)(i−١)ia(١)i(i+١)a(٠)(i+١)(i+٢) · · · a(٠)n(n+١)

)٢
= ٠

نتیجه در و
a(٠)١٢ · · · a(٠)(i−١)ia(١)i(i+١)a(٠)(i+١)(i+٢) · · · a(٠)n(n+١) = ٠.

بین در v کنیم فرض می دهیم. ادامه را کار k = ٠, ١, . . . ,mn − ١ روی استقراء با حال
عبارت باشد. ماکسیمال می کنند، صدق s١ + s٢ + · · · + sn = k تساوی در که siهایی
توجه می گیریم. نظر در s١ + s٢ + · · · + sn = k و si = v با را a(s١)١٢a(s٢)٢٣ · · · a(sn)n(n+١)

تساوی طرفین ضرب با نیستند. مساوی sjها تمامی که باشیم داشته
∑

s١+s٢+···+sn=k

a(s١)١٢a(s٢)٢٣ · · · a(sn)n(n+١) = ٠ (۴ . ٢)
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در راست سمت از

a(s١)١٢ · · · a(si−١)(i−١)ia(si + ١)(i+١)(i+٢) · · · a(n)n(n+١),

داشت: خواهیم (١)٢ . ٢ . ١ لم و استقراء فرض بنابر آن گاه
(
a(s١)١٢ · · · a(si − ١)(i−١)ia(si)i(i+١)a(si + ١)(i+١)(i+٢) · · · a(sn)n(n+١)

)
(
a(s١)١٢ · · · a(si − ١)(i−١)ia(si + ١)(i+١)(i+٢) · · · a(sn)n(n+١)

)
= ٠,

جایی که می باشد ،a(t١)١٢, a(tn)n(n+١) عامل شامل ضرب) از (پس دیگری عبارت هر چون
داشت: خواهیم ،(١)٢ . ٢ . ١ لم بر بنا بنابراین .t١ + · · ·+ tn ≤ k − ١

(
a(s١)١٢ · · · a(si − ١)(i−١)ia(si)i(i+١)a(si + ١)(i+١)(i+٢) · · · a(sn)n(n+١)

)٢
= ٠,

و گرفته نظر در باقیمانده عبارات در را v حال .a(s١)١٢ · · · (sn)n(n+١) = ٠ می دهد نتیجه که
روند، این ادامه با می کنیم. اعمال قبل مانند مشابهی محاسباتی روش

a(u١)١٢a(u٢)٢٣ · · · a(un)n(n+١) = ٠
در نیستند. برابر uiها تمامی و u١ + u٢ + · · · + un = k که گونه ای به uiها انتخاب هر برای

آن گاه باشد، بخش پذیر n بر k اگر صورت، این
a(

k

n
)١٢a(

k

n
)٢٣ · · · a(

k

n
)n(n+١) = ٠.

در و هستند، صفر sn=k+···+s٢+s١∑برابر a(s١)١٢a(s٢)٢٣ · · · a(sn)n(n+١) در عبارت ها تمامی لذا
،s١ + s٢ + · · ·+ sn = k که گونه ای به si انتخاب هر و k ∈ {١,٢, . . . ,mn− ١} هر برای نتیجه

.a(s١)١٢a(s٢)٢٣ · · · a(sn)n(n+١) = ٠ داریم
As١ · · ·+Asn = ٠ بـا مـعـادل a(s١)١٢ · · · a(sn)n(n+١)=٠ کـه نـکـتـه ایـن داشـتـن نـظـر در بـا
که، گونه ای به si هر برای و k ∈ {١,٢, . . . ,mn} هـر بـرای As١ · · ·+Asn = ٠ داریـم مـی بـاشـد،

است. آرمنداریز n−نیم حلقه ای ،Un+١(R) نتیجه در .s١ + · · ·+ sn = k

کنیم فرض .a٢ = ٠ که دارد وجود ٠ ̸= a ∈ R که می کنیم فرض خلف برهان به :(١) ⇐=(٣)
است، صفر آن درایه های سایر و ai(i+١) = ١ ،i هر برای که است ماتریسی A = (aij) ∈ Nn(R)

باشد. صفر آن درایه های سایر و bnn = −a ،b١١ = a که است ماتریسی B = (bij) ∈ Un(R) و
داشت: خواهیم را زیر محاسبات صورت این در

ABA = BAhB = B٢ = ٠, An−kB = (−a)Ekn, BAk = aE١(k+١), (۵ . ٢)
نظر در را f(x) = A + Bx ∈ Un(R)[x] چندجمله ای حال .h هر و k = ١, . . . , n − ١ برای

داریم ،(۵ . ٢) بنابر صورت این در می گیریم.
f(x)n = (An−١B +BAn−١)x = ((−a)E١n + aE١n)x = ٠
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n−نیم حلقه ای ،Un(R) بنابراین هستند. غیرصفر دو هر BAn−١ و An−١B حالی که در

است. تناقض یک این که نمی باشد آرمنداریز
⇐=(۵) ⇐=(۴) ⇐=(١) بخش های اثبات های و می شود نتیجه (٢)٢ . ٢ . ١ لم از :(٣) ⇐=(٢)
■ می کنیم. صرف نظر آن آوردن از و است Un(R) حالت اثبات مشابه (١)

می آوریم. به دست را زیر نتیجه ،(۵)٢ . ٢ . ٢ قضیه ی و (٢)٢ . ٢ . ١ لم به بنا
معادلند: زیر گزاره های صورت این در باشد. حلقه یک R کنیم فرض .٢ . ٢ . ٣ نتیجه

است؛ یافته تقلیل R (١
است؛ آرمنداریز نیم U٣(R) (٢
است؛ آرمنداریز نیم U٢(R) (٣

است؛ آرمنداریز D٣(R) (۴
است. آرمنداریز D٢(R) (۵

،k ≥ ٣ برای ٢ . ٢ . ٢ قضیه ی بنابر صورت این در باشد. یافته تقلیل R کنیم فرض برهان.
در می باشد، Uk+١(R) زیرحلقه ی Uk(R) چون است. آرمنداریز k)−نیم − ١) حلقه ای Uk(R)

است. آرمنداریز ℓ−نیم حلقه ای Uk(R) ،ℓ ≥ k − ١ هر ازای به ،(٢)٢ . ٢ . ١ لم بنابر صورت این
نیم U٣(R) اگر که می شود نتیجه (٢)٢ . ٢ . ١ لم به بنا است. آرمنداریز نیم U٣(R) نتیجه در
و (٢)٢ . ٢ . ١ لم از جملات بقیه اثبات است. آرمنداریز نیم نیز U٢(R) آن گاه باشد، آرمنداریز
■ می آید. به  دست ٩ . ۵ . ١
برهان به می باشد. تقلیل یافته حلقه ای R آن گاه باشد، آرمنداریز نیم حلقه ای U٢(R) اگر نکته.
.a٢ = ٠ به طوری که دارد وجـود a ̸= ٠ عـنـصـر و نـبـوده یـافته تـقـلـیـل  R کنیم فرض خلف
و A٢ = B٢ = ٠ آن گاه می گیریم. نظر در U٢(R) در B =

a ١
٠ a

 و A =

٠ ١
٠ ٠

 حال
اما .f(x)٢ = ٠ داریم .f(x) = A+Bx ∈ U٢(R)[x] مـی کـنـیـم فـرض ازایـن رو .AB+BA = ٠
در ما فرض با که نیست آرمنداریز نیم U٢(R) بنابراین هستند صفر مخالف دو هر BA و AB

است. تناقض
آرمنداریز حلقه ای نیز R ،(٢)٢ . ٢ . ١ لم بنابر آن گاه باشد، آرمنداریز حلقه ای D٢(R) اگر نکته.
تقلیل که می کنیم معرفی را ،R آرمنداریز حلقه ی بعد، مثال در می باشد. آرمنداریز) نیم (لذا

نمی باشد. آرمنداریز نیم حلقه ای D٢(R) که می دهیم نشان نمی باشد. یافته
این در .R = D٣(Z٢) و باشد ٢ پیمانه به صحیح اعداد حلقه ی Z٢ کنیم فرض .۴ . ٢ . ٢ مثال

فــرض کــنــیــم اســت. آرمــنــداریــز حــلقـه ی یک R ،٢ . ٢ . ٣ نتیجه به توجه با  صورت
S =


A B

٠ A

∣∣∣A,B ∈ R

 .
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حال

f(x) =

C ٠
٠ C

+

٠ D

٠ ٠
x ; C =


٠ ٠ ١
٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠

 Dو =


١ ٠ ٠
٠ ١ ٠
٠ ٠ ١

 ∈ S[x]

٢−نیم ،S لذا
C ٠

٠ C

 ٠ D

٠ ٠
 ̸= ٠ اما ،f(x)٢ = ٠ این صورت در می گیریم. نظر در را

نمی باشد. آرمنداریز نیم بنابراین نیست،  آرمنداریز

آرمنداریز n−نیم ،Dn(R) که وقتی R حلقه ی آیا بپرسید است ممکن ،٢ . ٢ . ٢ قضیه ی از
مشخصه ی که وقتی داریم مناسبی وضعیت اما نمی دانیم، را آن پاسخ است؟ یافته تقلیل باشد،

است. n ≥ ٢ حلقه ها

یافته تقلیل R صورت این در باشد. n ≥ ٢ مشخصه ی با حلقه یک R کنیم فرض .۵ . ٢ . ٢ گزاره
باشد. آرمنداریز n−نیم حلقه ای Dn(R) اگر فقط و اگر است

هرگاه است یافته تقلیل R که دهیم نشان کافیست (٢)٢ . ٢ . ١ لم و ٢ . ٢ . ٢ قضیه به بنا برهان.
عنصر و نبوده یافته تقلیل R کنیم فرض خلف برهان به باشد. آرمنداریز n−نیم حلقه ای Dn(R)

در را Dn(R)[x] در f(x) = A + Bx چندجمله ای .a٢ = ٠ به طوری که دارد وجود ٠ ̸= a ∈ R

که ai(i+١) = ١ داریم i هر بــرای به طـوری کـه A = (aij) ∈ Nn(R) آن در که مــی گــیــریــم نـظـر
است. صفر جاها سایر و bii = a به طوری که B = (bij) ∈ Dn(R) همچنین و صفر، جاها سایر در
به طوری که ،AB = BA و An = B٢ = ٠ داریم است n مشخصه ی از R چون صورت این در
n−نیم حلقه ای Dn(R) بنابراین ،An−١B=aE١n ̸= ٠ اما .f(x)n = nAn−١Bx = naE١nx = ٠
■ است. تناقض در ما فرض با که نیست، آرمنداریز

تقلیل حلقه ی روی Un+٢(R) که بزنید حدس است ممکن ،٢ . ٢ . ٢ قضیه ی از همچنین
دارد. وجود زیر نقض مثال اما باشد. آرمنداریز n−نیم حلقه ای R یافته ی

کنیم فرض همچنین می گیریم. نظر در را R حلقه ی روی را (n ≥ ٣) Un+٢(R) .۶ . ٢ . ٢ مثال

A = E١٢ + · · ·+ E(n−٢)(n−١) +E(n−١)(n+١) + En(n+٢)

و

B = E(n−١)n +E(n−١)(n+١) + En(n+٢) − E(n+١)(n+٢)



٢٧ آرمنداریز −نیم n زیرحلقه های
می دهیم: انجام را زیر محاسبات صورت این در باشند. Nn+٢(R) در عنصر دو
AB = E(n−٢)n + E(n−٢)(n+١)E(n−١)(n+٢), BA = E(n−١)(n+٢),
B٢ = BA٢ = BAB = ٠,

AkBA = E(n−k−١)(n+٢) ̸= ٠, k = ١, . . . , n− ٢,
AtB = E(nt١)n + E(nt١)(n+١)E(nt)(n+٢) ̸= ٠, t = ١, . . . , n− ٢,

An−١B = −E١(n+٢).

می آوریم: به دست بنابراین
(A+Bx)n = (An−٢BA+An−١B)x

= (E١(n+٢) + (−E١(n+١))x
= ٠.

نسیت. آرمنداریز n−نیم حلقه ای Un+٢(R) حلقه ی An−١B ̸= ٠ و An−٢BA ̸= ٠ از اما
m−نیم «حلقه های که گفت می توان ۶ . ٢ . ٢ مثال و ٢ . ٢ . ٢ قضیه ی ،(٢)٢ . ٢ . ١ لم به توجه با

نیستند». آرمنداریز n−نیم لزوماً ،m ≥ n+ ١ برای آرمنداریز
حلقه ای ،m ≥ n + ١ برای آرمنداریز m−نیم حلقه های که کنیم فرض منظور، این برای
،Un+٢(R) حلقه ی ،٢ . ٢ . ٢ قضیه ی و (٢)٢ . ٢ . ١ لم بنابر صورت این در باشند، آرمنداریز n−نیم

با تناقض در موضوع این که است، تقلیل یافته حلقه ای R جایی که می باشد آرمنداریز n−نیم

می باشد. ۶ . ٢ . ٢ مثال
n)−نیم + ١) لزوماً آرمنداریز، n−نیم حلقه های آیا شود، سوال است ممکن برعکس،

است. منفی سوال این جواب زیر، مثال به توجه با که هستند؟ آرمنداریز
در که می گیریم، نظر در را v = p

r١١ · · · prαα اولیه تجزیه ی با v ≥ ٣ صحیح عدد .٢ . ٢ . ٧ مثال
.w = p١ · · · pα می دهیم قرار هستند. مثبت صحیح اعداد riها و متمایز اول اعداد piها آن

چندجمله ای ها حلقه ی Zw[x, y] و w پیمانه ی به صحیح اعداد حلقه ی Zw کنیم فرض حل.
(لذا است یافته تقلیل Zw که باشیم داشته توجه است. y و x تعویض پذیر متغیر دو روی
ایده آل I آن در که ،R =

Zw[x, y]

I
می دهیم قرار هستند). Zw روی چندجمله ای حلقه های

v)−نیم − ١) حلقه ای ،R که داد خواهیم نشان می باشد. yv و x٢y٢ ،xv توسط شده تولید
y+ I و x+ I برای به ترتیب y و x از سادگی، برای نیست. آرمنداریز v−نیم ولی است آرمنداریز

باشد. R روی t مجهول با چندجمله ای ها حلقه ی R[t] کنیم فرض حال می کنیم. استفاده
داشت: خواهیم ،w | v و است w ،R مشخصه ی چون

(x+ yt)v = xv + vxv−١ + vxyv−١ + yvtv = ٠.



آرمنداریز حلقه های از تعمیمی ٢٨
نسیت. آرمنداریز v−نیم ،R پس ،xv−١ ̸= ٠ اما

کــنــیــم فــرض اســت. آرمــنــداریــز v)−نیم − ١) حلقه ای ،R که می دهیم نشان حال
آن در که (f٠ + f١t+ · · ·+ fmtm)v−١ = ٠

fi = ai٠ + ai١x+ · · ·+ ai(v−١)xv−١ + bi١y + · · ·+ bi(v−١)yv−١

+ci١xy + · · ·+ ci(v−١)xv−١y + di٢xy٢ + · · ·+ di(v−١)xyv−١

صـــورت ایـــن در بــاشــد. R[t] حـــلـــقـــه ی از عـــضـــو یـــک ،i = ٠, ١, . . . ,m بـــرای
به صورت را (f٠ + f١t+ · · ·+ fmtm)v−١ = ٠ مــی تـــوانـــیـــم

(g٠ + g١x+ · · ·+ gv−١xv−١ + h١y + · · ·+ hv−١yv−١ + k١xy + · · ·+ kv−١xv−١y
+ q٢xy٢ + · · ·+ qv−١xyv−١)v−١ = ٠

،kℓ =
m∑
i=٠ciℓt

i ،hℓ =
m∑
i=٠biℓt

i ،gj =
m∑
i=٠aijt

i و g, h, k, q ∈ Zw[t] آن در که بنویسیم
چون .s = ٢, . . . , v − ١ ،ℓ = ١, . . . , v − ١ ،j = ٠, . . . , v − ١ برای qs =

m∑
i=٠dist

i ∈ Zw[t]

هر (yv−١ (به ترتیب xv−١ ضرایب حال .g٠ = ٠ لذا gv−١٠ = ٠ است، یافته تقلیل Zw[t]

دیگر به عبارت است، مشترک عامل به عنوان g٠ شامل (hv−١١ (به ترتیب gv−١١ به جز عبارت
که fi در که تک جمله ای هر نتیجه در .Zw[t] چون g١ = h١ = ٠ رو این از ١١−gv؛ = hv−١١ = ٠
لذا است. حاصل ونتیجه fi ∈ I می باشد ٢ درجه ی از حداقل می شود ظاهر (i = ٠, ١, . . . ,m)
.fσi ∈ {f٠, f١, . . . , fm} که باشد (١−v)−جمله از حاصل ضربی fσ١fσ٢ · · · fσv−١ کنیم فرض اگر
توجه با که است {x٢, y٢, xy} در تک جمله ای های از (١−v)−عدد شامل fσ١fσ٢ · · · fσv−١ آن گاه

است. آرمنداریز v)−نیم − ١) ،R بنابراین .fσ١fσ٢ · · · fσv−١ = ٠ داریم قبل، نتیجه ی به
آرمنداریز n)−نیم + ١) لزوماً آرمنداریز n−نیم «حلقه های که دادیم نشان ٢ . ٢ . ٧ مثال در

.n+ ١ = p
r١١ · · · prαα قرار دهیم کافیست نیستند،

بیشتر مثال های و خواص ٢ . ٣
مثال های و می کنیم بررسی را آرمنداریز n−نیم حلقه های رده ی از جالبی خواص بخش این در

می آوریم. به دست را حلقه ها این از متفاوتی
n−نیم حلقه ای R[X] اگر فقط و اگر است آرمنداریز n−نیم حلقه ای R حلقه ی (١ .٢ . ٣ . ١ قضیه

باشد. آرمنداریز
باشد. آرمنداریز n−نیم حلقه ای R[X] اگر فقط و اگر است آرمنداریز نیم حلقه ای R حلقه ی (٢

.N(R[X]) ⊆ N(R)[X] آن گاه باشد، آرمنداریز نیم حلقه ای R حلقه ی اگر (٣



٢٩ بیشتر مثال های و خواص
اگـر اسـت آرمـنـداریـز n−نیم ،R[x] که کنیم ثابت (٢)٢ . ٢ . ١ لم به بنا کافیست (١) برهان.
بـرای است آرمـنـداریـز n−نـیـم ،R کــه کــنــیــم فــرض بــاشــد. آرمــنــداریــز n−نـیـم ،R
در کــه ،f(T )n = ٠ بـا f(T ) = f٠ +f١T + · · ·+fmTm ∈ R[x][T ] دهـــیـــم قـــرار n ≥ ٢ اعـداد
می گیریم، به کار را ٧ . ۵ . ١ قضیه ی اثبات روند .i = ٠, ١, . . . ,m برای fi = ki∑

j=٠aijx
j ∈ R[x] آن

و f(xk) = f٠ + f١xk + · · ·+ fmxkm ∈ R[x] صورت این در .k = k٠ +k١ + · · ·+km کنیم فرض
عناصر با x و f(T )n = ٠ چون است. f(xk) ضرایب مجموعه ی برابر fiها مضرب های مجموعه ی
ai١ai٢ · · · ain = ٠ است، آرمنداریز n−نیم ،R چون .R[x] در f(xk)n = ٠ می شود، جابه جا R

fsℓها انـتـخـاب هـر بـرای fs١fs٢ · · · fsn = ٠ بـنـابـرایـن .j = ١, . . . , n بـا aijها انتخاب هر برای
.{f٠, f١, . . . , fm} در

دارد وجود X از X٠ متناهی زیرمجموعه ی ،gn = ٠ g طوری که ∈ R[X] کنیم فرض حال
این در گرفت. نظر در را X بودن متناهی حالت کافیست این رو از g؛ ∈ R[X٠] به طوری که
نیز R[X٠] بگیریم نتیجه که ساخت خواهد قادر را ما استقرا فوق، نتیجه ی کمک با صورت

است. آرمنداریز n−نیم ،R[X] بنابراین است. آرمنداریز n−نیم

می آید. به دست (١) از (٢)
زیرمجموعه ی ،f ∈ N

(
R[X]

) می دهیم قرار باشد. آرمنداریز نیم حلقه ی یک R کنیم فرض (٣)
بنابر .X٠ = {x١, . . . , xk} می کنیم ادعا ،f ∈ N

(
R[X٠]

) به طوری که دارد وجود X از X٠ متناهی
همچنین و آرمنداریز نیم (٢) به بنا R[x١, x٢] و R[x١] .N(R[x١]) ⊆ N(R)[x١] ،(٣)٢ . ٣ . ١ لم

داریم: ،(٧)٢ . ٢ . ١ لم به بنا
N
(
R[x١, x٢]

)
= N

(
R[x١][x٢]

)
⊆ N(R)[x١][x٢] = N(R)[x١, x٢].

مــوجــب ،N(R[X٠]
)

⊆ N(R)[X٠] آوریــم: بــه دســـت مـــی تـــوانــیــم اســـتــــقـــراء بــــا
■ .N(R[X]

)
⊆ N(R)[X] مــی شــود

نیست. برقرار کامل ماتریس حلقه ی برای ٢ . ٢ . ٢ قضیه ی که می دهیم نشان زیر مثال در
n = ٢ کنیم فرض ابتدا .R = Matn(S) و باشد دلخواه حلقه ی یک S کنیم فرض .٢ . ٣ . ٢ مثال

اگر لذا
f(x) =

٠ ١
٠ ٠

+

١ ٠
٠ −١

x+

 ٠ ٠
−١ ٠

x٢ ∈ Mat٢(S)[x],

٢−نیم ،Mat٢(S) (٣)٢ . ٣ . ١ لم به توجه با بنابراین و f(x) /∈ N(R)[x] اما .f(x)٢ = ٠ آن گاه
نیست. آرمنداریز

،n = ٣ کنیم فرض حال

f(x) =


٠ ١ ٠
٠ ٠ ١
٠ ٠ ٠

+


٠ ٠ ٠
١ ٠ ٠
٠ −١ ٠

x ∈ Mat٣(S)[x]



آرمنداریز حلقه های از تعمیمی ٣٠
داریم: صورت این در .g(x) = f(x)٢ و

f(x)٣ = ٠, g(x)


٠ ٠ ١
٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠

+


١ ٠ ٠
٠ ٠ ٠
٠ ٠ −١

x+


٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠
−١ ٠ ٠

x٢, g(x)٢ = ٠.

اما
٠ ١ ٠
٠ ٠ ١
٠ ٠ ٠


٢

٠ ٠ ٠
١ ٠ ٠
٠ −١ ٠

 = −E١٢,


١ ٠ ٠
٠ ٠ ٠
٠ ٠ −١


٢

لم و g(x) به توجه (با آرمنداریز ٢−نیم هیچ وقت Mat٣(S) بنابراین هستند. غیرصفر دو هر
.(f(x) به توجه (با نیست آرمنداریز ٣−نیم و ((٣)٢ . ٣ . ١

به طوری که g(x) = A+Bx ∈ R[x] کنیم فرض می گیریم. نظر در را n ≥ ۴ کلی حالت در
A = E١٢ + E٢٢ + · · ·+ E(n−٢)(n−١) + E(n−١)n و B = E(n−١)١ + (−En٢).

حاصل ضرب های همه ی مجموع دادن نشان برای ϕ(s,t) نماد از .g(x)n = ٠ می دهیم نشان ابتدا
.(A + Bx)n =

n∑
i=٠ϕ(n−i,i)x

i داریم: صورت این در می کنیم. استفاده B t−عدد و A s−عدد

که باشید داشته توجه
ϕ(n,٠) = An = ٠ BAℓB, ℓ = ٠, ١, . . . , n− ۴. (۶ . ٢)

داریم: ،ϕ(n−١,١) محاسبه ی برای fk = An−k−١BAk جایگذاری با
f٠ = −E١٢,
fk = Ek(k+١) + (−E(k+١)(k+٢))(k = ١,٢, . . . , n− ٢),

fn−١ = E(n−١)n.

،(۶ . ٢) به توجه با حال .ϕ(n−١,١) =
n−١∑
i=٠fi = ٠ بنابراین

ϕ(n−٢,٢) = BAn−٣BA+BAn−٢B +ABAn−٣B
= (−En٢) + (En−١)١ + En٢) + (−E(n−١)١)
= ٠.

توجه با دیگر به عبارت ،(h ≤ n−۴) BAhB یا B٢ شامل عبارت هر ،(k ≥ ٣) ϕ(n−k,k) حالت در
.g(x)n = (A + Bx)n =

n∑
i=٠ϕ(n−i,i)x

i = ٠ بنابراین .ϕ(n−k,k) = ٠ ،k ≥ ٣ هر برای (۶ . ٢) به
نسیت. آرمنداریز n−نیم ،R که می کند ایجاب ،An−١B = −E١٢ ̸= ٠ اما



٣١ بیشتر مثال های و خواص
n−نیم حلقه ی یک I گوییم می باشد. R از ناصفر سره ایده آل یک I و حلقه یک R کنیم فرض
حال باشد. آرمنداریز n−نیم همانی، عضو بدون حلقه ی یک به عنوان I هرگاه است آرمنداریز
همواره آن گاه باشند، آرمنداریز n−نیم حلقه هایی R

I
و I اگر که شود زده حدس است ممکن

حدس این که می دهیم زیرنشان مثال با حالی که در می باشد. آرمنداریز n−نیم حلقه ای نیز ،R
حلقه ی دروه١ توسیع باشد. S جابه جایی حلقه ی روی جبر یک R کنیم فرض نمی باشد. درست

عملگرهای با است حلقه ای R⊕ S که می نویسیم R⊕D S به صورت را ،S توسط R
(r١, s١) + (r٢, s٢) = (r١ + r٢, s١ + s٢)

و
(r١, s١)(r٢, s٢) = (r١r٢ + s١r٢ + s٢r١, s١s٢)

.si ∈ S و ri ∈ R ازای به

اعداد حلقه ی Zm آن در که باشد،
٠ Zm

٠ ٠
⊕DZm دروه توسیع D کنیم فرض .٢ . ٣ . ٣ مثال

در است. ١ همگی m اولیه تجزیه  ی در متمایز اول  اعداد توان که باشد m پیمانه ی به صحیح
این در می گیریم. نظر در n ≥ ٢ برای را R = Un(D) حلقه ی است. یافته تقلیل Zm صورت این
نیست. یافته تقلیل D چون نیست آرمنداریز n−نیم ،R ،٢ . ٢ . ٢ قضیه ی به توجه با صورت،

کنیم فرض

I = Un

٠ Zm

٠ ٠
⊕D ٠

 .

قضیه ی به بنا R

I
بنابراین .R

I
∼= Un(Z) به طوری که است R حلقه ی از ایده آلی I صورت این در

.In = ٠ نتیجه در می باشد آرمنداریز n−نیم ،I لذا و است آرمنداریز n−نیم ،٢ . ٢ . ٢
را I کافیست لذا بدهیم. مثبت پاسخی فوق حدس به که آورد فراهم را شرایطی باید اما

است. I بودن آرمنداریز n−نیم به نسبت قوی تر شرطی این که بگیریم نظر در یافته تقلیل
معادلند: زیر شرایط R آبلی حلقه ی برای .۴ . ٢ . ٣ گزاره

است؛ آرمنداریز n−نیم حلقه ای R (١
هستند؛ آرمنداریز n−نیم حلقه هایی (١ − e)R و eR حلقه های ،e ∈ R خودتوان هر برای (٢

آرمنداریز n−نیم حلقه هایی (١ − e)R و eR حلقه های به طوری که دارد وجود ،e ∈ R خودتوان (٣
هستند.

١Dorroh extension



آرمنداریز حلقه های از تعمیمی ٣٢
از زیرحلقه هایی (١ − e)R و eR چون می آید، به دست (٢)٢ . ٢ . ١ لم به بنا :(٢)⇐=(١) برهان.

هستند. R

است. بدیهی فرض به بنا :(٣)⇐=(٢)
چـنـدجـمـلـه ای بــاشــنــد. آرمــنــداریــز n−نیم ،(١ − e)R و eR کنیم فرض :(١)⇐=(٣)
.f(x)n = ٠ ،n ≥ ٢ صــحــیــح عــدد هر بــرای کــه بــاشــد R[x] از عضوی f(x) =

m∑
i=٠aix

i

آن گاه است، آبلی R چون f٢(x) = (١ − e)f(x) ∈ (١ − e)R[x] و f١(x) = ef(x) ∈ eR[x] اگر
هر برای ،(٣) شرط به توجه با نتیجه در .f٢(x)n = (١ − e)f(x)n = ٠ و f١(x)n = ef(x)n = ٠

داریم: j = ١,٢, . . . , n آن در که ،asj ∈ {a٠, a١, . . . , am}

eas١as٢ · · · asn = eas١eas٢e · · · easn١e = ٠
(١ − e)as١as٢ · · · asn = (١ − e)as١)١ − e)as١)٢ − e) · · · (١ − e)asn (١ − e) = ٠,

■ است. آرمنداریز n−نیم ،R بنابراین .as١as٢ · · · asn = ٠ لذا و
منظم R \ J عنصر هر که به طوری باشد R از ایده آلی J و حلقه یک R کنیم فرض .۵ . ٢ . ٣ گزاره

است. آرمنداریز ℓ−نیم حلقه ای R ،ℓ ≥ n هر برای صورت این در .Jn = ٠ و
به طور می باشد منظم عنصری R \ J از عنصر هر که واقعیت این از اثبات سرتاسر در برهان.
صورت این در .f(x)n = ٠ و f(x) =

m∑
i=٠aix

i ∈ R[x] کنیم فرض می کنیم. استفاده آزادانه
.a٠, am ∈ J دیگر به عبارت ،an٠ = ٠ = anm

J در مشمول لذا و a٠ شامل (an١ (به جز عبارت هر ،xn از · · · + an١ + · · · = ٠ ضریب در
استفاده با می آوریم. به دست را a١ ∈ J صورت این در که .an١ ∈ J می دهد نتیجه که است،
از · · · + ank + · · · = ٠ ضریب در می دهیم. ادامه را برهان k = ٠, ١, . . . , [m٢ ] روی استقراء از
.ank ∈ J می کند ایجاب که ،J در مشمول لذا و h < k با ah شامل (ank (به جز عبارت هر ،xkn
،ai ∈ J بنابراین است. مشابه  a[m٢ ]+١ به am از ،am ∈ J اساس بر محاسبه  .ak ∈ J بنابراین
که داشت خواهیم aij ∈ {a٠, . . . , am} انتخاب هر برای ،Jn = ٠ چون حال .i = ٠, . . . ,m برای
n−نیم ،R که می شود نتیجه بالا محاسبات به بنا ،j = ١, . . . , n آن در که ،ai١ai٢ · · · ain = ٠

است. آرمنداریز
■ است. آرمنداریز ℓ−نیم ،R نتیجه در ،J ℓ = ٠ ،ℓ ≥ n هر برای چون حال
،ℓ ≥ n هر برای ،۵ . ٢ . ٣ گزاره ی به توجه با باشد Jn(R)n = ٠ آن در که R موضعی حلقه ی

است. R حلقه ی جیکبسون رادیکال ،J(R) آن در که است، آرمنداریز ℓ−نیم

باشد. p پیمانه ی به صحیح اعداد حلقه ی Zp و اول عددی p کنیم فرض .۶ . ٢ . ٣ نتیجه

R =

٠ Zp

٠ ٠
⊕D Zp.

است. آرمنداریز m−نیم ،m ≥ n+ ١ هر برای Dn(R) صورت این در می گیریم. نظر در را



٣٣ آرمنداریز −نیم n جابه جایی حلقه های

با Dn(R)

J
چون .J = {(aij) ∈ Dn(R)|aii ∈ I} و I =

٠ Zp

٠ ٠
 ⊕D ٠ کنیم فرض برهان.

Dn(R) \ J عنصر هر بنابراین است. موضعی Dn(R) نتیجه در ،Jn+١ = ٠ و است یکریخت Zp

آرمنداریز m−نیم (m ≥ n+١ (برای Dn(R) ،۵ . ٢ . ٣ گزاره ی به توجه با نتیجه در و است منظم
■ است.

آرمنداریز −نیم n جابه جایی حلقه های ۴ . ٢
حلقه های ساختار بررسی به [١] مرجع در شده مطرح مباحث از استفاده با بخش این در

می پردازیم. آرمنداریز n−نیم جابه جایی
f ضرایب با تولیدشده ایده آل ،f ∈ R[x] برای باشد. جابه جایی حلقه ی یک R کنیم فرض
نیست. برقرار تساوی لزوماً اما ،Afg ⊆ AfAg آن گاه ،f, g ∈ R[x] اگر می دهیم. نشان Af با را
توجه همچنین .Afg = AfAg ،f, g ∈ R[x] هر برای هرگاه می نامیم، گاوسی را R حلقه ی
داشته ،Afg = ٠ شرط با f, g ∈ R[x] برای اگر فقط و اگر است آرمنداریز R حلقه های که داریم

است. آرمنداریز ،R آن گاه باشد، گاوسی R اگر بنابراین .AfAg = ٠ باشیم
است آرمنداریز n−نیم ،R صورت این در باشد. جابه جایی حلقه ی یک R کنیم فرض .١ . ۴ . ٢ لم

.(Af

)n
= ٠ آن گاه ،Afn = ٠ اگر ،f ∈ R[x] برای اگر فقط و اگر

و اگر است گاوسی R صورت این در باشد. جابه جایی حلقه ی یک R کنیم فرض .٢ . ۴ . ٢ قضیه
باشد. آرمنداریز ،R همریخت تصویر هر برای اگر فقط

لذا و گاوسی R

I
آن گاه، باشد، گاوسی R اگر باشد. R حلقه ی از ایده آلی I کنیم فرض برهان.

است. آرمنداریز
R

Afg
چون و fg = ٠ ، R

Afg
[x] حلقه ی در نتیجه در .fg = ٠ و f, g ∈ R[x] کنیم فرض حال

■ است. گاوسی R لذا و Afg = AfAg بنابراین .AfAg

Afg
پس است، آرمنداریز

داشته f١, . . . , fn ∈ R[X] هر برای اگر فقط و اگر است گاوسی R جابه جایی حلقه ی .٣ . ۴ . ٢ نتیجه
.Af١,...,fn = Af١ · · ·Afn باشیم

آرمنداریز اصلی ایده آل حوزه ی از همریخت تصویر هر [٢١] از (٢.٢) قضیه ی به توجه با
می کنیم. ملاحظه آرمنداریز n−نیم برای مشابهی نتیجه ی زیر قضیه ی در است.

،f ∈ R[x] هر برای صورت این در باشد. جابه جایی حلقه ی یک R کنیم فرض (١) .۴ . ۴ . ٢ قضیه
باشد. آرمنداریز n−نیم ،R همریخت تصویر هر اگر فقط و اگر است Afn =

(
Af

)n
در باشد. منظم مرکزی عناصر شامل که R در ضر بی بسته ی یک S و حلقه یک R کنیم فرض (٢)

باشد. آرمنداریز n−نیم ،S−١R اگر فقط و اگر است آرمنداریز n−نیم ،R صورت این



آرمنداریز حلقه های از تعمیمی ٣۴
خارج حلقه ی هر صورت این در .f ∈ R[x] برای Afn =

(
Af

)n که کنیم فرض (١) برهان.
آرمنداریز n−نیم حلقه ای R ،١ . ۴ . ٢ لم به توجه با می کند، صدق شرایط این در R از R̄ قسمتی
،f ∈ R[x] برای باشد. آرمنداریز n−نیم ،R از همریخت تصویر هر که کنیم فرض برعکس است.
آرمنداریز n−نیم ، R

Afn
چون و S در (f̄)n = ٠ صورت این در بگیریم. نظر در را S =

R

Afn

.(Af

)n
= Afn که است این مستلزم که ،

(
Af

)n
Afn

= ٠ داریم است
آن گاه باشد، آرمنداریز n−نیم ،R اگر کنیم ثابت است کافی (٢)٢ . ٢ . ١ لم به توجه با (٢)

و باشد آرمنداریز n−نیم ،R کنیم فرض است. آرمنداریز n−نیم نیز S−١R

f(x) =

m∑
i=٠

αix
i ∈ S−١R[x]

،i هر برای آن در که αi = aiu
−١ کنیم فرض می توانیم می گیریم. نظر در را f(x)n = ٠ که

داریم لذا ،f١(x) =
m∑
i=٠aix

i می دهیم قرار باشد. منظم u ∈ S و ai ∈ R

٠ = f(x)n =
(
f١(x)u−١)n = f١(x)nu−n,

انتخاب هر برای ai١ · · · ain = ٠ است، آرمنداریز n−نیم ،R چون .f١(x)n = ٠ می دهد نشان که
.j = ١, . . . , n با aijها

n−نیم ،S−١R بنابراین .αi١ · · ·αin = ٠ ،j = ١, . . . , n با aijها انتخاب هر برای این رو از
■ است. آرمنداریز
وجود یافته تقلیل جابه جایی حلقه ی کنیم می مشاهده ،۴ . ۴ . ٢ قضیه ی گرفتن نظر در با
یـک R کنیم فرض .(٢ . ٢ . ٧ مثال ) نمی باشد آرمنداریز n−نیم آن همریخت تصویر که دارد
باشد؛ R شامل که S بـه روی R قـسـمـتـی خـارج حـلـقـه ی T (R) و جـابـه جـایـی حـلـقـه ی

.(R ⊆ S ⊆ T (R)
) یــعــنــی،

می آید. به دست زیر نتیجه ی ،(٢)٢ . ٢ . ١ لم و (٢)۴ . ۴ . ٢ قضیه ی از
،R صورت این در باشد. R شامل S و جابه جایی حلقه ی یک R کنید فرض (١) .۵ . ۴ . ٢ نتیجه
n−نیم ،T (R) اگر فقط و اگر است آرمنداریز n−نیم ،S اگر فقط و اگر است آرمنداریز n−نیم

باشد. آرمنداریز
شامل R \ P به طوری که باشد R از اولی ایده آل P و جابه جایی حلقه ی یک R کنید فرض (٢)
چنین RP اگر فقط و اگر است آرمنداریز n−نیم ،R صورت این در نباشد. آن صفر علیه مقسوم

باشد.
در .P ٢ = ٠ و است P−اولیه صفر به طوری که باشد جابه جایی حلقه ی یک R کنید فرض
حلقه های برای را نتیجه مشابه به طور است. آرمنداریز R ،۴ . ۵ . ١ گزاره ی به توجه با صورت این

می آوریم. به دست زیر گزاره ی در آرمنداریز n−نیم



٣۵ آرمنداریز −نیم n جابه جایی حلقه های
P−اولیه ،Q به طوری که باشد R از ایده آلی Q و جابه جایی حلقه ی یک R کنیم فرض .۶ . ۴ . ٢ گزاره

هستند. آرمنداریز ℓ−نیم ،ℓ ≥ n برای ،R[X]

Q[X]
و R

Q
صورت این در .Pn ⊆ Q و است

لذا است P−اولیه ایده آلی Q چون .fn = ٠ شرط با f =
m∑
i=٠aix

i ∈ R

Q
[x] کنیم فرض برهان.

که است، جابه جایی حوزه ی یک R[x]

P [x]
همچنین و می باشد R[x] در P−اولیه [x] ایده آل یک Q[x]

نتیجه در ،Pn ⊆ Q چون و است ai ∈ P ،i هر ازای به صورت این در .f ∈ P [x] می دهد نتیجه
،P ℓ ⊆ Q چون ،ℓ ≥ n برای فوق محاسبات به توجه با همچنین است. آرمنداریز n−نیم ،R

Q

،(∼= R

Q
[X])

R[X]

Q[X]
،(١)٢ . ٣ . ١ قضیه ی به توجه با حال است. آرمنداریز ℓ−نیم ،R

Q
که داریم

■ است. آرمنداریز ℓ−نیم

pn چون باشد. اول ایده آل یک p و صحیح اعداد حلقه ی Z کنیم فرض (١ .٧ . ۴ . ٢ مثال
Z

⟨pn⟩
،۶ . ۴ . ٢ گزاره ی به توجه با بنابراین ، ⟨p⟩n = ⟨pn⟩ و است اولیه p به نسبت (n ≥ ٢)

است. آرمنداریز ℓ−نیم ،ℓ ≥ n ازای به
باشد. Z روی y و x جابجایی متغیرهای با چندجمله ای ها حلقه ی S = Z[x, y] کنیم فرض (٢
است، اولیه (x, y)n = Q و (x, y) به نسبت (i+ j = n و n ≥ ٢) Q = (xn, yn, xiyi) چون

است. آرمنداریز ℓ−نیم ،ℓ ≥ n ازای به S

Q
،۶ . ۴ . ٢ گزاره ی به توجه با





٣ فصل
نیم ماتریسی حلقه های بررسی

آرمنداریز

بررسی و مطالعه مورد را دارند آرمنداریز n−نیم خاصیت که ماتریسی حلقه های فصل این در
باز مساله  یک و دوم فصل از ریو٣ ٢و لی چئون١، نتایج در مطالعه این انگیزه و می  دهیم قرار
حلقه ی n ≥ ٢ هر برای که شد داده نشان ٢ . ٢ . ٢ قضیه ی در است. فصل آن در شده گذاشته
R اگر فقط و اگر است آرمنداریز n−نیم ،R حلقه ی روی Un(R) ،n × n مثلثی بالا ماتریسی

باشد. یافته تقلیل
مثلثی بالا ماتریس های حلقه ی برای را دوم فصل نتایج از دیگر برخی فصل این در همچنین
توسیع را است R از S زیرحلقه ای به متعلق قطری آن درایه های که ،R حلقه ی روی n × n

می باشد. [١٧] مرجع از برگرفته فصل این مباحث و مطالب می دهیم.
حلقه ی باشد، آن گاه یافته تقلیل حلقه ی یک R اگر ،٢ . ٢ . ١ لم و ٢ . ٢ . ٢ قضیه ی طبق
برقرار می تواند آن معکوس آیا شود پرسیده که است طبیعی است. آرمنداریز n−نیم ،Dn(R)

می دهیم. پاسخ آن به فصل این در که ماند. باقی نشده حل مساله  این قبل فصل در باشد؟
برای می دهیم. نشان Mn(R) نماد با را R روی n × n ماتریس های حلقه ی نماد گذاری:

١Jeon
٢Lee
٣Ryu



آرمنداریز نیم ماتریسی حلقه های بررسی ٣٨
می دهیم. نشان A(ij) با را A از (i, j) درایه ی ،i, j ∈ {١,٢, . . . , n} هر و A ∈ Mn(R) ماتریس

چندجمله ای Φ : Mn(R)[x] −→ Mn(R[x]) طبیعی یکریختی
f = A٠ +A١x+A٢x٢ + · · ·+Akx

k ∈ Mn(R)[x]

(i, j) درایه های که می کند تصویر R[x] روی است) n× n ماتریس یک (که Φ(f) ماتریس به را
است: زیر چندجمله ای به صورت i, j ∈ {١,٢, . . . , n} هر برای آن

A
(ij)٠ +A

(ij)

١ x+A
(ij)

٢ x٢ + · · ·+Akx
k ∈ R[x].

نظر در Mn(R) حلقه ی از معین زیرحلقه ی یک به تحدید صورت به را Φ یکریختی معمولا˟
داد. خواهیم نشان Φ نماد با نیز را تحدید این به طوری که گرفت؛ خواهیم

آرمنداریز −نیم n ماتریسی حلقه های ٣ . ١
Mm(R) کامل ماتریسی حلقه ی از آرمنداریز n−نیم زیرحلقه های معرفی بخش این از هدف
حلقه ی که می دهیم نشان ابتدا شروع برای است. m ≥ ٢ و حلقه یک R آن در که می باشد

نیست. آرمنداریز n−نیم ،n ≥ ٢ برای Mm(R)

n−نیم ،Mm(R) حلقه ی صورت این در .m,n ≥ ٢ و باشد حلقه یک R کنیم فرض .٣ . ١ . ١ گزاره
نیست. آرمنداریز

آن در که ،f = A٠ +A١x+A٢x٢ ∈ Mm(R)[x] کنیم فرض برهان.
A٠ = E١m, A١ = E١١ − Emm, A٢ = −Em١.

،Mm(R) حلقه ی ،An١ = E١١ + (−١)nEmm ̸= ٠ چون .fn = ٠ لذا و f٢ = ٠ صورت این در
■ نیست. آرمنداریز n−نیم

یافته تقلیل R

I
قسمتی خارج حلقه ی به طوری که باشد R حلقه ی از ایده آلی I کنیم فرض .٣ . ١ . ٢ لم

صورت این در .Im = ٠ به طوری که باشد مثبت صحیح عدد یک m کنیم فرض همچنین است.
است. آرمنداریز n−نیم حلقه ی یک R ،n ≥ m هر برای

با چندجمله  هایی فرم به آن عناصر که است R[x] از آلی ایده I[x] مجموعه ی به وضوح، برهان.
با یکریخت R

I
[x] حلقه ی طرفی از و است یافته تقلیل R

I
حلقه ی چون می باشند. I در ضرایبی

f = a٠+a١x+· · ·+akx
k ∈ R[x] چندجمله ای اگر است. یافته تقلیل نیز R[x]

I[x]
پس است، R[x]

I[x]

،n ≥ m اگر این رو، از .ai ∈ I ،i هر برای لذا و f ∈ I[x] آن گاه کند، صدق fn = ٠ شرط در
نشان این ،ai١ai٢ · · · ain ∈ In ⊆ Im = ٠ داریم i١, i٢, . . . , in ∈ {٠, ١, . . . , k} هر برای آن گاه
■ است. آرمنداریز n−نیم حلقه ا ی R که می دهد



٣٩ آرمنداریز −نیم n ماتریسی حلقه های
در که دید خواهیم ۴ . ٣ . ٢ مثال در است. ۵ . ٢ . ٣ گزاره ی ،٣ . ١ . ٢ لم از مستقیم نتیجه یک

است. ضروری R

I
بودن یافته تقلیل شرط ٣ . ١ . ٢ لم

است اول کاملا́ R از J ایده آل که می شویم یادآور باشد. حلقه یک R کنیم فرض .٣ . ١ . ٣ ملاحظه
رادیکال را R اول کاملا́ ایده آل های همه ی اشتراک باشد. دامنه  یک R

J
قسمتی خارج حلقه ی هرگاه

ایده آل یک I اگر که باشید داشته توجه می دهند. نشان Ng(R) با و می نامند R تعمیم یافته ی پوچ
در .I = Ng(R) آن گاه ،Im = ٠ ،m > ٠ برای و یافته تقلیل R

I
حلقه ی به طوری که باشد R از

.I ⊆ Ng(R) و است R اول کاملا́ ایده آل هر در مشمول I که می گیریم نتیجه ،Im = ٠ چون واقع
حلقه ی یک دامنه، تعداد هر حاصل ضرب که می شود نتیجه واقعیت این از بلافاصله شمول عکس
کنیم فرض نوشت: صورت بدین را ٣ . ١ . ٢ لم می توان لذا .I = Ng(R) بنابراین است. یافته تقلیل
هر برای آن گاه Ng(R)m = ٠ ،m مثبت صحیح عددهای بعضی برای به طوری که باشد حلقه یک R

است. آرمنداریز n−نیم حلقه ی یک R ،n ≥ m

مجموعه ی n مثبت صحیح عدد هر برای باشد. R زیرحلقه ی S کنیم فرض .۴ . ٣ . ١ تعریف
داریم: را زیر

Un(S,R) =
{
A ∈ Un(R)|A(ii) ∈ S, ∀i ∈ {١,٢, . . . , n}},

آن ها قطری درایه های که R روی مثلثی بالا n× n ماتریس های همه ی شامل Un(S,R) یعنی؛
زیر مجموعه ی به علاوه است. Un(R) از زیرحلقه یک Un(S,R) به وضوح می باشد. S به متعلق

داریم: را
Nn(R) =

{
A ∈ Un(R)|A(ii) = ٠, ∀i ∈ {١,٢, . . . , n}}.

صفر برابر قطری درایه های با R روی مثلثی بالا n × n ماتریس های مجموعه ی Nn(R) یعنی؛
است. Un(S,R) و Un(R) از ایده آلی Nn(R) که است بدیهی است.

مفید Un(S,R) به فرم ماتریسی حلقه های برخی بودن آرمنداریز k−نیم اثبات در زیر گزاره ی
بود. خواهد

R از I ایده آل اگر باشد. مثبت صحیح عدد یک n و R زیرحلقه ی S کنیم فرض .۵ . ٣ . ١ گزاره
هر برای آن گاه ،Im = ٠ ،m > ٠ برای و یافته تقلیل S

I
حلقه ی ،I ⊆ S باشد به طوری که موجود

است. آرمنداریز k−نیم حلقه ای Un(S,R) ،k ≥ n+m− ١
مجموعه ی پس است، R از ایده آلی I چون برهان.

J =
{
A ∈ Un(S,R)| A(ii) ∈ I, ∀i ∈ {١,٢, . . . , n}}

n−تا مستقیم مجموع با Un(S,R)

J
قسمتی خارج حلقه ی به علاوه است. Un(S,R) از ایده آل یک

توجه با این رو از است. یافته تقلیل نیز Un(S,R)

J
لذا است. یکریخت S

I
یافته ی تقلیل حلقه ی از



آرمنداریز نیم ماتریسی حلقه های بررسی ۴٠
منظور این برای .Jn+m−١ = ٠ که دهیم نشان کافیست برهان کردن کامل برای ،٣ . ١ . ٢ لم به
.A١A٢ · · ·An+m−١ = ٠ داریم A١, A٢, . . . , An+m−١ ∈ J هر برای که دهیم نشان کافیست
A١A٢ · · ·An+m−١ ماتریس از (i, j) درایه ی i, j ∈ {١,٢, . . . , n} هر برای که باشید داشته توجه

است: زیر به صورت حاصل ضرب هایی از مجموع یک
A

(k١k٢)١ A
(k٢k٣)٢ A

(k٣k۴)٣ · · ·A(kn+m−١kn+m)

n+m−١ (٣ . ١)
آن  گاه ،kl > kl+١ ،l ∈ {١,٢, . . . , n + m − ١} برخی برای اگر .kn+m = j و k١ = i آن در که
صورت این غیر در است. صفر با برابر حالت این در (٣ . ١) حاصل ضرب لذا .A(klkl+١)

l = ٠
داریم:

١ ≤ i = k١ ≤ k٢ ≤ k٣ ≤ · · · ≤ kn+m = j ≤ n.

باشد. موجود kl = kl+١ شرط با (kl, kl+١) جفت  m حداقل می بایست حالت این در این رو از
متعلق (٣ . ١) حاصل ضرب نتیجه در .A(klkl+١)

l ∈ I پس ،Aj ∈ J چون ،(kl, kl+١) هر برای حال
■ .A١A٢ · · ·An+m−١ = ٠ لذا است. صفر با برابر پس است، Im به
آن گاه باشد، دلخواه حلقه ی یک R اگر ،n ≥ ٢ هر برای که نمودیم ملاحظه اول فصل در
در به علاوه کنید). مشاهده ۵ . ۴ . ١ (مثال نیست آرمنداریز Un(R) مثلثی بالا ماتریس حلقه ی
آرمنداریز n−نیم ،Un(R) آن گاه باشد، یافته تقلیل حلقه ی یک R اگر که دادیم نشان دوم فصل
ماتریسی حلقه های به ٢ . ٢ . ٢ قضیه ی توسیع زیر قضیه ی شد. بیان ٢ . ٢ . ٢ قضیه ی در که است،

می آید. به دست فصل این در متفاوتی برهان با که می باشد، Un(S,R) فرم به
این در باشد. صحیح عدد یک n ≥ ٢ و R حلقه ی از زیرحلقه یک S کنیم فرض .۶ . ٣ . ١ قضیه

 صورت
معادلند: زیر گزاره های الف)

است؛ آرمنداریز n−نیم ،Un(S,R) (i)

است؛ آرمنداریز k−نیم حلقه ا ی Un(S,R) ،k ≥ n صحیح عدد هر برای (ii)

است. یافته تقلیل S (iii)

باشد. آرمنداریز R و یافته تقلیل S اگر فقط و اگر است آرمنداریز n−نیم ،Un+١(S,R) ب)
به بنا صورت این در باشد. آرمنداریز n−نیم ،Un(S,R) کنیم فرض :(iii)⇐=(i) (الف) برهان.
،٢ . ٢ . ٢ قضیه ی به توجه با این رو از است. آرمنداریز n−نیم ،Un(S) حلقه ی ،(٢)٢ . ٢ . ١ لم

است. یافته تقلیل S حلقه ی
می بریم. به کار m = ١ و I = ٠ مفروضات با ۵ . ٣ . ١ گزاره ی :(ii)⇐=(iii)

است. بدیهی :(i)⇐=(ii)
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کرد: خواهیم استفاده زیر نکته ی از (ب)

داریم: B١, B٢, . . . , Bn ∈ Nn+١(T ) ماتریس های و T حلقه ی هر برای
B١B٢ · · ·Bn = B

(١,٢)
١ B

(٢,٣)
٢ · · ·B(n,n+١)

n E١,n+١. (٣ . ٢)
از (i, j) درایه ی i, j ∈ {١,٢, . . . , n + ١} هر برای که باشیم داشته توجه ،(٣ . ٢) برقراری برای

است: زیر حاصل ضرب های از مجموعی به صورت B١B٢ · · ·Bn

B
(k١k٢)١ B

(k٢k٣)٢ · · ·B(knkn+١)
n , (٣ . ٣)

اگر بنابراین و Bl ∈ Nn+١(T ) داریم l ∈ {١,٢, . . . , n} هر برای .kn+١ = j و k١ = i آن در که
غیرصفر می تواند حالتی در فقط (٣ . ٣) حاصل ضرب این رو از .B(klkl+١)

l = ٠ آن گاه ،kl ≥ kl+١
که باشد

١ ≤ i = k١ < k٢ < k٣ < · · · < kn < kn+١ = j ≤ n+ ١.
به دست ،(٣ . ٢) رابطه ی لذا .kl = l باشیم داشته l ∈ {١,٢, . . . , n+١} هر برای دیگر، به عبارت

می آید.
حلقه ای V کنیم فرض .N = Nn+١(R) و V = Un+١(S,R) می دهیم قرار (ب) اثبات برای
بـا پـس اسـت، یکـریـخـت V از زیـرحـلـقـه ای بـا Un(S,R) چـون بـاشـد. آرمـنـداریـز n−نیم

بـرهـان بـه بـنـا لـذا اسـت. آرمـنـداریـز n−نیم ،Un(S,R) حـلـقـه ی (٢)٢ . ٢ . ١ لـم بـه تـوجـه
است. آرمـنـداریز R که می دهیم نشان حال است. یافته تقلیل S حلقه ی (الف)، قـسمـت

دلـخـواه چـنـدجمله ای های
f =

k∑
i=٠

aix
k, g =

l∑
j=٠

bjx
j ∈ R[x]

که کنیم فرض می توانیم مساله  کلیت از کاستن بدون می گیریم. نظر در را fg = ٠ به طوری که
می دهیم: قرار ،m ∈ {٠, ١, . . . , k} هر برای .k = l

Am = amE١٢ + bmE٢٣ + E٣۴ + · · ·+ En,n+١ ∈ N

و
h = A٠ +A١x+ · · ·+Akx

k ∈ N [x].

چون H باشد. = Φ(h) و طبیعی یکریختی Φ : Un+١(R)[x] −→ Un+١(R[x]) کنیم فرض
که می دهد نشان (٣ . ٢) این رو از .H ∈ Nn+١(R[x]) که می شود نتیجه ،h ∈ N [x]

Hn = H(١,٢)H(٢,٣)H(٣,۴) · · ·H(n,n+١)E١,n+١
= fg(١ + x+ · · ·+ xk)n−٢E١,n+١
= ٠.
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،j و i هر برای که می شود نتیجه است، hn = ٠ و آرمنداریز n−نیم ،V چون .hn = ٠ لذا

داریم: (٣ . ٢) رابطه ی به بنا پس ،Ai, Aj , A١ ∈ N چون .AiAjA
n−٢١ = ٠

aibj = A
(١,٢)
i A

(٢,٣)
j A

(٣,۴)
١ · · ·A(n,n+١)

١ = ٠.
است. آرمنداریز R که می شود ثابت لذا

دلخواه چندجمله ای باشد. آرمنداریز R و یـافـتـه تـقـلـیـل S کـنــیـم فـرض بـرعـکـس،
هر برای که می کنیم ادعا می گیریم. نظر در را qn = ٠ که q = A٠ +A١x+ · · ·+Akx

k ∈ V [x]
V

N
به طوری که است V از ایده آلی N و یافته تقلیل S چون که باشیم داشته توجه .Ai ∈ N ،i

لذا است. یافته تقلیل نیز V

N
حلقه ی پس باشد، S از n−تا + ١ مستقیم مجموع با یکریخت

می کند. ثابت را ادعا این و q ∈ N [x] که می آید به دست qn = ٠ از .V [x]

N [x]
∼=

V

N
[x] حلقه ی

چون باشد. Q = Φ(q) و طبیعی یکریختی Φ : Un+١(R)[x] −→ Un+١(R[x]) کنیم فرض
به بنا لذا .Qn = Φ(qn) = Φ(٠) = ٠ به علاوه، .Q ∈ Nn+١(R[x]) که می شود نتیجه q ∈ N [x]

داریم: (٣ . ٢) رابطه ی
Q(١,٢)Q(٢,٣) · · ·Q(n,n+١) = ٠.

دهیم: قرار i ∈ {١,٢, . . . , n} هر برای اگر این رو، از
fi = A

(i,i+١)٠ +A
(i,i+١)
١ x+ · · ·+A

(i,i+١)
k xk ∈ R[x],

n−تایی هر برای ٨ . ۴ . ١ گزاره ی به توجه با است، آرمنداریز R چون .f١f٢ · · · fn = ٠ آن گاه
داشت: خواهیم ،(s١, s٢, . . . , sn)

A(١,٢)
s١ A(٢,٣)

s٢ · · ·A(n,n+١)
sn = ٠.

آرمنداریز n−نیم ،V بنابراین .As١As٢ · · ·Asn = ٠ که می شود نتیجه (٣ . ٢) رابطه ی به بنا لذا
■ است.

معادلند: زیر گزاره های ،n ≥ ٢ صحیح عدد و R حلقه ی هر برای الف) .٣ . ١ . ٧ نتیجه
است؛ آرمنداریز n−نیم ،Un(R) (i)

است؛ آرمنداریز k−نیم حلقه ای Un(R) ،k ≥ n صحیح عدد هر برای (ii)

است؛ آرمنداریز n−نیم حلقه ای Un+١(R) (iii)

است. یافته تقلیل R (iv)

ماکسیمال آرمنداریز n−نیم زیرحلقه ا ی Un(R) آن گاه باشد، برقرار گزاره ها این از یک هر اگر ب)
است. Mn(R) از
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،(i) گزاره های ۶ . ٣ . ١ قضیه ی به بنا هستند، آرمنداریز یافته تقلیل حلقه  های چون الف) برهان.

معادلند. (iv) و (iii) ،(ii)
به طوری که باشد Mn(R) از آرمنداریز n−نیم زیرحلقه ی یک T و یافته تقلیل R می کنیم فرض ب)
(i, j) درایه ی i > j برای به طوری که دارد وجود A ∈ T ماتریس صورت این در .Un(R) ⊊ T

برای بنابراین .EiiAEjj = aEij ∈ T لذا ،Eii, Ejj ∈ T چون باشد. غیرصفر ،a مانند ،A از
.f = A٠+A١x+A٢x٢ ∈ T [x] داریم A٢ = −aEji و A١ = aEii−aEjj ،A٠ = aEij ماتریس های
بنابراین است، آرمنداریز n−نیم ،T چون .fn = ٠ پس ،f٢ = ٠ که می شود ملاحظه به آسانی

از حال .an = ٠ این رو از .٠ = An١ = anEii − anEjj

■ است. تناقض یک که ،a = ٠ می آوریم به دست R بودن یافته تقلیل
(الف) قسمت به بنا صورت این در است. مفروض m ≥ n + ٢ و n ≥ ٢ صحیح عددهای
n−نیم ،Um(R) حلقه ی ،R حلقه ی برای آیا شود، سوال که است طبیعی ٣ . ١ . ٧ نتیجه ی
۶ . ٢ . ٢ مثال به (همچنین است منفی پاسخ که می دهد نشان زیر گزاره ی است؟ آرمنداریز

شود). رجوع
هر برای صورت این در باشد. صحیح عدد یک n ≥ ٢ و حلقه  یک R کنیم فرض .٣ . ١ . ٨ گزاره

نیست. آرمنداریز n−نیم ،Um(R) حلقه ی m ≥ n+ ٢ صحیح عدد
مفهوم آشکار، به شیوه ای لم حکم در است. برقرار زیر لم مبنای بر ٣ . ١ . ٨ گزاره ی برهان
Nn+٢(R) که می شویم یادآور می دهیم. توسیع غیریکه حلقه های به را آرمنداریز نیم حلقه ی
است. صفر برابر قطری درایه های که R روی مثلثی بالا (n+ ٢)× (n+ ٢) ماتریس های شامل
Un+٢(R) از ایده آل یک (همچنین، است Un+٢(R) از غیریکه زیرحلقه ی یک Nn+٢(R) به وضوح،

است).
غیریکه حلقه ی صورت این در .n ≥ ٢ صحیح عدد و باشد حلقه  یک R کنیم فرض .٣ . ١ . ٩ لم

نیست. آرمنداریز n−نیم ،Nn+٢(R)

.B = E١٢+E١٣−E٢۴+E٣۴ و A = E١٢+E٣۴ مـی دهـیـم قـرار باشد. n = ٢ کنیم فرض برهان.
،N۴(R) بنابراین .AB = −E١۴ ̸= ٠ اما ،f٢ = ٠ که f = A + Bx ∈ N۴(r)[x] صورت این در

نیست. آرمنداریز ٢−نیم
می دهیم: قرار ۶ . ٢ . ٢ مثال استدلال به توجه به .n ≥ ٣ که می کنیم فرض حال
A = E١٢ + E٢٣ + · · ·+ En−٢,n−١ + En−١,n+١ + En,n+٢ ∈ Nn+٢(R),

B = En−١,n + En−١,n+١ + En,n+٢ −En+١,n+٢ ∈ Nn+٢(R).

،٢ ≤ k ≤ n− ٢ برای و B٢ = BA٢ = BAB = ٠ که می شود ملاحظه آسانی به
Ak = E١,k+١ + E٢,k+٢ + · · ·+ En−k−١,n−١ + En−k,n+١,

An−١ = E١,n+١.
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داشت: خواهیم f = A+Bx ∈ Nn+٢(R)[x] برای این رو از

fn = An + (An−٢BA+An−١B)x = (E١,n+٢ − E١,n+٢)x = ٠.
■ نیست. آرمنداریز n−نیم ،Nn+٢(R) حلقه ی پس ،An−٢BA = E١,n+٢ ̸= ٠ چون

می کنیم. اثبات را ٣ . ١ . ٨ گزاره ی حال
،Un+٢(R) حلقه ی که می گیریم نتیجه ٣ . ١ . ٩ لم و (٢)٢ . ٢ . ١ لم از (٣ . ١ . ٨ (گزاره ی برهان.
نظر در را m ≥ n + ٢ دلخواه صحیح عدد برهان، کردن کامل برای نیست. آرمنداریز n−نیم

چون است. یکریخت Um(R) از زیرحلقه یک با Un+٢(R) حلقه ی صورت این در می گیرم.
n−نیم ،Um(R) که می دهد نشان (٢)٢ . ٢ . ١ لم است، آرمنداریز n−نیم ،Un+٢(R) حلقه ی
■ نیست. آرمنداریز
به توجه با .٢ ≤ n < k به طوری که باشند صحیح اعدادی k و n و حلقه یک R کنیم فرض
است. آرمنداریز k−نیم حلقه ا ی Un(R) که می دهد نشان R بودن یافته تقلیل ،٣ . ١ . ٧ نتیجه ی
٢ ≤ n < k هر برای یعنی؛ نمی باشد، درست حالت این عکس که می دهد نشان زیر مثال

است. آرمنداریز k−نیم ،Un(R) حلقه ی به طوری که دارد وجود R یافته ی غیرتقلیل حلقه ی
کنیم فرض همچنین باشد. m = k − n + ١ و اول عدد یک p کنیم فرض .٣ . ١ . ١٠ مثال
در باشد. p توسط شده تولید ایده آل I = ⟨p⟩ و pm پیمانه ی به صحیح اعداد حلقه ی R = Zpm

گزاره ی به توجه با این رو از .Im = ٠ و یافته تقلیل R

I
∼= Zp قسمتی خارج حلقه ی صورت این

تقلیل R حلقه ی ،m ≥ ٢ چون به علاوه، است. آرمنداریز k−نیم Un(R) حلقه ای حلقه ی ۵ . ٣ . ١
نیست. یافته

حلقه ای ٣ . ١ . ١٠ مثال در آمده به دست Un(R) حلقه ی که می دهد نشان ٣ . ١ . ٧ نتیجه ی
حلقه ی یک نیز ٢ ≤ n < k هر برای که شد داده نشان همچنین نمی باشد. آرمنداریز n−نیم

شود). رجوع ٢ . ٢ . ٧ مثال (به نیست آرمنداریز n−نیم که دارد وجود آرمنداریز k−نیم

ریو و لی چئون، مساله ی به پاسخ ٣ . ٢
که دادند نشان ریو و لی چئون، ٢ . ٢ . ٢ قضیه ی در باشد. صحیح عدد یک n ≥ ٢ کنیم فرض
مشاهده را ٣ . ١ . ٧ (نتیجه ی باشد یافته تقلیل R اگر فقط و اگر است آرمنداریز n−نیم ،Un(R)

مجموعه ی چون کنید).
Dn(R) = {A ∈ Un(R)|A(١,١) = A(٢,٢) = · · · = A(n,n)}

برابر آن ها قطری درایه های که R روی مثلثی بالا n×n ماتریس های همه ی مجموعه ی (یعنی؛
تقلیل حلقه ی یک R اگر که می شود نتیجه (٢)٢ . ٢ . ١ لم از است، Un(R) از زیرحلقه یک است)
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می توان آیا شود، سوال که است طبیعی است. آرمنداریز n−نیم ،Dn(R) آن گاه باشد، یافته

شد. زیر مساله ی شدن مطرح به منجر این که داد؟ نشان را آن عکس
یک R که است ضروری آیا باشد، آرمنداریز n−نیم ،Dn(R) حلقه ی و n ≥ ٢ اگر :١ مساله 

باشد؟ یافته تقلیل حلقه ی
پاسخ که داد خواهیم نشان ٣ . ٢ . ٢ مثال در ماند. باقی پاسخ بدون مساله  دوم فصل در
به دست ٣ . ٢ . ١ قضیه ی از آسانی به  جواب است. منفی ،n ≥ ٢ صحیح عدد هر برای مساله 

آمد. خواهد
این ،S = D٢(R) آن در که Dn(S) حلقه های روی بر ٣ . ٢ . ١ قضیه ی در ما تمرکز اصلی دلیل
بپرسید، است طبیعی ،١ مساله  ی صورت در بنابراین نیست. تقلیل یافته S حلقه ی که است
این پاسخ زیر قضیه ی در است. آرمنداریز n−نیم ،Dn(S) = Dn(D٢(R)) حلقه ی صورتی چه  در

می شود. داده است جابه جایی و یافته تقلیل R حلقه ی که حالتی در را سوال
جمع دهنده ی نشان nr آن گاه باشد، r ∈ R و مثبت صحیح عددی n اگر ،R حلقه ی برای

است. جمعوند n با r + r + · · ·+ r

باشد. مثبت صحیح عدد یک n و یافته تقلیل جابه جایی حلقه ی یک R کنیم فرض .٣ . ٢ . ١ قضیه
معادلند: زیر شرایط صورت این در

است؛ آرمنداریز n−نیم ،Dn(D٢(R)) حلقه ی (i)

است؛ آرمنداریز n−نیم ،D٢(R)[x]

⟨xn⟩
حلقه ی (ii)

است. r = ٠ ،r ∈ R هر برای آن گاه باشد، nr = ٠ اگر (iii)

فرض بنابراین است. آرمنداریز ١−نیم وضوح به حلقه هر زیرا است، بدیهی n = ١ حالت برهان.
باشد. n ≥ ٢ که کنیم

قسمتی خارج حلقه ی است. آرمنداریز n−نیم ،Dn(D٢(R)) حلقه ی کنیم فرض :(ii)⇐=(i)

ماتریسی حلقه ی با D٢(R)[x]

⟨xn⟩



A١ A٢ ... An−١ An

٠ A١ ... An−١... ... ... ... ...
٠ ٠ ... A١ A٢
٠ ٠ · · · ٠ A١


|A١, A٢, . . . , An ∈ D٢(R)


,

می دهد نشان (١)٢ . ٢ . ٢ گزاره ی این رو از است. یکریخت می باشد Dn(D٢(R)) از زیرحلقه ای که
است. آرمنداریز n−نیم ،D٢(R)[x]

⟨xn⟩
حلقه ی که

از باشد. آرمنداریز n−نیم ،P می کنیم فرض و P =
D٢(R)[x]

⟨xn⟩
می دهیم قرار :(iii)⇐=(ii)
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داریم h ∈ D٢(R)[x] هر برای دیگر، به عبارت می کنیم، استفاده P عناصر ستونی نمادگذاری
به طوری که باشد r ∈ R کنیم فرض است. h + ⟨xn⟩ ∈ P هم مجموعه ی دهنده ی نشان که h̄

مجموعه ی .nr = ٠

A =

r ٠
٠ r

 , B =

٠ ١
٠ ٠

 ∈ D٢(R)

داریم P در که باشید داشته توجه می گیریم. نظر در را f = Āx̄ + B̄t ∈ P [t] چندجمله ای و
دوجمله ای، قضیه ی به توجه با این رو، از .nĀ = ٠ و x̄n = ٠ ،B̄٢ = ٠ ،ĀB̄ = B̄Ā

fn = (Āx̄+ B̄t)n

=

n∑
i=٠

(
n

i

)
(Ānx̄)n−i(B̄t)i

= Ānx̄n + nĀn−١x̄n−١B̄t

= ٠.
An−١Bxn−١ ∈ لـذا .(Āx̄)n−١B̄ = ٠ کـه مـی شـود نـتـیـجه اسـت، آرمـنـداریـز n−نیم حلقه ای P چـون
r = ٠ بنابراین است، یافته تقلیل R چون .rn−١ = ٠ نتیجه در و An−١B = ٠ این رو، از .⟨xn⟩

است. مطلوب نتیجه ی این که می آید به دست
یک به عنوان را D(R) حلقه ی برهان، ادامه برای .D(R) = Dn(D٢(R)) کنیم فرض :(i)⇐=(iii)

نشان B(i,j) ،i, j ∈ {١,٢, . . . ,٢n} و B ∈ D(R) هر برای می گیریم. نظر در U٢n(R) از زیرحلقه
است. B ماتریس از (i, j) درایه ی دهنده ی

است. D(R) از ایده آل یک N(R) =
{
B ∈ D(R) : B(ii) = ٠, ∀i ∈ {١,٢, . . . ,٢n}} به وضوح

خواهد مهم بسیار (i) به (iii) اثبات در که ،N(R) ماتریس n از حاصلضرب هر صورت توصیف با
را فرضی هیچ برهان از قسمت این در که باشد داشته توجه باید خواننده می کنیم. شروع بود

ندادیم. قرار R حلقه ی روی بر
هــر بــرای صــورت ایـن در .B = B١B٢ · · ·Bn و B١, B٢, . . . , Bn ∈ N(R) کنیم فرض

است: زیر صورت به حاصلضرب ها از جمع یک B از (i, j) درایه ی ،i, j ∈ {١,٢, . . . ,٢n}
b = B

(k٠k١)١ B
(k١k٢)٢ B

(k٢k٣)٣ · · ·B(kn−١kn)
n , (۴ . ٣)

هـر بـرای B
(ktkt+١)
t ̸= ٠ صـورت ایـن در .b ̸= ٠ کـنـیـم فـرض kn = j و k٠ = i آن در که
بنابراین .kt < kt+١ که می شود نتیجه ،Bt ∈ N(R) چون و ،t ∈ {٠, ١, . . . , n− ١}

١ ≤ i = k٠ < k١ < k٢ < · · · < kn−١ < kn = j ≤ ٢n.
هر برای A(pq) = ٠ داریم A ∈ D(R) = Dn(D٢(R)) ماتریس هر برای که باشید داشته توجه
،t ∈ {٠, ١, . . . , n− ١} برای kt اگر ،b ̸= ٠ چون این رو، از است. فرد q و زوج p که (p, q) جفت
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k١, k٢, . . . , kn آن گاه باشد، زوج k٠ اگر هستند. زوج نیز kt+١, kt+٢, . . . , kn آن گاه باشد، زوج
تناقض یک که می آوریم، به دست (١,٢n) بازه ی در زوج صحیح عدد n + ١ و است، زوج نیز
صحیح عدد n+ ١ آن گاه باشند، زوج k١, k٢, . . . , kn اگر همچنین است. فرد k٠ بنابراین است.
دارد وجود m ∈ {١,٢, . . . . . . , n} بنابراین، است. تناقض یک که دارد، وجود ٢n و ١ بین

این رو از هستند. زوج km, km+١, . . . , kn و فرد k٠, k١, . . . , km−١ به طوری که
k٠ + ٢(m− ١) ≤ km−١ و km ≤ kn − ٢(n−m). (۵ . ٣)

و k٠ = ١ لذا .٢n − ١ ≤ kn − k٠ که می شود نتیجه (۵ . ٣) از ،km−١ < km چون به علاوه
را km = ٢m و km−١ = ٢m − ١ و می دهیم، قرار ۵ . ٣ در را kn و k٠ مقادیر حال .kn = ٢n

می آوریم. به دست
دنباله ی و j = ٢n ،i = ١ آن گاه باشد، b ̸= ٠ اگر فوق، مطالب بنابه حال

(k٠, k١, k٢, . . . , kn−١, kn)

است: زیر به صورت
(١,٣, . . . ,٢m− ١︸ ︷︷ ︸

فرد صحیح اعداد
,٢m,٢m+ ٢, . . . ,٢n︸ ︷︷ ︸

زوج صحیح اعداد
) (۶ . ٣)

نماد با را دنباله ها همه ی مجموعه ی و γm نماد با را ،(۶ . ٣) دنباله ی .m ∈ {١,٢, . . . , n} برای
دنباله ی چهار دهنده ی نشان C۴ مثال، برای .Cn = {γ١, γ٢, . . . , γn} یعنی؛ می دهیم، نشان Cn

است: زیر
γ١ = (١,٢,۴,۶,٨), γ٢ = (١,٣,۴,۶,٨), γ٣ = (١,٣,۵,۶,٨), γ۴ = (١,٣,۵,٧,٨).

نماد با را (۴ . ٣) حاصل ضرب ،γ = (k٠, k١, . . . , kn−١, kn) ∈ Cn هر برای نماد، کردن ساده برای
یعنی؛ داد، خواهیم نشان γ(B١, B٢, . . . , Bn)

γ(B١, B٢, . . . , Bn) = B
(k٠k١)١ B

(k١k٢)٢ B
(k٢k٣)٣ · · ·B(kn−١kn)

n .

درایه ی آن گاه ،B١, B٢, . . . , Bn ∈ N(R) اگر فوق ، نمادگذاری از استفاده با خلاصه، به طور
سایر و است ∑n

m=١ γm(B١, B٢, . . . , Bn) مجموع با برابر B١B٢ · · ·Bn حاصل ضرب از (١,٢n)
یعنی؛ هستند، صفر برابر دیگر درایه های

B١B٢ · · ·Bn =

 n∑
m=١

γm(B١, B٢, . . . , Bn)

E١,٢n. (٣ . ٧)

یافته تقلیل جابه جایی حلقه ی یک R کنیم فرض کنیم. اثبات را (i) به (iii) می توانیم اکنون
برای یعنی؛ می کند، صدق (iii) شرط در که صحیح عدد یک n ≥ ٢ کنیم فرض همچنین باشد.
می گیریم نظر در را زیر دلخواه چندجمله ای ،(i) اثبات برای .r = ٠ ⇐ nr = ٠ داریم r ∈ R هر

f = A٠ +A١x+ · · ·+Atx
t ∈ D(R)[x]
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که می دهیم نشان ،fn = ٠ به طوری که

As١As٢ · · ·Asn = ٠ (٣ . ٨)
یکریخت D(R)

N(R)
حلقه ی و D(R) از ایده آل یک N(R) چون .(s١, s٢, . . . , sn) n−تایی هر برای

حلقه ی این رو از است. یافته تقلیل D(R)

N(R)
که می شود نتیجه است، R با

D(R)[x]

N(R)[x]
∼=

D(R)

N(R)
[x]

بنابراین .f ∈ N(R)[x] کـــه مــی گــیــریـــم نـــتـــیـــجـــه fn = ٠ از و یـافـتـه تـقـلیـل نـیـز
دهیم نشان کافیست (٣ . ٨) اثبات برای که می دهد نشان (٣ . ٧) و ،A٠, A١, . . . , Ar ∈ N(R)

داریم: (s١, s٢, . . . , sn) n−تایی و m ∈ {١,٢, . . . , n} هر برای که
γm(As١ , As٢ , . . . , Asn) = ٠. (٣ . ٩)

باشد. F = Φ(f) و طبیعی یکریختی Φ : D(R)[x] −→ D(R[x]) کنیم فرض ،(٣ . ٩) اثبات برای
که می دهد نشان (٣ . ٧) این رو از .Fn = ٠ و F ∈ N(R[x]) داریم ،fn = ٠ و f ∈ N(R)[x] چون

n∑
m=١

γm(F, F, . . . , F︸ ︷︷ ︸
تا n

) (٣ . ١٠)

بنابراین است، (۶ . ٣) دنباله ی دهنده ی نشان که γm می شویم یادآور
γm(F, F, . . . , F ) = F (١,٣)F (٣,۵) · · ·F (٢m−٣,٢m−١)

F (٢m−١,٢m)F (٢m,٢m+٢) · · ·F (٢n−٢,٢n). (٣ . ١١)
i ∈ {١,٢, . . . ,٢n} فرد عدد هر برای ،F ∈ D(R[x]) = Dn(D٢(R[x])) چون که باشیم داشته توجه
.F (i,i+٢) = F (i+١,i+٣) آن گاه ،i ≤ ٢n− ٣ این بر علاوه اگر و F (i,i+١) = F (١,٢) داشت خواهیم
با این ها همه ی ترکیب با می باشد. جابه جایی R[x] حلقه ی است، جابه جایی R چون به علاوه،

داریم: ،٣ . ١١
γm(F, F, . . . , F ) = F (٢,۴)F (۴,۶) · · ·F (٢m−٢,٢m)F (١,٢)F (٢m,٢m+٢) · · ·F (٢n−٢,٢n)

= F (١,٢)F (٢,۴)F (۴,۶) · · ·F (٢m−٢,٢m)F (٢m,٢m+٢) · · ·F (٢n−٢,٢n)

= γ١(F, F, . . . , F ).

که داد می دهیم نشان
γm(F, F, . . . , F ) = γ١(F, F, . . . , F ) (٣ . ١٢)

که می دهد نشان (٣ . ١٠) بنابراین و .m ∈ {١,٢, . . . , n} هر برای
n · γ١(F, F, . . . , F ) = ٠. (٣ . ١٣)



۴٩ ریو و لی چئون، مساله ی به پاسخ
نتیجه ،(٣ . ١٣) از .r = ٠ داریم r ∈ R هر برای آن گاه باشد، nr = ٠ اگر ،(iii) به بنا چون

داریم: m ∈ {١,٢, . . . , n} هر برای ،(٣ . ١٢) به بنا لذا .γ١(F, F, . . . , F ) = ٠ که می شود
γm(F, F, . . . , F ) = ٠ (١۴ . ٣)

کنیم فرض اثبات کند. را ٣ . ٩ ،١۴ . ٣ که دهیم نشان کافیست برهان کردن کامل برای
به دست (١۴ . ٣) از نیست). مهم γm دقیق صورت نقطه، این (در γm(k٠, k١, k٢, . . . , kn−١, kn)

می آوریم
F (k٠k١)F (k١k٢) · · ·F (kn−١kn) = ٠. (١۵ . ٣)

مجموعه ی ،i ∈ {١,٢, . . . , n} هر برای
fi = A

(ki−١ki٠ +A
(ki−١ki)١ x+ · · ·+A

(ki−١ki)
t xt ∈ R[x].

که می شود نتیجه (١۵ . ٣) از ،F = Φ(f) چون
f١f٢ · · · fn = ٠. (١۶ . ٣)

و (١۶ . ٣) لذا می باشد. نیز آرمنداریز R بنابراین است، یافته تقلیل R حلقه ی به فرض توجه با
داریم: (s١, s٢, . . . , sn) n−تایی هر برای که می دهند نشان ٨ . ۴ . ١ گزاره ی

A
(k٠k١)
s١ A

(k١k٢)
s٢ · · ·A(kn−١kn)

sn = ٠,
دیگر، به عبارت

γm(As١ , As٢ , . . . , Asn) = ٠
می آوریم به دست (٣ . ٧) از ،As١ , As٢ , . . . , Asn ∈ N(R) چون .m ∈ {١,٢, . . . , n} هر برای

As١ , As٢ , . . . , Asn = ٠,
■ می شود. کامل برهان لذا است. (٣ . ٨) شرط همان این که
زیر مثال در بدهیم. را ریو و لی چئون، (١) مساله  ی پاسخ می توانیم شرایط این با حال
حلقه ی n ≥ ٢ هر برای به طوری که دارد وجود R یافته ی غیرتقلیل حلقه ی می دهیم نشان

است. آرمنداریز n−نیم ،Dn(R)

حـلقه ی بـاشد. صحیح اعـداد حــلقــه ی دهــنــده ی نــشـان Z کـنـیـم فـرض .٣ . ٢ . ٢ مثال
حــلــقــه ی n ≥ ٢ هر برای ،٣ . ٢ . ١ قضیه ی به توجه با اما، نیست. یافته تقلیل R = D٢(Z)

است. آرمنداریز n−نیم ،Dn(R)



آرمنداریز نیم ماتریسی حلقه های بررسی ۵٠
را ٣ . ٢ . ١ قضیه ی تعمیم می توان ٣ . ٢ . ١ قضیه ی برهان مفروضات از استفاده با .٣ . ٢ . ٣ ملاحظه

داد. نشان زیر در
صحیح عدد یک و باشد R آرمنداریز و جابه جایی حلقه ی از یافته تقلیل زیرحلقه ا ی S کنیم فرض

معادلند: زیر شرایط صورت این ر .n ≥ ٢
است؛ آرمنداریز n−نیم ،Dn(D٢(S,R)) حلقه ی (i)

است؛ آرمنداریز n−نیم ،D٢(S,R)

⟨xn⟩
حلقه ی (ii)

است. r = ٠ ،r ∈ R هر برای آن گاه باشد، nr = ٠ اگر (iii)

n−نیم ،I و R

I
کنیم فرض همچنین باشد. R حلقه ی از سره ایده آلی I کنیم فرض

گرفته نظر در غیریکه آرمنداریز n−نیم حلقه ی یک به عنوان I آن در که باشند، آرمنداریز
این اما، است. آرمنداریز n−نیم ،R حالت این در که زد حدس می توان به نحوی می شود.
یک ساخت به ٣ . ٢ . ١ قضیه ی از استفاده با زیر در داد. نشان ٢ . ٣ . ٣ مثال در نمی توان را حالت
n−نیم ،R اما هستند، آرمنداریز n−نیم ،I و R

I
به طوری که I ایده آل با R حلقه ی از دیگر مثال

می پردازیم. نیست، آرمنداریز
باشد. m = p١p٢ · · · pk و n از یکتایی تجزیه ی n = p

α١١ p
α٢٢ · · · pαk

k کنیم فرض .۴ . ٣ . ٢ مثال
قرار است. یافته تقلیل حلقه ای m به پیمانه صحیح اعداد حلقه ی Zm که باشیم داشته توجه
است. I٢ = ٠ آن در که R از ایده آلی I صورت این در .I =

⟨xn−١⟩
⟨xn⟩

و R =
D٢(Zm)[x]

⟨xn⟩
می دهیم

Un−١(D٢(Zm)) زیرحلقه ی با R

I
∼=

D٢(Zm)[x]

⟨xn−١⟩ حلقه ی به علاوه، است. آرمنداریز n−نیم ،I لذا
N = N٢(Zm) چون کنید). مشاهده ٣ . ٢ . ١ قضیه ی در را (ii) به (i) (برهان است. یکریخت
گزاره ی .N٢ = ٠ و یافته تقلیل D٢(Zm)

N
∼= Zm حلقه ی به طوری که است D٢(Zm) از ایده آلی

نیز R

I
حلقه ی پس است، آرمنداریز n−نیم ،Un−١(D٢(Zm)) حلقه ی که می دهد نشان ۵ . ٣ . ١

آرمنداریز n−نیم ،R حلقه ی ،٣ . ٢ . ١ قضیه ی به توجه با همچنین است. آرمنداریز n−نیم

نیست.
می رسانیم. پایان به نیستند آمنداریز نیم که جابه جایی حلقه های از مثال دو با را فصل این
قضیه ی به توجه با اما است. جابه جایی R = D٢(D٢(Z٢)) حـلقه ی است، واضح .۵ . ٣ . ٢ مثال

نمی باشد. آرمنداریز نیم R نتیجه در و نیست آرمنداریز ٢−نیم حلقه ای R ،٣ . ٢ . ١
باشد، ٢n مرتبه ی از میدان یک F و تقلیل یافته حلقه ی یک S کنیم فرض .۶ . ٣ . ٢ مثال
متغیر دو روی که چندجمله ای حلقه ی F [x, y] و دلخواه مثبت صحیح عدد یک n آن در که
ایده آل ⟨xn, yn⟩ آن در که می  گیریم، نظر در را R =

F [x, y]

⟨xn, yn⟩
حال باشد. y و x تعویض پذیر

،(x + yT )٢ = ٠ و است جابه جایی R صورت این در می باشد. S از yn و xn توسط تولیدشده
نمی باشد. آرمنداریز نیم R که می دهد نشان xy ̸= ٠ اما است. R روی متغیر یک T آن در که
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Abstract

Given a positive integer n, a ring R is said to be n-semi-Armendariz if whenever fn = 0 for a
polynomial f in one indeterminate overR, then the product (possibly with repetitions) of any n co-
efficients of f is equal to zero. A ring R is said to be semi-Armendariz if R is n-semi-Armendariz
for every positive integer n. Semi-Armendariz rings are a generalization of Armendariz rings. In
the thesis, we first obtain a classification of reduced rings, proving that a ring R is reduced if and
only if the n by n upper triangular matrix ring over R is n-semi-Armendariz. We prove that a ring
R is n-semi-Armendariz if and only if so is the polynomial ring over R. We next study interesting
properties and useful examples of n-semi-Armendariz rings, constructing various kinds of coun-
terexamples in the process.

keywords: n-semi-Armendariz ring, semi-Armendariz ring, upper traingular matrix ring, poly-
nomail ring, reduced ring, Armendariz ring.
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