
 أ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  



 ب 

 
 

 

 دانشکده ریاضی

 گروه محض 

 

 ایده آل های اول وابسته مدول چند جمله ای ها روی

 حلقه چند جمله ای های اریب 

 

 مریم عربی

 

 استاد راهنما:

 دکتر ابراهیم هاشمی 

 

 استاد مشاور:

 دکتر احمد زیره

 نامه ارشد جهت اخذ درجه کارشناسی ارشد پایان

 9831شهریور 



 د 

 

 

 تقدیم به ...

درخت پر بار  تا در سایه پدر و مادری فداکار نصیبم ساخت ،خدای را بسی شاکرم که از روی کرم    

 در راه کسب علم تلاش سایه وجودشان درها شاخ و برگ گیرم و  از ریشه آن ،وجودشان بیاسایم

                                                                                                              نمایم.

 گوهر که این دو ا چر ،والدینی که بودنشان تاج افتخاری است بر سرم و نامشان دلیلی است بر بودنم

پر از فراز و را در این وادی  نند و راه رفته ادستم را گرفت ،پس از پروردگار مایه هستی ام بوده اند

حال این برگ   . آموزگارانی که برایم زندگی، بودن و انسان بودن را معنا کردند.نده انشیب آموخت

                                        سبزی است تحفه درویش تقدیم آنان.

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 ه 

   

 

 

 

 تشکر و قدردانی

 

دانم تا نامه را به اتمام رسانم بر خود لازم مینت از حضرت حق توانستم این پایاناینک که با استعا    

از استاد راهنمای ارجمندم جناب آقای دکتر ابراهیم هاشمی که همواره با راهنمایی های ارزشمند 

 دهند کمال تشکر و قدردانی را داشته باشم. خود بنده را مورد تفقد قرار می

کر خود را خدمت اساتید گرامی جناب آقای دکتر احمد زیره و جناب آقای همچنین مراتب تش    

 نمایم.    سید رضا موسوی و تمامی کسانی که در انجام این امر بنده را یاری نموده اند اعلام می
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 چکیده

یک حلقه جابجایی باشد آنگاه ایده آل های  Rثابت نمود که اگر  2با استفاده از نتایج شاک 9فیث    

اول وابسته حلقه چند جمله ای های  xR  به عنوان یک مدول روی خودش( به فرم( x 

هستند که در آن  RAssR  ( RAss های اول وابسته  نمایانگر مجموعه تمام ایده آل

با استفاده از نظریه  1و هـنزر 8توسط بـرور 9191است(. این نتیجه اولیـن بار در سال  Rحـلقه 

 موضعی سازی ثابت شد.

ل راست باشد آنگاه نتیجه مدو -Rیک  Mبا ایده گرفتن از مقاله فیث نشان خواهیم داد که اگر      

فوق در مورد مدول    ;xRxM  کهR  لـزوماً جــابجایی نیست برقرار است به شـرط آنکهM  یک

R-  مدول-  سازگار باشد. به علاوه اگر RAutتوان ، می],[ 1xxM  را به عنوان یک مدول

راست روی حلقه های  ;xR  و];,[ 1xxR  در نظر گرفت و نتیجه فوق را برای این مدول ها نیز

سازگار باشد. همچنین نشان خواهیم داد که در حالت  -یک مدول  Mبدست آورد، به شرط آنکه 

( نتیجه فوق در مورد مدول های RMسازگار  -کلی )برای مدول      ;xRxM  و

     ;xRxM برقرار نیست مگر آنکه ،R حلقه کامل چپ باشد. در نهایت نشان خواهیم داد  نیز یک

که با شرط   توان نتیجه فوق را به مدول ، میRMسازگاری  -, xM  به عنوان یک مدول(

راست روی توسیع ارُ   ,;xR.تعمیم داد ) 

اول، ایده آل اول وابسته، مدول  مدول کلمات کلیدی:  سازگار، حـلقه کامل چپ، حـلقه  -,

 لوران، حـلقه سری های توانی صوری اریب. چند جمله ای های اریب، حـلقه چند جمله ای های اریب

 

                                                 
Faith 9 

Shock 2 

Brewer 8 

Heinzer 1 
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 فهرست مطالب
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 ه.....................................................................................................تشکر و قدردانی
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 43.....................................................................................................فهرست منابع
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و اختصارات فهرست علائم              

 

 

CCA  شرط زنجیر افزایشی ..

ac compliant-rannihilato 

 RMann  پوچسازR-  مدول راستM 

 mann  پوچسازm 

 MAss  مجموعه تمام ایده آل های اول وابسته مدولM 

 RAut  حلقه خودریختی های حلقهR 

CCD  شرط زنجیر کاهشی ..

  xfdeg  درجه چند جمله ای xf 

 REnd  حلقه درونریختی های حلقهR 

j

if  مجموع تمام کلماتی که هر کلمه شاملi  حرف از  وij   حرف از است 

RM R-  مدول راستM 

NM  مدول خارج قسمتیM  برN 

i

n

i

M
1

1MMجمع مستقیم مدول های   n ,, 

 xM مدول چند جمله ای ها 

],[ 1xxM  مدول چند جمله ای های لوران 

  xM  مدول سری های توانی 

  xM  مدول سری های توانی لوران 

m R-  مدول دوری تولید شده توسطm 



 ک 

 مجموعه اعداد طبیعی 

Q میدان اعداد گویا 

R سازی  حلقه موضعیR  در 

 xR  حلقه چند جمله ای ها 

 ;xR حلقه چند جمله ای های اریب 

];,[ 1xxR حلقه چند جمله ای های اریب لوران 

  ;xR حلقه سری های توانی اریب 

  ;xR  لورانحلقه سری های توانی اریب 

  ,;xR ُتوسیع ار 

Rrad  رادیکال جیکوبسون حلقهR 

MS 1  مدول کسرهاM  بر حسبS 

RS 1  حلقه کسرهاR  بر حسبS 

 حلقه اعداد صحیح 

 nn  حلقه اعداد صحیح به پیمانهn 


p

 p-  زیر گروه سیلوQ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

 

 

اولصل ف  

 

نامهای از پایانتعاریف و خلاصه  
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 فصل اول

 

 نامهی از پایاناتعاریف و خلاصه

 

 

 

 RMنمایانگر یک حلقه شرکت پذیر و یکدار است که لزوماً جابجایی نیست و  Rنامه، در این پایان    

 مدول راست است.  -Rنمایانگر یک 

9. پوچسازMmمدول راست باشد و  -Rیک  Mکنید  : فرض1-1تعریف
RM  و پوچسازm  را به

 نماد های ترتیب با RMann  و mann کنیم:نمایش داده و به صورت زیر تعریف می 

.    mrRrmann ::,      MrRrMann R :: 

Rb,aو برای هر  Rنامیم اگر  2را اول R از حلقه  : ایده آل2-1تعریف   کهaRb، 

 .bیا  aداشته باشیم 

 ورت ـــاشد. در این صـدول بــم -Rیک  M ابجایی وـلقه جــیک ح Rنید ـرض کـ: ف3-1تعریف

                                                 
annihilator9 

rime p2 



 2 

ه وجود داشته باشد ب Mmنامیم هرگاه  M 9را یک ایده آل اول وابسته Rاز  آل اول ایده 

 که طوری mann. های اول وابسته ایده آل تمام مجموعه M ا با ر MAss دهیم.نمایش می 

: الف( فرض کنید 4-1تعریف IiCi :  خانواده ای از زیر مجموعه های مجموعهC  باشد. گوئیم

CCA)به طور خلاصه  2این خانواده در شرط زنجیر افزایشی ی از دو گزاره کند هرگاه یک( صدق می..

 زیر برقرار باشد:

( برای هر زنجیر افزایشی از این خانواده مانند 9)
21 ii CC عدد صحیح ،n  وجود داشته باشد

که  طوریه ب
 21 nnn iii CCC. 

 باشد.  داشته مالیک عضو ماکسی حداقل( هر مجموعه ناتهی از این خانواده تحت رابطه شمول 2)

ب( فرض کنید  IiCi :  خانواده ای از زیر مجموعه های مجموعهC  باشد. گوئیم این خانواده در

CCD)به طور خلاصه  8شرط زنجیر کاهشی  کند هرگاه یکی از دو گزاره زیر برقرار باشد:( صدق می..

ر زنجیر کاهشی از این خانواده مانند ( برای ه9)
21 ii CC عدد صحیح ،n ه وجود داشته باشد ب

که  طوری
 21 nnn iii CCC. 

 باشد. داشته یک عضو مینیمال حداقل( هر مجموعه ناتهی از این خانواده تحت رابطه شمول 2)

زایشی روی ـرط زنجیر افـدر ش R )چپ( گوئیم اگر راست 1را نوتری R لقهـ: الف( ح5-1تعریف

نوتری  هم نوتری چپ و هم Rنوتری است اگر  R)چپ( صدق کند. گوئیم  های راست ایده آل

 راست باشد. 

 های راست در شرط زنجیر کاهشی روی ایده آل R )چپ( گوئیم اگر راست 6را آرتینی R ب( حلقه

        آرتینی راست باشد.  هم آرتینی چپ و هم Rآرتینی است اگر  R)چپ( صدق کند. گوئیم 

                                                 
associated prime1 

ascending chain condition2 

descending chain condition3 

noetherian 1 

artinian6 
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باشد آنگاه  ناصفر مدول -R یک M یک حلقه جابجایی نوتری و R : اگر6-1لم  MAss. 

: مجموعه اثبات  Mmmann    را در نظر بگیرید. به وضوح از آنجایی که .R 

تحت رابطه شمول حداقل دارای یک عضو ماکسیمال مانند  نوتری است لذا  mann   است. با

فرض   mannدهیم ، نشان می  یک ایده آل اول ازR  است. فرض کنیدab  وa ،

Rbaکه در آن  , بنابراین .am پس .  amannدانیم . از طرفی می

   amannmann   ماکسیمال بودن . mann  کند که ایجاب می   mannamann  . از

آنجایی که  amannb  لذا ،   mannb بنابراین . MAss .     

RR: الف( فرض کنید 7-1تعریف : از حلقه  9یک درونریختیR  باشد. حلقه ;: xRS   که

nعناصر آن به فرم 

nxaxaa   1  Rai  گوئیم.  2های اریب حلقه چند جمله ای را هستند

انون ـاز ق و ضرب شوندبه طور طبیعی تعریف می Sلقه ـدر ح و ضرب جمع xaax  روی ــپی

یعنی ، کندمی     
ji

ji

j

i

i

j

j

i

i xbaxbxa
,

. 

باشد. تابع  راست دولـم -R یک Mکنید رض ــف       xMSxM  ابطه ــرا با ض :

  ji

j

i

i

j

j

i

i xrmxrxm  : که  در نظر بگیریدMmi   وRrj  .توان می پس xM  را به عنوان

که به آن مدول چند جمله ای ها روی حلقه چند جمله ای های  مدول راست در نظر گرفت -Sیک 

 اریب گوئیم.

RRب( فرض کنید  : از حلقه  8یک خودریختیR  باشد. حلقه];,[: 1 xxRT  را که عناصر

nآن به فرم 

n

m

m

m

m xaaxaxa  





  
1

1 (nm,  ،هستند )اعداد صحیح نامنفی اند

به طور طـبیعی تعریف  Tدر حلقه و ضرب گوئیم. جمع  1ورانـب لـهای اری ند جمله ایـلقه چـح

و ضرب از قانون شوند می  iii xaax  ( برای هرiپیروی می )کند. 

                                                 
endomorphism9 

skew polynomial ring2 

automorphism8 

skew Laurent polynomial ring1 
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:],[],;[],[ تابع باشد. راسـت دولم -Rیک  Mفرض کنید      111   xxMxxRxxM   را با

ضابطه   ji

j

i

i

j

j

i

i xrmxrxm  : که  در نظر بگیریدji, ،Rrj   وMmi  .توان می پس

],[ 1xxM  را به عنوان یکT- 9های لوران ایمدول چند جملهکه به آن  مدول راست در نظر گرفت 

 .گوئیم های اریب لوران ایحلقه چند جملهروی 

RR: الف( فرض کنید 8-1تعریف :  یک درونریختی از حلقهR  باشد. حلقه  ;: xRS  

را که عناصر آن به فرم   2
21 xaxaa  Rai  2اریب صوری های توانی هستند، حلقه سری 

 انونـــو ضرب از ق شوندبه طور طبیعی تعریف می Sلقه ـدر ح و ضرب گوئیم. جمع xaxa  

 کند.پیروی می

باشد. تابع  راست مدول -Rیک  Mفرض کنید          xMSxM  را با ضابطه  :

  ji

j

i

i

j

j

i

i xrmxrxm  : که  در نظر بگیریدRrj   وMmi  .توان می پس  xM  را به

حلقه روی  8صوری های توانی دول سریـمکه به آن  دول راست در نظر گرفتـم -Sعنوان یک 

 .اریب گوئیم صوری های توانی سری

RRب( فرض کنید  :  یک خودریختی از حلقهR  .حلقه باشد  ;: xRT   را که عناصر آن

به فرم 


ni

i

ixa (Rai   وn گوئیم.  1اریب لوران توانی های عدد صحیح است( هستند، حلقه سری

Tدر حلقه  و ضرب جمع  ضرب در آن از قانون و  شوندبه طور طبیعی تعریف می  iii xaax  

  کند.( پیروی میiبرای هر )

باشد. تابع  راست مدول -Rیک  Mفرض کنید             xMxRxM  ;: ابطهـرا با ض 

  ji

j

i

i

j

j

i

i xrmxrxm  : که  در نظر بگیریدji, ،Rrj   وMmi توان . بنابراین می

  xM نوان یک ــــــرا به عT - که به آن رفتــــــــظر گــــــــدر ن تـــــدول راســـــــم 

                                                 
Laurent polynomial module9 

skew formal power series ring2 

ries moduleformal power se8 

skew Laurent power series ring1 
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 گوئیم. اریب لوران توانی های سری حلقهروی  9لوران توانی های مدول سری

چپ ) راست ( نامیم هرگاه برای هر دنباله  2پوچتوان -را  Rاز حلقه  A: زیر مجموعه 9-1تعریف

مانند  Aناصر ــاز ع ,,, 321 aaa 1صحیح ، عددn که  طوریه ته باشد بــود داشـوج

 naaa 21 ( 12aaan.) 

 گزاره های زیر معادلند:در این صورت باشد.  Rیک ایده آل چپ از حلقه  J: فرض کنید 11-1قضیه

(9 )J ،- .پوچتوان چپ است 

M ،MMJمدول چپ مانند  -R( برای هر 2)   نتیجه دهدM. 

N ،مدول راست مانند  -R( برای هر 8)      JnNnJannN
 .Nنتیجه دهد  

 [ مراجعه شود. 94-28، قضیه 92: به ]اثبات

 M 8عوند مستقیمجم یک را Nمدول  -Rمدول باشد.  -Rیک  M: فرض کنید 11-1تعریف

KNMکه  طوریه وجود داشته باشد ب Kمدول  -Rنامیم اگر  . 

هرگاه  نامیم 1را ساده M ناصفر مدول -Rالف(  :12-1تعریف   وM های آن  تنها زیر مدول

 باشد.

 یک جمعوند مستقیم آن باشد. Mهرگاه هر زیر مدول  نامیم 6را نیم ساده Mمدول  -Rب( 

 Rحلقه  4یکوبسونــرا رادیکال ج Rسیمال حلقه : اشتراک تمام ایده آل های چپ ماک13-1تعریف

 دهیم.نمایش می Rradنامیده و با  

 یک حلقه باشد. در این صورت: R: فرض کنید 14-1تعریف

                                                 
Laurent power series module9 

nilpotent-T2 

direct summand8 

simple1 

semisimple5 

Jacobson radical4 
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 یک حلقه تقسیم باشد. RradRهرگاه نامیم  9را موضعی R)الف( 

 یک حلقه نیم ساده باشد. RradRنامیم هرگاه  2را نیم موضعی R)ب( 

رای هر خودتوان نیم موضعی باشد و ب Rنامیم اگر  8را نیم کامل R: حلقه 15-1تعریف

RradRx خودتوان ،Re  وجود داشته باشد به طوری که تصویرe تحت نگاشت طبیعی ،

RradRR  با ،x .برابر باشد 

 : هر حلقه موضعی یک حلقه نیم کامل است. 16-1مثال

اده و ـم سـنی یک حلقه RradRاگر  نـامیم) راست (   1را کامل چپ Rلقه ـــ: ح71-1تعریف

Rrad ،-  .پوچتوان چپ ) راست ( باشدR  هم چپ و کاملهم را یک حلقه کامل گوئیم اگر 

 کامل راست باشد.

است هرگاه  6یک ایده آل پوچ Iباشد. گوئیم  Rیک ایده آل از حلقه  I: فرض کنید 18-1تعریف

 پوچتوان باشد. Iهر عنصر از 

باشد به طوری که  Raباشد. اگر  Rیک ایده آل پوچ از حلقه  I: فرض کنید 19-1قضیه

IRRa  Raeوجود دارد به طوری که  Raeیک خودتوان باشد آنگاه خودتوان  : . 

 [ مراجعه کنید. 23-29، قضیه 92: به ]اثبات

 یک حلقه نیم کامل است. Rیک حلقه کامل چپ ) راست ( باشد آنگاه  R: اگر 21-1نتیجه

حاصل  نتیجه 91-9پوچتوان است لـذا پوچ است. بنابراین بنا به قضیه  -Rrad ،: چون اثبات

 است. 

 گزاره های زیر معادلند: Rبرای حلقه  :21-1قضیه

                                                 
local9 

semilocal2 

semiperfect8 

left perfect4 

nil ideal6 
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 ، کامل چپ است.R( حلقه 9)

CCDدر شرط  R( حلقه 2)  کند.روی ایده آل های راست اصلی صدق می ..

CCDمدول راست در شرط  -R( هر 8)  کند.صدق می اشدوری روی زیر مدول های ..

 [ مراجعه شود. 22-28، قضیه 92: به ]اثبات

 یک را N. زیر مدول از آن باشد یک Nدول راست و ـم -Rیک  Mرض کنید ـ: ف22-1تعریف

X ،مانند  Mنامیم هرگاه برای هر زیر مدول ناصفر از  Mاز  9زیر مدول اساسی XN. 

RR: فرض کنید 23-1تعریف :  تابع باشد. درونریختییک RR :  را- نامیم  2مشتق

 هرگاه 

(9 )  یک عملگر جمعی رویR و  باشد 

Rba( برای هر 2) , ،       babaab  . 

RRفرض کنید : 24-1تعریف :  یک درونریختی وRR :  یک تابع-  .مـشتق باشد

حلقه   ,;: xRS   که عناصر آن به فرمn

nxaxaa   1  Rai  یا  8را توسیع ارُ هستند(

شوند و این حلقه به طور طبیعی تعریف می( گوئیم. جمع و ضرب در 1حلقه چند جمله ای های اریب

ضرب از قانون    axaxa   کند. پیروی می 

RR: فرض کنید نمادگذاری :  یک درونریختی وRR :  یک تابع-  مـشتق باشد و

 ij منظور از .j

if مجموع تمام کلماتی است که در آن هر کلمه شامل ،i  حرف از  وij  

jjاست. به عنوان مثال  حرف از 

jf  ،jjf   121و
1



  jjjj

jf  . 

1j ،کنیم برای هر ، ادعا میSدر حـلقه      



j

i

ij

i

j xafax


 ، به وضوح حکم برقرار1j. اگر 

                                                 
essential submodule9 

2 - derivation 

re extension ringO8 

Ore polynomial ring1 
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kjکنیم حکم برای است. فرض می  :برقرار باشد. پس داریم 

                                                                                                        axxax kk 1 

                                                                                              







 



k

i

ik

i xafx


 

                                                                        kk

k

kk xafxafafx   1 

                     kk

k

k

k

kkkk xafxafxafxafafxaf    11  

                       11
111



  kk

k

kk

k

k

k

kkk xafxafafxafafaf      

                                                     11
1

11
1

1 



  kk

k

kk

k

kk xafxafxafaf    

                                                                                                





1

1
k

i

ik

i xaf


                                                      

 شد.  بنابراین ادعا به کمک استقرا ثابت 

باشد. تابع  راست مدول -Rیک  Mفرض کنید         xMSxM  را با ضابطه  :

  j
i

k

k

j

i

ki

j

j

i

i xxrfmxrxm 







 



Rrjکه  در نظر بگیرید :   وMmi  .توان می پس xM  را

 که به آن مدول چند جمله ای ها روی توسیع ارُ گوئیم. مدول راست در نظر گرفت -Sبه عنوان یک 

RSیک حلقه جابجایی و یکدار باشد و  R: فرض کنید 25-1تعریف  .S  را یک زیر مجموعه

 نامیم هرگاه:  Rاز  9بسته ضربی

(9 )S1 و 

Sba( برای هر 2) , ،Sab. 

یک  Rباشد. در این صورت  Rیک ایده آل از حلقه جابجایی و یکدار  : فرض کنید 26-1مثال

 یک ایده آل اول باشد.  است اگر و تنها اگر  Rزیر مجموعه بسته ضربی از 

RSمدول و  -Rیک  Mیک حلقه جـابجایی و یکدار،  Rفرض کنید       یک زیر مجموعه بسته 

                                                 
multiplicatively closed subset9 



 1 

SMن عناصر باشد. رابطه زیر را در بی Rضربی از   :در نظر بگیرید 

       uysxtSutysx :,, 

SMتـوان نشان داد که رابـطه فـوق یک رابـطه هم ارزی روی به راحتی می  است. رده هم ارزی با 

نماینده  sx,  را با نماد
s

x هیم. همچنین مجموعه تمــام نماینده های این رده های دنمایش می

MSهــم ارزی را با  نمـاد  1 9دهیم و به آن مــدول کسرهاینشان می M  بر حسـبS گوئیم.می 

R ،RSبا  Mبا جایگذاری   1 2را حلقه کسرهای R  بر حسبS .نامیم 

MS: 27-1لم  1  با عمل
st

ysxt

t

y

s

x 
 یک گروه جـمعی است. همچنین با در نظر گرفتن تابع 

MSRSMS 111   با ضابطه  :
st

xr

t

r

s

x
 ،MS 1  یکRS 1- .مدول است 

باشد و  Rیک ایده آل اول از حلقه جابجایی و یکدار  : فرض کنید 28-1نماد گذاری و تعریف

 RS همچنین فرض کنید .M  یکR-  مدول باشد. در این صورتRS 1  را با نـمادR 

MSگوئیم. هـمچنین  در  R 8دهیم و به آن حــلقه مـوضعی سازینمایش می 1  را با نمادM 

 دهیم.نشان می

MSMfهمـریختی      1:  با ضــابطه 
1
m

mf  نامند که لـزوماً  1را همــریختی طـبیعی

 یک به یک نیست. 

RS( هر ایده آل 9: )29-1گزاره 1  یعنی برای  هر  ایده آل یک ایده آل توسیعی است؛A  از حلقه

RS 1 ایده آل ،I  از حلقهR  وجود دارد به طوری کهISA 1. 

RSISباشد.  Rایده آلی از حلقه  I( فرض کنید 2) 11    اگر و تنها اگرSI . 

RS( ایــده آل های اول حــلقه 8) 1  با ایــده آل های اولR که اشتراکی با ،S ندارند در تنـــاظر 

                                                 
module of fractions9 

ring of fractions2 

ring of localization8 

natural homomorphism1 
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 یک به یک هستند. 

 مراجعه کنید.  [99-8، قضیه1: به ]ثباتا

باشد. در این صورت  Rیک ایـده آل اول از حلقه جـابجایی و یکدار  : فـرض کنید 31-1مثال

تنها ایده آل ماکسیمال حلقه  1Sتوان نشان داد یک حلقه موضعی است. به راحتی می Rحلقه 

PR  .است 

 [ مراجعه کنید.6[ و ]1توانید به ]برای مطالعه بیشتر در مورد مدول کسرها می

ماً جابجایی لزو R، که در آن حلقه RMدر فصل دوم با مفهوم ایده آل های اول وابسته مدول     

سازگار را تعریف نموده و نتایجی از این مدول ها را  -نیست، آشنا خواهیم شد. همچنین مدول 

(، ایـده آل های اول وابسته مدول 91-2بیان خواهیم کرد.  نتیجه اصلی این فصل )قضیه   SxM  را

سـازگار باشد، بیان  -یک مـدول  RM، زمانی که RMه مدول بر حـسب ایـده آل های اول وابست

 کند. می

(، در مورد مدول های 91-2دهیم که نتیجه اصلی فصل دوم )قضیه در فصل سوم، نشان می    

SxxM ],[ 1  وTxxM ],[ 1 با شرط ،-  سازگاریRM.نیز برقرار است ، 

( برای 91-2دهیم که در حالت کلی، نتیجه اصلی فصل دوم )قضیه در فصـل چهارم نشان می    

مدول های    SxM   و   TxM  زمانی که ،RM  یک مدول-  سازگار باشد، برقرار نیست مگر

 نیز یک حلقه کامل چپ باشد. Rاین که 

در فصل پنجم با تعریف مدول       دهیم که با فرض سازگار، نشان می -,  سازگار بودن  -,

RMتوان ایده آل های اول وابسته مدول ، می 
S

xM  را بر حسب ایده آل های اول وابسته مدول

RM .بیان نمود 

 

 



 

 

 

 

 

دومفصل   

 

ایده آل های اول وابسته مدول چند جمله ای ها روی 

 حلقه چند جمله ای های اریب
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 فصل دوم

 

 ایده آل های اول وابسته مدول چند جمله ای ها روی حلقه 

 چند جمله ای های اریب 

 

 

 

نـامیم هـرگاه برای هر  9را اول Nمدول راست نـاصفر باشد.  -Rیک  Nکنید  فرض: 1-2تعریف

Nزیر مدول ناصفر    ازN ،   RR NannNann . 

 : هر زیر مدول ناصفر از یک مدول اول، اول است.تذکر

یک مدول اول باشد آنگاه  RN اگر: 2-2لم RNann  یک ایده آل اول ازR .است 

، لذا Nیی که آنجا از: اثبات  RNann  فرض کنید . RNannaRb  و RNanna از .

آنجایی که  RNanna لذا ،Nn   وجود دارد به طوری کهan همچنین از آنجایی که .

 RNannaRb پس ،aRbn لذا . anannb  چون .RN  یک مـــدول اول است وan  

                                                 
prime9 
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است لذا  RNزیر مدول ناصفر از  -Rیک    RNannanannb  . 

مدول  -عکس لم فوق  همواره برقرار نیست. به عنوان مثال      nN  .را در نظر بگیرید

به وضوح   Nann  ایده آل اولی از  است ولی از آنجایی که n  یک-  زیر مدول ازN 

2n ،است و برای هر    Nannnann   2، لذا برای هرn ،N .یک مدول اول نیست 

را یک ایده آل اول  Rاز حلقه  مدول راست باشد. ایده آل  -Rیک  M: فرض کنید 3-2تعریف

RRنامیم اگر زیر مدول اول  M 9وابسته MN   وجود داشته باشد به طوری که RNann .

را با  Mای اول وابسته ه مجموعه تمام ایده آل RMAss دهیم.نمایش می 

یک مدول اول باشد آنگاه  RM: اگر 4-2لم    RR MannMAss . 

: به وضوح اثبات    RR MAssMann  به عکس فرض کنید . RMAss طبق . بنابراین

RRتعریف، زیر مدول اول   MN   وجود دارد به طوری که RNann از آنجایی که .M  یک

مدول اول است لذا    RR MannNann  بنابراین .    RR MannMann  . 

باشد. در این صورت  Mزیر مدولی از  N: فرض کنید 5-2گزاره   MAssNAss   و

     NMAssNAssMAss . 

: به وضوح اثبات   MAssNAss  برای اثبات .     NMAssNAssMAss  فرض کنیم ،

 MAss بنابراین زیر مدول اول .K  ازM  وجود دارد به طوری که Kann دو حالت را .

 گیریم:در نظر می

حالت اول: فرض کنیم      NK از آنجایی که .NK   زیر مدولی ازK  است لذا یک مدول

مچنین اول است و ه     KannNKann  از طرفی .NK   زیر مدولی ازN  است، پس

 NAss .  

حالت دوم: فـــرض کـــنیم      NKدانیــــم . می    NNKNKK بنـــابراین . 

      KannNNKann  و  NNK   یک مدول اول است. از آنجایی که  NNK  
                                                 
associated prime9 
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است لذا  NMزیر مدولی از  NMAss . 

: فرض کنید 6-2نتیجه n

iiM 1  خانواده ای ازR- ر این صورت مدول ها باشد. د

 
n

i

ii

n

i

MAssMAss
11 









 . 

معادل  8-9با تعریف  8-2مدول باشد آنگاه تعریف  -Rیک  Mیک حلقه جابجایی و  R اگر: تذکر

است، زیــرا: فـرض کنید  RMAss  ایده آلی ازR  کند. صـدق می 8-2باشد که در تعـریف

RRبنابراین زیر مدول اول  MN   وجود دارد به طوری که RNann 2-2. با توجه به لــم ، 

 اول است لذا RN. از آنجایی که Nnیک ایده آل اول است. فرض کنید 

(2-9                                  )         RNannnann 

دهیم است(. نشان می RNاز  n، زیر مدول تولید شده توسط n)منظور از    nannnann  .

دانیــــم می     nannnannNann ( خواهیـــــم داشت: 9-2. با استفــــاده از )

   nannnann  لذا .  کند.صدق می 8-9در تعریف  

یک ایده آل  کند. بنابراین دق میص 8-9باشد که در تعریف  Rایده آلی از  حـال فرض کنید     

وجــود دارد به طوری که  Mmاست و  Rاول از  mannدهـیم . نشــان میm  یک

است و  Mزیر مدول اول از    mannmann  فرض کنید .N ،R-  زیر مدول ناصفری ازm 

باشد. بنــــابراین    Nannmann  حـــال فـرض کنید . RNanna .Nn  را در نظر

به طوری  Rrاست لذا وجود دارد  mزیر مدولی از  N)*(. از آنجایی که naم بگیرید، داری

rmnکه   :پس با جایگذاری در )*( خواهیم داشت .mra بنابراین .   mannra از .

آنگاه  r. اگر aیا  rاست لذا  Rیک ایده آل اول از  آنجایی که  rmn  که با

فرض در تناقض است. بـنابراین  manna  و لــذا ،     mannmannNann  .

است و  Mزیر مدول اولی از  mبـنابراین    mannmann  لذا .  صدق  8-2در تعریف

 کند. می
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RRمدول راست و  -Rیک  M: فرض کنید 7-2تعریف :  یک درونریختی از حـلقهR .باشد 

M  را- نامیم اگر برای هر  9سازگارMm  و هرRr، 

    rmmr . 

 سازگار است. -سازگار،  -: الف( هر زیر مدول از یک مدول 8-2لم

 سازگار است. -iیک مدول  1i ،RMسازگار باشد آنگاه برای هر  -یک مدول  RMب( اگر 

 : الف( به وضوح برقرار است.اثبات

 Rنیز یک درونریختی از  1i ،iاست لذا برای هر  Rیک درونریختی از  ب( از آنجایی که 

 ،Rrو هر  Mmاست. برای هر 

mr 

   rm 

                                                      rm 2 

                                                                       

                                                       rm i 

 سازگار است.  -iیک مدول  RMبنابراین 

1i ،سـازگار باشد آنگاه برای هـر  -یک مــدول  RM: اگـر 9-2لم   RxM  یک مــدول

i- .سازگار است 

ثابت کنیم. فرض کنید  1i، کافیست برای 3-2: بنا بر لم اثبات    xMxmmxm   1 

 . در نتیجهRrو 

                                                              rxm )( 

                                               xrmrm )(1           

 (      j)برای هر                                    rm j

j  

                                                 
9 - compatible 
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(     j)برای هر                                     rm j

j

1 

                                              xrmrm 2
1   

                                                  rxmm 1  

                                                                       rxm                                           

سازگار باشد آنگاه  -یک مدول  RPو  SPمدول  -Sمشمول در  RQ: اگر 11-2لم

   RS QannSQannR . همچنین اگر به جای .S  ازS اسـتفاده کنیم، نتیجه ای مشابه برقرار 

 است. 

: به وضوح اثبات   RS QannSQannR . فرض کنید . RQannr همچنین فرض کنید .

  SQxfq .  به طــــــوری کهQq  و  Sxaxaaxf l

l   . بنــــــــــابراین 1

      ll

l xrqaxrqarqarxfq    li. از آنجایی که برای هر 1  ،PQqa Ri  ،

liسازگار است لذا برای هر  -ک مدول ی RPو   ،  rqa i

i بنابراین . SSQannr . .

  برقرار است.   Sاثباتی مشابه برای 

SP (SP: اگر 11-2لم  اول و )RP  یک مدول-  سازگار باشد آنگاهRP .اول است 

 شود.نیز به همین روش ثابت می Sکنیم، برای حلقه ثابت می S: لم را برای حلقه اثبات

RRفرض کنید      PQ  در نتیجه .   RR QannPann  حال فرض کنید . RQannr بنا به .

، 92-2لم  SSQa n nr . از آنجایی که .SP  اول است وSS PSQ .پس ،rP  و لذا

 RPannr بنابراین .RP  .اول است   

یک مـدول  RPمـدول( باشد به طـوری که  -Sمـدول ) -Sیک  P: فـرض کنید 12-2مسئله

- ر سازگار است. اگRP توان نتیجه گرفت اول باشد آیا میSP (SP اول است؟ ) 

 دهد.مثال زیر به سؤال فوق جواب منفی می    

دهیم یک دامـنه جــابجایی باشد. قــرار می Rفرض کنید       2ttRPR :  2) منظور ازt ،

مـدول  -Rاز  2tزیر مـدول تولید شده توسط  tR  است (. فرض کنیدRR : نگاشت همـانی 
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سازگار است و نیز داریم  -یک مدول  RPباشد. در این صورت  xRS . 

2txtبا فرض این که      :.  و برای هرRr ،rxr :. ،P  به یکS- شود. ابتدا مدول تبدیل می

RRاول است. فرض کنید  RPکنیم میثابت  PP  بنابراین .RP  شامل عنصر ناصفری مانند

bta   است. اگر   rbta به طوری که ،Rr آنگاه ، rbra . از آنجایی کهR  دامنه

. بنابراین r، لذا bیا  aاست و   RPann و در نتیجه ،RP .اول است 

11ل نیست. از آنجایی که او SPدهیم حـال نشان می     x. لـذا ، SPannx .S-  زیر مدول

2ttP  2txtرا در نظر بگیرید. از آنجایی که  Pاز  : :. لذا ، SPannx  بنابراین .

   SS PannPann  و در نتیجه ،SP توان نشان داد اول نیست. با روندی مشابه میSP   نیز اول

 نیست. 

 لازم است.یک شرط  99-2و  92-2در لم های  RPسازگاری  -دهد فرض مثال زیر نشان می    

میدانی از مشخصه صفر باشد و  F: فرض کنید 13-2مثال tFR : همچنین فرض کنید .  یک

F-  خـودریختی ازR  باشد به طوری که  1 ttر دهید ، و قرا ;: xRS  .R-  مدول راست

  2ttFMR   وS-  مدول راست  SS xMP   را در نظر بگیرید. علامت  به "به معنی

ttی که است. از آنجای "2tپیمانه  و  .  1tt  سازگار نیست. -یک مدول  RP، لذا .

اول نیست. به وضوح  RPکنیم ابتدا ثابت می RPannt 2، اماtt  یکR-  زیر مدول ناصفر از

RP  است و 2ttannt بنابراین .RP .اول نیست 

SSاول است. کافیست نشان دهیم برای هر زیر مدول ناصفر  SPدهیم حال نشان می     PP   ،

  SPann فرض کنید .Pp   و 

    Pxtgxtgp k

k

k

k  

 1
1، 

j ،به طوری که برای هر   Rj Mtg   و  tgk
. کافیست نشان دهیم   

SSpann فرض .

داشته باشد به طوری که  وجود Ssکنید    sSp اگر .    Sxtftfs   ، به طوری 1

j ،که برای هر   Rtf j  آنگاه برای هر ،i، 
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" جملات با درجه بیشتر") tf ()"جملات با درجه بیشتر "  ik

k xtg )     

"جملات با درجه بیشتر"                                                    ikik

k xtftg  

"جملات با درجه بیشتر"                                                 ik

k xiktftg  

i ،بنابراین  برای هر       iktftgk
i ،و لذا برای هر  ،   

R
k tiktftg 2.  از

آنجایی که   2ttgk  لذا برای هر ،i ، iktft  اگر .t آنگاه برای هر ،i ،

    ikf از آنجایی که .F  میدانی از مشخصه صفر است لذا برای هرi ،

   Fikik بی نهایت ریشه متمایز دارد و لــذا  f. بــنابراین 1   tf به همین ترتیب .

توان ثابت نمود که می 21 ff بنابراین .s و لذا ،  
SSpann بنابراین .SP  اول

است و   SPann داریم .        SSS PannxMannSMann و  .  2tMa n n R  .

 برقرار نیست.  92-2، تساوی در لم RPسازگاری  -کنیم که با حذف شرط بنابراین مشاهده می

RR: فرض کنید 14-2قضیه :  یک درونریختی باشد. اگرRM  یک مدول- ر باشد سازگا

 آنگاه 

       RS MAssxxMAss  :  

در حقیقت، برای هر   SxMAssq ، xq   که RMAssRq  . 

دهیم : ابتدا نشان میبرهان       RS MAssxxMAss  . فرض کنید : RMAss .

RRبنابراین زیر مدول اول  MN   وجود دارد به طوری که RNann:کافیست ثابت کنیم . 

(2-2                                         )    SxNannx  

 و

(2-8                                           )  SxN .اول است 

(، فــــرض کنید 2-2برای اثبــــات تســــاوی در )  Sxaxaaxf l

l   و  1

   xNxnxnnxn k

k   . یک جـــــمله نوعــــی از 1   xfxn  به صـــــورت

     ji

j

i

i

j

j

i

i xanxaxn    است. اگــر   xxf  آنــگاه از ، RNann گیریمنتیجــه می 
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jian چون .RM  یک مدول-  سازگار است لذا  j

i

i an بنابراین تمام ضرایب .   xfxn 

صفرند و لذا     SxNannx  به عکس اگر .   xxf  آنگاه ،i  وجود دارد به طوری که

ia پس .Nn  وجــــــود دارد به طوری کهina و لـــــــذا ،  xfn بنــــــابراین .

    SxNannxf  و لذا ،    xxNann S  ( ثا2-2و تساوی در )شود.بت می 

کنیم اکنون ثابت می      SxN  اول است. برای اثبات این مطلب باید نشان دهیم اگرSQ  زیر مدول

ناصفری  از   SxN باشد آنگاه 

(2-1                                      )    SS xNannQann . 

 کنید فرض

(2-6              )  NkQxnxnxnNnQ t

t

k

k

k  

  ;: 1
1 

دهیم قرار می
R

QP   چون .RN  اول است وNPQ  لذا ، 

(2-4                                              ) 
R

Pann   

(، فـرض کنید 1-2در ) برای اثبــات   xfQ که در آن ،  Sxaxaaxf l

l   1 .

فرم  به Pکنیم. عنـاصر شروع می a. از i ،ia( کافیست ثابت کنیم برای هر 2-2با توجه به )

 jj rn  هستند که در آن برای هرj ،Rrj   وQn j ( کافیست 4-2. بـنابراین با توجه به )

Qn ،و هــر  Rrنشـان دهیم بـرای هــر  n r a چـون .Qn  پس ،

Qxnxnxn t

t

k

k

k  

 1
مدول است لذا  -Rیک  Q. چون kوجود دارد که در آن  1

Rr ،برای هر       Qxrnxrnxrn tt

t

kk

k

kk  

  11
 . پس1

(2-9          )     (l

l xaxaa   "جملات با درجه بیشتر"()1  kk xrn)  

"جملات با درجه بیشتر"                                                      kk xran  

بـنابراین    ran k 3-2. با توجه به لم ،RN  یک مدول-  سازگار است لـذا nra حال .

11به طور استقرایی فرض کنید  iaaa ,,,  از آنجایی که .RM  یک مدول-  سازگار است لذا

ij، که jو هر  kبرای هر   ، 
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(2-3                                             )  j

k aN 

( و 9-2. با توجه به )Qn ،inraو هر  Rr(، کافیست نشان دهیم برای هر 4-2با توجه به )

 ( داریم:2-3)

                             ll

i

i

i

i xaxaxaa  

 
1

1    tt

t

kk xrnxrn     

                             



1
1

ik

i

kkttt

t

kkk xarnxarnxarn             

               ((l

l

i

i xaxa ()    tt

t

kk xrnxrn  ))     



1
1

it

i

tt

t xarn                                          

"جملات با درجه بیشتر "                                                                 ik

i

k xran 

پس   i

k ran از آنجایی که .RN  یک مدول-  سازگار است لذاinra بنابراین .

      S

l

l xNannxxaxaaxf   و در نتیجه  1    SS xNannQann . 

 پردازیم.به بیان تعریف و لم زیر می 91-2در قضیه  قبل از اثبات     

مدول راست باشد و  -Rیک  M[: فرض کنید 98]15-2تعریف   xMxf  گوئیم . xf  یک

 Rو تمام ضرایب ناصفر آن دارای پوچساز های یکسان در  fاست هرگاه  9چند جمله ای خوب

 باشند.

سازگار باشد. در این صورت برای هر  -یک مدول  RM[: فرض کنید 93]16-2لم

   xMxmxmmxm k

k    1 ،Rr  وجود دارد به طوری که rxm .خوب است 

ضرایب ناصفر  ، که نمایانگر تعدادn: با استقرا روی اثبات xm کنیم. در حالتی است، لم را اثبات می

12، به وضوح حکم برقرار است. فرض کنید حکم برای 1nکه   ln  برقرار باشد. اکنون فرض

کنید  xm ن یک چند جمله ای باشد که خوب نیست و در آln  بنابراین ضرایب ناصفر .im  و

jm  در xm  وجود دارند به طوری که   ji mannmann  ،بدون این که خللی به کلیت وارد شود .

bmbmاشد به طــوری که وجـود داشتـه ب Rbفـرض کنیـم  ji   چون .RM  یک مـدول

-  سازگار است لـذا   bmbm j

j

i

i    بنـــابراین .    kk

k xbmbmbxm    یک

                                                 
good9 
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است. لـذا بنا به فرض استقرا،  lچند جمله ای ناصفر است که تعداد ضـرایب ناصفر آن کمتر از 

Rc  وجـود دارد به طوری که  cbxm دهیم یک چند جمله ای خوب است. قرار میbcr :  و

 لذا حکم استقرا برقرار است. 

 دهیم.را ادامه می 91-2حال برهان قضیه     

فرض کنید   SxMAssI  بنا به تعریف، زیر مـدول اول .  SS xMP   وجود دارد به طـوری که

 SPannI  عنصر ناصفر . xm  را ازP توان فرض می 94-2کنیم. بــا توجه به لم انتخاب می

نمود که  xm  یک چند جمله ای خوب است. قرار دهید RxmQR  چون .SP  اول است و

SS PSQ . لذا ، 

(2-1                                            )  ISQann S . 

سـازگار است لذا  -یک مدول  RM، از آنجایی که 9-2با توجه به لم    RxM  نیز-  سازگار

است. چـون     xMxMPQ RRR  پس ،RQ  وRP  نیز- وجه به سازگارند. بنابراین با ت

اول است و چون  RPاول است لذا  SPسازگار و  -یک مدول  RP، از آنجایی که 99-2لم 

RR PQ  پس ،RQ  (، 1-2مچنین )و ه 92-2نیز اول است. با توجه به لم  RIQann R  .

 پس داریم:

(2-92                               )RQ  اول است و  RIQann R    . 

کنیم ادعا می      xRII  چون .I  ایده آلی ازS لذا  است   IxRI  به عکس فرض .

کنید   Ixaxaaxf l

l   li، به طوری که برای هر 1 1 ،Rai دهیم . نشان می

liبرای هر  1 ،Iai ( کافیست ثابت کنیم برای هر 92-2. با توجه به ،)li 1 ،

 Ri Qanna  فرض کنید .Qq بنابراین .Rr  وجود دارد به طوری که rxmq  از آنجایی .

که  xm  یک چند جمله ای خوب است لذا rxm چند جمله ای خوب است )مگر این که  نیز یک

صفر باشد(. فـــرض کــــنید   k

k xmxmmxm   . بــنابراین kmکه در آن  1

      kk

k xrmxrmrmrxm    . فرض کنید 1 rm i

i  و rm j

j دو ضریب ناصفر از 
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 rxm شند. در این صورت برای هر باRa: 

                                            arm i

i  

)چون             xm        )یک چند جمله ای خوب است   arm i

j  

سازگار است(        -دول یک م M)چون                 arm ii

j  

                                                 ram i

j  

سازگار است(             -یک مدول  M)چون                ram j

j  

                                            arm jj

j     

سازگار است(            -یک مدول  M)چون                 arm j

j   

بنابراین      rmannrmann j

j

i

i   در نتیجه . rxm  یک چند جمله ای خوب است. از آنجایی

که   RQrxm ( 1-2، لذا با توجه به:) 

(2-99                                )      l

l xaxaarxm 1  

، ضریب aتوان نتیجه گرفت می RMسازگاری  -( و همچنین 99-2بنابراین با توجه به تساوی )

جمله ناصفر با کمترین درجه از  rxm کند و چون را صفر می rxm  یک چند جمله ای خوب

در پوچساز  aاست لذا  rxmq  گیرد. بنابراین قرار می RQanna ( 92-2، و لذا با توجه به ،)

RIa  همین روند را برای سایر .ia( هاli 1کنیم. پس ( تکرار می  xRII   و ادعا

 شود.ثابت می

(، 92-2با توجه به )     RQAssRI  . همریختیRR MQ :  را با ضابطه   rmrxm k 

. از آنجایی که rmkیک نشاننده است: فرض کنید   در نظر بگیرید. xm  یک چند جمله ای

j ،rmخوب است پس برای هر  j و لذا ،-  سازگاریRM کند برای هر ایجاب میj ،

  rm j

j بنابراین .  rxm در نتیجه .   RR MAssQAss  و لذا ، RMAssRI  .

ون چ  xRII  لذا ،       RS MAssxxMAss  : . 

 مدول باشد آنگاه  -Rیک  Mیک حلقه و  R: اگر 17-2نتیجه
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         RxR MAssxxMAss  :. 

 شود. ، نتیجه حاصل می91-2در قضیه  RId: با قرار دادن اثبات

: فرض کنید 18-2مثال mR,  یک حلقه جابجایی موضعی وRR :  .یک خودریختی باشد

mRMهمچنین فرض کنید   برای هر .Rs منظور از ،s ،ms   است. در این صورتRM 

 ،Rrو هر  Msسازگار است: برای هر  -یک مدول 

                                                                                                     rs 

                                                                                                    msr     

  mr            (                                 ms)چون                                        

)چون تصویر هر عنصر وارون ناپذیر تحت یک خودریختی، وارون ناپذیر است(     mr   

                                                                                                 mrs   

                                                                                                   rs 

یک مدول ساده است لذا اول است. پس  RMاز آنجایی که           mMannMAss RR  .

، 91-2بنابراین با توجه به قضیه       xmxmRAss S  . 

 توان حذف نمود.را نمی RMسازگار بودن  -، فرض 91-2مثال زیر نشان می دهد در قضیه     

یک دامنه باشد و  R: فرض کنید 19-2مثال tRR  همچنین فرض کنید .RR :  با ضابطه

  t  و


RR
Id  تعریف شده باشد وRM  از آنجایی که برای هر .Rr ،  tr 

 سازگار نیست.  -یک مدول  RM، لذا rtو 

دامنه است لذا  Rچون      tRR   نیز دامنه است. بنابراین اگرK  زیر مدول ناصفری ازM 

باشد آنگاه   Kann پس .M مدول اول است و لذا  یک       RR MannMAss حال .

فرض کنید   SxMAssI  بنابراین زیر مدول اول .  SS xMQ   وجود دارد به طوری که

 SQannI  چون .SQ  اول است وQxQ  لذا ،  IxQann  چون .  t لذا برای هر ،

  Qxm  ،  xxmannt بنـــــــابراین . xQannt پس .  IxQann و لـــــــــذا ، 
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    SxMAss . 

  98-2تعریف شده بـاشند. در مثال  98-2هـمانند مثال  SPو  R ،S ،RM: فـرض کنید 21-2مثال

اول است و لذا  SPنشان داده شد که        SS PannPAss .2tt  تنها زیر مدول اول

RM :است 

 است. RMزیر مدولی از  2tt( به وضوح 9)

 یک مدول ساده است لذا اول است. 2tt( چون 2)

هستند. همچنین از آنجایی که  RMو  RM ،2ttزیر مدول های ناصفر  -Rدانیم تنها ( می8)

   22 ttannttMann R  لذا ،RM  2اول نیست. بنابراینtt  تنها زیر مدول اول

است.در نتیجه  RMاز       tttannMAss R   91-2شود که قضیـه می . مشــاهده2

 در این مثال برقرار نیست. 
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 ایده آل های اول وابسته مدول چند جمله ای های لوران
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 فصل سوم

 

 ایده آل های اول وابسته مدول چند جمله ای های لوران

 

 

 

RRدر تمــام این فصل      : ـودریختی از حلقه یک خـR  است. در فصـل اول، با مــدول

توان  مدول راست باشد آنگاه می -Rیک  Mهای لوران آشنا شدیم و نشان دادیم اگر  چند جمله ای

],[ 1xxM  را به عنوان یکT-  مدول راست در نظر گرفت. همچنین چونS  زیر حلقه ای ازT 

],[توان است لذا می 1xxM  را به عنوان یکS- .مدول راست نیز در نظر گرفت 

 91-2، نتایجی مشابه آنچه در قضیه RMسازگاری  -دهیم که با فرض در این فصل نشان می    

TxxMبیان نمودیم را برای مدول های  ],[ 1  وSxxM ],[ 1 .خواهیم داشت 

RR: فرض کنید 1-3لم :  یک خودریختی از حلقهR  وM  یکR-  مدول راست باشد. اگر

RM  یک مدول-  سازگار باشد آنگاه برای هر i ،RM  یک مدولi- .سازگار است 

 ، Rrو هر  Mm. برای هر 1iکافی است فرض کنیم  4-2: با توجه به بند )ب( لم باتاث

                                                              mr 
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                                                               rm 1 

                                                           rm 1 

                                                        rm 2     

                                                           rm 2  

                                                                           

                                  (1i           )   rm i                                               

i ،سـازگار باشد آنگاه برای هر  -یک مــدول  RM: اگر 2-3لم  
R

xM  یک مـــدول

i- .سازگار است 

 ثابت کنیم. 1i، کافی است برای 9-8: طبق لم اثبات

فرض کنید         xMxmxmxxm k

k

k

k  



 1
1

1, (k و )Rr ،در این صورت . 

                                                                                  rxxm 1, 

                                                    



11
1

kk

k

kk

k xrmxrm   

kj)برای هر                                                              )   rm j

j 

kjسازگار است(   )برای هر  -یک مدول  RM)چون          )1j

jm 

                                                  



 12
1

1 kk

k

kk

k xrmxrm  

                                                              

 rxmxm k

k

k

k 1
1 

                                                                                rxxm 1,                           

سازگار باشد آنگاه  -یک مدول  RPو  TPمدول  -Tمشمول در  RQ: اگر 3-3لم

   RT QannTQannR . همچنین اگر .T  را باT  .جایگذاری کنیم، نتیجه مشابه برقرار است 

: به وضـوح اثبات   RT QannTQannR . فـرض کنید . RQannrهـمچنین فـرض کـنید . 

  TQxxfq ., 1 به طوری که ،Qq  و  Txaxaxaxxf m

m

k

k

k

k  



 1
1

1, (k.) 

در نتیجه         mm

m

kk

k

kk

k xrqaxrqaxrqarxxfq   



 11
1

 . از آنجایی که برای,1
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mikهر   ،PQqa Ri  و ،RP  یک مدول-  سازگار است لذا برای هرmik  ،

  rqa i

i بنابراین . TTQannr . اثباتی مشابه برای .T   .برقرار است 

TP (TP: : اگر 4-3لم  اول و  )RP  یک مدول-  سازگار باشد آنگاهRP .اول است 

Tکنیم، برای حلقه ثابت می Tلم را برای حلقه : اثبات  شود.نیز به همین روش ثابت می 

RRفرض کنید      PQ  پس .   RR QannPann  حال فرض کنید . RQannr بنا به لــم . 

8-8 ، TTQannr . چون .TP  اول است وTT PTQ . پس ،rP و لذا ، RPannr بنابراین .

RP  .اول است   

RR: فرض کنید 5-3قضیه :  یک خودریختی باشد. اگرRM  یک مدول-  سازگار باشد

 آنگاه 

(9 )      RS MAssxxxMAss  :],[  و 1

(2 )    RT MAssxxxxMAss   :],[],[ 11. 

دهیـم ( ابتـــدا نشــان می9: )برهان      RS MAssxxxMAss  :],[ . فـرض کنیــد 1

 RMAss بنابراین زیر مدول اول .RR MN   وجود دارد به طوری که RNann کافیست .

 ثابت کنیم:

(8-9                                       )   SxxNannx ],[ 1 

 و

(8-2                                         )SxxN ],[ 1 .اول است 

(، فرض کنید 9-8برای اثبات تساوی در )  Sxaxaaxf l

l   و         1

  ],[, 11
1

1 



  xxNxnxnxnxxn k

k

s

s

s

s  به طوری که ،s یک جمله نوعی از .

   xfxxn 1,  به صـــورت     ji

j

i

i

j

j

i

i xanxaxn    است. اگـر   xxf آنـگاه چـــــون ، 

 RNann لـذا ،jian چـون .RM  یک مدول-  سـازگار است لـذا  j

i

i anبنابراین . 

تمـام ضرایب    xfxxn 1,  صفرند و لــذا   SxxNannx ],[ 1 به عکس، اگـر .   xxf ، 
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، و لذا inaوجود دارد به طوری که  Nn. پس iaوجود دارد به طوری که  iآنگاه 

  xfn در نتیجه .   SxxNannxf ],[ 1 و لــذا ،   xxxNann S  ],[ و تساوی در  1

 شود.می ( ثابت8-9)

SxxNکنیم اکنون ثابت می     ],[ 1  اول است. برای اثبات این مطلب بـاید نشـان دهــیم اگرSQ 

SxxNزیر مدول ناصفری  از  ],[ 1 باشد آنگاه 

(8-8                                   )   SS xxNannQann ],[ 1. 

 کنیدفرض 

(8-1              )  NkQxnxnxnNnQ t

t

k

k

k  

 ;: 
1

1 

دهیم قرار می
R

QP   چون .RN  اول است وNPQ  لذا ، 

(8-6                                              ) 
R

Pann   

(، فرض کنید 8-8در ) برای اثبات   xfQ که در آن ،  Sxaxaaxf l

l   . با 1

به فرم  Pکنیم. عناصر شروع می a. از i ،ia( کافیست ثابت کنیم برای هر 9-8توجه به )

 jj rn  هستند که در آن برای هرj ،Rrj   وQn j ( کافی است 6-8. بـنابراین با توجه به )

Qn ،و هر  Rrنشان دهیم برای هر  arn . چونQn پس وجود دارد ،

Qxnxnxn t

t

k

k

k  

 1
مدول است لذا برای هر  -Rیک  Q. چون k، که در آن 1

Rr ،      Qxrnxrnxrn tt

t

kk

k

kk  

  11
 . پس1

(8-4(               )l

l xaxaa   "جملات با درجه بیشتر"()1  kk xrn)  

"جملات با درجه بیشتر"                                                      kk xran  

بنابراین    ran k از .- سازگاری RN توان نتیجه گرفت می arnحال به طور استقرایی . 

11فرض کنید  iaaa ,,,  از آنجایی که .RM  یک مدول-  سازگار است لذا برای هرk و 

ij، که jهر   ، 

(8-9                                             )  j

k aN  
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و ( 4-8. با توجه به )Qn ،iarnو هر  Rr( کافیست نشان دهیم برای هر 6-8با توجه به )

 ( داریم:8-9)

   (l

l

i

i

i

i xaxaxaa  

 
1

1()      tt

t

kk

k

kk xrnxrnxrn   

 11
1)   

                            



1
1

ik

i

kkttt

t

kkk xarnxarnxarn            

               ((l

l

i

i xaxa ()    tt

t

kk xrnxrn  ))     



1
1

it

i

tt

t xarn                                          

"جملات با درجه بیشتر "                                                               ik

i

k xran 

پس   i

k ran از آنـجایی که .RN  یک مدول-  ســازگار است لـذاinra در نـتیجه .

ia بنــــــــابراین .     S

l

l xxNannxxaxaaxf ],[ 1
1

  و لــــــــــذا ،

    SS xNannQann . 

 پردازیم.، به بیان تعریف و لم زیر می6-8( قضیه 9در بند ) قبل از اثبات     

مدول راست باشد و  -Rیک  M: فرض کنید 6-3تعریف  ],[, 11   xxMxxm گوئیم . 1xxm , 

است هرگاه  9یک چند جمله ای خوب  1xxm و تمام ضرایب ناصفر آن دارای پوچساز های  ,

 باشند.  Rیکسان در 

سازگار باشد. در این صورت برای هر  -یک مدول  RMید : فرض کن7-3لم

  ],[, 11
1

1 



  xxMxmxmxmxxm k

k

s

s

s

s  (s ،)Rr  وجود دارد به طوری

که  rxxm 1, .یک چند جمله ای خوب است 

 شود. ثابت می 94-2: مشابه لم اثبات

 دهیم.را ادامه می 6-8( قضیه 9حال برهان بند )    

فـرض کنید      SxxMAssI ],[ 1 بنا به تعریف، زیـر مدول اول .SS xxMP ],[ 1 وجـود دارد 

به طوری که  SPannI  عــنصر ناصفر . 1xxm  9-8کنیم. با توجه به لـــم انتخاب می Pرا از  ,

توان فرض نمود که می 1xxm یک چند جمله ای خوب است. قـرار دهید  , RxxmQR

1  . چون,

                                                 
good9 
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SP  اول است وSS PSQ . لذا ، 

(8-3                           )                   ISQann S . 

سازگار است لذا  -یک مدول  RM، از آنجایی که 2-8با توجه به لم   
R

xM  نیز-  سازگار

است. چون   
RRRR xMxxMPQ   ],[ سازگارند. بنابراین با  -نیز  RPو  RQ، پس 1

اول است و چون  RPاول است پس  SPسازگار و  -یک مدول  RP، از آنجایی که 99-2توجه به لم 

RR PQ  پس ،RQ  (، 3-8و همچنین ) 92-2نیز اول است. با توجه به لم  RIQann R  با .

 قرار دادن این دو مطلب در کنار هم داریم:

(8-1                               )RQ  اول است و  RIQann R    . 

کنیم ادعا می      xRII   اثبات مانند اثبات ادعای(  xRII  91-2، در برهان قضیه 

(، 1-8است(. بــــــــا تـــــــــوجه بـــــــه ) RQAssRI  فــــــــــرض کـــــــــنید .

  k

k

s

s

s

s xmxmxmxxm  



  1
1

RR. همریختی s، که در آن ,1 MQ :  را با

ضابطه    rmrxxm d1,  در نظر بگیرید که در آنdm  ضریب ناصفری از 1xxm  است.  ,

از آنجایی که  .rmdیک نشاننده است: فرض کنید  1xxm یک چند جمله ای خوب است پس  ,

kjsبرای هر   ،rm j و لذا ،-  سازگاریRM کند برای هر ایجاب میkjs  ،

  rm j

j . بنابراین   rxxm . در نتیجه ,1   RR MAssQAss  و لذا ،

 RMAssRI  چون .  xRII  پس ،      RS MAssxxxMAss  :],[ 1. 

دهیـــم ( ابتـدا نشــان می2)        RT MAssxxxxMAss   :],[],[ . فــرض کـنید 11

 RMAssاین زیر مدول اول . بنابرRR MN   وجود دارد به طوری که RNann کافیست .

 ثابت کنیم:

(8-92                                 )   TxxNannxx ],[],[ 11   

 و

(8-99                                       )TxxN ],[ 1 .اول است 
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(، فرض کنید 92-8ثبات تساوی در )برای ا  Txaxaxaxxf l

l

r

r

r

r  



 1
1

و         ,1

  ],[, 11
1

1 



  xxNxnxnxnxxn k

k

s

s

s

s  به طوری که ،sr, یک جمله نوعی از .

   11  xxfxxn به صورت  ,,     ji

j

i

i

j

j

i

i xanxaxn    است. اگر  ],[, 11   xxxxf آنگاه ،

از  RNannگیریم ، نتیجه میjian چون .RM  یک مدول-  سازگار است لذا

  j

i

i an بنابراین تمام ضرایب .   11  xxfxxn صفرند و لذا  ,, TxxNannxx ],[],[ 11   .

به عکس اگر   ],[, 11   xxxxf آنگاه ،i (lir  وجود دارد به طوری که )ia پس .

Nn  وجود دارد به طوری کهina و لذا ،  1xxfn . پس ,   TxxNannxxf ],[, 11   ،

و لذا   ],[],[ 11   xxxxNann T ( ثابت می92-8و تساوی در ).شود 

TxxNکنیم اکـنون ثابت می     ],[ 1  اول است. برای اثبات این مطلب بـاید نـشان دهیم اگرTQ 

TxxNزیر مدول ناصفری  از  ],[ 1 باشد آنگاه 

(8-92                       )              TT xxNannQann ],[ 1. 

 فرض کنید

(8-98            )  NkQxnxnxnNnQ t

t

k

k

k  

 ;: 
1

1 

دهیم قرار می
R

QP   چون .RN  اول است وNPQ  لذا ، 

(8-91                                            ) 
R

Pann   

(، فرض کنید 92-8در ) برای اثبات   1xxfQ ، که در آن   ,

  Txaxaxaxxf l

l

s

s

s

s  



 1
1

( کـافیست 92-8. با توجه به )sبه طـوری که  ,1

به فرم  Pکنیم. عناصر شروع می saاز  .i ،iaثابت کنیم برای هر  jj rn  هستند که در آن

j ،Rrjبرای هر    وQn j ( کافیست نشان دهیم برای هر 91-8. بنابراین با توجه به )Rr  و

Qxnxnxn، پس وجود دارد Qn. چون Qn ،sarnهر  t

t

k

k

k  

 1
، که در آن 1

k چـــــــــــون .Q  یکR- ت لـــــــــــــــــذا بـــــرای هـــــر مــــدول اسRr، 

      Qxrnxrnxrn tt

t

kk

k

kk  

  11
 . پس1
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(8-96(        )l

l

s

s

s

s xaxaxa  

 1
"جملات با درجه بیشتر"()1  kk xrn)  

"جملات با درجه بیشتر"                                                        sk

s

k xran  

بنابراین   s

k ran از .-  سازگاریRN توان نتیجه گرفت میsarn حال به طور استقرایی .

فرض کنید  11 iss aaa ,,,  از آنجایی که .RM  یک مدول-  سازگار است لذا برای هرk 

ij، که jو هر   ، 

(8-94                                            )  j

k aN 

( 96-8. با توجه به )Qn ،iarnو هر  Rrنشان دهیم برای هر  ( کافیست91-8با توجه به )

 ( داریم:94-8و )

                            ll

i

i

i

i

s

s xaxaxaxa  

  1
1    tt

t

kk xrnxrn     

                          



 1
1

ik

i

kkst

s

tt

t

sk

s

kk xarnxarnxarn             

                  ((l

l

i

i xaxa ()    tt

t

kk xrnxrn  ))     



1
1

it

i

tt

t xarn                                          

"جملات با درجه بیشتر "                                                                   ik

i

k xran  

پس   i

k ran چون .RN  یک مدول-  سازگار است لــــذاiarn در نتیجه .ia .

بنـــــابراین    T

l

l

s

s

s

s xxNannxxxaxaxaxxf ],[],[, 111
1

1 



   و لـــــذا ،

   TT xxNannQann ],[ 1. 

فرض کنید      TxxMAssI ],[ 1 بنا به تعریف، زیر مدول اول .TT xxMP ],[ 1  وجود دارد به

طوری که  TPannI  عنصر ناصفر . 1xxm  9-8کنیم. با توجه به لـــــم انتخاب می Pرا از  ,

ه توان فـرض نمــود کمی 1xxm یک چند جمله ای خوب است. قرار دهید  , RxxmQR

1 , .

TTاول است و  TPچون  PTQ . لذا ، 

(8-99                                          )  ITQann T . 

سـازگار است لذا  -یک مدول  RMه ، از آنجایی ک2-8با توجه به لـم   
R

xM  نیز- سـازگار 

است. چـون   
RRRR xMxxMPQ   ],[  گارند. بنــابراین باساز -نیز  RPو  RQ، پس 1



 82 

اول است و چون  RPاول است لذا  SPسازگار و  -یک مدول  RP، از آنجایی که 1-8توجه به لم 

RR PQ  پس ،RQ (، 99-8و همچنین ) 8-8ا توجه به لم نیز اول است. ب  RIQann R با . 

 قرار دادن این دو مطلب در کنار هم داریم:

(8-93                               )RQ  اول است و  RIQann R    . 

کنیم ادعـا می      ],[ 1 xxRII  اثبات ادعای  )اثبات مشـابه  xRII  در برهان قضیه ،

 است(. 2-91

(، 93-8با توجه به )  RQAssRI  فرض کنید .  k

k

s

s

s

s xmxmxmxxm  



  1
1

1, 

RR. همریختی sکه در آن  MQ :  را با ضابطه   rmrxxm d1, که در  در نظر بگیرید

ضریب ناصفری از  dmآن  1xxm . از آنجایی که rmdیک نشاننده است: فرض کنید  است.  ,

 1xxm kjsیک چند جمله ای خوب است پس برای هر  ,  ،rm j و لذا ،-  سازگاری

RM کند برای هر ایجاب میkjs  ،  rm j

j در نتیجه .   rxxm 1, . 

بنابراین        RR MAssQAss  و لذا ، RMAssRI ون . چ  ],[ 1 xxRII  پس ،

    RT MAssxxxxMAss   :],[],[ 11 . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

 

 

چهارمفصل   

 

ای اول وابسته مدول سری های توانیایده آل ه  
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 فصل چهارم

 

 ایده آل های اول وابسته مدول سری های توانی

 

 

 

مدول  -Rیک  Mگر سری های توانی صوری آشنا شدیم و نشان دادیم ادر فصل اول با مدول     

توان راست باشد آنگاه می  xM  را به عنوان یکS-  مدول راست در نظر گرفت. همچنین با

مدول راست باشد آنگاه  -Rیک  Mمدول سری های توانی لوران آشنا شدیم و نشان دادیم اگر 

توان می  xM  را به عنوان یکT - .مدول راست در نظر گرفت 

توان به مدول های را در صورتی می 91-2دهیم که قضیه در این فصل نشان می       SxM   و

   TxM   تعمیم داد که علاوه بر فرض-  سازگاریRM ،R .نیز یک حلقه کامل چپ  باشد 

RR: فرض کنید 1-4گزاره :  یک درونریختی باشد. اگرRM  یک مدول-  سازگار باشد آنگاه 

         RS MAssxxMAss  :. 

: فرض کنید اثبات RMAss در نتیجـه زیر مــدول اول .RR MN  وجــود دارد به طوری که 



 81 

 RNann:کافیست ثابت کنیم . 

(1-9                                     )        SxNannx  

 و

(1-2                                          )   SxN  .اول است 

(، فرض کنید 9-1برای اثبات تساوی در )  Sxaaxf   و  1

    xNxnnxn   . یک جــــمله نــــوعی از 1   xfxn  به صــــورت

     ji

j

i

i

j

j

i

i xanxaxn    است. اگر    xxf  آنگاه چون ، RNann لذا ،jian .

سازگار است لذا  -یک مدول  RMچون   j

i

i an بنابراین تمام ضرایب .   xfxn  صفرند و

لذا       SxNannx  به عکس اگر .    xxf  آنگاه ،i  وجود دارد به طوری که

ia پس .Nn  وجــود دارد به طــوری کهina و لــذا ،  xfn بنــابراین .

     
S

xNannxf  و لذا ،      xxNann S  ( ثابت می9-1و تساوی در ).شود 

کنیم اکـنون ثابت می       SxN   اول است. بـرای اثبـات این مطلب بـاید نشـان دهیم اگرSQ  

زیر مدول ناصفری  از    SxN  باشد آنگاه 

(1-8                                    )     SS xNannQann  . 

 فرض کنید

(1-1                  )  NkQxnxnNnQ k

k

k  

  ;: 1
1 

دهیم قرار می
R

QP   چون .RN  اول است وNPQ  ذا، ل 

(1-6                                              ) 
R

Pann   

(، فرض کنید 8-1در ) برای اثبات   xfQ که در آن ،  Sxaaxf   . با توجه به 1

به فرم  Pکنیم. عناصر شروع می a. از i ،ia( کافیست ثابت کنیم برای هر 1-9) jj rn 

j ،Rrjهستند که در آن برای هر    وQn j ( 6-1. بنـابراین با توجه به ) کافیست نشان دهیم

Qn ،و هر  Rrبرای هر  arn فرض کنید .Qn بنابراین .Qxnxn k

k

k  

 1
1 
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، Rrمدول است لذا برای هر  -Rیک  Q. چون kوجود دارد که در آن 

    Qxrnxrn kk

k

kk  

 11
1پس . 

(1-4(                  )  xaa "جملات با درجه بیشتر"()1  kk xrn)  

"ملات با درجه بیشترج"                                                 kk xran  

بنابراین    ran k 3-2. بنا به لم ،RN  یک مدول-  سازگار است لذا arn حال به طور .

11استقرایی فرض کنید  iaaa ,,,  از آنجایی که .RM  یک مدول-  سازگار است لذا برای

ijو هر  kهر  ، 

(1-9                                             )  j

k aN  

( و 4-1. با توجه به )Qn ،iarnو هر  Rr(، کافیست نشان دهیم برای هر 6-1با توجه به )

 ( داریم:1-9)

        







1
1

1
1

i

i

i

i

i

i xaxaxaa     



11
1

kk

k

kk xrnxrn  

                   1
1

111
1







  ik

i

kkkkk

k

kkk xarnxarnxarn              

            (( 



1
1

i

i

i

i xaxa()  kk xrn))     





 ik

i

kk

k xarn 1
11

1                                          

"جملات با درجه بیشتر "                                                             ik

i

k xran 

پس   i

k ran از آنجایی که .RN  یک مدول-  سازگار است لذاiarn بنابراین .

        SxNannxxaaxf   ، و لذا 1     SS xNannQann   بنابراین .

         RS MAssxxMAss  : . 

، RIdامنه جابجایی نوتری باشد و یک د R، اگر 9-1دهد که در گزاره مثال زیر نشان می    

 لزوماً تساوی برقرار نیست.

R ،: فرض کنید 2-4مثال  xRS   وp  یک عـدد صـحیح اول باشد. همچنین فرض کنید 








 

i
ip p

M
دول های سره دانیم تنها زیـر م. می1

p
 ،

nn
p

G
 (nها ) 1
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دانیم هستند. همچنین می   21 GGG 1. بنابراینG  یک زیر مدول اساسی ازM  .است

دهیم نشان می   1GAssMAss  . 

واضح است که        MAssGAss 1 حال فرض کنید . MAssq بنابراین .Mm  وجود

دارد به طوری که  mannq  1. از آنجایی کهG  یک زیر مدول اساسی ازM  است لذا r 

1Grmوجود دارد به طوری که  کنیم . ادعا می   mannrmann  واضح است که .

   rmannmann  فرض کنید .rrm که در آن ،r بنابراین .  qmannrr  از .

است و  یک ایده آل اول از  qآنجایی که   qmannr  لذا ، mannqr  چون .

  qrmann   ایده آل اولی از  1است وGrm  لذا ، 1GAssq . 

دانیم می     pG1 پس .       ppAssGAssMAss  دهیم . حال نشان می1

عنصری در    SxMAss   وجود دارد که به فرم  xp .نیست 

عنـصر       xMx
p

x
pp

m 

























 2

32

را در نـظر بگیـرید. ثابت  111

pxبا ایده آل تولید شده توسط  Sدر  mکنیم پوچساز می   در حلقهS .برابر است 

 چون

                                                  pxx
pp

pxm 






























 2

11 

      






























































 x

p

p

p

p
x

p
x

p 2
2

2

11 

لذا  mannpx  حال فرض کنید .  Sxaxaaxf  
2

و  21  xfm در .

 نتیجه

   





















































 2

32
12

2
1 x

p

a

p

a

p

a
x

p

a

p

a

p

a
xfm 

i ،بنابراین برای هر 




12
1

i

ii
i

p

a

p

a

p

a
n  پس برای هر .i ،1 iii napnو لذا ، 
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i ،1برای هر  iii npna بنابراین . 

         inxnpnxnpnpnmann :
2

121  

                           pxnxnxnnxp i  :
2

21    

توان به فرم را نمی pxبه وضوح ایده آل   xp دهیم ایده آل نوشت. نشان میpx  یک

است. فرض کنید  Sایده آل اول از حلقه    xgxfpx  به طوری که ،    Sxgxf , لذا .

در  gیا  f[، 1-6-8، قضیه92است. بنابراین بنا بر ] g ،1یا  fجمله ثابت   xS   یکه

pxاست. بنابراین    عنصری تحویل ناپذیر درS  است. از آنجایی که 9یک دامنه ایده آل اصلی 

است لذا   x است. در نتیجه  2نیز یک دامنه تجزیه یکتاpx   یک عنصر اول است. بنابراین

px  یک ایده آل اول از حلقهS  است. در نتیجه   SxMAsspx  . 

: عنصر 3-4تعریف    xMxm   راk- گوئیم هرگاه تمام ضرایب ناصفر جملات درجه  8خوب

k  و کمتر ازk دارای پوچساز های یکسان در ،R .باشند 

 94-2، با استفاده از ایده ای که در اثبات لم k ، برای عدد ثابتRMسازگاری  -با فرض     

را چنان یافت به طوری که  Rrتوان استفاده نمودیم، می rxm  یک عنصرk-  .خوب باشد 

RRه کامل چپ و یک حلق R: فرض کنید 4-4قضیه :  یک درونریختی از حلقهR  باشد. اگر

RM  یک مدول-  سازگار باشد آنگاه 

         RS MAssxxMAss  :. 

در حقیقت، برای هر    SxMAssq  ،  xq   که RMAssRq  . 

، کافیست ثابت کنیم 9-1: با توجه به گزاره برهان         RS MAssxxMAss  :. 

فرض کنید    SxMAssI  بنا به تعریف، زیر مدول اول .   SS xMP    وجود دارد به طوری

که  SPannI  عنصر ناصفر . xm  را ازP توان می 94-2کنیم. با توجه به لم انتخاب می

                                                 
principal ideal domain9 

ique factorization domainun2 

good -k8 
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Rr 1  را طوری انتخاب کرد که  1rxm  توان خوب باشد. به طور استقرایی می -1یک عنصرRri  

نتخــــاب کرد که را طـوری ا  irrrxm 21  یک عنصـــرi-  خـوب باشد. زنــــجیر کـاهشی از

R-   :زیر مدول های دوری زیر را در نظربگیرید 

       RrrxmRrxmRxm 211 

وجود دارد به طوری که برای هر  k، 29-9یه یک حلقه کامل چپ است لذا طبق قض Rچون 

i که ،ik ، 

(1-3                                 )    RrrrxmRrrrxm ki  2121  . 

با فرض این که     krrrxmxm 21 ،کنیم ادعا می xm ک عنصر خوب است )یا به طور ی

j ،معادل، برای هر  xm  یک عنصرj-  خوب است(. طبق فرض استقرا

    krrrxmxm 21 یک عنصر k-  خوب است. پس   xm فرض کنید .jk  و ضریب ،

jx  در xm( 3-1، ناصفر باشد. با توجه به ،)Ra  وجـود دارد به طوری که

    arrxmxm jk 1 . از آنــجایی که  arrxm jk 1 یک عنصر j-  است لذا خوب xm  نیز

خوب است. بنابراین  -jیک عنصر  xm  .یک عنصر خوب است 

دهیم قرار می     RxmQR
 چون .SP   اول است وSS PSQ  . لذا ، 

(1-1            )                                 ISQann S 
. 

سازگار است لذا  -یک مدول  RM، از آنجایی که 1-2با توجه به لم    RxM  نیز-  سازگار

است. چون   xMPR  پس ،RP  نیز-  از آنجایی 99-2سازگار است. بنابراین با توجه به لم ،

SPسازگار و  -یک مدول  RPکه    اول است لذاRP  اول است و چونRR PQ  پس ،RQ  نیز

(، 1-1و همچنین ) 3-2اول است. با توجه به لم   RIQann R :بنابراین داریم . 

(1-92                               )RQ  اول است و  RIQann R    . 

کنیم ادعا می        xRII  چـون .I  ایده آلی ازS  است لــذا     IxRI  به عکس .

فرض کنید   Ixaaxf   li، به طوری که برای هر 1 1 ،Rai دهیم برای . نشان می
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liهر  1 ،Iai ( برای هر 1-1. با توجه به ،)Rr ،     xfrxm بنــابراین با توجه به .

-  سازگاری مدولRM ،a مترین درجه از در پوچساز ضریب ناصفر جمله با ک rxm  .قرار دارد

از آنجایی که  rxm  یک عنصر خوب وRM  یک مدول-  سازگار است لذا    arxm چون .

Rr  دلخواه بود پس  RIQanna R   حال با قرار دادن .  axf   به جای xf  و تکرار

روند فوق خواهیم داشت:  RQanna 1گیریم که برای هر . با ادامه همین روند نتیجه میi ،

  RIQanna Ri  بنابراین .    xRII  شود. و ادعا ثابت می 

(، 92-1بـا توجـه به )     RQAssRI .  همریختیRR MQ :  را با ضابطه

   rmrxm d
  در نظر بگیرید که در آنdm  ضریب ناصفری از xm  .است  یک نشاننده

است: فرض کنید  rmd از آنجایی که . xm  یک عنصر خوب وRM  یک مدول-  سازگار است

لذا    rxm . 

در نتیجه        RR MAssQAss  و لذا ، RMAssRI  چون .    xRII  لذا ،

         RS MAssxxMAss  : . 

، شرط Rدهیم که اگر در قضیه فوق، به جای کامل چپ بودن حلقه بـا ارائه مثال زیر نشـان می    

 رار نیست.را قرار دهیم، لزوماً تساوی برق Rنیم کامل بودن 

. همچنین فرض کنید Rیک عدد اول باشد و  p: فرض کنید 5-4مثال
p

M ،p 

و   xRS  .R  یک حلقه نیم کامل است. همریختی طبیعیMM:  را با ضابطه

1













n

n

p

a

p

a
  .در نظر بگیرید  یک نشاننده است: اگر

11





np

a

 uآنگاه  

وجود دارد به طوری که 







 u

p

a
n

. بنابراین apn، و لذا aupn. پس 
np

a. 

دانیم می      xMx
p

x
pp

m 

























 2

32

 . لــذا بـاتوجه به نشـاننده111

فــوق،   xMm دهیــم . نشــان می mann  با ایـده آل تولیـد شده توسطpx  در حــلقه 
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  xR برابر است. چون 

                                                 pxx
pp

pxm 






























 2

11 

     






























































 x

p

p

p

p
x

p
x

p 2
2

2

11 

لذا  mannpx  به عکس فرض کنیـد .    xRx
s

a

s

a
xf  





1

و  1  xfm .

 بنابراین  

                            







































 



 x
s

a

s

a
x

pp 1

1
2

11 

                                        






 
















 x

sp

a

ps

a

ps

a
2

1

1 

i ،پس برای هر 









sp

a

sp

a

ps

a
n

i

i

i

i

i
i 1

1
2

، i. بنابراین برای هر 1

1 ii

i

i nnp
s

aو لذا ، 

                                       inxnnpnpmann : 1 

                                      inxnnpx : 1 

                                                                      px  

یک ایده آل اول از حلقه  pxدهیم حال نشان می      xR  است. فرض کنید

   xgxfpx  بــــــــه طــــــوری کــــــه ،    xRx
s

a

s

a
xf  





1

و  1

    xRx
t

b

t

b
xg  





1

. بنابراین 1
1
p

ts

ba




 پس .u  وجود دارد به طوری که

    utpsbaدو حالت وجود دارد: . در این صورت 

apحالت اول: فرض کنیم  bp. در این صورت | | و لذا ،




t

b  در حلقهR .وارون پذیر است 
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bpحالت دوم: فرض کنیم  ap. در این صورت | | و لذا ،




s

a  در حلقهR .وارون پذیر است 

در  gیا  f[، 1-6-8، قضیه92بنابراین بنا بر ]  xR  یکه است. بنابراینpx   عنصری

تحویلناپذیر در   xR  است. از آنجایی کهR  یک دامنه ایده آل اصلی است لذا  xR  نیز یک

pxدامنه تجزیه یکتا است. در نتیجه    یک عنصر اول است. بنابراینpx  یک ایده آل اول از

حلقه   xR  است. در نتیجه      xRxMAsspx
 به وضوح .px توان به را نمی

فرم   xq  که MAssq .نوشت ، 

RRدهیم اگر حـال نشان می     :  یک خودریختی از حلقهR  و قضیه  9-1باشد آنگاه گزاره

در مورد مدول سری های توانی لوران  1-1  xM  روی حلقه سری های توانی اریب لوران

  ;xRT  .نیز برقرار است 

RR: فرض کنید 6-4گزاره :  یک خودریختی باشد. اگرRM  یک مدول-  سازگار باشد

 آنگاه 

         RT MAssxxMAss  :. 

: فرض کنید اثبات RMAss بنابراین زیر مدول اول .RR MN   وجود دارد به طوری که

 RNann:کافیست ثابت کنیم . 

(1-99               )                            TxNannx  

 و

(1-92                                        )   TxN  .اول است 

(، فرض کنید 99-1برای اثبات تساوی در )  Txaaxaxaxxf r

r

r

r
 



   1
1

1
و         ,1

    xNxnnxnxnxxn s

s

s

s  



   1
1

1
. یک جمله نوعی ,sr، به طوری که ,1

از    11  xxfxxn به صورت  ,,     ji

j

i

i

j

j

i

i xanxaxn    است. اگر    xxxf 1, آنگاه ،

چــون  RNann لـذا ،jian چــون .RM  یک مـدول-  سازگار است لـذا  j

i

i an. 
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بنابراین تمام ضرایب    11  xxfxxn صفرند و لذا  ,,      TxNannx  به عکس اگر .

    xxxf 1, آنگاه ،i (ir  وجود دارد به طوری که )ia پس .Nn  وجود دارد به

، و لذا ianطوری که   1xxfn . بنابراین ,     TxNannxxf 
 1, و لذا ،

      xxNann T  ( ثابت می99-1و تساوی در ).شود 

کنیم اکـنون ثابت می      TxN  ین مطلب بـاید نشـــان دهیم اگـر اول است. برای اثبـات اTQ  

زیر مدول ناصفری  از   TxN  باشد آنگاه 

(1-98                                  )     TT xNannQann  . 

 فرض کنید

(1-91                )  NkQxnxnNnQ k

k

k  

 ;: 
1

1 

دهیم قرار می
R

QP   چون .RN  اول است وNPQ  لذا ، 

(1-96                                            ) 
R

Pann   

(، فرض کنید 98-1در ) برای اثبات   1xxfQ ، که در آن   ,

  Txaxaxxf s

s

s

s
 



 1
1

( کافیست ثابت کنیم 99-1. با توجه به )sبه طوری که  ,1

به فرم  Pکنیم. عناصر شروع می sa. از i ،iaبرای هر  jj rn آن برای هر  هستند که درj ،

Rrj   وQn j ( کافیست نشان دهیم برای هر 96-1. بنابراین با توجه به )Rr  و هرQn ،

sarn چون .Qn پس ،Qxnxn k

k

k  

 1
. از آنجایی که kوجود دارد که در آن  1

Q  یکR-  مدول است لذا برای هرRr ،    Qxrnxrn kk

k

kk  

 11
1پس . 

(1-94(            ) 



1
1

s

s

s

s xaxa()" درجه بیشترجملات با"  kk xrn)  

"جملات با درجه بیشتر"                                                    sk

s

k xran  

بنابراین   s

k ran از .-  سازگاریRN نتیجه گرفت توان میsarn حال به طور استقرایی .

فرض کنید  11 iss aaa ,,,  از آنجایی که .RM  یک مدول-  سازگار است لذا برای هرk 

ij، که jو هر   ، 
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(1-99                                            )  j

k aN 

( 94-1. با توجه به )Qn ،iarnو هر  Rr( کافیست نشان دهیم برای هر 96-1با توجه به )

 ( داریم:99-1و )

                                 







i

i

i

i

s

s

kk

k

kk xaxaxaxrnxrn 1
1

11
1   

                 1
1

111
1









  ik

i

kksk

s

kk

k

sk

s

kk xarnxarnxarn   

                     











i

i

kk

k

kkik

i

kk

k xaxrnxrnxarn 11
11

11
1                                       

"جملات با درجه بیشتر "                                                                ik

i

k xran   

پس   i

k ran از آنجایی که .RN  یک مدول-  سازگار است لذاiarn در نتیجه .ia .

بــــــــنابراین         T

s

s

s

s xNannxxaxaxxf 




  1
1

، و لـــــــــذا ,1

     TT xNannQann   در نتیجه .         RT MAssxxMAss  : . 

: عنصر 7-4تعریف    xMxxm  1,  راk- ( خوبk گوئیم هرگاه تمام ضرایب ناصفر )

 باشند. Rدارای پوچساز های یکسان در  kو کمتر از  kجملات درجه 

 94-2، با استفاده از ایده ای که در اثبات لم k، برای عدد ثابت RMسازگاری  -با فرض     

را چنان یافت به طوری که  Rrاستفاده نمودیم، می توان  rxm  یک عنصرk-  .خوب باشد 

RRیک حلقه کامل چپ و  R: فرض کنید 8-4قضیه :  یک خودریختی از حلقهR  باشد. اگر

RM  یک مدول- آنگاه  سازگار باشد 

         RT MAssxxMAss  :. 

در حقیقت، برای هر    TxMAssq  ،  xq   که RMAssRq  . 

، کافیست ثابت کنیم 4-1: با توجه به گزاره برهان         RT MAssxxMAss  :. 

فرض کنید    TxMAssI  اول . بنا به تعریف، زیر مدول   TT xMP    وجود دارد به

طوری که  TPannI  عنصر ناصفر . 1xxm کنیم. فرض کنید انتخاب می Pرا از  ,

   



 1
1

1 s

s

s

s xmxmxxm Rrsتوان می 94-2 . با توجه به لمsmو  s، که , 1  را
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طوری انتخاب کرد که   1
1





srxxm توان خوب باشد. به طور استقرایی می -(1sیک عنصر ) ,

Rri   را طوری انتخاب کرد که  iss rrrxxm 21
1



,  یک عنصرi-  خوب باشد. زنجیر کاهشی از

R-  :زیر مدول های دوری زیر را در نظر بگیرید 

       





 RrrxxmRrxxmRxxm sss 21
1

1
11 ,,, 

وجود دارد به طوری که برای هر  k، 29-9یک حلقه کامل چپ است لذا طبق قـضیه  Rچون 

ik ، 

(1-93                     )    RrrrxxmRrrrxxm kssiss  21
1

21
1







  ,, . 

با فرض این که     kss rrrxxmxxm 21
11



  کنیم ادعا می، ,, 1 xxm یک عنصر خوب است  ,

j ،)یا به طور معادل، برای هر  1 xxm خوب است(. طبق فرض استقرا  -jیک عنصر  ,

    kss rrrxxmxxm 21
11



  jkخوب است. فرض کنید  -k یک عنصر ,,  و ضریب ،jx  در

چند جمله ای  1 xxm ـود دارد به طوری که وج Ra(، 93-1، ناصفر باشد. بـا توجه به ),

    arrxxmxxm jk 1
11



  از آنجایی که . ,,  arrxxm jk 1
1



 خوب است لذا  -j یک عنصر ,

 1 xxm خوب است. بنــابراین  -jنیز یک عنصر  , 1 xxm  یک عنصر خوب است.  ,

دهیم ار میقر     RxxmQR

1 TP. چون ,   اول است وTT PTQ  . لذا ، 

(1-91                                         )  ITQann T 
. 

سازگار است لذا  -یک مدول  RM، از آنجایی که 2-8با توجه به لم    RxM  نیز-  سازگار

است. چون   xMPR  پس ،RP  نیز یک مدول-  1-8سازگار است. بنـــابراین با توجه به لم ،

TPسازگار و  -دول یک م RPچون    اول است لذاRP  اول است و چونRR PQ  پس ،RQ 

(، 91-1و همچنین ) 8-8نیز اول است. با توجه به لم   RIQann R مطلب  . با قرار دادن این دو

 در کنار هم داریم:

(1-22                               )RQ  اول است و  RIQann R    . 

کنیم ادعـا می        xRII   اثبـات مشابه اثبـات ادعای(    xRII در برهـان قضیه ، 
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 است(.  1-1

(، 22-1ه )با توجه ب     RQAssRI  همریختی .RR MQ :  را با ضابطه

   rmrxxm d
 1,  در نظر بگیرید که در آنdm  ضریب ناصفری از 1 xxm یک  است.  ,

نشاننده است: فرض کنید  rmd از آنـجایی که . 1 xxm یک مــدول  RMیک عنصر خوب و  ,

-  سازگار است پس    rxxm 1, . 

در نــتیجه        RR MAssQAss  و لـــذا ، RMAssRI  چون .    xRII لـــذا ، 

         RT MAssxxMAss  : . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

 

 

پنجمفصل   

 

ای اول وابسته روی توسیع اُر ایده آل ه  

 



 14 

 

 

 

 

 

 فصل پنجم

 

 ایده آل های اول وابسته روی توسیع اُر

 

 

 

در فصل اول با توسیع اُر       ,;xRS  کردن روابط بین  آشنا شدیم. در این فصل به دنبال پیدا

ایده آل های اول وابسته مدول  xM  به عنوان یک مدول راست روی(S و ایده آل های اول وابسته )

 هستیم. RMمدول 

RRراست،  مدول -Rیک  M: فرض کنید 1-5تعریف :  یک درونریختی وRR :  یک

، Rrو هر  Mmسازگار گوئیم هرگاه برای هر  -را  RMمشتق باشد.  -تابع 

    rmrm  همچنین .RM  را- گوئیم هرگاه برای هر   9سازگارMm  و هرRr ،

    rmrm  گـوئیم .RM ،  سـازگار و هــم  -هــم  RMر است اگـ 2سـازگار -,

- .سـازگار باشد 

                                                 
9 - compatible 

2   , - compatible 
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 سازگار است. -سازگار،  -: الف( هر زیر مدول از یک مدول 2-5لم

 سازگار است. -iیک مدول  1i ،RMسازگار باشد آنگاه برای هر  -یک مدول  RMب( اگر 

 : الف( به وضوح برقرار است.اثبات

RRiنیز یک تابع مشتق است، زیرا:  iیک تابع مشتق است لذا  ب( از آنجایی که  :  یک

Rbaعملگر خطی است و همچنین برای هر  , ،     











i

j

jjii ba
j
i

ab


 برای هر .Mm 

 ، Rrو هر 

mr 

   rm 

                                                       rm 2 

                                                                     

                                                       rm i  

 سازگار است.  -iیک مدول  1i ،RM بنابراین برای هر

یک مـدول  RM: فـرض کنید 3-5لم  سـازگار باشد. همچـنین فـرض کنیـد  -,

   xMxmxmmxm k

k   اگر . Rrو  1  rxm آنگاه برای هر ،j ،rm j. 

: فرض کنید اثبات  rxm:داریم . 

                                           rxmxmmrxm k

k  1 

               
















 



k

i

ik

ik

i

i

i xrfmxrfmrm


 
1

1
1 

(6-9           )                                
 


k

i

k

ij

ij

ij xrfm


 

kiبنابراین برای هر  ، 

(6-2                                            ) 



k

ij

j

ij rfm  
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kiفرض کنید  ( 2-6. بنابراین با توجه به ،)  rm k

k . چونRM  یک مدول-  سازگار است

ji، که j. حـــال به استقرا، فرض کنیم برای هر rmkلـذا   ،rm j لــــذا با توجه به .

  ji، که j، برای هر RMسازگار بودن  -,  ،  rfm j

ij
(، 2-6. بنابراین با توجه به )

  rm i

i و لذا ،rmi . 

یک مدول  RM: اگر 4-5لم  سازگار باشد آنگاه  -,  RxM  نیز   سازگار است. -,

: چون اثبات  RxM  یک زیر مدول از  
R

xM  1-2و  3-2است لـذا با توجه به لـم های ،  RxM 

Rr ،سازگار است. حال فرض کنید  -یک مدول    xMxmxmmxm k

k   ، و 1

  rxm برای هر 8-6. در نتیجه با استفاده از لم ،j ،rm j .  ایجاب  RMسازگاری  -,

ki، که jو هر  iکند که برای هر می   وkji  ،   rfm j

ij  بنابراین با قرار دادن .

 r  به جایr ( 9-6در ،)    rxm  در نتیجه .  RxM  یک مدول-  .سازگار است 

یک مدول  RM: اگر 5-5لم   ،Rrو هر  Mmسازگار باشد آنگاه برای هر  -,

       rmannrmannrmann  . 

 داریم: RMسازگاری  -. با توجه به armباشد به طوری که  Ra: فرض کنید اثبات

                                                  ramarm  

                                              arm  

                                                arm 

بنــابراین     rmannrmann  حــال فرض کنید .arm که در آن ،Ra با توجه به .

-  سازگار بودنRM ، 

(6-8                              )        ararmram   . 

با توجه به قسمت اول،   arm از آنجایی که .RM  یک مدول-  سازگار است لذا

    arm ( 8-6. بنابراین با توجه به ،)  arm .و نتیجه حاصل است ، 

زیر مــدول از  -Rیک  RQ: اگــــر 6-5لم
S

P  وRP  یک مــدول   زگار باشد آنگــــاهسـا -,
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   RS
QannSQannR .. 

: به وضوح اثبات   RS
QannSQannR . فــرض کنید . RQannr همچنین فــرض کنید .

  SQxgq . به طـــــــوری که ،Qq  و  Sxaxaaxg l

l    . در نتیجــــــــــه1

    












 

 

l

i

l

ij

ij

ij xrfaqrxgq


j ،PQqa. چـــون برای هــر  Rj  و ،RP  یک مـــــدول

  li، که jو هر  iسازگار است لـــذا برای هر  -,   وlji  ،  rfqa j

ij
. بـنابراین 

  rxgq .  

: اگر 7-5لم
S

P  اول وRP  یک مدول   اول است. RPسازگار باشد آنگاه  -,

RRد : فرض کنیاثبات PQ  پس .   RR QannPann  حال فرض کنید . RQannr بنا به .

، 4-6لم  
S

SQa n nr .  از آنجایی که .
S

P  اول است و
SS

PSQ . لذا ،rP پس .

 RPannr بنابراین .RP  .اول است   

: گوئیم چند جمله ای ناصفر 8-5تعریف xMxmxmm k

k   (، km)که در آن  1

compliant-rannihilato9  یا به اختصار(ac است هرگاه برای هر )ki  ،   ik mannmann . 

یک مدول  RM: فرض کنید 9-5لم  سازگار باشد. در این صورت برای هر  -,

   xMxmxmmxm k

k    1 ،Rr  وجود دارد به طوری که rxm ،ac .است 

کنیم یک چند جمله ای مانند : )برهان خلف( فرض میاثبات xh  در xM  وجود داشته باشد به

Rr ،طوری که برای هر  rxh  یک چند جمله ایac توان فرض نمود نباشد. می

   xMxmxmmxm k

k   ، در بین تمامی چند جمله ای هایی که این چنین هستند 1

. چون 1kیک چند جمله ای با کمترین درجه باشد که در آن  xm  یک چند جمله ایac  نیست

kiای وجود دارد به طوری که iلذا    و   ik mannmann  در این صورت .Rb  وجود دارد به

bmbmطوری که  ki  ( و 9-6. بـنابراین با توجه به )-  سـازگاریRMه درجـه ، ضـریب جـمل

                                                 
compliant -annihilator 1 



 62 

k  در چند جمله ای bxm  برابر است با  bm k

k پس چند جمله ای . bxm  حد اکثر از

، 8-6، لذا بنا به لم bmiاست و چون  1kدرجه   bxm در نتیجه با توجه به مینیمال .

وجود دارد به طوری که  k ،Rcبودن   cbxm  یک چند جمله ایac  است که با فرض در

 تناقض است. 

یک مدول  RM: فرض کنید 11-5لم  سازگار و  -,   xMxm   یک چند جمله ایac  .باشد

، اگر  Rrدر این صورت برای هر   rxm آنگاه ، rxm  نیزac .است 

و  Rr : فرض کنیداثبات   xMxmxmmxm k

k   باشند به طوری که  1

  rxm ضریب جمله درجه .k  در rxm  برابر است با rm k

k که باید ناصفر باشد )در غیر ،

، و چون rmkاین صورت،  xm  یک چند جمله ایac  است لذا برای هرi ،rmi بنابراین با .

توجه به   RM ،سازگار بودن  -,  rxm پس .) rm k

k  ضریب پیشرو rxm  .است 

فرض کنید       arm k

k( ضریب جمله درجه 9-6. با توجه به ،)i  در rxm  برابر است با

 


k

ij

j

ij rfm از آنجایی که .  arm k

k ، لذا با توجه به-  سازگاریRM ،  ram k

k و ،

. چون ramkدر نتیجه  xm  یک چند جمله ایac  است پس برای هرj  کهkj  ،

ram j برای هر 6-6. با استفاده مکرر از لم ،j که ،kji  ،  arfm j

ij
 a. بنابراین 

در  iضریب جمله درجه   rxm کند و نتیجه مورد نظر حاصل است. می را صفر 

یک مدول  RM: فرض کنید 11-5نتیجه  سازگار و  -,   xMxm   یک چند جمله ای از

باشد. در این صورت  kدرجه  xm  یک چند جمله ایac  است اگر و تنها اگر زیر مدول دوری

 
S

Sxm  از 
S

xM  شامل هیچ عنصر ناصفری از درجه کمتر ازk .نباشد 

: فرض کنید اثبات  k

k xmxmmxm   و  Rrبنابراین  نباشد. acیک چند جمله ای  1

ki   وجود دارند به طوری کهrmrm ik   پس ضریب جمله درجه .k  در rxm  برابر است با

  rm k

k لذا .   1 krxmdegاز آنجایی که 8-6ه به لـم . همچنین با توج ،rmi لذا ،
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  rxm پس زیر مدول دوری . 
S

Sxm  شامل چند جمله ای ناصفر rxm  است که درجه آن

 است. kکمتر از 

به عکس فرض کنید      xm  یک چند جمله ایac  باشد. اگر برایRr ،  rxm آنگاه ،

  rm k

k  ،در غیر این صورت(rmk  و چون xm  یک چند جمله ایac ت لذا برای هر اس

i ،rmi بنابراین با توجه به .  RM ،سازگار بودن  -,  rxm پس .)   krxm deg . 

RR: فرض کنید 12-5قضیه : ی و یک درونریختRR :  یک تابع-  مشتق باشد. اگر

RM  یک مدول   سازگار باشد آنگاه  -,

       RS
MAssxxMAss  : 

در حقیقت، برای هر   
S

xMAssq ، xq  که ، RMAssRq  . 

دهیم : ابتدا نشان میبرهان       RS
MAssxxMAss  . فرض کنید : RMAss .

RRپس زیر مدول اول  MN   وجود دارد به طوری که RNann:کافیست ثابت کنیم . 

(6-1                                         )    
S

xNannx  

 و

(6-6                                            ) 
S

xN .اول است 

(، فرض کنید 1-6برای اثبات تساوی در )  Sxaxaaxg l

l   و  1

   xNxnxnnxn k

k   . یک جمله نوعی از 1   xgxn  به صورت

    



j

i

di

d

j

ij

d

d

j

j xafnxaxn


است. اگر     xxg  آنگاه چون ، RNann لذا ،

djan چون .RM  یک مدول  jiکه  iسازگار است لذا برای هر  -,  ،  d

j

ij afn .

بنابراین     xgxn و لذا ،    
S

xNannx  به عکس اگر .   xxg  آنگاه ،d  وجود

، و لذا dnaوجود دارد به طوری که  Nn. پس daدارد به طوری که   xgn بنابراین .

    
S

xNannxg  و لذا ،    xxNann
S

( ثابت می1-6، و تساوی در ).شود 
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کنیم اکــنون ثابت می     
S

xN  اول است. برای اثبـــات این مطلب باید نشــان دهـیم اگر
S

Q 

زیر مدول ناصفری  از  
S

xN باشد آنگاه 

(6-4                                       )    
SS

xNannQann . 

 فرض کنید

(6-9               )  NtQxnxnxnNnQ kt

t

t

t  

  ;: 1
1  

، لذا Qچون  Qدهیم . قرار می
R

QP   چون .RN  اول است وNPQ  لذا ، 

(6-3                                              ) 
R

Pann   

(، فـرض کنید 4-6در ) بـرای اثبات   xgQ که در آن ،  Sxaxaaxg l

l    . با1

به فرم  Pشروع می کنیم. عناصر  la. از i ،ia(، کافیست ثابت کنیم برای هر 1-6توجه به )

 jj rn  هستند که در آن برای هرj ،Rrj   وQn j ( کافیست 3-6. بنـابراین با توجه به )

Qn ،lnو هـر  Rrنشـان دهیم برای هـر  r a چـون .Qn   پس ،

Qxnxnxn kt

t

t

t  

 1
مدول است لذا برای  -Rیک  Q. چون tدارد که در آن وجود  1

Rr ،هر   Qxrn kk  "پس". جملات با درجه کمتر 

(6-1(               )l

l xaxaa   1()  kk xrn"جملات با درجه کمتر")  

                                                  lk

l

k xran  "جملات با درجه کمتر" 

بنابراین   l

k ran 3-2. با توجه به لم ،RN  یک مدول-  سازگار است لذاlnra حال به .

طور استقرایی فرض کنید  11 mll aaa ,,,  از آنجایی که .RM  یک مدول  سازگار است  -,

md، که dلذا برای هر    و برای هرj  وi که ،kjt   وji ، 

(6-92                                            )  d

j

i afN 

( و  1-6. با توجه به )Qn ،marnو هر  Rr(، کافیست نشان دهیم برای هر 3-6با توجه به )

 ( داریم:6-92)

   ll

m

m

m

m xaxaxaa  

 
1

1      kktt

t

tt

t xrnxrnxrn   

 11
1  
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                                        ((m

mxaa ()  kk xrn"ت با درجه کمترجملا")) 

                                 







 













k

i

mi

m

k

i

k
t

i

mi

m

t

i

t

t xafrnxafrn


 1
1

1
1  

                                                  







 








k

i

li

l

k

i

k
t

i

li

l

t

i

t

t xafrnxafrn


                                        

                                                               mk

m

k xran  " جملات با درجه کمتر" 

پـس   m

k ran از آنـجایی که .RN  یک مـدول- سـازگار اسـت لــذا marn بـنابراین .

      
S

l

l xNannxxaxaaxg   ، و لذا 1    
SS

xNannQann . 

حال فرض کنید       
S

xMAssI  بنا به تعریف، زیر مدول اول . 
SS

xMP   وجود دارد به

طوری که  
S

PannI  عنصر ناصفر .  k

k xmxmmxm   کنیم. با انتخاب می Pرا از  1

توان فـرض نمــود که می 1-6توجه به لم  xm  یک چند جمله ایac  است. قرار دهید

 RxmQR  چون .
S

P  اول است و
SS

PSQ . لذا ، 

(6-99                                              )  ISQann
S
. 

یک مدول  RM، چون 1-6با توجه به لم   سازگار است لذا  -,  RxM  نیز  سازگار  -,

است. چون   RRR xMPQ  پس ،RQ  وRP  نیز  ، 9-6سازگارند. بنابراین با توجه به لم  -,

یک مدول  RPاز آنجایی که   سازگار و  -,
S

P  اول است لذاRP  اول است و چونRR PQ  ،

(، 99-6و همچنین ) 4-6نیز اول است. با توجه به لم  RQپس   RIQann R  با قرار دادن این .

 دو مطلب در کنار هم داریم:

(6-92                               )RQ  اول است و  RIQann R    . 

کنیم ادعا می      xRII  از آنجایی که .I  ایده الی ازS  است لذا   IxRI  به .

عکس، فرض کنید   Ixaxaaxg l

l   li به طوری که برای هر 1 1 ،Rai  نشان .

liدهیم برای هر می 1 ،Iai ( کافیست ثابت کنیم برای هر 92-6. با توجه به ،)li 1 ،

 Ri Qanna  فرض کنید .Qqین . بنابراRr  وجود دارد به طوری که rxmq  با .
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، چون 92-6توجه به لــم  xm  یک چند جمله ایac  است و  rxm لذا ، rxm  نیز یک

است. از آنجایی که  acچند جمله ای   RQrxm ( 99-6، لذا با توجه به:) 

(6-98                                )      l

l xaxaarxm 1  

، ضـریب laتوان نتیجه گرفت می RMسازگاری  -( و همچنین 98-6بنابراین با توجه به تساوی )

پیشرو  rxm کند و چون را صفر می rxm  یک چند جمله ایac  است لذاla  تمام ضرایبq  را

کند. لذا با توجه به صفر می  RM ،سازگار بودن  -, l
j

i af  نیز تمام ضرایبq کند. را صفر می

. بنابراین laqپس  Rl Qanna ( 92-6، و لذا با توجه به ،)Ial  حال . xg  را با

Ixaxaa l

l  



1
11  کنیم. در نتیجه برای هر کنیم و همین روند را تکرار میجایگذاری می

li  ،RIai  پس .  xRII  شود.و ادعا ثابت می 

(، 92-6با توجه به )     RQAssRI  همریختی .RRRR MMMQ  :  را با

ضابطه     rmrmrmrxm k,,,  1  .در نظر بگیرید  یک نشاننده است: فرض کنید

    ,,,,,, rmrmrm k1 بــــنابراین بـرای هـر .kj  ،rm j در نــتیجه .

  ki، که jو هر  iکند برای هر ایجاب می RMسازگاری  -,   وkji  ،

  rfm j

ij لذا .  rxm بنابراین .   RRRR MMMAssQAss  ه به . با توج

 ،4-2نتیجه    RRRR MAssMMMAss   پس . RMAssRI  چون .

  xRII  لذا ،       RS
MAssxxMAss  :.  

سـازگاری و  -، هیچ یک از فــرض های 92-6دهند که در قضیه مثـال های زیر نشــان می    

-  سـازگاری مدولM توان حذف نمود.را نمی 

یک دامنه باشد و  R: فرض کنید 13-5مثال tRR  همچنین فرض کنید .RR :  با

ضابطه   t  وIdR 


 باشد و  تعریف شدهدهیم . قرار میRM  چون . 2ttt . 

و   tt . لذا ،RM  یک مدول-  سازگار نیست. چونR  دامنه است لذاR  .نیز دامنه است

M ،از  Nپس برای هر زیر مدول ناصفر   RNann بنابراین .RM  یک مدول اول است. بنا به لم
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2-1 ،       RR MannMAss حال فرض کنید .  
S

xMAssI  . بنا به تعریف، زیر مدول

اول 
S

Q  از 
S

xM  وجود دارد به طوری که 
S

QannI  چون .Q  یک مدول اول است و

QxQ  لذا ،  IxQann  برای هر .  Qxm ،   txxm بنابراین .  IxQannt  در .

نتیجه     
S

xMAss  . 

 Rدر نظر گرفته شوند. همچنین فــرض کنید  98-6همانند مثال  Rو  R: فرض کنید 14-5مثال

RMدهیم فر باشد. قــرار میاز مشخصــه ص  با تعریف . :tMتوان ، میM  را به عنـوان یک

R-  .مدول راست در نظر گرفتRR :  را تابع همـانی وRR : معمولی  را همان مشتق

Mm ،در نظر بگیرید. از آنجایی که برای  tm  و   1mtm  لذا ،RM  یک مدول

-  سازگار نیست. برای هر زیر مدول ناصفرRN  ازRM: 

  (6-91                       )        tgnNnRtrtrrtgNann m

mR :1                     

               m

m

m

m trntrnrnNnRtrtrrtg 11 :  

j ،MNrnاز آنجایی که برای هر  j   و tM لـذا برای هر ،mj 1 ،   j

j trn پس .

 ( داریم:91-6از )

                                              rnNnRtrtrrtgNann m

mR :1 

                                                 trRtrtrrtg m

m    1 

، 1-2یک مدول اول است. لذا طبق لم  RMبنابراین       tMAnnMAss RR  . 

دهیم نشان می         
S

xMAssxt کنیم . )فرض خلف( فرض می    
S

xMAssxt  .

بنابراین زیر مدول اول  
SS

xMQ   وجود دارد به طوری که 

(6-96                                        )   xtQann
S
  . 

عنصر ناصفر  
S

k

k Qxmxmmxm   (، 96-6را در نظر بگیرید. پس با توجه به ) 1

  txxmدر نتیجه . 

(6-94                                                                             )  txxm 
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                                                             txmxmxm k

k

12
1

  

                         

























 









1
1

2
2

1

1
1

k

i

ik

ik

i

i

i

i

i

i xtfmxtfmxtfm


  

2j ،تابع همانی است و برای هر  با توجه به این که   tj( داریم:94-6، لذا از ) 

                        

























 









1
1

2

1

2
1

1
1

k

ki

ik

ik

i

i

i

i

i

i xtfmxtfmxtfm 


         

                                12
1 121  kk

k xtxkmxtxmxtm   

                                                           k

k xkmxmm 121       

kjبنابراین برای هر   ،  1jm j چون .R ای هـر از مشخصه صفر است لذا برkj ، 

jm که با فرض ناصفر بودن ، xm  .در تناقض است  

یک حلقه باشد و  R: فرض کنید 15-5مثال tRR  همچنین فرض کنید .RR :  نگاشت

همانی و  th در  9یک چند جمله ای مرکزیR  باشد به طوری کهRc  ریشه ای از th  باشد

کنیم که )یاد آوری می th  را یک چند جمله ای مرکزی درR رگاه برای هر نامیم ه  Rtg  ،

       thtgtgth  .)RR :  را با ضابطه      thtftf   .در نظر بگیرید  یک تابع

-  مشتق رویR  است؛ زیرا برای هر    Rtgtf ,ًاولا ، 

                                                   thtgtftgtf


 

                                           thtgthtf  

                                            tgtf   

 ثانیاً

                                                     thtgtftgtf


 

                                    thtgtftgtf  

                                 thtgtftgthtf  

                                                 
central polynomial9 
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                               tgtftgtf   

RMدهیم قرار می کنیم . تعریف می   cfmtfm  را به عنوان  Mتوان . با این تعریف می:

و هــر  Mmمــدول راست در نظر گرفت. برای هــر  -Rیک   Rtf  ،

             chcfmthtfmtfm  بنابراین .RM  یک مدول-  سازگار است. لذا بنا

، 92-6به قضیه            
tRxtR RAssxxRAss

   :; . 

یک دامـنه بـاشـد و  R: فـرض کـنید 16-5مثال  tsRR , هـمچنین فـرض کـنید .Id  و

s قرار دهید . sRM  با تعریف . tMتوان ، میM  را به عنوان یکR-  مدول

 ، داریم:R، با توجه به دامنه بودن Mاز  Nراست در نظر گرفت. برای هر زیر مدول ناصفر 

                        tsgsfNsfRtshtshshtsgNann m

mR ,:, 1 

                          shsfNsfRtshtshshtsg m

m :, 1 

                                    tshRtshtshshtsg m

m    1, 

یک مدول اول است و  Mبنابراین       tMannMAss RR . 

Rfو هر  Mmبرای هر       اگر ، fm آنگاه ،Rg  وجود دارد به طوری که

gtf   چون(R  پس .)یک دامنه است       ss gtgtmgtmfm  بنابراین .

RM  یک مــــدول-  92-6سـازگار است. در نتیجــه با استفــاده از قضیـه ،

          xtMAssxxMAss RS
 : . 

RR: فرض کنید 17-5تعریف :  یک درونریختی وRR :  یک تابع-  .مـشتق باشد

Rd( نامیم هرگاه  2داخلی -) یا به اختصار  9مشتق داخلی -ا یک تابع ر در این صورت   

Rr ،وجود داشته باشد به طوری که برای هر    drrdr  . 

RR: فـــــرض کنید 18-5تعریف :  یک درونــــریختی باشـد. در ایـن صــــورت را یک 

                                                 
9inner  -derivation 

2 -inner 
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وجود داشته باشد به طوری  uمانند  Rنامیم هرگاه عنصر وارون پذیری از  Rاز  9خودریختی داخلی

Rr ،که برای هر   urur 1. 

Rdمشتق داخلی باشد. در نتیجه  -یک تابع  فرض کنید        وجود دارد به طوری که برای

Rr ،هر    drrdr  توان نشان داد که حتی می. در این صورت، به را ;dxRS  .

 Rباشد. در نـتیجه عـنصر وارون پذیری از  Rیک خـودریختی داخـلی از  همچنین، فـرض کنید 

Rr ،ر وجود دارد به طوری که برای ه uمانند   urur 1توان . در این صـورت، به راحتی می

نشان داد که  uxuRS ;. 

یک دامـنه و  R: فـرض کنید 19-5گزاره REnd  یک به یک باشد. هـمچنین فرض کنید 

 مشتق باشد. در این صورت: -یک تابع 

)الف( اگـر      ;,;: xRxR  یک یکریختی بـاشد کـه RAutR  آنـگاه ،  یک تابع

- .مشتق داخلی است 

)ب( اگـر      ;,;: xRxR کریختی بـاشد کـه یک ی RAutR  آنـگاه ،  یک

 است. Rخودریختی داخلی از 

 [ مراجعه کنید. ، ضمیمه 8: به ]اثبات

 هر دو نابدیهی هستند. و  کنیم که در آن اکنون مثالی را ارائه می    

یک دامنه از مشخصه صفر باشد و  R: فرض کنید 21-5مثال tRR  .RR :  را با ضابطه

  tt   وIdR 


 کنیم. برای هر تعریف میRa :قرار دهید 

 











kl

klta
ta

l
l

2
121


: 

  یک تابع-  مشتق رویR :است، زیرا 

Rba( برای هر 9) , ، 

                                                 
inner automorphism9 
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      











kl

kltba
tbatbta

l
lll

2
121


 

                        











kl

kltbta ll

2
1211


 

                       
   









kltbta

kltbta
ll

ll

2
12



 

لذا      llll tbtatbta  . 

Rba( برای هر 2) ,:حالت های زیر را در نظر بگیرید ، 

 هر دو زوج باشند: ,nmحالت اول: 

            nmnmnmnm tbtatbtatbatbta     

 دو فرد باشند: هر ,nmحالت دوم: 

                  nmnmnmnmnmnm tbtatbtatbtatbtatbatbta    11 

 فرد باشد: nزوج و  mحالت سوم: 

               nmnmnmnmnmnm tbtatbtatbtatbatbatbta    11  

 زوج باشد:   nفرد و  mحالت چهارم: 

               nmnmnmnmnmnm tbtatbtatbtatbatbatbta    11 

در نــتیجه          nmnmnm tbtatbtatbta  . 

  یک تـابع-  ،مشتق داخلی نیست. در غیر این صورتRd   وجود دارد به طوری که برای هر

Rr ،   drrdr   3. عنصرtr  رید. داریم: را در نظر بگی

    33332 2 tddttdtt  .که یک تناقض است ، 

 uمانند  Rیک خودریختی داخلی نیست. در غیر این صورت، عنصر وارون پذیری از  همچنین 

Rr ،وجود دارد به طوری که برای هر   urur 1 عنصر .tr   را در نظر بگیرید. پس

  tuutt 1  و لذا ،  tutu .که یک تناقض است ، 

فرض کنید       RRRMR  که در آنRt  رویM  کند: عمل میبه صورت زیر 
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برای هر   Mmmm  ,,, 21 ،     ,,,,,,, 221121 kmkmkmtmmm   که در آنik  ها اعداد

یک مدول اول است و لذا،   M، به وضوح Rصحیح ناصفری هستند که ثابتند. با توجه به دامنه بودن 

       RR MannMAssکنیم . ثابت میRM  یک مدول  سازگار است. برای این  -,

Mm ،دهیم برای هر منظور نشان می  mann در این صورت برای هر .Mm  و هر

  Rtf ، 

                                                         tfm  

                                                                     tf 

                                                                 tf  

                                                              tfm 

 و

                                                         tfm 

                                                                    tf 

                                                                 tf 

                                                              tfm 

کنیم )فرض خلف( فرض می  Maaa    ,,, Rtbtbtbو  21 s

s

r

r

r

r  

 1
، به طوری 1

و  rbکه       



s

s

r

r

r

r tbtbtbaaa 1
121  . در نتیجه,,,

                                                        rs

srr

r tbtbbtaaa 

    121 ,,,    

                             rs

srrrr

rتا

tbtbbkkkakkka 

 













 


  121111 ,,,,,                                                        

             




  





























  tbkkabkkakka rr

rتا

rrr

rتا

11111 ,,,,,,,,,  

                                                                  rs

sr

rتا

tbkka 

 













 


  ,,,, 1     
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             




  




























 



 ,,,,,,,,, 11

1

111 rrr

rتا

rrrr

rتا

bkkkabkkabkka                                                                                                                                                                             

                                                                        













  


  ,,,, ssrr

sتا

bkkkka 11                                                                             

                                    













  


  ,,,,, 11111 rrrrrrr

rتا

bkkkabkkabkka 

لذا   rr bkka ، لذا rbیک دامنه از مشخصه صفر است و  R. چون 1 a به همین نحو .

، که با فرض در تناقض است. بنابراین با توجه به قضیه i ،iaتوان نتیجه گرفت که برای هر می

6-92 ،    
S

xMAss .  
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Abstract 

C. Faith by using results of R. C. Shock, proved that the associated primes of the 

polynomial ring  xR  (viewed as a module over itself) have the form  x , 

where  RAssR   (the set of associated primes of R  is denoted by 

 RAss ), when R  is a commutative ring. This result was originally proved in 

1974 by Brewer and Heinzer using localization theory. 

    Our work in this thesis  more closely parallels that of Faith. We will show that the 

result above still holds in the module    ;xRxM , with possibly noncommutative base 

ring R , provided a  - compatibility assumption on RM  is fulfilled. Moreover, if we 

assume that  RAut , we can make the ],[ 1xxM  into a right module over  ;xR  

and ];,[ 1xxR , and the main result still holds, provided the RM  is  - compatible. 

We also show that the result does not hold to the case of modules      ;xRxM  and 

     ;xRxM  in general (for  - compatible RM ), unless R  is a left perfect ring. 

Finally, we will show that the result can be extended to the module  xM  (viewed as a 

right module over Ore extension ring   ,;xR ), provided the RM  is   , - 

compatible.  

 

Keywords: Prime module, Associated prime,   , - compatible module, Left 

perfect ring, Skew polynomial ring, Skew Laurent polynomial ring, Skew  formal 

power series ring.  
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