




ریاض علوم ده دانش

ترکیبیات و گراف گرایش کاربردی، ریاض رشته

ارشد کارشناس پایان نامه

استفاده با نامتقارن کانال های بولکدگذاری ه های شب ثابت نقاط از
عثمان افسانه نگارنده:

راهنما استادان

جعفری راد نادر دکتر
آل هوز ه عبدال دکتر

١٣٩۶ ماه شهریور
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سپاس گزاری...

های نعمت شمردن شمارندگان، و بمانند او ستودن در سخنوران، که را خدای سپاس
نتوانند. گزاردن را او حق کوشندگان، و ندانند او

پروردگارا:
دستهای برای نه و کنم سیاه شد، سفید من عزت راه در که را موهایشان میتوانم نه
که ده توفیقم پس . دارم مرهم است، من افتخار برای تلاش ثمره که شان بسته پینه
ذرانم. ب بودنشان دست عصای در را عمرم های ثانیه و باشم گزارشان ر ش لحظه هر
از کریمانه و کشیده عفو قلم من، درشت و کوتاه بر همواره که عزیزم، مادر و پدر از
داشت چشم بی یاوری و یار زندگ های عرصه تمام در و اند گذشته هایم غفلت کنار
از بخش خردترین، این که باشد دارم، را قدردان و ر تش کمال اند؛ بوده من برای

گوید. سپاس را آنان زحمات
راهنما: اساتید آل هوز، ه عبدال دکتر آقای جناب و جعفری راد نادر دکتر آقای جناب

ونه چ بخشيد. م نور را انديشه ظلمت و هستيد جان تاري بخش روشنايي شما
سپاس ونه چ است. يقين و عشق از سرشار كه را شما لطف و مهربان گويم سپاس
فروزان وجودم محقر ي كلبه بر را هدايت روشن چراغ كه را شما آموزي علم تأثير گويم
و است سپاس توان نه مرا شما وه ش و عظمت همه اين مقابل در آري است. ساخته

وصف. كلام نه
مطالعه زحمت که رحیم دکتر آقای و علیشاه دکتر آقای گرام اساتید از همچنین

دارم. را سپاس گزاری و ر تش کمال شده اند، متقبل را پایان نامه این داوری و

عثمان افسانه
١٣٩۶ ماه شهریور

ح



نامه تعهد
علوم ده دانش کاربردی ریاض رشته ارشد کارشناس دانشجوی عثمان افسانه اینجانب
استفاده با نامتقارن کانال های کدگذاری عنوان با پایان نامه نویسنده شاهرود، اه دانش ریاض

م شوم: متعهد جعفری راد نادر دکتر راهنمایی تحت ، بول ه های شب ثابت نقاط از
برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط پایان نامه این در تحقیقات •

است.
شده استناد استفاده مورد مرج به پژوهش گران، ر دی پژوهش های نتایج از استفاده در •

است.
مدرک نوع هیچ دریافت برای ری دی فرد یا خود، توسط کنون تا پایان نامه، این مطالب •

است. نشده ارایه هیچ جا در امتیازی یا
نام با مستخرج مقالات و دارد، تعلق شاهرود صنعت اه دانش به اثر، این معنوی حقوق •
خواهد چاپ به “ Shahrood University of Technology “ یا “ شاهرود صنعت اه دانش “

رسید.
بوده اند، تاثیرگذار پایان نامه اصل نتایج آوردن به دست در که افرادی تمام معنوی حقوق •

م گردد. رعایت پایان نامه از مستخرج مقالات در
آنها) بافت های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •

است. شده رعایت اخلاق اصول و ضوابط است، شده استفاده
افراد شخص اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •
شده رعایت انسان اخلاق اصول و رازداری اصل است)، شده استفاده (یا یافته دسترس

است.
عثمان افسانه

١٣٩۶ ماه شهریور

نشر حق و نتایج یت مال
برنامه های کتاب، مستخرج، ( مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
شاهرود صنعت اه دانش به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم افزارها رایانه ای،

شود. ذکر مربوطه علم تولیدات در ، مقتض نحو به باید مطلب این م باشد.
نم باشد. مجاز منبع ذکر بدون پایان نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده •

ط





یده چ
ثابت نقاط تعداد داریم قصد پایان نامه این در باشد. متناه الفبای ی A کنیم فرض
با نماییم. بررس را م شوند تعریف D علامت دار جهت دار گراف روی که f : An −→ An توابع
وابسته فقط که ثابت نقاط تعداد برای پایین کران هایی ه، شب کد گذ اری تکنی های از استفاده
مطرح مسائل و f ه شب ثابت نقاط بین روابط همچنین م آوریم. به دست را م باشند D به
استفاده با و کرده طراح کانال های نامتقارن برای کد هایی م کنیم. پیدا کد گذاری نظریه در
نتایج که م آوریم دست به ثابت نقاط تعداد روی پایین و بالا کران هایی آمده، دست به روابط از
جهت دار گراف ی زمینه گراف اینکه فرض با م بخشد. بهبود را زمینه این در موجود قبل
نقاط تعداد برای که جالبی روابط باشد، دلخواه الفبای زمینه، الفبای و باشد علامت دار و
م دهیم نشان پایان در م کنیم. بحث آن ها مورد در و کرده بررس را است موجود توابع ثابت
تعداد افزایش به منجر علامت دار جهت دار گراف ی در مجزا مثبت دورهای افزایش لزوماً

نم شود. توابع ثابت نقاط

، حدس عدد علامت دار، دار جهت گراف های ثابت، نقاط ، بول ه های شب کلیدی: کلمات
خطا. تصحیح کننده کدهای

ک





مطالب فهرست
س تصاویر فهرست
ف جداول فهرست
١ مقدمات مباحث و تعاریف ١
١ . . . . . . . . . . . . . ه شب نظریه و گراف نظریه در مقدمات مفاهیم ١ . ١
٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . کد گذاری نظریه در مقدمات مفاهیم ١ . ٢

١٣ علامت دار جهت دار گراف های برای حدس گراف های ٢
١٣ . . . . . . . . . . . . . . . آن ها حدس اعداد و علامت دار گراف های ٢ . ١
١۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . حدس گراف های ٢ . ٢
١٩ حدس گراف های پایه بر بول ه های شب ثابت نقاط تعداد برای کران هایی ٢ . ٣

٢۵ علامت دار ه های شب و خطا تصحیح کننده کد های ٣
٢۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خطا کننده تصحیح کدهای ٣ . ١
٢٨ . . . . . . . . . . . . جهت دار گراف های حدس عدد برای کران هایی ٣ . ٢

٣١ علامت دار خوشه های روی شده تعریف توابع ثابت نقاط ۴
٣١ . . . . . . . . . . . . . . . منف و مثبت توابع روی دقیق تر کران های ١ . ۴
٣۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . منف و مثبت توابع برای رایی هم ٢ . ۴

٣٩ قبل بخش های در آمده به دست کران ها ی مقایسه ۵
۴۵ نماد آ 
۴٧ مراج
۵٣ انگلیس به فارس واژه نامه

م



مطالب فهرست ن
۵۵ فارس به انگلیس واژه نامه



تصاویر فهرست
۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ١ . ١ . ١ مثال در شده تشریح گراف ١ . ١
١٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ١ . ٢ . ٧ تعریف به مربوط ل ش ١ . ٢

است. (١ . ۵) رابطه در پایین کران −− و (٢ . ۵) رابطه در پایین کران − ١ . ۵
درجه کمترین از تابع عنوان به حدس عدد روی مجانبی پایین کران های

۴٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . .( ٠٫١ مقیاس (با م باشند ورودی
بین است. (۶ . ۵) رابطه در پایین کران −− و (۵ . ۵) رابطه در بالا کران − ٢ . ۵
(با م دهد نشان را k̄ مجانبی بالای کران روی نسبی بهبود ، منحن دو

۴۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .(٠.١ مقیاس

س





جداول فهرست
۴۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نمایه آ  . ١

ف



١ فصل
مقدمات مباحث و تعاریف

پیش که تعاریف تمام تقریباً و کرده بیان را پایان نامه نظر مورد مقدمات مفاهیم فصل این در
مرج از برگرفته گراف نظریه به مربوط تعاریف م نماییم. ذکر را م باشد بعد فصل های نیاز

م باشد. [۵٢] مرج از برگرفته کدگذاری نظریه به مربوط تعاریف و [١١]

ه شب نظریه و گراف نظریه در مقدمات مفاهیم ١ . ١
V (G) آن در که ،G = (V (G), E(G), IG) سه تایی از است عبارت گراف١ ی .١ . ١ . ١ تعریف
نگاشت ی I(G) و یال ها از مجموعه ای E(G) رئوس، نام به عناصر از ناته مجموعه ای
م کند. نظیر V (G) از متمایز) یا سان (ی نامرتب زوج ی E(G) عضو هر به که است «وقوع»
م نامیم. G خطوط) یا ) یال  ها را E(G) عناصر و G نقاط) یا گره ها یا ) رأس ها را V (G) عناصر
م گویند. اندازه٣ را G گراف یال های تعداد و مرتبه٢ را G گراف رئوس تعداد .١ . ١ . ٢ تعریف
یال اگر و گوییم v رأس درجه۴ را G گراف در v رأس با مرتبط یال های تعداد .١ . ١ . ٣ تعریف
deg(v) با را v راس درجه م آید. شمار به بار دو رأس درجه محاسبه، در باشد طوقه مذکور

١Graph
٢Order
٣Size
۴Degree



مقدمات مباحث و تعاریف ٢
م دهیم. نشان

و ابتدایی رأس آن در که است ی حداقل طول به بسته ای گشت دور۵ ی .۴ . ١ . ١ تعریف
نماد با را رأس n دور ی نداریم. تکراری رأس هیچ و هستند منطبق ر دی ی بر انتهایی رأس

م دهیم. نمایش Cn

گویند. گراف کمر را G گراف در دور کوتاهترین طول .۵ . ١ . ١ تعریف
رأس ها از W : v٠, e١, v١, e٢, . . . , er, vr متناوب دنباله ی G گراف در گشت۶ ی .۶ . ١ . ١ تعریف
هستند. ei پایان های vi و vi−١ رأس های و است رأس ها با آن پایان و شروع که است یال ها و
نیز را گشت این م کند. وصل vr به را v٠ راس W گشت گوییم است. W انتهای vr و ابتدا v٠

باشند. متمایز رأس ها همه ی هرگاه نامیم مسیر٧ را گشت حال گوییم. v٠ − vr

م نامند. گذر٨ ی را W باشند، متمایز W گشت در یال ها اگر
هرگاه گوییم همبند٩ را G از v و u رأس دو باشد. گراف ی G کنید فرض .١ . ١ . ٧ تعریف
V (G) روی هم ارزی رابطه ی ی بودن متصل رابطه ی باشد. داشته وجود G در مسیر u−v ی
G[V١], G[V٢], . . . , G[Vw] زیرگراف های باشند. هم ارزی رده های V١, V٢, . . . , Vw کنید فرض است.
ناهمبند را گراف اینصورت، غیر در نامیم. همبند را گراف ،w = ١ اگر گوییم. G مولفه های را

گوییم. مولفه w با
باشد. موجود یال آن ها بین هرگاه گوییم مجاور١٠ را v و u رأس دو .١ . ١ . ٨ تعریف

باشند. منطبق هم بر انتهایی اش رأس دو که است یال گراف، ی در طوقه١١ .١ . ١ . ٩ تعریف
است. u رأس روی طوقه ی (u, u) ل ش به کمان ی

و E(H) ⊆ E(G) و V (H) ⊆ V (G) هرگاه نامیم G زیر گراف١٢ را H گراف .١ . ١ . ١٠ تعریف
باشد. E(H) به IG تحدید برابر IH همچنین

که G یال هر هرگاه نامیم G از القایی١٣ زیرگراف ی را G از H زیرگراف .١ . ١ . ١١ تعریف
رأس مجموعه با G از القایی زیرگراف باشد. نیز H در یال ی باشد، V (H) در پایان هایش

م دهیم. نمایش G[U ] نماد با و نامیم U توسط G از شده القا زیرگراف را U ⊆ V (G)

۵Cycle
۶Walk
٧Path
٨Trail
٩Connected

١٠Adjacent
١١Loop
١٢Subgraph
١٣Induced subgraph



٣ ه شب نظریه و گراف نظریه در مقدمات مفاهیم
یال ی از بیش آن رأس دو هر بین و باشد نداشته طوقه ای هیچ که گراف .١ . ١ . ١٢ تعریف

م نامیم. ساده١۴ گراف را نباشد موجود
باشند، مجاور G گراف در ،G متمایز رأس های از زوج هر G ساده گراف در اگر .١ . ١ . ١٣ تعریف

گوییم. کامل١۵ گراف را G آن گاه
یرید. ب نظر در را E(G) یال های مجموعه و V (G) رئوس مجموعه با G گراف .١۴ . ١ . ١ تعریف

م نامیم. G گراف از خوشه١۶ ی را G گراف از کامل زیر گراف ی
در که است، D = (V (D), E(D), ID) سه تایی ،D جهت دار١٧ گراف ی .١۵ . ١ . ١ تعریف
مجموعه  ی E(D) همچنین و D گراف رأس های مجموعه ی که ناته مجموعه ای V (D) آن
مرتب زوج ی D گراف کمان هر به که وقوع نگاشت ی ID و م شود نامیده D کمان های
یال u آن گاه گوییم ID(a) = (u, v) و باشد D از کمان ی a اگر م کند. نظیر D رأس های از

پایان رئوس را v و u م کند. وصل u رأس به را v رأس a کمان و است a انتهای یال v و ابتدا
م نامیم. a

متمایز ر ی دی از v١, v٢, . . . , vn مثل برچسب هایی با را گراف رأس n اگر .١۶ . ١ . ١ تعریف
گوییم. برچسب دار١٨ را گراف کنیم،

جهت ده یال ها آن در که D مانند است گراف علامت دار١٩، جهت دار گراف .١ . ١ . ١٧ تعریف
گراف ی واق در م باشد، (بر چسب) علامت دارای کمان هر همچنین و (کمان) شده اند
مجموعه که جایی داد، نمایش D = (V,E, λ) سه تایی صورت به م توان را علامت دار جهت دار

نگاشت λ : E −→ {−١, ٠, ١} و آن کمان های مجموعه E ،V = {٠, ١, . . . , n − ١} آن رأس
کمان هر علامت م کند. نظیر را مثبت یا صفر ، منف علامت ،D از کمان هر به که است
علامت دار جهت دار گراف ،٠ /∈ λ(E) اگر گرفت. نظر در م توان α ∈ {−, ٠,+} را صورت به
م شود، داده نشان D٠ با که است علامت بدون شده فرض گراف ،λ ≡ ٠ اگر است. ناوابسته٢٠
است منف گراف ،λ ≡ −١ اگر و م شود داده نشان D+ با که است مثبت گراف ،λ ≡ +١ اگر

م شود. داده نشان D− با که
باشد. ≤ جزئ ترتیبی رابطه ی به مجهز و متناه مجموعه ی P کنیم فرض .١ . ١ . ١٨ تعریف
≤ به (نسبت مقایسه قابل بدو دو عناصر از مجموعه ای ی P در زنجیر٢١ ی صورت این در

مرتب). جزئ صورت به (زیرمجموعه ای م باشد P در (
١۴Simple graph
١۵Complete graph
١۶Clique
١٧Digraph
١٨Labeled
١٩Signed
٢٠Unate
٢١Chain



مقدمات مباحث و تعاریف ۴
باشد. ≤ جزئ ترتیبی رابطه ی به مجهز و متناه مجموعه ی P کنیم فرض .١ . ١ . ١٩ تعریف
(نسبت مقایسه قابل غیر بدو دو عناصر از مجموعه ای ی P در پادزنجیر٢٢ ی صورت این در

م باشد. P در ( ≤ به
و A = {٠, ١} کنیم فرض .١ . ١ . ٢٠ تعریف

f :An −→ An

f =(f٠, . . . , fn−١)

م شود داده نمایش G(f) نماد با که f بر هم کنش٢٣ گراف صورت این در باشد. تابع ی
j رأس از و بوده [n] = {٠, ١, . . . , n− ١} صورت به آن رأس مجموعه که است جهت دار گراف

باشد. xj به وابسته تابع fi(x) هرگاه است موجود کمان i رأس به
xj از صعودی تابع fi(x) تابع وقت چه که م کند مشخص (j, i) کمان علامت واق در
م باشد. صفر) (علامت xj از نوا غیری تابع و ( منف (علامت xj از نزول تابع مثبت)، (علامت
توابع که در حال  شده  اند شناخته خوبی به بر هم کنش گراف های ، بیولوژی نظر نقطه از
گراف با مطابق ه  شب پایداری آیا اینکه بررس و پیش بین نیستند. شده شناخته خوبی به
م باشد. بول لزوماً نه ه های شب روی تحقیق اصل مسئله خیر، یا م باشد آن  بر هم کنش
م شود: تعریف زیر صورت به که باشند داشته علامت م توانند بر هم کنش گراف کمان های

تعریف زیر صورت به (j, i) کمان هر برای λ(j, i) بر هم کنش گراف علامت .١ . ١ . ٢١ تعریف
م شود:

λ(j, i) =


١; fi(x) ≤ fi(x٠, . . . , xj + ١, . . . , xn−١), ∀x ∈ [s]n, xj < s− ١,
−١; fi(x) ≥ fi(x٠, . . . , xj + ١, . . . , xn−١), ∀x ∈ [s]n, xj < s− ١,
٠; اینصورت غیر در

به وابسته G(f) برهم کنش گراف های طریق از م توان را f : An −→ An ه شب ساختار
به وابسته fi جدید موضع تابع های که م کند مشخص گراف این که کرد مطالعه f ه شب

م باشد. متغییرها کدام
شده باشد: تعریف زیر صورت به f : A۴ −→ A۴ ه شب کنیم فرض .١ . ١ . ١ مثال

f(x٠, x١, x٢, x٣) = (x٠x٢, x٠ − x٢١ , x٢٣x٢١ , x١ − x٣)
٢٢Chain
٢٣Interaction graph



۵ ه شب نظریه و گراف نظریه در مقدمات مفاهیم
داریم: جایی که f = (f٠, f١, f٢, f٣) کرد فرض م توان

f٠ : A۴ −→ A

f٠(x٠, x١, x٢, x٣) = x٠x٢
f١ : A۴ −→ A

f١(x٠, x١, x٢, x٣) = x٠ − x٢١
f٢ : A۴ −→ A

f٢(x٠, x١, x٢, x٣) = x٢٣x٢١
f٣ : A۴ −→ A

f٣(x٠, x١, x٢, x٣) = x١ − x٣

م کنیم. رسم فوق ه شب برای را G(f) برهم کنش گراف ١ . ١ ل ش در که

٠ ١

٢ ٣

١ . ١ . ١ مثال در شده تشریح گراف :١ . ١ ل ش

ه٢۴ شب ی باشد. [n] روی علامت دار جهت دار گراف ی D کنید فرض .١ . ١ . ٢٢ تعریف
f دقیق  تر بیان به است. G(f) ⊆ D که گونه ای به م باشد f : [s]n −→ [s]n صورت به D روی

باشد: برقرار زیر شرایط هرگاه م باشد D روی ه شب ی
باشد. D گراف در کمان ی (j, i) اگر فقط م باشد xj به وابسته fi •

است. xj از نزول غیر تابع ی fi آن گاه ،λ(j, i) = ١ اگر •
است. xj از صعودی غیر تابع ی fi آن گاه ،λ(j, i) = −١ اگر •

٢۴Network



مقدمات مباحث و تعاریف ۶
λ(j, i) = ٠ که حالت در م دهیم. نشان F (D,S) نماد با را D روی ه های شب تمام مجموعه

ندارد. وجود خیر، یا م باشد xj به وابسته fi اینکه برای محدودیت هیچ م باشد
م شود استفاده واکنش) و (کنش طرفه دو عامل نمایش برای ٢۵ بول ه شب .١ . ١ . ٢٣ تعریف

است: زیر صورت به که
i روی xi بول متغیر ی با که م باشد x = (x٠, . . . , xn−١) ∈ {٠, ١}n حالت دارای ه شب ی

جبری تابع صورت به که م شود داده نمایش
f :{٠, ١}n −→ {٠, ١}n

f =(f٠, f١, . . . , fn−١)

که جایی م شود، بیان
fi : {٠, ١}n −→ {٠, ١}

م دهد. نشان را xi شده روز به موضع اه جای
العمل های عکس و عصبی ه های شب ژن، ه های شب کردن مدل برای بول ه های شب از
xi متغییر هر که جایی ، بول ه های شب طبیع تعمیم های م شود. …استفاده و اجتماع
قرار مطالعه مورد اخیراً م گیرد، ( بول لزوماً (نه دلخواه متناه الفبای ی از را خود مقادیر
مدل [۵٠] و [٣٠] مراج در که پدیده  هایی از بهتری نمایش م توانند آن ها زیرا گرفته اند

نتیجه دهند. را م کنیم
بر هم کنش گراف در دورمثبت٢۶ ، منف کمان های از زوج تعداد با دور ی به .٢۴ . ١ . ١ تعریف

م دهند. نمایش c+ نماد با و م گویند
در باشد. ه شب ی f : An −→ An و A = {a١, a٢, . . . , an} کنیم فرض .٢۵ . ١ . ١ تعریف
.f(x) = x هرگاه م باشد f ه ی شب ثابت٢٧ نقطه ی x ∈ An نقطه ی گوییم صورت این

داریم: و داده نمایش Fix(f) نماد با را f ه ی شب ثابت نقاط تمام مجموعه ی
Fix(f) = {x ∈ An|f(x) = x}.

از ه شب ی ثابت نقاط مجموعه ی ه ها، شب مختلف و متنوع دینامی خواص میان در
حالت های ه شب ثابت نقاط مجموعه ی که دلیل این به است، برخوردار ویژه ای اهمیت و اه جای
کاری زمینه آن ها کردن ماکسیمم و ثابت نقاط کردن پیدا م دهند. نمایش را ه شب پایداری
زمینه ی در زیادی مقاله های است. کرده جلب خود به را ریاض دانان از زیادی توجه که است

٢۵Boolean network
٢۶Positive cycle
٢٧Fixed point



٧ ه شب نظریه و گراف نظریه در مقدمات مفاهیم
برای تاکنون شده است. داده اختصاص دارند، زیادی ثابت نقاط موق چه بول ه های شب اینکه
بالا کران های بهترین بین علامت دار برهم کنش گراف ی با ثابت نقاط تعداد کردن ماکسیمم
گسترده ای مطالعات راستا این در است. مانده باق گسترده ای اف ش آن شده شناخته پایین و
ابتدایی ترین میان این در که است گرفته صورت متنوع دیدگاه های با مختلف محققان توسط

م باشد: زیر صورت به [۴٨] توماس توسط نتیجه
ثابت نقطه ی حداکثر ندارد، مثبت دور آن ها بر هم کنش گراف که ه هایی شب .١ . ١ . ١ قضیه

دارد.
شده داده تعمیم بول ه های شب ثابت نقاط تعداد برای بالایی کران عنوان به فوق قضیه

 است.
کمانهای علامت حاصل ضرب صورت به ،D جهت دار گراف از دور ی علامت .٢۶ . ١ . ١ تعریف
) صفر مساوی یا بزرگتر علامت از دور ی ٢٨( (نامثبت نامنف دور ی م شود. تعریف آن

م باشد. صفر) مساوی یا تر کوچ
گراف گراف، از آن ها برداشتن با که مینیمم اندازه با گراف از رئوس مجموعه .١ . ١ . ٢٧ تعریف
م دهیم. نشان k+ نماد با که م نامیم بازخورد٢٩ راس مجموعه را م شود دور فاقد حاصل
به م باشد مینیمم اندازه با رئوس از مجموعه  ای ی ، مثبت بازخورد با رأس مجموعه
بازخورد با رأس مجموعه همچنین و م کند مثبت دور فاقد را گراف آن ها حذف که گونه ای
فاقد را گراف آن ها حذف که گونه ای به م باشد مینیمم اندازه با رئوس از مجموعه ای ، منف

م کند. منف دور
گرفت. نظر در بول ه شب برای بالایی کران عنوان به م توان نیز را زیر قضیه

مجموعه مینیمم اندازه k+ جایی که دارد، ثابت نقاط ٢k+ حداکثر بول ه شب ی .١ . ١ . ٢ قضیه
م باشد. آن ها بر هم کنش گراف از بازخورد رأس

ثابت نقاط زیادی تعداد با ه شب م دهد. را ثابت نقطه دو ، بول ه شب ی مثبت دور هر
c+ اگر م آید. به دست  مثبت دورهای بندی دسته وسیله ی به علامت دار جهت دار گراف برای

دارد. ثابت نقطه ٢c+ ه شب آن گاه باشند، D مجزا مثبت دورهای
g(D, s) نماد با که D علامت دار جهت دار گراف از ‐آرایه ای s ٣٠ حدس عدد .١ . ١ . ٢٨ تعریف
م شود. تعریف D گراف روی ه شب در ثابت نقاط تعداد ماکسیمم اریتم ل م دهیم، نمایش

داریم: یعن
g(D, s) = maxf∈F (D,s)logs|Fix(f)|,

م باشد. f ثابت نقاط مجموعه Fix(f) جایی که
٢٨Nonnegative(Nonpositive) cycle
٢٩Feedback vertex set
٣٠Guessing number



مقدمات مباحث و تعاریف ٨
است: زیر ل ش به حدس عدد روی شده شناخته کران های مهم ترین از ی

c+ ≤ g(D, s) ≤ k+, (١ . ١)
دورهای از ماکسیمم تعداد c+ و نامنف بازخورد با رأس مجموعه مینیمم اندازه k+ که  جایی
مرج به پایین کران برای .(c+ ≤ n/γ+ همواره که (م دانیم م باشد D گراف در مجزا نامنف

کنید. مراجعه [٣٩]
را نباشند مجاور آن از عضوی دو هیچ که گراف رأس های از مجموعه ای .١ . ١ . ٢٩ تعریف
استقلال٣٢ عدد را رأس مستقل مجموعه بزرگترین اندازه و م نامند ٣١ رأس مستقل مجموعه

م دهیم. نمایش α(G) نماد با را آن و نامیده G گراف

کد گذاری نظریه در مقدمات مفاهیم ١ . ٢
شروع اما است جدید موضوع ایران کشور در کدگذاری نظریه ی م رسد نظر به چند هر
در نظریه این ابتدا در بر م گردد. شانون٣٣ کلود مقاله انتشار و ١٩۴٨ سال به آن کلاسی
ر دی در مخابرات و اینترنت فناوری توسعه از بعد اما یافت گسترش امنیت و نظام حوزه
که است کدی خطای تصحیح ونگ چ مورد در اغلب کدگذاری بحث شد. وارد نیز حوزه ها
در بالا سط در فراوان کتب و مقالات حاضر حال در کرده است. ارسال گیرنده به فرستنده
هندسه مانند جبر به ویژه محض ریاضیات بر مبتن اغلب که م شود تولید دنیا علم جامعه

…است. و متناه گروه های و مدول و حلقه نظریه جبری،
در که کرد منتشر را ارتباطات ریاض نظریه مقاله ١٩۴٨ سال در شانون کلود بار نخستین برای
که دارد وجود کانال ظرفیت عنوان به عددی پارازیت دار، ارتباط کانال ی برای داد نشان آن
از کمتر سرعت با معتبر ارتباط کدگشایی، و کدگذاری مناسب روش های به کارگیری صورت در
از حوزه ای که کدگذاری نظریه برای شد تولدی مقاله این است. دستیابی قابل کانال ظرفیت
است. خطادار پیام های کشف و پارازیت دار کانال های طریق از داده ها انتقال درباره مطالعات
در نظریه این کرده است. پیدا فت انگیز ش رشدی قرن، نیم از بیش حدود در کدگذاری نظریه
ذخیره فناوری تا گرفته فشرده لوح کننده های پخش و ارتباط سیستم های از حوزه ها، بیشتر
نشئت مهندس کاربردهای از اغلب کدگذاری نظریه مسائل است. داشته کاربرد بسیار سازی
است، داشته موضوع توسعه در ریاضیات که کننده ای تعیین نقش به است جالب م گیرند.
توسط شده تایید حقیقت کدگذاری، نظریه در هندسه و ترکیبیات جبر، اهمیت شود. توجه
مورد کدگذاری نظریه پیشرفت برای ظریف روش هایی با که است ریاض عمیق متعدد نتایج

گرفته اند. قرار استفاده
٣١Independent vertex set
٣٢Independence numbur
٣٣Claude Shannon



٩ کد گذاری نظریه در مقدمات مفاهیم
مورد ه بل کامپیوتر، علوم دانشمندان و مهندسان علاقه مورد فقط نه کدگذاری نظریه بنابراین

است. نیز ریاض دانان توجه
مقوله سه در که م باشد مختلف معان با شده استفاده واژه ای کدگذاری٣۴ واژه .١ . ٢ . ١ تعریف

کار رفته است به متفاوت
حد تا گونه  ای به م باشد. اطلاعات منبع کدگذاری با ارتباط در داده ها: فشرده سازی .١
م شود. انجام اولیه داده فشرده سازی و کم کردن عمل زاید، داده های حذف با ان ام

م باشد. اطلاعات نظریه بخش در مقوله این
و تشخیص راستای در اطمینان قابلیت افزایش با ارتباط در خطا: کننده تصحیح کدهای .٢
م باشد. پارازیت دار کانال ی از پیام عبور فرآیند در داده رخ احتمال خطاهای تصحیح
م افتد. اتفاق اصل پیام به بیت هایی کردن اضافه با عمل این قبل، قسمت برخلاف

م دهد. رخ کانال قسمت در کردن اضافه این
به داده ها سازی خصوص بحث و م باشد داده ها امنیت با ارتباط در رمزنگاری: نظریه .٣
موجود گشایی رمز ان ام ری، دی تشخیص برای پیام، اصل هدف از غیر به که گونه ای

نباشد.
صورت این در باشد. عضوی q مجموعه ی A = {a١, a٢, . . . , aq} کنید فرض .١ . ٢ . ٢ تعریف

م نامند. کد٣۶ نماد را آن عضو هر و کد٣۵ الفبای را A

آن، در که است W = w١w٢ . . . wn ل ش به رشته ای ،A روی n طول به تایی q واژه ی .١
بردار به صورت را W م توان معادل، به طور م باشد. wi ∈ A ،١ ≤ i ≤ n هر به ازای

گرفت. در نظر نیز (w١, w٢, . . . , wn)

q ٣٧ بلوک کد ی ،A روی n طول به تایی q واژه های از ل متش ،C ناته مجموعه به .٢
بلوک کد اوقات، گاه خواهد بود. C ⊆ An نتیجه در م گویند. A روی n طول به تایی

م گویند. کد خلاصه تر، به طور یا تایی q کد را C تایی q
م نامند. کدواژه٣٩ را C کد اعضای و کد٣٨ فضای را An .٣

م شود. نامیده C کد اندازه۴٠ داده م شود، نمایش |C| با که Cدر واژه ها کد تعداد .۴
٣۴Coding
٣۵Code alphabet
٣۶Code symbols
٣٧Block code
٣٨Space code
٣٩Codewords
۴٠Cardinal



مقدمات مباحث و تعاریف ١٠
م نامند. کد ‐(n،m) ی را M اندازه و n طول به کد .۵

روش های از استفاده منظور به  است. متناه مجموعه ای A کد الفبای که م دانیم
ی م دانیم، که هما  ن طور کنیم. مجهز جبری ساختار چند به را A داریم قصد ، ریاض

دارد. ضرب و جم نام های به عمل دو ،C مختلط اعداد میدان یا R حقیق اعداد میدان
تعداد صورت این در شود. میدان ی A که م کنیم تعریف طوری را A روی عمل دو
هستند. نامتناه اعضای تعداد با میدان هایی C و R در حال که است، متناه A اعضای
مشهوری ریاض دانان مؤثر نقش و ١٨ و ١٧ قرن های به متناه میدان های نظریه مطالعه

متناه میدان های ساختاری نظریه در اویلر۴٢(١٨۵۵-١٧٧۵) لئونارد و پیرفرما۴١ مانند
گاوس۴٣(١٧٧۵‐ فردری کارل با متناه میدان های کل نظریه برم گردد. خاص
علوم ریاضیات، در آن زیاد کاربرد دلیل به اما شد، شروع گالو۴۴ اوریست و (١٨۵۵
کاربردی ریاض دانان توجه مورد اخیر دهه های در بالاخره ارتباطات، نظریه و کامپیوتر
و شده  است غن بسیار متناه میدان های نظریه امروز گرفته است. قرار مهندسان و

است. گرفته صورت آن ها روی بر مختلف جهات در گسترده ای مطالعات
نامیده جم که ) (+) عمل دو با عناصر، از ناته مجموعه ای ،F میدان۴۵ .١ . ٢ . ٣ تعریف

صادق اند: زیر اصول در که است م شود) نامیده ضرب که ) (·) و م شود)
:a, b, c ∈ F هر برای

هستند؛ F در a.b و a+ b یعن بسته است؛ · و + عمل تحت F .١
a.b؛ = b.a و a+ b = b+ a جابه جایی: قوانین .٢

a.(b.c)؛ = (a.b).c و (a+ b) + c = a+ (b+ c) شرکت پذیری: قوانین .٣
+a.(b؛ c) = a.b+ a.c :( پخش توزیع پذیری( قوانین .۴

نامیده ضرب و جم همان های به ترتیب، ) ١ و ٠ مجزای همان عضو دو علاوه براین،
صادق اند: زیر شرایط در که باشند موجود F در م شوند)

+a؛ ٠ = a داریم ،a ∈ F هر برای .۵
a؛ · ٠ = ٠ و a · ١ = a داریم ،a ∈ F هر برای .۶

+a؛ (−a) = ٠ که است موجود F در (−a) جمع وارون عضو a ∈ F هر برای .٧
.a · a−١ = ١ که است موجود F در a−١ ضربی وارون عضو ،F در a ̸= ٠ هر برای .٨

۴١Pierre Ferma(1601-1665)
۴٢Leonhard Euler
۴٣Carl Friedrich Guauss
۴۴Evariste Galois
۴۵Field



١١ کد گذاری نظریه در مقدمات مفاهیم
م گیرند. نظر در کد الفبای عنوان به را Fq متناه میدان معمولا

برداری فضای از فضایی زیر ،Fq متناه میدان روی n طول از ۴۶ کدخط ی .۴ . ١ . ٢ تعریف
م شود موجب آنها جبری ساختار هستند، برداری فضاهای ، خط کدهای که آنجا از است. Fn

q

باشد. راحت تر غیرخط کدهای به نسبت آنها استفاده و توصیف
ه هاست شب طریق از اطلاعات دادن انتقال برای تکنی ه۴٧ شب کدگذاری .۵ . ١ . ٢ تعریف
،v میان رأس هر در واق در م بخشد. بهبود را داده انتقال کیفیت توجه قابل طور به که
به fv(xu١ , xu٢ , . . . , xuk

) شده ترکیب پیام و شده ترکیب xu١ , xu٢ , . . . , xuk
شده دریافت پیام های

م شود. فرستاده خود مقصد سمت
b = (b١, . . . , bn) ∈ C و a = (a١, . . . , an) ∈ C کد واژه دو بین همینگ۴٨ فاصله .۶ . ١ . ٢ تعریف

یعن م شود. تعریف b و a متفاوت بیت های) اه های( جای تعداد به صورت ، بلوک کد ی در
داریم:

dH(a, b) = |{i|ai ̸= bi; ١ ≤ i ≤ n}|

صورت به را بیت به بیت همینگ فاصله اگر معادل، بیان به یا

dH(ai, bi) =


١; ai ̸= bi

٠; ai = bi

داریم آن گاه تعریف کنیم،
dH(a, b) =

n∑
i=١

dH(ai, bi).

است کانال دودویی نامتقارن کانال دودویی)۴٩ نامتقارن (کانال کانال - Z .١ . ٢ . ٧ تعریف
م شود: تعریف زیر صورت به کانال احتمال های و {٠, ١} کانال، الفبای که

p(y = ٠|x = ٠) = ١
p(y = ٠|x = ١) = p

p(y = ١|x = ٠) = ٠
p(y = ١|x = ١) = ١ − p

۴۶Liner code
۴٧Network coding
۴٨Hamming distance
۴٩Binary asymmetric channel



مقدمات مباحث و تعاریف ١٢
٠ ٠

١ ١

١

p

١-p

١ . ٢ . ٧ تعریف به مربوط ل ش :١ . ٢ ل ش
مفهوم از مستقل شده، مطالعه وسیع طور به [٢٢] مرج در که حدس عدد کاربرد و مفهوم

تکنی این است. شده  اشاره گیج گراف عنوان به [٣] و [٨] مراج در که است حدس گراف
به را ثابت نقاط ماکسیمم مسئله عوض در و م کند حذف را موضع جدید تابع به طور کامل
روی بیشماری پایین و بالا کران های مفهوم، این بر اساس برم گرداند. کدی کاملا مسئله ی
این در م کنید. مشاهده [٢٢] مرج در که شده نتیجه علامت بدون گراف های از حدس عدد
کدگذاری نظریه در موجود قبل تکنی های کردن سازگای و تعمیم با داریم قصد پایان نامه
گراف های برای را ثابت نقاط رساندن حداکثر به  مسئله در کدگذاری نظریه همچنین و ه شب
که ه ها شب ثابت نقاط بین روابط گفتیم که همانطور کنیم. استفاده علامت دار جهت دار
نامتقارن خطاهای تصحیح کننده کدهای و شده اند تعریف علامت دار جهت دار گراف های روی
پایین و بالا کران های روابط این طبق م کنیم. پیدا را آن ها ان ام حد در که دارد وجود
در نامتقارن خطاهای برای کدها روی کران ها از استفاده با ثابت نقاط تعداد روی را قویی
همچنین و م باشند سودمند و پربار روابط این م آوریم. دست  به  ٣ . ٢ . ٢ و ٣ . ٢ . ١ قضیه
هستند خط خطا، تصحیح کدهای اتفاق به قریب اکثریت زیرا نیستند مشهود حدودی تا
گراف های برای نم توانند و نیستند نوا ی که متناه میدان های روی خط توابع شامل و
آن  در که جهت داری گراف های برای دقیق تری کران های همچنین شوند. استفاده علامت دار
صعودی نوای ی که موضع جدید توابع یعن م باشند، مثبت علامت دارای هم کمان ها
و تغییر قابلیت موضوع این ببینید). را ٣ . ٢ . ١ قضیه نمونه برای م آوریم( دست به را هستند
رفتارهای بیانگر حاصل، نتایج، م دهد. نشان را حدس اعداد رد عمل گستردگ همچنین
گراف ی واق در م دهد. رخ علامت دار جهت دار گراف های حالت در که است متفاوت
اندازه با متناه الفبای هر روی حدس عدد برای که م کنیم پیدا را علامت داری جهت دار

م کند. میل بی نهایت به s که حالت در م باشد، حدس عدد حد از بزرگتر s ≥ ٣



٢ فصل
گراف های برای حدس گراف های

علامت دار جهت دار
معرف همچنین و علامت دار جهت دار گراف های روی مفاهیم بعض مرور به فصل این در

گراف یال های و رأس ها ویژگ های برخ م پردازیم. حدس گراف های و حدس عددهای
گراف حدس عدد برای پایین کران هایی ، حدس گراف های براساس و کرده بررس را حدس

به دست م آوریم.

آن ها حدس اعداد و علامت دار گراف های ٢ . ١
صورت این در باشد. علامت دار جهت دار گراف ی D = (V,E, λ) کنید فرض .٢ . ١ . ١ تعریف
α علامت دارای مربوطه کمان که گونه ای به ،i ∈ V رأس به ورودی١ های همسایه تعداد
متوسط٢، ورودی درجه همچنین م دهیم. نمایش dαi نماد با را (α ∈ {−, ٠,+}) م باشد
و δα ،dα نمادهای م دهیم. نمایش ∆ و δ ،d نمادهای با ترتیب به را ماکسیمم۴ و مینیمم٣
±δ باشد. := mini{d+i + d−i } م کنیم فرض همچنین م شوند. تعریف مشابه صورت به ∆α

١In-neighbors
٢Average
٣Minimum
۴Maximum



علامت دار جهت دار گراف های برای حدس گراف های ١۴
علامت دار جهت دار دوگراف D′ = (V ′, E′, λ′) و D = (V,E, λ) کنید فرض .٢ . ١ . ٢ تعریف
باشند. علامت بدون نسخه های ترتیب به |D′| = (V ′, E′) و |D| = (V,E) کنید فرض و باشند
اگر هرگاه م دهیم نمایش D ⊆ D′ نماد با را آن و م باشد D′ گراف از زیرگراف D گراف گوییم

باشد: برقرار نیز زیر شرط همچنین و باشد |D′| از زیرگراف |D|

را λ(e) = ١ آن گاه λ′(e) = ١ اگر و λ(e) = −١ آن گاه λ′(e) = −١ اگر ، e ∈ E کمان هر برای
گراف در e علامت روی ضرورت هیچ آن گاه باشد صفر D′ گراف در e کمان علامت اگر داریم.

بپذیرد. را علامت هر م تواند و نم باشد D
گراف نامنف دورهای طول مینیمم صورت به ،D جهت دار گراف ۵ نامنف کمر .٢ . ١ . ٣ تعریف

م شود. داده نشان γ+ نماد با و م شود تعریف D
مجموعه زیر باشد. علامت دار جهت دار گراف ی D = (V,E, λ) کنید فرض .۴ . ٢ . ١ تعریف
نم باشد نامنف دور هیچ شامل D[V \U ] القایی زیرگراف که طوری به V رئوس مجموعه از U

نامیم. نامنف بازخورد با رأس مجموعه ی را
N(i) نماد با را D گراف در i رأس ورودی همسای D علامت دار جهت دار گراف در •

م دهیم. نمایش
به  j ∈ N(i) رئوس مجموعه ،α ∈ {−, ٠,+} علامت هر و i رأس هر برای همچنین •

م دهیم. نشان Nα(i) نماد با را است λ(j, i) = α طوری که
h(U) = آنگاه باشد است) U همان که ) V از قسمت هایی به V از نگاشت ی h اگر •

.U ⊆ V هر برای Ui∈Uh(i)

هرگاه است علامت بدون و N٠(V ) = ٠ هرگاه است ناوابسته D جهت دار گراف گوییم •
باشد. N+(V ) = N−(V ) = ٠

م دهیم. نمایش [a] نماد با را {٠, ١, . . . , a− ١} مجموعه ،a مثبت صحیح عدد هر برای •
x = (x٠, x١, . . . , xn−١) ∈ هر برای باشند. مثبت صحیح عددهای n ≥ ١ و s ≥ ٢ کنید فرض •

م دهیم. نمایش xI نماد با را I ⊆ [n] اندیس های از مجموعه ی به x تحدید۶ ،[s]n
صورت این در .f = (f٠, . . . , fn−١) که جایی f : [s]n −→ [s]n کنید فرض .۵ . ٢ . ١ تعریف
به باشند داشته وجود a, b ∈ An هرگاه م باشد xj متغییر به وابسته اساس طور به fi گوییم

.fi(a) ̸= fi(b) و aj ̸= bj همچنین و ak = bk داریم ،k ̸= j هر برای که طوری
م کنیم: تعریف زیر ل ش به را Nn روی ≤i ترتیبی رابطه ،i ∈ [n] برای .۶ . ٢ . ١ تعریف
x ≤i y ⇐⇒ xN٠(i) = yN٠(i) , xN+(i) ≤ yN+(i) و xN−(i) ≥ yN−(i).

۵Girth nonnegative
۶Restriction



١۵ حدس گراف های
علامت دار جهت دار گراف های روی ه ها شب مشخصه سازی برای میتوان فوق ترتیبی رابطه از حال

کرد: استفاده زیر صورت به D
صورت این در باشد، f : [s]n −→ [s]n و علامت دار جهت دار گراف ی D کنیم فرض .٢ . ١ . ١ لم

داریم:
f ∈ F (D, s) ⇐⇒ ∀i ∈ [n], ∀x, y ∈ [s]n, x ≤i y ⇒ fi(x) ≤ fi(y).

حدس گراف های ٢ . ٢
قرار مطالعه مورد [٨] مرج در علامت بدون جهت دار گراف های برای بار اولین حدس گراف
مستقل طور به سپس و م شدند خوانده گیج گراف های عنوان تحت گراف ها جایی که گرفته اند
[٢٠] مرج در بسته رهای عمل به بعداً مفهوم این گرفته اند. قرار مطالعه مورد [٢٢] مرج در
علامت دار جهت دار گراف های حالت برای را مفهوم این داریم قصد حال کرد. پیدا تعمیم
[٢٢] مرج در آنچه معادل صورت به م توان را حالت این در ما نتایج از برخ دهیم. تعمیم

م باشند. جدید حالت این در نتایج بقیه ی آن که حال گرفت. نظر در شد، ارائه
جهت دار گراف هر برای علامت دار). جهت دار گراف ی برای حدس گراف ) .٢ . ٢ . ١ تعریف
که D گراف از ٧ حدس -s گراف ،s ≥ ٢ صحیح عدد هر و [n] روی D گراف از علامت  دار
که طوری به م باشد [s]n رأس مجموعه با ساده گراف م شود، داده نمایش G(D, s) نماد با
این در نباشند، f ثابت نقطه همزمان y و x عضو دو هر اگر f ∈ F (D, s) ،x, y ∈ [s]n هر برای

م باشد. G(D, s) گراف از یال ی xy صورت
صورت این در باشد. s ≥ ٢ و علامت دار جهت دار گراف ی D کنیم فرض .٢ . ٢ . ١ گزاره

صورت به G(D, s) حدس گراف یال های مجموعه
E(G(D, s)) = ∪i∈[n]Ei(D, s)

جایی که م باشد،
Ei(D, s) = {xy : x, y ∈ [s]n, x ≤i y و xi > yi یا y ≤i x و yi > xi}.

تساوی داریم قصد برهان.

E(G(D, s)) = ∪i∈[n]Ei(D, s)

فرض .∪i∈[n]Ei(D, s) ⊆ E(G(D, s)) که م دهیم نشان ابتدا منظور این برای کنیم. ثابت را
وجود i که کرد فرض م توان مسأله کلیت دادن دست از بدون و ،xy ∈ ∪i∈[n]Ei(D, s)  کنیم

٧Guessing graph



علامت دار جهت دار گراف های برای حدس گراف های ١۶
f ثابت نقطه x اگر باشد. دلخواه f ∈ F (D, s) کنیم فرض حال .xi > yi و x ≤i y که دارد

یعن باشد، نم تواند f ثابت نقطه y که م دهیم نشان ،f(x) = x باشیم داشته یعن باشد،
داریم: fi بودن نوا ی بنابر .y /∈ Fix(f)

yi < xi = fi(x) ≤ fi(y)

طبق بنابراین y /∈ Fix(f) لذا و f(y) ̸= y نتیجه در .fi(y) ̸= yi لذا ،yi < fi(y) چون حال
.xy ∈ E(G(D, s)) یعن باشد، م G(D,S) گراف از یال xy ،G(D,S) گراف تعریف

که م کنیم فرض منظور این برای .E(G(D, s)) ⊆ ∪i∈[n]Ei(D, s) که م کنیم ثابت برعکس،
کنیم ثابت داریم قصد چون حال .xy /∈ E(G(D, s)) که م دهیم نشان و xy /∈ ∪i∈[n]Ei(D, s)

مجموعه ای I کنیم فرض .xy /∈ Ei(D, s) داریم ،i ∈ [n] هر برای لذا ،xy /∈ ∪i∈[n]Ei(D, s)

م شود: تعریف زیر به صورت که باشد
I = {i ∈ [n]|xi < yi}

م کنیم: تعریف زیر صورت به را f : [s]n −→ [s]n تابع حال

∀z ∈ [s]n, ∀i ∈ I; fi(x) =


xi; z ≤i x

yi; o.w

∀z ∈ [s]n,∀i ∈ [n] \ I; fi(z) =


yi; z ≤i y

xi; o.w

م گیریم: نظر در را مختلف حالت دو حال
چون و xi < yi داریم I مجموعه ی تعریف طبق صورت این در باشد i ∈ I اگر اول: حالت
برای همچنین و y ≤i x داریم Ei(D, s) تعریف طبق لذا خودمان) فرض طبق ) xy /∈ Ei(D, s)

که z ≤i x داریم اول ضابطه طبق همچنین .fi(y) = yi و fi(x) = xi داریم ،i ∈ I که fi تابع
نوا ی ≤i ترتیب به نسبت fi تابع حالت این در که ،xi ≤ xi یعن ،fi(z) ≤ fi(x) م دهد نتیجه

م باشد.
لذا ،xy /∈ Ei(D, s) داریم فرض طبق چون و yi ≤ xi صورت این در ،i /∈ I اگر دوم: حالت
،i /∈ I حالت در fi تابع تعریف طبق بنابراین .x ≰i y داشت خواهیم Ei(D, s) تعریف طبق
تابع از شده داده تعریف با م توان نیز حالت این در همچنین ،fi(x) = xi و fi(y) = yi داریم
این در که ،yi ≤ yi یعن ،fi(z) ≤ fi(y) م دهد نتیجه که z ≤i y داریم دوم ضابطه طبق و fi

م باشد. نوا ی ≤i ترتیب به نسبت fi تابع حالت
f(x) = x لذا ،fi(y) = yi و fi(x) = xi داریم ،i ∈ [n] هر برای فوق حالت دو هر در بنابراین
بنابراین .f ∈ F (D, s) لذا بود، نوا ی fi تابع ،i هر برای چون .x, y ∈ Fix(f) یعن .f(y) = y و

حدس گراف در یال ی xy یعن ،xy /∈ E(G(D, s)) داریم G(D, s) حدس گراف تعریف طبق
نیست. G(D, s)



١٧ حدس گراف های
داریم: را زیر نکات بالا، گزاره های و تعاریف به باتوجه

G(D, s) حدس گراف آن گاه ، باشد رأس هر روی نامنف طوقه ی دارای D گراف اگر •
است. ته

شده  اند، علامت دار مثبت هم که کمان هایی با رأس n روی جهت دار دور ،C+
n برای •

است: زیر صورت به  حدس گراف یال های
E(G(C+

n , s)) = {xy : x < y یا x > y}.

، منف علامت با کمان های تعداد آن در که جهت دار دور هر به م تواند موضوع این که
شود. داده تعمیم م باشد)، مثبت دور خود علامت لذا (و م باشد زوج

موضوع این که است، کامل G(D, s) حدس گراف آن گاه باشد، دور فاقد D گراف اگر •
است. شده نیزبررس علامت بدون گراف های برای [٢٢] مرج در

همچنین م باشد. (١ . ١) رابطه از مستقیم نتیجه همچنین و بالا مطالب از تعمیم بعدی گزاره
گراف های گیری نتیجه برای حدس های گراف ز م توان چطور که م دهد نشان بعدی گزاره
f ∈ F (D, s) هر آن گاه باشد، نامنف دور فاقد D گراف اگر کنیم. استفاده نیز علامت بدون
قضیه برهان شده در گرفته کار به تکنی های و بحث به علاوه، دارد. ثابت نقطه ی حداکثر

گیرد. قرار استفاده مورد نیز م تواند زیر گزاره اثبات در ٣ . ٢ . ١

حدس گراف آن گاه باشد، نامنف دور فاقد D علامت دار جهت دار گراف اگر .٢ . ٢ . ٢ گزاره
است. کامل گراف G(D, s)

را xy ابتدا نیست. کامل گراف ،G(D, s) حدس گراف که فرض کنیم خلف برهان به برهان.
فرض و .xy /∈ E(G(D, s)) یعن نباشد. G(D, s) حدس گراف در که م گیریم نظر در یال ی

باشد: زیر ل ش به مجموعه ای I که م کنیم
I = {i|xi ̸= yi}

داریم: حالت دو است، xi ̸= yi چون i هر برای حال
جایی که x ≰i y داریم ٢ . ٢ . ١ گزاره ی و xy /∈ E(G(D, s)) فرض طبق و xi > yi که اول حالت در

Ei(D, s) = {xy : x, y ∈ [s]n, x ≤i y و xi > yi یا y ≤i x و yi > xi}.

،i∗ مثل رأس ی حداقل رو این از .x ≰i y داریم xi > yi طوری که به i ∈ I هر برای حال
به طوری که دارد وجود

i∗ ∈ N٠(i) ∗xiو ̸= yi∗ , یا i∗ ∈ N+(i) و xi∗ > yi∗ , یا i∗ ∈ N−(i) و xi∗ < yi∗ .



علامت دار جهت دار گراف های برای حدس گراف های ١٨
به  دارد وجود i∗ رأس ی رو این از .y ≰i x داریم ،yi > xi که i ∈ I هر برای به طور مشابه،

طوری که
i∗ ∈ N٠(i) و yi∗ ̸= xi∗ , یا i∗ ∈ N+(i) و yi∗ > xi∗ , یا i∗ ∈ N−(i) و yi∗ < xi∗ .

داریم: را زیر ویژگ حالت دو هر در
∀i ∈ I, λ(i∗, i) ̸= ٠ =⇒ λ(i∗, i) =

sign(xi − yi)

sign(x∗i − y∗i )
. (٢ . ١)

C دور از کمان ها همه که به گونه ای دارد وجود C دور ی ،i∗ ∈ I چون ،i ∈ I هر برای
به دارد وجود C = i٠.i١, . . . , ik−١i٠ ل ش به دور ی ر دی عبارت به هستند. (i∗, i) ل ش به
چون حال . شده اند) حساب k مدول به اندیس ها )i∗

l+١ = il داریم l ∈ [k] هر برای  طوری که
C چون م شود. تناقص در گزاره فرض با بنابراین دارند، صفر علامت دور کمان ها ی بعض

ندارد. صفر علامت
م کنیم تعریف زیر ل ش به را C از σ علامت (٢ . ١) رابطه از

σ =
sign(xi١ − yi١)
sign(xi٠ − yi٠)

sign(xi٢ − yi٢)
sign(xi١ − yi١)

. . .
sign(xik−١ − yik−١)
sign(xik−٢ − yik−٢)

sign(xi٠ − yi٠)
sign(xik−١ − yik−١)

= ١

است. ثابت م ح و باطل خلف فرض پس است. تناقض در فرض با و م شود نامنف دور که
مستقل مجموعه هر برای باشد. علامت دار جهت دار گراف ی D کنیم فرض .٢ . ٢ . ١ قضیه
این از م باشد. Z ⊆ Fix(f) که طوری به f ∈ F (D, s) دارد وجود ،G(D, s) حدس گراف از Z

داریم: را زیر رابطه رو
g(D, s) = logs α(G(D, s))

.
در مستقل مجموعه ی باید f تابع ثابت نقاط مجموعه ی ، حدس گراف تعریف با ابتدا برهان.
برعکس، است. برقرار g(D, s) ≤ logs α(G(D, s)) رابطه رو این از دهند. یل تش حدس گراف
،x ∈ [s]n همه برای باشد. G(D, s) حدس گراف از ناته مستقل مجموعه ی Z کنید فرض

م دهیم قرار
Z(x, i) = {z : z ∈ Z, x ≤i z},

جایی که f : [s]n −→ [s]n م کنیم تعریف و
∀i ∈ [n], ∀x ∈ [s]n, fi(x) = min({zi : z ∈ Z(x, i)} ∪ {max({zi : z ∈ Z})}).

ترتیب با نوا ی fi تابع رو این از .fi(x) ≤ fi(y) بنابراین Z(y, i) ⊆ Z(x, i) آن گاه ،x ≤i y اگر
اگر حال .fi(z) ≤ zi داریم z ∈ Z(z, i) چون و z ∈ Z کنید فرض است. f ∈ F (D, s) و ،≤i

داریم بنابراین م باشد. fi(z) = yi < zi به طوری که دارد وجود y ∈ Z(z, i) آن گاه ،fi(z) ̸= zi



١٩ حدس گراف های پایه بر بول ه های شب ثابت نقاط تعداد برای کران هایی
وجود z و y بین یال ی G(D, s) حدس گراف در ٢ . ٢ . ١ گزاره مطابق اما .zi > yi و z ≤i y

z ∈ Z همه برای یعن است. تناقض ی که نیست، مستقل مجموعه ی Z بنابراین دارد،
م باشد. f(z) = z ،i ∈ [n] همه برای همچنین و .fi(z) = zi

دارد. مؤثری نقش حدس گراف مفهوم از استفاده با حدس عدد تعیین در زیر نکات
این است. g(D,S) = n آن گاه باشد، رأس هر روی نامنف طوقه ی دارای D گراف اگر •

است. شده نتیجه fi(x) = xi همان تابع وسیله به رابطه
است. g(D, s) = ٠ آن گاه نباشد، نامنف دورهای شامل D گراف اگر •

به دست آمده است. n مدول به fi(x) = xi−١ تابع با که g(D, s) = ١ داریم c+n برای •
داریم: حدس گراف روی را زیر تفسیرهای علامت دار، جهت دار گراف های از استفاده با

مرج در شده معرف علامت بدون جهت دار گراف های در حدس گراف برای تعاریف .١
است. سازگار [٢٢]

علامت بدون جهت دار گراف ی D٠ گراف و علامت دار جهت دار گراف ی D گراف اگر .٢
حدس گراف آن گاه باشند، داشته D گراف مانند کمان هایی و باشند سان ی رئوس با

کردن اضافه این بر علاوه است. G(D, s) حدس گراف از پوشا گراف زیر ی G(D٠, s)
م دهد. کاهش را ثابت نقاط تعداد فقط جهت دار گراف به علامت ها

کردن اضافه با D′ گراف و باشد طوقه بدون علامت دار جهت دار گراف ی D گراف اگر .٣
.G(D, s) = G(D′, s) آن گاه به دست آید، D گراف رئوس بعض روی منف طوقه ی
ندارد. ثابت نقاط مجموعه بر تأثیری رأس ی روی طوقه ی کردن اضافه این بر علاوه

بر بول ه های شب ثابت نقاط تعداد برای کران هایی ٢ . ٣
حدس گراف های پایه

نتیجه را g(D, s) دودویی حدس عدد روی کران هایی ، حدس گراف پایه بر بخش این در
گرفت. خواهیم

λ(j, i) = ١ و xj ̸= xi اگر باشد. x ∈ [٢]n و [n] روی جهت دارعلامت دار گراف ی D کنید فرض
است. ٨ خنث -x D گراف خود واق در و D گراف از (j, i) کمان λ(j, i) = −١ و xj = xi یا
طوری به م دهیم نمایش N(I, x) نماد با را i ∈ N(I) \ I رئوس مجموعه I ⊆ [n] کنید فرض
سپس باشد، علامت بدون D گراف اگر هستند. خنث −x ،I به i رأس از کمان ها همه  که

باشد. مستقل مجموعه ی I اگر فقط و اگر است خنث −x ،D[I] و N(I, x) = ٠
٨x-frustrate



علامت دار جهت دار گراف های برای حدس گراف های ٢٠
است: زیر ل ش به G(D,٢) حدس گراف در x رأس ی درجه .٢ . ٣ . ١ گزاره

d(x) =
∑
I⊆[n]

است x,D[I]−خنث

(−١)|I|−١٢n−|N(I)∪I|+|N(I,x)|

داریم: طرد و شمول اصل بنابر برهان.

d(x) = |E(G(D,٢)) ∪ {x}| =

∣∣∣∣∣∣
∪
i∈[n]

Ei(D,٢) ∩ {x}

∣∣∣∣∣∣ =
∑
I∈[n]

(−١)|I|−١|EI(D,٢) ∩ {x}|

م کنیم. تعیین I ⊆ [n] هر برای |EI(D,٢)∩x| فقط رو این از و EI(D,٢) = ∩i∈IEi(D,٢) که
و y ≤i x یا xi > yi و x ≤i y باشیم داشته i ∈ I هر برای اگر فقط و اگر xy ∈ E(D,٢) حال
فرض باشد. i ∈ I با D از کمان ی (j, i) همچنین و xy ∈ EI(D,٢) که کنید فرض .yi > xi

xj = آن گاه باشد xj ̸= yj اگر کنیم فرض خلف برهان به .λ(j, i) = −١ و xj = xi م کنیم
که ،yi > xi =⇒ yj > xj =⇒ y ≰i x و xi > yi =⇒ xj > yj =⇒ x ≰i y بنابراین xi ̸= yi = yj

بنابراین است. تناقض ی
xj = xiو λ(j, i) = −١ =⇒ xj = yj

که م کنیم ثابت مشابه طور به و
xj ̸= xiو λ(j, i) = ١ =⇒ xj = yj

داریم باشد، λ(j, i) = ٠ اگر حال .xj ̸= yj داریم ، است I مجموعه به متعلق i چون ،j ∈ I اگر
λ(j, i) ∈ {١−,١} بنابراین است. تناقض ی نمونه، دو هر در xj = yj رو این از y ≤i x یا x ≤i y

که کنید فرض است. خنث −x ی D[I] که گرفتیم نتیجه و است. خنث −x ی (j, i) و
i ∈ [n] هر برای و j ∈ N(I, x) بنابراین است خنث −x ی (j, i) آن گاه yj ̸= xj اگر .j /∈ I

هر در yi مؤلفه و ،i ∈ J = (N(I) \ I) \ N(I, x) اگر yi = xi داریم ،i ∈ I اگر yi ̸= xi داریم
.|EI(D,٢) ∩ x| = ٢n−|I|−|J | = ٢n−|N(I)∪I|+|N(I,x)| بنابراین است. آزاد نمونه

داریم

|Ei(D, s) ∩ {x}| = sn−di−١
(
(s− xi)

∏
j∈N+(i)\i

∏
j∈N−(i\i)

(s− xj + ١)

+ xi
∏

j∈N−(i\i)

(xj + ١) ∏
j∈N+(i\i)

(s− xj + ١)
)
,

ندارد. وجود s > ٢ برای d(x) از ساده عبارت بنابراین
بر علاوه است. کیل گراف نیست، منتظم که حدس گراف تنها علامت، بدون نمونه برخلاف
که علامت بدون جهت ار گراف های از حدس گراف برای [٢٢] مرج در تکنی ها بعض این،



٢١ حدس گراف های پایه بر بول ه های شب ثابت نقاط تعداد برای کران هایی
گرفت خواهیم نتیجه را حدس عدد روی پایین کران دو است. شده استفاده نیست گو پاس
n روی G جهت بدون گراف از استقلال عدد روی معروف پایین کران برای مبنایی دو هر که

.( [۴٩] مرج در توران٩ قضیه از نتیجه ی است( d میانگین درجه با رئوس

α(G) ≥ n

d+ ١
کران که حال در است، حدس گراف کل برای کران این از مستقیم کاربرد ی نخست، کران

است. حدس گراف از القاشده گراف زیر دوم،

داریم صورت این در باشد، علامت دار جهت دار گراف ی D کنید فرض .٢ . ٣ . ١ قضیه

g(D,٢) ≥ δ٠ +

(
log٢

۴
٣
)
δ± − log٢ n.

داریم قبل قضیه به بنا ،i ∈ [n] هر و x ∈ [٢]n هر برای برهان.

|Ei(D,٢) ∩ {x}| = ٢n−di−١+|N(i,x)|,

بنابراین

|Ei(D,٢)| = ١
٢
∑
x

|Ei(D,٢) ∩ {x}|

=
١
٢
∑
x

٢n−di−١+|N(i,x)|

= ٢n−di−٢ ∑
x

٢|N(i,x)|.

مجموعه ی تعریف بنا بر که کنیم توجه داریم.ابتدا ∑
x ٢N(I,X)| رابطه محاسبه به نیاز لذا

z ∈ [٢]N+(i)∪N−(i) داریم x هر برای به علاوه، نم باشد. N+(i)∪N−(i) از خارج x مقدار |N(i, x)|

به طوری که

zu =


xu + xi; u ∈ N+(i)

xu + xi + ١; u ∈ N−(i).

با z برای انتخاب
d+i + d−i

k

 چون م باشد. z در ی ها تعداد با برابر |N(i, x)| بنابراین

به طوری که دارد وجود x برای حالت 
d+i + d−i

k

٢n−d+i −d−i دارد. وجود ی تا k دقیقاً

٩Turan



علامت دار جهت دار گراف های برای حدس گراف های ٢٢
داریم رو این از ،|N(i, x)| = k

|Ei(D,٢)| = ٢n−di−٢٢n−d+i −d−i

d+i +d−i∑
k=٠

d+i + d−i

k

٢k

= ٢٢n−d٠
i−٢d+i −٢d−i −٢٣d+i +d−i

≤ ٢٢n−δ٣)٢−٠
۴
)δ±

بنابراین
d(G(D,٢)) = ٢|E(G(D,٢))|

٢n
=

٢| ∪i Ei(D,٢)|
٢n

≤
٢∑

i |Ei(D,٢)|
٢n

≤ n٢n−δ١−٠
(٣

۴
)δ±

α(G(D,٢)) ≥ ٢n

d(G(D,٢)) + ١ ≥ ٢n

n٢n−δ٠(٣۴)δ
±

= ٢δ٠
(۴

٣
)δ±

n−١,

g(D,٢) = log٢ α(G(D,٢)) ≥ δ٠ +

(
log٢

۴
٣
)
δ± − log٢ n.

و باشد داشته وجود D گراف در بیشتری کمان های که است تر کوچ موقع بالا کران
علامت بدون D٠ گراف اگر ویژه، به باشند. منف یا مثبت علامت دارای کمان ها همچنین

م دهد: نتیجه را زیر رابطه که ،δ± = ٠ و δ٠ = δ داریم آن گاه باشد،
g(D٠,٢) ≥ δ٠ − log٢ n

رابطه که δ± = δ و δ٠ = ٠ داریم آن گاه باشد، ناوابسته D± گراف اگر و ببینید) را [٢٢] مرج )
داریم: را زیر

g(D±,٢) ≥
(
log٢

۴
٣
)
δ± − log٢ n.

علامت دار منف یا مثبت کران ها بیشتر چون جهت دار، گراف های برای ٢ . ٣ . ١ قضیه کران
. کند پیدا بهبود م تواند شده اند،

رابطه ،δ ≥ ln(۴n)٢ ورودی درجه مینیمم با D جهت دارعلامت دار گراف هر برای .٢ . ٣ . ٢ قضیه
داریم: را زیر

g(D,٢) ≥ δ

٢ −

√
ln(۴n)δ

٢ .

به است x ∈ [٢]n حالت های انواع از T مجموعه ی استفاده ی برهان، اصل هدف برهان.
است شده القا T وسیله به که م باشد G(D,٢) حدس گراف از زیرگراف و وسیع T طوری که
،x ∈ [٢]n و i ∈ [n] هر برای .ϵ := ln(۴n)٢ م دهیم نشان است. حدس گراف های همه از جدا که

داریم:
|Ei(D,٢) ∩ {x}| = ٢n−di−١+|N(i,x)|.



٢٣ حدس گراف های پایه بر بول ه های شب ثابت نقاط تعداد برای کران هایی
کنید فرض i ∈ [n] هر برای

N±(i) := (N+(i) ∪N−(i)) \ {i}

d±i := |N±(i)|,

Ji := {w :

∣∣∣∣w −
d±i٢

∣∣∣∣ < √
ϵd±i }

Si(w) := {x ∈ [٢]n : |N(i, x)| = w},

Ti := ∪w∈JjSi(w) =

{
x ∈ [٢]n :

∣∣∣∣|Ni(i, x)| −
d±i٢

∣∣∣∣ < √
ϵd±i

}
,

T := ∩n
i=١Ti.

داریم است، وسیع T که م کنیم ثابت ابتدا
|Si(w)| = ٢n−d±i

d±i

w


|Ti| = ٢n

∑
w∈Jj

٢−d±i

d±i

w

 .

هافدینگ نابرابری با و ١٢ مطلوب احتمال با برنول ساختار تصادف متغیر عنوان به را xi هر
داریم یرید، ب نظر در [٢٨] مرج در

∑
w/∈Jj

٢−d±i

d±i

w

 = pr

∣∣∣∣∣∣
∑

j∈N±(i)

xj −
d±i٢

∣∣∣∣∣∣ ≥
√

ϵd±i ≤ ٢e−٢ϵ


بنابراین
|Ti| = ٢n

∑
w∈Jj

٢d±i

d±i

w

 ≥ (١ − ٢e−٢ϵ)٢n

م آوریم به دست را زیر رابطه Tn تا T١ از متمم ها روی واحد کران ی با
|T | ≥ (١ − ٢ne−٢ϵ)٢n = ٢n−١.

داریم م کنیم، محدود را T در x رأس درجه حال
d(x) ≤

n−١∑
i=٠

|Ei(D,٢) ∩ {x}|

≤ ٢n−١ n−١∑
i=٠

٢−di+
d±i٢ +

√
ϵd±i

≤ ٢n−١ n−١∑
i=٠

٢−di٢ +
√
ϵdi

≤ n٢n−١− δ٢+
√
ϵδ ,



علامت دار جهت دار گراف های برای حدس گراف های ٢۴
است. di = δ که م افتد اتفاق موقع جم عبارت ماکسیمال ،δ ≥ ϵ اگر

داریم صورت این در که م گیریم، نظر در را T در همبند مستقل مجموعه های آن گاه

α(G(D,٢)) ≥ |T |

n٢n−١− δ٢+
√
ϵδ+١

≥ ٢n−١
n٢n− δ٢+

√
ϵδ

= n٢ δ٢−
√
ϵδ−١

,

g(D,٢) ≥ δ

٢ −
√
ϵδ − log٢ n− ١.



٣ فصل
و خطا تصحیح کننده کد های

علامت دار ه های شب

علامت دار جهت دار گراف های روی ه ها شب ثابت نقاط بین متعدد رابطه هایی فصل این در
بیشتری کران های م کنیم. پیدا [٣١] مرج در نامتقارن خطاهای کننده تصحیح کدهای و
Fix(f) ثابت نقاط مجموعه  ویژگ های بررس به همچنین م آوریم. دست به  حدس عدد روی
م گیریم نظر در خاص فاصله ای ویژگ های با کد ی عنوان به و م پردازیم f ∈ F (D, s) برای
این براساس م کنیم. تعیین ماکسیمم اندازه با Fix(f) روی را کران هایی آن از استفاده با و
کدهای روی کران ها از استفاده با ثابت نقاط تعداد روی را قوی وپایین بالا کران های روابط،

م  آوریم. به دست ٣ . ٢ . ١ قضیه در نامتقارن خطاهای

خطا کننده تصحیح کدهای ٣ . ١
مینیمم فاصله C اصل پارامتر است. [s]n از مجموعه زیر ی n طول با C آرایه ای −s کد ی

م کنیم: تعریف زیر ل ش به که است

µmin(C) = min{µ(c, c′) : c, c′ ∈ C, c ̸= c′}



علامت دار ه های شب و خطا تصحیح کننده کد های ٢۶
یرید. ب نظر در را زیر فاصله تابع سه است. [s]n روی فاصله تابع µ  که

تعریف زیر به صورت همینگ فاصله .l(x, y) := |i : xi < yi| کنید فرض ،x, y ∈ [s]n هر برای
م شود:

dH(x, y) := L(x, y) + L(y, x)

م شود: تعریف زیر ل ش به فاصله ماکسیمم هستند. متفاوت x, y که حالت هایی تعداد یعن
dM (x, y) := max{L(x, y), L(y, x)},

داریم: را فاصله مینیمم همچنین و
dm(x, y) := min{L(x, y), L(y, x)}.

آگاه برای م باشند مند علاقه همینگ فاصله با خطا کننده تصحیح کد های به که خوانندگان
تصحیح برای ماکسیمم فاصله روی دودویی کدهای کنند. مراجعه [٣۴] مرج به بیشتر
مانند مثال عنوان به م نامند). نامتقارن متری (که است شده مطرح نامتقارن خطاهای
مینیمم ببینید. را [٣١] مرج کدها این روی مرور برای م دهد، رخ کانال −Z در که آن هایی
روی کران های است. کدگذاری تکنی های انواع از استفاده مان چون نیست، متری فاصله
م کنیم. تعیین همینگ فاصله کدهای با آن ها نسبت با را فاصله مینیمم دودویی کدهای
نشان Aµ(n, d, s) با را d فاصله µ مینیمم با n طول از آرایه ای −s کد ی از ماکسیمم اندازه

داریم را گیلبرت١ کران م دهیم.
AH(n, d,٢) ≥ ٢n

∑d−١
k=٠

n

k

 , (٣ . ١)

بسته بندی٢ گوی کران و
AH(n, d,٢) ≤ ٢n

∑⌊ d−١٢ ⌋
k=٠

n

k

 , (٣ . ٢)

حاصل بدیه حالت های در فقط s = ٢ برای که AH(n, d, s) ≤ sn−d+١ سینگلتون٣ کران و
بزرگتری بالای کران و نیست خوبی بسیار کران بسته بندی، گوی کران نسبت به و م شود
است). بهتر بزرگتر الفبای برای سینگلتون (کران دارد بسته بندی گوی کران از (نادقیق تر)
در وارشاموف۴ کران است. شده مطالعه دودویی نمونه فقط فاصله ماکسیمم با کدهای برای

١Gilbert
٢Sphere-packing
٣Singleton
۴Varshamov



٢٧ خطا کننده تصحیح کدهای
م دهد نتیجه را زیر رابطه [۵١] مرج

AM (n, d,٢) ≤ ٢n+١

∑d−١
j=٠

⌊n٢⌋
j

+

⌈n٢⌉
j

 . (٣ . ٣)

روی آمده به دست بالا کران های مشاهده برای نیست. شده شناخته کران بهترین این تاکنون
ببینید. را [٣١] مرج م توانید AM (n, d, s)

که وقت برای ول کرد مرتبط هم به را فاصله سه م توان روش ی به باشد کل s که حالت در
تعاریف های براساس (s ≥ ٢ همه برای را( رابطه اولین دارد. وجود ر دی روش دو است s = ٢

است: زیر ل ش به که کرد بررس م توان به سادگ فاصله  سه این بین آن ها
AM (n, d, s) ≤ AH(n,٢d, s) ≤ AM (n, d, s).

است. شده فرض [١٢] مرج در بوردن۵ کران با دوم رابطه ،(s = ٢) دودویی حالت در
AM (n, d,٢) ≤ dAH(n,٢d− ١,٢).

فاصله به فاصله مینیمم و فاصله ماکسیمم کردن مرتبط برای سوم راه دودویی، حالت در
وزن کنید فرض ،x ∈ [s]n هر برای است. ثابت وزن با کدهای از استفاده طریق از همینگ
وزن با حالت ها تمام ٠ ≤ w ≤ n(s − ١), وزن هر برای .( N در ) W (x) :=

∑n−١
i=٠ xi که x

وزن با دودویی کد ی م کنیم. مشخص .B(n,w, s) := {x ∈ [s]n : W (x) = w} با را w

وزن دارای C در واژه ها کد همه است که [٢]n از مجموعه زیر ی w وزن و n طول از C ثابت
با را d مینیمم فاصله و w وزن ،n طول از ثابت وزن با کدهای تعداد ماکسیمم هستند. w

وزن با کدهای تئوریشان، اهمیت و وسیع کاربردهای دلیل به م دهیم. نشان AH(n, d, w,٢)
را [١۴] و [١٣] ،[١] مراج نمونه برای شده است. گرفته قرار مطالعه مورد کامل، طور به ثابت

کرد. خواهیم استفاده [؟] مرج در و۶−الیاس٧ باسالی کران از به ویژه ببینید.

AH(n, d, w,٢) ≥

n

d


٢n

AH(n, d,٢). (۴ . ٣)
م آوریم به دست مساوی، وزن با x, y ∈ [٢]n همه برای ،٢dm(x, y) = dH(x, y) چون

Am(n, d٫٢) ≥ AH(n,٢d, ⌊n٢⌋,٢).
زده تخمین [٣۴] مرج در که است، دوجمله ای ضرایب شامل حدس عدد روی کران ها

با را دودویی آنتروپی تابع شده  است.
H(p) := −p log٢ p− (١ − p) log١)٢ − p)

۵Borden
۶Bassaligo
٧Elias



علامت دار ه های شب و خطا تصحیح کننده کد های ٢٨
سپس م کنیم. مشخص p ∈ [٠, ١] برای

٢nH(λ)√٨nλ(١ − λ)
≤

 n

λn

 ≤ ٢nH(λ)√٢πnλ(١ − λ)
(۵ . ٣)

٢nH(µ)√٨nµ(١ − µ)
≤

µn∑
k=٠

n

k

 ≤ ٢nH(µ), (۶ . ٣)

به ویژه .٠ ≤ µn ≤ n٢ صحیح، عدد ی µn و ٠ ≤ λn ≤ n صحیح، عدد ی λn جایی که n

⌊n٢⌋

 ≥ ٢n−١
√٢n . (٣ . ٧)

است: زیر صورت به که داریم، را کردیم تعریف تاکنون که کمیت هایی روی جم بندی ی حال
در باشد، d فاصله µ مینیمم با n طول از آرایه ای −s کد ی Aµ(n, d, s) کنید فرض .٣ . ١ . ١ لم

داریم: صورت این
١

٢√٢nAH(n,٢d,٢) ≤ AH

(
n,٢d, ⌊n٢⌋

)
≤ Am(n, d,٢) ≤ AH(n,٢d,٢)

≤ AM (n, d,٢) ≤ dAH(n,٢d− ١,٢).

جهت دار گراف های حدس عدد برای کران هایی ٣ . ٢
ی Fix(f) اگر حال ،f ∈ F (D, s) هر و D علامت دار جهت دار گراف هر برای .٣ . ٢ . ١ قضیه

داریم: آن گاه باشد، γ+ حداقل همینگ مینیمم فاصله با n طول از کد
g(D, s) ≤ logsAH(n, γ+, s).

داریم D− منف جهت دار گراف هر برای براین، علاوه
g(D−, s) ≤ logsAm(n,

γ+

٢ , s),

داریم ،D+ مثبت جهت دار گراف هر برای و
g(D+, s) ≤ logsAM (n, γ+, s).

م باشد. ٢ . ٢ . ٢ گزاره اثبات در شده گفته کار به تکنی های و بحث پایه ی بر برهان برهان.
I = {i|xi ̸= yi} کنید فرض آن گاه باشند، G(D, s) حدس گراف در مجاور غیر و مجزا y و x اگر
رر، م کاربرد با دارد. وجود j ∈ I ∩N(i) رو این از ،xN(i) ̸= yN(i) داریم i ∈ I هر برای باشد.
دور این آوریم. م به دست را است I با شده القا که جهت دار گراف در دور ی به متعلق i



٢٩ جهت دار گراف های حدس عدد برای کران هایی
با همزمان صورت به xi > yi و xi < yi حالت دو اینصورت، غیر در چون باشد، نامنف باید
جهت دار گراف ی D+ اگر براین علاوه م باشد. dH(x, y) ≥ γ+ بنابراین م افتد. اتفاق هم
L(x, y) ≥ γ+ بنابراین است. xk < yk ،I در رئوس همه روی آن گاه xi باشد، < yi و مثبت
dM (x, y) ≥ γ+ حالت هر در ،L(x, y) ≥ γ+ داریم آن گاه ،xi > yi دهیم قرار اگر م باشد.

یعن باشد. نامنف باید دور آن گاه باشد، منف جهت دار گراف ی D− اگر همچنین است.
بنابراین م کند. تغییر دور روی xk − yk علامت که م بینیم و باشد داشته زوج طول باید

.dm(x, y) ≥ γ+

٢

جهت دار گراف D کنید فرض .( حدس عدد برای بندی بسته گوی کران ) .٣ . ٢ . ١ نتیجه
داریم: آن گاه باشد، t := ١

n⌊
γ+−١٢ ⌋ و علامت دار

g(D,٢) ≤ n− log٢
∑n

s


≤ n− nH(t) +

١
٢ log٢ n+

١
٢ log٨)٢t(١ − t)).

داریم: باشد، علامت دار جهت دار گراف ی D کنید فرض .٣ . ٢ . ٢ قضیه
ϕ := max١≤i≤nmin

{
n− d٠

i + ١
٢ , n− d٠

i − d−i + ١, n− d٠
i − d+i + ١

}
f ∈ F (D, s) تعدادی از ثابت نقاط از مجموعه زیر ی ϕ حداقل فاصله کمترین مینیمم با کد هر

بنابراین است.
g(D, s) ≥ logsAm(n, ϕ, s),

به ویژه و
g(D,٢) ≥ log٢ Am(n, ϕ,٢) ≥ log٢ AH(n,٢ϕ, ⌊n٢⌋,٢).

و x ≤i y م گوییم صورت این در باشد، xy ∈ Ei(D, s) ،i بعض برای که کنید فرض برهان.
رو این از .xN٠(i) = yN٠(i) داریم همچنین .xi > yi

٢dm(x, y) ≤ dH(x, y) ≤ n− d٠
i .

است: برقرار زیر رابطه ،j ∈ N٠(i) ∪N+(i) هر برای xj ≤ yj چون حال
dm(x, y) ≤ L(y, x) ≤ n− d٠

i − d+i ,

به طور مشابه و
dm(x, y) ≤ n− d٠

i − d−i .

با کد هر بنابراین م دهد. نتیجه را dm(x, y) < ϕ رابطه هم روی حالت سه این از اجتماع
م دهد. یل تش را G(D, s) مستقل مجموعه ی ϕ حداقل فاصله کمترین مینیمم



علامت دار ه های شب و خطا تصحیح کننده کد های ٣٠
به دست g(D,٢) روی ری دی پایین کران گیلبرت، کران و و−الیاس باسالی کران ترکیب با

است. بزرگتر ورودی درجه مینیمم با گراف هایی برای بهتری کران معمولا که م آوریم
علامت دار جهت دار گراف ی D کنیم فرض .( حدس عدد برای گیلبرت کران ) .٣ . ٢ . ٢ نتیجه

داریم: صورت این در باشد،

g(D,٢) ≥ log٢
 n

⌊n٢⌋

− log٢
٢ϕ−١∑
k=٠

n

k


≥ n− nH

(
min

{٢ϕ− ١
٢ ,

١
٢
})

− ١
٢ log٢ n− ٣

٢ .

گراف های برای م رسانیم. پایان به حدس عدد مورد در باز سؤال ی با را فصل این
صحبت بیشتر آن مورد در آینده در دارد( وجود همیشه حدس عدد حد علامت، بدون جهت دار

م ماند. باق باز علامت دار جهت دار گراف های برای سؤال این که چند هر کرد). خواهیم



۴ فصل
روی شده تعریف توابع ثابت نقاط

علامت دار خوشه های

دقیق تری کران هایی م  پردازیم. علامت دار خوشه های از حدس عدد بررس به فصل این در
صورت چه به که را توابع رایی هم همچنین و م آوریم دست  به منف و مثبت توابع روی

م دهیم. قرار بررس مورد است،

منف و مثبت توابع روی دقیق تر کران های ١ . ۴
طور به آنها علامت دار بر هم کنش گراف های که م پردازیم توابع ثابت نقاط به فصل این در
( منف (تابع منف یا مثبت) (تابع مثبت آن ها کمان های و علامت اند دارای کامل و سان ی
نظر در طوقه بدون را جهت دار گراف های بالا های بیانیه نمایش برای شده اند. علامت دار
خوشه و مثبت خوشه به ترتیب که K−

n و K+
n حدس اعداد به فصل این در رو این از م گیریم.

م توان راحت به را آن ها با متناظر حدس گراف های که م پردازیم م باشد، رأس n روی منف
کرد. تعیین

n روی منف خوشه ی K−
n و باشد حدس گراف ی G(K−

n , s) کنیم فرض .١ .١ . ١ . ۴ لم



علامت دار خوشه های روی شده تعریف توابع ثابت نقاط ٣٢
داریم: صورت این در باشد، رأس

E(G(K−
n , s)) = {xy : x ≤ y یا y ≤ x} = {xy : dm(x, y) = ٠}.

داریم: K+
n خوشه ی برای .٢

E(G(K+
n , s)) = {xy : L(x, y) = ١ یا L(y, x) = ١}

اگر تنها و اگر است حدس گراف در یال ی xy که م کنیم فرض ،K−
n برای ابتدا برهان.

همچنین و حدس گراف یال های تعریف طبق و xi < yi طوری که به  باشد داشته وجود i

یا ) x ≤ y با است معادل که عکس) بر یا ) j ̸= i هر برای xj ≤ yj داریم ۶ . ٢ . ١ رابطه تعریف
i ی اگر تنها و اگر است حدس گراف در یال ی xy که م کنیم فرض K+

n برای . (y ≤ x

تعریف همچنین و حدس گراف یال های تعریف طبق و xi < yi به طوری که باشد داشته وجود
یا ) L(x, y) = ١ با است معادل که عکس) بر یا ) j ̸= i هر برای xj ≥ yj داریم ۶ . ٢ . ١ رابطه

.(L(y, x) = ١
داریم: ،K−

n منف خوشه ی برای .١ . ١ . ۴ گزاره
g(K−

n , s) = logs

∣∣∣∣B(
n,

⌊
n(s− ١)

٢
⌋
, s

)∣∣∣∣ ,
به ویژه و

g(K−
n ,٢) = log٢

 n

⌊n٢⌋

 ≥ n− ١
٢ log٢ n− ٣

٢ ,

lim
s→∞

g(K−
n , s) = sups≥٢g(K−

n , s) = n− ١ = K+.

است. ناپذیر قیاس حالت های از مجموعه ی f ∈ F (K−
n , s) ثابت نقاط از مجموعه ی برهان.

علیه های مقسوم از ای ه شب با ریخت ی رابطه، این .≤ جزئ مرتب مطابق پاد زنجیر ی یعن
B(n, n(s−١)٢ , s) پاد زنجیر، بزرگترین بنابراین است. اول عدد امین i ،Pi که N = (p١p٢ . . . pn)
هر به سپس و شده است گذاری نام s = ٢ برای اسپرنر١ قضیه عنوان تحت نتیجه ی است.
[٩] مرج از دوجمله ای ضریب روی کران همچنین است. شده داده توسعه [١۶] درمرج s

داشتیم: رابطه این در که صورت این به آمده است. به دست n

⌊n٢⌋

 ≥ ٢n−١
√٢n

داریم: ذاری جای با حال

g(K−
n ,٢) = log٢

 n

⌊n٢⌋

 ≥ log٢(
٢n−١
√٢n )

١Sperner’s theorem



٣٣ منف و مثبت توابع روی دقیق تر کران های
یعن م دهد. ما به را نظر مورد کران محاسبات، انجام با که

g(K−
n ,٢) = log٢

 n

⌊n٢⌋

 ≥ n− ١
٢ log٢ n− ٣

٢
رو این از م گیرد را n(s− ١) و صفر بین مقداری W (x) که م کنیم مشاهده حد، برای

max٠≤w≤n(s−١)|B(n,w, s)| ≥ sn

n(s− ١) + ١
logsmaxw|B(n,w, s)| ≥ n− ١ − o(١),

است. g(K−
n , s) ≤ K+ = n− ١ که در حال

نشده است. شناخته هنوز آن استقلال عدد اما م شود تعیین راحت به K+
n از حدس گراف

م دهند نتیجه را زیر رابطه ١ . ١ در حدس عدد روی n⌋کران ها
٢
⌋
≤ g(K+

n , s) ≤ n− ١. (١ . ۴)
م گیریم. نظر در را دودویی نمونه ابتدا کرد. خواهیم کران ها آن روی معتبری اثبات های

است زیر ل ش به K+
n از دودویی حدس عدد .١ . ٢ . ۴ گزاره

n− ٣
٢ log٢ n− ٣

٢ ≤ g(K+
n ,٢) ≤ n− log٢(n+ ٢) + ١.

جایی که م دهد نتیجه را زیر رابطه ٣ . ٢ . ٢ قضیه پایین، کران برای برهان.

g(K+
n ,٢) ≥ logAH

(
n,۴, ⌊n٢⌋

,٢) ≥ log٢
 n

⌊n٢⌋

− log٢ n ≥ n− ٣
٢ log٢ n− ٣

٢ ,

گزاره برهان با که م آید، به دست   ٢ . ٢ . ١ قضیه و [٢۶] مرج در ساختار از دوم نامساوی  که
(٣ . ٣) رابطه در ورشاموف کران و ٣ . ٢ . ١ قضیه بالا کران از استفاده با م دهیم. تطبیق ١ . ٣ . ۴

داریم:
g(K+

n ٢) ≤ log٢ AM (n, n,٢) ≤ log٢
٢n+١
n+ ٢ .

م کنیم. بررس را کل الفبای حال
داریم: ،K+

n رأس n روی مثبت خوشه ی برای .١ . ٣ . ۴ گزاره
g(K+

n , s) = ١ ∀s ≥ ٢
g(K+

n , s) = logs

(⌊٣(s− ١)
٢

⌋
+ ١

)
∀s ≥ ٢,

lim
s→∞

g(K+٣ , s) = inf
s≥٢ g(K

+٣ , s) = ١,
lim
s→∞

g(K+۴ , s) = ٢,



علامت دار خوشه های روی شده تعریف توابع ثابت نقاط ٣۴
n ≥ ۴ هر برای و

n− ٣ ≤ lim
s→∞

sup g(K+
n , s) ≤ n− ٢.

عدد ی است، مثبت دور ی K+٢ چون .g(K+
n , s) ≤ n− ١ داریم s و n هر برای ابتدا برهان.

فرض و نیستند مجاور حدس گراف در y و x کنید فرض ، K+
n برای داریم. ١ فصل از حدس

واق در .W (y) ≥ W (x) + ٢ و x ≤ y که م کنیم ادعا سپس باشد. W (x) ≤ W (y) که کنید
آن ها چون و xi < yi داریم دارد، بالاتری وزن y چون م دهیم. نشان k و j ،i با را مختصات
.xk < yk باشیم داشته باید همسای بدون همچنین و .xj < yj داریم نیستند غیرمجاور
است. ⌊٣(s−١)٢ )⌋+ ١ حداکثر طول با زنجیر ی حدس گراف در مستقل مجموعه هر بنابراین
و c٠ = (٠, ٠, ٠) کنید فرض است. بازگشت صورت به زیر نامتناه زنجیر ساختار برعکس،

،k ≥ ٠ هر برای

ck+١ = ck +


(١, ٠, ٠); k ≡ ٠ (mod٣)
(٠, ١, ١); k ≡ ١ (mod٣)
(١, ٠, ١); k ≡ ٢ (mod٣)

م کنیم شروع را دنباله

c٠ = (٠, ٠, ٠), c١ = (١, ١, ٠), c٢ = (١,٢, ١), c٣ = (٢,٢,٢), c۴ = (٣,٣,٢), . . . .

،k < l هر برای و [s]٣ به متعلق دنباله در ⌊٣(s−١)٢ ⌋+ ١ عبارت ابتدا که م کنیم چ راحت به
حدس گراف در مستقل مجموعه ی عبارت ها این بنابراین، .L(cl, ck) = ٠ و L(ck, cl) ≥ ٢

م دهند. یل تش G(K+٣ , s)

بالا کران حد حال داریم. را g(K+۴ , s) ≥ ٢ ،s ≥ ٢ هر برای و (١ . ۴) در پایین کران ،K+۴ برای
ثابت نقاط از مجموعه بزرگترین C کنید فرض م کنیم. اثبات lim sups→∞ g(K+

n , s) روی را
w وزن با C در کدواژه ها از مجموعه ای Cw که کنید فرض و باشد K+

n (n ≥ ۴) روی ه شب ی
این از و دارند مساوی وزن آن ها چون .L(x, y) > ٠ داریم باشند، متمایز x, y ∈ Cw اگر باشد.
نتیجه را dH(x, y) ≥ ۴ که L(x, y) ≥ ٢ مشابه، طور به م باشد. C به متعلق K(x, y) ≥ ٢ رو

داریم: را زیر رابطه ی و |Cw| ≤ sn−٣ رابطه ي سینگلتون، کران با م دهد.

g(K+
n , s) = logs{(n(s− ١) + ١)sn − ٣} = n− ٢ + o(١).

م کنیم. ثابت را است رأس n روی مثبت خوشه که K+
n حدس عدد حد روی پایین کران حال

م کنیم: تعریف زیر مانند را Cm ⊆ [s]n کد ،m = (m٠,m١,m٢) ∈ N٣ هر برای

Cm = {x ∈ [s]n : W٠(x) = m٠,W١(x) = m١,W٢(x) = m٢},



٣۵ منف و مثبت توابع روی دقیق تر کران های
که

W٠(x) :=
n−١∑
i=٠

xi = W (x),

W١(x) :=
n−١∑
i=٠

ixi,

W٢(x) :=
n−١∑
i=٠

i٢xi.

از مستقل مجموعه ی Cm رو این از و dm(x, y) ≥ ٢ ،x, y ∈ Cm هر برای که م کنیم ادعا
،L(x, y) = ١ کنید فرض .dm(x, y) ≥ ١ داریم ،w(x) = w(y) چون ابتدا، است. حدس گراف

.xb > yb داریم ،b ∈ B ⊆ [n] \ {j} برای و yj > xj خاص، j ی برای یعن
در باشد، Xb := xb − yb > ٠ و Yj := yj − xj > ٠ کنید فرض ، مشخص نماد های از استفاده با

داریم: صورت، این
∑
b∈B

Xb = Yj ,

∑
b∈B

bXb = jYj ,

∑
b∈B

b٢Xb = j٢Yj ,

هر برای چون باشد. ∑
b∈B(b − j + ٢(١Xb = Yj و ∑

b∈B(b − j + ١)Xb = Yj کنید فرض و
جایی که ،X̂c := Xb و c = b− j + ١, C = B − j + ١ داریم b ∈ B

∑
c∈C

X̂c =
∑
c∈C

cX̂c =
∑
c∈C

C٢X̂c = Yj .

٠ =
∑

c∈C(C
٢ − C)X̂c ≥ رابطه آن گاه ،d ∈ C \ {٠} اگر همچنین .١ /∈ C داریم ،j /∈ B چون
است. تناقض که ،∑c∈C cX̂c = ٠ < Yj و C = {٠} بنابراین است. برقرار X̂d > ٠

داریم آن گاه ،٠ ≤ Wi(x) ≤ ni+١(s− ١) ،٠ ≤ i ≤ ٢ و x ∈ [s]n هر برای حال
max
m

|Cm| ≥ sn{(n(s− ١) + ١) + ١(n٢(s− ١) + ١)(n٣(s− ١) + ١−{(١,

logs g(K
+
n , s) ≥ n− ٣ − o(١).

.

حدس عدد حد ،D٠ علامت بدون جهت دار گراف ی برای که م کنیم یاد آوری ابتدا،
است. آن سوپریمم

lim
s→∞

g(D٠, s) = sups≥٢g(D٠, s) = H(D٠).



علامت دار خوشه های روی شده تعریف توابع ثابت نقاط ٣۶
مثال ی K+٣ که هرچند است. [۴٣] و [۴٢] مراج در جهت دار گراف آنتروپی به معروف که

برای است، عکس کاملا است که
g(K+٣ , s) > lim

s→∞
g(K+٣ , s) ∀s ≥ ٣.

علامت بدون گراف های در که را رفتارهایی برخ علامت دار، جهت دار گراف های حدس عدد
ی شبیه رفتاری K−

n منف خوشه که است توجه جالب دهند. نشان م تواند را نم شود دیده
نتایج بعض دوماً، است. آن سوپریمم ، حدس عدد حد واق در چون دارد علامت بدون گراف
عکس این که دارد ثابت نقاط از بسیاری تولید به تمایل که م کند اشاره نامنف دورهای به

نامنف بعد به وابسته مستقیم طور به که است ٣ . ٢ . ١ قضیه در حدس عدد روی بالا کران
طوری به باشند علامت دار جهت دار گراف دو D٢ = K−

n و D١ = K+
n+١ کنید فرض م باشد.

دارد. بالاتری حدس عدد D٢ حال که در  دارد D٢ از بیشتری مجزای نامنف دورهای D١ که
برخلاف این که نیست مجزا نامنف دورهای تعداد از افزایش تابع ی حدس عدد این بر علاوه
ثابت نقاط تعداد روی [۶] مرج در نتیجه بازتاب نحوی به و است بالا در شده ذکر رایج نظریه
fi(x) موضع جدید تابع هر که هستند بول ه های شب ه ها، شب این است. رابط ه های شب
که م کند مشخص (j, i) کمان روی منف یا مثبت علامت است. کلمه ها از پیوستگ ی
رابط ه شب از ثابت نقاط حداکثر که شده است داده نشان [۶] مرج در است. ¬xj یا xj کلمه
م آید دست به مثلث ها از مجزا اجتماع ی از استفاده  با بر هم کنش گراف در طوقه بدون
ثابت نقاط تعداد رساندن حداکثر به این بر علاوه شده اند. علامت دار منف کمان ها، همه که

ی با را بخش این م باشد. مجزا مثبت دورهای رساندن حداکثر به خلاف بر رابط نمونه در
برای lims→∞ g(D, s) حد م کنیم. تمام ۶ گزاره در گسترده اف ش به توجه با معمول سؤال

چیست؟ باشد داشته وجود اگر n ≥ ۵

منف و مثبت توابع برای رایی هم ٢ . ۴
ه های شب مورد در کدگذاری نظریه و حدس گراف های روی ترکیبی رد عمل بخش دراین
اوقات گاه است توجه قابل نم گیریم. نظر در را ثابت نقاط از فرض مجموعه ای ی با اصل
قابل راحت به که م کند تصدیق f ∈ F (D, s) ه شب را S ⊆ [s]n ثابت نقاط از فرض مجموعه
S به را هم واقعاً ه شب آیا که است این کنیم مطالعه باید که اصل ویژگ . است تحلیل و تجزیه
ابتدا باشد. fk(x) ∈ S به طوری که دارد وجود k مثبت صحیح عدد ی x هر برای یعن است
ه های شب برای ماکسیمال اندازه با ثابت نقاط از مجموعه ی به رایی هم که م کنیم ثابت

نم افتد. اتفاق هرگز F (K−
n , s)

F (K−
n , s) در تابع ثابت نقاط مجموعه B(n,w, s) ،٠ ≤ w ≤ n(s − ١) هر برای .٢ . ١ . ۴ گزاره



٣٧ منف و مثبت توابع برای رایی هم
م شود: تعریف زیر روابط با

fi(x) = S

w −
∑
j ̸=i

xj

 ,

م شود تعریف [s] به Z از تابع ی ٢S که

S(a) :=


٠; a < ٠,
a; ٠ ≤ a ≤≤ s− ١,
s− ١; a > s− ١.

نیست. s−١ ≤ w ≤ (n−١)(s−١) هر برای B(n,w, s) به را هم F (K−
n , s) در تابع هیچ هرچند،

B(n, ⌊n(s−١)٢ ⌋, s) ثابت نقاط از بزرگتر مجموعه ای به را هم تابع هیچ n ≤ ٢ برای به ویژه
نیست.

باشیم داشته ،i هر برای اگر فقط و اگر است x = f(x) داریم بالا شده تعریف تابع برای برهان.
جایی که ،f ∈ F (K−

n , s) کنیم فرض حال .W (x) = w با است معادل که ،xi = w −
∑

j ̸=i xj

که i و x هر برای را f(٠, . . . , ٠) آن گاه است.  B(n,w, s) به را هم s− ١ ≤ w ≤ (n− ١)(s− ١)
وجود x ∈ B(n,w, s) حالت ی همیشه چون م گیریم. نظر در را باشد fi(x) ≤ fi(٠, . . . , ٠)
.fi(٠, . . . , ٠) = s − ١ باشیم داشته باید i هر برای حال است. xi = s − ١ به طوری که دارد
حالت دو این که داریم را ،f(s− ١, . . . , s− ١) = (٠, . . . , ٠) رابطه ی به طور مشابه همچنین و

م دهند. را مجانبی دور ی یل تش
دودویی نمونه در نیستیم. ثابت نقاط از ماکسیمم مجموعه توضیح به قادر ،K+

n برای
شد. خواهد مطلوب حالت به نزدی ثابت وزن با بهینه کد ی که دیدیم

٢Saturation





۵ فصل
در آمده به دست کران ها ی مقایسه

قبل بخش های

هر م پردازیم. گرفتیم، نتیجه قبل فصل های در که متفاوت کران های مقایسه به فصل این در
از مختلف پارامترهای به وابسته که قبل فصل های در آمده به  دست کران های مقایسه ی چند
برای آن ها از بعض اینکه وجود با است. ل مش م باشد، الفبا اندازه روی و گراف جهت دار
نتایج چون گرفت. خواهیم نظر در را s = ٢ فقط هستند، معتبر علامت دار جهت دار کلاس های
فاصله های بین زیادی رابطه های اینجا در همچنین و باشد معتبر بول ه های شب برای باید
چون هستند، خاص حالت های مهمترین D+ مثبت جهت دار گراف های فقط که داریم متفاوت
به را آن ها مجانبی رفتار متفاوت، کران های مقایسه برای م دهند. ما به را بهتری کران های
منظور این برای است. [٣۴] مرج در کدگذرای نظریه در رایج تکنی این برد. خواهیم کار
(µ ∈ {dH , dm, dM} فاصله (برای dn فاصله حداقل و n طول از C دودویی کدهای از دنباله ی
تعریف زیر ل ش به را مجانبی مفهوم م کنیم. بررس را |Cn| = Aµ(n, dn,٢) طوری که به

م کنیم:
d̄ := lim

n→∞

dn
n
,

Āµ(d̄) := lim
n→∞

sup
log٢ Aµ(n, nd̄,٢)

n
.



قبل بخش های در آمده به دست کران ها ی مقایسه ۴٠
م کند، رفتار d̄ از تابع ی مانند Āµ مجانبی نرخ چطور این که بررس به اینجا در همچنین و
چند ضرایب جم های روی تخمین و (٣ . ١) در گیلبرت کران مثال، عنوان به م پردازیم.

م دهند: نتیجه را زیر رابطه ی (۶ . ٣) در جمله ای

ĀH(d̄) ≥ ١ −H(d̄)

زیر صورت به را سینگلتون کران ر، دی سوی از است. شده شناخته مجانبی کران بهترین که
داریم:

ĀH(d̄) ≤ d̄

شده است: تعریف زیر در خوبی به ٣ . ٢ رابطه در بسته بندی گوی کران مجانبی نسخه و

ĀH(d̄) ≤ ١ −H(
d̄

٢)

معروف کران عوض در نیست. خوبی مجانبی بالای کران لزوماً بسته بندی، گوی کران که
م دهد: نتیجه را زیر رابطه ١MRRW

ĀH(d̄) ≤ MRRW (d̄),

که
MRRW (d̄) = min٠<µ≤٢−١d̄{١ + h(u٢)− h(u٢ + ٢d̄u + ٢d̄)}

h(x) = H

( ١
٢ − ١

٢
√١ − x

)
٠ < u ≤ ١ − ٢d̄ ≤ ٠ چون حال .١ − ٢d̄ ≤ ٠ داریم و ٢d̄ ≥ ١ آن گاه باشد، d̄ ≥ ١٢ اگر به ویژه،
است. h(u٢ = ٠) = H( ١٢ − ١٢

√١ − u٢) = H(٠) = ٠ و u = ٠ که م گیریم نتیجه م باشد،
است. h(٢d̄) = H( ١٢ − ١٢

√١ − ٢d̄) = H( ١٢) لذا م باشد، h(u٢ − ٢du + ٢d̄) = h(٢d̄) چون
فاصله های روی نتایج است. MRRW (d̄) = ٠ کران تعریف، به توجه با و H( ١٢) = ١ داریم حال

است: برقرار زیر رابطه که م دهد نشان ٣ . ١ . ١ لم در متفاوت

Ām(d̄) = ĀM (d̄) = ĀH(٢d̄).

پارامترهای برای مجانبی مفاهیم بعض معرف به نیاز حدس عدد رفتارمجانبی مطالعه برای
داریم. جهت دار گراف

مجموعه کمترین با رئوس n روی مثبت جهت دار گراف های از دنباله ی {D+
n } کنید فرض

در را زیر تعاریف باشد، δ+n ورودی درجه حداقل و γ+ مثبت کمر ،k+n اندازه از رأس بازخورد
١McEliece-Rodemich-Rumsey-Welch



۴١
یرید: ب نظر

lim
n→∞

g(D+
n ,٢(٢ = ḡ,

lim
n→∞

k+n
n

= k̄,

lim
n→∞

γ+n
n

= γ̄,

lim
n→∞

δ+n
n

= δ̄.

برای گزاره ای ادامه در م شوند. تعریف مجانبی ل ش به کران ها بالا، مفاهیم از بااستفاده
داشت. خواهیم مجانبی رفتار پایه ی بر پایین و بالا کران های

است: زیر صورت به پایین کران دو مجانبی طور به حدس عدد برای .٠ . ١ . ۵ گزاره
ḡ ≥ ١

٢ δ̄ (١ . ۵)
ḡ ≥ ĀH(١)٢ − δ̄)) ≥ ١ −H(١)٢ − δ̄)) δ̄برای ≥ ٣

۴ , (٢ . ۵)
داریم: آن برای را بالا کران دو همچنین و

ḡ ≤ ĀH(٢γ̄) ≤ MRRW (٢γ̄), (٣ . ۵)
ḡ ≤ k̄. (۴ . ۵)

داریم: ابتدا م آید. به دست ٢ . ٣ . ٢ قضیه از استفاده با پایین کران اولین برهان.

g(D,٢) ≥ δ

٢ −

√
ln(۴n)δ

٢ .

م کنیم اعمال آن روی بر را مجانبی تعریف

lim
n→∞

g(D,٢)
n

≥ lim
n→∞

δ٢ −
√

ln(۴n)δ٢
n

,

ḡ ≥ ١
٢ δ̄.

به توجه با رو این از .ϕ = n− δ+ + ١ داریم D+ مثبت جهت دار گراف ی برای همچنین
است: برقرار زیر رابطه ٣ . ٢ . ٢ قضیه

ḡ ≥ Ām(١ − δ̄) = ĀH(١)٢ − δ̄)).

م دهد. نتیجه را ١−H(١)٢− δ̄)) پایین کران دومین مجانبی گیلبرت کران اثبات، ادامه در و
در c+ پایین کران ندارد. زیادی دقت مجانبی طور به δ̄٢ به نسبت باقیمانده پایین کران دو
در م دهد، نتیجه را صفر مجانبی طور به است، n

γ+ با شده کران دار بالا از که (١ . ۵) رابطه



قبل بخش های در آمده به دست کران ها ی مقایسه ۴٢
٣ . ٢ . ١ قضیه به توجه با بالا کران های برای م دهد. نتیجه را δ̄ log٢ ۴٣ ٢ . ٣ . ١ قضیه ه حالی

داریم: را زیر رابطه
ḡ ≤ ĀM (γ̄) = ĀH(٢γ̄).

بازخورد، رأس مجموعه کران و م دهد نتیجه را بالا در شده ذکر کران اولین ،MRRW کران
م دهد. نتیجه را است ḡ ≤ k̄ که بالا کران دومین

δ̄ سان ی پارامتر به وابسته که را آن هایی (٢ . ۵) و (١ . ۵) رابطه های در پایین کران های
در بالا کران های صحیح مقایسه برای م دهیم. نشان ۵ ل ش در که م کنند مقایسه هستند،
بهتر که (٣ . ۵) رابطه در MRRW کران برای γ̄ مقادیر ۵ ل ش در ، (۴ . ۵) و (٣ . ۵) رابطه های
فرض ابتدا م دهیم. نشان k̄ فرض مقدار ی برای را است (۴ . ۵) رابطه در بازخورد کران از

داریم: D علامت دار جهت دار گراف هر برای باشد، γ+ ≤ n− k+ + ١ که م کنیم
γ̄ ≤ ١ − k̄, (۵ . ۵)

است، [٠, ١] به [٠, ١٢ ] از دوسویی ی MRRW چون است. واق بالا منحن خط زیر γ̄ رو این از
اگر فقط و اگر است بهتر MRRW کران که نوشت م توان
γ̄ ≥ ١

٢MRRW−١(K̄). (۶ . ۵)
رأس مجموعه بازخورد کران از بهتر ٣ . ٢ . ١ قضیه در کران ،γ̄ برای منحن خط دو بین هرجایی

حال است. ḡ = ٠ که م دهد نتیجه ،٣ . ٢ . ١ قضیه آن گاه باشد، ،γ̄ ≥ ١۴ اگر ویژه به است.
است. ٣ . ٢ . ١ قضیه در کدگذای نظریه کران از ضعیف     تر K+ کران که یریم ب نتیجه م توانیم
است، n −K+ + ١ همینگ فاصله کمترین با کدها برای سینگلتون کران با تناظر در که K+

سینگلتون کران که کردیم اشاره قبلا م باشد. موضوع این درک برای روشن توضیح ی
کران شود، γ̄ از بالاتر n−K+ + ١ اگر بنابراین دارد. ضعیف گرایش دودویی نمونه به نسبت

داشت. نخواهد زیادی دقت K+



۴٣

١ ٢ ٣ ۴ ۵ ۶ ٧ ٨ ٩ ١٠

١
٢
٣
۴
۵
۶
٧
٨
٩

١٠

ḡ

δ̄

٠

است. (١ . ۵) رابطه در پایین کران −− و (٢ . ۵) رابطه در پایین کران − :١ . ۵ ل ش
ورودی درجه کمترین از تابع عنوان به حدس عدد روی مجانبی پایین کران های

.( ٠٫١ مقیاس (با م باشند



قبل بخش های در آمده به دست کران ها ی مقایسه ۴۴

١ ٢ ٣ ۴ ۵ ۶ ٧ ٨ ٩ ١٠

١
٢
٣
۴
۵
۶
٧
٨
٩

١٠

γ̄

k̄

٠

بین است. (۶ . ۵) رابطه در پایین کران −− و (۵ . ۵) رابطه در بالا کران − :٢ . ۵ ل ش
.(٠.١ مقیاس (با م دهد نشان را k̄ مجانبی بالای کران روی نسبی بهبود ، منحن دو



آ  پیوست
نماد



نماد ۴۶
نام نماد

گراف G

رأس ها V

یال ها E

جهت دار گراف D

گراف علامت λ

برهم کنش گراف G(f)

بازخورد رأس مجموعه K+

گراف استقلال عدد α(G)

متوسط ورودی درجه d

مینیمم ورودی درجه δ

ماکسیمم ورودی درجه ∆

گراف کمر γ+

القایی زیرگراف D[U ]

D روی ه ها شب تمام مجموعه F (D, s)

حدس گراف G(D, s)

حدس عدد g(D, s)

مجزا نامنف دورهای ماکسیمم تعداد c+

رأس n روی مستقیم دور C+
n

رأس n روی مثبت جهت دار گراف های از دنباله ی D+
n

رأس n روی مثبت خوشه K+
n

رأس n روی منف خوشه K−
n

ورودی درجه مینیمم δ+n

مجانبی رفتار d̄

همینگ فاصله dH(x, y)

فاصله مینیمم dm(x, y)

فاصله ماکسیمم dM(x, y)

[s]n روی فاصله تابع µ

آنتروپی تابع H(p)

G(D, s) از شده القا زیرگراف و وسیع مجموعه ی T

i ورودی همسای های N(i)

f ه ی شب ثابت نقاط تمام مجموعه ی Fix(f)

نمایه آ  . ١: جدول
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Abstract

In this thesis, we are interested in the number of fixed points of functions f : An −→ An over
a finite alphabet A defined on a given signed digraph D. We first use techniques from network
coding to derive some lower bounds on the number of fixed points that only depends on D. We
then study relationships between the number of fixed points of f and problems in coding theory,
especially the design of codes for the asymmetric channels. Using these relationships, we bring
upper and lower bounds on the number of fixed points, which significantly improve those given in
the literature. We also unveil some interesting behavior of the number of fixed points of functions
with a given signed digraph when the alphabet varies. We finally prove that signed digraphs with
more (disjoint) positive cycles actually do not necessarily have functions with more fixed points.

Keywords: Boolean networks, Fixed points, Signed digraphs, Guessing number, Error-correcting
codes.
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