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به تقدیم
مهربانم و عزیز مادر و پدر

زندگ دشوار ی های و سخت ها در که
پشتیبان و فداکار و دلسوز یاوری همواره

بوده اند. برایم مطمئن و م مح

ز



سپاس گزاری...

آراست. عقل زیور را آدم خود، بی کران لطف با که را یم ح خداوندگار سپاس
آقای جناب خود، راهنمای استاد بی دریغ زحمات از م دانم خود وظیفه  آغاز در
راهنمایی های بدون قطعاً که کنم قدردان و ر تش صمیمانه ایرانمنش، مهدی دکتر

نم رسید. انجام به مجموعه این ایشان، ارزنده 
عزیزم مادر و پدر ، مهربان و مهر خداوندگاران دستان بر م زنم بوسه پایان، در
عزیزم برادران از م کنم ر تش و را مقدس شان وجود م کنم ستایش خدا، از بعد و
روزگاران، سردترین این در که وجودشان، امیدبخش گرمای و سرشار عاطفه پاس به

بودند. من پشتیبان بهترین

میرزایی مجید
١٣٩۶ شهریور

ح



نامه تعهد
اه دانش ریاض علوم محض ریاض رشته ارشد کارشناس دانشجوی میرزایی مجید اینجانب

داخل ضرب فضای ازی عنصری تقریب بهترین یافتن عنوان با پایان نامه نویسنده شاهرود،
ایرانمنش مهدی راهنمایی تحت ، وجه چند ی روی خط ر عمل ی برد به نسبت

م شوم: متعهد
برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط پایان نامه این در تحقیقات •

است.
شده استناد استفاده مورد مرج به پژوهش گران، ر دی پژوهش های نتایج از استفاده در •

است.
مدرک نوع هیچ دریافت برای ری دی فرد یا خود، توسط کنون تا پایان نامه، این مطالب •

است. نشده ارایه هیچ جا در امتیازی یا
نام با مستخرج مقالات و دارد، تعلق شاهرود صنعت اه دانش به اثر، این معنوی حقوق •
خواهد چاپ به “ Shahrood University of Technology “ یا “ شاهرود صنعت اه دانش “

رسید.
بوده اند، تاثیرگذار پایان نامه اصل نتایج آوردن به دست در که افرادی تمام معنوی حقوق •

م گردد. رعایت پایان نامه از مستخرج مقالات در
آنها) بافت های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •

است. شده رعایت اخلاق اصول و ضوابط است، شده استفاده
افراد شخص اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •
شده رعایت انسان اخلاق اصول و رازداری اصل است)، شده استفاده (یا یافته دسترس

است.
میرزایی مجید
١٣٩۶ شهریور

نشر حق و نتایج یت مال
برنامه های کتاب، مستخرج، ( مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
شاهرود صنعت اه دانش به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم افزارها رایانه ای،

شود. ذکر مربوطه علم تولیدات در ، مقتض نحو به باید مطلب این م باشد.
نم باشد. مجاز منبع ذکر بدون پایان نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده •

ط





یده چ
مجموعه زیر پایان نامه، این در شده مطرح وجه چند جسم ی روی خط ر عمل ی برد
اصل طبق بر است. X داخل حاصلضرب فضای در S متناه البعد فضای زیر ی از H محدب
پس است. برابر H روی PS(x) تقریب بهترین با H روی X از نقطه ی تقریب بهترین کاهش،
x تقریب بهترین باید ابتدا ،H به نسبت x تقریب بهترین آوردن به دست برای اصل این طبق
به نسبت مختلف موقعیت های PS(x) است ن مم کار این برای بیاوریم. به دست را S به نسبت
از استفاده با و م دهیم ارائه نتایج آنها از و م کنیم بررس را موقعیت ها این که باشد داشته H

م آوریم. به دست محاسبات کمترین با H به نسبت را x تقریب بهترین ١ سترا بویل‐دی قضیه
مهم خیل مسأله ی برای حل راه ی که نفت صنعت از واقع داده های در کاربردی درنهایت
سهم که جایی در م دهیم ارائه شود، م نامیده صل مسئله که گاز و نفت تولید عملیات در

م شود. اندازه گیری و ارزیابی کل، تولیدات در فرد به منحصر چاه های تولیدات مشارکت

سترا دی بویل زیرفضا، کاهش، اصل تقریب، بهترین کلیدی: کلمات

١Boyle-Dykstra

ک





پایان نامه از مستخرج مقالات لیست

کنفرانس وهشتمین چهل ، داخل ضرب فضای در محدب مجموعه روی تقریب بهترین .١
ایران همدان، سینا، بوعل اه دانش ایران، ریاض

م
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١ فصل
اولیه مفاهیم و تعاریف

مقدمه ١ . ٠ . ١
ابتدا که است. شده آورده مختصر طور به بعدی فصل های در نیاز مورد تعاریف فصل این در
بهترین به مرتبط قضایای و تعاریف سپس شده، ارائه مختصر بصورت ریاض مفاهیم از برخ
گرام ماتریس ادامه در م کنیم. تعریف مخروط ها برای تعریف چند و نموده بیان را تقریب
به رسیدن برای تعریف چند و م کنیم بیان را اشمیت گرام متعامدسازی فرایند و اشمیت
مسأله کردن فرمولبندی برای اولیه مفاهیم فصل پایان در و م کنیم بیان چندوجه تعریف

م کنیم. بیان را

ریاض مفاهیم برخ بر مروری ١ . ١
z و y ، x عضو هر برای اگر گوییم داخل حاصلضرب فضای را X خط فضای .١ . ١ . ١ تعریف

باشیم: داشته را زیر خصوصیات R از α الر اس هر برای و X در
⟨x, x⟩ ≥ ٠ (١)

⟨x, x⟩ = ٠ ⇒ x = ٠ (٢)
١



اولیه مفاهیم و تعاریف ٢
⟨x, y⟩ = ⟨y, x⟩ (٣)

⟨αx, y⟩ = α⟨x, y⟩ (۴)
⟨x+ y, z⟩ = ⟨x, z⟩+ ⟨y, z⟩. (۵)

خط را F : X → Y. نگاشت آنگاه باشند داخل حاصلضرب فضای دو Y و X اگر .١ . ١ . ٢ تعریف
باشیم: داشته R در β و α و X در y و x هر برای اگر فقط و اگر م گوییم

F (αx+ βy) = αF (x) + βF (y).

م   شود. گفته نیز خط ر عمل ، خط نگاشت به
زیر صورت به x نرم باشد، x ∈ X و داخل حاصلضرب فضای ی X کنید فرض .١ . ١ . ٣ تعریف

م شود: تعریف
∥x∥ =

√
⟨x, x⟩.

م باشد: زیر خاصیت های دارای α ∈ R هر و x, y ∈ X هر برای و
∥x∥ ≥ ٠. (١)

∥x∥ = ٠ ⇔ x = ٠. (٢)
∥αx∥ = |α|∥x∥. (٣)

∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥. (۴)
اگر م دهیم نمایش x⊥y نماد با و م گوییم متعامد را y و x بردار دو .۴ . ١ . ١ تعریف

برای اگر م دهیم نمایش x⊥Y نماد با و م گوییم Y مجموعه بر متعامد را x بردار . ⟨x, y⟩ = ٠
بردارهای از جفت هر اگر م گوییم متعامد مجموعه را A مجموعه . x⊥y باشیم داشته y ∈ Y

اگر فقط و اگر است متعامد {xi | i ∈ I} مجموعه پس باشند. متعامد A متمایز

⟨xi, xj⟩ = δij :=


٠ iاگر ̸= j,

١ iاگر = j.

متعامد ه ی پایه است ی برابر و برابر هم با آنها بردارهای تک تک طول که متعامدی پایه های و
م گوییم.

xn −→ x با و گوییم x ∈ X به را هم را X داخل ضرب فضای در {xn} دنباله .۵ . ١ . ١ تعریف
صحیح عدد ϵ > ٠ هر برای هرگاه ر دی عبارت به limn−→∞∥xn − x∥ = ٠ هرگاه م دهیم نشان

که به طوری باشد موجود N
∀n ≥ N , ∥xn − x∥ < ϵ.



٣ تقریب بهترین
عدد ϵ > ٠ هر برای اگر گوییم کوش را X داخل ضرب فضای در {xn} دنباله .۶ . ١ . ١ تعریف

که طوری به باشد موجود N صحیح
∀n,m ≥ N, ∥xn − xm∥ < ϵ.

اگر گوییم کراندار را B ناته مجموعه و
sup{∥x∥ | x ∈ B} <∞.

در کوش دنباله هر اگر گوییم هیلبرت فضای یا کامل را X داخل ضرب فضای .١ . ١ . ٧ تعریف
باشد. X در نقطه ای به را هم X

که {xn} مانند دنباله هر ازای به اگر فقط و اگر گوییم م بسته را A مجموعه .١ . ١ . ٨ تعریف
.x ∈ A شود نتیجه آنگاه xn ∈ A باشیم داشته n ∈ N هر ازای به و xn → x

تقریب بهترین ١ . ٢
باشد. x ∈ X و X داخل حاصلضرب فضای از ناته مجموعه زیر A کنید فرض .١ . ٢ . ١ تعریف

اگر م گوییم، A مجموعه در x به نقطه  ترین نزدی یا تقریب، بهترین a٠ ∈ A عضو
∥x− a٠∥ = d(x,A).

که
d(x,A) := inf{∥x− a∥; a ∈ A}.

م شود. گفته A مجموعه وسیله ی به x عنصر تقریب خطای یا ، A تا x فاصله d(x,A) عدد
بنابراین م  دهیم. نمایش PA(x) با را A مجموعه ی از x عنصر تقریب ها ی تمام مجموعه ی

PA(x) = {a ∈ A : ∥x− a∥ = d(x,A)}.

مجموعه ی A باشد، داشته A مجموعه در تقریب بهترین ی حداقل x ∈ X هر اگر
فقط و اگر است پروکسیمینال مجموعه ی A ر دی عبارت به م شود. نامیده پروکسیمینال

.PA(x) ̸= ∅ باشیم داشته ،x ∈ X هر برای اگر
چبیشف مجموعه ی A باشد، داشته A مجموعه در تقریب بهترین ی دقیقا x ∈ X هر اگر
،x ∈ X هر برای اگر فقط و اگر است چبیشف مجموعه ی A ر دی عبارت به م شود. نامیده

باشد. عضوی تک مجموعه ی ی PA(x)

آنگاه باشد، x, y ∈ A اگر م گوییم محدب مجموعه را X از A مجموعه ی زیر .١ . ٢ . ٢ تعریف
باشیم: داشته ٠ ≤ λ ≤ ١ هر ازای به

λx+ (١ − λ)y ∈ A.



اولیه مفاهیم و تعاریف ۴
محدب A مجموعه پس است. y به x واصل پاره خط {λx + (١ − λ)y ∈ A : ٠ ≤ λ ≤ ١} که
باشد. A در نیز y و x یعن واصل خط پاره نقاط تمام x, y ∈ A هر ازای به اگر فقط و اگر است

درصورت م گوییم محدب مخروط را X داخل ضرب فضای از A مجموعه زیر .١ . ٢ . ٣ تعریف
باشیم: داشته α, β ≥ ٠ و x, y ∈ X هر برای اگر که

αx+ βy ∈ A.

تعریف ادامه در که نیم فضا و دوگان مخروط و مختصات مبدأ از کننده عبور خط هر مثال برای
هستند. محدب مخروط کرد خواهیم

X از محدب مجموعه زیر H کنید فرض تقریب: بهترین بودن فرد منحصربه .١ . ٢ . ١ قضیه
داریم. H در تقریب بهترین ی حداکثر x ∈ X هر برای آنگاه باشد

داریم: و است y١+y٢٢ ∈ H آنگاه باشد. PH(x) در y٢ و y١ کنید فرض و x ∈ X کنید فرض برهان.
d(x,H) = ∥x− ١

٢(y١+y٢)∥ = ∥ ١
٢(x−y١)+

١
٢(x−y٢)∥ ≤ ١

٢∥(x−y١)∥+
١
٢∥(x−y٢)∥ = d(x,H)

y١ = y٢ نامثلث نامساوی در تساوی شرط که کند صدق نابرابری این در باید تساوی این رو از
پس ∥(x− y١)∥ = d(x,H) = ∥(x− y٢)∥ اما باشد. برقرار ρ ≥ ٠ هر برای x− y١ = ρ(x− y٢) و

.y١ = y٢ رو این از و ρ = ١ م گیریم نتیجه
α, β ∈ R و x, y ∈ X هر برای اگر م گوییم زیرفضا را X از M ناته مجموعه زیر .۴ . ١ . ٢ تعریف

باشیم: داشته
αx+ βy ∈ M.

زیر فضای باشد، X داخل حاصلضرب فضای از ناته مجموعه زیر A کنید فرض .۵ . ١ . ٢ تعریف
عناصر از خط ترکیبات همه مجموعه که م دهیم، نمایش span(A) با را A توسط تولیدشده

داریم: پس است. A

span(A) = {
n∑

i=١
αixi | xi ∈ A, αi ∈ R, n ∈ N}.

مخروط باشد، X داخل حاصلضرب فضای از ناته مجموعه زیر S کنید فرض .۶ . ١ . ٢ تعریف
م کنیم: تعریف زیر به صورت را S دوگان

S٠ := {x ∈ X | ⟨x, y⟩ ≤ ٠ ∀y ∈ S}.

است، زیر مجموعه S متعامد متمم و
S⊥ := S٠ ∩ (−S٠) = {x ∈ X | ⟨x, y⟩ = ٠ ∀y ∈ S}.



۵ اشمیت گرام ماتریس
مخروط های همه اشتراک که م دهیم، نشان con(S) با را S مخروط پوسته .١ . ٢ . ٧ تعریف

م شود: تعریف زیر فرم به مخروط پوسته و است S شامل که محدب
con(S) = {

n∑
i=١

ρixi | xi ∈ S, ρi ≥ ٠, n ∈ N}.

است. شده گرفته [٢] از فصل این پایان تا تعاریف و قضایا تذکر:

اشمیت گرام ماتریس ١ . ٣
X از زیرفضایی M کنید فرض فضا) زیر روی از تقریب بهترین (مشخص سازی .١ . ٣ . ١ قضیه

.x− y٠ ∈ M⊥ اگر فقط و اگر y٠ = PM(x) آنگاه باشد. y٠ ∈ M و x ∈ X کنید فرض و باشد
م کنیم. مراجعه [٢] به اثبات برای برهان.

بعدی n زیرفضای برای پایه ی {x١, x٢, . . . , xn} کنید فرض نرمال) (معادلات .١ . ٣ . ٢ قضیه
باشیم: داشته x ∈ X و αi الر اس هر برای اگر است چیبشف زیرفضای M آنگاه باشد. X از M

PM(x) =

n∑
i=١

αixi (١ . ١)

م آید: بدست زیر نرمال معادلات از فردی به منحصر صورت به αi آن در که
n∑

i=١
αi⟨xi, xj⟩ = ⟨x, xj⟩ (j = ١,٢, . . . , n). (١ . ٢)

آنگاه باشد، M برای متعامد پایه {x١, x٢, . . . xn} اگر به خصوص
PM(x) =

n∑
i=١

⟨x, xi⟩xi ∀x ∈ X. (١ . ٣)

αi الر اس هر برای ۴ . ١ . ٢ تعریف به باتوجه باشند. ثابت y٠ ∈ M و x ∈ X کنید فرض برهان.
و x− y٠ ∈ M⊥ با است معادل که y٠ = PM(x) ،١ . ٣ . ١ قضیه به توجه با y٠ =

∑n
i=١ αixi داریم

داریم: j = ١,٢, . . . , n هر برای پس ⟨x− y٠, xj⟩ = ٠ داریم xj ∈ M هر برای
⟨x− y٠, xj⟩ = ٠ ⇒ ⟨x−

n∑
i=١

αixi, xj⟩ = ٠ ⇒ ⟨x, xj⟩ −
n∑

i=١
αi⟨xi, xj⟩ = ٠

⇒
n∑

i=١
αi⟨xi, xj⟩ = ⟨x, xj⟩

به توجه با باشد M برای متعامد پایه {x١, x٢, . . . xn} اگر است. برقرار (١ . ٢) معادله بنابراین
توجه با بنابراین است ⟨x, xi⟩ برابر (١ . ٢) معادله در αi بنابراین . ⟨xi, xj⟩ = δij ،۴ . ١ . ١ تعریف

است. برقرار (١ . ٣) معادله i هر برای درنتیجه .PM(x) =
∑n

i=١⟨x, xi⟩xi ،(١ . ١) معادله به
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شود: بازنویس زیر صورت به م تواند (١ . ٢) نرمال معادلات ، ماتریس نمادگذاری در

G(x١, x٢, . . . , xn)α = β (۴ . ١)
به که

G(x١, x٢, . . . , xn) :=


⟨x١, x١⟩ ⟨x٢, x١⟩ · · · ⟨xn, x١⟩
⟨x١, x٢⟩ ⟨x٢, x٢⟩ · · · ⟨xn, x١⟩... ... ... ...
⟨x١, xn⟩ ⟨x٢, xn⟩ · · · ⟨xn, xn⟩

 ,

α = (α١, α٢, . . . , αn)
T که هستند ستون بردارهایی β و α و م گویند {x١, x٢, . . . , xn} گرام ماتریس

صدق زیر نامساوی در گرام ماتریس دترمینان و است β = (⟨x, x١⟩, ⟨x, x٢⟩, . . . , ⟨x, xn⟩)T و
م کند:

٠ ≤ detG(x١, x٢, . . . , xn) ≤ ∥x٢∥١∥x٢∥٢ . . . ∥xn∥٢.

مجموعه ای {x١, x٢, . . . , xn} اگر فقط و اگر است )برقرار راست چپ(به ترتیب سمت در تساوی و
[٢] در که است وارون پذیر گرام ماتریس همچنین باشد. متعامد) (به ترتیب خط مستقل

است. شده اثبات

اشمیت گرام سازی متعامد فرایند ١ . ٣ . ١
بردارهای از نامتناه شمارای یا متناه مجموعه ی {x١, x٢, . . .} کنید فرض .١ . ٣ . ٣ قضیه
Mn = span{x١, x٢, . . . , xn} ،n ≥ ١ برای و باشد M٠ = {٠} کنید فرض و باشد خط مستقل

اگر:
yn = xn − PMn−١(xn), en =

yn
∥yn∥

∀n ≥ ١
داریم: آنگاه

است. متعامد مجموعه {y١, y٢, . . .} (١)

است. متعامد مجموعه {e١, e٢, . . .} (٢)
span{y١, y٢, . . . , yn} = span{e١, e٢, . . . , en} =Mn n ≥ ١. (٣)

و y١ = x١ (۴)
yn = xn −

n−١∑
i=١

⟨xn, en⟩ei ∀n ≥ ٢.

به را {x١, x٢, . . . , xn} م خواهیم باشد. Mn برای پایه ای {x١, x٢, . . . , xn} کنید فرض برهان.
کنیم. تبدیل متعامد پایه ی

M١ = span(x١), e١ =
x١

∥x١∥
= ∥ x١

∥x١∥
∥ =

١
∥x١∥

∥x١∥ = ١.



٧ اشمیت گرام ماتریس
داریم: پس ∥x١∥e١ = x١ و است M١ برای متعامد پایه ی e١ پس

M١ = span(x١) = span(e١).

داریم پس x = PM١(x٢) پس y٢ ∈ M⊥١ و x ∈ M١ که x٢ = x+ y٢ ١ . ١ ل ش به توجه با
x٢ = PM١(x٢) + y٢ =⇒ y٢ = x٢ − PM١(x٢).

داریم: طرف از
M٢ = span(x١, x٢) = span(e١, x٢) = span(e١, y٢).

داریم: پس است M١ متعامد پایه e١ چون
PM١(x٢) = ⟨x٢, e١⟩e١ =⇒ y٢ = x٢ − ⟨x٢, e١⟩e١.

داریم: پس e٢ =
y٢

∥y٢∥ چون و
M٢ = span(e١, y٢) = span(e١, e٢) ⇒ x٢ = y٢ + ⟨x٢, e١⟩e١.

است. M٢ متعامد پایه x٢ پس
M٣ = span(e١, e٢, x٣) ⇒ y٣ = x٣ − PM٢(x٣).

طرف از
PM٢(x٣) = ⟨x٣, e١⟩e١ + ⟨x٣, e٢⟩e٢ ⇒ y٣ = x٣ − ⟨x٣, e١⟩e١ + ⟨x٢, e٢⟩e٢

⇒ M٣ = span(e١, e٢, y٣).

پس است e٣ =
y٣

∥y٣∥ چون و
M٣ = span(e١, e٢, x٣) = span(e١, e٢, e٣).

داریم: ترتیب همین به و M٣ برای متعامد پایه ی x٣ پس
M۴ = span(e١, e٢, e٣, x۴) ⇒ y۴ = x۴ − PM٣(x۴) ⇒ x۴ = y۴ + PM٣(x۴).

داریم: پس
M٣ = span(e١, e٢, e٣, x۴) = span(e١, e٢, e٣, e۴).

معروف اشمیت گرام فرایند به که دارد ادامه فرایند این و است M۴ برای متعامد پایه ی x۴ پس
است.

کرد: مشاهده را اشمیت گرام فرایند م توان ١ . ١ ل ش در
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اشمیت گرام فرایند :١ . ١ ل ش

حاصلضرب فضای در متعامد متناه مجموعه {e١, e٢, . . . , en} کنید فرض .۴ . ١ . ٣ قضیه
داریم: x ∈ X هر برای باشد.آنگاه M := span{e١, e٢, . . . , en} و X داخل

PM(x) =

n∑
i=١

⟨x, ei⟩ei

و
n∑

i=١
|⟨x, ei⟩|٢ ≤ ∥x∥٢.

و X داخل حاصلضرب فضای در متعامد مجموعه ϑ کنید فرض فوریه سری .١ . ٣ . ١ تعریف
نسبت x فوریه سری آنگاه باشد، ؟؟ لم در شده تعریف شمارای مجموعه ϑx باشد.اگر x ∈ X

است: زیر صورت به ϑ به

∑
e∈ϑ

⟨x, e⟩e :=


٠ ϑxاگر = ∅∑n

i=١⟨x, ei⟩ei ϑxاگر = {e١, e٢, . . . , en}

داریم: باشد، نامتناه شمارای ϑx = {e١, e٢, . . .} اگر و
∑
e∈ϑ

⟨x, e⟩e := lim
n

n∑
i=١

⟨x, ei⟩ei.

همیشه ∑
e∈ϑ⟨x, e⟩e فوریه م گوییم.سری فوریه ضرایب ⟨x, e⟩ به و دارد وجود حد این که

باشد.در کامل X داخل حاصلضرب فضای در M := spanϑ بسته زیرفضای که زمان راست هم
داریم: موارد این از ی هر در حقیقت

∑
e∈ϑ

⟨x, e⟩e = PM(x) ∀x ∈ X. (۵ . ١)



٩ چندوجه
متعامد پایه ϑحقیقت م گوییم.در M متعامد پایه M := spanϑخاصیت با را ϑ متعامد مجموعه

باشیم: داشته x ∈ M هر برای اگر فقط و اگر است M
x =

∑
e∈ϑ

⟨x, e⟩e (۶ . ١)

چندوجه ۴ . ١
تابعک X در f حقیق تابع به باشد. داخل حاصلضرب فضای X کنید فرض .١ . ۴ . ١ تعریف

باشیم: داشته α, β ∈ R و x, y ∈ X هر برای اگر م گوییم خط
f(αx+ βy) = αf(x) + βf(y).

x ∈ X هر برای که طوری به باشد داشته وجود C ثابت اگر م گوییم، کراندار را f خط تابعک
باشیم: داشته

|f(x)| ≤ C∥x∥.

داریم: و م گوییم f نرم را C ترین کوچ
∥f∥ = sup

x̸=٠
|f(x)|
∥x∥

= sup
∥x∥≤١

|f(x)| = sup
∥x∥=١

|f(x)|. (١ . ٧)

مجموعه م دهیم.که نشان X∗ با را X داخل حاصلضرب فضای دوگان فضای .٢ . ۴ . ١ تعریف
هر برای الری اس ضرب و جم فضا این روی علاوه به است. X در کراندار تابعک های همه

م شود: تعریف زیر صورت به α ∈ R و x ∈ X

(f + g)(x) := f(x) + g(x),

(αf)(x) = αf(x)

x∗ ∈ X∗ − {٠} و c ∈ R هر برای X داخل حاصلضرب فضای در صفحه ابر ی .٣ . ۴ . ١ تعریف
است: زیر فرم به ای مجموعه

H = {y ∈ X | x∗(y) = c}.

است: زیر فرم به مجموعه ای x∗ ∈ X∗ تابعک ی پوچ فضای یا کرنل
kerx∗ := {y ∈ X | x∗(y) = ٠}.

شود: م محاسبه زیر صورت به صفحه ابر تا فاصله همچنین
d(x,H) =

١
∥x∗∥

|x∗(x)− c| ∀x ∈ X.
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x∗ ∈ X∗ − {٠} و c ∈ R هر برای X داخل حاصلضرب فضای در فضا نیم ی .۴ . ۴ . ١ تعریف

است: زیر فرم به ای مجموعه
H = {y ∈ X | x∗(y) ≤ c} یا H = {y ∈ X | x∗(y) ≥ c}.

طرف ی در یا ابرصفحه هم روی که است نقاط همه مجموعه فضا نیم ر دی عبارت به
دارند. قرار ابرصفحه

: فرم به توان م را H = {y ∈ X | x∗(y) ≥ c} فرم به فضا نیم هر تذکر:
H = {y ∈ X | x∗١(y) ≤ c١}

است. c١ = −c و x∗١ = −x∗ که نوشت
است. کاف H = {y ∈ X | x∗(y) ≤ c} فرم تنها فضا نیم تعریف در پس

داخل حاصلضرب فضای در چندوجه مجموعه یا چندوجه جسم ی .۵ . ۴ . ١ تعریف
چند جسم Q بنابراین است فضاها نیم از متناه تعداد اشتراک که است ناته مجموعه ای
داشته x∗ ∈ X∗−{٠} و ci ∈ R هر برای اگر فقط و اگر است داخل حاصلضرب فضای در وجه

باشیم:
Q = ∩n

i=١{y ∈ X | x∗i (y) ≤ ci} ̸= ∅ i = ١,٢, . . . , n
باشد {x١, x٢, . . . , xn} ناصفر بردارهای از مثبت خط ترکیب ی x ناصفر بردار اگر .١ . ۴ . ١ لم

است. {x١, x٢, . . . , xn} از خط مستقل زیرمجموعه ای از مثبت خط ترکیب x آنگاه
گفته شده تولید متناهیاٌ X داخل حاصلضرب فضای در A محدب مخروط .۶ . ۴ . ١ تعریف
شده تولید متناهیا A پس باشد شده یل تش بردار متناه تعداد از مخروط پوسته اگر م شود

باشیم: داشته X از {x١, x٢, . . . , xn} متناه مجموعه زیر هر برای اگر است
A = con{x١, x٢, . . . , xn} = {

n∑
i=١

ρixi | ρi ≥ ٠}.

مسأله تعریف ۵ . ١
م کنیم: آغاز پایان نامه این در شده مطرح مسأله کردن فرموله با را بخش این

ی و ⟨·, ·⟩ : X × X → R داخل حاصلضرب با X داخل حاصلضرب فضای م کنیم فرض
است: شده داده زیر صورت به X از خط مستقل عناصر از متناه مجموعه

Y = {y١, . . . , yn}. (١ . ٨)
مجموعه و αi < βi که β١, · · · , βn و α١, · · · , αn حقیق اعداد از گردایه ای م کنیم فرض نیز و

: باشد شده داده زیر
Γ = {χ ∈ Rn | χi ∈ [αi, βi] , i = ١, . . . , n} (١ . ٩)



١١ مسأله تعریف
: نگاشت است. بسته R در [αi, βi] که

QY : Γ → X

در γ ام i مختص که معن این به γi = (γ)i که م شود تعریف γ 7−→
∑n

i=١ γiyi ضابطه ی با که
زیرا: است خط ر عمل ی نگاشت این است. Rn

QY(αγ١ + βγ٢) =
٢∑

i=١
(αγ١ + βγ٢)yi

= (αγ١)y١ + (βγ٢)y٢ = α(γ١y١) + β(γ٢y٢) = αQY(γ١) + βQY(γ٢)

شود: م تعریف زیر صورت به QY برد آنگاه
QY(Γ) := H = {y ∈ X | y =

n∑
i=١

γiyi, yi ∈ Y, γ ∈ Γ} (١ . ١٠)

آوریم. به دست H به نسبت را x ∈ X تقریب بهترین م خواهیم پایان نامه این در
م کنیم: توجه بالا مسأله درباره ی زیرین توضیح های به اینک

شده گرفته [٧] از که است. وجه چند جسم ی Rn در (١ . ٩) معادله در Γ مجموعه •
است.

است. داخل حاصلضرب فضای در بسته محدب مجموعه ی معادله(١ . ١٠) در H مجموعه •
نشانده Rn در است. X در که H روی QY نگاشت وسیله ی به Γ وجه چند ساختمان
گرفته [١] از م شودکه گفته پیش قاب ر عمل قاب ها، نظریه در نگاشت این که م شود

است. شده
و α١, . . . , αn حقیق واعداد H ، Y های مجموعه و X داخل ضرب فضای در x تذکر:عنصر
این تعاریف ضروری غیر تکرار از ما بنابراین هستند، ثابت تماماً پایان نامه این در β١, . . . , βn
، طبیع اعداد از مجموعه زیر دو از این بر علاوه م کنیم. جلوگیری مختلف عبارات در اشیا
صورت به J و I نام های با را آنها دلیل همین به شد. خواهد استفاده پایان نامه این در رراً م

م کنیم: مشخص زیر
I = {١, . . . , n} J = {١, . . . ,٢n}





٢ فصل
تصویر مسأله هندس ساختار

مقدمه ٢ . ١
آن از و م پردازیم H محدب مجموعه روی تقریب بهترین سازی مشخصه به ابتدا فصل این در
را S زیرفضای ابتدا این برای باشیم داشته دسترس آن عناصر تمام به باید که م گیریم نتیجه
بیان را کاهش اصل سپس قرار دهیم. آن در را H که م  کنیم تعریف داخل ضرب فضای از
م آوریم بدست را S روی x متری تصویر ابتدا PH(x) محاسبه برای اصل این طبق بر م کنیم
PS(x) داریم نیاز PH(x) محاسبه برای پس م کنیم. محاسبه را H روی PS(x) تصویر سپس و
موقعیت ها این بیان برای دارد. وجود PS(x) برای مختلف موقعیت های که کنیم محاسبه را
استفاده H دادن ل ش برای آنها از و کرده تعریف را آنها که داریم مفاهیم معرف به نیاز ما

م پردازیم. شده تولید متناهیاً شرایط در H تجزیه به سپس و م کنیم

محدب مجموعه روی تقریب بهترین مشخصه سازی ٢ . ٢
H توی به متری تصویر را H از زیرمجموعه هایی توی به X از PH نگاشت .٢ . ٢ . ١ تعریف

م گوییم.

جفت هر برای باشد داخل حاصلضرب فضای X کنید فرض شوارتز: نامساوی .٢ . ٢ . ١ قضیه
١٣
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داریم: x, y ∈ X

|⟨x, y⟩| ≤ ∥x∥∥y∥

باشند. خط مستقل y و x اگر فقط و اگر است برقرار تساوی آن در که
م کنیم بیان را H محدب مجموعه روی تقریب بهترین مشخصه سازی قضیه زیر در حال
و α٠ ∈ H و X داخل حاصلضرب فضای از محدبی زیرمجموعه H کنید فرض .٢ . ٢ . ٢ قضیه

اگر تنها و اگر α٠ = PH(x) آنگاه باشد. x ∈ X

⟨x− α٠, a− α٠⟩ ≤ ٠ ∀α ∈ H. (٢ . ١)
داریم آنگاه α ∈ H و باشد برقرار (٢ . ١) معادله اگر برهان.

∥x− α٢∥٠ = ⟨x− α٠, x− α٠⟩ = ⟨x− α٠ − α+ α, x− α٠⟩
= ⟨x− α٠, x− α⟩+ ⟨x− α٠, α− α٠⟩
≤ ⟨x− α٠, x− α⟩ ≤ ∥x− α٠∥∥x− α∥

بنابرین و ∥x− α٠∥ ≤ ∥x− α∥ پس است برقرار شوارتز نامساوی به توجه با اخیر نامساوی که
α٠ = PH(x)

آنگاه شود. رد (٢ . ١) معادله کنید فرض خلف برهان از استفاده با قضیه برگشت برهان برای
⟨x− α٠, a− α٠⟩ > ٠ ∀α ∈ H

H محدب مجموعه در αλ = λα + (١ − λ)α٠ = α٠ + λ(α − α٠) عنصر ،٠ < λ < ١ هر برای
و است

∥x− αλ∥٢ = ⟨x− αλ, x− αλ⟩ = ⟨x− α٠ − λ(α− α٠), x− α٠ − λ(α− α٠)⟩
= ∥x− α٢∥٠ − ٢λ⟨x− α٠, α− α٠⟩+ λ٢∥α− α٢∥٠

= ∥x− α٢∥٠ − λ[٢⟨x− α٠, α− α٠⟩ − λ∥α− α٢∥٠].

نتیجه در و است مثبت براکت داخل ،عبارت کوچ کاف اندازه به λ > ٠ برای
∥x− αλ∥٢ < ∥x− α٢∥٠ ⇒ α٠ ̸= PH(x).

بین θ زاویه که این اول دارد وجود ٢ . ٢ . ٢ قضیه از هندس تعبیر دو ٢ . ١ ل ش به توجه با
مجموعه این که دوم تفسیر و است درجه ٩٠ از کمتر α ∈ H هر برای α− α٠ و x− α٠ بردار دو

م گذرد. α٠ میان از و x− α٠ با متعامد Q که دارد قرار Q ابر صفحه طرف ی در H محدب



١۵ محدب مجموعه روی تقریب بهترین مشخصه سازی

محدب مجموعه روی از تقریب بهترین مشخصه سا زی :٢ . ١ ل ش
هر در H مجموعه روی x تقریب بهترین محاسبه برای که دهد م نشان قضیه این بنابراین
نیاز است ن مم منظور این برای باشیم. داشته را H عناصر همه به رسیدگ ان ام باید صورت
جا مناسب قاب در را H سریع تر یا کنیم، ایجاد H در مرجع مختصات دستگاه باشیم داشته
زیرفضای است آن مقصود این به رسیدن برای راه ترین درست م رسد نظر به بنابراین بدهیم.

یریم. ب نظر در را H توسط خط تولیدشده ی
خط ترکیبات تمام S که نشان م دهیم S با را H توسط شده تولید زیرفضای .٢ . ٢ . ٢ تعریف

است: آمده زیر صورت به و است Y عناصر
S := span(H) = span(Y) = {y ∈ X | y =

n∑
i=١

τiyi, yi ∈ Y, τ ∈ R, n ∈ R} (٢ . ٢)

یافتن برای مناسب محیط ی واقعاً S که دید خواهیم است. آمده (١ . ٨) معادله در Y که
است. H مجموعه به نسبت x تقریب بهترین

را هم H در کوش دنباله هر اگر م گوییم فشرده را X از H ناته زیرمجموعه .٢ . ٢ . ٣ تعریف
که H در {yn} دنباله هر و x ∈ X هر برای اگر گوییم فشرده تقریبا و باشد H در نقطه ای به
در {yn} دنباله اگر باشد. داشته H در نقطه ی به را هم زیردنباله ی ، ∥x− yn∥ → d(x,H)

پس است H برای مینیمم کننده دنباله {yn} م گوییم کند صدق ∥x − yn∥ → d(x,H) در H

داشته H از نقطه ای به را هم دنباله ای زیر مینیمم کننده دنباله هر اگر است فشرده تقریبا H

منطق نتیجه این است کراندار مینیمم کننده دنباله هر که است مفید عقیده اظهار این و باشد
است: زیرمعادل عبارت با

∥yn∥ ≤ ∥yn − x∥+ ∥x∥ −→ d(x,H) + ∥x∥.
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است. پروکسیمینال فشرده تقریبا مجموعه هر .٢ . ٢ . ٣ قضیه

x برای را H در {yn} مینیمم کننده دنباله باشد x ∈ X و فشرده تقریبا H کنید فرض برهان.
داریم: آنگاه است y ∈ H به را هم که باشد دنباله ای زیر {yni} کنید فرض م کنیم. انتخاب

∥x− y∥ = lim∥x− yni∥ = d(x,H)

است. پروکسیمینال H پس است H روی x تقریب بهترین ی y پس
آنگاه باشد X داخل ضرب فضای از متناه بعد با فضای زیر ی S کنید فرض .۴ . ٢ . ٢ قضیه

است. را هم S در نقطه ی به که دارد دنباله زیر ی S در کراندار دنباله هر (١)
است. بسته S (٢)

اثبات به استقرا روش با باشد. بعدی n زیرفضای S = span{x١, . . . , xn} کنید فرض برهان.
S در کراندار دنباله ای {yk} م کنیم فرض n = ١ برای م پردازیم. همزمان طور به (٢) و (١)
{αkj} زیردنباله ای پس باشد R در کراندار دنباله ای باید {αk} بنابراین yk = αkx١ پس باشد.

داریم: پس .y٠ = α٠x١ ∈ S نتیجه در پس {αkj} −→ α٠ که طوری به دارد وجود α٠ ∈ R و
∥ykj − y٠∥ = |αkj − α٠|∥x١∥ −→ ٠

شد داده نشان بالا بحث در و است کراندار {yk} پس باشد را هم دنباله واقعا {yk} اگر البته
است. S در آنها حد که

و (١) درست حال و باشد. درست (٢) و (١) است، nبعدی ،S وقت م کنیم فرض حال
بعدی n + ١ و S = span{x١, . . . , xn, xn+١} م کنیم فرض م کنیم ثابت n + ١ برای را (٢)

باشد.
استقرا فرض به توجه با Sn بنابراین است. بعدی n ،Sn که Sn = span{x١, . . . , xn} مجموعه
دنباله ای {yk} کنید فرض .d(xn+١, Sn) > ٠ م شود نتیجه آن از که .xn+١ /∈ Sn و است بسته
است ٠ ∈ Sn اینکه به توجه با است. zk ∈ Sn که yk = zk + βkxn+١ آنگاه باشد. S در کراندار

داریم: پس
∥yk∥ ≥ d(yk, Sn) = d(βkxn+١, Sn) = |βk|d(xn+١,Sn),

م شود: نتیجه زیر عبارت آن از که
|βk| ≤

∥yk∥
d(xn+١, Sn)

و است کراندار دنباله ای βk پس
∥zk∥ = ∥yk + βkxn+١∥ ≤ ∥yk∥+ |βk|∥xn+١∥
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z٠ ∈ Sn و {zkj} دنباله ی زیر استقرا فرض از استفاده با است. کراندار دنباله ای {zk} نتیجه در
لازم بیشتری دنباله زیر پس است کراندار {βkj} چون .zkj −→ z٠ که طوری به دارد وجود
و y٠ ∈ S که م دهد نتیجه و y٠ = z٠ +β٠xn+١ رو این از .βkj −→ β٠ ∈ R م کنیم فرض است

∥ykj − y٠∥ ≤ ∥zkj − z٠∥+ |βkj − β٠|∥xn+١∥ −→ ٠

(٢) و (١) پس است S در آنها حد که م کند ثابت این باشد را هم دنباله واقعاٌ {yk} اگر دوباره
م کند. صدق S برای

آنگاه: باشد داخل حاصلضرب فضای X کنید فرض .۵ . ٢ . ٢ قضیه
است. پروکسیمینال X از متناه البعد زیر فضای ی از بسته زیر مجموعه هر (١)

است. چیبشف X از متناه البعد زیر فضای ی از بسته محدب زیر مجموعه هر (٢)

است. چیبشف متناه البعد زیر مجموعه هر (٣)

به توجه با باشد S متناه البعد زیرفضای از بسته مجموعه زیر H کنید فرض (١) برهان.
کنید فرض و x ∈ X کنید فرض است فشرده تقریباً H دهیم نشان کافیست ٢ . ٢ . ٣ قضیه
قبل قضیه از استفاده با و کراندار {yn} پس باشد. x برای H در مینمم کننده دنباله {yn}

H پس y٠ ∈ H و بسته H چون است. را هم y٠ ∈ S نقطه به که است زیردنباله ای دارای
است. فشرده تقریبا

برقرار است چیبشف پروکسیمینال محدب مجموعه هر اینکه و (١) قسمت به توجه با (٢)
است.

ی از بسته محدب مجموعه زیر هر دوم قسمت ۴ . ٢ . ٢ قضیه و ( ٢) قسمت به باتوجه (٣)
است. چیبشف متناه البعد زیرفضای

چیبشف خودش S است.همچنین چیبشف S از بسته محدب زیرمجموعه هر .٢ . ٢ . ١ نتیجه
است.

این به است. چیبیشف ،S از بسته محدب مجموعه زیر ی عنوان به H بویژه بنابراین
سوال اما است. S توسط H روی x ∈ X تقریب بهترین مسیر این تاست. ی PH(x) که معن

کرد؟ خواهد ط را مسیر این تمام S ،PH(x) آوردن به دست روند تمام در آیا که است این
است. مثبت سؤال این جواب که دهد م نشان زیر نتایج
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کاهش اصل ٢ . ٣
فرض و باشد X داخل حاصلضرب فضای از محدب زیرمجموعه H کنید فرض .٢ . ٣ . ١ قضیه

آنگاه باشد H شامل X از چیبشف زیرفضای ی S کنید
PH(x) = PH(PS(x)).

١ . ٣ . ١ قضیه به توجه با و y ∈ S که داریم y ∈ H هر است.برای H ⊂ S چون برهان.
داریم: بنابراین x− PS(x) ∈ ST

∥x− y∥٢ = ∥x− PS(x)∥٢ + ∥PS(x)− y∥٢. (٢ . ٣)
م شود نتیجه آن از که است y از مستقل (٢ . ٣) معادله از راست سمت در شرط اولین چون
ثابت برسد.این حداقل به ∥PS(x)− y∥٢ اگر فقط و اگر م رسد حداقل به ∥x− y∥٢ است y ∈ H

PH(x) = PH(PS(x)) و باشد داشته وجود PH(PS(x)) اگر فقط و اگر دارد وجود PH(x) که م کند
رو این از

باشد. PH(PS(x)) = ∅ اگر فقط و اگر است PH(x) = ∅

است: زیر صورت به ٢ . ٢ ل ش به توجه با کاهش اصل هندس تعبیر
PS(x) تصویر سپس و S روی x تصویر ابتدا ، H روی از x تقریب بهترین کردن پیدا برای

م آید. بدست PH(x) نتیجه در و م آوریم بدست را H روی

کاهش اصل :٢ . ٢ ل ش



١٩ H دادن ل ش برای تعاریف
که S روی متری تصویر محاسبه به ابتدا ما H روی تقریب بهترین محاسبه برای بنابراین
و است چبیشف ٢ . ٢ . ١ نتیجه طبق بر و فضا زیر ی S چون م پردازیم. باشد مسأله ی نباید

م آوریم. بدست را H روی PS(x) تصویر پس است فرد به منحصر PS(x)

کردیم. پیدا را است گرفته قرار آن در H که مناسب مرج مختصات ی ظاهراً ما اکنون
مشخصه سازی در نابرابری بررس برای H عناصر همه به مثال برای دارد وجود ل مش ی اما
محاسبه برای جدید مرحله ی که آنجایی از نداریم. دسترس ٢ . ٢ . ٢ قضیه در تقریب بهترین
PS(x) که بیاوریم بدست را PS(x) باید ابتدا یعن م شود اضافه H روی x تقریب بهترین
قرار آن در PS(x) که مختلف موقعیت های باید پس دارد H به نسبت متفاوت موقعیت های
بپردازیم. ٢ . ٣ . ١ قضیه کاهش اصل طبق بر PH(x) محاسبه به بتوانیم تا کنیم بررس را دارد

صدق شده تولید متناهیاً شرط در که Y مجموعه از yi عنصر متناه تعداد به شروع برای
از هندس توصیف ی که دهیم نشان باید داریم. نیاز H محدب مجموعه توصیف برای کند
از تعدادی معرف به نیاز ابتدا اگرچه داریم. را بالا در شده ذکر شده تولید متناهیاً شرایط در H

ل ش با ارتباط در که است شده داده [٢] از زیر تعاریف داریم. نتیجه این شروع از قبل اشیاء
است. مهم H دادن

H دادن ل ش برای تعاریف ۴ . ٢
اگر م گوییم H اکسترمال زیرمجموعه را H محدب مجموعه از E زیرمجموعه .١ . ۴ . ٢ تعریف

.f, g ∈ E شود نتیجه ٠ < λ < ١ که λf + (١ − λ)g ∈ E و f, g ∈ H از
به h = λf + (١− λ)g و f, g ∈ H اگر م گوییم H اکسترمم نقطه ی را h ∈ H .٢ . ۴ . ٢ تعریف

.f = g = h دهد نتیجه ٠ < λ < ١ هر ازای
ی اکسترمم نقاط و م باشد گوی مرزی نقاط واحد گوی ی اکسترمم نقاط مثال برای

هستند. عب م رئوس بعدی سه عب م
م دهند: نشان زیر صورت به را H اکسترمم نقاط از E مجموعه تعریف این به مراجعه با

E = {r١, . . . , r٢n | rj =
n∑

i=١
ψj
i yi; yi ∈ Y, ψj

i = (αi ∨ βi), j ∈ J, ψj
i ̸= ψk

i (j ̸= k)} (۴ . ٢)

نقاط جفت شده اند. داده ١ . ٩ و ١ . ٨ معادله های در که هستند همان yiها و βi و αi که
اهمیت از اکسترمم نقطه ی مجاور اکسترمم نقطه مفهوم همچنین و H متقابل اکسترمم

م کنیم: تعریف زیر در آنها که هستند برخوردار ویژه ای
H از متقابل اکسترمم نقاط جفت ی را (rj , rk ∈ E, j ̸= k) که {rj , rk} .٣ . ۴ . ٢ تعریف
فرض کلیت دادن دست از بدون همچنین .(j ̸= k) که ψj

i ̸= ψk
i ، i هر برای اگر م گویند

جفت های {{r٢j−١, r٢j} | j = ١, . . . ,٢n−١} که طوری به باشد مرتب E مجموعه که کنیم م
هستند. ثابت مرتب ψ١

i = αi, ψ
٢
i = βi, . . . , مثال برای هستند. E از متقابل اکسترمم
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ψj
i ̸= ψk

i باشیم داشته i ∈ I ی برای اگر م گوییم rj مجاور اکسترمم نقطه ی را rk ∈ E

.ψj
i = ψk

i باشیم داشته iها ∈ I بقیه برای و
باشد. rj ∈ E انتهایی نقطه ی به وابسته م تواند هندس ء ش اهمیت زیر در

باشد: زیر صورت به Zj مخروط م کنیم فرض .۴ . ۴ . ٢ تعریف

Zj = {zj١, . . . , zjn | zji =


yi αi=ψj

i اگر
−yi βi= ψj

i اگر
} (۵ . ٢)

شده اند، داده ١ . ٩ و ١ . ٨ معادله های در که هستند همان yiها و βi و αi که را Zj مخروط پوسته
م کنیم: تعریف زیر صورت به

con(Zj) = {y ∈ X | y =
n∑

i=١
τiz

j
i , z

j
i ∈ Zj , τ ∈ R+ ∪ {٠} } (۶ . ٢)

i ∈ I و k ∈ J هر برای م آوریم. بدست Zj مخروط به نسبت را rj اکسترمم نقطه حال
داریم:

σki = sgn(αi − ψk
i ) (٢ . ٧)

م آید: بدست زیر رابطه از sgn(ρ) ،ρ ∈ R هر برای و

sgn(ρ) =


١ ρ ≥ ٠ اگر
−١ ρ < ٠ اگر

(٢ . ٨)

داریم: ۴ . ٢ معادله به توجه با پس
rj =

n∑
i=١

ψj
i yi ∀yi ∈ Y, ψj

i = (αi ∨ βi)

م کنیم: بررس را ψj
i = βi و ψj

i = αi حالت دو حال
ψj
i = αi ⇒ σji = sgn(αi − αi) = sgn(٠) = ١ ⇒ rj = ψj

i yi

و
ψj
i = βi ⇒ σji = sgn(αi − βi) < ٠ ⇒ σji = −١ ⇒ rj = (−١)ψj

i (−yi) ⇒ rj = ψj
i yi

داریم: پس
rj =

n∑
i=١

σjiψ
j
i z

j
i =

n∑
i=١

σki ψ
j
i z

k
i (٢ . ٩)

م کنیم: تعریف را انتقال یافته مخروط پوسته حال



٢١ H دادن ل ش برای تعاریف
زیر صورت به rj ∈ E اکسترمم نقطه با متناطر انتقال یافته مخروط پوسته .۵ . ۴ . ٢ تعریف

م شود: تعریف
Kj := rj + con(Zj) (٢ . ١٠)

م کنیم: تعبیر con(Zj) و {rj} مجموعه دو جم به را شد گفته ۵ . ۴ . ٢ تعریف در که نمایش
Kj := {rj}+ con(Zj)

است شده تولید متناهیا محدب مخروط ی پوسته con(Zj) و است اکسترمم نقاط {rj}ها که
است. شده یل تش بردار متناه تعداد از مخروط پوسته آن زیرا

x, y ∈ X و باشد X داخل ضرب فضای از ناته مجموعه زیر ی K کنید فرض .١ . ۴ . ٢ قضیه
باشد.آنگاه

.d(x+ y,K + y) = d(x,K) (١)

.PK+y(x+ y) = PK(x) + y (٢)
باشد. چبشف K + y اگر تنها و اگر است چبیشف K (٣)

(١) برهان.
d(x+ y,K + y) = inf

z∈K
∥(x+ y)− (z + y)∥ = inf

z∈K
∥(x− z)∥ = d(x,K)

(٢)
y٠ ∈ PK+y(x+y) ⇔ y٠ ∈ K+y, ∥x+y−y٠∥ = d(x+y,K+y) = d(x,K) ⇔ y٠−y ∈ K

, ∥x− (y − y٠)∥ = d(x,K) ⇔ y٠ − y ∈ PK(x) ⇔ y٠ ∈ PK(x) + y

م شود. اثبات (٢) قسمت به توجه با (٣)

م شود: نتیجه زیر گزاره از یافته انتقال مخروط پوسته اهمیت
است. چبیشف y ∈ S هر برای y + con(Zj) .١ . ۴ . ٢ گزاره

چبیشف y+con(Zj) (٣) قسمت ١ . ۴ . ٢ قضیه به توجه با پس باشد چبیشف con(Zj) اگر برهان.
قضیه دوم قسمت به توجه با بنابراین است. چبیشف con(Zj) دهیم نشان کافیست .پس است
فرض م کنیم. ثابت خلف برهان با است. S در بسته con(Zj) که م دهیم نشان ۵ . ٢ . ٢
xn −→ x که طوری به دارد وجود con(Zj) در {xn} دنباله ی پس نباشد بسته con(Zj) م کنیم
هر برای اما d(x, con(Zj)) = ٠ بنابراین d(x, con(Zj)) ≤ ∥x − xn∥ −→ ٠ پس x /∈ con(Zj) و
است تناقض در d(x, con(Zj)) = ٠ با این و ∥x − y∥ > ٠ پس x /∈ con(Zj) چون y ∈ con(Zj)

شد. ثابت م ح و است بسته con(Zj) پس



تصویر مسأله هندس ساختار ٢٢
محدب مخروط های و شده تولید متناهیاً شرایط در H تجزیه ١ . ۴ . ٢

انتقال یافته
که باشد H از متقابل انتهایی نقاط جفت ی {r٢j−١, r٢j} کنید فرض .٢ . ۴ . ٢ گزاره

آنگاه . r٢j−١, r٢j ∈ E

r٢j ∈ r٢j−١ + con(Z٢j−١)

r٢j−١ ∈ r٢j + con(Z٢j)

H = (r٢j−١ + con(Z٢j−١)) ∩ (r٢j + con(Z٢j)).

داریم: (٢ . ٩) و (۶ . ٢) معادله های به توجه با برهان.

rj =
n∑

i=١
σjiψ

j
i z

j
i , con(Zj) =

n∑
i=١

τiz
j
i

τ ∈ R∪{٠} ،(۶ . ٢) معادله به توجه با که باشد αi ∈ βi − τi م کنیم فرض است αi < βi چون
،٣ . ۴ . ٢ تعریف به توجه با پس هستند متقابل اکسترمم نقاط جفت {r٢j−١, r٢j} چون

داریم (۵ . ٢) معادله به توجه با پس ψ٢j−١
i = βi و ψ٢j

i = αi م کنیم فرض پس ψ٢j
i ̸= ψ٢j−١

i

r٢j =
n∑

i=١
σ٢j
i ψ

٢j
i z

٢j
i =

n∑
i=١

αiyi

و
r٢j−١ =

n∑
i=١

σ٢j−١
i ψ٢j−١

i z٢j−١
i =

n∑
i=١

βiyi

داریم: (۶ . ٢) معادله به توجه با بنابراین

r٢j−١ + con(Z٢j−١) ==

n∑
i=١

βiyi −
n∑

i=١
τiyi =

n∑
i=١

(βi − τi)yi

r٢j =
n∑

i=١
αiyi

داریم: بنابراین αi ∈ βi − τi چون
⇒ r٢j ∈ r٢j−١ + con(Z٢j−١)

با م کنیم اثبات را عبارت آخرین حال م کنیم. عمل ترتیب همین به هم دوم رابطه برای
داریم: (١ . ١٠) و (١ . ٩) معادله های به توجه

H = {y ∈ X | y =

n∑
i=١

γiyi, αi ≤ γi ≤ βi} (٢ . ١١)



٢٣ H دادن ل ش برای تعاریف
ψj
i = αi چون و σ٢j−١

i γi ≥ σ٢j−١
i ψ٢j−١

i پس γi ≥ αi این که به توجه با ψj
i = αi کنید فرض

داریم: پس است z٢j
i = yi و z٢j−١

i = yi پس zji = yi ،(۵ . ٢) معادله به توجه با پس
H = {y ∈ X | y =

n∑
i=١

(σ٢j−١
i γi)z

٢j−١
i , σ٢j−١

i γi ≥ σ٢j−١
i ψ٢j−١

i }∩

{y ∈ X | y =

n∑
i=١

(σ٢j
i γi)z

٢j
i , σ

٢j
i γi ≥ σ٢j

i ψ
٢j
i }

که
{y ∈ X | y =

n∑
i=١

(σ٢j−١
i γi)z

٢j−١
i , σ٢j−١

i γi ≥ σ٢j−١
i ψ٢j−١

i } =

{y ∈ X | y = r٢j−١ − r٢j−١ +
n∑

i=١
(σ٢j−١

i γi)z
٢j−١
i , σ٢j−١

i γi ≥ σ٢j−١
i ψ٢j−١

i } =

{y ∈ X | y = r٢j−١ −
n∑

i=١
σ٢j−١
i ψ٢j−١

i z٢j−١
i +

n∑
i=١

(σ٢j−١
i γi)z

٢j−١
i , σ٢j−١

i γi ≥ σ٢j−١
i ψ٢j−١

i } =

{y ∈ X | y = r٢j−١ +
n∑

i=١
(σ٢j−١

i γi − σ٢j−١
i ψ٢j−١

i )z٢j−١
i ,

(σ٢j−١
i γi − σ٢j−١

i ψ٢j−١
i ) ≥ ٠} =

r٢j−١ + {y ∈ X | y =

n∑
i=١

τiz
٢j−١
i , τi ∈ R+ ∪ {٠}}

= r٢j−١ + con(Z٢j−١)
و

{y ∈ X | y =

n∑
i=١

(σ٢j
i γi)z

٢j
i , σ

٢j
i γi ≥ σ٢j

i ψ
٢j
i } =

{y ∈ X | y = r٢j − r٢j +
n∑

i=١
(σ٢j

i γi)z
٢j
i , σ

٢j
i γi ≥ σ٢j

i ψ
٢j
i } =

{y ∈ X | y = r٢j −
n∑

i=١
σ٢j
i ψ

٢j
i z

٢j
i +

n∑
i=١

(σ٢j
i γi)z

٢j
i , σ

٢j
i γi ≥ σ٢j

i ψ
٢j
i } =

{y ∈ X | y = r٢j +
n∑

i=١
(σ٢j

i γi − σ٢j
i ψ

٢j
i )z٢j−١

i ,

(σ٢j−١
i γi − σ٢j

i ψ
٢j
i ) ≥ ٠} =

r٢j + {y ∈ X | y =
n∑

i=١
τiz

٢j
i , τi ∈ R+ ∪ {٠}}

= r٢j + con(Z٢j)
داریم: پس

H = (r٢j−١ + con(Z٢j−١)) ∩ (r٢j + con(Z٢j)).



تصویر مسأله هندس ساختار ٢۴
خود توان PH دراین صورت باشد. محدب و چیبشف مجموعه H کنید فرض .٢ . ۴ . ٢ قضیه
تقریب بهترین تقریبِ بهترین یعن . PH(PH(x)) = PH(x) داریم: x ∈ X هر برای یعن است

است. برابر H در عضو آن تقریب بهترین با H در عضو هر
است واض م گیریم. نظر در H به نسبت PS(x) در مختلف ان های م از را مسأله اکنون ما
این در ر عمل متری تصویر حقیقت در زیرا نیست نگران هیچ جای افتد اتفاق H در PS(x) اگر
تشخیص را مختلف موقعیت دو ما PS(x) /∈ H اگر . PH(x) = PS(x) پس است خودتوان مورد
در را دقیق ایده این م توانیم که است rj ∈ E انتهایی نقطه محدوده در PS(x) یعن م دهیم

بسازیم. زیر راه های

PS(x) موقعیت برای تعاریف ۵ . ٢
تعریف در که Kj مخروط پوسته انتقال از حاصل یافته انتقال قطبی مخروط .١ . ۵ . ٢ تعریف

م شود: تعریف صورت به که است S از محدب زیرمجموعه است آمده ۵ . ۴ . ٢
(Kj)٠ = {s ∈ S | ⟨(s− rj), zj⟩ ≤ ٠ ∀zj ∈ con(Zj)}. (٢ . ١٢)

باشد. PS(x) ∈ (Kj)٠ اگر گوییم rj ∈ E اکسترمم نقطه محدوده در را PS(x) همچنین
نتیجه که بعدی فصل در را وضعیت این در PH(x) محاسبه برای اصطلاحات این اثبات
موقعیت باشد داشته م تواند H به نسبت PS(x) که ری دی موقعیت م دهیم. ارائه م شود

م شود: داده نمایش زیر صورت به D مجموعه که است PS(x) ∈ D

D = S ∖ ((

٢n∪
j=١

(Kj)٠) ∪H). (٢ . ١٣)

PS(x) ∈ D بنابراین م شود. دیده [۶] در که است ناهمبند محدب مؤلفه های با D مجموعه ی
H روی متری تصویر با ارتباط در این است. D مؤلفه های از ی در PS(x) که است معن این به
(j ∈ J) که Kj شرایط مؤلفه ها آن از ی به نسبت H مرزی مجموعه حقیقت در دارد. اهمیت
از ی در آن که وقت دارد قرار مرزی مجموعه جلویی قسمت در PS(x) که م کند جدا را
اکسترمم نقطه به ما PS(x) موقعیت این و H مرزی مجموعه توصیف برای باشد. D مؤلفه های

برم گردیم. ٢ . ٢ . ٣ تعریف در مجاور
مجاور اکسترمم نقطه n از گردایه ای دراین صورت باشد j ∈ J کنید فرض .٢ . ۵ . ٢ تعریف

است: آمده زیر صورت به که م شود داده نمایش Erj با rj ∈ E

Erj = {rk ∈ E | است rj مجاور اکسترمم .{rkنقطه



٢۵ PS(x) موقعیت برای تعاریف
مجاور اکسترمم نقاط از ی است rj ∈ E به مربوط H اکسترمال مجموعه زیر Erj

rk
همچنین

م آید: بدست زیر صورت به اکسترمال مجموعه زیر این که است rk ∈ Erj مانند ،rj

Erj

rk = {h ∈ H | h = λrj + (١ − λ)rk, ٠ ≤ λ ≤ ١}.
حالت n یریم ب نظر در را rj اکسترمم نقطه مجاور اکسترمم نقطه (n−١) که داریم نیاز بارها ما

است: شده داده زیر روش در i ∈ I پارامتر با انتخاب هر که دارد وجود رابطه این در
Cj
i = {rjil ∈ Erj | l = ١, . . . , n− ١}. (١۴ . ٢)

ی بیرون در PS(x) متری تصویر i ∈ I هر برای و j ∈ J هر برای آنگاه باشد PS(x) ∈ D اگر
م شود. ظاهر تعریف به توجه با Kj از مجموعه زیر

(i, j) کنید فرض و است شده داده I ∗ J اندیس مجموعه دکارت حاصل ضرب .٣ . ۵ . ٢ تعریف
مجموعه ای زیر (i, j) جفت به مربوط H مرزی مجموعه باشد اندیس مجموعه این از عنصر ی

م شود: تعریف زیر صورت به که است Kj از

Mj
i = {(Erj

r
ji١ + . . .+ Erj

r
jin−١ )∖ ((

n−١∪
l=١

{rjil}) + {rj}) | rjil ∈ Cj
i}. (١۵ . ٢)

حدی نقاط منهای rj مجاور اکسترمال زیرمجموعه های مجموع Mj
i مرزی مجموعه حقیقت در

که S در Mj
i حدی نقاط نیستند. Mj

i از عضوی حدی نقاط این که است Mj
i مرزی مجموعه

است: شده داده زیر صورت به شده گرفته [۶] از که نیستند Mj
i در

Lj
i = Cj

i ∪ {rj}. (١۶ . ٢)
به است rj مجاور اکسترمم نقطه (n − ١) انتخاب آن که است آمده ٢ . ۵ . ٢ تعریف در Cj

i که
نیست. Mj

i از حدی نقطه ی Erj \ Cj
i در rjin مانند rj مجاور نقاط باقیمانده که طوری

گزاره ی صورت به را شد گفته که تعاریف از {Mj
i | j ∈ J, i ∈ I} مجموعه برای که نتایج

م کنیم. بیان زیر در
این صورت در است ٢j − ١,٢j ∈ J کنید فرض .١ .١ . ۵ . ٢ گزاره

M٢j−١
i ⊂ K٢j ∀i ∈ I

است. H از متقابل انتهایی نقاط جفت ی {r٢j−١, r٢j} که
rl ∈ Erj ∖ Cj

i که طوری به l ∈ J هر برای این صورت در باشد i ∈ I و j ∈ J کنید فرض .٢
.rl /∈ Lj

i داریم باشد
و rk ∈ L٢j−١

l این صورت در یرید ب نظر در را {M٢j
l ,M

k
m} مرزی های مجموعه از جفت .٣

.l = m اگر تنها و هستنداگر مجاور انتهایی نقاط {r٢j , r٢j−١}



تصویر مسأله هندس ساختار ٢۶
آنگاه i,m ∈ I و j, k ∈ J کنید فرض .۴

(rj ∈ Lk
i ∧ rk ∈ Lj

m) ⇔ Mk
i = Mj

m ∧ i = m.

یرید.آنگاه ب نظر در را Mj
i مرزی مجموعه .۵

Mj
i = Mjil

i ∀jil ∈ J s.t rjil ∈ Cj
i .

Erj

rjin
و باشد شده داده ١۶ . ٢ معادله از Mj

i کنید فرض و باشد i ∈ I و j ∈ J کنید فرض .۶
rjin ∈ Erj ∖ Cj

i که طوری به jin و in اندیس های با است شده داده ٢ . ۵ . ٢ تعریف از
باشد.آنگاه

Mj
i ⊂ rj + span({zji١ , . . . , z

j
in−١}) ⊂ S (٢ . ١٧)

Erj

rjin
= {rj + λσjinψ

j
in
zjin | ٠ ≤ λ ≤ ١}.

تعریف شده داده شرح علاوه به و i مشخص مقدار انتخاب از ری دی شرح ٢ . ١٧ معادله
نقطه با و م کند بررس را S شامل بعدی (n − ١) زیرفضاها ی یعن م کند، ار آش را ٣ . ۵ . ٢
م شود. انتقال این مجموعه از زیر Mj

i مرزی مجموعه آنگاه م شود داده انتقال rj اکسترمم
مداوم طور به i پارامتر دلخواه انتخاب با ارتباط در ٢ . ١٧ معادله در شده استفاده مفهوم

گیرد. م قرار استفاده مورد پایان نامه این طول در
فصل در است. تقریب بهترین زمینه  در H اطراف از ما هندس شرح گیری نتیجه این
و کنیم م محاسبه و بررس را باشد آنها در م تواند PS(x) گفتیم که های موقعیت بعدی

م باشند. اهمیت حائز نتایج این که م آوریم بدست را نتایج



٣ فصل

روی بر متری تصویر صریح محاسبات
انتقال یافته محدب مخروط ی

مقدمه ٣ . ١

کار این برای م پردازیم H محدب مجموعه عناصر روی PS(x) تصویر بررس به فصل این در
بهترین مشخصه سازی کردن فرموله به آن از استفاده با و م کنیم تعریف را دوگان مخروط
قطبی مخروط در PS(x) که موقعیت ما فصل این در م پردازیم. گفتیم قبل فصل در که تقریب
و انتقال یافته قطبی مخروط مقایسه برای قضیه ای و م کنیم بررس را دارد قرار انتقال یافته
نتایج آن از و م پردازیم PS(x) ∈ D موقعیت محاسبه به سپس و م کنیم بیان دوگان مخروط
بهترین م دهد نشان که م کنیم بیان را نتیجه ای فصل پایان در و م آوریم بدست مهم
مستقیم طور به م توان را H از مؤلفه ی عنوان به انتقال یافته قطبی مخروط روی تقریب

کرد. محاسبه
٢٧



انتقال یافته محدب مخروط ی روی بر متری تصویر صریح محاسبات ٢٨

S روی x تقریب بهترین یافتن ٣ . ٢
فرد به منحصر ٢ . ٢ . ٢ قضیه طبق بر که است S روی x ∈ X تقریب بهترین یافتن گام، اولین

م کنیم: معرف را زیر مجموعه منظور این برای است.
B = {bi ∈ X | i = ١, . . . , n}, (٣ . ١)

S = span(Zj) = span(B) ،j ∈ J هر برای که معن این به است S برای متعامد پایه ی B که
توجه با .⟨bi, bj⟩ = ٠ این صورت غیر در و i = j اگر ⟨bi, bj⟩ = ١ ،۴ . ١ . ١ تعریف به توجه با پس
صورت به که است B به نسبت PS(x) فوریه بسط برابر S روی x تقریب بهترین ،۵ . ١ معادله به

م آید: بدست زیر

PS(x) =

n∑
i=١

⟨bi, x⟩bi (٣ . ٢)

فوریه ضرایب از استفاده با محاسبات آن در که م کنیم حرکت S در B متعامد پایه بین بنابراین
مستقیما م تواند نتایج j ∈ J هر برای Zj طبیع پایه در و م شود آسان مختصات به عنوان
زیر صورت به Zj پایه به نسبت PS(x) بسط ،(١ . ١) معادله به توجه با همچنین شود. تعبیر

است:
PS(x) =

n∑
i=١

σji δiz
j
i (δi ∈ R, j ∈ J) (٣ . ٣)

و {σj١δ١, . . . , σjnδn} بین رابطه حال است شده داده قبل فصل (٢ . ٧) معادله در σji که
م کنیم. تعیین را {⟨b١, x⟩, . . . , ⟨bn, x⟩}

یرید. ب نظر در را م شود تعریف T jzji = bi ضابطه با که را T j : S → S خط تبدیل
که معن این به م شود داده نشان (tjik) با Zj پایه به نسبت تبدیل این ماتریس

bk = T jzjk =
n∑

i=١
tjikz

j
i

م آید: بدست زیر رابطه از (tjik) آن در که
(tjik) = G−١(zj١, zj٢, . . . , zjn)(ujik) (۴ . ٣)

و
(ujik) = (⟨bk, zji ⟩)

م شود: تعریف زیر صورت به که است گرام ماتریس ی G(zj١, zj٢, . . . , zjn) که
(G(zj١, zj٢, . . . , zjn))i,k = ⟨zjk, z

j
i ⟩ (i, k = ١, . . . , n) (۵ . ٣)



٢٩ S روی x تقریب بهترین یافتن
آمده بدست شد گفته اول فصل در که اشمیت گرام ماتریس و نرمال معادلات از اخیر روابط
بنابراین هستند وارون پذیر [٣] از (tjik) و [٢] از G(zj١, zj٢, . . . , zjn) که یرید ب نظر در . است
و (٣ . ٢) معادله در بترتیب PS(x) مختصات مجموعه های بین ارتباط است. وارون پذیر (ujik)

م آید. بدست مستقیم محاسبات روی از (٣ . ٣)
PS(x) =

n∑
i=١

⟨bi, x⟩bi , PS(x) =

n∑
i=١

σji δiz
j
i

⇒
n∑

i=١
⟨bi, x⟩bk =

n∑
i=١

σji δiz
j
i ⇒

n∑
i,k=١

tjikz
j
i ⟨bk, x⟩ =

n∑
i=١

σji δiz
j
i

⇒ σji δi =

n∑
k=١

tjik⟨bk, x⟩. (۶ . ٣)
معکوس از همچنین و است نرمال معادله کردن حل با مساوی (۶ . ٣) معادله که کنید توجه
تبدیل این ماتریس م کنیم استفاده م شود تعریف zjk = V jbk ضابطه با که V j : S → S تبدیل

که zjk = V jbk =
∑n

i=١ vjikbi که معن این به م شود داده نشان (vjik) با B به نسبت
(vjik) = (ujik)

t, (٣ . ٧)
(٣ . ٢) معادله در PS(x) از فوریه ضرایب بنابراین و م دهد نشان را ترانهاده t بالای اندیس

م آید: بدست زیر مستقیم محاسبات با که (٣ . ٣)است معادله ضرایب از تابع
PS(x) =

n∑
k=١

⟨bk, x⟩bk , PS(x) =

n∑
k=١

σjkδkz
j
k

⇒
n∑

k=١
⟨bk, x⟩bk =

n∑
k=١

σjkδkz
j
k ⇒

n∑
k=١

bk⟨bk, x⟩ =
n∑

i,k=١
vjikbkσ

j
kδk

⟨bk, x⟩ =
n∑

k=١
vjikσ

j
kδk. (٣ . ٨)

هندس مفهوم ی با ما کنیم بررس را H مؤلفه های روی PS(x) تصویر هستیم آماده اکنون
قضیه در تقریب بهترین مشخصه سازی کردن فرموله با است معادل این که م کنیم شروع
م کنیم: بیان زیر در که داریم مهم هندس ء ش معرف به نیاز منظور این برای است ٢ . ٢ . ٢

دوگان مخروط
به باشد، X داخل حاصلضرب فضای از ناته مجموعه زیر H کنید فرض .٣ . ٢ . ١ تعریف

م گوییم: دوگان مخروط زیر مجموعه
H٠ := {x ∈ X | ⟨x, y⟩ ≤ ٠ همه برای y ∈ H}

است X در بردار های همه مجموعه H٠ دوگان مخروط ٣ . ١ ل ش به توجه با هندس طور به
م سازد. H در بردار هر با درجه ٩٠ از کمتر زاویه که



انتقال یافته محدب مخروط ی روی بر متری تصویر صریح محاسبات ٣٠

دوگان مخروط :٣ . ١ ل ش
X ∈ X و باشد X داخل حاصلضرب فضای در محدب مجموعه زیر H کنید فرض .٣ . ٢ . ١ قضیه

اگر تنها و اگر h = PH(x) آنگاه باشد. h ∈ H و
x− h ∈ (H− h)٠

داریم: ٢ . ٢ . ٢ قضیه به توجه با برهان.
h = PH(x) ⇔ ⟨x− h, y − h⟩ ≤ ٠ ∀y ∈ H ⇔ x− h ∈ (H− h)٠ ∀y − h ∈ H− h

.
محدب مجموعه روی تقریب بهترین مشخصه سازی قضیه از را زیر شرح م توانیم اکنون

بررس را یرد ب قرار H به نسبت م تواند PS(x) که موقعیت های اینجا در بدهیم. قبل فصل در
م آوریم. بدست روشن و صریح محاسبات با و کنیم م

PS(x) ∈ (Kj)٠ موقعیت محاسبه ٣ . ٢ . ١
آنگاه . y٠ ∈ Kj و j ∈ J کنید فرض .٣ . ٢ . ١ گزاره

y٠ = PKj (PS(x)) ⇔ ⟨PS(x)− y٠, zj⟩ ≤ ٠ ∀zj ∈ con(Zj)

داریم: همچنین و
⟨PS(x)− y٠, y٠ − rj⟩ = ٠

هستند. متعامد ر دی ی با y٠ − rj و PS(x)− y٠ که معن این به



٣١ S روی x تقریب بهترین یافتن
داریم: ٣ . ٢ . ١ تعریف و ٣ . ٢ . ١ قضیه به توجه با برهان.

y٠ = PKj (PS(x)) ⇔ (PS(x)− y٠) ∈ (Kj − y٠(٠ ⇔

⟨PS(x)− y٠, zj + rj − y٠⟩ ≤ ٠ ⇔ ⟨PS(x)− y٠, zj − (y٠ − rj)⟩ ≤ ٠ ∀zj ∈ con(Zj).

است. برقرار zj ∈ con(Zj) همه برای اخیر رابطه در داخل حاصلضرب بودن نامثبت شرایط
رابطه در را حالت دو این پس است برقرار نیز zj = ٢(y٠ − rj) و zj = ٠ انتخاب دو برای پس

م دهیم: قرار اخیر

zj = ٠ ⇒ PS(x)− y٠,−(y٠ − rj)⟩ ≤ ٠ ⇒ ⟨PS(x)− y٠, (y٠ − rj)⟩ ≥ ٠

zj = ٢(y٠ − rj) ⇒ ⟨PS(x)− y٠,٢(y٠ − rj)− (y٠ − rj)⟩ ≤ ٠ ⇒ ⟨PS(x)− y٠, (y٠ − rj)⟩ ≤ ٠.

=⇒ ⟨PS(x)− y٠, (y٠ − rj)⟩ = ٠.
هستند. متعامد y٠ − rj و PS(x)− y٠ پس

،١ . ۵ . ٢ تعریف به توجه با PS(x) ∈ (Kj)٠ که وقت قبل فصل در بحث به مراجعه با اکنون
٣ . ٢ . ١ گزاره از که مفیدی نتیجه پس است rj ∈ E اکسترمم نقطه برخ محدوده در PS(x)

م کنیم: بیان زیر صورت به را باشیم داشته م توانیم

.PKj (PS(x)) = rj آنگاه باشد j ∈ J هر برای PS(x) ∈ (Kj)٠ کنید فرض .٣ . ٢ . ١ نتیجه

داریم: انتقال یافته قطبی مخروط ١ . ۵ . ٢ تعریف به توجه با برهان.

PS(x) ∈ (Kj)٠ ⇒ ⟨PS(x)− rj , zj⟩ ≤ ٠ ∀zj ∈ con(Zj)

داریم: یریم ب نظر در rj ،y٠ جای به اگر ٣ . ٢ . ١ گزاره به توجه با پس

⟨PS(x)− rj , z⟩ ≤ ٠ ⇔ PKj (PS(x)) = rj .

که حالت در که م دهیم نشان سترا دی بویل وریتم ال از استفاده با بعدی فصل در
rj ∈ E اکسترمم نقاط برابر H محدب مجموعه به نسبت x تقریب بهترین ،PS(x) ∈ (Kj)٠
دوگان مخروط با انتقال یافته قطبی مخروط آن در که نتایج از برخ به ما اکنون م شود

م پردازیم. م شود مقایسه



انتقال یافته محدب مخروط ی روی بر متری تصویر صریح محاسبات ٣٢

دوگان مخروط و انتقال یافته قطبی مخروط مقایسه ٣ . ٣
آنگاه باشد. ٠ ∈ S از همسای Nϵ کنید فرض و باشد j ∈ J کنید فرض .٣ . ٣ . ١ قضیه

.١
(rj + con(Zj))٠ = (rj + con(Zj))٠ ⇔ rj = ٠.

.٢
(rj + con(Zj))٠ ̸= ∅.

.٣
Nϵ ⊂ H ⇒ H٠ = ∅ ⇒ (rj + con(Zj))٠ = ∅.

.۴
Nϵ ⊂ (rj + con(Zj)) ⇒ (rj + con(Zj))٠ = ∅.

داریم: (٢ . ١٢) معادله و ٣ . ٢ . ١ تعریف به توجه با (١) برهان.
(rj + con(Zj))٠ = {x ∈ X | ⟨x, rj + zj⟩ ≤ ٠ zj ∈ con(Zj)},

(rj + con(Zj))٠ = {x ∈ X | ⟨x− rj , zj⟩ ≤ ٠ zj ∈ con(Zj)}

=⇒ rj = ٠ ⇔ (rj + con(Zj))٠ = (rj + con(Zj))٠.

داریم: (٢ . ١٢) معادله به توجه با (٢)
(rj + con(Zj))٠ = {x ∈ X | ⟨x− rj , zj⟩ ≤ ٠ zj ∈ con(Zj)} ̸= ∅.

.(rj + con(Zj))٠ ̸= ∅ پس
داریم: ٣ . ٢ . ١ تعریف به به توجه با (٣)

Nϵ ⊂ H ⇒ H٠ = {x ∈ X | ⟨x,Nϵ⟩ > ٠} ⇒ H٠ = ∅ ⇒ (rj + con(Zj))٠ = ∅.

داریم: (٢ . ١٢) معادله به توجه با (۴)
Nϵ ⊂ (rj+con(Zj)) ⇒ (rj+con(Zj))٠ = {x ∈ X | ⟨x,Nϵ⟩ > ٠} ⇒ (rj+con(Zj))٠ = ∅.



٣٣ D مؤلفه های از ی در PS(x) موقعیت محاسبه

D مؤلفه های از ی در PS(x) موقعیت محاسبه ۴ . ٣
از مؤلفه هر در PS(x) که م کنیم فرض کنیم. محاسبه را PS(x) ر دی موقعیت م خواهیم
و j ∈ J هر برای که است معن این به باشد. شده، داده (٢ . ١٣) معادله در که D مجموعه
ارائه از قبل است. Mj

i ⊂ Kj مجموعه جلویی قسمت در PS(x) متری تصویر i ∈ I هر برای
صورت به که را Rn از مجموعه زیر داریم نیاز PS(x) ∈ D که PKj (PS(x)) محاسبه برای نتیجه

کنیم: معرف است زیر

Ξj =

∑n−١
i=١

 n

i

=٢n−عناصر٢
︷ ︸︸ ︷



⟨b١, PS(x)− rj⟩

. . .

. . .

⟨bn−١, PS(x)− rj⟩

٠


, . . . ,



٠
.

.

٠
⟨bn, PS(x)− rj⟩




, (٣ . ٩)

دو که هستند Rn روی عناصر از ن مم انتخاب های تمام از ترکیبی مجموعه این در بردار ها که
معادله های در PS(x) آن در و است عناصر این از ی حداقل با ٠ و (⟨PS(x)− rj , bi⟩) بردارهای

است. آمده (٣ . ١) معادله  در bi ∈ B و (٣ . ٣) و (٣ . ٢)
طوری به دارد وجود i ∈ I و j ∈ J که معن این به PS(x) ∈ D کنید فرض .١ . ۴ . ٣ قضیه
فرد به منحصر عنصر آنگاه است Mj

i ⊂ Kj مجموعه جلویی قسمت در PS(x) متری تصویر  که
که طوری به دارد وجود εj٠ ∈ Ξ

PKj (PS(x)) =
n∑

i=١
σji ρ٠izji + rj ,

با شده حاصل (σjρ٠) = (σji ρ٠i) ∈ Rn که
(σjρ٠) = (tjik)ε

j٠,

حقیقت در است شده داده (۴ . ٣) معادله در که است T j : S → S تبدیل پایه ماتریس (tjik) که
از بیشتر Kj روی PS(x) تقریب بهترین خصوص به است. (۶ . ٣) معادله کل حالت رابطه این

م شود. پیدا آزمایش (٢n − ٢)
حل راه این است. Kj روی فرد به منحصر تصویر ی که م شود نتیجه ١ . ۴ . ٢ گزاره از برهان.

دهد: نشان زیر روش به م تواند را y٠

y٠ =

n∑
i=١

σji ρ٠izji + rj =
n∑

i=١
σji ρ٠izji +

n∑
i=١

σjiψ
j
i z

j
i =

n∑
i=١

σji (ρ٠i +ψj
i )z

j
i (ρ٠i ≥ ٠) (٣ . ١٠)



انتقال یافته محدب مخروط ی روی بر متری تصویر صریح محاسبات ٣۴
PS(x)− y٠ بردارهای و باشد حل راه ی y٠ برای م تواند ٣ . ٢ . ١ گزاره در بودن متعامد شرط
نمایش زیر صورت به S در Zj پایه به نسبت (٣ . ٣) و (٣ . ١٠) معادله های به توجه با y٠ − rj و

م شود: داده
PS(x)− y٠ =

n∑
i=١

σji δiz
j
i −

n∑
i=١

σji (ρ٠i + ψj
i )z

j
i =

n∑
i=١

σji (δi − ρ٠i − ψj
i )z

j
i .

y٠ − rj =

n∑
i=١

σji ρ٠izji + rj − rj =

n∑
i=١

σji ρ٠izji .

داریم: پس
PS(x)− y٠ =

n∑
i=١

σji (δi − ρ٠i − ψj
i )z

j
i , (٣ . ١١)

y٠ − rj =
n∑

i=١
σji ρ٠izji . (٣ . ١٢)

استفاده باشند. متعامد ر دی ی با (٣ . ١٢) و (٣ . ١١) معادله دو باید ٣ . ٢ . ١ گزاره به توجه با که
آنها دادن نمایش با معادل زیر در y٠ − rj و PS(x)− y٠ بردارهای برای V j : S → S تبدیل پایه

داریم: (۶ . ١) معادله به توجه با پس است S از B پایه به نسبت
PS(x)− y٠ =

n∑
i=١

⟨bi, PS(x)− y٠⟩bi,

داریم: (٣ . ٨) معادله به توجه با که
⟨bi, PS(x)− y٠⟩ =

n∑
i=١

vjikσ
j
i (δi − ρ٠i − ψj

i ) (٣ . ١٣)

داریم: (۶ . ١) معادله به توجه با همچنین و
y٠ − rj =

n∑
i=١

⟨bi, y٠ − rj⟩bi,

داریم: (٣ . ٨) معادله به توجه با که
⟨bi, y٠ − rj⟩ =

n∑
i=١

vjikσ
j
i ρ٠j . (١۴ . ٣)

که باشد S فضای زیر در PS(x) − y٠ اگر هستند متعامد ر دی ی با y٠ − rj و PS(x) − y٠ پس
فوریه ضرایب ر دی عبارت به است. Sاز عنصر ی که است y٠ − rj ،S زیرفضای متعامد متمم
به نسبت y٠ − rj نمایش در صفر باید و باشد ناصفر باید B به نسبت PS(x) − y٠ نمایش در
دو ضرایب با روش ∑n−١

i=١

 n

i

 = ٢n − ٢ که است قبیل این از ری دی روش و باشد. B



٣۵ D مؤلفه های از ی در PS(x) موقعیت محاسبه

کنید فرض ویژه به کند. تفکی را متعامد متمم م تواند که دارد وجود S در
 .

.

 جمله ای
که

y٠ − rj ∈ span{{b١, . . . , bm}} ∧ PS(x)− y٠ ∈ span{{bm+١, . . . , bn}}

ارز هم طور به یا
y٠ − rj /∈ span{{bm+١, . . . , bn}} ∧ PS(x)− y٠ /∈ span{{b١, . . . , bm}}.

نسبت y٠ نمایش در ρ٠ = (ρ٠i) مجهول ضرایب با خط معادلات دستگاه با است معادل این
: : است آمده بدست زیر صورت به (١۴ . ٣) و (٣ . ١٣) معادله های از استفاده با که است zj به

(vjik)(σ
jρ٠) =



⟨b١, PS(x)− rj⟩

. . .

. . .

⟨bm, PS(x)− rj⟩

٠
.

٠


, (١۵ . ٣)

راست طرف که کنید توجه است. شده تعریف (۶ . ٣) معادله در که است n×n ماتریس (vjik) که
م کنیم یادآوری هستند. (٣ . ٨) معادله در شده تعریف Ξj مجموعه از عناصر (١۵ . ٣) معادله
فرد به منحصر حل راه که است وارون پذیر که است V j : S → S تبدیل پایه ماتریس (vjik) که

، درواق است. ρ٠

(σjρ٠) = (tjik)



⟨b١, PS(x)− rj⟩

. . .

. . .

⟨bm, PS(x)− rj⟩

٠
.

٠


, (١۶ . ٣)

است Kj در واقعا y٠ که کنیم بررس باید البته است شده داده (٣ . ٣) معادله در (tjik) که
y٠ ∈ Kj ⇔ ρ٠ ≥ ٠. (٣ . ١٧)

حل راه مثبت غیر آزمون ازگذشت پس y٠ برای ٣ . ٢ . ١ گزاره برطبق باشد Kj در y٠ کنید فرض
است: آمده زیر صورت به که م دهیم ارائه



انتقال یافته محدب مخروط ی روی بر متری تصویر صریح محاسبات ٣۶

⟨PS(x)− y٠, zj⟩ ≤ ٠ ∀zj ∈ con(Zj) ⇔

⟨PS(x)− y٠, zji ⟩ ≤ ٠ ∀i ∈ I ⇔ (٣ . ١٨)
G(zj١, . . . , zjn)(σj(δ − ρ٠ − ψj)) ≤ ٠.

در را بودن متعامد شرط y٠ زیرا است اضاف (٣ . ١٧) معادله آزمایش که م کنیم اضافه اینجا در
که است ای نقطه ρ٠ است. Kj از عنصر ی (٣ . ١٨) آزمایش قبول با و م کند ادا ٣ . ٢ . ١ گزاره
را بودن متعامد شرط y٠ اگر بنابراین و باشد دسترس در (٣ . ١٨) آزمون برای صورت هر در باید
پی در پی فرایند این و شود حذف تواند م (٣ . ١٨) آزمایش م کند ادا ٣ . ١٧ آزمایش قبول بدون
زیرا م شود. انتخاب هستند (١۵ . ٣) معادله راست سمت در که Ξj مجموعه ی ر دی عناصر از
دو هر Ξj عناصر از ی که م کند تضمین حل راه وجود است. جام Ξj مجموعه ی حل راه
این که م شود نتیجه حل راه بودن فرد به منحصر از م کند. ادا را ٣ . ٢ . ١ گزاره ی در شرط

م شود. یافت Ξj از عناصر این که شود تمام زودی به م توان فرایند

ساخت از پس را آن وجود که م کند تعریف خوش واقعاً را نتیجه وجود ١ . ۴ . ٣ قضیه
١ . ۴ . ٣ قضیه حل راه و باشد کوچ خیل n آنکه ر م م کند ثابت راه حل، برای قراردادی
را حل راه امتحان، ٢n − ٢ در است ن مم که چرا ندهد ارائه را روش مفید خیل است ن مم
فرض این اما م شود. جای گذاری آن در PS(x) که شده داده D از مؤلفه ای که وقت کند پیدا
امتحان ٢n(٢n − ٢) حداکثر تا را تقریب بهترین محاسبه و نشود ساخته کل طور به م تواند
متری تصویر بدانیم اگر م افتد اتفاق که م دهد رخ بدیه سوال بنابراین م کند. اضافه را
جلویی قسمت در PS(x) ویژه به بدانیم اگر معن این به است شده Dواق از مؤلفه ای در PS(x)

که م شود نتیجه ١ . ۴ . ٣ قضیه اثبات از باشد. شده تعریف ١۴ . ٣ معادله در که Mj
i مجموعه

تجزیه عناصر در ترتیب به که داریم y٠ یعن تقریب بهترین جستجو برای متفاوت انتقال دو
اکسترمم نقطه به نسبت ر دی ی و PS(x) به نسبت انتقال مثال برای شده اند. واق S متعامد
این که دهد م نشان را ١ . ۴ . ٣ قضیه بعدی نتیجه است. Mj

i مجموعه به مربوط که rj ∈ E

شود. م تقریب بهترین مستقیم محاسبه به منجر که ما به شود م داده اطلاعات

و باشد S روی x ∈ X از متری تصویر کنید فرض و i ∈ I و j ∈ J کنید فرض .١ . ۴ . ٣ نتیجه
از ی در و باشد است، آمده ۵ . ۴ . ٢ تعریف در که Mj

i ⊂ Kj مجموعه جلویی درقسمت PS(x)

آنگاه باشد D مؤلفه های
PKj (PS(x)) =

n∑
l=١

σjilρ٠ilz
j
il
+ rj ,



٣٧ D مؤلفه های از ی در PS(x) موقعیت محاسبه
م آید: بدست زیر صورت به که (σjρ٠) = (σjilρ٠il ) ∈ Rn که

(σjρ٠) = (tjilik)



⟨bil , PS(x)− rj⟩

. . .

. . .

⟨bin−١ , PS(x)− rj⟩

٠


,

Zj = {zji١ , . . . , z
j
in−١ , z

j
in
} که است اشمیت گرام از گذرنده متعامد پایه Bj

in
= {bji١ , b

j
i٢ , . . . , b

j
in
} و

به rjin ∈ Erj ∖Cj
i طوری که به in ∈ I اندیس و , bjin = zjin/∥z

j
in
∥ که طوری به م کند ایجاد را

معن این
Erj

rjin = {rj + λσjinψ
j
in
zjin | ٠ ≤ λ ≤ ١} ⊈ Mj

i

نهایت در و
(tjilik) = G−١(zji١ , z

j
i٢ , . . . , z

j
in
)(ujilik)

(ujilik) = (⟨zjil , bik⟩).

عنوان به انتقال یافته محدب مخروط روی تقریب بهترین که دهد م نشان ١ . ۴ . ٣ نتیجه
جستجو هیچ بدون ویژه به کرد محاسبه مستقیم طور به م تواند را H مجموعه از مؤلفه ی
نتیجه که این برای رو این از دارد. قرار D از مؤلفه ای در PS(x) که م دانیم مرتبه ی کننده
ضروری موضوع ی این اکنون کنیم پیدا H به نسبت را PS(x) ان م است ن مم باشد مفید
از کمتر خیل صورت هر در م شود پیدا کم محاسبات با موقعیت تعیین این البته و است

است. دستوری امتحان ٢n(٢n − ٢) محاسبه





۴ فصل
سترا دی بویل وریتم ال

مقدمه ١ . ۴
کمترین با و م کند برقرار را تکراری فرایند ی رایی هم که سترا دی بویل قضیه فصل این در
م کنیم. بیان را م پردازد فرد به منحصر مجموعه روی تقریب بهترین محاسبه به محاسبات
برای لم و قضیه چند ابتدا است. ما نظر مورد موقعیت با متناظر سترا دی بویل قضیه مفروضات
که اصل قضیه اثبات در آن از و م کنیم اثبات را قضیه سپس و م کنیم بیان قضیه این اثبات
زیر مجموعه های به نسبت داخل ضرب فضای از عنصر ی تقریب بهترین کامل خصوصیات

م کنیم. استفاده بعد فصل در م دهد، نشان را فضا آن در محدب

ضعیف رایی هم ٢ . ۴
با و گوییم x به ضعیف رای هم را X داخل ضرب فضای در {xn} دنباله .٢ . ١ . ۴ تعریف
y ∈ X هر برای اگر xاست به را هم ضعیف طور به xn م گوییم و م دهیم نمایش xn w−→ x

اگر تنها و اگر است x به را هم ضعیف طور به xn با است معادل این و ⟨xn, y⟩ −→ ⟨x, y⟩ آنگاه
x∗(xn) −→ x∗(x) باشیم: داشته x∗ ∈ X∗ هر برای

xn
w−→ x آنگاه xn −→ x اگر (١) .٢ . ١ . ۴ قضیه

٣٩



سترا دی بویل وریتم ال ۴٠
∥xn∥ −→ ∥x∥ و xn w−→ x اگر تنها و اگر xn −→ x (٢)

xn −→ x اگر فقط و اگر xn w−→ x آنگاه باشد متناه بعد با X اگر (٣)
داریم y ∈ X هر برای آنگاه xn −→ x کنید فرض (١) برهان.

|⟨xn, y⟩ − ⟨x, y⟩| = |⟨xn − x, y⟩| ≤ ∥xn − x∥∥y∥ −→ ٠
.xn w−→ x پس ⟨xn, y⟩ −→ ⟨x, y⟩ بنابراین

برهان برای و xn w−→ x (١) قسمت به توجه با پس xn −→ x اگر (٢)
داریم: ∥xn∥ −→ ∥x∥

∥xn∥ = ∥(xn − x) + x∥ ≤ ∥xn − x∥+ ∥x∥

∥xn∥ − ∥x∥ ≤ ∥xn − x∥ =⇒ ∥xn∥ −→ ∥x∥

آنگاه ∥xn∥ −→ ∥x∥ و xn w−→ xاگر برعکس
∥xn − x∥٢ = ∥xn∥٢ − ٢⟨xn, x⟩+ ∥x∥٢ ⇒ ∥x∥٢ − ٢⟨x, x⟩+ ∥x∥٢ = ٠

.xn −→ x پس
به توجه با آنگاه باشد X متعامد پایه {e١, . . . eN} که کنید فرض باشد dimX = N اگر (٣)

داریم: x ∈ X هر برای (۵ . ١) معادله

x =

N∑
i=١

⟨x, ei⟩ei , ∥x∥٢ =

N∑
i=١

|⟨x, ei⟩|٢

داریم: آنگاه xn w−→ x چون رو این از

∥xn∥٢ =

N∑
i=١

|⟨xn, ei⟩|٢ −→
N∑
i=١

|⟨x, ei⟩|٢ = ∥x∥٢

م شود. اثبات (١) قسمت به توجه با برعکس و xn −→ x (٢) قسمت به توجه با پس

دارد. ضعیف رای هم زیردنباله ی هیلبرت فضای در کراندار دنباله هر .٢ . ٢ . ۴ قضیه
م کنیم. مراجعه [٢] به اثبات برای برهان.

داریم: و است کراندار xn آنگاه باشد x به ضعیف را هم xn دنباله کنید فرض .٢ . ١ . ۴ لم
∥x∥ ≤ lim

n−→∞
inf∥xn∥.



۴١ ضعیف رایی هم
م کنیم. مراجعه [٢] به اثبات برای برهان.

اگر گوییم بسته ضعیف طور به را X داخل ضرب فضای از K زیرمجموعه .٢ . ٢ . ۴ تعریف
.x ∈ K که شود نتیجه آن از xn w−→ x و xn ∈ K

است. بسته بسته، ضعیف بطور مجموعه هر (١) .٢ . ٣ . ۴ قضیه
باشد. بسته ضعیف طور به اگر فقط و اگر است بسته محدب مجموعه ی (٢)

K م  دهیم نشان آنگاه xn w−→ x و xn ∈ K و باشد ضعیف بسته K کنید فرض (١) برهان.
چون قسمت(١) ٢ . ١ . ۴ قضیه به توجه با است. x ∈ K دهیم نشان کافیست است. بسته
بسته ضعیف تعریف به توجه با پس است ضعیف بسته K چون . xn w−→ x پس xn −→ x

است. بسته K پس است xn ∈ K

فرض است. ضعیف بسته K آنگاه باشد محدب و بسته K اگر که دهیم نشان کافیست (٢)
و ∥x∗∥ = ١ که دارد وجود x∗ ∈ X∗ پس x /∈ K اگر xn w−→ x و xn ∈ K م کنیم

که: م شود نتیجه پس است x∗(x) > supx∗(K)

x∗(x) > sup
n−→∞

x∗(xn) ≥ lim
n−→∞

x∗(xn) = x∗(xn)

است. بسته ضعیف K و است x ∈ K پس است تناقض این که



سترا دی بویل وریتم ال ۴٢

سترا دی بویل وریتم ال ٣ . ۴
کنیم اثبات م شود گفته سترا دی وریتم ال که تکراری وریتم ال ی از را رایی هم م خواهیم
Ki بسته محدب مجموعه متناه تعداد اشتراک تقریب بهترین محاسبه به م دهد اجازه که
فرض کنیم. پیدا فرد به منحصر مجموعه روی را تقریب بهترین محاسبات کمترین با بپردازیم.
کنیم فرض و باشد i = ١, . . . , r که X هیلبرت فضای از بسته محدب مجموعه زیر Ki کنیم
محاسبه را PH(x) م خواهیم ما شده داده x ∈ X هر برای است H ̸= ∅ که باشد H = ∩r

i=١Ki

کنیم.
تعریف زیر صورت به که باشد ”r پیمانه به n ” نشاننده [n] م کنیم فرض n ∈ N هر برای

م شود:
[n] = {١,٢, . . . , r} ∩ {n− kr | k = ٠, ١,٢, . . .}

داریم: مثال برای
[١] = ١, [٢] = ٢, . . . [r] = r, [r + ١] = ١, [r + ٢] = ٢, . . . , [٢r] = r, . . .

که: معن این به ٢ پیمانه به n داریم r = ٢ برای مثلا
[n] = {١,٢} ∩ {n− ٢k | k = ٠, ١,٢, . . .}

م کنیم: تعریف زیر صورت به را {xn} دنباله x ∈ X هر برای پس
x٠ = PS(x) e−(r−١) = . . . = e−١ = e٠ = ٠

xn = PK[n](xn−١ + en−٢) (١ . ۴)
en = xn−١ + en−٢ − xn (n = ١,٢, . . .)

م شود: حاصل زیر روش از که است H روی x تقریب بهترین به را هم دنباله این که
lim
n→∞

∥xn − PH(x)∥ = ٠
ل ش م کنیم. بیان را آنها زیر در که ارائه دهیم را لم چند است مناسب عبارات این اثبات برای
که هستند بسته محدب مجموعه دو K٢ و K١ که م دهد نشان را سترا دی بویل وریتم ال ١ . ۴

.H = K١ ∩K٢



۴٣ سترا دی بویل وریتم ال

سترا دی بویل وریتم ال :١ . ۴ ل ش
داریم: y ∈ K[n] همه برای و n هر برای .٣ . ١ . ۴ لم

⟨xn − y, en⟩ ≥ ٠ (٢ . ۴)
فرض اگر ٢ . ٢ . ٢ قضیه محدب مجموعه روی تقریب بهترین مشخصه سازی به توجه با برهان.
توجه با y ∈ K[n] هر برای آنگاه H = K[n] و α٠ = PK[n](xn−١ + en−٢) ، x = xn−١ + en−١ کنیم

داریم: (١ . ۴) معادله به
⟨xn − y, en⟩ = ⟨PK[n](xn−١ + en−٢)− y, xn−١ + en−١ − PK[n](xn−١ + en−٢)⟩ ≥ ٠

داریم: n ≥ ٠ هر برای .٣ . ٢ . ۴ لم
x− xn = en−(r−١) + en−(r−٢) + . . .+ en−١ + en (٣ . ۴)

طرف و ٣ . ۴ معادله چپ طرف آنگاه باشد n = م کنیم٠ فرض م کنیم ثابت استقرا با برهان.
زیرا م شود برابر آن راست

x− x٠ = x− x = ٠



سترا دی بویل وریتم ال ۴۴
و

e−(r−١) + e−(r−٢) + . . .+ e−١ + e٠ = ٠
حالت برای باشد برقرار n حالت برای نیم می فرض حال است برقرار n = ٠ برای م ح پس

داریم: پس م کنیم ثابت n+ ١
x− xn+١ = (x− xn) + (xn − xn+١)

= en−(r−١) + en−(r−٢) + . . .+ en−١ + en + (en+١ − en+١−r)

= en−(r−٢) + . . .+ en−١ + en + en+١
= en+١−(r−١) + en+١−(r−٢) + . . .+ en−١ + en + en+١.

است. برقرار م ح پس شد ثابت م ح n+ ١ برای پس
داریم: y ∈ K هر و ٠ ≤ m ≤ n و n ∈ N هر برای .٣ . ٣ . ۴ لم

∥xm − y∥٢= ∥xn − y∥٢+
m∑

k=m+١
∥xk − xk−٢+٢∥١

n∑
k=m+١

⟨ek−r, xk−r − xk⟩

+ ٢
n∑

k=n−(r−١)
⟨ek, xk − y⟩ − ٢

m∑
k=m−(r−١)

⟨ek, xk − y⟩.

م کنیم. مراجعه [٢] به اثبات برای برهان.
n −→ ∞ اگر بخصوص ∑∞

k=١∥xk−١ − xk∥٢ < ∞ و است کراندار دنباله ی {xn} .۴ . ٣ . ۴ لم
.∥xn−١ − xn∥ −→ ٠ آنگاه

با معادله راست سمت در چهارم و سوم جمله . m = ٠ کنیم فرض ٣ . ١ . ۴ لم در اگر برهان.
صفر برابر شرط آخرین (١ . ۴) معادله به توجه با که صورت در هستند نامنف ٣ . ١ . ۴ لم به توجه

داریم: پس است
∥x٠ − y∥ ≥ ∥xn − y∥٢ +

n∑
k=١

∥xk − xk−٢∥١.

شد. ثابت لم پس است کراندار {xn}رو این از و است کراندار {∥xn−y∥} م شود نتیجه که
داریم: n ∈ N هر برای .۵ . ٣ . ۴ لم

∥en∥ =

n∑
k=١

∥xk−١ − xk∥.

داریم: n = ١ برای م کنیم ثابت استقرا با برهان.
∥e٠∥ = ∥x٠ − x١ − e١−r∥ = ∥x٠ − x١∥.



۴۵ سترا دی بویل وریتم ال
به توجه با آنگاه باشد برقرار n ≥ m همه برای م کنیم فرض است برقرار n = ١ برای پس

داریم: (١ . ۴) معادله
∥en+١∥ = ∥xn − xn+١−r + en+١−r∥ ≤ ∥xn − xn+١−r∥+ ∥en+١−r∥

≤ ∥xn − xn+١−r∥+
n+١−r∑
k=١

∥xk−١ − xk∥ ≤
n+١∑
k=١

∥xk−١ − xk∥.

شد. ثابت لم پس است برقرار نیز n برای پس است برقرار n+ ١ برای پس
.۶ . ٣ . ۴ لم

lim inf

n∑
k=n−(r−١)

|⟨xk − xn, ek⟩| = ٠.

م کنیم. مراجعه [٢] به اثبات برای برهان.
که طوری به است موجود {xn} از {xnj} دنباله زیر .٣ . ٧ . ۴ لم

lim sup
j−→٠ ⟨y − xnj , x− xnj ⟩ ≤ ٠ ∀y ∈ K

و
lim
j→∞

nj∑
k=nj−(r−١)

|⟨xk − xnj , ek⟩| = ٠.

داریم: n ≥ ٠ و y ∈ k همه برای ٣ . ٢ . ۴ لم از استفاده با برهان.
⟨y − xn, x− xn⟩ = ⟨y − xn, en−(r−١) + en−(r−٢) + . . .+ en−١ + en⟩

=

n∑
k=n−(r−١)

⟨y − xn, ek⟩

=

n∑
k=n−(r−١)

⟨y − xk, ek⟩+
n∑

k=n−(r−١)
⟨xk − xn, ek⟩. (۴ . ۴)

بنابراین نیست صفر از بیشتر مجموع اولین ٣ . ١ . ۴ لم از استفاده با و

⟨y − xn, x− xn⟩ ≤
n∑

k=n−(r−١)
⟨xk − xn, ek⟩ (۵ . ۴)

که طوری به دارد وجود {nj} ∈ N دنباله زیر که م گیریم نتیجه ۶ . ٣ . ۴ لم به توجه با و

lim
j→∞

nj∑
k=nj−(r−١)

|⟨xk − xnj , ek⟩| = ٠. (۶ . ۴)



سترا دی بویل وریتم ال ۴۶

سترا دی بویل قضیه ٣ . ١ . ۴
باشد: زیر صورت به S در {xn} دنباله ساختمان کنید فرض .٣ . ١ . ۴ قضیه

x٠ = PS(x), e−١ = e٠ = ٠,
xn = PK[n](xn−١ + en−٢)

en = xn−١ + en−٢ − xn (n = ١,٢, . . .)
طوری به باشد X هیلبرت فضای از محدب بسته زیرمجموعه های H١,H٢, . . . ,Hr کنید فرض و

داریم: {xn} دنباله و x ∈ X هر برای آنگاه H ̸= ∅ که باشد H = ∩r
i=١Hi که

lim
n→∞

∥xn − PH(x)∥ = ٠
است. X در نرم ∥.∥ که

که طوری به است موجود {xn} از {xnj} دنباله زیر ٣ . ٧ . ۴ لم به توجه با برهان.
∀y ∈ H lim sup

j−→∞
⟨y − xnj , x− xnj ⟩ ≤ ٠. (٧ . ۴)

دارای کراندار دنباله هر ٢ . ٣ . ۴ قضیه به توجه با و است کراندار {xn} ۴ . ٣ . ۴ لم به توجه با چون
که طوری به دارد وجود y٠ ∈ X پس است ضعیف رای هم زیردنباله ی

xnj

w−→ y٠ (٨ . ۴)
و

lim
j−→∞

∥xnj∥ (٩ . ۴)
داریم: ٢ . ١ . ۴ لم به توجه با و است موجود

∥y٠∥ ≤ lim inf
j−→∞

∥xnj∥ = lim
j−→∞

∥xnj∥. (١٠ . ۴)
در باید ها xnj از متناه تعدادی دارد. وجود Hi مجموعه های از متناه تعدادی تنها چون
به آن ٢ . ٣ . ۴ قضیه به توجه با که است محدب و بسته Hi زیرا یرد. ب قرار Hi تنهای مجموعه
است. xn − xn−١ −→ ٠ ۴ . ٣ . ۴ لم به توجه با است. y٠ ∈ Hi بنابراین و است بسته ضعیف طور
به {xnj+٣} و {xnj+٢} ، {xnj+١} دنباله های همه که م بینیم واقعیت این از رر م استفاده با

که است y٠ ∈ Hi ، i هر برای بنابراین هستند y٠ به را هم ضعیف طور
y٠ ∈ H (١١ . ۴)



۴٧ سترا دی بویل وریتم ال
م سازند: را زیر مفهوم (١٠ . ۴) و (٧ . ۴) معادله y ∈ H هر برای است.

⟨y − y٠, x− y٠⟩ = ⟨y, x⟩ − ⟨y, y٠⟩ − ⟨y٠, x⟩+ ∥y٢∥٠

≤ lim
j−→∞

[⟨y, x⟩ − ⟨y, xnj ⟩ − ⟨xnj , x⟩+ ∥xnj∥٢]

= lim
j−→∞

⟨y − xnj , x− xnj ⟩ ≤ ٠.
٢ . ٢ . ٢ قضیه به توجه با

y٠ = PH(x) (١٢ . ۴)
م آوریم بدست نابرابری زنجیر در تساوی ی ما دهید. قرار را y = y٠ بالا نابرابری در علاوه به

رو این از
lim

j−→∞
∥xnj∥٢ = ∥y٢∥٠ (١٣ . ۴)

و
lim

j−→∞
⟨y٠ − xnj , x− xnj ⟩ ≤ ٠. (١۴ . ۴)

م آید: به دست زیر نتیجه (٢) قسمت ٢ . ١ . ۴ قضیه و ١۴ . ۴ و ١٣ . ۴ معادله های به توجه با
∥xnj − y٠∥ −→ ٠. (١۵ . ۴)

رو این از
∥xnj − PH(x)∥ = ∥xnj − y٠∥ −→ ٠. (١۶ . ۴)

(۴ . ۴) معادله از است y٠ به را هم {xn} دنباله ی که دهیم نشان باید اثبات شدن کامل برای
داریم n = nj و y = y٠ دادن قرار با

⟨y − xnj , x− xnj ⟩ =
nj∑

k=nj−(r−١)
⟨y٠ − xk, ek⟩+

nj∑
k=nj−(r−١)

⟨xk − xnj , ek⟩. (١٧ . ۴)

و م کند میل صفر به (١۴ . ۴) معادله به توجه با j −→ ∞ وقت (١٧ . ۴) معادله چپ طرف
داریم: رو این از م کند میل صفر به (۵ . ۴) معادله به توجه با راست طرف در دوم مجموع

lim
j−→∞

nj∑
k=nj−(r−١)

⟨y٠ − xk, ek⟩ = ٠ (١٨ . ۴)

داریم: n ≥ nj هر برای m = nj و y = y٠ دادن قرار با ٣ . ٣ . ۴ لم و ٣ . ١ . ۴ لم از استفاده با

∥xnj − y٢∥٠ ≥ ∥xn − y٢∥٠ − ٢
nj∑

k=nj−(r−١)
⟨ek, xk − y٠⟩



سترا دی بویل وریتم ال ۴٨
یا

∥xn − y٢∥٠ ≤ ∥xnj − y٢∥٠ + ٢
nj∑

k=nj−(r−١)
⟨ek, xk − y٠⟩. (١٩ . ۴)

و (١٨ . ۴) معادله های به توجه با j −→ ∞ هر برای (١٩ . ۴) نابرابری راست سمت شرط دو اما
که م شود نتیجه پس م کند میل صفر به (١۵ . ۴)

lim
n−→∞

∥xn − y٠∥ = ٠
م شود. کامل اثبات و

آن نهایی و بعدی فصل در که هستیم H مجموعه روی متری تصویر ارائه به آماده اکنون
م کنیم. تحلیل را



۵ فصل
گیری نتیجه

H مجموعه روی PS(x) متری تصویر ١ . ۵
(٣ . ٣) معادله به توجه با کنید فرض و باشد j ∈ J و i ∈ I کنید فرض .١ . ١ . ۵ قضیه

از و است فرد به منحصر H روی x ∈ X تقریب بهترین دراین صورت . PS(x) =
∑n

k=١ σjkδkzjk
م آید: به دست زیر عبارت ٣ از ی

.PH(x) = PS(x) آنگاه باشد PS(x) ∈ H اگر (١)

.PH(x) = rj آنگاه باشد PS(x) ∈ (Kj)٠ اگر (٢)
آنگاه باشد D مؤلفه های از ی در Mj

i ⊂ Kj مجموعه جلویی قسمت در PS(x) اگر (٣)
.PH(x) = PKj (PS(x))

این به است. خودتوان PH ر عمل تصویر که است واقعیت این از ناش ادعا این (١) برهان.
به نسبت H عضو هر تقریب بهترین تقریبِ بهترین ٢ . ۴ . ٢ قضیه به توجه با که معن

به نسبت عضو آن تقریب بهترین با برابر H
م باشد. H

داریم: ٣ . ٢ . ١ نتیجه به توجه با (٢)
PS(x) ∈ (PKj )٠ ⇒ PKj (PS(x)) = rj .

۴٩



گیری نتیجه ۵٠
دست از بدون PH(x) = rj که م دهیم نشان سترا دی بویل قضیه از استفاده با حال
k ∈ هر برای j = ٢k − ١ که معن این به است فرد j که م کنیم فرض کلیت دادن

داریم: ٢ . ۴ . ٢ گزاره به توجه با {١, . . . ,٢n−١}

rj = r٢k−١ ∈ r٢k + con(Z٢k) = K٢k.

هر برای j = ٢k که معن این به باشد زوج j که کنیم فرض اگر ترتیب همین به و
داریم: ٢ . ۴ . ٢ گزاره به توجه با k ∈ {١, . . . ,٢n}

rj = r٢k ∈ r٢k−١ + con(Z٢k−١) = K٢k−١.

نتیجه سترا دی بویل قضیه پس H = K٢k−١ ∩K٢k ٢ . ۴ . ٢ گزاره به توجه با ترتیب این به
را هم که م شود ساخته شد گفته سترا دی بویل قضیه در که {xn} دنباله پس م شود

.PH(x) = rj پس است. {rj} ثابت دنباله به
j = که معن این به باشد. فرد j که م کنیم فرض دوباره کلیت دادن دست از بدون (٣)

١ . ۴ . ٣ نتیجه از استفاده با است. k ∈ {١, . . . ,٢n−١} آن در که ٢k − ١
١ . ۵ . ٢ گزاره به توجه با چون اما م شود. محاسبه PK٢k−١(PS(x)) ∈ M٢k−١

i ⊂ K٢k−١

داریم ٢ . ۴ . ٢ گزاره به توجه با پس PK٢k−١(PS(x)) ∈ K٢k پس M٢k−١
i ⊂ K٢k

در که {xn} دنباله پس م شود. نتیجه سترا دی بویل قضیه بنابراین .H = K٢k−١ ∩K٢k
{PK٢k−١(PS(x))} ثابت دنباله به را هم که م شود ساخته شد گفته سترا دی بویل قضیه

.PH(x) = PKj (PS(x)) بنابراین است.

اگرچه که است ١ . ١ . ۵ قضیه دادن نشان برای ذهن تصویر ی دادن معن به ١ . ۵ ل ش
شهودی روش ی قضیه با کار که م دهد نشان ل ش این نیست درست دقیقا نمایش این
این م کند.توسط تنظیم را مسأله زیبا هندس ساختار که شود توجه همچنین است خوشایند
PS(x) برای ن مم موقعیت های از تعدادی که است این ل ش ایده  م شود داده نشان ل ش
ل ش در انهایی پی توسط م دهد نتیجه H روی که م دهد.تصویری نشان را S زیرفضای در

است. H در PS(x) که موقعیت جز به البته شده مشخص



۵١ H مجموعه روی PS(x) متری تصویر

H روی متری تصویر دهنده نشان :١ . ۵ ل ش
به نسبت داخل ضرب فضای از عنصر ی تقریب بهترین کامل خصوصیات ١ . ١ . ۵ قضیه
توصیف به ما نهایی و بعدی بخش در م دهد. نشان را فضا آن در محدب مجموعه های زیر

م پردازیم. قضیه این از واقع زندگ برنامه ی



گیری نتیجه ۵٢

نفت صنعت در منابع برنامه ها:تولید ٢ . ۵
و است چاه n چاه ها تعداد که دارد وجود نفت صنعت در تولید عملیات در مشترک وضعیت ی
و م شود. انجام م گویند گروه اصل لوله آن به  که بزرگ قطعات با لوله ی روی تولیدات
آب و نفت صورت به مختلف فازهای در که جداکننده گروه به اصل لوله از مشترک تولیدات
اندازه جداگانه صورت به فاز هر در تولید مقدار و م شوند داده انتقال هستند مجزا که گاز و

م شوند. داده منتقل دست پایین مناطق به جداگانه فازها م شود. گیری
برای ریاض مدل ی طریق از فرد به منحصر چاه های روی تولیدات پیش بین یا برآورد
آزمایش برای م شود. پیدا آزمایش چاه ی طریق از مدل این م آید. بدست چاه ی تولیدات

گروه اصل لوله از چاه آن در که م شوند آزمایش چاه ها از گروه ، i چاه به ویژه چاه ی
است. متصل کننده جدا آزمایش به که است. شده متصل آزمایش اصل لوله به و شده جدا
م شود. اندازه گیری i چاه فقط بار این اما م شود. اندازه گیری تولیدات فاز دوباره اینجا در
ترکیبی و است کننده جدا آزمایش از ترکیبی دست، پایین در آزمایش چاه روی تولیدات فاز
که است مقادیری از نگاشت چاه مدل است. ر دی چاه های روی مشترک گروه تولیدات با
چاه طول در است. چاه از تولیدات فاز روی فشار مختلف انواع به ویژه م کند. ط را تولیدات
پیدا برای اطلاعات این و م شود. اندازه گیری آن برد و نگاشت این دامنه مقادیر دو آزمایش
تولید وضعیت در چاه که وقت م شود. استفاده شده اندازه گیری داده های از نگاشت کردن
چاه مدل توسط آنها پردازش با و هستند دسترس در هم هنوز شده ط مقادیر م گردد باز
اری هم حاضر حال در مسأله منابع تولید ایده م آید. دست به مربوط چاه تولیدات از اعلام ها
تولید طول در ری دی مؤثر چاه های زیرا م کند. پیدا را کل تولیدات با فرد به منحصر چاه
جداگانه تولیدات اعلام های مجموع با که م شود انجام عموم طور به کل تولید و هستند
تولیدات اعلام های روی از کل تولیدات تقریب بهترین باید ما ر دی عبارت به نیست. برابر
ما است شده داده شرح ١ فصل در مسأله نمادگذاری شرایط کنیم. پیدا فرد به منحصر چاه

م کنیم: محدود فقط تولیدات فاز نوع ی به توجه با را خودمان زیر اتبات م
کل تولیدات : x ∈ X

iتولیدچاه : yi ∈ Y

چاه ها تعداد : n

قبول قابل ترکیبات : H ⊂ Y

نیستند. استفاده به مجاز منف اری های هم که توجه کنیم باید قبول قابل ترکیبات برای
هم نیز بزرگتری سهم حقیقت در که است ن مم شهودی شمارنده حدودی تا حال این با

زمان شود القا است ن مم خاص چاه روی تولید که است معنا این به این باشند. داشته
طور به است ن مم و شود انجام ر دی چاه چند یا ی توسط آبی کم در تولیدات آن در که



۵٣ نفت صنعت در منابع برنامه ها:تولید
واق در فرد به منحصر چاه های که باشد شده واق منظوره چند چاه های در اصطلاحا خاص
بررس چندمنظوره چاه چند از تولید لوله توسط که هستند مخزن در مختلف منطقه های در

آنها تولیدات که چاه هایی که م آید به دست صورت این به چاه ها این در تولیدات م شود.
که چاه هایی وسیله به و م شود احداث ر دی چاه ی آنها نزدی در است رسیده پایان به
مدل در این که م شود بیشتر جدید چاه تولیدات و م شود تزریق رسیده پایان به آنها تولیدات

م شود. ارزیابی نیست” قبول قابل ” عنوان به ما ریاض
شامل که م دهد نشان را منطقه چند چاه ی روی کل تولیدات بعد صفحه در ٢ . ۵ ل ش
نشان y٢ با را B منطقه و y١ با را A منطقه موافق تولیدات کنید فرض است. B و Aمنطقه ٢
اعلام هایی و م شوند محاسبه چاه مدل های از استفاده با جداگانه مناطق روی تولیدات دهیم.

م شود. اعلام هستند جداگانه طور به تولید حال در مناطق که وقت خود رد عمل از
تولیدات در که باشد داشته قصد B منطقه اگر که نتیجه م شود بعد صفحه در ٢ . ۵ ل ش از
تنهایی به آن که وقت و بود خواهد کمتر A منطقه از خیل آن رد عمل باشد داشته سهم کل
به تقریبا A منطقه که م رود انتظار ر دی منظر از بود. خواهد هزینه بر خیل م کند تولید
پس دارد وجود تولید همزمان که وقت دارد قرار B منطقه از دورتری فاصله ی در کامل طور

است. B منطقه از بهتر A منطقه



گیری نتیجه ۵۴

y٢ و y١ فرد به منحصر تولید و x کل تولید :٢ . ۵ ل ش
باشد: زیر صورت به PS(x) کنید فرض پیدا کنیم را PS(x) که است موقع حال

PS(x) = ١٫٠۵y١ − ٠٫١٨y٢.

تعریف از پس نتیجه این کامل تر ارزیابی است. ن غیرمم فیزی نظر از البته y٢ منف اری هم
نسبت PS(x) موقعیت تولید عملیات تمرین در م شود. ن مم پذیرفتن ترکیبات از H مجموعه
یا است شده انجام قطعاً عملیات که باشد داشته را مفهوم تشخیص ارزش است ن مم H به
این برای اما شود. کشیده ،PS(x) نسبی موقعیت های این براساس است ن مم نتیجه گیری ها
در β و α ل ش پارامترهای برای قبول قابل پارامترهای از عاقلانه انتخاب ی که است ضروری
مختلف انتخاب های از ناش PH(x) اثر زیر جدول در شود. ساخته H ،(١ . ١٠) معادله تعریف
نمایش هایی اینجا در شده ارائه نتایج درک منظور به م هد. نشان را β و α پارامتر های برای

م کنیم: تعیین شده استفاده محاسبات در که اکسترمم نقاط از
r١ = α١y١ + α٢y٢.



۵۵ نفت صنعت در منابع برنامه ها:تولید
r٢ = β١y١ + β٢y٢.

r٣ = α١y١ + β٢y٢.

r۴ = β١y١ + α٢y٢.

PS(x) مشاهده [β١, β٢] [α١, α٢] آزمایش شماره
M١٢ = M٣٢ [٢; ١] [٫١; ٫٠۵] ١
(K٢)٠ [٫۵; ١] [٫١; ٫١] ٢

M٢١ = M٣١ [۵;٣] [٠; ٫٠] ٣
ما انتخاب است. شده ملاحظه جدول در مختلف موقعیت های از گرافی نمایش ٣ . ۵ ل ش

برای شده ساخته انتخاب به خصوص است نمایش اثر ی پیرو مسلما ل ش پارامتر های از
خیل تقریبی کل تولید که معن این به است پوچ که سوم آزمایش در ل ش پارامترهای

شده ذکر بالا در که وضعیت چنین از شرح این است. شده اندازه گیری کل تولید از بزرگتر
هر در باشد. واحد سهم چندتا تولید میزان سهم م دهد اجازه که است قبول قابل غیر

راه ی م دهد. نشان را ل ش پارامتر از معقول انتخاب ضرورت حال این با نتایج این صورت
نظریه شرایط در مخصوصا ریاض متفاوت کاملا محیط ی بالا مسأله طرح انجام برای

تولید آل ایده از عضو ی از پس کل تولید است. جابجایی جبر از بخش عنوان به ایده آل
چاه مدل های برای چندجمله ای نمایش های این که فرض با است. جداگانه تولید توسط شده

م شود: کل تولید برای زیر نمایش به منجر امر این باشد
x =

n∑
i=١

siyi,

صحیح ساخت برای آن از پس si است. چاه متقابل اثر مدل سازی هستند. چندجمله ها si که
است. شده ساخته ل ش پارامترهای



گیری نتیجه ۵۶

ل. ش پارامترهای از مختلف انتخاب های با PH(x) و PS(x)،x کل تولید :٣ . ۵ ل ش
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Abstract

The range of a linear operator over a polyhedron, considered in this dissertation, is a
convex subset H of a finite dimensional subspace S of the ambient inner product

space X. According to the reduction principle, the best approximation to a point of X
from H equals the best approximation PS(x) from H. From a geometric point of view

different locations of PS(x) with respect to H, these differences may have their
bearings on the computation best approximation to a point of X from H of according

to the reduction principle, Using the Boyle-Dykstra theorem,by reducing the
computation to a problem of finding best approximations x from H . The result is finally

applied to real-life data from oil industry in that a solution is presented for a very
important problem in oil - and gas production operations called the reconciliation

problem, where the contribution of individual wells to a measured total production has
to be assessed.

keywords: best approximation, reduction principle, subspace, Boyle-Dykstra
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