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سپاس گزاری...

را تلاش و داد نوشتن و تفکر قدرت من به که شاکرم را علیم و بزرگ خداوند نخست
داد. قرار علم از ΁کوچ هرچند معماهایی یافتن برای وجودم در

دی·ری از و شوم مͬ زاده ی΄ͬ از هستند، من تولد سرآغاز که هستم کسانͬ گزار سپاس
از مویی تار که مادری و نگاشت زندگیم سیاه برتخته را سپیدی که استادی جاودانه،

نماند... سیاه من پای به او

سلطان پریناز
شهریور١٣٩۶

ز



نامه تعهد
ریاضͬ علوم کاربردی ریاضͬ رشته ارشد کارشناسͬ دانشجوی سلطان پریناز اینجانب
گراف در تام گسسته احاطه گری عدد عنوان با پایان نامه نویسنده شاهرود، صنعتͬ دانش·اه

ͬ شوم: م متعهد راد جعفری نادر راهنمایی تحت ،
برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط پایان نامه این در تحقیقات •

است.
شده استناد استفاده مورد ͽمرج به پژوهش گران، دی·ر پژوهش های نتایج از استفاده در •

است.
مدرک نوع هیچ دریافت برای دی·ری فرد یا خود، توسط کنون تا پایان نامه، این مطالب •

است. نشده ارایه هیچ جا در امتیازی یا
نام با مستخرج مقالات و دارد، تعلق شاهرود صنعتͬ دانش·اه به اثر، این معنوی حقوق •
خواهد چاپ به “ Shahrood University of Technology “ یا “ شاهرود صنعتͬ دانش·اه “

رسید.
بوده اند، تاثیرگذار پایان نامه اصلͬ نتایج آوردن به دست در که افرادی تمام معنوی حقوق •

ͬ گردد. م رعایت پایان نامه از مستخرج مقالات در
آنها) بافت های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •

است. شده رعایت اخلاقͬ اصول و ضوابط است، شده استفاده
افراد شخصͬ اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •
شده رعایت انسانͬ اخلاق اصول و رازداری اصل است)، شده استفاده (یا یافته دسترسͬ

است.
سلطان پریناز
شهریور١٣٩۶

نشر حق و نتایج مال΄یت
برنامه های کتاب، مستخرج، ( مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
شاهرود صنعتͬ دانش·اه به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم افزارها رایانه ای،

شود. ذکر مربوطه علمͬ تولیدات در مقتضͬ، نحو به باید مطلب این ͬ باشد. م
ͬ باشد. نم مجاز منبع ذکر بدون پایان نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده •

ح





چ΄یده
مجموعه ΁ی را G گراف رئوس از D زیرمجموعه باشد. گراف ΁ی G = (V,E) کنید فرض
رأس ΁ی همسای·ͬ در یا و باشد D در رأس آن یا ،v ∈ V رأس هر برای هرگاه نامیم، احاطه گر
احاطه عدد را G گراف در احاطه گر مجموعه ΁ی اندازه کوچ΁ ترین باشد. داشته قرار D از
گراف رئوس از Dگر احاطه زیرمجموعه ΁ی ͬ دهیم. م نمایش γ(G) با را آن و نامیده G گری
باشد. مجاور D از رأس ΁ی با V از رأس هر هرگاه نامیم، تام احاطه گر مجموعه ΁ی را G

را آن و نامیده G تام گر احاطه عدد را G گراف در تام احاطه گر مجموعه ΁ی اندازه کوچ΄تر ین
باشد، مجزا تام گر احاطه مجموعه دو حداقل دارای G گراف اگر ͬ دهیم. م نمایش γt(G) با

ͬ شود: م تعریف زیر به صورت آن برای مجزا تام احاطه گر عدد
γtγt(G) = min{|D١|+ |D٢| : هستند G گراف از مجزا تام احاطه گر دومجموعه D٢ و D١ }.

واحاطه گری احاطه گری اعداد خصوص در مقدماتͬ نتایج از بعضͬ معرفͬ به ابتدا پروژه این در
کران هایی ها گراف مختلف های خانواده در اعداد این محاسبه ضمن سپس ͬ پردازیم. م معکوس
معکوس تام احاطه گری و تام احاطه گری همچنین ͬ دهیم. م ارائه مجزا احاطه گری عدد برای
دسته بیان و کران معرفͬ به پایان در ͬ کنیم. م بیان آن ها برای کران هایی و نموده بررسͬ را

پردازیم. مͬ مجزا تام احاطه گری عدد برای بندی هایی

احاطه گری عدد تام، احاطه گری عدد معکوس، احاطه گری عدد احاطه گری، عدد کلیدی: کلمات
مجزا تام احاطه گری عدد مجزا، احاطه گری عدد معکوس، تام

ی







مطالب فهرست
س تصاویر فهرست
ف جداول فهرست
١ تعاریف و مقدمات ١
١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اولیه مفاهیم و تعاریف ١ . ١
١٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . احاطه گری ١ . ٢

١٩ معکوس احاطه گر مجموعه و احاطه گر مجموعه ٢
١٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . احاطه گر مجموعه ٢ . ١
٢٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . معکوس احاطه گر مجموعه ٢ . ٢
٢۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مجزا احاطه گر مجموعه های ٢ . ٣
٢٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . محاسباتͬ پیچیدگͬ ۴ . ٢
٣٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . درخت ها برای ساختاری نتایج ۵ . ٢

۴٣ معکوس تام احاطه گر و احاطه گرتام مجموعه ٣
۴٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تام احاطه گری عدد ٣ . ١
۴٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . γt(G) + γt(Ḡ) برای کران ٣ . ٢
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١۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گنبدی بندی کلاسه ١ . ١٧
٣٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Gx جزء گراف ٢ . ١
٣٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Gc جزء گراف ٢ . ٢
٣١ . . . . . . . . . . . . . . . . C = {x ∨ ȳ ∨ z, x ∨ z ∨ u} برای G گراف ٢ . ٣
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جداول فهرست
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١ فصل
تعاریف و مقدمات

داریم، نیاز آن ها به بعد فصل های در که گراف نظریه از مفاهیمͬ و تعاریف از بعضͬ فصل این در
گراف نامه پایان این سراسر در بحث مورد های گراف که است توجه قابل ͬ کنیم. م بیان را
تمام شوند. مͬ تعریف دقیق طور به ادامه در که هستند، بدیهͬ غیر و متناهͬ ساده، های

هستند. [٨] و [٣] ͽمراج از برگرفته فصل این تعاریف

اولیه مفاهیم و تعاریف ١ . ١
V (G) آن در که است (V (G), E(G),Ψ(G)) سه تایی ΁ی ١ گراف ΁ی از منظور .١ . ١ . ١ تعریف
است وقوع تابع Ψ(G) و یال ها از مجموعه ای E(G) و رئوس نام به عناصر از ناتهͬ مجموعه ΁ی

ͬ کند. م متناظر را G رأس های از متمایز) لزوماً (نه نامرتب جفت ΁ی G یال هر به که
را v١ ،e گویند آن گاه ΨG(e) = v١v٢ ͬ که قسم به باشند آن رأس های v٢ و v١ و یال ΁ی e اگر
به خلاصه به طور را گراف پس این از نامند. e انتهای دو را رأس دو این و ͬ کند م وصل v٢ به

ͬ دهیم. م نشان G = (V,E) صورت
باشند. منطبق برهم انتهایی اش رأس دو که است یالͬ گراف ΁ی در ٢ طوقه .١ . ١ . ٢ تعریف
داشته وجود دویال از بیش یا یال دو v و u دلخواه رأس دو بین گراف ΁ی در اگر همچنین،

١Gragh
٢Loop



تعاریف و مقدمات ٢
نامیم. ٣ چندگانه یال های را آن ها آن گاه باشند،

داده نمایش n یا n(G) با و ͬ باشد م G گراف رئوس تعداد G گراف ۴ مرتبه .١ . ١ . ٣ تعریف
ͬ شود. م

آن یال های مجموعه که رأس، n ≥ ١ شامل است، گرافͬ ۵ (پوچ) تهͬ گراف .۴ . ١ . ١ تعریف
است. تهͬ

٧ بدیهͬ غیر را گراف ها سایر و ۶ بدیهͬ باشد، داشته رأس ΁ی که گرافͬ .۵ . ١ . ١ تعریف
ͬ نامیم. م

متناهͬ را مذکور گراف باشد ٨ متناهͬ گراف، ΁ی رأس های مجموعه اگر .۶ . ١ . ١ تعریف
است. ٩ نامتناهͬ گراف این صورت غیر در ͬ نامند م

جمله های که است، W = v٠, e١, v١, e٢, . . . , ek, vk ناتهͬ دنباله ، G در ١٠ گشت .١ . ١ . ٧ تعریف
یال ΁ی ei = vi−١vi ،١ ≤ i ≤ k هر ازای به طوری که به هستند، یال ها و رأس ها متناوبا آن

است. W طول k صحیح عدد باشد.
ͬ نامیم. م ١١ گذر را باشد نشده تکرار یالͬ هیچ آن در که گشتͬ .١ . ١ . ٨ تعریف

را مسیر ΁ی باشد. نداشته تکراری رأس هیچ که است گشتͬ ١٢ مسیر ΁ی .١ . ١ . ٩ تعریف
به ͬ گیریم، م نظر در v٠, v١, . . . , vn متمایز رأس های از مرتبی فهرست صورت به گراف ΁ی در
نشان Pn با را رأسͬ n مسیر ΁ی باشد. یال ΁ی ei = vi−١vi ،i = ١, . . . , n هر ازای به طوری که

ͬ دهیم. م
ͬ نامیم. م آن طول را دور یا مسیر گذر، گشت، ΁ی در موجود یال های تعداد .١ . ١ . ١٠ تعریف
رأس دو بین ΁ی طول به مسیری هرگاه گوییم، ١٣ مجاور را گراف در رأس دو .١ . ١ . ١١ تعریف

باشد. موجود
٣Multiple edges
۴Order
۵Empty graph
۶Trivial graph
٧Nontrivial graph
٨Finite graph
٩Infinite graph

١٠Walk
١١Trail
١٢Path
١٣Adjacent



٣ اولیه مفاهیم و تعاریف
نباشد. آن با متصل یالͬ هیچ هرگاه گوییم ١۴ تنها G گراف در را رأس ΁ی .١ . ١ . ١٢ تعریف

ͬ دهیم. م نمایش isol(G) با را G گراف از تنها رئوس مجموعه 
ابتدایی رأس آن در که است ΁ی حداقل طول به بسته ای گشت ١۵ دور، ΁ی .١ . ١ . ١٣ تعریف
رأسͬ n دور ΁ی نداریم. دی·ری تکراری رأس هیچ و هستند منطبق ی΄دی·ر بر انتهایی رأس و

ͬ دهیم. م نشان Cn با را
دو هر بین و باشد نداشته طوقه ای هیچ که است گرافͬ ١۶ ساده گراف ΁ی .١۴ . ١ . ١ تعریف

نباشد. موجود یال ΁ی از بیش آن رأس
١٧ همبند گراف را باشد داشته وجود مسیر ΁ی آن رأس دو هر بین که گرافͬ .١۵ . ١ . ١ تعریف
΁ی را آن همبند اجزای از ΁ی هر و ͬ نامیم م ١٨ ناهمبند را نباشد، همبند که گرافͬ نامیم.
را V مجموعه بتوان اگر تنها و اگر است ناهمبند G = (V,E) گراف بنابراین ͬ نامیم. م مؤلفه
و x ∈ V١ که {x, y} صورت به E در یالͬ هیچ که کرد افراز چنان V٢ و V١ ناتهͬ مجموعه دو به

باشد. داشته مؤلفه ΁ی فقط اگر تنها و اگر است همبند گراف باشد. نداشته وجود ،y ∈ V٢
١٩ باز همسای·ͬ را باشند مجاور v رأس با که G گراف رئوس از مجموعه ای .١۶ . ١ . ١ تعریف
رأس ٢٠ بسته همسای·ͬ را N(v) ∪ {v} همچنین ͬ دهیم. م نمایش N(v) با و نامیده v رأس
همسای·ͬ ، S ⊆ V (G) که طوری به S مجموعه ΁ی برای ͬ دهیم. م نمایش N [v] با و نامیده v
با را G در بسته همسای·ͬ همچنین و دهیم، مͬ نمایش NG(S) =

∪
v∈S NG(v) با را G در باز

دهیم. مͬ نمایش NG[S] = NG(S) ∪ S

مسیر باشد، G رأس هر شامل که G گراف از مسیری ٢١ همیلتونͬ مسیر ΁ی .١ . ١ . ١٧ تعریف
نداریم) تکراری رأس مسیر نامند.(در مͬ همیلتونͬ

ͬ کند. م مشاهده بار ΁ی دقیقاً را راس هر که است دوری ٢٢ همیلتونͬ، دور .١ . ١ . ١٨ تعریف
است. |V | طول به دوری همیلتونͬ دور

١۴Single
١۵Cycle
١۶Simple graph
١٧Connected graph
١٨Disconnected graph
١٩Open neighbourhood
٢٠Closed neighbourhood
٢١Hamiltonian path
٢٢Hamiltonian cycle



تعاریف و مقدمات ۴

قرمز) (رنگ گراف ΁ی در همیلتونͬ دور :١ . ١ ش΄ل
ͬ شود. م نامیده ٢٣ همیلتونͬ گراف باشد، همیلتونͬ دور دارای که گرافͬ .١ . ١ . ١٩ تعریف
همیلتون گراف نام با گرافͬ است. همیلتونͬ باشد، داشته راس دو از بیشتر که کامل گراف هر

ͬ باشد. م زیبا همیلتونͬ دورهای دارای و است منتظم وجهͬ دوازده ΁ی که دارد وجود

همیلتونͬ گراف :١ . ٢ ش΄ل

آن ها بر v که ͬ باشد م G گراف یال های تعداد G گراف در v رأس ٢۴ درجه .١ . ١ . ٢٠ تعریف
G گراف رئوس درجات میان در درجه بزرگ ترین ͬ دهیم. م نمایش dG(v) با را آن و است ͽواق

ͬ دهیم. م نمایش δ(G) با را درجه کوچ΁ ترین و ∆(G) با را
اگر باشند. برابر هم با رئوس تمام درجه هرگاه گوییم ٢۵ منتظم را G گراف .١ . ١ . ٢١ تعریف

٢٣Hamiltonian graph
٢۴Degree
٢۵Regular graph



۵ اولیه مفاهیم و تعاریف
نامیم. k–منتظم را گراف آن  گاه باشد، k رئوس تمام درجه

شده متصل ی΁ دی·ر به یال ΁ی توسط متمایز رأس دو هر آن در که گرافͬ .١ . ١ . ٢٢ تعریف
ͬ دهیم. م نمایش Kn با را رأسͬ n کامل گراف ΁ی ͬ شود. م نامیده ٢۶ کامل گراف باشند،

K٨ کامل گراف :١ . ٣ ش΄ل

مجموعه زیر دو به آن رأس های مجموعه که است گرافͬ ٢٧ بخشͬ دو گراف .١ . ١ . ٢٣ تعریف
΁ی باشد. Y در آن ها دی·ر سر و X در G یال های تمام سر ΁ی که شود، افراز چنان Y و X

باشد، شده وصل Y رأس هر به ،X رأس هر آن در که ،Y و X بخش های با بخشͬ دو گراف
با کامل بخشͬ دو گراف آنگاه ،|Y | = n و |X| = m اگر ͬ شود. م نامیده کامل بخشͬ دو گراف

ͬ دهیم. م نمایش Km,n با را Y و X بخش های

K٢,٣ کامل دوبخشͬ گراف :۴ . ١ ش΄ل

n به G گراف ΁ی رأس های مجموعه ی کنید فرض ٢٨ بخشͬ چند گراف .٢۴ . ١ . ١ تعریف
رأس دو G در ͬ که صورت در است بخشͬ چند گراف G گردد. افراز V١, V٢, ..., Vn مجموعه زیر
Vi متفاوت مجموعه ی دو عضو رأس دو که شوند وصل یال به وسیله به هم ͬ توانند م وقتͬ
آن رأس های بین مم΄ن یال های همه ی هرگاه گویند کامل را بخشͬ n گراف باشند. Vj و

٢۶Complete graph
٢٧  Bipartite graph
٢٨  Multi-part graph



تعاریف و مقدمات ۶

بخشͬ ۴ گراف :۵ . ١ ش΄ل
مجموعه ی n به G ͬ که به قسم باشد. کامل بخشͬ n گراف ΁ی G اگر باشد. داشته وجود
و نباشند. متصل به هم Vi از رأسͬ دو هیچ ، i هر به ازای که باشد شده افراز Vi(١ ≤ i ≤ n)

دوبخشͬ گراف های برخلاف ͬ دهیم م نمایش ka١,a٢,...,an نماد با را G گراف آن گاه |Vi| = ai

K١,٢,٣ :۶ . ١ ش΄ل
چندبخشͬ کامل گراف های م·ر نیستند. منتظم همیشه کامل بخشͬ چند گراف های کامل،
گراف این از هر رأس درجه صورت این در a١ = a٢ = ... = an ͬ که به قسم Ka١,a٢,...,an به صورت

.a١ × (n− ١) با است برابر
نشان G با را G گراف (متمم) ٢٩ م΄مل باشد. رأسͬ n گرافͬ G کنید فرض .٢۵ . ١ . ١ تعریف
مجاور G در v و u مانند رأس دو هر و V (G) = V (G) ͬ کنیم، م تعریف صورت بدین و ͬ دهیم م
کامل، گراف م΄مل که کنید توجه .(١ . ٧ (ش΄ل نباشند مجاور G در اگر تنها و اگر هستند

است. کامل گراف دو اجتماع دوبخشͬ، کامل گراف م΄مل و است تهͬ گراف

٢٩Complementary



٧ اولیه مفاهیم و تعاریف

(الف) (ب)
.G گراف (ب) و G گراف (الف) :١ . ٧ ش΄ل

رسم زیر صورت به که است ٣‐منتظم و رأس ١٠ با گرافͬ ، ٣٠ پترسن گراف .٢۶ . ١ . ١ تعریف
گردد: مͬ

پترسن گراف  :١ . ٨ ش΄ل

ͬ نامیم. م ٣١ جنگل را دور فاقد گراف ΁ی .١ . ١ . ٢٧ تعریف
همبند گراف دی·ر عبارت به ͬ نامیم. م ٣٢ درخت ΁ی را همبند جنگل ΁ی .١ . ١ . ٢٨ تعریف
لذا ͬ دهند م تش΄یل دور چندگانه یال های و طوقه که آنجایی از ͬ نامیم. م درخت را دور فاقد

هستند. ساده گراف هایی درخت ها و جنگل ها
مجموعه دارد. نام پشتیبان باشد، داشته قرار برگ ΁ی همسای·ͬ در که رأسͬ .١ . ١ . ٢٩ تعریف
حداقل همسای·ͬ در که رأسͬ هم چنین ͬ دهند. م نمایش S(T ) با را Tدرخت در پشتیبان رئوس

دارد. نام قوی پشتیبان رأس باشد، داشته قرار برگ دو
پایانͬ رئوس مجموعه و نامیم ٣٣ پایانͬ رأس را G گراف در ΁ی درجه از رأسͬ .١ . ١ . ٣٠ تعریف

ͬ دهیم. م نمایش End(G) نماد با را G گراف از
٣٠petersen graph
٣١Forest
٣٢Tree
٣٣End–vertex



تعاریف و مقدمات ٨
گرافͬ ͬ شود، م داده نمایش cor(H) یا H+ با که H مانند گراف ΁ی در ٣۴ تاج .١ . ١ . ٣١ تعریف
ͬ آید م دست به H گراف از رأس هر به آویزان یال ΁ی کردن اضافه با که است ٢|V (H)| مرتبه از

.(١ . ٩ (ش΄ل

(الف) (ب)
.H+ گراف (ب) و H گراف (الف) :١ . ٩ ش΄ل

نباشد. F گراف زیر شامل گاه هر گوییم، F‐آزاد را گراف ΁ی .١ . ١ . ٣٢ تعریف
افزودن و uv یال حذف عمل از است عبارت G گراف ΁ی از ٣۵ یالͬ تقسیم زیر .١ . ١ . ٣٣ تعریف

.w جدید رأس وسیله به wv و uw دویال
از دنباله ای با G گراف از ͬ توان م که است گرافͬ G ٣۶ گراف تقسیم زیر ΁ی .٣۴ . ١ . ١ تعریف

آورد. بدست یالͬ زیرتقسیم های
΁ی درجه از رأس n − ١ و n − ١ درجه از رأس ΁ی ،K١,n−١ ٣٧ ستاره گراف .٣۵ . ١ . ١ تعریف

ͬ دهند. م نشان Sn−١ با را ستاره گراف است. درخت ΁ی از خاصͬ نوع ستاره گراف دارد.
از رأس دو که است ستاره دو از متش΄ل درختͬ T ∗ ٣٨ ستاره زوج گراف .٣۶ . ١ . ١ تعریف

شده اند. وصل هم به یال ΁ی توسط درجه بالاترین

٣۴Corona
٣۵ Edge Subdivision
٣۶ Graph Subdivision
٣٧Star graph
٣٨Double star



٩ اولیه مفاهیم و تعاریف

ستاره گراف های :١ . ١٠ ش΄ل

΁ی K∗١,n−١ گراف دهیم. مͬ نشان K∗١,n−١ با را ٣٩ ستاره تقسیم زیر گراف .١ . ١ . ٣٧ تعریف
است. شده افراز جدید یال دو به آن یال هر که طوری به است ستاره گراف

ستاره افراز زیر گراف :١ . ١١ ش΄ل

آن ها بین مسیر ΁ی حداقل که هستند G گراف از رأس دو v و u کنیم فرض .١ . ١ . ٣٨ تعریف
است. v به u از مسیر کوتاه ترین طول ،G گراف در v و u بین ۴٠ فاصله است. موجود G در

ͬ دهیم. م نشان d(u, v) با مختصر طور به یا و dG(u, v) با را G گراف در v و u بین فاصله
۴١ مرکز از خروج باشد. آن از دلخواه رأسͬ v و همبند گرافͬ G کنیم فرض .١ . ١ . ٣٩ تعریف

٣٩ Star subdivided graph
۴٠Distance
۴١ Eccentricity



تعاریف و مقدمات ١٠
ͬ کنیم: م تعریف زیر صورت به و ͬ دهیم م نشان e(v) با را v رأس

e(v) = max
x∈V (G)

d(v, x).

شعاع را G رئوس همه ی ازای به مرکز از خروج کوچ΄ترین ،G همبند گراف در .۴١ . ١ . ٠ تعریف
همه ی ازای به مرکز از خروج بزرگترین همچنین ͬ دهیم. م نشان rad(G) با و ͬ نامیم م G ۴٢

ͬ دهیم. م نشان diam(G) با و گوییم G ۴٣ قطر را رئوس

نامیم. ۴۴ وتری گراف را نباشد از٣ بیش تر طول به دوری هیچ شامل که گرافͬ .۴١ . ١ . ١ تعریف

وتری گراف :١ . ١٢ ش΄ل

و E(H) ⊆ E(G) بطوری΄ه H مانند است گرافͬ ،G گراف از ۴۵ زیرگراف ΁ی .۴١ . ١ . ٢ تعریف
.V (H) ⊆ V (G)

G از زیرگرافͬ باشد. S ⊆ V و V رئوس مجموعه با گراف ΁ی G کنید فرض .۴١ . ١ . ٣ تعریف
متعلق آنها پایانͬ نقطه دو هر که باشند آن در G از یال هایی و باشد S آن رئوس مجموعه که
نمونه برای ͬ دهیم. م نشان ⟨S⟩ نماد با و ͬ نامیم م S توسط ۴۶ القایی زیرگراف را است S به
⟨S⟩ چپ سمت گراف آن گاه S = {v١, v٢, v٣, v۵} و G راست سمت گراف اگر ،١ . ١٣ ش΄ل در

بود. خواهد
۴٢Radius
۴٣Diameter
۴۴Chordal graph
۴۵Subgraph
۴۶Induced subgraph



١١ اولیه مفاهیم و تعاریف

v٢v١
v٣

v۵

v٢v١ v٣

v۴v۶ v۵

.⟨S⟩ و G :١ . ١٣ ش΄ل
΁ی ، G گراف در ۴٩ سوراخ گراف یا ۴٨ شده القا چرخه یا ۴٧ وتر بدون دور .۴۴ . ١ . ١ تعریف

نیست. وتری هیچ دارای که است G در ۴ حداقل طول از دور

است. وتر بدون دور (A−B−C−D−E−F −A) سبز دور گراف این در :١۴ . ١ ش΄ل
که است دلیل این به این نیست. (G−H − I − J −K −L−G) قرمز دور ͬ که حال در

است. وتر ΁ی K − I یال

است. رأس ۵ با وتر بدون دور برای مولفه  ΁ی گراف، از ۵٠ ‐مولفه C۵ ΁ی .۴۵ . ١ . ١ تعریف
های مولفه تعداد افزایش باعث آن حذف که است گراف از یالͬ ۵١ برشͬ یال .۴۶ . ١ . ١ تعریف
ناهمبند حذف از بعد باشد، همبند یال آن حذف از قبل گراف اگر شود. مͬ گراف همبندی

شود. مͬ
۵٢ تاج گراف باشند. n٢ و n١ مرتبه از به ترتیب گراف دو H و G کنید فرض .۴١ . ١ . ٧ تعریف
H از کپی n١، G از کپی ΁ی گرفتن از استفاده با H و G از آمده به دست گراف به عنوان G ◦H

از ͬ شود. م ،تعریف G از راس ‐امین i به یالͬ با H از کپی ‐امین i از راس هر کردن ومتصل
۴٧chordless cycle
۴٨chordless cycle
۴٩ Graph Hole
۵٠C۵-component
۵١Bridge
۵٢Corona of two graph



تعاریف و مقدمات ١٢

برشͬ یال ۶ با گرافͬ :١۵ . ١ ش΄ل
را G ◦H در H از کپی ‐امین i و ، V = {u١, u٢, . . . , un} با را G رئوس مجموعه ما پس، این

کرد. خواهیم تعریف Hi = (Vi, Ei) توسط
n − ١ درجه از رئوس از ی΄ͬ و n ≥ ۴ که باشد رأس n دارای که G گراف هر .۴١ . ١ . ٨ تعریف
نمایش Wn با را رأسͬ n چرخ گراف ͬ نامیم. م ۵٣ چرخ گراف ΁ی را باشند سه درجه از بقیه و

ͬ دهیم. م
دست به n ≥ ۴ مرتبه از Kn کامل گراف یال های افراز بار ΁ی از که گرافͬ .۴١ . ١ . ٩ تعریف

که کنید توجه ͬ دهیم. م نشان K∗
n با را ͬ آید م

|V (K∗
n)| = |V (Kn)|+ |E(Kn)| = n+

(
n

٢
)

احاطه گری ١ . ٢
زمینه های در آن زیاد کاربردهای دلیل به گراف ها در احاطه گری مفهوم اخیر، درسال های
قرار گرفته زیادی محققین توجه مورد ال΄ترونی΄ͬ شب΄ه های و کامپیوتر علوم همچون مختلف

است. داشته چشم گیری رشد و
دو هیچ که ͬ باشد م رئوس از مجموعه ای ،G گراف در ۵۴ مستقل مجموعه ΁ی .١ . ٢ . ١ تعریف
استقلال عدد را G گراف در مستقل مجموعه ΁ی اندازه بزرگترین نباشند. مجاور آن از رأس
را ماکزیمم مستقل مجموعه ΁ی .(١۶ . ١ (ش΄ل ͬ دهیم م نمایش β٠(G) با و نامیده G گراف
Ω(G) با را G در ماکزیمم مستقل مجموعه های تمام مجموعه ͬ نامیم. م (G)β٠–مجموعه ΁ی

ͬ دهیم. م نمایش
۵٣wheel graph
۵۴Independent set



١٣ احاطه گری

.β٠(G) = ۴ :١۶ . ١ ش΄ل
هیچ هرگاه ͬ نامیم م ۵۵ ماکسیمال مستقل مجموعه ΁ی را S مستقل مجموعه .١ . ٢ . ٢ تعریف

باشد. مستقل نیز S ∪ {v} بطوری΄ه باشد نداشته وجود v مانند جدیدی رأس
هرگاه ͬ نامیم م ۵۶ رأسͬ پوشش ΁ی را G گراف رأس های از S مجموعه زیر .١ . ٢ . ٣ تعریف
مینیمم G گراف رأسͬ پوششͬ عدد باشد. مجموعه آن در G یال هر پایانͬ نقاط از ی΄ͬ حداقل

ͬ شود. م داده نشان α(G) با و است رأسͬ پوشش ΁ی اندازه
روی حداقل رأس هر هرگاه ͬ نامیم م یالͬ پوشش ΁ی را یال ها از S مجموعه  .۴ . ١ . ٢ تعریف
مینیمم برابر و ͬ دهیم م نشان α′(G) با را G ۵٧ یالͬ پوشش عدد باشد. یال ها این از ی΄ͬ

است. یالͬ پوشش ΁ی اندازه
دو هیچ هرگاه گوییم ۵٨ تطابق ΁ی را G گراف یال های از M زیرمجموعه .۵ . ١ . ٢ تعریف
از ی΄ͬ روی رأسͬ x و باشد G در تطابق ΁ی M اگر باشند. نداشته مشترک رأس M در یالͬ
را G در تطابق ΁ی اندازه بزرگترین ͬ کند. م اشباع را x ،M گوییم آن گاه باشد، M یال های
ماکزیمم تطابق را µ(G) اندازه از تطابق ΁ی ͬ دهیم. م نمایش µ(G) با و ͬ نامیم م تطابقͬ عدد

ͬ نامیم. م µ(G)–مجموعه یا
تطابق ΁ی را M آن گاه شود اشباع M تطابق توسط G گراف از رأس هر اگر .۶ . ١ . ٢ تعریف

است. نیز ماکزیمم تطابق ΁ی کامل، تطابق هر وضوح به ͬ نامیم. م کامل
هرگاه نامیم، ۵٩ احاطه گر مجموعه ΁ی را G گراف رئوس از S زیرمجموعه .١ . ٢ . ٧ تعریف
باشد. داشته قرار S از رأس ΁ی همسای·ͬ در یا و باشد S در رأس آن یا ،v ∈ V رأس هر برای
با را آن و نامیده G گری احاطه عدد را G گراف در احاطه گر مجموعه ΁ی اندازه کوچ΁ ترین
نشان γ‐مجموعه با اختصار به را γ(G) اندازه از احاطه گر مجموعه ΁ی ͬ دهیم. م نمایش γ(G)

ͬ دهیم. م
۵۵Maximal independent set
۵۶Vertex covering
۵٧Edge covering
۵٨Matching
۵٩Dominating set



تعاریف و مقدمات ١۴
نامیده G بالای گری احاطه عدد را G گراف در مینیمال احاطه گر مجموعه ΁ی اندازه بزرگترین

ͬ دهیم. م نمایش Γ(G) با را آن و
G در را Y ،X مجموعه آن گاه باشد G در رئوس از مجموعه هایی زیر Y و X اگر .١ . ٢ . ٨ تعریف
ͬ کند م احاطه G در کلͬ طور به را Y مجموعه ، X که ͬ حال در Y ⊆ NG[X] اگر ͬ کند م احاطه

.Y ⊆ NG(X) اگر
دو هیچ هرگاه گوییم ۶٠ مستقل احاطه گر مجموعه را S احاطه گر مجموعه .١ . ٢ . ٩ تعریف
مجموعه ای چنین اندازه کوچ΁ ترین G مستقل احاطه گری عدد نباشند. مجاور S از رأسͬ

ͬ شود. م داده نشان i(G) با و است
دو هیچ هرگاه ͬ نامیم م ۶١ یالͬ مستقل مجموعه ΁ی را یال ها از S مجموعه .١ . ٢ . ١٠ تعریف
عدد و است تطابق همان یالͬ مستقل مجموعه ΁ی لذا باشد. نداشته مشترک رأس S از یالͬ

است. ماکزیمم تطابق به مربوط عدد همان که ͬ دهیم، م نشان β′(G) با را G یالͬ استقلال
شامل V −S اگر باشد. G برای احاطه گر مجموعه کوچ΁ ترین S کنید فرض .١ . ٢ . ١١ تعریف
برای ۶٢ معکوس احاطه گر مجموعه ΁ی را S

′ آن گاه باشد، G برای S′ احاطه گر مجموعه ΁ی
ͬ نامیم. م S به نسبت G گراف

G معکوس گری احاطه عدد را G گراف در معکوس احاطه گر مجموعه ΁ی اندازه کوچ΁ ترین
را γ−١(G) اندازه از معکوس احاطه گر مجموعه ΁ی ͬ دهیم. م نمایش γ−١(G) با را آن و نامیده

ͬ دهیم. م نشان ١−γ‐مجموعه با اختصار به
هرگاه نامیم، ۶٣ تام احاطه گر مجموعه ΁ی را G گراف رئوس از S زیرمجموعه .١ . ٢ . ١٢ تعریف

باشد. مجاور S از بارأسͬ V رأس هر
را آن و نامیده G تام گر احاطه عدد را G گراف در تام احاطه گر مجموعه ΁ی اندازه کوچ΄تر ین
γt‐مجموعه با اختصار به را γt(G) اندازه از احاطه گر مجموعه ΁ی ͬ دهیم. م نمایش γt(G) با

ͬ دهیم. م نشان
G بالای گری احاطه عدد را G گراف در مینیمال تام احاطه گر مجموعه ΁ی اندازه بزرگترین

ͬ دهیم. م نمایش Γt(G) با را آن و نامیده
V − S اگر باشد. G برای تام احاطه گر مجموعه کوچ΁ ترین S کنید فرض .١ . ٢ . ١٣ تعریف
تام احاطه گر مجموعه ΁ی را S

′ آن گاه باشد، G برای S
′ تام احاطه گر مجموعه ΁ی شامل

ͬ نامیم. م S به نسبت G گراف برای ۶۴ معکوس
۶٠Independent dominating set
۶١independent edge
۶٢Inverse dominating set
۶٣ Total dominating set
۶۴Inverse total dominating set



١۵ احاطه گری
معکوس تام احاطه گری عدد را G گراف در معکوس تام احاطه گر مجموعه ΁ی اندازه کوچ΄تر ین
اندازه از معکوس تام احاطه گر مجموعه ΁ی ͬ دهیم. م نمایش γ−١

t (G) با را آن و نامیده G

ͬ دهیم. م نشان ١−γ‐مجموعه
t با اختصار به را γ−١

t (G)

مجزا احاطه گری عدد باشند. G گراف از احاطه گر دومجموعه D٢ و D١ اگر .١۴ . ١ . ٢ تعریف
ͬ شود: م تعریف زیر به صورت G گراف برای ۶۵

γγ(G) = min{|D١|+ |D٢| : هستند G گراف از مجزا احاطه گر دومجموعه D٢ و D١ }

خواهیم نشان ‐مجموعه γγ با اختصار به را γγ(G) اندازه از مجزا احاطه گر مجموعه ΁ی و
داد.

به V رئوس بندی کلاسه ΁ی گراف، ۶۶ گنبدی بندی کلاسه گراف نظریه در .١۵ . ١ . ٢ تعریف
بندی کلاسه از اندازه ترین بیش است. G برای V١, V٢, ..., Vk گر احاطه مجزا های مجموعه

نامیم. مͬ ۶٧ گنبدی راعدد گنبدی

گنبدی بندی کلاسه :١ . ١٧ ش΄ل

تمام از عنصری رأس آن اگر ͬ نامیم م ۶٨ ضروری ‐γ را G گراف در رأس ΁ی .١۶ . ١ . ٢ تعریف
باشد. مجموعه ها ‐γ

‐γ از ΁ی هیچ عنصر آن اگر ͬ نامیم م ۶٩ فقیر ‐γ را G گراف در رأس ΁ی .١ . ٢ . ١٧ تعریف
نباشد. مجموعه ها

باشد، مجزا احاطه گر دومجموعه دارای اگر نامیم. ٧٠ مینیمم ‐γγ را G گراف .١ . ٢ . ١٨ تعریف
.γγ(G) = ٢γ(G) و

۶۵The disjoint domination number
۶۶domatic partition
۶٧domatic number
۶٨γ-required
۶٩γ-poor
٧٠γγ-minimum



تعاریف و مقدمات ١۶
مجزا احاطه گر دومجموعه دارای اگر نامیم. ٧١ ماکسیمم ‐γγ را G گراف .١ . ٢ . ١٩ تعریف

.γγ(G) = n و باشد،

رئوس مجزا مجموعه های از (D,T ) جفت ، G گراف از ٧٢ ‐جفت DT ΁ی .١ . ٢ . ٢٠ تعریف
هستند. G از تام احاطه گر مجموعه T و احاطه گر مجموعه D به طوری که است G

|D|+ |T | = |V (G)| اگر است ٧٣ ͽجام G گراف ‐جفت DT ΁ی .١ . ٢ . ٢١ تعریف
|D|+ |T | < |V (G)| اگر است ٧۴ ͽجام غیر G گراف ‐جفت DT ΁ی .١ . ٢ . ٢٢ تعریف

باشند. G گراف از تام احاطه گر مجموعه ΁ی T و احاطه گر مجموعه ΁ی D اگر .١ . ٢ . ٢٣ تعریف
ͬ شود: م تعریف زیر به صورت G گراف برای ٧۵ مجزا تام احاطه گری و احاطه گری عدد

γγt(G) = min{|D|+ |T | : هستند G گراف از جفت ‐DT ΁ی (D,T ) }

‐مجموعه γγt با اختصار به را γγt(G) اندازه از مجزا تام واحاطه گر احاطه گر مجموعه ΁ی
داد. خواهیم نشان

تام احاطه گری عدد باشند. G گراف از تام احاطه گر دومجموعه D٢ و D١ اگر .٢۴ . ١ . ٢ تعریف
ͬ شود: م تعریف زیر به صورت G گراف برای ٧۶ مجزا

γtγt(G) = min{|D١|+ |D٢| : هستند G گراف از مجزا تام احاطه گر دومجموعه D٢ و D١ }

خواهیم نشان ‐مجموعه γtγt با اختصار به را γtγt(G) اندازه از مجزا تام احاطه گر مجموعه
داد.

مجزا تام احاطه گر دومجموعه دارای اگر نامیم. ٧٧ مینیمم ‐γtγt را G گراف .٢۵ . ١ . ٢ تعریف
.γtγt(G) = ٢γt(G) و باشد،

تام احاطه گر دومجموعه دارای اگر نامیم. ٧٨ ماکسیمم ‐γtγt را G گراف .٢۶ . ١ . ٢ تعریف
.γγ(G) = n و باشد، مجزا

٧١γγ-maxximum
٧٢DT-pair
٧٣exhaustive
٧۴ non-exhaustive
٧۵Disjoint dominating and total dominating number
٧۶The disjoint total domination number
٧٧γtγt-minimum
٧٨γtγt-maxximum



١٧ احاطه گری
باشند. G گراف از تام احاطه گر مجموعه ΁ی I و احاطه گر مجموعه ΁ی D اگر .١ . ٢ . ٢٧ تعریف

ͬ شود: م تعریف زیر به صورت G گراف برای ٧٩ مجزا مستقل احاطه گرواحاطه گر عدد
γi(G) = min{|D|+ |I| :

هستند. G گراف از مجزا مستقل واحاطه گر احاطه گر دومجموعه به ترتیب I و D }

‐مجموعه γi با اختصار به را γi(G) اندازه از مجزا مستقل واحاطه گر احاطه گر مجموعه ΁ی
داد. خواهیم نشان

احاطه گری عدد باشند. G گراف از مستقل احاطه گر دومجموعه D٢ و D١ اگر .١ . ٢ . ٢٨ تعریف
ͬ شود: م تعریف زیر به صورت G گراف برای ٨٠ مجزا مستقل

ii(G) = min{|D١|+ |D١| : هستند G گراف از مجزا مستقل احاطه گر دومجموعه D٢ و D١ }

خواهیم نشان ‐مجموعه ii با اختصار به را ii(G) اندازه از مجزا مستقل احاطه گر مجموعه ΁ی
داد.

٧٩Disjoint dominating and independent dominating number
٨٠The disjoint independent domination number





٢ فصل
احاطه گر مجموعه و احاطه گر مجموعه

معکوس

احاطه گر مجموعه ٢ . ١
کامپیوتر، علوم مانند مختلف زمینه های در زیادی کاربردهای گراف ها در ١ احاطه گری مفهوم

دارد. ... و ال΄ترونی΄ͬ شب΄ه های
و شهر از مناطقͬ در آنتن دکل های نصب برای مخابرات در ͬ توان م آن کاربردهای جمله از
اشاره و... نشانͬ آتش مراکز یا فروش·اه بیمارستان، احداث برای م΄ان ها بهترین انتخاب یا

کرد.
مورد ͷشطرن صفحه ی روی ٢ دوجی΄نیش، توسط سال١٨۶٢ در بار نخستین مفهوم این
و بررسͬ مورد گراف ها نظریه ی در نظری بحث ΁ی عنوان به بعدها اما گرفت قرار استفاده
سال در است. رسیده چاپ به زمینه این در متعددی مقالات وتاکنون گرفت قرار مطالعه
گرفتن قرار جهت نیاز، مورد وزیر مهره های تعداد کمترین مسأله ی [٢٠] [١٩] [۵] ٣ بال ١٨۶٢
وزیری هیچ و گرفته قرار وزیر ΁ی حمله مورد خانه ای هر که قسمͬ به را ͷشطرن صفحه ی روی

١Dominating
٢Do Jacnish
٣W. W. Rouse Ball



معکوس احاطه گر مجموعه و احاطه گر مجموعه ٢٠
شد. معروف ۵‐وزیر مسأله به مسأله این کرد، مطرح را نباشد دی·ری وزیر حمله ی مورد

شب΄ه های از برخͬ تعیین و گیری تصمیم اتخاذ برای مفیدی ابزار ͬ تواند م احاطه گری مفهوم
باشد. سازمانͬ

با منطقه، ΁ی در غذایی مواد فروش·اه های ایجاد برای ͬ خواهد م شرکت ΁ی کنید فرض مثلا
نظر در شرکت این حال این با دهد. انجام اقداماتͬ منطقه درآن جمعیت تراکم گرفتن نظر در
مردم همه ی دسترسͬ حال عین در و برساند حداقل به را نظر مورد تعدادفروش·اه های داردکه
فروش·اه تعداد کمترین ایجاد با ͬ خواهد م دی·ر عبارت به باشد، ام΄ان پذیر فروش·اه به منطقه

یابد. دست نظر مورد هدف به
ͬ گیریم م نظر در گراف رئوس عنوان به را نظر مورد منطقه ی مختلف نقاط منظور این برای
آن به خطوطͬ ΁کم به دارندرا دسترسͬ فروش·اه به که نقاطͬ تمامͬ فروش·اه، هر ایجاد وبا
ͬ کنیم. م طراحͬ گرافͬ و کرده رسم را نظر مورد گراف یال های ترتیب این به ͬ کنیم م متصل

دهد. پوشش را بیرونͬ نقاط تمام که هستیم نقاطͬ تعداد کمترین دنبال به حال
از بسیاری و ͬ باشد م پژوهشͬ جذاب حیطه های از گراف ها در گری احاطه نظریه ی امروزه
شامل کتاب دو ١٩٩٨ سال در هستند. تحقیق و مطالعه مشغول خصوص این در پژوهش گران
پنجره ای که رسیده، چاپ به نظریه این رهبران از نفر سه توسط نظریه این پیشرفت های آخرین
باز مسائل احاطه گری، مفهوم مورد در کنون تا و است گشوده نوین ریاضیات روی به جدید

است. شده مطرح زیادی بسیار
γ(Kp) = ١ رأس، p با Kp کامل گراف برای .٢ . ١ . ١ ملاحظه

γ(Pp) = ⌈ p٣⌉ رأس، p با Pp مسیر برای
γ(Cp) = ⌈ p٣⌉ رأس، p با Cp دور برای

γ(Wp) = ١ رأس، p با Wp چرخ گراف برای
γ(Km,n) = ٢ ، Km,n دوبخشͬ کامل گراف برای

معکوس احاطه گر مجموعه ٢ . ٢
داشت: خواهیم رأس، p با Cp دور برای .٢ . ٢ . ١ گزاره

γ−١(Cp) =
⌈ p

٣
⌉
.

آن گاه باشد، Cp از احاطه گر مجموعه ΁ی D کنید فرض .γ(Cp) =
⌈
p٣
⌉ که ͬ دانیم م برهان.

پس است. Cp از معکوس احاطه گر مجموعه ΁ی D′
= {ui|ui+١ ∈ D}

γ−١(Cp) = |D′ | =
⌈ p

٣
⌉
.



٢١ معکوس احاطه گر مجموعه
داریم: رأس p با Pp مسیر برای .٢ . ٢ . ٢ گزاره

γ−١(Pp) =


⌈
p٣
⌉
+ ١, p ≡ ٠(mod٣),⌈

p٣
⌉
, o.w.

دارد: وجود حالت دو بالا گزاره اثبات برای برهان.
منحصربه فرد احاطه گر مجموعه ΁ی حالت این در p ≡ ٠(mod٣) کنید فرض •

D = {u٣n−١|١ ≤ n ≤ p

٣}

احاطه گر مجموعه ΁ی D
′
= {ui|ui+١ ∈ D} ∪ {up} پس دارد. وجود ui ∈ V (Pp) که

بنابراین است. معکوس
γ−١(Pp) =|D′ |

=|D|+ ١
=
⌈ p

٣
⌉
+ ١

دارد وجود D مینیمم احاطه گر مجموعه ΁ی حالت این در . p ̸= ٠(mod٣) کنید فرض •
مجموعه ΁ی D

′
= {ui|ui+١ ∈ D} پس ͬ شود. م شامل را up آخر رأس به طوری که

آن گاه است. معکوس احاطه گر
γ

′
(Pp) =|D′ |

=|D|

=
⌈ p

٣
⌉
.

داشت: خواهیم رأس p با Wp چرخ گراف برای .٢ . ٢ . ٣ گزاره
γ−١(Wp) =

⌈
(p− ١)

٣
⌉
.

است. Wp احاطه گر مینیمم مجموعه تنها V (K١) که Wp = K١ + Cp−١ کنید فرض برهان.
بنابراین است. Cp−١ مینیمم احاطه گر مجموعه ΁ی Wp معکوس احاطه گر مجموعه

γ−١(Wp) =γ(Cp−١)

=

⌈
(p− ١)

٣
⌉
.



معکوس احاطه گر مجموعه و احاطه گر مجموعه ٢٢
، G هرگراف برای .٢ . ٢ . ١ قضیه

γ−١(G) ≤ β٠(G)

ͬ افتد. م اتفاق تساوی حالت G = Kp اگر
⟨V −D⟩ در ماکسیمال مستقل مجموعه ΁ی S و G احاطه گر مجموعه ΁ی D کنید فرض برهان.

ͬ آید: م به وجود حالت دو که باشد.
معکوس مستقل احاطه گر مجموعه ΁ی V −D = S آن گاه . V −D−S = ∅ کنید فرض •

بنابراین ͬ باشد. م G

γ−١(G) ≤|V −D|

=|S|

≤β٠(G).

S رأس های از ی΄ͬ حداقل با V −D−S در رأس هر آن گاه . V −D−S ̸= ∅ کنید فرض •
آن گاه باشد، همسایه S در رأس های از ی΄ͬ حداقل با D در رأس هر اگر باشد. همسایه
مجموعه ΁ی D

′ ⊂ D کنید فرض این رو از است. معکوس احاطه گر مجموعه ΁ی S

D چون نباشد. همسایه S از رأسͬ هیچ با D′ از رأس هیچ به طوری که باشد D ازرئوس
V −D−S در رأس ΁ی حداقل با باید D′ در رأس هر است، مینیمم احاطه گر مجموعه ΁ی
΁ی حداقل با D′ در رأس هر به طوری که S′ ⊂ V − D − S کنید فرض باشد. همسایه
مجموعه ΁ی S ∪ S

′ و |S′ | ≤ |D′ | ͬ شود م دیده به روشنͬ باشد. همسایه S
′ در رأس

بنابراین است. معکوس احاطه گر
γ−١(G) ≤|S ∪ S

′ |

≤|S ∪D
′ |

≤β٠(G).

v ∈ D رأس هر برای اگر باشد. G مینیمم احاطه گر مجموعه ΁ی D کنید فرض .٢ . ٢ . ٢ قضیه
آن گاه باشد، ٢ مرتبه حداقل با کامل گراف ΁ی ⟨N [v]⟩ زیرگراف که ،

γ(G) = γ−١(G)

کنید فرض باشد. G مینیمم احاطه گر مجموعه ΁ی D = {u١, u٢, ..., un} کنید فرض برهان.
رأس هر برای داریم، فرض طبق باشند. u١, u٢, ..., un با مجاور رئوس به ترتیب v١, v٢, ..., vn

بنابراین . N [ui] ⊂ N [vi] درنتیجه است. کامل ⟨N [ui]⟩ گراف ui ∈ D

V (G) = N [u١] ∪N [u٢] ∪ ... ∪N [un] ⊂ N [v١] ∪N [v٢] ∪ ... ∪N [vn] = V (G)



٢٣ معکوس احاطه گر مجموعه
بنابراین باشد. G معکوس احاطه گر مجموعه ΁ی {v١, v٢, ..., vn} بنابراین

γ−١(G) =|D|

=γ(G).

G از مینیمم احاطه گر مجموعه های تمام خانواده نشان دهنده τ کنید فرض .٢ . ٢ . ٣ قضیه
آن گاه باشد، مستقل V −D ، D ∈ τ مینیمم احاطه گر مجموعه هر برای اگر باشد.

γ(G) + γ−١(G) = p.

است G احاطه گر مجموعه ΁ی V −D مجموعه ، D مینیمم احاطه گر هرمجموعه برای برهان.
G گراف برای مینیمم معکوس احاطه گر مجموعه ΁ی V −D بنابراین است، مستقل چون و

بنابراین است.
γ(G) + γ−١(G) = p.

رأس ΁ی باحداقل غیرپایانͬ رأس هر به طوری که باشد، درخت ΁ی T کنید فرض .۴ . ٢ . ٢ قضیه
آن گاه باشد. همسایه پایانͬ

γ(G) + γ−١(G) = p.

پایانͬ رأس دو باحداقل T غیرپایانͬ رأس هر به طوری که باشد، درخت ΁ی T کنید فرض برهان.
و است مینیمم احاطه گر مجموعه ΁ی غیرپایانͬ، رئوس تمام مجموعه آن گاه باشد. همسایه
بعضͬ کنید فرض است. مینیمم معکوس احاطه گر مجموعه ΁ی پایانͬ، رئوس تمام مجموعه
احاطه گر مجموعه به ترتیب D′ و D و باشد همسایه پایانͬ رأس ΁ی با دقیقا غیرپایانͬ رئوس از
باشد. غیرپایانͬ رأس ΁ی u کنید فرض باشد. مینیمم معکوس احاطه گر مجموعه و مینیمم
.v ∈ D آن گاه u ∈ D

′ اگر و u ∈ D آن گاه v ∈ D
′ اگر است. همسایه v پایانͬ رأس ΁ی با دقیقا

حالت هر در آن گاه
|D|+ |D′ | = p

بنابراین ،
γ(G) + γ−١(G) = p.



معکوس احاطه گر مجموعه و احاطه گر مجموعه ٢۴
آن گاه γ(G) = γ−١(G) و باشد گراف (p, q) جفت ΁ی G کنید فرض .۵ . ٢ . ٢ قضیه

q ≥ ٢p− ٣γ(G).

معکوس احاطه گر مجموعه و مینیمم احاطه گر مجموعه به ترتیب D′ و D کنید فرض برهان.
آن گاه باشد. G مینیمم

q ≥٢|V (G)−D −D
′ |+ |D|

=٢(p− ٢γ(G)) + γ(G)

≥٢p− ۴γ(G) + γ(G)

=٢p− ٣γ(G).

D
′ و D مینیمم مجزای احاطه گر مجموعه دو اگر که ͬ افتد م اتفاق زمانͬ تساوی همچنین

طوری که: به باشد داشته وجود
⟨D ∪D

′⟩ = γ(G)K٢ .١
⟨V (G)− (D ∪D

′
)⟩ = K̄n .٢

v ∈ V (G)− V (D ∪D
′
) رأس هر برای .٣

⟨N [v]⟩ = K١,٢ or K٣

مجزا احاطه گر مجموعه های ٢ . ٣
داریم: G تنهای رأس فاقد گراف هر برای .٢ . ٣ . ١ گزاره

٢γ(G) ≤ γγ(G) ≤ γ(G) + γ−١(G) ≤ n

داریم: G مجزا مستقل احاطه گر مجموعه دارای گراف هر برای .٢ . ٣ . ٢ گزاره
γγ(G) ≤ γi(G) ≤ ii(G)

، n ≥ ٢ مرتبه با Pn مسیر برای .٢ . ٣ . ٣ گزاره
.١

γγ(P٣k) = ii(P٣k) = ٢γ(P٣k) + ١ = ٢k + ١



٢۵ مجزا احاطه گر مجموعه های
.٢

γγ(P٣k+١) = ii(P٣k+١) = ٢γ(P٣k+١) = ٢k + ٢
.٣

γγ(P٣k+٢) = ii(P٣k+٢) = ٢γ(P٣k+٢) = ٢k + ٢
داریم: ، Cn, n ≥ ٣ دور برای .۴ . ٢ . ٣ گزاره

γγ(Cn) = ii(Cn) = ٢γ(Cn) = ٢⌈n٣⌉

داریم: ، Kn, n ≥ ٢ کامل گراف برای .۵ . ٢ . ٣ گزاره
γγ(Kn) = ii(Kn) = ٢

هر یا G = C۴ یا اگر وتنها اگر است. ماکزیمم ‐γγ ΁ی G همبند گراف ΁ی .٢ . ٣ . ١ قضیه
باشد. ریشه ΁ی یا برگ ΁ی یا رأس

γγ(G) = n ͬ شود م دیده روشنͬ به باشد، ریشه یا برگ یا G گراف ΁ی از رأس هر اگر برهان.
γγ(C۴) = ۴ = n هم چنین

یا آن گاه باشد، ریشه نه و برگ نه که رأس ΁ی دارای G گراف اگر که داد خواهیم نشان ما
دارای که باشد داشته وجود n مرتبه از G گراف ΁ی که کنید فرض .G = C۴ یا γγ(G) < n

ͬ گیریم: م نظر در را زیر حالت دو γγ(G) = n و باشد، برگ نه و ریشه نه که باشد x رأس ΁ی
هستند. مثلث ΁ی G در z و y و x به طوری که دارد، وجود y, z ∈ N(x) مجاور رأس دو .١
ͬ نامیم. م A مجموعه را آن که است. G گراف برای مستقل ماکزیمم مجموعه ΁ی {y}
΁ی V − A − {x} مجموعه که ͬ دهد م نشان این .x, z /∈ A که باشید داشته توجه
΁ی دارای باید u آن گاه u ∈ N(x)∩A اگر رو این از باشد. G گراف از احاطه گر مجموعه

باشد. داشته نیست، A در که x با دی·ر همسای·ͬ
.k ⩾ ٢ به طوری که .N(x) = {x١, x٢, . . . , xk} کنید فرض است. مستقل N(x) مجموعه .٢
.|N(x)−N(z)| > ٠ به طوری که z ̸= x ∈ N(xi) ΁ی دارد وجود ،١ ⩽ i ⩽ k ،i برای (آ)
آن را که است. ماکسیمال مستقل مجموعه ΁ی {z}∪N(x)−N(z) مجموعه بسط
G گراف برای مستقل احاطه گر مجموعه ΁ی A مجموعه ͬ نامیم. م A مجموعه
بنابراین است. G گراف برای احاطه گر مجموعه ΁ی V −A−{x} مجموعه و است

.γγ(G) < n

|N(xi)| = آن گاه .N(x) ⊆ N(z) آن گاه باشد، z ∈ N(xi) اگر ها، i تمام برای (ب)
ͬ گیریم: م نظر در را زیر حالت دو حال است. ١ ≤ i, j ≤ k تمام برای |N(xj)|



معکوس احاطه گر مجموعه و احاطه گر مجموعه ٢۶
مجموعه آن گاه z ∈ N(x١)− {x} کنید فرض .|N(x١)| ⩾ ٣ i.

B = {x١, z} ∪ (V − (N(x١) ∪N(z))

مجموعه ΁ی A ⊆ B کنید فرض است. G گراف برای احاطه  گر مجموعه ΁ی
و x /∈ A که باشید داشته توجه باشد. G گراف برای مینیمم احاطه گر
برای احاطه گر مجموعه ΁ی نیز V − A − {x} مجموعه .x٢, x٣, . . . , xk /∈ A

.γγ(G) < n بنابراین است. G
داشت: خواهیم حالت زیر دو .|N(x١)| = ٢ اگر ii.

مجموعه N(x١) = {x, z} کنید فرض .|N(x)| ⩾ ٣ آ.
B = {x١} ∪ (V −N [x])

΁ی A ⊆ B کنید فرض است. G گراف برای احاطه گر مجموعه ΁ی
که باشید داشته توجه باشد. G گراف برای مینیمم احاطه گر مجموعه
احاطه گر مجموعه ΁ی نیز V − A − {x٢} مجموعه رو این از .x١, z ∈ A

که ͬ دهد م نشان این و است. G گراف برای
γγ(G) < n.

آن گاه ،V = {x١, x٢, x, y} اگر y ∈ N(x١)−{x} کنید فرض .|N(x)| = ٢ ب.
. γγ(G) = ۴ = n و G = C۴

B = V −{x, x١, z} مجموعه z ∈ N(y)−{x١, x٢} کنید فرض ،n ⩾ ۵ اگر
احاطه گر مجموعه ΁ی A ⊆ B و باشد G گراف برای احاطه گر مجموعه ΁ی
x, x١, z ∈ و x٢, y ∈ A که باشید داشته جه تو باشد. G برای مینیمم
گراف برای احاطه  گر مجموعه ΁ی V −A− {x} مجموعه آن گاه .V −A

ͬ شود. م کامل برهان و γγ(G) < n بنابراین است. G

هستند. مینیمم ‐γγ که است گراف هایی از زیر کلاس های
Cn دور های .١

رئوس با G در رأس هر دلخواه، گراف ΁ی H به طوری که ،G = K٢+H فرم به گراف های .٢
.γγ(G) = ٢ گراف ها از کلاس این در باشند مجاور باهم K٢
ͬ شود. م شامل نیز را کامل گراف های تمام زیر های کلاس

برای .Km١,m٢,...,mn چندبخشͬ کامل گراف و m,n ⩾ ٢ برای Km,n دوبخشͬ کامل گراف .٣
γγ(G) = ۴ و γ(G) = ٢ گراف ها این



٢٧ مجزا احاطه گر مجموعه های
.P٣k+٢ و P٣k+١ دور های تمام .۴

از کلاس برای .S ⩾ ٢ برای K∗١ , s به طوری که ستاره شده تقسیم زیر گراف های تمام .۵
حقیقت در است. مجزا احاطه گر مجموعه دو دارای T و γ(T ) = S ،T درخت  های

.γ(T ) = i(T )

دو دارای T١ و γ(T١) = n٢ درخت ها از کلاس این برای .T١ = T ◦K١ درخت هایی تمام .۶
.γ(T١) = i(T١) حقیقت در است مجزا احاطه گر مجموعه

نخواهد ضروری ‐γ رأس هیچ شامل G آن گاه باشد، مینیمم ‐γγ ، G گراف اگر .٢ . ٣ . ١ لم
بود.

هیچ شامل T اگر وتنها اگر است مینیمم ‐γγ ΁ی n ≥ ٢ مرتبه از T درخت .٢ . ٣ . ١ نتیجه
نباشد. ضروری ‐γ رأس

مینیمم ‐γγ ندارد، ضروری ‐γ رأس ΁ی که گرافͬ ΁ی عمومͬ، به طور که باشید داشته توجه
u١, u٢, u٣ با K٣ گراف رئوس کنید فرض کرد. خواهد پیروی زیر گرا ف از داشت. نخواهد
دورأس ͬ کنیم. م اضافه را باشند، مجاور u١, u٢ با که v١, v٢ دورأس باشند. شده مشخص
u٢, u٣ با که x١, x٢ دورأس سرانجام ͬ کنیم. م اضافه را باشند، مجاور u١, u٣ با که w١, w٢
نیست ضروری ‐γ رأس دارای G گراف که ببینیم ͬ توانیم م ͬ کنیم، م اضافه را باشند، مجاور

γγ(G) = ۵ و γ(G) = ٢ و
آن گاه باشد. تنها راس بدون n ≥ ٢ مرتبه با G گراف کنید فرض .٢ . ٣ . ٢ قضیه

γγ(G) ≤ γi(G) ≤ i(G) + β٠(G)

S کنید فرض و ،|I| = i(G) اندازه ی با ماکزیمم مستقل مجموعه ΁ی I کنید فرض برهان.
مجموعه ی وسیله ی به V − I در رأس هر باشد. V − I برای ماکسیمال مستقل مجموعه ΁ی
نشده احاطه S توسط I رئوس که باشد مجموعه ،D کنید فرض ͬ شود. م احاطه S مجموعه
مستقل مجموعه ΁ی I بنابراین است. ماکسیمال مستقل مجموعه ΁ی S ∪D بنابراین باشد.

باشد. مجاور (V − I)− S در رأس ΁ی با حداقل D در رأس هر است. ماکسیمال
آن گاه ͬ نامیم. م T را مجموعه این ͬ کند. م انتخاب (V − I)− S در رأس ΁ی ، D در رأس هر
‐جفت γi ΁ی (T ∪ S, I) به طوری که ͬ باشد، م G برای احاطه گر مجموعه ΁ی T ∪ S مجموعه

است. G برای
|T ∪ S| = |T |+ |S| ≤ β٠(G)

بنابراین
γγ(G) ≤ γi(G) ≤ |I|+ |T ∪ S| ≤ i(G) + β٠(G)



معکوس احاطه گر مجموعه و احاطه گر مجموعه ٢٨
آن گاه ،γ(G) = i(G) اگر و باشد تنها رأس بدون n ≥ ٢ مرتبه از G گراف اگر .٢ . ٣ . ٢ نتیجه

که ͬ دهد م رخ زمانͬ تساوی حالت و γ′(G) ≤ β٠(G)

γ(G) = i(G)

آن گاه باشد. همبند گراف مرتبه n و اندازه  m کنید فرض .٢ . ٣ . ٣ قضیه
m ≥ ٢n− ٣γγ(G)

٢
مجزا احاطه گر مجموعه دو D٢ و D١ کنید فرض برهان.

|D١|+ |D٢| = γγ(G)

آن گاه
است. رأس γγ(G)٢ حداقل دارای D٢ و D١ مجموعه های از ی΄ͬ .١

D٢ برای همسای·ͬ ΁ی و D١ برای همسای·ͬ ΁ی دارای V − (D١ ∪ D٢) در رأس هر .٢
است.

است. D٢ در همسای·ͬ ΁ی دارای D١ در رأسͬ هر .٣

است. D١ در همسای·ͬ ΁ی دارای D٢ در رأسͬ هر .۴
G گراف اندازه ی حداقل بنابراین

٢|V − (D١ ∪D٢)|+max{|D١|, |D٢|} ≥ ٢(n− γγ(G)) +
γγ(G)

٢ = ٢n− ٣γγ(G)

٢
است.

آن گاه باشد درخت ΁ی T کنید فرض .٢ . ٣ . ٣ نتیجه
γγ(T ) ≥ ٢(n+ ١)

٣
،n ≥ ٢ مرتبه از T درخت هر برای .۴ . ٢ . ٣ نتیجه

γγ(T ) = γ(T ) = ii(T ) ≤ i(G) + β٠(G)

.
آن گاه باشد. d گنبدی عدد با گراف ΁ی G کنید فرض .۴ . ٢ . ٣ قضیه

γγ(G) ≤ ٢n
d

.



٢٩ محاسباتͬ پیچیدگͬ
احاطه گر مجموعه به توجه با G گراف برای کلاس بندی ΁ی V١, V٢, . . . , Vd کنید فرض برهان.

کنید فرض مسأله کلیت دادن دست از بدون باشند. d
|V١| ≤ |V٢| ≤ |V٣| ≤ . . . |Vd|

بنابراین
|V١|+ |V٢| ≤

٢n
d

در باشد ۴ از کمتر G گراف قطر اگر باشند. تنها رأس بدون Ḡ و G کنید فرض .۵ . ٢ . ٣ قضیه
: داریم صورت این

γγ(G) + γγ(Ḡ) ≤ (n+ ۴)
که باشند به طوری y و x کنید فرض باشد. مسأله فرض مانند G گراف کنید فرض برهان.
در x از همسای·ͬ ΁ی کنید فرض باشد. y به x از مسیر کوتاه ترین P و d(x, y) = diam(G)

.ab /∈ E(G) داشت خواهیم ،diam(G) ≥ ۴ باشد.بنابراین p روی y همسای·ͬ ΁ی b و باشد p
مجموعه کدام هر {y, a} و {x, b} مجزا مجموعه دو که .γγ(G) ≤ n داشت خواهیم آخر در

بنابراین هستند Ḡ از احاطه گر
γγ(Ḡ) ≤ ۴

محاسباتͬ پیچیدگͬ ۴ . ٢
خیر؟ یا است صادق G گراف برای γγ(G) ≤ ٢γ(G) نابرابری که کرد خواهیم ثابت بخش این در
کارآمدی ال·ورتیم هیچ زیاد، احتمال به که است معنͬ بدان این است. NP-hard مسأله ΁ی
رأس بدون گراف هر برای γγ(G) به طوری که ندارد. وجود گراف هایی چنین دسته بندی برای
به مینیمم مجزای احاطه گر مجموعه دو درخت ها بحث در است. شده تعریف به خوبی تنها
حالت در متناظر، ونتایج مسائل که ͬ دهیم م نشان است. شده بیان [١٨] و [٢] در مفید طور
خیر. یا هستند NP-hard مسائل این ͬ دانیم نم حقیقت در هستند. NP-hard مسائل کلͬ
است، مینیمم مجزای احاطه گر مجموعه دو دارای گراف ΁ی این که تشخیص .١ . ۴ . ٢ قضیه

است. NP-hard مسأله
آن جمله ای چند مرتبه که سازیم مͬ راطوری G گراف است، شده داده C مثل ٣sat ΁ی برهان.
احاطه گر مجموعه دو G اگر وتنها اگر باشد کننده راضͬ ͬ تواند م C و باشد کران دار C اندازه در

باشد. داشته مینیمم مجزای



معکوس احاطه گر مجموعه و احاطه گر مجموعه ٣٠

Gx جزء گراف :٢ . ١ ش΄ل

Gc جزء گراف :٢ . ٢ ش΄ل



٣١ محاسباتͬ پیچیدگͬ
٢ . ١ ش΄ل در که ͬ کنیم م معرفͬ جزء ازگراف Gx کپی ΁ی ، C در ͽواق بولͬ متغییر هر برای
C از C جز برای هر به علاوه است. x̄ و x شده مشخص دورأس شامل و است شده داده نشان
مشخص رأس ΁ی شامل و شده مشخص ٢ . ٢ ش΄ل در که ͬ کنیم م مطرح جز ازآن Gc کپی ΁ی
شده مشخص رأس به را Gx از x مشخص رأس گیرد، قرار C عبارت در x متغییر اگر است. C
(C = {x ∨ ȳ ∨ z, x ∨ z ∨ u درآن که ببینید را ٢ . ٣ ش΄ل مثال (برای می΄نیم. وصل Gc از C
m شامل و دارد بولͬ متغییر n ،C کنید فرض ͬ دهد. م نشان را نهایی گراف G کنید فرض .
شامل G از گری احاطه مجموعه هر است. ۶n + ۴m ، G مرتبه که کنید توجه است. عبارت
از ۴ ١و فاصله در رأس دو انتخاب است. Gc جز از رأس ΁ی حداقل و Gx جز از رأس دو حداقل
و ͬ دهد م نتیجه را G احاطه گر مجموعه ، Gc جز هر در احاطه گر رأس و Gx جز هر در آخر رأس
برای را ومطلوب دقیق جای·زینͬ آن گاه باشد، برقرار C اگر ͬ کند. م ایجاب را γ(G) = ٢n+m

C = {x ∨ ȳ ∨ z, x ∨ z ∨ u} برای G گراف :٢ . ٣ ش΄ل

رأس آخرین از همسای·ͬ همراه به واقعͬ بارئوس متناظر رئوس مجموعه ͬ کنیم. م بررسͬ C
را D مینیمم احاطه گر مجموعه Gc جز هر در ٢ بادرجه رأس دو از ی΄ͬ و Gx جز گراف هر در
Gx جزء هرگراف از رأ آخرین از و٣ فاصله٠ در رأس ٢ انتخاب به علاوه، ͬ دهد. م نتیجه G از
ͬ دهد، م نتیجه را G از مینیمم احاطه گر مجموعه ΁ی ، Gc جزء گراف هر در احاطه گر ورأس

است. D از مجزا که



معکوس احاطه گر مجموعه و احاطه گر مجموعه ٣٢
با است. D٢ و D١ مجزای مینیمم احاطه گر مجموعه دو دارای G کنید فرض حالا برعکس:
ایجاب این و هستند Gc جز هر از رأس ΁ی دقیقا شامل D٢ و D١ از ΁هری فوق، استدلال
به وسیله D٢ و D١ های مجموعه از بای΄ͬ باید C مشخص رأس ، Gc جز هر برای که ͬ کند م
حداکثر شامل D١ ∪D٢ مجموعه ، Gx هرجز برای به علاوه شود. احاطه نیست Gc در که رأسͬ
، D١ ∪ D٢ در واقعͬ رئوس با متناظر رئوس بنابراین است. x̄ و x مشخص رأس دو از ی΄ͬ
برای x متغییر واقعͬ مقدار که کنید توجه ͬ دهد. م نشان C رابرای مطلوب و دقیق جای·زینͬ
در مینیمم احاطه گر مجموعه (دو باشد. دلخواه ͬ تواند م نباشد، D١ ∩ D٢ در x̄ و x این که
را اثبات واین است) متناظر x درست دادن قرار و z و y و x نادرست دادن قرار با ٢ . ٣ ش΄ل

ͬ کند. م کامل
دارد. وجود تنها، رئوس بدون G گراف هر برای γγ(G) شد، اشاره قبلا که همان طور

است. سخت ii(G) وجود آن،تعیین با درتناقض
است مجزا مستقل احاطه گر مجموعه دو دارای شده داده گراف آیا این که تعیین .٢ . ۴ . ٢ قضیه

است. NP-complete خیر، یا
است. NP وضوح به شده داده تعمیم مسأله برهان.

مجزا مستقل احاطه گری مجموعه دو دارای شده داده گراف آیا این که تعیین .٣ . ۴ . ٢ قضیه
است. NP − complete خیر، یا است

جمله ای چند مرتبه که ͬ سازیم م طوری را G گراف است. شده داده C مانند ٣SAT ΁ی برهان.
مجموعه دو G اگر تنها و اگر باشد کننده راضͬ ͬ تواند م C و باشد کران دار C اندازه در آن

باشد. داشته مینیمم مجزا مستقل احاطه گری

شده داده نشان ۴ . ٢ ش΄ل در که جزء گراف از کپی ΁ی ،C در ͽواق بولͬ متغیر هر برای
کپی ،C از c جزء هر برای بعلاوه ͬ کنیم. م معرفͬ است، x̄ و x مشخص رأس دو شامل و
معرفͬ را است C مشخص رأس ΁ی شامل و شده داده نشان ۵ . ٢ درش΄ل که جزء ازگراف Gc

ͬ کنیم. م

GC از C مشخص رأس به Gx از را x مشخص رأس باشد، C عبارت جزء در x متغییر اگر
G کنید فرض (C = {x∨ ȳ ∨ z, x∨ z ∨ u} آن در که ببینید را ش΄ل مثال ͬ کنیم.(برای م وصل

ͬ دهد. م نشان را حاصل گراف
۴n+۶m ،G مرتبه که کنید توجه است. جزء m شامل و برد ب΄ار را بولͬ متغیر n ،C کنید فرض

ͬ گیریم. م نظر در C برای را مطلوب و دقیق جای·زینͬ ΁ی آنگاه باشد مطلوب C اگر است.
متمایز آخر رأس انتخاب همچنین و واقعͬ رأس با متناظر رأس و Gx جزء هر از آخر رأس انتخاب
I احاطه گری مجموعه ،(C (بجز C از متمایز آخر رئوس همسای·ͬ و GC جزء هر از C رأس از



٣٣ محاسباتͬ پیچیدگͬ

Gx جزء گراف :۴ . ٢ ش΄ل

Gc جزء گراف :۵ . ٢ ش΄ل



معکوس احاطه گر مجموعه و احاطه گر مجموعه ٣۴

C = {x ∨ ȳ ∨ z, x ∨ z ∨ u} برای G گراف :۶ . ٢ ش΄ل

ͬ دهد. م نتیجه G از را
C مجاور که رأسͬ دو و C رأس انتخاب و Gx جزء هر در آخر رأس همسای·ͬ انتخاب بعلاوه،

ͬ دهد. م نتیجه I از را G مستقل احاطه گری مجموعه GC از باشد I در یا نباشد
است. I٢ و I١ مجزا مستقل احاطه گر مجموعه دو شامل G که ͬ کنیم م فرض حال عکس به

GC در C همسای·ͬ لذا هست، I١ ∪ I٢ در لزوماً C از ٢ فاصله با رأس دو ،GC جزء هر در چون
احاطه نیست GC در که رأسͬ بوسیله I٢ و I١ مجموعه دو از ی΄ͬ با C یعنͬ نیست. I١ ∪ I٢ در
باشد. I١ ∪ I٢ در ͬ تواند م Gx جزء هر در x̄ و x رأس دو از ی΄ͬ حداکثر بوضوح است. شده
مطلوب و دقیق جای·زینͬ ΁ی هستند واقعͬ رئوس با متناظر که I١∪I٢ در ͽواق رئوس بنابراین
نباشد I١ ∪ I٢ در x̄ و x اینکه برای x متغیر حقیقͬ مقدار بعلاوه ͬ دهند. م نشان C برای را
۶ . ٢ ش΄ل در شده داده نشان مستقل احاطه گری مجموعه (دو شود. اختیار دلخواه ͬ تواند م

ͬ شود. م کامل اثبات است.) u درست قرارگیری و z و y و x نادرست قرارگیری با متناظر

است. سخت ii(G) و γi(G) بین یا و γi(G) و γγ(G) بین تساوی ΁ی تعیین
است. NP-hard زیر مسأله دو است. شده داده G گراف .۴ . ۴ . ٢ قضیه

ͬ کند. م صدق γγ(G) = γi(G) در G آیا این که تعیین (i
ͬ کند. م صدق γi(G) = ii(G) در G آیا این که تعیین (ii



٣۵ محاسباتͬ پیچیدگͬ
چند مرتبه به طوری که ͬ سازیم م را G

′ و G گراف دو است. شده داده C ٣SAT ΁ی برهان.
اگر تنها و اگر باشد کننده راضͬ ͬ تواند م C به طوری که باشد کران دار C اندازه در آن ها جمله

.γi(G
′
) = ii(G

′
) اگر تنها و اگر γγ(G) = γi(G)

از Gx کپی ،C در ͽواق x بولͬ متغیر هر برای ͬ کنیم. م عمل زیر صورت به G ساخت برای

G
′
c و Gc و Gx جزء گراف :٢ . ٧ ش΄ل

x مشخص رأس دو شامل که ͬ کنیم م معرفͬ شده داده نشان ش΄ل چپ قسمت در که جزئͬ
٢ . ٧ ش΄ل وسط قسمت در که رنگͬ رادار از GC کپی ،C از C جزء هر برای بعلاوه است. x̄ و

است. C مشخص رأس شامل که ͬ کنیم م معرفͬ را شده داده نشان
وصل Gc در c مشخص رأس به را Gx در x مشخص رأس گیرد، قرار C جزء در واقعͬ x اگر
دقیقا G

′ گراف برای (C = {x∨ ȳ ∨ z, x∨ z ∨ u} آن در که ببنید را ش΄ل مثال (برای ͬ کنیم. م
شده داده نشان ٢ . ٧ ش΄ل راست قسمت در که G

′
C از GC بجای و ͬ کنیم م عمل فوق صورت به

توجه است. جزء m شامل و ͬ گیرد م ب΄ار را بولͬ متغیر n ،C کنید فرض ͬ کنیم. م استفاده
است. ۶n+ ٨m ،G′ و G مرتبه که کنید

است. GC جزء هر از رأس دو و Gx جزء هر از رأس دو حداقل شامل G از احاطه گر مجموعه هر
مجموعه دو است شده داده نشان ش΄ل در که آن مانند جزء هر از رئوسͬ انتخاب عکس به

یعنͬ ͬ دهد. م نتیجه را مینیمم مجزا احاطه گر
γγ(G) = ٢γ(G) = ۴n+ ۴m

مشابه طور به
γi(G

′
) = ٢γ(G′

) = ۴n+ ۴m
مجموعه دو ͬ گیریم. م نظر در C برای را مطلوب و دقیق جای·زینͬ ΁ی باشد، مطلوب C اگر
،Gx جزء هر از که به گونه ای ͬ کنیم م انتخاب را شد توصیف فوق در که مینیمم مجزای احاطه گر



معکوس احاطه گر مجموعه و احاطه گر مجموعه ٣۶

C = {x ∨ ȳ ∨ z, x ∨ z ∨ u} برای G گراف :٢ . ٨ ش΄ل

رئوس ،GC جزء هر از به علاوه گیرد. قرار مجموعه دو از ی΄ͬ در واقعͬ رأس با متناظر رأس
احاطه گر مجموعه دو نتیجه در ͬ کنیم. م انتخاب شده داده نشان ش΄ل در که همانطور را

یعنͬ است مستقل آن ها از ی΄ͬ که داریم مینیمم مجزای
γγ(G) = γi(G)

داریم مشابه استدلال با
γi(G

′
) = ii(G

′
)

دو I٢ و D١ کنید فرض ͬ کند. م صدق γγ(G) = γi(G) در G که ͬ کنیم م فرض به عکس حال
و است مستقل I٢ به طوری که باشند مجزا احاطه گری مجموعه

|D١|+ |I٢| = γγ(G) = γi(G) = ٢γ(G)

دقیقا شامل I٢ و D١ از ΁ی هر فوق استدلال با هستند. مینیمم احاطه گر دو هر I٢ و D١ یعنͬ
با GC جزء هر در c مشخص رأس که ͬ شود م نتیجه سادگͬ به هستند. GC جزء هر از رأس دو

ͬ شود. م احاطه نیست GC در که رأسͬ بوسیله I٢ و D١ مجموعه  های از ی΄ͬ
است. x̄ و x مشخص رأس دو از ی΄ͬ حداکثر شامل D١ ∪ I٢ مجموعه Gx جزء هر برای بعلاوه



٣٧ محاسباتͬ پیچیدگͬ
مطلوب و دقیق جای·زینͬ ΁ی هستند واقعͬ رئوس با متناظر که D١∪I٢ در ͽواق رئوس بنابراین
است شده داده نشان ٢ . ٨ ش΄ل در که مینیمم احاطه گر مجموعه (دو ͬ دهد. م نشان C برای را
G

′ که کنیم فرض اگر بعلاوه است) متناظر u درست قرارگیری و z و y و x نادرست قرارگیری با
کامل اثبات و است مطلوب C که ͬ شود م نتیجه مشابه بطور ͬ کند م صدق γi(G

′
) = ii(G

′
) در

ͬ شود. م
گراف های به که وقتͬ حتͬ است NP-hard ،γγ(G) محاسبه که است شده داده نشان [١٩] در
با G قسمتͬ دو گراف های تشخیص که ͬ کنیم م اثبات بعدی نتیجه در شود. محدود وتری
نتیجه بلافاصله است. NP-hard مسأله ای ii(G) > k با قسمتͬ دو گراف های از γγ(G) ≤ K

است. NP-Complete شده داده K صحیح عدد و G قسمتͬ دو گراف تعیین که ͬ شود م
که است D٢ و D١ مجزا احاطه گر مجموعه دو دارای G اگر (i

|D١|+ |D٢| ≤ k

که است D٢ و D١ مجزا احاطه گر مجموعه دو دارای G اگر (ii
|D١|+ |D٢| ≤ k

است. مستقل D٢ به طوری که
که است D٢ و D١ مجزا مستقل احاطه گر مجموعه دو دارای G اگر (iii

|D١|+ |D٢| ≤ k

NP-hard ،G شده داده بخشͬ دو گراف برای ii(G) > k یا γγ(G) ≤ k تعیین .۵ . ۴ . ٢ قضیه
است.

را G گراف است. شده داده C مثل ΁ی است. NP در وضوح به تصمیم مسأله سه هر برهان.
نظر از که k ای صحیح عدد و باشد کران دار C اندازه در آن جمله چند رتبه که ͬ سازیم م طوری
آنگاه باشد مطلوب C اگر به طوری که ͬ کنیم م تعیین است کران دار C اندازه در جمله ای چند
مطلوب عبارت ترتیب بدین باشد. برقرار ͬ تواند م C آنگاه باشد، γγ(G) ≤ k اگر ii(G) ≤ k

ͬ شود. م نتیجه
معرفͬ ٢ . ٩ درش΄ل شده داده نشان جزء ازگراف را Gx کپی C در ͽواق x بولͬ متغیر هر برای
رادار از GC کپی ΁ی C از جزء هر برای بعلاوه است. x̄ و x مشخص رأس دو شامل که ͬ کنیم م

است. C̄ و مشخص رأس دو شامل که ͬ کنیم م معرفͬ ٢ . ١٠ ش΄ل در شده داده نشان رنگͬ
GC از C مشخص رأس به را Gx از x مشخص رأس گیرد، قرار c جزء در x نامنفͬ متغیر اگر
به را Gx از x̄ مشخص رأس گیرد، قرار C در x̄ نامنفͬ متغیر اگر مشابه طور به ͬ کنیم. م وصل
مجزا ی پیوند به یال افزودن روش این که کنید توجه ͬ کنیم. م وصل GC از C̄ مشخص رأس



معکوس احاطه گر مجموعه و احاطه گر مجموعه ٣٨

Gx جزء گراف :٢ . ٩ ش΄ل

Gc جزء گراف :٢ . ١٠ ش΄ل

درآن که ببینید را ش΄ل مثال (برای ͬ آید. م بدست قسمتͬ دو گراف ΁ی قسمتͬ دو جزء های
کنید فرض ͬ دهد. م نشان را حاصل گراف G کنید فرض است.) C = {x ∨ ȳ ∨ z, x ∨ z ∨ u}

است. ١٢n+٨m ،G رتبه که کنید توجه است. جزء m شامل و ͬ برد م ب΄ار را بولͬ متغیر n ،C
.K = ٨n+ ۵m دهید قرار

D٢ و D١ مجزا احاطه گر مجموعه دو چ·ونه ͬ دهیم م نشان و است مطلوب C کنیم فرض ابتدا
به طوری که ͬ آوریم م بدست را G از

|D١|+ |D٢| ≤ K.

برای را رئوسͬ ،Gx جزء هر در ب·یرید. نظر در C برای مطلوب و دقیق جای·زینͬ ΁ی
آن عکس بازتاب یا شده داده نشان ش΄ل چپ قسمت در که صورتͬ به D٢ و D١ مجموعه های

است. واقعͬ رأس با متناظر که باشد x̄ یا x رأس شامل D١ به طوری که ͬ کنیم م انتخاب را
با D١ در GC جزء هر از C̄ یا C رأس های از ی΄ͬ حداقل است، مطلوب دقیق، جای·زینͬ چون
در که همانطور D٢ و D١ مجموعه دو ترتیب بدین ͬ شود. م احاطه نیست V (GC) در که رأسͬ
داده بسط ͬ تواند م GC جزء هر از رأس ͷپن مجموع هر از استفاده با شده، داده نشان ش΄ل

بنابراین شود.
|D١|+ |D٢| = K.

|D١|+ |D٢| ≤ به طوری که است. D٢ و D١ مجزا احاطه گر مجموعه دو دارای G کنیم فرض حال
کردن احاطه برای رأس هشت حداقل شامل V (Gx)∩ (D١ ∪D٢) مجموعه ،Gx جزء هر در .K



٣٩ درخت ها برای ساختاری نتایج

C = {x ∨ ȳ ∨ z, x ∨ z ∨ u} برای G گراف :٢ . ١١ ش΄ل

رأس هشت شامل دقیقا V (Gx)∩ (D١ ∪D٢) اگر بعلاوه است. Gx−{x, x̄} مسیر روی رأس ده
ندارد. قرار D١ ∪D٢ در x̄ و x رئوس از ی΄ͬ حداقل آنگاه باشد،

آنگاه شود احاطه ندارد قرار V (Gx) در که D١ ∪ D٢ از رأسͬ با c̄ و c ،Gc جزء چند برای اگر
قسمت در (شدنͬ) مم΄ن آرایش ΁ی) است. رأس شش شامل حداقل V (GC) ∩ (D١ ∪ D٢)

است.) شده داده نشان ش΄ل راست
V (GC) در که D١ ∪ D٢ از رئوسͬ با دو هر یا و C̄ و c از ی΄ͬ ،GC جزء چند برای اگر بعلاوه
|D١|+ |D٢| ≤ چون است. رأس ͷپن شامل حداقل V (GC)∩(D١∪D٢) آنگاه شود احاطه نیست
قرار D١ ∪ D٢ در x̄ و x رئوس از ی΄ͬ حداکثر Gx جزء هر برای که ͬ شود م نتیجه ،٨n + ۵m
ندارد قرار V (GC) در که D١ ∪D٢ از رأسͬ با C̄ و C رئوس از ی΄ͬ ،GC جزء هر برای و ͬ گیرد م

ͬ شود. م احاطه
مطلوب و دقیق جای·زینͬ ΁ی دارند قرار D١ ∪D٢ در که واقعͬ رئوس با متناظر رئوس بنابراین

ͬ شود. م کامل اثبات و ͬ دهد م نشان C برای را

درخت ها برای ساختاری نتایج ۵ . ٢
γγ(T ) = ii(T ) ،n ≥ ٢ مرتبه از T درخت هر برای .١ . ۵ . ٢ قضیه

باشند. T درخت از D٢ و D١ مجزا احاطه گر مجموعه های از اجتماع ΁ی U کنید فرض برهان.
همچنین باشد. U از مجموعه زیر ΁ی {w, v} به طوری که باشد E(T ) در wv یال کنید فرض
deg(w) ≥ به طوری که D١ ͬ گوییم م ، باشند احاطه گر مجموعه ΁ی v و w رأس دو که کنید فرض



معکوس احاطه گر مجموعه و احاطه گر مجموعه ۴٠
΁ی Tv کنید فرض و باشد. w شامل ،T −wv از درخت زیر ΁ی Tw کنید فرض deg(v) ≥ ٢ و ٢

کنید فرض باشد. Twv از عناصر دی·ر از درخت زیر
D∗١ = (D١ ∩ Tv) ∪ (D٢ ∩ Tw)

کنید فرض و
D∗٢ = (D٢ ∩ Tv) ∪ (D١ ∩ Tw)

هستند. γγ‐مجموعه ΁ی (D∗١ , D∗٢) آن گاه
(D١, D٢) بوده (D١, D٢) در که یال هر ͬ ماند. م (D١, D١) بوده (D١, D١) در که یال هر ،Tv در
به (D١, D٢) یال هر و ͬ شود. م تبدیل (D٢, D٢) به (D١, D١) یال هر ،Tw در ͬ که ͬ ماند.درحال م
پیدا کاهش ΁ی به (Di, Di) یال های از تام عدد تبدیل، این انجام با ͬ شود. م تبدیل (D٢, D١)
به طوری که کرد خواهیم پیدا مجزا احاطه گر مجموعه دو (روشͬ)، تبدیل این ادامه در ͬ کند. م

است. γγ(T ) آن ها اندازه ی ͽجم که هستند هم از مستقل
آنگاه باشد n مرتبه از درخت ΁ی T = (V,E) اگر .٢ . ۵ . ٢ قضیه

γγ(T ) ≥ ٢(n+ ١)
٣ ,

D به طوری که کرد افراز R و D مجموعه دو به بتوان را V اگر تنها و اگر است برقرار تساوی
باشد. ٢ درجه واز مستقل T در R اعضای تمام باشدو کامل تطابق ΁ی

باشند T از مجزا احاطه گر مجموعه دو D٢ و D١ و باشد n مرتبه از درختͬ T کنید فرض برهان.
|D١| ≥ |D٢| ͬ کنیم م فرض γγ(T ) = |D١|+ |D٢| که

D٢ در همسایه و D١ در همسایه ،R رأس هر چون .R = V −D و D = D١ ∪D٢ دهید قرار
داریم T یال های تعداد از لذا دارد D٢ در همسایه D١ رأس هر و دارد

n− ١ ≥ ٢|R|+ |D١| ≥ ٢|R|+ |D|
٢ = ٢(n− γγ(T )) +

γγ(T )

٢ .

ͬ دهد م نتیجه که
γγ(T ) ≥ ٢(n+ ١)

٣ .

اگر
γγ(T ) ≥ ٢(n+ ١)

٣ ,

|D١| = که ͬ شود م نتیجه این از ͬ گیرد. م قرار فوق نامساوی زنجیره همه روی تساوی آنگاه
دقیقا D١ از رأس هر دارد، D٢ در همسایه ΁ی و D١ در همسایه ΁ی دقیقا R در رأس هر ،|D٢|
حداقل D٢ در رأس هر چون هستند. افراز R و D٢ و D١ مجموعه سه و دارد D٢ در همسایه ΁ی
همان گونه T ساختار و است کامل تطابق ΁ی موجب D مجموعه دارد، D١ در همسایه ΁ی

است. شده بیان نتیجه ح΄م در که است



۴١ درخت ها برای ساختاری نتایج
کامل تطابق ΁ی D کرد که افراز R و D مجموعه دو به را V بتوان که ͬ کنیم م فرض عکس به
روی بر استقرا با است. T ،٢ درجه رئوس تمام از مستقل مجموعه ΁ی R و ͬ کند م ایجاد را

ͬ کنیم م ثابت T درخت از n مرتبه

γγ(T ) =
٢(n+ ١)

٣ .

احاطه گری دو هر که کنیم افراز D٢ و D١ مجموعه دو به ͬ توان م را D ͬ کنیم م ثابت ویژه به
|D١| + |D٢| = ٢(n+١)٣ در D٢ و D١ مجموعه های فرضیات به توجه با که کنید توجه باشند.

.n ≥ ٣ ͬ کنیم م فرض لذا است. بدیهͬ ح΄م ،n = ٢ اگر ͬ کند. م صدق
تطابق یال های همه ادغام از ناشͬ که باشد درخت از آخر رأس ΁ی با متناظر یال uv کنید فرض

است. T درخت در D توسط شده ایجاد کامل
ͬ توانیم م ما یعنͬ هستند. ٢ درجه از هنوز R در رئوس همه نیز ادغام از بعد که کنید توجه
همسایه ΁ی w کنید فرض است. ٢ درجه از T در v و T از آخر رأس ΁ی u که کنیم فرض

.w ∈ R وضوح به باشد. v برای u از متمایز

مجموعه ی دو به ͬ تواند م T
′
= T − {u, v, w} درخت از V \ {u, v, w} رأسͬ مجموعه

΁ی R′ و ͬ کند م ایجاد کامل تطابق ΁ی D′ که شود تقسیم R′
= R \ {w} و D

′
= D \ {u, v}

دارند. ٢ درجه T در که است رئوس همه ی از مستقل مجموعه
مجموعه دو هر که شود تقسیم D′

٢ و D
′

١ مستقل مجموعه دو به ͬ تواند م D
′ استقرا با بنابراین

به متعلق باشد v از متمایز که w همسایه که کرد فرض ͬ توان م هستند. احاطه گری T در
و مستقل D قسمت و T در D٢ = D

′

٢ ∪ {v} و D١ = D
′

١ ∪ {u} مجموعه دو حال است. D′

١
ͬ شود. م کامل اثبات و هستند احاطه گری

که است این بدیهͬ و لازم شرط ΁ی کند صدق γγ(T ) = ٢γ(T ) در T درخت اینکه برای
که ͬ کنیم م بیان را مثالͬ نباشد. T از مینیمم احاطه گر مجموعه هیچ به متعلق T رأس هیچ

نیست. کافͬ شرط این ͬ دهد م نشان



معکوس احاطه گر مجموعه و احاطه گر مجموعه ۴٢
احاطه گر مجموعه به متعلق رأسͬ هیچ آن در که دارند وجود T درخت های .١ . ۵ . ٢ ملاحظه

یعنͬ ندارند هم از مجزا مینیمم احاطه گر مجموعه دو که نیست T از مینیمم
γγ(T ) > ٢γ(T )

و هستند ٧ احاطه گر عدد دارای است شده داده نشان بالا ش΄ل در که درخت کپی دو برهان.
مجموعه هیچ به رأسͬ هیچ که ͬ دهند م نشان شده داده نشان مینیمم احاطه گری مجموعه دو
هر اجتماع که ͬ شود م مشاهده سادگͬ به دی·ر طرف از . ندارد تعلق T از مینیمم احاطه گر
یعنͬ این که هستند مستطیل هر در رأس ۵ شامل حداقل T از مجزا احاطه گری مجموعه دو

باشد. مینیمم ͬ تواند نم مجموعه ها از ی΄ͬ



٣ فصل
تام احاطه گر و احاطه گرتام مجموعه

معکوس

تام احاطه گری عدد ٣ . ١
به طور را مفهوم این اینک کردیم. مطرح را گراف ها در احاطه گری مفهوم قبل فصل در

ͬ نامیم. م ١ تام احاطه گر را و آن ͬ دهیم، م تعمیم G گراف تمام برای گسترده تر
احاطه گری مسأله ی ۴ کوکاین ، ٣ داوز ، ٢ هدتنیمͬ ۵‐وزیر، مسأله حل دنبال به ١٩٨٠ سال در
و کردند مطرح [١۴] [١٣]و ، [١٢] گراف) در تام عنوان(احاطه گری تحت مقاله ای در را تام

ͬ گیرد. م قرار بررسͬ مورد ها گراف نظریه ی در گسترده طور به امروزه
کرد، اشاره فروش·اه ایجاد برای شهر، از مناطقͬ ساخت برای ͬ توان م آن کاربردهای جمله از
به نیز خود فروش·اه ها، فروش·اه، به شهر مردم همه ی دسترسͬ ام΄ان بر علاوه طوری که به 

[٣] و [٣] باشند. داشته دسترسͬ ی΁ دی·ر
.γt(Kp) = ٢ داریم: رأس p با Kp کامل گراف برای .٣ . ١ . ١ ملاحظه

١Total domination
٢Hedetnemi
٣Dawes
۴t



معکوس تام احاطه گر و احاطه گرتام مجموعه ۴۴
داریم: رأس p با Pp مسیر برای

γt(Pp) =


⌈ p٢⌉ p = ۴n or ۴n− ١⌈
(p+١)٢

⌉
O.W .

داریم: رأس p با Cp دور برای

γt(Cp) =


⌈ p٢⌉ p = ۴n or ۴n− ١⌈
(p+١)٢

⌉
O.W .

γt(Wp) = ٢ داریم: رأس p با Wp چرخ گراف برای
داریم: γt(Km,n) = ٢ ، Km,n کامل دوبخشͬ گراف برای

.γt(G) ≥ ٢ ، G گراف هر برای .٣ . ١ . ١ قضیه
.γ(G) ≤ γt(G) ، G گراف هر برای .٣ . ١ . ٢ قضیه

آنگاه ∆(G) < n− ١ و باشد منفرد رأس بدون و n مرتبه از همبند گراف G اگر .٣ . ١ . ٣ قضیه
γt(G) + γt(Ḡ) ≤ n+ ٢ (٣ . ١)

باشند. mk٢ برابر Ḡ یا G اگر فقط و اگر داریم را برابری و
حداقل مرتبه از Ḡ و G که است این معادل ∆(G) < n− ١ شرط فوق قضیه در شود توجه
و G گراف جمعͬ احاطه گری عدد مجموعه برای کران مورد در حدسͬ بیان به حال باشد. ٢

ͬ پردازیم. م آن م΄مل
آنگاه ،γt(G), γt(Ḡ) ≥ ۴ و n مرتبه از همبند گراف G اگر .٣ . ١ . ٢ ملاحظه

γt(G) + γt(Ḡ) ≤ n−∆+ δ − ١.
آنگاه δ ≥ n− ۵ و باشد n ≥ ١٠ مرتبه از ساده همبند گراف G اگر .۴ . ٣ . ١ قضیه

γt(G) ≤ ٣.
بنابراین است برقرار δ ≥

[
n٢
] شرط با ١٠ از کمتر مرتبه با گراف هایی برای .γt(G) ≤ ٣ کران

داریم: را زیر قضیه
آنگاه δ ≥

[
n٢
] و باشد ٢ ≤ n < ٩ مرتبه از ساده همبند گراف G اگر .۵ . ٣ . ١ قضیه

γt(G) ≤ ٣.



۴۵ تام احاطه گری عدد
آن گاه باشد، p ⩾ ٣ رئوس با همبند گراف G اگر .۶ . ٣ . ١ قضیه

γt(G) ⩽ ٢p
٣ .

نشان دهنده ی ،N(x) کنید فرض باشد، تام احاطه گر مجموعه کوچ΄ترین Y کنید فرض برهان.
.U ⊆ V گراف زیر ΁ی نشان ٔهنده ی G[U ] کنید فرض و باشد. x رأس با همسایه رئوس مجموعه

ͬ کند م پیروی زیر قانون دو از حداقل y ∈ Y هر
N(z) ∩ Y = y به طوری که z ∈ V − Y که دارد وجود z ΁ی :P١ .١

است. تنها رأس ΁ی شامل G[Y − {y}] :P٢ .٢
A ∪B = {y ∈ Y باشد| داشته را p١ شرط y }

ͬ باشد. م دارا را G[A ∪B] از تنها رأس که مجموعه ای ،B و
،B از رأس هر به طوری که است Y − (A∪B) رئوس از مینیمم مجموعه C کنید فرض بنابراین
.D = Y − (A∪B ∪C) کنید فرض نهایت در |C| ⩽ |B| بنابراین باشد. مجاور C از رأس ΁ی با
کنید فرض .G[D] = mK٢(m ⩾ ٠) این رو از و γt(G[D]) = |D| D که دهد مͬ نشان این
است.اگر مجاور xi رأس ΁ی با ai هر کلیت دادن دست از بدون باشد. aibi, i = ١, . . . ,m
این رو از بود. خواهد Y از تام احاطه گر مجموعه کوچ΄ترین Y − bi آن گاه xi ∈ A ∪ B ∪ C

مشابه تناقض ΁ی به (Y − {bi, bj}) ∪ {xi} آن گاه ،i ̸= j برای xi = xj اگر .xi ∈ V − Y

ویژگͬ در ͬ  که حال در است. مجاور Y از رأس دو با حداقل xi هر D تعریف به توجه با ͬ رسیم. م
Y از رأس ΁ی با دقیقاً به طوری که است. V − Y از رئوس کمترین که دارد وجود |A ∪B| ،P١

بنابراین است. متصل
|A ∪B|+ |{xi|i = ١, . . . ,m}| ⩽ |V − Y |

.
|A|+ |B|+m ⩽ p− γt(G)

بنابراین
γt(G) = |A|+ |B|+ |C|+ |D|

= (|A|+ |B|+m) + (|C|+m)

⩽ ٢(|A|+ |B|+m) (|C| ⩽ |A|+ |B|)

⩽ ٢(p− γt(G)) (١)
بنابراین

γt(G) ⩽ ٢p
٣

.



معکوس تام احاطه گر و احاطه گرتام مجموعه ۴۶
آن گاه ، باشد نداشته تنها رأس و باشد رأس p دارای G گراف اگر .١ .٣ . ١ . ٧ قضیه

γt(G) ⩽ p−△(G) + ١
آن گاه ،△(G) < p− ١ و باشد همبند G گراف اگر .٢

γt(G) ⩽ p−△(G).

کنید فرض و باشد △(G) درجه با v رأس کنید فرض (١) برهان.
X = V − ({v} ∪N(v)).

فرض و X ̸= ∅ کنید فرض بنابراین .γt(G) = ٢ = p−△(G) + ١ و △(G) = p− ١ ،X = ∅ اگر
λ ∈ N(v) ͬ که حال در ،X ∪ {v} ∪ {λ} و S = ∅ اگر باشد. G[X] مجزااز مجموعه ΁ی S کنید
با s ∈ S هر فرض طبق ،S ̸= ∅ اگر است. p−△(G) + ١ اندازه ی با تام احاطه گر مجموعه ΁ی
N(v) شامل مجموعه کوچ΄ترین M(S) مجموعه کنیم فرض و است مجاور N(v) از رأس ΁ی

بنابراین و است مجاور M(S) از عضو ΁ی با s ∈ S هر به طوری که باشد
|M(S)| ⩽ |S|

و است تام احاطه گر مجموعه ΁ی {v} ∪M(S) ∪ (X − S) آن گاه
γt(G) ⩽ ١ + |S|+ |X − S| = ١ + |X| = p−△(G)

از باشند. ٣ . ١ قسمت(١) اثبات در شده  تعریف های مجموعه S و X و v کنید فرض ٢ برهان.
فرض باشد. همسایه y ∈ N(v) رأس با x ∈ X و S = ∅ اگر . X ̸= ∅ و ∆(G) < p − ١ این رو
باشد، x شامل به طوری که G[X] عنصر از درجه ماکزیمم و رأس مجموعه به ترتیب ∆′ و C کنید
|C|−∆

′
+ ١ از بیش تر اندازه با Y تام احاطه گر مجموعه ΁ی دارای G[C] ،٣ . ١ بنابر(١) باشند.

در تام احاطه گر مجموعه ΁ی (X −C) ∪ {x, y, z} ومجموعه |C| = ٢ آن گاه ∆′
= ١ اگر باشد.

و باشد G
γt(G) ≤ ٣ + (p−∆(G)− ١)− ٢ = p−∆(G)

ازاین رو باشد G در تام احاطه گر مجموعه ΁ی {u, y}∪Y (X −C) مجموعه آن گاه ، ∆
′ ≥ ١ اگر

γt(G) ≤ ٢ + (|C| −∆
′
+ ١) + (p−∆(G)− ١ − |C|)

= p−∆(G) + (٢ −∆
′
)

= p−∆(G)

ͬ شود. م ثابت ، ٣ . ١ اثبات مشابه به صورت S ̸= ∅ حالت



۴٧ γt(G) + γt(Ḡ) برای کران

γt(G) + γt(Ḡ) برای کران ٣ . ٢
باشد C۵ از متفاوت و ۴ حداقل مرتبه از ساده همبند گراف G اگر ͬ کنیم م ثابت بخش این در
گراف های و γt(G) + γt(Ḡ) ≤ ٢n٣ + ٢ آنگاه باشد، دارا را ٣ حداقل مرتبه آن م΄مل به طوری که

ͬ کنیم. م شروع لم دو با ͬ کنیم. م معرفͬ را خاصیت این با
باشد n ≥ ۴ مرتبه از ساده همبند گراف G کنید فرض [١] .٣ . ٢ . ١ لم

،γt(G) + γt(Ḡ) ≤ min{δ, n−∆− ١}+ ۴ آنگاه ،γt(G), γt(Ḡ) ≥ ٣ اگر الف)
،γt(G) + γt(Ḡ) ≤ min{δ, n−∆− ١}+ ٣ آنگاه ،γt(G), γt(Ḡ) ≥ ۴ اگر ب)

.γt(G) = ۴ آنگاه ،γt(G) + γt(Ḡ) = δ + ٣ و γt(G), γt(Ḡ) ≥ ۴ اگر ج)
آنجا از ،X = V \N [x] و باشد G در δ درجه از x رأس و γt(G), γt(Ḡ) ≥ ٣ کنید فرض برهان.

.X ̸= ∅ بنابراین γt(G) > ٢ که
N(x) ،y و ͬ کند م احاطه را X ،x ،Ḡ در آنگاه ،N(x) ∩ N(y) = ∅ ،y ∈ X برای اگر الف)
است، تناقض این که است در تام احاطه گر مجموعه ΁ی {x, y} بنابراین ͬ کند، م احاطه را

،y ∈ X همه ی برای بنابراین
N(x) ∩N(y) ̸= ∅ (٣ . ٢)

که باشد N(x) از ماکزیمال مجموعه زیر F١ کنید فرض ͬ کند. م احاطه را x ،N(x) این رو از
و ͬ کند نم احاطه را X رئوس همه ی

E٢ = X \ E١, E١ = X ∩ (∪y∈F١N(y)), F٢ = N(x) \ F١

را E٢ ،y ∈ F٢ رأس هر F١ تعریف به توجه با هستند. ناتهͬ F٢ و E٢ (٣ . ٢) رابطه به توجه با
این رو از است. G از تام احاطه گر مجموعه ΁ی F١ ∪ {x, y} و ͬ کند م احاطه

γt(G) ≤ |F١|+ ٢ (٣ . ٣)
΁ی {x, y} دی·ر طرف از ͬ شود، نم محصور N(y) در X آنگاه ،y ∈ N(x) اگر طرف ΁ی از
وجود f(y) ∈ E١ رأس ΁ی ،y ∈ F٢ رأس هر برای بنابراین است. G از تام احاطه گر مجموعه

.yf(y) ∈ E(Ḡ) یال به طوری که دارد
و ͬ کند م احاطه را F١ ،z ∈ E٢ هر و ͬ کند م احاطه را f٢ ،{f(y)|y ∈ F٢} مجموعه Ḡ در حال
است Ḡ در تام احاطه گر مجموعه ΁ی {f(y)|y ∈ F٢} ∪ {x, z} بنابراین ͬ کند. م احاطه را X ،x

و
γt(Ḡ) ≤ |F١|+ ٢ (۴ . ٣)



معکوس تام احاطه گر و احاطه گرتام مجموعه ۴٨
.γt(G) + γt(Ḡ) ≤ |F١|+ |F٢|+ ۴ = δ + ۴ ،(۴ . ٣) و (٣ . ٣) روابط به توجه با

بنابراین .δ)Ḡ = n−∆(G) + ٣ که آنجا از و Ḡ و G بین تقارن به توجه با
γt(G) + γt(Ḡ) ≥ ۴ +min{δ, n−∆− ١}.

،Ḡ در آنگاه باشد، نداشته همسایه ای هیچ z١ ∈ E١ رأس اگر ،γt(G), γt(Ḡ) ≥ ۴ دهید قرار ب)
احاطه را X ،x همچنین و ͬ کند م احاطه را F١ ،z٢ ∈ E٢ هر برای و ͬ کند م احاطه را P٢ ،z١

است. تناقض ΁ی که است Ḡ در تام احاطه گر مجموعه ΁ی {z١, z٢, x} بنابراین ͬ کند. م
F٢ ماکسیمال زیرمجموعه ΁ی F٣ کنید فرض حال ͬ کند. م احاطه G در را E١ ،F٢ بنابراین
رأس f(y) کنید فرض .F٢ ̸= F٣ بنابراین نکند. احاطه G در را E١ ،F٣ کنید فرض و باشد
F٣∪{x, y} ،y ∈ F٢\F٣ هر برای ،F٣ بودن ماکزیمال به توجه با باشد، y ∈ F٢ رأس هر با مرتبط

این رو از است. G در تام گر احاطه مجموعه ΁ی
۴ ≤ γt(G) ≤ |F٣|+ ٢. (۵ . ٣)

Ḡ در را F٣ ،z١ بنابراین نشود. احاطه F٣ به وسیله است، G در E١ از رأس ΁ی که z١ کنید فرض
،{f(y)|y ∈ F٢\F٣} مجموعه و ͬ کند م احاطه را X ،x و ͬ کند م احاطه را F١ ،z٢ و ͬ کند م احاطه
Ḡ در γt‐مجموعه ΁ی {z١, z٢, x} ∪ {f(y)|y ∈ F٢ \ F٣} بنابراین ͬ کند. م احاطه را F٢ \ F٣

و است
γt(G) ≤ |F٢ \ F٣|+ ٣. (۶ . ٣)

ͬ گیریم: م نتیجه (۶ . ٣) و (۵ . ٣) و (٣ . ٣) از
γt(G) + γt(Ḡ) ≤ |F١|+ |F٢| − |F٣|+ ۵ ≤ δ + ٣.

تساوی (۶ . ٣) رابطه در اگر γt(G) + γt(Ḡ) ≤ ٣ + δ(Ḡ) = ٣ + (n−∆− ١) داریم: همچنین و
اگر مشابه طور به .γt(G) = ۴ ،(۵ . ٣) رابطه به توجه با و |F٢| = ٢ آنگاه باشیم، داشته

.γt(Ḡ) = ۴ آنگاه ،γt(G) + γt(Ḡ) = δ(Ḡ) + ٣
و است ٣ برابر γt دو هر در که ͬ دهد م نشان را ۶ مرتبه از Ḡ و G گراف دو ش΄ل .٣ . ٢ . ١ مثال

ͬ کند. م صدق ٣ . ٢ . ١ لم (الف) نامساوی در



۴٩ γt(G) + γt(Ḡ) برای کران
آنگاه γt(G), γt(Ḡ) ≥ ٣ و باشد n ≥ ۴ مرتبه از G ساده گراف اگر [١] .٣ . ٢ . ١ نتیجه

γt(G) + γt(Ḡ) ≤
[
n+ ٧

٢
]

کنید توجه γt(G) + γt(Ḡ) ≤
[
(δ+۴)+(n−∆+٣)٢

]
≤

[
n+٧٢

] داریم: قبل لم به توجه با برهان.
صدق δ = ∆−١ رابطه در و باشد زوج مرتبه از G یا باشد منتظم G که داریم هنگامͬ را تساوی

کند.
آنگاه باشد γt(G), γt(Ḡ) ≥ ۴ با گرافͬ G اگر [١] .٣ . ٢ . ٢ نتیجه
γt(G) + γt(Ḡ) ≤ n−∆+ δ − ٣

.δ ≥ ٢ و γt(G) + γt(Ḡ) ≤ n − ∆ + δ + ٢ داریم، قبل لم (ب) قسمت به توجه با برهان.
γt(G) + γt(Ḡ) ≤ n−∆+ δ − ٣ بنابراین

kمولفه ای گراف هر یا باشد ش΄ل مطابق و باشد n ≥ ۴ مرتبه از گراف G اگر [١] .٣ . ٢ . ٢ لم
آنگاه باشد، C۶ با ی΄ریخت (k ≥ ١)

γt(G) + γt(Ḡ) =
٢n
٣ + ٢ (٣ . ٧)

γt(G) = آنگاه باشد، C۶ با ی΄ریخت G اگر ͬ کند. م صدق ش΄ل گراف در (٣ . ٧) تساوی برهان.
است. برقرار (٣ . ٧) تساوی بنابراین .γt(Ḡ) = ٢ و ٢n٣

آنگاه باشند، C۶ با ی΄ریخت همبندی مولفه های از کدام هر و باشد ناهمبند G اگر حال
بنابراین ،γt(G) =

∑k
i=١ γt(Gi) =

∑k
i=١ ٢|V (Gi)|٣ = ٢n٣ و γt(Ḡ) = ٢

γt(G) + γt(Ḡ) =
٢n
٣ + ٢

.
هر به طوری که یاشد، C۵ از متفاوت و n ≥ ۴ مرتبه از ساده گراف G اگر [١] .٣ . ٢ . ١ قضیه

آنگاه باشد، n ≥ ٣ مرتبه از Ḡ و G مولفه ی
γt(G) + γt(Ḡ) ≤ ٢n

٣ + ٢ (٣ . ٨)
آن مولفه هر که گرافͬ هر یا باشد ش΄ل گراف Ḡ یا G اگر وفقط اگر داریم، زمانͬ را تساوی

باشد. C۶ با ی΄ریخت
٣ . ١ . ٣ قضیه به توجه باشند، G مولفه های (k ≥ ١) Gk, . . . , G٢, G١ و γt(Ḡ) = ٢ اگر برهان.
مورد در .γt(G) + γt(Ḡ) = ٢n٣ + ٢ بنابراین ،γt(G) =

∑k
i=١ γt(Gi) ≤

∑k
i=١ ٢|V (Gi)|٣ = ٢n٣

داریم. را مشابه نتیجه نیز γt(G) = ٢
ی΄ریخت است، بیشتر ٢ از آن ها م΄مل و آن ّ ها تام احاطه گری عدد که ۵ یا ۴ مرتبه از گراف های



معکوس تام احاطه گر و احاطه گرتام مجموعه ۵٠
تام احاطه گری عدد آنگاه باشد، γt(Ḡ) = ٢ و γt(G) + γt(Ḡ) = ٢n٣ + ٢ اگر ͬ باشند. م C۵ با
G مولفه هر که ͬ شود م نتیجه ٣ . ١ . ٢ قضیه به توجه با و است ٢|V (Gi)|٣ برابر G از Gi مولفه هر

است. C۶ با ی΄ریخت
٣‐منتظم ،G گراف اینکه به توجه با آنگاه n = ٧ اگر .γt(G), γt(Ḡ) ≥ ٣ دهید قرار حال
داریم، ٣ . ٢ . ١ لم (الف) قسمت به توجه با و داریم را حالت دو هر یا ∆ ≥ ۴ یا δ ≤ ٢ یا نیست،

.γt(G) + Γt(Ḡ) ≤ ۶ ≤ ٢n٣ + ٢
اگر γt(G)+ γt(Ḡ) ≤

[
n+٧٢

]
< ٢n٣ +٢ داریم ٣ . ٢ . ١ به توجه با آنگاه باشد، n ≥ ١٠ یا n = ٨ اگر

.γt(G) + γt(Ḡ) ≤
[
n+٧٢

]
< ٢n٣ + ٢ آنگاه باشد، n = ۶,٩

،γt(Ḡ) = ۵ یا γt(G) = γt(Ḡ) = ۴ یا آنگاه باشد γt(G) + γt(Ḡ) = ٢n٣ + ٢ و n = ٩ اگر
و δ ≥ ۵ به توجه با و ٣ . ٢ . ١ لم (الف) قسمت به توجه با اول مورد ͬ شود. م نتیجه γt(G) = ٣
∆ = δ = ۴ به توجه با و ٣ . ٢ . ١ لم (ب) قسمت به توجه با دوم مورد است. غیرمم΄ن ∆ ≤ ٣

قضیه به توجه با و δ(Ḡ) = n−∆− ١ = ۴ =
[
n٢
] و

زمانͬ n = ۶ برای (٣ . ٨) رابطه در تساوی داشتن ام΄ان تنها بنابراین ͬ رسیم. م تناقض به
صدق γt(G), γt(Ḡ) = ٣ و n = ۶ شرایط در ش΄ل گراف باشد. γt(G), γt(Ḡ) ≥ ٣ که است

داریم. گراف این برای را (٣ . ٨) رابطه در تساوی بنابراین ͬ کند، م

معکوس تام احاطه گری عدد ٣ . ٣
‐γ−١

t (G) ΁باشد.اگری G همبند گراف برای γt‐مجموعه ΁ی D کنید فرض .٣ . ٣ . ١ قضیه
باشد. مͬ رأس چهار دارای حداقل G گراف آنگاه باشد، موجود مجموعه

دارای G و |V −D| ≥ ٢ بنابراین باشد. G گراف برای γt‐مجموعه ΁ی D کنید فرض برهان.
V −D آن گاه باشد، موجود G برای ١−γ‐مجموعه

t ΁اگری .γt(G) = |D| ≥ ٢ نیست، تنها رأس
دارای حداقل G گراف بنابراین است. D مجموعه به نسبت تام گر احاطه مجموعه ΁ی شامل

ͬ باشد. م رأس چهار
بررسͬ را معکوس احاطه گر مجموعه ΁ی داشتن وجود برای وکافͬ لازم شرایط اکنون

ͬ کنیم. م
مجموعه دارای G آن گاه باشد. G گراف برای γt‐مجموعه ΁ی D کنید فرض .٣ . ٣ . ٢ قضیه

کند: پیروی زیر شرایط از اگر فقط و اگر است، معکوس احاطه گر
نباشد. تنها رأس شامل G .١

باشد. نداشته انتهایی رأس G .٢
.|D| ≤ |V −D| .٣



۵١ معکوس تام احاطه گری عدد
G کنید فرض خلف) (برهان باشد. G گراف برای γt‐مجموعه ΁ی D کنید فرض برهان.
ͬ باشد، نم G برای تام احاطه  گر مجموعه ΁ی شامل V −D آن گاه باشد. تنها رأس ΁ی شامل

ͬ باشد. نم تنها رأس شامل V −D و باطل خلف فرض لذا است. تناقض این که
v /∈ D اگر است. مجاور G در u رأس ΁ی با دقیقا v باشد.آن گاه G از انتهایی رأس v کنید فرض
احاطه گر مجموعه ΁ی شامل V −D است.بنابراین تنها رأس شامل V −D آن گاه ، u ∈ D و
آن گاه باشد. D مجموعه در باید u رأس آن گاه ، v ∈ D اگر است. تناقض این که نیست، تام
مجموعه شامل V − D این رو از نیست. مجاور V − D مجموعه رِأس های از کدوم هیچ با v
G گراف و است باطل خلف فرض لذا است. تناقض این که نیست، G گراف از تام احاطه گر

ͬ باشد. نم انتهایی رأس شامل
باشد، G گراف برای γt‐مجموعه ΁ی D این رو از .|D| > |V − D| کنید خلف)فرض (برهان
های رأس از ی΄ͬ با V −D از رأس هر اگر است. مجاور D های رأس از بعضͬ با V از رأس هر
نیست. مجاور V −D از رأس هر با این دارد،که وجود D در رأس ΁ی آن گاه باشد، مجاور D

فرض است.لذا تناقض این که نیست. G گراف از تام احاطه گر مجموعه شامل V −D بنابراین
.|D| ≤ |V −D| بنابراین است. باطل خلف

V −D از رأس هر ،١ شرط به توجه با باشد، دارا را شرایط سه G گراف کنید فرض ⇐= برعکس
حداقل با V −D از رأس هر ،٢ شرط به توجه با است. مجاور V −D های رأس از ی΄ͬ حداقل با
شامل V −D بنابراین γt(G) ≤ |V −D|. ،٣ شرط ب توجه با است. مجاور D های رأس از ی΄ͬ
معکوس تام احاطه گر مجموعه ΁ی G است.بنابراین D به باتوجه تام احاطه گر مجموعه ΁ی

است.
.١ .٣ . ٣ . ١ گزاره

γt(Kp) = ٢, p ≥ ٢.
.٢

γt(Cp) =


( p٢) p = ٢(mod۴)
⌈ p٢⌉ o.w

.٣
γt(Wp) = ٢.

.۴
γt(Km,n) = ٢ , ١ ≤ m ≤ n.

.γ−١
t (Kp) = ٢ آن گاه باشد. رِئوس p ≥ ۴ با کامل گراف ΁ی Kp اگر .٣ . ٣ . ٢ گزاره

که .|D| = ٢ آن گاه باشد. Kp از مینیمم تام احاطه گر مجموعه ΁ی D کنید فرض برهان.
Kp معکوس تام احاطه گر مجموعه ΁ی است. Kp−٢ گراف ، ⟨V −D⟩ گراف زیر ͬ دهد م نتیجه



معکوس تام احاطه گر و احاطه گرتام مجموعه ۵٢
بنابراین است. Kp−٢ گراف از مینیمم تام احاطه گر مجموعه
γ−١
t (Kp) = γ−١

t (Kp−٢) = ٢.

آن گاه باشد. رِأس p ≥ ۴n, n ≥ ١ با Cp دور اگر .٣ . ٣ . ٣ گزاره
γ−١
t (Cp) =

p

٢ .

باتوجه .p ≥ ۴n, n ≥ ١ و باشد Cp از مینیمم تام احاطه گر مجموعه ΁ی D کنید فرض برهان.
΁ی شامل و است رأس p٢ شامل V − D بنابراین .γt(Cp) =

p٢ داشت خواهیم ، ٣ . ٣ . ١ به
است.بنابراین D به باتوجه D′ مینیمم تام احاطه گر مجموعه

γ−١
t (Cp) =|D′ |= p

٢ .

آن گاه باشد، رأس p ≥ ۴ با Wp چرخ گراف اگر .۴ . ٣ . ٣ گزاره

γ−١
t (Wp) =


(p+١)٢ p = ٣(mod۴)⌈
(p−١)٢

⌉
O.W .

مجاور v رأس با u رأس کنید فرض deg(v) = p − ١. و Wp = Kp + Cp−١ کنید فرض برهان.
است.بنابراین Wp از تام احاطه گر مجموعه ΁ی D = {u, v} آن گاه است.
γ−١
t (Wp) = γt(Cp−١) (٣ . ٩)

=


(
(p−١)٢ + ١) p− ١ = ٢(mod۴)

(p+١)٢ p = ٣(mod۴).
بنابراین

γ−١
t (Wp) =


(p+١)٢ p = ٣(mod۴)⌈
(p−١)٢

⌉
o.w .

،آن گاه ٢ ≤ m ≤ n با کامل بخشͬ دو گراف Km,n اگر .۵ . ٣ . ٣ گزاره
γ−١
t (Km,n) = ٢

.



۵٣ معکوس تام احاطه گری عدد
مجموعه ΁ی D = {u, v} .آن گاه u ∈ V١, v ∈ V٢ و V (Km,n) = V١ ∪ V٢ کنید فرض برهان.
Km−١,n−١ گراف ΁ی ⟨V −D⟩ گراف زیر ͬ شود م نتیجه و است Km,n از مینیمم تام احاطه گر
Km−١,n−١ از مینیمم تام احاطه گر مجموعه ΁ی ، Km,n از معکوس تام احاطه گر مجموعه است.

است.بنابراین
γ−١
t (Km,n) = γt(Km−١,n−١) = ٢

رأس، p ≥ ۴ با G گراف هر برای .۶ . ٣ . ٣ گزاره
γt(G) ≤ γ−١

t (G)

است. تند کران واین
تام احاطه گر مجموعه ΁ی معکوس، تام احاطه گر مجموعه ͬ شود،هر م دیده روشنͬ به برهان.

بنابراین است. G از

γt(G) ≤ γ−١
t (G)

پیدا دست γ−١
t (C۴) = γ−١

t (K۴) = ٢ و γt(C۴) = γt(K۴) = ٢ کران به K۴ کامل وگراف C۴ دور
ͬ کنند. م

رأس، p ≥ ۴ با G گراف هر برای .٣ . ٣ . ٧ گزاره
γt(G) + γ−١

t (G) ≤ p

است. تند کران واین
ͬ آید. م دست به γt(G) تعریف از پیروی با اثبات برهان.
ͬ کند. م تصدیق را کران بودن تند رأس ۴n با دورهای

آنگاه باشد. تنها رأس بدون p ≥ ۴ مرتبه با گراف ΁ی G کنید فرض .٣ . ٣ . ٣ قضیه
٢ ≤ γ−١

t (G) ≤ p− ٢
است. تند کران واین

٢ ≤ γt(G), γ−١
t (G) ≤ p− ٢. بنابراین ، γt(G) ≤ p− γt(G) ، ٣ . ٣ . ٧ گزاره طبق برهان.

این رو از ٢ ≤ γt(G),٢ ≤ γ−١
t (G). بنابراین و γt(G) ≤ γ−١

t (G) ، ۶ . ٣ . ٣ گزاره طبق
٢ ≤ γ−١

t (G) ≤ p− ٢.



معکوس تام احاطه گر و احاطه گرتام مجموعه ۵۴
C۴ و p ≥ ۴ و Kp کامل گراف های ͬ شودبا م دیده که همان طور و هستند تند کران ها این

ͬ گیرد. م را وبالا پایین کران های ترتیب به
با G گراف از مجموعه ‐γt ΁ی D و m ≥ ٢ و |V | = ٢m با G گراف کنید فرض .۴ . ٣ . ٣ قضیه

آن گاه است، (m− ١)K٢ ΁ی ⟨V −D⟩ زیرگراف ب·یریم نتیجه اگر باشد. |D| = ٢
.١

γ−١
t (G) = p− ٢,

.٢
γt(G) + γ−١

t (G) = p.

شامل D آن گاه . |D| = ٢ با باشد. G گراف از مجموعه ‐γt ΁ی D کنید فرض برهان.
⟨V − D⟩ آن گاه ، ⟨V − D⟩ = (m − ١)K٢ اگر ͬ باشد. م γt(G) = ٢ و G از مجاور رأس دو
مجاور V − D رأس های از بعضͬ با V از راس هر بنابراین است. یالͬ مستقل مجموعه ΁ی
احاطه گر مجموعه ΁ی همچنین و تام احاطه گر مجموعه ΁ی خودش V − D بنابراین است.

بنابراین ͬ باشد. م G از مینیمم معکوس تام
γ−١
t (G) =|V −D| (٣ . ١٠)

=|V | − |D|

=p− ٢.
γt(G) = ٢, بنابراین

γt(G) + γ−١
t (G) = p.

رأس، p ≥ ۴ با G گراف هر برای .۵ . ٣ . ٣ قضیه
γ−١
t (G) =

⌈
p∆(G)

(∆(G) + ١)
⌉

است. تند کران واین
بنابراین γ−١

t (G) ≤ p− γt(G). ،٣ . ٣ . ٧ طبق برهان.
⌊ p∆(G)

(∆(G) + ١)⌋ ≤ γ(G)

و
γ(G) ≤ γt(G),

γ−١
t (G) ≤ p−

⌈
p

(∆(G) + ١)
⌉

ͬ کند. م تصدیق را بالا کران بودن تند C۴ دور گراف و



۵۵ تاج گراف در معکوس تام احاطه گر عدد

تاج گراف در معکوس تام احاطه گر عدد ۴ . ٣
آن گاه باشد. همبند G گراف کنید فرض .١ . ۴ . ٣ قضیه
γt(K٢ ◦G) = ٢

و
γ−١
t (K٢ ◦G) = ٢γt(G).

از γt‐مجموعه ΁ی {v, w} آن گاه V (K٢) = {v, w} و V (G) = {u١, u٢, ..., un} کنید فرض برهان.
از مینیمم تام احاطه گر مجموعه ΁ی K٢ ◦G برای ١−γ‐مجموعه

t هر هم چنین است. K٢ ◦G

بنابراین است. ٢G از γt‐مجموعه ΁ی ͬ که درحال باشد، K٢ ◦G− {v, w}

γt(K٢ ◦G) = ٢
و

γ−١
t (K٢ ◦G) = ٢γt(G).

آن گاه باشد. رأس n با همبند G گراف کنید فرض .٢ . ۴ . ٣ قضیه
γt(G ◦K٢) = n

و
γ−١
t (G ◦K٢) = ٢n.

ui ∈ G به طوری که V (G ◦K٢) = {u١, u٢, ..., un, v١, w١, v٢, w٢, ..., vn, wn} کنید فرض برهان.
ͬ شود م دیده روشنͬ به است. ١ ≤ i ≤ n برای ui با مجاور K٢ از کپی ام i رئوس vi, wi و
΁ی D١ = {v١, w١, v٢, w٢, ..., vn, wn} و است G ◦K٢ از γt‐مجموعه ΁ی D = {u١, u٢, ..., un}

بنابراین باشد. G ◦K٢ برای ١−γ‐مجموعه
t

γt(G ◦K٢) = n

و
γ−١
t (G ◦K٢) = ٢n.

m ≥ ٢ مثبت عدد هر برای آن گاه باشد. رأس n با همبند G گراف کنید فرض .١ . ۴ . ٣ نتیجه
γt(G ◦Km) = n

و
γ−١
t (G ◦Km) = ٢n.
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m ≥ ٢ مثبت عدد هر برای آن گاه باشد. همبند G گراف کنید فرض .٣ . ۴ . ٣ قضیه

γt(mK١ +G) = γ−١
t (mKm +G) = ٢.

K١ از کپی امین m از رئوس v١, v٢, ..., vm و V (G) = {u١, u٢, ..., un} کنید فرض برهان.
مجاور {v١, v٢, ..., vm} در دورأس و باشد مجاور G از رأس باهر vi رأس هر . m ≥ ٢ و باشند
از γt‐مجموعه ΁ی D = {u١, v١} براین که دارد دلالت این و مجاورند، u١, v١ ازاین رو نباشند.
‐γ−١

t ΁ی D١ = {u٢, v٢} براین که دارد دلالت واین مجاورند، u٢, v٢ ازاین رو و است mK١ +G

ازاین رو و باشد mK١ ◦G برای مجموعه
γt(mK١ ◦G) = γ−١

t (mKm ◦G) = ٢.

موجود G١ برای ١−γ‐مجموعه
t به طوری که باشند گراف دو G٢ و G١ کنید فرض .۴ . ۴ . ٣ قضیه

آن گاه باشد. موجود G٢ برای ١−γ‐مجموعه
t و باشد

γ−١
t (G١ ∪G٢) = γ−١

t (G١) + γ−١
t (G٢).

D = D١∪D٢ آن گاه باشند. G٢ و G١ در ترتیب به γt‐مجموعه دو D٢ و D١ کنید فرض برهان.
G٢ و G١ در به ترتیب ١−γ‐مجموعه

t دو D
′

٢ و D
′

١ ازاین رو باشد. G١ ∪G٢ در γt‐مجموعه ΁ی
بنابراین است. G١ ∪ G٢ برای ١−γ‐مجموعه

t ΁ی D′

١ +D
′

٢ براین که دارد دلالت واین باشند.
داشت خواهیم

γ−١
t (G١ ∪G٢) = γ−١

t (G١) + γ−١
t (G٢).

به ١−γ‐مجموعه
t دو D٢ و D١ کنید فرض باشند. گراف دو G٢ و G١ کنید فرض .۵ . ۴ . ٣ قضیه

شرایط از ی΄ͬ اگر γt(G) = γ−١
t (G) = ٢ بنابراین G = G١ + G٢. و باشند G٢ و G١ در ترتیب

باشد: برقرار زیر
،γt(G١) = γt(G٢) = ٢ .١

،γt(G١) = γ−١
t (G١) = ٢ .٢

.γt(G٢) = γ−١
t (G٢) = ٢ .٣

باشند.آن گاه G٢ و G١ در γt‐مجموعه دو به ترتیب {v١, v٢} و {u١, u٢} کنید فرض برهان.
بنابراین است. G برای ١−γ‐مجموعه

t ΁ی {u٢, v٢} و G در γt‐مجموعه ΁ی {u١, v١}

γt(G) = γ−١
t (G) = ٢



۵٧ تاج گراف در معکوس تام احاطه گر عدد
آن گاه باشند. G١ برای ١−γ‐مجموعه

t ΁ی و γt‐مجموعه ΁ی {v١, v٢} و {u١, u٢} کنید فرض .
بنابراین باشند. G برای ١−γ‐مجموعه

t ΁ی {v١, v٢} و G برای γt‐مجموعه ΁ی {u١, u٢}

γt(G) = γ−١
t (G) = ٢.

ͬ شود. م اثبات مشابه صورت به ٣
آن گاه i = ١,٢ برای γt(Gi) ≥ ٢ به طوری که باشند دوگراف G٢ و G١ کنید فرض .۶ . ۴ . ٣ قضیه

γt(G١ +G٢) = γ−١
t (G١ +G٢) = ٢.

و باشد مجاور G٢ در رأس هر با G١ در رأس ΁ی G در .G = G١ + G٢ کنید فرض برهان.
برای γt‐مجموعه ΁ی G٢ در رأس ΁ی و G١ در رأس ΁ی حاوی مجموعه ΁ی بنابراین برعکس.

ازاین رو است. G برای ١−γ‐مجموعه
t ΁ی هم چنین و G

γt(G١ +G٢) = γ−١
t (G١ +G٢) = ٢

.
فرض و .٢ ≤ i ≤ r و γt(Gi) ≥ ٢ به طوری که باشد گراف ΁ی Gi کنید فرض .٢ . ۴ . ٣ نتیجه

آن گاه G = (G١ +G٢ + ...+Gr) کنید
γt(G) = γ−١

t (G) = ٢
.

و V١, V٢, ..., Vn بخش های مجموعه با بخشͬ n کامل گراف ΁ی G کنید فرض .٧ . ۴ . ٣ قضیه
آن گاه . ١ ≥ i ≥ n, n ≥ ٢ برای |Vi| ≥ ٢

γt(G) = γ−١
t (G) = ٢

.
|Vi| ≥ ٢ و V١, V٢, ..., Vn بخش های مجموعه با بخشͬ n کامل گراف ΁ی G کنید فرض برهان.
΁ی {u١, v١} آن گاه . v١, v٢ ∈ V٢ و u١, u٢ ∈ V١ کنید فرض . ١ ≥ i ≥ n, n ≥ ٢ برای

آن گاه باشد. G برای ١−γ‐مجموعه
t ΁ی {u٢, v٢} و G برای γt‐مجموعه

γt(G) = γ−١
t (G) = ٢

.



معکوس تام احاطه گر و احاطه گرتام مجموعه ۵٨

γt(G) = γ−١
t (G) = ٢ با های گراف ۵ . ٣

آن گاه باشد، رأس p ≥ ٢ با کامل گراف ΁ی Kp اگر .١ . ۵ . ٣ گزاره
γt(Kp) = γ−١

t (Kp) = ٢
.

آن گاه باشد، ٢ ≤ m ≤ n که دوبخشͬ کامل گراف ΁ی Km,n اگر .٢ . ۵ . ٣ گزاره
γt(Km,n) = γ−١

t (Km,n) = ٢
.

آن گاه باشد، ٢ ≤ m ≤ n که دوبخشͬ کامل گراف ΁ی Km,n اگر .٣ . ۵ . ٣ گزاره
γt(Km,n) = γ−١

t (Km,n) = ۴
.

بنابراین Km,n = Km ∪Kn که است ͹واض برهان.
γt(Km,n) = γt(Km) + γt(Kn) = ٢ + ٢ = ۴

γ−١
t (Km,n) = γ−١

t (Km) + γ−١
t (Kn) = ٢ + ٢ = ۴

.
آن  گاه باشند، G گراف برای تام احاطه گر رئوس u, v اگر .١ . ۵ . ٣ قضیه

γ−١
t = γt(G− u− v)

.
‐γt ΁ی {u, v} رو این از هستند، G گراف برای تام احاطه گر رئوس u, v فرض طبق برهان.
و G−{u, v} در ͬ گیرد م قرار G برای ١−γ‐مجموعه

t هر بنابراین باشد. G گراف برای مجموعه
بنابراین است. G− {u, v} برای مینیمم تام احاطه گر مجموعه ΁ی

γ−١
t = γt(G− u− v)

.
برگ دو حداقل با باشند همبند Ḡ و G به طوری که باشد گراف ΁ی G کنید فرض .٢ . ۵ . ٣ قضیه

کنند. پشتیبانͬ را a, b ترتیب به a′
, b

′ کنید فرض باشد. G گراف در a, b



۵٩ γt(G) = γ−١
t (G) = ٢ با های گراف

.γt(Ḡ+ aa
′
+ bb

′
) = γ−١

t (Ḡ+ aa
′
+ bb

′
) = ٢ گاه آن a′ ̸= b

′ اگر .١
..γt(Ḡ+ aa

′
) = γ−١

t (Ḡ+ aa
′
) = ٢ گاه آن a′

= b
′ اگر .٢

بنابراین .∆(Ḡ) ≤ p − ٢ و ∆(G) ≤ p − ٢ آن گاه باشند. همبند Ḡ و G کنید فرض برهان.
a
′
, b

′ کنید فرض باشند. G گراف در آویخته دورأس a, b کنید فرض .γ−١
t (Ḡ) ≥ ٢ و γt(Ḡ) ≥ ٢

باشند. a, b برای پشتیبان دورأس به ترتیب
مجاور b, b

′ با a, a
′ ، G١ گراف در G١ = Ḡ + aa

′
+ bb

′ کنید فرض a
′ ̸= b

′ کنید فرض .١
D = {b, b′} و G١ برای γt‐مجموعه ΁ی D = {a, a′} ͬ شود م دیده به روشنͬ هستند.

بنابراین است. G١ برای ١−γ‐مجموعه
t ΁ی

γt(G١) = γ−١
t (G١) = ٢

.
گاه آن هستند. مجاور a, a

′ ، G٢ گراف در G٢ = Ḡ+ aa
′ کنید فرض a

′
= b

′ کنید فرض .٢
با a′ است. همبند G٢ از این رو ͬ باشد. م G٢ گراف برای γt‐مجموعه ΁ی D = {a, a′}

G٢ گراف برای ١−γ‐مجموعه
t ΁ی D١ = {b, c} بنابراین است. مجاور G٢ در c رأس ΁ی

بنابراین ͬ باشد. م
γt(G٢) = γ−١

t (G٢) = ٢
.

اگروتنهااگر γt(Cp) = γ−١
t (Cp) =

p٢ ، p ≥ ۴ صحیح عدد هر برای .٣ . ۵ . ٣ قضیه
p = ٠( mod ۴)

.
مقادیر برای p = ۴k آن گاه p ≥ ۴ و p = ٠( mod ۴) و V (Cp) = {١,٢, ..., p} کنید فرض برهان.
با γt‐مجموعه ΁ی D = {٣,۴,٧,٨, ...,۴k − ١,۴k} مجموعه ، p = ۴k اگر k ≥ ١ صحیح
باشد. رأس ٢k = p٢ با ١−γ‐مجموعه

t ΁ی D′
= {١,٢,۵,۶, ...,۴k−٣,۴k−٢} و رأس ٢k = p٢

داشت: خواهیم بنابراین
γt(Cp) = γ−١

t (Cp) =
p

٢ .

p = ۴k+٣ یا p = ۴k+٢ یا p = ۴k+١ آن گاه ( .p ̸= ٠( mod ۴) ͬ کنیم م فرض خلف( برهان ⇐=

΁ی D = {١,٢,۵,۶, ...,۴k + ١} مجموعه آن گاه p = ۴k + ١ .اگر k ≥ ١ صحیح مقادیر برای
Cp برای ١−γ‐مجموعه

t ΁ی D١ = {٣,۴,٧,٨, ...,۴k − ١,۴k} و رأس ٢k + ١ با γt‐مجموعه



معکوس تام احاطه گر و احاطه گرتام مجموعه ۶٠
با γt‐مجموعه ΁ی D = {١,٢,۵,۶, ...,۴k + ١,۴k + ٢} آن گاه p = ۴k + ٢ اگر نیست.
اگر نیست. Cp برای ١−γ‐مجموعه

t ΁ی D١ = {٣,۴,٧,٨, ...,۴k − ١,۴k} و رأس ٢k + ٢
و رأس ٢k + ٢ با γt‐مجموعه ΁ی D = {١,٢,۵,۶, ...,۴k + ١,۴k + ٢} آن گاه p = ۴k + ٣
خواهیم بنابراین نیست. Cp برای ١−γ‐مجموعه

t ΁ی D١ = {٣,۴,٧,٨, ...,۴k−١,۴k,۴k+٣}
.p = ٠( mod ۴) داشت:

، p ≥ ۴ صحیح عدد هر برای .۴ . ۵ . ٣ قضیه
γt(Cp + vivi+١ + vjvj+١) = γ−١

t (Cp + vivi+١ + vjvj+١) = ٢.
پیمانه به vi+١ و vi−١ با Cp از vi رأس هر آن گاه . V (Cp) = {v١, v٢, ..., vp} کنید فرض برهان.
و vi−١ است.هم چنین مجاور رأس p− ٣ ͬ مانده باق با Cp از vi رأس ازاین روهر است. مجاور p

vi+١ و vi ، G گراف در . G = C̄p + vivi+١ + vjvj+١ کنید فرض هستند. مجاور C̄p در vi+١
D١ = {vj , vj+١} و G گراف برای γt‐مجموعه ΁ی D = {vi, vi+١} رو این از مجاورند.

بنابراین هستند. G گراف برای ١−γ‐مجموعه
t ΁ی

γt(G) = γ−١
t (G) = ٢

و باشند انتهایی رئوس vp و v١ باشد، رأس p ≥ ۴ با مسیر ΁ی Pp اگر .۵ . ۵ . ٣ قضیه
آن گاه باشند، مجاور غیرانتهایی بارئوس vi+١ و vi

γt(Pp + vivi+١) = γ−١
t (Pp + vivi+١) = ٢

طبق آن گاه هستند. متصل بهم Pp در vp و v١ و . V (Pp) = {v١, v٢, ..., vp} کنید فرض برهان.
آن گاه γt(Pp + v١vp + v١vp + vivi+١) = γ−١

t (Pp + v١vp + v١vp + vivi+١) = ٢ ، ۴ . ۵ . ٣ قضیه
γt(Pp + vivi+١) = γ−١

t (Pp + vivi+١) = ٢

، m,n ≥ ٢ صحیح عدد هر برای .۶ . ۵ . ٣ قضیه
γt(Pm ∪ Pn) = γ−١

t (Pm ∪ Pn) = ٢
رأس هر آن گاه . V (Pn) = {v١, v٢, ..., vn} و V (Pm) = {v١, v٢, ..., vm} کنید فرض برهان.
رأس هر با Pm ∪ Pn در uj رأس هر هم چنین باشند. مجاور uj رأس هر با Pm ∪ Pn در vi

΁ی D١ = {v٢, u٢} و ¯Pm ∪ Pn برای γt‐مجموعه ΁ی D = {v١, u١} آن گاه باشند. مجاور vi

آن گاه باشند. ¯Pm ∪ Pn برای ١−γ‐مجموعه
t

γt(Pm ∪ Pn) = γ−١
t (Pm ∪ Pn) = ٢



۶١ γt(G) = γ−١
t (G) = ٢ با های گراف

تعداد p به طوری  که γt(G) = γ−١
t (G) = p٢ آن گاه ، K۴ − e یا K۴ یا G = C۴n اگر .٧ . ۵ . ٣ قضیه

باشد. G گراف رئوس
آن گاه ، K۴ − e یا K۴ اگر ، γt(G) = γ−١

t (G) = p٢ ٣ . ۵ . ٣ قضیه طبق G = C۴n اگر برهان.
است. G گراف رئوس تعداد p به طوری  که γt(G) = γ−١

t (G) = p٢





۴ فصل
گراف در مجزا تام احاطه گری عدد

مجزا تام احاطه گر و احاطه گر مجموعه های ١ . ۴
ͬ توان م را V (G) آن گاه باشد ‐مولفه C۵ بدون ، δ(G) ≥ ٢ با گرافͬ G اگر [١٠] .١ . ١ . ۴ قضیه

کرد. افراز T تام احاطه گر مجموعه ΁ی و D احاطه گر مجموعه ΁ی به
نویسندگانͬ اخیرا است. آمده [٩] در مجزا تام احاطه گر و احاطه گر مجموعه های بندی طبقه
دراین جا .[١٧] [١۶] کردند مطالعه گراف ها در مجزا احاطه گر مجموعه های جفت اندازه درباره
داراست جهت این از را ام΄ان بهترین ١ . ۴ قضیه در گراف هایی چه که ͬ شود م مطرح سوال این
این جواب [١١] در باشد. G گراف رأس های همه ی شامل مجموعه، دو از D ∪ T اجتماع که

است. آمده مختصری به طور سوال
پترسن گراف با مولفه ΁ی در حداقل و باشد ، δ(G) ≥ ٣ با گرافͬ G اگر [٧] .١ . ٢ . ۴ قضیه
است. T تام احاطه گر مجموعه ΁وی D احاطه گر مجموعه ΁ی شامل G آن گاه باشد. متفاوت

ͬ کنند. م صدق |D|+ |T | < |V | رابطه در و هستند مجزا ها مجموعه این که
وبدون δ(G) ≥ ٢ با گراف هر که دارد دلالت موضوع این به ١ . ۴ قضیه که باشید داشته توجه

است. ͽجام ‐جفت DT ΁ی دارای ‐مولفه C۵
آن گاه باشد ‐مولفه C۵ بدون ، δ(G) ≥ ٢ با گرافͬ G اگر [٧] .١ . ٣ . ۴ قضیه

γγt(G) ≤ |V (G)|.



گراف در مجزا تام احاطه گری عدد ۶۴
ͬ کنیم م تعریف ΁کوچ را رأس ΁ی ͬ نامیم. م k‐درجه را k درجه از رأس ΁ی .١ . ١ . ۴ تعریف
در باشد داشته ٢ از بزرگتر درجه ای اگر ͬ نامیم م بزرگ را آن و باشد ٢ حداکثر آن درجه اگر

ͬ دهد. م نشان را G ΁کوچ و بزرگ رئوس مجموعه ترتیب به S(G) و L(G) ،G گراف
تعریف زیر به صورت را شده افراز گراف های و دور ها از K∗ و C خانواده ی .١ . ٢ . ۴ تعریف

ͬ کنیم: م
C = {Cn : n ≥ ٣, n ̸= ۵}

K∗
n = {K∗

n : n ≥ ۴}

١ . ٣ . ۴ قضیه برای اکسترمال های گراف ١ . ١ . ۴
ͬ کنیم. م مطالعه را رسیده اند، بالا کران با تساوی به ١ . ٣ . ۴ قضیه در که گراف هایی بخش دراین
١ . ٢ . ۴ قضیه از ویژگͬ ΁ی کنیم، معطوف ٣ درجه بامینمم گراف هایی به را خود توجه اگر
حال هر به است. پترسن گراف گراف ها، گونه این از مولفه هر ͬ دهد م نشان که ͬ آید م به دست
این در ͬ شود. م پیچیده تر وضیعت ͬ دهیم، م تغییر δ(G) ≥ ٢ به δ(G) ≥ ٣ شرط که زمانͬ
دارد وجود خانواده چندین که چرا ͬ رسد. م به نظر مش΄ل بندی کلاسه آوردن به دست حالت

ͬ رسند. م تساوی به ١ . ٣ . ۴ قضیه در که هستند گراف زیادی تعداد شامل که
نظر در را ٢ حداقل از درجه مینیمم با همبند گراف های از زیر خانواده سه مثال عنوان به

است. ͽجام ‐جفت DT هر که ب·یرید
دور ‐۵ دو از که ͬ کنیم م تعریف همبند گراف را D١(k) ، K ≥ ٠ برای : D١ خانواده •
شده نتیجه یال و است. آمده به دست دی·ر رأس به دور ΁ی از رأس ΁ی اتصال از مجزا
ش΄ل در D١ خانواده . D١ = {D١(K) : K ≥ ٠} دهید اقرار کنیم. مͬ افراز یال K به را
متون در را D١ خانواده در گراف ΁ی که ͬ شویم م متذکر است. شده داده نشان (a)١ . ۴

ͬ نامند. م dumb-bell ،
همبند گراف ΁ی D٢(k, ℓ) کنید فرض ، k+ℓ ≥ ٢ به طوری که ℓ ≥ ٠ و k ≥ ٠ : D٢ خانواده •
رأسͬ k مجموعه ΁ی که ترتیب این به است، شده تش΄یل مجزا ۵‐دور (k+ℓ) از که است
رأس ΁ی ͬ مانده باق دور ℓ هر از و u رأس به دور k هر از رأس ΁ی که ͬ کنیم م مشخص
D٢ =

{
D٢(k, ℓ) : k, ℓ ≥ ٠, k + ℓ ≥ ٢} . دهید قرار ͬ کنیم. م وصل u به ٢ مسیر طول با

است. شده داده نشان (b)١ . ۴ ش΄ل در D٢ خانواده
K + ℓ از که است همبند گراف ΁ی D٣(K, ℓ) کنید فرض . ℓ ≥ ١ و k ≥ ١ : D٣ خانواده •
شده مشخص رأسͬ k مجموعه ΁ی که این ترتیب به است، شده تش΄یل ۵‐دورمجزا ،
شده مشخص نیز رأسͬ ℓ مجموعه ΁ی و است شده وصل u رأس به رأسͬ دور k هر از
طول به مسیری سپس و است شده وصل v رأس به رأسͬ ͬ مانده باق دور ℓ هر از که است



۶۵ مجزا تام احاطه گر و احاطه گر مجموعه های

ͽجام غیر جفت ‐DT بدون همبند گراف های :١ . ۴ ش΄ل
D٣ خانواده D٣ = {D٣(k) : k ≥ ١, ℓ ≥ ١} . دهید قرار است. کرده وصل بهم را v و u ،٢

است. شده داده نشان (c)١ . ۴ ش΄ل در
uk+٢efghuk+٢ و u١abcdu١ کنید فرض . G = D١(k) کنید فرض ، k ≥ ٠ از برخͬ برای
فرض ͬ دهند. م نشان را آن ها بین مسیر u١, u٢, ..., uk+٢ و باشد G از ۵‐دور دو نشان دهنده
باشد ٢ درجه از v ∈ N(u) و u ∈ V (G)− (D∪T ) اگر باشد، G از ‐جفت DT ΁ی (D,T ) کنید
همسای·ͬ تنها که هست G رئوس همه ی شامل D ∪ T که ͬ شود م نتیجه این از .v /∈ T آن گاه
و d ∈ T و c ∈ T و b ∈ D آن گاه a /∈ D ∪ T اگر . b, c, f, g ∈ D ∪ T یعنͬ دارند. ٢ درجه از
آن گاه u١ /∈ D ∪ T اگر است. تناقض این که ندارد D در همسایه هیچ d ∈ T وبنابراین u١ ∈ T

g ∈ T بنابراین و g ∈ T و h ∈ D و f ∈ D و e ∈ T و uk+٢ ∈ T و k = ٠ تقارن، از استفاده با
با آن گاه ، ٢ ≤ i ≤ k + ١ که ui /∈ D ∪ T اگر است. تناقض که ندارد T در همسای·ͬ هیچ
رفته هم روی ͬ دهد. م رانتیجه بالا تناقض همان که uk+٢ ∈ T و i = k + ١ تقارن از استفاده

.γγt(G) = |V (G)| که ͬ شود م نتیجه تقارن از استفاده با
آن گاه G ∈ D١ ∪ D٢ ∪ D٣ آیا که کرد بررسͬ ͬ توان م به آسانͬ معمولͬ، مباحث این تعمیم با
است. شده القا ۵‐دورهای شامل G گراف های این همه ی که چند هر . γγt(G) = |V (G)|

صدق γγt(G) = |V (G)| در و هستند شده القا ۵‐دورهای شامل که بیشتری G گراف های
برای کلͬ ویژگͬ ΁ی که ͬ دهند م نشان خانواده ها این شود. ساخته راحتͬ به ͬ تواند م ͬ کنند م
این در ͬ شود. م حاصل سختͬ به ͬ رسند م تساوی به ١ . ٣ . ۴ قضیه در که گراف هایی همه

ͬ کنیم. م معطوف شده القا ۵‐دور بدون گراف هایی به را خود توجه بعد به ازاین بخش،

کلͬ نتیجه ١ . ٢ . ۴
ͬ کنیم. م اثبات را زیر مطالب بخش در کلͬ نتیجه عنوان به

γγt(G) = |V (G)| آن گاه باشد، δ(G) ≥ ٢ با آزاد ‐C۵ همبند گراف ΁ی G اگر .۴ . ١ . ۴ قضیه
G ∈ C ∪ K∗ اگر وتنها اگر



گراف در مجزا تام احاطه گری عدد ۶۶
باشد یال مینیمم دارای و باشد n مرتبه از G اگر ͬ نامیم م مینمال ‐n گراف ΁ی را G گراف

کند: صدق زیر شرط سه در و
،δ(G) ≥ ٢ .١

باشد، همبند G گراف .٢
.γγt(G) = n .٣

باشد δ(H) ≥ ٢ با گرافͬ H و مینیمال ‐n گراف ΁ی G گراف اکر که باشید داشته توجه
١ . ٣ . ۴ قضیه بنابر آن گاه نیاید وجود G یال های حذف از آزاد ‐C۵ وهیچ

n = γγt(G) ≤ γγt(H) ≤ n

یعنͬ
γγt(H) = n

.
است مینیمال ‐n ΁ی G آن گاه باشد، n مرتبه از آزاد ‐C۵ گراف ΁ی G اگر .۵ . ١ . ۴ قضیه

G ∈ C ∪ K∗ اگروتنهااگر
مثل ولͬ است. گراف مینیمال ‐n ΁ی G ∈ D١ ∪D٢ ∪D٣ هرگراف که باشید داشته توجه
قضیه وسپس پرداخت خواهیم ابتدایی نتایج اثبات به درابتدا ندارند. آزاد ‐C۵ که گراف های

ͬ کنیم. م اثبات را ۴ . ١ . ۴ قضیه وسپس کرد خواهیم اثبات را ۵ . ١ . ۴

ابتدایی نتایج
رأس ΁ی u و باشد، G گراف برای جفت ‐DT ΁ی (D,T ) باشد، گراف ΁ی G اگر .١ . ١ . ۴ لم

.u ∈ D ∪ T آن گاه باشد، بیش تر ٢ درجه از u ͬ های همسای· تمام به طوری که باشد G در
.γγt(Cn) = n ، n ̸= ۵ برای ویژه ای به طور

کنید فرض خلف) (برهان باشند. قضیه ادعا همانند u و (D,T ) ، G کنید فرض برهان.
است. بیشتراز٢ درجه با v ازاین رو باشد. v ∈ T و u از همسای·ͬ ΁ی v ب·یرید .u /∈ D ∪ T

که ͬ دهد م ونشان است تناقض این که دارد. T در همسایه ونه D در همسایه نه u بنابراین
است. درست ادعا

آن گاه باشد، G گراف برای جفت ‐DT ΁ی (D,T ) و .G ∈ K∗ اگر [٧] .١ . ٢ . ۴ لم
|D|+ |T | = |V (G)|.



۶٧ مجزا تام احاطه گر و احاطه گر مجموعه های
است: زیر بخش های دارای G آن گاه . v ∈ V (G) و G ∈ C ∪ K∗ اگر [٧] .١ . ١ . ۴ گزاره

.v ∈ T٢ و u ∈ D١ به طوری که دارند وجود ‐جفت هایی DT (D٢, T٢) و (D١, T١) .١
به طوری که باشند ‐جفت هایی DT (D٢, T٢) و (D١, T١) و uv ∈ E(G) و G ∈ C اگر .٢

v ∈ T٢ و u ∈ D٢ و {u, v} ⊆ T١

.N(v) ⊂ T و v ∈ D به طوری که باشد ‐جفتͬ DT و (D,T ) آن گاه v ∈ L و G ∈ K∗ اگر .٣
است، T در همسایه ΁ی دقیقا دارای و T به است متعلق L − {v} در رأس هر به علاوه،

است. D در ͬ مانده باق همسایه های تمام به طوری که

‐جفتͬ DT ، (D,T ) آن گاه v ∈ V (G) و n ̸= ۵ به طوری که G = Cn کنید فرض [٧] .١ . ٣ . ۴ لم
وموارد v ∈ T و |D| + |T | < n به طوری که باشد G گراف رئوس از مجزا مجموعه های از باشد

زیر:
V (G)− برای تام احاطه گر مجموعه T و است V (G) برای احاطه گر مجموعه D مجموعه .١

است {v}
V (G) برای تام احاطه گر مجموعه T و است V (G) − {v} برای احاطه گر مجموعه D .٢

است.
F یال افراز بار سه از G و باشد δ(F ) ≥ ٢ با همبند گراف ΁ی F ̸= C۵ کنید فرض .۴ . ١ . ۴ لم

.γγt(F ) = |V (F )| آن گاه γγt(G) = |V (G)| اگر باشد. آمده به دست
(DF , TF ) کنید فرض γγt(G) < |V (G)| ͬ دهیم م نشان ، γγt(F ) < |V (F )| کنید فرض برهان.
یالͬ e = uv کنید فرض |DF |+ |TF | = γγt(F ) < |VF |. داریم: باشد، F از جفت ‐γγt(F ) ΁ی
و u که کنید توجه کند. تولید G در را uv١v٢v٣v مسیر تا است شده افراز بار سه که باشد F از

نیستند. مجاور G در v

اگر u ∈ TF ͬ کنیم م فرض لزوم، صورت در رئوس نام تغییر با TF ∩ {u, v} ̸= ∅ کنید فرض
دهید قرار v ∈ DF اگر .T = TF ∪ {v١, v٣} دهید وقرار D = DF ∪ {v٢} دهید قرار v ∈ TF

وقرار D = DF ∪ {v٢} دهید قرار v /∈ DF اگر .T = TF ∪ {v, v٣} دهید وقرار D = DF ∪ {v١}
که: هستند G از جفت ‐DT ΁ی (D,T ) پس .T = TF ∪ {v٢, v٣} دهید

|D|+ |T | = |DF |+ |TF |+ ٣ < |V (F )|+ ٣ = |V (G)|

بنابراین
γγt(G) < |V (G)|

صورت در رئوس نام تغییر با DF ∩ {u, v} ̸= ∅ کنید فرض TF ∩ {u, v} = ∅ کنیم فرض باید لذا
وبازهم T = TF ∪{v١, v٢} و D = DF ∪{v٣} دهید قرار مورد، این در u ∈ DF کنیم فرض لزوم،



گراف در مجزا تام احاطه گری عدد ۶٨
است. |D|+ |T | < |V (G)| با G از جفت ‐DT ΁ی (D,T )

که ͬ شویم م یادآور |DF | + |TF | ≤ |V (F )| − ٢ حال . DF ∩ {u, v} = ∅ کنیم فرض باید لذا
ͬ دهیم م قرار حال هستند. مجاور DF در رأس ΁وی TF رأس ΁ی با v و u رئوس از هرکدام

که است G گراف از جفت ‐DT ΁ی (D,T ) پس T = TF ∩ {v٢, v٣} و D = DF ∩ {v, v١}

|D|+ |T | = |DF |+ |TF |+ ۴ ≤ |V (F )|+ ٢ = |V (G)|

بنابراین
γγt(G) < |V (G)|.

با ترتیب به مجزا دور F١, F٢, ..., Fk از آمده به دست گراف G کنید فرض [٧] .۵ . ١ . ۴ لم
دور، ΁ی از شناسایی، قابل رأسͬ k مجموعه ΁ی باشد. k ≥ ٢ و n١, n٢, ..., nk اندازه های
‐غیر DT ِ ΁ی دارای G آن گاه i = ١,٢, . . . , k برای ni ̸= ۵ اگر ͬ نامیم. م v را رأس ΁ی به

است. ͽجام
γγt(G) = n و δ(G) ≥ ٢ که باشد n مرتبه از آزاد ‐C۵ همبند گراف ΁ی G کنید فرض .۶ . ١ . ۴ لم

است. فراگیر مینیمال n آزاد، ‐C۵ گراف زیر ΁ی شامل G آن گاه نباشد مینمال n ،G اگر

باحذف نباشد، مینیمال n ، G به طوری که باشد لم ح΄م مانند G = (V,E) کنید فرض برهان.
، ویژگͬ این با زیرگراف هایی ازبین ͬ رسیم، م G از مینیمال n فراگیر زیرگراف به G از یال هایی
فرض تناقض برای باشد. کمترین F در شده ایجاد ۵‐دورهای تعداد که کنید انتخاب را F

است، آزاد ‐C۵ ΁ی G چون آن گاه، n = ۵ اگر است. C : v١v٢v٣v۴v۵v١ ۵‐دور شامل F کنید
΁ی ({v٣, v۴}, {v١, v۵}) اما دهید. تغییر را رئوس نام لزوم صورت در v١v٣ ∈ E کنیم فرض
فرض است همبند F وچون n ̸= ۵ بنابراین است. تناقض که است G در ͽجام غیر جفت ‐DT

.dF (v٢) = dF (v۵) = ٢ ، F بودن مینیمال از . dF (v١) ≥ ٣ کنیم
v٢v۴ ∈ E اگر dF (v۴) = ٢ داریم F بودن ازمینیمال dF (v٣) ≤ ٣ کنید فرض تناقض، برای
n فراگیر زیرگراف ΁ی v١v٢ یال وحذف یال این کردن اضافه با F از آمده به دست گراف آن گاه
تناقض در F انتخاب با که است F به نسبت کمتر شده ی تولید ۵‐دور شامل G از مینیمال
از آمده به دست گراف آن گاه v١v۴ ∈ E اگر v٢v۵ /∈ E به طورمشابه و v٢v۴ /∈ E بنابراین است.
۵‐دور شامل G از مینیمال n فراگیر زیرگراف ΁ی v١v٢ یال وحذف یال این کردن اضافه با F
و v١v۴ /∈ E بنابراین است. تناقض در F انتخاب با که است F به نسبت کمتر شده ی تولید
جفت ‐DT ΁ی ١ . ۴ بنابرقضیه F ′

= F +v١v٣ دهید قرار v١v٣ ∈ E اگر v٣v۵ /∈ E به طورمشابه
.v١ ∈ T

′ ͬ کنیم م فرض کلیت، از کاستن بدون v٢ تام احاطه برای دارد. وجود F
′ در (D

′
, T

′
)

ͽجام غیر جفت ‐DT ΁ی ((D′ − {v٢, v۵}) ∪ {v۴}, (T ′ − {v٢, v۴}) ∪ v۵) آن گاه v٣ ∈ D
′ اگر

v٢ ∈ D
′ داریم v٢ احاطه برای v٣ ∈ T

′ بنابراین است. تناقض که است G در نتیجه ودر F
′ از



۶٩ مجزا تام احاطه گر و احاطه گر مجموعه های
و است G در ولذا F در ͽجام غیر جفت ‐DT ΁ی ((D

′ − {v۴}) ∪ {v۵}, T ′ − {v۴, v۵}) اما
‐C۵ با که است G در شده تولید ۵‐دور ΁ی C لذا . v١v٣ /∈ E بنابراین است تناقض بازهم

.dF (v۴) = ٢ مشابه به صورت dF (v٣) = ٢ بنابراین است. درتناقض G بودن آزاد
یال وحذف یال این کردن بااضافه F از آمده به دست گراف آن گاه i ∈ {۴,۵} که v٢, vi ∈ E اگر
نسبت کمتری شده تولید ۵‐دور شامل که است G از مینیمال ‐n فراگیر زیرگراف ΁ی v١v٢
همین با . v٢, v۴ /∈ E و v٢, v۵ /∈ E بنابراین است. درتناقض F باانتخاب واین است F به

.F ′
= F + v١v٣ دهید قرار باشد v١, v٣ ∈ E اگر v٣, v۵ /∈ E استدلال

آن گاه v١ ∈ T
′ اگر دارد وجود F

′ در (D
′
, T

′
) جفت ‐DT ΁ی ١ . ۴ قضیه طبق

((D
′ − {v٢, v۵}) ∪ {v٣, v۴}, (T

′ − {v٢, v٣, v۴}) ∪ v۵)

اما v١ ∈ D
′ بنابراین است. تناقض که است G در نتیجه ودر F

′ از ͽجام غیر جفت ‐DT ΁ی
((D

′ − {v٢, v٣, v۴}) ∪ {v۵}, (T
′ − {v٢, v۵}) ∪ v٣, v۴)

v١, v٣ /∈ E است.بنابراین تناقض بازهم که است G در ودرنتیجه F
′ از ͽجام غیر جفت ‐DT ΁ی

بودن آزاد ‐C۵ با که است G در شده تولید ۵‐دور ΁ی C درنتیجه v١, v۴ /∈ E مشابه به طور
است. تناقض در G

.γγt(G) < n آن گاه باشد n مرتبه از آزاد ‐C۵ همیلتونͬ گراف ΁ی G ̸= Cn اگر .١ . ٧ . ۴ لم
دورهمیلتونͬ ΁ی C و باشد n مرتبه از آزاد ‐C۵ همیلتونͬ گراف ΁ی G ̸= Cn کنید فرض برهان.
فرض ، C وترهای بین از است. G در C وتر ΁ی E(G)−E(C) در یال هر بنابراین باشد، G در
یال ΁ی ، C از وتر ΁ی آن جاکه از است. کمترین k = dc(u, v) که باشد انتخابی وتر uv کنید
C در u − v مسیر کوتاه ترین P : u٠u١...uk کنید فرض k ≥ ٢ که ͬ شویم م یادآور نیست C از
دور ΁ی C

′ و uv باانتخاب است. u٠u١...uku٠ دور C
′ کنید فرض و u = u٠, v = uk که باشد

آزاد ‐C۵ با که است G در ایجادشده ۵‐دور ΁ی C ′ آن گاه k = ۴ اگر است. G در شده ایجاد
.C ′ ∈ C ولذا است تناقض در G بودن

بنابراین . u = vℓ و v = v٠ و نیست u١ شامل که باشد C در u− v مسیر v٠v١...vℓ کنید فرض
ℓ ≥ k ≥ ٢ که ͬ کنیم م ملاحظه k = dc(u, v) چون n = k + ℓ و است u٠u١...ukv١v٢...vℓ دور C

ͬ بریم. م کار به زیر به صورت C ′ ∈ C دور برای را ١ . ٢ . ۴ ملاحظه حال .
به طوری که است C ′ از جفت ‐DT ΁ی (D′

, T
′
) کنید فرض ، ℓ ≡ ١, ٠(mod٣) اگر

{u, v} = {u٠, vk} ⊆ T
′

از جفت ‐DT ΁ی را (D
′
, T

′
) ، ℓ ≡ ٢(mod٣) اگر ͬ که درحال .

D” = {vi|i ≡ ٢(mod٣), ١ < i < ℓ}



گراف در مجزا تام احاطه گری عدد ٧٠
ͬ بینیم م .T = T

′ ∪ T ” و D = D
′ ∪D” دهید قرار . v = uk ∈ T

′ و u = u٠ ∈ D
′ که دهید قرار

‐DT ΁ی (D,T ) بنابراین است. C + uv برای جفت ‐DT ΁ی (D,T ) پس v١ /∈ D ∪ T که
γγt(G) < n ولذا است G در نتیجه ودر C + uv در ͽجام غیر جفت

سره گراف زیر ΁ی اگر باشد، n مرتبه از آزاد ‐C۵ همبند گراف ΁ی G کنید فرض .١ . ٨ . ۴ لم
.γγt(G) < n آن گاه F ∈ K∗ که باشد G در F مانند پوشا

فراگیر گراف زیر ΁ی اگر باشد، n مرتبه از آزاد ‐C۵ همبند گراف ΁ی G کنید فرض برهان.
انتخاب uv یال کنید فرض E(G)−E(F ) یال های دربین .F ∈ K∗ که باشد G در F مانند سره
بیشتر نیز F در v و u مشترک همسایه های وتعداد است بیشتر dF (u) + dF (v) که است شده

.F ′
= F + uv دهید قرار است.

کنید فرض {u, v} ⊂ L(F ) کنید فرض L(F ) ≥ ۴ داریم K∗ خانواده تعریف به بنا
w ∈ L(F )− {u, v}

گزاره بنابر ب·یرید. درنظر F در w و v مشترک همسایه v
′ و w و u مشترک همسایه را u

′

{u, v′} ⊂ و {u, v} ⊂ T و w ∈ D به طوری که دارد وجود F در (D,T ) جفت ‐DT ΁ی ١ . ٢ . ۴
بنابراین است. G از نتیجه ودر F

′ از ͽغیرجام جفت ‐DT ΁ی (D,T −{u′}) حال NF (w) ⊂ T

.dF (u) = ٢ ͬ کنیم م فرض کلیت از کاستن بدون حال .γγt(G) < n

پس w ∈ NF (u) کنید فرض v /∈ NF (u) داریم uv /∈ E(F ) چون v ∈ L(F ) کنید فرض
جفت ‐DT ΁ی ١ . ٢ . ۴ گزاره بنابر ب·یرید. درنظر w و v مشترک همسایه را v

′ .w ∈ L(F )

(D,T−{v}) حال . v ∈ T و {u, v′} ⊂ NF (w) ⊂ T و w ∈ D به طوری که دارد وجود F در (D,T )

ͬ کنیم م فرض بنابراین γγt(G) < n ولذا است G در ودرنهایت F
′ در ͽغیرجام جفت ‐DT ΁ی

.dF (v) = ٢
{v١, v٢} ⊂ L(F ) و {u١, u٢} ⊂ L(F ) پس NF (v) = {v١, v٢} و NF (u) = {u١, u٢} کنید فرض
.{u١, u٢}∩{v١, v٢} = ∅ پس باشند. نداشته F در مشترکͬ همسایه هیچ v و u کنید فرض است.
ولذا F

′ در ۵‐دور ΁ی C ′
: uu١wv١vu پس ب·یرید. درنظر F در v١ و u١ مشترک همسایه را w

آزاد ‐C۵ با که است G در شده تولید ۵‐دور ΁ی C
′ دور uv یال باانتخاب است. G در

ͬ کنیم م فرض و دارد F در مشترک همسایه ΁ی v و u بنابراین است. درتناقض G بودن
و u١ ∈ D به طوری که دارد وجود F در (D,T ) جفت ‐DT ΁ی ١ . ٢ . ۴ گزاره بنابر .u١ = v١
u از متمایز F در u٢ همسای·ͬ هر که ͬ بینیم م به علاوه {u٢, v٢} ⊂ T و {u, v} ⊂ NF (u١) ⊂ T

ͽغیرجام جفت ‐DT ΁ی (D,T − {u٢}) بنابراین است. شده احاطه T − {u٢} با کلͬ به طور
.γγt(G) < n پس است G در ولذا F

′ از
ͬ کنیم م ترکیب زیر لم در بالارا لم دو حال

زیرگراف ΁ی اگر باشد. n مرتبه از آزاد ‐C۵ همبند گراف ΁ی G کنید فرض [٧] .١ . ٩ . ۴ لم
.γγt(G) < n آن گاه F ∈ C ∪ K∗ که باشد G در F مانند فراگیر سره



٧١ مجزا تام احاطه گر و احاطه گر مجموعه های
که ͬ شویم م یادآور ͬ پردازیم. م ۵ . ١ . ۴ قضیه به نام وکلیدی مقدماتͬ نتیجه اثبات به حال
شرایط در و ویال‐مینیمال باشد n مرتبه از G هرگاه گوییم مینیمال ‐n گراف ΁ی را G گراف

δ(G) ≥ ٢ .١
باشد همبند G .٢

γγt(G) = n .٣
باشد، n مرتبه از آزاد ‐C۵ گراف ΁ی G (اگر ͬ کنیم. م اثبات را ۵ . ١ . ۴ قضیه حال کند. صدق

( G ∈ C ∪ K∗ اگروتنهااگر است مینیمال ‐n ΁ی G آن گاه
لم بنابه است. همبند G و δ(G) ≥ ٢ ،K∗ و C خانواده بنابرتعریف آن گاه G ∈ C∪K∗ اگر برهان.
ودرنتیجه δ(G−e) = ١ داریم: G در e یال هر برای به علاوه . γγt(G) < n داریم ١ . ٢ . ۴ و ١ . ١ . ۴
استقرا با بودن لازم اثبات برای ͬ کند. م اثبات را بودن کافͬ این و است مینیمال ‐n ΁ی G
آن گاه n ∈ {٣,۴} اگر ͬ کنیم. م عمل است مینیمال n و آزاد ‐C۵ که G گراف از n مرتبه روی
شدن اضافه با G که است C٣ ΁ی شامل G ، G ̸= C۵ چون n = ۵ کنید فرض G = Cn ∈ C

رأس ΁ی به دور هر از رأس ΁ی کردن وصل به وسیله مجزا ٣‐دور دو از ویا C۵ به یال ΁ی
در . G = K٢,٣ حالت این در نیست. C٣ شامل اما است C۴ شامل G ویا است آمده به وجود
مینیمال n ، G ک مطلب این با که دارد وجود G در ͽجام غیر جفت (D,T ) ΁ی حالت، دو هر
کنید فرض کند. مͬ اثبات را اساسͬ حالت های واین n ̸= ۵ وبنابراین است تناقض در است
که باشد درست هستند مینیمال n

′ که آزاد ‐c۵ گراف های برای نتیجه کنید وفرض n ≥ ۶
ادامه از پیش است. مینیمال n و آزاد ‐C۵ گراف ΁ی G = (V,E) کنید فرض . ٣ ≤ n

′ ≤ n

است. استفاده مورد گفت خواهیم که آنچه در که ͬ دهیم م ارائه را مشاهده دو
از حاصل گراف باشد. v ∈ V و e ∈ E و گراف ΁ی G = (V,E) کنیم فرض .١ . ٣ . ۴ تعریف
با را v رأس حذف از حاصل گراف همچنین ͬ دهیم. م نشان G− e نماد با را G از e یال حذف

ͬ دهیم. م نشان G− v نماد
یا است G گراف برای برشͬ یال ΁ی یا e هر آن گاه ، e ∈ E اگر .١ . ١ . ۴ مشاهده

δ(G− e) = ١.
با آزاد ‐C۵ همبند گراف ΁ی G ازاین رو .δ(G − e) ≥ ٢ کنید فرض : خلف برهان برهان.

، ١ . ٣ . ۴ قضیه طبق بنابراین نیست. مولفه ‐ C۵ شامل G− e است، ۶ مرتبه
n = γγt(G) ≤ γγt(G− e) ≤ n

G − e ͬ دهدکه م نشان این که است، مینیمال n ، G ازاین رو . γγt(G − e) = n ͬ که درحال
ͬ شود. م تمام برهان و نیست همبند



گراف در مجزا تام احاطه گری عدد ٧٢
δ(G

′
) ≥ ٢ با n

′
< n مرتبه با G از شده تولید همبند زیرگراف ΁ی G

′ اگر .١ . ٢ . ۴ مشاهده
.γγt(G′

) ≤ n
′ یا G′ ∈ C ∪ K∗ یا آن گاه باشد،

باشد، δ(G
′
) ≥ ٢ با n

′
< n مرتبه با G از شده تولید زیرگراف ΁ی G

′ کنید فرض برهان.
لم طبق آن گاه γγt(G′

) = n
′ کنید فرض است. آزاد ‐C۵ ΁ی G

′ که ͬ شود م دیده به روشنͬ
با است. مینیمال n

′ ͬ که درحال است G′′ مانند آزاد ‐C۵ پوشا زیرگراف ΁ی شامل G ، ١ . ٢ . ۴
از است. تناقض ١ . ٢ . ۴ لم طبق باشد G′ از سره زیرگراف ΁ی G′′ اگر . G

′′ ∈ C ∪ K∗ استنتاج
.G′ ∈ C ∪ K∗ هم چنین و G

′
= G

′′ رو این

ما رو این از ایم. داده انجام ما G ∈ C و آزاد ‐C۵ ΁ی G چون و G = Cn آن گاه |L| = ٠ اگر
΁ی شامل وبنابراین دارد را ۵ . ١ . ۴ لم شرایط G آن گاه ، |L| = ١ اگر |L| ≥ ١ که ͬ کنیم م فرض
.|L| ≥ ٢ رو این از است. مینمال n ، G این که با دارد تناقض که است، ͽجام غیر جفت ‐DT

ͬ کنیم. م بیان را است G در بزرگ رئوس از L مجموعه مورد در که زیر ادعاهای ما
است. G برای مستقل مجموعه ΁ی L [١۵] .١ . ١ . ۴ ادعا

است. مسیر ΁ی R که باشید داشته توجه باشد، داشته G− L از مولفه ΁ی R کنید فرض
با R پایانͬ رأس دو طوری که به رأس دو حداقل یادارای باشد، رأس ΁ی تنها دارای R اگر
R این صورت غیر در نامیم. مͬ ٢ − path را R آن گاه باشد، مجاور G در بزرگ متفاوت رئوس

ͬ نامیم. م ٢ − handle را
است. رأس دو از بیش شامل G در ٢ − path هر [١۵] .١ . ٢ . ۴ ادعا

ندارد. وجود G در ٢ − handle هیچ [١۵] .١ . ٣ . ۴ ادعا
است. S و L مجموعه های با دوبخشͬ گراف ΁ی G گراف [١۵] .۴ . ١ . ۴ ادعا

است. همسای·ͬ ΁ی دقیقا دارای L در دورأس هر [١۵] .۵ . ١ . ۴ ادعا
دوبخشͬ گراف ΁ی G ، ۵ . ١ . ۴ و ۴ . ١ . ۴ ادعا طبق ͬ گردیم. برم ۵ . ١ . ۴ قضیه اثبات به حال
ازاین رو است. همسای·ͬ ΁ی دقیقا دارای L در رأس دو هر که C و L مجموعه های با است

ͬ شود. م اثبات ۵ . ١ . ۴ قضیه بودن لازم قسمت و G ∈ K∗

یادآوری را ۴ . ١ . ۴ قضیه کنیم. اثبات را ۴ . ١ . ۴ قضیه یعنͬ اصلͬ نتیجه ͬ خواهیم م حال
ͬ کنیم: م

اگر وتنها اگر γγt(G) = |V (G)| آن گاه باشد، δ(G) ≥ ٢ با آزاد ‐C۵ همبند گراف ΁ی G اگر
G ∈ C ∪ K∗



٧٣ مجزا تام احاطه گری عدد
کنید فرض بودن، لازم اثبات برای ͬ شود. م نتیجه ١ . ٢ . ۴ و ١ . ١ . ۴ لم از بودن کافͬ برهان.
فرض .γγt(G) = n به طوری که δ(G) ≥ ٢ که است n مرتبه از آزاد ‐C۵ همبند گراف ΁ی G

با بنابراین نیست. مینیمال n گراف ΁ی G ،۵ . ١ . ۴ قضیه از استفاده با آن گاه G ∈ C ∪K∗ کنید
را ۵‐دور هیچ که است F مثل مینیمال n و فراگیر زیرگراف ΁ی شامل G ، ١ . ٢ . ۴ لم از استفاده
γγt(G) < n ، ١ . ٢ . ۴ لم از استفاده با بنابراین . F ∈ C∪K∗ ، ۵ . ١ . ۴ بنابرقضیه ͬ دهد. نم نتیجه

.G ∈ C ∪ K∗ ولذا است تناقض ΁ی

مجزا تام احاطه گری عدد ٢ . ۴
و مختلف خصوصیات و ͯ پردازیم م گراف ها در تام مجزا احاطه گر عدد بررسͯ به بخش این در

ͯ کنیم. م ارائه عدد این خواص اساس بر گراف ها برای مختلفͯ دسته بندی های کرا   ن هاو
آن گاه باشد، داشته ١−γ‐مجموعه

t ΁ی G گراف ΁ی اگر [۶] .٢ . ١ . ۴ قضیه
٢γt(G) ≤ γtγt(G) ≤ γt(G) + γ−١

t (G) ≤ p

آن گاه باشد، داشته وجود مجموعه ‐γtγt و مجموعه ‐γγt جفت اگر [۶] .٢ . ١ . ۴ گزاره
γγ(G) ≤ γγt(G) ≤ γtγt(G).

آن گاه باشد، رأس p ≥ ۴ با کامل گراف ΁ی Kp اگر [۶] .٢ . ٢ . ۴ گزاره
٢γt(Kp) = γtγt(Kp) = ۴.

[۶] .٢ . ٣ . ۴ گزاره
آن گاه باشد، رأس ٢ ≤ m ≤ n با دوبخشͬ کامل گراف ΁ی Km,n اگر

٢γt(Km,n) = γtγt(Km,n) = ۴.
[۶] .۴ . ٢ . ۴ گزاره

آن گاه باشد، رأس n ≥ ١ دوربا گراف ΁ی C۴n اگر
٢γt(C۴n) = γtγt(C۴n) = ۴n.

، C۴ دور برای [۶] .۵ . ٢ . ۴ گزاره
γγ(C۴n) = γtγt(Cn)



گراف در مجزا تام احاطه گری عدد ٧۴
آن گاه باشد، رأس ٢ ≤ m ≤ n با دوبخشͬ کامل گراف ΁ی Km,n اگر [۶] .۶ . ٢ . ۴ گزاره

γγ(Km,n) = γtγt(Km,n) = ۴.
نیست. تام احاطه گر مجزا مجموعه دو شامل درخت گراف است بدیهͬ .٢ . ٢ . ۴ قضیه

مجزا احاطه گر مجموعه دو شامل که ͬ شود م دیده به روشنͬ T = P٢ کنیم فرض برهان.
v و باشد انتهایی رأس u کنید فرض باشد. رأس p ≥ ٣ با درخت ΁ی T کنیم فرض نیست.
کنید فرض باشد. مجاور v با w به طوری که دارد وجود w رأس ΁ی آنگاه .u از کند پشتیبانͬ

ͬ گیریم: م نظر در را زیر دوحالت باشد. T برای γt‐مجموعه ΁ی D
شامل VD که ͬ دهد م نشان این نیست. مجاور u با w ازاین رو . u, v ∈ D کنید فرض .١

نیست. γt‐مجموعه هیچ
ͬ دهد م نشان این نیست. مجاور V −D از رأسͬ هیچ با w که . u, v ∈ D کنید فرض .٢

نیست. γt‐مجموعه هیچ شامل VD که
نیست. مجزا احاطه گر مجموعه دو شامل T که ͬ گیریم م نتیجه بالا دوحالت این از

G گراف :٢ . ۴ ش΄ل

به طوری که دارد، وجود G همبند گراف ΁ی n ≥ ١ صحیح عدد هر برای .٢ . ٣ . ۴ قضیه
γ−١
t (G)− γt(G) = ٢n

و
|V (G)| = γ−١

t (G) + γt(G).



٧۵ مجزا تام احاطه گری عدد
باشد. بالا ش΄ل مانند رأس ٢n + ۴ با G گراف ͬ گیریم م نظر در . n ≥ ١ کنید فرض برهان.
کوچ΁  ترین ͬ که حال در باشد، G گراف برای تام احاطه گر مجموعه ΁ی D = {x١, y١} آن گاه
i = ١,٢, ..., n + ١ برای G گراف در u, v ازاین رو . γt(G) = ٢ بنابراین باشد. مجموعه
برای تام احاطه گر منحصربه فرد مجموعه ΁ی D = V (G)−{x١, y١} ͬ دهد م نشان که مجاورند،
مجموعه های زیر تمام برای ازاین رو . γ−١

t (G) ≤ |D| = ٢n + ٢ بنابراین ͬ باشد. م G گراف
ازاین رو . γ−١

t (G) = |D| = ٢n + ٢ ͬ دهد م نشان این که . NG[S] ̸= V (G) ، G از S
|V (G)| = γ−١

t (G) + γt(G) هم چنین و γ−١
t (G)− γt(G) = ٢n

به طوری که دارد، وجود G همبند گراف ΁ی n ≥ ١ صحیح عدد هر برای .۴ . ٢ . ۴ قضیه
γ−١
t (G) + γt(G)− γtγt(G) = ٢n.

٢n به C۴ ◦ C۴ تاج گراف ΃ی کردن اضافه با ٣ . ۴ ش΄ل در G گراف کنید فرض برهان.
آن گاه xiuj , yiuj , xiyj i = ١,٢, ..., n j = ١,٢,٣,۴ یال های و x١, y١, x٢, y٢, ..., xn, yn رأس

است G گراف برای به فرد منحصر مینیمم تام احاطه گر مجموعه ΁ی {u١, u٢, u٣, u۴}

C۴ ◦ c۴ تاج گراف :٣ . ۴ ش΄ل

و
{v١, v٢, v١, v٢, v٣, v۴, v۵, v۶, v٧, v٨ ∪ {x١, y١, x٢, y٢, ...., xn, yn, },



گراف در مجزا تام احاطه گری عدد ٧۶
هم چنین . γ−١

t (G) = ٢n + ٨ و γt(G) = ۴ بنابراین است. G گراف برای ١−γ‐مجموعه
t ΁ی

برای ‐جفت γtγt ΁ی .D٢ = {u٣, u۴, v١, v٢, v٣, v۴} و D١ = {u١, u٢, v۵, v۶, v٧, v٨} مجموعه
بنابراین .γtγt(G) = |D١|+ |D٢| = ١٢ این رو از ͬ شود. م تش΄یل G گراف

γ−١
t (G) + γt(G)− γtγt(G) = ٢n.

باشد دلخواهͬ بزرگ عدد ͬ تواند م γ−١
t (G) + γt(G)− γtγt(G) اختلاف [۶] .٢ . ١ . ۴ نتیجه

آن گاه باشد، داشته وجود G گراف برای ١−γ‐مجموعه
t ΁ی اگر [۶] .٢ . ٧ . ۴ گزاره

γtγt(G+K٢) = ٢ + γt(G) = ٢ + γ−١
t (G+K٢)

آن گاه باشد، موجود γ−١
t (G +H) ΁ی اگر باشند. گراف دو H و G کنید فرض .٢ . ٨ . ۴ گزاره

γtγt(G+H) = ۴
برعکس. و است مجاور H گراف از رأسͬ با G گراف از رأس ΁ی ، G + H گراف در برهان.
کنید. انتخاب را x ∈ V (G) − {u}, y ∈ V (H) − {v} و کنید انتخاب را u ∈ G, v ∈ H بنابراین
بنابراین هستند. G + H گراف برای مجزا γt‐مجموعه دو S = {x, y} و D = {u, v} آن گاه

آن گاه . γt(G+H) = ٢ و γ−١
t (G+H) = ٢

٢γt(G+H) = γtγt(G+H) = γt(G+H) + γ−١
t (G+H) = ۴

باشد. G +H گراف رئوس تعداد p و باشند. گراف دو H و G کنید فرض [۶] .٢ . ٢ . ۴ نتیجه
G = K٢,H = K٢ اگروتنهااگر γt(G+H) + γ−١

t (G+H) = p آن گاه

پیشنهادها ٣ . ۴
توان مͬ نامه پایان این روند تکمیل منظور به و چهارم فصل در آمده دست به نتایج به توجه با

عبارتنداز: که داد انجام دی·ری تحقیقات
ماکزیمم. ‐γtγt های گراف کردن بندی کلاسه .٣ . ١ . ۴ مسأله

مینیمم. ‐γtγt های گراف کردن بندی کلاسه .٣ . ٢ . ۴ مسأله



٧٧ پیشنهادها
است. موجود γtγt(G) شرایطͬ چه تحت .٣ . ٣ . ۴ مسأله

است. برقرار γγ(G) = γtγt(G) هایی گراف چه برای .۴ . ٣ . ۴ مسأله

است. برقرار γγ(G) = γγt(G) هایی گراف چه برای .۵ . ٣ . ۴ مسأله

است. برقرار γγt(G) = γtγt(G) هایی گراف چه برای .۶ . ٣ . ۴ مسأله

.γtγt(G) = γtγt(Ḡ) برای بالا کران ΁ی آوردن دست به .٣ . ٧ . ۴ مسأله
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آ  پیوست
تصمیم مسائل

ͬ پردازیم. م اجرا زمان خود دسته بندی به ابتدا آن ها، اجرای زمان لحاظ از مسائل دسته بندی برای
به ͬ دهد م انجام که عملیاتͬ تعداد اگر است، ١ چندجمله ای اجرای زمان دارای ال·وریتم ΁ی
اگر مثلا است. ورودی ی اندازه n و ͬ باشد م ثابت مقدار ΁ی k آن در که باشد O(nk) صورت

ͬ باشند: م جمله ای چند زیر زمان های تمام باشد، nورودی اندازه ی

O(n), O(n٢), O(n٣ log n), O(n۵√n), O(log n), O(n١٠٠٠), O(n٣٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠)

با برابر آن مرتب سازی زمان و است عدد n با برابر ورودی اندازه ی مرتب سازی در مثال برای
که اجراهایی زمان ͬ شود. م محسوب n حسب بر چندجمله ای زمان ΁ی که است O(n log n)

ͬ باشند. نم چندجمله ای اجرای زمان باشد، ٢n, ١/۵n, n!, nlogn مانند آن ها تابع
حل راه ΁ی شده داده مساله ی برای آیا که است این کامپیوتر علوم در مطرح سوالات از ی΄ͬ
و مرتب سازی مساله مانند مساله هایی برای سوال این جواب نه؟ یا دارد وجود جمله ای چند
دسته ای برای ͬ باشد. م مثبت گراف در کمینه پوشای درخت و مسیر کوتاه ترین کردن پیدا یا
وجود نیز مسائل از دسته ای همچنین و ندارد وجود ال·وریتمͬ چنین مشخصا مسائل از دی·ر
اثبات ال·وریتمͬ چنین وجود عدم و نشده داده جمله ای چند ال·وریتم آنها برای هنوز که دارند
کنید توجه البته نمود. خواهیم صحبت مورد این در کامل تر طور به بعد بخش در نشده.

١Polynomial



تصمیم مسائل ٨٢
تعاریف همین برای دارد. بیشتری تفصیل و اطلاعات به نیاز مسائل کامل و دقیق تعریف که

هستند. نادقیق مقداری

P,NP کلاس های آ  . ١
آن جواب اگر است، تصمیم مساله ی ΁ی X مساله ی :٢ تصمیم گیری مساله ی آ  . ١ . ١. تعریف
وخروجͬ x ∈ {٠, ١}∗ ورودی که هستند مسائلͬ دی·ر عبارت به یا باشد. خیر یا بلͬ صورت به

است. خیر) یا بولͬ(بله مقدار ΁ی آن ها
کاراکتر n شامل A ورودی:رشته ی آ  . ١ . ١. مثال

دارد؟ وجود s حرف ورودی رشته ی در آیا خروجͬ:
یال m و راس n شامل Gگراف ورودی: آ  . ١ . ٢. مثال

دارد؟ وجود همیلتونͬ دور G در آیا خروجͬ:
را X مساله ی برای (گواهͬ) ͺپاس ΁ی X مساله ی، برای تصدیق :٣ تصدیق آ  . ١ . ٢. تعریف
تایید را آن جمله ای چند زمان در باشد، صحیح ͺپاس این که صورتͬ در و ͬ کند م دریافت
΁ی تایید برای لازم زمان اگر است جمله ای چند تصدیق ΁ی ͬ گرداند. برم بلͬ ͺپاس و ͬ کند م

باشد. جمله ای چند آن در ͺپاس
΁ی باشد. گراف در همیلتونͬ دور ΁ی کردن پیدا X مساله ی در کنید فرض آ  . ١ . ٣. مثال
این به X مساله ی برای تصدیق ΁ی حالت این در است. راس n از دنباله ΁ی شامل X ͺپاس
آیا نیز و خیر یا دارد وجود یال دنباله، این از i + ١ و i راس بین ͬ کند م ΁چ که است صورت
انجام (O(n)) جمله ای چند زمان در کار این مشخصا اند؟ شده حاضر دنباله در راس ها تمام

ͬ باشد. م جمله ای چند تصدیق این بنابراین و ͬ پذیرد م
است. شده داده X گراف گراف: در ۴ مستقل مجموعه ی کردن پیدا مساله ی آ  . ١ . ۴. مثال
مساله این برای گواهͬ ΁ی ͬ باشد. م راس ها از مستقل زیرمجموعه ی ΁ی کردن پیدا هدف

نباشد. یالͬ جواب، عنوان به شده داده راس k بین که کند بررسͬ تنها است لازم
΁ی خیر؟ ͬ باشدیا م صحیح شده داده جواب آیا که ͬ کند م ΁چ تصدیق ΁ی حقیقت در

نماید. تولید صحیح جواب خود، که نیست قرار تصدیق

٢Decisino problem
٣Certifier
۴Independent set



زمان در ͬ تواند م مساله حل راه که است این از رسمͬ بیان ΁ی حقیقت در تصدیق
خیر. یا بشود حل مناسبی زمان در ͬ تواند م که این از مستقل شود، «΁چ» مناسبی
s ͺپاس ΁ی کنید فرض است. متفاوت مساله آن حل با ͺپاس کردن ΁چ که کنید توجه
رسمͬ طور به ͬ توان م صورت این در ͬ شود. م داده رشته ΁ی صورت به X مساله ی برای
است، X مساله ی برای تصدیق ΁ی B ͬ گوییم م کرد: تعریف صورت این به را تصدیق ΁ی

باشد: برقرار زیر شرط دو اگر
ͬ گیرد. م را t و s ورودی دو که است جمله ای چند ال·وریتم ΁ی B .١

صحیح جواب ΁ی s ،s رشته ی هر ازای به که دارد وجود p جمله ای چند تابع ΁ی .٢
B(s, t) = و |t| < p(|s|) که باشد داشته وجود t رشته ΁ی اگر تنها و اگر است، X برای

باشد. yes
در که کنید توجه است. دقیق تر البته و سخت تر قبلͬ تعریف به نسبت مقداری تعریف این
است. کافͬ تصدیق وجود برای رشته ای چنین وجود تنها و نیست t کردن پیدا هدف اینجا



تصمیم مسائل ٨۴
برای جمله ای چند ال·وریتم که است مساله هایی تمام مجموعه ی P مجموعه ی آ  . ١ . ٣. تعریف
ال·وریتم هایی یا ال·ورتیم آن ها حل برای که مسائلͬ دی·ر عبارت به دارد. وجود آن ها حل
قطعͬ ال·وریتم های یا معین ال·ورتیم های کلاس شده است. یافت چندجمله ای زمانͬ بامرتبه
کامپیوترهای برای که ال·ورتیم هایی ͬ دهند. م نشان P علامت با را کلاس این ͬ دهند، م تش΄یل را
عمل هر نتیجه ال·وریتم ها دراین ͬ شوند، م نامیده معین ال·ورتیم های ͬ گردنند. م طراحͬ رایج
حل برای که است تصمیم گیری مسائل کلیه کلاس P است. قطعͬ و معین مشخص، کاملا
از دسته ای به P دی·ر بیان به دارد. وجود جمله ای چند زمانͬ مرتبه با معین ال·ورتیم آن ها
چندجمله ای زمان در جواب کردن پیدا وهم جواب کردن ΁چ هم که ͬ شود م گفته مسائل
از دسته این ال·وریتم های زمانͬ پیچیدگͬ حالت بدترین در داد. خواهد رخ (قطعͬ) مشخص

هستند. ورودی اندازه از جمله ای چند تابعͬ مسائل،

چندجمله ای تصدیق آن ها برای که است مساله هایی تمام مجموعه ی NP مجموعه ی آ  . ١ . ۴. تعریف
قابل جمله ای چند زمان در ͺپاس این شود، داده آن ها برای ͺپاس ΁ی اگر یعنͬ دارد. وجود
΁چ این کنیم ΁چ را جواب ΁ی بخواهیم اگر که مسائلͬ دی·ر عبارت به ͬ باشد. م تصدیق
بخواهیم اگر ولͬ است حصول قابل چندجمله ای زمان در ۵ تورینگ ماشین توسط کردن
(غیرقطعͬ) نیست مشخص ͬ کنیم) م ΁چ تک تک (احتمالا بیاوریم به دست را مسأله جواب
زمان در مسائل از دسته این دی·ر به عبارت نه؟ یا برسیم جواب به چندجمله ای زمان در که
کلاس، این از مجموعه ترین ساده ͬ شود. م حل غیرقطعͬ تورینگ ماشین با جمله ای چند
هر طرفͬ از ͬ شوند. م حل چندجمله ای درزمان مسائل از دسته این یعنͬ است p مجموعه
است. NP مجموعه زیر p پس است. اجرا قابل نامعین کامپیوتر ΁ی توسط معین ال·ورتیم
آن را نتوانسته کسͬ به حال اماتا است، p = NP کنند اثبات کرده اند سعͬ زیادی محقیقین
نامعین ال·وریتم آن برای که ای مسأله هر برای ͬ توان م یعنͬ باشد p = NP اگر کند. اثبات
پیدا چندجمله ای زمانͬ مرتبه با معین ال·وریتم ΁ی دارد. وجود جمله ای چند زمانͬ مرتبه با
مجموعه ی و همیلتونͬ دور کردن پیدا مساله ی که فهمید ͬ توان م مثال ها، به توجه با کرد.
کوتاه ترین کردن پیدا مساله ی همینطور دارد. قرار NP مجموعه ی در گراف ها در مستقل
چون البته و دارند قرار P مجموعه ی در کمینه، پوشای درخت یا وزن دار گراف های در مسیر
مساله ها این دو هر شود، ΁چ جمله ای چند زمان در ͬ تواند م هم مساله دو این از ͺپاس ΁ی

هستند. نیز NP دسته جزو
P ⊆ NP ١ مشاهده

باشد، داشته وجود مساله ΁ی حل برای جمله ای چند صحیح ال·وریتم اگر که کنید توجه
ال·وریتم خود از ͬ توان م عبارتͬ به کرد. تصدیق ͬ توان م ال·وریتم همان توسط را آن ͺپاس

کرد. استفاده آن ͺپاس تصدیق برای جمله ای چند
سوالات بزرگترین از ی΄ͬ و است نشده حل هم هنوز که کامپیوتر علوم در مهم سوالات از ی΄ͬ

۵Turing machine



٨۵ جمله ای چند کاهش ΁تکنی

P=NP آ  . ١: ش΄ل

آیا یعنͬ خیر؟ یا است برقرار هم رابطه این عکس آیا که است این است، زمینه این در نشده حل
این و P = NP داد خواهد نتیجه آن بودن درست که کنید توجه است؟ درست هم NP ⊆ P

نیز جمله ای چند زمان در دارد وجود جمله ای چند تصدیق آنها برای که مساله هایی تمام یعنͬ
در جالبی و قدرتمند نتایج اما است، نشده حل مساله این هنوز چند هر ͬ باشند. م حل قابل

است. شده داده توضیح ادامه در که است آمده دست به زمینه این

جمله ای چند کاهش ΁تکنی آ  . ٢
صورتͬ چه در است. مساله ها سختͬ مقایسه ی برای روشͬ حقیقت در ۶ کاهش ΁تکنی
کاهش روش از سوال این به ͺپاس برای است؟ B مساله ی از سخت تر A مساله ی گفت ͬ توان م
اندازه ی به حداقل A مساله ی گفت ͬ توان م کلͬ نگاه ΁ی در ͬ کنیم. م استفاده جمله ای چند
حل جمله ای چند زمان را A مساله ی که سیاه جعبه ΁ی وجود اگر است، سخت B مساله ی

کنیم. حل جمله ای چند زمان در بتوانیم نیز را B مساله ی که شود باعث ͬ کند، م
هر اگر ͬ کند، م پیدا کاهش Y مساله ی به جمله ای چند زمان در X مساله آ  . ٢ . ١. تعریف

از: استفاده با بتوان را X مساله ی از دلخواه نمونه ی
جمله ای چند زمان با محاسبات تعداد .١

۶Reduction



تصمیم مسائل ٨۶
ͬ کند م حل را Y مساله ی که سیاهͬ جعبه از استفاده بار جمله ای چند تعداد .٢

ͬ دهند. م نشان X ⪯p Y ش΄ل به ریاضͬ صورت به را موضوع این نمود. حل
هم با سختͬ لحاظ از مساله دو این یعنͬ Y ⪯p X همینطور و X ⪯p Y باشیم: داشته اگر

.X ≡p Y ͬ نویسیم: م و هستند برابر
ب·یرید: نظر در را مساله دو این آ  . ٢ . ١. مثال

S ⊂ V زیرمجموعه آیا k عدد و G(V,E) شده داده گراف برای مستقل): (مجموعه ١ مسئله
(بین باشد؟ S در آن سر ΁ی حداکثر گراف در یال هر برای و |S| ≤ k که دارد وجود

نباشد) یال S مجموعه ی از راسͬ دو هیج
S ⊂ V زیرمجموعه آیا k عدد و G(V,E) شده داده گراف برای :( راسͬ (پوشش ٢ مسئله

باشد؟ S در آن سر ΁ی حداقل گراف در یال هر برای و |S| ≤ k که دارد وجود
راسͬ) پوشش مجموعه ≡p مستقل (مجموعه ٢ مشاهده

ͬ دهیم: م نشان را مورد دو هر برهان.
راسͬ) پوشش ⪯p مستقل (مجموعه

راسͬ پوشش ΁ی V − S اگر فقط و اگر است مستقل مجموعه S مجموعه، ͬ دهیم م نشان
بنابر ب·یرید. نظر در دلخواه یالͬ را (u, v) یال و دلخواه مستقل مجموعه ΁ی را S باشد.
و است v ∈ V − S یا u ∈ V − S داریم درنتیجه .v /∈ S یا u /∈ S داریم S بودن مستقل
مساله ی که سیاهͬ جعبه داشتن با بنابراین ͬ باشد. م V −S بودن راسͬ پوشش معنͬ به واین

کنیم. حل هم را راسͬ پوشش مساله ͬ توان م کند، حل را مستقل مجموعه ی
مستقل) مجموعه ⪯p راسͬ پوشش )

u ∈ V −S داریم (u, v) یال هر ازای به V −S بودن راسͬ پوشش بنابر مشابه صورت به همچنین
مستقل مجموعه ΁ی S مجموعه ی یعنͬ این و v /∈ S یا و u /∈ S نتیجه در که v ∈ V − S یا

است.
مجموعه ΁ی است کافͬ k اندازه به راسͬ پوشش مجموعه ΁ی کردن پیدا برای بنابراین

بالعکس. و کنیم پیدا n− k اندازه ی با مستقل
ب·یرید: نظر در را مساله این آ  . ٢ . ٢. مثال

:٧ مجموعه ای پوشش مساله ی
شده داده آن از s, . . . , sm مجموعه های زیر و است شده داده عضو n شامل U مجموعه ی ΁ی

شود؟ U با برابر آنها اجتماع که دارند وجود زیرمجموعه ها این از تا k حداکثر آیا است.
راسͬ) پوشش ⪯p مجموعه ای (پوشش ͬ دهیم: م نشان

٧Set Cover



٨٧ جمله ای چند کاهش ΁تکنی
مجموعه ای پوشش مساله از استفاده با را راسͬ پوشش مساله از نمونه هر باید اثبات برای برهان.
گراف یال های تمام شامل U مجموعه است. شده داده G(V,E) گراف کنید فرض نماییم. حل
شامل که ب·یرید نظر در si زیرمجموعه ΁ی i راس هر ازای به همچنین و (U = E) دهید قرار
ͬ دهد. م نشان را تبدیل این از مثالͬ زیر ش΄ل است. i راس آنها سر ΁ی که است یال هایی تمام
کافͬ کنیم، حل آمده دست به نمونه ی این بر را مجموعه ای پوشش مساله بتوانیم اگر مشخصا
برگردانیم. راسͬ پوشش مساله ی برای را شده انتخاب مجموعه های با متناظر راس های است

ببینید. را مساله دو ͺپاس بین رابطه ی و تبدیل این ͬ توانید م زیر ش΄ل در

متغیرهای ارزش ͬ توان م آیا ͬ پرسد م که است پرسمانͬ رایانه دانش در ٨ صدق پذیری
ارزش دهͬ چنین اگر بنابراین باشد؟ درست فرمول که یافت گونه ای به را دودویی فرمولͬ
است نادرست همواره فرمول این بی گمان وگرنه، است. صدق پذیر پرسمان گوییم شود، پیدا
اگر چون است صدق پذیر A ∧ B فرمول نمونه، برای است. صدق ناپذیر فرمول که گوییم و

است. درست نیز فرمول باشند، درست B و A ارزش های
است. شده داده نشان بودنش کامل ان پی که است پرسمانͬ نخستین صدق پذیری پرسمان
صدق پذیری پرسمان کوتاه زمانͬ در که نیست شناخته شده ای ال·وریتمͬ دادند نشان لوین و کوک
به ͬ توانند م طبیعͬ بهینه سازی و تصمیم گیری مسائل بقیۀ از وسیعͬ محدودۀ کند. حل را
به SAT حل کننده های نام به ال·وریتم ها از رده ΁ی شوند. تبدیل صدق پذیری مسئلۀ موارد
در تا کنند حل را SAT موارد از بزرگ کافͬ اندازۀ به زیرمجموعه ای ͬ توانند م کارآمد طور
وسیعتر باشند. مفید ΁اتوماتی اثبات قضیۀ و مدار طراحͬ جمله از عملͬ مختلف حوزه های
هرچند است. پیشرفت حال در حوزۀ ΁ی SAT حل کنندۀ ال·وریتم های قابلیت های کردن
کارآمد طور به را صدق پذیری مسئلۀ موارد همه ی ͬ توانند نم کنونͬ روش های از هیچ کدام
که است تصمیم مسئلۀ ΁ی صدق پذیری مسئلۀ محاسباتͬ پیچیدگͬ نظریه در کنند. حل
نوشته پرانتز و متغیرها NOT، OR، AND، با فقط که ͬ باشد م بولͬ عبارت ΁ی آن نمونۀ
داد ”نادرست” و ”درست” مقادیر متغیرها به ͬ توان م آیا که: است این سؤال است. شده
به اگر است صدق پذیر گزاره ای منطق از فرمول ΁ی باشد؟ درست همواره موردنظر عبارت تا
صدق پذیری مسئلۀ باشد. درست همواره فرمول تا داد منطقͬ مقادیر بتوان آن متغیرهای
ͬ کند م مشخص که (PSAT)، گزاره ای صدق پذیری مسئلۀ است. کامل ان پی ΁ی دودویی
علوم مختلف حوزه های در مسئله مهمترین نه، یا هست صدق پذیر گزاره ای فرمول ΁ی آیا
اتوماسیون پردازنده، طراحͬ مصنوعͬ، هوش ال·وریتم ها، رایانه، نظری علوم نظیر است؛ رایانه

تایید. و ال΄ترونی΄ͬ طراحͬ
∼ x٢ و مثبت متغیر ΁ی x١ مثال طور به است. نقیضش یا و متغیر آن خود یا متغیر ΁ی
΁ی x١∨ ∼ x٢ مثال طور به متغیرهاست. از منطقͬ فصل عبارت ΁ی است. منفͬ متغیر ΁ی

است. عبارت
٨Satisfiability
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چند منطقͬ عطف فرمول که است نیاز دودویی، صدق پذیری مسئله حالت های بعضͬ در
ͬ کنیم م بررسͬ را معمولͬ عطف ش΄ل به فرمول ΁ی صدق پذیری که حالتͬ باشد. عبارت
یا ”٣SAT” مسئله این است؛ کامل ان پی باشد، متغیر سه دارای حداکثر عبارت هر که
دارای موردبررسͬ فرمول که حالتͬ ͬ شود. م نامیده ”٣‐صدق پذیری” یا ”٣CNFSAT”
ͬ شود. م نامیده ”٢SAT” مسئله این است؛ کامل ان ال باشد، متغیر دو حداکثر با عبارت هایی
دارند.) مثبت متغیر ΁ی حداکثر (که هورن عبارت های دارای موردبررسͬ فرمول که حالتͬ

ͬ شود. م نامیده هورن صدق پذیری مسئله این است؛ کامل پی باشد،
ͽواق در است، کامل ان پی ΁ی صدق پذیری دودویی مسئله که ͬ کند م عنوان لوین کوک قضیه
سال در کوک استفن که همانطور است. کامل ان پی شده اثبات که مسئله ایست اولین این
قضیه در را (اثبات شد. شناخته کامل ان پی مسئلۀ اولین SAT مسئلۀ کرد، اثبات ١٩٧١
ان پی مسئله این نداشت. وجود کامل ان پی نام به مفهومͬ زمان آن تا ببینید.) لوین کوک
عبارت هر در متغیر سه با معمولͬ عطفͬ صورت به عبارات همۀ که هرچند ͬ ماند م باقͬ کامل

است: زیر ش΄ل به عبارت یعنͬ باشند؛ (٣-CNF)

(x١١ ∨ x١٢ ∨ x١٣)AND

(x٢١ ∨ x٢٢ ∨ x٢٣)AND

(x٣١ ∨ x٣٢ ∨ x٣٣)AND...

شوند. تکرار عبارت در چندبار ͬ تواند م متغیر هر و است ”متغیر” ΁ی x هر اینجا در
طور به ͬ دارد. م نگه را درست جواب های تعداد که است آن کوک اختصار مهم ویژگͬ ΁ی
واگذاری ١٧ دارای SAT قاعدۀ باشد، داشته معتبر سه گانه رنگ آمیزی ١٧ گراف ΁ی اگر مثال

است. ارضاپذیر
در که مواردی از بسیاری ͬ دهد. م ارجاع حالت بدترین در اجرا زمان به فقط کامل ان پی

شوند. حل سریعتر خیلͬ ͬ توانند م ͬ افتند م اتفاق عملͬ کاربردهای
OR عبارات بین یعنͬ باشند، معمولͬ فصلͬ صورت به فرمول ها اگر است آسانتر SAT مسئلۀ
و اگر هستند صدق پذیر فرمول ها این باشد. گرفته قرار AND متغیرها بین عبارت هر در و
تنها و اگر است صدق پذیر عبارت ΁ی و باشند، صدق پذیر آن عبارات از ی΄ͬ حداقل اگر تنها
ͬ تواند م موضوع این باشد. دربرنداشته را آن NOT هم و خودش هم x متغیر هر ازای به اگر

شود. بررسͬ چندجمله ای زمان در
عبارت هر که است SAT ساده شده طور به یا k-SAT از خاص حالت ΁ی ٩ ٣‐صدق پذیری

است. کارپ ان پی‐کامل مسئله ٢١ از ی΄ͬ این ͬ شود. م شامل را متغیر ٣ = k دقیقاً
است.) نقیض نشان دهندۀ ∼ ) ͬ زنیم: م مثال ΁ی اینجا در

٩3-Satisfiability



٨٩ جمله ای چند کاهش ΁تکنی

E = (x١∨ ∼ x٢∨ ∼ x٣) ∧ (x١ ∨ x٢ ∨ x۴)

(سه k = ٣ و x١, x٢, x٣, x۴ متغیر چهار شده اند)، مشخص پرانتز با (که عبارت دو دارای E

باید کنیم حل را تصمیم گیری مسئلۀ از مثال این آنکه برای ͬ باشد. م عبارت) هر در متغیر
عبارت کل که طوری به دارد وجود متغیرها برای درستͬ جدول ΁ی آیا که کنیم مشخص
را E ͬ توان م متغیرها، همه دادن قرار ”درست” با مثال این در خیر. یا باشد درست همواره
واگذاری ای هیج اگر داد. انجام ͬ توان م متنوعͬ واگذاری های گرفت. نظر در درست همواره

بود. خواهد ”خیر” جواب نبود، ام΄ان پذیر
ان پی هم مسائل بقیۀ آنکه اثبات برای شروع نقطۀ ΁ی عنوان به و است کامل ان پی ٣-SAT
است. انجام قابل چندجمله ای زمانͬ محدودیت با عمل این ͬ شود. م استفاده هستند سخت
ͬ پرسیم م دقیقاً ما آن در که شود محدود ٣‐صدق پذیری ی΁‐در‐سه به ͬ تواند م ٣-SAT
را متغیر ΁ی حداقل اینکه جای به خیر، یا هست درست عبارت هر در متغیرها از ی΄ͬ آیا که

ͬ ماند. م باقͬ کامل ان پی نیز محدودیت این کنیم. بررسͬ
زمان در که دارد وجود تصادفͬ سادۀ ال·وریتم ΁ی (١٩٩٠) شونینگ نظر اساس بر

دربارۀ تا ͬ شود م موفق قوی احتمال به ال·وریتم این عبارات. تعداد n ͬ شود م اجرا (۴/٣)n
ͬ تواند نم ال·وریتمͬ هیچ که است آن زمان نمایی فرضیۀ ب·یرد. تصمیم درست ٣-SAT

کند. حل exp(o(n)) زمان در را ٣-SAT

ͬ باشد: م صورت این به ٣‐صدق پذیری مساله ی آ  . ٢ . ٣. مثال
است نقیض) یا (عادی ٣متغیر شامل گزاره هر است. شده داده C١, C٢, . . . , Ck گزاره های
آیا اند. شده انتخاب X = {x١, . . . , xn} مجموعه ی از متغیرها اند. شده «یا» ی΄دی·ر با که
true (مقدار شود درست گزاره ها تمام مقدار که دارد وجود متغیرها به (١ و ٠) مقداردهͬ ΁ی

٣‐صدق پذیری ⪯p مستقل مجموعه ͬ دهیم: م نشان ی·یرد؟)
روی از را زیر گراف است. شده داده شما به ٣‐صدق پذیری مساله ی از نمونه ΁ی کنید فرض

بسازید: نمونه این
ͬ باشد. م متغیرها از ی΄ͬ به مربوط کدام هر که ͬ کنیم م ایجاد راس ٣ گزاره هر ازای به .١

ͬ کنیم. م متصل هم به را گزاره ΁ی به مربوط راس سه هر .٢
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(٢ ش΄ل (مانند ͬ کنیم م متصل نقیض هایش تمام به را متغیر هر .٣

باشد. داشته وجود k اندازه ی با مستقل مجموعه ΁ی آمده دست به گراف در کنید فرض حال
گزاره هر به مربوط راس های از مشخصا صورت این در است، k با برابر گزاره ها تعداد چون
چون نیستند ی΄دی·ر نقیض شده ای انتخاب راس دو هیچ ضمنا و است شده انتخاب راس ΁ی
راسͬ k به مربوط متغیرهای است کافͬ بنابراین، بوده اند. متصل ی΄دی·ر به نقیض راس های

بدهیم. true مقدار را هستند راسͬ مستقل مجموعه مساله ی جواب در که

مجموعه ≡p راسͬ پوشش ) و راسͬ) پوشش ⪯p مجموعه ای (پوشش که دیده ایم تاکنون
برقرار کاهش در تراگذر خاصیت ٣‐صدق پذیری). ⪯p مستقل (مجموعه همینطور و مستقل)
بنابراین ٣‐صدق پذیری). ⪯p مجموعه ای (پوشش گرفت: نتیجه ͬ توان م مثال برای و ͬ باشد م
پوشش مساله ی ͬ شود م باعث مجموعه ای پوشش مساله برای چندجمله ای ال·وریتم ΁ی وجود

شوند. حل نیز ٣‐صدق پذیری و مستقل مجموعه راسͬ

NP-Complete آ  . ٣
جمله ای چند کاهش ΁تکنی همینطور و آن ها بین رابطه ی و NP و P دسته های با حال به تا
ͬ پردازیم. م دارد وجود زمینه این در که نتیجه ای ͬ ترین اصل به بخش این در شده اید. آشنا

ͬ کنیم: م تعریف را NP-Complete مساله های دسته ی ابتدا
اگر: است NP-Complete مساله ی ΁ی Xمساله ی آ  . ٣ . ١. تعریف

X ∈ NP .١
کاهش Xمساله ی به جمله ای چند زمان در Y مساله ی ،Y ∈ NP مساله ی هر ازای به .٢

.Y ⪯p X باشیم: داشته عبارتͬ به کند. پیدا
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جمله ای چند زمان در را مساله این بتوانیم اگر باشد، داشته وجود مساله ای چنین اگر مسلما
ͬ توانیم م را NP عضو مساله های تمام صورت این در باشد) Pعضو مساله این (یعنͬ نماییم حل
را خود تمرکز که است بهتر بنابراین .P = NP یعنͬ این و کنیم حل جمله ای چند زمان در
چنین وجود زیر قضیه ی دارد؟ وجود مساله ای چنین آیا اما دهیم. قرار مسائلͬ چنین روی بر

ͬ دهد. م نشان را مساله ای
بتواند مسأله، ΁ی برای زمان‐چندجمله ای ال·وریتم ΁ی اگر است NP −hard مسأله ΁ی
حداقل NP − hard مسأله بسازد. NP مسأله هر برای زمان‐چندجمله ای ال·وریتم ΁ی
است. NP − hard ، H مسأله ΁ی دی·ر بیان به هستند. NP مسائل سخت  ترین به سختͬ،

یابد. کاهش H به جمله ای زمان‐چند در بتواند NP در L مسأله هر اگر
به متعلق مسأله این و باشد NP − hard مسأله ΁ی اگر است NP − Complete مسأله ΁ی
NP−Complete مجموعه زمانͬ) لحاظ (به NP مجموعه مسائل باشد. سخت ترین NP کلاس
برایشان چندجمله ای اجرادرزمان قابل شده شناخته ال·وریتم حال تابه مسائل دراین هستند.

ͬ شوند. م تعریف آن ها حل زمان برای نمایی حدپایین معمولا و نشده  ارئه
شما اگر مثال عنوان به دارند. قرار NP −Complete درمجموعه ، NP مجموعه مسائل اغلب
را ایمیلتان پسورد اگر ولͬ دارین سروکار p نوع از مسأله ای ΁ی با کنید وارد را ایمیلتان پسورد
هستید. طرف NP −Complete ازنوع ممسأله ΁ی با کنید امتحان ی΄ͬ ی΄ͬ بخواهید و ندانید
مسائل ͬ توانیم م کنیم، محاسبه تورینگ ماشین و ابزارها با را ال·ورتیم پیچیدگͬ نتوانستیم اگر
که بزرگتر مسأله ΁ی ساختار یعنͬ دهیم کاهش معلوم پیچیدگͬ کلاس با مسائلͬ به را بزرگتر
برقرار ΁ی به ΁ی تناظر به طوری که بدهیم. تقلیل کوچ΄تر مسأله به را دارد مشخص پیچیدگͬ
تبدیل B مثال به A مثال که است فرآیندی ΁ی ، B مسأله به A مسأله از تبدیل ΁ی باشد.
تبدیل ΁ی ما اگر است. تبدیلͬ مثال در B از جوابی کلͬ حالت در A جواب پس ͬ شود. م
برای مناسب ال·ورتیم ΁ی هم چنین و باشیم داشته B به A از مناسب (زمان‐چندجمله ای)
ͬ گوییم م حالت این در داشت. خواهیم A برای مناسب ال·ورتیم ΁ی آن گاه باشیم. داشته B

B مسأله و یابد کاهش B مسأله به A مسأله اگر است. شده تبدیل یا و یافته کاهش B به A
به علاوه است. حل قابل p زمان در هم A مسأله که گفت ͬ توان م آن گاه شود. حل p درزمان
گرفت نتیجه ͬ توان م نشود. حل p زمان در A مسأله و یابد کاهش B مسأله به A مسأله اگر
΁ی با باشیم توانسته و باشد NP − hard در A اگر شد. نخواهد حل p زمان در B مسأله که
΁ی) است NP −hard مسأله ΁ی B آن گاه دهیم. کاهش B به را A زمان‐چندجمله ای تبدیل

دهد) نتیجه A برای چندجمله ای ال·وریتم ΁ی ، B برای چندجمله ای ال·وریتم
است. NP − Compelet مساله ی ΁ی مداری صدق پذیری مساله (کوک). آ  . ٣ . ١ قضیه

بعدی قضیه ͬ کنیم. م نظر صرف کوک قضیه اثبات و مداری صدق پذیری مساله تعریف از
ͬ کند: م باز بیشتر NP − Compelet مسائل برای را راه
مداری صدق پذیری ⪯p ٣‐صدق پذیری آ  . ٣ . ٢. قضیه
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شود، حل جمله ای چند زمان در ٣‐صدق پذیری مسال اگر که ͬ دهد م نشان قضیه این
حل جمله ای چند زمان در NP مساله های تمام نتیجه در و مداری پذیری صدق مساله ی
همچنین است. NP − Compelet مساله ی ΁ی ٣‐صدق پذیری مساله بنابراین شد. خواهند
مجموعه ای، پوشش مساله های تمام دادیم، انجام قبل قسمت در که کاهش هایی به توجه با
در زیادی مسائل هستند. NP − Compelet مساله های نیز مستقل مجموعه و راسͬ پوشش
نیز گراف ΁ی در همیلتونͬ مسیر یا دور کردن پیدا مساله ی مثال برای دارند. وجود دسته این

است. NP − Compelet مساله ی ΁ی

داده عدد n شامل Nمجموعه ی است: صورت این به زیرمجموعه ها ͽجم مساله آ  . ٣ . ١. مثال
شود؟ W با برابر دقیقا آنها ͽجم که دارد وجود اعداد این از مجموعه ای زیر آیا است. شده

ͬ دهیم: م نشان کار این برای است. NP − Compelet مساله ی ΁ی مساله این ͬ دهیم م نشان
‐٣ مساله از نمونه ΁ی کنید فرض کار این برای پذیری) ٣‐صدق ⪯p زیرمجموعه ها ͽجم)
X مجموعه از متغیرها کنید فرض است. شده داده C١, . . . , Ck گزاره k شامل پذیری صدق
که عدد ٢n+٢k شامل را زیرمجموعه ها ͽجم مساله ی از نمونه ΁ی حال باشد. متغیر n شامل
بسازید: است شده داده نشان مثال در که صورت این به را هستند رقم n+ k آن ها از کدام هر

C١ = x̄ ∨ y ∨ z •

C٢ = x ∨ ȳ ∨ z •

C٣ = x ∨ y ∨ z̄ •
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است. آنها نقیض و متغیرها به مربوط اول سطر n که شده ساخته صورت این به جدول این
به مربوط که ستونͬ همچنین است. ΁ی با برابر متغیر آن به مربوط ستون متغیر هر ازای به
است اضافه سطرهای هم آخر سطر k است. ΁ی نیز ͬ باشد م متغیر آن شامل که است گزاره ای
را خود W مقدار است کافͬ حال برسانیم. ۴ مقدار به را ستون ΁ی ͽجم بتوانیم آنها با که
تعداد با برابر ۴ها تعداد و متغیرها تعداد با برابر ی΁ ها تعداد آن در که ١١ . . . ١۴۴ . . .۴ با برابر
انتخاب باید نقیضش یا و خودش متغیر هر از که ͬ دهد م نشان ابتدایی ی΁ های است. گزاره ها
از تعداد هر که کنید توجه باشد. شده ارضا باید گزاره هر که ͬ دهد م نشان و۴ باشد شده
مربوط ستون مقدار ͬ توان م آخر سطر ۴k استفاده با باشند، ١ با برابر که گزاره ΁ی متغیرهای

رساند. ۴ به را آن به
به و است نشده داده NP − Compelet مساله های برای جمله ای چند ال·وریتم هیچ کنون تا
مربوط ون نمودار ی΄ͬ تصویر، باشد.دو داشته وجود ال·وریتم هایی چنین که ͬ رسد نم هم نظر
مشاهده ͬ توانید م را ی΄دی·ر به مساله های کاهش نمودار دی·ری و P,NP مجموعه های به
مسائل تمام که ͬ دهد م نشان تراگذری خاصیت .X ⪯p Y یعنͬ Y به Xاز دار جهت یال کنید.
که بشود ثابت اگر ͬ باشند. م ی΄سانͬ سختͬ درجه دارای شده داده نشان NP − Compelet

ͬ کند م تغییر ون نمودار دارد، حل راه جمله ای چند زمان در NP − complete مساله های از ی΄ͬ
تا اتقاق این ͬ شود. م مجموعه ΁ی به تبدیل NP −Compeletو NP و P مجموعه های تمام و

است. نیافتاده امروز
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Aabstract

A set D ⊆ V of vertices in a graph G = (V,E) is a dominating set if every vertex in V −D is
adjacent to a vertex in D. The minimum cardinality of a dominating set is called the domination
number ofG and is denoted by γ(G). A setD ⊆ V of vertices in a graphG is a total dominating set
if every vertex in V is adjacent to a vertex in D. The minimum cardinality of atotal dominating set
is called the total domination number of G and is denoted by γt(G). The disjoint total domination
numberγtγt(G) of graph G is defined as follows:

γtγt(G) = min{|D1|+ |D2| : D1, D2 are disjoint total dominating sets of G}

In this thesis, We study disjoint total dominating sets in graphs and obtion several exact valuse,
Bounds and caracterizations.
Keywords: domination number, inverse domination number, total domination number, inverse
total domination number, disjoint domination number, disjoint total domination number



Shahrood University of Technology

Faculty Of Mathematical Sciences

MSc Thesis in: Graph and combinatorics

Disjoint total dominination number of graphs

By: Parinaz Soltan

Supervisor

Dr. Nader Jafari Rad

Advisor

Seyed Reza Musawi

September 2017


	فهرست تصاویر
	فهرست جداول
	مقدمات و تعاریف
	تعاریف و مفاهیم اولیه 
	احاطه‌گری 

	 مجموعه احاطه‌گر و مجموعه احاطه‌گر معکوس 
	 مجموعه احاطه‌گر
	مجموعه احاطه‌گر معکوس
	مجموعه‌های احاطه‌گر مجزا
	پیچیدگی محاسباتی
	نتایج ساختاری برای درخت‌ها

	مجموعه احاطه‌گرتام و احاطه‌گر تام معکوس
	عدد احاطه‌گری تام
	کران برای t(G)+t() 
	عدد احاطه‌گری تام معکوس
	عدد احاطه‌گر تام معکوس در گراف تاج
	گراف های با t(G)=t-1(G)=2

	عدد احاطه‌گری تام مجزا در گراف
	مجموعه‌های احاطه‌گر و احاطه‌گر تام مجزا 
	گراف های اکسترمال برای قضیه 4‏.‏1‏.‏3
	نتیجه کلی

	 عدد احاطه‌گری تام مجزا
	پیشنهادها

	مراجع
	مسائل تصمیم
	کلاس‌های P, NP
	تکنیک کاهش چند جمله‌ای
	NP-Complete

	واژه‌نامه فارسی به انگلیسی

