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พ়ࢁඟوণپاسਟی�پایانઍ࡙ख़وص೯داਪیا॥تඩযرراا່یدوଘاوदدرتا৯دীുیدن
دادهوواਪฬی�یباॹࡷوهراభوओودشان້اردادواورااଘජ໑تلاشوঈوॳش৶ࢤودو

াسازارادتخاعاభଘଡگاه೯داو৯دਟی�േঙتالازما॥تازاণتادارേ॒ندপنابراঘ࣒مایایراୀایগداশࢌඩযرণ່تاد.
آ༚یدනرࣵࡆتاਣീࣹیෙایଘخاૐॣජໍهصدرورঘ࣒ࢤود�یدॼوزاੀ০భଡه�ی
دارم.اଌنرساජ໑ଔاड़ورد੪ॸفऒود້ارداد৯دوراঘ࣒ماਪی�یلازمرا৶ࢤود৯دพ়ࢁඟوदدردای
ازدوণتانෙय़بانوൕঙࣂهঙاকمໆرکارخاৣمسඇൢهඵෂرا५دیوໆرکارخاৣمঝس
ی�ਠ൏।یاریازീযشانীتا८مداࣼدونیی�ਪ࣒ماঘوراࣱلیاری�ॻدଘیਞণࢯما

راୀامآساනر৶ࢤود৯د،ণپاسࢂචارم.
නرଌنو ਟی�آرزویرضاশࢌوردگارਵࣞعالوآراज़شیال؛ऒود

ارزേॷندଌୃنพ়ࢁඟوदدردایا॥ت.
ماઔअلآड़وهمراৎقدمਗی࣒مଘآฬنෙय़آॶمایشانآرامমࡑشآلام

د



ه�

زਣඇඖیاما॥ت
گاকم،دণتان৮ෙय़درم ଘاਬࣥوارଌୃنتൊه

گاهز৯دজ࣓م،ࣼمانධසزاوਪیൕঙࣂهୀامਗیما৯د ৽نଌୃزධසଘ
آड़و࣎موଦଽبࢆوॵمෘऩهایازభیایਟی ଦଽآड़و࣎مభمࢁࢵب࠙قॷما

ඟ໊انෙय़باඇඓتانراণپاسಪࣥواৣمبࢉوم.
اජ໑وزਠീیامଘاঃیدॷما॥تو່داکൎیدباغࢪു࣎مرضایॷما

رهآوردیඟ໋انျণگୃازاଌنارزان৯داত࣎مଘหخاکپاশتانষثار࣒م،با॰د
حاલلتلاॵمീি࣓مদوଡࣆبارඇൡวീࣺتانراБЗداید.

রوୀଖدণتانหෙय़ن



ଓฬ࠻ھدৎ
دانشگاه کاربردی و ریاضی عددی آنالیز رشته ارشد کارشناسی دانشجوی مهرورز مرضیه اینجانب
تحت خروجی، خورد پس با کسری خطی سیستم�های پایداری عنوان با پایان�نامه نویسنده شاهرود،

می�شوم: متعهد طهرانی احسنی حجت دکتر راهنمایی

است. برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط پایان�نامه این در تحقیقات •

است. شده استناد استفاده مورد مرجع به پژوهش�گران، دیگر پژوهش�های نتایج از استفاده در •

امتیازی یا مدرک نوع هیچ دریافت برای دیگری فرد یا خود، توسط کنون تا پایان�نامه، این مطالب •
است. نشده ارایه هیچ�جا در

دانشگاه “ نام با مستخرج مقالات و دارد، متعلق شاهرود دانشگاه به اثر، این معنوی حقوق •
رسید. خواهد چاپ به “ Shahrood University “ یا “ شاهرود

مقالات در بوده�اند، تاثیرگذار پایان�نامه اصلی نتایج آوردن به�دست در که افرادی تمام معنوی حقوق •
می�گردد. رعایت پایان�نامه از مستخرج

شده استفاده آنها) بافت�های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان�نامه، این انجام مراحل تمام در •
است. شده رعایت اخلاقی اصول و ضوابط است،

یافته دسترسی افراد شخصی اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان�نامه، این انجام مراحل تمام در •
است. شده رعایت انسانی اخلاق اصول و رازداری اصل است، شده استفاده) (یا

مهرورز مرضیه
١٣٩۵ بهمن

رایانه�ای، برنامه�های کتاب، مستخرج، (�مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
به باید مطلب این می�باشد. شاهرود دانشگاه به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم�افزارها

شود. ذکر مربوطه علمی تولیدات در مقتضی، نحو

نمی�باشد. مجاز منبع ذکر بدون پایان�نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده •

و



چൊیده
مقدار روش دو طریق از خروجی خورد پس با زمانی گسسته خطی سیستم�های پایداری پایان�نامه این در

دادیم. قرار بررسی مورد غیرخطی پارامتری روش و ماتریسی معکوس ویژه
سایر و رباتیک مهندسی خصوصا صنعت در گسسته زمان کسری مرتبه عملگرهای سازی پیاده
تابع دیجیتالی سازی پیاده در کلیدی گام است. اهمیت حایز بسیار مکانیک و برق مهندسی شاخه�های
زیادی روش�های است. کسری مرتبه مشتق�گیری سازی گسسته یا عددی محاسبه کسری، مرتبه انتقال

می�گیرد. قرار استفاده مورد سیستم نوع با متناسب که دارد وجود سازی گسسته برای
... و مدار نظریه ژئوفیزیک،� کنترل، طراحی مثل علوم از بسیاری در معکوس ویژه مقدار مسائل
در ویژه مقادیر تخصیص مبحث در آن از استفاده مسئله، این کاربرد�های مهم�ترین از یکی دارد. کاربرد
از استفاده با ویژه مقادیر تخصیص مسئله حل برای جدید روشی پایان�نامه این در است. کنترل نظریه
است شده بیان برداری همدم فرم پایه بر غیرخطی پارامتری روش و ماتریسی معکوس ویژه مقدار روش
این از استفاده با بار اولین برای کسری سیستم�های خروجی خورد پس ماتریس آوردن به��دست سپس و
ارائه متلب نرم�افزار از استفاده با ذکرشده روش�های کارایی برای مثال�هایی پایان در گردید. مطرح روش

کرده�ایم.
کنترل و بهینه کنترل معادلات حل برای محاسباتی روش یک حاضر حال در رساله این ادامه در
حالت متغیرهای واقع در است. حالت پارامتر�سازی پایه بر روش این دهیم. می ارائه نوسان�گر میان�گر
حرکت، معادله می�شوند. زده تقریب ناشناخته ضرایب با بابکر چندجمله�ای�های به�وسیله ما کنترلی سیستم
کنترل مسئله یک بنابراین می�شوند. تبدیل جبری معادلات از بعضی به مرزی شرایط و عملکرد شاخص
حل قابل بهینگی مفاهیم از استفاده با راحتی به آن از بعد که می�شوند تبدیل سازی بهینه مسائل به بهینه

است. آمده به�دست عملکرد شاخص عددی ارزش روش این با می�باشند.
همگرایی زد. تقریب زمان از تابعی عنوان به می�توان را حالت متغیرهای و کنترل متغیرهای همچنین
و کارایی دادن نشان برای آزمون نمونه چند از آمده بدست عددی نتایج است. شده ثابت الگوریتم این

است. شده ارائه نیز روش کاربرد

پس خورد، پس ماتریسی، معکوس ویژه مقدار مسائل بهینه، کنترل مسائل کلیدی: کلمات
میان�گر کنترل و خطی کنترل پایداری، ویژه، مقادیر تخصیص کسر، کسری، سیستم�های خروجی، خورد

وایرشتراس تقریب تئوری بهینه�سازی، مسائل بابکر، چندجمله�ای بسط طرح نوسان�ساز،





مطالب فهرست

یج تصاویر لیست

یه� جداول لیست

١ کنترل نظریه�های و پس�خورد با آشنایی ١
١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دیفرانسیلی سیستم�های ١.٠.١
٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کنترل نیازهای پیش و تعاریف ١.١
۴ . . . . . . . . . . . . . . . . حالت فضای سیستم�های مدل�سازی ١.١.١
۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کرونکر ناورداهای ٢.١.١
٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . زمانی تأخیرهای ٢.١
٨ . . . . . . . . زمانی تأخیر با زمانی گسسته خطی سیستم�های کنترل ١.٢.١
٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . ریاضی نیاز�های پیش و تعاریف ٢.٢.١
٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ویژه بردار و ویژه مقادیر ٣.٢.١
١١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کسری مشتق برای نیاز مورد تعاریف ٣.١
١١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . کسری مرتبه از انتگرال و مشتق ١.٣.١
١٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . نیاز مورد مفاهیم از دیگر برخی ٢.٣.١

چند�جمله�ای بسط طرح از استفاده با بهینه کنترل مسائل حل برای عددی روش یک ٢
١٧ بابکر
١٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ١.٢
١٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بهینه کنترل معرفی ١.١.٢
٢٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مسئله شرح ٢.٢
٢١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دوم درجه بهینه کنترل مسائل ١.٢.٢
٢٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خطی نوسان کنترل ٢.٢.٢
٢۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بابکر �های چند�جمله ٣.٢.٢
٢۵ . . . . . . . . . . بابکر چندجمله�ای از استفاده با بهینه کنترل مسائل عددی حل ٣.٢
٢٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کارآمد الگوریتم یک ١.٣.٢

ط



ی مطالب فهرست

٢٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مطالعه برای مثال�ای ٢.٣.٢
٣٠ . . . . . . . . . . . . بابکر چند�جمله�ای�های طرح همگرایی بررسی ٣.٣.٢
٣٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . عددی مثال�های ۴.٢

۴٣ روشپارامتری معکوسو ویژه مقدار مسأله�ی از استفاده با یکسیستم خروجی پس�خورد ٣
۴٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . ویژه مقادیر تخصیص برای پارامتری روش ١.٣
۴۴ . خروجی پس�خورد با گسسته�زمانی خطی سیستم�های زمانی بهینه کنترل ١.١.٣
۴۵ . . . . . . . . . تشابهی تبدیلات از استفاده با ویژه مقادیر تخصیص ٢.١.٣
۴٨ . . . . . . . خروجی پس�خورد به�وسیله ویژه مقادیر تخصیص برای پارامتری روش ٢.٣
۴٨ . . . . . . . حالت پس�خورد ماتریس به�وسیله�ی ویژه مقادیر تخصیص ١.٢.٣
۵١ . . . خروجی پس�خورد به تبدیل و حالت پس�خورد برای پارامتری روش ٢.٢.٣
۵۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . سیستم یک معکوس کنترل ٣.٣
۵۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تاریخچه ١.٣.٣
۵٨ . . ویژه مقادیر تخصیص مسأله و معکوس ویژه مقدار مسأله بین ارتباط ٢.٣.٣
۶١ . . . . . . . . . . خروجی پس�خورد با ویژه مقادیر تخصیص مسأله�ی ٣.٣.٣
۶۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . معکوس ویژه مقدار روش الگوریتم ۴.٣.٣
۶۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . جدید روش الگوریتم ۵.٣.٣

٧۵ گسسته کسری مشتق سیستم�های معکوس کنترل ۴
٧۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پس�خورد ١.۴
٧۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تاریخچه ١.١.۴
٧٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کسری سیستم�های ٢.۴
٧٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ١.٢.۴
٧٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کسری مشتق و انتگرال ٢.٢.۴
٨٠ . . . . . . . . . . . . . . . گرونوالد-لتنیکوف کسری مرتبه مشتق ٣.٢.۴
٨٢ . . . . . . . استاندارد سیستم�های به کسری گسسته سیستم�های تبدیل ۴.٢.۴
٩۶ خطی غیر پارامترسازی روش از استفاده با کسری گسسته سیستم�های کنترل ۵.٢.۴
١٠٠ . . کسری سیستم�های پس�خورد کنترل برای خطی غیر پارامتری روش ۶.٢.۴

١٠٣ خروجی پس�خورد از استفاده با حالت پس�خورد ماتریس محاسبه جهت جدید روشی ۵
١٠۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مسئله طرح ٧.٠.۵
١٠۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . معکوس ویژه مقدار ٨.٠.۵

١١١ نتیجه�گیری ۶

١١٣ ٧



یآ مطالب فهرست

١٢١ مراجع





تصاویر لیست

٧٢ . . . . . . . . . . . . . می�شوند همگرا تعادل نقطه به ورودی بردار مؤلفه�های ١.٣
٧٢ . . . . . . . . . . . . . می�شوند همگرا تعادل نقطه به ورودی بردار مؤلفه�های ٢.٣
٧٣ . . . . . . . . . . . . . می�شوند همگرا تعادل نقطه به ورودی بردار مؤلفه�های ٣.٣
٧٣ . . . . . . . . . . . . . . می�شوند همگرا تعادل نقطه به حالت بردار مؤلفه�های ۴.٣
٧٣ . . . . . . . . . . . . . . می�شوند همگرا تعادل نقطه به حالت بردار مؤلفه�های ۵.٣
٧۴ . . . . . . . . . . . . . . می�شوند همگرا تعادل نقطه به حالت بردار مؤلفه�های ۶.٣

٧۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بسته حلقه و باز حلقه سیستم��های ١.۴
٩۵ . . . . . . . . . . . . . می�شوند همگرا تعادل نقطه به حالت بردار مؤلفه�های ٢.۴
٩۵ . . . . . . . . . . . . . . می�شوند همگرا تعادل نقطه به حالت بردار مؤلفه�های ٣.۴
٩۶ . . . . . . . . . . . . . می�شوند همگرا تعادل نقطه به ورودی بردار مؤلفه�های ۴.۴
٩۶ . . . . . . . . . . . . . می�شوند همگرا تعادل نقطه به ورودی بردار مؤلفه�های ۵.۴

١٠٨ . . . . . . . . . . . . . . می�شوند همگرا تعادل نقطه به حالت بردار مؤلفه�های ١.۵
١٠٩ . . . . . . . . . . . . . . می�شوند همگرا تعادل نقطه به حالت بردار مؤلفه�های ٢.۵
١٠٩ . . . . . . . . . . . . . می�شوند همگرا تعادل نقطه به ورودی بردار مؤلفه�های ٣.۵
١٠٩ . . . . . . . . . . . . . می�شوند همگرا تعادل نقطه به ورودی بردار مؤلفه�های ۴.۵

یج





جداول لیست

٣۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ١ جدول ١.٢
٣۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٢ جدول ٢.٢
٣٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٣ جدول ٣.٢
٣٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۴ جدول ۴.٢
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۴١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٧ جدول ٧.٢

یه�



١ فصل
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دیفرانسیلی سیستم�های ١.٠.١

کرد توصیف زیر فرم به دیفرانسیل معادلات دستگاه یک با می�توان را فیزیکی سیستم�های از بسیاری

dx۱
dt

= f(x۱(t), x۲(t), . . . , xn(t), u۱(t), . . . , um(t), t)

dx۲
dt

= f(x۲(t), x۲(t), . . . , xn(t), u۱(t), . . . , um(t), t)

...
dxn
dt

= f(xn(t), x۲(t), . . . , xn(t), u۱(t), . . . , um(t), t)

(١.١)

البته و سیستم حالت ورودی�ها، از تابعی از استفاده با را سیستم یک حالت تغییرات بالا معادلات در
و طبیعی وقایع می�توان تکنیک این از استفاده با کردیم. نویسی فرمول تغییر هر نظر مورد زمان مدت
البته و حالت معادلات که محرک و موثر عوامل از معادله�ای صورت به را سیستم یک حالت تغییرات
xi(t) به (١.١) معادلات در نوشت. ورودی معادلات عنوان به واقعه هر در نهفته فطری استعداد�های

هستند. t زمان در ورودی متغییر ui(t) و t زمان در سیستم حالت متغیر
دهیم: قرار اگر

X(t) =


x۱(t)

x۲(t)
...

xn(n)

 , U(t) =


u۱(t)

u۲(t)
...

un(n)

 , F =


f۱

f۲
...
fn

 .

می�شود تبدیل زیر فرم به (١.١) معادلات آنگاه

ẋ(t) = F [x(t), u(t), t] (٢.١)



٢ کنترل نظریه�های و پس�خورد با آشنایی .١

ستونی بردار یک U(t) و حالت بردار به موسوم بعدی n ستونی بردار یک X(t) و زمان متغیر t آن در که
فضای از تابعی f و می�کند تغیر زمان با در که می�باشد کنترل متغیر یا ورودی بردار به موسوم بعدی m

می�باشد. f : Rn+m+۱ −→ Rn

سیستم بر حاکم فیزیکی قوانین از معمولا که می�نامیم سیستم حالت دیفرانسیل معادله را فوق معادله
�می�آید. بدست

سیستم خروجی معادلات .١.٠.١ تعریف

تغییر زمان با که است) خروجی متغیر�های تعداد r).باشد r بعد با بردار یک y(t) که کنید فرض
است. وابسته �u(t) و x(t) به زیر بصورت و می�کند

y(t) = g(x(t), u(t), t). (٣.١)

یک خلاصه بطور یا متناهی بعد با سیستم یک شود؛ توصیف (٣.١) و (٢.١) معادلات با که سیستمی
می�نامیم. سیستم دیفرانسیلی معادلات و می�شود نامیده ورودی-خروجی دیفرانسیل سیستم

کنترل نیازهای پیش و تعاریف ١.١
خطی دیفرانسیل سیستم .١.١.١ تعریف

ورودی- دیفرانسیل سیستم صورت این در باشند، خطی g و f توابع (٣.١) و (٢.١) معادلات در اگر
می�باشد: زیر صورت به سیستم دیفرانسیل معادلات این�صورت در می�نامیم. خطی را }خروجی

ẋ(t) = A(t)x(t) +B(t)u(t)

y(t) = C(t)x(t) +D(t)u(t)
(۴.١)

زمان(ناوردای از مستقل معادلاتخطی صورت دراین ثابت، یا و باشند زمان از Dمستقل Cو ،B ،A اگر
می�نویسیم: و گویند }زمانی)

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t)

y(t) = Cx(t) +Du(t)
(۵.١)

چیست؟ در سیستم و دینامیکی معادلات تفاوت
خارجی محرک یک به پاسخ در زمان از لحظه هر در رفتارش که است سیستمی دینامیکی،� معادله یک
نحوی به یکدیگر، با مرتبط فیزیکی تجهیزات از است آرایشی سیستم، می�کند. تغییر خارجی نیروی یا

دهد. ادامه خود کار به هدف�دار و منظم ابزاری شکل به که

کنترل نظریه .٢.١.١ تعریف



٣ کنترل نیازهای پیش و تعاریف .١.١

توسط معین فیزیکی سیستم یک حالت x(t) ∈ Rn آن در که (۵.١) دینامیکی خطی معادله در
هستند. زمان از مستقل B ∈ Rn×m و A ∈ Rn×m ماتریس دو می�شود. مشخص u(t) ∈ Rm ورودی
حالت کنترل قانون دو از استفاده با که است، u(t) ورودی انتخاب کنترل، نظریه در کلاسیک مساله یک
مختلفی شرایط در آنها دوی هر داردکه وجود کنترل نوع دو کلی، حالت در می�شود. تعریف خروجی یا
حالت خطی تابع یک عنوان به u(t) ورودی حالت، پس�خورد کنترل در می�گیرند. قرار استفاده مورد

یعنی: است. شده انتخاب x(t)

u(t) = Fx(t), (۶.١)

می�شود؛ تبدیل زیر بسته�ی حلقه سیستم به (۵.١) سیستم ترتیب این به

ẋ(t) = (A+BF )x(t). (٧.١)

البته و نظر مورد تعادل نقطه به رسیدن برای F ∈ Rn×n ماتریس آوردن بدست کنترل در اصلی هدف
سیستمی پایداری به رسیدن و تعادل نقطه است توجه قابل است. سیستم پاسخ به بخشیدن سرعت
آوردن بدست و همگرایی اثبات و �ها پایداری انواع برررسی جمله از دارد پی در نیز را دیگری محاسبات

است. عمومی جواب�های مجموعه
ماتریس ویژه��ی تخصیصمقادیر که، است برخوردار زیادی بسیار اهمیت از F انتخاب کنترل نظریه در
ویژه مقادیر تخصیص را مسائل این می�باشد. حل شیوه�های از یکی سیستم نوع با متناسب (A+BF )

y(t) خروجی فقط و نیست، مشاهده قابل مستقیم طور به x(t) حالت بردار موارد بعضی در می�نامند.
می�شود؛ تعریف زیر قانون با که است دسترس در

y(t) = Cx(t), (٨.١)

از خطی تابع یک عنوان به u(t) ورودی کنترل نوع این در است. معلوم ماتریس C ∈ Rr×n آن در که
می�شود؛ اتخاب y(t) خروجی

u(t) = Ky(t) (٩.١)

می�شود؛ تبدیل زیر، فرم به بسته حلقه دینامیکی سیستم که

ẋ(t) = (A+BKC)x(t) (١٠.١)

دلخواه ویژه مقادیر به�طوری�که است، (m×r) ابعاد با ،K خروجی پس�خورد ماتریس انتخاب هدف، حال
مقادیر تخصیص مسائل گونه این به کند. پیدا تخصیص (A+BKC) ماتریس به شده، تعیین قبل از و
محدودیت معکوس(بدون ویژه�ی مقدار مسائل از خاصی نوع یک که، گویند خروجی پس�خورد با ویژه

است. (K ماتریس ساختاری فرم روی

سیستم انواع .٣.١.١ تعریف
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می�کنیم: تقسیم نوع دو به را سیستم�ها

پیوسته *

گسسته *

خاصی زمانی نقاط در فقط حالت تغییر و می�باشند گسسته ذاتا سیستم�ها از بعضی .۴.١.١ ملاحظه
سیستم خروجی که است چکان قطره گسسته ذاتا سیستم�های از ای نمونه می�گیرد. صورت ti مانند

می�باشد. گسسته

حالت فضای سیستم�های مدل�سازی ١.١.١

برای است. حالت فضای اساس بر سیستم مدل�سازی مدرن، کنترل بر مبتنی روش�های در که گفتیم
که می�دهیم: نمایش (۵.١) به�صورت معادلات زمان) با ناپذیر (تغییر زمانی١ ناوردای خطی سیستم�های

آن در

زمان، متغیر t -

حالت، بردار به موسوم بعدی n ستونی بردار یک x(t) -

کنترل، متغیر یا ورودی بردار به موسوم بعدی m ستونی بردار یک u(t) -

خروجی بردار� نام به زمان با متغیر بعدی r بردار یک y(t) -

هستند.

ناوردای كنترل سيستم يك را سيستم آنگاه باشند، ثابت سيستم ماتريس�های همه�ی اگر .۵.١.١ تعریف
تنها سهولت برای و می�گیرند قرار بررسی مورد زمانی ناوردای خطی سیستم�های این�جا در گوييم. زمانی

می�کنیم. بسنده سیستم واژه به

یا محاسبه قابل زمان از لحظه هر در دو هر یا و ورودی یا حالت بردار سیستم�ها، از برخی برای
است. دسترس در کمیت�ها این ،(i = ۰,۱, · · · , n) ،ti نقاط از دنباله�ای در بلکه نیستند، اندازه�گیری
است: زیر اول مرتبه تفاضلی معادله به�صورت هم�ارز به�طور سیستم حالت دیفرانسیل معادله موارد، این +x(iدر ۱) = Ax(i) + Bu(i)

y(i) = Cx(i) +Du(i)
(١١.١)

هستند. ti زمان در خروجی و ورودی و حالت بردارهای به�ترتیب، y(i) و u(i) و x(i) آن در که

١Linear Time Invariant
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در فقط سیستم حالت تغییر و هستند زمانی گسسته ذاتی به�طور سیستم�ها از برخی .۶.١.١ ملاحظه
است: زیر خطی گسسته به�صورت سیستم حالت، این در می�پذیرد. صورت خاصی زمانی نقاط

x(i+ ۱) = Ax(i) +Bu(i) (١٢.١)

مانند باشند. حسگر٢ با اندازه�گیری قابل و باشند داشته فیزیکی تعبیر می�توانند حالت متغیرهای
فیزیکی تعبیر و باشند ریاضی کمیت�های می�توانند همچنین جابجایی. و سرعت دما، جریان، ولتاژ،

است. ریاضی محاسبات ساده�سازی آن�ها از استفاده علت که باشند نداشته

پذیری کنترل .٧.١.١ تعریف

به x(t۰) اولیه دلخواه بردار از را سیستم حالت بتوان هرگاه گوییم، پذیر کنترل را سیستم معادلات
آن هدایت و ربات حرکت مثال برای رساند. تعادل حالت بنام x(ϑ) یا x(tϑ) مانند دیگری دلخواه بردار

دیگر. نقطه به نقطه یک از

از نبود، صفر تعادل نقطه اگر می�گیریم. نظر در مختصات مبدا یا صفر را تعادل نقطه .٨.١.١ ملاحظه
می�کنیم؛ استفاده زیر متغیر تغییر

z(ϑ) = x(ϑ)− xe (١٣.١)

استاندارد فرم به سیستم آن در که، گویند حالتی به سیستم تعادل حالت که کنید توجه .٩.١.١ ملاحظه
پایداری حالت در بررسی مورد هدف و است �����������آمده بدست کنترل از حاصل نتایج تمامی و می�گردد تبدیل
متوقف سیستم و شده تمام موفقیت با سیستم کنترل اینکه یا و است حرکت حال در ثابت سرعت با و
از بعد نرمال. دمای با آب به رسیدن هدف با سرد، و گرم آب لوله کردن باز مثال (برای است. شده

است) حرکت حال در ثابت سرعت با سیستم نتیجه حصول

مشاهده�پذیری .١٠.١.١ قضیه
جفت به بگیرید؛ نظر در را r ≤ n که شرط این با و Cr×n کامل رتبه ماتریس و An×n ماتریس

: ماتریس اگر گویند مشاهده�پذیر کاملا (A,C)


C

CA
...

CAn−۱

 ,

ماتریس اینکه با است معادل این که باشد کامل ]رتبه
A− SIn

C

]
, (١۴.١)

٢Sensor
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پذیر مشاهده ماتریس (١۴.١) ماتریس به صورت این در باشد، کامل رتبه S ∈ σ(A) هر برای
می�گوییم.

کاملا (At, Bt) ماتریس�های جفت هرگاه گویند پذیر کنترل���������� کاملا را (A,B) جفت .١١.١.١ ملاحظه
باشد. پذیر مشاهده

کرونکر ناورداهای ٢.١.١

کنترل�پذیری ماتریس
Q =

[
B AB A۲B · · · An−۱B

]
(١۵.١)

باشند، B ماتریس mام تا اول ستون�های �ترتیب به b۱, b۲, · · · , bm می�کنیم فرض بگیرید. نظر در را
نوشت: می�توان بنابراین

Q =
[
b۱ · · · bm Ab۱ · · · Abm · · · An−۱b۱ · · · An−۱bm

]
(١۶.١)

طوری را Q ماتریس ستون�های اولین از ستون n می�توان پس است، کنترل�پذیر دستگاه که آن�جایی از
که مستطیلی بلوک یک در را Q ستون�های آسان�تر، نمایش برای باشند. خطی مستقل که آورد به�دست

می�دهیم: نمایش زیر به�صورت دارد ستون m و سطر n

Q =



b۱ · · · bm

Ab۱ · · · Abm

A۲b۱ · · · A۲bm
... ... ...

An−۱b۱ · · · An−۱bm


(١٧.١)

وابسته قبلی بردار با که بردارهایی پایین، و راست به�طرف بلوک بالای چپ سمت گوشه از شروع با
حذف بلوک آن زیر در واقع بردارهای همه�ی شد حذف بردار اگر و می�کنیم حذف بلوک از خطی�اند،
این در باشد. بردار n خطی مستقل بردارهای تعداد که می�دهیم ادامه جایی تا را عمل این و می�شوند
بردار n این اگر می�کنیم. حذف بلوک از را آمده به�دست بردار n از غیر باقی�مانده بردارهای همه�ی حالت
مورد تبدیل و بود خواهد معکوس�پذیر P آنگاه دهیم قرار P ماتریس ستون�های به�ترتیب را خطی مستقل

می�آید. به�دست نظر

P =
[
b۱ · · · bm Ab۱ · · · Abm · · · Ap۱−۱b۱ · · · Apm−۱bm

]
(١٨.١)

صحیح عددی B ماتریس از ستونی متناظر بلوک از ستون هر به (١٧.١) رابطه در .١٢.١.١ تعریف
می�کند: صدق زیر رابطه در که می�شود مربوط pi مانند

۱ ≤ pi ≤ n i = ۱,۲, · · · ,m (١٩.١)

است، بلوک iام ستون در باقی�مانده بردارهای تعداد pi طرفی از می�نامیم. کرونکر ناورداهای را piها این
با: است برابر بلوک ستون�های در واقع بردارهای تعداد پس

p۱ + p۲ + · · ·+ pm (٢٠.١)



٧ زمانی تأخیرهای .٢.١

نتیجه در است، n برابر تعداد این طرفی از
p۱ + p۲ + · · ·+ pm = n (٢١.١)

(کمترین زمان کوتاه�ترین در را دستگاه حالت که هستیم به�گونه�ای F ماتریس به�دنبال بهینه کنترل در
می�کنیم: تعریف و می�نامیم، کنترل�پذیری اندیس را υ . برساند تعادل) حالت (به صفر به υ مانند مرحله)

υ = max {pi|i = ۱, · · · ,m} (٢٢.١)

و ورودی نبود صورت در که است حالتی خطی، کنترل سیستم یک برای تعادل حالت .١٣.١.١ تعریف
بماند. باقی حالت آن در خروجی اغتشاش،

حداکثر minآن�ها maxو بین اختلاف هرگاه گوییم منظم را (B,A) کرونکر ناورداهای .١۴.١.١ تعریف
گویند. نامنظم را کرونکر ناورداهای این�صورت غیر در باشد. یک

زمانی تأخیرهای ٢.١

اغلب زمانی تأخیر است. گرفته قرار محققان توجه مورد سال�ها تأخیری سیستم�های بررسی مسأله
اقتصادی، هوایی، الکتریکی، صنعتی، زیستی، بیولوژیکی، سیستم�های مانند متنوعی سیستم�های در
و ورودی مسیر بین در ... و ارتباطی شبکه�های هیدرولیکی، شبکه�های شیمیایی، فرایندهای اجتماعی،
آن�ها نامناسب عملکرد باعث سیستم�ها این در تأخیر وجود به�طوری�که می�افتد، اتفاق سیستم خروجی
زمانی تأخیرهای آن�ها در که بگیرید نظر در را مهندسی کاربردی برنامه�های مثال، به�عنوان می�شود.
توسط سیستم�ها این باشند. محاسبه تأخیرهای و انتقال تأخیرهای اندازه�گیری، تأخیرهای شامل می�تواند
گذشته دهه�های در گسترده�ای به�طور معادلات این که می�شوند داده نشان تأخیری دیفرانسیل معادلات
آید. به�وجود می�تواند سیستم یک ساختار اجزای از یک هر در تأخیر .[۴۵] گرفته�اند قرار مطالعه مورد
همین و باشد داشته ریشه نامتناهی تعداد تأخیری سیستم مشخصه معادله می�شود باعث تأخیر وجود
طراحی و پایداری بررسی در مخصوصأ کلاسیک روش�های با سیستم�ها این تحلیل می�شود باعث مساله

باشد. مشکل پس�خورد کننده کنترل
در (١٩٨٩) سال در گوریکی٣ توسط تأخیر با کنترل سیستم�های سنتز و تحلیل و تجزیه در رساله اولین
و گرفته قرار توجه مورد سیستم�ها این پایداری تحلیل مسأله اخیر دهه سه طی در است. شده منتشر [٢١]
اسمیت۴ پیش�بینی روش مانند روش�هایی همچنین .[٢٢] است شده مطرح زمینه این در زیادی مقالات
تأخیر، بدون سیستم یک به مسأله تبدیل با ،[۵۶] در (FSA) متناهی۵ تخصیصطیف روش و [۴٨] در

است. شده استفاده تأخیری سیستم�های کردن پایدار برای

٣Gorecki
۴Smith predictor
۵Finite Spectrum Assignment
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زمانی تأخیر با زمانی گسسته خطی سیستم�های کنترل ١.٢.١

رخ سیستم خروجی و ورودی مسیر بین در دینامیکی سیستم�های از بسیاری در معمولأ زمانی تأخیرهای
تحرک قدرت پیش�بینی به�منظور زمانی تأخیرهای این برای حساب سیستم مدل�های بنابراین می�دهد.�
سنتز روش سازنده اولین�بار برای کارزوئیل۶ که می�رسد نظر به �است. ضروری سیستم واقعی پویایی و
بعد است. ورودی در زمانی تأخیر با داده نمونه�برداری سیستم�های از بهینه زمان کنترل برای مستقیم
تعداد آن از پس و کرد، مطرح را زمانی تأخیر سیستم�های برای افزوده حالت بردار روش کاپچه٧ آن از

کرده�اند. استفاده زمانی تأخیر سیستم�های برای کنترل قوانین در کاپچه ایده از محققان از دیگری

محاسبه به�گونه�ای را افزوده سیستم برای حالت پس�خورد ماتریس که است این ما هدف این�جا در
یک اساس این بر کند. اختیار را صفر به نزدیک حداقل یا صفر ویژه مقادیر بسته حلقه سیستم که کنیم

است. شده ارائه افزوده) حالت (بردار حالت بردار بسط طبق سنتز
نظر در را ورودی و حالت بردار در تأخیر چند یا یک با زمانی گسسته سیستم�های بخش این در

می�پردازیم. دو هر یا و ورودی حالت، بردار در تأخیری انواع به�بیان این�جا در ما می�گیریم.
می�کنند. تقسیم�بندی دسته سه به را زمانی تأخیر با خطی متغیره چند زمانی گسسته سیستم�های ◁

خارج به متفاوت یا یکسان تأخیرهای دارای ورودی�ها تمام آن در که است سیستم�هایی شامل اول: دسته
دارند: زیر به�صورت فرمی و است زمانی تأخیر از صحیح عدد قسمت

x(k + ۱) = A۰ x(k) +
r∑

j=۱
Bj u(k − j)

متفاوت یا یکسان مقادیر با تأخیرهایی دارای حالت متغیرهای آن در که است سیستم�هایی شامل دوم: دسه
به�صورت: فرمی دارای و باشند،

x(k + ۱) = A۰ x(k) +
r∑

j=۱
Aj x(k − j) +B۰u(k)

هستند.

و حالت بردار در متفاوت یا یکسان مقادیر با تأخیر دارای که است سیستم�هایی شامل دسته این سوم: دسته
دارند. زیر به�صورت فرمی و است، ورودی

x(k + ۱) = A۰ x(k) +
r∑

j=۱
Aj x(k − j) +B۰ u(k) +

r∑
j=۱

Bj u(k − j), (٢٣.١)

A۰, Aj ماتریس�های ورودی، و حالت بردارهای به�ترتیب u ∈ Rm و x ∈ Rn که می�گیرند، نظر در
(j = ۱, · · · , r) هستند. n×m ماتریس�های B۰, Bj ماتریس�های و n× n ماتریس�های

۶Kurzweil
٧Koepcke



٩ زمانی تأخیرهای .٢.١

ریاضی نیاز�های پیش و تعاریف ٢.٢.١

ویژه بردار و ویژه مقادیر ٣.٢.١

ویژه مقدار .١.٢.١ تعریف

؛ به�طوری�که شود یافت X ̸= ۰ بردار اگر می�شود، نامیده Aماتریس ویژه مقدار یک λ ∈ C عدد

AX = λX (٢۴.١)

معروف ویژه مقدار به است خاص بردار هر برای چون و گویند ماتریس ویژه مقدار را λ حالت این در که
اگر است، Aماتریس ویژه بردار X ساده�تر عبارتی به می�نامیم؛ آن نظیر ویژه بردار را X ادامه در است.

باشد. X از مضربی AX

طیفی شعاع و ماتریس یک طیف .٢.٢.١ تعریف

شعاع قدرمطلق نظر از آن بزرگترین به و می�شود نامیده �Aماتریس طیف را ویژه مقادیر همه مجموعه
گویند. طیفی

مشخصه چندجمله�ای .٣.٢.١ تعریف

A ماتریس مشخصه چندجمله�ای می�باشد، A ماتریس ویژه مقادیر آن ریشه�های که �ای چندجمله
می�گوییم.

ویژه مقادیر درباره عمومی نکاتی .۴.٢.١ تعریف

می�شود: مختلط حتما هم ویژه بردار باشد؛ مختط λ اگر *

λX − AX = ۰
(λI − A)X = ۰ X ̸= ۰
det(λI − A) = ۰
det(λI − A) = λn + c۱λ

n−۱ + c۲λ
n−۲ + · · ·+ cn = ۰

مجموعه در نیز آن مزدوج حتما باشد، مختلط ای ویژه مقدار اگر هستند حقیقی ها ci ضرایب چون *
زیرا؛ دارد وجود سیستم جواب�های


λn + c۱λn−۱ + c۲λn−۲ + · · ·+ cn = ۰
λn + c۱λn−۱ + c۲λn−۲ + · · ·+ cn = ۰
λ
n
+ c۱λ

n−۱
+ · · ·+ cn = ۰
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داریم؛ کل در بالاست، مجموعه جواب λ ریشه که

λ ∈ Γ =⇒ λ ∈ Γ

دارد. ویژه مقدار تا n دقیق An×n ماتریس هر برای ازطرفی و باشند مربعی باید حتما ماتریس�ها *

باشد. ۱ باید λn ضریب که مشخصه چندجمله��ای در *

می�شود؛ A ویژه بردار نیز X از مضربی هر باشد، Aماتریس ویژه بردار X اگر *

AX = λX

PAX = PλX → A(PX) = λ(PX)→ PX = Y → AX = λY

می�توانیم که شود دقت هستند. خطی مستقل آنها نظیر ویژه بردار�های باشند، متمایز ویژه مقادیر اگر *
است. مهم برایمان خطی استقلال شرط ولی باشیم داشته ویژه بردار بی�نهایت

با چند�جمله�ای یک det (λI −A) = ۰ مشخصه معادله An×n حقیقی ماتریس برای .۵.٢.١ ملاحظه
α ± iβ مختلط مزدوج به�صورت یا حقیقی به�صورت ویژه مقادیر کلیه بنابراین است. حقیقی ضرایب

است.

قابل زیر به�صورت ماتریس اثر و دترمینان λ۱, λ۲, · · · , λn ویژه مقادیر با An×n حقیقی ماتریس برای
است: محاسبه

det (A) = λ۱ λ۲ · · · λn

trace (A) = λ۱ + λ۲ + · · ·+ λn

را چند�جمله�ای این است. n مرتبه از چند�جمله�ای یک An×n ماتریس هر برای مشخصه چند�جمله�ای
داد: نمایش زیر به�صورت می�توان

det (λI − A) = (λ− λ۱)(λ− λ۲) · · · (λ− λn)

باشند. تکراری یا متمایز و مزدوج مختلط یا حقیقی می�توانند که هستند ویژه مقادیر λ۱, λ۲, · · · , λn
می�آید: به�دست det (A) مقدار دهیم، قرار را λ = ۰ فوق رابطه در اگر حال

det (A) = (−λ۱)(−λ۲) · · · (−λn) = (−۱)n
n∏

i=۱
λi

مقادیر همان اصلی قطر روی عناصر مثلثی پایین و مثلثی بالا قطری، ماتریس�های در .۶.٢.١ ملاحظه
هستند. ماتریس ویژه
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کسری مشتق برای نیاز مورد تعاریف ٣.١

کسری مرتبه از انتگرال و مشتق ١.٣.١

بنابراین می�شود. نتیجه صحیح انتگرال و مشتقات از کسری انتگرال و مشتقات مفهوم به�این�که توجه با
می�پردازیم. ریمان-لیوویل و کاپوتو٨ کسری انتگرال و مشتقات معرفی به تعریف چند از بخشپس این در

است. آمده [۴٣] مرجع در بخش این در شده استفاده تعاریف

حقیقی عدد یک اگر است، x > ۰ ،µ ∈ R برای x > ۰ ،f(x) ∈ Cµ حقیقی تابع .١.٣.١ تعریف
به�طوری�که: باشد داشته وجود p > µ

f(x) = xpf۱(x)

.f۱(x) ∈ C[۰,∞] که

آن�گاه: است، x > ۰ و x > ۰ ،f(x) ∈ Cm
µ حقیقی تابع .٢.٣.١ تعریف

f (m)(x) ∈ Cµ , m ∈ N ∪ {۰}

کسری انتگرال

می�کنیم: تعریف را زیر انتگرال باشد. شده تعریف x > ۰ برای f(x) تابع اگر

(I)(f(x)) =

∫ x

۰
f(t)dt (٢۵.١)

این�صورت در

(I۲f)(x) =

∫ x

۰
(If)(t)dt =

∫ x

۰

(∫ t

۰
f(s)ds

)
dt (٢۶.١)

داریم: x > ۰ و n ∈ N برای روند این باادامه

(Inf)(x) =

∫ x

۰

∫ t۱

۰
· · ·
∫ tn−۱

۰
f(t)dt · · · dt۱ =

۱
(n− ۱)!

∫ x

۰
(x− t)n−۱f(t)dt (٢٧.١)

که است فاکتوریل تابع (٢٧.١) رابطه در اصلی مشکل است. معروف کوشی٩ فرمول به فرمول این
با و می�شود، رفع محدودیت این گاما تابع تعریف به توجه با اما است. بی�معنی صحیح غیر اعداد برای
به توجه با بنابراین کرد. جایگزین را n ∈ N شرط می�توان فاکتوریل، تابع به�جای گاما تابع از استفاده

می�شود. بیان ادامه در ریمان-لیوویل انتگرال عملگر تعریف کوشی، فرمول

مرتبه�ی از ریمان-لیوویل انتگرال عملگر این�صورت در µ ≥ −۱ ،f ∈ Cµ کنید فرض .٣.٣.١ تعریف
می�شود: تعریف زیر به�صورت α ≥ ۰

(Iαf)(x) =
۱

Γ(α)

∫ x

۰
(x− t)α−۱f(t)dt , α > ۰ , x > ۰ (٢٨.١)

٨Caputo
٩Cauchy Formula
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:Iα خواص از برخی ◀
:[۴٠] داریم γ > −۱ و (µ ≥ −۱) ،f ∈ Cµ و α, β ≥ ۰ برای

I۰f(x) = f(x)

IαIβf(x) = Iα+βf(x)

IαIβf(x) = IβIαf(x) (٢٩.١)

Iαxγ =
Γ(γ + ۱)

Γ(α + γ + ۱)x
α+γ

Iα

(
n∑

i=۱
cifi(x)

)
=

n∑
i=۱

ciI
αfi(x)

ریمان-لیوویل و کاپوتو کسری مشتق

و مشتق روش اولین در می�کنیم. بیان کسری مشتق تعریف برای اصلی روش دو قسمت این در
می�شود. فرض آن از تعمیمی و متناهی تفاضلات از حد�هایی به�عنوان انتگرال

(٢٨.١) رابطه�ی از استفاده با را زیر فرمول تابع، یک ریمان-لیوویل کسری مشتق آوردن به�دست برای
آورد. به�دست α > ۰ حالت در

Dαf(x) = DmIm−αf(x) =
dm

dxm

[ ۱
Γ(m− α)

∫ x

۰
(x− t)m−α−۱f(t)dt

]
(٣٠.١)

.m ∈ N ،m− ۱ < α < m آن در که
که: داریم توجه نکته به�این Dn یعنی n مرتبه مشتق برای همچنین

DnIn = I , InDn ̸= I , n ∈ N (٣١.١)

ریاضیدان کاپوتو توسط عملگر این که است کاپوتو روش دارد، وجود کسری مشتق برای که دیگری تعریف
شد. معرفی ١٩۶٧ سال در ایتالیایی

f(x) تابع کاپوتو کسری مشتق این�صورت در ،m ∈ N و f ∈ Cm
−۱ کنید فرض .۴.٣.١ تعریف

می�شود: تعریف زیر به�صورت

Dα
∗ f(x) =

 Im−αDmf(x) =
[

۱
Γ(m−α)

∫ x

۰ (x− t)
m−α−۱f (m)(t)dt

]
, m− ۱ < α < m

dmf(x)
dxm , α = m

(٣٢.١)

تعریف قابل زیر به�صورت نیز α < ۰ مقادیر برای ریمان-لیوویل و کاپوتو کسری مشتق تعریف
است:

Dα
∗ f(x) = Dαf(x) =

۱
Γ(−α)

∫ x

۰
(x− t)−α−۱f(t)dt , α < ۰ (٣٣.١)
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نیاز مورد مفاهیم از دیگر برخی ٢.٣.١

پونتریاگین[۴٢] سازی ماکزیمم اصل •

می�گیریم: نظر در را زیر کنترلی دستگاه
ẋ۱ = f۱(x۱, x۲, u) ẋ۲ = f۲(x۱, x۲, u) (٣۴.١)

استفاده با و t۱ مشخص غیر زمان در (x۱
۱, x

۱
۲) به t = t۰ زمان در (x۰

۱, x
۰
۲) از را دستگاه می�خواهیم

طوریکه: به کنیم هدایت هستند، کراندار پیوسته قطعه به قطعه که (u(t))قبول قابل کنترل توابع از

J =

∫ t۱

t۰
f۰(x۱, x۲, u) (٣۵.١)

عددی تابع رفتار که، می�کند پیشنهاد کلاسیک نظریه باشد. کمینه نیز

H = ψ۰f۰(x
۱
۱, x

۱
۲) + ψ۱f۱(x

۱
۱, x

۱
۲) + ψ۲f۱(x

۱
۲, x

۱
۲)

می�کنند صدق زیر معادلات در ها ψi که می�دهیم قرار بررسی مورد را

ψi = −
δH

δxi
i = ۰,۱,۲ (٣۶.١)

x∗ = (x∗۱, x
∗
۲) نیز آن متناظر مسیر و باشد قبول قابل کنترل یک u∗(t) کنیم فرض .۵.٣.١ قضیه

باشد. بهینه x∗ و u∗ که این برای می�کند. هدایت t۱ مشخص غیر زمان در x۰ از را دستگاه که باشد
(٣۶.١) در که ψ = (ψ۰, ψ۱, ψ۳) صفر غیر بردار که است لازم کند) کمیته را عملکرد شاخص (یعنی

عددی تابع نیز و می�کند صدق

H(ψ, x, u) = ψ۰f۰(x, u) + ψ۰f۱(x, u) + ψ۰f۲(x, u)

به�طوری�که باشند موجود

برسد. u = u∗(t) در u به نسبت خود بیشینه به H ، t۰ ≤ t ≤ t۱ هر ازای به (الف) •

به (٣۶.١) جواب ψ∗(t) که ، ψ۰ ≤ ۰ ، t = t۱ در و H(ψ∗, x∗, u∗) = ۰ همچنین (ب) •
هر ازای به بنابراین ψ۰(t) = C نیز و H(ψ∗, x∗, u∗) = C ادامه در می�باشد. u = u∗ ازای

داشت. خواهیم ψ۰(t) ≤ ۰ و H بهینه،� مسیر روی نقطه

مور-پنروز ماتریس معکوس شبه •

همه در به�طوری�که، است ،A†
n×m فرد به منحصر ماتریس معکوس، Am×n،شبه ماتریس برای

می�کند: صدق زیر شرایط
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AA†A = A

A†AA† = A†

(AA†)H = AA†

(A†A)H = A†A

صورت،� این در باشد، F میدان روی m× n ماتریس A کنید فرض A ماتریس پوچی فضای •
با را A پوچی فضای بعد و می�نامیم A پوچی فضای را F در AX = ۰ دستگاه جواب فضای

داریم: را زیر رابطه�ی همچنین می�دهیم. نمایش null(A)

rank(A) + null(A) = n (٣٧.١)

ابعاد در ماتریس�هایی با پایان�نامه، متن نگارش در موجود مثال�های حل از مراحلی در .۶.٣.١ ملاحظه
دادیم. تغییر را ماتریس�ها این تنظیمات شوند واقع چهارچوب در این�که دلیل به شدیم، مواجه زیاد

QR تجزیه .٧.٣.١ تعریف

α۱, α۲, · · · , αn خطی مستقل بردارهای از یکمجموعه�ای توسط متعامد بردار یکدسته ساختن برای
بردار�های مجموعه A ماتریس ستون�های کنیم فرض اگر حال کرد. استفاده روش این از می�توان
Q که نمود تجزیه A = QR به�صورت را A ماتریس می�توان ادامه در و باشند (α۱, α۲, · · · , αn)

خطی مستقل و متعامد بردار�های دسته همان Q که است ذکر قابل است. مثلثی بالا R و متعامد
می�باشند.

A = QR =
[
q۱ q۲ · · · qn

]

r۱۱ r۱۲ · · · r۱n

۰ r۲۲ · · · r۲n
... . . . ...
۰ ۰ · · · rnn

 (٣٨.١)

پیوسته قطعه�وار تابع .٨.٣.١ تعریف

صورت به آن�را بتوان اگر می�شود، خوانده پله�ای تابع حقیقی اعداد روی بر تابع یک ریاضیات در
تابع یک پله�ای؛ تابع یک ساده�تر بیان به نوشت. فاصله�ها از مشخصی توابع از متناهی خطی ترکیب

می�باشد. متناهی تکه�ها این تعداد که است تکه�ای ثابت
هستند: مهمی خواص دارای شده مطرح فاصله�های

باشند. می گسسته فاصله�ها (الف)



١۵ کسری مشتق برای نیاز مورد تعاریف .٣.١

باشد، متفاوت شروع نقطه اگر واقع، در است. حقیقی محور کل با برابر فاصله�ها اتحاد (ب)

پیوستگی شرط دارای تکه�ای توابع صورتی�که در است. مهم پله�ای تابع یک H(x) هویساید تابع
در جز به [a, b] فاصله در f(x) تابع اگر کلی طور به می�شوند. معروف تکه�ای پیوسته توابع به باشند؛

می�گویند. پیوسته تکه�ای تابع آن به باشد، پیوسته شمارش قابل محدود نقطه چند

H(x) =

{
۱ x ≥ ۰
۰ x < ۰





٢ فصل

بهینه کنترل مسائل حل برای عددی روش یک
بابکر چند�جمله�ای بسط طرح از استفاده با

مقدمه ١.٢

امور حتی و اقتصاد مهندسی، کاربردی، بخش�های از مختلفی طیف در را مهمی نقش بهینه کنترل مسائل
می�کند. ایفا مالی

یا و مقدار یک مینیمم�کردن با که است خطی ریزی برنامه� تئوری از شاخه�ای بهینه کنترل تئوری
دارد. سروکار دریافتی هزینه یک ماکزیمم�کردن

یا u∗(x) کنترل باز حلقه یک کردن پیدا هستیم، آن به�دنبال بهینه کنترل در ما که روشنی هدف
یا هدف تابع که کند صدق جهتی در ما دینامیکی دستگاه که u∗(t, x) ١ پس�خورد کنترل پیداکردن

گردد. بهینه جهت همان در ما عملکرد شاخص
شامل روش���������ها این کرد. خواهیم ارائه بهینه کنترل مسائل حل برای عمومی روش دو ما مقاله این در

می�باشد. غیرمستقیم روش�های و مستقیم روش�های از سطوحی
تبدیل حل از قبل دیگری به�فرم ویژه�ای تبدیلات از استفاده با مسائل این�گونه غیرمستقیم روش در

می�شوند: تقسیم کتگوری دو از گروه�هایی به و می�شوند

٢ بلمن دینامیکی برنامه�های .١

پوینتر�یاگین٣ ماکزیمم�سازی اصل .٢

معادله�های از بهینه استفاده برای کافی شرایط که هست دینامیکی برنامه�های روی فعالیت پیشگام بلمن
مسئله بهینه حل برای ضروری شرط یک حقیقت در می�کند. مهیا HJBرا -همیلتون ژاکوبی بلمن-

١Feedback
٢Bellman
٣Pontryagin



١٨ بابکر چند�جمله�ای بسط طرح از استفاده با بهینه کنترل مسائل حل برای عددی روش یک .٢

کردن پیدا برای که دوم مرتبه جزئی دیفرانسیلی معادله نوعی هست. (HJB) معادله�های بهینه کنترل�
شود. می استفاده غیر�خطی پس�خورد کنترل قانون

اصل این می��کنیم. استفاده بهینه وجود برای ضروری شرایط از پونتریاگین، ماکزیمم�سازی اصل در
شناخته تکنیک�های از استفاده با که می�کند تبدیل مقداری کران�دار مسائل به را اولیه بهینه کنترل مسائل
همیشه بهینه کنترل مسائل از تحلیلی جواب یک البته است. حل قابل دیفرانسیلی معادله�های برای شده
است راه منطقی�ترین بهینه کنترل مسائل حل برای عددی راه�حل یک یافتن بنابراین نیست دسترس در
ریاضیات علم پژوهشگران برای آن�ها روی �گذاری شرط و آن�ها پیرامون بحث برای فضا یک مینیمم و

است. کرده فراهم
مشکلات حل برای کارآمد الگوریتم�های و مختلف عددی محاسباتی روش�های اخیر، سال�های در
رساندن مینیمم به به�وسیله بهینه جواب�های مستقیم روش� در است. شده استفاده بهینه کنترل مسائل و
مسائل واقع در می�آید. به�دست محدودیت�ها به نسبت نظرمان مورد موضوع عملکرد شاخص مستقیم

می�شوند. تبدیل خطی غیر ریزی برنامه� مسائل به بهینه کنترل
مختلف: طریق سه در اجراست، قابل پارامتر�سازی تکنیک از استفاده با معمول به�طور مستقیم روش

کنترل پارامترسازی .١

کنترل حالت پارامترسازی .٢

حالت پارامترسازی .٣

به�دنبال ما آن در که است؛ غیر�خطی ریزی برنامه� مسئله�های به حالت پارامترسازی مسئله تبدیل نوعی که
اینکه برای

∑K
i=۰ ait

i به�فرم سری در هستیم، n درجه از حداکثر چند�جمله�ای�های مجهول ضرایب یافتن
حل برای گسترده صورت به کنترل حالت بردار پارامترسازی و کنترل پارامترسازی برسیم. بهینه راه�حل به
نامحدود و محدود حل برای متعددی عددی روش�های است. گرفته قرار استفاده مورد بهینه کنترل مسائل
با غیر�خطی بهینه کنترل مسائل حل برای را خود ایده�های آن از بعد و است شده ارائه بهینه کنترل مسائل
گسترش حالت متغیر برای هایی کران تعریف و نابرابر کنترل بردار قید�های و پایانی حالت بردار قید�های
روش یک از استفاده با نوسانگر وکنترل بهینه کنترل مسائل حل برای عددی راه�حل یک ۴ گیندی دادند.

.[٢٨] است داده ارائه (۱۹۷۵) سال در طیفی چپیشف چند�جمله�های از برگرفته جدید
متغیر�های آن در که است، شده بیان نوسان�ساز�ها این�گونه کنترل برای عددی روش یک نیز در[١٣]
مسائل حل برای الگوریتم یک [١٢] در می�شوند. زده تقریب چپیشف سری توسط حالت متغیر و کنترل
متغیر پارامترسازی در حل راه الگوریتم این در است. شده ارائه نوسان�سازها میان�گر کنترل و کنترل
ضرایب با چپیشف چندجمله�ای�های از خطی ترکیب یک عنوان به حالت متغیر به�طوری�که است، حالت
بهینه کنترل مسائل حل برای آن پارامترسازی و حالت متغیر بعدی مرحله در و می�شود بیان ناشناخته

می�شود.[٢۶] داده بسط نوسان�سازها کنترل و غیرخطی
بخش در است. یافته سازمان دادیم ارائه آن مقدمه از کوتاهی معرفی که زیر بخش�های به فصل این
در و می�باشد بابکر چندجمله�های مورد در (۳) بخش میکنیم. معرفی را مربوط ریاضی فرمول�های (۲)

۴Gindy



١٩ مقدمه .١.٢

عددی مثال چند ما (۵) بخش در می�کنیم. بحث بخش(۴) در آن مسئله طرح و همگرایی و مشتق مورد
داده��ایم. ارائه شده گفته روش از اطمینان قابلیت و کارایی دادن نشان برای

بهینه کنترل معرفی ١.١.٢

توصیف معمولی دیفرانسیل معادلات از مجموعه��ای به�وسیله آن رفتار که می�گیریم نظر در را دستگاهی
رفتار مدل�سازی برای البته کرد. کار آن�ها با می�توان که هستند دستگاه�هایی ساده����������������ترین واقع در می�گردد.

داریم. نیاز انتگرالی معادلات حتی یا نسبی مشتقات با دیفرانسیل معادلات به دستگاه�ها از بعضی
متغیر�های نشان�گر u(t) mتایی بردار و مکانی متغیر�های مشخصکننده x(t) تایی n بردار فرضکنیم

گردد: توصیف زیر دستگاه با سیستم رفتار کنیم فرض و باشند کنترلی

ẋ = f(x, u), (١.٢)

زمان متغیر به نسبت مشتق�گیری کننده شروع (۰) نقطه و u و x از بعدی n برداری تابع یک f که
می�باشد. t

کافی اندازه به u(t) و باشد متغیر�هایش کلیه به نسبت مرتبه هر از مشتقات دارای f که کنیم فرض
مثلا است، خاص موضعی در t = t۰ لحظه در دستگاه که کنیم فرض همچنین باشد. رفتار خوش
برسد، t = t۱ زمان در دیگری شده داده موضع به تا کنیم کنترل طوری آن�را می�خواهیم و x(t۰) = x۰

اولیه شرایط در که x(t) از متفاوتی جواب t۰ ≤ t ≤ t۱ در u(t) انتخاب هر .x(t۱) = x۱ مثلا
بگذرند x = x۱ از است ممکن مسیر�ها این از بعضی می�دهد. به��دست می�کند، صدق نیز x(t۰) = x۰

خیر. بعضی و
x۰ از را دستگاه نتواند کنترلی تابع هیچ که است ممکن می�شویم. روبه�رو مشکل اولین با اینجا در

کند. هدایت x۱ به
دیفرانسل معادله با که را زیر کنترلی متغیر یک با بعدی دو دستگاه

ẋ۱ = x۱ ẋ۲ = u۱

نقطه به دیرتر زمانی در x۱ = ۱, x۲ = ۲ نقطه از آن�را می�خواهیم و می�گیریم نظر در می�شود همراه
ببرد، (۰,۰) به (۱,۲) از را دستگاه که کرد پیدا نمی�توان u۱(t) کنترلی تابع هیچ کنیم. هدایت (۰,۰)

نمی�گذارد. اثری x۱ رفتار بر u۱ مقدار زیرا
باید شود شروع x۱ = ۱ از که جوابی هر

x۱ = et

است. کنترل�ناپذیر دستگاه لذا و شد نخواهد صفر هرگز x۱ بنابراین کند. حاصل t ≥ ۰ ازای در را
نقطه از دستگاه که، کنیم تایید باید کنیم، بحث دستگاه یک برای بهینه کنترل مورد در اینکه از قبل
به x۱ به x۰ از را دستگاه بتوانیم اگر می�باشد. کنترل�پذیر شده خواسته انتهایی نقطه به شده داده اولیه
از بعضی نماییم. انتخاب را راه�ها این از یک هر که داریم را حق این آن�گاه کنیم، کنترل گوناگونی راه�های



٢٠ بابکر چند�جمله�ای بسط طرح از استفاده با بهینه کنترل مسائل حل برای عددی روش یک .٢

انرژی در که، است ممکن راه�ها سایر و می�دهد� هدر x۰ به رسیدن تا را زیادی خیلی زمان دستگاه�ها این
باشند. هزینه پر مصرفی

اندازه�گیری برای طبیعی روش یک داریم. نیاز انتقال در شده متحمل هزینه اندازه�گیری به بنابراین
بنابراین باشد. کنترلی متغیر�های و مکانی متغیر�های حسب بر که، است انتگرالی کردن مطرح هزینه

می�کنیم: تعریف زیر به�صورت را هزینه انتگرال

J [x] =

∫ t۱

t۰
f۰(x, u)dt, (٢.٢)

f۰ تابع انتخاب که است ذکر قابل کند. کمینه را انتگرال این که هستیم کنترلی تابع پی در حال
دارد. مساله نوع به بستگی

مسئله شرح ٢.٢

هستند. مواجه زیر شده داده سیستم برای مناسب کنترلی قانون یافتن مشکل با بهینه کنترل معادلات
ẋ(t) = f(t, x(t), u(t)), t ∈ I◦ (٣.٢)

همچنین . f : I × E × U → Rn است، مقدار حقیقی و مشتق�پذیر و پیوسته تابع یک f که
متغیر برای x(t) : I → Rm و کنترل متغیر برای u(t) : I → Rn داریم، باز بازه هر برای I = [t۰, t۱]

معادلات که زیرا می�کند، تغییر نیز جواب کنترلی تابع هر با متناسب میگیرد. قرار استفاده مورد حالت
است x∗(t) کنترل متغیر با آن پیوند و u∗ تکه�ای پیوسته کنترل یافتن ما هدف می�کند. تغییر دیفرانسیلی

شود. بهینه مختلفی جهت�های در ما عملکرد شاخص یا هدف تابع طوریکه به ،
تعریف زیر صورت به دیفرانسیلی سیستم�های بهینه کنترل آورددن به�دست�� برای عملکرد شاخص تابع

می�گردد:

J(t۰, x۰;u) =

∫ t۱

t۰
L(t, x(t), u(t))dt, (۴.٢)

؛(٣.٢) معادله به توجه با و زیر مرزی شرایط اعمال با

x(t۰) = x۰ and x(t۱) = x۱, (۵.٢)

آزاد یا ثابت دارد امکان که هستند Rnدر پایانی و اولیه شرایط با حالت متغیر x۱ و x۰ که،
همچنین، هستند. بهینه مسیر x∗ حالت متغیر و سیستم بهینه کنترل همان مفهوم در u∗ کنترل باشد.

است. شده فرض آرگومان سه هر در مشتق�پذیر پیوسته توابعی L : I × E × U → R

به و هستند ۵معروف لاگرانژ مسائل به (۴.٢) صورت به عملکرد شاخص با خطی ریزی برنامه� مسائل

۵Lagrange



٢١ مسئله شرح .٢.٢

مایر٧نامیده ۶و بولزا مسائل که دارند وجود دیگر معادل سازی بهینه مسئله دو می�شوند. شناخته نام این
صورت به باشد سوخت یا انرژی تابع یک می�تواند L بهینه کنترل مسائل در ویژه به می�شوند[٢٩].

زیر[١٩]

L(t, x(t), u(t)) =
۱
۲(x۲(t) + u۲(t)),

L(t, x(t), u(t)) = |x(t)|+ |u(t)|.

تابعی می�تواند مثال برای باشد؛ عنصری چند یا و هدفی چند تابع یک که است ممکن J کلی طور به
باشد. معاملات منعفت و سود ماکزیمم�کردن برای یا و سیستم سوخت مقدار مینیمم�کردن برای

دوم درجه بهینه کنترل مسائل ١.٢.٢

مسائل مسائل، گونه این است. خطی ریزی برنامه� مسئله یک مهندسی در طراحی مسائل از زیادی تعداد
D(t)ماتریس�هایی −→ D M(t)و −→M و A(t) −→ A فرضکنید می�شوند. ٨نامیده کننده تنظیم
همچنین باشند. پیوسته توابع از m×m ماتریسی N و n×m ماتریس�هایی B(t) −→ B و n× n
m فضای در پیوسته تکه�ای برداری تابع یک که شود، تعریف [t۰, t۱] ثابت بازه روی u(t) کنید فرض

است؛ مربوط اولیه مسئله مقدار به آن جواب که، می�باشد x(t) ∈ Rn حالت بردار است. بعدی

ẋ(t) = A(t)x(t) +B(t)u(t), x(t۰) = x۰. (۶.٢)

مقدار کمترین به ما عملکرد شاخص طوری�که به هستیم u(t) یافتن به�دنبال ما بهینه کنترل مسائل در
برسد. خود

J = x(t)′Dx(t۱) +

∫ t۱

t۰
(x(t)′M(t)x(t) + u(t)′N(t)u(t))dt. (٧.٢)

مثبت N(t) و متناهی غیرمنفی D ماتریس�های و می�باشد، متقارن D و N(t) و M(t) اینجا در
- همیلتون معادله�های از استفاده با سپس و x = (x۱, x۲, · · · , xn)′ که کنید فرض هستند. متناهی

: داشت خواهیم نهایی شرایط با بلمن - ژاکوبی

(HJB)

{
V۱ +minu∈U {vx(Ax+Bu) + (x′Mx+ u′Nu)} = ۰
V (t۱, x) = x′Dx.

۶Bolza
٧Mayer
٨Regulator



٢٢ بابکر چند�جمله�ای بسط طرح از استفاده با بهینه کنترل مسائل حل برای عددی روش یک .٢

فرمول در را V (t, x) = x′K(t)x مقدار اگر (۶.٢) - (٧.٢) دوم درجه بهینه کنترل مسائل مورد در
،K(t۱) = D همچنین و هست C۱ مجموعه عضو و متقارن ماتریسی K(t) که کنیم، جایگزاری HJB

: می�شود زیر شکل به کنترلی قانون به منجر HJB معادله آن از پس

u(t) = −N−۱(t)B(t)′K(t)x(t).

می�کند[۴۶]. صدق ریکاتی ماتریس معادله در K(t) }که
K̇(t) = −A(t)′K(t)−K(t)A(t) +K(t)B(t)N−۱(t)B(t)′K(t)−M(t),

K(t۱) = D.

ریکاتی[۴٢] پایای معادله
البته کند. صدق آن در باید K تابع نامتناهی، t۱ فرض با که است معادله�ای ریکاتی، پایای معادله
که می�کنیم بررسی گردند، همگرا صفر به t بزرگ مقادیر ازای در U و X این�که مگر شد خواهد واگرا J

برای:

J =
۱
۲

∫ t۱

t۰
(XTPX + ۲XTQU + UTRU)dt,

در K بنابراین φ = t۱ − t کنیم فرض داد. خواهد روی چه ،t۱ → ∞ آن در که ای K تابع با
کرد: خواهد صدق زیر معادله

dK

dφ
= −dK

dt
= (KB −Q)R−۱(BTK −QT ) +KA+ ATK − P,

در K = ۰ اولیه شرط که است φ از تابعی عنوان به K برای معادله�ای فوق دیفرانسیل معادله که
آن�گاه کند. میل بی�نهایت به t۱ می�کنیم فرض و می�کنیم اختیار ثابت را t اکنون می�باشد. برقرار ،φ = ۰

کرد. خواهد میل بی�نهایت به φ همراه یا است متناهی یا K و می�کند، میل بی�نهایت به φ
آن حاصل و شد خواهد U و K برای نامتناهی مقدار یک به منجر K برای نامتناهی مقدار یک
،φ شدن نامتناهی با K این�که مگر شد خواهد بی�معنی مسأله بنابراین است. J برای واگرا انتگرال یک

. dK
dφ

= ۰ که می�افتد اتفاق هنگامی تنها حالت این بماند. باقی متناهی کماکان
کردن کمینه برای بنابراین

J =
۱
۲

∫ ∞

۰
(XTPX + ۲XTQU + UTRU)dt,

کند: صدق زیر جبری معادله در K باید

(KB −Q)R−۱(BTK −QT ) +KA+ ATK − P = ۰.



٢٣ مسئله شرح .٢.٢

که می�کنیم یادآوری است. K برای جواب دو دارای کلی حالت در و است ریکاتی پایای معادله این
کند: صدق زیر معادله در باید X برای بهینه جواب

ẋ = Ax(t) + BU∗(t),

آن در که

U∗(t) = R−۱(BTK −QTX(t)).

بنابراین

Ẋ(t) = (A+BR−۱(BTK −QT ))X(t).

بالا معادله در راست سمت ماتریس ویژه مقادیر بنابراین ،x(t) → ۰ آن�گاه ، t → ∞ اگر اکنون
می�کند. محاسبه را مناسب ی K معیار، این باشند. منفی حقیقی جز دارای آن�ها همه باید

خطی نوسان کنترل ٢.٢.٢

می�گیریم: نظر در زیر دیفرانسیلی معادله�های وسیله به را خطی نوسان کنترل

u(t) = ẍ(t) + ω۲x(t), t ∈ [−T,۰] (٨.٢)

است. برابر زیر پویا حالت بامعادلات (٨.٢) معادله است. شده مشخص T آن در که

ẋ۱(t) = x۲(t),

ẋ۲(t) = −ω۲x۱(t) + u(t),

مرزی شرایط با

x۱(−T ) = x۰ , x۲(−T ) = ẋ۰ (٩.٢)

.x۱(۰) = ۰ , x۲(۰) = ۰.

آن عملکرد شاخص طوری�که، به ماست نظر مورد مختلف تاسیسات در ویژگی این حالت کنترل

J =
۱
۲

∫ ۰

−T

u۲(t)dt, (١٠.٢)



٢۴ بابکر چند�جمله�ای بسط طرح از استفاده با بهینه کنترل مسائل حل برای عددی روش یک .٢

اعمال پونتریاگین ماکزیمم�سازی اصل روش برسد. مینیمم به u(t) مجاز کنترل توابع همه از بیش
می�شود. زیر تحلیلی راه�حل به منجر بهینه کنترل مسائل در شده

x۱(t) =
۱

۲ω۲ [Aωt sinωt+B(sinωt− ωt cosωt)],

x۲(t) =
۱
۲ω [A(ωt sinωt+ ωt cosωt) +Bωt sinωt]

u(t) = A cosωt+B sinωt,

J =
۱
۸ω [۲ωT (A

۲ +B۲) + (A۲ −B۲) sin۲ωT − ۴AB sin۲ ωT ].

داریم که

A =
۲ω[x۰ω۲T sinωT − ẋ۰(ωT cos)ωT − sinωT ]

ω۲T ۲ − sin۲ ωT
,

B =
۲ω۲[ẋ۰T sinωT + x۰(ωT cosωT + sinωT )]

ω۲T ۲ − sin۲ ωT
.

بابکر �های چند�جمله ٣.٢.٢

کنار در حرارت معادلات حل برای همکارانش و بابکر توسط بار اولین برای بابکر چندجمله�ای�های
با تفکیک�پذیری، فرآیند طول در پله�ای محاسبه یک در حقیقت در است. شده ثابت فیزیکی�شان مدل
توابع از رده�ای یا کلاس براساس جالب بازگشتی فرمول یک پیوسته غیر و متناوب دنباله�ای محاسبه
متغیرحالت واقع در است. حالت پارامتر�سازی پایه بر روش این [٢۶] می�آوریم. بدست چندجمله�ای
شرایط شاخصعملکرد، حرکت، معادله می�شود، تقریب�زده ناشناخته ضرایب با بابکر چندجمله�ای به�وسیله
ریزی برنامه� مسائل به بهینه کنترل مسئله یک بنابراین می�شوند، تبدیل جبری معادلات از بعضی به مرزی
شاخص عددی ارزش روش، این با شوند. حل راحتی به می�توان آن از پس که است، شده تبدیل خطی

می�آید. به�دست عملکرد

بابکر چندجمله�ای .١.٢.٢ تعریف

است: شده معرفی زیر صورت به بابکر چندجمله�های برای شده تعریف تک�جمله�ای نخستین

Bn(x) =

ζ(n)∑
p=۰

[
(n− ۴p)
(n− p)

Cp
n−p

]
.(−۱)p.Xn−۲p

که

ζ(n) =
[n
۲
]
=

۲n+ ((−۱)n − ۱)
۴ .

شود. تعریف بازگشتی فرمول یک طریق از می�تواند آن�ها ضرایب و



٢۵ بابکر چندجمله�ای از استفاده با بهینه کنترل مسائل عددی حل .٣.٢

می�شود: بیان زیر صورت به بابکر چندجمله�ای�های در بازگشتی رابطه یک .٢.٢.٢ ملاحظه


B۰(t) = ۱,
B۱(t) = t,

B۲(t) = t۲ + ۲,
Bm(t) = tBm−۱(t)−Bm−۲(t), for m > ۲,

می�باشد: زیر صورت به نیز بابکر ای چندجمله مشخصه دیفرانسیلی معادله

AnY
′′
+BnY

′ − CnY = ۰,

که

An = (x۲ − ۱)(۳nx۲ + n− ۲),
Bn = ۳x(nx۲ + ۳n− ۲),
Cn = −n(۳n۲x۲ + n۲ − ۶n+ ۸).

است: زیر صورت به بابکر چندجمله�های انتگرالی خاصیت�های و حساب قوانین از برخی

Bn(۰) = ۲ cos

(
n+ ۲

۲ π

)
, n ⩾ ۱

Bn(−t) = (−۱)nBn(t).

بابکر چندجمله�ای از استفاده با بهینه کنترل مسائل عددی حل ٣.٢

روش یک آوردن به�دست برای بابکر، چندجمله�ای از استفاده با پارامترسازی روش یک قسمت این در
حالت تابع می�توانیم ما حقیقت در می�دهیم. ارائه شده معرفی بهینه کنترل مسائل عددی حل برای قوی
بیان برای (٣.٢) معادله از ابتدا دهیم. نشان دقت با پارامتر�ها از کمی تعداد فقط با را کنترل تابع و

دیگر: عبارت به است، شده استفاده ẋ(t) و x(t) و t زمان�� از تابعی عنوان به u(t)

u(t) = ϕ(t, x(t), ẋ(t)), (١١.٢)

با کند. صدق �(۵.٢) اولیه شرایط در که باشد توابعی همه از مجموعه�ای Q⊂ C۱([۰,۱])کنید فرض
بیان را x از تابعی می�تواند عملکرد(٢.۴) شاخص که می�دهیم نشان (۴.٢) معادله در (١٢.٢) جایگذاری



٢۶ بابکر چند�جمله�ای بسط طرح از استفاده با بهینه کنترل مسائل حل برای عددی روش یک .٢

می�گیریم. نظر در Q مجموعه روی (J) از مینیمم�سازی برای را (۵.٢) و بهینه(٢.۴) کنترل سپس کند.
بخش این در . [٢۵] گیرد صورت مختلفی پایه�ای توابع از استفاده با می�تواند معمولا حالت پارامتر�سازی
فرض می�شود. بررسی بهینه کنترل مسائل عددی حل برای جدید الگوی یک معرفی با بابکر چندجمله�ای
مقدار مینیمم� همچنین و باشد nحداکثر درجه از بابکر ای� چندجمله ترکیبات از کلاسی ��������Qn ⊂ Q می�گیریم
حالت متغیر حقیقت در شود. شامل گرفته�ایم؛ نظر در مجهولات عنوان به که (ak)nk=۱با Qn روی J

است: زیر صورت به تقریبی

xn(t) =
n∑

k=۰
akBk(t), n = ۱,۲,۳, . . . (١٢.٢)

حالت متغیر از مجهول پارامترهای از تابعی عنوان به �(٩.٢) حالت معادله سیستم از کنترل متغیر که
می�شود. تعیین

un(t) = ϕ(t,
n∑

k=۰
akBk(t),

n∑
k=۰

akḂk(t)). (١٣.٢)

�(۴.٢) هدف تابع در �(١٣.٢) کنترل متغیر�های و �(١٢.٢) حالت متغیر از تقریب این جایگزاری با
رسیم: می زیر عملکرد شاخص به

Ĵ = (a۰, a۱, . . . , an) =

∫ t۱

t۰
L(t,

n∑
k=۰

akBk(t), ϕ(t,
n∑

k=۰
akBk(t),

n∑
k=۰

akḂk(t)))dt.

(١۴.٢)

محدودیت�ها وسیله به اولیه شرایط می�شود. تبدیل ai مجهول پارامترهای تعیین به مسئله این بنابراین
می�شود: جانشین زیر صورت به مساوی قیدهای یا

xn(t۰) =
n∑

k=۰
akBk(t)|t=t۰ = x۰ (١۵.٢)

xn(t۱) =
n∑

k=۰
akBk(t)|t=t۱ = x۱

می�رسیم: زیر صورت به سیمپلکسی مسئله به و

min
a∈Rn+۱

{a′Ha} . (١۶.٢)

صورت به ai پارامتر حسب بر خبری خطی معادلات (١۵.٢) قیدهای نهایی و اولیه شرایط اعمل با
می�آید: به�دست زیر

Pa = b (١٧.٢)



٢٧ بابکر چندجمله�ای از استفاده با بهینه کنترل مسائل عددی حل .٣.٢

Ĵ(a′) = صورت به J(xn) و است بعدی (n+ ۱) فضای در خطی ریزی برنامه� مسئله این حقیقت، در
با a∗بردار از می�توان را بهینه مقدار می�شود. گرفته نظر در J از تقریبی Ĵ که ،Ĵ(a۰, a۱, . . . , an)

آورد. به���������������دست مربعی ریزی برنامه� استاندارد روش از استفاده

کارآمد الگوریتم یک ١.٣.٢

مسئله که است صورت این به الگوریتم این اصلی ایده است. شده خلاصه زیر الگوریتم در فوق نتیجه
این سپس و می�شوند تبدیل (١٧.٢) و (١۶.٢) خطی ریزی برنامه� مسائل به (۴.٢) و (٣.٢) بهینه کنترل

می�کنیم. حل خطی ریزی برنامه� روش�های از استفاده با را بهینه مسئله

الگوریتم •

و (٣.٢) بهینه کنترل مسائل شد گفته بالا در که آنچه بر بنا مسائل گونه این در ما ورودی : ورودی
می�باشد. (۴.٢)

می�باشد. J تقریبی عملکرد شاخص و تقریبی بهینه کنترل تقریبی، بهینه مسیر : خروجی
می�آید. بدست حالت معادله از تقریبی (١٢.٢) معادله از بابکر سری مرحله امین n به�وسیله : اول گام

می�یابیم. (١٣.٢) معادله از تقریبی و حالت متغیر از تابعی عنوان به را کنترل متغیر دوم گام
معادله به توجه با را H ماتریس و می�یابیم (١۴.٢) معادله از استفاده با را Ĵ عملکرد شاخص : سوم گام

می�آوریم. به�دست ١۶.٢
در ١٧.٢ معادله طبق را P ماتریس و می�کنیم تعیین برابر های محدودیت از ای مجموعه : چهارم گام

. می�کنیم پیدا پایانی و اولیه شرایط جهت
می�کنیم پیدا (١۶.٢) و (١۵.٢) خطی ریزی برنامه� مسئله حل وسیله به را a∗ بهینه پارامتر : پنجم گام
کنترل بهینه، تقریبی مسیر پیدا�کردن برای (١۴.٢) و (١٣.٢) و (١٢.٢) معادلات در را پارامتر�ها این و

می�کنیم. جایگزین ترتیب به J تقریبی عمکرد شاخص و تقریبی بهینه

مطالعه برای مثال�ای ٢.٣.٢

هدف مثال این در می�کند. روشن ما برای را فصل این در شده ارائه مفاهیم مثال این .١.٣.٢ مثال
شود. مینیمم به�طوری�که u∗(t) عملکرد شاخص یافتن

J =

∫ ۱

۰
(x۲

۱ + x۲
۲ + ۰٫۰۰۰۵u۲(t))dt, ۰ ⩽ t ⩽ ۱, (١٨.٢)

اینکه به توجه با

ẋ۱ = x۲ (١٩.٢)

ẋ۲ = −x۲ + u,



٢٨ بابکر چند�جمله�ای بسط طرح از استفاده با بهینه کنترل مسائل حل برای عددی روش یک .٢

اولیه شرایط با

x۱(۰) = ۰ (٢٠.٢)

x۲(۰) = −۱,

سری از استفاده با x۱(t) تقریب به�وسیله که است؛ هدف تابع روش مسئله این حل در اول گام
می ما ادامه در که می�آید، به�دست مجهول زیر صورت به پارامتر�های از ۵ مرتبه از بابکر چندجمله�ای�های

: به رسیم

x۱(t) =
۵∑

k=۰
akBk(t) = a۵t

۵ + a۴t
۴ + (a۳ − a۵)t

۳ + a۲t
۲ + (a۱ + a۳ − ۳a۵)t+ a۰ + ۲a۲ − ۲a۴.

(٢١.٢)

می�کنیم: تعیین را ẋ۲(t) آن دنبال به و می�کنیم محاسبه را ẋ۱(t) سپس

x۲(t) = ۵a۵t
۴ + ۴a۴t

۳ + (۳a۳ − ۳a۵)t
۲ + ۲a۲t+ a۱ + a۳ − ۳a۵. (٢٢.٢)

از: است عبارت می�آید بدست (١٩.٢) حالت معادله از که کنترل متغیر حال

u(t) = ۵a۵t
۴ + (۴a۴ + ۲۰a۵)t

۳ + (۳a۳ + ۱۲a۴ − ۳a۵)t
۲ (٢٣.٢)

+ (۲a۲ + ۶a۳ − ۶a۵)t+ a۱ + ۲a۲ + a۳ − ۳a۵

آورد: بدست Ĵ برای می�توان را زیر عبارت (١٨.٢) جای به و(٢٢.٢) (٢١.٢) کردن باجاگزین

Ĵ = a۲
۰ + a۰a۱ +

۱۳
۳ a۰a۲ +

۳
۲a۰a۳ −

۱۸
۵ a۰a۴ −

۱۹
۶ a۰a۵ +

۸۰۳
۶۰۰a

۲
۱ +

۴۵۳
۱۰۰a۱a۲ +

۳۰۷
۶۰ a۱a۴

− ۵۶۸۷
۷۰۰ a۱a۵ +

۱۰۳۷
۱۵۰ a۲

۲ +
۵۳۹۹
۶۰۰ a۲a۳ −

۱۲۷۸۸
۲۶۲۵ a۲a۴ −

۱۶۳۱
۱۲۰ a۲a۵ +

۱۲۲۵۳۹
۲۱۰۰۰ a۲

۳ +
۵۹۳
۱۵۰a۳a۴

− ۴۶۱۱۱۷
۳۱۵۰۰ a۳a۵ +

۴۵۹۲۹
۷۸۷۵ a۲

۴
۲۶۳
۶۰۰a۴a۵ +

۸۸۴۱۷۳۷
۶۹۳۰۰۰ a۲

۵ (٢۴.٢)

می�نویسیم: ماتریسی شکل به بالا معادله



٢٩ بابکر چندجمله�ای از استفاده با بهینه کنترل مسائل عددی حل .٣.٢

Ĵ =
[
a۰ a۱ a۲ a۳ a۴ a۵

]


۱ ۱
۲

۷
۳

۳
۴ −۹

۵ −۱۹
۱۲

۱
۲

۸۰۳
۶۰۰

۴۵۳
۲۰۰

۳۰۷
۱۲۰

۲۳
۱۲۰ −۵۶۸۷

۱۴۰۰
۷
۳

۴۵۳
۲۰۰

۱۰۳۷
۱۵۰

۵۳۹۹
۱۲۰۰ −۱۲۸۷۷

۵۲۵۰ −۱۶۳۱
۲۴۰

۳
۴

۳۰۷
۱۲۰

۵۳۹۹
۱۲۰۰

۱۲۲۵۳۹
۲۱۰۰۰

۵۹۳
۳۰۰ −۴۶۱۱۱۷

۶۳۰۰۰
−۹

۵
۲۳
۱۲۰ −۱۲۸۷۷

۵۲۵۰
۵۹۳
۳۰۰

۴۵۹۲۹
۷۸۷۵

۵۶۳
۱۲۰۰

−۱۹
۱۲ −۵۶۸۷

۱۴۰۰ −۱۶۳۱
۲۴۰ −۴۶۱۱۱۷

۶۳۰۰۰
۵۶۳
۱۲۰۰

۸۸۴۱۷۳۷
۹۶۳۰۰۰





a۰

a۱

a۲

a۳

a۴

a۵


.

(٢۵.٢)

آمده بدست زیر صورت به اولیه حالت معادله نمایندگی به دیگری معادله (٢٠.٢) اولیه شرایط از
است:

a۰ + ۲a۲ − ۲a۴ = ۰,
a۱ + a۳ − ۳a۵ = −۱, (٢۶.٢)

که معناست بدان این

[
۱ ۰ ۲ ۰ −۲ ۰
۰ ۱ ۰ ۱ ۰ −۳

]


a۰

a۱

a۲

a۳

a۴

a۵


=

[
۰
−۱

]
(٢٧.٢)

به جدید مسئله هدف زدیم. تقریب دوم درجه ریزی برنامه� مسئله به�وسیله را پویا بهینه کنترل مسئله
با میتوان را a∗ بردار بهینه ارزش است. (٢٧.٢) معادله در محدویت�های با (٢۵.٢) رساندن مینیمم

آورد. بدست دوم درجه زیری برنامه� استاندارد روش از استفاده



a۰

a۱

a۲

a۳

a۴

a۵



=



۱۰۰۹۶۲۵۱۴۹۹۷۲۴۰
۱۲۷۲۴۶۹۵۶۳۲۳۳

۱۲۸۱۶۰۰۲۷۳۲۴۷۳۰۷
۴۴۵۳۶۴۳۴۷۱۳۱۶۵۵

۶۱۳۳۱۱۷۱۲۶۸۹۲۰
۱۲۷۲۴۶۹۵۶۳۲۳۳۳

−۵۶۳۷۸۵۶۵۴۵۵۳۸۷۶۴
۴۴۵۳۶۴۳۴۷۱۳۱۶۵۵

۱۱۱۸۱۲۴۲۸۷۶۷۵۴۰
۱۲۷۲۴۶۹۵۶۳۲۳۳۳

−۱۳۰۳۶۳۰۶۴۱۷۱۹۹۳۴
۴۴۵۳۶۴۳۴۷۱۳۱۶۵۵



(٢٨.٢)



٣٠ بابکر چند�جمله�ای بسط طرح از استفاده با بهینه کنترل مسائل حل برای عددی روش یک .٢

می�کنیم: محاسبه زیر صورت به را تقریبی x۲(t) و x۱(t) حالت متغیر حال

x۱(t) = −t+
۶۱۳۳۱۱۷۱۲۶۸۹۲۰
۱۲۷۲۴۶۹۵۶۳۲۳۳۳t

۲ − ۸۶۶۴۴۵۱۸۰۷۶۳۷۶۶
۸۹۰۷۲۸۶۹۴۲۶۳۳۱ t۳

+
۱۱۱۸۱۲۴۲۸۷۶۷۵۴۰
۱۲۷۲۴۶۹۵۶۳۲۳۳۳ t۴ − ۱۳۰۳۶۳۰۶۴۱۷۱۹۹۳۴

۴۴۵۳۶۴۳۴۷۱۳۱۶۵۵ t۵,

و

x۲(t) = −۱+
۱۲۲۶۶۲۳۴۲۵۳۷۸۴۰
۱۲۷۲۴۶۹۵۶۳۲۳۳۳ t− ۲۶۰۰۵۳۵۵۴۲۲۹۱۲۹۸

۸۹۰۷۲۸۶۹۴۲۶۳۳۱ t۲

+
۴۴۷۲۴۹۷۱۵۰۷۰۱۶۰
۱۲۷۲۴۶۹۵۶۶۲۳۳۳ t۳ − ۱۳۰۳۶۳۰۶۴۱۷۱۹۹۳۴

۸۹۰۷۲۸۶۹۴۲۶۳۳۱ t۴,

می�آید: به�دست زیر صورت به u(t) لذا و

u(t) =
۱۰۹۹۳۷۶۴۶۹۰۵۵۰۷
۱۲۷۲۴۶۹۵۶۳۲۳۳۳ −

۴۳۴۲۴۳۴۶۸۶۸۱۷۷۱۶
۸۹۰۷۲۸۶۹۴۲۶۳۳۱ t+

۶۷۹۱۷۰۸۴۷۴۱۸۲۰۶۲
۸۹۰۷۲۸۶۹۴۲۶۳۳۱ t۲

− ۲۰۸۳۷۷۴۵۶۱۳۸۸۶۱۶
۸۹۰۷۲۸۶۹۴۲۶۳۳۱ t۳ − ۱۳۰۳۶۳۰۶۴۱۷۱۹۹۳۴

۸۹۰۷۲۸۶۹۴۲۶۳۳۱ t۴.

آورد. بدست می�توان را بهینه تقریبی مقدار (٢۵.٢) با (٢٨.٢) بهینه پارامتر�های جایگزینی با همچنین
تقریب وسیله به همچنین قضیه این آوردیم. بدست J = ۰٫۰۷۵۹۵۲۲ را بهینه مقدار مثال این برای
روش این از که بهینه مقدار می�شود. تقریب�زده مجهول پارامتر�های از ۹ مرتبه از بابکر سری با x(t) زدن
۰٫۰۶۹۳۶۰۹۴ دقیق مقدار دو هر به نزدیک بسیار که ۰٫۰۶۹۳۶۸۹ است� برابر می�آوریم بدست

.۰٫۰۶۹۳۶۸۹ با است برابر که ۹ مرتبه از چپیشف سری از استفاده با آمده به�دست نتیجه و
تقریب با شده مطرح مثال�های در که زیرا می��دهیم ارائه ادامه در چپیشف تقریب پیرامون توضیحاتی

داریم. سروکار چپیشف

بابکر چند�جمله�ای�های طرح همگرایی بررسی ٣.٣.٢

می�باشد. ٩ وایرشتراس تقریب قضیه پایه بر بحث مورد روش همگرایی تحلیل و تجریه

وایرشتراس[؟] قضایای
٩Weierstrass



٣١ بابکر چندجمله�ای از استفاده با بهینه کنترل مسائل عددی حل .٣.٢

وجودد ،ε > ۰ مفروض عدد برای آن�گاه باشد، پیوسته I = [a, b] متناهی فاصله در f(x) اگر (١
به�طوری�که: n درجه از Pn(x) چندجمله�ای یک و است ε به وابسته که nیک دارد

|f(x)− pn(x)| < ε x ∈ [a, b],

مفروض ε > ۰ هر برای آن�گاه باشد، ۲Π تناوب دوره با پیوسته متناوب تابع یک f(t) اگر (٢
مثلثاتی چندجمله�ای یک و nیک دارد وجود

gn(t) =
۱
۲a۰ +

n∑
k=۱

(ak cos kt+ bk sin kt)

داریم: t مقادیر تمام برای به�طوری�که

|f(x)− gn(t)| < ε

.٢.٣.٢ قضیه

با است متقارن همگرای که چندجمله�هایی از دنباله�ای یک آنگاه f ∈ C([a, b], R) کنیم فرض
دارد. وجود [a, b] روی F (X)

.٣.٣.٢ لم

حداکثر چندجمله�ای�های همه از و است Q از زیرمجموعه�ای Pn که n ∈ N برای a = infPnJ اگر
سپس: است، شده تشکیل n درجه از

lim
n→∞

an = a

که

a = inf
Q
J.

کنید. مراجعه [۶] به برهان.

می�کند. تضمین را مطلوب عملکرد شاخص آوردن به�دست برای شده ارائه روش همگرایی بعدی قضیه

.۴.٣.٢ قضیه

آن�گاه: . Yn = infQn J باشیم داشته n ∈ N برای و باشد پیوسته اولیه مشتق دارای J اگر

lim
n→∞

Yn = Y

که

Y = inf
Q
J



٣٢ بابکر چند�جمله�ای بسط طرح از استفاده با بهینه کنترل مسائل حل برای عددی روش یک .٢

: آن�گاه Yn = minan∈Rn+۱ J(an) کنیم تعریف ما اگر برهان.

Yn = J(a∗n), a∗n ∈ Argmin
{
J(an) : an ∈ Rn+۱} .

کنید: فرض حال

x∗n ∈ Argmin {J(x(t)) : x(t) ∈ Qn}

که

J(x∗n(t)) = min
x(t)∈Qn

J(x(t)),

به . Yn = J(x∗n(t)) بنابراین است، n درجه از t در بابکر چندجمله�ای�های از مرکبی کلاس Qn که
: داریم ما Qn ∈ Qn+۱ اینکه طبق علاوه

min
x(t)∈Qn+۱

J(x(t)) ⩽ min
x(t)∈Qn

J(x(t))

قبل لم براساس حال است. نزولی دنباله یک Yn که معنی این به ،Yn+۱ ⩽ Yn داشت خواهیم بنابراین
دارد: وجود و می�باشد کامل برهان این

lim
n→∞

Yn = min
x(t)∈Q

J(x(t))

ثابت نیز است چپیشف چندجمله�ای ترکیبات از کلاس یک Qn که زمانی قضیه این که شود توجه
می�شود.

عددی مثال�های ۴.٢

گرفته نظر در مثال�های همه می�گیریم. نظر در را زیر مثال�های شده، ارائه روش از بهره�روی دادن نشان برای
اعتبارسنجی این هستند. حل قابل تحلیلی شیوه به همچنین و هستند مطلوب بهینه کنترل دارای شده

می�دهد. نشان را دقیق راه�های از حاصل نتایج با آن مقایسه و بحث مورد روش
با روش این مقایسه دنبال به ما و است حالت پارامترسازی پایه بر شده ارائه روش که دارید توجه
عملکرد شاخص و u(t) کنترل متغیر و x(t) دقیق و تقریبی مسیر بین مقایسه همچنین و قبل روش�های

هستیم. ۶ و ۲ های جدول در J

.١.۴.٢ مثال

برسد. مینیمم به زیر عملکرد شاخص بطوری�که است، بهینه کنترل کردن پیدا مثال این در ما هدف



٣٣ عددی مثال�های .۴.٢

J =
۱
۲

∫ ۱

۰
(u۲(t) + x۲(t))dt, ۰ ⩽ t ⩽ ۱ (٢٩.٢)

زمانیکه

ẋ(t) = −x(t) + u(t), x(۰) = ۱ (٣٠.٢)

تحلیلی جواب کرده�ایم، اشاره آن به [١٢] در که پونتریاگین ماکزیمم�سازی اصل به�وسیله می��توانیم ما
آوریم. به�دست را

x(t) = Ae
√

۲t + (۱− A)e−
√

۲t

u(t) = A(
√

۲+ ۱)e
√

۲t − (۱− A)(
√
۲− ۱)e−

√
۲t,

و

J =
e−۲

√
۲

۲
(
(
√

۲+ ۱)(e۴
√

۲ − ۱)A۲ + (
√

۲− ۱)(e۲
√

۲ − ۱)(۱− A)۲
)
,

تقریب را x(t) مجهول پارامترهای دوم مرتبه بابکر سری از استفاده با . A = ۲
√

۲−۳
−e۲

√
۲+۲

√
۲−۳ که

به: می�رسیم و می�زنیم

x(t) =
۲∑

k=۲
akBk(t) (٣١.٢)

است. زیر شرح به (٣٠.٢) حالت معادله از آمده به�دست کنترل متغیر سپس و

u(t) = +a۲t
۲ + (a۱ + ۲a۲)t+ a۰ + a۱ + ۳a۲. (٣٢.٢)

می�آوریم. به�دست Ĵ برای را زیر عبارت (٢٩.٢) جای به (٣٢.٢) و (٣١.٢) جایگزینی با ادامه در

Ĵ =
[
a۰ a۱ a۲

]
۱ ۱ ۱۷

۶
۱ ۴

۳
۱۳
۴

۱۷
۶

۱۳
۴

۸۷
۱۰



a۰

a۱

a۲

 (٣٣.٢)



٣۴ بابکر چند�جمله�ای بسط طرح از استفاده با بهینه کنترل مسائل حل برای عددی روش یک .٢

١ جدول :١.٢ جدول
n J خطا
٣ ٠.١٩٢٩٣١۶٠۵۶ ٢.٢ e−۵

۴ ٠.١٩٢٩٠٩۴۴۵٠ ١.٧ e−۷

۵ ٠.١٩٢٩٠٩٢٩٩٠ ٨.۶ e−۱۰

می�آید. بدست اولیه حالت از نمایندگی به دیگری معادله (٣٠.٢) اولیه شرایط از

a۰ + ۲a۲ = ۱ (٣۴.٢)

این جدید مسئله می�شود. زده تقریب دوم درجه ریزی برنامه� مسائل به�وسیله پویا بهینه کنترل مسائل
را a∗ بردار بهینه مقدار شود. رسانده مینیمم به (٣۴.٢) مساوی قیدهای معرض در را (٣٣.٢) که است
بهینه پارامتر�های این کردن جایگزین با آورد. به�دست دوم درجه ریزی برنامه� روش از استفاده با می�توان
شده ارائه روش وسیله به که J بهینه مقدار تابع آورد. به�دست می�توان را تقریبی بهینه مقدار (٣٣.٢) به

است. شده داده نشان ۱ جدول در مختلف های n برای آوردیم، به�دست

با که J بهینه تابع مقدار است. J = ۰٫۱۹۲۹۰۹۲۹۷۸ عملکرد شاخص برای دقیق جواب
دقیق جواب به نزدیک بسیار تقریبی مقدار آوردیم، به�دست n = ۴ برای شده ارائه روش از استفاده

زیرمی�شود: صورت به کنترل متغیر و حالت متغیر تقریبی مقدار یافتن به روش این است.

x(t) = ۱٫۰− ۱٫۳۸t+ ۰٫۹۸۲t۲ − ۰٫۴۰۳t۳ + ۰٫۰۸۷۱t۴

و

u(t) = −۰٫۳۸۴+ ۰٫۵۷۹t− ۰٫۲۲۷t۲ − ۰٫۰۵۴۲t۳ + ۰٫۰۸۷۱t۴

است. شده رسم ۱ شکل در تحلیلی حل راه و آمده به�دست حل راه�

میشود. مقایسه n = ۴ برای واقعی حل راه با تقریبی حل راه . (١.۴.٢) مثال حل :راه ۱ شکل



٣۵ عددی مثال�های .۴.٢

٢ جدول :٢.٢ جدول
n ||x(t)− xn(t)||∞ ||u(t)− un(t)||∞ |J − Ĵ |
١ ١.٢e−۱ ۶.٣e−۱ ۵.٧ e−۲

٢ ٩.۵e−۳ ۵.۵e−۲ ١.٣e−۳

٣ ١.٠e−۳ ٨.٠e−۳ ٢.٢e−۵

۴ ۶.۴e−۵ ١.۵e−۳ ١.٧e−۷

۵ ۴.٠e−۶ ۴.٨e−۵ ٨.۶e−۱۰

۶ ١.٩e−۷ ٧.۶e−۶ ٢.٣e−۱۲

٧ ٩.٣e−۹ ١.۶e−۷ ٧.۶e−۱۵

٨ ٣.٣e−۱۰ ۶.٨e−۹ ١.٣e−۱۷

٩ ١.٢e−۱۱ ٢.۵e−۱۰ ٢.۴e−۲۰

١٠ ١.١e−۱۱ ٢.٣e−۱۰ ٢.٢e−۲۰

شده�اند. مقایسه هم با n = ۴ برای واقعی جواب و تقریبی جواب . (١.۴.٢) مثال جواب : ۱ شکل

۱۰ مرتبه از بابکر چندجمله�ای سری با x(t) بسط به�وسیله همچنین قبلی مثال که است توجه قابل
دقیق مقدار به نزدیک بسیار که ۰٫۱۹۲۹۰۹۲۹۸۱ آمده بدست بهینه مقدار می�باشد، حل قابل نیز
و ۰٫۱۹۳۸۲۸۷۲۳ به�ترتیب الگوریتم این از تکرار سه با ، [۴۴] و [١٠] در آمده به�دست نتایج و J

داریم. ۰٫۱۹۲۹۰۹۷۷۶
∥u(t) − un(t)∥∞کنترل متغیر برای و (∥x(t) − xn(t)∥∞) حالت متغیر مطلق ماکزیمم خطای
لیست شده، ارائه الگوریتم مختلف های n برای ۲ جدول در که می�باشد، |J − Jn| عملکرد شاخص و
n برای کنترل متغیر و حالت متغیر و عملکرد شاخص برای مطلق ماکزیمم خطای ۲ جدول شده�اند.

(١.۴.٢) مثال در مختلف های

.٢.۴.٢ مثال

برسد. مینیمم به زیر در ما شاخصعملکرد به�طوری�که است، بهینه کنترل یافتن هدف قبلی مثال مانند



٣۶ بابکر چند�جمله�ای بسط طرح از استفاده با بهینه کنترل مسائل حل برای عددی روش یک .٢

J =
۱
۲

∫ ۲

۰
u۲(t)dt, ۰ ⩽ t ⩽ ۲ (٣۵.٢)

زمانی�که

u(t) = ẋ(t) + ẍ(t), (٣۶.٢)

شرایط با و

x(۰) = ۰, ẋ(۰) = ۰, (٣٧.٢)

x(۲) = ۵, ẋ(۲) = ۲

است: زیر صورت به تحلیلی جواب �که

x(t) = −۶٫۱۰۳+ ۷٫۲۸۹t+ ۶٫۶۹۶e−t − ۰٫۵۹۳et

و

u(t) = ۷٫۲۸۹− ۱٫۱۸۶et.

x(t) تقریب از استفاده با است. J = ۱۶٫۷۴۵۴۳۸۶۰ عملکرد شاخص دقیق مقدار بنابراین
داشت: خواهیم مجهول ضرایب از بابکر چندجمله�ای�های از سوم مرتبه سری به�وسیله

x(t) =
k=۳∑
k=۰

akBk(t), (٣٨.٢)

می�آید: به�دست زیر صورت به (٣۶.٢) حالت معادله از کنترل متغیر سپس و

u(t) = a۱ + ۲a۲ + a۳ + (۲a۲ + ۶a۳)t+ ۳a۳t
۲, (٣٩.٢)

بیاوریم: به�دست J برای توانستیم را زیر عبارت (٣۵.٢) با (٣٩.٢) جایگزینی با

Ĵ =
[
a۱ a۲ a۳

]
۱ ۴ ۱۱
۴ ۵۲

۳ ۵۲
۱۱ ۵۲ ۸۴۹

۵



a۱

a۲

a۳

 (۴٠.٢)

صورت به می��آید به�دست اولیه حالت معادله از نمایندگی به دیگری معادله (٣٧.٢) مرزی شرایط از
زیر:



٣٧ عددی مثال�های .۴.٢

٣ جدول :٣.٢ جدول
n J خطا
۴ ١۶.٧۶٣٠۴٣۴٨ ١.٨ e−۲

۵ ١۶.٧۵٠٧٣٣۴۵ ۵.٣ e−۳

۶ ١۶.٧۵٠٧٢۵٢۶ ۵.٢ e−۳

a۰ + ۲a۲ = ۰ (۴١.٢)

a۰ + ۲a۱ + ۶a۲ + ۱۰a۳ = ۵
a۱ + a۳ = ۰
a۱ + ۴a۲ + ۱۳a۳ = ۲.

مینیمم به جدید مسئله زد. تقریب دوم درجه ریزی برنامه� مسائل با می�توان را پویا بهینه کنترل مسائل
استفاده با می�توان را a∗ بردار بهینه مقدار می�باشد. (۴١.٢) قیدهای برابری هدف با �(۴٠.٢) رساندن
(۴٠.٢) با بهینه پارامترهای این جایگزینی با آورد. به�دست دوم درجه نویسی برنامه استاندارد روش از
آوردیم به�دست شده ارائه روش از استفاده با که J تابع بهینه مقدار کنیم. محاسبه را بهینه مقدار می�توانیم

داده�ایم. نشان مختلف های n برای ۳ جدول در

می�باشد: زیر صورت به است شده محاسبه تقریبی کنترل متغیر و حالت متغیر مقدار n = ۵ برای

x(t) = ۳٫۰۵t۲ − ۱٫۱۹t۳ + ۰٫۲۱۸t۴ − ۰٫۰۳۵۹t۵

و

u(t) = ۶٫۰۹− ۱٫۰۴t− ۰٫۹۵۷t۲ + ۰٫۱۵۲t۳ − ۰٫۱۸۰t۴

شده�است. رسم ۲ شکل در تحلیلی جواب و آمده به�دست جواب



٣٨ بابکر چند�جمله�ای بسط طرح از استفاده با بهینه کنترل مسائل حل برای عددی روش یک .٢

۴ جدول :۴.٢ جدول
t x(t) xn(t) u(t) un(t)

٠.٠٠ ٠.٠ ٠.٠ ۶.١٠٣ ۶.١٠۴٨٢۶٨٠۴
٠.٢۵ ٠.١٧٢۶٧٢٩٧١٧ ٠.١٧٢٧٢٣٠٨١٨ ۵.٧۶۶١۴۵٨۵۵ ۵.٧۶٧۶٩٩١٠١
٠.٧۵ ١.٢٧١٣٣۵۴٢٧ ١.٢٧١۶٧٢٠٠۵ ۴.٧٧٨٢٣٧٩٨٠ ۴.٧٧٨٩٨٧٨١١
١.٠٠ ٢.٠٣٧٣٧٩۶١۴ ٢.٠٣٧٨٨٢٨۴۴ ۴.٠۶۵١١٧٧۵٢ ۴.٠۶۵٢٨٧٣٣٨
١.٢۵ ٢.٨۵۶٩١٢٧۴۶ ٢.٨۵٧۵۵٣۶٢٧ ٣.١۴٩۴۵٣٢۵٣ ٣.١۴٨٨٧٨٢١٧
١.۵٠ ٣.۶۶۶٩٣٧٩٣٣ ٣.۶۶٧۶۵٢٢٧۵ ١.٩٧٣٧١۶٧۶٣ ١.٩٧٢١٨۵٣٠۵
١.٧۵ ۴.۴٠٣٨۶٠٩٣٩ ۴.۴٠۴۵۴۵٢٩٩ ٠.۴۶۴٠۴١٢٢۶ ٠.۴۶١٢٨١۶٩٠٣
٢.٠٠ ۴.٩٩٩۴٩۴٧٨٩ ۴.٩٩٩٩٩٩٩٩۶ -١.۴٧۴۴٢٠۵٣٣ -١.۴٧٨٧۵٧٠٩٣

شده�اند. مقایسه هم با n = ۵ برای واقعی جواب و تقریبی جواب . (١.۵) مثال جواب : ۲ شکل

|u(t)−xn(t)| و |x(t)−xn(t)| مطلق خطاهای تعیین برای عددی صورت به شده ارائه روش دقت
است. شده داده ۴ جدول در n = ۵ برای

از بابکر چندجمله�ای سری با x(t) بسط از استفاده با نیز قبلی مسئله که، باشید داشته توجه
دقیق مقدار به نزدیک بسیار که می�کنیم، پیدا ۱۶٫۷۵۰۷۲۳۴۰ بهینه مقدار و می�شود حل ۷ مرتبه
الگوریتم ازاین تکرار سه ۱۶٫۷۴۵۳۱۷۱۷برای که [۵٢] در آمده بدست نتیجه و ۱۶٫۷۴۵۴۳۸۶۰

است.

.٣.۴.٢ مثال

میانگر) نوسانی و خطی (کنترل
کنید: فرض و بگیرید نظر در را ۲٫۲٫۲ بخش نوسانی و خطی کنترل مسأله

ω = ۱, T = ۲, x۰ = ۰٫۵, ẋ۰ = −۰٫۵,



٣٩ عددی مثال�های .۴.٢

رساند؛ می مینیمم به که، است بهینه� کنترل کردن پیدا هدف

J =
۱
۲

∫ ۰

−۲
u(t)۲dt, −۲ ⩽ t ⩽ ۰ (۴٢.٢)

زمانی�که

u(t) = ẍ(t) + x(t), (۴٣.٢)

و

x(−۲) = ۰٫۵, x(۰) = ۰ (۴۴.٢)

ẋ(−۲) = −۰٫۵, ẋ(۰) = ۰

می�شود: گرفته نظر در زیر صورت به x(t) تقریبی مقدار

x(t) =
i=۳∑
i=۰

aiBi(t), (۴۵.٢)

: است زیر صورت به (۴٣.٢) حالت معادله از آمده به�دست کنترل متغیر سپس و

u(t) = ۴a۲ + ۷a۳t+ a۰ + a۱t+ a۲t
۲ + a۳t

۳ (۴۶.٢)

آوریم: به�دست می�توانیم J برای را زیر عبارت (۴٢.٢) با (۴۶.٢) جایگزینی با

Ĵ =
[
a۰ a۱ a۲ a۳

]


۱ −۱ ۳۲
۶ −۹

−۱ ۴
۳ −۶ ۳۷۶

۳۰
۳۲
۶ −۶ ۴۴۸

۱۵
−۳۲۳

۶
−۹ ۳۷۶

۳۰
−۳۲۳

۶
۱۲۵۲۴
۱۰۵



a۰

a۱

a۲

a۳

 (۴٧.٢)

زیر صورت به که می�آوریم به�دست اولیه حالت نمایندگی به دیگری معادله (۴۴.٢) مرزی شرایط از
می�دهیم: نمایش

a۰ − ۲a۱ + ۶a۲ − ۱۰a۳ =
۱
۲ , (۴٨.٢)

a۰ + ۲a۲ = ۰,

a۱ − ۴a۲ − ۱۳a۳ = −۱
۲ ,

a۱ + a۳ = ۰,



۴٠ بابکر چند�جمله�ای بسط طرح از استفاده با بهینه کنترل مسائل حل برای عددی روش یک .٢

۵ جدول :۵.٢ جدول
n J خطا
۴ ٠.١٨۴٩١۶٨٩١٣ ۵.٨ e−۵

۵ ٠.١٨۴٨٧٣۵٢٩۶ ١.۵ e−۵

۶ ٠.١٨۴٨۵٨۵٧۴٠ ۵.٢ e−۸

�(۴٧.٢) رساندن مینیمم به جدید مسئله زد. تقریب دوم درجه ریزی برنامه� مسائل با می�توان را مسأله
استاندارد روش از استفاده با می�توان را a∗ بردار بهینه مقدار است. (۴٨.٢) قیدهای برابری هدف با
بهینه مقدار می�توانیم (۴٧.٢) با بهینه پارامترهای این جایگزینی با آورد. به�دست دوم درجه ریزی برنامه�
n برای ۵ جدول در آوردیم به�دست شده ارائه روش از استفاده با که J تابع بهینه مقدار کنیم. محاسبه را

داده�ایم. نشان مختلف های
بدست J تابع بهینه مقدار است. J = ۰٫۱۸۴۸۵۸۵۴۲۲ عملکرد شاخص برای دقیق جواب
امر این می�باشد. دقیق جواب از دقیق بسیار تقریبی n = ۶ برای شده پیشنهاد روش از استفاده با آمده

می�کند: بیان زیر صورت به را کنترل و حالت متغیرهای

x(t) = ۰٫۰۱۲۵t۲ − ۰٫۰۸۹۵t۳ + ۰٫۰۰۱۸۴t۴ + ۰٫۰۱۲۷t۵ + ۰٫۰۰۱۷۴t۶,

و

u(t) = ۰٫۰۲۵۰−۰٫۵۳۷t+۰٫۰۳۴۶t۲+۰٫۱۶۵t۳+۰٫۰۵۴۰t۴+۰٫۰۱۲۷t۵+۰٫۰۰۱۷۴t۶,

است. شده رسم ۳ نمودار در تحلیلی وجواب آمده بدست جواب

شده�اند. مقایسه هم با n = ۶ برای واقعی جواب و تقریبی جواب . (١.۵) مثال جواب : ۳ شکل

و می�باشد حل قابل ۱۰ مرتبه از بابکر چندجمله�ای سری با x(t) بسط به�وسیله قبلی مثال همچنین
۰٫۱۸۴۸۵۸۵۴۲۲ دقیق مقدار نزدیکبه بسیار که کردیم پیدا را J = ۰٫۱۸۴۸۵۸۵۴۲۴ بهینه مقدار



۴١ عددی مثال�های .۴.٢

۶ جدول :۶.٢ جدول
n ||x(t)− xn(t)||∞ ||u(t)− un(t)||∞ |J − Ĵ |
٢ ٣.٣e−۲ ١.١e−۱ ١.١ e−۲

٣ ٣.٢e−۲ ١.٠e−۱ ١.٠e−۲

۴ ۶.٩e−۴ ٧.٧e−۳ ۵.٨e−۵

۵ ٣.٠e−۴ ۵.٢e−۳ ١.۵e−۵

۶ ۶.٩e−۶ ١.٩e−۴ ٣.٢e−۸

٧ ١.١e−۶ ٧.٠e−۵ ٢.٣e−۹

٨ ٣.٣e−۸ ٢.٢e−۶ ٢.٢e−۱۰

٩ ٢.۶e−۹ ٣.۴e−۷ ٢.١e−۱۰

١٠ ٩.۵e−۱۰ ٨.۵e−۹ ٢.٠e−۱۰

٧ جدول :٧.٢ جدول
شده ارائه روش

n ε =٠.١۵ ε =٠.۵ ε = ٠.٧۵
٣ ٠.١٩٩٢٨٢٩٩۵۶ ٠.٢٠٧۵۴٢۵۴۴٣ ٠.٢١٣۶٢٢۵١٠٣
۴ ٠.١٨٧۵٢٩٢١۶۶ ٠.١٩٣٧٠٨٠۴٧۶ ٠.١٩٨١٩٢٣٠١٠
۵ ٠.١٨٧۴٩٧٠۴٢۵ ٠.١٩٣۶٣٠٣٢١١ ٠.١٩٨٠۶۶٨۵٩۶

تکرار سه برای ۰٫۱۸۴۸۹۷۹۲۶ و ۰٫۱۸۴۸۵۸۵۷۶ به�ترتیب [٢] و [۴٩] در نتایج است.
کنترل متغیر و (∥x(t) − xn(t)∥∞) حالت متغیر از مطلق ماکزیمم خطای است. آمده به�دست
الگوریتم مختلف های n برای ۶ جدول در |J − Jn| عملکرد شاخص برای و ∥u(t) − un(t)∥∞

است. شده لیست شده، پیشنهاد

نوسان�ساز میانگر کنترل •

مورد این در دقیق حل راه شده، اشاره قبلا که همانطور می�کنیم. بررسی را میانی نوسان کنترل ادامه در
های n برای ε از گوناگون مقادیر برای J کاربردی هزینه از بهینه مقدار ۷ جدول در نیست. شده شناخته

است. شده لیست نوسانی میانگر کنترل مختلف

می�شود. مشخص شده، پیشنهاد الگوریتم صحت داده�ها مقایسه با

گیری نتیجه •

نوسان�ساز میانگر کنترل و غیرخطی بهینه کنترل مسائل حل برای عددی روش یک فصل، این در
حالت پارامترسازی برپایه آن های حل راه که دادیم، ارائه بهینه کنترل مسائل از خاصی کلاس عنوان به

می�کند. تولید مجهول ضرایب از استفاده با واقعی جواب به نسبت دقیق تقریبی و است



۴٢ بابکر چند�جمله�ای بسط طرح از استفاده با بهینه کنترل مسائل حل برای عددی روش یک .٢

مستقیم روش هدف واقع در دارد. کارایی بهینه کنترل مسائل همه برای روش این که می�کنیم، تاکید
روش این با همچنین است. زمان از تابعی عنوان به حالت متغیر و کنترل متغیر محاسبه شده، ارائه

می�آید. به�دست آسانی به عملکرد شاخص برای عددی مقدار
مسائل طوری�که می�کند، فراهم مسائل بهینه کنترل به�دست�آوردن و تنظیم برای ساده راه یک روش این

بیاوریم. به�دست می�توانیم روش این با راحتی به را ترکیبی
از برخی است. آن سریع همگرایی روش این مزایای از است. شده اثبات الگوریتم این همگرایی
شده ارائه روش که است داده نشان نتایج است. امر این گویا کردیم، حل روش این به�وسیله که مثال�هایی

است. مهندسی کابرد�های برای روش انتخاب در مهمی فاکتور و است قوی روش یک

ادامه برای تازه �ای ایده •

خروجی پس�خورد می�شود؛ پیشنهاد بابکر چندجمله�ای�های بررسی روند ادامه برای نو طرحی به�عنوان
شود. مقایسه و محاسبه چندجمله�ای�ها این برای حالت پس�خورد و

چپیشف جمله از چندجمله�ای�ها سایر به نسبت شده شناخته چندجمله�ای این شد، مشاهده که همان�طور
دادیم. تشکیل را حالت و ورودی ماتریس بابکر چندجمله�ای برای می�توان همچنین دارد. بیشتری کارایی
به�دست کنترل اصول و قواعد بر تکیه با را خروجی پس�خورد و حالت پس�خورد ماتریس می�توان نتیجه در

است. شده شروع نتیجه این به حصول برای بررسی�ها که آورد.



٣ فصل

از استفاده با سیستم یک خروجی پس�خورد
پارامتری روش و معکوس ویژه مقدار مسأله�ی

ویژه مقادیر تخصیص برای پارامتری روش ١.٣
برای F ∈ Rn×n مناسب پس�خورد ماتریس انتخاب دینامیکی، سیستم یک کنترل برای اصلی هدف
مسئله هدف، این به رسیدن برای است. سیستم پاسخ به بخشیدن سرعت و ثبات و تعادل به رسیدن
این شود. تبدیل A + BF بسته حلقه ماتریس ویژه�ی مقادیر تخصیص برای F انتخاب به می�تواند

می�نامند. ١ ویژه مقادیر تخصیص مسائل را، مسائل
معادلات به�وسیله که خروجی r و ورودی m حالت، n با سیستم یک ٢ خروجی پس�خورد کنترل

x(t) = Ax(t) +Bu(t) (١.٣)

y(t) = Cx(t) (٢.٣)

نیست مشاهده قابل مستقیم طور به x(t) حالت بردار سیستم�ها این از بعضی در می�شود. تعریف
خروجی داده�های پایه بر سیستم کنترل دنبال به ما دقیق طور به است. دسترس در y(t) خروجی فقط و

می�کنیم: تعریف را زیر قانون هستیم.

y(t) = Cx(t) (٣.٣)

y(t) خروجی از خطی تابع یک عنوان به باید u(t) ورودی است. معلوم ماتریسی C ∈ R که
شود: انتخاب

١Pole Assignment Problem
٢Output Feedback

۴٣



۴۴ پارامتری روش و معکوس ویژه مقدار مسأله�ی از استفاده با سیستم یک خروجی پس�خورد .٣

u(t) = Ky(t) (۴.٣)

می���شود: تبدیل زیر، فرم به بسته حلقه دینامیکی سیستم

ẋ(t) = (A+BKC)x(t) (۵.٣)

ویژه مقادیر به�طوری�که است، (m× r) ابعاد با �،K خروجی پس�خورد ماتریس انتخاب هدف، حال
کند. پیدا تخصیص A+BKC ماتریس به شده، تعیین قبل از و دلخواه

معکوس ویژه��ی مقدار مسائل از خاصی نوع ٣ خروجی پس�خورد با ویژه مقادیر تخصیص مسائل
است. (K ماتریس ساختاری فرم روی محدودیت (بدون

خروجی پس�خورد با گسسته�زمانی خطی سیستم�های زمانی بهینه کنترل ١.١.٣

با متناسب ti لحظه�ی در را u(i) ورودی خروجی، پس�خورد با سیستم یک زمانی بهینه کنترل برای
است: زیر صورت به u(i) تعیین روش یک می�کنند. تعیین خروجی

u(i) = Ky(i) (i = ۰,۱, · · · ) (۶.٣)

می�شود نامیده خروجی پس�خورد ماتریس و است ثابت درایه�های با حقیقی m×nماتریس K آن در که
جایگزینی با و

y(i) = Cx(i) (٧.٣)

داریم: سیستم حالت معادله در می�شود نامیده خروجی کنترل قانون که (۶.٣) رابطه�ی در

x(i+ ۱) = Ax(i) + BKCx(i) (i =,۱,۲, · · · ) (٨.٣)

حلقه ویژه مقادیر را آن ویژه مقادیر و سیستم بسته حلقه ماتریس A + BKC ماتریس جا این در
آن �های خروجی با متناسب سیستم ورودی�����������های K ماتریس تعیین با واقع در می�نامند. سیستم بسته

می�شوند. تعیین
حلقه سیستم که طوری به هستیم، K پس�خورد ماتریس یافتن دنبال به ما معکوس کنترل مسائل در

گردد. پایدار گسسته) یا (پیوسته خود ماهیت با متناسب نظر مورد بسته

٣Output Feedback Assignment Problem



۴۵ ویژه مقادیر تخصیص برای پارامتری روش .١.٣

صفحه چپ سمت در ویژه مقادیر که می�باشند پایدار صورتی در پیوسته سیستم�های .١.١.٣ ملاحظه
سیستم ویژه مقادیر که بود خواهد پایدار صورتی در گسسته سیستم�های برای یابند. اختصاص مختلط

[٣١] گردد. واقع واحد دایره داخل در بسته حلقه

باشیم. می خروجی پس�خورد کنترل دنبال به معکوس ویژه مقدار روش از استفاده با فصل این در
بررسی معکوس ویژه مقدار مسئله و دینامیکی سیستم یک ویژه مقادیر تخصیص بین ارتباط ابتدا در
آن برعکس و ویژه مقادیر تخصیص مسئله یک به را معکوس ویژه مقدار مسئله یک سپس می�کنیم.
معکوس ویژه مقدار روش از استفاده با ویژه مقادیر تخصیص برای جدید روشی همچنین کنیم. می تبدیل

می�دهیم. ارائه ماتریسی
فرم و اشلون استاندارد فرم از استفاده با ویژه مقادیر تخصیص پیرامون مختصر توضیحاتی ابتدا در

می�دهیم. ارایه برداری همدم

تشابهی تبدیلات از استفاده با ویژه مقادیر تخصیص ٢.١.٣

از استفاده (A,B) زوج برای برداری همدم فرم و اشلون استاندارد فرم در کنترلی مسائل حل اساس
ماتریسی تجزیه در آن�ها از می�توانیم و می�باشد معکوس دارای که زیرا است. مربعی تبدیل ماتریس�های

نهادیم. نام تشابهی تبدیلات از استفاده با ویژه مقادیر تخصیص دلیل همین به ببریم. بهره

استاندارداشلون فرم .٢.١.٣ تعریف

سیستم حالت معادله است. شده تعریف Rn فضای بر که باشد تشابهی تبدیل T که کنید فرض
می�گیریم: نظر در زیر به�صورت را معمولی زمانی پیوسته

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t) (٩.٣)

یعنی: شود، تبدیل جدید فضای به T−۱ تبدیل ماتریس توسط دستگاه حالت بردار می�کنیم فرض حال

x̂(t) = T−۱x(t) or x(t) = T x̂(t) (١٠.٣)

داریم: (٩.٣) حالت معادله در (١٠.٣) رابطه جایگزاری با

T ˆ̇x(t) = ATx̂(t) +Bu(t)

⇒ ˆ̇x(t) = T−۱ATx̂(t) + T−۱Bu(t) (١١.٣)

داریم: (١١.٣) معادله در B̂ = T−۱B و Â = T−۱AT گرفتن نظر در با حال

˙̂x(t) = Âx̂(t) + B̂u(t) (١٢.٣)



۴۶ پارامتری روش و معکوس ویژه مقدار مسأله�ی از استفاده با سیستم یک خروجی پس�خورد .٣

مشخص کنترل�پذیری ماتریس از استفاده با فردی به منحصر به�صورت می�توان را T تبدیل ماتریس
کرد.

تبدیل ماتریس ستون�های را، Q کنترل�پذیری ماتریس خطی مستقل ستون n اولین که ترتیب این به
می�کنیم: تعریف زیر به�صورت را اشلون استانداد فرم این����������������صورت در می�دهیم، قرار T

T = [b۱ b۲ · · · bm Aq−۱b۱ · · ·Aq−۱br Aq−۱br+۱ · · ·Aq−۱bm Aqb۱ · · ·Aqbr]

ماتریس اگر می�دهیم. تشکیل را است ستون n + m و n دارای که ،[B,A] افزوده ماتریس
داشت: خواهیم دهیم، تشکیل را [T−۱B, T−۱AT ]

T−۱[B,A] = T−۱[b۱b۲bmAb۱ · · ·Aqb۱ · · ·AqbrA
qbr+۱ · · ·AqbmA

q+۱b۱ · · ·Aq+۱br]

= T−۱[T,Aqbr+۱ · · ·Aq+۱br] = [I, T−۱Aqbr+۱ · · ·T−۱Aq+۱br] = [In×n, Vn×n]

(١٣.٣)

عملیات�های نیازمند اشلون استاندارد فرم به رسیدن و تشابهی تبدیلات و ماتریسهمانی آوردن به�دست
می�کنیم: تعریف زیر صورت به را عملیات�ها این می�باشد. نظیر ستونی و سطری

.١

r(i)←→ r(j)

c(i)←→ c(j)

.٢

r(i)←→ ar(i)

c(i)←→ ۱
a
c(i)

.٣

r(i)←→ r(i) + kr(j)

c(j)←→ c(j)− kc(i)

ماتریس ابتدا نماییم،� تبدیل [I, V ] اشلون استاندارد فرم به� را (A,B) زوج بخواهیم که صورتی در
ماتریس روی مقدماتی سطری عملیات از استفاده با سپس می�دهیم، تشکیل را Q = [B,A, I] افزوده
می�کنیم،� تبدیل I به را Qماتریس اول ستون n مرحله، هر در حاصل Aماتریس روی نظیر ستونی و Q

می�شود: تبدیل زیر به�صورت Q̂ افزوده ماتریس صورت این در



۴٧ ویژه مقادیر تخصیص برای پارامتری روش .١.٣

Q̂ = [B̂, Â, T−۱] = [In, Vn×m, T
−۱] (١۴.٣)

هستند: زیر صورت به B̂ و Â ماتریس�های که

Â =



۰m×m ۰ · · · ۰m×r v
(۱)
m×m

Im ۰ · · · ۰ v
(۲)
m×m

۰m×m Im · · · ۰ v
(۳)
m×m

... ... ... ... ...
۰ ۰ · · · ۰ v

(q)
m×m

۰r×m ۰r×m · · · Ir v
(q+۱)
r×m


, B̂ =



Im

۰m×m

۰m×m

۰m×m

۰r×m


. (١۵.٣)

برداری همدم فرم .٣.١.٣ تعریف

است. شده تعریف R فضای بر که می�گیریم نظر در را S مانند تشابهی خطی تبدیل ماتریس یک
توسط نوشتیم، اشلون استاندارد فرم به شده ارائه توضیحات بنابر قبلا که را سیستم حالت بردار اکنون

می�گردد: تبدیل جدید فضای به S−۱ تبدیل ماتریس

x̃(t) = S−۱x̂(t) = S−۱T−۱x(t) (١۶.٣)

داشت: خواهیم (١٢.٣) معادله در (١۶.٣) معادله جایگزاری با

S ˆ̇x = ÂSx̃(t) + B̂u(t) (١٧.٣)

⇒ ˜̇x = S−۱ÂSx̃(t) + S−۱B̂u(t) (١٨.٣)

معادله در Ã = S−۱B̂ = S−۱T−۱B و Ã = S−۱ÂS = S−۱T−۱ATS گرفتن نظر در با
داریم: (١٧.٣)

x̃(t) = Ãx̃(t) + B̃u(t) (١٩.٣)

. [١٧] است (B,A) زوج برداری همدم فرم ،(B̃, Ã) زوج

یکسان نیز آن�ها جواب و هستند یکدیگر هم�ارز اشلون استاندارد و برداری همدم فرم دو .۴.١.٣ ملاحظه
است.

عددی روش به برداری همدم فرم آوردن به�دست .۵.١.٣ تعریف



۴٨ پارامتری روش و معکوس ویژه مقدار مسأله�ی از استفاده با سیستم یک خروجی پس�خورد .٣

سطری و Âماتریس روی مقدماتی ستونی عملیات از استفاده با باشد، منظم کرونکر ناورداهای اگر
زیر به�صورت آن�را تبدیل ماتریس و برداری همدم فرم می�توان ،Q̂ ماتریس کل روی آن نظیر مقدماتی

آورد: به�دست

Ã =


G۰

......

In−m O(n−m)×m

 , B̃ =


B۰

.....

O(n−m)×m

 (٢٠.٣)

ناورداهای اگر حال است. مثلثی بالا m × m ماتریس یک B۰ و m × n ماتریس یک G۰ که
می�شوند. پخش اصلی قطر پایین در ،Ãماتریس از In−m ستون�های از برخی باشند، نامنظم کرونکر

پس�خورد به�وسیله ویژه تخصیصمقادیر برای پارامتری روش ٢.٣
خروجی

حل برای است. شده ارائه خروجی پس�خورد با سیستم�های کنترل برای پارامتری روش یک بخش، این در
پارامتر�های حسب بر خطی غیر معادلات از مجموعه�ای روش، این در مناسب کنترل�گر آوردن به�دست� و
در می����پردازیم. معادلات این حل به مناسب افزار�های نرم از استفاده با آخر در که می�آید به�دست آزاد
عملیات به�وسیله ادامه در و آورده، به�دست را حالت پس�خورد ماتریس مفروض، پارامتر��������������های به�وسیله ابتدا
مزیت دو به می�توان روش این ویژگی�های از می�شود. محاسبه خروجی پس�خورد ماتریس مناسب تشابهی

کرد: اشاره کلی

کنترلی پس�خورد ماتریس نبودن فرد به منحصر -١

ممکن نرم کمترین با نظر مورد کنترلی پس�خورد ماتریس انتخاب -٢

حالت پس�خورد ماتریس به�وسیله�ی ویژه مقادیر تخصیص ١.٢.٣

زمانی پیوسته سیستم حالت معادله

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t) (٢١.٣)

می�شود: تعریف زیر صورت به حالت پس�خورد کنترل قانون بگیرید. نظر در را

u(t) = Fx(t) (٢٢.٣)

با همچنین و (٢١.٣) معادله روی نظیر مقدماتی ستونی و مقدماتی سطری عملیات�های انجام با
می�رسیم: زیر صورت به سیستم حالت برای برداری همدم فرم به تشابهی ماتریس�های از استفاده



۴٩ خروجی پس�خورد به�وسیله ویژه مقادیر تخصیص برای پارامتری روش .٢.٣

˙̃x(t) = Ãx̃(t) + B̃u(t) (٢٣.٣)

پس�خورد ماتریس F̃ آن در داشت،�که خواهیم را u(t) = F̃ x̃(t) کنترل قانون برای صورت همان به
است. برداری همدم فرم به شده تبدیل سیستم حالت

می�آوریم: به�دست تشابهی تبدیل ماتریس�های از استفاده با و x̃(t) برداری همدم فرم جایگزاری با

u(t) = F̃S−۱T−۱x(t) F = F̃S−۱T−۱ (٢۴.٣)

می�باشد: زیر به�صورت نیز B و A � ماتریس�های برای آمده به�دست برداری همدم فرم

Ã =


G۰

......

In−m O(n−m)×m

 , B̃ =


B۰

.....

O(n−m)×m

 (٢۵.٣)

می�برد، صفر به را Γ̃ = Ã + B̃F̃p بسته حلقه سیستم ویژه مقادیر که حالتی پس�خورد ماتریس
می�کنیم: تعریف زیر صورت به و می�نامند اولیه حالت پس�خورد ماتریس

F̃p = −B−۱
۰ G۰ (٢۶.٣)

.
داریم: استاندارد سیستم اولیه�ی حالت پس�خورد ماتریس برای لذا

F = F̃pS
−۱T−۱ = −B−۱

۰ G۰S
−۱T−۱ (٢٧.٣)

هستند. صفر همگی Γ̃ = Ã+ B̃F̃p یعنی برداری همدم سیستم ویژه مقادیر که می�دهیم نشان

Γ̃ = Ã+ B̃F̃p

=

[
G۰

In−m O(n−m)×m

]
+

[
B۰

۰

]
(−B−۱

۰ G۰)

=

[
G۰

In−m O(n−m)×m

]
−

[
G۰

۰

]

=

[
۰

I ۰

]
⇒ eig(Ã+ B̃F̃p) = ۰



۵٠ پارامتری روش و معکوس ویژه مقدار مسأله�ی از استفاده با سیستم یک خروجی پس�خورد .٣

Γ = A+BF استاندارد ماتریسسیستم ویژه مقادیر که می�شود اثبات صورت همین به Fp تعریف با
برابرند. هم با آن�ها ویژه مقادیر لذا متشابه�اند، Γ̃ و Γ چون است. صفر نیز

Γ̃ = Ã+ B̃F̃p

= S−۱T−۱ATS + S−۱T−۱BFTS = (TS)−۱(A+BF )TS

= (TS)−۱Γ(TS)

ماتریس که می�شود عملی صورتی در مهم این است، پایداری به رسیدن سیستم، یک کنترل از هدف
Γ = بسته حلقه ماتریس ویژه�ی مقادیر که به�گونه��ای شود، یافت خروجی خرد پس یا و حالت پس�خورد
باشند. ویژه مقادیر طیف به موسوم ، L = {λ۱, λ۲, · · · , λn} شده تعیین پیش از مجموعه در A+BF

هستند. مختلط مزدوج زوج�های به�صورت یا حقیقی ها λi که مهم خاصیت این با
می�دهیم. ارائه اولیه حالت در سیستم بسته حلقه ماتریس آوردن به�دست برای جدیدی روش ادمه در

تعریف با سپس می�کنیم. تبدیل (Ã, B̃) برداری همدم فرم به (A,B) زوج ابتدا

F̃p = −B−۱
۰ G۰ (٢٨.٣)

است: زیر فرم به که اولیه بسته حلقه ماتریس

Γ̃۰ = Ã+ B̃F̃p (٢٩.٣)

=

[
Om×n

In−m O(n−m)×m

]
(٣٠.٣)

ویژه مقادیر که است بدیهی می�کنیم، جمع D = diag(λ۱, λ۲, · · · , λn) قطری ماتریس با را
بود: خواهد D ماتریس ویژه مقادیر همان مجموع، ماتریس

Aλ = Γ̃۰ +D =


λ۱ ۰
۰ . . .

۱ . . .
۰ ۱ ۰ λn

 (٣١.٣)

همدم فرم به Aλ به�طوری�که دهیم،� انجام Aλ ��� روی را نظیر سطری و ستونی تشابهی عملیات اگر حال
می�شود: تبدیل Ãλ برداری

Ãλ =


Gλ

........

In−m O(n−m)×m

 (٣٢.٣)



۵١ خروجی پس�خورد به�وسیله ویژه مقادیر تخصیص برای پارامتری روش .٢.٣

ماتریس تعریف با است. L مجموعه همان Ãλ ویژه مقادیر لذا متشابه�اند، Ãλ و Aλ که است واضح
زیر؛ فرم به پس�خوردحالت

F̃ = B−۱
۰ (−G۰ +Gλ) = −B−۱

۰ G۰ +B−۱
۰ Gλ = F̃p + F̃λ (٣٣.٣)

است: Ãλ ماتریس با برابر Γ̃ = Ã+ B̃F̃ بسته حلقه �ماتریس که، داد نشان توان می

Γ̃c = Ã+ B̃F̃

=

[
G۰

In−m O(n−m)×m

]
+

[
B۰

۰

]
(B−۱

۰ (−G۰ +Gλ))

=

[
Gλ

In−m O(n−m)×m

]
= Ãλ

و می�گیرد قرار L مجموعه در نیز Γ = A + BF بسته حلقه ماتریس ویژه مقادیر شود دقت
تبدیلات تا می�گیرند قرار میان در یکی صورت به ،D قطری ماتریس در مزدوج مختلط زوج�های همچنین
رابطه�ی استاندارد سیستم حالت پس�خورد ماتریس برای آخر در آید. به�دست حقیقی Gλ و شوند آسان�تر
می�باشد. برقرار نیز زمانی گسسته سیستم برای شده ارائه روش داریم. را F = F̂S−۱T−۱ = F̃ T−۱

خروجی پس�خورد به تبدیل و حالت پس�خورد برای پارامتری روش ٢.٢.٣

خروجی و ورودی حالت معادله توسط شده تعریف مشاهده�پذیر و کنترل�پذیر زمان، از مستقل خطی سیستم
بگیرید: نظر در را زیر

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t) (٣۴.٣)

y(t) = Cx(t) (٣۵.٣)

و B ∈ Rn×m ، A ∈ Rn×n ورودی، بردار u(t) ∈ Rm و حالت بردار x(t) ∈ Rn آن در که
rankB = m می�کنیم فرض هستند. خروجی و ورودی باز، حلقه ماتریس�های به�ترتیب C ∈ Rn×r

با ویژه مقادیر تخصیص دنبال به بخش این در . r ≤ n و m ≤ n ، mr ≥ n ،rankC = r ،
می�باشیم. مطلوب ویژه�ی مقادیر با بسته حلقه سیستم تولید برای ،K خروجی پس�خورد ماتریس طراحی

داریم: خروجی پس�خورد در

u(t) = Ky(t) (٣۶.٣)

بسته�ی حلقه ماتریس که �شود انتخاب طوری m× n ابعاد با کنترل�گر ماتریس K کنید فرض

ẋ(t) = (A+BKC)x(t) = Γcx(t) (٣٧.٣)



۵٢ پارامتری روش و معکوس ویژه مقدار مسأله�ی از استفاده با سیستم یک خروجی پس�خورد .٣

باشد. L = {λ۱, λ۲, · · · , λn} ویژه�ی مقادیر دارای
می�شود: تعریف زیر صورت به ویژه مقدار تخصیص در حالت پس�خورد ماتریس

u(t) = Fx(t) (٣٨.٣)

داریم: استاندارد حالت در بسته حلقه سیستم معادله برای و

ẋ(t) = (A+BF )x(t) = Γcx(t) (٣٩.٣)

قرار L = {λ۱, λ۲, · · · , λn} توسط شده تعیین پیش از ویژه مقادیر طیف در Γc ویژه��ی مقادیر که
داریم: (٣٩.٣) و (٣٧.٣) معادله�های مقایسه از دارند.

F = KC (۴٠.٣)

روش از را K ماتریس نمی�توان می�باشد،� منفرد و است مستطیلی ماتریس یک C اینکه به توجه با
K خروجی پس�خورد ماتریس بتوان که هستیم روشی یافتن دنبال به آورد. به�دست C ماتریس معکوس

�������آوریم. به�دست حالت پس�خورد ماتریس از استفاده با را
بگیرید: نظر در را (B̃, Ã) برداری همدم فرم ابتدا

Ã =


G۰

......

In−m O(n−m)×m

 , B̃ =


B۰

.....

O(n−m)×m

 (۴١.٣)

یک G۰ و واحد قطری عناصر با معکوس�پذیر مثلثی بالا (m × m) ماتریس یک B۰ آن در که
داشت: خواهیم (۴٢.٣) در شده ارائه روش بر بنا است، (m× n) ماتریس

Ãλ =


Gλ

.......

In−m O(n−m)×m

 (۴٢.٣)

می�آید: به�دست (m× n) پارامتری درایه�های با ماتریس زیر یک Gλ

Gλ =


g۱۱ · · · g۱n
...

gm۱ · · · gmn

 (۴٣.٣)

یافتن برای می�باشد. L = {λ۱, λ۲, · · · , λn} در Ãλ � ویژه�ی مقادیر قبل، بخش بر بنا همچنین
می�نویسیم: را مشخصه چندجمله�ای کنترلی، بسته حلقه سیستم و gij پارامترهای بین ارتباط



۵٣ خروجی پس�خورد به�وسیله ویژه مقادیر تخصیص برای پارامتری روش .٢.٣

pn(λ) = (λ− λ۱)(λ− λ۲) · · · (λ− λn) (۴۴.٣)

را ،i = ۱,۲, · · · , n برای ،ci ضرایب می�توان (۴۴.٣) و (۴٣.٣) رابطه دادن قرار مساوی با
نمود: محاسبه زیر به�صورت

c۱ = −(λ۱ + λ۲ + · · ·+ λn)

c۲ = (λ۱λ۲ + λ۲λ۳ + · · ·+ λn−۱λn)

...

ck = (−۱)k
∑

λiλj · · ·λl

cn = (−۱)nλ۱λ۲ · · ·λn

می�آید: به�دست زیر شرح به معادله n فوق، روابط و det(Ãλ − Iλ) محاسبه�ی با سپس

f۱(g۱۱, · · · , gmn) = c۱

f۲(g۱۱, · · · , gmn) = c۲

...

fn(g۱۱, · · · , gmn) = cn

به�دست خطی�اند، غیر که مجهول (n×m) با معادله�ای n مجموعه یک f : Rn×m −→ R آن در که
را دیگر مجهول n بتوان تا کرد انتخاب دلخواه صورت به آن�را مجهول n(m − ۱) باید حال �می�آید.
آیا روش این با می�دهد. ما به را زیادی جواب�های به رسیدن امکان آزاد، پارامتر�های کرد. محاسبه

دارد؟ مزیتی چه پس نه اگر یکتاست؟ آمده به�دست K ماتریس
به را Γ = A + BF بسته حلقه سیستم ویژه مقادیر که را پارامتری حالت پس�خورد ماتریس حال

می�آید: به�دست زیر به�صورت می�دهد، اختصاص L شده تعریف طیف همان

F = B−۱
۰ (−G۰ +Gλ)T

−۱ (۴۵.٣)

rm ≥ n شرط که حالتی در (A,C) مشاهده�پذیر زوج و (A,B) کنترل�پذیر زوج برای .١.٢.٣ قضیه
دارد؟[٣١] وجود خروجی پس�خورد ماتریس یک همواره باشد، برقرار

به�طوری�که دارد وجود F حالت پس�خورد ماتریس یک آنگاه باشند، کنترل�پذیر (A,B)جفت اگر برهان.
L مثل دلخواه مجموعه�ی یک از می�توانند Γ = A + BF بسته حلقه سیستم ویژه�ی مقدار n همه
به�طوریکه دارد وجود K �����������������خروجی پس�خورد ماتریس یک مشاهده قابل سیستم یک برای باشند[۴٠].

باشند. دلخواه مجموعه�ی در Γ = A+BF بسته�ی حلقه سیستم ویژه مقادیر n همه�ی



۵۴ پارامتری روش و معکوس ویژه مقدار مسأله�ی از استفاده با سیستم یک خروجی پس�خورد .٣

معمولا C و F ،K که آنجایی از اگرچه .F = KC داشتیم قبل از و بالا شرایط به توجه با
استفاده با بیاید. به�دست C ماتریس معکوس از نمی�تواند K ماتریس� هستند، مستطیلی ماتریس�هایی

می�آوریم. به�دست K ماتریس زیر روند از
FE = نوشت می�توان می�باشد، مربعی ماتریسی چون باشد، n × n یکه ماتریس E کنید فرض
که به�گونه�ای کنیم، ذخیره E در را آن�ها و دهیم انجام C ماتریس روی ستونی عملیات حال . KCE

گردد: یکه بلوکی ماتریس به تبدیل CE

CE = [Ir o] (۴۶.٣)

می�شود: انجام زیر به�صورت F روی ستونی عملیات که است بدیهی آنگاه

Fe = FE = KCE = K[Ir|۰] = [K|۰]⇒ [Fe۱|Fe۲ ] = [k|۰] (۴٧.٣)

باشد. برقرار نیز خطی غیر معادلات و باشد Fe۲ = ۰ که می�کنیم انتخاب به�گونه�ای را پارامترها �

می�باشد F حالت �خورد پس ماتریس از K � کنترل�گر یافتن روش زیر الگوریتم

الگوریتم *

پیش از مجموعه در Γ بسته�ی حلقه سیستم ویژه�ی مقادیر اینکه شرط با gij پارامتر�های یافتن هدف:
باشد. L شده�ی تعیین

اعداد روی که L ویژه مقادیر و (A,B,C) کنترل�پذیر و مشاهده�پذیر سیستم ماتریس�های ورودی:
است. بسته مختلط

دهد. تخصیص را نظر مورد ویژه مقادیر که ،K خروجی پس�خورد ماتریس خروجی:

می�یابیم. را T−۱ و G۰ و B−۱
۰ ابتدا -١

را باشد Λ� مجموعه ویژه�ی مقادیر طیف با برابر آن�ها ریشه�ی که مشخصه�ای چندجمله�ای ضرایب -٢
کنید. تعیین

کنید. محاسبه را Pλ مشخصه�ی چندجمله�ای -٣

در آمده به�دست� مشخصه چند�جمله�ای ضرایب دادن قرار معادل به�وسیله را gij پارامتر�های سیستم -۴
آوردید. به�دست� ۳ و ۲ گام

را CE = [Ir Or,n−r] به�طوری�که C روی مقدماتی ستونی عملیات به�وسیله را E ماتریس -۵
کنید: محاسبه را زیر فرمول و کنید مشخص

FE = KCE = B−۱(−G۰ +Gλ)T
−۱E = [K Or,n−r]



۵۵ خروجی پس�خورد به�وسیله ویژه مقادیر تخصیص برای پارامتری روش .٢.٣

حاصل�ضرب ستون (n − r) آخرین دادن قرار معادل به�وسیله را باقیمانده معادله m(n − r) -۶
بیابید. صفر تا B−۱(−G۰ +Gλ)T

−۱

کنید. حل نیوتن الگوریتم به�وسیله را خطی غیر معادلات مجموعه n+m(n− r) ≤ nm حال -٧

کنید. محاسبه را K و داده قرار Gλ در را پارامترها این -٨

می�شود. گرفته به�کار نیز زمانی گسسته سیستم�های جهت فوق الگوریتم .٢.٢.٣ ملاحظه

میخواهیم بگیرید، نظر در زیر ماتریس�های با را (۶۴.٣) مشاهده�پذیر و کنترل�پذیر سیستم .٣.٢.٣ مثال
آوریم: به�دست پارامتری روش به خروجی پس�خورد ماتریس

A =


۱ ۰ ۱ ۱
۰ ۱ ۰ ۰
۰ ۰ ۱ ۱
۰ ۰ ۰ ۱

 , B =


۱ ۰
۰ ۱
۰ ۱
۱ ۱

 , C =


۱ ۱ ۱ ۰
۰ ۰ ۰ ۱
۱ ۰ ۰ ۱

 (۴٨.٣)

.

Ã =


۱ −۱ ۰ ۱
۱ ۳ −۱ −۲
۱ ۰ ۰ ۰
۰ ۱ ۰ ۰

 , B̃ =


۱ ۰
۰ ۱
۰ ۰
۰ ۰

 T−۱ =


−۱ −۳ ۱ ۲
۱ ۲ ۰ −۱
−۱ −۳ ۲ ۱
۱ ۲ −۱ −۱



C̃ =


۱ ۲ ۰ ۰
۱ ۱ −۱ −۱
−۱ −۳ ۲ ۱
۲ ۱ ۰ ۲


داشت: خواهیم ادامه در می�باشد. C̃ = CT آن در که

B−۱
۰ =

[
۱ ۰
۰ ۱

]
, G۰ =

[
۱ −۱ ۰ ۱
۱ ۳ −۱ −۲

]

می�آوریم: به�دست� زیر به�صورت سطری عملیات�های از استفاده با را n مرتبه از E ماتریس ادامه در

E =


−۱٫۳ ۰ ۲٫۳ −۴٫۳
۲٫۳ ۰ −۱٫۳ ۲٫۳
۱٫۳ −۱ ۱٫۳ −۵٫۳
۰ ۰ ۰ ۱





۵۶ پارامتری روش و معکوس ویژه مقدار مسأله�ی از استفاده با سیستم یک خروجی پس�خورد .٣

ارائه فرمول بر بنا می�دهیم، اختصاص سیستم این به را Λ = −۱,−۲,−۳,−۴ ویژه مقادیر حال
با: است برابر که می�آوریم به�دست را شده ارائه ویژه مقادیر این با مرتبط ضرایب شده

det(Ãλ − λI) =


−g۱۱ − g۲۲ = ۱۰
g۱۱ − g۱۲g۲۱ − g۱۳ − g۲۴ = ۳۵
g۱۳g۲۲ − g۱۲g۲۳ + g۱۱g۲۴ − g۱۴g۲۱ = ۵۰
g۱۳g۲۴ − g۱۴g۲۴ = ۲۴

B−۱
۰ (−G۰ +Gλ)E =

[
−۱+ g۱۱ ۱+ g۱۲ g۱۳ −۱+ g۱۴

−۱+ g۲۱ −۳+ g۲۲ ۱+ g۲۳ ۲+ g۲۴

]
−۱٫۳ ۰ ۲٫۳ −۴٫۳
۲٫۳ ۰ −۱٫۳ ۲٫۳
۱٫۳ −۱ ۱٫۳ −۵٫۳
۰ ۰ ۰ ۱


می�آید: به�دست زیر به�صورت شده داده شرح خطی غیر معادله�های مجموعه

{
−۴g۱۱ + ۲g۱۲ − ۵g۱۳ + ۳g۱۴ = −۳
−۴g۲۱ + ۲g۲۲ − ۵g۲۳ + ۳g۲۴ = ۱

می�یابیم: را پارامتر�ها سایر g۱۲ = ۰ و g۱۱ = −۵ فرض با

{
g۱۳ = −۹۳٫۰۷۱۴ , g۱۴ = −۱۶۲٫۷۸۵۷ , g۲۱ = ۰
g۲۲ = −۵ , g۲۳ = ۴۷٫۶۴۲۹ , g۲۴ = ۸۳٫۰۷۱۴

(۴٩.٣)

می�باشد: زیر صورت به B−۱
۰ (G۰ +Gλ)E فرمول از آمده به�دست خروجی پس�خورد ماتریس حال

K =

[
−۲۸٫۳۵۷۱ ۹۳٫۰۷۱۴ −۳۵٫۳۵۷۱
۱۱٫۲۱۴۳ −۴۸٫۶۴۲۹ ۱۸٫۲۱۴۳

]

سیستم یک معکوس کنترل ٣.٣

تاریخچه ١.٣.٣

و کشف ۴ امبارتسویان ویکتور به�نام ارمنی-شوروی فیزیک�دان توسط بار اولین برای معکوس مسائل
معادله انرژی، سطوح تشکیل اتم، ساختار نظریه بود، دانش�آموز یک فقط او که حالی در شد. معرفی

۴Viktor Ambartsumian



۵٧ سیستم یک معکوس کنترل .٣.٣

معادلات ویژه�ی مقادیر نظریه روی که زمانی و بود کرده مطالعه کامل طور به آن�را خواص و شرودینگر
معادلات ویژه�ی مقادیر و انرژی گسسته�ی سطوح بین ظاهری شباهت به کرد، پیدا تسلط دیفرانسیل

کرد. اشاره دیفرانسیل
یک است ممکن آیا است، شده داده ویژه مقادیر از مجموعه یک » کرد، مطرح را سوال این او
است، شده داده ویژه�ی مقادیر همان آن�ها ویژه�ی مقادیر که شود یافت دیفرانسیل معادلات از مجموعه

باشد؟»
معادلات تعیین به مربوط که ۵ اشتورم-لیوویل معکوس مسأله�ی یک به امبارتسومیان واقع، در
منتشر ۶ فیزیکی مجله یک در ۱۹۲۹ سال در مقاله این است. پرداخته است، ریسمان ارتعاشات
این توصیف در دهه چندین از پس امبارتسومیان شد. سپرده فراموشی به طولانی زمان یک طی و شد
اتفاقی کند، منتشر فیزیک مجله�ی یک در را ریاضی مقاله یک شناس، ستاره یک اگر » گفت: فراموشی

« افتاد. نخواهد آن برای فراموشی جز
سوئدی ریاضیدانان توسط ساله، بیست ویکتور مقاله این دوم، جهانی جنگ اواخر در حال، این با
٧ پارلت ۱۹۹۸ سال در شد. تبدیل معکوس مسائل روی مطالعه برای شروعی نقطه�ی به و شد یافت
مقادیر مورد در جالب دیدگاه این « هستند. جا همه در آن�ها، با مرتبط ویژه�ی مقادیر و ارتعاشات » گفت:
در توجهی قابل تلاش�های دلیل همین به می�دهد. آینده تحقیقات در ویژه مقادیر مهم نقش از خبر ویژه،

شد. انجام ماتریسی زمینه در به�خصوص ویژه، مقادیر محاسبه�ی
و سیستم یک از طیفی اطلاعات استخراج و تحلیل و تجزیه فرآیند واقع در مستقیم، مسأله�ی یک
طول، جرم، مانند است، قبلی معلوم فیزیکی پارامتر�های از سیستم یک دینامیکی رفتار تعیین نتیجه در

... و خازن کشش،
قبل از رفتار به توجه با سیستم یک عناصر درستی کردن کنترل و تخمین و تعیین معکوس، مسأله�ی
ساخت ماتریسی، معکوس مسأله�ی یک ماتریسی، بحث در به�خصوص است. سیستم آن شده�ی تعیین

می�باشد. شده تعیین پیش از ویژگی�های با ماتریس یک
می�باشد. شده تعیین قبل از طیفی اطلاعات با ماتریس یک ساخت ،٨ معکوس ویژه مقدار مسأله یک
ماتریس ویژه بردار�های یا ویژه مقادیر از جزئی یا و کامل اطلاعات شامل از ممکن طیفی داده�های این
حل�پذیری روی نظری مسأله یکی است، همراه اساسی سوال دو با معکوس ویژه مقدار مسأله هر باشند.
کافی� شرط یک یا لازم شرط یک وجود حل�پذیری، می�باشد. محاسبه�پذیری روی عملی مسأله�ی دیگری و
فرآیند توسعه�ی محاسبه�پذیری، و باشد داشته جواب یک معکوس ویژه مقدار مسأله�ی آن تحت که است
ایجاد با می�باشد. است، حل�پذیر نظر مورد مسأله�ی اینکه به دانش با عددی، صورت به ماتریس ساخت
عملی حل راه یک به دستیابی برای مسأله این روی مطالعات مختلف، سازی فرمول و متفاوت شروط
شده مطرح مسائل از قسمتی فقط زیاد، تلاش�های وجود با و می�باشد پراکنده بسیار واقعی، دنیای برای
خلاصه طور به که است این هدف است. شده حل و تشریح کامل طور به معکوس ویژه مقدار مبحث در

۵Strum-Liovill inverse problem
۶Zeschrift Fur
٧Parlett
٨Inverse Eigenvalue problem



۵٨ پارامتری روش و معکوس ویژه مقدار مسأله�ی از استفاده با سیستم یک خروجی پس�خورد .٣

مطالعات کنیم. بیان را مسأله این عددی الگوریتم�های و نظریه زمینه�ی دو هر در شده انجام اقدامات
کاربردی مکانیسم یک بر تاکید آن در که ، ۱۹۸۶ سال در ٩ گلدون کتاب از عبارتند زمینه این در اولیه
دای و ژو کتاب در است. کرده عددی محاسبات بر تاکید ۱۹۸۷ سال در ١٠ گلوب بولی کتاب است.
سایر برای که است شده اشاره موضوع این پیرامون چینی زبان به زیادی نشریات به ۱۹۹۱ سال در ١١

بود. ناشناخته ملل

ویژه مقادیر تخصیص مسأله و معکوس ویژه مقدار مسأله بین ارتباط ٢.٣.٣

وجود[٣۶] قضیه .١.٣.٣ قضیه
کاملا B ∈ Rn×n و A ∈ Rn×n ماتریس�های از جفت یک اگر شده، داده L مجموعه�ی هر برای

به�طوری�که: دارد وجود K ∈ R حقیقی ماتریس یک آنگاه باشند، کنترل�پذیر

σ(A+BK) = L (۵٠.٣)

حقیقی ماتریس یک آنگاه باشند. مشاهده��پذیر کاملا C ∈ Rn×n و A ∈ Rn×n جفت اگر همچنین
به�طوری�که: دارد وجود K ∈ Rn×n

σ(A+KC) = L (۵١.٣)

[٣۶] ماتریسی معکوس ویژه مقدار مسأله .٢.٣.٣ تعریف

در که y۱, y۲, · · · , yp و X۱, X۲, · · · , Xp حقیقی nبعدی بردار�های از خطی مستقل مجموعه دو
ماتریسی معکوس ویژه مقدار مسأله داریم؛ را L = {λ۱, λ۲, · · · , λn} شده داده مجموعه و p ≤ n آن

به�طوری�که: است Aماتریس یافتن

Axi = yi i = ۱,۲, · · · , p (۵٢.٣)

باشد: L شده داده مجموعه با برابر Aماتریس ویژه���������ی مقادیر طیف همچنین و

σ(A) = L

بسته مختلط اعداد تحت L و خطی مستقل �X۱, X۲, · · · , Xp ������������� مجموعه�ی که می�کنیم فرض آن در و
است؛

λ ∈ L ⇐⇒ λ̄ ∈ L
٩Gladwell

١٠Boley and Golub
١١Zhou and D ai



۵٩ سیستم یک معکوس کنترل .٣.٣

تبدیل ویژه مقادیر تخصیص مسأله یک به را معکوس ویژه مقدار مسأله یک ،[٣۶] زیر قضیه در
می�کنیم.

باشد، کامل رتبه ماتریس X و Y = [y۱, · · · , yn] ،X = [x۱, · · · , xn] کنید فرض .٣.٣.٣ قضیه
S ∈ σ(Y X t) برای Y − SX ماتریس اگر است؛ حل قابل ماتریس ویژه مقادیر معکوس مسأله آنگاه

[٣۶] باشد. کامل رتبه

که: باشد موجود Aای یعنی است، حل قابل ویژه مقدار معکوس مسأله می�کنیم فرض ابتدا برهان.

AX = Y (۵٣.٣)

داریم: زیر تساوی برقراری فرض با

A = Y X t +W (۵۴.٣)

داریم: QR تجزیه با Wابتدا ساختن برای WXاست. = ۰ و n×n دلخواه Wماتریس آن در که

X =
[
Q۱ Q۲

] [R
۰

]
(۵۵.٣)

داریم: نتیجه در ،W = ZQt
۲ می�دهیم قرار

A = Y X t + ZQt
۲ (۵۶.٣)

، (١.٣.٣) قضیه به بنا پذیرند، مشاهده کاملا Qt
۲ و Y X t ماتریس�های جفت کنیم ثابت اگر حال

به�طوری�که: است، موجود K = Z ماتریس

σ(Y X t + ZQt
۲) = σ(A) = L (۵٧.٣)

مشاهده�پذیر ماتریس می�شود. حل معکوس ویژه مقدار مسأله و شده پیدا A ماتریس نتیجه در و
بگیرید: نظر در را (۵۶.۴)

[
Y X t − SIn

Qt
۲

]
(۵٨.٣)

داشت: خواهیم را زیر رابطه



۶٠ پارامتری روش و معکوس ویژه مقدار مسأله�ی از استفاده با سیستم یک خروجی پس�خورد .٣

[
Y − SX ∗

۰ In−p

]
=

[
Y X t − SIn

Qt
۲

] [
X Q۲

]
(۵٩.٣)

بستگی (۵۶.۴) ماتریس بودن کامل رتبه می�دانیم است، کامل رتبه [X Q۲] اینکه به توجه با حال
Y X t ماتریس�های جفت آنگاه باشد، کامل رتبه Y − SX اگر پس دارد. Y − SX بودن کامل رتبه به

است. حل قابل معکوس ویژه مقدار نتیجه در و است مشاهده�پذیر کاملا Qt
۲ و

تبدیل ویژه مقدار تخصیص مسأله یک به را معکوس ویژه مقدار مسأله یک ابتدا که می�شود مشاهده
مقدار تخصیص مسأله یک که است توجه قابل کردیم. بیان را مسائل این حل�پذیری شرط سپس و شده

شود. تبدیل معکوس ویژه مقدار مسأله یک به می�تواند نیز ویژه
با باشد. کامل رتبه و کنترل�پذیر کاملا B ∈ Rn×m و A ∈ Rn×n ماتریس�های جفت کنید فرض

داریم: B ماتریس QR تجزیه

B =
[
U۰ U۱

] [R
۰

]
(۶٠.٣)

پایه بردار�های U t
۱ و است نامنفرد بالا�مثلثی ماتریس R و متعامد ماتریس�هایی [U۰ U۱] آن در که

داریم: را زیر معادله هستند. Bt ماتریس پوچ فضای

[
∗ AtU۱ − SU۱

Im ۰

]
=

[
At − SIn

Bt

] [
B U

]
(۶١.٣)

AtU۱ − SU۱ است، کامل رتبه نیز B و A پذیری مشاهده ماتریس و کامل رتبه [B U۱] چون
ماتریس و AtU۱ ماتریس برای معکوس ویژه مقدار مسأله (٣.٣.٣) قضیه به بنا است. کامل رتبه نیز
موجود Ã ماتریس یعنی است. حل قابل S ∈ σ(AtU۱U t

۱) = σ(At) ویژه مقادیر و U۱ کامل رتبه
به�طوری�که: است

{
ÃU۱ = AtU۱

σ(Ã) = L

کنترل�پذیراند. کاملا B و A ماتریس آن در که می�گیریم، نظر در را Ã = A + BK سیستم حال
آید: �می به�دست زیر صورت به بسته حلقه سیستم این برای حالت پس�خورد ماتریس

K = B†(Ã+ A) (۶٢.٣)



۶١ سیستم یک معکوس کنترل .٣.٣

K که؛ می�کند ثابت ما به زیر مستقیم محاسبات است. B ماتریس مورـپنروز معکوس B† آن در که
است. نیاز مورد ماتریس همان

A+BK = A+BB†(Ã− A) (۶٣.٣)

= A+ U۰U
t
۰(Ã− A)

= A+ Ã− A

= Ã

می�باشد. برقرار UU۰ = I رابطه و B = U۰R ،B† = R−۱U t
۰ آن در که

معکوس ویژه مقدار مسأله و خروجی پس�خورد با ویژه مقادیر تخصیص مسأله ابتدا بعدی، بخش در
مقدار مسائل از استفاده با خود حل روش سپس و می�کنیم، بررسی خطی مستقل مجموعه چهار برای را

می�دهیم. ارائه را معکوس ویژه

خروجی پس�خورد با ویژه مقادیر تخصیص مسأله�ی ٣.٣.٣

[٣٧]
می�گیریم: نظر در را زیر خروجی پس�خورد با زمان از مستقل خطی کنترل�پذیر سیستم

x(i+ ۱) = Ax(i) +Bu(i) (۶۴.٣)

y(i) = Cx(i)

هستند. خروجی بردار y(t) ∈ Rr و ورودی بردار u(t) ∈ Rm و حالت بردار x(t) ∈ Rn به����طوری�که
خروجی و ورودی حالت، ماتریس به�ترتیب ، C ∈ Rr×n ، A ∈ Rm×n ، ۱ ≤ m ≤ n فرض با

هستند.
حلقه سیستم به�طوری�که است، K خروجی پس�خورد ماتریس یافتن ویژه، مقادیر تخصیص مسئله

بسته

x(i+ ۱) = (A+BKC)x(i) (۶۵.٣)

باشند. L = {λ۱, λ۲, · · · , λn} مجموعه�ی در شده تعیین پیش از قطب�های دارای

[٣٧] بردار�ها از مجموعه چهار برای ماتریسی معکوس ویژه مقدارر مسأله .۴.٣.٣ تعریف

حقیقی −nبعدی بردار�های از خطی مستقل مجموعه�ی چهار

x۱, x۲, · · · , xp y۱, y۲, · · · , yp



۶٢ پارامتری روش و معکوس ویژه مقدار مسأله�ی از استفاده با سیستم یک خروجی پس�خورد .٣

xp+۱, xp+۲, · · · , xp+q yp+۱, yp+۲, · · · , yp+q

در بگیرید، نظر در را L = {λ۱, λ۲, · · · , λn} شده�ی داده مجموعه�ی و است p+ q ≤ n آن در که
که: است K �� ماتریس یافتن هدف ماتریسی معکوس ویژه�ی مقدار مسأله یک

Axi = yi i = ۱,۲, · · · , p (۶۶.٣)

Atxj = yj j = p+ ۱, · · · , p+ q (۶٧.٣)

باشد: L شده�ی داده مجموعه�ی با برابر A������������������������ ماتریس ویژه�ی مقادیر طیف و

σ(A) = L (۶٨.٣)

است: بسته مختلط اعداد تحت L که می�کنیم فرض آن در و

λ ∈ L ⇐⇒ λ̄ ∈ L (۶٩.٣)

دهیم قرار اگر

Xr = [x۱, · · · , xn]

Xl = [xp+۱, xp+۲, · · · , xp+q]

Yr = [y۱, y۲, · · · , yp]

Yl = [yp+۱, yp+۲, · · · , yp+q]

باشد: برقرار باید زیر سازگاری شرط آنگاه A � ماتریس وجود صورت در

X t
lYr = Y t

l Xr (٧٠.٣)

است این Aماتریس وجود برای کافی و لازم شرط آنگاه باشد، برقرار (٧٠.٣) شرط اگر .۵.٣.٣ قضیه
به�طوری�که باشد[٣٧]؛ موجود i = ۱,۲, · · · , n ، vi ∈ Si

v و ui ∈ Si
u بردار�های که

utivj = σij i, j = ۱, · · · , n (٧١.٣)

باشد موجود Ui اگر است. (λiX t
r − Y t

r ) و (λiX t
l − Y t

l ) پوچ فضای ترتیب به Si
v و Si

u آن در که
داریم: Aماتریس آوردن به�دست برای آنگاه

A = Tdiag{λ۱, λ۲, · · · , λn}T−۱ (٧٢.٣)



۶٣ سیستم یک معکوس کنترل .٣.٣

T = [u۱, u۲, · · · , un] (٧٣.٣)

T−۱ = [v۱, v۲, · · · , vn] (٧۴.٣)

به�دست زیر صورت به ui بردار آنگاه بنامیم، Si
v و Si

u ماتریس به�ترتیب را Si
v و Si

u پایه بردارهای اگر
می�آید:

ui = Si
uxi (٧۵.٣)

vi = Si
vyi (٧۶.٣)

می�آوریم: به�دست� (٧١.٣) معادله از

xti(S
i
u)

tSj
vyj = σij i, j = ۱, · · · , n (٧٧.٣)

تبدیل خطی غیر معادله�ی n۲ با سیستم یک به را معکوس ویژه مقدار مسأله توانستیم ترتیب، این به
ویژه مقدار مسأله آنگاه کنیم، تبدیل خطی معادله n۲ با سیستم یک به را خطی غیر سیستم این اگر کنیم.
Si
u ماتریس بعد می�باشیم. مهم این به رسیدن دنبال به روشی شرح با ادامه در نمویم. حل را معکوس

معادله اسکارلر�های تعداد برای می�باشد، (n − p) با برابر Sj
v ماتریس بعد و است (n − q) با برابر

که: داریم (٧٧.٣)

n(n− q) + n(n− p) = ۲n۲ − n(q + p) (٧٨.٣)

بزرگتر n۲ از (٧٨.٣) در شده محاسبه مجهول اسکالر�های تعداد ،(q + p) ≤ n شرط به توجه با
[١٨] بود. خواهد جواب دارای (٧٧.٣) معادله�ی و می�باشند

ویژه مقدار یکمسأله�ی به خروجی پس�خورد با ویژه تخصیصمقادیر مسأله�ی تبدیل دنبال به باید حال
x(k+۱) = معادله با را خطی گسسته سیستم�های برای کنترلی بسته حلقه سیستم یک باشیم. معکوس

می�دهیم. نمایش Ax(k) + Bu(x)

شرط جایگزاری با می�کنیم. تعریف u(x) = KC با را سیستم یک خروجی پس�خورد ماتریس
بعد بخش در داشت؛ خواهیم Γ = (A + BKC) کلی معادله بسته حلقه سیستم در خروجی پس�خورد

می�شود. بررسی Γ = Ã یعنی سیستم این ویژه مقادیر
مقادیر به�طوری�که K ماتریس آوردن به�دست هدف خروجی پس�خورد مسائل در که، است ذکر قابل
به�دست ماتریس�های به�ترتیب که V۱ و U۱ ماتریس اگر ادامه در حال گردد. پایدار بسته حلقه سیستم ویژه
A+BKC آن در که Ã = A+BKC فرض با و می�باشد C و Bt پوچ فضای پایه�ی بردار�های از آمده

�می�آوریم: به�دست است، بسته حلقه ماتریس

ÃV۱ = (A+BKC)V۱ = AV۱ (٧٩.٣)

U t
۱Ã = U t

۱(A+BKC) = U t
۱A (٨٠.٣)



۶۴ پارامتری روش و معکوس ویژه مقدار مسأله�ی از استفاده با سیستم یک خروجی پس�خورد .٣

L مجموعه�ی داشتن و Yr = AV۱ و Yl = AtU۱ ،Xr = V۱ ،Xl = U۱ دادن قرار با
تبدیل ماتریسی معکوس ویژه مقدار ��������������������مسأله�ی به خروجی، پس�خورد با ویژه مقادیر تخصیص مسأله�ی
L = مجموعه�ی ،Ã ماتریس ویژه مقادیر به�طوری�که است، Ã ماتریس یافتن آن، هدف که می�شود

زیر: سازگاری شرط بررسی با باشد. {λ۱, λ۲, · · · , λn}

X t
lYr = X t

lAV۱ = U t
۱AV۱ = Y t

l Xr (٨١.٣)

می�کند: صدق B و A��� ماتریس�های QR تجزیه در V۱ و U۱ ماتریس�های که می�بینیم

B =
[
U۰ U۱

]
C =

[
S ۰

] [V t
۰
V t

۱

]
(٨٢.٣)

هستند. متعامد ماتریس�هایی [V۰ V۱] و [U۰ U۱] آن در که
می�شود: محاسبه زیر صورت به K خروجی پس�خورد Ã وجود صورت در

K = B†(Ã− A)C† (٨٣.٣)

تخصیص ویژه مقادیر زیر، بسته حلقه ماتریس و C† = V۰S−۱ و B† = R−۱U t
۰ معادله�های از

می�یابند:

A+BK = A+BB†(Ã− A)

= A+ U۰U
t
۰(Ã− A)

= A+ Ã− A

= Ã

معکوس ویژه مقدار روش الگوریتم ۴.٣.٣

حل به خروجی، پس�خورد با ویژه مقادیر تخصیص یا ماتریسی معکوس ویژه مقدار مسأله�ی جواب�های
دارد: بستگی زیر خطی معادلات سیستم

xti(S
i
u)

tSj
vyj = σij i, j = ۱, · · · , n

xtiSijyj = σij i, j = ۱, · · · , n

اولیه مقادیر yiها برای تصادفی به�صورت بالا دستگاه حل برای است. (Si
u)

tSi
v = Si,j آن در که

می�شود: تبدیل مجهول یک با خطی معادلات سیستم n به فوق دستگاه آنگاه می�کنیم، تعیین



۶۵ سیستم یک معکوس کنترل .٣.٣

xti[Si,۱y۱,Si,۲y۲, · · · ,Si,nyn] = eti (٨۴.٣)

xtiAi = eti (٨۵.٣)

دارای بالا معادلات که، دارد وجود احتمال این Iاست. همانی ماتریس از ستون مین i ،ei آن در که
بهترین می�توانیم مور-پنروز معکوس از استفاده با اما باشند، داشته جواب بی�نهایت یا نباشند جواب

[٢٠] آوریم: به�دست را تقریبی جواب

xti = etiA
†
i (٨۶.٣)

فرآیند باشند، (٧٧.٣) معادله�ی جواب تکرار، یک در شده محاسبه yi و xi از اول مرحله در اگر
(٧٨.٣) در را تقریبی مقادیر به�وسیله�ی آمده به�دست xiهای صورت، این غیر در می�کنیم. متوقف را

می�کنیم: حل را مجهول yiهای با زیر خطی معادلات از سیستم n و کرده جایگزین

[xt۱S۱,j, x
t
۲S۲,j, x

t
nSn,j]y − j = ej (٨٧.٣)

Biyi = ei (٨٨.٣)

می�آوریم: به�دست مور-پنروز معکوس از استفاده با را،� yiها برای تقریب بهترین قبل، همانند

yj = B†
jej (٨٩.٣)

می�دهیم: ادامه شود، زیر رابطه از کمتر خطا مقدار که جایی تا فرآیند، این

E =
∑
i

∑
j

[(xtiSi,jyj − σij)۲]
۱
۲ (٩٠.٣)

خروجی پس�خورد با ویژه مقدار تخصیص مسائل تبدیل در کردیم، بررسی که همان�طور .۶.٣.٣ ملاحظه
دارند. مهمی نقش C و Bt پوچ فضای دلیل دو به معکوس، ویژه مقدار مسائل به

می�شود: حذف (٧٩.٣) معادله در زیرا نیست،� مهم K ماتریس مقدار -١

ÃV۱ = AV۱ (٩١.٣)

ÃtU۱ = AtU۱ (٩٢.٣)

کنترل در ویژه بردار این به مربوط ویژه مقدار آنگاه باشد، فضاها این از یکی در A ویژه�ی بردار اگر -٢
آنگاه باشد، V ∈ null(B) یا و V ∈ null(C) و AV = µV اگر نمی�کند. تغییر پس�خورد



۶۶ پارامتری روش و معکوس ویژه مقدار مسأله�ی از استفاده با سیستم یک خروجی پس�خورد .٣

ÃV = AV +BKCV = AV = µV

اگر زیر قضیه�ی به بنا کنیم. اعمال را شروطی باید سیستم پایداری شرط برقراری برای بنابراین
شد. خواهد تضمین پایداری باشد مشاهده�����������������پذیر یا کنترل�پذیر سیستم

موجود A ناصفر چپ ویژه�ی بردار هیچ اگر، فقط و اگر است، کنترل�پذیر (۶۴.٣) سیستم .٧.٣.٣ قضیه
بردار هیچ اگر فقط و اگر است مشاهده�پذیر و باشد داشته قرار Bt پوچ فضای در به�طوری�که نباشد،

باشد. داشته قرار C پوچ فضای در به�طوری�که نباشد موجود A ناصفر راست ویژه�ی

که: داریم U tB = ۰ و U tA = λU t به�طوری�که باشد، موجود U ناصفر ویژه�ی بردار یک اگر برهان.

U t[B,AB, · · · , An−۱B] = [U tB, λU tB, · · · , λn−۱U tB] = ۰ (٩٣.٣)

اما است. پذیر کنترل سیستم باشد، کامل رتبه [B,AB, · · · , An−۱B] کنترل�پذیری ماتریس اگر
نیست. کنترل�پذیر ماتریس نتیجه �در است، n از کمتر ماتریس رتبه بالا سیستم در

به�طوری�که: بیابیم صفر غیر بردار یک نباشد،�می�توان کنترل�پذیر سیستم اگر برعکس،

U t[B,AB, · · · , An−۱B] = [U tB,U tAB, · · · , U tAn−۱B] = ۰ (٩۴.٣)

داشت: خواهیم حقیقت در می�سازند. را هستند ثابت At تحت که خطی زیرفضای یک Uها، تمام که

(AtU)t[B,AB, · · · , An−۱B] = [U tAB,U tA۲B, · · · , U tAnB] = ۰ (٩۵.٣)

کیلی-همیلتون: قضیه�ی توجه با ادامه در

An = a۱A
n−۱ + · · ·+ anI (٩۶.٣)

بنابراین می�دهد، به�دست فضا زیر این در خطی تبدیل یک At .U tAnB = ۰ که، گرفت نتیجه می�توان
اثبات صورت همین به دوم قسمت .U tB = ۰ که باشد فضا این در A چپ ویژه�ی بردار یک باید

می�شود.

جدید روش الگوریتم ۵.٣.٣

(K پس�خورد ماتریس (تعیین خروجی پس�خورد با ویژه مقادیر تخصیص مسأله حل هدف: *

داده�ها) اول:(ورودی گام *



۶٧ سیستم یک معکوس کنترل .٣.٣

سازی) (آماده دوم: گام *

Yi = AtXl سپس بیابید. را هستند C و Bt پوچ فضای پایه�ی به�ترتیب که Xr و Xl ماتریسهای
بیابید. را λiXl − Yl و (λiXr − Yr) پوچ فضای و کرده محاسبه را Yr = AtXr و

تکرار) (فرآیند سوم: گام *

دهید. ادامه شود، کوچک نظر مورد اندازه به خطا که جایی تا فرآیند ،yi به تصادفی دهی مقدار با

خروجی) پس�خورد (ماتریس چهارم: گام *

ماتریسهای ،T = [u۱, u۲, · · · , un] ماتریس از

Ã = Tdiagλ۱, λ۲, · · · , λnT−۱

K = B†(Ã− A)C†

بیابید. را

می�دهد. توضیح را شده ارائه کلی روند عددی مثال یک از استفاده با

خواهیم می بگیرید؛ نظر در زیر ماتریس�های با (۶۴.٣) کنترل�پذیر و مشاهده�پذیر سیستم .٨.٣.٣ مثال
آوریم: به�دست شده ارائه روش از استفاده با را سیستم معکوس کنترل

A =



۲ ۴ ۱ ۳ −۲ ۵
−۱ ۱ −۱ −۷ ۱ ۳
۲ ۱ ۰ −۲ −۴ ۷
۱ ۲ ۰ ۱ ۰ ۰
۲ ۰ ۱ ۰ ۰ ۰
۳ ۱ ۰ ۲ ۱ ۰


, B =



۱ −۲ ۲ ۱ ۴ ۱
−۱ ۳ ۱ ۴ ۰ ۱
−۱ ۲ ۰ ۰ ۱ ۰
۲ ۲ ۱ ۰ ۱ ۱
۱ ۰ ۱ ۰ ۱ ۰
۱ ۰ ۰ ۰ ۰ ۰



C =



۱ ۱ ۰ ۱ ۱ ۰
۰ ۱ ۰ ۲ ۰ ۱
۱ ۰ ۱ ۰ ۰ ۰
۱ ۰ ۲ ۰ ۱ ۲
۰ ۰ ۰ ۱ ۰ ۰
۱ ۱ ۱ ۰ ۰ ۰


.



۶٨ پارامتری روش و معکوس ویژه مقدار مسأله�ی از استفاده با سیستم یک خروجی پس�خورد .٣

S۱
v =



۰٫۵۷۹۷ ۰٫۵۷۶۷
۰٫۷۷۱۱ −۰٫۶۰۵۳
−۰٫۲۴۵۲ −۰٫۵۴۰۱
۰٫۰۵۴۷ ۰٫۰۵۴۴
۰٫۰۷۲۷ −۰٫۰۵۷۱
−۰٫۰۲۳۱ −۰٫۰۵۰۹
۰٫۰۱۳۳ ۰٫۰۱۳۲
۰٫۰۱۷۷ −۰٫۰۱۳۹
−۰٫۰۰۵۶ −۰٫۰۱۲۴



, S۲
v =



−۰٫۰۸۷۵ −۰٫۵۴۲۴
−۰٫۹۲۶۰ ۰٫۳۴۰۱
۰٫۳۵۱۶ ۰٫۷۶۰۸
−۰٫۰۰۷۳ −۰٫۰۴۵۶
−۰٫۰۷۷۸ ۰٫۰۲۸۶
۰٫۰۲۹۵ ۰٫۰۶۳۹
۰٫۰۰۵۸ ۰٫۰۳۵۸
۰٫۰۶۱۱ −۰٫۰۲۲۴
−۰٫۰۲۳۲ −۰٫۰۵۰۲



S۳
v =



−۰٫۲۶۴۳ −۰٫۴۶۵۵
−۰٫۷۲۹۹ ۰٫۵۴۱۴
۰٫۴۷۹۳ ۰٫۵۶۷۸
−۰٫۱۱۷۳ −۰٫۲۰۶۷
−۰٫۳۲۴۱ ۰٫۲۴۰۴
۰٫۲۱۲۸ ۰٫۲۵۲۱
−۰٫۰۱۷۴ −۰٫۰۳۰۷
−۰٫۰۴۸۲ ۰٫۰۳۵۷
۰٫۰۳۱۶ ۰٫۰۳۷۵



, S۴
v =



−۰٫۳۴۶۷ −۰٫۳۶۹۳
۰٫۸۸۹۵ −۰٫۴۱۸۷
۰٫۲۹۴۹ ۰٫۸۲۸۷
۰٫۰۰۹۹ ۰٫۰۱۰۵
−۰٫۰۲۵۴ ۰٫۰۱۱۹
−۰٫۰۰۸۴ −۰٫۰۲۳۶
۰٫۰۰۹۹ ۰٫۰۱۰۵
−۰٫۰۲۵۳ ۰٫۰۱۱۹
−۰٫۰۰۸۴ −۰٫۰۲۳۶



,

S۵
v =



۰٫۵۸۲۵ ۰٫۵۸۷۶
۰٫۷۷۶۳ −۰٫۵۹۵۹
−۰٫۲۲۲۹ −۰٫۵۳۹۶
۰٫۰۵۲۰ ۰٫۰۵۲۵
۰٫۰۶۹۳ −۰٫۰۵۳۲
−۰٫۰۱۹۹ −۰٫۰۴۸۲
۰٫۰۱۲۸ ۰٫۰۱۲۹
۰٫۰۱۷۱ −۰٫۰۱۳۱
−۰٫۰۰۴۹ −۰٫۰۱۱۹



, S۶
v =



۰٫۴۹۴۰ ۰٫۶۳۸۰
۰٫۸۴۱۵ −۰٫۵۰۵۸
−۰٫۱۹۳۳ −۰٫۵۷۱۵
۰٫۰۴۹۵ ۰٫۰۶۴۰
۰٫۰۸۴۴ −۰٫۰۵۰۷
−۰٫۰۱۹۴ −۰٫۰۵۷۳
۰٫۰۱۱۸ ۰٫۰۱۵۳
۰٫۰۲۰۲ −۰٫۰۱۲۱
−۰٫۰۰۴۶ −۰٫۰۱۳۷



,



۶٩ سیستم یک معکوس کنترل .٣.٣

S۷
v =



−۰٫۱۴۳۰ −۰٫۶۴۰۳
−۰٫۹۴۹۳ ۰٫۲۰۳۱
۰٫۱۴۴۵ ۰٫۷۰۰۸
−۰٫۰۳۴۸ −۰٫۱۵۵۷
−۰٫۲۳۰۸ ۰٫۰۴۹۴
۰٫۰۳۵۱ ۰٫۱۷۰۴
−۰٫۰۰۶۴ −۰٫۰۲۸۶
−۰٫۰۴۲۴ ۰٫۰۰۹۱
۰٫۰۰۶۵ ۰٫۰۳۱۳



, S۸
v =



۰٫۵۴۷۴ ۰٫۴۵۳۰
−۰٫۵۸۲۸ ۰٫۷۹۰۸
−۰٫۵۷۳۶ −۰٫۳۷۱۳
۰٫۰۹۶۸ ۰٫۰۸۰۱
−۰٫۱۰۳۱ ۰٫۱۳۹۹
−۰٫۱۰۱۵ −۰٫۰۶۵۷
۰٫۰۱۹۷ ۰٫۰۱۶۳
−۰٫۰۲۱۰ ۰٫۰۲۸۵
−۰٫۰۲۰۷ −۰٫۰۱۳۴



,

S۹
v =



۰٫۱۵۲۹ ۰٫۶۸۹۵
−۰٫۹۴۶۰ ۰٫۲۶۲۸
−۰٫۲۲۰۳ −۰٫۶۴۹۹
۰٫۰۲۷۷ ۰٫۱۲۵۱
−۰٫۱۷۱۷ ۰٫۰۴۷۷
−۰٫۰۴۰۰ −۰٫۱۱۷۹
۰٫۰۰۵۶ ۰٫۰۲۵۳
−۰٫۰۳۴۷ ۰٫۰۰۹۶
−۰٫۰۰۸۱ −۰٫۰۲۳۸



, S۸
v =



۰٫۵۴۷۴ ۰٫۴۵۳۰
−۰٫۵۸۲۸ ۰٫۷۹۰۸
−۰٫۵۷۳۶ −۰٫۳۷۱۳
۰٫۰۹۶۸ ۰٫۰۸۰۱
−۰٫۱۰۳۱ ۰٫۱۳۹۹
−۰٫۱۰۱۵ −۰٫۰۶۵۷
۰٫۰۱۹۷ ۰٫۰۱۶۳
−۰٫۰۲۱۰ ۰٫۰۲۸۵
−۰٫۰۲۰۷ −۰٫۰۱۳۴



,

S۱
u =



۰٫۲۳۵۳ −۰٫۰۲۲۳
۰٫۳۰۴۸ −۰٫۰۴۰۹
۰٫۰۴۶۰ ۰٫۳۸۵۰
۰٫۳۲۶۸ −۰٫۰۳۱۰
۰٫۴۲۳۳ −۰٫۰۵۶۸
۰٫۰۶۳۹ ۰٫۵۳۴۷
۰٫۴۵۳۹ −۰٫۰۴۳۰
۰٫۵۸۷۹ −۰٫۰۷۸۹
۰٫۰۸۸۸ ۰٫۷۴۲۶



, S۲
u =



۰٫۰۳۵۳ −۰٫۰۲۳۸
۰٫۰۴۷۷ ۰٫۰۰۳۸
۰٫۰۱۱۹ ۰٫۰۵۵۵
−۰٫۱۴۱۲ ۰٫۰۹۵۲
−۰٫۱۹۰۸ −۰٫۰۱۵۳
−۰٫۰۴۷۴ −۰٫۲۲۲۰
۰٫۵۶۵۰ −۰٫۳۸۱۰
۰٫۷۶۳۳ ۰٫۰۶۱۴
۰٫۱۸۹۶ ۰٫۸۸۸۲



,



٧٠ پارامتری روش و معکوس ویژه مقدار مسأله�ی از استفاده با سیستم یک خروجی پس�خورد .٣

S۳
u =



۰٫۰۳۶۹ −۰٫۰۱۸۴
۰٫۰۴۷۳ ۰٫۰۰۴۹
۰٫۰۰۷۸ ۰٫۰۵۷۴
۰٫۱۴۷۶ −۰٫۰۷۳۶
۰٫۱۸۹۳ ۰٫۰۱۹۷
۰٫۰۳۱۰ ۰٫۲۲۹۸
۰٫۵۹۰۶ −۰٫۲۹۴۳
۰٫۷۵۷۳ ۰٫۰۷۸۹
۰٫۱۲۴۰ ۰٫۹۱۹۲



, S۴
u =



۰٫۱۳۱۶ −۰٫۱۶۰۴
۰٫۲۲۳۷ −۰٫۰۱۱۲
۰٫۱۰۳۴ ۰٫۲۲۸۵
−۰٫۲۲۶۹ ۰٫۲۷۶۵
−۰٫۳۸۵۷ ۰٫۰۱۹۴
−۰٫۱۷۸۲ −۰٫۳۹۴۰
۰٫۳۹۱۳ −۰٫۴۷۶۸
۰٫۶۶۵۱ −۰٫۰۳۳۴
۰٫۳۰۷۳ ۰٫۶۷۹۳



,

S۵
u =



۰٫۲۴۴۶ −۰٫۰۵۰۲
۰٫۳۱۴۶ −۰٫۰۸۵۰
۰٫۰۹۷۹ ۰٫۳۹۸۳
۰٫۳۲۶۲ −۰٫۰۶۶۹
۰٫۴۱۹۵ −۰٫۱۱۳۳
۰٫۱۳۰۶ ۰٫۵۳۱۱
۰٫۴۳۴۹ −۰٫۰۸۹۲
۰٫۵۵۹۳ −۰٫۱۵۱۱
۰٫۱۷۴۱ ۰٫۷۰۸۱



, S۶
u =



۰٫۲۱۷۴ −۰٫۰۴۴۳
۰٫۲۸۱۱ −۰٫۰۶۱۴
۰٫۰۷۵۷ ۰٫۳۵۵۳
۰٫۳۱۶۰ −۰٫۰۶۴۴
۰٫۴۰۸۵ −۰٫۰۸۹۳
۰٫۱۱۰۰ ۰٫۵۱۶۵
۰٫۴۵۹۳ −۰٫۰۹۳۶
۰٫۵۹۳۸ −۰٫۱۲۹۸
۰٫۱۵۹۹ ۰٫۷۵۰۷



,

S۷
u =



۰٫۰۷۵۳ −۰٫۰۳۰۶
۰٫۰۹۹۰ −۰٫۰۰۶۶
۰٫۰۲۴۱ ۰٫۱۲۲۸
۰٫۲۰۴۰ −۰٫۰۸۲۸
۰٫۲۶۸۴ −۰٫۰۱۸۰
۰٫۰۶۵۳ ۰٫۳۳۲۸
۰٫۵۵۲۹ −۰٫۲۲۴۴
۰٫۷۲۷۴ −۰٫۰۴۸۸
۰٫۱۷۶۹ ۰٫۹۰۱۸



, S۸
u =



۰٫۱۱۶۹ −۰٫۰۱۲۰
۰٫۱۴۶۳ ۰٫۰۱۴۷
−۰٫۰۰۴۰ ۰٫۱۸۶۴
۰٫۲۵۵۳ −۰٫۰۲۶۱
۰٫۳۱۹۴ ۰٫۰۳۲۰
−۰٫۰۰۸۷ ۰٫۴۰۶۹
۰٫۵۵۷۵ −۰٫۰۵۷۰
۰٫۶۹۷۵ ۰٫۰۶۹۹
−۰٫۰۱۹۱ ۰٫۸۸۸۵



,
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S۹
u =



۰٫۱۱۳۰ −۰٫۰۱۵۸
۰٫۱۴۲۱ ۰٫۰۱۰۲
۰٫۰۰۱۹ ۰٫۱۸۰۶
۰٫۲۵۱۱ −۰٫۰۳۵۲
۰٫۳۱۵۸ ۰٫۰۲۲۷
۰٫۰۰۴۲ ۰٫۴۰۱۴
۰٫۵۵۸۱ −۰٫۰۷۸۲
۰٫۷۰۱۹ ۰٫۰۵۰۴
۰٫۰۰۹۳ ۰٫۸۹۱۹



.

Ã =



۳٫۲۵۵۲ ۱٫۷۷۹۳ ۳٫۰۱۸۸ ۲٫۶۵۲۳ ۳٫۲۰۵۷ ۱٫۷۷۵۹
−۳٫۴۵۱۰ −۱٫۸۵۲۱ −۳٫۲۲۲۲ −۲٫۹۱۲۲ −۳٫۴۹۴۵ −۲٫۱۶۷۳
−۰٫۸۲۶۸ −۰٫۴۹۶۶ −۰٫۸۰۸۰ −۰٫۹۳۲۴ −۱٫۴۹۹۶ −۰٫۶۲۴۵
−۰٫۳۲۷۹ −۰٫۲۱۵۵ −۰٫۱۶۹۸ ۰٫۱۵۲۵ −۰٫۰۷۱۲ −۰٫۱۱۸۶
۰٫۴۲۳۹ ۰٫۳۱۰۲ ۰٫۴۶۱۶ ۰٫۳۳۷۶ ۱٫۱۱۹۰ ۰٫۳۱۰۴
−۰٫۱۶۹۲ −۰٫۱۲۵۱ −۰٫۳۰۲۷ −۰٫۱۴۴۹ −۰٫۵۳۲۴ ۰٫۲۳۳۵


.

x =

[
۰ ۰٫۱۳۵۵ −۰٫۰۲۴۷ ۰٫۰۷۵۳ ۰ ۰ ۰ ۰٫۰۸۱۸ ۰
۰ −۰٫۱۱۰۲ ۰٫۰۳۳۹ ۰٫۰۲۴۷ ۰ ۰ ۰ ۰٫۰۶۶۲ ۰

]
.

y =

[
۰ ۲٫۴۵۰۱ ۱٫۱۹۵۵ ۰٫۶۰۷۴ ۰ ۰ ۰ ۰٫۳۵۲۵ ۰
۰ ۲٫۱۴۷۲ ۰٫۸۰۵۰ ۰٫۱۱۳۵ ۰ ۰ ۰ −۰٫۱۷۰۲ ۰

]
.

K۲ =



−۲٫۱۹۹۵ −۱٫۱۰۰۵ −۳٫۸۱۱۷ ۰٫۶۶۷۰ ۲٫۲۵۵۷ ۲٫۱۷۴۹
−۰٫۵۵۸۸ −۲٫۵۳۷۹ −۴٫۰۶۳۸ ۰٫۴۲۵۰ ۵٫۷۸۶۴ ۲٫۶۰۱۱
۳٫۰۸۱۲ ۷٫۴۲۲۹ ۱۰٫۴۱۸۳ −۱٫۶۶۵۲ −۱۴٫۰۶۳۴ −۷٫۴۳۸۱
−۲٫۱۵۶۹ −۲٫۱۵۷۱ −۴٫۰۷۳ ۰٫۲۴۴۱ ۵٫۷۱۳۱ ۳٫۰۲۷۳
−۰٫۸۴۱۱ −۸٫۱۶۸۵ −۱۱٫۴۱۷۵ ۲٫۰۷۶۵ ۱۵٫۷۹۷۲ ۷٫۳۷۹۰
۲٫۶۶۱۷ ۶٫۸۱۷۰ ۱۵٫۸۸۸۹ −۲٫۰۵۲۰ −۱۵٫۶۳۹۷ −۹٫۸۸۸۲


.

می�باشند: برابر Ã و حلقه سیستم ویژه مقادیر که، می�کنیم مشاهده

Ã = Γ̃ = (A+BKC)
[
۰٫۶ ۰٫۱ ۰٫۵ ۰٫۲ ۰٫۴ ۰٫۳

]



٧٢ پارامتری روش و معکوس ویژه مقدار مسأله�ی از استفاده با سیستم یک خروجی پس�خورد .٣

تعادل نقطه�ی به xi حالت مؤلفه�های و ui ورودی مؤلفه�های همگرایی ترتیب به زیر شکل�های در
است. شده داده نمایش صفر

می�شوند همگرا تعادل نقطه به ورودی بردار مؤلفه�های :١.٣ شکل

می�شوند همگرا تعادل نقطه به ورودی بردار مؤلفه�های :٢.٣ شکل



٧٣ سیستم یک معکوس کنترل .٣.٣

می�شوند همگرا تعادل نقطه به ورودی بردار مؤلفه�های :٣.٣ شکل

می�شوند همگرا تعادل نقطه به حالت بردار مؤلفه�های :۴.٣ شکل

می�شوند همگرا تعادل نقطه به حالت بردار مؤلفه�های :۵.٣ شکل



٧۴ پارامتری روش و معکوس ویژه مقدار مسأله�ی از استفاده با سیستم یک خروجی پس�خورد .٣

می�شوند همگرا تعادل نقطه به حالت بردار مؤلفه�های :۶.٣ شکل



۴ فصل

کسری مشتق سیستم�های معکوس کنترل
گسسته

پس�خورد ١.۴

تاریخچه ١.١.۴

مفهوم بر مقدمه�ای ما فصل این در است. زندگی اصلی ویژگی�های از یکی ١ پس�خورد که گفت می�توان
می�کنیم، رشد چگونه که سوال این می�دهیم. ارائه کنترل با مرتبط مهندسی نظم البته و پس�خورد اساسی
تنظیم و خون فشار بدن، حرارت درجه مانند عواملی تنظیم و موجود های چالش و استرس�ها به پاسخ
ابعاد از و دقیق کمی بخواهیم اگر می�باشد. اجرا قابل پس�خورد طریق از همه و همه ... و کلسترول سطح
تعامل به آن گسترش و �ها سلول در پروتئین�ها بین تعامل حتی دهیم قرار بررسی مورد را موضوع ریزتر

می�باشد. اجرا قابل پس�خورد طریق از پیچیده اکوسیستم�های در موجودات بین

چیست پس�خورد
قرار بررسی مورد زمان طول در آن�ها تغییرات و رفتار که گویند سیستم�هایی به دینامیکی سیستم�های
موقعیتی به اشاره پس�خورد می�گیرد. صورت ذاتی اجبار یا و خارجی تحرک به پاسخ در اغلب و می�گیرد
بر می�گذارد اثر سیستم هر به�طوری�که هستند متصل هم به دینامیکی سیستم�های بیشتر یا دو آن در� که دارد
بسیار باشیم داشته ساده�ای استدلال پس�خورد مورد در اینکه دارد. همراه به قویا را خود پویایی و دیگری
تولید به منجر که دیگری بر دومی سیستم و است اثرگذار دومی بر اولی سیستم که زیرا است؛ مشکل
و علت رابطه�ی اساس بر استدلال این می�گردد. همدیگر بر اثرگذار و بازگشتی یا و دورانی سیستم یک
تجزیه مورد کلی سیستم یک عنوان به پس�خورد خواص دارای سیستم�های که است لازم و است معمولی

گیرد. قرار تحلیل و

١Feedback



٧۶ گسسته کسری مشتق سیستم�های معکوس کنترل .۴

روش�های به که است ضروری آن�رو از و است متضاد اغلب پس�خورد سیستم رفتار که است این نتیجه
دادیم. قرار بررسی مورد را آن زیر شکل در باشد. درک قابل آنها بین روابط تا کنیم مراجعه تفصیلی

بسته حلقه و باز حلقه سیستم��های :١.۴ شکل

چرا؟ می�شود شناخته بسته حلقه سیستم یک عنوان به (a) شکل
به (۲) سیستم خروجی و می����������شود شناخته (۲) سیستم ورودی عنوان به (۱) سیستم خروجی که زیرا

.(۱) سیستم ورودی عنوان

اند. معروف� باز حلقه سیستم�های به و است شده حذف (١) و (٢) سیستم بین اتصال (b)شکل
شناسی زیست در پس�خورد سیستم از اصلی منبع یک که می�دهیم نشان خوبی نقل�قول عنوان به
سلول به مولکول «از مانند متفاوتی طیف�های و مختلفی مقیاس�های در بیولوژیکی سیستم�های می�باشد.
گلوکز تنظیم نمونه�های از یکی می�شود. استفاده اکوسیستم» به درنهایت و زنده موجودات به سلول از و
گلوکز سطح که هنگامی است. لوزالمعده توسط که گلوکاگون و انسولین تولید طریق از خون جریان در
در گلوکز ذخیره برای بدن ادامه در و می�شود آزاد انسولین هورمون غذا) خوردن از (بعد می�یا�بد افزایش
لوزالمعده است، پاین گلوکز سطح که هنگامی و کند. می اقدام سریعا و داده نشان العمل عکس کبد
سیستم ) می�کند. عمل عکس جهت در و کند می تولید است مخالف اثر دارای که گلوکاگون هورمون

بسته) حلقه
انسولین میزان پانکراس از خروجی و است خون در گلوکز اضافی غلظت کبد از خروجی ترتیب این به
غلظت حفظ به روز طول در گلوکاگون و انسولین بین انفعال و فعل این . است شده تولید گلوکاگون یا
است. خون از میلی�لیتر ١٠٠ هر در میلی�لیتر ٩٠ حدود در چیزی که می�کند کمک خون نرمال و ثابت
می�باشد. نیز خارجی تاثیرات به نسبت پذیر انعطاف سیستمی پس�خورد که است این توجه قابل نکته یک
عمده�ای رویکرد مانند گیرد، قرار استفاده مورد غیرخطی اجزای از رفتارخطی ایجاد برای می��تواند همچنین

دارد. الکترونیک در که
نمونه�هایی که دارد بسیاری کاربرد�های مهندسی و طبیعی سیستم�های از اعم سیستم�ها همه در پس�خورد
و ساختمان�ها در قدرت و نور زیست، محیط حفظ و کنترل سیستم�های می�بینید؛ ادامه در را آنها از
حمل سیستم�های آن�ها، تولید فرآیندهای و مصرفی اکترونیکی لوازم اتومبیل�ها، عملکرد تنظیم کارخانه�ها،
(AFMS)اتمی نیروگاه میکروسکوپ�های مانند ابزارهایی در دقت چشمگیر افزایش ارتباطات، و نقل و
و شیمیایی حرارت، حفظ بیولوژیکی سیستم�های در طبیعت؛ در کاربردها می�آورد، فراهم تلسکوپ و

است. پذیر انجام پس�خورد طریق از پیچیده بیولوژیکی شرایط
بین پس�خورد تعاملات بر هوا و آب جهانی دینامیک اندازه�گیری، و اندازه مقیاس�های دیگر سوی از



٧٧ کسری سیستم�های .٢.۴

فعل دلیل به پس�خورد از نمونه�هایی با نیز اکوسیستم�ها دارد. بستگی خورشید و زمین اقیانوس�ها، جو،
پس�خورد در اقتصاد پویایی حتی نهایت در می�کند. برخورد گیاهی حیات و حیوانات بین انفعال�های و

است. خدمات و کالا مبادله و بازار طریق از شرکت�ها و افراد بین

کسری سیستم�های ٢.۴

مقدمه ١.٢.۴

اما دارند؛ کار و سر ، d۲
dx۲ و d

dx
دیفرانسیلی عمل�گر����������������������������������������������������های با مهندسی، علوم و ریاضی علوم دانشجویان

باشد». صحیح عدد یک مشتق�گیری، مرتبه�ی است لازم آیا » اینکه به راجع آن�ها از کمی عده�ی احتمالا
مختلط عدد یک حتی یا گنگ کسری، گویا، عدد یک مشتق مرتبه�ی چرا که می�پرسند و می�کنند فکر
هوپیتال به نامه�ای در خودش ، لایب�نیز٢ فعلی، انتگرال و دیفرانسیل حساب پیدایش بدو در نیست؟
با مشتقات به را صحیح مرتبه��ی با مشتقات مفهوم می�توان » کرد: مطرح را سوال این ،۱۶۹۵ در
دیگر سوالی در و بود کنجکاو کسری مرتبه به راجع حدی تا ، ٣ هوپیتال « داد؟ تعمیم غیرصحیح مرتبه
سپتامبر ۳۰ تاریخ به نامه�ای در لایب�نیز، « می�شود؟ چه باشد،� ۱

۲ مرتبه اگر » داد: پاسخ لایب�نیز به
«. داشت خواهد پی در را مفیدی نتایج روزی که می�شود تناقض یک سبب این » داد: پاسخ ۱۶۹۵
۳۰۰ از بیش حدود که است موضوعی غیر�صحیح، مرتبه مشتق مورد در لایب�نیز توسط شده مطرح سوال
انتگرال�گیری و دیفرانسیل�گیری از تعمیمی که می�گویند کسری حسابان آن به است، توسعه حال در سال

[٣] است. (غیرصحیح) دلخواه مرتبه از معمولی

پیوسته و گسسته از اعم کسری مرتبه�ی سیستم�های کاربرد ***

سایر و رباتیک مهندسی خصوصا صنعت در گسسته زمان کسری مرتبه عمل�گرهای سازی پیاده **
دیجیتالی سازی پیاده در کلیدی گام است. اهمیت حایز بسیار مکانیک و برق مهندسی شاخه�های
روش�های است. کسری مرتبه مشتق�گیر سازی گسسته یا عددی محاسبه کسری، مرتبه انتقال تابع

می�گیرد. قرار استفاده مورد سیستم نوع با متناسب که دارد وجود سازی گسسته برای زیادی

کسری بسط تبدیل، تابع یک برازش کردن گسسته پیوسته، زمان حوزه در فرکانس حوزه برازش
می�باشد. آن�ها از استفاده و کسری سیستم�های سازی گسسته روش�های از توستین عمل�گر پیوسته�ی
روش به پیاده�سازی باشد، شده داده کسری مرتبه عمل�گر فرکانسی پاسخ اگر که به��این�صورت
یافتن به�دست برای روش چندین می�آید. به�دست مختلف روش�های از استفاده با به�راحتی گسسته
وجود کسری مرتبه کننده�های کنترل برای زمانی گسسته خروجی - ورودی تبدیل تابع تقریب�های
داده فرکانسی پاسخ اطلاعات مستقیم تقریب برای ۴ (invfreqe) متلب تابع از استفاده دارد.

٢Leibniz
٣Hopital
۴invfreqe
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،c۲d() تبدیل تابع از استفاده با سپس می�آید، به�دست زمانی پیوسته تقریب ابتدا است. شده
می�آید. به�دست� زمانی گسسته سازی پیاده

مثل؛ دارند صنعت در زیادی حقیقی کاربرد�های گسسته و پیوسته از اعم کسری توابع به�طورکلی
موقعیت� کنترل الکتروشیمیایی، فرآیند�های در نسبی، مرتبه سیستم�های فرکانس حوزه شناسایی
کنترل اغتشاش�ها، حذف برای بیرونی، کننده�های کنترل طراحی رابط، تک انعطاف�پذیر ربات�های
مکاترونیک، کسری، مرتبه آی - پی - �ای کننده کنترل از استفاده با هیدرولیکی کانال�های خودکار
مبدل�های برای کسری مرتبه سیستم�های کنترل آزمایشگاهی، سکو�های تجربی و خودکار تنظیم

قدرت. الکترونیک کاهنده

کوتاه تاریخی مرور
نظر به و کردند مطرح را کرد کمک حوزه �این به که نظریه�ای اولین لاگرانژ و اویلر هجدهم، قرن در
هولمگرن و ریمان لوویل، توسط نوزدهم، قرن اواسط و اوایل در قاعده�مند مطالعات اولین می�رسد،

است. پذیرفته صورت
n-ام مرتبه�ی مشتق و داد بسط نمایی�ها از مجموعه�ای به�صورت را توابع که بود کسی اولین لیوویل،
تعریفی ریمان داد. گسترش n بودن مثبت و صحیح فرض با جمله به جمله مشتق�گیری به�صورت آن�را
نمود. پیشنهاد صحیح، غیر توان�های با توانی سری�های روی معین، انتگرال از استفاده با را متفاوت
مراجعه با گرونوالد نمودند. ترکیب را ریمان و لیوویل نتایج که بودند کسانی اولین کراگ، و گرونوالد
n-ام مرتبه������������������� مشتق معین، انتگرال تعریف به رسیدن و مشتق حدی تعریف از استفاده و اصلی منابع به
که داد نشان معمولی، مشتقات برای کوشی انتگرالی رابطه�ی روی کردن کار با کراگ، کرد. فرمول را
پایین حد لیوویل، تعریف که حالی در شود؛ تفسیر متناهی پایین حد صورت به باید ریمان، معین انتگرال

داد.[٣٨] نشان را −∞
معادله�ی حل که کرد کشف او کرد. ارائه را کسری حسابان کاربرد اولین ۱۸۲۳ سال در ابل،�
در بعد�ها می�آید. به�دست نهم، مرتبه�ی مشتق شکل به انتگرال طریق از ، ۵ هم�زمانی مسأله برای انتگرالی
معادلات حل برای بول، نمادین روش�های با کسری، حسابان از استفاده برای مهم انگیزه�ی نوزدهم، قرن
مشکلات حل برای هویساید، یافته�ی توسعه عملیاتی حسابان یا و ثابت ضرایب با خطی دیفرانسیلی

است. شده مطرح انتقال خطوط مثل الکترومغناطیسی نظریه�ی در خاص
اسپاینز الدهام بلر، اسکات رایسز، اردلی، هاردی، و ویل هم�چون سرشناسی دانشمندان بیستم قرن در

پرداخته�اند.[۴١] کسری حسابان کاربرد�های و نظریه�ها به
مهندسی کاربرد�های زمینه� در بیشتر کسری، حسابان کاربردهای و رشد گذشته، قرن پایانی دهه�های در

است. بوده سیگنال�ها پردازش و سیستم�ها نظریه پس�خورد، کنترل حوزه�های در
به�کارگیری اما است؛ صحیح مرتبه حسابان به همانند تاریخچه�ای دارای کسری، حسابان کلی طور به
تولید بر مبنی شرکت�ها؛ بعضی ادعای به توجه با است. کوتاهی سابقه دارای کنترل، مهندسی در آن
دیفرانسیل معادلات با اولیه فرض در سیستم�ها همه آینده دهه در که دارد احتمال کسری مرتبه عناصر
[١١] شوند. کنترل کسری، مرتبه� کنترل�کننده�های با و محقق کسری مرتبه عناصر با مدل، کسری مرتبه

۵Tautochrone
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کسری؟ مرتبه چرا
در آن اثرات و کنترلی رفتار�های فرکانسی حوزه بررسی دینامیکی، سیستم�های پس�خورد کنترل در
،٧ مشتقی ،۶ تناسبی عناوین تحت رفتار�ها،� این که است روشن است. رایج کنترل مورد سیستم رفتار�

: [٩] دارند کنترل تحت سیستم رفتار روی تاثیراتی که هستند ،٨ انتگرالی

نسبی پایداری و ماندگار حالت کاهشخطای و پاسخ سرعت افزایش تناسبی، کننده�ی کنترل تاثیر *
است.

است. نویز به حساسیت و پایداری افزایش مشتق تاثیر *

است. نسبی پایداری کاهش و ماندگار حالت خطای حذف انتگرال، تاثیر *

کسری مشتق و انتگرال ٢.٢.۴

تعریف در�بر�گرفتن مشتقات، این خصوصیت مهمترین البته و است معمولی مشتق از تعمیمی کسری مشتق
و سیستم حافظه خاصیت آوردن فراهم علت به کسری مشتق مرتبه با سیستم�های است. معمولی مشتق
قرار توجه مورد دینامیکی بررسی�های در اخیرا طراحی، در آزادی درجه افزایش و خروجی کیفیت افزایش

است. گرفته
این از هریک می�توان سادگی به که دارد وجود α مرتبه کسری مشتقات برای متفاوت تعریف چندین
دارد بستگی نقطه آن از قبل نقاط تمامی به تابع یک ام α مشتق نوشت. دیگری برحسب را تعاریف
شده تعریف کسری مرتبه انتگرال تعریف از استفاده با گوییم. مشتق حافظه خاصیت را خاصیت این که،
مرتبه انتگرال می�آید. بدست کاپوتو و ریمان-لیوویل توسط کسری مرتبه مشتقات ریمان-لیوویل، توسط

می�شود: تعریف زیر صورت به ریمان-لیوویل کسری

Jα
x۰ =

۱
Γ(α)

∫ t

x۰
(t− z)α−۱f(z)dz

داریم: ریمان-لیوویل α مرتبه مشتق برای و

Dα
x۰f(t) = Dm(Jm−α

x۰ f(t)) = Dm

( ۱
Γ(m− α)

∫ t

x۰
(t− z)m−α−۱f(z)dz

)
کاپوتو: α مشتق همچنین و

Dα
x۰f(t) = Jm−α

x۰ (Dmf(t)) =
۱

Γ(m− α)

∫ t

x۰
(t−z)m−α−۱f(z)mdz m−۱ < α ≤ ۰

Dα
x۰x(t) = Ax(t) + Bu(t) (١.۴)

۶Propotional
٧Derivative
٨Integral
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گرونوالد-لتنیکوف کسری مرتبه مشتق ٣.٢.۴

استفاده گرونوالد-لتنیکوف توسط شده تعریف کسری مشتق از کسری گسسته سیستم�های تعریف برای
می�باشد. زیر صورت به که می�کنیم،

گرونوالد-لتنیکوف[۴٠] .١.٢.۴ تعریف

دیفرانسیل در مهم عملگر یک می�کنیم. معرفی را ٩ گرونوالد-لتنیکوف توابع مشتق قسمت این در
می�کنیم: تعریف زیر صورت به n ∈ N مرتبه از y(x) تابع سازی دیفرانسیل پایه بر کسری

yn(x) = lim
h→۰

(∆n
hy)(x)

hn
(٢.۴)

شده تعریف x ∈ R و h ∈ R همچنین و y(t) تابع از n ∈ N۰ مرتبه از محدود دیفرانسیلی ∆n
hy که

نیز کسری مشتق تعریف برای α > ۰ با n ∈ N مستقیم جابه�جایی وسیله به (٢.۴) ویژگی�های است.
(∆n

hy)(x) متناهی تفاضل ، hα وسیله به hn جابه�جایی از استفاده با ادامه در می�گیرد. قرار استفاده مورد
می�شود: تعریف زیر صورت به و شده تبدیل a ∈ R مرتبه از (∆α

hy)(x) کسری تفاضل به

(∆n
hy)(x) =

∞∑
۰
(−۱)k

(
α

k

)
y(x− kh) (x, h ∈ R, α > ۰) (٣.۴)

و چپ سمت تفاضل را (٣.۴) تفاضل h > ۰ که زمانی می�باشند، دوجمله�ای ترکیب ضرایب
(
α
k

)
که

هر برای و α > ۰ هر برای و همگراست مطلقا (٣.۴) سری گوییم. راست سمت تفاصل h < ۰ برای
می�������������������������������آوریم: ادامه در را (∆α

hy)(x) کسری تفاضل خواص از برخی است. برقرار y(x) مرزی تابع

آنگاه β > ۰ و α > ۰ اگر الف.

(∆α
h∆

β
hy)(x) = (∆α+β

h y)x

است. معتبر f(x) مرز تابع هر برای که

داشت: خواهیم فوریه تبدیل از استفاده با سپس y(x) ∈ L۱(R) و α > ۰ اگر ب.

F∆α
hy(x) = (۱− eixh)α(Fy)(x)

ج.

(∆۰
hf)(x) = f(x) ∀α = ۰

٩Grunwald-Letnikov
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می�شود: تعریف گرونوالد-لتنیکوف راست سمت و چپ سمت مشتق بالا تعاریف از استفاده با

yα+(x) = lim
h→+۰

∆α
hy(x)

hα
(α > ۰) (۴.۴)

yα−(x) = lim
h→+۰

∆α
−hy(x)

hα
(α > ۰) (۵.۴)

(۱ ≤ p <∞) که y(x) ∈ LpR هر برای
باشد: شده تعریف زیر صورت به [a, b] محدود بازه در شده داده y(x) تابع اگر

(∆α
hy)(x) = (∆α

hy
⋆)(x) =

∞∑
k=۰

(−۱)k
(
α

k

)
y⋆(x− kh) (x, h ∈ R;α > ۰) (۶.۴)

که شرایطی با

y⋆(x) =

{
y(x) , x ∈ [a, b]

۰ , x /∈ [a, b]

دوری y(x) تابع خود از اصطلاحاتی در (۶.۴) کسری تفاضل بازنویس برای که است قبول قابل این
می�کنید: مشاهده زیر در تابع از دیگری فرم عنوان به ادامه در می�کنیم.

(∆α
h,a+y)(x) =

[x−a
h

]∑
k=۰

(−۱)k
(
α

k

)
y(x− kh) (x ∈ R;h > ۰;α > ۰) (٧.۴)

همچنین: و

(∆α
h,b−y)(x) =

[ b−x
h

]∑
k=۰

(−۱)k
(
α

k

)
y(x+ kh) (x ∈ R;h > ۰;α > ۰) (٨.۴)

a > ۰ مرتبه�ی از گرونوالد-لتنیکوف تابع کسری مشتق راست و چپ سمت (۴.۴) مقایسه با سپس
می�شود: تعریف زیر به�ترتیب [a, b] محدود بازه�ی روی

yαa+(x) = lim
h→+۰

(∆α
h,a+y)(x)

hα
(٩.۴)

yαb−(x) = lim
h→+۰

(∆α
h,b−y)(x)

hα
(١٠.۴)

آن�را زیر فرم در دانست، ١٠ ماچوت کسری مشتق با مصادف می�توان را گرونوالد-لتنیکوف کسری مشتق
می�دهیم: نشان

١٠Marchaud
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yαa+(x) =
y(x)

Γ(۱− α)(x− a)α +
α

Γ(۱− α)

∫ x

a

y(x)− y(t)
(t− x)۱+a

dt (۰ < α < ۱)

(١١.۴)

: و

yαb−(x) =
y(x)

Γ(۱− α)(b− x)α +
α

Γ(۱− α)

∫ b

x

y(x)− y(t)
(x− t)۱+a

dt (۰ < α < ۱)

(١٢.۴)

می�باشد. Lp(a, b) نرم در ویژه همگرایی از مفهوم درک برابری این اکنون
�می�آيد: بدست زیر فرمول�های (١٢.۴) و (١١.۴) از

۱α
a+ = lim

h→+۰
۱
hα

x−a
h∑

k=۰
(−۱)

(
α

k

)
=

۱
Γ(۱− α)(x− α)

−α (۰ < α < ۱) (١٣.۴)

۱α
b− = lim

h→+۰
۱
hα

b−x
h∑

k=۰
(−۱)

(
α

k

)
=

۱
Γ(۱− α)(b− x)

−α (۰ < α < ۱) (١۴.۴)

استاندارد سیستم�های به کسری گسسته سیستم�های تبدیل ۴.٢.۴

کسری گسسته سیستم�های به کسری پیوسته سیستم���������������های تبدیل *

می�باشد: زیر صورت به شده، ارائه گرونوالد-لتنیکوف توسط که کسری مشتق از دیگری تعریف

Dα
۰f(t)|t=kh = lim

h→۰
۱
hα

k+۱∑
j=۰

(−۱)
(
α

j

)
f((k + ۱− j)h) (١۵.۴)

است: زیر صورت به حد از استفاده بدون آن تقریب و

Dα
۰f(t)|t=kh

∼=
۱
hα

k+۱∑
j=۰

(−۱)j
(
α

j

)
f((k + ۱− j)h) (١۶.۴)

می�آوریم. بدست را گسسته متناظر سیستم ،(١.۴) پیوسته کسری سیستم در عملگر این جایگذاری با

۱
hα

k+۱∑
j=۰

(−۱)j
(
α

j

)
xk+۱−j ≈ Axk +Buk (١٧.۴)
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داشت؛ خواهیم راست سمت به h انتقال با

k+۱∑
j=۰

(−۱)j
(
α

j

)
xk+۱−j ≈ (hαA)xk + (hαB)uk (١٨.۴)

∆ عملگر تعریف از ادامه در

∆αxk+۱ =
k+۱∑
j=۰

(−۱)j
(
α

i

)
xk+۱−j (١٩.۴)

و کسری مرتبه a ∈ R که می�شود، استفاده کسری زمانی گسسته سیستم�های مشتق برای

(
α

i

)
=

{
۱ i = ۰
α(α−۱)···(α−i−۱)

i!
i = ۱,۲, · · ·

(٢٠.۴)

بگیرید: نظر در را زیر حالت فضای معادلات با کسری گسسته خطی سیستم

{
∆αxk+۱ ∼= Axk +Buk

yk = Cxk +Duk
(٢١.۴)

، A ∈ Rn×n و هستند خروجی و ورودی حالت، بردار�های yk ∈ Rp و uk ∈ Rm ،xk ∈ Rn که
.D ∈ Rp×m و B ∈ Rn×m

گسسته کسری مشتق سیستم جواب .٢.٢.۴ تعریف

گسسته سیستم معادله می�توانیم (٢٠.۴) در ∆αxk+۱ عملگر تعریف همچنین و (٢١.۴) رابطه طبق
بنویسیم: زیر به�صورت را کسری

xk+۱ +
k+۱∑
i=۱

(−۱)jh
(
α

j

)
xk−j+۱ = Axk +Buk (٢٢.۴)

yk = Cxk +Duk (٢٣.۴)

به�صورت: (٢٢.۴) معادله از جوابی [٣٣]

xk = ϕkx۰ +
k−۱∑
i=۰

ϕk−j−۱Buj (٢۴.۴)

می�شود: تعیین زیر معادله توسط ϕk آن در که است،



٨۴ گسسته کسری مشتق سیستم�های معکوس کنترل .۴

ϕk+۱ = (A+ Inα)ϕk +
k+۱∑
j=۲

(−۱)j+۱
(
α

j

)
ϕk−j+۱ (٢۵.۴)

داشت: خواهیم معادلات ساده�سازی با

xk+۱ = (A+ αI)xk +
k∑

j=۲
(−۱)j

(
α

j

)
xk−j+۱ +Buk (٢۶.۴)

تعریف با

ci = (−۱)j
(
α

j

)
(٢٧.۴)

می�شود: بازنویسی زیر صورت به گسسته کسری سیستم

xk+۱ = (A+ αI)xk +
k∑

j=۲
cixk−j+۱ +Buk (٢٨.۴)

به�طوری�که

Aα = A+ Inα

زمانی تاخیر با گسسته خطی شده استاندارد سیستم یک توصیف (٢٨.۴) معادله که باشیم داشته توجه
است. حالت در

می�یابند. کاهش شدت به j افزایش با ci ضرایب که می�گیریم نتیجه (٢٠.۴) رابطه از .٣.٢.۴ ملاحظه

حالت بردار تعریف با حال

Xk =


xk

xk−۱

xk−۲
...

 (٢٩.۴)

می�نویسیم: زیر به�صورت را (٢٨.۴) معادله

x̄k+۱ = Āxk + B̄uk (٣٠.۴)

, yk = C̄xk + D̄uk, (٣١.۴)



٨۵ کسری سیستم�های .٢.۴

متغیر تغییر با (٢٨.۴) معادله از استفاده با و داشت خواهیم ماتریسی ضرب اصول بکارگیری با و
بازنویسی بینهایت بعد با استاندارد سیستم صورت به صحیح مشتق با کسری گسسته سیستم (٢٧.۴)

می�شود:

Ā =


A+ αI c۱I c۲I · · ·

I ۰ ۰ · · ·
۰ I ۰ · · ·
... ... ... . . .

 (٣٢.۴)

B̄ =


B

۰
۰
...

 , C̄ =
[
C ۰ ۰ · · ·

]
, D̄ = D (٣٣.۴)

ما به کمکی نمی�تواند متغیر تغییر این متغیرها، و ماتریس بعد بودن صعودی به توجه با اینجا در اما
باشد، کنترل قابل به�طوری�که متناهی، بعد با استاندارد سیستم یک صورت به سیستم تبدیل برای کند.
با گام اولین در می�گیریم. نظر [٣٣]در شده، پیشنهاد ١٢کاکزورک توسط که ١١ عملی پایداری تعریف
زیر صورت به را سیستم بزرگ، h ازای به ch+۱ تقریب با (٢٨.۴) در ci ضرایب بودن نزولی به توجه

می�نویسیم؛

xk+۱ = (A+ αI)xk +
h∑

j=۲
(−۱)jCixk−j+۱ +Buk (٣۴.۴)

می�آوریم: بدست متغیرها تغییر با حال

Xk =



xk

xk−۱

xk−۲
...

xk−h


(٣۵.۴)

که
١١practical stability
١٢Kaczorek



٨۶ گسسته کسری مشتق سیستم�های معکوس کنترل .۴

Ā =



A+ αI c۱In c۲In · · · chIn

In ۰ ۰ · · · ۰
۰ In ۰ · · · ۰
... ... . . . ... ...
۰ ۰ ۰ In ۰


∈ Rn̄×n̄, B̄k =


Bk

۰
...
۰

 ∈ Rn̄×m (٣۶.۴)

همچنین و

C̄ = [C ۰ · · · ۰] ∈ Rp×n̄ D̄ = D ∈ Rp×m

شرط با ماتریس ابعاد استاندارد، حالت به کسری گسسته معادلات تبدیل در .۴.٢.۴ ملاحظه
n̄ = (۱+ h)n

می�شود. بزرگ

h با زمانی کسری گسسته شده استاندارد سیستم یک توصیف (٣۴.۴) معادله که باشیم داشته توجه
است. حالت در تاخیر

کنید: تبدیل استاندارد سیستم به را زیر کسری سیستم .۵.٢.۴ مثال

∆αxk+۱ = Axk +Buk, α = ۰٫۹, h = ۲

می�کنیم: تعریف آن در که

A =


۱ ۲ ۳
−۲ ۱ −۱
۴ −۱ ۲

 , B =


۱ ۲ ۱
−۱ ۱ −۱
۱ ۱ ۰

 .
خواهیم n̄ بعد تعیین برای بنابراین می�باشد، h = ۲ و m = ۳ و n = ۳ ابعاد مثال این در برهان.

داشت:

n̄ = (۱+ h).n = ۹

c۱ = (۱)−۱α(α− ۱)
۲! = ۰٫۰۴۵ c۲ = ۰٫۰۱۶۵

داریم: Aα برای شده ارائه روش بنابر



٨٧ کسری سیستم�های .٢.۴

Aα = A+ Inα

A =


۱ ۲ ۳
−۲ ۱ −۱
۴ −۱ ۲

+ I۰٫۹ =


۱٫۹ ۰ ۰
۰ ۱٫۹ ۰
۰ ۰ ۱٫۹

 =


۱٫۹ ۲ ۳
−۲ ۱٫۹ −۱
۴ −۱ ۲٫۹


می�آوریم: به�دست B̄ و Ā ادامه در

Ā =



۱٫۹ ۲ ۳ ۰٫۰۴۵ ۰ ۰ ۰٫۰۱۶۵ ۰ ۰
−۲ ۱٫۹ −۱ ۰ ۰٫۰۴۵ ۰ ۰ ۰٫۰۱۶۵ ۰
۴ −۱ ۲٫۹ ۰ ۰ ۰٫۰۴۵ ۰ ۰ ۰٫۰۱۶۵
۱ ۰ ۰ ۰ ۰ ۰ ۰ ۰ ۰
۰ ۱ ۰ ۰ ۰ ۰ ۰ ۰ ۰
۰ ۰ ۱ ۰ ۰ ۰ ۰ ۰ ۰
۰ ۰ ۰ ۱ ۰ ۰ ۰ ۰ ۰
۰ ۰ ۰ ۰ ۱ ۰ ۰ ۰ ۰
۰ ۰ ۰ ۰ ۰ ۱ ۰ ۰ ۰



B̄ =



۱ ۲ ۱
−۱ ۱ −۱
۱ ۱ ۰
۰ ۰ ۰
۰ ۰ ۰
۰ ۰ ۰
۰ ۰ ۰
۰ ۰ ۰
۰ ۰ ۰



B̃ =



۱ ۰ ۰
۰ ۱ ۰
۰ ۰ ۱
۰ ۰ ۰
۰ ۰ ۰
۰ ۰ ۰
۰ ۰ ۰
۰ ۰ ۰
۰ ۰ ۰
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Ã =



۸٫۵۶ ۸ ۶٫۳ ۰٫۰۴۵۰ ۰ ۰ ٫۰۱۶۵ ۰ ۰
−۰٫۶۶۶۷ ۱٫۹۰ −۱٫۳ ۰ ۰٫۰۴۵ ۰ ۰ ۰٫۰۱۶۵ ۰
−۴٫۳ −۳٫۰ −۳٫۷۶۶۷ ۰ ۰ ۰٫۰۴۵۰ ۰ ۰ ۰٫۰۱۶۵

۱ ۰ ۰ ۰ ۰ ۰ ۰ ۰ ۰
۰ ۱ ۰ ۰ ۰ ۰ ۰ ۰ ۰
۰ ۰ ۱ ۰ ۰ ۰ ۰ ۰ ۰
۰ ۰ ۰ ۱ ۰ ۰ ۰ ۰ ۰
۰ ۰ ۰ ۰ ۱ ۰ ۰ ۰ ۰
۰ ۰ ۰ ۰ ۰ ۱ ۰ ۰ ۰



سیستم خروجی پس�خورد معکوس ویژه مقدار روش به ۳ فصل در شده ارائه روش با مطابق حال
می�کنیم: تعریف زیر صورت به را C ماتریس می�یابیم. را کسری گسسته شده استاندارد

C =


۲ −۳ ۳
۱ ۴ −۴
−۱ ۵ −۲


داریم: ابعاد تغییر با کسری استاندارد C برای حال

C =


۲ −۳ ۳ ۰ ۰ ۰ ۰ ۰ ۰
۱ ۴ −۴ ۰ ۰ ۰ ۰ ۰ ۰
−۱ ۵ −۲ ۰ ۰ ۰ ۰ ۰ ۰



S۱
u =



۰٫۰۰۹۹ ۰٫۰۰۰۰ −۰٫۰۰۰۰
−۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۹۹ −۰٫۰۰۰۰
۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۹۹
۰٫۰۹۹۵ ۰٫۰۰۰۰ −۰٫۰۰۰۵
−۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۹۹۵ −۰٫۰۰۰۰
۰٫۰۰۰۵ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۹۹۵
۰٫۹۹۵۰ ۰٫۰۰۰۵ −۰٫۰۰۵۰
−۰٫۰۰۰۵ ۰٫۹۹۵۰ −۰٫۰۰۰۵
۰٫۰۰۵۰ ۰٫۰۰۰۵ ۰٫۹۹۵۰





٨٩ کسری سیستم�های .٢.۴

S۲
u =



۰٫۰۳۹۲ ۰٫۰۰۰۲ −۰٫۰۰۰۸
−۰٫۰۰۰۲ ۰٫۰۳۹۲ −۰٫۰۰۰۲
۰٫۰۰۰۸ ۰٫۰۰۰۲ ۰٫۰۳۹۲
۰٫۱۹۵۹ ۰٫۰۰۰۸ −۰٫۰۰۴۰
−۰٫۰۰۰۸ ۰٫۱۹۶۰ −۰٫۰۰۰۸
۰٫۰۰۴۰ ۰٫۰۰۰۸ ۰٫۱۹۵۹
۰٫۹۷۹۶ ۰٫۰۰۳۸ −۰٫۰۲۰۰
−۰٫۰۰۳۹ ۰٫۹۷۹۸ −۰٫۰۰۳۸
۰٫۰۲۰۰ ۰٫۰۰۳۹ ۰٫۹۷۹۶



S۳
u =



۰٫۰۸۵۸ ۰٫۰۰۱۱ −۰٫۰۰۴۰
−۰٫۰۰۱۲ ۰٫۰۸۵۹ −۰٫۰۰۱۱
۰٫۰۰۴۰ ۰٫۰۰۱۲ ۰٫۰۸۵۸
۰٫۲۸۵۹ ۰٫۰۰۳۷ −۰٫۰۱۳۴
−۰٫۰۰۳۹ ۰٫۲۸۶۲ −۰٫۰۰۳۷
۰٫۰۱۳۴ ۰٫۰۰۳۹ ۰٫۲۸۵۹
۰٫۹۵۳۲ ۰٫۰۱۲۳ −۰٫۰۴۴۷
−۰٫۰۱۲۸ ۰٫۹۵۴۱ −۰٫۰۱۲۳
۰٫۰۴۴۵ ۰٫۰۱۲۸ ۰٫۹۵۳۲



S۴
u =



۰٫۱۴۶۳ ۰٫۰۰۴۳ −۰٫۰۱۲۵
−۰٫۰۰۴۷ ۰٫۱۴۶۸ −۰٫۰۰۴۳
۰٫۰۱۲۴ ۰٫۰۰۴۷ ۰٫۱۴۶۳
۰٫۳۶۵۹ ۰٫۰۱۰۷ −۰٫۰۳۱۴
−۰٫۰۱۱۶ ۰٫۳۶۷۰ −۰٫۰۱۰۷
۰٫۰۳۱۰ ۰٫۰۱۱۶ ۰٫۳۶۵۹
۰٫۹۱۴۷ ۰٫۰۲۶۷ −۰٫۰۷۸۴
−۰٫۰۲۹۱ ۰٫۹۱۷۵ −۰٫۰۲۶۷
۰٫۰۷۷۵ ۰٫۰۲۹۱ ۰٫۹۱۴۷





٩٠ گسسته کسری مشتق سیستم�های معکوس کنترل .۴

S۵
u =



۰٫۲۱۵۹ ۰٫۰۱۱۶ −۰٫۰۲۹۸
−۰٫۰۱۳۳ ۰٫۲۱۷۵ −۰٫۰۱۱۶
۰٫۰۲۹۱ ۰٫۰۱۳۳ ۰٫۲۱۵۹
۰٫۴۳۱۷ ۰٫۰۲۳۳ −۰٫۰۵۹۶
−۰٫۰۲۶۷ ۰٫۴۳۵۰ −۰٫۰۲۳۳
۰٫۰۵۸۲ ۰٫۰۲۶۷ ۰٫۴۳۱۷
۰٫۸۶۳۴ ۰٫۰۴۶۵ −۰٫۱۱۹۲
−۰٫۰۵۳۳ ۰٫۸۷۰۰ −۰٫۰۴۶۵
۰٫۱۱۶۳ ۰٫۰۵۳۳ ۰٫۸۶۳۴



S۶
u =



۰٫۰۰۹۹ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰
−۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۹۹ ۰٫۰۰۰۰
−۰٫۰۰۰۰ −۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۹۹
−۰٫۰۹۹۵ −۰٫۰۰۰۰ −۰٫۰۰۰۵
۰٫۰۰۰۰ −۰٫۰۹۹۵ −۰٫۰۰۰۰
۰٫۰۰۰۵ ۰٫۰۰۰۰ −۰٫۰۹۹۵
۰٫۹۹۵۰ ۰٫۰۰۰۵ ۰٫۰۰۵۰
−۰٫۰۰۰۵ ۰٫۹۹۵۰ ۰٫۰۰۰۵
−۰٫۰۰۵۰ −۰٫۰۰۰۵ ۰٫۹۹۵۰



S۷
u =



۰٫۰۳۹۲ ۰٫۰۰۰۲ ۰٫۰۰۰۸
−۰٫۰۰۰۲ ۰٫۰۳۹۲ ۰٫۰۰۰۲
−۰٫۰۰۰۸ −۰٫۰۰۰۲ ۰٫۰۳۹۲
−۰٫۱۹۵۹ −۰٫۰۰۰۸ −۰٫۰۰۴۰
۰٫۰۰۰۸ −۰٫۱۹۶۰ −۰٫۰۰۰۸
۰٫۰۰۴۰ ۰٫۰۰۰۸ −۰٫۱۹۵۹
۰٫۹۷۹۶ ۰٫۰۰۳۸ ۰٫۰۲۰۰
−۰٫۰۰۳۹ ۰٫۹۷۹۸ ۰٫۰۰۳۸
−۰٫۰۲۰۰ −۰٫۰۰۳۹ ۰٫۹۷۹۶





٩١ کسری سیستم�های .٢.۴

S۸
u =



۰٫۰۸۵۸ ۰٫۰۰۱۱ ۰٫۰۰۴۰
−۰٫۰۰۱۲ ۰٫۰۸۵۹ ۰٫۰۰۱۱
−۰٫۰۰۴۰ −۰٫۰۰۱۲ ۰٫۰۸۵۸
−۰٫۲۸۵۹ −۰٫۰۰۳۷ −۰٫۰۱۳۴
۰٫۰۰۳۹ −۰٫۲۸۶۲ −۰٫۰۰۳۷
۰٫۰۱۳۴ ۰٫۰۰۳۹ −۰٫۲۸۵۹
۰٫۹۵۳۲ ۰٫۰۱۲۳ ۰٫۰۴۴۷
−۰٫۰۱۲۸ ۰٫۹۵۴۱ ۰٫۰۱۲۳
−۰٫۰۴۴۵ −۰٫۰۱۲۸ ۰٫۹۵۳۲



S۹
u =



۰٫۱۴۶۳ ۰٫۰۰۴۳ ۰٫۰۱۲۵
−۰٫۰۰۴۷ ۰٫۱۴۶۸ ۰٫۰۰۴۳
−۰٫۰۱۲۴ −۰٫۰۰۴۷ ۰٫۱۴۶۳
−۰٫۳۶۵۹ −۰٫۰۱۰۷ −۰٫۰۳۱۴
۰٫۰۱۱۶ −۰٫۳۶۷۰ −۰٫۰۱۰۷
۰٫۰۳۱۰ ۰٫۰۱۱۶ −۰٫۳۶۵۹
۰٫۹۱۴۷ ۰٫۰۲۶۷ ۰٫۰۷۸۴
−۰٫۰۲۹۱ ۰٫۹۱۷۵ ۰٫۰۲۶۷
−۰٫۰۷۷۵ −۰٫۰۲۹۱ ۰٫۹۱۴۷



S۱
v =



−۰٫۴۰۷۶ −۰٫۰۲۴۰ −۰٫۱۳۱۱
−۰٫۱۳۲۶ ۰٫۰۲۹۰ ۰٫۴۰۶۸
−۰٫۰۱۳۹ ۰٫۴۲۷۲ −۰٫۰۳۵۰
−۰٫۸۵۶۰ −۰٫۰۵۰۳ −۰٫۲۷۵۴
−۰٫۲۷۸۴ ۰٫۰۶۰۹ ۰٫۸۵۴۳
−۰٫۰۲۹۱ ۰٫۸۹۷۱ −۰٫۰۷۳۵
−۰٫۰۶۷۳ −۰٫۰۰۴۰ −۰٫۰۲۱۶
−۰٫۰۲۱۹ ۰٫۰۰۴۸ ۰٫۰۶۷۱
−۰٫۰۰۲۳ ۰٫۰۷۰۵ −۰٫۰۰۵۸
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S۲
v =



−۰٫۷۱۴۹ ۰٫۲۹۹۸ −۰٫۳۲۶۶
−۰٫۴۱۶۵ −۰٫۶۶۶۵ ۰٫۲۹۹۸
۰٫۱۵۱۹ −۰٫۴۱۶۵ −۰٫۷۱۴۹
−۰٫۴۵۵۷ ۰٫۱۹۱۱ −۰٫۲۰۸۲
−۰٫۲۶۵۵ −۰٫۴۲۴۹ ۰٫۱۹۱۱
۰٫۰۹۶۸ −۰٫۲۶۵۵ −۰٫۴۵۵۷
−۰٫۰۵۹۰ ۰٫۰۲۴۷ −۰٫۰۲۶۹
−۰٫۰۳۴۴ −۰٫۰۵۵۰ ۰٫۰۲۴۷
۰٫۰۱۲۵ −۰٫۰۳۴۴ −۰٫۰۵۹۰



S۳
v =



−۰٫۸۳۱۷ ۰٫۳۶۶۲ −۰٫۲۶۷۹
−۰٫۴۴۸۲ −۰٫۷۵۰۰ ۰٫۳۶۶۲
۰٫۰۷۰۵ −۰٫۴۴۸۲ −۰٫۸۳۱۷
−۰٫۲۷۷۲ ۰٫۱۲۲۱ −۰٫۰۸۹۳
−۰٫۱۴۹۴ −۰٫۲۵۰۰ ۰٫۱۲۲۱
۰٫۰۲۳۵ −۰٫۱۴۹۴ −۰٫۲۷۷۲
−۰٫۰۴۵۷ ۰٫۰۲۰۱ −۰٫۰۱۴۷
−۰٫۰۲۴۷ −۰٫۰۴۱۳ ۰٫۰۲۰۱
۰٫۰۰۳۹ −۰٫۰۲۴۷ −۰٫۰۴۵۷



S۴
v =



−۰٫۸۴۸۷ ۰٫۳۹۹۲ −۰٫۲۷۲۸
−۰٫۴۸۱۲ −۰٫۷۵۰۴ ۰٫۳۹۹۲
۰٫۰۴۶۴ −۰٫۴۸۱۲ −۰٫۸۴۸۷
−۰٫۱۸۳۰ ۰٫۰۸۶۱ −۰٫۰۵۸۸
−۰٫۱۰۳۸ −۰٫۱۶۱۸ ۰٫۰۸۶۱
۰٫۰۱۰۰ −۰٫۱۰۳۸ −۰٫۱۸۳۰
−۰٫۰۳۵۰ ۰٫۰۱۶۵ −۰٫۰۱۱۳
−۰٫۰۱۹۹ −۰٫۰۳۱۰ ۰٫۰۱۶۵
۰٫۰۰۱۹ −۰٫۰۱۹۹ −۰٫۰۳۵۰
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S۵
v =



−۰٫۸۳۵۹ ۰٫۴۲۷۹ −۰٫۳۰۵۵
−۰٫۵۲۴۵ −۰٫۷۱۹۱ ۰٫۴۲۷۹
۰٫۰۳۷۱ −۰٫۵۲۴۵ −۰٫۸۳۵۹
−۰٫۱۳۰۴ ۰٫۰۶۶۷ −۰٫۰۴۷۷
−۰٫۰۸۱۸ −۰٫۱۱۲۲ ۰٫۰۶۶۷
۰٫۰۰۵۸ −۰٫۰۸۱۸ −۰٫۱۳۰۴
−۰٫۰۲۷۶ ۰٫۰۱۴۱ −۰٫۰۱۰۱
−۰٫۰۱۷۳ −۰٫۰۲۳۷ ۰٫۰۱۴۱
۰٫۰۰۱۲ −۰٫۰۱۷۳ −۰٫۰۲۷۶



S۶
v =



−۰٫۵۶۱۹ ۰٫۱۸۲۴ ۰٫۲۳۷۲
۰٫۲۵۶۷ ۰٫۵۵۳۳ ۰٫۱۸۲۴
−۰٫۱۵۳۹ ۰٫۲۵۶۷ −۰٫۵۶۱۹
−۰٫۶۷۴۳ ۰٫۲۱۸۹ ۰٫۲۸۴۷
۰٫۳۰۸۰ ۰٫۶۶۴۰ ۰٫۲۱۸۹
−۰٫۱۸۴۷ ۰٫۳۰۸۰ −۰٫۶۷۴۳
۰٫۰۹۲۷ −۰٫۰۳۰۱ −۰٫۰۳۹۱
−۰٫۰۴۲۳ −۰٫۰۹۱۳ −۰٫۰۳۰۱
۰٫۰۲۵۴ −۰٫۰۴۲۳ ۰٫۰۹۲۷



S۷
v =



−۰٫۹۷۹۷ −۰٫۰۰۰۱ ۰٫۰۰۰۰
−۰٫۰۰۰۱ ۰٫۹۷۹۷ −۰٫۰۰۰۱
−۰٫۰۰۰۰ −۰٫۰۰۰۱ −۰٫۹۷۹۷
−۰٫۱۸۳۷ −۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰
−۰٫۰۰۰۰ ۰٫۱۸۳۷ −۰٫۰۰۰۰
−۰٫۰۰۰۰ −۰٫۰۰۰۰ −۰٫۱۸۳۷
۰٫۰۸۰۸ ۰٫۰۰۰۰ −۰٫۰۰۰۰
۰٫۰۰۰۰ −۰٫۰۸۰۸ ۰٫۰۰۰۰
۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۸۰۸





٩۴ گسسته کسری مشتق سیستم�های معکوس کنترل .۴

S۸
v =



−۰٫۹۶۹۶ ۰٫۲۲۹۰ ۰٫۰۵۷۰
−۰٫۲۳۶۰ −۰٫۹۴۲۲ −۰٫۲۲۹۰
−۰٫۰۰۱۲ ۰٫۲۳۶۰ −۰٫۹۶۹۶
−۰٫۰۳۲۳ ۰٫۰۰۷۶ ۰٫۰۰۱۹
−۰٫۰۰۷۹ −۰٫۰۳۱۴ −۰٫۰۰۷۶
−۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۷۹ −۰٫۰۳۲۳
۰٫۰۵۳۳ −۰٫۰۱۲۶ −۰٫۰۰۳۱
۰٫۰۱۳۰ ۰٫۰۵۱۸ ۰٫۰۱۲۶
۰٫۰۰۰۱ −۰٫۰۱۳۰ ۰٫۰۵۳۳



S۹
v =



−۰٫۹۳۱۲ ۰٫۱۴۷۶ ۰٫۳۳۰۷
−۰٫۳۶۱۸ −۰٫۴۱۶۷ −۰٫۸۳۲۹
−۰٫۰۱۴۹ ۰٫۸۹۶۰ −۰٫۴۴۱۸
۰٫۰۰۸۷ −۰٫۰۰۱۴ −۰٫۰۰۳۱
۰٫۰۰۳۴ ۰٫۰۰۳۹ ۰٫۰۰۷۸
۰٫۰۰۰۱ −۰٫۰۰۸۴ ۰٫۰۰۴۱
۰٫۰۳۸۴ −۰٫۰۰۶۱ −۰٫۰۱۳۶
۰٫۰۱۴۹ ۰٫۰۱۷۲ ۰٫۰۳۴۴
۰٫۰۰۰۶ −۰٫۰۳۷۰ ۰٫۰۱۸۲



x =

−۰٫۰۴۰۳ ۰٫۰۶۰۵ ۰٫۰۲۶۳ −۰٫۰۲۱۴ ۰٫۰۰۰۰ −۰٫۰۸۸۷ ۰٫۰۷۶۳ ۰٫۰۰۰۰ −۰٫۰۳۲۳
۰٫۰۴۹۲ ۰٫۰۷۷۵ ۰٫۰۱۴۷ ۰٫۰۰۹۷ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۱۰۳۳ ۰٫۰۳۴۸ ۰٫۰۰۰۰ −۰٫۰۱۰۹
−۰٫۰۱۶۲ −۰٫۰۰۹۶ −۰٫۰۴۴۵ −۰٫۰۲۷۴ ۰٫۰۰۰۰ −۰٫۱۱۲۱ ۰٫۰۳۰۱ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۳۸۲



y =

۲۳٫۹۳۴۷ −۴٫۳۱۴۴ −۲۹٫۶۶۴۷ ۶۵٫۶۶۰۵ −۰٫۰۰۲۶ −۲۲٫۲۴۲۳ ۸۱٫۲۴۸۱ −۰٫۰۰۰۰ ۱۴۳٫۰۴۵۶
۱۵٫۸۵۷۳ −۳۹٫۷۰۶۷ −۱۸٫۷۶۷۸ −۷٫۵۰۷۳ −۰٫۰۰۰۹ −۲۳٫۴۶۶۹ −۱۲۲٫۵۰۳۱ −۰٫۰۰۰۰ −۱۵٫۱۱۳۳
۳۳٫۰۶۹۱ −۳۶٫۷۱۲۱ ۸۴٫۳۴۲۳ ۱۷٫۰۴۲۷ ۰٫۰۰۰۰ −۲۰٫۲۵۶۵ ۴۶٫۵۸۰۶ −۰٫۰۰۰۰ −۵۵٫۵۳۸۴



Ã =



۰٫۲۵۳۵ ۰٫۴۵۲۹ ۱٫۲۵۸۰ −۰٫۱۳۱۸ ۰٫۲۱۵۵ −۰٫۰۳۰۶ ۰٫۰۱۲۳ −۰٫۰۵۸۵ −۰٫۱۰۸۶
−۰٫۰۹۵۳ ۰٫۵۳۲۱ ۱٫۰۵۴۹ −۰٫۱۷۷۰ ۰٫۲۲۷۱ ۰٫۰۰۵۱ ۰٫۰۲۵۰ −۰٫۰۵۴۳ −۰٫۱۰۸۷
۰٫۲۴۶۶ −۰٫۲۳۸۸ −۰٫۲۸۵۶ ۰٫۰۲۶۶ −۰٫۰۱۷۵ ۰٫۱۰۰۱ −۰٫۰۱۰۱ ۰٫۰۱۲۴ ۰٫۰۳۱۰
۱٫۰۰۰۰ −۰٫۰۰۰۰ −۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ −۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ −۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰
۰٫۰۰۰۰ ۱٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ −۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ −۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ −۰٫۰۰۰۰ −۰٫۰۰۰۰
۰٫۰۰۰۰ −۰٫۰۰۰۰ ۱٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ −۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ −۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰
۰٫۰۰۰۰ −۰٫۰۰۰۰ −۰٫۰۰۰۰ ۱٫۰۰۰۰ −۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ −۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰
−۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ −۰٫۰۰۰۰ ۱٫۰۰۰۰ −۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ −۰٫۰۰۰۰ −۰٫۰۰۰۰
۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ −۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ −۰٫۰۰۰۰ ۱٫۰۰۰۰ −۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰



K =


−۱٫۹۷۸۴ −۰٫۴۰۱۸ −۰٫۵۱۹۰
−۰٫۱۱۶۹ ۰٫۰۳۰۸ −۰٫۲۸۹۱
۰٫۸۵۷۱ ۰٫۳۰۷۵ ۰٫۰۰۰۹





٩۵ کسری سیستم�های .٢.۴

می�شوند همگرا تعادل نقطه به حالت بردار مؤلفه�های :٢.۴ شکل

می�شوند همگرا تعادل نقطه به حالت بردار مؤلفه�های :٣.۴ شکل



٩۶ گسسته کسری مشتق سیستم�های معکوس کنترل .۴

می�شوند همگرا تعادل نقطه به ورودی بردار مؤلفه�های :۴.۴ شکل

می�شوند همگرا تعادل نقطه به ورودی بردار مؤلفه�های :۵.۴ شکل

غیر پارامترسازی روش از استفاده با کسری گسسته سیستم�های کنترل ۵.٢.۴
خطی

شدیم: آشنا زیر زمانی گسسته سیستم معادله با ۲ فصل در

xk+۱ = Ax+Buk (٣٧.۴)

ماتریس�های ابعاد استاندارد سیستم به تبدیل با باشد، کسری که حالتی در که می�دانیم قبل بخش از
داشت: خواهیم کسری زمانی گسسته سیستم حالت معادله برای بنابراین می�کند تغییر D و C ، B،A



٩٧ کسری سیستم�های .٢.۴

x̄k+۱ = Āx̄k + B̄uk (٣٨.۴)

حالت پس�خورد ماتریس

uk = Fx̄k (٣٩.۴)

:(٣٨.۴) در (٣٩.۴) جایگزاری با می�گیریم؛ نظر در است، F ∈ Rm×n̄ آن در که

x̄k+۱ = Āx̄k + B̄F x̄k (۴٠.۴)

= (Ā+ B̄)x̄k = Γx̄k (۴١.۴)

ویژه مقادیر تخصیص مسائل ۲ فصل ابتدای در می�باشد. استاندارد سیستم بسته حلقه ماتریس Γ که
ویژه مقادیر طیف که؛ شد خواهد پایدار صورتی در استاندارد و خطی گسسته سیستم یک کردیم، مطرح را
دایره در که است عملی صورتی در مهم این و گردد کنترل می�دهیم نشان Λ(Γ) با که بسته حلقه سیستم

بگیرند. قرار واحد
توضیح را حالت پس�خورد ماتریس آوردن به�دست برای برداری همدم فرم و اشلون استاندارد فرم

دادیم.
A روی ستونی عملیات�های انجام با که می�نامیم، عملیات�ها این در تبدیل ماتریس را T ماتریس
برای استاندارد سیستم�های برای شده تعریف مراحل همانند می�آید. به�دست Q روی نظیر ستونی و

داشت: خواهیم به�ترتیب کسری گسسته سیستم�های


x̃ = S−۱T−۱x̄

Ã = S−۱T−۱Ā

B̃ = S−۱T−۱B̄

(۴٢.۴)

می�شود: تعریف زیر صورت به B̄ و Ā ماتریس��های برداری همدم فرم

Ã =


G۰

......

In̄−m O(n̄−m)×m

 , B̃ =


B۰

.....

O(n̄−m)×m

 (۴٣.۴)

است. مثلثی بالا m×mماتریس یک B۰ که

صورتی در شد، خواهد In̄−m همانی ماتریس در آشفتگی باعث کرونکر ناورداهای وجود .۶.٢.۴ ملاحظه
شوند. می� بخش���� نامنظم صورت به Ãماتریس در In̄−m سطر�های از بعضی باشند، نامنظم



٩٨ گسسته کسری مشتق سیستم�های معکوس کنترل .۴

را شده استاندارد کسری گسسته سیستم برای برداری همدم فرم در حالت �پس�خورد ماتریس حال
می�کنیم: بررسی

u = −B−۱
۰ G۰x̃ = F̃px̃ (۴۴.۴)

است: برابر بسته حلقه سیستم حالت پس�خورد ماتریس و است اولیه حالت پس�خورد ماتریس F̃p که

Fp = F̃pS
−۱T−۱ = −B−۱

۰ G۰S
−۱T−۱ (۴۵.۴)

نیز؛ اولیه بسته حلقه ماتریس برای و

Γ̃۰ = Ã+ B̃F̃p =

[
۰m×n

In̄−m ۰(n̄−m)×m

]
(۴۶.۴)

Aλ = Γ̃۰+D کردیم ارائه قبلا که روشی بر Dبنا = diag{λ۰, λ۱, · · · , λn} می�کنیم تعریف حال
می�کنیم. تبدیل برداری همدم فرم به آن�را تشابهی عملیات�های از استفاده با و می�آوریم به�دست را

Ãλ =


G۰

......

In̄−m O(n̄−m)×m

 (۴٧.۴)

می�کنیم: تعریف زیر صورت به را حالت پس�خورد ماتریس سپس و

F̃ = B−۱
۰ (−G۰ +Gλ) = −B−۱

۰ G۰ +B−۱
۰ GλF = FS−۱T−۱ = F̃T −۱ (۴٨.۴)

کسری سیستم�های برای خطی غیر پارامترسازی روش به را خروجی پس�خورد حل روش ادامه در
بگیرید: نظر در را زیر زمانی گسسته خطی سیستم می�دهیم. شرح

xk+۱ = Ax(k) +Bu(k)

y(k) = Cx(k) (۴٩.۴)

زیر: به�صورت را خروجی پس�خورد ماتریس

uk = y(k) (۵٠.۴)

داشت: خواهیم (۴٩.۴) در (۵٠.۴) معادله جایگزاری با می�گیریم. نظر در



٩٩ کسری سیستم�های .٢.۴

uk = KCxk (۵١.۴)

می�آوریم: به�دست (۵١.۴) معادله� و uk = Fxk حالت پس�خورد معادله��های برابری از

F = KC (۵٢.۴)

می�دهیم: تشکیل را Gλ ماتریس زیر ،Ãλ تشکیل با

Gλ =


g۱۱ · · · g۱n̄
... ... ...

gm۱ · · · gmn̄

 (۵٣.۴)

داشت: خواهیم کسری شده استاندارد سیستم این مشخصه چندجمله�ای برای

Pn(λ) = (−۱)n(λn̄ + a۱λ
n̄−۱ + · · ·+ an̄−۱λ+ an̄) (۵۴.۴)

می�باشد. بسته حلقه سیستم ویژه مقادیر مشخصه چندجمله�ای این ریشه�های که می�دانیم

pn̄(λ) = (λ− λ۱)(λ− λ۲) · · · (λ− λn̄) (۵۵.۴)

که: داریم رایج بندی�های فرمول� بر بنا ai ضرایب آوردن به�دست برای



a۱ = (−۱)(λ۱ + · · ·+ λn̄)

a۲ = (−۱)۲∑i,j λiλj
...
ak = (−۱)k∑n̄

i۱<i۲<···<ik
λi

...
an̄ = (−۱)n∏n̄

i=۱ λi

(۵۶.۴)

می�آید؛ به�دست آزاد پارامتر�های از توابعی حسب بر ai ضرایب مشخصه، چندجمله�ای محاسبه با

f۱(g۱۱ · · · gmn̄) = a۱

...

fn̄(gn̄۱ · · · gmn̄) = an̄

این آوردن به�دست برای زیادی راه�های می�باشد. خطی غیر مجهول mn̄ و معادله n̄ با دستگاهی که
نمود. حل آن�را متلب و میپل افزار نرم از استفاده با می�توان که دارد، وجود خطی غیر توابع



١٠٠ گسسته کسری مشتق سیستم�های معکوس کنترل .۴

کسری سیستم�های پس�خورد کنترل برای خطی غیر پارامتری روش ۶.٢.۴

می�باشد: زیر صورت به استاندارد کسری گسسته سیستم�های حالت پس�خورد ماتریس

F = B−۱
۰ (−G۰ +Gλ) (۵٧.۴)

حلقه سیستم به�طوری�که می�باشد K خروجی پس�خورد ماتریس یافتن هدف (۵٢.۴) رابطه بر بنا
رابطه����������������������������� طرف دو در را En̄×n̄ مربعی ماتریس نیست، مربعی ماتریس K چون گردد. استاندارد بسته

می�کنیم ضرب

FE = KCE (۵٨.۴)

با بنابراین می�آید. به�دست K � ماتریس که است بدیهی گردد، همانی CE (۵٨.۴) معادله در اگر
نویسیم: می CE یکه بلوکی ماتریس ، C � روی ستونی عملیات انجام

CE = [Ir, O] (۵٩.۴)

داشت: خواهیم F روی ستونی عملیات دوباره انجام با و

Fe = FE = KCE = K[Ir ۰] = [K O] (۶٠.۴)

[Fe۱ Fe۲] = [K O] (۶١.۴)

نمود محاسبه به�گونه�ا�ی را پارامترها می�توان لذا می�باشند پارامتری Fe۲ درایه�های این�که به توجه با
ماترس یا K ماتریس گردد، Fe۲ = ۰ آمده به�دست �خطی غیر معادلات دستگاه برقراری بر علاوه تا

می�آید. به�دست� خروجی پس�خورد

جديد روش الگوريتم *

می�یابیم. را T−۱ و G۰ و B−۱
۰ ابتدا -١

را باشد Λ� مجموعه ویژه�ی مقادیر طیف با برابر آن�ها ریشه�ی که مشخصه�ای چندجمله�ای ضرایب -٢
کنید. تعیین

کنید. محاسبه را Pλ مشخصه�ی چندجمله�ای -٣

بدست� مشخصه چند�جمله�ای ضرایب دادن قرار معادل به�وسیله را gij پارامتر�های خطی غیر سیستم -۴
آوردید. به�دست� ۳ و ۲ گام در آمده



١٠١ کسری سیستم�های .٢.۴

را CE = [Ir Or,n̄−r] به�طوری�که C روی مقدماتی ستونی عملیات به�وسیله را E ماتریس -۵
کنید: محاسبه را زیر فرمول و کنید مشخص

FE = KCE = B−۱(−G۰ +Gλ)T
−۱E = [K Or,n̄−r]

حاصل�ضرب ستون (n̄ − r) آخرین دادن قرار معادل به�وسیله را باقیمانده معادله m(n̄ − r) -۶
بیابید. صفر تا B−۱(−G۰ +Gλ)T

−۱

کنید. حل نیوتن الگوریتم به�وسیله را خطی غیر معادلات مجموعه n̄+m(n̄− r) ≤ n̄m حال -٧

کنید. محاسبه را K و داده قرار Gλ در را پارامترها این -٨

نظر در زیر ماتریس�های h = ۲ و α =٫ ۶ با را ∆α = AxK + Buk کسری سیستم .٧.٢.۴ مثال
بگیرید.

A =

[
−۱ ۲
۳ −۱

]
, B =

[
۱ ۳
−۱ ۱

]
, C =

[
۲ ۰
۱ −۱

]

می�باشند: زیر صورت به سیستم این با متناظر شده استاندارد ماتریس�های

A =



−٫ ۴ ۲ ٫۱۲ ۰ ٫۰۵۶ ۰
۳ −٫ ۴ ۰ ٫۱۲ ۰ ٫۰۵۶
۱ ۰ ۰ ۰ ۰ ۰
۰ ۱ ۰ ۰ ۰ ۰
۰ ۰ ۱ ۰ ۰ ۰
۰ ۰ ۰ ۱ ۰ ۰



B =



۱ ۳
−۱ ۳
۰ ۰
۰ ۰
۰ ۰
۰ ۰


, C =

[
۲ ۰ ۰ ۰ ۰ ۰
۱ −۱ ۰ ۰ ۰ ۰

]

می�آوریم: به�دست T−۱ و G۰ و B۰ متلب افزار نرم از استفاده با

B۰ =

[
۱ ۰
۰ ۱

]
, G۰ =

[
−۳٫۱۵ ۶٫۲۵ ٫۱۲ ۰ ۰٫۰۵۶ ۰
۰٫۲۵ ۲٫۳۵ ۰ ٫۱۲ ۰ ٫۰۵۶

]



١٠٢ گسسته کسری مشتق سیستم�های معکوس کنترل .۴

T−۱ =



٫ ۲۵ −٫ ۷۵ ۰ ۰ ۰ ۰
٫۲۵ ٫۲۵ ۰ ۰ ۰ ۰
۰ ۰ ٫۲۵ −٫ ۷۵ ۰ ۰
۰ ۰ ٫۲۵ ٫۲۵ ۰ ۰
۰ ۰ ۰ ۰ ٫۲۵ −٫ ۷۵
۰ ۰ ۰ ۰ ٫۲۵ ٫۲۵


سپس می�گیریم. نظر در L = {٫ ۱, ٫ ۲٫۳−٫ ۱−٫ ۲−٫ ۳} صورت به را ویژه مقادیر مجموعه
C۲ = −۰٫۱۴, C۳ = ۰, C۴ = برای و C۱ = ۰ داشت: خواهیم Ci i = ۱, · · · ,۶ برای

می�آوریم: به�دست ادامه در و ۰٫۰۰۴۹, C۵ = ۰, C۶ = −۳٫۶× ۱۰−۵

det(Ãλ − Iλ)

[
g۱۱ − λ g۱۲ G۱۳ G۱۴ G۱۵ G۱۶

g۲۱ g۲۲ − λ g۲۳ g۲۴ g۲۵ g۲۶

]
می�کنیم: یکه را C ماتریس قسمت این در

C =

[
۱ ۰ ۰ ۰ ۰ ۰
۰ ۱ ۰ ۰ ۰ ۰

]
, E =



۱
۲ ۰ ۰ ۰ ۰ ۰
۱
۲ −۱ ۰ ۰ ۰
۰ ۰ ۱ ۰ ۰ ۰
۰ ۰ ۰ ۱ ۰ ۰
۰ ۰ ۰ ۰ ۱ ۰
۰ ۰ ۰ ۰ ۰ ۱


می�آوریم. به�دست پارامترها حسب بر معادلاتی و F = B−۱

۰ (Gλ + G۰)T−۱ فرمول با متناسب
داریم: مجهول ۱۲ و معادله ۱۴ حل با ادامه ]در

g۱۱ = ۵٫۳۲۸۶ g۱۲ = −۲٫۱۱۱ g۱۳ = ۰٫۱۰۵۳ g۱۴ = ۰٫۰۰۴۱ g۱۵ = −۰٫۰۵۶۶ g۱۶ =٫ ۰۰۴۴
g۲۱ = ۱۳٫۴۷۹۵ g۲۲ = −۵٫۳۲۸۶ g۲۳ = −۰٫۰۰۱۸ g۲۴ = ۰٫۰۹۶۹ g۲۵ = −۰٫۰۰۳۲ g۲۶ =٫ ۰۴۷۳

]
می�آید: به�دست یر صورت به خروجی خورد پس معادله فوق پارامترهای جایگزاری با

K =

[
۳٫۱۵۴۴ −۵٫۳۲۴
۱٫۳۸۷۷ −۱۱٫۸۴۱۷

]



۵ فصل

پس�خورد ماتریس محاسبه جهت جدید روشی
خروجی پس�خورد از استفاده با حالت

توجه مورد اخیر سال�های در پارامتری حالت پس�خورد با خطی سیستم�های ویژه مقدار تخصیص مساله
بیان روش ۲۰۰۲ سال در ١ طهرانی و کرباسی دکتر مقاله در است. گرفته قرار محققان از بسیاری
ماتریس سازی پارامتر برای جدید روش یک و یافته توسعه ١٩٩٣ سال در ٢ بل و کرباسی مقاله در شده
معادلات از سیستم یک که می��دهد نشان و است، شده معرفی ویژه مقادیر تخصیص در حالت پس�خورد
سیستم بسته حلقه ماتریس برداری همدم فرم مشخصه چند�جمله�ای دادن قرار برابر از می�تواند خطی
ایده همان [٣١] کرباسی مقاله در بیاید. به�وجود دلخواه ویژه مقادیر توسط شده ساخته چندجمله�ای با
تخصیص بسته حلقه ماتریس به را دلخواه ویژه مقادیر که خروجی پس�خورد ماتریس کردن پارامتری برای

است. شده پیشنهاد می�دهد،
خروجی ماتریسپس�خورد مقاله، این در است. شده بیان ٣ کاتایاما و ایچیکاوا مقاله در قبلا روش این
کاربرد خاصی حالات در فرمول این می�آورد. دست به حالت پس�خورد ماتریس از معینی شروط تحت را
کردیم مشاهده است. شده برداشته محدودیت�ها این کرباسی مقاله در است. محدود بسیار عمل در و دارد
حالت در خطی سیستم این بررسی با ادامه در کردیم، تبدیل خطی سیستم به کسری گسسته سیستم که
توسط شده تعریف مشاهده�پذیر و کنترل�پذیر زمان از مستقل خطی سیستم می�پردازیم. آن کنترل به کلی

می�گیریم: نظر در را زیر خروجی معادله

x(i+ ۱) = Ax(i) +Bu(i) (١.۵)

y(i) = Cx(i) (٢.۵)

A ∈ Rn×n خروجی، بردار y(i) ∈ Rm و ورودی بردار u(i) ∈ Rm حالت، بردار x(i) ∈ Rn آن در که
١Karbassi and Tehrani
٢Karbassi and Bell
٣Ichikawa and Katayama

١٠٣



١٠۴ خروجی پس�خورد از استفاده با حالت پس�خورد ماتریس محاسبه جهت جدید روشی .۵

فرض همچنین و هستند، خروجی و ورودی باز، حلقه ماتریس ترتیب به C ∈ Rn×n و B ∈ Rn×n � ،
. r ⩽ n mو ⩽ n ، mr ⩾ n ،rankC = r ، rankB = m می�کنیم

با بسته حلقه سیستم یک تولید برای ،F حالت پس�خورد کنترل�گر ماتریس طراحی روش، این هدف
،[٣١] در شده بیان تشابهی تبدیلات از استفاده با ابتدا منظور، این به است. مطلوب ویژه�ی مقادیر
معکوس ویژه مقدار روش از استفاده با سپس کرده فرمول���بندی را ،F حالت خروجی پس�خورد ماتریس
مقادیر دارای که می������کنیم محاسبه گونه�ای به را سیستم خروجی پس�خورد با بسته حلقه ماتریس ماتریسی،
آن نتیجه�ی و است یافته بهبود [٣١] در شده بیان روش واقع در است. شده تعیین قبل از دلخواه ویژه
است. مفید بزرگ ابعاد با مسائل برای روش این ترتیب، این به می�باشد. خطی غیر معادلات حذف
ارائه روش این نتایج نمایش برای عددی مثال یک و مراحل، ترتیب نمایش برای الگوریتم یک آخر در

است. گردیده

مسئله طرح ٧.٠.۵

(١.۵) خروجی و حالت معادله توسط شده تعریف مشاهده�پذیر و کنترل�پذیر زمان از مستقل خطی سیستم
بگیرید: نظر در را

x(i+ ۱) = Ax(i) + Bu(i)y(i) = Cx(i)

ویژه�ی مقادیر با بسته حلقه سیستم یک تولید برای F حالت پس�خورد کنترل�گر ماتریس یافتن هدف،
کنید فرض است. مطلوب

u(i) = Ky(i) (٣.۵)

Γc بسته�ی حلقه ماتریس که می�شود، انتخاب طوری (m× r) ابعاد با K کنترل�گر ماتریس آن، در که
x(i+ ۱) = (A+BKC)x(i) = Γcx(i) (۴.۵)

نظر در زیر به�صورت را (B̃, Ã) برداری همدم فرم ابتدا باشد. L = {λ۱, λ۲, ·, λn} ویژه مقادیر دارای
بگیرید:

Ã =

[
G۰

In−m On−m,m

]
B̃ =

[
B۰

On−m,m

]
(۵.۵)

ماتریس یک G۰ و واحد قطری عناصر با معکوس�پذیر و بالا�مثلثی (m×m)ماتریس یک B۰ آن در که
زیر صورت به حالت پس�خورد ماتریس است، شده داده نشان [٣١] در که همانطور است. (m × n)

می�آید: دست
F = B−۱

۰ (−G۰ +Gλ)τ
−۱ (۶.۵)

است: زیر ماتریس از (m×m) پارامتری ماتریس زیر یک Gλ آن، در که

Γ̃c =

[
Gλ

In−m On−m,m

]
(٧.۵)



١٠۵

طوری را Γ̃c بسته�ی حلقه ماتریس باید حال می�باشد. L = λ۱, λ۲, ·, λn در Γ̃c ویژه مقادیر و
را Gλ ماتریس می�توان باشد. موجود Γ̃c اگر باشد. Γ شده تعیین پیش از ویژه مقادیر دارای که بیابیم،
حلقه ماتریس یافتن برای معکوس ویژه مقدار روش از استفاده چگونگی بعدی، بخش در آورد. بدست

می�دهیم. توضیح را Γ̃c بسته�ی

معکوس ویژه مقدار ٨.٠.۵

فرض با باشند، C̃ و B̃t پوچ پایه�ی بردارهای از شده تشکیل ماتریس�های به�ترتیب V۱ و U۱ اگر حال
داریم: ،Γ̃c = Ã+ B̃KC̃

Γ̃cV۱ = (Ã+ B̃KC̃)V۱ = ÃV (٨.۵)

Ut
۱Γ̃c = U۱(Ã+ B̃KC̃) = Ut

۱Ã (٩.۵)

Yr = ÃtV۱ و Yl = ÃtU۱ ،XR = V۱ ،Xl = U۱ دادن قرار با ،(۵.٣.٣) قضیه به توجه با حال
باشد. L مجموعه�ی آن ویژه�ی مقادیر طیف که یافت طوری را Γ̃ماتریس می�توان ،L مجموعه�ی داشتن و

الگوریتم •

F حالت پس�خورد ماتریس یافتن (١

کنید. وارد را L = {λ۱, λ۲, · · · , λn} مجموعه�ی و B و Aماتریس (٢

بیابید. را Ã, B̃, C̃, T ماتریس�های (٣

فضای سپس و Yl = ÃtXl و Yr = AX۱ و است Xl, Xr به�ترتیب که C̃ و B̃t پوچ فضای (۴
بیابید. را (λiXl − Yl) و (λiXr − Yr) پوچ

کنید. محاسبه را Γ̃c = Tdiag{λ۱, λ۲, · · · , λn}T−۱ و T ماتریس� سپس و yi Xiو بردار�های (۵

آورید. بدست را Gλ ماتریس (۶

می�کنیم. محاسبه F = B−۱
۰ (−G۰ +Gλ)T رابطه از را حالت پس�خورد ماتریس (٧

مقدار از استفاده با F پس�خورد ماتریس آوردن به�دست هدف بگیرید. نظر در را زیر سیستم .٨.٠.۵ مثال
L = {−۰٫۳,۰,۰٫۱} مقادیر به�طوری�که می�باشد استاندارد کسری های سیستم برای معکوس ویژه

شود. داده تخصیص بسته حلقه ماتریس به



١٠۶ خروجی پس�خورد از استفاده با حالت پس�خورد ماتریس محاسبه جهت جدید روشی .۵

A =


۸ ۹ ۲
۹ ۶ ۵
۱ ۰ ۹

 , B =


۷ ۰
۹ ۸
۶ ۹

 , C =

[
۱ ۲ ۰
۰ ۱ ۰

]

Ã =


۳۵٫۷۲ ۷۳٫۲۲ −۵۴۵٫۷

۰ −۱۲٫۷۲ ۹۱٫۲۴
۱ ۰ ۰

 B̃ =


۱ ۱٫۷۷
۰ ۱
۰ ۰



C̃ =

[
−۰٫۴۴ ۱٫۰۸ −۰۹۳
−۰٫۳۵ ۰٫۵۰ −۰٫۳۳

]

Xl =


۰
۰
۱

 Xr


۱
۰
۰

 Yl =


۱
۰
۰

 Yr =


۳۵٫۷۲۰۰

۰
۱



S۱
v =


۰ −۰٫۰۲۷۸
۱ ۰
۰ ۰٫۹۹۹۶

 S۲
v =


۰ −۰٫۰۲۸۰
۱ ۰
۰ ۰٫۹۹۹۶

 S۳
v =


۰ −۰٫۰۲۸۱
۱ ۰
۰ ۰٫۹۹۹۶



S۱
u =


۰ −۰٫۰۲۸۷۳
۱ ۰
۰ ۰٫۹۵۷۸

 S۲
u =


۰ ۰
۱ ۰
۰ ۱

 S۳
u =


۰ −۰٫۰۹۹۵
۱ ۰
۰ ۰٫۹۹۵



x =

[
−۰٫۶۱۴۷ −۰٫۷۵۴۱ ۰٫۳۹۳۳
−۰٫۱۰۵۵ −۰٫۵۴۴۵ ۱٫۲۳۳۵

]
y =

[
۰٫۹۴۴۳ ۰٫۸۰۸۱ ۰٫۴۵۰۵
۰٫۴۵۸۳ ۰٫۱۴۲۸ ۰٫۹۳۰۴

]

T =


۰٫۰۳۰۳ ۰ ۰٫۱۲۲۷
−۰٫۶۱۴۷ −۰٫۷۵۴۱ ۰٫۳۹۳۳
−۰٫۱۰۱۰ −۰٫۵۴۴۵ ۱٫۲۲۷۴





١٠٧

Γ̃ =


۰٫۹۴۸۲ ۰٫۰۷۹۷ −۰٫۱۱۰۳
−۱۱٫۹۰۲۹ −۱٫۱۴۸۲ ۱٫۵۹۰۲

۱ ۰ ۰

 F =


۰٫۰۳۰۳ ۰ ۰٫۱۲۲۷
۰٫۱۴ ۰٫۵۲ −۴٫۷۱
−۰٫۰۲ −۰٫۰۶ ۰٫۶۲


در شده بیان روش از استفاده با را کسری شده استاندارد سیستم حالت پس�خورد ماتریس ادامه در

می�کنیم. محاسبه زمینه این در بار اولین برای فصل این
مقدار فصل در که نیازمندیم، T−۱ و B−۱

۰ و G۰ و Gλ ماتریس�های به الگوریتم گام�های با متناسب
داده�ایم. شرح کامل طور به معکوس ویژه

استفاده با را Gλ حال کردیم، محاسبه معکوس ویژه مقدار برنامه در را (۴) و (۳) و (۲) گام�های
می�آوریم: به�دست Ã از

Ã =



۰٫۲۵۳۵ ۰٫۴۵۲۹ ۱٫۲۵۸۰ −۰٫۱۳۱۸ ۰٫۲۱۵۵ −۰٫۰۳۰۶ ۰٫۰۱۲۳ −۰٫۰۵۸۵ −۰٫۱۰۸۶
−۰٫۰۹۵۳ ۰٫۵۳۲۱ ۱٫۰۵۴۹ −۰٫۱۷۷۰ ۰٫۲۲۷۱ ۰٫۰۰۵۱ ۰٫۰۲۵۰ −۰٫۰۵۴۳ −۰٫۱۰۸۷
۰٫۲۴۶۶ −۰٫۲۳۸۸ −۰٫۲۸۵۶ ۰٫۰۲۶۶ −۰٫۰۱۷۵ ۰٫۱۰۰۱ −۰٫۰۱۰۱ ۰٫۰۱۲۴ ۰٫۰۳۱۰
۱٫۰۰۰۰ −۰٫۰۰۰۰ −۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ −۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ −۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰
۰٫۰۰۰۰ ۱٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ −۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ −۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ −۰٫۰۰۰۰ −۰٫۰۰۰۰
۰٫۰۰۰۰ −۰٫۰۰۰۰ ۱٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ −۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ −۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰
۰٫۰۰۰۰ −۰٫۰۰۰۰ −۰٫۰۰۰۰ ۱٫۰۰۰۰ −۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ −۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰
−۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ −۰٫۰۰۰۰ ۱٫۰۰۰۰ −۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ −۰٫۰۰۰۰ −۰٫۰۰۰۰
۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ −۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ −۰٫۰۰۰۰ ۱٫۰۰۰۰ −۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰



Gλ =

 ۰٫۴۴۸۷ ۱٫۳۱۳۸ ۱٫۱۲۲۱ −۰٫۰۵۲۰ −۰٫۳۹۱۹ −۰٫۳۵۴۶ −۰٫۰۱۲۴ −۰٫۰۵۱۴ −۰٫۰۵۳۴
۱٫۰۱۳۹ ۱٫۸۲۸۹ ۲٫۱۳۹۲ −۰٫۱۱۶۵ −۰٫۴۴۶۸ −۰٫۴۵۲۷ −۰٫۰۲۲۶ −۰٫۰۶۲۳ −۰٫۰۹۷۳
−۰٫۸۸۴۳ −۱٫۵۳۱۳ −۱٫۷۷۷۶ ۰٫۱۰۱۶ ۰٫۴۸۷۱ ۰٫۵۰۶۶ ۰٫۰۲۲۸ ۰٫۰۶۱۶ ۰٫۰۹۰۸



G۰ =

 ۸٫۵۶۶۷ ۸ ۶٫۳۳ ۰٫۰۴۵۰ ۰ ۰ ۰٫۰۱۶۵ ۰ ۰
−۰٫۶۶۶۷ ۱٫۹ −۱٫۳۳ ۰ ۰٫۰۴۵۰ ۰ ۰ ۰٫۰۱۶۵ ۰
−۴٫۳۳ −۳ −۳٫۷۶۶۷ ۰ ۰ ۰٫۰۴۵۰ ۰ ۰ ۰٫۰۱۶۵



B−۱
۰ =


۱ ۰ ۰
۰ ۱ ۰
۰ ۰ ۱



T−۱ =



−۰٫۳۳۳۳ −۰٫۳۳ ۱ ۰ ۰ ۰ ۰ ۰ ۰
۰٫۳۳۳۳ ۰٫۳۳ ۰ ۰ ۰ ۰ ۰ ۰ ۰
۰٫۶۶۶۷ −۰٫۳۳ −۱ ۰ ۰ ۰ ۰٫۰۰۰۰ ۰ ۰

۰ ۰ ۰ −۰٫۳۳ −۰٫۳۳ ۱ ۰ ۰ ۰
۰ ۰ ۰ ۰٫۳۳ ۰٫۳۳ ۰ ۰ ۰ ۰
۰ ۰ ۰ ۰٫۶۶۶۷ −۰٫۳۳۳۳ −۱ ۰ ۰ ۰
۰ ۰ ۰ ۰ ۰ ۰ −۰٫۳۳۳۳ −۰٫۳۳ ۱
۰ ۰ ۰ ۰ ۰ ۰٫۳۳ ۰٫۳۳ ۰
۰ ۰ ۰ ۰ ۰ ۰ ۰٫۶۶۶۷ −۰٫۳۳ −۱





١٠٨ خروجی پس�خورد از استفاده با حالت پس�خورد ماتریس محاسبه جهت جدید روشی .۵

F =

−۲٫۹۹۶۹ ۲٫۲۱۴۳ −۲٫۹۰۶۷ −۰٫۳۳۴۷ ۰٫۰۱۹۹ ۰٫۲۵۷۶ −۰٫۰۴۳۱ ۰٫۰۱۰۳ ۰٫۰۲۴۵
۱٫۷۳۱۱ −۱٫۷۴۱۴ −۱٫۷۹۲۰ −۰٫۴۲۶۹ ۰٫۰۲۵۸ ۰٫۳۳۶۲ −۰٫۰۸۳۶ ۰٫۰۱۳۷ ۰٫۰۷۴۷
۰٫۶۶۵۹ −۱٫۳۲۳۱ ۱٫۴۶۰۰ ۰٫۴۳۶۲ −۰٫۰۲۵۴ −۰٫۳۶۰۰ ۰٫۰۶۲۵ −۰٫۰۱۱۸ −۰٫۰۵۱۵



Γ̃ = (A+BF ) =



۰٫۴۹۹۱
۰٫۴۰۰۰
۰٫۲۹۹۸
۰٫۲۰۲۱
۰٫۰۹۸۹
−۰٫۴۰۰۷
−۰٫۲۹۹۷
−۰٫۱۹۹۵
−۰٫۱۰۰۰



یعنی شده اختصاص ویژه مقادیر به نزدیک بسیار حاصل ویژه مقادبر که می�کنیم مشاهده

Γ = {٫ ۱, ٫ ۲, ٫ ۳, ٫ ۴, ٫ ۵.−٫ ۱,−٫ ۲,−٫ ۳,−٫ ۴}

می�باشد.

نمایش صفر سمت به را حالت ماتریس و ورودی ماتریس همگرایی متلب افزار نرم از استفاده با
می�دهیم.

می�شوند همگرا تعادل نقطه به حالت بردار مؤلفه�های :١.۵ شکل
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می�شوند همگرا تعادل نقطه به حالت بردار مؤلفه�های :٢.۵ شکل

می�شوند همگرا تعادل نقطه به ورودی بردار مؤلفه�های :٣.۵ شکل

می�شوند همگرا تعادل نقطه به ورودی بردار مؤلفه�های :۴.۵ شکل





۶ فصل

نتیجه�گیری

کسری خطی زمانی گسسته سیستم�های �آن از استفاده با می�توان که دادیم پیشنهاد را روشی سوم فصل در
خطی زمانی گسسته سیستم یک زمانی تاخیرهای ابتدا، ترتیب بدین کرد. تبدیل استاندارد سیستم به را
جدید، حالت بردار یک تعریف با و کرده محدود h مانند طبیعی اعداد برخی توسط را تاخیر با کسری

کردیم. تبدیل استاندارد سیستم یا تاخیر بدون ظاهر در سیستم یک به را سیستم
می�باشیم: دوحالت در سیستم این کنترل به�دنبال ادامه در

حالت پس�خورد کنترل (١

خروجی پس�خورد کنترل (٢

در که؛ چرا است، داشته وجود همیشه پیوسته و گسسته نوع دو در کسری سیستم�های کنترل مشکل
انتگرال و مشتق می�باید که می��کنیم، پیدا نیاز آمده به�دست نتایج مابین نتایجی به شده انجام آزمایش�های
به و کرد تعریف را نیاز مورد داده�های توان نمی صورت این غیر در کنیم تعریف آن برای کسری مرتبه

پرداخت. آن�ها کنترل
می�شویم: مواجه مشکل دو با ادامه در حال

فصل این در شده ارائه های روش بر بنا توان می باشد؛ خطی نوع از نظر مورد کسری سیستم اگر *
کرد. بحث ادامه در شده ارائه �های روش بر بنا آن کنترل پیرامون و کرده تبدیل استاندارد سیستم به

آن به رساله این در که داریم المان�هایی به نیاز آن کنترل در باشد؛ غیرخطی نوع از سیستم اگر *
در می�شود؛ پیشنهاد رشته، این دانشجویان برای ارائه جهت ایده�ای به�عنوان است. نشده پرداخته
پرداخت. غیرخطی سیستم�های کنترل به برق مهندسی دانشجویان همکاری با پایان�نامه این ادامه

مزایایی دارای کدام هر که کردیم ارائه سیستم خروجی پس�خورد برای روش�هایی بعدی؛ فصل�های در
می�باشد.

معکوس کنترل : اول روش

١١١
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مواجه ماتریس�های با فیزیکی معادلات دستگاه یک یا کنترلی سیستم یک حل روند در عموما
به بود نخواهیم قادر و نمی�باشند پذیر معکوس� بنابراین ناسازگارند، یا و هستند منفرد که می�شویم
سیستم�ها انواع کنترل برای زیادی مشکلات ناسازگاری عدم این بپردازیم. ریاضی سازی�های ساده

دارد. همراه به

این تبدیل برای زیادی روش�های که زیرا ندارد معنایی مفهوم این ریاضیات دانشجوی یک برای
برای و شده طرف بر مشکل این شده ارائه روش� در دارد. وجود آن از گرفتن معکوس و ماتریس
صورت موفقیت با کنترل عملیات و بوده پاسخ�گو و شده آزمایش نظر مورد روش ماتریسی نوع هر

است. گرفته

کنترل�گر برای کلی چوب یکچهار روش، این در خروجی پس�خورد برای غیرخطی پارامتری روش : دوم روش
مشاهده�پذیر، و کنترل�پذیر خطی سیستم� برای دلخواه، ویژه مقادیر تخصیص در خروجی پس�خورد
روی گسترش یک واقع در است. آمده به�دست ،(GΛ) پارامتری برداری همدم فرم ساختار پایه بر

می�باشد. حالت پس�خورد ماتریس

روش این آوردیم. به�دست موجود رابطه�های از استفاده با را خروجی پس�خورد ماتریس ادامه در
C = [In O] رابطه�ی از تواند می همواره خروجی پس�خورد ماتریس که می�دهد نشان جدید
ندارد باز حلقه ماتریس ویژه مقادیر پیرامون قبل از اطلاعاتی دانستن به نیاز البته شود. محاسبه

نیست. ویژه مقادیر تعدد و نوع مکان، روی محدودیتی هیچ و

و می�دهد جواب خوبی به (n ≤ ۵) کوچک سیستم�های برای روش این که است توجه قابل
به روش این غیرخطی، پارامتر�های بین رابطه دلیل به می�دهد. ارائه را پارامتری صورت�های همه

است. حساس بسیار آشفتگی�های



٧ فصل

متلب کد

%Eigenvalue Assignment in Systems with Output Feedback Matrix
clear Bplus Cplus U1 V1 Xl Xr Yl Yr n SV SU S x y a a1 T2 Gama2 K2 ii iii

% clear
% clc
% A=[2 4 1 3 -2 5;-1 1 -1 -7 1 3;2 1 0 -2 -4 7;1 2 0 1 0 0; 2 0 1 0 0 0;3 1 0 2 1 0];
% B=[1 -2 2 1 4 1;-1 3 1 4 0 1;-1 2 0 0 1 0;2 2 1 0 1 1;1 0 1 0 1 0;1 0 0 0 0 0];
% C=[1 1 0 1 1 0;0 1 0 2 0 1;1 0 1 0 0 0;1 0 2 0 1 2;0 0 0 1 0 0;1 1 1 0 0 0];
% L=[.1 .2 .3 .4 .5 .6];
% n=length(L);

Bplus=pinv(B);
Cplus=pinv(C);
U1=null(B');
V1=null(C);
Xl=U1;
Xr=V1;
Yl=A'*U1;
Yr=A*V1;
n=length(L);
for ii=1:n
SV(:,:,ii)=null((((L(ii)).*Xr)-Yr)');
SU(:,:,ii)=null((((L(ii)).*Xl)-Yl)');
end
[r,f]=size(SU(:,:,1));
y=rand(f,r);
% y=[ 0.9724 0.1262 -0.4019 0.5758 -0.1108 0.1068 0.5013 -0.0894 -0.1620
% -0.1207 -0.6361 -0.0410 0.3231 0.1355 0.6294 0.4212 0.0659 -0.4964
% 0.5195 0.6656 0.2545 -0.6616 -0.4084 0.3636 -0.3198 0.0347 -0.2143];

١١٣
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% y=[0.4065 0.9514 0.8867 0.5205 0.2158 0.6029 0.7922 0.2038 0.1669
% 0.9518 0.3460 0.2100 0.9055 0.0787 0.3775 0.3335 0.9587 0.4428
% 0.9120 0.2902 0.1309 0.4025 0.9331 0.6649 0.6927 0.7118 0.6330]

x=zeros(f,r);
e=eye(n);
for iii=1:100
iii;
for ii=1:n
for jj=1:n
S=SU(:,:,ii)'*SV(:,:,jj);
a(:,jj)=S*y(:,jj);
end
a1=pinv(a);
x(:,ii)=e(ii,:)*a1;
end
for jj=1:n
for ii=1:n
S=SU(:,:,ii)'*SV(:,:,jj);
a(:,ii)=S*x(:,ii);
end
a1=pinv(a);
y(:,jj)=a1'*e(:,jj);
end
error=0;
for jj=1:n
for ii=1:n
S=SU(:,:,ii)'*SV(:,:,jj);
error=((((x(:,ii)'*S)*y(:,jj))-e(ii,jj))^2);
end
end
error=sqrt(error);
if error<10^(-100)
error;
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iteration=iii;
x;
y;
error;
break
end
end
% y
for ii=1:n
T2(:,ii)=SU(:,:,ii)*x(:,ii);
% T1=SV(:,:,ii)*y(:,ii);
end
T2;
Gama2=((T2)*(diag(L)))*inv(T2);
K2=Bplus*(Gama2-A)*Cplus;
xx=[];
uu=[];
x0=[.1 .2 .1 .2 .1 .2 .1 .2 .1];
xx(:,1)=x0;
l=2;
while l<50
xx(:,l)=Gama2*xx(:,l-1);
uu(:,l-1)=K2*C*xx(:,l-1);
yy(:,l)=C*xx(:,l-1);
l=l+1;
end
clf

stairs(xx(1,:),'b')
xlabel('time t')
ylabel('x1')
title('state response')
figure

stairs(xx(2,:),'b')
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xlabel('time t')
ylabel('x2')
title('state response')
figure

stairs(xx(3,:),'b')
xlabel('time t')
ylabel('x3')
title('state response')
figure

stairs(uu(1,:),'b')
xlabel('time t')
ylabel('u1')
title('input response')
figure

stairs(uu(2,:),'b')
xlabel('time t')
ylabel('u2')
title('input response')
figure

stairs(uu(3,:),'b')
xlabel('time t')
ylabel('u3')
title('input response')
figure

disp(' Eigenvalue Assignment in Systems with Output Feedback Matrix ')
disp(' *******************************************************')

%FOTD systems with output feedback assignment AA,BB
%Example 1
% (delta^0.25)x(i+1)=A0*x(i)+B0*u(i) & x0=[-1;0.5;3];
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%FOTD systems with state feedback assignment AA,BB
%Example 1
% (delta^0.25)x(i+1)=A0*x(i)+B0*u(i) & x0=[-1;0.5;3];
clear
clc
AA=[1 2 3;-2 1 -1;4 -1 2];
BB=[1 2 1;-1 1 -1;1 1 0];
%BB=[1 2 1;-1 1 -1]';
CC=[2 1 -1;-3 4 5;3 -4 -2]';

% AA=[1 2 3;-2 1 1;4 -5 2];
% BB=[1 2 1;-1 1 -1;1 1 0];
% CC=[2 3 -4;-3 4 5;3 -4 -2]';

alpha=0.9;
[n,m]=size(BB);
[p,n]=size(CC);
%ahpha=0.9; h=2
%X1(i+1)=A*X1(i)+B*U(i)
%X1(i)=[x(i);x(i-1); x(i-2)]
C1=0.045;
C2=0.0165;
A=[AA+alpha*eye(n) C1*eye(n) C2*eye(n);eye(n) zeros(n) zeros(n); zeros(n) eye(n) zeros(n)];
B=[BB;zeros(n,m);zeros(n,m)];
C=[CC zeros(p,n) zeros(p,n)];
L=[.1 .2 .3 .4 .5 -.1 -.2 -.3 -.4];

% eig(A A)
% rank([BB AA*BB AA^2*BB AA^3*BB AA^4*BB AA^5*BB AA^6*BB AA^7*BB AA^8*BB ])
% A=AA;B=BB;C=CC;
%{-0.9,0.7,-0.7,-0.5,0.5,0.3,0.1,0,-0.1}
%reg111
%EIGEN1
%gama=A+B*Kp;
%Eigenvalue Assignment in Systems with Output Feedback Matrix



١١٨ .٧

% clear Bplus Cplus U1 V1 Xl Xr Yl Yr n SV SU S x y a a1 T2 Gama2 K2 ii iii
outout

disp(' FOTD systems with output feedback assignment AA,BB ')
disp(' ************************************************')

Warning: Matrix is close to singular or badly scaled. Results may be inaccurate. RCOND =
1.305334e-17.
> In outout at 80
In FRAC at 41
xx=[];
uu=[];
x0=[.1 .2 .1 .2 .1 .2 .1 .2 .1];
xx(:,1)=x0;
l=2;
while l<50
xx(:,l)=Gama*xx(:,l-1);
uu(:,l-1)=FF*xx(:,l-1);
l=l+1;
end
stairs(xx(1,:),'b')
xlabel('time t')
ylabel('x1')
title('state response')
figure
stairs(xx(2,:),'b')
xlabel('time t')
ylabel('x2')
title('state response')
figure
stairs(xx(1,:),'b')
xlabel('time t')
ylabel('x1')
title('state response')
figure
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stairs(xx(2,:),'b')
xlabel('time t')
ylabel('x2')
title('state response')
figure

stairs(xx(3,:),'b')
xlabel('time t')
ylabel('x3')
title('state response')
figure

stairs(uu(1,:),'b')
xlabel('time t')
ylabel('u1')
title('input response')
figure

stairs(uu(2,:),'b')
xlabel('time t')
ylabel('u2')
title('input response')
figure

stairs(uu(3,:),'b')
xlabel('time t')
ylabel('u3')
title('input response')
figure

disp(' ************************************************')





مراجع

[1] A. Anatoly , Kilbas , M. Srivastava Hari , and J.J. Trujillo. Preface. North-Holland
mathematics studies 204 .2006

[2] M. Agida, and A.S. Kumar, A Boubaker Polynomials Expansion Scheme solution to
random Love equation in the case of a rational kernel, El, .2010

[3] K.J. Aström and Richard M. Murray. Feedback systems: an introduction for scien-
tists and engineers. Princeton university press,2010

[4] O. Awojoyogbe, and K. Boubaker, A solution to Bloch NMR flow equations for the
analysis of hemodynamic functions of blood flow system using m-Boubaker polyno-
mials,2009

[5] A.E Bryson and Ho, YC. Applied Optimal Control,1975

[6] K. Boubaker, The Boubaker polynomials, a new function class for solving bi-varied
second order differential equations,2008

[7] K.P. Badakhshan, and A.V. Kamyad, Numerical solution of nonlinear optimal control
problems using nonlinear programming,2007

[8] S. Berkani, and F. Manseur, and A. Maidi, Optimal control based on the variational
iteration method,2012

[9] L. Chen, E. V. Krishnamurthy, and Iain Macleod. Generalised matrix inversion and
rank computation by successive matrix powering. Parallel Computing 20.3, 297-311
.1994

[10] T. Duncan, and and B. Pasik-Duncan, Stochastic calculus for fractional Brownian
motion I. Theory,2000

[11] S. Dugowson. Les différentielles métaphysiques: histoire et philosophie de la général-
isation de l’ordre de dérivation.1994

[12] M. El-Kady, and E.M. Elbarbary, A Chebyshev expansion method for solving non-
linear optimal control problems,2002

١٢١



١٢٢ مراجع

[13] S. Effati, and , H. Saberi Nik, Solving a class of linear and non-linear optimal control
problems by homotopy perturbation method,2011

[14] T.M. El-Gindy, and H.M. El-Hawary, and M.S. Salim, and M. El-Kady, A Chebyshev
approximation for solving optimal control problems,1995

[15] P.A. Frick, and D.J. Stech, Solution of optimal control problems on a parallel machine
using the Epsilon method,1995

[16] W.H Fleming, and Rishel, Raymond ,Springer Science and Business Media,2012

[17] M. Fateh and H. Tehrani, and Seyed Mehdi Karbassi. Repetitive control of electri-
cally driven robot manipulators. International Journal of Systems Science 44.4,775-
785 .2013

[18] C. B. Garcia, and T. Y. Li. On the number of solutions to polynomial systems of
equations. SIAM Journal on Numerical Analysis 17.4,540-546 .1980

[19] D. Gottlieb, and C.g. Shu, On the Gibbs phenomenon and its resolution, 1997

[20] H. Gene Golub, and F. Van Loan Charles. Matrix computations. Vol. 3. JHU
Press,2012

[21] H. Guretskiy, Analysis and synthesis of control systems with delay, Mashinostroenie,
1974

[22] J.K. Hale and S.M.V. Lunel, Introduction to Functional Differential Equations,
Springer Science & Business Media,99.1993.

[23] A. Jajarmi, and N. Pariz, and A. Vahidian and S. Effati, A novel modal
series representation approach to solve a class of nonlinear optimal con-
trol problems,..2011.Application of variational iteration method for Hamil-
ton–Jacobi–Bellman equations,2013

[24] H.M. Jaddu, Numerical Methods for solving optimal control problems using cheby-
shev polynomials,1998

[25] H. Jaddu, Direct solution of nonlinear optimal control problems using quasilineariza-
tion and Chebyshev polynomials,2002

[26] B. Kafash, and A. Delavarkhalafi, and S M. Karbassi, Application of Chebyshev
polynomials to derive efficient algorithms for the solution of optimal control prob-
lems,2012

[27] B. Kafash, Numerical solution of nonlinear optimal control problems based on state
parametrization,2014



١٢٣ مراجع

[28] B. Kafash, and A. Delavarkhalafi, and S.M. Karbassi, A Numerical Approach for
Solving Optimal Control Problems Using the Boubaker Polynomials Expansion
Scheme,2014

[29] D.E Kirk, Optimal control theory,introductionPrentice-Hall,1970

[30] M.Keyanpour, and M. Azizsefat, Numerical solution of optimal control problems by
an iterative scheme,2011

[31] S. M. Karbassi, and F. Saadatjou. A parametric approach for eigenvalue assignment
by static output feedback. Journal of the Franklin Institute. 346.4, 289-300 .2009

[32] S. Kenneth , Miller, and B. Ross. An introduction to the fractional calculus and
fractional differential equations,1993

[33] T. Kaczorek. Practical stability of positive fractional discrete-time linear systems.
Bull. 56.4 .2008

[34] T. Kaczorek, Stabilization of fractional positive continuous-time linear systems with
delays in sectors of left half complex plane by state-feedbacks, Control and Cyber-
netics, 39.3, 783–795.2010

[35] W.K. Liu, and S. Li, and T. Belytschko, Moving least-square reproducing kernel
methods methodology and convergence,1997

[36] N, Li. A matrix inverse eigenvalue problem and its application. Linear Algebra and
Its Applications 266,143-152 .1997

[37] N. Li, I. A. N. An iterative method for pole assignment. Linear Algebra and Its
applications 23,77-102 .2001

[38] K.S. Miller, and B. Ross. An introduction to the fractional calculus and fractional
differential equations,1993

[39] F. Mainardi, eds. Fractals and fractional calculus in continuum mechanics. Vol. 378.
Springer, 2014

[40] K. Nichols Kautsky, Jaroslav, , and P. Van Dooren, Kautsky, Jaroslav. Robust pole
assignment in linear state feedback. International Journal of Control 41.5,1129-1155
.1985

[41] K. Oldham and J. Spanier. The fractional calculus theory and applications of differ-
entiation and integration to arbitrary order. 111.1974

[42] E.R Pinch, Optimal control and the calculus of variations,1993



١٢۴ مراجع

[43] I. Podlubny, Fractional differential equations: an introduction to fractional deriva-
tives, fractional differential equations, to methods of their solution and some of their
applications. Vol. 198. Academic press, 1998

[44] J.E Rubio, Control and Optimization: the linear treatment of nonlinear prob-
lems,1986

[45] J.P. Richard, Time-delay systems: an overview of some recent advances and open
problems, Automatica,39,10, 1667–1694, 2003.

[46] G.J Schulz, Resonance in the elastic scattering of electrons in helium,1963

[47] H. Saberi Nik and S. Effati and M. Shirazian, An approximate-analytical solution
for the Hamilton–Jacobi–Bellman equation via homotopy perturbation method.2012

[48] O. Smith, Closer control of loops with dead time, 217–219. 1957

[49] I. Troch and F. Breitenecker and M. Graeff Computing optimal controls for systems
with state and control constraints.1989

[50] J. Vlassenbroeck, A Chebyshev polynomial method for optimal control with state
constraints.1988

[51] J. Vlassenbroeck, and R. Van Dooren, A Chebyshev technique for solving nonlinear
optimal control problems.1988

[52] O. Von Stryk, and R. Bulirsch, Direct and indirect methods for trajectory optimiza-
tion.1992

[53] A. Yildirim, and S.T. Mohyud-Din, and D.H. Zhang, Analytical solutions to the
pulsed Klein–Gordon equation using modified variational iteration method .MVIM.
and Boubaker polynomials expansion scheme .BPES.2010

[54] S.A. Yousefi, and M. Dehghan, and A. Lotfi, Finding the optimal control of linear
systems via He’s variational iteration method.2010

[55] D.H. Zhang, Study of a non-linear mechanical system using Boubaker polynomials
expansion scheme BPES.2011

[56] Q.C. Zhong, Robust control of time-delay systems, Springer Science & Business
Media.2006.



Aabstract

In this thesis stability of discrete-time linear systems with output feedback via two special
values and parametric nonlinear inverse matrix evaluated. Implementation of discrete-
time fractional operators in robotics engineering and other branches of industry, especially
electrical and mechanical engineering is very important. A key step in the implementation
of the fractional digital transfer function, or discrete numerical calculation of fractional
differentiation. There are many methods for discrete accordance with the type of system
will be included. Reverse particular value problems in several disciplines such as design
control, geophysics, circuit theory and applications. This is one of the most important
applications, especially in the amounts allocated to it in the context of control theory. In
this thesis a new method to solve the allocation problem eigenvalues of matrix inversion
using eigenvalues and parametric nonlinear vector is based companion form And then
gaining feedback matrix switcher output deficit for the first time using this method was
introduced. In the end, the examples listed for the effectiveness of using MATLAB software
we offer. Later in the thesis, we present a computational method for solving optimal
control problems and the controlled Duffng oscillator. This method is based on state
parametrization. In fact, the state variable is approximated by Boubaker polynomials with
unknown coeffcients. The equation of motion, performance index and boundary conditions
are converted into some algebraic equations. Thus,an optimal control problem converts
to a optimization problem,which can then be solved easily. By this method,the numerical
value of the performance index is obtained. Also,the control and state variables can be
approximated as functions of time. Convergence of the algorithms is proved. Numerical
results are given for several test examples to demonstrate the applicability and effciency
of the method.

keywords: Optimal control issues� Matrix Special Matrix Matters� Feedback� out-
put feedback� systems fractional� fractional� Assignment Eigenvalue� Stability� linear con-
trol and Oscillator controller� Boubaker Polynomials Expansion Scheme� Optimal Control
Problems� Weierstrass approximation theory
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