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را اینجانب تحصیل، مراحل طی در که زیره احمد دکتر آقای جناب عزیزم استاد از چنین هم نمودند.

دارم. را تشکر کمال نمودند، یاری

کریمی سارا
١٣٩۵ بهمن

ح



ھد
دانشگاه ریاضی علوم محض ریاضی رشته ارشد کارشناسی دانشجوی کریمی سارا اینجانب
تحت ، موضعی جبرهای -C∗ در نمایش و مشتق های ریختی عنوان با پایان�نامه نویسنده شاهرود،

می�شوم: متعهد زیره احمد راهنمایی
است. برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط پایان�نامه این در تحقیقات •
است. شده استناد استفاده مورد مرجع به پژوهش�گران، دیگر پژوهش�های نتایج از استفاده در •

امتیازی یا مدرک نوع هیچ دریافت برای دیگری فرد یا خود، توسط کنون تا پایان�نامه، این مطالب •
است. نشده ارایه هیچ�جا در

دانشگاه “ نام با مقالاتمستخرج و دارد، تعلق شاهرود صنعتی دانشگاه به اثر، این معنوی حقوق •
رسید. خواهد چاپ به “ Shahrood University of Technology “ یا “ شاهرود صنعتی

مقالات در بوده�اند، تاثیرگذار پایان�نامه اصلی نتایج آوردن به�دست در افرادیکه تمام معنوی حقوق •
می�گردد. رعایت پایان�نامه از مستخرج

استفاده آنها) بافت�های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان�نامه، این انجام مراحل تمام در •
است. شده رعایت اخلاقی اصول و ضوابط است، شده

یافته دسترسی افراد اطلاعاتشخصی حوزه به که مواردی در پایان�نامه، این انجام مراحل تمام در •
است. شده رعایت انسانی اخلاق اصول و رازداری اصل است)، شده استفاده (یا

کریمی سارا
١٣٩۵ بهمن

نشر حق و نتایج مالکیت
رایانه�ای، برنامه�های کتاب، مستخرج، (�مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
مطلب این می�باشد. شاهرود صنعتی دانشگاه به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم�افزارها

شود. ذکر مربوطه علمی تولیدات در مقتضی، نحو به باید
نمی�باشد. مجاز منبع ذکر بدون پایان�نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده •

خ





یده چ
و کرده معرفی را موضعی جبرهای -C∗ روی هیلبرت مدولهای القایی نمایش ابتدا رساله این در
-C∗ روی هیلبرت مدولهای برای را اولیه غیر ی قضیه مدولی حالت موریتا، ارزی هم معرفی با سپس
طور به های نگاشت برای پشکی GNS ساختار تعمیم به سپس گیریم. می نتیجه موضعی جبرهای
دیگری اثبات به تا سازد می قادر را ما تعمیم این پردازیم. می موضعی جبرهای -C∗ روی مثبت کامل
به و یابیم دست موضعی جبرهای -C∗ روی هیلبرت مدولهای برای اسپرینگ استاین ی قضیه برای
پشکی GNS ساختار از را موضعی جبرهای -C∗ برای اسپرینگ استاین ی قضیه القایی، نمایش کمک
کرده اثبات موضعی جبرهای -C∗ روی هیلبرت مدولهای برای را قضیه این چنین هم بگیریم. نتیجه
-C∗ روی هیلبرت مدولهای روی مثبت طورکامل به های نگاشت برای را رادون-نیکودیم ی قضیه و
هیلبرت مدولهای در عملگرها جبر روی مشتق بررسی به پایان در گیریم. می نتیجه موضعی جبرهای
آن تحت که کنیم می بررسی را شرایطی و پرداخته موضعی جبرهای -C∗ روی هیلبرت دو-مدولهای و

شود. می صفر یا درونی مشتق شرایط،

نمایش عملگرها، جبر روی مشتق هیلبرت، مدول موضعی، جبر -C∗ کلیدی: کلمات
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که شود می اطلاق توپولوژیکی یک∗-جبر به و است [؟] ٢ اینو به منسوب موضعی١ جبر -C∗ ی واژه
حد صورت به همواره جبرهایی چنین شود. می القاء ها نرم شبه -C∗ از خانواده یک توسط آن توپولوژی
اند. گرفته قرار مطالعه مورد مختلفی های نام با موضعی جبرهای -C∗ شوند. می بیان جبرها -C∗ وارون
ویکلسکو٧[؟]، و آرویسون۶[؟] توسط و ۵ جبرها -LMC∗ ۴[؟]، شموجن و لسنر٣[؟] توسط جبرها این
این ها) نرم شبه -C∗ بودن پذیر (شمارا بودن پذیر متریک حالت در شدند. نامیده ٨ جبرها -pro−C∗

در را جبرها این نقش که دانست کسی اولین توان می را ١٠ فیلیپس نامند. ٩می جبر -σ−C∗ را جبرها
-C∗ یک تانژانت١١ جبر مولدها، و روابط کمک به او کرد. بررسی جبرها -C∗ به مربوط گوناگون مسائل
ال ایده ضربگرهای١٢ که دریافت فیلیپس چنین، هم [؟]. ساخت جبر -σ − C∗ یک عنوان به را جبر
جبر -C∗ یک برای پدرسن تر، دقیق بیان به [؟]. است جبرموضعی -C∗ یک جبر، -C∗ یک پدرسن١٣
همه میان در ال ایده این ساخت. را KA مانند مینیمالی چگال موروثی ال ایده ،A مانند یکدار) (غیر
جبر ،Γ(KA) ی مطالعه به ممتد طور به تیلور١۵ ١۴و لزر است. مینیمال A در چگال های ال ایده ی
فیلیپس ببرند. پی دارد، وجود جبر این روی که طبیعی توپولوژی به نتوانستند ولی پرداختند A ضربگر
ترتیب این به و برد پی جبر -pro−C∗ یک عنوان به Γ(KA) ساختار به توپولوژی، این نظرگرفتن در با
جبرها -pro − C∗ کلی خواص از آوردند بدست Γ(KA) برای تیلور و لزر که مهمی نتایج از بسیاری
نظیر ساختن به توان می گرفت کار به را موضعی جبرهای -C∗ فیلیپس، که دیگری موارد از شد. نتیجه
-K ی مقایسه و ∗C-جبر یک ناجابجایی ای حلقه فضای ساختن فشرده، غیر لی های گروه ناجابجایی
بخش [؟، کرد اشاره فشرده لی های گروه هموتوپی های عمل طریق از متقاطع های ضرب ی نظریه

١locally C∗-algebra
٢Inoue
٣Lassner
۴Schnudgen
۵LMC*-algebras
۶Arveson
٧Voiculescu
٨pro-C∗-algebras
٩σ − C∗-algebras
١٠Phillips
١١tangent algebra
١٢multipliers
١٣Pedersen ’s ideal
١۴Lazar
١۵Taylor
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است. فصل ۴ بر مشتمل نامه پایان این .[٢.۶
فصل این در است. نامه پایان این ی مطالعه برای نیاز مورد قضایای و مفاهیم شامل اول فصل
گونه این از مثال چند بیان به و کرده معرفی توپولوژیکی جبر یک∗- عنوان به را موضعی جبر -C∗ ابتدا
یک وارون حد موضعی، جبر -C∗ هر که دهیم می نشان وارون، حد کمک به سپس پردازیم. می جبرها
یک ی شده دار یکه عنصر، یک طیف چون مفاهیمی تعریف به فصل این در است. جبرها -C∗ از دستگاه
های تفاوت بارزترین از یکی به بخش، این در پردازیم. می مثبت و خودالحاق عناصر موضعی، جبر -C∗

عنصر یک طیف که دهیم می نشان مثال یک با شود. می اشاره موضعی جبرهای -C∗ و جبر -C∗ بین
بنیادی قضیه یک که تابعی١۶ حسابان قضیه نیست. بسته یا کراندار لزوماً موضعی، جبر -C∗ یک در
از استفاده با سپس دهیم. می تعمیم موضعی جبرهای -C∗ برای را شود می محسوب جبر -C∗ در
فضاهای بین پادوردا ای رده ارزی هم یک پیوسته، شبه های نگاشت و توپولوژیکی شبه فضای مفهوم
در کنیم. می بیان یکدار و جابجایی موضعی جبرهای -C∗ و هاسدورف کامل طور به توپولوژیکی شبه
و کرده تعریف مثال چند همراه به را موضعی جبرهای -C∗ روی هیلبرت مدولهای فصل، این دوم بخش
مدولهای -C∗ وارون حد صورت به توان می را جبرها از گونه این روی هیلبرت مدول هر دهیم می نشان
ارزی هم و القایی نمایش فشرده، عملگرهای الحاقی، عملگرهای چون مفاهیمی گرفت. نظر در هیلبرت
روی هیلبرت مدولهای تانسوری ضرب بخش این پایان در کنیم. می تعریف جبرها -C∗ برای را موریتا
جبرهای -C∗ القایی نمایش به فصل این سوم بخش کنیم. می بیان اختصار به را موضعی جبرهای -C∗

معادل یکانی �طور به نمایشهای القایی، نمایشهای ناتباهیده، نمایشهای یابد. اختصاصمی موضعی
-C∗ در ریفل القایی نمایش از مختصری بیان به و داده تعمیم جبرها گونه این برای را موریتا ارزی هم و
بیان جبرها گونه این برای را اولیه غیر معروف قضیه بخش این انتهای در پردازیم. می موضعی جبرهای

کنیم. می
-C∗ به شد. معرفی ؟] [؟، ریفل توسط بار اولین جبرها، -C∗ القایی نمایش و موریتا ارزی هم
به باشد داشته وجود E مانند کامل هیلبرت مدول -A یک اگر گوییم، موریتا ارز هم B و A جبرهای
-C∗ خواص از برخی باشد. یکریخت ،E روی فشرده عملگرهای جبر -C∗ ،KA(E) با B که طوری
القایی نمایش ریفل، است. شده بررسی ؟] ؟، ؟، [؟، در شوند می حفظ موریتا ارزی هم تحت که جبرها
ریفل القایی نمایش به نمایش این کرد. تعریف هیلبرت مدولهای تانسوری ضرب کمک به را جبرها -C∗

هستند، موریتا ارز هم که جبرهایی -C∗ ناتباهیده نمایشهای ی رده بین کرد ثابت او است. معروف ١٧

-C∗ ی رده در را القایی نمایش و موریتا ارز هم مفاهیم ؟] [؟، جویتا است. برقرار یک به یک تناظر یک
-C∗ ی در را موریتا ارزی هم [؟] اسکاید و [؟] مصلحیان و جویتا اخیراً، کرد. تعریف موضعی جبرهای
مدول -C∗ دو مصلحیان، و جویتا مفهوم به اند. کرده معرفی متفاوت روش دو به هیلبرت مدولهای
و KA(V ) اگر شوند می نامیده موریتا ارز هم ،B و A جبرهای -C∗ روی ترتیب به W و V هیلبرت

باشند. قوی موریتای ارز هم جبر، -C∗ عنوان به KB(W )

جبرهای -C∗ روی هیلبرت مدولهای در موریتا ارزی هم مفهوم بررسی به نامه پایان این دوم فصل
١۶functional calculus
١٧Rieffel induced representation
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باشد، A جبر -C∗ روی هیلبرت مدول یک E اگر که کرد ثابت [؟] اسکاید یابد. می اختصاص موضعی
القایی نمایش نمایش، این بردن کار به با ما کند. می القا E برای نمایشی ،A از نمایش هر گاه آن
بدست تر کوتاه روشی با را است، شده بررسی [؟] در که را آن خواص از برخی و هیلبرت مدولهای -C∗

هم کنیم. می معرفی را موضعی جبرهای -C∗ روی هیلبرت مدولهای القایی نمایش سپس و آوریم می
ثابت و کرده بیان موضعی جبرهای -C∗ روی هیلبرت مدولهای برای را موریتا ارزی هم مفهوم چنین،
C∗ اگر فقط و اگر هستند موریتا ارز هم موضعی، جبرهای -C∗ روی کامل هیلبرت مدولهای کنیم می
را اولیه غیر قضیه مدولی حالت فصل، پایان در باشند. قوی موریتای ارز هم ها آن موضعی جبرهای -
موضعی جبرهای -C∗ روی ترتیب Wبه و V هیلبرت مدولهای برای قضیه، این به بنا گیریم. می نتیجه
ناتباهیده های نمایش ارزی هم های رده بین یک به یک تناظر یک هستند، موریتا ارز هم که B و A

دارد. Wوجود و V ی
ساختار به بنا باشند. می مثبت خطی های تابعک از تعمیمی مثبت، کامل طور به های نگاشت
نمایش بین گاه آن باشد، جبر -C∗ یک A اگر ،(١٩GNS (ساختار سگال١٨ نیمارک- گلفاند- معروف
برقرار یک به یک تناظری A روی مثبت خطی های تابعک و هیلبرت فضاهای روی ٢٠ A دوری های
کامل طور به خطی های نگاشت برای ٢٢ پشکی و اسپرینگ٢١ استاین توسط بنیادی، ی قضیه این است.
B(H) Aبه از مثبت کامل طور به خطی نگاشت یک که داد نشان اسپرینگ استاین یافت. تعمیم مثبت
یک Vφ Hφو هیلبرت فضای روی A از نمایش یک πφ آن در که است V ∗

φπφ(·)Vφ صورت به ،φ مانند
A از مثبت کامل طور به خطی های نگاشت برای را GNS ساختار پشکی، است. کراندار خطی عملگر
قضیه آورد. بدست هیلبرت مدول -B یک روی را A از نمایشی و داد تعمیم ،B مانند جبر -C∗ یک به
روی بر هیلبرت مدولهای روی که مثبت کامل طور به های نگاشت از ای رده برای اسپرینگ استاین ی
القایی نمایشهای کمک به [؟] اسکاید ؟]. [؟، است شده بررسی شوند، می تعریف یکدار جبرهای -C∗

کامل طور به های نگاشت ی نظریه آورد. بدست [؟] ی نتیجه از کوتاهی اثبات هیلبرت، مدولهای -C∗

٢٣ ملیو است. شده بررسی [؟] ی مقاله و [؟] کتاب در جویتا توسط موضعی، جبرهای -C∗ روی مثبت
قضیه موضعی، جبرهای -C∗ حالت به جبرها -C∗ حالت از [؟] های روش دادن تعمیم با [؟] ٢۴ پیلیو و

گرفتند. نتیجه موضعی جبرهای -C∗ روی هیلبرت مدولهای برای را اسپرینگ استاین ی
جبرهای -C∗ روی بر هیلبرت مدولهای در مثبت کامل طور به های نگاشت بررسی به را فصلسوم
به های نگاشت برای پشکی GNS ساختار تعمیم به ابتدا فصل، این در دهیم. می اختصاص موضعی
اثبات به تا سازد می قادر را ما تعمیم، این پردازیم. می موضعی جبرهای –C∗ روی مثبت کامل طور
یابیم. دست موضعی جبرهای -C∗ روی هیلبرت مدولهای برای اسپرینگ استاین ی قضیه برای دیگری
-C∗ برای اسپرینگ استاین ی قضیه هیلبرت، مدولهای -C∗ القایی های نمایش مفهوم کمک به ما

١٨Gelfand- Naimark-Segal construction
١٩GNS-construction
٢٠cyclic representations
٢١Stinespring
٢٢Paschke
٢٣Maliev
٢۴Pliev



ص

برای را اسپرینگ استاین نمایش سپس گیریم. می نتیجه پشکی GNS ساختار از را موضعی جبرهای
آوریم. می بدست موضعی جبرهای -C∗ روی هیلبرت مدولهای

ترتیب یک جبرها، -C∗ روی مقدار عملگر و مثبت کامل �طور�� به های نگاشت ی همه ی مجموعه روی
آرویسون٢۵ باشد. مثبت کامل طور به φ − ψ اگر ψ ≤ φ که صورت این به دارد، وجود طبیعی جزئی
توصیف مثبت، کامل طور به نگاشت هر با متناظر اسپرینگ استاین ساختار اساس بر را رابطه این
جبرها -C∗ روی مثبت کامل طور به های نگاشت برای را رادون-نیکودیم مشتق از مفهومی و کرد
مانند یکتا مثبت ٢۶ انقباضی تابع یک اگر فقط و اگر ψ ≤ φ که داد نشان او واقع، در کرد. معرفی
که طوری به باشد داشته وجود πφ(A) ٢٧ جابجاگر در (φ به نسبت ψ رادون-نیکودیم (مشتق ∆φ(ψ)

نگاشت ی همه ی مجموعه در ترتیب٢٩، پیش ی رابطه یک ٢٨ جویتا .ψ(·) = V ∗
φ∆φ(ψ)πφ(·)Vφ

این برای را رادون-نیکودیم ی قضیه و کرد تعریف هیلبرت مدولهای -C∗ روی مثبت کامل طور به های
نگاشت برای رادون-نیکودیم ی قضیه تعمیم به فصل، این آخر بخش در داد. تعمیم ها نگاشت گونه

پردازیم. می موضعی جبرهای -C∗ روی هیلبرت مدولهای روی مثبت کامل طور به های
هر ازای به که طوری به� است D : A → A مانند خطی نگاشت یک ،A جبر روی مشتق یک
باشد داشته وجود x ∈ A اگر گوییم، می درونی را D مشتق .D(ab) = D(a)b+ aD(b) ،a, b ∈ A
مطرح مشتق بحث در که مهمی سوال .D(a) = [a, x] = ax− xa ،a ∈ A هر ازای به که طوری به
،١٩۵۵ سال در است. صفر یا درونی مشتق شرایطی، چه تحت و جبرها کدام روی که است این شود می
به نگارد. می آن رادیکال به را جبر جابجایی، باناخ جبر روی مشتق هر که کردند ثابت [؟] ورمر و سینگر
برای سینگر-ورمر ی قضیه کلی حالت در است. صفر ساده، نیم جبر روی پیوسته مشتق هر خصوص،
روی مشتق ی مطالعه [؟] بکر ،١٩٩٢ سال در نتیجه۴.٢.٢]. [؟، نیست برقرار توپولوژیکی جبرهای
ی قضیه کرد ثابت و کرد آغاز را موضعی جبرهای -C∗ به موسوم توپولوژیکی جبرهای از خاص های رده
جبر -C∗ روی مشتق هر که کرد ثابت او است. برقرار جابجایی موضعی جبرهای -C∗ برای سینگر-ورمر
نتیجه [؟، ندارند صفر غیر مشتق جابجایی، موضعی جبرهای -C∗و [٢ گزاره [؟، است پیوسته موضعی،
هر ،p ∈ S(A) هر ازای به که طوری به باشد موضعی جبر -C∗ Aیک اگر که کرد ثابت او چنین هم .[٣
در {hi}i∈I تور یعنی است، ٣٠ درونی تقریباً ،A روی D مشتق هر گاه آن باشد، درونی Ap روی مشتق
کار به با فیلیپس ،١٩٩۵ سال در .D(a) = limi[hi, a] ،a ∈ A هر ازای به که طوری به دارد وجود A
را Ap روی مشتق بودن فرضدرونی او آورد. بدست بکر از تری قوی نتایج توانست جالب، تکنیکی بردن
روی مشتق .[٣ قضیه [؟، است درونی تقریباً موضعی، جبر -C∗ روی مشتق هر کرد ثابت و کرد حذف
شده بررسی ؟] ؟، [؟، های مقاله در شوند، می تعریف هیلبرت مدولهای -C∗ روی که عملگرهایی جبر
قرار بررسی مورد را LA(E) و KA(E) روی مشتق بودن درونی بین ی رابطه همکارانش و لی است.

٢۵Arveson
٢۶contraction
٢٧commutant
٢٨Joita
٢٩preorder relation
٣٠approximately inner



کامل هیلبرت مدول -Aیک E و باشد جابجایی و یکدار جبر -σ − C∗ یک A اگر کردند ثابت و دادند
کند. می ایجاب را LA(E) روی مشتق بودن درونی ،KA(E) روی مشتق بودن درونی گاه آن باشد

روی هیلبرت دو-مدولهای و هیلبرت مدولهای در عملگرها جبر روی مشتق بررسی به چهارم فصل
پردازیم می قضایایی و نتایج بیان به فصل، این دوم بخش در یابد. می اختصاص موضعی های جبر -C∗

این کمک به سپس است. آمده بدست موضعی جبرهای -C∗ روی مشتق برای فیلیپس و بکر توسط که
درونی ،LA(E) روی مشتق هر شرایط آن تحت که کنیم می بررسی را شرایطی سوم، بخش در قضایا
روی مشتق هر گاه آن باشد، درونی ،KA(E) روی مشتق هر اگر که دهیم می نشان چنین هم است.
را موضعی جبرهای -C∗ روی هیلبرت دو-مدول ابتدا فصل، این پایانی بخش در است. درونی �LA(E)

LA(E) رویKA(E)و مشتق هر شرایط، آن تحت که کنیم می بررسی را سپسشرایطی و کرده تعریف
شود. صفر
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١ فصل
موضعی جبرهای -C∗

بخش در پردازیم. می موضعی جبرهای -C∗ ی درباره اولیه مفاهیم و تعاریف بیان به ابتدا فصل، این در
در و کرده بیان را موضعی جبرهای -C∗ روی هیلبرت مدولهای برای نیاز مورد مفاهیم و تعاریف دوم،
دهیم. می قرار بررسی مورد موضعی جبرهای -C∗ در را موریتا ارزی هم و القایی نمایش پایانی، بخش

است. [؟] و [؟] [؟]، از برگرفته فصل این مطالب

موضعی جبرهای -C∗ ١.١
در ضرب عمل که است توپولوژیکی برداری فضای یک ،A مانند توپولوژیکی١ جبر یک .١.١.١ تعریف
به گاه آن xα → x که باشد A در توری (xα) اگر که معنی این به است. پیوسته٢ جداگانه طور به آن،

.yxα → yx و xαy → xy ،y ∈ A هر ازای
خطی-مزدوج۴ نگاشتی ،Aروی یکبرگشت٣ میدانCباشد. روی Aیکجبر فرضکنید تعریف٢.١.١.

، x, y ∈ A هر ازای به که است ∗ : A→ A مانند

،(x∗)∗ = x •
١topological algebra
٢separately continuous
٣involution
۴conjugate-linear



موضعی جبرهای -C∗ ٢

.(xy)∗ = y∗x∗ •
گوییم. ۶ جبر -∗ یا پذیر۵ برگشت جبر یک را ∗ برگشت همراه به A جبر

ی پیوسته توابع همه مجموعه C(X) و فشرده موضعی طور به فضای یک X کنید فرض .٣.١.١ مثال
صورت به که ∗ : C(X)→ C(X) برگشت با همرا C(X)صورت این در Xباشد. روی مقدار مختلط

است. یک∗-جبر شود، می تعریف زیر
f → f ∗, f ∗(x) = f(x), x ∈ X.

برگشت یک همراه به توپولوژیکی جبر یک از است عبارت ٧ توپولوژیکی، جبر -∗ یک .۴.١.١ تعریف
آن. روی پیوسته

Hباشد. روی کراندار عملگرهای ی همه جبر L(H) و هیلبرت فضای Hیک فرضکنید .۵.١.١ مثال
می تعریف زیر صورت به که ∗ : L(H)→ L(H) برگشت و توپولوژی نرم با همرا L(H) صورت این در

است. توپولوژیکی یک∗-جبر شود
T → T ∗, ⟨T ∗(ξ), η⟩ = ⟨ξ, T (η)⟩, ξ, η ∈ H.

A روی p مانند نرم شبه یک ،A مانند توپولوژیکی جبر یک∗- روی نرم٨ ∗C-شبه یک .۶.١.١ تعریف
کند. صدق زیر خواص در ،a, b ∈ A هر ازای به که طوری به است

،p(ab) ≤ p(a)p(b) زیرضربی٩: خاصیت •
،p(a∗) = p(a) :١٠∗ حافظ خاصیت •
.p(a∗a) = p(a)٢ :١١C* خاصیت •

جهتدار ی مجموعه یک از است متشکل ها، مجموعه از تصویری١٣) (دستگاه وارون١٢ دستگاه یک
که λ, µ ∈ Λ هر ازای به πλµ : Xλ → Xµ توابع و λ ∈ Λ هر ازای به Xλ های مجموعه ،Λ مانند

کند می صدق زیر شرایط در و µ ≤ λ

،πλλ = idXλ
،λ ∈ Λ هر ازای به •

.πµν ◦ πλµ = πλν ،ν ≤ µ ≤ λ که λ, µ, ν ∈ Λ هر ازای به •
۵involutive algebra
۶*-algebra
٧topological *-algebra
٨C∗-seminorm
٩submultiplicative
١٠*-preserving
١١C*-property
١٢inverse system
١٣projective system



٣ موضعی جبرهای -C∗

πλ : X → Xλ توابع همراه Xبه مانند مجموعه یک ،(Xλ)λ∈Λ دستگاه تصویری١۵) ١۴(حد وارون حد
معنی این به کند. صدق ١۶ جهانی خاصیت در و πλµ ◦ πλ = πµ ،µ ≤ λ هر ازای به که طوری به است
که λ, µ ∈ Λ هر ازای به که طوری به باشد φλ : Y → Xλ توابع همراه به مجموعه یک Y اگر که
هر ازای به که طوری به باشد داشته وجود φ : Y → X یکتای تابع گاه آن ،πλµ ◦ φλ = φµ ،µ ≤ λ

.φλ = πλ ◦ φ ،λ ∈ Λ

حد که کرد بررسی توان می آسانی به دهیم. می نمایش lim←−λ
Xλ نماد با را (Xλ)λ∈Λ وارون حد

صورت به را آن توان می زیرا دارد وجود (Xλ)λ∈Λ دستگاه وارون حد است. یکتا یکریختی، حد در وارون
گرفت: نظر در زیر

X = {(xλ) ∈
∏
λ∈Λ

Xλ : πλµ(xλ) = xµ , µ ≤ λ که λ, µ ∈ Λ هر ازای .{به (١.١)

بدست X به Pλ کردن تحدید با πλ نگاشت گاه آن باشد، Xλ به ∏λ∈ΛXλ از تصویر نگاشت Pλ اگر
در (xλ)λ∈Λ مانند مرتبط١٧ ی دنباله یک صورت به توان می را lim←−λ

Xλ عضو هر ترتیب این به آید. می
.πλµ(xλ) = xµ ،µ ≤ λ که λ, µ ∈ Λ هر ازای به که طوری به گرفت نظر

وارون حد بالا، ساختار مشابه ساختاری با و داد تعمیم ١٨ ای رده هر به توان می را وارون حد تعریف
پیوسته های نگاشت و C روی توپولوژیکی فضاهای ی رده ها، همریختی و آبلی های گروه ی رده در را
بوده توپولوژی دارای Xλ اگر داد. تعمیم پیوسته های همریختی -∗ و توپولوژیکی جبرهای -∗ ی رده و
نگاشت و است توپولوژی دارای ضربی، حاصل توپولوژی تحدید با نیز X گاه آن باشد، پیوسته πλµ و
ازای به که است توپولوژی ترین ضعیف ،X روی توپولوژی این واقع، در باشند. می پیوسته πλ های
همراه به ها حلقه از وارون دستگاه یک (Rλ)λ∈Λ اگر علاوه، به است. پیوسته πλ های نگاشت همه آن
به آبلی های گروه از وارون دستگاه یک (Mλ)λ∈Λ و باشد πλµ : Rλ → Rµ ای حلقه های همریختی
به و باشد مدول -Rλ یک ،Mλ هر که طوری به باشد σλµ : Mλ → Mµ گروهی های همریختی همرا
-(lim←−λ

Rλ) یک lim←−λ
Mλ گاه آن ،σλµ(rm) = πλµ(r)σλµ(m) ،m ∈ Mλ هر و r ∈ Rλ هر ازای

است. مدول
است هاسدورف و کامل مختلط، توپولوژیکی جبر یک∗- ،A مانند موضعی ∗C-جبر یک .٧.١.١ تعریف
(ai)i∈I مانند تور یک دیگر، بیان به شود. می القاء پیوسته های نرم شبه -C∗ توسط آن توپولوژی که
به (p(ai))i∈I تور ،p مانند پیوسته نرم شبه - C∗ هر ازای به اگر فقط و اگر است همگرا صفر به A در

باشد. همگرا صفر
آن شود، القاء ها نرم شبه -C∗ از شمارا خانواده یک توسط موضعی ∗C-جبر یک توپولوژی اگر

گوییم. ٢٠ فرشه موضعی ∗C-جبر یا ١٩ جبر -σ − C∗ را موضعی ∗C-جبر

١۴inverse limit
١۵projective limit
١۶universal property
١٧coherent sequence
١٨category
١٩σ − C∗ − algebra
٢٠Fréchet locally C∗- algebra



موضعی جبرهای -C∗ ۴

است. موضعی جبر -C∗ یک جبر، -�C∗ هر .٨.١.١ مثال
است. موضعی جبر -C∗ یک موضعی، جبر -�C∗ از بسته زیرجبر -∗ هر .٩.١.١ مثال

lim←−λ
Aλ گاه آن باشد جبرها -C∗ از وارون دستگاه یک {Aλ : πλµ}λ≤µ, λ,µ∈Λ اگر .١٠.١.١ مثال

یک شود، می تعریف زیر صورت به {pλ}∈Λ های نرم شبه -C∗ خانواده توسط که توپولوژی با همراه
است. موضعی جبر -C∗

pλ((aµ)µ) = ∥aλ∥λ, λ ∈ Λ,

است. Aλ روی نرم -C∗ همان ∥.∥λ آن در که
مختلط توابع ی همه مجموعه گاه آن باشد ٢١ شده تولید فشرده طور به فضای Xیک اگر .١١.١.١ مثال
یک ،X ی فشرده های زیرمجموعه روی یکنواخت همگرایی توپولوژی با Xهمراه روی پیوسته و مقدار

است. موضعی جبر -C∗

باشد هیلبرت فضاهای از خانواده یک (Hλ)λ∈Λ و جهتدار ی مجموعه یک Λ فرضکنید .١٢.١.١ مثال
به .⟨., .⟩λ = ⟨., .⟩µ|Hλ

و Hλ ⊆ Hµ باشیم داشته λ ≤ µ که λ, µ ∈ Λ هر ازای به که طوری به
روی Hµبه از تصویر Pλµ Hλو ↪→ Hµ شمول نگاشت iλµ کنید فرض ،λ ≤ µ که λ, µ ∈ Λ هر ازای
موضعی طور به توپولوژی ترین (ظریف ٢٢ استقرایی حد توپولوژی همراه به H = ∪λ∈ΛHλ باشد. Hλ

را باشند) می پیوسته iλ : Hλ → H طبیعی یک به یک توابع λ ∈ Λ هر ازای به که ،H روی محدب
کنید فرض نامیم. می ٢٣ هیلبرت موضعی طور به فضای یک

L(H) = {T : H → H; T = lim−→
λ

Tλ, Tλ ∈ L(Hλ), PλµTµ = TλPλµ, λ ≤ µ, λ, µ ∈ Λ}.

هر ازای به که {pλ}λ∈Λ های نرم شبه -C∗ توسط شده تولید توپولوژی با همراه L(H) صورت این در
است. موضعی جبر -C∗ یک است) L(Hλ) روی نرم -C∗ ، ∥.∥λ) pλ(T ) = ∥Tλ∥λ ،λ ∈ Λ

یک B به A از ٢۴ همریختی -∗ یک باشند. موضعی جبر -C∗ دو B و A کنید فرض .١٣.١.١ تعریف
و Φ(ab) = Φ(a)Φ(b) ، a, b ∈ A هر ازای به که طوری به است Φ : A → B مانند خطی نگاشت

.Φ(a∗) = Φ(a)∗

مثال ([؟، نیست پیوسته لزوماً موضعی، جبرهای -C∗ از همریختی -∗ یک جبرها، -C∗ برخلاف
A از پیوسته همریختی یک∗- ،B موضعی جبر -C∗ به A موضعی جبر -C∗ از همریختی یک .([٢.١١
به است Φ : A → B مانند پوشا و یک به یک همریختی یک B به A از ٢۵ یکریختی یک است. B به
B و A موضعی جبر -C∗ دو باشد. موضعی های جبر -C∗ از همریختی یک Φ−١ : B → A که طوری

باشد. داشته وجود B به A از یکریختی یک اگر گوییم یکریخت را
٢١compactly generated
٢٢inductive limit topology
٢٣locally Hilbert space
٢۴∗-homomorphism
٢۵isomorphism



۵ موضعی جبرهای -C∗

A از همریختی -∗ هر گاه آن باشد، جبر -σ−C∗ یک B و موضعی جبر -C∗ یک A اگر .١۴.١.١ قضیه
است. همریختی یک B به

[۵.٢ قضیه [؟، برهان.

با را Aروی پیوسته های نرم شبه -C∗ همه ی مجموعه باشد. موضعی جبر -C∗ یک A فرضکنید
ایده Npیک∗- = {a ∈ A : p(a) = ٠} مجموعه ،S(A) در p هر برای دهیم. می نشان S(A) نماد
نرم با Apهمرا صورت این در A/Npباشد. قسمتی خارج جبر - ∗ ،Ap فرضکنید Aاست. در بسته آل
نتیجه [؟، بر بنا است. ٢۶ جبر -C∗ پیش- یک شود، می تعریف ∥a+Np∥p = p(a)صورت به که ∥.∥p
می نشان πp با را Ap به A از طبیعی نگاشت است. جبر -C∗ یک نتیجه در و بوده کامل Ap ،[١.١٢
مجموعه را S(A) توان می ،A در a هر ازای به p(a) ≤ q(a) اگر �p ≤ q ترتیب گرفتن نظر در با دهیم.
همریختی یک∗- صورت این در باشد. q ≤ p و S(A) در q و p کنید فرض گرفت. نظر در جهتدار ای
.πpq(πp(a)) = πq(a) ،a ∈ A هر ازای به که طوری به دارد وجود πpq : Ap → Aq مانند پوشا طبیعی
گزاره به بنا و است ها همریختی -∗ و جبرها -C∗ از وارون دستگاه یک {Ap;πpq}p,q∈S(A), p≥q دستگاه

.A ∼= lim←−p
Ap زیر

جبر -∗ عنوان به A صورت این در باشد. مختلط توپولوژیکی جبر یک∗- A کنید فرض .١۵.١.١ گزاره
توپولوژی و باشد کامل و هاسدورف A اگر فقط و اگر است یکریخت جبرها -C∗ وارون حد با توپولوژیکی

شود. تعیین A روی پیوسته های نرم شبه -C∗ ی همه توسط آن

[١.١.١ گزاره [؟، برهان.

به است. یکدار Ap جبر -C∗ ،p ∈ S(A) هر ازای به گاه آن باشد یکدار موضعی جبر -C∗ یک A اگر
در a عضو Apاست. همانی عضو πp(١) ،p ∈ S(A) هر ازای به گاه آن Aباشد همانی عضو ١ اگر علاوه
.aa−١ = a−١a = ١ که طوری به باشد داشته وجود a−١ Aمانند در عضوی اگر گوییم پذیر وارون Aرا

دهیم. می نشان Inv(A) نماد با را A پذیر وارون عضوهای ی همه ی مجموعه

پذیر وارون aصورت این در .a ∈ A و باشد یکدار موضعی جبر -C∗ Aیک فرضکنیم .١۶.١.١ ملاحظه
،p ∈ S(A) هر ازای به علاوه، به باشد. پذیر وارون πp(a) ،p ∈ S(A) هر ازای به اگر فقط و اگر است

.πp(a)−١ = πp(a
−١)

نظر در با A+ صورت این در .A+ = A⊕C و باشد یکدار غیر موضعی جبر -C∗ یک A فرضکنید
ضرب گرفتن

(a, λ)(b, µ) = (ab+ λb+ µa, λµ) (٢.١)
برگشت و

(a, λ)∗ = (a∗, λ̄) (٣.١)
٢۶pre-C∗-algebra



موضعی جبرهای -C∗ ۶

شبه -C∗ یک به زیر صورت به توان می را p مانند پیوسته نرم شبه -C∗ هر است. پذیر برگشت جبر یک
داد. توسعه ،A+ روی p+ مانند نرم

p+((a, λ)) = p(a) + |λ|. (۴.١)
،{p+ : p ∈ S(A)} های نرم شبه -C∗ خانواده توسط شده تولید توپولوژی با همراه A+ ترتیب این به
دار یکه A+

p ،p ∈ S(A) هر ازای به آن در که A+ = lim←−p
A+

p علاوه به است. موضعی جبر -C∗ یک
است. Ap

٢٧ ی شده
٢٨ طیف را زیر ی مجموعه .a ∈ A و باشد یکدار موضعی جبر -C∗ یک A کنید فرض .١٧.١.١ تعریف

نامیم. می a عنصر
sp(a) = {λ ∈ C : λ١− a /∈ Inv(A)}. (۵.١)

گیریم. می نظر در A+ در را فوق تعریف باشد، یکدار غیر A اگر
اگر واقع در نیست. بسته یا کراندار لزوماً موضعی، ∗C-جبر در عنصر یک طیف جبرها، -C∗ برخلاف
در و پذیر متریک S ) است. موضعی -جبر C∗ یک C(S) گاه آن باشد، ناتهی ی زیرمجموعه هر S ⊂ C
.sp(z) = S و است C(S) از عضوی z : S → C همانی تابع است.) شده تولید فشرده طور به نتیجه

است. ناتهی موضعی، ∗C-جبر یک در عنصر یک طیف که گرفت نتیجه توان می زیر لم به بنا
صورت این در باشند. یکدار πpq : Ap → Aq های نگاشت و A = lim←−p

Ap کنید فرض .١٨.١.١ لم
گاه آن a ∈ A اگر

sp(a) = ∪psp(πp(a)) (۶.١)
.[١.۶ لم [؟، برهان.

صورت این در .a ∈ A و باشد موضعی جبر -C∗ یک A کنید فرض .١٩.١.١ تعریف
.a∗ = a اگر گوییم ٢٩ خودالحاق را a عنصر •

به باشد داشته وجود A در b مانند عضوی اگر ،a ≥ ٠ نویسیم می و گوییم ٣٠ مثبت را a عنصر •
ی مجموعه .a ≥ b نویسیم می ،a − b ≥ ٠ و a, b ∈ A اگر خصوص به .a = b∗b که طوری

دهیم. می نشان P (A) نماد با را A مثبت عناصر ی همه
.a∗a = aa∗ اگر گوییم ٣١ نرمال را a عنصر •

؟؟، لم به بنا صورت این در .a ∈ A و باشد موضعی جبر -C∗ یک A کنید فرض .٢٠.١.١ ملاحظه
معادلند: زیر های گزاره

٢٧unitization
٢٨spectrum
٢٩selfadjoint
٣٠positive
٣١normal



٧ موضعی جبرهای -C∗

است، الحاق خود a •
،sp(a) ⊆ R •

است. خودالحاق πp(a) ،p ∈ S(A) هر ازای به •
کند: می ایجاب نیز را زیر های گزاره بودن معادل لم، این چنین هم

،a ≥ ٠ •
،a = h٢ ،A در hیک ازای به •

.sp(a) ⊆ [٠,∞] •
است. جبرها -C∗ در تابعی حسابان نظیر زیر گزاره

یک صورت این در باشد. نرمال عنصر a ∈ A و موضعی جبر -C∗ یک A کنید فرض .٢١.١.١ گزاره
که طوری به دارد وجود A به {f ∈ C(sp(a)) : f(٠) = ٠} موضعی جبر -C∗ از یکتا همریختی
همریختی یک به یکتا طور به همریختی این گاه آن باشد، یکدار A اگر نگارد. می a به را همانی نگاشت

نگارد. می A در ١ همانی عضو به را ١ ثابت تابع که یابد می توسیع A به C(sp(a)) از
[١.٨ گزاره [؟، برهان.

جبرهای -C∗ برای نتایجی توانست ٣٢ توپولوژیکی، شبه فضای مفهوم از استفاده با فیلیپس [؟] در
آورد. بدست یکدار و جابجایی موضعی

فشرده و هاسدورف فضای هر به دادن تخصیص ،X مجموعه روی توپولوژی شبه یک .٢٢.١.١ تعریف
باشد: برقرار زیر شرایط که طوری به Xاست Kبه از توابع از یQ(K,X)متشکل مجموعه ،K مانند

شود. می شامل را Xبه K از ثابت توابع همه Q(K,X) .١
.g ◦ f ∈ Q(K١, X) گاه آن g ∈ Q(K٢, X)و باشد پیوسته f : K١ → K٢ اگر .٢

f ∈ Q(K,X) گاه آن K٢باشد، K١و ی فشرده و هاسدورف فضاهای از مجزایی Kاجتماع اگر .٣
.f|Ki

∈ Q(Ki, X) ،i = ١,٢ هر ازای به اگر
،g ◦ f ∈ Q(K١, X) که باشد تابعی g : K٢ → X و باشد پوشا و پیوسته f : K١ → K٢ اگر .۴

.g ∈ Q(K٢, X) گاه آن
پیوسته٣٣ شبه را h : X → Y تابع گاه آن باشند، توپولوژی شبه فضاهای Y و X اگر .٢٣.١.١ تعریف
Q(K,Y ) در تابعی h◦f تابع ،f ∈ Q(K,X) هر Kو ی فشرده فضایهاسدورفو برایهر اگر گوییم،

باشد.
٣٢quasitopological space
٣٣quasicontinuous



موضعی جبرهای -C∗ ٨

پیوسته توابع ی همه ی Q(K,X)مجموعه و باشد توپولوژیکی Xیکفضای فرضکنید .٢۴.١.١ مثال
است. توپولوژیکی شبه فضای یک X صورت این در باشد. X به K ی فشرده فضای از

توپولوژیکی فضاهایشبه ی رده از کامل ی رده یکزیر شده تولید فشرده طور به فضاهای مثال١.١.٢۵.
.([١١ بخش ([؟، باشند می پیوسته شبه توابع و

نقطه دو هر برای اگر گوییم ٣۴ هاسدورف کامل طور به Xرا توپولوژیکی (شبه) فضای .٢۶.١.١ تعریف
و f(x) = ٠ که طوری به باشد داشته وجود f : X → [٠,١] پیوسته (شبه) تابع ،x, y ∈ X متمایز

.f(y) = ١

٣۵ منظم کامل طور به شرط از تر ضعیف و هاسدورف شرط از تر قوی شرط، این که است واضح
است.

همه جبر -∗ ،C(X) صورت این در باشد. توپولوژیکی شبه فضای یک X کنید فرض .٢٧.١.١ تعریف
∥f∥K,g = ∥f ◦ g∥∞ های نرم شبه توسط آن توپولوژی که است f : X → C پیوسته شبه توابع ی

شود. می تعریف g ∈ Q(K,X) هر و K ی فشرده و هاسدورف فضای هر ازای به
است. موضعی جبر -C∗ یک C(X) گاه آن باشد توپولوژيکی شبه فضای یک X اگر .٢٨.١.١ لم

[٢.۴ لم [؟، برهان.
شبه فضاهای ی رده از ٣٧ پادوردا ای رده ارزی هم یک X 7−→ C(X) ٣۶ تابعگون .٢٩.١.١ قضیه
های همریختی و یکدار جابجایی موضعی جبرهای -C∗ ی رده به هاسدورف کامل طور به توپولوژیکی

است. یکانی
[٢.٧ قضیه [؟، برهان.

b(A) نماد با را A کراندار عناصر ی همه ی مجموعه . باشد موضعی جبر -C∗ یک A کنید فرض
کنیم. می تعریف زیر صورت به و دهیم می نشان

b(A) = {a ∈ A : ∥a∥∞ = sup{p(a) : p ∈ S(A)} <∞}. (٧.١)
صورت این در باشد. موضعی جبر -C∗ یک A کنید فرض .٣٠.١.١ گزاره

است. جبر -C∗ یک ∥ · ∥∞ با b(A) •
.f(a) ∈ b(A) گاه آن باشد کراندار f ∈ C(sp(a)) و باشد نرمال a ∈ A اگر •
باشد. کراندار sp(a) اگر فقط و اگر a ∈ b(A) گاه آن باشد نرمال a ∈ A اگر •

٣۴completely Hausdorff
٣۵complete regular
٣۶functor
٣٧contravariant category equivalence



٩ موضعی جبرهای -C∗ روی هیلبرت مدولهای

است. چگال A در b(A) •
.spb(A)(a) = spA(a) گاه آن a ∈ b(A) اگر •

است. پوشا Aq به b(A) از نگاشت گاه آن q ∈ S(A) اگر •
.[١.١١ گزاره [؟، برهان.

موضعی جبرهای -C∗ بین پیوسته) لزوماً (نه همریختی یک∗- φ : A→ B فرضکنید .٣١.١.١ نتیجه
کند. می تعریف b(B) به b(A) از همریختی یک φ صورت این در باشد. B و A

صعودی یکتور ،Aبرای ٣٨ تقریبی یکواحد باشد. موضعی جبر -C∗یکA فرضکنید تعریف٣٢.١.١.
و p(ei) ≤ ١ ،i ∈ I هر و p ∈ S(A) هر ازای به که طوری به است A مثبت عناصر از (ei)i∈I مانند

.p(a− aei)→ ٠ ،p ∈ S(A) هر و a ∈ A هر برای
است. تقریبی واحد دارای موضعی جبر -C∗ هر .٣٣.١.١ ملاحظه

.[٣.١٢ نتیجه [؟، برهان.

موضعی جبرهای -C∗ روی هیلبرت مدولهای ٢.١
اعداد جای به ها آن داخلی ضرب مقادیر که هستند هیلبرت فضاهای از تعمیمی هیلبرت مدولهای -C∗

توسط بار اولین جابجایی، جبر -C∗ روی هیلبرت مدول مفهوم گیرد. می قرار جبر -C∗ یک در مختلط،
-AW ∗ روی مشتق که کرد ثابت هیلبرت مدولهای -C∗ کمک به او شد. معرفی [؟] کاپلانسکی٣٩
مورد [؟] ۴١ ریفل و [؟] پشکی۴٠ توسط هیلبرت مدولهای -C∗ نظریه است. درونی ،I نوع جبرهای
به مدولهای است. هیلبرت مدولهای -C∗ ی مطالعه برای مناسبی مرجع [؟] کتاب گرفت. قرار مطالعه
هیلبرت مدول و گیرد می قرار توپولوژیکی جبر یک∗- در ها آن داخلی ضرب که شده تولید متناهی طور
به او گرفت. قرار بررسی مورد [؟] مالیوس۴٢ توسط بار اولین موضعی، جبر -C∗ یک HAروی استاندارد
بررسی موضعی جبرهای -C∗ روی ۴۴ بیضوی عملگرهای برای را ۴٣ اندیس ی نظریه مدولها، این کمک
فشرده۴٧، عملگرهای الحاقی۴۶، عملگرهای هیلبرت۴۵، مدولهای -C∗ مانند مفاهیم از بسیاری کرد.

٣٨approximate unit
٣٩Kaplansky
۴٠Paschke
۴١Rieffel
۴٢Mallios
۴٣index theory
۴۴ellitic operators
۴۵Hilbert C∗-modules
۴۶adjointable operators
۴٧compact operators



موضعی جبرهای -C∗ ١٠

از بسیاری کرد. تعریف نیز موضعی جبرهای - C∗ برای توان می را موریتا۴٩ ارزی هم ،۴٨ القایی نمایش
اثبات اما است برقرار موضعی جبرهای -C∗ روی هیلبرت مدولهای برای هیلبرت مدولهای -C∗ خواص
-C∗ روی هیلبرت مدولهای مطالعه برای مناسبی مرجع [؟] کتاب نیستند. ساده و مستقیم معمولا ها

است. موضعی جبرهای
مدول -A یک ،A موضعی جبر -C∗ روی (راست) ۵٠ هیلبرت مدول -A پیش- یک .١.٢.١ تعریف
،λ ∈ C و x ∈ E ،a ∈ A هر ازای به (یعنی مختلط جبری ساختار با سازگار ،E مانند راست
است ⟨·, ·⟩ : E × E → A مانند مقدار -A داخلی ضرب یک همراه به ،(λ(xa) = (λx)a = x(λa)

کند: صدق زیر روابط در و بوده خطی دوم ی مولفه روی که
،⟨x, y⟩∗ = ⟨y, x⟩ ،E در y و x هر ازای به •

،⟨x, x⟩ ≥ ٠ ،E در x هر ازای به •
.x = ٠ اگر فقط و اگر ⟨x, x⟩ = ٠ ،E در x هر ازای به •

E روی نرم شبه یک pE(ξ) =
√
p(⟨ξ, ξ⟩) ،pE : E → [٠,∞) نگاشت ،p ∈ S(A) هر ازای به

کند: می صدق زیر روابط در و است
،p̄E(ξa) ≤ p̄E(ξ)p(a) ،a ∈ A و ξ ∈ E هر ازای به •

،p̄E(ξ) = sup{p(⟨ξ, η⟩) : p̄(η) ≤ ١} •
.ξ = ٠ گاه آن pE(ξ) = ٠ ،p ∈ S(A) هر ازای به اگر •

.[١.٢.٣ نتیجه [؟،
به نسبت که است E مانند هیلبرت مدول -A پیش- یک هیلبرت، مدول -A یک .٢.٢.١ تعریف

باشد. کامل {pE}p∈S(A) های نرم شبه خانواده توسط شده تولید توپولوژی
صورت این در باشند. �A موضعی جبر -C∗ روی هیلبرت مدول دو F و E کنید فرض .٣.٢.١ تعریف
که طوری به باشد داشته وجود Φ : E → F مانند مدولی همریختی یک اگر گوییم، یکریخت را F و E

باشیم داشته x, y ∈ E هر ازای به
⟨Φ(x),Φ(y)⟩ = ⟨x, y⟩.

اگر گوییم ۵١ کراندار را E در ξ عنصر .۴.٢.١ تعریف
∥ξ∥∞ = sup{p̄E(ξ) : p ∈ S(A)} <∞.

دهیم. می نشان b(E) با را E کراندار عناصر ی همه ی مجموعه
۴٨induced representation
۴٩Morira equivalence
۵٠pre-Hilbert-module
۵١bounded



١١ موضعی جبرهای -C∗ روی هیلبرت مدولهای

صورت این در باشد. هیلبرت مدول -Aیک E کنید فرض .۵.٢.١ قضیه
است. هیلبرت مدول -b(A)یک b(E) •

است. چگال E در b(E) •
[١.٣.٢ قضیه [؟، برهان.

طرفه دو آل ایده اگر گوییم، ۵٢ کامل را E مانند هیلبرت مدول -Aیک .۶.٢.١ تعریف
⟨E,E⟩ = span{⟨x, y⟩ x, y ∈ E}

باشد. چگال A در
مجموعه ،p ∈ S(A) هر ازای به باشد. هیلبرت مدول -Aیک E کنید فرض

NE
p = {ξ ∈ E : p̄E(ξ) = ٠}

مدولی ضرب گرفتن نظر در با ،Ep = E/NE
p و است E از بسته مدول زیر یک

(ξ +NE
p )πp(a) = ξa+NE

p

طبیعی نگاشت است. هیلبرت مدول Apـ یک ،⟨ξ + NE
p , η + NE

p ⟩ = πp(⟨ξ, η⟩) داخلی ضرب و
کنید فرض دهیم. می نشان ξp نماد با را σE

p (ξ) مقدار و داده نشان σE
p نماد با را Ep روی به E از

σE
pq(σ

E
p (ξ)) = σE

q (ξ) صورت به که σE
pq : Ep → Eq نگاشت صورت این در .q ≤ p و p, q ∈ S(A)

وارون یکدستگاه {Ep; Ap; σ
E
pq, πpq}p,q∈S(A), q≤p دستگاه و پوشاست یکهمریختی شود تعریفمی

کند: می صدق زیر روابط در که است هیلبرت مدولهای -C∗ از
σE؛

pq(ξpap) = σE
pq(ξp)πpq(ap) ،ξp ∈ Ep و ap ∈ Ap ،q ≤ p که p, q ∈ S(A) هر ازای به •

σE⟩؛
pq(ξp), σ

E
pq(ηp)⟩ = πpq(⟨ξp, ηp⟩) ،ξp, ηp ∈ Ep و q ≤ p که p, q ∈ S(A) هر ازای به •

σE؛
qr ◦ σE

pq = σE
pr ،r ≤ q ≤ p که p, q, r ∈ S(A) هر ازای به •

σE
pp(ξp) = ξp. ،ξ ∈ E و p ∈ S(A) هر ازای به •

است. یکریخت E با که است هیلبرت مدول -Aیک ،lim←−p
Ep علاوه به

هیلبرت مدول -A یک ،⟨a, b⟩ = a∗b داخلی ضرب با همراه A موضعی جبر -C∗ هر .٧.٢.١ مثال
است.

مجموعه ⊕nEn و باشد هیلبرت مدولهای -A از شمارا مجموعه یک {En}n کنید فرض .٨.٢.١ مثال
سری ,n⟨ξn∑یک ξn⟩ و ξn ∈ En ،n هر ازای به آن در که باشد (ξn)n صورت به هایی دنباله ی همه
ضرب و (ξn)na = (ξna)n مدولی ضرب گرفتن نظر در با ⊕nEn صورت این در باشد. A در همگرا

است. هیلبرت مدول -Aیک ⟨(ξn)n, (ηn)n⟩ = ∑
n⟨ξn, ηn⟩ داخلی

۵٢full



موضعی جبرهای -C∗ ١٢

مدولهایهیلبرت، از وارون یکدستگاه {Eα, Aα, fαβ : Eβ → Eα}α,β∈I,α≤β فرضکنید .٩.٢.١ لم
صورت این در باشد. E از برداری زیرفضای Fیک و دستگاه این وارون حد (E = lim←−α

Eα, fα)α∈I

F = ∩α∈If
−١
α (fα(F )) = lim←−

α

fα(F ).

گاه آن باشد� بسته F اگر
F = lim←−

α

fα(F ) = lim←−
α

fα(F ). (٨.١)

[٣.٢ لم III فصل [؟، برهان.
را T : E → F مدولی -A نگاشت باشند. هیلبرت مدول -A ،F و E کنید فرض .١٠.٢.١ تعریف
هر ازای به که طوری به باشد داشته وجود kp > ٠ عدد ، p ∈ S(A) هر ازای به اگر گوییم کراندار

.p̄F (Tx) ≤ kp p̄E(x) باشیم داشته ،x ∈ E
وجود T ∗ : F → E مانند مدولی -A نگاشت هرگاه گوییم، پذیر الحاق را T مدولی -A نگاشت
نگاشت هر .⟨Tx, y⟩ = ⟨x, T ∗y⟩ باشیم داشته ،y ∈ F و x ∈ E هر ازای به که طوری به باشد داشته
نماد با را F �به E از پذیر الحاق مدولی -A های نگاشت ی همه ی مجموعه است. کراندار پذیر، الحاق
را (πp)∗ : LA(E,F )→ LAp(Ep, Fp) نگاشت ،p ∈ S(A) هر ازای به دهیم. می نشان LA(E,F )

p̃(T ) = ∥(πp)∗(T )∥LAp(Ep,Fp)
لذا کنیم. می تعریف (πp)∗(T )(ξ +NE

p ) = Tξ +NF
p صورت به

،{p̃}p∈S(A) توسط شده تولید توپولوژی با همراه LA(E,F ) و است LA(E,F ) روی نرم شبه یک
همریختی باشد. q ≤ p و p, q ∈ S(A) کنید فرض است. ۵٣ محدب موضعی طور به فضای یک
در (πpq)∗(Tp)(σE

q (ξ)) = σF
pq(Tp(σ

E
p (ξ))) صورت به را (πpq)∗ : LAp(Ep, Fp) → LAq(Eq, Fq)

از وارون دستگاه یک ،{LAp(Ep, Fp); (πpq)∗}p,q∈S(A), q≤p دستگاه صورت این در گیریم. می نظر
LA(E,E) Eباشد، = F اگر است. یکریخت LA(E,F ) با lim←−p

LAp(Ep, Fp) و است باناخ فضاهای
عملگر ،x, y, ξ ∈ E هر ازای به است. موضعی جبر -C∗ یک دهیم، می نشان LA(E) نماد با را آن که
توسط شده تولید عملگرهای ی همه ی مجموعه کنیم. می تعریف θx,y(ξ) = x⟨y, ξ⟩صورت به را θx,y
یک KA(E) دهیم. می نشان KA(E) نماد با و نامیده فشرده عملگرهای را {θx,y : x, y, ξ ∈ E}

.KA(E) = lim←−p
KAp(Ep) داریم و است LA(E) از دوطرفه آل ایده یک و موضعی جبر زیر -C∗

مدول -KA(E) یک KA(E,A) گاه آن باشد، کامل هیلبرت مدول -A یک E اگر .١١.٢.١ نتیجه
است. کامل هیلبرت

[٣.٣ نتیجه [؟، برهان.
باشد، Eکامل اگر باشند. هیلبرت مدول -A ،F Eو و موضعی جبر -C∗ Aیک فرضکنید .١٢.٢.١ لم
که هستند یکریخت (KB(G) و KA(F ) چنین (هم LB(E) و LA(F ) موضعی جبرهای - C∗ گاه آن

.B = KA(E) و G = KA(E,F ) آن در
[۴.٢ لم [؟، برهان.

۵٣locally convex



١٣ موضعی جبرهای -C∗ القایی نمایش

∗C-جبرهای از φیکیکریختی : B → A جبرهایموضعی، -C∗ ،B Aو فرضکنید .١٣.٢.١ ملاحظه
و (x, b) 7−→ xφ(b) مدولی ضرب با همراه E صورت این در باشد. هیلبرت مدول -Aیک E و موضعی
موضعی جبرهای -C∗ علاوه، به است. هیلبرت مدول -B یک ⟨x, y⟩B = φ−١(⟨x, y⟩A) داخلی ضرب

هستند. یکریخت KB(E) و KA(E) نیز و LB(E) و LA(E)

[۴.٣ ملاحظه [؟، برهان.

Ψ : و باشند B و A موضعی جبرهای -C∗ روی ترتیب به هیلبرت مدولهای ،F و E کنید فرض
در که (a, y) → Ψ(a)y مدولی ضرب نظرگرفتن در با باشد. پیوسته همریختی -∗ یک A → L(F )

،NΨ کنید فرض گرفت. نظر در چپ مدول -A یک عنوان به را F توان می ،y ∈ F و a ∈ A آن
{xa ⊗ y − x ⊗ Ψ(a)y, a ∈ A, x ∈ E, y ∈ F} توسط شده تولید ،E ⊗alg F فضای زیر
داخلی ضرب گرفتن نظر در با E ⊗A F = (E ⊗ Falg)/NΨقسمتی خارج فضای صورت این در باشد.
را E ⊗A F ی شده تکمیل است. هیلبرت مدول -B پیش- یک ،⟨x⊗ y, z ⊗ t⟩ = ⟨y,Ψ(⟨x, z⟩)t⟩
هیلبرت مدولهای تانسوری ضرب در بیشتر جزئیات ی مطالعه برای دهیم. می نشان E ⊗Ψ F نماد با

کرد. مراجعه [؟] مرجع به توان می موضعی، جبرهای -C∗ روی

موضعی جبرهای -C∗ القایی نمایش ٣.١
φ : A→ B(H) مانند پیوسته همریختی یک∗- ،A موضعی جبر -C∗ از نمایش۵۴ یک .١.٣.١ تعریف
است. H هیلبرت فضای روی کراندار و خطی های نگاشت ی همه جبر -C∗ ،B(H) آن در که است

ازای به که طوری به دارد وجود p ∈ S(A) ،φ پیوستگی به بنا باشد، A از نمایش یک (φ,H) اگر
(φ,H) Apنظیر نمایش ،φp◦πp = φآن در Apکه از (φp, H)نمایش .∥φ(a)∥ ≤ p(a) ،a ∈ A هر
که است واضح باشد. چگال H در φ(A)H اگر ۵۵گوییم ناتباهیده را (φ,H) نمایش شود. می نامیده
از (φ٢, H٢) و (φ١, H١) نمایش دو باشد. ناتباهیده (φp, H) اگر فقط و اگر است ناتباهیده (φ,H)

طوری به باشد داشته وجود H٢ روی به H١ از U یکانی عملگر اگر گوییم ۵۶ معادل یکانی طور به را A
.U ◦ φ١(a) = φ٢(a) ◦ U باشیم داشته ،a ∈ A هر ازای به که

Φ : A→ LB(E)نگاشت و هیلبرت مدول -B یک E موضعی، جبرهای -C∗ ،B و A کنید فرض
این باشد. B از ناتباهیده نمایش یک (φ,H) کنید فرض باشد. ناتباهیده و پیوسته همریختی یک∗-
به B از ۵٧ ریفل القایی نمایش که کند می القاء A برای (φA

E,E H) مانند ای ناتباهیده نمایش نمایش،
می بیان [؟] مقاله از را نمایش این ساختن روش اختصار، به ادامه در شود. می نامیده E توسط A

است. ∗C-جبرها حالت در نمایش این برای مناسبی مرجع [؟] مقاله کنیم.
۵۴representation
۵۵non-degenerate
۵۶unitarily equivalent
۵٧Rieffel-induced representation



موضعی جبرهای -C∗ ١۴

روی را ⟨., .⟩φ٠ ۵٨ خطی نیم و یک فرم باشد. H در داخلی ضرب ⟨., .⟩ کنید فرض بالا، مفروضات با
کنیم: می تعریف زیر صورت به E ⊗alg H برداری فضای

⟨ξ ⊗ h١, η ⊗ h٢⟩φ٠ = ⟨h١, φ(⟨ξ, η⟩)h٢⟩.

{ξ⊗h ∈ E⊗H : ⟨ξ⊗h, ξ⊗h⟩φ٠ = توسط{٠ شده تولید ،E⊗algH برداری فضای Nφزیر اگر
داخلی ضرب با (E ⊗alg H)/Nφ گاه آن باشد،

⟨ξ ⊗ h١ +Nφ, η ⊗ h٢ +Nφ⟩φ = ⟨η ⊗ h١, η ⊗ h٢⟩φ٠

EH نماد با را ⟨., .⟩φ داخلی ضرب با (E ⊗alg H)/Nφ ی شده تکمیل است. هیلبرت پیش فضای یک
به E ⊗alg H به E ⊗alg H از را Eφ(T ) خطی نگاشت .T ∈ LB(E) کنید فرض دهیم. می نشان

صورت
Eφ(T )(ξ ⊗ h) = Tξ ⊗ h

هر ازای به که داد نشان توان می گاه آن باشد (φ,H) نظیر Bq نمایش ،(Eφ,H) اگر بگیرید. نظر در
،h ∈ H و ξ ∈ E

⟨Eφ(T )(ξ ⊗ h), Eφ(T )(ξ ⊗ h)⟩φ٠ ≤ q̃(T )⟨ξ ⊗ h, ξ ⊗ h⟩φ٠ .

EH روی Eφ مانند کراندار و خطی عملگر یک به توسیع قابل Eφ(T ) که گرفت نتیجه توان می لذا
به LB(E) از نگاشتی عنوان به را Eφ اگر اکنون دهیم. می نشان Eφ نماد با مجدداً را آن ما که است
Eφ ◦ Φ نتیجه در و بوده LB(E) از ای ناتباهیده نمایش (Eφ,E H) گاه آن بگیریم نظر در B(EH)

دهیم. می نشان AEφ نماد با را آن که است EH روی A از ناتباهیده نمایش یک
قوی۵٩ موریتای ارز هم را B و A باشند. موضعی جبرهای -C∗ ،B و A کنید فرض .٢.٣.١ تعریف
باشد داشته وجود E مانند هیلبرت مدول -Aیک اگر A ∼M B نویسیم می و گوییم موریتا) ارز (هم

باشند. یکریخت KA(E) و B موضعی جبرهای -C∗ که طوری به
جبرهای -C∗ ی همه ی مجموعه در ارزی هم ی رابطه یک قوی، موریتای ارزی هم .٣.٣.١ ملاحظه

. [۴.۴ گزاره [؟، است موضعی
ای ناتباهیده نمایش (φq, H) اگر باشد. B از ناتباهیده نمایش یک (φ,H) کنید فرض .۴.٣.١ گزاره
عمل Eq روی ناتباهیده طور Apبه که طوری به دارد وجود p ∈ S(A) گاه آن باشد (φ,H) نظیر �Bq از

معادلند. یکانی طور به A از (Ap

Eq
φq ◦ πp,E qH) و (AEφ,E H) های نمایش و کند می

[٣.۴ گزاره [؟، برهان.
که طوری به دارد وجود qp ∈ S(B) ،p ∈ S(A) هر برای گاه آن ،A ∼M B اگر .۵.٣.١ لم

.Ap ∼M Bqp

[۴.١ لم [؟، برهان.
۵٨sesquillinear form
۵٩strongly Morita equivalent



١۵ موضعی جبرهای -C∗ القایی نمایش

یک تناظر یک گاه آن ،A ∼M B اگر باشند. موضعی جبرهای -C∗ ،B و A کنید فرض .۶.٣.١ قضیه
دارد. وجود B و A ی ناتباهیده های نمایش ارزی هم های کلاس بین یک به

.[۴.۴ قضیه [؟، برهان.





٢ فصل
-C∗ روی بر هیلبرت مدولهای القایی نمایش

موریتا ارزی هم و موضعی جبرهای

مقدمه ١.٢
ناتباهیده نمایشهای مانند تعاریفی و هیلبرت مدولهای -C∗ نمایش معرفی به فصل، این دوم بخش در
نمایش از تعمیمی اسکاید، القایی نمایش کمک سپسبه پردازیم. می معادل یکانی طور به نمایشهای و
بخش، این انتهای در آوریم. می بدست هیلبرت مدولهای -C∗ حالت به جبرها -C∗ حالت از ریفل، القایی
بخش در کنیم. می بررسی موضعی جبرهای -C∗ روی هیلبرت مدولهای برای را ریفل القایی نمایش
قرار موضعی جبرهای -C∗ روی که هیلبرت مدولهای برای را موریتا ارزی هم مفهوم فصل، این سوم

دهیم. می ارائه را اولیه غیر قضیه مدولی حالت و کرده معرفی دارند،

هیلبرت مدولهای القایی نمایش ٢.٢
K به H از کراندار عملگرهای همه فضای B(H,K) و باشند هیلبرت فضاهای K و H کنیم فرض
S ∈ B(H) و T ∈ B(H,K) آن در که (T, S)→ TS صورت به مدولی ضرب نظرگرفتن در با باشد.
عنوان به را B(H,K) توان می T, S ∈ B(H,K) آن در که ⟨T, S⟩ = T ∗S صورت به داخلی ضرب و
فضاهای هیلبرت، مدول -C∗ هر برای که داد نشان [؟] ١ مورفی گرفت. نظر در مدول -B(H) یک

١Murphy



موریتا ارزی هم و موضعی جبرهای -C∗ روی بر هیلبرت مدولهای القایی نمایش ١٨

هیلبرت مدول از زیرمدول یک صورت به را آن توان می که طوری به دارند وجود K و H هیلبرت
مدولها -C∗ هیلبرت به جبرها C∗ از را نمایش مفهوم توان می رو این از گرفت. نظر در B(H,K)

داد. گسترش
و باشند B و A جبرهای -C∗ روی بر هیلبرت مدولهای ترتیب Wبه و V کنید فرض .١.٢.٢ تعریف
٢ مورفیسم -φیک را Φ : V → W نگاشت باشد. موضعی جبرهای -C∗ از مورفیسمی φ : A → B

φ : A → B(H) اگر .⟨Φ(x),Φ(y)⟩ = φ(⟨x, y⟩) باشیم داشته x, y ∈ V هر ازای به اگر گوییم،
می V از نمایش یک را Φ : V → B(H,K) مورفیسم -φ گاه آن باشد، A جبر -C∗ از نمایش یک

نامیم.
گیریم. می نظر در φکوچک حرف با را A برای آن به وابسته نمایش باشد، V از نمایشی Φ اگر

و Φ(V )(H) = K اگر گوییم ناتباهیده نمایش یک را Φ : V → B(H,K) نمایش .٢.٢.٢ تعریف
.Φ(V )∗(K) = H

اگر گوییم معادل یکانی طور به را i = ١,٢ ،Φi : V → B(Hi, Ki) های نمایش .٣.٢.٢ تعریف
ازای به که طوری به باشند داشته وجود U٢ : K١ → K٢ و U١ : H١ → H٢ مانند ٣ یکانی عملگرهای

.U٢Φ١(v) = Φ٢(v)U١ باشیم داشته ،v ∈ V هر
Φ٢ : V → B(H٢, K٢) Φ١و : V → B(H١, K١) هیلبرتکامل، مدول -AیکV فرضکنید لم٢.٢.۴.
طور به نیز φ٢ و φ١ گاه آن باشند معادل یکانی طور به Φ٢ و Φ١ اگر باشند. V از ناتباهیده نمایش دو

هستند. معادل یکانی
هر ازای به که طوری به دارند وجود U٢ : K١ → K٢ و U١ : H١ → H٢ یکانی عملگرهای برهان.

داریم h ∈ H١ و x, y ∈ V هر برای .U٢Φ١(x) = Φ٢(x)U١ ،x ∈ V
U١φ(⟨x, y⟩)h = U١Φ١(x)

∗Φ١(y)h = Φ٢(x)
∗Φ٢(y)U١h = φ٢(⟨x, y⟩)U١h. (١.٢)

هستند. معادل یکانی طور به نیز φ٢ و φ١ که گرفت نتیجه توان می V بودن کامل از حال
در پایینی۴ زیرمدول یک صورت به توان می را E هیلبرت مدول -A هر که داد نشان اسکاید [؟] در
ادامه در کند. می القا E برای نمایش یک ،B از نمایش هر کرد ثابت او نشاند. ۵ ماتریسی ∗C-جبر یک

پردازیم. می القایی نمایش این ساختار توضیح به
نمایش یک φ : B → B(H) و هیلبرت مدول -BیکE جبر، -C∗ Bیک فرضکنید .۵.٢.٢ ساختار
کنیم. می تعریف زیر صورت به E ⊗alg H برداری فضای روی را ⟨., .⟩ خطی نیم و یک فرم باشد. B از

⟨x⊗ h, y ⊗ k⟩ = ⟨h, φ(⟨x, y⟩)k⟩H . (٢.٢)
٢φ- morphism
٣unitary operators
۴lower submodule
۵matrix C∗-algebra
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مثبت فرم یک فرم، این [٣.٨ گزاره [؟، به بنا Hاست. هیلبرت فضای در داخلی ضرب ⟨., .⟩H از منظور
E ⊗alg H برداری زیرفضای Nφ کنید فرض است. ۶ هیلبرت شبه فضای یک E ⊗alg H لذا و است
(E⊗algH)/Nφ صورت این در باشد. {x⊗h ∈ E⊗algH : ⟨x⊗h, x⊗h⟩ = توسط{٠ شده تولید

داخلی ضرب با همراه
⟨x⊗ h+Nφ , y ⊗ k +Nφ⟩ = ⟨x⊗ h, y ⊗ k⟩,

با را فوق داخلی ضرب با همراه (E ⊗alg H)/Nφ فضای شده تکمیل است. ٧ هیلبرت پیش فضای یک
است. x ⊗ h + Nφ ∈ EH ارزی هم کلاس همان ،x ⊗ h از ما منظور دهیم. می نشان EH نماد
و ∥Lxh∥٢ = ⟨h, φ(⟨x, x⟩)h⟩ ≤ ∥h∥٢∥x∥٢ صورت این در .Lxh = x ⊗ h و x ∈ E کنید فرض
می تعریف ηφ(x) = Lx صورت به را ηφ : E → B(H,E H) نگاشت .Lx ∈ B(H, EH) درنتیجه
⟨ηφ(x), ηφ(x′)⟩ = φ(⟨x, x′⟩) داریم b ∈ B و h, h′ ∈ H ،x, x′ ∈ E هر برای صورت این در کنیم.

است. E از نمایش یک ηφ بنابراین .ηφ(xb) = ηφ(x)φ(b) و
باشند. B از ناتباهیده نمایش دو φ٢ : B → B(H٢) و φ١ : B → B(H١) کنید فرض .۶.٢.٢ لم

هستند. معادل یکانی طور به نیز ηφ٢ و ηφ١ گاه آن باشند معادل یکانی طور به φ٢ و φ١ اگر
داشته ،b ∈ B هر ازای به که طوری به باشد یکانی عملگر U : H١ → H٢ کنید فرض برهان.
،idE ⊗ U : E ⊗alg H١ → E ⊗alg H٢ نگاشت صورت این در .Uφ١(b) = φ٢(b)U باشیم
به که طوری به داد توسیع EH٢ به EH١ از V مانند یکانی عملگر به توان می را x⊗ h١ 7→ x⊗ Uh١

هستند. معادل یکانی طور به ηφ١ و ηφ١ نتیجه در .V ηφ١(x) = ηφ٢(x)U ،x ∈ E هر ازای
-C∗ هیلبرت حالت به جبرها -C∗ حالت از را ریفل القایی نمایش که سازد می قادر را ما فوق بحث
-C∗ روی هیلبرت مدول دو ترتیب به W و V کنید فرض منظور، این برای دهیم. تعمیم مدولها
-C∗ روی پذیر الحاق عملگرهای صورت به A و باشد هیلبرت مدول -B یک E باشند، B و Aجبرهای
بنا Wباشد. از ناتباهیده نمایش یک Φ : W → B(H,K) کنید فرض کند. عمل E هیلبرت مدول
ریفل) (القایی نمایش یک به توان می را A

Eφ(a)(x ⊗ h) = (a.x) ⊗ h تساوی ،[٢.۶۶ گزاره [؟، به
؟؟ ساختار گرفتن نظر در با داد. توسیع EH هیلبرت فضای روی کراندار عملگرهای صورت به A از
می القا را V از ηA

Eφ : V → B(EH, V (EH))نمایش ،A جبر - C∗ از AEφ : A → B(EH)نمایش
نشان VEΦ نماد با را آن و نامیده E توسط V Wبه از ریفل القایی نمایش را شده القا نمایش این کند.
اما است شده بررسی هیلبرت های مدول -C∗ برای ریفل القایی نمایش ،[٣.٣ گزاره [؟، در دهیم. می
می [ ٣.۴ نتیجه و ٣.٣ گزاره [؟، نظیر ترتیب به زیر نتایج باشد. تر کوتاه ما استدلال رسد می نظر به

آوریم. می دست به ؟؟ و ؟؟ های لم کمک به را ها آن ما که باشند
دو i = ١,٢ ،Φi : W → B(Hi, Ki) و باشد کامل هیلبرت مدول -B Wیک کنید فرض .٧.٢.٢ لم
V
EΦ٢ و V

EΦ١ گاه آن باشند معادل یکانی طور به نمایش دو Φ٢ و Φ١ اگر Wباشند. از ناتباهیده نمایش
هستند. معادل یکانی طور به نیز

۶semi-Hilbert space
٧pre-Hilbert space
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یکانی طور به ⊕i∈IΦi : W → B(⊕i∈IHi,⊕i∈IKi) و Φ : W → B(H,K) اگر .٨.٢.٢ نتیجه
هستند. معادل یکانی طور به ⊕i∈I

V
EΦi و V

EΦ گاه آن باشند معادل

-C∗ روی هیلبرت مدولهای نمایش به را جبرها -C∗ روی هیلبرت مدولهای نمایش مفهوم حال
-C∗ روی بر ترتیب به هیلبرت، مدول دو W و V کنید فرض دهیم. می تعمیم موضعی جبرهای
در باشد. موضعی جبرهای -C∗ از همورفیسم یک φ : A → B و باشند B و A موضعی جبرهای
باشیم داشته x, y ∈ V هر ازای به اگر گوییم مورفیسم -φ یک را Φ : V → W نگاشت صورت این
یک φ : A→ B(H) که Φ : V → B(H,K) مانند مورفیسم -φیک .⟨Φ(x),Φ(y)⟩ = φ(⟨x, y⟩)
های نمایش و ناتباهیده های نمایش نظیر مفاهیمی گوییم. می V از نمایش یک را باشد A از نمایش
-C∗ روی هیلبرت مدولهای برای هیلبرت مدولهای -C∗ حالت مشابه توان می را معادل یکانی طور به

کرد. تعریف موضعی جبرهای

φ : A → B(H) و هیلبرت مدول -Aیک V موضعی، جبر -C∗ یک A کنید فرض .٩.٢.٢ ملاحظه
باشد. φ نظیر Ap نمایش φp و p ∈ S(A) کنید فرض باشد. H هیلبرت فضای روی A از نمایش یک
یک که طوری به دارد وجود Vp از Φp : Vp → B(H,K) نمایش و K هیلبرت فضای صورت این در
که است واضح شود. رجوع [٣.١ قضیه [؟، قضیه اثبات به بیشتر جزییات برای است. مورفیسم -φp

نتیجه در و بوده مورفیسم -φ یک Φ(v) = Φp(σ
V
p (v)) ی ضابطه با Φ : V → B(H,K) نگاشت

است. V از نمایش یک

یک Φ : V → B(H,K) و A موضعی جبر -C∗ روی هیلبرت مدول یک V کنید فرض .١٠.٢.٢ لم
Φp : Vp → B(H,K)نگاشت گاه آن φباشد، φpنمایشApنظیر و p ∈ S(A) اگر باشد. V نمایشاز
Φ و بوده Vp از نمایش یک Φp خصوص، به است. مورفیسم -φp یک ،Φp(σ

V
p (v)) = Φ(v) ضابطه با

گوییم. می Φ نظیر Vp نمایش را Φp نمایش باشد. ناتباهیده Φp اگر فقط و اگر است ناتباهیده

لذا ∥φ(a)∥ ≤ p(a) داریم a ∈ A هر ازای به .pV (v − v′) = ٠ و v, v′ ∈ V کنید فرض برهان.
چنین هم است. تعریف خوش Φp بنابراین .⟨Φ(v − v′),Φ(v − v′)⟩ = φ(⟨v − v′, v − v′⟩) = ٠

⟨Φp(σ
V
p (v)),Φp(σ

V
p (v

′
))⟩ = ⟨Φ(v),Φ(v′

)⟩ = φ(⟨v, v′⟩) = φp ◦ πp(⟨v, v
′⟩)

= φp(⟨σV
p (v), σ

V
p (v

′
)⟩).

باشد. ناتباهیده Φp اگر فقط و اگر است ناتباهیده Φنمایش ،Φp تعریف به توجه با

باشند. B و A موضعی جبرهای -C∗ روی ترتیب به کامل، هیلبرت مدول Wدو و V کنید فرض
و ناتباهیده و پیوسته همورفیسم -∗ یک Ψ : A → LB(E) هیلبرت، مدول -B یک E کنید فرض
القا V برای ای ناتباهیده نمایش نمایش، این Wباشد. از ناتباهیده نمایش یک Φ : W → B(H,K)

پردازیم. می القایی نمایش این ساختار بررسی به ادامه در که کند می
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به E ⊗alg H برداری فضای روی را ⟨., .⟩ خطی نیم و یک فرم ؟؟، ساختار مشابه .١١.٢.٢ ساختار
گیریم. می نظر در را EH هیلبرت فضای و کرده تعریف ⟨x⊗ h, y⊗ k⟩ = ⟨h, φ(⟨x, y⟩)k⟩H صورت

است. A از نمایش یک شود، می تعریف زیر صورت به که A
Eφ : A→ B(EH) نگاشت

A
Eφ(a)(x⊗ h) = Ψ(a)x⊗ h, a ∈ A, x ∈ E, h ∈ H.

به بیشتر جزییات برای شود. می نامیده E توسط A به B از ریفل القایی نمایش ،(EH, A
Eφ) نمایش

Eعمل هیلبرت مدول -B روی خودالحاق عملگرهای صورت Aبه که جایی آن از شود. رجوع [؟] مقاله
گرفت. نظر در هیلبرت مدول -B یک عنوان به را V ⊗Ψ E

درونی٨ تانسوری ضرب توان می کند، می
E ×H → V⊗ΨEH نگاشت .v ∈ V کنید فرض ساخت. EH مشابه را V⊗ΨEH فضای توان می لذا
تبدیل رو این از و است ٩ دوخطی فرم یک نگاشت این بگیرید. نظر در را (x, h) 7→ v⊗x⊗h آن در که
کراندار و خطی عملگر به را آن توان می که دارد وجود EΦ(v) : E ⊗alg H → V⊗ΨEH یکتای خطی
و h ∈ H ،x ∈ E ،q ∈ S(B) کنید فرض منظور، این برای داد. توسیع V⊗ΨEH به EH از VEΦ(v)

صورت این در باشد. (φ,H) نظیر Bq از نمایش یک (φq, H)

⟨ EΦ(v)(x⊗ h) , EΦ(v)(x⊗ h)⟩ = ⟨v ⊗ x⊗ h, v ⊗ x⊗ h⟩

= ⟨h, φ(⟨v ⊗ x, v ⊗ x⟩)h⟩H

= ⟨h, φ(⟨x,Ψ(⟨v, v⟩)x⟩)h⟩H

= ⟨h, φq ◦ πq(⟨Ψ(⟨v, v⟩)١/٢x,Ψ(⟨v, v⟩)١/٢x⟩)h⟩H

= ⟨h, φq(⟨σq(Ψ(⟨v, v⟩)١/٢x), σq(Ψ(⟨v, v⟩)١/٢x)⟩)h⟩H

= ⟨h, φq(⟨(πq)∗(Ψ(⟨v, v⟩)١/٢)(σq(x)), (πq)∗(Ψ(⟨v, v⟩)١/٢)(σq(x))⟩)h⟩H

≤ q̃(Ψ⟨v, v⟩)⟨h, φq(⟨σq(x), σq(x)⟩)h⟩H

= q̃(Ψ⟨v, v⟩)⟨h, (φq ◦ πq)(⟨x, x⟩)h⟩H

= q̃(Ψ⟨v, v⟩)⟨h, φ(⟨x, x⟩)h⟩H

= q̃(Ψ⟨v, v⟩)⟨x⊗ h, x⊗ h⟩.

٨interior tensor product
٩bilinear form
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است: برقرار h, h′ ∈ H و x, x′ ∈ E ،v, v′ ∈ V هر برای زیر های تساوی
⟨x⊗ h , V

EΦ
∗(v) V

EΦ(v
′
)(x

′ ⊗ h′
)⟩ = ⟨VEΦ(v)(x⊗ h) , V

EΦ(v)(x
′ ⊗ h′

)⟩

= ⟨v ⊗ x⊗ h , v′ ⊗ x′ ⊗ h′⟩

= ⟨h, φ(⟨v ⊗ x, v′ ⊗ x′⟩)h⟩H

= ⟨h, φ(⟨x,Ψ(⟨v, v′⟩)x′⟩)h′⟩H

= ⟨x⊗ h , Ψ(⟨v, v′⟩)x′ ⊗ h′⟩

= ⟨x⊗ h , A
Eφ(⟨v, v

′⟩)(x′ ⊗ h′
)⟩,

نگاشت����� یعنی این و ⟨VEΦ(v),VE Φ(v
′
)⟩ = V

EΦ
∗(v) V

EΦ(v
′
) = A

Eφ(⟨v, v
′⟩) بنابراین

V
EΦ : V → B(EH, V⊗ΨEH)

است. ناتباهیده V
EΦ کنیم می ثابت حال است. V از نمایش یک نتیجه در و است مورفیسم -AEφ یک

کنید فرض .Ψ(⟨V, V ⟩)(E) = E کنند می ایجاب ⟨V, V ⟩ = A و Ψ(A)(E) = E های تساوی
صورت این در .h ∈ H و x, x′ ∈ E

∥(x− x′
)⊗ h∥٢ = ⟨h, φ(⟨x− x′

, x− x′⟩)h⟩H

≤ ∥h∥٢∥φ(⟨x− x′
, x− x′⟩)∥

≤ ∥h∥٢q(⟨x− x′
, x− x′⟩) = ∥h∥٢q̄E(x− x

′
).

.q̄E(∑iΨ(⟨vi, v
′
i⟩)xi−x) < ϵ که طوری به دارند وجود xi ∈ E و vi, v′

i ∈ V دلخواه، ϵ > برای٠
داریم دیگر سوی از زند. می تقریب EH در را x⊗ h عنصر ،∑i Ψ(⟨vi, v

′
i⟩)xi ⊗ h عبارت ∑بنابراین

i

Ψ(⟨vi, v
′

i⟩)xi ⊗ h =
∑
i

A
Eφ(⟨vi, v

′

i⟩)(xi ⊗ h)

=
∑
i

V
EΦ

∗(vi)
V
EΦ(v

′

i)(xi ⊗ h)

=
∑
i

V
EΦ

∗(vi)( v
′

i ⊗ xi ⊗ h),

V
EΦ تعریف از VEΦ(V )(EH) = V⊗ΨEH تساوی .VEΦ(V )∗(V⊗ΨEH) = EH کند می ایجاب که

است. ناتباهیده VEΦ بنابراین شود. می نتیجه
شود. می نامیده E توسط V Wبه از ریفل القایی نمایش ؟؟ درساختار V

EΦنمایش .١٢.٢.٢ تعریف
B و A موضعی جبرهای -C∗ روی ترتیب به هیلبرت مدول دو W و V کنید فرض .١٣.٢.٢ قضیه
ی پیوسته همورفیسم -∗ یک Ψ : A → LB(E) هیلبرت، مدول -B یک E کنید فرض باشند.
نمایش یک (φq, H) و q ∈ S(B) اگر باشد. ناتباهیده نمایش یک Φ : W → B(H,K) و ناتباهیده
ناتباهیده طور به Ap که طوری به دارد وجود p ∈ S(A) گاه آن باشد، (φ,H) نظیر Bq از ناتباهیده

هستند. معادل یکانی طور به V از Vp

Eq
Φq ◦ σV

p و V
EΦ های نمایش و کند می عمل Eq روی



٢٣ هیلبرت مدولهای القایی نمایش

.q̃(Ψ(a)) ≤ p(a) ،a ∈ A هر ازای به که طوری به دارد وجود p ∈ S(A) ،Ψ پیوستگی به بنا برهان.

است. جبرها -C∗ از همورفیسم Ψp(πp(a))یک∗- = (πq)∗(Ψ(a)) ،Ψp : Ap → LBq(Eq) بنابراین
زیرا است ناتباهیده Ψp چنین هم

Ψp(Ap)(Ep) = Ψp(πp(A))(σE
p (E)) = (πq)∗(Ψ(A)σE

q (E))

= σE
q (Ψ(A)(E))

= σE
q (E) = Eq.

به که Vp

Eq
Φq : Vp → B(EqH , Vp⊗ΨqEqH) گاه آن باشد، Φ نظیر Wq از ناتباهیده نمایش Φq اگر

از ناتباهیده نمایش یک شود، می تعریف Vp

Eq
Φq(σ

V
p (v))(σ

E
q (x)⊗h) = σV

p (v)⊗σE
q (x)⊗hصورت

توسط Vp Wqبه از ریفل القایی نمایش ،Vp

Eq
Φq واقع در باشد. می نیز مورفیسم -Ap

Eq
φq یک که است Vp

به بنا است. مورفیسم - Ap

Eq
φq ◦ πp یک و V از ناتباهیده نمایش یک Vp

Eq
Φq ◦ σV

p نتیجه در و بوده Eq

هستند. معادل یکانی طور به A از (Ap

Eq
φq ◦ πp , EqH) و (AEφ , EH) های نمایش ،[٣.۴ گزاره [؟،

می تعریف U١(x ⊗ h) = σE
q (x) ⊗ h صورت به را U١ : E ⊗alg H → Eq ⊗alg H خطی نگاشت

داریم h ∈ H و x ∈ E هر ازای به کنیم.

⟨U١(x⊗ h), U١(x⊗ h)⟩ = ⟨σE
q (x)⊗ h, σE

q (x)⊗ h⟩

= ⟨h, φq(⟨σE
q (x), σ

E
q (x)⟩)h⟩H

= ⟨h, φq(πq(⟨x, x⟩))h⟩H

= ⟨h, φ(⟨x, x⟩)h⟩H

= ⟨x⊗ h, x⊗ h⟩,

می نشان U١ با را آن مجدداً که EqH به EH از کراندار و خطی عملگر یک به تواند می U١ بنابراین
خطی نگاشت است. یکانی عملگر یک U١ که دید توان می آسانی به یابد. توسیع دهیم،

U٢ : V ⊗alg E ⊗alg H → Vp ⊗alg Eq ⊗alg H

و x ∈ E، v ∈ V هر برای کنیم. می تعریف U٢(v ⊗ x⊗ h) = σV
p (v)⊗ σE

q (x)⊗ h صورت به را
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داریم h ∈ H

⟨U٢(v ⊗ x⊗ h), U٢(v ⊗ x⊗ h)⟩ = ⟨σV
p (v)⊗ σE

q (x)⊗ h, σV
p (v)⊗ σE

q (x)⊗ h⟩

= ⟨h, φq

(
⟨σV

p (v)⊗ σE
q (x), σ

V
p (v)⊗ σE

q (x)⟩
)
h⟩H

= ⟨h, φq

(
⟨σE

q (x),Ψp(⟨σV
p (v), σ

V
p (v)⟩)σE

q (x)⟩
)
h⟩H

= ⟨h, φq

(
⟨σE

q (x),Ψp(πp(⟨v, v⟩))σE
q (x)⟩

)
h⟩H

= ⟨h, φq

(
⟨σE

q (x), (πq)∗(Ψ(⟨v, v⟩))σE
q (x)⟩

)
h⟩H

= ⟨h, φq

(
⟨σE

q (x), σ
E
q (Ψ(⟨v, v⟩)x)⟩

)
h⟩H

= ⟨h, φq

(
πq(⟨x,Ψ(⟨v, v⟩)x)

)
h⟩H

= ⟨h, φ(⟨x,Ψ(⟨v, v⟩)x)h⟩H

= ⟨v ⊗ x⊗ h, v ⊗ x⊗ h⟩.

آسانی به یابد. توسیع Vp⊗ΨqEqH به V⊗ΨEH از U٢ کراندار و خطی عملگر به تواند می U٢ بنابراین
.U٢

V
EΦ(v) = (

Vp

Eq
Φq ◦ σV

p ) U١(v) ،v ∈ V هر ازای به و بوده یکانی عملگری U٢ که دید توان می
هستند. معادل یکانی طور به Vp

Eq
Φq ◦ σV

p و V
EΦ های نمایش بنابراین

ناتباهیده نمایش دو Φ٢ : W → B(H٢, K٢) و Φ١ : W → B(H١, K١) فرضکنید .١۴.٢.٢ قضیه
هستند. معادل یکانی طور به VEΦ٢ و V

EΦ١ گاه آن باشند، معادل یکانی طور Φ٢به Φ١و اگر Wباشند. از
نظیر Bq′ نمایش (φ٢ q′ , H٢) و φ١ نظیر Bq نمایش (φ١ q, H١) ،q, q′ ∈ S(B) کنید فرض برهان.
که ای گونه به دارد وجود p ∈ S(A) ؟؟، قضیه به بنا .q, q′ ≤ r و r ∈ S(B) کنید فرض باشد. φ٢

نمایش با یکانی طور به V
EΦi نمایش ،i = ١,٢ ازای به و کند می عمل Er روی ناتباهیده طور به Ap

Wr از معادل یکانی طور به های نمایش Φ٢ r و Φ١ r که این به توجه با است. معادل Vp

Er
Φi r ◦ σV

p

باشند. معادل یکانی طور به Vp

Er
Φ٢ r و Vp

Er
Φ١ r های نمایش که کند می ایجاب ؟؟ لم هستند،

یکانی طور به ⊕i∈IΦi : W → B(⊕i∈IHi,⊕i∈IKi) و Φ : W → B(H,K) اگر .١۵.٢.٢ نتیجه
هستند. معادل یکانی طور به ⊕i∈I

V
EΦi و V

EΦ گاه آن باشند معادل
هر برای باشد. Φ نظیر Wq از نمایش یک Φq : Wq → B(H,K) و q ∈ S(B) کنید فرض برهان.
کنیم. می تعریف Φi q(σ

W
q (w)) = Φi(w) صورت به را Φi q : Wq → B(Hi, Ki) نگاشت ،i ∈ I

به ⊕i∈IΦi و Φ که جایی آن از .Φ(w) = ٠ نتیجه در و Φq(σ
W
q (w)) = ٠ گاه آن σW

q (w) = ٠ اگر
،i ∈ I هر ازای به رو این از و ⊕i∈IΦi(w) = ٠ که گرفت نتیجه توان می هستند، معادل یکانی طور
و Φq که دید توان می آسانی به است. تعریف خوش Φi q ،i ∈ I هر ازای به بنابراین .Φi(w) = ٠
طور به Ap که طوری به دارد وجود p ∈ S(A) ؟؟، قضیه به بنا هستند. معادل یکانی طور i∈IΦi⊕به q

هستند. معادل یکانی طور به V از Vp

Eq
Φq ◦ σV

p و V
EΦ های نمایش و کند می عمل Eq روی ناتباهیده

نتیجه دیگر، سوی از هستند. معادل یکانی طور به Vp

Eq
Φi q ◦ σV

p و V
EΦi نمایشهای ،i ∈ I هر ازای به



٢۵ هیلبرت مدولهای برای اولیه غیر قضیه

نتیجه در باشند. معادل یکانی طور به Vp از ⊕i∈I
Vp

Eq
Φi q و Vp

Eq
Φq های نمایش که کند می ایجاب ؟؟

هستند. معادل یکانی طور به V از ⊕i∈I(
Vp

Eq
Φi q ◦ σV

p ) و Vp

Eq
Φq ◦ σV

p های نمایش

هیلبرت مدولهای برای اولیه غیر قضیه ٣.٢
به هیلبرت مدول -A ،E و باشند موریتا ارز هم قوی طور به موضعی جبرهای -C∗ ،B و A کنید فرض
،Ẽ := KA(E,A)برداری فضای صورت این در Bباشد. بینAو قوی موریتای ارزی هم از آمده دست

است. کامل هیلبرت مدول -KA(E)یک زیر داخلی ضرب و مدولی ضرب گرفتن نظر در با

(T, S) → TS, S ∈ KA(E), T ∈ KA(E,A),

⟨T, S⟩ = T ∗S, T, S ∈ KA(E,A).

-B یک عنوان به توان می را Ẽ هستند، یکریخت KA(E) و B موضعی جبرهای -C∗ که جایی آن از
به A از که α خطی نگاشت ،[۴.٣ ملاحظه و ۴.٢ لم [؟، به بنا علاوه به گرفت. نظر در هیلبرت مدول
است. موضعی جبرهای -C∗ از یکریختی یک شود، می تعریف α(a)(θb,x) = θab,x صورت به KB(Ẽ)

صورت به که Up : (Ẽ)p → Ẽp خطی نگاشت ،p ∈ S(A) هر ازای به که دید توان می آسانی به
Ẽp و (Ẽ)p هیلبرت مدولهای -KAp(Ep) و بوده یکانی شود، می تعریف Up(T +N Ẽ

p ) = (πp)∗(T )

هستند. یکسان
B و A موضعی جبرهای -C∗ روی ترتیب به هیلبرت مدولهای W و V کنید فرض .١.٣.٢ تعریف
-C∗ عنوان به KB(W ) و KA(V ) اگر گوییم موریتا ارز هم را W و V هیلبرت مدولهای باشند.

.V ∼M W نویسیم می حالت این در باشند. موریتا ارز هم قوی طور به موضعی جبرهای
صورت این در باشد. A موضعی جبر -C∗ روی کامل هیلبرت مدول یک V کنید فرض .٢.٣.٢ لم

است. ⟨V, V ⟩ با موریتا ارز هم قوی طور KA(Vبه )

[۴.٢ لم [؟، لذا است. کامل هیلبرت مدول -KA(V یک( Ṽ = KA(V,A) ، ؟؟ نتیجه به بنا برهان.
که جایی آن از باشند. یکریخت KA(A) و KKA(V )(Ṽ ) کند می ایجاب

⟨V, V ⟩ = A ≃ KA(A)

هستند. موریتا ارز هم قوی طور به ⟨V, V ⟩ و KA(V ) موضعی جبرهای -C∗ که گرفت نتیجه توان می

فقط و اگر هستند موریتا ارز هم موضعی، جبرهای -C∗ روی کامل هیلبرت مدول دو .٣.٣.٢ نتیجه
باشند. موریتا ارز هم قوی طور به ها آن موضعی جبرهای -C∗ اگر

B و A موضعی جبرهای -C∗ روی ترتیب به کامل هیلبرت مدول Wدو و V فرضکنید .۴.٣.٢ قضیه
بین قوی موریتای ارزی هم از آمده دست به هیلبرت مدول -A ،E اگر .V ∼M W که طوری به باشند
هستند. معادل یکانی طور به V

Ẽ
(WE Φ) و Φ گاه آن باشد، V از ناتباهیده نمایش یک Φ و باشد B و A
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،[۴.١ لم [؟، به بنا باشد. Φ نظیر Vp از ناتباهیده نمایش یک Φp و p ∈ S(A) کنید فرض برهان.
ارزی هم در آمده دست به هیلبرت مدول -Ap ،Ep و Ap ∼M Bq که طوری به دارد وجود q ∈ S(B)

طور به Ap از Ap

Ẽp
(
Bq

Ep
φp) و φp های نمایش ،[٣.٢٩ قضیه [؟، به بنا است. Bq و Ap بین قوی موریتای

یکانی طور به Vp از Vp

Ẽp
(
Wq

Ep
Φp) و Φp های نمایش که کند می ایجاب ؟؟ لم حال هستند. معادل یکانی

معادل یکانی طور به V از Φp ◦ σV
p = Φ و Vp

Ẽp
(
Wq

Ep
Φp) ◦ σV

p های نمایش نتیجه در و باشند معادل
داریم ؟؟ و ؟؟ های قضیه گرفتن نظر در با هستند.

هستند، معادل یکانی طور Wبه از Wq

Ep
Φp ◦ σW

q و W
E Φ های نمایش •

و هستند معادل یکانی طور به V از V
Ẽ
(
Wq

Ep
Φp ◦ σW

q ) و V
Ẽ
(WE Φ) های نمایش •

هستند. معادل یکانی طور به V از Vp

ẼP
(
Wq

Ep
Φp ◦ σW

q )q ◦ σV
p و V

Ẽ
(
Wq

Ep
Φp ◦ σW

q ) نمایشهای •

گرفت. نتیجه را قضیه توان می ،(Wq

Ep
Φp ◦ σW

q )q =
Wq

Ep
Φp اینکه به توجه با

کنیم. بیان هیلبرت مدولهای برای را اولیه غیر قضیه خواهیم می حال
Bباشند. Aو موضعی جبرهای -C∗ روی هیلبرت مدول دو ترتیب Wبه و V فرضکنید .۵.٣.٢ قضیه
W و V ناتباهیده های نمایش ارزی هم های رده بین یک به یک تناظر یک گاه آن ،V ∼M W اگر

دارد. وجود
E کنید فرض کرد. فرض کامل Wرا و V توان می آید، وارد خللی مساله کلیت به که آن بدون برهان.
صورت این در آید. می بدست B و A بین قوی موریتای ارزی هم رابطه از که باشد هیلبرتی مدول� -A
نمایشهای ارزی هم های رده بین یک به یک تناظر یک Φ 7→ W

E Φنگاشت ؟؟، های؟؟و قضیه به بنا
Wاست. و V ناتباهیده



٣ فصل
مدولهای روی مثبت کامل طور به نگاشت�های

موضعی جبرهای -C∗روی بر هیلبرت

مقدمه ١.٣
مثبت کامل طور به های نگاشت برای پشکی GNS ساختار تعمیم به ابتدا فصل، این دوم بخش در
اثبات مدولها، -C∗ القایی نمایش و ساختار این کمک به سپس و پردازیم می موضعی جبرهای -C∗ روی
اسپرینگ استاین ی قضیه و داده ارائه موضعی جبرهای -C∗ برای اسپرینگ استاین ی قضیه برای دیگری
یک ابتدا فصل، این بخشآخر در گیریم. می نتیجه را موضعی جبرهای -C∗ روی هیلبرت مدولهای برای
هیلبرت مدولهای روی مثبت کامل طور به های نگاشت ی همه ی مجموعه در ترتیب، پیش ی رابطه
طور به های نگاشت برای را رادون-نیکودیم ی قضیه سپس و کرده تعریف موضعی جبرهای -C∗ روی

گیریم. می نتیجه موضعی جبرهای -C∗ روی هیلبرت مدولهای روی مثبت کامل

اسپرینگ نمایشاستاین قضیه ٢.٣
مثبت را ρ : A → B خطی نگاشت باشند. موضعی جبر -C∗ دو B و A کنید فرض .١.٢.٣ تعریف

.ρ(a∗a) ≥ ٠ باشیم داشته a ∈ A هر ازای به اگر گوییم،

طور به را ρ : A → B خطی نگاشت باشند. موضعی جبر -C∗ دو B و A کنید فرض .٢.٢.٣ تعریف



موضعی جبرهای -C∗روی بر هیلبرت مدولهای روی مثبت کامل طور به نگاشت�های ٢٨

به که ρ(n) : Mn(A) → Mn(B) خطی نگاشت ،n مثبت عدد هر ازای به اگر گوییم ١ مثبت کامل
صورت

ρ(n)([aij]
n
i,j=١) = [ρ(aij)]

n
i,j=١

باشد. مثبت شود، می تعریف

کامل طور به ی پیوسته نگاشت یک موضعی، جبرهای -C∗ از همریختی هر که است واضح مثال٣.٢.٣.
است. مثبت

این در .T ∈ LA(E) و باشد A موضعی جبر -C∗ روی هیلبرت مدول یک E کنید فرض .۴.٢.٣ لم
معادلند: زیر های گزاره صورت

است. LA(E) از مثبت عضو یک T •

است. A از مثبت عضو یک ⟨ξ, T ξ⟩ ،ξ ∈ E هر ازای به •

[٣.٢.۵ لم [؟، برهان.

نگاشت باشد. هیلبرت مدول -Bیک E و باشند موضعی جبر -C∗ Bدو و A فرضکنید .۵.٢.٣ گزاره
n هر و A در an, ..., a١ عضو n هر ازای به اگر فقط و اگر است مثبت کامل طور به ρ : A→ LB(E)

باشد. B از مثبتی n∑عنصر
i,j=١⟨ξi, ρ(a∗i aj)ξj⟩ ،E در ξn, ..., ξ١ عضو

[٣.٢.۶ گزاره [؟، برهان.

باشد. پیوسته خطی نگاشت یک ρ : A→ B و موضعی جبر -C∗ دو B و A کنید فرض .۶.٢.٣ نتیجه
عضو n هر و A در a١, ..., an عضو n هر برای اگر فقط و اگر است مثبت کامل طور به ρ صورت این در

باشد. B از مثبتی n∑عنصر
i,j=١ b

∗
i ρ(a

∗
i aj)bj ،B در b١, ..., bn
[٣.٢.٧ نتیجه [؟، برهان.

اکید٢ توپولوژی باشد. هیلبرت مدول -Aیک E و موضعی جبر -C∗ یک A کنید فرض .٧.٢.٣ تعریف
در که است {∥.∥p,ξ}(p,ξ)∈S(A)×E های نرم شبه ی خانواده توسط شده تولید توپولوژی ،LA(E) روی

.∥T∥p,ξ = p̄E(Tξ) + p̄E(T
∗ξ) ،T ∈ LA(E) هر ازای به آن

نگاشت باشد. هیلبرت مدول -BیکE و باشند موضعی جبر -C∗ Bدو Aو فرضکنید تعریف٨.٢.٣.
تقریبی واحد یک ازای به اگر گوییم ٣ اکید را ρ : A → LB(E) مثبت کامل طور به و پیوسته خطی

باشد. ۴ کوشی اکیداً LB(E) i∈I(ρ(ei))در ،A از (ei)i∈I مانند
١completely positive
٢strict topology
٣strict
۴strictly Cauchy



٢٩ اسپرینگ استاین نمایش قضیه

است. برقرار خود به خود بودن اکید شرط گاه آن ،B = C یا باشد یکدار A اگر .٩.٢.٣ ملاحظه
ρ : A→ LB(E) و هیلبرت مدول -BیکE موضعی، جبر -C∗ Bدو Aو فرضکنید .١٠.٢.٣ قضیه

صورت این در باشد. مثبت کامل طور به اکید و پیوسته نگاشت یک
عملگر و Φρ : A → LB(Eρ) مانند Eρ روی A از ای پیوسته نمایش ،Eρ هیلبرت مدول -B .١

که طوری به دارند وجود LB(E,Eρ) در Vρ
،ρ(a) = V ∗

ρ Φρ(a)Vρ ،a ∈ A هر ازای به •
است. چگال Eρ در Φρ(A)VρE •

W و F روی A از پیوسته نمایش یک Φ : A→ LB(F ) و باشد هیلبرت مدول -B یک F اگر .٢
که طوری به باشد LB(E,F ) در عملگری

،ρ(a) = W ∗Φ(a)W ،a ∈ A هر ازای به •
باشد، چگال F در Φ(A)WE •

،a ∈ A هر ازای به که طوری به دارد وجود L(Eρ, F ) در U مانند یکانی عملگر صورت این در
W = UVρ و Φ(a) = UΦρ(a)U

∗

[۴.۶ قضیه [؟، برهان.
به اکید و پیوسته خطی نگاشت KSGNSنظیر ساختار را (Eρ,Φρ, Vρ) تایی سه فوق ی قضیه در

گوییم. ρ مثبت کامل طور
می خصوص، به است. جبرها -C∗ برای KSGNS ساختار تعمیم فوق ی قضیه .١١.٢.٣ ملاحظه

آورد. بدست را GNS ساختار قضیه این از توان
ρ : A→ LB(E) Bو موضعی جبر -C∗هیلبرتروی Eیکمدول موضعی، جبر -C∗یکA فرضکنید
(E و A جبری تانسوری (ضرب A⊗alg E روی B عمل باشد. مثبت کامل طور به خطی نگاشت یک
نظر در زیر صورت به را A⊗alg E روی داخلی ضرب کنیم. می تعریف (a⊗ ξ)b = a⊗ ξbصورت به را

گیریم. می
⟨

n∑
i=١

ai ⊗ ξi,
m∑
j=١

bj ⊗ ξj⟩ =
n∑

i=١

m∑
j=١
⟨ξi, ρ(a∗i bj)ξj⟩

با همراه ،Nρ = {ξ ∈ A ⊗alg E : ⟨ξ, ξ⟩ = ٠} آن در که (A ⊗alg E)/Nρ قسمتی خارج مدول
است. هیلبرت مدول -B پیش- یک زیر، داخلی ضرب

⟨
n∑

i=١
ai ⊗ ξi +Nρ,

m∑
j=١

bj ⊗ ξj +Nρ⟩ = ⟨
n∑

i=١
ai ⊗ ξi,

m∑
j=١

bj ⊗ ξj⟩.

دهیم. می نشان Eρ نماد با را (A⊗alg E)/Nρ هیلبرت مدول Bـ پیش- ۵ ی شده تکمیل
۵completion
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پیوسته نگاشت یک φ : A→ B و باشند یکدار موضعی جبر -C∗ Bدو Aو فرضکنید .١٢.٢.٣ قضیه
ی پیوسته نمایش یک ،X مانند هیلبرت مدول -B یک صورت این در باشد. مثبت کامل طور به ی

که طوری به دارد وجود ξ ∈ X عنصر و πφ : A→ LB(X) مانند یکانی

φ(a)؛ = ⟨ξ, πφ(a)ξ⟩ ،a ∈ A هر ازای به •

است. X از چگال زیرفضای یک χφ = span{πφ(a)(ξb) : a ∈ A, b ∈ B} ی مجموعه •

گوییم. φ مثبت کامل طور به نگاشت با ۶متناظر پشکی GNS ساختار را πφ نمایش

گرفت. نتیجه ؟؟ قضیه از را قضیه این توان می ،ξ = Vφ(١B) و E = B گرفتن نظر در با برهان.
صورت این در باشد. جبر -C∗ یک B کنیم فرض ابتدا پردازیم. می قضیه این اثبات به تفصیل به ما
نتیجه در و ∥φ(a)∥ ≤ Mp(a) ،a ∈ A هر ازای به که طوری به دارد وجود M > ٠ و p ∈ S(A)
یک φp که جایی آن از است. تعریف خوش φp ◦ πp = φ ضابطه با ،φp : Ap → B خطی نگاشت
قضیه [؟، پشکی GNS ساختار به بنا است، B و Ap جبرهای -C∗ بین مثبت کامل طور به نگاشت
طوری به دارد وجود πφp : Ap → LB(X) یکانی نمایش و ξ ∈ X بردار ،X هیلبرت مدول -B ،[۵.٢
زیر span{πφp(ap)(ξb) : ap ∈ Ap, b ∈ B} و φp(ap) = ⟨ξ, πφp(ap)ξ⟩ ،ap ∈ Ap هر ازای به که
تعریف πφ(a) = (πφp ◦ πp)(a) صورت به را πφ : A → LB(X) نگاشت است. X از چگالی فضای
کند. می صدق (٢) و (١) شرایط در که است X روی A از یکانی نمایش یک نگاشت، این کنیم. می

است، پیوسته φ که جایی آن از .q ∈ S(B) و باشد دلخواه موضعی جبر -C∗ Bیک فرضکنید حال
نتیجه در و q(φ(a)) ≤Mqpq(a) ،a ∈ A هر ازای به که طوری به دارد Mqوجود > ٠ و pq ∈ S(A)
φq◦πpqیک : A→ Bq وضوح به .φq◦πpq = πq◦φ طوریکه به دارد φqوجود : Apq → Bq نگاشت
،Xφq هیلبرت مدول -Bq اثبات، اول قسمت به بنا رو این از و است پیوسته و مثبت کامل طور به نگاشت
ازای به که طوری به دارد Xφpوجود Aروی از πφq : A→ LBq(Xφq) نمایشیکانی و ξq ∈ Xφq بردار
در χφq = span{πφq(a)(ξqbq) : a ∈ A, bq ∈ Bq} و φq ◦ πpq(a) = ⟨ξq, πφq(a)ξq⟩ ،a ∈ A هر

است. چگال Xφq

توان می ،r(φ(a)) ≤ q(φ(a)) ≤ Mqpq(a) که جایی آن از .r ≤ q و r, q ∈ S(B) کنید فرض
صورت به ،bq ∈ Bq و a ∈ A هر ازای به که ψ̃qr : χφq → χφr خطی نگاشت .pr ≤ pq کرد فرض
هر و a, c ∈ A هر برای گیریم. می نظر در را شود می تعریف ψ̃qr(πφq(a)(ξqbq)) = πφr(a)(ξrbr)

داریم bq, dq ∈ Bq

⟨ψ̃qr(πφq(a)(ξqbq)), ψ̃qr(πφq(c)(ξqdq))⟩ = b∗r⟨ξr, πφr(a
∗c)ξr⟩dr

= πr(b
∗φ(a∗c)d)

= (πqr ◦ πq)(b∗φ(a∗c)d)

= πqr(⟨πφq(a)(ξqbq), πφq(c)(ξqdq)⟩).

۶Paschke’ s-GNS construction



٣١ اسپرینگ استاین نمایش قضیه

که دید توان می آسانی به داد. توسیع ψqr : Xφq → Xφr خطی نگاشت به توان می را ψ̃qr بنابراین
فرض است. هیلبرت مدولهای -C∗ از وارون یکدستگاه {Xφq , Bq, ψqr : Xφq → Xφr}r,q∈S(B),r≤q

و xφq ∈ Xφq هر ازای به صورت این در .r ≤ q که طوری به r, q ∈ S(B) و X = lim←−q
Xφq کنید

داریم br ∈ Br

⟨xφq ⊗ br, xφq ⊗ br⟩ = b∗rπqr(⟨xφq , xφq⟩)br = ⟨ψqr(xφq)br, ψqr(xφq)br⟩.

U(xφq ⊗ br) = ψqr(xφq)br صورت به که U : Xφq ⊗πqr Br → Xφr خطی نگاشت -Br بنابراین
[؟]، از ۴.٧ و ۴.۴ گزاره به بنا درنتیجه و است یکانی عملگری [٣.۵ قضیه [؟، به بنا شود، می تعریف
هر ازای به که دید توان می آسانی به .LB(X) ∼= lim←−q

LBq(Xφq) و است هیلبرت مدول -B یک X
آن از است. X از عضو یک ξ = (ξq)q∈S(B) نتیجه در و ψqr(ξq) = ξr ،r ≤ q که r, q ∈ S(B)

نگاشت ،ψqr ◦ πφq(a) = πφr(a) ◦ ψqr ،r ≤ q که r, q ∈ S(B) هر و a ∈ A هر ازای به که جایی
صورت به که πφ : A→ lim←−q

LBq(Xφq)

πφ(a) = (πφq(a))q∈S(B)

پیوسته نمایش یک πφq ،q ∈ S(B) هر ازای به که این به توجه با است. تعریف خوش شود، می تعریف
برای علاوه به Xاست. Aروی از نمایشپیوسته یک πφ که گرفت نتیجه توان می Xφqاست، Aروی از

.χφ = lim←−q
χφq = lim←−q

χφq = X ،[٣.٢ لم [؟، به بنا و φ(a) = ⟨ξ, πφ(a)ξ⟩ ،a ∈ A هر
B و A موضعی جبرهای -C∗ روی هیلبرت های مدول ترتیب به F و E کنید فرض .١٣.٢.٣ تعریف
یک φ : A → B اگر گوییم مثبت کامل طور به را Φ : E → F مورفیسم -φ صورت این در باشند.

باشد. مثبت کامل طور به نگاشت
و باشند B و A موضعی جبرهای -C∗ روی هیلبرت مدولهای ترتیب به F و E کنید فرض .١۴.٢.٣ لم
باشند. قبل ی قضیه مشابه πφ و ξ ،X فرضکنید باشد. مثبت کامل طور به نگاشت یک Φ : E → F

،z ∈ E هر ازای به که طوری به دارد وجود v : E ⊗πφ X → F مانند ٧ ایزومتری یک صورت این در
.v(z ⊗ ξ) = Φ(z)

صورت این در .z, w ∈ E و b, d ∈ B ،a, c ∈ A کنید فرض برهان.
⟨z ⊗ (πφ(a)(ξb)), w ⊗ (πφ(c)(ξd))⟩ = ⟨πφ(a)(ξb), πφ(⟨z, w⟩)(πφ(c)(ξd))⟩

= b∗⟨ξ, πφ(⟨za, wc⟩)ξ⟩d

= b∗φ(⟨za, wc⟩)d

= b∗⟨Φ(za),Φ(wc)⟩d

= ⟨Φ(za)b,Φ(wc)d⟩.

لذا Xاست از چگال فضای زیر یک span{πφ(a)(ξb) : a ∈ A, b ∈ B} پشکی، GNS ساختار به بنا
به کند. می تعریف v : E ⊗πφ X → F مانند ایزومتری یک z ⊗ (πφ(a)(ξb)) 7→ Φ(za)b نگاشت

.v(z ⊗ ξ) = Φ(z) ،z ∈ E هر ازای به گاه آن ،b = ١B و a = ١A دهیم قرار اگر خصوص،
٧isometry
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توان می را قضیه این . است موضعی جبرهای -C∗ برای اسپرینگ استاین نمایش قضیه زیر، قضیه
موضعی جبرهای -C∗ روی مثبت کامل طور به های نگاشت برای KSGNS ساختار از خاصی حالت
کمک به را قضیه این ما .B = C دهیم قرار ؟؟ قضیه در است کافی منظور این برای دانست. یکدار

کنیم. می ثابت موضعی جبرهای -C∗ روی هیلبرت مدولهای القایی های نمایش مفهوم
کامل طور به نگاشت یک φ : A→ B(H) و یکدار موضعی جبر -C∗ Aیک فرضکنید .١۵.٢.٣ قضیه
πφ : A→ B(Hφ) مانند نمایشیکانی ،Hφ مانند هیلبرتی فضای صورت این در باشد. پیوسته و مثبت
،a ∈ A هر ازای به که طوری به دارد وجود B(H,Hφ) در Vφ مانند کرانداری و خطی عملگر و

.φ(a) = V ∗
φπφ(a)Vφ

نگاشت اگر باشند. ؟؟ قضیه مشابه ξ و χφ ، Xو φ نظیر پشکی GNS ساختار π′
φ کنید فرض برهان.

؟؟، ساختار به بنا بگیریم، نظر در H روی B(H) از نمایش یک عنوان به را B(H) روی ι همانی
نمایش و X از ηι : X → B(H,Hφ) القایی نمایش ،(X ⊗ H با (متناظر Hφ هیلبرت فضای
،πφ := ρφ◦π

′
φ و Vφ := ηι(ξ) دادن قرار با دارند. وجود LB(H)(X) از ρφ : LB(H)(X)→ B(Hφ)

داریم ،h ∈ H هر و a ∈ A هر برای
V ∗
φπφ(a)Vφ(h) = V ∗

φπφ(a)(ξ ⊗ h) = V ∗
φ (π

′

φ(a)ξ ⊗ h)

= ι(⟨ξ, π′

φ(a)ξ⟩)h = φ(a)h.

.φ(a) = V ∗
φπφ(a)Vφ ،a ∈ A هر ازای به رو این از

یکدار، و جابجایی جبر -C∗ ،C(X) و باشد فشرده و هاسدورف Xیکفضای فرضکنید مثال٢.٣.١۶.
روی مثبت بورل ی اندازه یک µ فرضکنید Xباشد. روی مقدار مختلط ی پیوسته توابع تمام از متشکل
با µ : C(X)→ Cصورت به کراندار خطی تابعک یک صورت به را µ توان می صورت این در Xباشد.

ضابطه
µ(f) =

∫
X

f(x)dµ(x), f ∈ C(X), (١.٣)
πµ : C(X)→ B(L٢(X,µ)) نمایشطبیعی Hµو = L٢(X,µ)هیلبرت فضای حال گرفت. نظر در

ضابطه با
πµ(f) =Mf ,

فرض .Mf ∈ B(L٢(X,µ)) رو این از و است f در ضرب عملگر ،Mf آن در که گیریم می نظر در را
α مقدار Xبا روی ثابت تابع به را �α مختلط عدد هر که باشد خطی عملگر Vµ : C→ L٢(X,µ) کنید

دانست. µ از اسپرینگ استاین نمایش توان می را (πµ, Hµ, Vµ) صورت این در نگارد. می
کنیم. اثبات موضعی ∗C-جبرهای حالت در را [؟] از ٢.۴ و ٢.١ های قضیه خواهیم می ادامه در

کامل طور به نگاشت یک φ : A→ B(H) و یکدار موضعی جبر -C∗ Aیک فرضکنید .١٧.٢.٣ قضیه
مورفیسم -φیک Φ : E → B(H,K) و هیلبرت مدول -Aیک E کنید فرض باشد. پیوسته و مثبت

که طوری به دارند وجود (πΦ,WΦ, KΦ) و (πφ, Vφ, Hφ) های تایی سه صورت این در باشد.



٣٣ اسپرینگ استاین نمایش قضیه

هستند؛ هیلبرت فضاهای KΦ و Hφ .١

است؛ A از یکدار نمایش یک πφ : A→ B(Hφ) .٢

است؛ πφ-مورفیسم یک πΦ : E → B(Hφ, KΦ) .٣

ازای به که طوری به هستند کرانداری و خطی WΦعملگرهای : K → KΦ و Vφ : H → Hφ .۴
.Φ(z) = W ∗

ΦπΦ(z)Vφ ،z ∈ E هر ازای به و φ(a) = V ∗
φπφ(a)Vφ ،a ∈ A هر

،π′
φ پیوستگی به بنا باشد. φ نظیر پشکی GNS ساختار π

′
φ : A → LB(H)(X) کنید فرض برهان.

فرض .∥π′
φ(a)∥ ≤ Mp(a) ،a ∈ A هر ازای به که طوری به دارند وجود p ∈ S(A) و M > ٠

آن از آید. می دست به ؟؟ قضیه از که باشد φ برای اسپرینگ استاین تایی سه (πφ, Vφ, Hφ) کنید
بنا گرفت. نظر در πφ نظیر Ap از نمایش یک عنوان به را (πφ)p توان می ،πφ = ρφ ◦ π

′
φ که جایی

می القا E از πΦ : E → B(Hφ, KΦ) مانند نمایش یک ،πφ اسپرینگ استاین نمایش ؟؟ ملاحظه به
ایزومتری یک وجود ؟؟، لم علاوه به است. Ep ⊗ Hφ با متناظر هیلبرت فضای KΦ آن در که کند
حال .v(x⊗ ξ) = Φ(x) ،x ∈ E هر ازای به که کند می ایجاب را v : E ⊗π

′
φ
X → B(H,K)مانند

کنیم می تعریف زیر صورت به W٠را : (Ep ⊗X)⊗H → K خطی نگاشت
W٠((σ

E
p (z)⊗ x)⊗ h) = v(z ⊗ x)h,

که جایی آن از .σE
p (z) = ٠ و z ∈ E کنید فرض .h ∈ H و x ∈ X ، z ∈ E آن در که

بنابراین .v(z ⊗ x) = ٠ داریم ،∥v(z ⊗ x)∥٢ = ∥z ⊗ x∥٢ = ⟨z ⊗ x, z ⊗ x⟩ = ⟨x, π′
φ(⟨z, z⟩)⟩

علاوه به است. تعریف W٠خوش

∥
n∑

i=١
(σE

p (zi)⊗ xi)⊗ hi∥٢ =
n∑

i,j=١
⟨hi, ⟨σE

p (zi)⊗ xi, σE
p (zj)⊗ xj⟩hj⟩

=
n∑

i,j=١
⟨hi, ⟨xi, π

′

φ(⟨zi, zj⟩)xj⟩hj⟩

=
n∑

i,j=١
⟨hi, ⟨zi ⊗ xi, zj ⊗ xj⟩hj⟩

=
n∑

i,j=١
⟨hi, ⟨v(zi ⊗ xi), v(zj ⊗ xj)⟩hj⟩

=
n∑

i,j=١
⟨v(zi ⊗ xi)hi, v(zj ⊗ xj)hj⟩

= ∥
n∑

i=١
v(zi ⊗ xi)hi∥٢

است، X ⊗ H نظیر هیلبرت فضای Hφ که جایی آن از است. ایزومتری یک W٠ دهد می نشان که
دهیم می قرار حال داد. توسیع W : KΦ → K مانند کراندار و خطی عملگر یک به را W٠ توان می
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داریم h ∈ H و z ∈ E هر ازای به صورت این WΦدر := W ∗

W ∗
ΦπΦ(z)Vφ(h) = WπΦ(z)(ξ ⊗ h)

= W (πΦ)p(σ
E
p (z))(ξ ⊗ h)

= W (σE
p (z)⊗ (ξ ⊗ h))

= W ((σE
p (z)⊗ ξ)⊗ h)

= v(z ⊗ ξ)h = Φ(z)h,

.Φ(z) = W ∗
ΦπΦ(z)Vφ ،z ∈ E هر ازای به نتیجه در

.q ∈ S(A) و باشند ؟؟ ی قضیه مشابه Φ و φ کنید فرض .١٨.٢.٣ ملاحظه
π̃Φ : E → مانند نمایشی گاه آن باشد، πφ Aqنظیر از نمایشی (πφ)q اگر ی؟؟ قضیه اثبات در (١)
می آسانی به است. Eq ⊗Hφ با متناظر هیلبرت فضای ،K̃Φ آن در که آوریم می دست به B(Hφ, K̃Φ)

باشند. می E از معادل یکانی طور به نمایش دو ،π̃Φ و πΦ که کرد بررسی توان
در .(WΦW

∗
Φ = idKΦ

) است ٨ ایزومتری هم یک WΦ : K → KΦ کراندار و خطی عملگر (٢)
داریم h ∈ H و x ∈ X ،z ∈ E هر برای واقع

⟨W ∗
Φ(σ

E
p (z)⊗ x⊗ h),W ∗

Φ(σ
E
p (z)⊗ x⊗ h)⟩ = ⟨v(z ⊗ x)h, v(z ⊗ x)h⟩

= ⟨v(z ⊗ x)∗v(z ⊗ x)h, h⟩

= ⟨⟨v(z ⊗ x), v(z ⊗ x)⟩h, h⟩

= ⟨⟨z ⊗ x, z ⊗ x⟩h, h⟩

= ⟨h, ⟨x, π′

φ(⟨z, z⟩)x⟩h⟩

= ⟨x⊗ h, π′

φ(⟨z, z⟩)x⊗ h⟩

= ⟨x⊗ h, (ρφ ◦ π
′

φ)(⟨z, z⟩)(x⊗ h)⟩

= ⟨x⊗ h, πφ(⟨z, z⟩)(x⊗ h)⟩

= ⟨x⊗ h, (πφ)p(⟨σE
p (z), σ

E
p (z)⟩)(x⊗ h)⟩

= ⟨σE
p (z)⊗ x⊗ h, σE

p (z)⊗ x⊗ h⟩.

این برای است. E از ناتباهیده نمایش یک πΦ : E → B(Hφ, KΦ) گاه آن باشد کامل E اگر (٣)
که جایی آن از .πΦ(z)(hφ) = σE

p (z) ⊗ hφ صورت این در hφ ∈ Hφ و z ∈ E کنید فرض منظور،
،w ∈ E هر برای علاوه، به .[πΦ(E)(Hφ)] = KΦ است، Ep ⊗ Hφ نظیر هیلبرت فضای یک KΦ

داریم h ∈ H و x ∈ X
πΦ(z)

∗(σE
p (w)⊗ x⊗ h) = πφ(⟨z, z⟩)(x⊗ h) = π

′

p(⟨z, z⟩)(x)⊗ h.

می لذا است، X ⊗ H نظیر Hφ هیلبرت فضای .[π′
φ(A)(X)] = X است، کامل E که جایی ان از

.πΦ(E)∗(KΦ) = Hφ گرفت نتیجه توان
٨coisometry



٣۵ اسپرینگ استاین نمایش قضیه

((πφ, Vφ, Hφ), (πΦ,WΦ, KΦ)) زوج باشند. ؟؟ ی قضیه مشابه Φ و φ کنید فرض .١٩.٢.٣ تعریف
چنین باشد. برقرار ؟؟ ی قضیه از (١)-(٣) شرایط اگر گوییم، (φ,Φ) از اسپرینگ استاین نمایش را

اگر گوییم ٩ مینیمال را نمایشی

،[πφ(A)VφH] = Hφ .١

.[πΦ(E)VφH] = KΦ .٢

برای مینیمال نمایش یک ؟؟، ی قضیه از ((πφ, Vφ, Hφ), (πΦ,WΦ, KΦ)) زوج .٢٠.٢.٣ ملاحظه
زیرا است (φ,Φ)

[πφ(A)VφH] = [(ρφ ◦ π
′

φ)(A)(ξ ⊗H)]

= [(π
′

φ(A)(ξ))⊗H]

= [χφ ⊗H] = Hφ

و

[πΦ(E)VφH] = [πΦ(E)πφ(A)VφH] = [(πΦ)p(Ep)Hφ]

= [Ep ⊗Hφ] = KΦ.

است. یکتا یکانی، بودن معادل حد در اسپرینگمینیمال نمایشاستاین که دهد می نشان زیر نتیجه

نمایش یک ((πA, V ′
, H

′
), (πE,W

′
, K

′
)) و ؟؟ ی قضیه مشابه Φ و φ کنید فرض .٢١.٢.٣ گزاره

وجود U٢ : KΦ → K
′ و U١ : Hφ → H

′ یکانی عملگر دو صورت این در باشد. (φ,Φ)برای مینیمال
که طوری به دارند

و U١πφ(a) = πA(a)U١ ،V ′
= U١Vφ ،a ∈ A هر ازای به .١

.U٢πΦ(z) = πE(z)U١ ،W ′
= U٢WΦ ،z ∈ E هر ازای به .٢

،[٢.۴ قضیه [؟، اثبات مشابه شود. می نتیجه ؟؟ قضیه دوم قسمت از (١) ی گزاره و U١ وجود برهان.
کنیم می تعریف زیر صورت به را U٢ : span(πΦ(E)VφH)→ span(πE(E)V

′
H) خطی نگاشت

U٢(
n∑

i=١
πΦ(zi)Vφhi) =

n∑
i=١

πE(zi)V
′
hi,

توان می است تعریف خوش ایزومتری یک U٢ چون حال است. n ≥ ١ و hi ∈ H ،zi ∈ E آن در که
داد. توسیع کند می صدق (٢) شرط در که K ′ روی به KΦ از U٢ یکانی عملگر به را آن

٩minimal



موضعی جبرهای -C∗روی بر هیلبرت مدولهای روی مثبت کامل طور به نگاشت�های ٣۶

رادون-نیکودیم مشتق ٣.٣
مدولهای -C∗ روی مقدار عملگر و مثبت کامل طور به های نگاشت برای ١٠ رادون-نیکودیم ی قضیه
بدست نتایج و تعاریف تعمیم بخش، این از هدف است. شده بررسی ؟] [؟، در جویتا توسط هیلبرت،

است. موضعی جبرهای -C∗ روی هیلبرت مدولهای برای آمده
به های نگاشت ی همه ی مجموعه باشد. هیلبرت فضای یک H و جبر -C∗ یک A کنید فرض
ترتیب ی رابطه یک توان می دهیم. می نشان CP (A,H) نماد با را B(H) به A از مثبت کامل طور
صورت این در .φ, ψ ∈ CP (A,H) فرضکنید منظور، این برای کرد. تعریف CP (A,H)روی جزئی
جبرها، -C∗ برای اسپرینگ استاین ی قضیه به بنا باشد. مثبت کامل طور به φ−ψ اگر ψ ≤ φ گوییم
به دارد وجود اسپرینگ استاین تایی سه به موسوم (πφ, Vφ, Hφ) تایی سه ،φ ∈ CP (A,H) هر برای
استاین نمایش حسب بر را CP (A,H) در جزئی ترتیب ی رابطه زیر لم . φ = V ∗

φπφVφ که طوری
کند. می بیان A از πφ اسپرینگ

اسپرینگ استاین تایی سه (πφi
, Vφi

, Hφi
) و φ١ ≤ φ٢ ،φ١, φ٢ ∈ CP (A,H) فرضکنید .١.٣.٣ لم

که طوری به دارد وجود T ∈ B(Hφ٢ , Hφ١) مانند انقباض� یک صورت این در باشد. φi نظیر
،TVφ٢ = Vφ١ •

.Tπφ٢(x) = πφ١(x)T ،x ∈ A هر ازای به •
[١.۴.١ لم [؟، برهان.

عملگر و مثبت کامل طور به های نگاشت برای رادون-نیکودیم ی قضیه توان می را بعدی ی قضیه
طور به های نگاشت ی مجموعه در جزئی ترتیب ی رابطه قضیه، این دانست. جبرها -C∗ روی مقدار
کنید فرض پردازیم. می نماد چند بیان به قضیه بیان از قبل کند. می توصیف خوبی به را مثبت کامل

صورت این در .φ ∈ CP (A,H)

[٠, φ] = {ψ ∈ CP (A,H) : ψ ≤ φ} (٢.٣)
اسپرینگنظیر استاین تایی سه (πφ, Vφ, Hφ) فرضکنید CPاست. (A,H) یمحدبدر یکمجموعه
.[πφ(A)VφH] = Hφ و φ(x) = V ∗

φπφ(x)Vφ نگاشتخطی ،x ∈ A هر برای صورت این در باشد. φ
صورت به را φT : A→ B(H) خطی نگاشت T ∈ πφ(A)′ عملگر هر برای

φT (x) = V ∗
φTπφ(x)Vφ

یک به یک تناظر یک تناظر، این چنین هم است. خطی وضوح به T → φT تناظر کنیم. می تعریف
،ξ, η ∈ H و x, y ∈ A هر برای صورت این در .φT = ٠ کنید فرض منظور، این برای است.
⟨Tπφ(x)Vφξ, πφ(y)Vφη⟩ = ⟨V ∗

φTπφ(y
∗x)Vφξ, η⟩ = ⟨φT (y

∗x)ξ, η⟩ = ٠ (٣.٣)
.T = ٠ گرفت نتیجه توان می ،[πφ(A)VφH] = Hφ که جایی آن از و

١٠Radon-Nikodym theorem



٣٧ رادون-نیکودیم مشتق

جزئی مرتب و محدب ی مجموعه از یکریختی یک T → φT تناظر .٢.٣.٣ قضیه
{T ∈ πφ(A)

′
: ٠ ≤ T ≤ I}

,٠]است. φ] روی به
[١.۴.٢ ی قضیه [؟، برهان.

فضای دو K و H و باشد A موضعی جبر -C∗ روی کامل هیلبرت مدول یک E کنید فرض
نماد با را B(H,K) به E از مثبت کامل طور به های نگاشت ی همه ی مجموعه باشند. هیلبرت
زیر صورت به CP (E,B(H,K)) روی ارزی هم ی رابطه یک دهیم. می نشان CP (E,B(H,K))

شود. می تعریف
١١ معادل Ψ با Φ گوییم باشند. CP (E,B(H,K)) از عضوهایی Ψ و Φ کنید فرض .٣.٣.٣ تعریف

.Φ(x)∗Φ(x) = Ψ(x)∗Ψ(x) ،x ∈ E هر ازای به اگر Φ ∼ Ψ نویسیم می و است
١٢ شده مغلوب Ψ گوییم باشند. CP (E,B(H,K)) از عضوهایی Ψ و Φ کنید فرض .۴.٣.٣ تعریف

.Ψ(x)∗Ψ(x) ≤ Φ(x)∗Φ(x) ،x ∈ E هر ازای به اگر Ψ ⪯ Φ نویسیم می و است Φ توسط
روی ترتیب پیش ی رابطه یک رو این از و است تعدی و بازتابی “ ⪯ ” ی رابطه .۵.٣.٣ ملاحظه
اگر Ψ ⪯ Φ و Φ ⪯ Ψ گاه آن Φ,Ψ ∈ CP (E,B(H,K)) اگر علاوه، به است. CP (E,B(H,K))

.Φ ∼ Ψ اگر وفقط
تعمیم هیلبرت مدولهای -C∗ حالت به جبرها -C∗ حالت از را جابجاگر تعریف ١٣ آرامباشی [؟]، در

گیریم. می بکار موضعی جبرهای -C∗ روی هیلبرت مدولهای حالت برای را مشابه تعریفی ما داد.
مدول -A از نمایش یک Φ : E → B(H,K) و جبرموضعی -C∗ یک A کنید فرض .۶.٣.٣ تعریف

کنیم می تعریف زیر صورت به و داده نشان Φ(E)′ نماد با را Φ(E) جابجاگر باشد. E هیلبرت
{T⊕S ∈ B(H⊕K) : T ∈ B(H), S ∈ B(K),Φ(z)T = SΦ(z),Φ(z)∗S = TΦ(z)∗, z ∈ E}

.(T ⊕ S)(h⊕ k) := Th⊕ Sk داریم تعریف این در
T توسط S گاه آن باشد ناتباهیده Φ اگر .[۴.۴ لم [؟، T ∈ φ(A)′ گاه آن ،T ⊕ S ∈ Φ(E)

′ اگر
.[۴.۶ تذکر [؟، شود می تعیین

استاین نمایش ((πφ, Vφ, Hφ), (πΦ,WΦ, KΦ)) و Φ ∈ CP (E,B(H,K)) کنید فرض .٧.٣.٣ لم
نگاشت گاه آن باشد πΦ(E)′ از مثبت و خطی عملگر یک T ⊕ S اگر باشد. (φ,Φ) نظیر اسپرینگ
طور به شود، می تعریف ΦT⊕S(x) = W ∗

Φ

√
TπΦ(x)

√
SVφ صورت به که ΦT⊕S : E → B(H,K)

است. مثبت کامل
١١equivalent
١٢dominated
١٣Arambašić



موضعی جبرهای -C∗روی بر هیلبرت مدولهای روی مثبت کامل طور به نگاشت�های ٣٨

.ΦT⊕S(x)
∗ΦT⊕S(y) = V ∗

φT
٢πφ(⟨x, y⟩)Vφ ،x, y ∈ E ازایهر به ،[٢.١٠ لم اثبات[؟، مشابه برهان.

گرفت نتیجه توان می ،T ٢ ∈ πφ(A)
′ که حقیقت این و [٣.۴.١ لم [؟، از استفاده با

ΦT⊕S(x)
∗ΦT⊕S(y) = φT ٢(⟨x, y⟩).

است. ΦT⊕S نظیر مثبت کامل طور به نگاشت ،φT ٢ واقع در

و مثبت خطی عملگر گاه آن ،Ψ ⪯ Φ اگر .Ψ,Φ ∈ CP (E,B(H,K)) کنید فرض .٨.٣.٣ قضیه
.Ψ ∼ Φ√

∆Φ(Ψ)
که طوری به دارد وجود πΦ(E)′ در ∆Φ(Ψ) یکتای

بنا باشد. (φ,Φ) نظیر اسپرینگ استاین نمایش ((πφ, Vφ, Hφ), (πΦ,WΦ, KΦ)) کنید فرض برهان.
،a ∈ A هر ازای به که طوری به دارند وجود M,N > ٠ و p, q ∈ S(A) ،ψ و φ پیوستگی به
خطی های نگاشت .r ≥ p, q و r ∈ S(A) کنید فرض .∥ψ(a)∥ ≤ Nq(a) و ∥φ(a)∥ ≤ Mp(a)

های نگاشت ψr(πr(a)) = ψ(a) ،ψr : Ar → B(H) و φr(πr(a)) = φ(a) ،φr : Ar → B(H)

،١ ≤ i ≤ n و xi ∈ H ،ai ∈ A هر ازای به زیرا هستند مثبت کامل طور به
n∑

i,j=١
⟨φr(πr(ai)

∗πr(aj))xj, xi⟩ =
n∑

i,j=١
⟨φ(a∗i aj)xj, xi⟩ ≥ ٠.

هستند CP (Er, B(H,K)) در Ψr : σE
r (x) 7→ Ψ(x) و Φr : σE

r (x) 7→ Φ(x) های نگاشت
نظیر اسپرینگ استاین نمایش ((πφr , Vφr , Hφr), (πΦr ,WΦr , KΦr)) کنید فرض .Ψr ⪯ Φr و
∆١Φr(Ψr) ∈ B(Hφr)یکتای و مثبت عملگرهایخطی ،[٢.١٢ قضیه [؟، اثبات به بنا باشد. (φr,Φr)

آن در که Ψr ∼ Φr√
∆Φr

(Ψr)
که طوری به دارند وجود ∆٢Φr(Ψr) ∈ B(KΦr) و

∆Φr(Ψr) = ∆١Φr(Ψr)⊕∆٢Φr(Ψr) ∈ πΦr(E)
′

((πφr◦πr, Vφr , Hφr), (πΦr◦σE
r ,WΦr , KΦr))زوجهای Φrاست. Ψrنسبتبه رادون-نیکودیم مشتق

رو این از هستند. (φ,Φ) از مینیمال اسپرینگ استاین نمایش دو ((πφ, Vφ, Hφ), (πΦ,WΦ, KΦ)) و
طوری به دارند وجود U٢ : KΦ → KΦr و U١ : Hφ → Hφr یکانی عملگر دو ؟؟، ی گزاره به بنا
به و U١πφ(a) = (πφr ◦ πr)(a)U١ ،a ∈ A هر ازای به ،WΦr = U٢WΦ ،Vφr = U١Vφ که
و ∆١Φ(Ψ) = U∗

١∆١Φr(Ψr)U١ کنید فرض .U٢πΦ(z) = (πΦr ◦ σr)(z)U١ ،z ∈ E هر ازای
Φ(Ψ)∆یک = ∆١Φ(Ψ)⊕∆٢Φ(Ψ)گرفت نتیجه توان می آسانی به .∆٢Φ(Ψ) = U∗

٢∆٢Φr(Ψr)U٢

داریم a ∈ A هر برای است. πΦ(E)′ در مثبت عملگر

ψ(a) = ψr(πr(a)) = V ∗
φr
∆١Φr(Ψr)πφr(πr(a))Vφr

= V ∗
φU

∗
١∆١Φr(Ψr)U١πφ(a)U

∗
١U١Vφ

= V ∗
φ∆١Φ(Ψ)πφ(a)Vφ = φ∆١Φ(Ψ)(a).

به نسبت ψ رادون-نیکودیم مشتق ∆١Φ(Ψ) ،([٣.۴.۵ قضیه ([؟، رادون-نیکودیم مشتق یکتایی به بنا
،x ∈ E هر ازای به نتیجه در است. φ

Φ∗√
∆Φ(Ψ)

(x) Φ√
∆Φ(Ψ)

(x) = φ∆١Φ(Ψ)(⟨x, x⟩) = ψ(⟨x, x⟩) = Ψ(x)∗Ψ(x)



٣٩ رادون-نیکودیم مشتق

به باشد πΦ(E)′ در دیگری مثبت نگاشتخطی T ⊕S فرضکنید .Ψ ∼ Φ√
∆Φ(Ψ)

کند می ایجاب که
[؟، به بنا .φ∆١Φ(Ψ) = φT رو این از و Φ√∆Φ(Ψ)

∼ Φ√
T⊕S صورت این در .Ψ ∼ Φ√

T⊕S که طوری
؟؟(٣))، (ملاحظه است ناتباهیده πΦ که جایی آن از .∆١Φ(Ψ) = T گیریم می نتیجه ،[٣.۴.۵ قضیه
و ∆٢Φ(Ψ) = S بنابراین شوند. می تعیین یکتا طور به ،T و ∆١Φ(Ψ) توسط ترتیب به S و ∆٢Φ(Ψ)

.∆Φ(Ψ) = T ⊕ S درنتیجه
و Φ̂ = {Ψ ∈ CP (E,B(H,K)) : Φ ∼ Ψ} ،Φ ∈ CP (E,B(H,K)) کنید فرض

کنیم می تعریف .Ψ̂ ≤ Φ̂ نویسیم می گاه آن Ψ ⪯ Φ اگر .Φ,Ψ ∈ CP (E,B(H,K))

[٠, Φ̂] := {Ψ̂ : Ψ ∈ CP (E,B(H,K)),Ψ ⪯ Φ}

و
[٠, I]Φ := {T ⊕ S ∈ πΦ(E)

′
: ٠ ≤ T ⊕ S ≤ I}.

مقدار عملگر مثبت کامل طور به های نگاشت برای رادون-نیکودیم ی قضیه توان می را زیر ی قضیه
گرفت. نظر در شوند، می تعریف موضعی جبرهای -C∗ روی هیلبرت مدولهای روی که

یک [٠, I]Φ به [٠, Φ̂] از Ψ̂→ ∆Φ(Ψ) نگاشت .Φ ∈ CP (E,B(H,K)) کنید فرض .٩.٣.٣ قضیه
است. ترتیب حافظ یکریختی

∆Φ(Ψ١) = و Ψ̂١, Ψ̂٢ ∈ [٠, Φ̂] فرضکنید است. نگاشتخوشتعریف این ی؟؟، قضیه به بنا برهان.
به یک نگاشت این نتیجه در و Ψ١ ∼ Φ∆Φ(Ψ١) = Φ∆Φ(Ψ٢) ∼ Ψ٢ صورت این در .∆Φ(Ψ٢)

از .Φ√
T⊕S ∈ CP (E,B(H,K)) صورت این در .T ⊕ S ∈ [٠, I]Φ کنید فرض است. یک

ازای به ،[٣.۴.۵ قضیه [؟، به بنا نتیجه در و T ∈ πφ(A)
′ لذا T ⊕ S ∈ πΦ(E)

′ که جایی آن
رو این از و Φ√

T⊕S(x)
∗Φ√

T⊕S(x) = φT (⟨x, x⟩) ≤ φ(⟨x, x⟩) = Φ(x)∗Φ(x) ،x ∈ E هر
نگاشت این نتیجه در و ∆Φ(Φ√

T⊕S) = T ⊕ S لذا ∆(φT ) = T که جایی آن از .Φ√
T⊕S ⪯ Φ

قضیه [؟، به بنا .ψ١ ≤ ψ٢ لذا و Ψ١ ⪯ Ψ٢ گاه آن Ψ̂١ ≤ Ψ̂٢ و Ψ̂١, Ψ̂٢ ∈ [٠, Φ̂] اگر است. پوشا
و ∆٢Φ(Ψ١) ؟؟(٣))، (ملاحظه است ناتباهیده πΦ که جایی آن از .∆١Φ(Ψ١) ≤ ∆١Φ(Ψ٢) ،[٣.۴.۵
∆٢Φ(Ψ١) ≤ نتیجه در شوند. تعیینمی یکتا طور (Ψ٢)١Φ∆به ترتیبتوسط(Ψ١)١Φ∆و (Ψ٢)٢Φ∆به

T١ ⊕ S١, T٢ ⊕ S٢ ∈ [٠, I]Φ کنید فرض برعکس، .∆Φ(Ψ١) ≤ ∆Φ(Ψ٢) رو این از و ∆٢Φ(Ψ٢)

،[٣.۴.۵ قضیه [؟، به بنا .T١ ≤ T٢ و T١, T٢ ∈ [٠, I]φ صورت این در T١ ⊕ S١ ≤ T٢ ⊕ S٢ و
.Φ√

T١⊕S١
⪯ Φ√

T٢⊕S٢
نتیجه در و φT١ ≤ φT٢





۴ فصل
عملگرها جبر روی مشتق

مقدمه ١.۴
روی هیلبرت دو-مدولهای و هیلبرت مدولهای در عملگرها جبر روی مشتق بررسی فصل، این هدف
-C∗ روی مشتق برای که پردازیم می قضایایی و نتایج بیان به دوم، بخش در است. موضعی جبر -C∗

،KA(E)روی مشتق بودن درونی که دهیم می نشان بخشسوم در است. آمده بدست موضعی جبرهای
جابجایی و بودن σ-یکدار شرط که گیریم می نتیجه و کند می ایجاب را LA(E)روی مشتق بودن درونی
جبر روی مشتق بررسی به فصل این پایانی بخش است. اضافی شرط یک [٣.٣ قضیه [؟، قضیه در A
بررسی را شرایطی و یابد می اختصاص موضعی جبرهای -C∗ روی هیلبرت دو-مدولهای روی عملگرها

است. صفر LA(E) و KA(E) روی مشتق هر شرایط، آن تحت که کنیم می

موضعی جبرهای -C∗ روی مشتق ٢.۴
بین که نزدیکی ی رابطه اما دارد. وجود غیرنرمدار جبرهای -∗ روی مشتق مورد در کمی بسیار نتایج
این روی مشتق برای نتایجی تا سازد می قادر را ما دارد، وجود جبرها -C∗ و موضعی جبرهای -C∗

قضیه مثال، عنوان به نیست. برقرار توپولوژیکی جبرهای برای کلی حالت در که آوریم بدست جبرها
جبرهای برای کلی حالت در است، مشتق بحث در ها قضیه ترین معروف از یکی که سینگر-ورمر ی

نیست. برقرار توپولوژیکی
A روی پیوسته مشتق یک D و جابجایی باناخ جبر یک A کنید فرض (سینگر-ورمر) .١.٢.۴ قضیه
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گیرد. می قرار A رادیکال در D تصویر صورت این در باشد.
[١ قضیه [؟، برهان.

فرض مثال، برای نیست. پیوسته لزوماً جابجایی، باناخ جبر یک روی مشتق که است توجه قابل
گاه آن کنیم، تعریف صفر با برابر را A از عضو دو هر ضرب اگر باشد. دلخواه باناخ فضای یک A کنید
A روی مشتق یک ،A روی خطی عملگر هر وضوح به کرد. فرض جابجایی باناخ جبر یک را A توان می
می نیست، پیوسته لزوماً باناخ، فضای یک روی خطی عملگر هر که این به توجه با شود. می محسوب
[؟] سینکلر و جانسون ،١٩۶٨ سال در نیست. پیوسته لزوماً A روی مشتق هر که گرفت نتیجه توان
سینگر-ورمر، ی قضیه از توان می لذا است. پیوسته ساده، نیم باناخ جبر روی مشتق هر که کردند ثابت

آورد. بدست را زیر ی نتیجه
است. صفر جابجایی، ١ ساده نیم باناخ جبر روی مشتق هر .٢.٢.۴ نتیجه

است اضافی سینگر-ورمر ی قضیه در مشتق پیوستگی شرط که داد نشان توماس[؟] ،١٩٨٨ سال در
گیرد. می قرار جبر آن ٢ رادیکال در جابجایی باناخ جبر روی مشتق هر تصویر نتیجه در و

جبرهای برخی وجود آورد، بدست سینگر-ورمر قضیه از توان می که ای ملاحظه قابل نتایج از یکی
این دلیل باشند. باناخ توانند نمی خود معمولی توپولوژی با که است جابجایی و ساده نیم توپولوژیکی

است. نتیجه این بیانگر زیر مثال کنند. می اختیار صفر غیر مشتق جبرها گونه این که است آن امر
[٠,١] واحد ی بازه روی پذیر مشتق نهایت بی توابع ی همه جبر ،C∞[٠,١] کنید فرض .٣.٢.۴ مثال

عملگر باشد.
D : C∞[٠,١]→ C∞[٠,١], D(f) = f

′
, f ∈ C∞[٠,١], (١.۴)

نتیجه توان می سینگر-ورمر، ی قضیه به بنا لذا باشد. می C∞[٠,١] روی غیرصفر پیوسته مشتق یک
باشد. باناخ جبر یک C∞[٠,١] نرم، آن تحت که شود نمی یافت جبر این روی نرمی هیچ که گرفت

که است آن نتایج، این ترین مهم از یکی دارد. وجود جبرها -C∗ روی مشتق مورد در بسیاری نتایج
صفر جابجایی، جبر -C∗ یک روی مشتق هر و [٢.٣.١ قضیه [؟، پیوسته جبر، -C∗ یک روی مشتق هر
است درونی جبر، -W ∗ و یکدار ی ساده جبر -C∗ یک روی مشتق هر چنین هم .[۴.١.٢ لم [؟، است
موضعی جبرهای -C∗ در نتایج این بررسی به بکر ،١٩٩٢ سال در .[٢.۵.٣ قضیه [؟، و [۴.١.١ قضیه [؟،

.[١٢ گزاره و ٣ نتیجه ،٢ گزاره [؟، آورد بدست را زیر نتایج و پرداخت
باشد (pλ)λ∈Λ های نرم شبه -C∗ خانواده همراه به موضعی جبر -C∗ یک A کنید فرض .۴.٢.۴ قضیه

برقرارند. زیر های گزاره صورت این در باشد. A روی مشتق یک D : A→ A و
که طوری به دارد وجود Cλ > ٠ عدد ،λ ∈ Λ هر ازای به یعنی است ٣ پیوسته قوی طور به ،D .١

.pλ(D(a)) ≤ Cλpλ(a) ،a ∈ A هر ازای به
١semi-simple
٢radical
٣strongly continuous
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است. صفر A روی مشتق هر گاه آن باشد، جابجایی A اگر .٢
گاه آن باشد درونی Dλ(aλ) = πλ(D(a)) ،Dλ : Aλ → Aλ مشتق ،λ ∈ Λ هر ازای به اگر .٣
هر ازای به که طوری به دارد وجود A در {hi}i∈I مانند توری یعنی است. ۴ درونی تقریباً D

.D(a) = limi[hi, a] ،a ∈ A
قوی نتایج توانست و داد بهبود را بکر قبلی نتایج زیبایی تکنیک کمک به فیلیپس ،١٩٩۵ سال در
کرد ثابت سپس قضیه٣]. [؟، است درونی تقریباً ،Aروی مشتق هر داد نشان ابتدا او آورد. بدست تری
قسمتی خارج جبر -C∗ هر روی مشتق هر که طوری به باشد پذیر جدایی جبر -σ − C∗ یک A اگر که
مثال یک کمک به او دیگر، سوی از قضیه۶]. [؟، است درونی Aروی مشتق هر گاه آن باشد، درونی آن
حالی در نباشند درونی که داشت پذیر جدایی جبر -σ−C∗ یک روی هایی مشتق توان می که داد نشان

.[٧ مثال [؟، باشند درونی قسمتی، خارج جبرهای -C∗ روی ها آن القایی های مشتق ی همه که

جبرهای -C∗مدولهایهیلبرتروی در مشتقرویجبرعملگرها ٣.۴
موضعی

تقریباً LA(E) روی مشتق هر [٣ قضیه [؟، به بنا است، موضعی جبر -C∗ یک LA(E) که جایی آن از
LA(E) روی مشتق هر شرایط، آن تحت که کنیم می بررسی را شرایطی بخش این در است. درونی
قضیه اثبات در مهمی نقش است، جبرها -C∗ حالت در [١.٧ لم [؟، از توسیعی که زیر لم باشد. درونی

کند. می ایفا ؟؟
هیلبرت مدول -A یک E و شمارا تقریبی واحد دارای جبر، -σ − C∗ یک A کنید فرض .١.٣.۴ لم
و a ∈ A هر ازای به که طوری به دارد وجود E در {xn} مانند ای دنباله صورت این در باشد. کامل

.p(∑n
k=١⟨xk, xk⟩a− a)→ ٠ ،p ∈ S(A) هر

.[۵.٢.١٣ لم [؟، برهان.
ی دنباله توان می لذا .∥∑n

k=١⟨xk, xk⟩∥∞ ≤ ١ ،n هر ازای به لم، این اثبات به توجه با
گرفت. نظر در b(A) در ای دنباله را {∑n

k=١⟨xk, xk⟩}n

ای دنباله {an} اگر باشد. هیلبرت مدول -Aیک E و موضعی جبر -C∗ یک A کنید فرض .٢.٣.۴ لم
هر ازای به گاه آن ،p(aan− a)→ ٠ ،p ∈ S(A) هر و a ∈ A هر ازای به که طوری به باشد b(A) در

.p̄E(anx− x)→ ٠،p ∈ S(A) هر و x ∈ E
صورت این در .x ∈ E کنید فرض برهان.

p̄E(xan − x)٢ = p(⟨xan − x, xan − x⟩)

≤ ∥an∥∞ p(⟨x, x⟩an − ⟨x, x⟩) + p(⟨x, x⟩ − ⟨x, x⟩an).
۴approximately inner
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شود. می حاصل نتیجه ،p(⟨x, x⟩an − ⟨x, x⟩)→ ٠ و b(A) در ای دنباله {an} که جایی آن از
کند. می پوچ را خود ۵ مرکز موضعی، جبر -C∗ از مشتق هر .٣.٣.۴ لم

خطی نگاشت ،p ∈ S(A) هر برای باشد. A موضعی جبر -C∗ روی مشتق یک D کنید فرض برهان.
گیریم. می نظر در را شود می تعریف Dp(πp(a)) = πp(D(a)) صورت به که Dp : Ap → Ap

طوری به دارد وجود ak ∈ Np عناصر ،k = ١, ...,۴ ازای به [١ لم [؟، به بنا .a ∈ Np کنید فرض
که جایی آن از .a =

∑۴
k=١ i

ka٢k

p(D(a)) ≤
۴∑

k=١
p(D(ak)ak + akD(ak)) = ٠,

روی مشتق یک Dp که دید توان می آسانی به است. تعریف خوش Dp نتیجه در و D(a) ∈ Np لذا
،p ∈ S(A) هر برای صورت این در .a ∈ Z(A) و باشد A مرکز Z(A) کنید فرض است. Ap

یک روی مشتق هر که واقعیت این به بنا حال است. Ap مرکز ،Z(Ap) آن در که πp(a) ∈ Z(Ap)

،p ∈ S(A) هر ازای به که گرفت نتیجه توان می ([٢ قضیه ([؟، کند می پوچ را خود مرکز جبر، -C∗

شبه -C∗ از جداکننده ی خانواده یک S(A) جایی آن از .πp(D(a)) = ٠ نتیجه در Dp(πp(a))و = ٠
.D(a) = ٠ گرفت نتیجه توان می است، ها نرم

تور اگر گوئیم ۶ درونی تقریباً ضعیف طور به را D : LA(E) → LA(E) مشتق .۴.٣.۴ تعریف
باشیم داشته ،x ∈ E و S ∈ LA(E) هر ازای به که طوری به باشد داشته وجود LA(E) در {Ti}i∈I

.D(S)x = limi[Ti, S]x

مدول -A یک E و باشد شمارا تقریبی واحد شامل جابجایی جبر -σ − C∗ یک A اگر .۵.٣.۴ قضیه
است. درونی تقریباً ضعیف طور به LA(E) روی مشتق هر گاه آن باشد، کامل هیلبرت

وجود E در {xn} مانند ای دنباله ؟؟، لم به بنا باشد. LA(E) روی مشتق یک D کنید فرض برهان.
عدد هر ازای به .p(∑n

k=١⟨xk, xk⟩a− a) → ٠ ،p ∈ S(A) و a ∈ A هر ازای به که طوری به دارد
کنیم. می تعریف زیر صورت به را Tk, Sk : E → E های نگاشت ،k مثبت

Tkx =
k∑

i=١
D(θx,xi

)xi, Sky = −
k∑

i=١
D(θxi,y)

∗xi.

،x ∈ E هر و R ∈ LA(E) عملگر هر برای باشند. می خطی Sk و Tk بوضوح،
(Rθx,xi

) = D(R)θx,xi
+ AD(θx,xi

)

رو این از و
D(Rθx,xi

)xi = ⟨xi, xi⟩D(R)x+ AD(θx,xi
)xi, ١ ≤ i ≤ k.

لذا
(TkR)x =

k∑
i=١

D(θRx,xi
)xi =

k∑
i=١

D(Rθx,xi
)xi =

k∑
i=١
⟨xi, xi⟩D(R)x+ (RTk)x.

۵center
۶weakly approximately inner
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فرض .∑k
i=١⟨xi, xi⟩D(R) = TkR − RTk ،k مثبت عدد هر و R ∈ LA(E) هر ازای به نتیجه در

A که جایی آن از گیریم. می نظر در Ta(x) = ax صورت به E روی را Ta نگاشت .a ∈ A کنید
کرد بررسی توان می آسانی به گرفت. نظر در همریختی مدول -A یک را Ta توان می ، است جابجایی
و R ∈ LA(E) کنید فرض .D(Ta) = ٠ ؟؟، لم به بنا نتیجه در است. LA(E) مرکز از عضوی Ta که
یک D یعنی این و D(aR) = D(TaR) = D(Ta)R+ TaD(R) = aD(R) صورت این در .a ∈ A

داریم x, y ∈ E هر ازای به است. همریختی مدول -A
k∑

i=١
⟨xi, xi⟩D(θx,y) =

k∑
i=١

D(⟨xi, xi⟩θx,y)

=
k∑

i=١
D(θx,xi

θxi,y)

=
k∑

i=١
D(θx,xi

)θxi,y +
k∑

i=١
θx,xi

D(θxi,y)

=
k∑

i=١
θD(θx,xi )xi,y +

k∑
i=١

θx,D(θxi,y)
∗xi

= θTkx,y − θx,Sky.

صورت این در .x, y, u, v ∈ E کنید فرض
k∑

i=١
⟨xi, xi⟩D(θu,yθx,v) =

k∑
i=١
⟨xi, xi⟩⟨x, y⟩D(θu,v)

= ⟨x, y⟩
k∑

i=١
⟨xi, xi⟩D(θu,v)

= ⟨x, y⟩θTku,v − ⟨x, y⟩θu,Skv.

دیگر سوی از
k∑

i=١
⟨xi, xi⟩D(θu,yθx,v) =

k∑
i=١
⟨xi, xi⟩(D(θu,y)θx,v + θu,yD(θx,v))

=
k∑

i=١
⟨xi, xi⟩D(θu,y)θx,v

+ θu,y

k∑
i=١
⟨xi, xi⟩D(θx,v)

= (θTku,y − θu,Sky)θx,v + θu,y(θTkx,v − θx,Skv)

= ⟨x, y⟩θTku,v − ⟨x, Sky⟩θu,v

+ ⟨Tkx, y⟩θu,v − ⟨x, y⟩θu,Skv.
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بنابراین .⟨Tkx, y⟩θu,v = ⟨x, Sky⟩θu,v نتیجه در
⟨Tkx, y⟩⟨v, v⟩⟨u, u⟩ = ⟨Tkx, y⟩⟨θu,vv, u⟩

= ⟨x, Sky⟩⟨θu,vv, u⟩

= ⟨x, Sky⟩⟨v, v⟩⟨u, u⟩.

داریم v = xj و u = xi دادن قرار با خصوص، به
⟨Tkx, y⟩⟨xj, xj⟩⟨xi, xi⟩ = ⟨x, Sky⟩⟨xj, xj⟩⟨xi, xi⟩.

⟨Tkx, y⟩ = ⟨x, Sky⟩گرفت نتیجه توان n∑می
i=١⟨xi, xi⟩a→ a ،a ∈ A ازایهر به که این به توجه با

و Dk =
∑k

i=١⟨xi, xi⟩D کنید فرض ،k هر ازای به .Tk ∈ LA(E) ،kهر ازای به رو این از و
داریم R ∈ LA(E) و p ∈ S(A) ،x ∈ E هر برای صورت این در . ak = ∑k

i=١⟨xi, xi⟩

p̄E(Dk(R)x−D(R)x)٢ = p(⟨Dk(R)x−D(R)x,Dk(R)x−D(R)x⟩)

≤ p(ak⟨D(R)x,D(R)x⟩ − ⟨D(R)x,D(R)x⟩)

− p(⟨D(R)x,D(R)x > −ak⟨D(R)x,D(R)x⟩).

گرفت نتیجه توان می p(aka − a) → ٠ ،p ∈ S(A) و a ∈ A هر ازای به که جایی آن از
داریم R ∈ LA(E) و x ∈ E هر ازای به رو این از .p̄E(Dk(R)x−D(R)x)→ ٠

D(R)x = limk[Tk, R]x

است. درونی تقریباً ضعیف طور به ،D یعنی

باشد. هیلبرت مدول -Aیک E و یکدار و جابجایی موضعی جبر -C∗ یک A کنید فرض .۶.٣.۴ قضیه
است. درونی LA(E) روی مشتق هر گاه آن باشد کامل مدول -b(A)یک b(E) اگر

،[٢.۴.٣ لم [؟، به بنا است، کامل هیلبرت مدول -b(E) یک b(E) و یکدار A که جایی آن از برهان.
های نگاشت .∑k

i=١⟨xi, xi⟩ = ١ که طوری به دارند وجود b(E) در xk, ..., x١ عناصر و k مثبت عدد
کنیم می تعریف زیر صورت به T, S : E → E

Tx =
k∑

i=١
D(θx,xi

)xi, Sy = −
k∑

i=١
D(θxi,y)

∗xi.

.D(R) = RT − TR ،R ∈ LA(E) ازایهر به Tو ∗ = S که گیریم می نتیجه قبل، اثباتقضیه مشابه

ایجاب LA(E)روی را آن بودن درونی ،KA(E)روی مشتق بودن درونی که کند می بیان زیر قضیه
کرد. حذف توان می را [٣.٣ قضیه [؟، در A جابجایی و بودن یکدار -σفرض قضیه، این به بنا کند. می
اگر باشد. کامل راست هیلبرت مدول -Aیک E و موضعی جبر -C∗ یک A کنید فرض .٧.٣.۴ قضیه

است. درونی LA(E) روی مشتق هر گاه آن باشد، درونی KA(E) روی مشتق هر
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خودش به را KA(E) ،D دهیم می نشان ابتدا باشد. LA(E) روی مشتق یک D کنید فرض برهان.
z ∈ E و a ∈ A ،[١.٣.١١ نتیجه [؟، بردن بکار با .x, y ∈ E کنید فرض منظور، این برای نگارد. می
دارد وجود ⟨E,E⟩ در {an} دنباله است، کامل E که جایی آن از .x = za که طوری به دارد وجود
آن در که an =

∑kn
i=١⟨xin, yin⟩ کنید فرض .p(an − a) → ٠ ،p ∈ S(A) هر ازای به که طوری به

صورت این در .xin, yin ∈ E

D(θzan,y) =
kn∑
i=١

D(θz⟨xin,yin⟩,y) =
kn∑
i=١

D(θz,xin
θyin,y)

=
kn∑
i=١

D(θz,xin
)θyin,y +

kn∑
i=١

θz,xin
D(θyin,y) ∈ KA(E).

صورت این در .pA(w) ≤ ١ که طوری به w ∈ E و p ∈ S(A) کنید فرض

pA((θzan,y − θza,y)(w))٢ = p(⟨y, w⟩∗)p(⟨zan − za, zan − za⟩)p(⟨y, w⟩)

≤ pA(y)٢pA(z)٢p(an − a)٢

توسط شده تولید توپولوژی گرفتن نظر در با نتیجه در .p̃(θzan,y − θx,y) → ٠ کند می ایجاب که
KA(E) ،D که گرفت نتیجه توان می ،[٢ گزاره [؟، از .θzan,y → θx,y داریم LA(E) در {p̃}p∈S(A)

وجود T ∈ KA(E) عملگر لذا است درونی ،KA(E)روی مشتق هر چون حال نگارد. می خودش به را
و S ∈ LA(E) کنید فرض .D(K) = TK − KT ،K ∈ KA(E) هر ازای به که طوری به دارد

که حقیقت این و اخیر تساوی .D(Sθx,y) = TSθx,y − Sθx,yT صورت این در .x, y ∈ E
D(Sθx,y) = D(S)θx,y + SD(θx,y) = D(S)θx,y + STθx,y − Sθx,yT.

a ∈ A و z ∈ E صورت این در .w ∈ E فرضکنید .D(S)θx,y = TSθx,y−STθx,y کند می ایجاب
دارد وجود ⟨E,E⟩ در {an} ی دنباله است، کامل E که جایی آن از .w = za که طوری به دارد وجود
این در .an =

∑kn
i=١⟨xin, yin⟩ کنید فرض .p(an − a) → ٠ ،p ∈ S(A) هر ازای به که طوری به

صورت

D(S)(zan) =
kn∑
i=١

D(S)(z⟨xin, yin⟩) =
kn∑
i=١

D(S)θz,xin
(yin)

=
kn∑
i=١

(TSθz,xin
− STθz,xin

)(yin)

= (TS − ST )(zan).

از حال .zan → za ،E در رو این از و pA(zan − za) ≤ pA(z)p(an − a) ،p ∈ S(A) هر ازای به
D(S)(w) = (TS − ST )(w) ،w ∈ E ازایهر به گرفتکه نتیجه توان می ،TS−ST پیوستگیD(S)و

.D(S) = TS − ST لذا و
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-C∗ روی هیلبرت دو-مدولهای در عملگرها جبر روی مشتق ۴.۴
موضعی جبرهای

مقدار -A داخلی ضرب باشد. A موضعی جبر -C∗ روی چپ و راست هیلبرت مدول یک E کنید فرض
توپولوژی دو صورت این در دهیم. می نشان ⟨·, ·⟩A و A⟨·, ·⟩ نماد با ترتیب به را E روی چپ و راست
نرم شبه توسط شده القاء توپولوژی ،τA کنید فرض شود. می تعریف E روی محدب موضعی طور به
شبه توسط شده القاء توپولوژی ،Aτ و راست هیلبرت مدول -A عنوان به ،E روی {pA}p∈S(A) های
، [٣.٢ نتیجه [؟، در ٧ زاراکاس باشد. چپ هیلبرت مدول -A عنوان به ،E روی {Ap}p∈S(A) های نرم
پیوسته (راست) چپ مدولی عمل و A⟨x, y⟩z = x⟨y, z⟩A ،x, y, z ∈ E هر ازای به اگر که کرد ثابت

که معنی این به باشد

pA(ax) ≤ p(a)pA(x), Ap(xa) ≤ Ap(x)p(a), ∀x ∈ E, a ∈ A, (٢.۴)

منطبق هم بر E روی τA و Aτ های توپولوژی رو این از و pA(x) = Ap(x) ،x ∈ E هر ازای به گاه آن
زیر صورت به را موضعی جبر -C∗ روی هیلبرت دو-مدول مفهوم او حقیقت، این مبنای بر هستند.

کرد. تعریف

باشد. چپ و راست هیلبرت مدول -A یک E و موضعی جبر -C∗ یک A کنید فرض .١.۴.۴ تعریف
یک E گوییم گاه آن ،A⟨x, y⟩z = x⟨y, z⟩A ،x, y, z ∈ E هر ازای به و باشد برقرار (؟؟) شرط اگر

است. هیلبرت دو-مدول -Aیک یا A روی هیلبرت دو-مدول

آل ایده بستار باشد. هیلبرت مدول دو- -Aیک E و جبر -σ−C∗ یک A کنید فرض .٢.۴.۴ ملاحظه
واحد یک AI ،[۶.۴ لم [؟، به بنا دهیم. می نشان AI نماد با را span{A⟨x, y⟩ : x, y ∈ E} طرفه دو
متناهی ی مجموعه زیر یک αاندیس ،uα =

∑m
i=١ A⟨xαi , xαi ⟩ که طوری به دارد {uα} مانند تقریبی

در که xαi = (
∑m

j=١ A⟨yj, yj⟩+ ١
m
1 )−

1
2 yi ،i = ١, ...,m ازای به و است E از {y١, ..., ym} مانند

جبر -σ−C∗ یک A که حالتی در [۶.۵ قضیه [؟، زاراکاس است. Aی شده دار یکه همانی عنصر ،١ آن
او آورد. بدست را A از AI طرفه دو آل ایده و KA(E) فشرده عملگرهای بین ای رابطه توانست باشد،
از توسیعی توان می را قضیه این .AI ≃ KA(E) توپولوژیکی، یکریختی -∗ گرفتن نظر در با که کرد ثابت
گرفتن نظر در با دانست. هیلبرت دو-مدولهای -C∗ برای [١.١٠ گزاره [؟، شن و مینگو براون، ی نتیجه
برای تقریبی واحد یک ،Tα =

∑n
i=١ θxα

i ,x
α
i
آن در که {Tα} که داد نشان تون می آسانی به قضیه، این

پردازیم. می ∗-یکریختی این توضیح به اختصار به ادامه در است. KA(E)

کنید فرض است. جبر -σ − C∗ یک لذا است، A از بسته جبر زیر -∗ یک AI که جایی آن از
یک LA(E) طرفی از .Nn = Ker(pn|

AI
) ،n هر ازای به و In = AI/Nn آن در که AI = lim←− In

،λn : In → LAn(En) تناظر ،n هر ازای به .LA(E) = lim←−LAn(En) لذا است جبر -σ − C∗

٧Zarakas
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گیریم. می نظر در زیر صورت به را a+Nn → λna+Nn

λna+Nn
(x+NE

n ) = ax+NE
n , a ∈ AI, x ∈ E.

{uα,n}α ،n هر ازای به [١.٢ لم [؟، به بنا است، AI برای تقریبی واحد یک {uα}α که جایی آن از
و b ∈ AI کنید فرض است. In برای تقریبی واحد یک uα,n = (

∑m
i=١ A⟨xαi , xαi ⟩) + Nn آن در که

،α هر ازای به صورت این در λnb+Nn
= ٠

(b+Nn)uα,n = (b
m∑
i=١

(A⟨xαi , xαi ⟩)) +Nn

=
m∑
i=١

(A⟨bxαi , xαi ⟩) +Nn

=
m∑
i=١

(A⟨(b+Nn)(x
α
i +NA

n ), x
α
i +NA

n ⟩)

=
m∑
i=١

(A⟨λnb+Nn
(xαi +NA

n ), x
α
i +NA

n ⟩)

= ٠

است. یک به یک λn ،n هر ازای به بنابراین .b+Nn = ٠ نتیجه در و
دستگاه در مرتبط، های نگاشت σmn : Em → En ،n ≤ m که n و m هر ازای به کنید فرض
نگاشت (πmn)∗ : LAm(Em)→ LAn(En) و باشند هیلبرت مدول -Am عنوان به {Em}m∈N وارون
ازای به صورت این در باشند. جبرها -C∗ عنوان به {LAm(Em)}m∈N وارون دستگاه در مرتبط های

،ξ ∈ E و T ∈ LAm(Em) هر
(πmn)∗(T )(ξ +NE

n ) = σmn(T (ξ +NE
m)). (٣.۴)

بگیرید. نظر در را زیر نمودار ،n ≤ m که n mو هر برای

Im
λm

−−−→ LAm(Em)

πmn

y y(πmn)∗

In −−−→
λn

LAn(En)

هر ازای به است. {Im}m∈N وارون دستگاه در مرتبط نگاشت πmn : In → Im نمودار این در
،n ∈ N

(πmn)∗λ
m
a+Nm

(ξ +NE
n ) = σmn(λ

m
a+Nm

(ξ +NE
m))

= σmn(aξ +NE
m)

= aξ +NE
n

= λna+Nn
(ξ +NE

n )

= λn(πmn(a+Nm))(ξ +NE
n ).
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تعریف ξ → aξ صورت به را λa : E → E تابع ،a ∈ AI هر برای است. جابجایی بالا نمودار بنابراین
است تعریف خوش a→ λa ،λ : AI → LA(E) تناظر رو این از .λa ∈ LA(E)صورت این در کنید.
ترتیب به σn : E → En و πn : AI → In فرضکنید است. جبرها -σ−C∗ بین همریختی یک∗- و

و باشند {In}n∈N و {En}n∈N وارون های دستگاه در تصویری های نگاشت
(πn)∗ : LA(E)→ LAn(En), (πn)∗(S)(ξ +NE

n ) = σn(Sξ), (۴.۴)
{LAn(En)}n∈N وارون دستگاه در تصویری های نگاشت ،n ∈ N و ξ ∈ E ،S ∈ LA(E) آن در که

زیر نمودار صورت این در باشند.

AI
λ−−−→ LA(E)

πn

y y(πn)∗

In −−−→
λn

LAn(En)

،n ∈ N و ξ ∈ E ،a ∈ AI هر ازای به زیرا است جابجایی
(πn)∗λ(a)(ξ +NE

n ) = σn(λa(ξ)) = aξ +NE
n

= λn(a+Nn)(ξ +NE
n )

= λn(πn(a))(ξ +NE
n ).

یک لذا و است بسته تصویر دارای λنگاشت ،[۵.٣ گزاره(١) [؟، به بنا نتیجه در و λ = lim←−λ
n بنابراین

روی به را span{⟨ξ, η⟩ : ξ, η ∈ E} چگال مجموعه ،λ لذا است. تصویرش روی پوشا ٨ همسانریختی
-∗ حد در بنابراین است. KA(E) در چگال ی مجموعه یک که نگارد می {θξ,η : ξ, η ∈ E} مجموعه

.KA(E) = AI داریم توپولوژیکی یکریختی
گاه آن باشد هیلبرت دو-مدول -Aیک E و جابجایی موضعی جبر -C∗ یک A فرضکنید .٣.۴.۴ گزاره

است. جابجایی KA(E)

صورت این در .x, y, z, u, v ∈ E کنید فرض برهان.
θx,yθu,v(z) = θx.⟨y,u⟩A,v(z) = x.⟨y, u⟩A⟨v, z⟩A = A⟨x, y⟩u.⟨v, z⟩A

= A⟨x, y⟩A⟨u, v⟩.z

و
θu,vθx,y(z) = θu.⟨v,x⟩A,y(z) = u.⟨v, x⟩A⟨y, z⟩A = A⟨u, v⟩x.⟨y, z⟩A

= A⟨u, v⟩A⟨x, y⟩.z.

خطی ی شده تولید ،KA(E) که جایی آن از .θx,yθu,v = θu,vθx,y ،x, y ∈ E هر ازای به بنابراین
است. جابجایی KA(E) که گرفت نتیجه توان می است، {θx,y : x, y ∈ E} ٩ بستار توسط

٨homeomorphism
٩linear span
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Aجابجایی اگر باشد. هیلبرت دو-مدول -AیکE و موضعی جبر -C∗ Aیک فرضکنید .۴.۴.۴ نتیجه
است. صفر KA(E) روی مشتق هر گاه آن باشد

نتیجه است، موضعی جبر -C∗ یک KA(E) که حقیقت این و ؟؟ ی گزاره ؟؟، لم بکاربردن با برهان.
شود. می حاصل

باشد. هیلبرت دو-مدول -Aیک E و جابجایی موضعی جبر -σ−C∗ یک A کنید فرض .۵.۴.۴ قضیه
است. صفر LA(E) روی مشتق هر صورت این در

می نشان ابتدا باشد. ؟؟ ملاحظه در تور همان {Tα} و LA(E) روی مشتق Dیک کنید فرض برهان.
صورت این در .x, y ∈ E کنید فرض نگارد. می خودش به را KA(E) ،D که دهیم

D(θx,yTα) =
n∑

i=١
D(θx,yθxα

i ,x
α
i
) =

n∑
i=١

D(θx,y)θxα
i ,x

α
i
+

n∑
i=١

θx,yD(θxα
i ,x

α
i
) ∈ KA(E).

.D(θx,y) ∈ KA(E) ،x, y ∈ E ازایهر به که کند LA(E)ایجابمی بودنKA(E)در بسته و پیوستگی
فرض است. صفر ؟؟، ی نتیجه به بنا و بوده KA(E) روی مشتق یک KA(E) به D تحدید نتیجه در

،x, y ∈ E هر ازای به صورت این در .S ∈ LA(E) کنید
D(S)θx,y = D(Sθx,y)− SD(θx,y) = ٠.

رو این از و D(S)θx,D(S)x = ٠ خصوص، به

D(S)(x)⟨D(S)(x), D(S)(x)⟩ = D(S)(x⟨D(S)(x), D(S)(x)⟩)

= D(S)θx,D(S)(x)(D(S)(x))

= ٠.

هر برای نتیجه در و |D(S)(x)|۴ = ⟨D(S)(x)⟨D(S)(x), D(S)(x)⟩, D(S)(x)⟩ = ٠ بنابراین
.D = ٠ کند می ایجاب این .D(S)(x) = ٠ ،x ∈ E
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φ-morphism. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مورفیسم. -φ
∗-Preserving . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . * حافظ



Aabstract

We study induced representations ofHilbert modules over pro-C*-algebras and their non-degeneracy.
We give a module version of the imprimitivity theorem for Hilbert modules over pro-C∗- alge-
bras. We deduce Stinespring representation theorem of pro-C*-algebras from Paschke’s GNS-
construction and we result an analogue of Stinespring theorem for Hilbert modules over pro-C*-
algebras. Also we obtain a Radon-Nikodym type theorem for operator valued completely positive
maps on Hilbert modules over pro-C*-algebras. We study derivations on the algebra of operators
in Hilbert pro-C*-bimodules and we show that if E is a Hilbert bimodule over a commutative pro-
C*-algebra A then every derivation on KA(E), compact operators on E, is zero. Moreover, if A
be a commutative σ-C*-algebra then every derivation on LA(E), adjointable operators on E, is
zero. Also, we prove that if E be a full Hilbert module over a pro-C*-algebra A, the innerness of
derivations onKA(E) implies the innerness of derivations on LA(E).

keywords: Locally C*-algebra; Hilbert module; Derivations on the algebra of operators; Repre-
sentation
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