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 تقدیم به ... 

 

خواهم چیزي . میانت؛ با بدرقه دعاي همیشگیشما هستممن از تبار سبز  ،و مادر عزیزم پدر     

شود. بارها پیش آمده است که من بر من آشکار می تانهاي پیش از اینگذرد دلسوزيه میبگویم. هرچ

نبوده است. من  شماهاي راهنماییجز  ام و چیزياي دقیق و مقطعی حساس. من بودهام و واقعهبوده

ام به ، روز به روز رشد کردهشماام. من در پناه ملاطفت ه ستودهدر سین انتکه همیشه شماام و بوده

 .سختی به نام زندگی روي ماجراي به بوده است رو شماهگشاي اهاي رام، حرفسو نگریستههر 

 وچک به شما دو بزرگ.این کار برگ سبزي است تقدیم از سوي این ک     
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 تشکر و قدردانی

     

خداي بزرگ را شاکرم و اکنون که با یاریش و توکل به او این پایان نامه را به اتمام رسانده ام     

وظیفه خود می دانم تا نهایت تشکر و قدردانی خود را از استاد راهنماي عزیز و گرانقدرم جناب آقاي 

 راهیم هاشمی به خاطر کمک هاي عالمانه و بی دریغشان ابراز دارم.دکتر اب

همچنین از جناب آقاي دکتر احمد زیره مشاور محترمم در این پایان نامه، جناب آقاي دکتر نادر     

جعفري راد، جناب آقاي دکتر میر حیدر جعفري و جناب آقاي سید رضا موسوي بـه خاطر همکاري 

 .بی دریغشان سپاس گذارم
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 چکیده

 

، ایده آل هاي اول الحاقی و مدول هاي ثانویه و نمایشی توسط مک دونالد معرفی 3891در سال      

شدند تا نظریه دوگان ایده آل هاي اول وابسته را در جبر جابجایی گسترش دهند. در این پایان نامه 

ناجابجایی تعمیم مــی دهیم. همچنین مجموعه  نظریه مک دونالد را بـه مدول ها روي حلقه هاي

ایده آل هاي اول الحاقی مدول هاي مختلف را بررسی خواهیم کرد. رفتار ایده آل هاي اول الحاقی 

و     مدول باشد -Rیک  RMتحت هم ارزي رسته ها را نیز بــررسی می کنیم. فرض کنیم 

RR:   یــک خودریختی وS  نمایانگر حلقه چند جمله اي اریـب ;xR  باشد. می توانیم

مجموعه چند جمله اي هاي معکوس  1xM  را به عنوانS-  مدول راست در نظر بگیریم به طوري

 ،Raو  Mmو  j,iراي هر که ب

    
ij

ijxam
:axmx

jii

ji
















 

سازگار باشد  -یک مدول به طور کامل  Mنشان خواهیم داد که اگر 

آنگاه       RS MAttp:xpxMAtt 1 ( RMAtt  نمایانگر مجموعه ایده آل هاي اول

است(. در صورتی که  RMالحاقی مدول  1xM  یک مدول باس و به طور کامل-  سازگار باشد

آنگاه        RS MAttp:xpxMAtt 1 همچنین در ادامه مفهوم مدول هاي ثــانویه و .

نمایشی را بـه مدول هــا روي حلقه هاي نـاجابجایی تعمیم می دهیم. قابل ذکر است که نتایج این 

 می باشد. [1]پایان نامه برگرفته از 

 

ایده آل اول الحاقی، مدول هم اول، ایده آل اول وابسته، پوچ ساز، مدول ثانویه، مدول نمایشی، حلقه کلمات کلیدی: 

 سازگار، حلقه کامل راست، مدول باس -چند جمله ایهاي اریب، مدول
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  علائم و اختصارات فهرست

 

Z                    مجموعه اعداد صحیح 

nZ                   مجموعه اعداد صحیح که مضربی ازn هستند 

N                   موعه اعداد صحیح مثبتمج 

p
Z                p- گروه پروفر 

                     مجموعه تهی 

          x  عضوي از مجموعهA است 

Ax             x  عضوي از مجموعهA نیست 

BA              اجتماع دو مجموعهA  وB 

BA              اشتراک دو مجموعهA  وB 

BA              تفاضلB  از مجموعهA 

BA            A  زیرمجموعهB است 

BA            A  زیرمجموعه سره اي ازB است 

A                    کاردینال مجموعهA 

BA:f       f  تابعی ازA  بهB است 

ba              a  بهb تصویر می شود 

X                  تولید شده توسطX 

Ker               هسته همریختی 

IR                  حلقه خارج قسمتیR رويI 

 xR                 حلقه چند جمله ایها 

 xf                 چند جمله اي روي متغیرx 

 RMEnd         مجموعه تمام درونریختی هاي مدولM 

 RM n              حلقه تمام ماتریس هايnn  روي حلقهR 

Ax



 ک 

I                   کال ایده آل رادیI 

Rrad                رادیکال جیکبسون حلقهR 

 Rspec             مجموعه تمام ایده آل هاي اول حلقهR 

 RMax            م ایده آل هاي ماکسیمال حلقه مجموعه تماR 

 RMann           پوچ سازR-  مدول راستM 

 1xM              مدول چند جمله اي معکوس 

 ;xR             جمله ایهاي اریب حلقه چند 

 ME                انژکتیو هال مدولM 


Ii

iM               حاصلضرب مستقیم خارجی خانوادهR- مدول هاي راست 
IiiM


  

i

Ii

M


مدول هاي راست -Rحاصلجمع مستقیم خارجی خانواده                 
IiiM


 

ACC                شرط زنجیر افزایشی 

DCC                شرط زنجیر کاهشی 

 R

* MAss         ده آل هاي اول وابسته مدول خوب مجموعه تمام ایRM  روي حلقه جابجاییR 

 RMAss            مجموعه تمام ایده آل هاي اول وابسته مدولRM  روي حلقه ناجابجاییR 

 R

* MAtt           مجموعه تمام ایده آل هاي اول الحاقی مدول نمایشیRM  روي حلقه جابجاییR 

 RMAtt             مجموعه تمام ایده آل هاي اول الحاقی مدولRM  روي حلقه ناجابجاییR 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

 
 

 فصل اول

 

 تعاریف و خلاصه ای از پایان نامه
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 فصل اول

  

 تعاریف و خلاصه ای از پایان نامه

 

 ابتدا مفاهیمی که در این پایان نامه استفاده می شوند را یادآوري می کنیم.    

نامیم هرگاه  3را اول Pباشد. ایده آل  Rآلی از حلقه دلخواه ایده  Pفرض کنید -تعریف : الف 1-1

RP   و براي ایده آل هايRJ,I  اگر ،PIJ   آنگاهPI   یاPJ . 

QI، اگر Rاز  Iنامیم هرگاه براي هر ایده آل  8را نیم اول Rاز حلقه Qایده آل  -ب 2  آنگاه

QI . 

را با  Rمجموعه تمام ایده آل هاي اول حلقه      RSpec .نشان می دهیم 

( است هر گاه 3)نیم اول 1اول Rگوییم حلقه تعریف:  1-2  .یک ایده آل اول )نیم اول( باشد 

 یـک ایده آل چپ mباشد. گوییم  R( ازحلقه یک ایده آل چپ )راست mفرض کنید تعریف:  1-3

                                                 
1 - prime ideal 
2 - semiprime ideal 
3 - prime ring 
4 - semiprime ring 
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Imاست اگــر براي هـــر ایـده آل چپ )راست(  3)راست( مـــاکسیمال   نتیجه شودIm  یــا 

RI . 

را با  Rهاي ماکسیمال حلقه مجموعه تمام ایده آل      RMax .نشان می دهیم 

را با  Mمدول  8مدول راست بــــاشد. پوچساز -Rیک  Mفرض کنـــیم      RMann نــمایش 

و به صورت  می دهیم    Mr:RrMann R .تعریف می کنیم 

نامیم هرگاه هر عضو ناصفر آن نسبت به عمل ضرب  1را یک حلقه تقسیم Rحلقه تعریف:  1-4

 وارون داشته باشد.

وجود  Rbیک مقسوم علیه چپ )راست( صفر است هرگاه  aعنصر ناصفر تعریف:  1-5

ab داشته باشد به قسمی که  ba. 

فرض کنیم تعریف:  1-6 
IiiM


مدول هاي راست باشد. حاصلضرب خانواده فوق  -Rخانواده اي از  

را با نماد 
Ii

iM :نمایش می دهیم و به صورت زیر تعریف می کنیم 

  iii

Ii

i Mm:m:M 


 


Ii

iM  با دو عمل جمع و ضرب اسکالري که به صورت زیر تعریف می کنیم یکR-  مدول راست

است و به آن حاصلضرب مستقیم خارجی خانواده  iM گوییم: 

      IiiiIiiIii mmmm 





 

   
IiiIii rmrm,Rr


 

زیر مجموعه اي از     
Ii

iM :را به صورت زیر در نظر می گیریم 

ها می توانند ناصفر باشند.  : im}تعداد متناهی از  
Iiim


 } 

ایــن مجموعه یک زیر مدول 
Ii

iM  است و به آن حاصلجمع مسـتقیم خارجی 
IiiM


 گوییم و با  

                                                 
1 - maximal left (right) ideal 
8 - annihilator 
3 - division ring 
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علامت 
i

Ii

M


 نمایش می دهیم. 

فرض کنید تعریف:  1-7 Ii:Ci   یک خانواده از زیر مجموعه هاي مجموعهC  باشد. گوییم این

( صدق می کند  هر گاه یک زنجیر افزایشی C.C.A)به طور خلاصه  3ه در شرط زنجیر افزایشیخانواد

نامتناهی مانند 
21 ii CC .در ایــن خانواده وجود نداشته باشد 

 دو گزاره زیر معادل با این شرط هستند:     

ده مانند ( براي هر زنجیر صعودي در این خانوا3)     
21 ii CC عدد صحیح ،n  وجود داشته

باشد به طوري که 
 21 nnn iii CCC. 

 ( هر مجموعه ناتهی از این خانواده تحت رابطه شمول یک عضو ماکسیمال داشته باشد.8)    

( براي یک خانواده از زیر مجموعه هاي C.C.D)به طور خلاصه  8به طور مشابه شرط زنجیر کاهشی

 تعریف می شود. Cمجموعه 

( 3ی)آرتین 1را نوتري Mمدول بــاشد.  -Rیــک  Mیک حلقه و  Rفرض کنــید تعریف:  1-8

در شرط  Mمی نامیم اگر خانواده همه زیر مدول هاي   C.C.AC.C.D  صدق کند. حلقهR  را

 مدول، نوتري )آرتینی( باشد. -Rبه عنوان یک  Rنوتري )آرتینی( نامیم اگر 

 Rحلقه  4را رادیکال جیکبسون  Rاشتراک تمام ایده آل هاي چپ ماکسیمال حلقه عریف: ت 1-9

 نمایش می دهیم. Rradنامیم و آنرا با علامت 

را با   M، اشتراک تمام زیر مدول هاي ماکسیمال RMمدول )راست(  -Rبراي تعریف:  1-11

Mrad  نمایش می دهیم. اگر مدولM  هیچ زیر مدول ماکسیمالی نداشته باشد آنگـــاه تعریف

MMradمی کنیم  . 

 

                                                 
3 - ascending chain condition 

2 - decending chain condition 
3 - Noetherian 
4 - Artinian 
5 - Jacobson Radical 
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گوییم اگر  3را ساده Rحلقه  -تعریف : الف 1-11 R و ،   وR .تنها ایده آل هاي آن باشند 

باشد یا به  Rاست هر گـاه هر ایده آل آن یـک جمعوند مستقیم از 8نیم ساده Rگوییم حلقه  -ب

 با مجموع مستقیمی از ایده آل هاي مینیمال خود برابر باشد. Rطور معادل 

MXمدول باشد و -Rیک  Mفرض کنیم تعریف:  1-12 زیــر مدول تولیــد شده توسط . 

 X  را با علامتX نمایش می دهیم که عبارت است از اشتراک تمام زیر مدول هايM  که

 هستند . Xشامل

MXمدول باشد و  -Rیک  Mاگرگزاره:  1-13 آنگاه ، 

.t,n,Xm,m,Zn,RrnmrmX jiji

t

j

jj

n

i

ii









 


1
11

 

 مدول یکانی باشد، آنگاه -Rیک  Mاگر نتیجه:  1-14

.n,Xm,RrrmX ii

n

i

ii









 


1
1

 

 Mزیر مجموعه متناهی از  نامیم هرگاه 1را یک مدول متناهی مولد Mمدول  -Rتعریف:  1-15

مانند  nm,,mX 1  وجود داشته باشد به قسمی کهXM . 

Ra ،aIاست اگر براي یک  3اصلی Rاز حلقه  Iایده آل تعریف:  1-16 . 

اصلی  Rمی نامند اگر هر ایده آل حلقه  4را یک دامنه ایده آل اصلی Rدامنه صحیح تعریف:  1-17

 باشد.

  مدول یکانی متناهی مولد باشد آنگاه -Rیک  Mاگرتذکر:  1-18

.RmRmRmM n 21 

مدول و  -Rیـک  Mفرض کنیم تعریف:  1-19 
Iiim


 را Mیک مولد آن باشد. اگر هر عضو از  

                                                 
1 - simple ring 
2 - semisimple ring 
3 - finitely generated module 
4 - principal ideal 
5 - principal ideal domain 
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بتوان   بـه طور    منحصربفرد      بـــر     اساس      خانواده      
Iiim


 بــیان   کرد؛   یــعنی     

     iiiiii srismrm  در این صورت گوییم خانواده 
Iiim


  Mبراي  3یـــک پایه 

 است. 8مدول آزاد -Rیک  Mاست و 

 مدول آزاد است. -Rمدول، تصویر همریخت یک  -Rهر قضیه:  1-21

است هرگاه  1ساده Mمدول ناصفر گوییمتعریف:  1-21   وM .تنها زیر مدول هاي آن باشند 

است  4نیم ساده باشد و موضعی RradRنامیده می شود اگر  3نیم موضعی Rحلقه تعریف:  1-22

 حلقه تقسیم باشد. RradRاگر 

 موضعی است هرگاه دقیقاً یک ایده آل ماکسیمال داشته باشد. Rحلقه جابجایی قضیه:  1-23

مـی نامیم هر   8را پروژکتیو Pمدول باشد.  -Rیک  Pیک حلقه و  Rفرض کنید  تعریف: 1-24

BA:f 9گاه براي هر بروریختی   بینR-  مدول هايA  وB  و هر همریختیBP:g  ،

AP:hیک همریختی    وجود داشته باشد به طوري کهghf . 

می نامیم هر گاه  9را انژکتیو Iمدول باشد.  -Rیک  Iیک حلقه و  Rفرض کنید تعریف:   1-25

BA:f 8براي هر تکریختی   بینR-  مدول هايA  وB  و هر همریختیIA:g  یک ،

IB:hهمریختی    وجود داشته باشد به طوري کهgfh . 

مدول راست  -Rمدول راست در نظر بگیرید.  -Rرا به عنوان یک  ]15M[تعریف:  1-26

EM R  از  30را یک توسیع اساسیM  نامند اگر اشتراک هر زیر مدول ناصفرE  باM   غیرصفر

 باشد.

                                                 
1 - Basis 
2 - free module 
3 - simple module 
4 -  semilocal 
5 -  local  
6 - projective 
7 - epimorphism 
8 - injective 
9 - monomorphism 
10 - essential extension 
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    E  را یک توسیع اساسی ماکسیمال ازM  نامند هرگاه اگرN یع اساسی از یک توسM  باشد و 

NE  آنگاه ،EN . 

 انژکتیو است اگر وتنها اگر هیچ توسیع اساسی سره نداشته باشد. RMمدول  ]15[لم:  1-27

EMبراي مدول هاي   ]15[قضیه:  1-28  :گزاره هاي زیر معادلند 

   (3 )E  یک توسیع اساسی ماکسیمال ازM .است 

   (8 )E  یک توسیع اساسی ازM .و انژکتیو است 

   (1 )E وي یک توسیع انژکتیو مینیمال رM .است 

EMاگر مدول هاي تعریف:  1-29   در یکی از سه شرط بالا صدق کنند آنگاه گوییمE ،

است و با علامت  M 3انژکتیو هال MEE  .نمایش می دهیم 

 لی در این پایان نامه می پردازیم.حال به بحث اص   

نامیده می شود اگر براي هر  8ثانویه RMمدول ناصفر  Rبراي حلقه جابجایی  تعریف: 1-31

Rr1، درونریختیmrm باشد. 3یا پوشا و یا پوچ توان 

که  Rی ساده نشان می دهد که براي مدول هاي ثانویه مجموعه تمام عناصر حلقه یک بررس     

است.  Rمتناظر با شکل پوچ توانی از درونریختی ذکر شده باشند، یک ایده آل اول از حلقه 

مجموعه تمام این عناصر را بـا علامت  M  نمایش می دهیم وRM  را مدول M-  ثانویه

  می نامیم. 

نامیم هر گاه با یک مجموع متناهی )ناتهی( از مدول هاي  4را نمایشی RMمدول  عریف:ت 1-31

 ثانویه برابر باشد.

 به طور منحصربفرد تعیین  RMي ثـانویه مدول نمایشی ایـــده آل هاي اول متناظر با مؤلفه ها    

                                                 
1 - injective hull 
2 - secondary module 
3 - endomorphism 
4 - nilpotent 
5 - representable  module 
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 نامیده می شوند. مجموعه ایـده آل هاي RMمدول نمایشی  3می شوند که ایده آل هاي اول الحاقی

را با علامت  RMاول الحاقی مدول نمایشی  RMAtt .نمایش می دهیم 

 بـــراحتی بررسی می شود که هر مدول خـــارج قسمتی از یک مدول ثـانویه )نمایشی( نیز ثانویه    

 )نمایشی( است.  

   یک حلقه جابجایی در نظر گرفته می شود. Rدر ادامه نیز     

نامیم هرگاه براي هر  M 8را یک زیر مدول اولیه Mمدول از Nزیر مدول سره تعریف: 1-32

Rr  وMx اگر ،Nrx  آنگاهNx  یا توانی ازr  در NMann  باشد. به عبارت دیگر

، درونریختی Rrبراي هر 
N

M
.r

N

M
:r  .یا یک به یک و یا پوچ توان باشد 

R،از حلقه  Iیاد آوري می کنیم براي ایده آل     Ir,Nn:RrI n . 

یک زیر مدول اولیه باشد آنگاه  Nاگر ]16[لم:  تعریف و 1-33 NMann یک ایده آل اول

 اولیه نامیم. -Pرا  Nدر نظر بگیریم،  Pاست. اگر آنرا 

nQQQNمی نامیم اگر  1را تجزیه پذیر اولیه Mاز Nزیر مدولتعریف:  1-34  21  که

iQ ها زیر مدول هايiP- .اولیه هستند 

 وان حذف کرد.ها را نتiQاست در صورتی که هیچ کدام از  3این تجزیه مینیمال    

می نامیم در صورتی که زیر مدول صفر در آن داراي تجزیه اولیه   4را خوب Mمدول تعریف: 1-35

 باشد.

RM ،nQQQفرض کنیم براي مدول خوب  ]1.2قضیه  ،16[قضیه: 1-36  21  یک

باشد. در این صورت مجموعه ایده آل هاي اول  Mر تجزیه اولیه مینیمال براي صفر د

 ii QMannP  .مستقل از تجزیه است 

                                                 
1 -  attached prime 
2 - primary 
3 - primary decomposable 
4 - minimal 
5 - good 
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مجموعه  نامیده می شوند. RMمدول  3، ایده آل هاي اول وابستهiPایده آل هاي اول      nP,,P 1 

را با علامت   MAss  نمایش مــی دهیم. )توجه کنید که این تعریف تنها در صورت نوتري بــودن 

M یکسان است(. ]4[با تعریف ارائه شده در 

هر مدول خــارج قسمتی نـاصفر و هر مجموع مستقیم متناهی از مدول هاي  ]1.1لم ، 16[ لم: 1-37

p-  ،ثــانویهp- .ثانویه است 

 اولیه است. -pثانویه، یک ایده آل  -pپوچ ساز یک مدول  ]2.1، لم 16[لم:  1-38

اراي نمایش مینیمال )دRMپوچ ساز مدول نمایشی  ]3.2، قضیه 16[لم:  1-39



n

i

iNM
1

است  

به طوري که  ii Np  یک ایده آل تجزیه پذیر اولیه از حلقه )R است و اگر این پوچ ساز را باI 

نشان دهیم آنگاه    MAttIRAss  . 

فرض کنید اثبات:   ii qNann  19-3. با توجه به ،  iii pqNa n n  پس .

  
n

i

iR qMannI
1

 پس .I  تجزیه پذیر اولیه است. فرض کنید
k

i

iqI
1


  تجزیه مینیمالI 

nkباشد به طوري که    و


ii pq بوضوح .   


kp,,pIRAss 1 (I  صفر حلقهIR 

است(. بنابراین    MAttIRAss   .□  

 

باشد،  RMیک مدول خارج قسمتی از مدول نمایشی  Qفرض کنید  ]4.2، قضیه 16[گزاره:  1-41

یک مدول نمایشی است و  Qدر این صورت    RR MAttQAtt  . 

مک دونالد توصیفی از      RMAtt  براي مدول نمایشیRM  روي حلقه جابجاییR  را به صورت

 ورد.زیر به دست آ

 یــک مدول نـمایشی )داراي نــمایش مینیمـال RMفــرض کنیــد  ]2.2، قضیه 16[گزاره:  1-41

                                                 
1 - associated prime 
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 



n

i

iNM
1

است بــه طوري که   ii Np  روي حلقه جابجایی )R  باشد وp یــده آل یــک ا

 باشد. در ایـن صورت گزاره هاي زیر معادلند: Rاول حلقه 

    (3 ) RMAttp ؛ 

    (8 )RM  داراي یک مدول خارج قسمتیp- ثانویه است؛ 

    (1 )RM رج قسمتی داراي مدول خاRQ  است به طوري که  pQ ؛ 

    (3 )RM  داراي مدول خارج قسمتیRQ  است کهp  عنصر مینیمال مجموعه تـمام ایده آل هاي

اول شامل  RQann است. 

ابتدا معادل بودن اثبات:  1، 2  و 3   .را ثابت می کنیم 

       12   فرض کنید



ij

ji NP بنابراین .iPM  زیرا این نمایش مینیمال است( و(

   iiiiiii PNNPNPPM   30-3که با توجه به ،ip- .ثانویه است 

       23  .واضح است 

       31   فرض کنیدPMQ  .iNکه براي  ها را مجدداً شماره گذاري می کنیم به طوري

ri 1 ،PNi  و براي ،nir 1 ،PNi  پس .

    
 


n

i

r

i

ii PPNPPNPM
1 1

ri. براي هر  1 ،   PNNPPN iii  و با ،

ت. پس ثانویه اس -ip،  30-3توجه به      
r

i

r

i

ii pPPNPMp
1 1 

 و بنابراین ،p 

rp,,pبا یکی از  1 .برابر است 

       34   اگرQ  یک مدول خارج قسمتی ازM  باشد به طوري که  pQ گاه ، آن

  pQann  و بنابراین ،p  عنصر مینیمال منحصربفرد از مجموعه تمام ایده آل هاي اول شامل

 Qann .می باشد 

       41   30-3بـا توجـه به ،Q  18-3نمایشی است، پـس بنا بـر،  QannI  تـجزیـه پذیـر 
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، 30-3و  18-3اولیه است و بنابر       MAttQAttIRAssp   .□ 

 است همراه با:  ,C,B,Aکلاسی از اشیاء مانند   3یک رستهتعریف:  42 -1

  i  مجموعه هاي مجزاي B,AHom  به ازاي هر دو شیءA  وB  از عناصر . B,AHom 

BA:fمی نامند و با نماد   8را ریخت  .نشان می دهند 

   ii براي هر سه شی ءC,B,A  نه لزوماً متمایز( وجود دارد تابع( 

     
 








fgf,g

C,AHomB,AHomC,BHom


 

fg   را ترکیبg  وf :می نامند. این تابع داراي خواص زیر است 

    1 یعنی اگر شرکت پذیري ،BA:f,CB:g   وDC:h  آنگاه ،

   fghfgh  . 

    2  عنصر همانی، براي هر شی ءB  از  وجود داشته باشد ریختBB:B 1  به طوري که

BA:fبراي هر    و هرCB:g  ،ffB 1  وgg B 1 .B1  را ریخت همانیB .گویند 

 به  از   1ور از یک فانکتور همورددو رسته دلخواه باشند. منظ و  فرض کنید تعریف:  1-43

، یک شی نشان می دهیم. یکی تابع شی ء که به هر شی ء از  Tزوجی از توابع است که هر دو را با 

BA:fدیگري تابع ریخت که به هر ریخت  را نسبت می دهد وء از   از ریخت ،

     BTAT:fT   از  را نسبت می دهد وT :داراي خواص زیر است 

    i  به ازاي هر ریخت همانیB1  داریم   BTBT 11 . 

    ii  اگر براي هر دو ریختf  وg  از  ترکیب توابعf  وg داشته  معنی داشته باشد آنگاه

باشیم      fTgTfgT  . 

فـانکتور همورد   :T است اگر فـانکتور همورد  3یک هـم ارزي رستـه اي  :T  وجـود 

                                                 
1 - category 
2 - morphism 
3 - covariant functors 
4 - category equivalence 
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Tو  Tداشته باشد بـه طوري که   رت رسته هاي وارون یکدیگر باشند. در این صو  و  را هم ارز

 می نامند.

ل هاي راست مــدو -R( نشان دهنده رسته همه S) Rدو حلقه، و  Sو Rفـرض کنید     

(S- .باشد )مدول ها 

را در نظر بگیرید. براي  Sحلقه دلخواه  ]21.17، قضیه 15[قضیه:  1-44 SMR n  1n 

 هم ارزند. Sو  R(، رسته مدول هاي Sروي حلقه  nn)حلقه ماتریس هاي 

مدول هــــاي متناظر تحت هم ارزي  RNو  RMفـــرض کنید  ]47.18، گزاره 15[گزاره: 1-45

SR:Tرسته اي   یــده آل باشند. در این صورت ا  RMann   متناظر بــا ایده آل

  SNann   می باشد. بویژهM مدول 3وفادار(M  را وفادار می نامیم در صورتی که

   RMann است اگر و تنها اگر )N ار باشد.وفاد 

چپ )راست( نـامیم هر گاه براي هر  8پوچ توان -Tرا،  Rاز حـلقه  Aزیر مجموعه تعریف:  1-46

دنباله   A,a,a 21 1، عدد صحیحn  وجود داشته بـاشد به طوري که

 naaa 21  12aaan. 

RJبراي ایده آل راست  ]16.23، گزاره 13[قضیه:  1-47 :گزاره هاي زیر معادلند ، 

    (3 )J ،T- .پوچ توان است 

MMJ، اگرMل راست مانند مدو -R( براي هر 8)       آنگاهM. 

    (2 براي هر )R-  مدول راست مانندMN اگر ،MNMJ  آنگاهMN . 

اگر  Nمدول چپ  -R( براي هر 1)      JannN آنگاه ،N 

     JxNxJannN. 

RRزیرمدول تعریف:  1-48 MS  شود، اگـر براي هـر زیر مدول  نامیده می 1کوچکRR MN  

                                                 
1 - faithful 
2 - T-nilpotent 
3 - small 
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MSNکه     نتیجه شودMN . 

RradJمدول راست باشد و  -Rیک  Mفــرض کنیم  ]4.24، گزاره 13[گزاره:   1-49  در .

 ایــن صورت:

    (3 )Mrad  برابر با مجموع همه ي زیر مدول هاي کوچکM .است 

    (8 )MradMJ  به علاوه تساوي زمانی رخ می دهد که .R .یک حلقه نیم موضعی باشد 

نیم موضعی  Rــامیده می شود هرگاه ن  3نیم کامل Rحلقه  ]1.23، تعریف 13[تعریف:  1-51

eeباشد که  Rradeبه فرم  RradRباشد و هــر عنصر خودتوان از  2. 

، Rradنیم ساده باشد و RradRنامیده می شود اگر  8کـامل راست Rحلقه تعریف:  1-51

T- .پوچ توان راست باشد 

هر حلقه خارج قسمتی از یک مدول کامل راست، کامل راست  ]19.24، نتیجه 13[نتیجه:  1-52

 است.

 هر حلقه نیم اول و کامل راست، نیم ساده است. ]5.24، تمرین 14[گزاره:  1-53

 قضیه ي زیر بسیار مفید خواهد بود. 4با توجه به اهداف ما در فصل     

نــیم ساده باشد و هر  RradRکامل راست است اگــر وتنها اگر  Rحلقه  ]14[قضیه:  1-54

R- باشد. مدول راست ناصفر حداقل یک زیر مدول ماکسیمال داشته 

نیم موضعی است و  Rکامل راست باشد. با توجه به تعریف،  Rفرض کنید حلقه برهان: 

RradJ  ،T-  .پوچ توان استR-  مدول ناصفرRM  نظر بگیرید. با توجه به قسمت آخر را در

(3-38 )MradMJ ( 39-3، و با توجه به )MMJ  بنابراین .MMrad یعنی.M  داراي

 حداقل یک زیر مدول ماکسیمال است.

 مـدول راست نـاصفر داراي حـداقل یـک زیـر مدول مـاکسیمال و  -Rبـعکس، فـرض کنیـد هـر  

                                                 
1 -  semiperfect 
2 - right perfect 
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RradR  نیم ساده است. کافی است ثابت کنیمR،T-  پوچ توان است. با توجه به فرض براي هر

R-  مدول ناصفرM ،MMr a d ( 38-3. با توجه به )Mr a dMJ  پس ،MMJ  .

 □پوچ توان است.  -J ،T(، 39-3بنابراین با توجه به )

 در صورتی کـه هر زیر مدول سره آن مشمول در یک می نامیم  3را باس Mمدول تعریف:   55 -1

 زیر مدول ماکسیمال باشد.

 نتیجه می شود هر مدول روي یک حلقه کامل راست، یک مدول باس است. 43-3از قضیه     

است اگر  8، به طور قوي تجزیه پذیرRMمدول تعریف:  1-56 RMEnd ی باشد.یک حلقه موضع 

 ، گزاره هاي زیر معادلند:Re 1براي عنصر خود توان ]9.21، گزاره 13[گزاره:  1-57

    (3 )eR  به عنوان یکR- .مدول راست به طور قوي تجزیه پذیر است 

    (8 )Re  به عنوان یکR- .مدول چپ به طور قوي تجزیه پذیر است 

    (1 )Ree .یک حلقه موضعی است 

 می نامیم. 3در یکی از شرایط بالا صدق کند آنرا خود توان موضعی eاگر خود توان     

,Rیادآوري می کنیم که عناصر خود توان      نامیده می شوند اگر  4، متعامد . 

neeeنیم کامل است اگر و تنها اگر  Rحلقه  ]6.23، قضیه 13[قضیه:   1-58  211 ،

 ها خودتوان هاي موضعی و دو به دو متعامدند.ieکه 

راست )چپ( نامیده می شود اگر  8، تحویل ناپذیرReعنصر خودتوان ناصفریف: تعر 1-59

eR Re  یک ایده ال راست )چپ( مینیمال از حلقهR .باشد 

 را در نــظر بگیریـد. فرض کنیـــد Reعنصر خـــود تــوان  ]18.21، گزاره 13[گزاره:  1-61

 RradJ   وRradRR :در این صورت گزاره هاي زیر معادلند . 

                                                 
1- bass 
2 - strongly indecomposable 
3 - idempotent 
4 - local idempotent 
5 - orthogonal 
6 - irreducible 
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    (3 )Re .یک خود توان موضعی است 

    (8 )e در  یک خود توان راست تحویل ناپذیرR .است 

    (2)e  یک خود توان چپ تحویل ناپذیر درR .است 

    (1 )eJeR  یکR- است. 3مدول راست ساده 

    (3 )eJ  زیر مدول ماکسیمال منحصر بفردeR .است 

RR 1، یک بروریختیRMمدول  8منظور از پوشش پروژکتیوتعریف:  1-61 MP:   است کهRP 

 است. RPیک زیر مدول کوچک  Kerیک مدول پروژکتیو و 

:MPفرض کنید  ]11.24، گزاره 13[گزاره:  1-62   .یــک پوشش پــروژکتیو بـاشد

:MPمدول پروژکتیو، و  -Rیک  Pاگــر  یک همریختی  پوشا باشد، آنگاه یک همریختی 

:PP 3پوشا و شکافته شده   وجود دارد به طوري که  اگر .MP:   یک

 یک یکریختی است. باشد، آنگاه  Mپوشش پروژکتیو براي 

:MPبا توجه به گزاره قبل پوشش پروژکتیو        ممکن است وجود نداشته باشد، اما در

 صورت وجود منحصربفرد است.

یک حلقه نیم کامل بــاشد. در ایــن صورت  Rفرض کنید  ]12.24، گزاره 13[گزاره:  1-63

R-  مدول راست )چپ( متناهی مولدM  داراي پوششی پروژکتیو است. اگرR  ،کامل راست باشد

 داراي پوششی پروژکتیو است. Mمدول راست  -Rآنگاه هر 

ول پروژکتیو متناهی نیم کامل باشد، آنگاه هر مد R( اگر 3) ]14.24، نتیجه 13[نتیجه:  1-64

ها در قضیه ieیکی از  eمی باشد )هر  Re، یکریخت با یک مجموع مستقیم متناهی RPمولد 

 است(. 3-49

  Reیکریخت با یک جمع مستقیم  RPپروژکتیو  کامل راست باشد آنگاه هـر مدول R( اگـر 8)

                                                 
1 - simple 
2 - projective cover 
3 - epimorphism 
4 - split 
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 می باشد .

 

ي  در جبر جابجایی ایده آل هاي اول الحاقی را با استفاده از تعریف مدول ها ]16[مک دونالد    

 ثانویه ارائه کرد.

مطرح مـی کنیم و نشـان  Rدلـخواه  مفهوم ایـده ال هاي اول الحـاقی را روي حلقه 8در فصل     

یک حلقه جابجایی نوتري باشد تعریف ما با تعریف کلاسیک ارائه شده  Rمی دهیم در صورتی که 

 توسط مک دونالد سازگاري دارد.

ن ویژگی ها را با آنچه همچنین برخی خواص اساسی اول هاي الحاقی را بررسی خواهیم کرد و ای    

در محیط کلاسیک بدست آمده مقایسه می کنیم. با ارائه مثال هایی نشان می دهیم که رفتار اول 

 هاي الحاقی در محیط ناجابجایی می تواند با رفتار آنها در محیط کلاسیک یکی نباشد.

 رفتار اول هاي الحاقی یک در سراسر این پایان نامه منحصراً بـا مدول هاي راست کار مــی کنیم و     

 مدول راست تحت انواع حلقه و مدول ها را بررسی خواهیم کرد.

 

 به بررسی ایده آل هاي اول الحاقی تحت هم ارزي رسته اي می پردازیم. 1در فصل     

را بررسی  3اول هاي الحاقی حلقه چند جمله ایهاي اریب 3به عنوان مسئله ي اصلی در فصل     

را  RMمدول  -Rبه این سوال در محیط جابجایی پاسخ می دهد.  ]18[ 8مل کرسن خواهیم کرد.

در نظر بگیرید.  مدول چند جمله اي معکوس    xRxM 1  را تشکیل می دهیم. مل کرسن ثابت

( همه ي ایده آل هاي اول الحاقی Rحلقه جابجایی روي  RMکرد )براي مدول نمایشی 

   xRxM 1  توسیعی هستند؛ یعنی هر ایده آل اول الحاقیp  از   xRxM 1  به شکل xpp  

Rppاست که     اول الحاقی از یک ایده آلRM .است 

 خواهیم دید که ایـده آل هاي اول هاي الحاقی در محیط ناجابجایی چندان خوش  3اما در فصل     
                                                 
1 - skew polynomial rings 
2 - L. Melkersson 
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رفتار نیستند. فـرض می کنیم  RAut ، 1xM  را به عنوان یک ;xR- نظــر  مــدول در 

 بدست می آوریم. RMمی گیریم و ایده آل هاي اول الحاقی آنرا بر حسب اول هاي الحاقی مدول 

 

  را یک مدول باس در نظر می گیریم. RMبراي بدست آوردن نتایجی بهتر، مدول  4در فصل     

داراي تعداد  Rروي حلقه کامل راست  Mاه همچنین تشان خواهیم داد که هر مدول دلخو

 متناهی ایده آل اول الحاقی است. 

 

 مدول هاي ثــانویه و نـمایشی را در جبر ناجابجایی تعریف مــی کنیم و بعضی قضـایاي 8در فصل 

مدول ناصفر روي یک حلقه کامل راست را تعمیم می دهیم. نشان می دهیم هر  ]16[ارائه شده در  

نمایشی است و براي این امر از پوشش هاي پروژکتیو کمک می گیریم. همچنین براي بدست آوردن 

نتایجی بهتر مـدول هاي قویاً ثانویه را تعریف مـی کنیم و قضایایی در مورد ایـن مدول ها مطرح 

   می کنیم.  

 

   

 

  

 

 

 

 

     

 

 



 

 

 

 

 

دومفصل   

 

ای اصلیقضای  
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 فصل دوم

 

 قضایای اصلی

 

 یک حلقه شرکت پذیر یکدار فرض می شود مگر اینکه خلاف آن ذکر شود. Rدر ادامه     

RRمی نامیم اگر براي هر زیر مدول ناصفر  3را اول RNمدول ناصفر  -R تعریف: 2-1 NN   ،

   RR NannNann . 

RN ،به آسانی می توان نشان داد که براي هر مدول اول مانند      RNann  ایده آل اولی ازR 

 است.

، ایده آل اول وابسته Rاز  pمدول راست باشد. ایده آل  -Rیک  RMفرض کنید تعریف:  2-2

RM  نامیده می شود اگر زیر مدول اولRR MN   وجود داشته باشد به طوریکه RNannp  .

به صورت  RMه آل هاي اول وابسته مجموعه همه اید RMAss .نمایش داده می شود 

 )دوگان مدول اول( و ایــده آل اول الحاقی )دوگان  8حـال آماده ایم تــا با مفاهیم مــدول هم اول    

                                                 
1 - prime module 
2 - coprime module 
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 ا شویم.آشن Rایده آل اول وابسته( روي حلقه دلخواه  

 3-8در ایــــن مفاهیم مدول هـاي خارج قسمتی جایگزین زیر مدول هاي ذکر شده در تعریف     

 می شوند.

را هم اول نامیم هرگاه براي هر مدول خارج قسمتی ناصفر مانند  RNمدول ناصفر  -Rتعریف:  2-3

RQ ز اRN ،   RR QannNann . 

هم اول باشد آنگاه  RNاگر لم:  2-4 RNannp   ایده آل اولی از حلقهR .است 

Rpیکدار است ، لذا  Rو  Nچون اثبات:  فرض می کنیم .  Rایده آل هایی از حلقه  ,

NN:QR. قرار می دهیم pباشند که   اگر .Q  آنگاهNN  و لذا ،

 NpNN  پس .  pNann R  اگر .Q آنگاه ،

    pNannQann RR  .□ 

ZZ:Nعکس این لم در حــالت کلی برقرار نمی باشد. بـه طور مثال براي       ،   ZZannp 

ست، اما برايا Zایده آل اولی از  ZnnZZQ   ،  pnZnZZann  .□ 

م نامی RMرا ایده آل اول الحاقی  Rاز  pرا در نظر بگیرید. ایده آل  RMمدول  -Rتعریف:  2-5

وجود داشته باشد به طوري که  RMاز  RQدر صورتی که یک مدول هم اول خارج قسمتی 

 RQannp  مجموعه ایده ال هاي اول الحاقی .RM  را با RMAtt .نمایش می دهیم 

اریمتوجه د مثال :   Att  و اگرRN  هم اول باشد آنگاه    RR NannNAtt  چون .RN  هم

RQ ،اول است، لذا براي هر مدول خارج قسمتی    RR QannNann  پس اگر .RQ ارج مدول خ

باشد آنگاه  RMقسمتی هم اولی از    RR NannQannp  .□ 

یک مدول  RMیک حلقه جابجایی نوتري و Rنتیجه می گیریم اگر  33-3با استفاده از گزاره     

الحاقی با تعریف کلاسیک که توسط مک دونالد ارائه نمایشی باشد آنگاه تعریف ما از ایده آل هاي اول 

 شده، یکسان است.



 19 

 Rیک ایده ال  pیک مدول نمایشی  و  RMیک حلقه جابجایی نوتري،  Rفرض کنید گزاره:  2-6

باشد. در این صورت  RMAttp اگر وتنها اگر ، RMAttp . 

باشد به طوري که  RMیک مدول خارج قسمتی هم اول  RQفرض کنید  اثبات: RQannp  با .

 ( نتیجه حاصل است.3)33-3گزاره  یک ایده آل اول است و بنابر p،3-8توجه به لم 

بـرعکس، اگر      RMAttp  ( 8)33-3، آنگاه بنابر گـزارهRM  داراي یــک مـدول خــارج

QpQیم می باشد. هدف اصلی این است کــه نشان ده RQثانویه مانند  -pقسـمتی و   فرض .

QpQمی کنیم   . 

 ،18-3نیز نمایشی است. با توجه به لم  RQمدول نمایشی است پس  RMچون 

           pQAttQannRAssQannRAss RRRRR   

که نا تهی بودن مجموعه ایـده آل هاي اول وابسته   
RRQannR  از فرض نوتري بودنR  نتیجه

نتیجه می شود. پس  R. تساوي دوم نیز از نوتري بودن حلقه ]4.1، قضیه 16[می شود

   
RRQannRAssp. 

زیرمدول اولی مانند  8-8بنا بر تعریف          RR QannRQannI  طوري  وجود دارد به

که   RQannIannp  بنابراین . RQannpI   و ازQpQ  :نتیجه می شود 

   RQann.QQpIQI 

پس   IQannI R  بنابراین .  RQannI که یک تناقض است. پسQpQ . 

QpQ:QRتی ناصفر مدول خارج قسم       که یک مدول خارج قسمتیRM  نیز هست را در نظر

هم اول است و  RQمی گیریم. براي کامل شدن اثبات کافی است نشان دهیم   pQann R . 

RQفرض کنیم        خارج قسمتی ناصفر از یک زیرمدولRQ  باشد. واضح است که RQannp  به .

RQعکس، از اینکه   ،p-  ،ثانویه استp  از عناصر پوچ توان رويRQ  ین اگر تشکیل می شود. بنابرا

 xQR آنگاه ،px .□ 
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 می پردازیم. Rحال به بررسی ویژگی هاي اصلی ایده آل هاي اول الحاقی روي حلقه دلخواه  

RRفرض کنیم گزاره:  2-7 MN  در این صورت . 

        .NMAttNAttMAttNMAtt
RRRR

 

MNمی توان فرض نمود ثبات: ا  فرض کنیم . NMAttp مدول خارج  4-8. پس با توجه به

قسمتی هم اول  
R

TM  از 
R

NM  وجود دارد به طوري که 
R

TMannp  بنابراین .

 RMAttp. 

حـال فرض کنیم      RMAttp  در ایـن صورت مدول خارج قسمتی هم اول . 
R

TM  از

RM  وجود دارد که 
R

TMannp :دو حالت در نظر می گیریم . 

TNMفرض کنیم : 1حالت  . پس  TNNTTNTM   که یک مدول خارج

است به طوري که  Nقسمتی هم اول از  TNNannp  بنابراین . RNAttp. 

TNMفرض کنیم  :2حالت  پس . 
  TTN

TM
TNM


  یک مدول ناصفر هم اول و

است(. اما  TMمی باشد )زیرا یک مدول خارج قسمتی از  pچ ساز داراي پو

 
  NTN

NM
TNM


  یک مدول خارج قسمتی از 

R
NM  است پس 

R
NMAttp .□ 

 می توانند اکید باشند. 9-8گزاره  مثال زیر نشان می دهد که رابطه هاي شمول درمثال:   2-8

Z:Rفرض کنید       بوضوح .Q  یکZ-  مدول-  ثانویه است. پسZQ  نیز-  .ثانویه است

گروه پروفر  -pیک عدد صحیح اول باشد. پس  pفرض کنید  pZZEZ
p
 (E  همان انژکتیو

 ثانویه است.  -ZQ ،هال است( به عنوان خارج قسمتی از 

qpاد صحیح اول فرض کنید )براي اعد      ) 

  qZZpZZE:M,qZZpZZ:N  

از آنجا که  pZZE ،- :ثانویه است لذا داریم 
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□           .,qZ,pZqZ,pZNMAttNAtt   

    

در مثال بالا،   تنها ایده آل اول الحاقیZ-  مدولNM  است. در گزاره بعد مدول هایی که روي

 حلقه هاي جابجایی نوتري این ویژگی را دارند مشخص می کنیم.

 .aیا  bآنگاه  abو اگر  Rنامیم هر گاه   3را یک دامنه Rحلقه تعریف:  2-9

 ، آنگاهRMیک حلقه جابجایی نوتري باشد و  Rاگر گزاره:  2-11

R  یک دامنه وRM است 8بخش پذیر     RMAtt 

، بخش پذیر است اگر و تنها اگر RMآوري می کنیم که روي یک دامنه جابجایی، مدول یاداثبات: 

Ra ،MMaبراي هر   بنابراین .RM هم اول است و ،    RMann پس .

   RMAtt. 

یک دامنه نباشد، آنگاه  Rبه عکس، اگر         یک ایده آل اول نمی باشد که با فرض در تناقض

 R. چون MaMوجود دارد به طوري که  Rدر  aبخش پذیر نباشد، عنصر  RMاست. اگر 

نوتري است پس   MaMAtt فرض کنید .   RR
MAttMaMAttp  پس زیر مدول .

MaNR   وجود دارد به طوري که 
R

NMannp  در نتیجه .pa ؛ یعنیp  که یک

 □تناقض است. 

nMM,Mمدول هاي )راست(  -Rنتیجه:  2-11 21 را در نظر بگیرید. در این صورت 

 1                                            

                                                 
1 - domain 
2 - divisible module       

          ,qZ,MAtt,
pZZ

pZ

Z
E

AttNMAtt  































 .MAttMAtt
n

i ii

n

i

 1
1













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 □و استقرا نتیجه حاصل می شود.  9-8از گزاره  اثبات: 

دو مثال بعد نشان می دهند که نتیجه بالا لزوماً براي مجموع  مستقیم نامتناهی و حاصلضرب     

 مستقیم نامتناهی برقرار نمی باشد.

 Iنشان خواهیم داد که در حالت کلی براي مجموعه اندیس گذار نامتناهی  مثال:  2-12

 
Ii

i

Ii

i MAttMAtt










. 

Z:Rیم فرض کن      و براي ،,,,,p 7532  تعریف می کنیم pR pZZ:M زیر .

pZZ:Nمدول
pR   را در نظر بگیرید. ادعا می کنیم  NMannR. 

، آنگاه Rبراي رسیدن به این ادعا، مشاهده می کنیم که اگر         ,,,,  11 

را عاد می کنند(.  شامل تعداد نـامتناهی درایه غیر صفر است )البته ، فقط تعداد متناهی عدد اول 

بنابراین   N,, 11 و لذا ، NMannR. 

ادعا می کنیم      
R

NM م اول است. براي اثبات این ادعا فرض می کنیم هRRR MTN   و

 اي وجود داشته باشد به طوري کهTM  کافی است نشان دهیم . فرض می کنیم .

  و تجزیه اول زیر را براي :در نظر می گیریم 

k

kppp


 21

21 

ها اعداد اول متمایزند. بوضوح  ipکه 



ipp

pZZM بنابراین .R

pp

R TpZZN
i




. اما 

R

pp

R MpZZN
i




RR، پس    TM  ین که یک تناقض است. بنابرا در نتیجه .

   RMAtt اما ،   


,,,pZZAtt
p

532


در حالت کلی براي حاصلضرب  33-8. پس نتیجه 

 □مستقیم نامتناهی برقرار نمی باشد. 

 ، Iدر این مثال نشان خواهیم داد در حـالت کلی براي مجموعه انـدیس گذار نـامتناهی مثال:  2-13
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   
Ii

iiIi
MAttMAtt




. 

پیدا کنیم که  RMو مدولی مانند  Rکافی است حلقه اي مانند        RR RAttMAtt  زیرا مدول .

RM  تصویر همریختR-  مدول آزاد
RIi

R
(. Iمی باشد )براي مجموعه اندیس گذار مانند  

، 9-8بنابراین بنا بـر گزاره    RIiR RAttMAtt 
 و چون ،   R

Ii

R RAttRAtt 


 نتیجه مورد ، 

 نظر به دست می آید.  

)یک دامنه ایده آل اصلی است کـه دقیقاً یک  3حلقه ارزیاب گسسته را به عنوان Rبه طور مثال،     

ایده آل اول ناصفر دارد( با ایده آل ماکسیمال  :m  در نظر می گیریم کهR بنابراین .

   mRAtt R   که این نتیجه براي هر حلقه موضعی و جابجایی m,R  برقرار است. فرض کنیدK 

نشان می دهد که  30-8بخش پذیر است و گزاره  RKباشد. بنابراین  Rمیدان کسرهاي 

    RKAtt .□ 

که  در حالتی 33-8نشان خواهیم داد که نتیجه  4در فصل      
RiM  یک مدول باس باشد، بـراي 

 مجموع هاي مستقیم نامتناهی نیز برقرار است.

 

)زیر  8یک زیر مدول اساسی RNهدف بعدي ما این است که دوگانی براي این نتیجه که اگر     

باشد آنگاه  RMاز مدولی است که اشتراک آن با هر زیر مدول ناصفر، ناصفر است( 

   RR MAssNAss  .ارائه دهیم ، 

RRاگر گزاره:  2-14 MS   یک زیر مدول کوچک باشد آنگاه   RR
MAttSMAtt . 

را نشان دهیم. فرض کنید  همیشه برقرار است، پس کافی است  ، 9-8با توجه به گزاره اثبات: 

 RMAttp در این صورت مدول خارج قسمت هم اول . 
R

NM  وجود دارد به طوري که

 
R

NMannp  خارج قسمت .
  NSN

N
M

SNM


  از 
R

NM  را در نظر بگیرید. این

                                                 
1 - discrete valuation ring 
2 - essential submodule 
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MNدول خارج قسمتی ناصفر است )چون م   اگرSNM  با کوچک بودن ،RS  در تناقض

است(. بنابراین  SNMannp  اما .
  SSN

S
M

SNM


  خارج قسمتی هم اول از

 
R

SM  است. پس 
R

SMAttp .□ 

 ، RMداشته باشد، آنگاه براي هر مدول  mیک ایده آل اول منحصربفرد مانند  Rاگر گزاره:  2-15

  .MmMMAtt R  

MmMفرض می کنیم اثبات:     فرض کنید . 
R

NM یک ،R-  مدول هم اول باشد. چون

 
R

NMann  یک ایده آل اول است پس  mNMann
R
 در نتیجه .NMmM  که یک ،

تناقض است. بنابراین   RMAtt. 

MmMبرعکس، اگر       آنگاه ، 
R

MmM  هم اول است و  mMmMann  که تناقض با ،

 □دارد.  RMتهی بودن مجموعه ایده آل هاي اول الحاقی 

 

حلقه جـابجـایی و نوتري  Rفرض کنید  مثال: 2-16 ,x,xQ شد به طوري که براي هر با 21

Ni ،2
ix .RN را به عنوان یک مدول به طور آزاد تولید شده توسط خانواده اي نامتناهی و

,e,eشمارا از مولد هاي  است که در آن براي  RNر مدولی از زی RMدر نظر بگیرید. فرض کنید  21

2i ،1هر  iii exe بوضوح .RM . ,x,x:m 21  تنها ایده آل اولR  می باشد. بنابراین

براي اثبات اینکه   RMAtt کافی است نشان دهیم، 34-8، با توجه به گزاره ،MmM  اما این .

Mmxeeداریم  RMامر بدیهی است، زیرا براي هر مولد  iii   . پس مثالی ارائه شد که در آن 11

 □یک مدول ناصفر، هیچ ایده آل اول الحاقی ندارد. 

 

 بالا مشکل از آنجا ناشی می شود که مدول با تولید متناهی نیست.  در مثال    

. اگر RMفرض کنید قضیه:  2-17 
R

Qann   عضو ماکسیمالی از خانواده  RQann باشد که 
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 RQ ها خارج قسمت هاي ناصفرRM  هستند، آنگاهQ  هم اول است و   RR
MAttQann . 

داریم  RM، یک حلقه نوتري چپ یا راست باشد آنگاه براي Rدر حالت خاص، اگر     

  RMAtt. 

 □واضح است. برهان: 

بــرقرار نمی باشد، یعنی هـر عضو از  39-8ضوح عکس قضیه بومثال:  2-18 RMAtt لــزوماً یـک 

یک عدد اول باشد و  pپوچ ساز ماکسیمال نیست. به طور مثال فرض کنیم  

  pZZpZZE:M  در این صورت .    pZ,MAtt Z الحاقی  ، داراي ایده آل اول  

 نمی باشد. ZMاست که یک پوچ ساز ماکسیمال براي یک مدول خارج قسمتی ناصفر از 

نه تنها مثال:  2-19 RMAtt  ممکن است تهی باشد، بلکه می تواند نامتناهی نیز باشد. فرض کنید

Z:M:R رض کنید . فp      یک عدد اول  باشد. در این صورت  pZpZZann   که

pZZ  هم اول است )زیرا یک مدول ساده است(. بنابراین RMAttpZ  و لذا ،

   ,Z,Z,ZMAtt R 532 .□ 

یطی هستیم که ، به دنبال شرا38-8با توجه به مثال    RMAtt. 

باشد، در این صورت  Rیک مدول آرتینی روي حلقه دلخواه  RMفرض کنید گزاره:  2-21

  RMAtt. 

RRخانواده اي از زیر مدول هاي  فرض کنید  اثبات: MN   باشد که  
R

NMAtt توجه .

. پس M؛ زیرا داریم که  ,  داراي عنصر مینیمالی مانند  
R

N  است. از گزاره

نتیجه می گیریم  8-9     
RRR NMAttNAttMAtt   . 

اگر       
R

NAtt  حکم برقرار است. بنابراین فرض می کنیم ،  
R

NAtt  فرض کنید .

 
R

NAttp  ،با توجه به تعریف .R-  مدول هم اول مانند 
R

NN 1  وجود دارد به طوري که

  pNNann 1 پس .  pNNAtt 1 این بار براي  9-8. با استفاده مجدد از گزاره( 
R

NM 1 )

 داریم: 
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         
RRRR

NMAttpNMAttNNAttNMAtt    11 

کـــه یک مجموعــه متناهــی اســت. پــــس   1NMAtt بنابرایــن .  
R

N1 و چــون ، 

   
RR

NN 1 با مینیمال بودن  ، 
R

N  .در تناقض است□ 

 

را فضاي  RMو  Kرا میدان  Rبرقرار نیست. به طور مثال  80-8عکس گزاره یادآوری:  2-21

 هم اول است )تنها پوچ ساز ممکن  RMدر نظر می گیریم. بوضوح  Kبرداري از بعد نامتناهی روي 

است(. پس     RMAtt .□ 

خواهیم دید که همه  31-4، در نتیجه 80-8علاوه بر مدول هاي آرتینی در گزاره یادآوری:  2-22

 راست، داراي تعداد متناهی ایده آل اول الحاقی هستند. مدول ها روي حلقه هاي کامل

)مدولی ناصفر که اشتراک هر  3نشان داده شده است کــه یک مدول یکنواخت ]59.3، لم 15[در     

دو زیـر مدول ناصفر آن ناصفر باشد( حداکثر یک ایده آل اول وابسته دارد. در این قسمت دوگانی 

 بـراي این حکم ارائه می دهیم.

، مدول ناصفري است که حاصل جمع هر دو زیرمدول سره RM 8یاد آوري می کنیم که مدول پوچ    

 از آن نیز، سره است.

یک مدول پوچ باشد آنگاه  RMیک حلقه دلخواه و  Rاگر گزاره:  2-23  1RMAtt. 

فرض کنید  بات:اث RMAttp,p 21 که براي مدول هاي خارج قسمتی هم اول ، 
RiQ  ازRM 

داریم  
Rii Qannp  فرض می کنیم .  iRi TMQ  که ، 

RiT  زیر مدول سره اي ازRM  است. از

21پوچ است،  RMآنجا که  TT:TR   یک زیر مدول سره ازRM  است. فرض می کنیمTMQ  .

i,21ادعا می کنیم براي   ، 
Ri Qannp  ،زیرا . اما این ادعا واضح است

i

i
R

TT

Q
TMQ   یک

خارج قسمت ناصفر مدول هم اول  
RiQ  21است. بنابراین براي,i  ،    iRiR pQannQann .□ 

                                                 
1 - uniform 
2 - hollow (co-uniform) 
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RR:Mیک میدان بـاشد و  Rعکس گزاره بالا برقرار نیست. به عنوان مثال، فـرض کنید       .

پوچ نیست و  Mبه وضوح       RR RAttMAtt. 

 نتیجه 81-8و  39-8در شــرایط زنـجیر صعودي روي ایــده آل ها صدق کند، از  Rاگـــر حلقه     

قیقاً یک ایده آل اول الحاقی است. گزاره بعدي این ایده آل داراي د RMمی گیریم که هر مدول پوچ  

 اول الحاقی را توصیف می کند.

 RMدر شرایط زنجیر صعودي روي ایده آل ها صدق می کند. اگر  Rفرض کنید حلقه گزاره:  2-24

یک مدول پوچ روي این حلقه باشد آنگاه    pMAtt R  که ، MMrR:Rr:p . 

q ،براي ایده آل اولی مانند  81-8و  39-8با توجه به گزاره هاي   اثبات:  qMAtt R  باید نشان .

qpدهیم   با توجه به تعریف، زیر مدول .RR MN  رد به طوري که وجود دا 
R

NMannq  .

MNMxR، آنگاه qxاگر   بنابراین ،px. 

MMxR، آنــگاه pxبــرعکس، اگـــر       چون .RM  پــوچ است، لذاRRR MNMxR  از . 

هم اول بودن  
R

NM نتیجه می گیریم  ، NMxRMannq   که به وضوح شاملx  .است

qpبنابراین   .□ 

 

 .بحث را در مورد کرانداري تعداد ایده آل هاي اول الحاقی ادامه می دهیم    

RM ،نــشان داده می شود کــه بــراي مدول  ]2.6، تمرین 15[در    RR Mdim.uMAss  .

 یاد آوري  می کنیم:

{M  شامل یک مجموع مستقیم ازk زیر مدول ناصفر است   :kSupMdim.u R  

 براي مفهوم بالا ذکر شد. دوگانی  ]21[در 

 به صورت زیر تعریف می شود: RMمدول  3هم بعدتعریف:  2-25

i}نگاشت پوشا 

k

i NM 1 وجود دارد به طوري که براي هرi،  iN:kSup:Mcorank  

                                                 
1 - corank (co-uniform) 
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ید فرض کن ]21[لم:  2-26



k

i

iNM:f
1

i ،ii، که براي هر  NM:f   پوشاست. فرض کنیـد 

ii fkerK   و براي هرki 1 ،
ij,kj

ji KL



1

 یک بروریختی است اگر وتنها  f. در ایــن صورت 

kiاگر براي  1 ،MLK ii . 

 نتیجه می شوند. 88-8دو گزاره بعدي از لم     

 .1Mcorankپوچ است اگر و تنها اگر  Mمدول  ]21[گزاره:  2-27

kMcorankمدول باشد به طوري که   -Rیک  Mفرض کنید  ]21[گزاره:  2-28  فرض کنید .





k

i

iNM:f
1

پوچ است و  iN. در این صورت هر i ،iNیک نگاشت پوشا باشد که براي هر  

fker  درM .کوچک است 

RM ،براي مدول دلخواه گزاره:  2-29   RR McorankMAtt . 

فرض می کنیم  اثبات:   kMcorank R بنابراین مدول هاي پوچ .kH,,H,H 21  و

:kHHHMهمریختی پوشاي   21  طوري که وجود دارند بهker:KR   زیر

 است. بنابراین RMمدول کوچکی از 

          kHAttHAttHHAttKMAttMAtt
k

i

i

k

i

ikRR  
 11

1  

 □استفاده شده است.  81-8، 33-8، 33-8که به ترتیب از گزاره هاي 

حاقی مشاهده کردیم که مدول هاي آرتینی داراي تعداد متناهی ایده آل اول ال 80-8در گزاره     

که یک مدول آرتینی روي یک حلقه جابجایی نمایشی  ]2.5، قضیه 16[هستند. مک دونالد نشان داد 

 است.

، داشته باشد آنگاه Rطول متناهی روي حلقه جابجایی  RMثابت شده است که اگر  ]17[در     

   RR MAttMAss لی این نتیجه حتی براي مدول هاي آرتینی روي حلقه هاي . در حالت ک
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یک عدد اول طبیعی باشد آنگاه  pجابجایی برقرار نیست. به عنوان مثال، اگر     p
ZAtt  و

    pZAss
p

. 

 یــک حلقه نـاجابجایی باشد، حتی براي مدول هاي بـا  Rمثال بــعدي نشان می دهد کــه اگــر     

طول متناهی نیز ممکن است مجموعه ایده آل هاي اول وابسته و مجموعه ایده آل هاي اول الحاقی با 

 هم برابر نباشند.

یک میدان باشد. حلقه  Kفرض کنید مثال:  2-31









KK

K
:R


اي پـایین مثلثی از ماتریس ه 

22  رويK  .را در نظر بگیرید













































 K

K

K

KK

K
یک سري ترکیب روي  

RR  است. پسRR .با طول متناهی است 

حال مجموعه هاي      RRAtt  و RRAss .را تعیین می کنیم 

 Rو یک محاسبه ساده می توانیم تمام ایده آل هاي ناصفر  سره  ]17.1، گزاره 13[با استفاده از     

 را به صورت زیر به دست آوریم:

.
K

:a,
K

K
:m,

KK
:m












































21 

aRmmیک ایده آل اول نیست. بعلاوه چون  2a ،از آنجا که         21 لذا ،a  یک ایده آل اول

حلقه  هستند. خواهیم  دید که براي Rتنها ایده آلهاي اول الحاقی از  2mو  1mنیست. بنابراین 

R ،دلخواه    RRAttRMax   (. پس 9-4)گزاره   21 m,mRAtt R . 

ادعا می کنیم      RRAssm 2 اگـر . RRAssm 2 آنگاه ایــده آل راست ،I  ازR د وجـود دار

به طوري که  RIannm 2 بنابراین .2m.I (  ماتریس .)یعنی ماتریس صفرI
cb

a








 
را در  

نظر بگیرید. چون 



































b

a
.

cb

a 1
، پس  ba همچنین .









































c
.

c 1
، که یک تناقض است. I. بنابراین cمی دهد که نشان  



 30 

بنابراین  RRAssm 2 چون .R  نوتري است پس  RRAss بنابراین .   1mRAss R   در(

حقیقت   12 mmann  .)□ 

 نتیجه اي ارائه می دهیم. 10-8حال براي مدول هاي با طول متناهی مانند مثال     

است(  n)مدولی که داراي سري ترکیب به طول  nیک مدول با طول متناهی  RMفرض کنید     

 در نظر بگیرید:  RMباشد. سري ترکیبی زیر را براي مدول 

MMMMMM nn  121   

فرض کنید  nS,,S,S: 21 خانواده اي متناهی از عامل هاي ساده سري ترکیبی ،RM  .باشد

می شود. زیر مجموعه هایی از به طور منحصربفرد تعیین  3با توجه به قضیه ژردن هولدر مجموعه 

 :را به صورت زیر تعریف می کنیم 

    2                                                                                                             :    

{RM  یک سري ترکیبی باiS : به عنوان آخرین عامل سري ترکیب از سمت چپ دارد iS 

 3                                                                                                           :       

RM یک سري ترکیبی باiS  : به عنوان آخرین عامل سري ترکیب از سمت راست داردiS} 

 

متناظر با تعاریف       2  و 3 ئه می دهیم:تعاریف  زیر را ارا 

    ii S,Sannp:p:p 

   ii S,Sannp:p:p 

 با توجه به تعاریف بالاقضیه:  2-31

     pMAtt,pMAss RR  

فرض کنید برهان:  RMAssp زیر مدول اول .RR MN   وجود دارد به طوري که

 RNannp  . 

                                                 
1 - Jordan-Holder 
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MNرا ساده در نظر بگیریم.  RNداراي طول متناهی است می توانیم  RMاز آنجا که    را به

 . ppدر نظر می گیریم. پس  RMعنوان سري ترکیبی 

وجود دارد کـه  iS. بنابراین ppبه عکس، فرض مــی کنیم      iSannp  از آنجا که .iS  

است،  RMزیر مدول ساده اي از  RMAssp .حکم دوم نیز به همین صورت ثابت می شود .□ 

 

 یک سري ترکیب منحصربفرد داشته باشد، آنگاه RMاگر مثال:  2-32

1 pp 

بنابراین مجموعه هاي  RMAss  و RMAtt .تک عضوي هستند 

و  Kروي میدان  33حلقه ماتریس هاي پایین مثلثی  Rبه طور مثال فرض می کنیم     

 KKKMR  ،R-  مدولی از بردارهاي به طول سه رويK .باشند 

سبه پوچ داراي یک سري ترکیب منحصربفرد است. با محا RMبه سادگی بررسی می شود،     

 سازهاي اولین و آخرین عامل ترکیب داریم:

   













































































KK

KK

K

MAtt,

KKK

KKMAss RR 

پوچ ساز عامل وسطی ترکیب     
















KKK

K

K





است که یک ایده آل اول است که نه وابسته و نه  

 □الحاقی است. 

 

مدول انژکتیو باشد،  -Rیک  REیک حلقه جابجایی نوتري و  Rاگر  ]21[قضیه:  2-33

آنگاه   RR RAssEAtt . 

 ، مدول 10-8این قضیه در حالت کلی براي حلقه هاي ناجابجایی برقرار نمی باشد. با توجه به مثال     
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ســــاده  
RR m.mm:E 211 وح را در نــظر مــــی گیریـم. بــوضــ  2mEann R بــنابرایـــن . 

     RR RAssmEAtt  2 . 

)فرض کنید  انـژکتیو است REنوتري و  Rدر ایـن مثال      kMS 2 در این صورت .RS انـژکتیو 

است و چون  









k
ER




نیز انژکتیو است(. بنابراین  REاست پس  RSجمعوند مستقیمی از  

 است. Rعامل مشکل زا در این مثال ناجابجایی بودن حلقه 

باشد که در شرط زنجیر صعودي  Rیک مدول آرتینی روي حلقه  RMفرض کنید گزاره:  2-34

 روي ایده آل ها صدق می کند. در این صورت سري 

MMMMM n    21 

1iiوجود دارد به طوري که هر عامل سري  Mاز زیر مدول هاي  MM ت. یک مدول هم اول اس 

 فرض کنیداثبات: 

 {NM :   .داراي یک سري مانند آنچه در قضیه مفروض است می باشدMN } : 

، مجموعه Rبا توجه به شرط زنجیر هاي صعودي روي       MN:NMann   داراي عضو

سیمال مانند ماک NMann   ،می باشد. با توجه به ماکسیمال بودنNM    هم اول است. پس

N ؛ و لذا از آنجا که .RM  آرتینی است پــس , یمال داراي عنصر مینN 

می باشد. کافی است نشان دهیم  N اگر  .N ( ناصفر باشد، روند بالا را تکرار می کنیمN  به

 ی آوریم. با استفاده از سريرا به دست م 1NN( و مدول هم اول Mجاي 

 4                        NNNMNMNMNM nn 11 

 ، سري NMبراي 

 5                  111111111 NNNNNMNMNMNM nn 

 )کــه بوضوح هم اول است(، عامل هاي سري در  1NNبدست  می آید، بــه غیر از  1NMبــراي 

NN. امـا 1N( هستند کــه همگی هم اولنــد. پــس 3( همان عــامل هاي سري )4) 1 کـه 
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 □در تناقض است.  Nبا مینیمال بودن  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

 

 

سومفصل   

 

 ایده آل های اول الحاقی تحت هم ارزی رسته 
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 فصل سوم

 

 ایده آل های اول الحاقی تحت هم ارزی رسته ای

 

در این بخش، رفتار ایده آل هاي اول الحاقی را تحت هم ارزي رسته ها بررسی می کنیم و نتایج را     

 می کنیم.روي  ماتریس ها به عنوان یک حالت خاص اعمال 

 -Sمدول هاي راست ) -R( نشان دهنده رسته همه S) Rدو حلقه، و  Sو Rفرض کنید     

RS:Gهاي همورد مدول ها( باشد. همچنین فرض کنید فانکتور    وSR:F   هم

ارزي هاي رسته اي باشند به طوري که 
R

FG 1  و
S

GF 1   که
R1  و

S1  به ترتیب

 هستند. Sو  Rفانکتور هاي همانی روي رسته هاي 

SSNفرض کنید گزاره:  3-1  در این صورت هـم اول بــودن مدول .SN  تحت هـم ارزي

 رستــه اي حفظ می شود.

هم اول است. ثابت می کنیم  SNفرض می کنیم مـدول اثبات:  RNG  نیز یـکR-  مدول هم اول 
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است. فرض کنید  RR NGN  باید نشان دهیم .     RR
NGannNNGann  با کاربرد .F 

براي تابع پوشاي     
RR NNGNG  نتیجه می گیریم که ،  

S
NNGF    با خارج قسمت

، SNیکریخت است، بنابراین با توجه به هم اول بودن  SNناصفري از 

     SS
NannNNGFann  پوچ ساز اول متناظر با  34-3. اما با توجه به قضیه

  
R

NNGann   و پوچ ساز دوم متناظر با  RNGann  می باشد. پس

     RR
NGannNNGann  .□ 

 

RS:Gحال با در نظر گرفتن هم ارزي رسته اي       نگاشت دو سویی مجموعه ایده آل هاي ، 

 .تعریف می کنیم Rو ایده آل هاي )دوطرفه( حلقه را  S)دوطرفه( حلقه 

 باشد تعریف می کنیم  Sایده آلی از حلقه  Iبا توجه به آنچه گفته شد، اگر تعریف:  3-2

    .ISGann:Ig
R

 

 Rبه ایده ال هاي  Sیک نگاشت دو سویی از ایده آل هاي  gبه راحتی می توان نشان داد که     

تعریف کنیم. بوضوح  Sبه ایده آل هاي  Rاز ایده آل هاي  fاست. به طور مشابه می توانیم نگاشت 

f  وg هم هستند. معکوس 

و  SMمدول  -S، رابطه بین ایده آل هاي اول الحاقی gبا استفاده از گزاره قبل و دوسویی بودن     

R-  مدول متناظر RMG .را بیان می کنیم 

با توجه به قراردادهاي پاراگراف قبل، گزاره:  3-3     SR MAttgMGAtt . 

فرض کنید اثبات:  SMAttp  وSQ  خارج قسمت هم اولی ازSM  باشد که SQannp  از .

و  SQآنجا که  
s

pS  داراي پوچ سازهاي برابر درS  هستند پس مدول هاي متناظر آنها یعنی

 
RQG  و 

R
pSG  داراي پوچ سازهاي برابر درR  پوچ ساز  8-1هستند. اما با توجه به تعریف ،

 
R

pSG   با pg  برابر است. پس    
RQGannpg  3-1. با توجه به، 

RQG  خارج قسمت

هم اولی از  RMG  است، پس    RMGAttpg  بنابراین .     RS MGAttMAttg . 
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 (   داریــم g)معکوس    fبرد   بحث    بالا    بـــراي    نگاشت    بــه    عــکس،     با   کــار    

         SSR MAttMGFAttMGAttf      حال    با       استفاده      از  .g         داریم 

     SR MAttgMGAtt  .□ 

     

و حلقه ماتریسی  Sارائه می دهیم. حلقه  1-1ربردي براي گزاره در این قسمت کا SM:R n  را در

 را به صورت زیر تعریف می کنیم: Gنظر می گیریم. فانکتور همورد 

   n

R

RS

M:MG

:G




 

که     nM م بردارهاي سطري به طول مجموعه تماn  می باشد. با در نظر گرفتن عمل ضرب

نشان داده  33-3مدول می دهد. در برهان قضیه  -Rماتریسی از راست، این مجموعه تشکیل یک 

 یک هم ارزي رسته اي است. Gشده است که 

نتیجه:  3-4        SnR

n MAttp:pMMAtt . 

داریم  Sاز  Iبراي ایده آل دلخواه اثبات:         IMISannIg nR

n
 بنابراین .

       SnS MAttp:pMMAttg  نتیجه بدست می آید .  1-1. حال از گزاره□ 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

 

 

چهارمفصل   

 

حلقه چند جمله ایهای اریبای اول الحاقی روی ایده آل ه  
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 فصل چهارم

 

 ایده آل های اول الحاقی روی حلقه چند جمله ایهای اریب

 

:RRفرض می کنیم       و  3یک خودریختیS  نمایانگر حلقه چند جمله ایهاي اریب ;xR 

نیم مجموعه چند جمله اي هاي معکوس باشد. حال می توا 1xM  را به عنوانS-  مدول در نظر

 ،Raو  Mmو  j,iبگیریم به طوري که براي هر 

    
 














ij

ijxam
:axmx

jii

ji



 

:RRفرض کنیم تعریف:  4-1   یک درونریختی باشد. مدولRM  را- نامیم هرگاه  8سازگار

Rr ،و  Mmبراي هر     rmmr . 

  سازگار است. همچنین می توان نشان داد اگـر  -ازگار، س -به وضوح زیر مدول یک مدول     

 ، RMمدول ، Ziسـازگار باشد آنگاه بـراي هر  -RM ،بـاشد و مدول  Rیـک خود ریختی روي 

i- .سازگار است 

                                                 
1 - automorphism 
2 -  -compatible 
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:RRفرض کنیم تعریف:  4-2   یک درونریختی باشد. مدولRM  به طور کامل- 3سازگار  

RRنامیده می شود اگر براي هر زیر مدول  MN  مدول خارج قسمتی ، 
R

NM ،-  سازگار

 باشد.

سازگار است و هر خارج قسمت از یک مدول به  -سازگار،  -بوضوح هر مدول به طور کامل     

سازگار است. با استفاده از تعریف به راحتی می توان  -ر نیز به طور کامل سازگا -طور کامل 

Rr,r، آنگاه Rrو  Mmسازگار،  -به طور کامل  RMثــابت کرد که اگر مدول    وجود

دارند به طوري که   rmrrm   و rrmmr  . 

 براي بــررسی ایـده آل هـاي اول وابـسته تـحت بسط چـند جمله ایـهاي اریـب ، نـیازمند مفهوم     

-  ده آل هاي اول الحاقی بـه مفهوم به در ادامه، براي ای 3-3سازگار  هستیم. اما با توجه به مثال

 سازگار نیازمندیم.  -طور کامل 

باشد و  Rیک خودریختی از حلقه  براي ادامه بحث فرض می کنیم       ;xRS . 

بـه طور کامل  RMباشد. اگــر  Rیــک مـدول روي حلقه دلخواه  RMفـرض کنید قضیه:  4-3

- : سازگار باشد، آنگاه 

       .MAttp:xpxMAtt RS 1 

فرض کنید برهان:  RMAttp در نتیجه زیر مدول .N  ازM  وجود دارد به طوري که

 
R

NM  هم اول است و 
R

NMannp کافی است ثابت کنیم . 

 

 6 
 و

 7                                   11  xNxM  یکS- .مدول هم اول است 

                                                 
1 - completely  - compatible 

      
S

xNxMannxp 11 
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( فرض می کنیم 8براي اثبات )  Sxaxaaxf  
 1  و

   11
1

  xMxmxmmxm k

k اگر .   xpxf  آنگاه براي هر ،i  وj ،Nam ji  .

سازگار است لذا  -به طور کامل  RMو چون   Nam j

i

i  بنابراین .     1 xNxfxm. 

به عکس، اگر         xpxf  آنگاه حداقل یک ،i  وجود دارد کهpai  بنابراین .Mm  وجود

Nmaiدارد به طوري که   با توجه به به طور کامل .-  سازگار بودنRM جمله ثابت ،

   xfmx i  یعنی i

i am  در ،RN  نیست. پس      
S

xNxMannxf 11 . 

( توجه داریم که 9براي اثبات )        11  xNxM  یک مدول ناصفر است. زیر مدول سره

 SS xNQ 1  از SxM 1  را در نظر می گیریم. باید نشان دهیم 

 8                                     
SS

QxMannxNxMann 111   

 برقرار است. براي اثبات عکس به مقدماتی نیازمندیم. به وضوح    

 ، قرار می دهیمkبراي نماد گذاری: 

{Q  شامل عنصري به شکلk

k xmxmm   
1

است که  1 Mm:Mm:Q ikk  

 است. kاز درجه  Qشامل همه ضرایب پیشرو عناصر  kQو  kQبه وضوح 

است. براي بررسی آن، مشاهده می کنیم که  Mزیر مدول از  -Rیک  k ،kQبراي هر تذکر: 

kkاگر  Qm   وRr:آنگاه ، 

Q      rmrxmrxmm kk

k

kk

k      

kkمدول است(. بنابراین  -Rیک  Q)زیرا  Qrm . 

حــال از اینکه      1 xMQ ،k  وجــود دارد به طوري کهMQk  این .k  را ثــابت در

، آنگاه Nnنظر می گیریم. اگر   QxNnx k   و لذا  kQn، بنابراین 1 
RkR QN  پس از .

اینکه  
R

NM  وp  پوچ ساز آن است، داریم 

 9                                                   
RkQMannp  

 ( ارائه دهیم.9در ) یک اثبات آسان براي  ( می توانیم8حال با کمک گرفتن از )    



 40 

فرض کنید       Sxaxaaxf  
 1  و    QxfxM 1  براي اینکه نشان دهیم .

     11   xNxfxM کافی است نشان دهیم که براي هر ،i ،pai براي اثبات آن از استقرا  ، که

 . با توجه به فرض Mmاستفاده می کنیم . فرض کنید 

         kkk xamxfmx  

است. پس  Qعنصري از   k

k Qam 

 در نتیجه ،  k

k QaM 

 بنابراین .

   k

k QManna 

 وجه به، به طور کامل و با ت- ( داریم 8سازگار بودن و )

  pQManna k . 

pa,,a,aبه استقرا فرض می کنیم  i  pai. نشان می دهیم که 1 1 با توجه به فرض . 

(30) 

        



 k

i

ikk

i

ikikik xamxamxam 1
11111  

سازگار بودن و از اینکه براي هر  -است. اما با توجه به فرض به طور کامل  Qاز  عنصري

ij ،NMpma j  پس ، 

(33) 

 ( داریم 30( از )33با کم کردن )

Q   



 k

i

ik xam 1
1 

بنابراین   ki

ik Qam 



1
1 و لذا ،  pai

ik 



1
1 بنابراین با توجه به بطور کامل .-  سازگار

paiبودن داریم  1( خاتمه می یابد. بنابراین 9( و در نتیجه )9. پس اثبات )    SxMAttxp 1 .

□ 

    

می پردازیم. مثال زیر نشان می دهد  RMسازگار بودن  -به اهمیت شرط به طور کامل  حال     

 که این شرط حتی براي دامنه هاي ایده آل اصلی و جابجایی نیز لازم است.

شد، و یک میدان از مشخصه صفر با Fفــرض کنید مثال:  4-4 tF:R:M  که )بـا توجه به ، 

      .QxNxamxam k

i

ikikik   11111  

    xfmx ik 1
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، از اینکه Rاز  mقضیه تقسیم( یک دامنه ایده آل اصلی است. براي هر ایده آل ماکسیمال  
R

mR 

پوچ ساز آن  است، پس  mهم اول و  RMAttm. 

:RRفرض کنید        یکF-  خودریختی باشد که  1 tt قرار می دهیم  .

 ,xR:S  توجه داریم از اینکه .RM   یک دامنه و است، نتیجه می شود  یک خود ریختی

سازگار است. اما براي مدول خارج قسمتی  -RM ،که  
R

tR  داریمt.1  و

   111 t. بنابراین این مدول خارج قسمتی .- .پس  سازگار نیستRM ،-  ،سازگار است

 سازگار نیست. -اما به طور کامل 

فرض کنید        SxMAttI 1 باید ثابت کنیم . RI پس براي ( .Rm ،  Ixm  که ،

 نقض می شود(. 1-3قضیه 

فــرض کنیــم        RItf  خــارج قسمت هـم اول .  
S

QxM 1 وجود دارد به طوري کــه 

  
S

QxMannI 1 از آنجا که . SS xMQ 1 پس براي یک تک جمله اي داریم ،Qxm i 

 .

را ثابت در نظر می گیریم و فرض می کنیم  iس اندی Qmx:Mm:Q i  

 . 

چون         iii mrxrmx   لذا ،Q  یک ایده آلR  است که شاملm  نیست. داریم

  tgQ  که ، tg  وارون پذیر نیست.  چون براي هرj،  Qxtfx jji  پس براي هر ،j ،

  Qxjitf i   و لذا ،  Qjitf  چند جمله اي .  Rth j  ه وجود دارد به طوري ک

     thtgjitf j از آنجا که . tg  وارون پذیر نیست، می توانیم ریشه اي از tg  در یک

j ،پیدا کنیم. پس براي هر  Fبستار جبري     jtf از آنجا که .F  داراي مشخصه صفر است

پس   tf  فرض می کنیم(nj   وnj   به طوري کهnn   وntnt   پس .

   FFF nn.n.n nnصفر است پس داراي مشخصه  F. چون 111  که یک تناقض ،

چند  fداراي بی نهایت ریشه متمایز است کـه نتیجه می شود  fاست. بنابراین چند جمله اي 

جمله اي صفر است( . بنابراین  RI .□ 



 42 

تساوي  1-3، مثالی ارائه می دهیم که نشان می دهد در قضیه 31-8 در این قسمت براساس مثال    

 لزوماً برقرار نیست.

باشد که  :mیک حلقه ارزیاب گسسته با ایده آل ماکسیمال  Rفرض کنید مثال:  4-5

R داریم  31-8، از مثال   mRAtt R  فرض می کنیم .Id براي .k چند جمله اي ،

معکوس    11   xRxx kk   را باkm  نمایش می دهیم. فرض کنیدSQ ،S-  زیر مدولی از

 1xR  تولید شده به وسیله k:mk  باشد. به آسانی دیده می شود که 1 xRQ با توجه به .

1k ،1اینکه براي هر  kk mxm  وxm ،Q  را می توان به عنوانR-  زیر مدول از 1xR 

تولید شده به وسیله  km, k  در نظر گـــرفت. مدول خــارج قسمتی  
S

QxR 1  را در نظر

وجود  Iاقی مانند ، یک ایده آل اول الح39-8نوتري است، لذا بنا بر قضیه  Sمی گیریم. از اینکه 

دارد که      SS
xRAttQxRAttI 11   حال کافی است ثابت کنیم . IR  در این(

صورت  xmI  بــا توجه به تعریف .)SS Qp   وجود دارد به طوري که  
S

pxR 1  هم اول

و  است   IpxRann 1 فرض کنیم .RR QQ 
 ،R-  زیر مدولی ازRQ  تولید شده به وسیله

 k:mk  .باشدQ  به طور سره مشمول درQ  است، زیراQ  امــاQ فرض کنیــد .

  ReRe:M R 1و  1 iii ee:m فرض کنیـد .RN ،R-  زیر مدولی ازRM  تولید شده

بوسیله  Ni:mi   .به وضوح باشد 

 12                                             
RR

NMQxR 1        

یک یکریختی است. ادعا می کنیم  NM :هم اول و صفر پوچ ساز آن است 

RRRفــرض کنید      MTN  کافی است ثــابت کنیم .   
R

TMann به عکس فــرض .

وجود داشته باشد به طوري که  kمی کنیم   k

R
TMann   با استفاده از ساختار ایده آل(

 در حلقه ارزیاب گسسته(.

Te، داریم 1iفرض کنیم      k

ik    و با توجه به تعریفRN ،TNm k

ik 



1
1 بنابراین .

Tem k

ik

k

ik  



  1
و ادامه همین روند نتیجه می گیریم  1kبا  k. با جایگزینی 1
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Teme iii   1 از آنجا که .i  ،دلخواه بودTRe:M iR  که یک تناقض است. بنابراین ،

   
R

TMann پــس ، 
R

NM  هـم اول و صفر پـوچ ساز آن است. چون
 RRR QQpاز ، 

( نتیجه می گیریم 38)       IRpxRannRpxRann
SR

   11 .□ 

 

را نتیجه دهند. اما در این  1-3وي در قضیه در فصل بعدي به دنبال مدول هایی هستیم که تسا    

قسمت دو نتیجه روي توسیع چند جمله اي هاي اریــب را کــه در فصل بعدي مورد نیازند ارائــه 

 می دهیم. 

یک  pفرض کنید لم:  4-6 ;xR:S  مدول باشد که ت. اگر یک خودریختی اسSp  هم اول

 نیز هم اول است. Rpسازگار باشد آنگاه  -به طور کامل  Rpو 

RRفـــرض کنید اثبات:  pQ   و برايRr ،Qpr  بــاید نشان دهیــم .pr فرض کنیـد . 





RS QQ

SS Q:Nمجموع همه ،S-  مدول هاي )راست( مشمول درRQ  باشد. چونSRS pQN  ،

Sp ،پس با توجه به هم اول بودن    
SS Npannpann  کافی است ثابت کنیم .Npr  فرض .

را در نظر بگیرید.  rمدول )راست( تولید شده بوسیله  -Qr .S. با توجه به فرض pکنیم 

SSادعا می کنیم  NrS   در نتیجه(Nr فرض کنید .)  Sxaxaaxf  
 1 در .

نتیجه      raxraxraxrf 
     1

pxi. چون 1  با توجه به  ،-  سازگار

بودن  
R

Qp  و اینکهQpr تیجه می گیریم ، ن  Ri

ii Qrax   بنابراین .RS QrS  حال با .

SN ،SSتوجه به تعریف  NrS  .□ 

. به وضوح هر Idیک میدان باشد و  Rعکس لم قبل برقرار نیست. براي مثال فرض کنید     

هم اول است، اما اگر  Rpمدول ناصفر   2xxR:p  آنگاه ،Sp  .هم اول نیست 

ر مدول مــاکسیمال باشد و زیـ -Rیک  Rpرا در نظر بگیرید. فرض کنید  RMمدول لم:  4-7

Nkبـراي   : قرار می دهیم ،  Mpmx:Mm:p k

k   در ایــن صـورت بـراي عدد ثابت .
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k یا ،Mpk   یاkp  یکR-  زیر مدول ماکسیمال ازRM  است. در هر صورتNk   وجود دارد

 است.  RMزیر مدول ماکسیمال از  -Rیک  kpکه 

pmxاست. زیرا اگر  RM زیر مدول از -Rیک  kpبه وضوح اثبات:  k  آنگاه براي هر ،Rr ،

  pmrxrmx kkk    فرض کنید براي یک .Nk  ،Mpk  باید نشان دهیم .Mpk  

RM ماکسیمال است. زیر مدول   را طوري در نظر بگیرید کهMMpR  فرض می کنیم .

kpMm  با توجه به تعریف .kp ،pxm k   چون .Rp  یکR-  زیر مدول ماکسیمال

 RxM 1  است پس  R

k RxmpxM  1 کافی است ثابت کنیم .MM  .Mm  را دلخواه

rxmmxوجود دارند به طوري که  Rrو  pدر نظر می گیریم. در نتیجه  kk  ابراین . بن

   pxrmm kk   بـــا توجه بـه تعریــف .  Mprmm k

k   و لذا ،Mm  . 

MMبنابراین   و لذا ،kp  .ماکسیمال است 

Nkدر مورد حکم آخر، اگر براي هر       ،Mpk  آنگاه ، 1 xMp .که یک تناقض است ،□ 
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 فصل پنجم

 

 مدول های باس و حلقه های کامل راست

 

هاي کـامل راست هدف ما در این فصل، بررسی نتایج فصل چهارم روي مدول هاي باس و حلقه     

را در حالتی که  33-8می باشد. گزاره بعدي نتیجه  
RiM.یک مدول باس باشد بررسی می کند ، 

خانواده گزاره:  5-1 Ii:M i   ازR- ( مدول هاي راست را در نظر بگیریدI مجموعه اندیس 

iگذار دلخواه است(. اگر 
Ii
M


  یک مدول باس باشد آنگاه   i

Ii

i
Ii

MAttMAtt 



. 

نتیجه می شود. به عکس، فرض کنید  9-8از گزاره  رابطه شمول اثبات:  i
Ii
MAttp


 .

بنابراین خارج قسمت هم اول   QM i
Ii
  وجود دارد به طوري که 

R
i

Ii
QMannp


 چون .

i
Ii
M


 مدول  یک مدول باس است پس زیرQ  مشمول  در یک زیر مدول ماکسیمال است. پس با

از  را بوسیله این زیــر مدول ماکسیمال RQتوجه به هم اول بودن، می توانیم  
R

i
Ii
M


  جایگزین

iیک زیر مدول ماکسیمال است. چون  RQکنیم. بنابراین فـــرض می کنیم 
Ii

R MQ

 پس وجود ،

QMبه طوري که  Ijدارد  j  با توجه به ماکسیمال بودن .RQ ،   
RiIiRj MMQ  .
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بنابراین      jjjRiIi MQMQMQQM    یک خارج قسمت هم اول ازjM  با پوچ

است. پس  pساز  
RjMAttp .□ 

، اگر 1-3در قضیه بعدي ثــابت خواهیم کرد که در قضیه      RxM 1  یک مدول بـاس باشد آنــگاه 

 تساوي نتیجه می شود.

باشد. اگر  Rیک مدول روي حلقه  RMفرض کنید قضیه:  5-2 RxM 1  یک مدول باس و به طور

 سازگار باشد، آنگاه  -کامل 

       .MAttp:xpxMAtt RS 1 

را ثابت کنیم. فرض کنید  ، کافی است 1-3با توجه به قضیه برهان:   SxMAttI 1  و

 SS xMQ 1  به طوري که  
R

QxM 1  هم اول است و  QxMannI 1 بنابراین .

  
R

QxMannRI 1بــراي مدول هم اول  8-3ا به کـار بردن لم . ب  
S

QxM 1  نتیجــه

می گیریم   
R

QxM 1  نیز هم اول است. از آنجا که RxM 1  یک مدول باس است پس

  
R

QxM 1  شامل زیر مدول ماکسیمال    
RR

QxMQp 1  .چون می باشد  
R

QxM 1 ،

 هم اول است لذا، 

 13                
R

pxM 1  هم اول است و  
R

pxMannRI 1   . 

Nkوجود دارد  9-3با توجه به لم        به طوري کهMpk   یکR-  زیر مدول ماکسیمال

pxmرا ثابت در نظر می گیریم. فرض کنید  kاست. کوچکترین  k

k  پس .pxm k

k   یک مولد

براي مدول ساده    
R

pxM 1  ( 31می باشد. با توجه به ،)  
R

pxMAttRI 1یله ارائه . بوس

یک تابع پوشا   
RR pxMM 1  ( می توان نتیجه گرفت 9-8)و با توجه به گزاره

 RMAttRI  از آنجا کــه . 
RkpM  ساده است پس هـر عنصر از آن بـه فرم rpm kk  

 . Rrمی باشد که 

 می توانیم نگاشت زیر را تعریف کنیم حال    
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    
  prxmrpm

pxMpM:

k

kkk

RRk











1
 

kk، فـرض مـی کنیم بـراي بررسـی خوش تعریف بـودن      prm  چـون .RM  بـه طور کـامل

-  سازگار است پس  k

k

k prm  بنابراین .  pxrmrxm kk

k

k

k    . 

همچنین از آنجا کــه       pxmpm k

kkk   لذا تصویر ،،  
R

pxM 1  .را تولید می کند

نگاشت مورد نظر به دست می آید. بنابراین با نگاشت طبیعی  پوشاست. از ترکیب  بنابراین  

 RMAttRI  . 

کافی است ثابت کنیم       xRII  چون .I  یک ایده آل ازS  است پس  به وضوح برقرار

، فرض می کنیم است. براي اثبات   Ixaxaaxf  
 1( ( نشان 31. )با استفاده از)

i ،RIaiخواهیم داد براي هر  . 

شروع می کنیم. هر عنصر از  aبا استقرا از       
R

pxM 1  به فرم  pxrm kk

k   است که

Rr داریم . 

.pQ  عناصر از درجه پایین تر         kk

k

kk

k xramxfxrm  

(، لذا kهستند )با توجه به مینیمال بودن  pهمه در " عناصر از درجه پایین تر " از آنجا که     

  pxram kk

k 

 بنابراین .  pxrm kk

k   توسطa  صفر می شود. پس

   RIpxManna
R

  1 . 

RIa,,a,aبه استقرا فرض می کنیم      i  1 در این صورت .Ixaxa i

i 




1

. نشان 1

خواهیم داد   pxrm kk

k   1توسطia  صفر می شود. داریم 

   



 
 xaxaxrm i

i

ikk

k

1
1

1 

pQ        عناصر از درجه پایین تر 

همانند قــبل نتیجه مــی شود           pxarm k

i

ikk

k 





1
1 بنابرایــن .  pxrm kk

k  

توسط   1
1





i

i a شود.  چون  صــفر   می RxM 1 بــطور   کـامل- ســـازگار است    پـــس 

    



 k

i

ikk

k xarm 1
1
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  
Ri pxManna 1

1


  .و استقرا کامل می شود ،□ 

 

براي  ]18[، نتیجه ارائه شده توسط مل کرسن Idتوجه کنید کــه در قضیه قبل بــا فرض     

آل هاي اول الحاقی مدول ایده    xRxM 1  .بدست می آید 

اگر      RxM 1  به طور کامل-  سازگار باشد آنگاه بوضوحRM  نیز به طور کامل-  سازگار

از گزاره زیر  3-4رقرار بودن عکس آن نیز ارائه می دهد. نتیجه شرط کافی براي ب 3-4است. نتیجه 

 حاصل می شود. 

 Rیک خود ریختی از  و  Rدو مدول دلخواه روي حلقه  RNو  RMفرض کنید گزاره:  5-3

باشد به طوري که  Mmسازگار و شامل یک عنصر  -بطور کامل  RMباشد. اگر 

   RNannmann  آنگاه هم ،RN  و هم RxN 1 بطور کامل ،- ازگار هستند.س 

RRزیر مدول اثبات:  NN   را در نظر بگیرید و فرض کنید برايNn  وRr ،Nnr  .

Mm  را مطابق آنچه در صورت گزاره آمده در نظر می گیریم. چونRM  به طور کامل-  سازگار

Rrاست پس براي یک   ،  rmrrm  بنابراین .    rrrm  )پس )با توجه به فرض . 

 14                                         RNannrrr  

بنابراین       Nrnrrn  به طور مشابه از .  Nrn   نتیجه می شودNnr  پس .

 
R

NN  ،-  سازگار است. بنابراینRN  به طور کامل- ( و 33سازگار است. به ویژه با توجه به )

 ،Zi، براي هر RNسازگار بودن  -به طور کامل 

 15                                        R

ii Nannrrr    1 

ول زیر مد     RR xNQ 1  را در نظر بگیرید و فرض کنید برايRr  و   RxNxn 1 ،

  Qrxn  همچنین فرض کنید .  



k

i

i

i xnxn


Nniکه   ( 34. با توجه به) 

          .Qrrxnrrxnxrrnxrnrxn
k

i

i

i

i
k

i

i

i

k

i

ii

i 







 















 1 
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م که اگــر بعکس می بینی    Qrxn  آنگـاه ،  Qrxn  پـــس . RxN 1  نیز به طور کــامل

-  .سازگار است□ 

 یک خود ریختی از این حلقه باشد. اگـر  و  Rیک مدول روي حلقه  RMفرض کنید نتیجه:  5-4

Mm  وجود داشته باشد به طوري که  mann  )و یا براي ایده آل )دوطرفهI  ازR ،

IRMR : آنگاه ، 

RM  به طور کامل-  سازگار است اگر و تنها اگر RxM 1 به طور کامل ،- .سازگار باشد 

MNبــا به کار بردن هر یک از فرض هاي بالا و در نظر گرفتن اثبات:    نتیجه 1-4در گزاره ،

 □. حاصل می شود

و  RMسازگار بودن  -این مسئله تا کنون حل نشده است: آیا در حالت کلی، به طور کامل     

 RxM 1 معادلند یا نه؟ 

 را نشان می دهد. 8-4مثال بعدي کاربردي از قضیه     

فرض کنیم مثال:  5-5 m,R  یک حلقه موضعی جابجایی وRR:   .یک خود ریختی باشد

mR:MRقرار می دهیم   که با توجه به اینکه عناصر وارون ناپذیر تحت خود ریختی یک حلقه ،

ساده است  RMسازگار است. چون  -یک مدول  RMموضعی پایا هستند براحتی نتیجه می شود  

نتیجـــه می گیریم  1-4سازگار است. از قضیــه  -پــس به طور کامل  RxM 1  نیز به طور

سازگار است. همچنین  -کامل  RxM 1 ک مدول باس است )یR  کامل است زیرا یک حلقه

 □را به کار برد.  8-4موضعی است(. بنابراین می توان قضیه 

در این فصل با اعمال شرط مدول هاي باس توانستیم برخی از نتایج قبلی را توسعه دهیم. در این    

، RMحلقه کامل راست باشد آنگاه ایده آل هاي اول الحاقی مدول  یک Rقسمت خواهیم دید که اگر 

 برابر است. Rبا ایده آل هاي ماکسیمال حلقه 

 ابتدا توجه می کنیم که در یک حلقه کامل راست هر ایده آل اول، ماکسیمال است.     

pR:Rباشد. پس  Rیک ایده آل اول در حلقه کامل راست   pبــراي اثبات فرض می کنیم        
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،               48-3یک حلقه اول است و چون مدول خارج قسمتی یک حلقه کامل راست است پس بنا بر 

نیم ساده است. و چون در یک حلقه نیم ساده هر  R، 41-3کامل راست نیز می باشد. با توجه به 

ایده آل اول ماکسیمال است، پس  RMaxp   بنابراین . RMaxp. 

یک حلقه دلخواه باشد آنگاه  Rاگر گزاره:  5-6   RRAttRMax  بعلاوه اگر .R  جابجایی یا

موضعی و یا کامل راست باشد آنگاه    RRAttRMax  . 

فرض کنید اثبات:  RMaxm چون .m  یک ایده آل دوطرفه است پس  mmRann
R
 .

بنابراین  
R

mR  یک خارج قسمت هم اول ازRR  و داراي پوچ سازm  است. پس RRAttm. 

بــراي قسمت دوم، فرض کنید      RRAttp فرض کنید .R  یک حلقه جابجایی وm ایــده آل 

وجود دارد به طوري که  Rاز  Iباشد. با توجه به تعریف، ایده آل  pماکسیمال شامل   
R

IR  هم

اول است و   IIRannp
R
 از آنجا که .pR  هم اول است پس RMaxmp .  

اگر حلقه      m,R  .موضعی باشد به طور مشابه ثابت می شودp  .را مانند قبل در نظر می گیریم

mIچون  می توان ایده آل راست ،I  را باm  جایگزین کرد و چونm  یک ایده آل دوطرفه است

پس   mmRannp
R
. 

کامل راست باشد آنگاه چون هر ایده آل اول، ماکسیمال است نتیجه حاصل می شود.  Rاگر حلقه     

□ 

 

pIیک حلقه دلخواه و  Rفرض کنید لم:  5-7   ایده آل هایی ازR  باشند. در این صورت 

   
RR RAttpRAttp  

 است.  IRنشان دهنده عناصر حلقه " -" که 

  □با استفاده از تعریف ایده آل اول الحاقی حکم واضح است. اثبات: 

Ipر نظر گرفتن با د 9-4در لم        و اینکهR  یک حلقه کامل راست است نتیجه می گیریم که

 ایده آل هاي اول الحاقی روي حلقه هاي کامل راست، ماکسیمال هستند. 
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 یک حلقه اولیه R، در حالت کلی برقرار نیست. بــه عنوان مثال فرض کنید 8-4تساوي در گزاره      

)حلقه اي که داراي یک مدول راست ساده  وفادار است( باشد که ساده نیست. )براي مثال اگر  3راست 

V  یک فضاي برداري چپ از بعد نامتناهی روي میدانK  باشد آنگاه VEndK لیه یک حلقه او

راست است که ســاده نیست. زیرا درونریختی هــاي از بـعد متناهی تشکیل یک ایــده آل محض 

می دهند(. در این حالت  RMax اما .RR  داراي مدول ساده وفادار 
RR mRM   است کهm 

است.  Rکسیمالی در ایده آل راست ما 
R

mR  هم اول با پوچ ساز صفر است، بنابراین

   RRAtt . 

را می توان به مدول هاي دلخواه تعمیم  8-4یک حلقه کامل راست باشد گزاره  Rدر حالتی که     

 داد.

مدول راست دلخواه باشد آنگاه  -Rیک  RMیک حلقه کامل راست و  Rاگر گزاره:  5-8

   RMaxMAtt R  . 

است. پس  RNداراي زیر مدول ماکسیمال  RM،  43-3با توجه به اثبات:  
R

NM  ساده و در

نتیجه هم اول است. بنابراین    RR
MAttNMann  پس . RMAtt  ناتهی است. رابطه شمول

 □نیز از اینکه هر ایده آل اول از یک حلقه کامل راست ماکسیمال است، نتیجه می شود. 

 

اگر نتیجه:  5-9 m,R ی و کامل راست باشد و موضعRM  یکR-  مدول راست دلخواه باشد

آنگاه    mMAtt R  . 

ثابت شد که مدول  31-8ضروري است. در مثال  8-4و نتیجه  9-4فرض کامل راست در گزاره     

 ایده آل اول الحاقی غیر ماکسیمال دارد. ناصفر روي یک حلقه ارزیاب گسسته وجود دارد که یک

                                                 
1 - right primitive ring 
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نشان می دهد که ایده آل هاي اول الحاقی تحت بسط چند  8-4خاطر نشان می کنیم، گزاره     

یک حلقه جابجایی باشد، از قضیه  Rجمله اي هاي معمولی خوش رفتار نیستند. به طور مثال اگـر 

 داریم 4-8

             xRAttxRMaxxRMaxxRAtt RxR  

 بنابراین کار با چند جمله اي هاي معکوس در این پایان نامه بسیار مهم است.     

 

 این بخش را با بررسی مدول هاي پوچ پروژکتیو روي حلقه هاي کامل راست خاتمه می دهیم.     

 ابتدا به وسیله لم زیر مدول هاي پوچ پروژکتیو را شناسایی می کنیم.     

 یک مدول پروژکتیو ناصفر باشد. در این صورت گزاره هاي زیر معادلند: Rpنید فرض کگزاره:  5-11

    (3 )Rp  یک پوشش پروژکتیو براي یکR- .مدول ساده است 

 کوچک است. Rp( هر زیر مدول ماکسیمال از 8)    

    (1 )Rp .پروژکتیو پوچ است 

اثبات:    21   نتیجه می شود. ] 4.24، تمرین 14[از 

       23   .نیز واضح است. زیرا هر زیر مدول از یک مدول پوچ، کوچک است   31   نیز

مدول ساده پوچ است و پوشش پروژکتیو یک مدول پوچ نیز پوچ  براحتی نتیجه می شود. زیرا هر

 □است. 

، یک تناظر یک به یک بین مجموعه کلاس هاي یکریخت از 30-4به عنوان یک کاربرد اصلی از     

کامل راست باشد نتیجه  R، در حالتی که Rو ایده آل هاي ماکسیمال  Rمدول هاي پروژکتیو پوچ 

 می شود. 

 

در نظر بگیرید.  Rرا روي حلقه کامل راست  RMمدول داده شده قرارداد:  RMp  را به جاي

ه مجموعه تمام کلاس هاي پوشش پروژکتیو آن )که در حد یکریختی یکتاست( قرار می دهیم. بعلاو
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مدول هاي پروژکتیو پوچ  را با  -Rیکریخت از  Rp  نمایش می دهیم و براي یک مدول پروژکتیو

Rp ،پوچ    RppR   .را به جاي کلاس یکریختی آن قرار می دهیم 

 

 یک نــگاشت دوسویی بـین ]15[است. در  ]61.3و  61.3، قضایای 15[یر دوگان نتایج قضیــه ز    

و ایده آل هاي اول در حلقه هاي آرتینی راست  3کلاس هاي یکریخت انژکتیو هاي تجزیه ناپذیر 

 معرفی شده است. 

نگاشت دوسویی  یک حلقه کامل راست باشد. در این صورت Rفرض کنید قضیه:  5-11

 RMaxp:   با ضابطه   RR pAttp   وجود دارد. اگر nV,,V 1  یک مجموعه کـامل از

R-  مدول هاي راست سـاده باشد آنـگاه    nVp,,Vp 1  یک مجموعه کامل ازR- ل هاي مدو

 پروژکتیو پوچ است.

 ، 9-4و  81-8یک مــدول پـروژکتیو پــوچ بــاشد. بــا توجه بــه گــزاره  Rpفــرض کنید برهان: 

   mpAtt R   که RMaxm تعریف می کنیم .   m:pR  . 

، فرض کنید براي بررسی پوشا بودن      RMaxm  دلخواه باشد. چون  mmRann
R
  و

 
R

mR  هم اول است، پس ایده آل راست ماکسیمالmIR   وجود دارد به طوري که

  mIRann
R
 از آنجا که . 

R
IR  ،ساده است   mIRAtt

R
 چون .R  کامل راست است، بنا

، 81-3به  
R

IR  داراي یک پوشش پروژکتیو است. پس بروریختی 
RR IRp:   وجود دارد به

Rpkerپروژکتیو و  Rpطوري که    30-4کوچک است. با توجه به گزاره ،Rp  پروژکتیو پوچ

است. بعلاوه        mIRAttkerpAttpAtt
RR   به  33-8، که تساوي اول با توجه به

دست آمده است. بنابراین    mpR  که نشان دهنده پوشا بودن .  .است 

، کافی است نشان دهیم براي نشان دادن یک به یک بودن      Rp  و RMax  دو مجموعه

نیم ساده است. فرض  RradRکـامل راست است پس  Rمتناهی از مرتبه یکسان هستند. چون 

                                                 
1 - indecomposable injective module 
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مدول راست ســـاده  nداراي  Rمولفه ساده باشد. بنابراین  nنیم ســـاده با  RradRیم مـی کن

 (nV,,V 1ــا توجه به ( است. پوشش هاي پـروژکتیو ایــن مدول هاي ســاده را در نظر بگیرید. ب

4-30 ،    nVp,,Vp 1  یک مجموعه کامل از پروژکتیو هاي پوچ رويR  است. بنابراین

  nRp  وقتی ،  nRMax  هر ایده آل ماکسیمال از(RradR متناظر با یک ایده آل ،

ایجاب می کند  است(. پوشا بودن  Rماکسیمال از    nRMaxRp   زیرا(

    nRpRMaxn  پس .)  .یک نگاشت دوسویی است□ 

 

باشد آنگاه  Rیک مدول دلخواه روي حلقه کامل راست  RMاگر نتیجه:  5-12  RMAtt. 

R ،، براي حلقه کامل راست 33-4با استفاده از برهان اثبات:   RMax 9-4. حال با استفاده از 

 □نتیجه مطلوب بدست می آید. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

 

 

ششمفصل   

 

حلقه های ناجابجایی  نمایش های ثانویه روی  
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 فصل ششم

 

 نمایش های ثانویه روی حلقه های ناجابجایی

 

در این فصل مدول ثانویه و نمایشی را در محیط ناجابجایی تعریف می کنیم و آنرا با مفهوم ذکر     

 شده در محیط جابجایی مقایسه می کنیم. 

ایی هستند که دقیقاً یک ایده آل اول الحاقی دارند. در محیط کلاسیک مدول هاي ثانویه، مدول ه    

 همین مفهوم را به حلقه هاي ناجابجایی تعمیم می دهیم.

را ثانویه می نامیم اگر  RMباشد.  Rیک مدول روي حلقه دلخواه  RMفرض کنیم تعریف:  6-1

ثانویه است اگر  -RM ،pیده آل اول الحاقی داشته باشد. گوییم دقیقاً یک ا   pMAtt R . 

در محیط کلاسیک هر خارج قسمت ناصفر از یک مدول ثانویه نیز ثانویه است. اما در حالت کلی     

مدول ثانویه ممکن است خالی از ایده آل اول  در محیط ناجابجایی یک خارج قسمت ناصفر از یک

 ، این خارج قسمت نیز ثانویه است(. در مثال 9-8الحـاقی بــاشد )در غیر این صورت با توجه به گزاره 
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 ، توضیح خوبی براي این مطلب است. RNاز مدول ثانویه  RM، خارج قسمت ناصفر 8-38

 ، یعنیRMواضح است که اگر پوچ ساز هاي خارج قسمت هاي مدول     

{RQ یک مدول خارج قسمتیRM    است  :Qann R} 

 ، ثــانویه است. همچنین RMدر شرط زنجیر افزایــشی صدق کند آنگاه هر خارج قسمت مدول ثانویه 

 خاصیت ثــانویه بودن براي تمام خــارج قسمت هـاي مدول هاي باس نیز برقرار است. زیرا با توجه به 

 تعریف، خارج قسمت هاي مدول هاي باس شامل یک زیر مدول ماکسیمال هستند.

، همه مدول ها 39-8قضیه ، همه مدول ها روي حلقه هاي کامل راست و بنا به 9-4بنا بر گزاره     

روي حلقه هایی که در شرط زنجیر افزایشی روي ایده آل ها صدق می کنند، در صورت ثانویه بودن، 

 هر خارج قسمت ناصفر آنها نیز داراي مجموعه ناتهی از ایده آل هاي اول الحاقی است.

یک مدول ناصفر باشد که هر  RMو  Rیک ایده آل از  p، یک حلقه Rفرض کنید گزاره:  6-2

خارج قسمت ناصفر از آن داراي یک مجموعه ناتهی از ایده آل هاي اول الحاقی است. در این صورت 

 گزاره هاي زیر معادلند: 

     ARM ،p- .ثانویه است 

     B  زیر مدول کوچکRR MN   وجود دارد به طوري که هر خارج قسمت ناصفر از 
R

NM 

 است. pداراي پوچ ساز 

     CMp  یک زیر مدول کوچک ازRM  است وp  شامل هر ایده آلی است که خارج قسمت

 را صفر کند. RMناصفري از 

بعلاوه اگر    CA   برقرار باشد آنگاه MMrR:Rrp . 

اثبات:    CA :  براي نتیجه اول، زیــر مدول محضRR MN   را در نظر می گیریم و نشـان

ایجاب می کند  9-8نیز سره است. گزاره  NMpمی دهیم    pNMAtt
R
  و چون ،

  NMAtt لذا ، 
R

NM، p-  ثانویه است. پسRR NN   وجود دارد به طوري که

 
R

NM   هم اول است و 
R

NMannp  بنابراین .MNNMp . 
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I ،براي قسمت دوم، فرض می کنیم      
R

QM  را صفر کند کهRR MQ  چـون . 
R

QM ،

p-  ثانویه است، بنابراینRR QQ   وجود دارد به طوري که 
R

QMannp  پس .

QQMI  بنابراین ،pI . 

       CB  فرض کنید :Mp:N  زیـر مدول .RR MN   که شاملRN  است را در نظر

بگیرید. از آنجا که  
R

NMann ، 
R

NM   را صفر می کند پس بـا توجه به C  مشمول درp 

 است. عکس شمول واضح است.

       BA  :RN  را همانند آنچه در B  .آمده در نظر می گیریم 
R

NM  هم اول با پوچ ساز

p 33-8ین با توجه به گزاره است. بنابرا ،     RR
MAttNMAttp . 

MMpMrR. در این صورت prبراي عبارت آخر فرض می کنیم       برعکس، اگر .

MMrR  آنگاه ، 
R

MrRM ،p- پوچ ساز آن مشمول در  ثانویه است. بنابراینp  است، و لذا

pr .□ 

 

، 81-8پوچ باشد، با توجه به گزاره  RMاگر ( 1یادآوری: ) 6-3   CA   برقرار است. اما عکس آن

 .، برقرار نیست81-8با توجه به توضیح بعد از گزاره 

، فقط براي اثبات RMهمان طور که در اثبات گزاره قبل دیدیم، فرض روي ( 2)       CA  

مورد نیاز است. در واقع    CA   براي مدولRN  برقرار نیست. 38-8در مثال 

به طور  p، عناصر بیرون از Rروي حلقه جابجایی  RMثانویه  -pدیدیم که براي مدول ( 3)    

حلقه ناجابجایی  ، تعمیمی از این مطلب به8-8عمل می کنند. عبارت آخر از گزاره  RMپوشا روي 

R  است. البته در حالت کلاسیک، عناصر داخلp  رويRM  پوچ توان هستند اما در محیط

 آمده، حاصل می شود.  33-8ناجابجایی این امر با اضافه کردن شرطی که در تعریف 

 رفتن مجموعی از مــدول هاي ثانویه هستیم. در ادامـــه ایـن فصل فـرض حال به دنبال در نظر گ    

 در شرط زنجیر افزایشی روي ایده آل ها صدق  Rیک حلقه کامل راست است ویا اینکه  Rمـی کنیم 
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 می کند.

 ثانویه است. -pثانویه،  -pهاي گزاره بعدي نشان می دهد که مجموع متناهی از مدول     

یک حلقه باشد که یــا کامل راست و یــا در شرط زنجیر افزایشی روي  Rفرض کنیدگزاره:  6-4

nRایده آل ها صدق کند. فرض کنید  MMMM  21  یک مجموع از مدول هايp-  ثانویه

 ثانویه است. -RM ،pاست. در این صورت  Rایده آل اولی از pباشد که 

 ،Rت کنیم. با توجه به فرض روي ثاب 2nبا استفاده از استقرا کافی است حکم را براي اثبات: 

  .MMAtt
R

 21 

 :9-8بعلاوه با توجه به گزاره      

             .pMMMAttMAttMMMAttMAttMMAtt  2121121121  

بنابراین      
R

MM 21  ،p-  .ثانویه است□ 

 

مجموع هاي متناهی برقرار است. به عنوان مثال، توجه می کنیم که گزاره قبل فقط براي یادآوری: 

Z:Rروي حلقه   ،p-  گروه پروفر
pR Z:M با



1k

k ZpZ  یکریخت است. هـر کدام از بند هاي

ثانویه است. اما  -pاین مجموع     RMAtt. 

nM,,Mبراي یک مجموع متناهی از مدول هاي  3-8در حالت کلی گزاره مثال:  6-5 1  که هر

niکدام مجموع هاي مشابهی از ایده آل هاي اول الحاقی دارند و براي هر  1 ،  1iMAtt 

را در نظر بگیرید. با  kروي میدان 22تریس هاي پایین مثلثی برقرار نیست. به طور مثال حلقه ما

 ، این حلقه کامل راست است. 43-3توجه به تعریف 

RRMفرض کنید      1  و


















k

kk
:M


. چون نگاشت 2






















a

cb

cb

a
یک یکریختی  

 بین 
R

M1  و 
R

M2  8-4تعریف می کند و با توجه به گزاره ،     RMaxMAttMAtt  21. 

 از طرف دیگر    



 59 























































kk

kk

kk

kk
MMMR




21 

یک مجموع مستقیم از دو مدول یکریخت است. پس  






















k

k
MAtt R  بنابراین براي هر .

21,i  ،   iR MAttMAtt  .□ 

nMMMمجموع تعریف:  6-6  1  یک نمایش ثانویه ازRM  است اگـرiM  ها زیر مدول

 هاي ثانویه باشند. هر مدولی که یک نمایش ثانویه داشته باشد را نمایشی می نامیم.

، هر مدول روي یک حلقه نوتري  جابجایی که در محیط کلاسیک نمایشی 8-8زاره با توجه به گ    

باشد در محیط ناجابجایی نیز نمایشی است. نشان خواهیم داد که در محیط ناجابجایی هر مدول 

 ناصفر روي یک حلقه کامل راست، نمایشی است.

 

nRفرض کنید      MMM  1  نمایش ثانویه مدولRM  مجموع 3-8باشد. با توجه به گزاره ،

iM  هایی که متناظر با ایده آل مشابهip  ،هستندip  ثانویه اند. پس در این مجموعip ها را متمایز

 در نظر می گیریم.

یک حلقه باشد که یا کـامل راست و یا در شرط زنجیر افـزایشی روي  Rفرض کنید گزاره:  6-7

nRرا در نظر بگیرید. فرض کنید  RMایده آل ها صدق می کند. مدول نمایشی  MMM  1 

 باشد که RMیک نمایش ثانویه مدول  iMAtt :ها همگی متمایزند. در این صورت داریم 

(3 )   
n

i

iR MAttMAtt
1

و ، 

 ( گزاره هاي زیر معادلند:8)

 A    
n

i

iR MAttMAtt
1

؛ 

 B nMMM  1 بدین معنی که هیچ یک از  3غیر زائد( .است iM )را نتوان حذف کرد 

                                                 
1 - irredundant 
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 C M  دقیقاً داريn .ایده آل اول الحاقی است 

nR( برقرار باشد 8هر گاه یکی از شرایط ) MMM  1 گوییم. 3را یک نمایش ثانویه غیر زائد 

( فرض می کنیم 3اي )براثبات:  RMAttp از آنجا که .RM  یک خارج قسمت ازi

n

i M1 

، 9-8است، پس با توجه به    i
n

i

i

n

i MAttMAttp 
1

1


 . 

    (8 )     BCA   از مجزا بـودن iMAtt  و 1  بدست می آید. بــراي اثبات   AB  ، 

i ،فرض کنید براي هر 



ij

ji M:N در این صورت . iNM  یــک خارج قسمت ناصفرiM  ،است 

بنابراین      Rii MAttNMAttMAtt ي اول از فرضیات روي ، که  تساوR  بدست آمده

 □است. 

 

کامل راست و یا در شرط زنجیر افزایشی روي ایده آل ها صدق کند. اگر  Rفرض کنید گزاره:  6-8

RM  نمایشی باشد آنگاه هر خارج قسمت ناصفر ازRM .نیز نمایشی است 

nMMMفرض کنید اثبات:   1  یک نمایش ثانویه باشد، و خارج قسمت ناصفر

      
 


n

i

n

i

iiiRR NMMNNMNMQ
1 1

  را در نظر بگیرید. فرض رويR  ایجاب

می کند که هر کدام از مدول هاي ناصفر  NMM ii  راین ثانویه باشند. بنابRQ  .نمایشی است□ 

 

هدف بعدي ما این است که نشان دهیم هر مدول ناصفر روي یک حلقه کامل راست نمایشی است.     

 و دوگان سازي آن، به دنبال کار با پوشش هاي پروژکتیو هستیم.  ]11[با ایده گرفتن از 

، یک 49-3باشد. با توجه به  Rناصفر روي حلقه کامل راست یک مدول   RMفرض کنید     

مجموعه  ne,,e,e 21  از عناصر خود توان موضعی و دو به دو متعامد وجود دارد به طوري که

121  neee  پوشش پروژکتیو  83-3. با استفاده از ، RMp یخت با یک مجموع یکر

                                                 
1 - irredundant secondary representation 
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RradJاست. اگر Reiمستقیم   80-3، آنگاه با استفاده از،eJ  یک زیر مدول ماکسیمال

ثانویه نیز هست. از آنجا  Rei، 9-4و  81-8پوچ است و بنابر  Reiاست. بعلاوه هر  eRمنحصر بفرد 

که هسته نگاشت   RR MMp   33-8کوچک است، با توجه به گزاره ، 

      ReAttMpAttMAtt iRR  

 نتیجه می شود. 3-4که تساوي دوم از گزاره 

Reو  Reiرا داخل کلاس هاي هم ارزي کــه  Reiاگــر      j در صورت داشـتن ایده آل اول الحاقی 

مشابه متعلق به یـک کلاس باشند قــرار دهیم تجزیه   jR SMp   بـه دست خواهد آمد کـهjS، 

jp-  این مطلب در گزاره زیر استفاده شده است. (. از3-4ثانویه است )با استفاده از گزاره 

را در نظر بگیرید. فرض کنید  Rروي حلقه کامل راست  RMمدول ناصفر گزاره:  6-9

   nR p,,pMAtt 1  کهip هاي  ها مجزا هستند. در این صورت خانواده اي از زیر مدول

 nM,,M 1  وجود دارد کهiM ،ip-  ثانویه است وnMMM  1  یک نمایش ثانویه

 است. M)غیرزائد( براي مدول 

با توجه به آنچه گفته شد فرض می کنیم اثبات:   j

n

jR SMp 1 تعریف می کنیم . 

  MMpSIm:M ii  

صورت  )در غیر این iMبوضوح     RR MMp:ker   .)کوچک نیست 

ثانویه است. با توجه  -ipنیز  iMاست، پس  iSثانویه  -ip، یک خارج قسمت از مدول iMچون     

nMMMها به آسـانی دیده می شود  iMبه تعریف   1 که این نمایش با توجه بــه گزاره ،

 □، غیر زائد است. 8-9

 

نشان می دهد که براي حلقه نیم کامل  81-3مل است. گزاره نیم کا Rحال فرض می کنیم حلقه     

R اگر مدول ناصفر ،RM  به طور متناهی تولید شده باشد آنگاه RMp .نیز متناهی مولد است 
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، نتیجه می شود که 83-3از      RMp وع مستقیم )متناهی( با مجمRei  یکریخت است. پس

همانند قبل وجود دارند و چون متناهی مولد هستند پس هر زیر مدول محض  jSمدول هاي ثانویه 

هستند.  باس jSآن ها مشمول در یک زیر مدول ماکسیمال است. بنابراین مدول هاي ثانویه 

در اثـبات قبل نیز بـاس هستند. بنابراین   jMهمچنین نتیجه می شود که مدول هاي خـارج قسمتی 

  jMAtt  و لذا   jj pMAtt . 

 با توجه به آنچه گفته شد نتیجه زیر بدیهی است.    

باشد. در این  Rیک مدول متناهی مولد ناصفر روي حلقه نیم کامل  RMفرض کنید نتیجه:  6-11

 داراي یک نمایش ثانویه است. RMصورت 

 

 بـاشد و همچنین  یــک مدول دلخواه RMیــک حلقه کــامل راست و  Rفرض کنید نتیجه:  6-11

 RMAtt در این صورت زیر مدول .RR MN   وجود دارد به طوري که  RNAtt  و

     RR
MAttNMAtt . 

در نظر  8-8را همانند گـزاره  iMثـانویه  -ip. مدول هاي RMمی توانیم فرض کنیم اثبات: 

nMMMمی گیریم و نمایش ثانویه غیر زائد   1  را به دست می آوریم. بدون کاستن از کلیت

فرض مـی کنیم  kp,,p 1 قرار مـی دهیم .kR MM:N  1 که یک نمایش ثـانویه ،

(، 8) 9-8است. با توجه به گزاره  RNغیر زائد از   RNAtt. 

nkRفرض کنید      MM:   1 یک نمایش ثانویه غیر زائد از ،R  باشد. بـا توجه بـه گزاره

8-9 (8 ،)     MAttAtt R در این صورت داریم .   NNNNM  پس .

        RRR
MAttAttNMAtt 9-8. با توجه به گزاره ، 

         
RRRR NMAttNMAttNAttMAtt   

و لذا     
RR NMAttMAtt  در نتیجه .    

RR NMAttMAtt  .□ 
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 در مورد ایـده آل هاي اول وابسته، هیچ محدودیتی روي حـلقه ]4[در  33-8بـراي دوگان نتیجـه     

 ست. اما در مورد ایده آل هاي اول الحاقی اینچنین نیست. در حقیقت فرض کامل راست بودنلازم نی 

 ضروري است. مثال بعدي یک توضیح مختصر از این مطلب است. Rروي  

Z:M:Rاگر مثال:  6-12   دیدیم که  38-8آنگاه در مثال       RSpecMAtt Rز . ا

را طوري انتخاب کنیم که  یکریخت و یا صفر است، اگر  RM، یا با RMآنجا که هر زیر مدول 

      RSpec,  برقرار نخواهد بود. 33-8آنگاه نتیجه 

 ا به مدول هاي نمایشی تعمیم دهیم. ر 8-8در ادامه قصد داریم عبارت آخر در گزاره     

کامل راست و یا در شرط زنجیر افزایشی روي ایده آل ها صدق  Rفرض کنید حلقه گزاره:  6-13

nRکند. اگر  MMM  1  یک نمایش ثانویه غیر زائد از یک مدولRM  باشد که هرiM  یک

 ،Rrثانویه است، آنگاه براي هر  -ipمدول 

.prMMrR
n

i

i
1

 

Rr ،MMrRفرض کنید براي یک اثبات:   پس یک .i  وجود دارد به طوري کهii MrRM  .

 .iprثانویه است پس  -iM ،ip، چون هر 8-8با استفاده از گزاره 

، . با توجه به غیر زائد بودن نمایش ثانویهiprوجود دارد که  iبرعکس، فرض کنید یک     

MM
ij j  

 . بنابراین  

   
Rij jii

Rij j MMMMM  
  

MMpiثانویه است. پس  -ipکه    وMRMri  .□ 

 

عناصر موجود در اشتراک ایده آل هاي اول الحاقی مدول   ]6.2، قضیه 16[در قضایاي مک دونالد     

RM  حاصل نمی شود. در حقیقت چنین  8-8روي آن پوچ توان هستند. اما چنین نتیجه اي از گزاره

یک حلقه ارزیاب گسسته باشد و  Rمطلبی در محیط ناجابجایی درست نیست. به طور مثال اگر 
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R:M نه ایده آل اصلی یک حوزه صحیح است پس عناصر ، آنگاه با توجه به اینکه هر دام

 RMAtt  .پوچ توان نیستند 

 پس به دنبال شرطی هستیم که این تفاوت را بین دو محیط جابجایی و ناجابجایی از بین ببرد.     

ثانویه باشد و براي یک  -RM ،pنامیم اگر  3ثانویه -pرا قویاً  RMمدول  -Rتعریف:  6-14

Nn ،np.M  اگر .nR MMM  1  یک نمایش ثانویه و هرiM  قویاً ثانویه باشد، این

 نمایشی قوي می گوییم. را یک مدول RMزیه را یک نمایش ثانویه قوي می نامیم و تج

 

 یک حـلقه کـامل راست و یـا در شرط زنجیر افزایشی روي ایـده آل هـا  Rفرض کنید گزاره:  6-15

nRصدق کند. فرض کنید  MMM  1  از مدول ها ي قویاً یک مجموعp-  ثانویه باشد کهp 

 ثانویه است. -p، قویاً RMاست. در این صورت  Rیک ایده آل اول از حلقه 

niبراي هر اثبات:  1 ،Nki   وجود دارد به طوري کهik

i pM قرار می دهیم .

 nk,,k,kmax:k 21 در این صورت .kMp .□ 

 ، می توان از نمایش ثانویه قوي غیر زائد نیز صحبت نمود.34-8با توجه به گزاره     

یک حلقه کامل راست و یا در شرط زنجیر افزایشی روي ایده آل ها  Rفرض کنید گزاره:  6-16

 نیز قویاً نمایشی است.  RMقویاً نمایشی باشد، پس هر خارج قسمت ناصفر از  RMصدق کند. اگر 

از یک مدول قویاً ثانویه، قویاً ثانویه  و این واقعیت که یک خارج قسمت ناصفر  9-8از گزاره اثبات: 

 □است، نتیجه به دست می آید. 

مدول هاي ثــانویه، لزوماً قویاً ثـانویه نیستند. بـــه عنوان مثال حلقه ارزیاب گسسته      m,R ،

m-  .ثانویه است اما قویاً ثانویه نیست 

 

 ،RMآرتینی باشد. در ایـن صورت  RMیک حلقـه نوتري جابجایی  و  Rکنید  فـرضگزاره:  6-17

                                                 
1 - strongly p-secondary 
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 ثانویه باشد. -RM ،pثانویه است اگر و تنها اگر  -p قویاً 

فرض کنید ت: اثبا   pMAtt R  از آنجا که .p  متناهی مولد است، اگر براي هرpr ،

 rkk   وجود داشته باشد به طوري کهkMrاگر مجموعه  3، آنگاه با توجه به اصل لانه کبوتري(

رگی از عناصر به تعداد کمی قطعه افراز شود، دست کم یک قطعه شامل تعداد نسبتاً زیادي بسیار بز

NKعنصر است(،    وجود دارد به طوري کهKMp. 

Nkوجود داشته باشد به طوري که براي هر  prفرض می کنیم       ،kMr با توجه به .

را می توان به صورت مجموعی از مدول هاي )آرتینی( پوچ  RM ]2.5، قضیه 16[اثبات 

kHHM  1  نوشت. با حذف عناصر زائد، می توان این مجموع را غیر زائد فرض کرد. حال

 ثانویه است. داریم   -iH ،pثابت می کنیم که هر 

    


ij jii
Rij j HHHHM  

ثانویه است. بنابراین  -R ،p( با توجه به نوتري بودن RMکه )به عنوان خارج قسمتی از 

 
RiHAttp  81-8و با توجه به گزاره ،   pHAtt

Ri  . 

 آرتینی است، زنجیر  RM، آرتــینی و پــوچ است. از آنجا کــه RMپــس مـی توانیم فرض کنیم     

 2MrMrM  در 1kk MrMr  .متوقف می شود 

Mr:Nکنید  فرض     1  و  kmr:Mm:N2 به وضوح .MN,N 21 بعلاوه، براي .

Mm ،Mm   1وجود دارد به طوري که kk rmmr بنابراین .   krrmm یعنی .

2Nrmm  21. پس NNm  21. اما NNM  که با پوچ بودن ،RM  .در تناقض است□ 

 

را نیز  R، قابل حذف نیست. همچنین فرض روي حلقه RMشرط آرتینی بودن  39-8در گزاره     

 کرد. حتی روي یک حلقه آرتینی راست، مدول آرتینی ثانویه، لزوماً قویاً ثانویه نیست. نمی توان حذف

                                                 
1 - pigeon-hole principle 
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 Rباشند. توجه کنید که حلقه  89-8همانند مثال  aو  R ،1m ،2mفرض کنید مثال:  6-18

21آرتینی است. به وضوح  mmRR  یک بررسی ساده نشان می دهد .    21 mmAtt
R
  و

    12 mmAtt
R
 پس هم . 

R
m1  و هم 

R
m2  ثانویه هستند. چون12 m.m پس ، 

R
m2 ًقویا ، 

1m-  1ثــانویه است. بــه آسانی می توان دید کــه براي هــرk ،am.m
k
21 ،پس . 

R
m1ًقویــا ،  

2m-  21ثانویه نیست. بنابراین mmRR  ش ثانویه است که قویاً ثانویه نمی باشد. یک نمای□ 

 

)روي حلقه هاي جابجایی( به صورت پوچ توان یا  Rبا توجه به تعریف مک دونالد، عناصر حلقه     

پوشا روي مدول هاي ثانویه عمل می کنند. اگر صرفاً عناصر را با ایده آل هاي راست، جایگزین کنیم 

 براي مدول هاي قویاً ثانویه نیز داریم. این نتیجه را 

 یک حلقه کامل راست و یــا در شرط زنجیر افزایشی روي ایده آل هــا Rفـرض کنید گزاره:  6-19

طرفه( قویاً ثانویه است اگر و تنها اگر براي هر ایده آل )دو RMصدق کند. در این صورت مدول ناصفر  

I  ازR از ،MMI   نتیجه شود کهNk   وجود دارد به طوري کهkMI. 

MMIفرض کنید "  فقط اگر"براي اثبات  اثبات:   8-8. با توجه به گزاره (C از آنجا که ،)I  یک

 RMرا صفر می کند پس مشمول در ایده آل اول الحاقی منحصر بفرد از  RMخارج قسمت ناصفر از 

نیز روي  Iوچ توان است پس با توجه به فرض،پ RMاست. از آنجا که این ایده آل اول الحاقی روي 

RM .پوچ توان است 

توجه کنید کــه با توجه به فرض "  اگـر " بــراي اثبات   RMAttرض کنید ـ. ف

 RMAttq,p  . 

qpنشان خواهیم داد  دول هم اول . م 
R

NM  وجود دارد به طوري که 
R

NMannp  .

MNMpچون   پس ،Nk   وجود دارد به طوري کهkMp ،بنابراین .

  qMannp R

k   چون هر ایده آل اول الحاقی شـامل( RMann  است(. چـونq  اول است
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qpپـس   بـه همین نحو می توان نشان داد .pq  پس .qp  بنابراین .RM ،p-  ثانویه است

 □. به این ترتیب اثبات کامل می شود. kMpو نشان دادیم 

 یک حلقه کامل راست و یا در شرط زنجیر افزایشی روي ایده آل ها صدق Rفرض کنیدگزاره:  6-21

nRکند. فرض کنید   MMM  1  یک  نمایش ثانویه قوي غیر زائد ازRM  باشد که هرiM 

 ، داریم Rrثانویه است. در این صورت براي  -ip یک مدول قویاً

  .prrRM:Nk
n

i

i

k 
1

 

Nkفرض کنیداثبات:   که طوريه وجود دارد ب   
k

rRMي هر . پس براi ،  
k

i rRM .

بنابراین     ii

k
pMannrR  پس براي هر .i ،ipr . 

Nkiثانویه است، پس  -ip قویاً، iM. از آنجا که i ،iprبه عکس، فرض کنید براي هر       

ikوجود دارد به طوري که 

ii pM اگر . nk,,kmax:k 1 آنگاه ،  
k

rRM .□ 

R:Mیک حلقه ارزیاب گسسته باشد و  Rاگر تذکر:   برقرار نیست. این مطلب  80-8، آنگاه گزاره

  نشان دهنده اهمیت وجود نمایش ثانویه قوي در این گزاره می باشد. 
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A   

annihilator    
Artinian module   
ascending chain condition  
associated prime   
attached  prime 

automorphism    

    

B    
basis    
bass module   
Bijection    

    

C    
category 

category equivalence      
coefficients    
commutative    
compatible    
completely    
composition series     
constant term   
coprime module    
covariant functors 

 

D    
decending chain condition  
direct product   
 external   
 internal   

   

 

 
   پوچ ساز 

  مدول آرتینی 

 افزایشی زنجیر   شرط

   وابسته اول

  الحاقی  اول

   خودریختی 

    

    

 

    

   پایه 

  باس  مدول

   دوسویی 

    

    

 

   

رسته 

    رسته اي هم ارزي

   ضرایب 

   جابجایی 

   سازگار 

  به طور کامل 

    سري ترکیب 

  ثابت  جمله

    مدول هم اول

 فانکتور همورد

   

 

 کاهشی  زنجیر شرط

  مستقیم  حاصلضرب

  خارجی    

  داخلی    

 فهرست راهنما

 وا ه نامه ان لی ی به فارسی
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discrete valuation ring 

divisible ring  

division ring   
divisor, zero   
domain    
 integral   
 principal ideal  

    

E    
element(s)    
 idempotent   
 identity   
 inverse   
 maximal   
 minimal   
 nilpotent   
 unit   
empty set   
endomorphism    
epimorphism 

essential extension   
essential submodule   
external direct product  

    

F    
field    
finite dimensional   
finitely generated module  
free module   

    

G    

حلقه ارزیاب گسسته 

  حلقه تقسیم پذیر

  متقسی حلقه

  علیه صفر مقسوم 

   دامنه 

  صحیح  

 ایده آل اصلی  

 

 
 

   عنصر 

  خود توان  

  همانی  

  وارون  

  ماکسیمال  

  مینیمال  

  پوچ توان  

  یکه  

  تهی  مجموعه

   درونریختی 

   بروریختی 

  توسیع اساسی 

  اساسی  زیر مدول

 خارجی  مستقیم حاصلضرب

 

 

    

   میدان 

  بعد متناهی 

 متناهی  تولید مدول با

  آزاد  مدول
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good module  

group 

    

H    

homomorphism    

    

I    

ideal    

 finitely generated  

 left   

 maximal   

 prime   

 principal   

 proper   

 right   

 semiprime   

indecomposable  injective module  

idempotent element   

 local  

image    

 homomorphic 

  

induction    

injective module   

injective hull   

integral domain   

internal direct product  

Intersection of sets    

irreducible    

irredundant    

isomorphic    

isomorphism    

    

    مدول خوب

   گروه

  

 

   همریختی 

    

    

ایده آل    

 با تولید متناهی   

 چپ   

 ماکسیمال   

 اول   

 اصلی   

 سره   

 راست   

 نیم اول   

 مدول انژکتیو تجزیه ناپذیر  

عنصر خود توان    

 موضعی   

تصویر    

 همریخت   

 

استقرا    

مدول انژکتیو    

انژکتیو هال    

دامنه صحیح    

حاصلضرب مستقیم داخلی   

اشتراک مجموعه ها    

تحویل ناپذیر    

غیر زائد    

یکریخت    

یکریختی    

   



 71 

J 

Jacobson radical    

Jordan Holder theorem    

    

K    

kernel    

    

L    

left zero divison    

local    

    

M    

map    

mapping    

 bijection   

 injective   

 surjection   

matrix    

 lower triangular   

maximal     

minimal    

module(s)    

 Artinian   

 bass   

 coprime   

 faithful   

 finitely generated   

 free   

 good   

 hollow   

 injective   

 inverse polynomial   

 Noetherian   

 

 رادیکال جیکبسون

    هولدر -قضیه ژردن

 

    

هسته    

  

   

مقسوم علیه صفر چپ    

موضعی    

 

 

نگاشت    

تابع    

 دوسویی   

 یک به یک   

 پوشا   

ماتریس    

 پایین مثلثی  

ماکسیمال    

مینیمال    

مدول    

 آرتینی   

 باس   

 هم اول   

 وفادار   

 متناهی مولد   

 آزاد   

 خوب   

 پوچ   

 انژکتیو   

 چند جمله اي معکوس   

  نوتري   
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primary   

 prime   

 projective   

 quotient   

 representation   

 secondary   

 semi simple   

 simple   

 uniform   

    

N    

nilpotent element    

noetherian module   

noncommutative    

number    

 cardinal   

    

O    

orthogonal    

    

P    

Pigeon-hole principle   

polynomial    

primary    

primary decomposable   

prime ideal    

prime integer    

prime module    

prime ring    

principal ideal    

principal ideal domain   

  

 

   اولیه 

اول    

پروژکتیو    

خارج قسمتی    

نمایشی    

ثانویه    

نیم ساده    

ساده    

یکنواخت    

    

 

عنصر پوچ توان    

مدول نوتري    

ناجابجایی    

عدد    

 اصلی   

 

 

متعامد    

 

 

اصل لانه کبوتري    

چند جمله اي    

اولیه    

تجزیه پذیر اولیه    

ایده آل اول    

عدد اول    

مدول اول    

حلقه اول    

ایده آل اصلی    

دامنه ایده آل اصلی    
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projective cover    

projective module    

proper submodule    

    

Q    

quotient module    

quotient ring    

    

R    

right ideal    

right perfect ring    

right primitive ring    

right zero divisor    

ring(s)    

 Artinian   

 commutative   

 division   

 Noetherian   

 prime   

 principal ideal   

 quotient   

 right perfect   

 semi simple   

 simple   

 skew polynomial   

ring of polynomial    

    

S    

secondary module    

semilocal    

semiperfect    

 

   پوشش پروژکتیو 

مدول پروژکتیو    

زیر مدول سره    

 

    

مدول خارج قسمتی    

حلقه خارج قسمتی    

 
 

ایده آل راست    

حلقه کامل راست    

حلقه اولیه راست    

مقسوم علیه صفر راست    

حلقه    

 آرتینی   

 جابجایی    

 تقسیم   

 نوتري   

 اول   

 ایده آل اصلی   

 خارج قسمتی   

 کامل راست   

 نیم ساده    

 ساده   

 چندجمله ایهاي اریب   

حلقه چند جمله ایها    

  

   

مدول ثانویه    

نیم موضعی    

نیم کامل    
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semiprime ideal    

semiprime ring    

semisimple ring    

sequences    

set    

simple module    

simple ring    

skew polynomial ring    

small submodule    

split    

strongly indecomposable    

strongly secondary    

submodule    

subset    

    

U    

uniform module    

union of sets    

unit    

    

V    

vector space    

    

Z    

zero divison    

    

    

    

    

    

    

 

    

   ایده آل نیم اول 

حلقه نیم اول    

حلقه نیم ساده    

دنباله    

مجموعه    

مدول ساده    

حلقه ساده    

حلقه چندجمله ایهاي اریب   

زیرمدول کوچک    

شکافته شده    

به طور قوي تجزیه ناپذیر   

قویاً ثانویه    

زیرمدول    

زیر مجموعه    

    

 

مدول یکنواخت    

اجتماع مجموعه ها    

یکه    

 

    

فضاي برداري    

    
 

مقسوم علیه صفر    
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union of sets    

induction    

intersection of sets   

pigeon-hole principle   

prime    

 attached   

 associated   

primary    

ideal    

 principal   

 prime   

 finitely generated   

 left   

 right   

 proper   

 maximal   

 semiprime   

  

   

epimorphism   

algebraic closure   

finite dimensional   

Strongly indecomposab  

completely   

  

  

basis   

nilpotent   

annihilator   

   

 

 

   الف 

   اجتماع مجموعه ها 

   استقرا 

   اشتراک مجموعه ها 

   اصل لانه کبوتري 

   اول 

   الحاقی 

   وابسته 

   اولیه 

  ایده آل  

  اصلی  

  اول  

  با تولید متناهی  

  چپ  

  راست  

  سره  

  ماکسیمال  

   نیم اول  
 

   ب 

   بروریختی 

   بستار جبري 

   بعد متناهی 

  به طور قوي تجزیه ناپذیر 

   به طور کامل 
    

     

   پایه 

   پوچ توان 

   پوچ ساز 

 

 وا ه نامه فارسی به ان لی ی
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projective cover 
 

 

    

mapping    

 surjective   

 bijective   

 injective   

irreducible    

image    

 homomorphic   

division    

essential extension    

 

    

secondary    

 

    

commutative    

constant term    

    

    

polynomial    

 skew   

 inverse   

 

    

direct product    

 external   

 internal   

    

ring    

 Artinian   

                        discrete valuation 

  پوشش پروژکتیو

 

   ت 

   تابع 

  پوشا  

  دوسویی  

  یک به یک  

   تحویل ناپذیر 

   تصویر 

  همریخت  

   تقسیم 

   توسیع اساسی 

    

     

   ثانویه 
    
     

   جابجایی 

   جمله ثابت 

    

     

   چندجمله اي 

  اریب  

 معکوس  

   

     

   حاصلضرب مستقیم 

  خارجی  

  داخلی  
 

   حلقه 

  آرتینی  

  ارزیاب گسسته  
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                            prime 

 Right primitive   

 principal ideal   

 division   

 divisible   

 commutative   

 skew polynomial   

 quotient   

 simple   

 right perfect   

 Noetherian   

 semi prime   

 semi simple   

 semi perfect   

 semi local   

 local   

  

   

idempotent    

automorphism    

  

   

domain    

 principal ideal   

 integral   

endomorphism    

sequences    

 

    

radical    

Jacobson radical    

   

  

   اول                   

  اولیه راست  

  ایده آل اصلی  

  تقسیم   

  تقسیم پذیر  

  جابجایی  

   چندجمله اي اریب 

   خارج قسمتی 

  ساده  

  کامل راست  

  نوتري  

  نیم اول  

  نیم ساده  

  نیم کامل  

  نیم موضعی  

  موضعی  

    

     

   خود توان 

   خودریختی 

    

   د 

   دامنه 

  ایده آل اصلی  

  صحیح  

   درونریختی 

   دنباله 

    

   ر 

   رادیکال 

   رادیکال جیکبسون 
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category 
 

 

chain    

subset    

submodule    

 essential   

 small   

 

    

compatible    

series    

 composition   

 

    

ascending chain condition    

decending chain condition    

split    

 

    

coefficients    

 

 

    

number    

 cardinal   

prime integer    

element    

 nilpotent   

 idempotent   

 maximal   

 minimal   

  

  رسته

 
   ز 

   زنجیر 

   زیرمجموعه 

   زیر مدول 

  اساسی  

  کوچک  
    

   س 

   سازگار 

    سري

   ترکیبی 

    

     

   شرط زنجیر افزایشی 

   شرط زنجیر کاهشی 

   شکافته شده 

    

     

   ضرایب 

    
 

     

   عدد 

  اصلی  

   عدد اول 

   عنصر

  پوچ توان  

  خود توان  

  ماکسیمال  

  مینیمال  
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                      identity   

                      inverse          

                    unit   

 

    

irredundant    

 

    

vector space    

covariant functors 

 

    

theorem    

 Jordan-Holder  

strongly secondary  

  

    

group    

 prufer   

    

    

matrix    

 lower triangular  

orthogonal    

set    

 empty   

 proper   

module    

 Artinian   

 free   

 injective   

  indecomposable  

                                       prime 

  همانی

 معکوس

یکه    
    
     

غیر زائد    
  

     

فضاي برداري    

فانکتور همورد 
    

     

قضیه    

 ژردن- هولدر   

قویاً ثانویه    

    

     

گروه    

 پروفر   

    

   م 

ماتریس    

 پایین مثلثی   

متعامد    

مجموعه    

 تهی   

 سره   

مدول    

 آرتینی   

 آزاد   

 انژکتیو   

  تجزیه ناپذیر  

 اول   
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primary                       

 bass   

 projective   

 hollow   

 decomposable   

 secondary   

 inverse polynomial  

 quotient   

 good   

 simple   

 finitely generated  

 representable   

 semi simple   

 faithful   

 coprime   

 uniform   

zero divisors    

 left   

 right   

local    

field    

 

    

noncommutative    

map    

representation    

 

    

kernel    

identity    

category equivalence   

homomorphism   

  

 اولیه                

باس                     

پروژکتیو     

پوچ     

تجزیه پذیر      

ثانویه     

چندجمله اي معکوس     

خارج قسمتی     

خوب     

ساده     

متناهی مولد     

نمایشی     

نیم ساده      

وفادار  

هم اول                  

یکنواخت     

مقسوم علیه صفر    

چپ     
راست     

موضعی    

میدان    

    

   ن 

ناجابجایی    

نگاشت    

نمایش    

    

   ه 

هسته    

همانی    

هم ارزي رسته اي    

همریختی    
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isomorphism    

unit    

 

 

    

    

    

    

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

   ی 

یکریختی    

یکه    
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Abstract  

 

     Attached prime ideals and secondary and representation modules were 

introduced in 1973  by  I.G. Macdonald  to  develop a dual  theory to the  

associated  prime ideals  in commutative algebra. In this thesis we  generalize  

Macdonaldʼs theory  to the modules over noncommutative rings. We also examine 

attached prime ideals of various modules. We describe how  the attached primes 

behave under category equivalence. Let RM  be an R - module and RR:   be 

an automorphism, and denote the skew polynomial ring  ;xR  by S . It is then 

possible to make the set of inverse polynomials  1xM  into a right S - module by 

declaring that for j,i , Mm , and Ra ,  

    
ij

ijxam
:axmx

jii

ji

















 

We       prove        that         if     RM          is      completely         - compatible,        

then        RS MAttp:xpxMAtt 1
(denote the attached primes set of RM  

by  RMAtt ). If we assume that  1xM  is a  completely   - compatible  and  bass 

module, then        RS MAttp:xpxMAtt 1
. In  the continues  generalize the 

sense of  secondary  and  representation modules over noncommutative rings. Note 

that this results follows from [1]. 

 

 

Key Words: Attached prime ideal, Coprime module, Associated prime ideal, 

Annihilator, Secondary module, Representation module, Skew polynomial ring, 

 - Compatible, Right perfect ring, Bass module  
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