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مهربانم. همسر به ͬ کنم م تقدیم را خود پایان نامه ی

ز



امتنان و افتخار کمال در و بی΄ران سپاس و تش΄ر ضمن را رساله این
همه ی به خاطر عزيزم مادر و پدر ارزشمند محضر به نمایم مͬ تقدیم
و داده اند انجام ͬ ام زندگ مختلف دوران در که محبت  آ میزی تلاش های
که مهربانم همسر به آموخته اند. من به را زیستن چ·ونه بامهربانͬ
عزیزم استاد به است. بوده من هم·ام و همراه تحصیل طول تمام در
فرهیخته ای و فرزانه استادان همه ی و ͷدسترن الهام دکتر خانم سرکار
کسب راه در که آنان به نمودند. یاری مرا معرفت و علم کسب راه در که
پرورشان روح دعای و خیرشان نفس که آنان به بودند. راهنمایم دانش
و کنم دين ادای بتوانم تا کن کم من به الها بود. راهم بدرقه ی
عاقبت، حسن پروردگارا بپوشانم. عمل جامه ی آنان خواسته ی به
سرشار خدمتͬ توفیق خدایا نما. مقدر آنان برای را سعادت و سلامت
رشد جهت پژوهش و دانش و علم با همسو و همراه و نشاط و شور از

بفرما. عنایت کهنسال ایران ش΄وفایی و

ش΄ری فائزه
١٣٩۵ بهمن

ح



نامه تعهد
دانش·اه ریاضͬ علوم محض ریاضͬ رشته ارشد کارشناسͬ دانشجوی ش΄ری فائزه اینجانب
توان معامله های اختیار قیمت گذاری در پرش کسری‐ فرآیند عنوان با پایان نامه نویسنده شاهرود،

ͬ شوم: م متعهد ͷدسترن الهام راهنمایی تحت ، آسیایی
است. برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط پایان نامه این در تحقیقات •
است. شده استناد استفاده مورد ͽمرج به پژوهش گران، دی·ر پژوهش های نتایج از استفاده در •

امتیازی یا مدرک نوع هیچ دریافت برای دی·ری فرد یا خود، توسط کنون تا پایان نامه، این مطالب •
است. نشده ارایه هیچ جا در

دانش·اه “ نام با مستخرج مقالات و دارد، تعلق شاهرود صنعتͬ دانش·اه به اثر، این معنوی حقوق •
رسید. خواهد چاپ به “ Shahrood University of Technology “ یا “ شاهرود صنعتͬ

مقالات در بوده اند، تاثیرگذار پایان نامه اصلͬ نتایج آوردن به دست در که افرادی تمام معنوی حقوق •
ͬ گردد. م رعایت پایان نامه از مستخرج

استفاده آنها) بافت های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •
است. شده رعایت اخلاقͬ اصول و ضوابط است، شده

یافته دسترسͬ افراد شخصͬ اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •
است. شده رعایت انسانͬ اخلاق اصول و رازداری اصل است)، شده استفاده (یا

ش΄ری فائزه
١٣٩۵ بهمن

نشر حق و نتایج مال΄یت
رایانه ای، برنامه های کتاب، مستخرج، ( مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
مطلب این ͬ باشد. م شاهرود صنعتͬ دانش·اه به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم افزارها

شود. ذکر مربوطه علمͬ تولیدات در مقتضͬ، نحو به باید
ͬ باشد. نم مجاز منبع ذکر بدون پایان نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده •

ط





چ΄یده

مالͬ ریاضیات در نتیجه، در و مالͬ اقتصادهای در مفاهیم مهم ترین از معامله اختیار قیمت گذاری
فرموله برای دوربرد، وابستگͬ ویژگͬ داشتن سبب به کسری براونͬ فرآیند خاص، حالت در است.
تحت هندسͬ آسیایی توان معامله های اختیار قیمت رساله، این در است. مناسب سهام دینامی کردن

ͬ کنیم. م ارزیابی را کسری براونͬ فرآیند چارچوب

قیمت گذاری کسری؛ براونͬ فرآیند توان؛ معامله ی اختیار آسیایی؛ معامله ی اختیار کلیدی: کلمات
معامله اختیار

ک
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١ فصل
اولیه مفاهیم و تعاریف

مقدمه ١ . ١
اصطلاحات و مفاهیم برخͬ بیان به خلاصه طور به پایان نامه، این بهتر درک برای که برآنیم فصل این در
ͽمراج از است، شده مشخص روشنͬ به که مواردی جز به فصل این در شده ارائه مطالب بپردازیم. اولیه

شده اند. گرفته [٣٧] و [۶] ،[٣١]
طوری که به است، τ زیرمجموعه هایXمانند از دسته ای ،Xمجموعه ی در توپولوژی ی .١ . ١ . ١ تعریف

ͬ کند. م صدق زیر شرایط در
باشند، τ عضو ∅ و X .١

باشد، τ عضو ،τ اعضای از متناهͬ تعداد هر اشتراک .٢
باشد. τ عضو ،τ دلخواه زیردسته ی هر اجتماع .٣
ͬ نامیم. م توپولوژی فضای ی را (X, τ) مرتب زوج

روی نرم ی را ∥.∥ : V −→ R تابع باشد، R روی برداری فضای ی V کنیم فرض .١ . ١ . ٢ تعریف
هرگاه ͬ گوییم، م V برداری فضای

،x ∈ V هر برای .١
∥x∥ ≥ ٠,



اولیه مفاهیم و تعاریف ٢

 
،α ∈ R و x ∈ V هر برای .٢

∥αx∥ = |α|∥x∥,

 
،x, y ∈ V هر برای .٣

∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥,

.x = ٠ اگر تنها و اگر ∥x∥ = ٠ ،x ∈ V هر برای .۴
ͬ گوییم. م نرمدار فضای (V, ∥.∥) به

اندازه پذیری و اندازه مفهوم ١ . ٢
ی C و تصادفͬ آزمایش ی مم΄ن نتایج تمام مجموعه ی Ω که ͬ کنیم م فرض رساله، این سراسر در

است. آن زیرمجموعه های از ناتهͬ مجموعه ی
ͬ گوییم. م ٢ پیشامد را C اعضای و ١ نمونه فضای را Ω .١ . ٢ . ١ تعریف

این در باشد، X زیرمجموعه های از ناتهͬ دسته ای C و ناتهͬ مجموعه ای X کنیم فرض .١ . ٢ . ٢ تعریف
داریم صورت

و بسته متناهͬ، اشتراک های تحت C اگر گوییم، X زیرمجموعه های از ٣ حلقه نیم ی را C .١
باشد. C مجزای دو به دو اعضای از متناهͬ اجتماعͬ با برابر C عضو دو هر تفاضل

بسته تفاضل، و متناهͬ اجتماع های تحت C اگر گوییم، X زیرمجموعه های از ۴ حلقه ی را C .٢
باشد.

متناهͬ، اشتراک های تحت C اگر گوییم، X زیرمجموعه های از جبر) (نیم ۵ میدان نیم ی را C .٣
باشد. C مجزای دوبه دو اعضای از متناهͬ اجتماعͬ با برابر عضو هر م΄مل و بسته

باشد. بسته م΄مل، و متناهͬ اجتماع های تحت C اگر گوییم، ۶ میدان ی را C .۴
و شمارش پذیر اجتماع های تحت C اگر گوییم، X مجموعه های زیر از ٧ σ‐میدان ی را C .۵

باشد. بسته م΄مل،
١Sample Space
٢Event
٣Semi Ring
۴Ring
۵Semi Field
۶Field
٧σ- Field or σ-Algebra



٣ اندازه پذیری و اندازه مفهوم

روی ٨ اندازه ی از منظور باشد، زیرمجموعه ها از دلخواه و ناتهͬ دسته ای C کنیم فرض .١ . ٢ . ٣ تعریف
کند. صدق زیر شرایط در به طوری که است (µ : C → [٠,∞]) C دامنه ی با µ مانند تابعͬ ،C

،٠ ≤ µ(A) ≤ ∞ ، C در A هر برای (١
به باشد، C مجزای دوبه دو اعضای از نامتناهͬ) یا (متناهͬ دنباله ای ،{An, n ≥ ١} هرگاه (٢

.µ(∪∞
n=١An) =

∑∞
n=١ µ(An) باشیم داشته ،(∪∞

n=١An) ∈ C  طوری که
ͬ گوییم. م µ برای ٩ ‐جمͽ  پذیری σ ویژگͬ را اخیر ویژگͬ

ͬ شوند. م قائل ،µ(∅) = ٠ صورت به را سومͬ شرط فوق، تعریف در منابع، در .۴ . ١ . ٢ ملاحظه
کوچ ترین شمول) رابطه ی (برحسب باشد، X زیرمجموعه های از خانواده ای U اگر .۵ . ١ . ٢ تعریف
به صورت و ͬ نامیم م U توسط شده تولید میدان ‐σ را، X زیرمجموعه های از U شامل میدان ‐σ

دی·ر، عبارت به ͬ دهیم. م نشان σ(U)
HU = ∩{H;H است Ω روی یσ‐میدان ,H ⊂ U}.

این است. U شامل میدان های ‐σ تمام اشتراک ،σ(U) که است ذکر به لازم است. ‐میدان σ ی
U و (X = R (یا X = Rn اگر حال است. U شامل که است ‐میدانͬ σ کوچ ترین ‐میدان، σ

نشان B با و ͬ نامیم م Rn بورل ‐میدان σ را B = HU باشد، X باز زیرمجموعه های تمام مجموعه ی
یا و هستند گویا اعداد a, b آن در که (a, b) یا [a, b] یا [a, b) صورت به بازه ها تمام دسته ی ͬ دهیم. م

اند. B مولد هم·ͬ باشند گویا اعداد آنها انتهای و ابتدا که شعاع هایی مجموعه ی
بورل میدان ‐σ عضو A هرگاه گوییم، ١٠ بورل مجموعه ی را X از A زیرمجموعه ی .۶ . ١ . ٢ تعریف

ͬ گوییم. م بورل مجموعه ی را B اعضای دی·ر، عبارت به باشد.
مجموعه های توسط شده تولید میدان ‐σ توپولوژی΄ͬ، فضای ی در کلͬ، به طور الف) .١ . ٢ . ٧ ملاحظه

ͬ شود. م نامیده بورل میدان ‐σ باز
است. باز مجموعه های همه ی حاوی که است میدانͬ ‐σ کوچ΄ترین بورل، مجموعه های دسته ی ب)
و X زیرمجموعه های از میدان) یا حلقه میدان، نیم حلقه، (نیم سازه ای C کنیم فرض .١ . ٢ . ٨ تعریف

باشیم داشته ،C در A هر برای هرگاه گوییم، متناهͬ ،C روی را µ اندازه ی باشد. C روی اندازه  ای µ
µ(A) < ∞.

اعضای از {An, n ≥ ١} مانند شمارش پذیر دسته ی ،هرگاه گوییم ١١ متناهͬ ‐σ ،C روی را µ اندازه ی و
.µ(An) < ∞ ،n هر برای و X = ∪∞

n=١An به طوری که باشد، داشته وجود C
٨Measure
٩σ-Additivity

١٠Borel Set
١١σ- Finite



اولیه مفاهیم و تعاریف ۴

است. متناهͬ ‐σ اندازه ی ی متناهͬ، اندازه ی هر .١ . ٢ . ٩ ملاحظه
اندازه ای µ و X مجموعه های زیر از نیم حلقه ای H و ناتهͬ مجموعه ای X کنیم فرض .١ . ٢ . ١٠ تعریف
زیر به صورت را A خارجͬ اندازه ی ،X از A دلخواه زیرمجموعه ی برای باشد. H روی ‐متناهͬ σ

ͬ کنیم. م تعریف
µ∗(A) = inf

{∑
n≥١

µ(In) : In ∈ H, A ⊂ ∪n≥١In

}
.

.µ∗(I) = µ(I) ،I ∈ H برای الف) .١ . ٢ . ١١ قضیه
آنگاه باشد، دلخواه دنباله ای {An}n≥١ اگر ب)

µ∗(∪n≥١An) ≤
∑
n≥١

µ∗(An).

کنید. رجوع [٣١] به برهان.

اندازه پذیراند. H توسط شده تولید حلقه ی عضو هر و H عضو هر الف) .١ . ٢ . ١٢ قضیه
داریم X از B دلخواه مجموعه ی زیر هر برای آنگاه باشد، اندازه پذیر µ∗ به نسبت A اگر ب)

µ∗(B) = µ∗(B ∩ A) + µ∗(B − A) = µ∗(B ∩ A) + µ∗(B ∩ Ac) + .

ͬ نامیم. م A برای آزمونͬ مجموعه ی را B

کنید. رجوع [٣١] به برهان.

،µ∗(A) ≤ µ∗(B) آنگاه ،A ⊆ B ⊆ X اگر الف) .١ . ٢ . ١٣ قضیه
.µ∗|I = µ که است این معادل این و µ∗(I) = µ(I) داریم ،I ∈ H اگر ب)

کنید. رجوع [٣١] به برهان.

در I هر برای اگر گوییم، ١٢ اندازه پذیر ،(µ (یا µ∗ به نسبت را X از A زیر مجموعه ی .١۴ . ١ . ٢ تعریف
باشیم داشته H

µ(I) = µ∗(I ∩ A) + µ∗(I − A).

داریم X از B دلخواه زیرمجموعه ی برای آنگاه باشد، اندازه پذیر A اگر .١۵ . ١ . ٢ ملاحظه

µ(B) = µ∗(B ∩ A) + µ∗(B − A).

کنید. رجوع [٣١] به برهان.
١٢Measurable



۵ انتگرال

به که ͬ دهند، م میدان ‐σ ی تش΄یل ‐اندازه پذیر، µ∗ مجموعه های تمام دسته ی .١۶ . ١ . ٢ تعریف
ͬ دهیم. م نمایش M نماد با را آن و ͬ گوییم م ١٣ لب میدان ‐σ آن

ی µ و X زیرمجموعه های از نیم حلقه ای H اگر ١۴ کاراتئودوری). گسترش (قضیه ی ١ . ٢ . ١٧ قضیه
بپوشاند، را X متناهͬ، ‐σ اندازه ی با H اعضای از شمارش پذیر تعداد به طوری که باشد، H در اندازه

)دارد. B (یعنͬ X در H توسط شده تولید میدان ‐σ روی ی·انه گسترشͬ µ آنگاه
کنید. رجوع [٣١] به برهان.

باشد. آن زیرمجموعه های از ‐میدان σ ی C و ناتهͬ مجموعه ی ی Ω کنیم فرض .١ . ٢ . ١٨ تعریف
صدق اندازه پذیری تعریف شرایط در هرگاه ͬ گوییم، م ١۵ اندازه پذیر فضای ی را (Ω, C) مرتب جفت

ͬ نامیم. م اندازه پذیر مجموعه ی ی را C عضو هر کند.
،B ∈ B هر برای اگر ͬ گوییم، م اندازه پذیر را f : (X,A) −→ (Y,B) تابع .١ . ٢ . ١٩ تعریف

f−١(B) = {ω| f(ω) ∈ B} ∈ A.

توسط شده تولید FY σ‐ میدان ͬ گیریم. م نظر در را f : (X,A) → (Y,B) تابع .١ . ٢ . ٢٠ ملاحظه
یعنͬ ،Y

FY = {Y −١(B); B ∈ B}.

ͬ کند. م اندازه پذیر را f که است A روی میدان ‐σ کوچ ترین

انتگرال ١ . ٣
کنیم. تعریف µ اندازه ی به نسبت را f دلخواه و نامنفͬ تابع انتگرال ͬ خواهیم م بخش این در

را A مجموعه  ی ١۶ مشخصه ی تابع باشد، A میدان ‐σ از دلخواه مجموعه ای A اگر .١ . ٣ . ١ یادآوری
ͬ کنیم. م تعریف زیر به صورت و ͬ دهیم م نشان χA با

χA(x) =

١ x ∈ A

٠ o.w.
.

ͬ کنیم. م تعریف زیر صورت به را µ اندازه ی به نسبت f = χA
١٧ ابتدایی تابع انتگرال .١ . ٣ . ٢ تعریف

∀A ∈ A,

∫
X

χAdµ = µ(A).

١٣Lebesque
١۴Caratheodory Extension Theorem
١۵Measurable Space
١۶Characteristic Function
١٧Elementory Function



اولیه مفاهیم و تعاریف ۶

متناهͬ مقادیرش تعداد که حقیقͬ، مقادیر و دلخواه دامنه ی با است تابعͬ ١٨ ساده تابع .١ . ٣ . ٣ تعریف
باشد. an, . . . , a٢, a١ متمایز مقادیر با (X,A, µ) اندازه فضای روی ساده تابعͬ φ کنیم فرض است.
ها Ai که است روشن .Ai = {x ∈ X : φ(x) = ai} آن در که φ =

∑n
i=١ aiχAi

نوشت ͬ توان م
هستند. مجزا

اندازه پذیراند. ها Ai ب·وییم اینکه با است معادل φ پذیری اندازه
ͬ کنیم. م تعریف زیر به صورت را µ اندازه ی به نسبت φ انتگرال .۴ . ١ . ٣ ∫تعریف

X

φdµ =
n∑

i=١
aiµ(Ai).

.٠ ×∞ = ٠ ͬ کنیم م قرارداد .۵ . ١ . ٣ قرارداد
φχA ،A ∈ A (برای باشد، (X,A, µ) اندازه ی فضای روی ساده تابعͬ φ کنیم فرض .۶ . ١ . ٣ تعریف

ͬ کنیم. م تعریف زیر صورت به را A روی φ انتگرال ͬ باشد.) م ساده تابع ی ∫نیز
A

φdµ =

∫
A

χAdµ =
n∑

i=١
µ(Ai ∩ A).

وجود φn مانند ساده توابع از دنباله ای آنگاه باشد، نامنفͬ و اندازه پذیر تابعͬ f کنیم فرض .١ . ٣ . ٧ قضیه
کند. میل f به صعودی صورت به φn طوری که به دارند،

کنید. رجوع [۶] به برهان.
انتگرال باشد. نامنفͬ و پذیر اندازه تابعͬ f و اندازه فضای ی (X,A, µ) ͬ  کنیم م فرض .١ . ٣ . ٨ تعریف

ͬ کنیم. م تعریف زیر به صورت را A ∈ A هر روی f∫
A

fdµ = sup{
∫
A

φdµ : φ ≤ f},

است. نامنفͬ و ساده تابعͬ φ آن در که
مجزای دوبه دو اعضای از دنباله ای · · · , A٢, A١ و X روی اندازه پذیر تابعͬ f کنیم فرض .١ . ٣ . ٩ قضیه

داشت خواهیم صورت این در .A = ∪∞
i=١Ai و باشد A∫

A

fdµ =
∞∑
i=١

∫
Ai

fdµ.

کنید. رجوع [۶] به برهان.
هرگاه گوییم، انتگرال پذیر را A اندازه پذیر مجموعه ی روی ،f نامنفͬ و اندازه پذیر تابع .١ . ٣ . ١٠ ∫تعریف

A

fdµ < ∞.

١٨Simple Function



٧ احتمال نظریه ی

نامنفͬ اندازه پذیر، توابع از دنباله ای · · · , f٢, f١ کنیم فرض ١٩ ی΄نوا). هم·رایی (قضیه ی ١ . ٣ . ١١ قضیه
آنگاه ،limn→+∞ fn = f و باشند صعودی و

lim
n→∞

∫
X

fndµ =

∫
n→∞

lim fndµ =

∫
X

fdµ.

کنید. رجوع [۶] به برهان.

است مم΄ن بودن، نامنفͬ قید برداشتن یا دنباله بودن نزولͬ صورت در فوق قضیه ی .١ . ٣ . ١٢ ملاحظه
،n ≥ ١ برای ،∫ fndµ = ∞ صورت این در ،n ≥ ١ ،fn = χ(n,∞) اگر مثال، به طور نباشد. درست

و
٠ =

∫
fdµ ̸= lim

n→∞

∫
fndµ = ∞.

توابع ،f دامنه ی از x هر برای ،f با متناظر باشد، دلخواه دامنه ی با حقیقͬ تابع f اگر .١ . ٣ . ١٣ تعریف
ͬ کنیم. م تعریف زیر به صورت را f− و f+

f+ = max{f(x), ٠},

و
f− = max{−f(x), ٠}.

،f = f+ − f− داریم صورت، این در ͬ نامیم. م f ٢١ منفͬ جزء و ٢٠ مثبت جزء به ترتیب، را f− و f+

داریم همچنین نوشت. نامنفͬ اندازه پذیر تابع دو تفاضل به صورت ͬ توان م را اندازه پذیر تابع هر یعنͬ،

|f | = f+ − f−.

اندازه پذیرند. نیز f− و f+ آنگاه باشد، اندازه پذیر f اگر که است روشن
است، شده تعریف X روی که را f تابع باشد. اندازه فضای ی (X,A, µ) کنیم فرض .١۴ . ١ . ٣ تعریف
،A ∈ A هر برای صورت، این در باشند. متناهͬ دو هر ،∫ f− و ∫ f+ هرگاه گوییم، انتگرال پذیر

ͬ کنیم. م تعریف زیر صورت به را f ∫انتگرال
A

fdµ =

∫
A

f+dµ−
∫
A

f−dµ.

احتمال نظریه ی ۴ . ١
از شاخه ای احتمال نظریه ی دی·ر، عبارت به  است. تصادفͬ رویدادهای مطالعه ی احتمال، نظریه ی
تصافͬ، متغیرهای را احتمال تئوری هسته ی دارد. سروکار تصادفͬ وقایع تحلیل با که است ریاضیات

١٩Monotone Convergence Theorem
٢٠Positive Part
٢١Negative Part



اولیه مفاهیم و تعاریف ٨

به تصادفͬ پدیده های توضیح بر علاوه احتمال نظریه ی ͬ دهند. م تش΄یل پیشامدها و تصادفͬ فرآیندهای
ال·وی از نتایج کرات، به آزمایشات انجام با ولͬ نیستند، تصادفͬ لزوما که ͬ پردازند م پدیده هایی بررسͬ
پدیده های وقوع احتمال ͬ توانیم م آزمایش تکرار با تاس، یا س΄ه پرتاب با مثلا ͬ کنند. م پیروی خاصͬ

کنیم. بررسͬ و بزنیم حدس را مختلف
ͬ های ویژگ با ، P : F −→ [٠, ١] مجموعه ای تابع .١ . ۴ . ١ تعریف

،P(∅) = ٠ و P(Ω) = ١ .١
.P(∪∞

i=١Ai) =
∑∞

i=١ P(Ai) .٢
اندازه پذیر فضای روی احتمال اندازه ی ی را ،i ̸= j ،Ai

∩
Aj = ∅ و Ai ∈ F آن در که

ͬ گوییم. م احتمال فضای ی را (Ω,F ,P) تایی سه و (Ω,F)

ی را آن باشد، نداشته را P(Ω) = ١ ویژگͬ فوق، شده˼ ی تعریف تابع ͬ که صورت در .٢ . ۴ . ١ تعریف
ͬ گوییم. م اندازه فضای ی را (Ω,F ,P) تایی سه و Ω روی اندازه

است. مفروض احتمال فضای (Ω,F ,P) از مقصود رساله این سراسر در پس، این از .٣ . ۴ . ١ قرارداد
و ͬ گوییم م ٢٢ ساپورت یا تکیه گاه را است ی آن احتمال اندازه ی که مجموعه ای .۴ . ۴ . ١ تعریف

ͬ گوییم. م ٢٣ پوچ مجموعه ی را است ، صفر آن احتمال اندازه ی که مجموعه ای
.P(A) = ٠ هرگاه ͬ نامیم، م P‐پوچ مجموعه ی را A ∈ F مجموعه ی .۵ . ۴ . ١ تعریف

پوچ نیز Q به نسبت ،P به نسبت پوچ مجموعه ی هر اگر معادل اند، Q و P اندازه های .۶ . ۴ . ١ تعریف
ͬ دهیم. م نمایش P ∼ Q با را آن که بالعکس، و باشد

هر هرگاه گوییم، ٢۴ اتم را Ω از ω عضو باشد، اندازه فضای ی (Ω,F ,P) کنیم فرض .٧ . ۴ . ١ تعریف
.P(ω) > ٠ باشیم داشته و {ω} ∈ F

مجموعه ی توسط X یا و است شمارش پذیر آن اتم های تعداد که احتمالͬ اندازه ی به .٨ . ۴ . ١ تعریف
ͬ گوییم. م گسسته احتمال اندازه ی ͬ شود، م (ساپورت) حمل آن اتم های

تقریبا است، شده تعریف (Ω,F ,P) اندازه فضای اعضای تمام برای که خاصیتͬ گوییم .٩ . ۴ . ١ تعریف
اندازه پذیر نیستند، خاصیت آن دارای که نقاطͬ مجموعه ی اگر تنها و اگر است، برقرار ٢۵ (a.e.) یا جا همه

باشند. صفر P اندازه ی دارای و
دی·ر، بیانͬ به یا و ͬ دهد م رخ ١ احتمال با A پیشامد ͬ گوییم م باشد، P(A) = ١ اگر .١٠ . ۴ . ١ تعریف

ͬ دهد. م رخ ٢۶ یقین به قریب
٢٢Support
٢٣Null Set
٢۴Atom
٢۵Almost Everywhere
٢۶Almost Surely



٩ احتمال نظریه ی

زیرمجموعه های تمام شامل ،F هرگاه کامل گوییم، را (Ω,F ,P) احتمال فضای .١١ . ۴ . ١ تعریف
کردن اضافه با ͬ توان م را (Ω,F ,P) احتمال فضای هر وضوح، به باشد. ‐پوچ P مجموعه ی هر

کرد. کامل ‐پوچ P مجموعه ی هر زیرمجموعه های

اقلیدسͬ، فضاهای روی مفروض توپولوژی و احتمال فضای ،(Ω,F ,P) از منظور همه جا، پس، این از
بورل ‐میدان σ نماد B و است بورل ‐میدان σ آنها، روی مفروض ‐میدان σ و استاندارد توپولوژی

است. R روی

را µ١ اندازه ی باشند. (X,A) اندازه پذیر فضای روی اندازه دو µ٢ و µ١ کنیم فرض .١٢ . ۴ . ١ تعریف
هرگاه ͬ دهیم، م نمایش µ١ ≪ µ٢ نماد با و گوییم ٢٧ پیوسته مطلقا µ٢ به نسبت

∀A ∈ A, (µ٢(A) = ٠ ⇒ µ١(A) = ٠).

(X,A) روی متناهͬ ‐σ اندازه ی دو µ٢ و µ١ کنیم فرض ٢٨ نی΄ودیم). رادون‐ (مشتق ١٣ . ۴ . ١ قضیه
وجود X روی f انتگرال پذیر ‐µ٢ و ‐اندازه پذیر A تابع صورت، این در .µ١ ≪ µ٢ به طوری که باشند

و f ≥ ٠ به طوری که دارد
∀A ∈ A, µ١(A) =

∫
A

fdµ٢.

کنید. رجوع [٣١] به برهان.

µ٢ به نسبت µ١ نی΄ودیم رادون‐ مشتق ی را فوق قضیه ی در f مانند تابع هر .١۴ . ۴ . ١ تعریف
ͬ دهیم. م نشان µ١(dx)

µ٢(dx)
یا dµ١

dµ٢
نماد با و ͬ گوئیم م

صورت این در باشد، (Ω,F ,P) اندازه ی فضای روی نامنفͬ و اندازه پذیر تابعͬ f اگر .١۵ . ۴ . ١ قضیه
داشت ∫خواهیم

fdµ = ٠ ⇔ f = ٠ a.e..

کنید. رجوع [٣١] به برهان.

و باشند اندازه پذیر فضاهای (Xn,An), · · · , (X١,A١) ͬ کنیم م فرض .١۶ . ۴ . ١ تعریف

Z = X١ × · · · ×Xn.

گوشه راست An ⊆ Xn, · · · , A١ ⊆ X١ برای را A١ ×A٢ × · · · ×An به صورت Z زیرمجموعه های
دسته ی ͬ گوئیم. م ٣٠ اندازه پذیر گوشه ی راست An ∈ An, · · ·A١ ∈ A١ برای و ٢٩ (مستطیل)
نیم حلقه ی نتیجه در و میدان نیم ،هری اندازه پذیر، گوشه های راست دسته ی و گوشه ها راست

٢٧Absolutely Continuous
٢٨Radon- Nikodym Derivation
٢٩Rectangle
٣٠Measurable Rectangle



اولیه مفاهیم و تعاریف ١٠

‐ σ را اندازه پذیر گوشه های راست نیم میدان توسط ،Z در شده تولید ‐میدان σ ͬ باشند. م Z در
هر برای اگر ͬ دهیم. م نمایش A١ ⊗ · · · ⊗An عبارت با و ͬ نامیم م An, · · · ,A١ حاصلضربی میدان

ͬ کنیم م تعریف ،٠ ×∞ = ٠ دادن قرار با باشد، Ai روی اندازه ی µi ،١ ≤ i ≤ n

λ(A١ × · · ·An) = µ١(A١)× · · · × µn(An).

باشند، ‐متناهͬ σ ها، µi اگر بود. خواهد اندازه پذیر گوشه های راست نیم حلقه ی روی اندازه ی λ
روی اندازه ای به ی·انه ای گسترش کاراتئودوری، گسترش قضیه ی به بنا لذا و است ‐متناهͬ σ نیز λ
نمایش µ١ ⊗ · · ·⊗µn با و ͬ نامیم م µn, · · · , µ١ حاصلضربی اندازه ی را آن که دارد A١ ⊗ · · ·⊗An

(حاصلضرب) حاصلضربی اندازه ی فضای را (Z,A١ ⊗ · · · ⊗An, µ١ ⊗ · · · ⊗ µn) فضای ͬ دهیم. م
ͬ نامیم. م (Xn,An, µn), · · · (X١,A١, µ١)

h : X×Y → و باشند متناهͬ ‐σ اندازه ی دو ، ν و µ کنیم فرض ٣١ فوبینͬ). (قضیه ی ١٧ . ۴ . ١ قضیه
داریم صورت، این در باشد، متناهͬ انتگرال با انتگرال پذیر ‐λ و اندازه پذیر ‐A× Á تابعͬ h و R

متناهͬ انتگرال ‐ν دارای و انتگرال پذیر ‐ν ،y → h(x, y) تابع ،X در x هر تقریبا ،µ برای .١
است.

روی آن اندازه پذیر و دلخواه گسترش یا خود تعریف دامنه ی روی ،x →
∫
Y
h(x, y)ν(dy) تابع .٢

است. متناهͬ انتگرال دارای و انتگرال پذیر ‐ν ،X
داریم بنامیم، g را قبل قسمت در مذکور گسترش اگر .٣∫

X

g(x)µ(dx) =

∫
X×Y

h(x, y)λ(dx, dy).

کنید. رجوع [٣١] به برهان.

ریاضͬ امید و تصادفͬ متغیر ١ . ۴ . ١
X : (Ω,F ,P) −→ اندازه پذیر تابع باشد، احتمال فضای ی (Ω,F ,P) ͬ کنیم م فرض .١٨ . ۴ . ١ تعریف
(Ω,F ,P) روی اندازه پذیر و حقیقͬ تابع هر دی·ر، عبارت به ͬ گوییم. م ٣٢ تصادفͬ متغیر ی را (R,B)
مانند لاتین بزرگ حروف از تصادفͬ متغیرهای دادن نشان برای معمولا ͬ شود. م نامیده تصادفͬ متغیر

ͬ کنیم. م استفاده · · · , X, Y, Z,A

به که است ϕX : R → C تابع ، X : Ω → R تصادفͬ متغیر مشخصه ی تابع .١٩ . ۴ . ١ تعریف
ͬ شود. م تعریف زیر صورت

∀t ∈ R, ϕX(t) = E[eitX ] =

∫
R

eitXdF (x).

٣١Fubini Theorem
٣٢Random Variable
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توزیع تابع از آمده به وجود اندازه ی به نسبت اشتیلیس ‐لب نوع از تعریف این در شده ظاهر انتگرال
است. X

برعکس. و ͬ کند م مشخص ی΄تا به طور را X توزیع ،X مشخصه ی تابع .٢٠ . ۴ . ١ قضیه
کنید. رجوع [٢] به برهان.

که اندازه پذیر است تابعͬ ،X̄ = (X١, X٢, · · · , Xn) ‐بعدی n ٣٣ تصادفͬ بردار .٢١ . ۴ . ١ تعریف
داریم A ∈ Bn هر برای یعنͬ است، Rn در آن مقادیر و (Ω,F ,P) احتمال فضای آن دامنه ی

{ω : X̄(ω) ∈ A} = {(X١, X٢, · · · , Xn) ∈ A} ∈ F .

است. Rn روی بورل ‐میدان σ ،Bn آن در که
ͬ دهیم، م نمایش σ(X) با که را X تصادفͬ متغیر توسط شده تولید ‐میدان σ .٢٢ . ۴ . ١ تعریف

ͬ شود. م تعریف زیر صورت به و است اندازه پذیر آن به نسبت X که است ‐میدانͬ σ کوچ  ترین
σ(X) = X−١(B(R)) = {X−١(A) : A ∈ B}.

ی ،X مانند تصادفͬ متغیر هر باشد. احتمال فضای ی (Ω,F ,P) ͬ کنیم م فرض .٢٣ . ۴ . ١ تعریف
القا احتمال اندازه ی و است بورل میدان ‐σ ،B آن در که ͬ کند م تولید را (R,B,PX) احتمال فضای

ͬ شود. م تعریف زیر صورت به طبیعͬ طور به ͬ دهیم، م نمایش PX نماد با که را X توسط شده
PX(B) = P(X−١(B)) , B ∈ F ,

ͬ گوییم. م X احتمال تابع یا ،X توزیع یا ،X توسط شده القا احتمال اندازه ی آن به و
٣۴ توزیع تابع باشد. حقیقͬ اعداد محور روی احتمال اندازه ی ی P ͬ کنیم م فرض .٢۴ . ۴ . ١ تعریف

ͬ شود. م تعریف F (x) = P(−∞, x] به صورت که است F : R → R تابع ،P
باشد زیر خواص دارای F : R → R اگر .٢۵ . ۴ . ١ تعریف

باشد، صعودی F .١
،limn→−∞ F (x) = ٠ و limn→∞ F (x) = ١ .٢

باشد، پیوسته راست از و حد دارای نقطه هر در F .٣
ͬ شود. م نامیده احتمال توزیع تابع F تابع صورت، این در

ی صورت این در باشد. R روی احتمال توزیع تابع ی F = F (x) ͬ کنیم م فرض .٢۶ . ۴ . ١ قضیه
،a < b که حقیقͬ b و a هر برای به طوری که دارد وجود (R,B) روی P ی΄تای احتمال اندازه ی

.P(a, b] = F (b)− F (a)

کنید. رجوع [٣١] به برهان.
X ٣۵ تجمعͬ توزیع تابع باشد، (Ω,F ,P) احتمال فضای روی تصادفͬ متغیر X اگر .٢٧ . ۴ . ١ تعریف

٣٣Random Vector
٣۴Distribution Function
٣۵Cumulative Distribution Function
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ͬ شود. م تعریف زیر به صورت ،x حقیقͬ عدد هر برای ͬ دهیم، م نمایش FX(x) نماد با را آن که

FX(x) = PX(−∞, x] = P{X ≤ x}.

است. X تصادفͬ متغیر توزیع PX آن در که
بردار توزیع را X̄ = (X١, X٢, · · · , Xn) تصادفͬ بردار توسط شده القا اندازه ی .٢٨ . ۴ . ١ تعریف

ͬ دهیم. م نمایش P̂ نماد با و ͬ گوییم م (X١, X٢, · · · , Xn) تصادفͬ
تابع یا ٣۶ توام توزیع تابع باشند، تصادفͬ متغیرهای Xn, · · · , X١ ͬ کنیم م فرض .٢٩ . ۴ . ١ تعریف

ͬ شود. م تعریف زیر صورت به ،X̄ = (X١, X٢, · · · , Xn) تصادفͬ بردار توزیع

FX(x١, · · · , xn) = P(∩n
i=١Xi ≤ xi),

.−∞ < xi < ∞ و ١ ≤ i ≤ n ͬ که وقت
قابل آنها مقادیر مجموعه ی یا برد که هستند متغیرهایی گسسته، تصادفͬ متغیرهای .٣٠ . ۴ . ١ تعریف
باشد گسسته احتمال اندازه ی ،PX یعنͬ آنها، توزیع که متغیرهایی دی·ر، عبارت به و باشد شمارش
پیوسته مطلقا لب اندازه ی به نسبت آنها توزیع که هستند متغیرهایی پیوسته، تصادفͬ متغیرهای و

.PX ≪ M یعنͬ، باشد،
ͬ گوییم. م ساده تصادفͬ متغیر را (Ω,F) روی مقدار حقیقͬ و اندازه پذیر ساده ی تابع .٣١ . ۴ . ١ تعریف
مجموعه ی آن در که ͬ باشد، م X =

∑
i∈I xiχAi

صورت به ،X ساده ی تصادفͬ متغیر کلͬ، طور به
هستند. xi ∈ R و Ω برای افراز ی Ai ∈ F مجموعه های و متناهͬ ،I اندیس گذار

زیرمجموعه ی هر برای اگر است، مستقل {Ai}ni=١ تصادفͬ متغیرهای مجموعه ی .٣٢ . ۴ . ١ تعریف
باشیم داشته {١, ٢, · · ·n} از {i١, i٢, · · · in}

P(Ai١ ∩ Ai٢ ∩ · · ·Ain) = P(Ai١)P(Ai٢) · · ·P(Ain).

پیشامدهای ،A١ ∈ C١, A٢ ∈ C٢, · · ·An ∈ Cn هر برای اگر Ciمستقل اند، ∈ Fi=١,٢,··· ,n خانواده ی
باشند. مستقل A١, A٢, · · ·An

متناهͬ خانواده ی اگرهر مستقل اند، I دلخواه اندیس گذار مجموعه ی با Ci ∈ F که (Ci)i∈I خانواده ی
باشند. مستقل Ci از

،σ(Xi) ‐میدان های σ اگر مستقل اند، (Ω,F ,P) احتمال فضای روی ،i ∈ I ،Xi تصادفͬ متغیرهای
باشند. مستقل ،i ∈ I

احتمال فضای روی X مقدار حقیقͬ تصادفͬ متغیرهای مجموعه ی ،q > ١ برای .٣٣ . ۴ . ١ تعریف
ͬ دهیم. م نمایش Lq(Ω,F ,P) با را ،E(|X|q) < ∞ شرط با (Ω,F ,P)

٣۶The Joint Distribution Function
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باشد. (Ω,F ,P) احتمال فضای روی انتگرال پذیر تصادفͬ متغیر ی X کنیم فرض .٣۴ . ۴ . ١ تعریف
ͬ دهیم. م نمایش E(X) نماد با و ͬ گوییم م X ٣٧ ریاضͬ امید را ∫

Ω
XdP

ͬ شود. م تعریف زیر به صورت X =
∑

i∈I xiχAi
تصادفͬ متغیر ریاضͬ امید ساده ی .٣۵ . ۴ . ١ تعریف

E[X] :=
∑
i∈I

xiP(Ai).

با برابر را X نامنفͬ تصادفͬ متغیر ریاضͬ امید باشد، P(X = ∞) = ٠ ͬ که صورت در

E[X] := lim
n→∞

E[Xn]

منفͬ و مثبت قسمت های بیانگر ترتیب، به که را X− و X+ توابع .Xn ↑ X آن در که ͬ کنیم، م تعریف
ͬ کنیم. م تعریف زیر صورت به ͬ باشند، م X تابع

X+(a) = X(a) ∨ ٠ = max(X(a), ٠),

X−(a) = −X(a) ∨ ٠ = max(−X(a), ٠).

نباشند، متناهͬ E[X−] و E[X+] مقدار دو هر اگر ،X دلخواه تصادفͬ متغیر برای .٣۶ . ۴ . ١ تعریف
ͬ کنیم. م تعریف زیر صورت به را X تصادفͬ متغیر ریاضͬ امید

E[X] := E[X+]− E[X−].

ͬ گوییم. م انتگرال پذیر را X تصادفͬ متغیر باشند، متناهͬ E[X−] و E[X+] دوی هر ͬ که صورت در
زیر صورت به طبیعͬ به طور ،g(X) مانند تصادفͬ، متغیر ی از تابعͬ ریاضͬ امید .٣٧ . ۴ . ١ تعریف

ͬ شود. م تعریف
E(g(X)) =

∫
Ω

g(X)dP.

n ∈ N و c ثابت حقیقͬ عدد برای باشد. تصادفͬ متغیر ی X ͬ کنیم م فرض .٣٨ . ۴ . ١ تعریف
صفر حول ام n گشتاور نامیم. مͬ c حول ام n ٣٨ مرتبه ی گشتاور باشد، موجود اگر را ،E[(X − c)n]

ͬ گوئیم. م ام n میانگین یا ام n مرتبه ی گشتاور ساده، به طور را
ͬ نامیم. م نیز X میانگین یا اول مرتبه ی گشتاور را X تصادفͬ متغیر ریاضͬ امید .٣٩ . ۴ . ١ ملاحظه

با را X گشتاور مولد تابع باشد، fX(x) احتمال تابع با تصادفͬ متغیر ی X اگر .۴٠ . ۴ . ١ تعریف
ͬ کنیم. م تعریف زیر صورت به و ͬ دهیم م نشان MX(t) علامت

MX(t) = E(etX).

٣٧Expectation
٣٨Moment
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σ٢(X) نماد با و ͬ نامیم م X تصادفͬ متغیر واریانس را دوم مرتبه ی مرکزی گشتاور .۴١ . ۴ . ١ تعریف
ͬ کنیم. م تعریف زیر صورت به و ͬ دهیم م نمایش Var(X) یا

Var(X) = σ٢(X) = E[(X − E(X))٢].

آنگاه ،∫
Ω
|f(X(ω))|P(ω) < ∞ و باشد اندازه پذیر ،f : R → R اگر کلͬ، طور به

E[f(X)] :=

∫
Ω

f(X(ω))P(ω).

متغیرهای برای ͬ نامیم. م کواریانس را تصادفͬ متغیر دو هماهنگ تغییرات اندازه ی .۴٢ . ۴ . ١ تعریف
با است برابر Y و X کواریانس آنگاه ،E[X] = ν و E[X] = µ باشیم داشته اگر ،Y و X تصادفͬ

Cov(X,Y ) = E[(X − E(X))− (Y − E(Y ))] = E(XY )− E(X)E(Y ).

ͬ باشد. م زیر شرح به کواریانس ͬ های ویژگ .۴٣ . ۴ . ١ تعریف
،Cov(X,X) = Var(X) .١

،Cov(X, Y ) = Cov(Y,X) .٢
،a, b, c, d ∈ R هر برای .٣
،Cov(X, a) = ٠ (آ)

،Cov(aX, bY ) = ab.Cov(X, Y ) (ب)
.Cov(X + a, Y + b) = Cov(X, Y ) (ج)

کنید. مراجعه [۶] به برهان.
باشد. صفر آنها کواریانس هرگاه گوییم، ٣٩ ناهمبسته را Y و X تصادفͬ متغیر دو .۴۴ . ۴ . ١ تعریف

و ͬ دهیم م نمایش ρ(X, Y ) نماد با را Y و X تصادفͬ متغیر دو همبستگͬ ضریب .۴۵ . ۴ . ١ تعریف
ͬ کنیم. م تعریف زیر به صورت

ρ(X, Y ) = Cov(X,Y )√
Var(X)Var(Y )

.

.Var(Y ) > ٠ و Var(X) > ٠ آن در که
از ‐میدان σ زیر ی D ͬ کنیم م فرض ͬ گیریم. م نظر در را (Ω,F ,P) احتمال فضای .۴۶ . ۴ . ١ تعریف
ͬ دهیم، م نمایش P(E|D) نماد با را آن که ،D شرط به E ۴٠ شرطͬ احتمال صورت، این در باشد. F
عضو هر برای طوری که به است، (R,B) اندازه ی فضای به (Ω,F ,P) احتمال فضای از اندازه پذیر تابعͬ

باشیم داشته D ∈ D∫
D

P(E|D)dP = P(E ∩D).

٣٩Uncorrolated
۴٠Conditional Probability
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ͬ شود. م تعریف زیر صورت به B شرط احتمالAبه P(B) > ٠ که ،A,B ∈ F برای .۴٧ . ۴ . ١ تعریف

P(A|B) =
P(A)

P(A)P(B)
.

هرگاه است، مستقل ،(Ω,F ,P) مفروض احتمال فضای از B و A پیشامد دو .۴٨ . ۴ . ١ تعریف

P(A ∩B) = P(A) · P(B).

باشیم داشته اگر تنها و اگر است، مستقل B از A پیشامد فوق، تعریف به توجه با .۴٩ . ۴ . ١ ملاحظه
.P(A|B) = P(A)

‐ σ هر گاه ͬ گوییم، م مستقل را X, Y : (Ω,F ,P) → (R,B) تصادفͬ متغیر دو .۵٠ . ۴ . ١ تعریف
A ∈ FX هر برای که معنا این به باشند، مستقل FY و FX یعنͬ، ،Y و X توسط شده تولید  میدان های

باشیم داشته B ∈ FY و
P(A ∩B) = P(A) · P(B).

.FX = {X−١(B) : B ∈ B} .۵١ . ۴ . ١ یادآوری
داریم صورت این در باشند، مستقل تصادفͬ متغیر دو Y و X کنید فرض .۵٢ . ۴ . ١ ملاحظه

E(XY ) = E(X)E(Y ).

برهان.

E(XY ) =

∫
Ω

(XY )dP

=

∫
R٢
(XY )dP̂

=

∫
R٢
(XY )f(XY )(x, y)dmdm

=

∫
R

X(

∫
R

fY (y)dm)fX(x)dm

=

∫
R

E(Y )XfX(x)dm

= E(X)E(Y ).

شد. خواهد صفر کواریانس آنگاه باشند، مستقل تصادفͬ متغیر دو اگر .۵٣ . ۴ . ١ ملاحظه
صفر تصادفͬ متغیر دو کواریانس اگر یعنͬ نیست، برقرار لزوما فوق مطلب عکس .۵۴ . ۴ . ١ ملاحظه

نیستند. مستقل لزوما تصادفͬ متغیر دو باشد،
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لزوما ناهمبسته، متغیر دو اما هستند، ناهمبسته همواره مستقل، تصادفͬ متغیر دو .۵۵ . ۴ . ١ ملاحظه
نیستند. هم از مستقل

داشته ،r حقیقͬ عدد هر برای هرگاه ͬ گوییم، م هم توزیع را X٢ و X١ تصادفͬ متغیر دو .۵۶ . ۴ . ١ تعریف
باشیم

P{X١ = r} = P{X٢ = r}.

،F از میدانͬ ‐σ زیر D کنیم فرض و ͬ گیریم م نظر در را (Ω,F ,P) احتمال فضای .۵٧ . ۴ . ١ تعریف
D تابعͬ ،D شرط به Y شرطͬ امید باشد. انتگرال پذیر و نامنفͬ تصادفͬ، متغیری Y و ،(D ≤ F)

ͬ کنیم. م تعریف زیر صورت به و داده نشان E(Y |D) با را آن که است (Ω,D) روی ‐اندازه پذیر
∀D ∈ D,

∫
D

E(Y |D)dP =

∫
D

Y dP.

ͬ شود. م تعریف زیر صورت به ۴١ شرطͬ امید دلخواه، انتگرال پذیر تصادفͬ متغیر برای .۵٨ . ۴ . ١ تعریف
E(Y |D) = E(Y +|D)− E(Y −|D),

.Y −(ω) = max{−Y (ω), ٠} و Y +(ω) = max{Y (ω), ٠} ،ω هر برای آن در که
شرطͬ امید از ͬ هایی ویژگ .۵٩ . ۴ . ١ تعریف

آنگاه ،X ≥ ٠ اگر ‐١
E(X|D) ≥ ٠ a.s.,

C، آنگاه ∈ F اگر ‐٢
E(χC |D) = P(C|D) a.s.,

‐٣
E(X + Y |D) = E(X|D) + E(Y |D) a.s.,

،a ∈ R هر برای ‐۴
E(aX|D) = aE(X|D) a.s.,

آنگاه ،D = {Ω,∅} اگر ‐۵
E(X|D) = E(X) a.s.,

آنگاه ،D١ ⊆ D٢ اگر ‐۵
E(E(X|D٢)|D١) = E(X|D١), a.s.,

‐۶
E(E(X|D)) = E(X), a.s..

کنید. رجوع [۶] به برهان.
۴١Conditional Expectation
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تصادفͬ فرآیند ٢ . ۴ . ١
احتمال فضای روی {Xt}t∈T تصادفͬ متغیرهای از خانواده ای ، ۴٢ تصادفͬ فرآیند ی .۶٠ . ۴ . ١ تعریف

ͬ گیرند. م (R,F) اندازه پذیر فضای روی را خود مقادیر که است (Ω,F ,P) مشترک
رخداد یا نمونه ای مسیر ی را (t −→ Xt(ω)) ،X(., ω) تابع ثابت، ω ∈ Ω هر برای .۶١ . ۴ . ١ تعریف
را فرآیند باشد، گسسته یا پیوسته T اینکه حسب بر بالا، تعریف در که است ذکر به لازم ͬ نامیم. م Xt

ͬ نامیم. م ۴۴ گسسته یا ۴٣ پیوسته ترتیب، به
که {Fn}n∈Z+=٠,١,٢,··· خانواده ی به باشد، احتمال فضای ی (Ω,F ,P) کنیم فرض .۶٢ . ۴ . ١ تعریف

باشیم داشته هرگاه گوییم، ۴۵ گسسته فیلتر ی هستند، F میدان ‐σ زیر ها Fn آن در

F٠ ⊆ F١ ⊆ · · · ⊆ F .

σ زیر از {Ft}t∈(٠,∞) خانواده ی به باشد، احتمال فضای ی (Ω,F ,P) کنیم فرض .۶٣ . ۴ . ١ تعریف
داشته ،s < t آن در که ،s, t ∈ [٠,∞) هر برای هرگاه گوییم، ۴۶ پیوسته فیلتر ی ،F ‐میدان های

باشیم
Fs ⊆ Ft.

‐ σ زیر از صعودی خانواده ای ،{Ft = σ(X(s); ٠ ≤ s ≤ t)}t≥٠ خانواده ی .۶۴ . ۴ . ١ ملاحظه
(Ω,F ,P) احتمال فضای روی فیلتر ی پس ،Ft ⊆ Fθ ،t ≤ θ برای یعنͬ است، F میدان های

ͬ نامند. م {Xt} تصادفͬ فرآیند طبیعͬ فیلتر را فیلتر این ͬ باشد، م
برای اگر است، ۴٧ سازگار Ft فیلتر با ،(Ω,F ,P) روی {X(t); t ≥ ٠} تصادفͬ فرآیند .۶۵ . ۴ . ١ تعریف

.Xt ∈ Ft یعنͬ باشد، ‐اندازه پذیر Ft ،Xt تصادفͬ متغیر ،t ≥ ٠ هر
در فرآیند نمو را (s ≤ t) ،Xt − Xs عدد ،{X(t); t ≥ ٠} تصادفͬ فرآیند ازای به .۶۶ . ۴ . ١ تعریف

ͬ نامیم. م [s, t] بازه ی
تصادفͬ فرآیند رده های .۶٧ . ۴ . ١ تعریف

صحیح مقدار هر برای هرگاه ͬ گوییم، م ۴٨ مانا نموهای دارای را X تصادفͬ فرآیند مانا) (فرآیند •
باشیم داشته ،s ≤ t ،s, t مقدار هر و k

P[X(t+ τ)− X(t) = k] = P[X(s+ τ)− X(s) = k].

۴٢Stochastic Process
۴٣Continuouse
۴۴Discrete
۴۵Discrete Filteration
۴۶Continuouse Filteration
۴٧Adapted
۴٨Stationary Increment



اولیه مفاهیم و تعاریف ١٨

هرگاه ͬ نامیم، م ۴٩ مستقل نموهای دارای را X تصادفͬ فرآیند مستقل) نموهای با (فرآیند •
باشند. مستقل هم از s < u ≤ v < t برای Xu − Xs و Xt − Xv تصادفͬ متغیرهای

هرگاه ͬ نامند، م مارکوفͬ ویژگͬ دارای یا مارکوف را {X(t)} تصادفͬ فرآیند ۵٠ مارکوف) (فرآیند •
باشیم داشته ٠ ≤ t٠ ≤ t١ ≤ · · · ≤ tn برای

P(yn, tn|y١, t١, · · · , yn−١, tn−١) = P(yn, tn|yn−١, tn−١),

مفهوم به انتقال احتمال توزیع ،P(yn, tn|yn−١, tn−١) آن در که
P(Xtn ≤ yn|Xtn−١) = yn−١

است.
مشخص کاملا آن انتقال احتمال توزیع و تابع اولیه ی مقدار توزیع داشتن با مارکوف فرآیند ی

داریم چراکه ͬ شود، م

P(y١, t١; y٢, t٢) = P(y١, t١)P(y٢, t٢|y١, t١),

P(y١, t١; y٢, t٢; y٣, t٣) = P(y١, t١)P(y٢, t٢|y١, t١)P(y٣, t٣|y٢, t٢; y١, t١)

= P(y١, t١)P(y٢, t٢|y١, t١)P(y٣, t٣|y٢, t٢).

وضعیت از آن آینده ی وضعیت فرآیند، ی حال موقعیت داشتن با که ͬ کند م بیان مارکوفͬ ویژگͬ
فرآیند آن به اصطلاحا و دارد بستگͬ حال وضعیت به فقط و است مستقل کاملا آن گذشته ی

ͬ گوئیم. م بی حافظه
متغیر دو این مجموع باشند. هم از مستقل تصادفͬ متغیر دو Y و X کنیم فرض .۶٨ . ۴ . ١ تعریف
طبق باشد. S توزیع تابع دهنده ی نشان FS(s) کنیم فرض ͬ دهیم. م نشان S = X+Y با را تصادفͬ

داریم توزیع، تابع تعریف
FS(s) = P(S ≤ s) = P(X + Y ≤ s)

داریم کل، احتمال قانون طبق باشند، نامنفͬ مقادیر با گسسته تصادفͬ متغیر دو Y و X کنیم فرض اگر
FS(s) =

∑
Y≤s

P(X + Y ≤ s | Y = y)P(Y = y)

=
∑
Y≤s

P(X ≤ s− y | Y = y)P(Y = y)

بنویسیم زیر صورت به را اخیر مجموع ͬ توانیم م ،Y و X استقلال به توجه با
FS(s) =

∑
Y≤s

FX(s− y)fY(y).

۴٩Independent Increment
۵٠Markov Process



١٩ احتمال نظریه ی

نوشت. ͬ توان م زیر صورت به را توزیع تابع این نظیر احتمال تابع
fS(s) =

∑
Y≤s

fX(s− y)fY(y)

داشت خواهیم مشابه، طور به باشند، نامنفͬ و پیوسته تصادفͬ متغیر دو Y و X کنیم فرض اگر حال
FS(s) =

∫ s

٠
P(X ≤ s− y | Y = y)fY(y)dy

=

∫ s

٠
FX(s− y)fY(y)dy,

است زیر صورت به نظیر احتمال تابع و
fS(s) =

∫ s

٠
fX(s− y)fY(y)dy.

تعداد N(t) هرگاه گوییم، ۵١ شمارشͬ فرآیند ی را {N(t) : t ≥ ٠} تصادفͬ فرآیند .۶٩ . ۴ . ١ تعریف
ͬ کند. م صدق زیر شرایط در شمارشͬ فرآیند ی داده اند. رخ t زمان تا که باشند پیشامدهایی کل

ͬ کند. م اختیار را نامنفͬ صحیح مقادیر N(t) .١
.N(s) ≤ N(t) آنگاه ،s ≤ t اگر .٢

ͬ دهند. م رخ (s, t] زمانͬ فاصله ی در که است پیشامدهایی تعداد N(t)−N(s)برابر ،s < tبرای .٣
برای qn = P(N = n) احتمال تابع با شمارشͬ تصادفͬ متغیر N که کنیم فرض .٧٠ . ۴ . ١ تعریف
تصادفͬ متغیرهای از دنباله ای {Xn, n = ١, ٢, · · · } کنیم فرض همچنین باشد. n = ٠, ١, ٢, · · ·

تصادفͬ مجموع توزیع باشند. N از مستقل و P توزیع تابع با هم توزیع و مستقل و نامنفͬ
S = X١ +X٢ + · · ·+XN

کل، احتمال قانون طبق S توزیع تابع .S = ٠ آنگاه ،N = ٠ اگر آن در که ͬ نامیم، م ۵٢ مرکب توزیع را
ͬ آید م دست به زیر صورت به

FS(x) = P(S ≤ x)

=
∞∑
n=٠

P(S ≤ x | N = n)P(N = n)

=
∞∑
n=٠

P(X١ +X٢ + · · ·+Xn ≤ x)P(N = n)

داریم تعریف طبق
P(X١ +X٢ + · · ·+Xn ≤ x) = P ∗ P ∗ · · · ∗ P(x) = Pn∗(x)

آنگاه باشد، پواسون توزیع دارای N اگر مثال، برای ͬ گیرند. م N توزیع نام از را مرکب توزیع نام معمولا
بود. خواهد مرکب پواسون توزیع دارای S

۵١Counting Process
۵٢Compound Distribution



اولیه مفاهیم و تعاریف ٢٠

،λ ≥ ٠ ۵٣ ،λ شدت اندازه با پواسون توزیع {Nt : t ≥ ٠} شمارشͬ فرآیند به .٧١ . ۴ . ١ تعریف
هرگاه ͬ گوییم، م

،N(٠) = ٠ .١
داشته s ≤ t زمانͬ مقدار هر و k صحیح مقدار هر برای یعنͬ، باشد، مانا نموهای دارای فرآیند .٢

باشیم
P[N(t+ τ)− N(t) = k] = P[N(s+ τ)− N(s) = k],

٠ ≤ t٠ ≤ زمانͬ مقادیر و k صحیح مقدار هر برای یعنͬ باشد، مستقل نموهای دارای فرآیند .٣
از دو به دو Ntk − Ntk−١ و · · · و Nt٢ − Nt١ و Nt١ − Nt٠ تصادفͬ متغیرهای t١ ≤ · · · ≤ tk

باشند. مستقل هم
ازای به هرگاه گوییم، ۵۴ مرکب پواسون فرآیند ی را {Xt : t ≥ ٠} تصادفͬ فرآیند .٧٢ . ۴ . ١ تعریف
فرآیند ی {Nt : t ≥ ٠} آن در که داد، نشان Xt =

∑Nt

i=١ Yi صورت به را آن بتوان ،t ≥ ٠ هر
{Nt : t ≥ ٠} فرآیند و هم توزیع اند، و مستقل متغیرهای از خانواده ای {Yi, i = ١, ٢, · · · } و پواسون

از عبارتند Xt واریانس و میانگین ͬ شوند. م گرفته نظر در مستقل {Yi, i = ١, ٢, · · · } خانواده ی و
E[Xt] = λtE[Y], Var[Xt] = λtE[Y٢].

توزیع تابع هرگاه ، است ۵۵ λ > ٠ پارامتر با نمایی توزیع دارای X تصادفͬ متغیر .٧٣ . ۴ . ١ تعریف
باشد. زیر صورت به آن تجمعͬ

FX(x) = λe−λx, x ≥ ٠.

بین زمانͬ فاصله ی آنگاه کند، پیروی λ پارامتر با پواسون توزیع از پیشامدی وقوع دفعات تعداد اگر
چ·الͬ تابع با نمایی توزیع دارای پواسون، تصادفͬ متغیر این از متوالͬ اتفاق دو هر وقوع

f(x) = ١ − λe−λx, x ≥ ٠.

ͬ کند.) م پیروی نمایی توزیع از نیز اتفاق اولین وقوع زمان تا صفر لحظه از بود.(همچنین خواهد
و t مثبت مقادیر برای نمایی توزیع در دی·ر، عبارت به است، بی حافظه نمایی توزیع .٧۴ . ۴ . ١ ملاحظه

داریم s

P(X > s+ t|X > s) = P(X > t).

نیفتاده اتفاقͬ هنوز و باشد گذشته زمانͬ واحد s نمایی، توزیع ی در اگر که است معنͬ بدین نکته این
صفر لحظه ی از اینکه احتمال با است برابر نیفتد اتفاقͬ نیز آینده زمانͬ واحد t در اینکه احتمال باشد،
نداده، رخ اتفاقͬ گذشته زمانͬ واحد s در اینکه احتمال نمایی توزیع (در ندهد. رخ اتفاقͬ t لحظه ی تا

ندارد.) ندهد، رخ اتفاقͬ نیز آینده زمانͬ واحد t در اینکه در تاثیری
۵٣Poisson Distribution
۵۴Compound Poisson Process
۵۵Exponential Distribution



٢١ احتمال نظریه ی

را X تصادفͬ متغیر نمود. ارائه مستقل صورت به را نرمال توزیع ١٨٠٩ سال در گاوس .٧۵ . ۴ . ١ تعریف
ͬ دهیم، م نمایش X ∼ N(µ, σ٢) نماد با و ͬ کنیم م تعریف σ٢ و µ پارامترهای با نرمال توزیع دارای

زیر باشد. صورت به چ·الͬ تابع و توزیع تابع دارای ،x حقیقͬ عدد هر برای اگر

f(x) = ١
σ
√

٢πe
−(x−µ)٢

٢σ٢ ; −∞ < x < ∞.

F (x) = ١
σ
√

٢π

∫ x

−∞
e
−(y−µ)٢

٢σ٢ dy; −∞ < x < ∞.

ͬ آید. م دست به زیر صورت به نرمال تصادفͬ متغیر واریانس و ریاضͬ امید
E(X) =

∫
Ω

XdP

=

∫
R

xf(x)dx

= ١
σ
√

٢π

∫ ∞

−∞
xe

−(x−µ)٢

٢σ٢ dx = µ,

و
V ar(X) = E[X− µ]٢

=

∫
R

(x− µ)٢f(x)dx

= ١
σ
√

٢π

∫ ∞

−∞
(x− µ)٢e

−(x−µ)٢

٢σ٢ dx = σ٢.

است. زیر به صورت نرمال توزیع گشتاور مولد تابع ،X ∼ N(µ, σ٢) کنیم فرض .٧۶ . ۴ . ١ ملاحظه
MX(s) = E(esX)

=

∫ ∞

−∞
esxf(x)dx

= e
sµ+s٢ σ

٢

٢ , −∞ < x < ∞.

آن و ͬ نامیم م استاندارد نرمال توزیع را σ٢ = ١ و µ = ٠ پارامترهای با نرمال توزیع .٧٧ . ۴ . ١ تعریف
داریم بنابراین ͬ دهیم، م نمایش N(٠, ١) نماد با را

θ(x) = ١√
٢πe

−(x)٢

٢ −∞ < x < ∞.

Θ(x) = ١√
٢π

∫ x

−∞
e
−(y)٢

٢ dy −∞ < x < ∞.

متغیر را Z = X−µ
σ

آنگاه باشد، σ٢ و µ پارامترهای با نرمال توزیع دارای X اگر .٧٨ . ۴ . ١ ملاحظه
ͬ گوییم. م استاندارد نرمال تصادفͬ

fz(Z) =
١√
٢πe

−z٢

٢ .



اولیه مفاهیم و تعاریف ٢٢

تابع از معمولا فراوان، های انتگرال و محاسبات حجم بدلیل نرمال، توزیع احتمالات محاسبه ی برای
تصادفͬ متغیر هر در احتمال محاسبه ی برای دی·ر عبارت به و ͬ شود م استفاده استاندارد نرمال توزیع

داریم ،X تجمعͬ توزیع تابع برای ترتیب، بدین ͬ شود. م استفاده Z = X−µ
σ

متغیر تبدیل از X نرمال
FX(a) = P(X ≤ a) = P

(
X−µ
σ

≤ a−µ
σ

)
= FZ

(
a−µ
σ

)
= ϕ

(
a−µ
σ

)
.

ͬ دهند. م نمایش ϕ با را استاندارد نرمال تجمعͬ توزیع تابع معمولا
اگر برعکس، است. N(µ, σ٢) توزیع دارای X = σZ+µ سپس ،Z ∼ N(٠, ١) اگر .٧٩ . ۴ . ١ ملاحظه
،Z = X−µ

σ
اگر اساس، براین است. استاندارد نرمال توزیع دارای Z = X−µ

σ
سپس ،X ∼ N(µ, σ٢)

آنگاه
F(x) = P(X ≤ x) = Θ

(
a−µ
σ

)
.

MZ(s) = E(esZ)

=

∫ ∞

−∞
esxf(x)dx

= ١√
٢π

∫ ∞

−∞
esZe

−(x)٢

٢ dx

= ١√
٢π

∫ ∞

−∞
e
−(x٢−٢sx)

٢ dx

= ١√
٢π

∫ ∞

−∞

(
e
−(x−s)٢

٢ e
s٢

٢

)
dx

= ١√
٢πe

s٢

٢
∫ ∞

−∞
e
−(x−s)٢

٢ dx

= e
s٢

٢ .

نرمال آن توزیع تابع اگر ͬ گوییم، م (نرمال) ۵۶ گاوسͬ را X : Ω → R تصادفͬ متغیر .٨٠ . ۴ . ١ تعریف
باشد.

عبارت به باشد، نرمال توزیع دارای آن تصادفͬ متغیرهای همه ی که است فرآیندی گاوسͬ، فرآیند ی
[٠, T ] بازه ی از که زمان از افرازی هر برای که است تصادفͬ فرآیند ،{Xt, t ≥ ٠} گاوسͬ فرآیند دی·ر،
متغیرهای مجموعه ی ،٠ ≤ t١ ≤ t٢ ≤ · · · tn = T که ،tn, · · · , t٢, t١ مانند ͬ شود، م انتخاب

باشند. نرمال توزیع دارای Xt١ ,Xt٢ , · · · ,Xtn تصادفͬ
و هم توزیع تصادفͬ متغیرهای از خانواده ای {Xi; i ≥ ١} اگر ۵٧ مرکزی). حد (قضیه ی ٨١ . ۴ . ١ قضیه

آنگاه باشد، σ٢ متناهͬ واریانس و µ متناهͬ میانگین با ۵٨ (i.i.d.) مستقل

Zn = ١
σ
√
n

(
n∑

i=١
Xi − nµ

)
d−→N(٠, ١), n → ∞;

۵۶Gaussian process
۵٧Central Limit Theorem
۵٨Independent Identicaly Distribution



٢٣ احتمال نظریه ی

نرمال احتمال توزیع :١ . ١ ش΄ل

که معناست این به اخیر عبارت یعنͬ، است، توزیع در هم·رایی نمایش·ر ، d−→ آن در که

lim
n→∞

P(Zn ≤ x) = Θ(x), x ∈ R.

آنگاه ،σ٢ = ١ و µ = ٠ اگر
١√
n
(

n∑
i=١

Xi) d−→N(٠, ١),

،c ̸= ٠ هر برای به علاوه
cN(٠, ١) = N(٠, c٢).

آنگاه ،σ٢ = ١ و µ = ٠ اگر است. بودن معادل نشانگر = نماد آن در که

c ١√
n
(

n∑
i=١

Xi) d−→N(٠, c٢).

ͬ نامیم، م ۵٩ نرمال ل·اریتمͬ توزیع دارای را X تصادفͬ متغیر ی احتمال، تئوری در .٨٢ . ۴ . ١ تعریف
نرمال ل·اریتمͬ توزیع دارای X تصادفͬ متغیر اگر یعنͬ، باشد. نرمال توزیع دارای آن ل·اریتم هرگاه
نرمال توزیع دارای Y اگر ترتیب، همین به و ͬ باشد م نرمال توزیع دارای Y = ln(X) بنابراین باشد،

داریم و ͬ باشد. م نرمال ل·اریتمͬ توزیع دارای X = exp(Y) بنابراین باشد،

E[X] = exp(a+ ١
٢b

٢)

و
Var(X) = exp(٢(a+ b٢))− exp(٢a+ b٢).

ولͬ ب·یرد، خود به منفͬ یا مثبت مقادیر ͬ تواند م نرمال توزیع با تصادفͬ متغیر ی .٨٣ . ۴ . ١ ملاحظه
همچنین، ب·یرد. خود به را مثبت مقادیر ͬ تواند م فقط نرمال، ل·اریتمͬ توزیع با تصادفͬ متغیر ی
و بوده اریب صورت به نرمال، ل·اریتمͬ توزیع ͬ که صورت در ͬ باشد، م متقارن نرمال، توزیع با تابع ی

است. متفاوت آن مد و میانه و میانگین
۵٩Log-Normal (or Lognormal) Distribution
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مارتینگل ٣ . ۴ . ١
گوییم، ۶٠ مارتینگل ،F = {Ft}t∈Z+ فیلتر به نسبت را {Xt}t∈Z+ تصادفͬ فرآیند .٨۴ . ۴ . ١ تعریف

هرگاه
باشد، سازگار F فیلتر به نسبت {Xn}n∈Z+ .١

باشد، انتگرال پذیر Xn ،n ∈ Z+ هر برای یعنͬ E(| Xn |) < ∞ ،n ∈ Z+ هر برای .٢
باشیم داشته ،n ≥ ١ هر برای .٣

E(Xn+١ | Fn) = Xn a.s..

داشت خواهیم ،n > m هر برای باشد. مارتینگل ی {Xn} کنید فرض .٨۵ . ۴ . ١ ملاحظه
E(Xn|Fm) = E[E(Xn|Fn−١)|Fm] (a.s)

= E(Xn−١|Fm) (a.s)

= · · ·

= E(Xm+١|Fm) (a.s)

= Xm (a.s).

دارای و هم از مستقل انتگرال پذیر، تصادفͬ متغیرهای · · · , X٢, X١, X٠ کنید فرض .٨۶ . ۴ . ١ مثال
قرار و Fn = σ(X٠, X١, · · · , Xn) کنید فرض ،n ∈ Z+ هر برای همچنین و باشند صفر میانگین

همچنین و است سازگار F به نسبت ξn آنگاه ،ξn = X٠ +X١ + · · ·+Xn دهید
زیرا است، انتگرال پذیر ξn .١

E(|ξn|) = E(|X٠ +X١ + · · ·+Xn|)

≤ E(|X٠|) + E(|X١|) + · · ·+ E(|Xn|)

< ∞.

داریم همچنین .٢
E(ξn+١|Fn) = E(Xn+١ + ξn|Fn) (a.s.)

= E(Xn+١|Fn) + E(ξn|Fn) (a.s.)

= E(Xn+١) + ξn (a.s.)

= ξn (a.s.).

است. Fn به نسبت مارتینگل ی ξn ͬ دهد م نشان واین
۶٠Martingale



٢ فصل
کسری براونͬ فرآیند

مقدمه ٢ . ١
نموهای فرآیند این ͬ پردازیم. م کسری براونͬ فرآیند نام به تصادفͬ فرآیند ی معرفͬ به فصل این در
باعث سازگاری این و است سازگار بازار واقعیت های با که است خودمتشابه و دارد دوربرد وابستگͬ و مانا

شود. استفاده سهام قیمت حرکت توصیف برای مدلͬ عنوان به فرآیند این از که شده

براونͬ فرآیند ٢ . ٢
، ١ براون رابرت افتخار به را هستند معلق آب در که گیاهان گرده ی نامنظم حرکت .٢ . ٢ . ١ تعریف
گیاهان گرده ی نامنظم حرکت میلادی (١٨٢٧) تابستان در بار نخستین برای که اس΄اتلندی گیاه شناس
را فرآیند این علت و قانون تا شد علاقه مند براون نامیدند. ٢ براونͬ فرآیند کرد، مشاهده آب در را معلق
آلبرت میلادی (١٩٠۶) سال در سپس ماند. باقͬ ͺپاس بدون مسئله این و برنیامد آن عهده ی از اما بیابد
مایع مل΄ول های سوی از گرده دانه های بمباران را فرآیند این علت و شد مسئله حل به موفق ٣ انیشتن
نامنظمͬ حرکت دارای مایعات یا و گازها در موجود مول΄ول های و ذرات دی·ر، عبارت به کرد. معرفͬ
این به دهند جهت تغییر ی΄دی·ر با برخورد با و کنند حرکت ͬ توانند م راستایی هر در یعنͬ هستند،
دکتری پایان نامه ی در براونͬ فرآیند ریاضͬ ال·وی اولین حال، این با ͬ گویند. م براونͬ فرآیند فرآیند،

١Robert Brown
٢Brownian Motion
٣Albert Einstein



کسری براونͬ فرآیند ٢۶

در شد. مطرح اقتصادی ال·وی ی برای و پاریس دانش·اه در میلادی (١٩٠٠) سال در ۴ بشلیر ریاضͬ
فرض به داشتند، کارآیی براونͬ فرآیند برای که بودند توزیع هایی نمود، بشلیراستخراج آنچه حقیقت،
وینر نوربرت میلادی (١٩١٨) سال در باشد. نداشته وجود براونͬ فرآیند عنوان تحت چیزی اصلا آنکه
بیان وی کرد. بررسͬ کامل طور به را براونͬ فرآیند ال·وی آمری΄ایی، نابغه ی و برجسته ریاضیدان ۵

اما کرد، نظاره می΄روس΄وپ زیر ͬ توان م را براونͬ فرآیند نیست، براونͬ فرآیند وجود در ش΄ͬ که کرد
(١٩٢٣) سال در وی نبود. دست در مطلوب ͬ های ویژگ با تصادفͬ فرآیند ی وجود برای برهانͬ هنوز
ساخت. ریاضͬ زبان به ͬ شود م نامیده وینر فرآیند امروزه که را براونͬ فرآیند مطلوب فرآیند میلادی،
مجموعه ی با که است تصادفͬ فرآیندهای از خانواده ای یعنͬ است، تصادفͬ فرآیند ی براونͬ فرآیند
احتمال فضای ی روی آن تصادفͬ متغیرهای هم·ͬ و است شده اندیس گذاری نامنفͬ حقیقͬ اعداد
مارتینگلͬ گاوسͬ، مارکوفͬ، ویژگͬ دارای فرآیند این که دید خواهیم ادامه در شده اند. تعریف مشترک
نقطه هر در مشتق ناپذیری و مسیرها پیوستگͬ ویژگͬ دارای همچنین است. مستقل و ایستا نموهای با

ͬ باشد. م
هرگاه گوییم، ۶ استاندارد براونͬ فرآیند ی را {Bt}t≥٠ تصادفͬ فرآیند .٢ . ٢ . ٢ تعریف

،B٠ = ٠ .١
باشد، s− t واریانس و صفر میانگین با نرمال توزیع دارای Bs − Bt ،٠ ≤ t ≤ s برای .٢

و مستقل Btn − Btn−١ , . . . ,Bt٢ − Bt١ تصادفͬ متغیرهای ،٠ ≤ t١ ≤ t٢ ≤ · · · ≤ tn برای .٣
است.) مستقل نموهای دارای Bt گوئیم، حالت این باشند.(در هم توزیع

ͬ گوییم. م نیز ٧ وینر رافرآیند استاندارد براونͬ فرآیند
و صفر میانگین با نرمال توزیع دارای Bs+t − Bs که ͬ شود م نتیجه دوم ویژگͬ از .٢ . ٢ . ٣ ملاحظه

داریم A بورل مجموعه ی هر برای بنابراین است. t واریانس

P(Bs+t − Bs ∈ A) = ١√
٢πt

∫
A

e
−x٢

٢t xdx.

Bt هر که ͬ شود م نتیجه استاندارد براونͬ فرآیند دوم ویژگͬ از پس ،Bt = B٠+t −B٠ داریم که آنجا از
است. t واریانس و صفر میانگین با نرمال توزیع دارای

براونͬ فرآیند از ͬ هایی ویژگ
ͬ باشد، م ساده پیوسته ی مسیرهای دارای براونͬ فرآیند .١

طول نیست مهم است. متناهͬ بازه ی روی نامتناهͬ تغییرات دارای Bt براونͬ مسیر هر تقریبا .٢
باشد. کوچ یا بزرگ چقدر بازه این

۴Bachelier
۵Norbert Wiener
۶Standard Brownian motion
٧Wiener process



٢٧ براونͬ فرآیند

است. نامتناهͬ طول دارای براونͬ مسیر هر تقریبا .٣

است. مارکوفͬ خاصیت دارای براونͬ فرآیند .۴

است. مارتینگلͬ خاصیت دارای براونͬ فرآیند .۵

تصادفͬ متغیرهای t١, t٢, · · · tn برای یعنͬ، است. گاوسͬ خاصیت دارای براونͬ فرآیند .۶

Bt١ ,Bt٢ , · · ·Btn

هستند. نرمال توزیع دارای

فرآیند تقارنͬ ویژگͬ همان ویژگͬ (این است. براونͬ فرآیند ی نیز خود براونͬ، فرآیند ی قرینه ی .٧
است.) براونͬ

تا براونͬ فرآیند و t > Ta کنیم فرض که، معنͬ بدین است، تفاضلͬ ویژگͬ دارای براونͬ فرآیند .٨
تصادفͬ فرآیند که ͬ گوید م تفاضلͬ ویژگͬ باشد، کرده حرکت Ta زمان

{B(Ta + s)− B(Ta) = B(Ta + s)− a; a ≥ ٠}

است. a نقطه ی به رسیدن از قبل تا B براونͬ فرآیند از مستقل براونͬ فرآیند ی

.٩
E[Bs,Bt] = min(s, t).

.١٠
lim
t→∞

Bt

t
= ٠ a.s..

چون است، مشتق پذیر هیچ جا براونͬ فرآیند مسیرهای تمام تقریبا .١١

P(∀t ≥ ٠; lim sup
Bt+h,Bt

h
= +∞) = ١.

براونͬ فرآیند دی·ر، عبارت به ندارد. وجود افزایشͬ نقطه ی براونͬ، مسیرهای همه ی برای تقریبا .١٢
ͬ باشد. نم ی΄نوا بازه ای هیچ در

برای دی·ر، عبارت به است. α مرتبه ی از هولدر پیوسته ی ،٠ < α < ١
٢ هر برای براونͬ، مسیر .١٣

داریم ،s, t < T هر برای به طوری که دارد، وجود C(T, α) ،T > ٠ هر

|Bt − Bs| ≤ C|t− s|α.

ͬ باشد. نم α مرتبه ی از هولدر پیوسته ی ،α > ١
٢ برای براونͬ مسیر .١۴
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استاندارد براونͬ فرآیند از نمونه ی :٢ . ١ ش΄ل

مستقل {Bt−B٠, t ≥ ٠} که، معنͬ این به است، انتقال تحت پایایی ویژگͬ دارای براونͬ فرآیند .١۵
است. B٠ = ٠ یعنͬ ͬ شود، م شروع صفر از که است براونͬ فرآیند با ی΄سانͬ توزیع دارای و B٠ از

کنید. رجوع [٢] به برهان.

براونͬ فرآیند استاندارد فیلتر .۴ . ٢ . ٢ ملاحظه
Ft = σ{Bs, s ≤ t}.

ͬ باشد. م
تصادفͬ فرآیند صورت، این در باشد. استاندارد براونͬ فرآیند ی {Wt}t≥٠ کنیم فرض .۵ . ٢ . ٢ تعریف

ͬ کند، م صدق زیر معمولͬ دیفرانسیل معادله در که {Xt}t≥٠

dXt = αXtdt+ σXtdWt,

ͬ گوییم. م دیریفت با براونͬ فرآیند را ثابت اند، مقادیر σ و α آن در که
گوییم. ٩ نوسان پارامتر σ به و ٨ دیریفت α به فوق، تعریف در .۶ . ٢ . ٢ ملاحظه

شد. پیشنهاد ١٢ مرتون و ١١ شولز ،١٠ بل توسط فرآیند این
داریم ،X٠ = x٠ فرض با ،{Xt}t≥٠ دیریفت با بروانͬ فرآیند برای .٢ . ٢ . ٧ قضیه

،E(Xt) = x٠e
αt .١

.Xt = x٠ exp{(α− ١
٢σ

٢)t+ σWt} .٢
٨Drift
٩Volatility

١٠Black
١١Scholes
١٢Merton



٢٩ براونͬ فرآیند

شود. رجوع [٣٢] به برهان.
داریم آنگاه باشد، براونͬ فرآیند استاندارد فیلتر Ft و براونͬ فرآیند ی {Bt}t≥٠ اگر .٢ . ٢ . ٨ قضیه

،E(Bt.Bs) = t ،t ≤ s هر برای .١
است، مارتینگل ی {Bt,Ft}t≥٠ .٢

است. مارتینگل ی {B٢
t − t,Ft}t≥٠ .٣

.١ برهان.
E(BtBs) = E(Bt(Bs − Bt + Bt))

= E(Bt(Bs − Bt)) + E(B٢
t )

= E(Bt)E(Bs − Bt) + E(B٢
t )

= ٠ + t = t.

.٢
E(Bs | Ft) = E(Bs − Bt + Bt | Ft)

= E(Bs − Bt | Ft) + E(Bt | Ft)

= ٠ + Bt

= Bt.

.٣
E(B٢

s − s | Ft) = E(B٢
s | Ft)− s

= E((Bs − Bt + Bt)
٢ | Ft)− s

= E((Bs − Bt)
٢ + ٢(Bs − Bt)Bt + B٢

t | Ft)− s

= E((Bs − Bt)
٢ | Ft) + E(٢(Bs − Bt)Bt | Ft) + E(B٢

t | Ft)− s

= E((Bs − Bt)
٢) + ٢BtE(Bs − Bt | Ft) + B٢

t − s

= s− t+ ٢E(Bs − Bt) + B٢
t − s

= B٢
t − t.

یا و اولیه شرایط (در ١٣ معمولͬ دیفرانسیل معادله ی به تصادفͬ عوامل نمودن اضافه با .٢ . ٢ . ٩ تعریف
تصادفͬ، دیفرانسیل معادله ی ی لذا ͬ آید. م به وجود ١۴ تصادفͬ دیفرانسیل معادله ی ی مرزی) شرایط

١٣Ordinary Differential Equation
١۴Stochastic Differential Equation
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به است. تصادفͬ جمله ی چند یا ی از مجموعه ای صورت به که است معمولͬ دیفرانسیل معادله ی ی
ورودی یا تصادفͬ، اولیه ی مقدار یا تصادفͬ ضرایب دارای که معمولͬ دیفرانسیل معادله ی دی·ر، عبارت
نسیت آن جواب که ͬ باشد م تصادفͬ دیفرانسیل معادله ی ی باشد، آنها از ترکیبی حتͬ یا و تصادفͬ
تصادفͬ فرآیند ی کردن اضافه با که تصادفͬ دیفرانسیل معادله ی ی ͬ باشد. م مشتق پذیر زمان، به
جواب مربوطه، تصادفͬ انتگرال در وینر فرآیندهای حسب بر جملاتͬ وجود به خاطر ͬ آید، م پدید نامنظم
ایتو تصادفͬ انتگرال صورت به معادلات از گونه این معمولا و ͬ باشد نم مشتق پذیر زمان، حسب بر آنها

[٣٧] ͬ شود. م بیان ١۶ استرانتویچ یا ١۵

ایتو حسابان ٢ . ٢ . ١
ͬ کند م حرکت جوی آب سط در که ذره ای حرکت معادله ی ͬ خواهیم م ایتو). (انتگرال ٢ . ٢ . ١٠ قضیه
دلیل به (T > ٠ و t ∈ [٠, T ] ) ،t لحظه ی در ذره م΄ان که آنجا از آوریم. به دست زمان به نسبت را
معادله ی ،( نیست ١٧ (قطعͬ است تصادفͬ ͬ کند، م وارد آن به آب مول΄ول های و باد وزش که ضرباتͬ

بود. خواهد زیر صورت به آن
dXt

dt
= b(t,Xt) + σ(t,Xt)(نوفه) (٢ . ١)

Wt مانند ͬ   ای تصادف فرآیند نوفه، و هستند (٠,∞)× Ω روی شده داده حقیقͬ توابع b و σ آن در که
ͬ کند. م صدق زیر شرط سه در که است

باشند، هم از مستقل ،Wt٢ و Wt١ ،t١ ̸= t٢ که t١, t٢ ∈ [٠, T ] هر برای .١

بستگͬ t به ،t١ ≤ t٢ ≤ · · · ≤ tn ≤ T ،Wtn+t, · · · ,Wt١+t تصادفͬ متغیرهای توام توزیع .٢
باشد، نداشته

.E[Wt] = ٠ ،t هر برای .٣

گسسته سازی با ͬ باشد. م [٠, T ] فاصله ی از افرازی ٠ = t٠ < t١ < · · · < tm = T کنیم فرض
داریم (٢ . ١) معادله ی

Xtk+١ −Xtk = b(tk, Xtk)∆tk + σ(tk, Xtk)∆tkWk.

نوشت ͬ توان م لذا است. براونͬ فرآیند است، پیوسته مسیرهای دارای که ͬ ها ویژگ این با فرآیندی تنها

Xt = X٠ +
k−١∑
j=٠

b(tj, Xj)∆tj +
k−١∑
j=٠

σ(tj, Xj)∆Wj

١۵Ito Integral
١۶Stratonovich Integral
١٧Deterministic
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داشت خواهیم باشد، داشته وجود ∆t −→ ٠ وقتͬ بالا عبارت راست طرف حد اگر

Xt = X٠ +

∫ t

٠
b(s, w)ds+

∫ t

٠
σ(s, w)dWs

بپردازیم. زیر فرم به انتگرال هایی محاسبه  ی به است لازم {Xt} فرآیند کردن پیدا برای به روشنͬ ∫بنابراین، T

s

f(t, ω)dBt(ω).

برای است. [٠,∞) × Ω روی حقیقͬ تابعͬ f و استاندارد بعدی ی براونͬ فرآیند Bt(ω) آن در که
هدف این به رسیدن برای و کرد تعریف خاص توابع سری ی برای را انتگرال این ایتو مش΄ل، این حل

برداشت. را زیر گام های
یعنͬ باشد، ابتدایی تابعͬ φ : [٠,∞)× Ω −→ R کنیم فرض .١

φ(t, ω) = X(ω)χ[a,b)(t), a, b ∈ [٠,∞)

ͬ کنیم م تعریف صورت، ∫دراین t

a

ϕ(s, ω)dBs =

∫ t

a

X(ω)χ[a,b)dBs(ω) = X(ω)[Bb∧t(ω)− Ba∧t(ω)]

.x ∧ y = min{x, y} ،x, y ∈ R هر برای آن در که
یعنͬ باشد، [٠,∞)× Ω روی ساده تابعͬ f کنیم فرض .٢

f =
n∑

i=٠
φi,

ͬ کنیم م تعریف صورت، این در هستند. ابتدایی توابع ها ϕi ∫که t

a

fdBs =
n∑

j=٠

∫ t

a

ϕidBs. (٢ . ٢)

ͬ کنیم. م تعریف f ∈ P٢ توابع برای .٣
است زیر ͬ های ویژگ با توابع از رده ای ،[٠,∞)× Ω روی f(t, ω) توابع از P٢ رده ی .٢ . ٢ . ١١ تعریف

است، ‐اندازه پذیر B × F ،(t, ω) −→ f(t, ω) تابع •
باشد، ‐اندازه پذیر Ft ،f(t, ٠) ،تابع t هر ازای به •

.E
[∫ T

٠ f٢(s, ω)ds
]
< ∞ ،T ≥ ٠ هر برای •

آنگاه باشد، ساده تابع ی f اگر .٢ . ٢ . ١٢ ملاحظه
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.١
{Xt =

∫ t

a

f(s, ω)dB(s),Ft}t≥٠,

.٢
{(Xt)

٢ −
∫ t

a

f٢(s)ds,Ft}t≥٠,

.٣
E[(

∫ t

a

f(s, ω)dB(s))٢] = E[

∫ t

a

f٢(s)ds],

هستند. مارتینگل
کنید. رجوع [٣٧] به برهان.

آنگاه باشد، ابتدایی و کراندار φ(t, ω) تابع اگر ١٨ ایتو). ایزومتری (لم ٢ . ٢ . ١٣ قضیه

E

[(∫ T

s

φ(t, ω)dBt(ω)

)٢]
= E

[∫ T

s

φ٢(t, ω)dt

]
.

کنید. رجوع [٣٧] به برهان.
طوری که به  دارد، وجود ساده توابع از {φn} دنباله ی آنگاه ،f ∈ P٢ اگر .١۴ . ٢ . ٢ لم

∀T, E

[∫ T

٠
| ϕ(s)− fn(s) |٢ ds

]
n→∞−−−→ ٠.

کنید. رجوع [٣٧] به برهان.
به توجه با ،f ∈ P٢ برای زیرا کنیم، تعریف f ∈ P٢ هر برای را ∫ T

s
f(t, ω)dBt ͬ توانیم م اکنون

ͬ توان م پس ͬ کند. م میل f به طوری که به است، موجود {φn} مانند ابتدایی توابع از دنباله ای قبل، لم
کرد ∫تعریف T

٠
f(t, ω)dBt = lim

n→∞

∫ T

٠
φndBt.

ͬ نامیم. م ١٩ ایتو انتگرال را اخیر انتگرال که
باشد، (Ω,F ,P) احتمال فضای روی براونͬ فرآیند ی {Bt : t ≥ ٠} کنیم فرض .١۵ . ٢ . ٢ تعریف

صورت به و است (Ω,F ,P) روی {Xt} تصادفͬ فرآیند ی بعدی، ی تصادفͬ انتگرال ی
Xt(ω) = X٠(ω) +

∫ t

٠
u(s, ω)ds+

∫ t

٠
v(s, ω)dBs,

مشتق گیری با یا ،u, v : [٠,∞)× Ω −→ R آن در که
dXt = udt+ vdBs

مثال طور به ͬ شود. م بیان
(d١

٢B
٢
t ) =

١
٢dt+ BtdBt.

١٨Isometric Ito Lemma
١٩Ito integral
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کنیم فرض ایتو). ١‐بعدی (فرمول ١۶ . ٢ . ٢ قضیه
dXt = udt+ vdBt, Yt = g(t,Xt)

آنگاه ،g(t,Xt) = g(t, x) داریم پس ،x = Xt دهیم قرار اگر

dYt =
∂g
∂t
(t,Xt)dt+

∂g
∂x
(t,Xt)dXt +

١
٢
∂٢g
∂x٢ (t,Xt)(dXt)

٢,

داریم آن در که
(dBt)

٢ = dt, dt.dt = dt.dBt = dBt.dt = ٠.

ͬ کنیم م فرض ایتو). کلͬ (فرم ٢ . ٢ . ١٧ قضیه
dXt = udt+ vdBs

آنگاه باشند، C٢ به متعلق نگاشت ی g : [٠,∞)×R٢ → R٢ و ‐بعدی n تصادفͬ انتگرال ی

dYt =
∂g
∂t
(t,Xt)dt+

n∑
i=١

∂g
∂xi

(t,Xt)dXi +
∑
i,j

١
٢

∂٢g
∂xi∂xj

(t,Xt)(dXi)(dxj).

داریم اینجا در که

dBidBj = ρijdt , dt.dt = dt.dBi = dBi.dt = ٠.

σ : R+×Rn → µو : R+×Rn → Rn و باشد براونͬ فرآیند ی {B}t کنیم فرض .٢ . ٢ . ١٨ ملاحظه
باشیم داشته را زیر تصادفͬ معادله ی اگر ،x٠ ∈ Rn همچنین RndXt = µ(t,Xt)dt+ σ(t,Xt)dW(t),

X٠ = x٠.

آنگاه
Xt = x٠ +

∫ t

٠
µ(S,XS)dS +

∫ t

٠
σ(S,XS)dBS, ∀t ≥ ٠.

،t و y ،x هر ازای به آن، برای طوری که به باشد، داشته وجود ای k ثابت کنیم فرض .٢ . ٢ . ١٩ قضیه
باشد. برقرار زیر شرایط

∥µ(t, x)− µ(t, y)∥ ≤ k∥x− y∥,

∥σ(t, x)− σ(t, y)∥ ≤ k∥x− y∥

و
∥µ(t, x)∥+ ∥σ(t, x)∥ ≤ k(∥x∥+ ١).

ͬ کند. م صدق زیر شرایط در طوری که به دارد، ی΄تا جواب (٢ . ٢ . ١٨) تصادفͬ دیفرانسیل معادله ی آنگاه
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ͬ باشد، م پیوسته مسیرهای دارای X .١
ͬ باشد، م مارکوف فرآیند ی X .٢

E(∥Xt∥٢) ≤ CeCt(١ + ∥X٢∥٠). داریم طوری که به دارد، وجود ای C ثابت .٣
ͬ نامیم. م تصادفͬ دیفرانسیل معادلات برای جواب ی΄تایی و وجود قضیه ی را فوق قضیه ی

احتمال فضای روی {Bt}t ،٠ ≤ t ≤ T هر برای کنیم فرض ٢٠ گیرسانوف). (قضیه ی ٢ . ٢ . ٢٠ قضیه
سازگار فرآیند ی {θu} کنیم فرض همچنین باشد. {Ft} فیلتر تحت براونͬ فرآیند ی (Ω,F ,P)

دهیم قرار ،٠ ≤ t ≤ T هر برای اگر باشد. فیلتر همان تحت
B̃t =

∫ t

٠
θ(u)du+ Bt,

Zt = exp{−
∫ t

٠
θ(u)dBu −

١
٢

∫ t

٠
θ٢
udu},

ͬ کنیم. م تعریف زیر صورت به جدید احتمال اندازه ی ی و
P̃(A) =

∫
A

Z(T )dP, ∀A ∈ F .

است. براونͬ فرآیند ی P̃ احتمال اندازه ی تحت B̃t آنگاه
است. برقرار زیر شرط با فوق قضیه ی .٢ . ٢ . ٢١ ملاحظه

E[exp{١
٢

∫ T

٠
θ٢(u)du}] < ∞.

داریم فوق قضیه ی در .٢ . ٢ . ٢٢ ملاحظه
است. مارتینگل Zt .١

است. احتمال اندازه ی P̃ .٢
آن گاه باشد، تصادفͬ متغیر ی X اگر .٣

EP̃[X] = E[Z(T )X].

P احتمال اندازه ی به نسبت ریاضͬ امید E و P̃ احتمال اندازه ی به نسبت ریاضͬ امید EP̃ آن در که
است.

شود. رجوع [۵] به برهان.
داریم آنگاه باشد، اندازه پذیر ‐{Ft} ،X اگر ،٠ ≤ t ≤ T کنیم فرض .٢ . ٢ . ٢٣ لم

Ẽ(X) = E(XZt).

شود. رجوع [۵] به برهان.
٢٠Girsanov theorem
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کسری براونͬ فرآیند ͬ های ویژگ و مفهوم ٢ . ٣
پیش بینͬ برای و ͬ باشد م پرکاربرد و ساده که است، پیوسته فرآیندهای میان در نام آشناترین براونͬ فرآیند
توانایی هایش ساده، ͬ های ویژگ همین به خاطر اما ͬ زد، م را اول حرف مالͬ بازارهای در دهه، دو در قیمت ها
بازاری در فرآیند، این بودن بی حافظه ضعف ها، این از ی΄ͬ است. محدود بازار واقعیت های بیان برای
مدل سازی برای که شد باعث ضعف این ͬ باشد. م مشهود خبره ای هر بر قیمت ها داشتن حافظه که است،
هر ذهن به که گزینه ای نخستین کسری! براونͬ فرآیند از بهتر گزینه ای چه و کنند چاره جویی قیمت ها

است. تحدید و تعمیم ͬ رسد، م ریاضیدان
.[١۶] شد، معرفͬ (١٩۴٠) سال در ٢٢ کولموگروف توسط بار اولین برای ٢١ کسری براونͬ فرآیند
وی نامید. ٢٣ وینر” ”مارپیچ را فرآیند این او بل΄ه نکرد، استفاده کسری براونͬ فرآیند اسم از کولموگروف
اکنون که خاصیتͬ از را آن کواریانس تابع و کرد معرفͬ هیلبرت فضای ی چارچوب در را براونͬ فرآیند
روی بر که ،٢۴ هانت ،(١٩۵١) سال در کولموگروف، از پس آورد. به دست ͬ نامیم، م خودمتشابهͬ را آن
ͬ کرد، م کار آنها پیوستگͬ استانداردهای و تصادفͬ فوریه ی سری های جای همه تقریبا به قریب هم·رایی
پیوستگͬ به ͽراج نتایجͬ هانت رسید. کسری براونͬ فرآیند از طیفͬ نمایش ی به امروزی، زبان به
توابع عنوان تحت (١٩۵٣) سال در ،٢۵ لوی آن، از پس نمود. اثبات کسری براونͬ فرآیند گونه ی هولدر
فرآیند این ͬ شود. م نامیده لوی کسری براونͬ فرآیند امروزه که پرداخت، فرآیندی معرفͬ به تصادفͬ،
فرآیند خاطر، همین به و ͬ شود م حاصل کلاسی براونͬ فرآیند لیوویل ریمان‐ کسری انتگرال از که
با جهات برخͬ از اما دارد، کسری براونͬ فرآیند با فراوانͬ شباهت های ͬ شود، م نامیده ریمان‐لیوویل

نیست. مانا نموهایش مثال، عنوان به ͬ باشد، م متفاوت آن
با فرآیندهای تعریف مانا، فرآیندهای تعمیم محوریت با تحقیقاتش حین ،٢۶ یاگلوم ،(١٩۵٨) سال در
نمود استفاده مانا ی΄م نموهای با فرآیند از مثالͬ عنوان به فرآیند این از و کرد معرفͬ را مانا ام n نموهای
نیمه تصادفͬ فرآیندهای عنوان با مقاله ای طͬ ،٢٧ لمپرتͬ .[٢٩] کرد، مطرح را فرآیند این ͬ های ویژگ و
فرآیند شد، چاپ ،(١٩۶٢) سال در که ͬ نامیم‐ م خودمتشابه را تصادفͬ فرآیندهای این امروزه پایدار‐
نیز موضوع این به لمپرتͬ برشمرد. گاوسͬ پایدار نیمه تصادفͬ فرآیندهای از نمونه ای را کسری براونͬ
سال در ٢٩ نس ون و ٢٨ مندلبرات نیست. مارکوفͬ ،کلاسی حالت در جز حرکت، این که داشت اشاره
براونͬ فرآیند آنها، کاربردهای و کسری نوفه های کسری، براونͬ فرآیند عنوان با مقاله ای طͬ ،(١٩۶٨)
خاطر به و [٢٠] کردند، تعریف استاندارد براونͬ فرآیند به نسبت تصادفͬ انتگرال ی عنوان به را کسری
کسری براونͬ فرآیند تعریف در که ،H پارامتر نماد نهادند. آن بر را کسری براونͬ فرآیند نام آنها، کار

٢١Fractinal Brownian motion or Fractal Brownian motion
٢٢Kolmogorov
٢٣Wiener Spiral
٢۴G.A. Hunt
٢۵Paul Levi
٢۶A.M. Yaglom
٢٧John Lamperti
٢٨Mandelbrat
٢٩Van ness
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سالیانه ی طغیان های آماری بررسͬ در ٣٠ هرست ادوین هارولد انگلیسͬ شناس آب ابتدا در دید، خواهید
و کردند مطرح کسری براونͬ فرآیند بررسͬ در را آنها نس ون و مندلبرات و [١٩] کرد ابداع نیل رود
کسری براونͬ فرآیند فعالیت ها این ادامه ی در کردند. مشخص است، (٠, ١) بازه ی در که را آن حدود
فرآیند کرد. پیدا مالͬ ریاضیات و مخابرات صف، نضریه ی اقتصاد، شناسͬ، آب در بسیاری کاربردهای
این جاذبه های از ی΄ͬ این و گاوسͬ، نه و ͬ اند مارکوف نه که است فرآیندهایی ساده ترین از کسری براونͬ

است. شده استفاده [٢٢] و [٣٣] ،[١٨] ،[٣۴] ،[٣۶] رفرنس های از بخش این در است. فرآیند

تصادفͬ انتگرال صورت به کسری براونͬ فرآیند نمایش ۴ . ٢
نموهای ٣١ متحرک میانگین عنوان به آن اصلͬ نمایش به وسیله ی را کسری براونͬ فرآیند بخش، این در

ͬ کنیم. م معرفͬ براونͬ
برای را ٣٢ ریمان‐لیوویل کسری انتگرال (١٩۵٣) سال در لوی کسری، براونͬ فرآیند معرفͬ از پیش

فرآیند تعریف
XH(t) =

١
Γ (H + ١

٢)

∫ t

٠
(t− s)

(H−١
٢ )
dBs

است. dBs ( خالص (اغتشاش خالص نویز اندازه ی به نسبت انتگرال، آن در که برد، به کار

است تصادفͬ فرآیند ی ،{BH(t), t ∈ R} کسری براونͬ فرآیند ،H ∈ (٠, ١) برای .١ . ۴ . ٢ تعریف
است. زیر ͬ های ویژگ دارای که

.١
BH(٠) = ٠,

.٢
BH(t) = CH

{∫
R

((t− s)
H−١

٢ − (−s)
H−١

٢ )dBs

}
,

٣۴ هرست پارامتر یا ٣٣ هرست اندیس را H پارامتر و است براونͬ فرآیند ی {Bs, s ∈ R} آن در که
و ͬ نامیم م کسری براونͬ فرآیند با مرتبط

CH =

√√√√ ٢HΓ (٣
٢ − H)

Γ (١
٢ +H)Γ (٢ − ٢H)

٣٠Harold Edwin Hurst
٣١Moving Average
٣٢Reimann- Liouville
٣٣Hurst index
٣۴Hurst parameter
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به ͬ تواند م کسری براونͬ فرآیند t > ٠ برای .[٣٣] ͬ باشد، م گاما تابع Γ (x) آن در و است ثابت ی
شود. بازنویسͬ زیر صورت

BH(t) = CH

{∫ ٠

−∞
((t− s)

H−١
٢ − (−s)

H−١
٢ )dBs +

∫ t

٠
(t− s)

H−١
٢dBs

}
.

ͬ شود. م محاسبه زیر صورت به (Γ ) ٣۵ گاما تابع مقدار ،x ≥ ٠ هر برای .٢ . ۴ . ٢ یادآوری

Γ(x) =

∫ ∞

٠
tx−١ e−t dt.

ساده محاسبه ی ی .Γ(x+١) = xΓ(x) داریم همچنین و هم·راست ،x > ٠ هر برای فوق انتگرال
.Γ(n+١) = n! داریم ،n طبیعͬ عدد هر برای نتیجه در .Γ(١) = ١ ͬ دهد م نشان

داریم ،H = ١
٢ حالت برای .٣ . ۴ . ٢ ملاحظه

B١
٢
(t) = C١

٢

{∫ ٠

−∞
((t− s)

١
١−٢

٢ − (−s)
١
١−٢

٢ )dB(s) +

∫ t

٠
(t− s)

١
١−٢

٢dB(s)

}
=

∫ t

٠
dB(s) = B(t),

آن در که

C١
٢
=

√√√√ ٢ × ١
٢Γ (

٣
٢ − ١

٢)

Γ (١
٢ + ١

٢)Γ (٢ − ٢ × ١
٢)
.

بود. خواهد وینر) استاندارد(فرآیند براونͬ فرآیند ی کسری، براونͬ فرآیند H = ١
٢ ͬ که حالت در بنابراین

است. زیر صورت به کسری براونͬ فرآیند فرم معمول ترین .۴ . ۴ . ٢ لم

BH(t) =
١

Γ (H + ١
٢)

∫ t

٠
(t− τ)

(H−١
٢ )
W (τ)dτ

ͬ شود. م نامیده صفر میانگین با گاوسͬ سفید نویز W (τ) و گاما تابع ،Γ (x) آن در که

کنید. رجوع [٣٠] به برهان.

کسری براونͬ فرآیند تعریف ۵ . ٢
کواریانس تابع ͬ های ویژگ با ͬ ای تصادف فرآیند عنوان به بیشتر کسری براونͬ فرآیند اخیر، سال های در
که کسری براونͬ فرآیند احتمالات، تئوری در ͬ پردازیم. م آن به بخش این در که ͬ شود، م شناخته آن
ͬ شود. م تعریف زیر صورت به که است بروانͬ فرآیند از تعمیم ی ͬ شود، م نامیده (FBM) اختصار به

٣۵Gama Function



کسری براونͬ فرآیند ٣٨

ی باشد. ثابت عددی H ∈ (٠, ١) و کامل احتمال فضای ی (Ω,F ,P) کنیم فرض .١ . ۵ . ٢ تعریف
احتمال فضای روی پیوسته و مرکزی گاوسͬ فرآیند ی هرست، پارامتر با (BH(t)) کسری براونͬ فرآیند

است. زیر ͬ های ویژگ با (Ω,F ,P)

.١
BH(٠) = ٠,

.٢
E[BH(t)] = ٠, ∀t > ٠,

.٣
E[BH(t)BH(s)] =

١
٢(t

٢H + s٢H − |t− s|٢H) ∀s, t > ٠.

ͬ نامیم. م کسری براونͬ فرآیند با مرتبط هرست پارامتر یا هرست اندیس را H پارامتر
است. زیر صورت به کسری براونͬ فرآیند نمو .٢ . ۵ . ٢ ملاحظه

∆(BH(t, s)) = BH(t)− BH(s) ∀s, t ≥ ٠.

است. زیر ͬ های ویژگ دارای کسری براونͬ فرآیند ،s, t ≥ ٠ هر برای که ͬ آوریم م دست به فوق لم از
.١

E[∆(BH(t, s))] = E[BH(t)− BH(s)]

= E[BH(t)]− E[BH(s)]

= ٠,

.٢
E[(∆(BH(t, s)))

٢] = E[(BH(t)− BH(s))(BH(s)− BH(t))]

= E[(BH(t))
٢] + E[(BH(s))

٢]− ٢E[BH(t)BH(s)]

= t٢H + s٢H − ٢.١
٢(|t|

٢H + |s|٢H − |t− s|٢H)

= |t− s|٢H,

،t ≥ ٠ هر برای نتیجه در و
E[B٢

H(t)] = t٢H,

.٣
E[∆(BH(t, s))∆(BH(s, ٠))] = E[(BH(t)− BH(s))(BH(s)− BH(٠))]

= E[BH(t)BH(s)]− E[BH(t)BH(٠)]− E[(BH(s))
٢]

+ E[BH(s)BH(٠)]

= ١
٢(|t|

٢H + |s|٢H − |t− s|٢H).



٣٩ کسری براونͬ فرآیند تعریف

علامت ،H ارزش ͬ کند. م راتوصیف کسری براونͬ فرآیند ناهمواری هرست، پارامتر .٣ . ۵ . ٢ ملاحظه
بنابراین ͬ کند، م تعیین را کسری براونͬ فرآیند نوع حقیقت در و آینده و گذشته نموهای از کواریانس
تقسیم ١

٢ < H < ١ و H = ١
٢ ،٠ < H < ١

٢ متفاوت کاملا خانواده ی سه به کسری براونͬ فرآیند
ͬ شود. م

زیرا است. وینر فرآیند یا استاندارد براونͬ فرآیند ی حقیقت در کسری براونͬ فرآیند ،H = ١
٢ اگر •

E[B١
٢
(t)B١

٢
(s)] = ١

٢(t
١×٢

٢ +s
١×٢

٢ −|t−s|١×٢
٢ ) = ١

٢ [t+s+(t−s) = s = min(s, t)].

است. مستقل نموهای دارای نتیجه، در
است). مثبت کواریانس (تابع هستند، مثبت همبسته ی فرآیند، نموهای ،H > ١

٢ اگر •
است). منفͬ کواریانس (تابع هستند، منفͬ همبسته ی فرآیند، نموهای ،H < ١

٢ اگر •
پدیده های توصیف برای ͬ تواند م ویژگͬ این وجود و دارد ٣۶ تجمعͬ رفتار فرآیند، ،H > ١

٢ ͬ که حالت در
مدل برای ͬ تواند م ،H < ١

٢ ͬ که حالت در باشد. مفید ( ٣٨ بادوام و باحافظه (سیستم های ٣٧ خوشه ای
شوند. استفاده ٣٩ بی دوام و باتناوب فرآیندهای کردن

s+ h ≤ t با B(s+ h)− B(s) و B(t+ h)− B(t) برای همبستگͬ تعریف طبق که آنجا از برهان.
با است برابر t− s = nh و

ρH(n) =
١
٢h

٢H[(n+ ٢(١H − (n− ٢(١H − ٢n٢H].

مثبت همبستگͬ ،H > ١
٢ ازای به ،B(t+ ٢h)−B(t+ h) و B(t+ h)−B(t) که ͬ شود م مشاهده

کنید. رجوع [٣۶] و [٣٣] به دارد. منفͬ همبستگͬ ،H < ١
٢ ازای به و

متفاوت هرست پارامترهای با کسری براونͬ فرآیند از مسیرهایی :٢ . ٢ ش΄ل

ͬ شود. م نامیده ۴٠ کسری گاوسͬ نویز ی X(t) = BH(t+ ١)−BH(t) نمو فرآیند .۴ . ۵ . ٢ ملاحظه
٣۶Aggregation behaviour
٣٧Cluster Phenomena
٣٨Systems With Memory And Persistens
٣٩Sequences With Intermittency And Anti-Persistence
۴٠Fractional Gaussian noise



کسری براونͬ فرآیند ۴٠

کسری براونͬ فرآیند ͬ های ویژگ ۶ . ٢
مستقل مجزا(نموها)، بازه های در آن تغییرات و است مارتینگل و مارکوف استاندارد، براونͬ فرآیند
نیست. هم نیم مارتینگل حتͬ و ندارد را ͬ ها ویژگ این از هیچ کدام کسری براونͬ قرآیند ͬ که حال در است،
مثال، عنوان به ͬ سازد. م مش΄ل تر را تصادفͬ فرآیندهای از رده این مطالعه ی ͬ ها، ویژگ چنین نداشتن
کرد. استفاده تصادفͬ انتگرال تعریف برای ایتو روش از ͬ توان نم دی·ر نبودن، نیم مارتینگل دلیل به
فرآیند البته ͬ سازد. م سخت تر را تصادفͬ فرآیندهای از دسته این شبیه سازی نیز، آن نبودن مارکوف
رجوع [٣۴] به ͬ ها ویژگ این اثبات برای است. خودمتشابه استاندارد، براونͬ فرآیند مانند کسری، براونͬ

کنید.
۴١ پایا) ثابت(نرمال، نمو های (١)

که آنجا از
E[(BH(t)− BH(s)) (BH(u)− BH(v))] =

١
٢
(
|s− u|٢H + |t− v|٢H − |t− u|٢H − |s− v|٢H) ,

که معنͬ بدین پایاست، نمو های دارای کسری براونͬ فرآیند نتیجه، در
BH(t)− BH(s) ∼ BH(t− s).

۴٢ متشابهͬ خود (٢)
که معنͬ بدین است، متشابه خود فرآیند ی کسری براونͬ فرآیند
BH(at) ∼ |a|HBH(t).

ی عنوان به ͬ تواند م و است هم·ن ٢H درجه از کواریانس تابع که است حقیقت این اثر ویژگͬ این
است. متشابه خود گاوسͬ فرآیند فقط کسری براونͬ فرآیند شود. گرفته نظر در کسری ویژگͬ

۴٣ مدت) (دراز برد دور وابستگͬ (٣)
خودهمبستگͬ تابع هرگاه است، دوربرد وابستگͬ ویژگͬ درای ،X = (Xt)t≥٠ پایای فرآیند .١ . ۶ . ٢ تعریف

کند. صدق زیر شرط در ،α ∈ (٠, ١) و c ∈ R ثابت های برای ،ρ(n) = Cov(Xk, Xk+n)
۴۴

lim
n→∞

ρ(n)

(cn)−α
= ١.

ناپدید کندی به کند، میل بی نهایت سمت به n ͬ که هنگام Xk+n و Xk بین وابستگͬ حالت، این در
و ͬ شود م

∞∑
n=١

ρ(n) = ∞.

۴١Stationary increments
۴٢Self-similarity
۴٣Long-range dependence
۴۴Long-range dependence



۴١ کسری براونͬ فرآیند ͬ های ویژگ

Xk+n = و BH از Xk = B(k) − B(k − ١) نموهای که ͬ آوریم م دست به بلافاصله حالت، این در
هستند. H > ١

٢ برای دوربرد وابستگͬ ویژگͬ دارای BH از B(k + n)− B(k + n− ١)

ρH(n) =
h٢H

٢ [(n+ ٢(١H − (n− ٢(١H − ٢n٢H] ∼ H(٢H− ١)n٢H−٢.

ویژه به ،n → ∞ وقتͬ طوری که به
lim
n→∞

ρH(n)

H(٢H− ١)n٢H−٢ = ١.

که معنͬ بدین دارد، برد دور وابستگͬ کسری براونͬ فرآیند H > ١
٢ ازای به خلاصه، طور به بنابراین

∞∑
n=١

E[BH(١) (BH(n+ ١)− BH(n))] = ∞.

بنابراین،
است، مدت کوتاه وابستگͬ دارای کسری براونͬ فرآیند ،٠ < H < ١

٢ اگر •
و است ناوابسته کسری براونͬ فرآیند ،H = ١

٢ اگر •
دارد. مدت بلند وابستگͬ کسری براونͬ فرآیند ، ١

٢ < H < ١ اگر •
۴۵ بودن منظم (۴)

هولدر پیوسته ی مسیرها، همه تقریبا وجود، این با ناپذیرند. دیفرانسیل همه جا تقریبا ساده مسیر های
طوری که به دارد وجود c ثابت ی مسیری، چنین هر برای هستند. H از کمتر اکیدا درجه ی هر از

|BH(t)− BH(s)| ≤ c | t− s |H−ϵ,

.ϵ > ٠ هر برای
۴۶ انتگرال گیری (۵)

ͬ شود، م تعریف کسری براونͬ فرآیند به توجه با تصادفͬ انتگرال های منظم، براونͬ فرآیند برای ͬ که وقت
ͬ شود. م نامیده کسری تصادفͬ انتگرال های معمولا

β تابعͬ (t) و [a, b] در پیوسته تابع ی f(t) ͬ کنیم م فرض ،١ < α ≤ ٢ برای .٢ . ۶ . ٢ نتیجه
معادلات حل بنابراین، باشد. a در پیوسته و (β = α− ١) ،(a, b] در ‐پیوسته
dy = f(t)(dt)α, y(a) = y٠, (a) = ٠,

است. زیر صورت به

y(t)− (a)(t− a)− y(a) =

∫ t

a

f(τ)(dτ)α = α(α− ١)
∫ t

a

∫ s

a

(s− τ)α−٢f(τ)(dτ).

۴۵Regularity
۴۶Integration



کسری براونͬ فرآیند ۴٢

کنید. مراجعه [١٨] به برهان.

C(∞,٠])١,٢×R) به f(t, x) : [٠,∞)×R → R که کنیم فرض کسری). ایتو (فرمول ٣ . ۶ . ٢ قضیه
ͬ کند. م پیروی زیر تصادفͬ دیفرانسیل معادله ی از Xt تصادفͬ فرآیند و دارد تعلق

dXt = υ(t,Xt)dt+ ν(t,Xt)dBH(t), (٢ . ٣)

داریم بنابراین، ،(١
٢ ≤ H < ١)

f(t,Xt) = f(٠,X٠) +

∫ t

٠
[∂f
∂t
(s,Xs) +

∂f
∂x
(s,Xs)υ(s,Xs) +

١
٢
∂٢f
∂x٢ (s,Xs)b

٢(s,Xs)]ds

+

∫ t

٠

∂f
∂x
(s,Xs)dBH(s)

شود. نوشته زیر دیفرانسیلͬ فرم به ͬ تواند م که
(۴ . ٢)

df(t,Xt) = [∂f
∂t
(t,Xt) +

∂f
∂x
(t,Xt)υ(t,Xt) +

١
٢
∂٢f
∂x٢ (t,Xt)b

٢(t,Xt)]dt+
∂f
∂x
(t,Xt)dBH(t)

آن در  که
b٢(t,Xt) = ٢H(٢H− ١)

∫ t

٠
(t− s)٢H−٢ν٢(s, x)ds.

از استفاده با ١
٢ ≤ H < ١ برای ͬ شود. م برقرار فوق قضیه ی جای·ذاری، با ،H = ١

٢ برای برهان.
داریم تصادفͬ، متغیر دو با تابع ی از کلاسی تیلور فرمول

df(t,Xt) =
∂f
∂t
(t,Xt)dt+

∂f
∂x
(t,Xt)dXt +

١
٢
∂٢f
∂x٢ (t,Xt)(dXt)

٢.

بنابراین ͬ کند، م صدق (٢ . ٣) معادله ی در {Xt} اینکه به توجه با

Xt = X٠ +

∫ t

٠
υ(s,Xs)ds+

∫ t

٠
ν(s,Xs)dBH(s). (۵ . ٢)

داشت خواهیم بنابراین، .Yt =
∫ t

٠ f(t)dBH(t) دهیم قرار اگر

E[(dYt)
٢] = f٢(t)(dt)٢H. (۶ . ٢)

با است برابر (۶ . ٢) معادله ی که کنیم تعیین ͬ توانیم م ما ،(٢ . ۶ . ٢) از ١ < ٢H < ٢ ͬ که زمان

E[(dYt)
٢] = a(t)dt+ f٢(t)(dt)٢H (٢ . ٧)

داریم همچنین (۵ . ٢) معادله ی از .a(t) = ∂
∂t

∫ t

٠ f٢(τ)(dτ)٢H آن، در که

E[(Xt+∆t − Xt)|Xt = x] =

∫ t+∆t

t

ν(s, x)ds, (٢ . ٨)



۴٣ کسری براونͬ فرآیند ͬ های ویژگ

و

E[(Xt+∆t − Xt)
٢|Xt = x] =

(∫ t+∆t

t

ν(s, x)ds

)٢

+ E[(Zt+∆t − Zt)
٢] (٢ . ٩)

داریم نتیجه در Zt =
∫ t

٠ ν(s, x)dBs(H). آن در که

E[(Zt+∆t − Zt)
٢] = b٢(t, x)∆t+ ν٢(t, x)(∆t)٢H (٢ . ١٠)

دهیم نشان ͬ است کاف پس .b٢(t, x) = ∂
∂t

∫ t

٠ ν٢(s, x)(ds)٢H

lim
∆t−→٠

E[(Xt+∆t − Xt)|Xt = x]

∆t
= ν(t, x).

lim
∆t−→٠

E[(Xt+∆t − Xt)
٢|Xt = x]

∆t
= ν(t, x) = b٢(t, x).

داریم ،(٢ . ۶ . ٢) از استفاده با

b٢(t, x) = ٢H(٢H− ١)
∫ t

٠
(t− s)٢H−٢ν٢(t, x)ds.

،ν(t, x) = σx و υ(t, x) = µx برای خاص، حالت در کسری). ایتو فرمول خاص (حالت ۴ . ۶ . ٢ قضیه
داشت خواهیم

b٢(t, x) = ∂
∂t

∫ t

٠
ν٢(s, x)(ds)٢H = ٢Ht٢H−١σ٢x٢.

بود. خواهد زیر صورت به کسری ایتو فرمول بنابراین،
(٢ . ١١)

df(t,Xt) = [∂f
∂t
(t,Xt)+

∂f
∂x
(t,Xt)µXt +Ht٢H−١ ∂٢f

∂x٢ (t,Xt)σ
٢X٢

t ]dt+ σXt
∂f
∂x
(t,Xt)dBH(t).





٣ فصل
آسیایی توان اختیارمعامله ی گذاری قیمت

مقدمه ٣ . ١
متعدد ابزارهای تکامل یا ابداع موجب اقتصادی، توسعه ی و اخیر دهه های طͬ جهانͬ اقتصاد دگرگونͬ
مشتقه ابزار مبادلات مالͬ، و فیزی΄ͬ دارایی های سنتͬ معامله های گسترش بر علاوه است. گردیده مالͬ
داشته روزافزونͬ شتاب ٣ معاوضه ای قراردادهای و ٢ معامله اختیار قراردادهای ، ١ آتͬ قراردادهای شامل
مدرن تکنی های است. مالͬ ریاضیات در مهم بحث ی معامله اختیار قیمت گذاری تخمین است.
کاربردی زمینه های همه ی از ریاضͬ محاسبات پیچیده ترین بین در اغلب معامله اختیار قیمت گذاری
نام را مرتون(١٩٧٣) و شولز(١٩٧٣) و بل ͬ توان م حوزه این پیش·امان از دارد. وجود مالͬ ریاضیات
هم و تئوری لحاظ به هم اختیار، ارزشیابی زمینه ی در گسترده تحقیقات انجام اصلͬ زمینه ساز که برد
براونͬ فرآیند ی به وسیله ی پایه دارایی قیمت فرآیند شولز، ‐بل مدل در بوده اند. عملͬ لحاظ به
تحت جوابی آربیتراژ، فرصت های وجود عدم و کامل بازار فرض دو تحت و ͬ شود م توصیف هندسͬ
وابستگͬ به خاطر کسری براونͬ فرآیند خاص، حالت در ͬ شود. م ارائه خنثͬ، ریس احتمال اندازه ی
آسیایی معامله های اختیار قیمت فصل، این در است. مناسب سهام دینامی برای دارد، که دوربردی
اختیار به معامله های اختیار گرچه، ͬ کنیم. م ارزیابی هندسͬ کسری براونͬ فرآیند چارچوب تحت را

است. یافته توسعه باشد توان تابع ی عایدی اش که اضافͬ مشخصه ی با معامله هایی
١Futures
٢Options
٣Swaps



آسیایی توان اختیارمعامله ی گذاری قیمت ۴۶

مالͬ ریاضͬ مفاهیم ٣ . ٢
.t = ١ فردا، دی·ری و t = ٠ امروز، ی΄ͬ ͬ گیریم. م نظر در را تاریخ دو تنها بازارمالͬ، مدل ساده ترین در

داریم. دارایی نوع دو که است این مدل این دی·ر ویژگͬ
۴ ریس بدون دارایی .١

.۵ ریس΄ͬ دارایی .٢
به ͬ توان م ریس΄ͬ، دارایی های جمله از و  ۶ قرضه اوراق به ͬ توان م ،ریس بدون دارایی های ازجمله

کرد. اشاره بورس بازار سهام
ریس΄ͬ دارایی تعداد ،θ و ریس بدون دارایی تعداد ،α آن در که را (α, θ) مرتب زوج .٣ . ٢ . ١ تعریف
دی·ر دارایی های و سهام از ترکیبی سهام، سبد دی·ر، عبارت به ͬ نامیم. م  ٧ سهام سبد ی را باشد
ریس کردن تقسیم سهام، سبد تش΄یل از هدف است. کرده خریداری را آنها سرمایه گذار که است
جبران را دی·ر سهم ضرر ͬ تواند م سهم، ی سود ترتیب، این به  است، سهم چند بین سرمایه گذاری

کند.
زیر صورت به h سهام سبد ارزش فرآیند ͬ گیریم. م نظر در را h = (x, y) سهام سبد .٣ . ٢ . ٢ تعریف

ͬ شود. م تعریف
V h
t = xBt + ySt, t = ٠, ١,

) قرضه ورق ی قیمت فرآیند Bt و t زمان در تصادفͬ) فرآیند ) سهم هر قیمت فرآیند St آن، در که
است. t زمان در ( ٨ قطعͬ فرآیند

.X ∈ FT گاه هر ͬ نامیم، م T سررسید زمان با ٩ مشروط ادعای ی Xرا تصادفͬ متغیر .٣ . ٢ . ٣ تعریف
ͬ کند. م دریافت را X تصادفͬ مقدار ،t = T در ادعا این دارنده ی

ͬ نامیم، م ١٠ ساده مشروط ادعای ی را X مشروط ادعای باشد، پایه دارایی قیمت فرآیند St کنیم فرض
ͬ شود. م نامیده ١١ قرارداد تابع ϕ که باشد، X = ϕ(ST ) صورت به گاه هر

P اندازه ی با را Q مانند دی·ری احتمال اندازه ی بنامیم، P را بازار بر حاکم اندازه ی اگر .۴ . ٣ . ٢ تعریف
باشیم داشته هرگاه گوئیم، ١٢ معادل

P(A) = ٠ ⇐⇒ Q(A) = ٠,
۴Risk Less Asset
۵Risky Asset
۶Bond
٧Portfolio
٨Determinestic
٩Contingent Claim

١٠Simple Contingent Claim
١١Contract Function
١٢Equivalent
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یا
P(A) = ١ ⇐⇒ Q(A) = ١.

هرگاه ͬ گوییم، م مارتینگلͬ اندازه ی ی را Ω روی Q احتمال اندازه ی .۵ . ٣ . ٢ تعریف
باشند، معادل P و Q احتمال اندازه ی دو .١

باشد. مارتینگل Q به نسبت Zi
t شده نرمالایز قیمت فرآیند ،i = ١, · · · , N هر برای .٢

باشیم داشته هرگاه گوییم، ١٣ خنثͬ ریس احتمال اندازه ی را Q احتمال اندازه ی .۶ . ٣ . ٢ تعریف
باشند، معادل P و Q احتمال اندازه ی دو .١

،D(t) = e−
∫ t

٠ r(s)ds آن در که باشد، D(t)S(t)تحتQمارتینگل شده تنزیل دارایی قیمت فرآیند .٢
ͬ باشد. م ریس بدون بهره ی نرخ r(t) و تنزیل نرخ

ͬ باشد. م e−rt تنزیل نرخ بهره، نرخ بودن ثابت صورت در
صورت، این در باشد. t لحظه در دارایی ی ١۴ (بازدهͬ) عایدی h(t) کنیم فرض .٣ . ٢ . ٧ تعریف

است. زیر صورت به t لحظه ی در خنثͬ ریس اندازه ی تحت دارایی ارزش
V (t) = EQ

[
e−

∫ T
t R(s)dsh(T ) | F

]
, ٠ ≤ t ≤ T,

است. Q خنثͬ ریس اندازه ی به نسبت ریاضͬ امید EQ که
را سبدی حقیقت، در یا استراتژی، شما که است معنͬ بدین آربیتراژی سهام سبد .٣ . ٢ . ٨ تعریف

.P(V (S)) = ١ اما ،V (S) = ٠ یعنͬ باشد، صفر ابتدا در سبد ارزش که ͬ گزینید برم
ͬ گوئیم. م ١۵ کامل بازار ی را باشد آربیتراژ فاقد که بازاری .٣ . ٢ . ٩ تعریف

باشد. آربیتراژ فاقد بازار اگر، تنها و اگر دارد، وجود خنثͬ ریس احتمال اندازه ی .٣ . ٢ . ١٠ قضیه
کنید. رجوع [٣٢] به برهان.

معامله اختیار قراردادهای ٣ . ٢ . ١
معامله اختیار تاریخچه ی

سال های در گرفت. صورت وآمری΄ا اروپا در میلادی هجده قرن اوایل در معامله اختیار قراردادهای اولین
(١٩٩٠) دهه ی اوایل در نداشت. خوبی شهرت بازارها این رشوه خواری، و فساد رواج علت به اولیه
معرفͬ ١۶ ” فروش اختیار و خرید اختیار معامله گران و کارگزاران ”انجمن را خود که شرکت ها از گروهͬ

١٣Risk Neutral Measure
١۴Pay Off
١۵Compete Market
١۶Put and Call Broker and Dealers Association
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و خریداران آوردن گردهم انجمن این هدف نمودند. اقدام معامله اختیار بازار ی ایجاد برای ͬ کردند، م
ي΄ͬ با بايستͬ داشت، را معامله اختيار ي خريد قصد سرمايه گذاری اگر بود. ی΄دی·ر کنار در فروشندگان
دارد، را مذكور معامله اختيار فروش قصد كه را، فروشنده ي او تا ͬ گرفت، م تماس انجمن اعضای از
معامله اختيار فروش برای شركت خود كند، پيدا فروشنده ي ͬ توانست نم مذكور عضو اگر كند. پيدا
بر معامله ها اختيار برای انحصاری بورس ي شي΄اگو بورس ،(١٩٧٣) آوريل در ͬ کرد. م اقدام مذكور
چندین آن از پس شد. نام·ذاری ١٧ شی΄اگو معامله ی اختیار بورس بورس، این داد. تش΄يل سهام روی

نمودند. اقدام معامله اختیار مبادله ی به سهام، بورس
برخلاف که دارند، وجود ١٨ فرابورس بازارهای از مجموعه ای بورس، سازمان یافته ی بازارهای کنار در
تلفنͬ ارتباطات بر مبتنͬ شب΄ه ای صورت به  بازارها، این دارند، معینͬ م΄ان فیزی΄ͬ نظر از که بورس ها
ارتباط هم با حضوری طور به ͬ توانند نم که ͬ سازند م مرتبط هم به را معامله گرانͬ که هستند یارانه ای و
و مالͬ موسسه ی بین یا و مالͬ موسسات بین معامله ها بیشتر فرابورس، بازارهای در کنند. برقرار
سرعت با معامله اختیار فرابورس بازار ،(١٩٨٠) دهه ی اوایل از ͬ گیرد. م صورت آن مشتری شرکت
معامله ی اختیار مزیت های از ی΄ͬ است. بزرگتر بورس معاملاتͬ بازار از اکنون و کرده رشد چشم·یری
ی احتیاجات که کند، طراحͬ گونه ای به را آن ͬ تواند م مالͬ موسسه ی ی که است این در فرابورس

نماید. برآورده را خاص مشتری
ͬ شوند. م معامله فرابورس بازارهای در هم و بورس رسمͬ بازارهای در هم مهم، معامله های اختیار

کرد. تقسیم دسته دو به را معامله اختیار حق ͬ توان م کلͬ، طور به

استاندارد معامله ی اختیار
نه (و حق این آن، دارنده ی به که است قراردادی خرید، معامله ی اختیار ی ١٩ خرید اختیار •
آن از قبل یا مشخص تاریخ در و معین قیمت به را قرارداد موضوع دارایی که ͬ دهد م را التزام)

بخرد.

نه (و حق این آن، دارنده ی به که است قراردادی فروش، معامله ی اختیار ی ٢٠ فروش اختیار •
آن از قبل یا مشخص تاریخ در و معین قیمت به را قرارداد موضوع دارایی که ͬ دهد م را التزام)

بفروشد.

برگیرنده ی در که دارایی نوع اساس بر معامله ها اختیار ͬ نامیم. م ٢١ پایه دارایی را قرارداد مورد موضوع
ͬ شوند. م تقسیم بندی مختلفͬ انواع به هستند، آن

٢٢ سهام روی اختیارمعامله قراردادهای •
١٧CBOE
١٨over–the–counter market or OTC
١٩Call Option
٢٠Put Option
٢١The Underlyhng Asset
٢٢Stock Options



۴٩ مالͬ ریاضͬ مفاهیم

ارز روی اختیارمعامله قراردادهای •
٢٣ شاخص ها روی اختیارمعامله قراردادهای •

آتͬ قراردادهای روی اختیارمعامله قراردادهای •
را، قرارداد در شده ذکر تاریخ و ٢۵ اعمال قیمت یا ٢۴ توافقͬ قیمت ͬ شود، م ذکر قرارداد در که را قیمتͬ

ͬ نامیم. م ٢٧ معامله اختیار سررسید یا ٢۶ انقضا تاریخ اصطلاحا،
آن به که کند، پرداخت پیشاپیش را پولͬ باید قرارداد، برگه ی دارنده ی معامله، اختیار قراردادهای در

ͬ گوئیم. م اختیار قیمت
است سرمایه گذاری کننده، معامله طرف ی دارد. وجود معامله گر طرف دو معامله، اختیار قرارداد هر در
سرمایه گذار قرارداد، دوم طرف در است. خریده را معامله اختیار و است کرده اتخاذ خرید موقعیت که
را اختیار ی فروش است. فروخته یا کرده صادر را معامله اختیار یعنͬ است، کرده اتخاذ فروش موقعیت
قرارداد قبال در تعهدی هیچ گونه معامله، اختیار دارنده ی یا خریدار ͬ گویند. م معامله اختیار حق صدور
فروشنده، که معنͬ بدین است. تعهدآور فروشنده برای معامله اختیار صدور یا فروش ͬ که حال در ندارد،
توسط معامله اختیار اعمال صورت در که ͬ شود م متعهد مقابل در و ͬ کند م دریافت را اختیار قیمت مبل;

است. خریدار عکس درست اختیار، کننده ی صادر زیان یا سود کند. عمل قرارداد مفاد به خریدار،
دقیقا ͬ گیرد، م قرار ستد و داد مورد که را معامله اختیار قرارداد ی ͬ های ویژگ و شرایط باید بورس هر

نماید. مشخص
دارد. وجود معامله گر نوع چهار معامله، اختیار بازارهای در

خرید اختیار خریداران •
خرید اختیار فروشندگان •
فروش اختیار خریداران •

فروش اختیار فروشندگان •
ͬ شوند. م دسته بندی زیر نوع سه به فروش، یا و خرید معامله های اختیار اعمال، زمان دوره های اساس بر
و انقضا تاریخ تا زمان هر در ͬ تواند م معامله اختیار این دارنده ی ٢٨ آمری΄ایی معامله های اختیار .١

کند. اعمال را معامله اختیار قرارداد انقضا، تاریخ خود در یا
هستند. اعمال قابل انقضا تاریخ در فقط معامله ها، اختیار این ٢٩ اروپایی معامله های اختیار .٢

٢٣Futures Options
٢۴Exercise Price
٢۵Strike Price
٢۶Exercise Date
٢٧Expiration Date or Maturity
٢٨American Option
٢٩European Option
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استفاده فرابورس بازار های در بیشتر معامله ها اختیار از دسته این ٣٠ برمودان معامله های اختیار .٣
انقضا تاریخ از قبل روز چند که زمان از مخصوص متناهͬ بازه ی ی در ͬ توانند م که ͬ شوند م

شوند. اعمال ͬ باشد، م
نهایی ارزش یا بازدهͬ سررسید، تاریخ در پایه دارایی قیمت بودن تصادفͬ به توجه با ͬ خواهیم م اکنون
دخیل اینجا در سرمایه گذاری اولیه ی هزینه ی که است واض کنیم. بیان کلͬ حالت در را سرمایه گذار

ͬ باشد. نم
بازدهͬ آنگاه ب·یریم، نظر در ،T سررسید زمان در پایه دارایی قیمت را S(T) و اعمال قیمت را K اگر

از است عبارت اروپایی خرید اختیار ی در خرید موقعیت از حاصل

max(S(T)−K, ٠) = (S(T)−K)+.

این غیر در و شد خواهد اعمال معامله اختیار باشد، K > S(T) اگر که ͬ دهد م نشان بالا رابطه ی
که سرمایه گذاری بازدهͬ شد. نخواهد اعمال معامله اختیار باشد، K ≤ S(T) اگر یعنͬ صورت،

بود. خواهد زیر صورت به کرده، اتخاذ اروپایی خرید اختیار قرارداد در فروش موقعیت

−max(S(T)−K, ٠) = min(K − S(T), ٠) = (K − S(T))+.

کرده، اتخاذ اروپایی فروش اختیار قرارداد در خرید موقعیت که سرمایه گذاری بازدهͬ منوال، همین به و
ͬ باشد. م زیر صورت به

max(K − S(T), ٠) = (K − S(T))+.

است. زیر صورت به اروپایی فروش اختیار قرارداد در فروش موقعیت دارنده ی بازدهͬ همچنین،

−max(K − S(T), ٠) = min(S(T)−K, ٠).

دارند. بستگͬ پایه دارایی لحظه ای ارزش به فقط که

است. زیر شرح به ͬ دهند م قرار تاثیر تحت را معامله اختیار قیمت که مهمͬ عامل شش
،S٠ سهم، جاری قیمت •

،K توافقͬ، قیمت •
،T سررسید، تا ͬ مانده باق زمان مدت •

،σ سهام، قیمت نوسان پذیری •
و r ،ریس بدون بهره ی نرخ •

.q تقسیمͬ، سود •
٣٠Bermudan Option
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اروپایی معامله های اختیار فروش یا خرید از حاصل بازدهͬ :٣ . ١ ش΄ل

.r > ٠ ͬ کنیم م فرض واقعͬ. بهره ی نرخ نه است اسمͬ بهره ی نرخ r که است لازم نکته این ذکر
باشد. داشته نقد وجه به امتیازی نباید ،ریس بدون بهره ی نرخ با سرمایه گذاری ی دی·ر، بیان به
ͬ شود. م داده ترجیح ریس بدون بهره ی نرخ با سرمایه گذاری جای به نقد وجه باشد، r < ٠ چنانچه

سررسید، تا ͬ مانده باق زمان سهام، فعلͬ قیمت افزایش با خرید اختیار قرارداد ی ارزش کلͬ، طور به
ͬ یابد. م کاهش توافقͬ قیمت افزایش با و ͬ یابد م افزایش ریس بدون بهره ی نرخ و نوسان پذیری
تا ͬ مانده باق زمان توافقͬ، قیمت افزایش با فروش اختیار قرارداد ی ارزش کلͬ، طور به همچنین،
کاهش ریس بدون بهره ی نرخ و سهام فعلͬ قیمت افزایش با و ͬ یابد م افزایش نوسان پذیری سررسید،
اختیار قراردادهای ارزش سهام، قیمت های نوسان پذیری گرفتن نظر در بدون ͬ توانیم م ما ͬ یابد. م

کنیم. حساب را سهام معامله ی

غیراستاندارد معامله ی اختیار
مالͬ بازار از فضایی در دی·ری از پس ی΄ͬ ٣١ (غیراستاندارد) نامتعارف معامله های اختیار  انواع همه  ی
از استفاده با که هستند اختیاراتͬ نامتعارف، معامله ی اختیار قراردادهای ͬ آیند. م وجود به بی ثبات
معامله ی اختیار حق همچون ͬ ها بازده این محاسبه ی که ͬ دهند م را ͬ هایی بازده قواعد، سری ی
فروش و خرید معامله های ازاختیار مجموعه ای اختیارات، این از برخͬ نیست. آسان و ساده استاندارد،
نامتعارف معامله های اختیار از نوع چندین هستند. پیچیده تر مقداری بقیه هستند، آمری΄ایی و اروپایی
اختیار ،٣٣ آسیایی معامله ی اختیار ،٣٢ آمری΄ایی نامتعارف معامله ی اختیار قراردادهای مانند دارند، وجود
،٣٧ ͽمان معامله ی اختیار ،٣۶ گزینشͬ معامله ی اختیار ،٣۵ مرکب معامله ی اختیار ،٣۴ باتاخیر معامله ی

٣١Exotic Option
٣٢Nonstandard American Option
٣٣Asian Option
٣۴Forward Start Option
٣۵Compound Option
٣۶Chooser Option
٣٧Barrier Option
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و.... ٣٩ گذشته به متکͬ معامله ی اختیار ،٣٨ دوتایی معامله ی اختیار
سال در بار اولین برای است، معروف نیز ۴٠ میانگین معامله ی اختیار به که آسیایی معامله ی اختیار
نام های به بانکͬ متخصص دو توسط ژاپن توکیوی شهر در آمری΄ایی بانک ی از شعبه ی در ،(١٩٨٧)
حضورشان علت به و گرفت انجام خام نفت معامله ی اختیار برای ۴٢ استندیش مارک و ۴١ اسپاگتون دیوید
آن بازدهͬ که است قراردادی معامله، اختیار این نامیدند. آسیایی معامله ی اختیار را آن نام توکیو در
آن از خاص نوع دو و دارد بستگͬ معامله اختیار عمر زمان مدت طول در پایه دارایی میانگین قیمت به

دارد. وجود

نقدی تسویه آن در که است مواردی برای معامله اختیار این .۴٣ میانگین نرخ با معامله اختیار .١
عمر طول در نظر مورد دارایی میانگین قیمت تفاوت مبنای بر آن نهایی قیمت و ͬ گیرد م صورت

است. اعمال قیمت و معامله اختیار

نقدی تسویه که است مواردی برای معامله اختیار این .۴۴ میانگین اعمال قیمت با معامله اختیار .٢
قیمت اعمال، قیمت که تفاوت این با است فروش و خرید اختیار همانند و است پایه دارایی و

است. معامله اختیار عمر طول در پایه دارایی میانگین
نظر از ب·یرند. قرار استفاده مورد ͬ توانند م فروش و خرید اختیار برای معامله ها اختیار این دو هر
نیز انقضا تاریخ از قبل اجرا ام΄ان اما هستند، اروپایی معامله ها، اختیار این معمولا اجرا، زمان
قرار محاسبه مورد موعد، از قبل انقضا زمان تا نظر مورد میانگین های صورت، آن در و دارد وجود
هندسͬ یا و (عددی) حسابی صورت به ͬ تواند م نظر مورد میانگین محاسبه ی گرفت. خواهد

باشد.

اختیار بنابراین ͬ دهد، م کاهش را معامله اختیار در ذاتͬ بی ثباتͬ معامله، اختیار این در میانگین ویژگͬ
ͬ شوند. م مقایسه خود اروپایی معادل با کمتر اغلب آسیایی معامله های

و شناور اعمال قیمت معامله های اختیار مانند دارد، بی شماری ترتیب های آسیایی اختیارمعامله های
ثابت.

عبارتند به ترتیب، فروش، و خرید معامله ی اختیار ی برای ثابت اعمال قیمت معامله های اختیار بازدهͬ
از

(A(T)−K)+

و
(K − A(T))+,

٣٨Binary Option
٣٩Look-Back Option
۴٠Average Option
۴١David Spaughton
۴٢Mark Standish
۴٣Average Rate Of Option
۴۴Average Strike Option
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ͬ دهند. م نمایش را پایه دارایی میانگین قیمت A(T) و اعمال قیمت K طوری که به
عبارتند به ترتیب، فروش، و خرید معامله ی اختیار ی برای شناور اعمال قیمت معامله های اختیار بازدهͬ

از
(S(T)− A(T))+

و
(A(T)− S(T))+,

معامله های اختیار ،A(T) میانگین قیمت نظر از ͬ باشد. م پایه دارایی لحظه ای ارزش S(T) طوری که به
شوند. دسته بندی زیر مقوله ی دو به ͬ توانند م آسیایی

،۴۵ هندسͬ میانگین آسیایی •
،۴۶ حسابی میانگین آسیایی •

موارد برای شوند. گرفته میانگین ،۴٧ وزنͬ میانگین پایه ی ی روی ͬ توانند م فرم ها این دوی هر و
به وسیله ی حسابی میانگین پیوسته،

A(T) = ١
T

∫ T

٠
S(t)dt

به وسیله ی هندسͬ میانگین و
A(T) = e

١
T

∫ T

٠
ln S(t)dt

معامله های اختیار داریم. نیاز جمͽ بندی در انتگرال تغییر به فقط ناپیوسته، موارد برای ͬ شوند. م محاسبه
ریچارد توسط مسیر انتگرال ش΄ل اصالت است. مسیر وابسته معامله های اختیار از مهمͬ دسته ی آسیایی
از تحقیقاتش در را انتگرال از نوع این ۴٩ وینر نوربرت .[٣٢] شد، ایجاد کوانتوم فیزی در ۴٨ فاینمن
کرد معرفͬ اقتصاد در را مسیر انتگرال از نوع این بار اولین داش جان و ،[٢٧] برد کار به براونͬ فرآیند
عاملͬ ی دوره ای ساختار مدل و ۵٠ مرتون شولز‐ ‐بل مدل با تجربی اش مطالعات توسعه ی که
ارزیابی خاطر، همین به ندارد، وجود آن حسابی نوع برای جوابی هیچ تاکنون شد. مرتبط ،۵١ مقید
نشان ۵٣ کلینرت و ۵٢ فاینمن است. دشوار آن با مرتبط ل‐نرمال تصادفͬ متغیرهای مجموع تحلیلͬ
شود، حل کارآمد پتانسیل با ͬ تواند م هندسͬ میانگین مسئله ی مسیر، انتگرال متد وسیله ی به که دادند
حسابی آسیایی معامله های اختیار قیمت گذاری درباره ی ۵۵ ورست و ۵۴ کمنا (١٩٩٠) سال در .[١٠]

۴۵Geometric Average Asian
۴۶Arithmetic Average Asian
۴٧Weighted Average
۴٨Richard Feynman
۴٩Norbert Wiener
۵٠Black-Scholes-Merton
۵١One-Factor Term Structure Constrained
۵٢Feynman
۵٣Kleinert
۵۴Kemna
۵۵Vorst
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واسطه ی با آسیایی معامله های اختیار برای تحلیلͬ عبارت ی و کردند بحث ۵۶ سͬ ام سͬ ام متد با
عنوان به هندسͬ واسطه ی اساس، این بر که کردند مطرح تصادفͬ دیفرانسیل معادله دارای هندسͬ
با آسیایی معامله های اختیار گذاری قیمت برای رضایتبخش نتیجه آوردن دست به برای کنترل متغیر
میانگین معامله ی اختیار قیمت گذاری برای را ۵٧ واکمن و بال ترن فرمول و بردند ب΄ار حسابی واسطه ی
معامله اختیار نوع این برای تحلیلͬ راه حل ی آنها بنابراین کردند. معرفͬ را پیوسته مورد تحت حسابی
قیمت گذاری مسئله ی ۵٩ شͬ و ۵٨ راگرز (١٩٩۵) سال در کردند. ثابت انتشار دوره ی تغییر به وسیله ی
توسعه ی به کسری براونͬ فرآیند دی·ر عبارت به کردند. حل تصادفͬ دیفرانسیل معادله ی روند با را
ابتدا معامله، اختیار قیمت گذاری تئوری پدر ،۶٠ بشلیر ͬ        گردد. برم معامله اختیار قیمت گذاری تئوری
مدل شولز، و بل ،(١٩٠٠) سال در داد. توسعه پایه دارایی مدل دینامی به را حسابی براونͬ فرآیند
ͬ کند، م پیروی هندسͬ براونͬ فرآیند ی از سهام فرآیند که شده فرض آن در که را مرتون شولز‐ ‐بل
تجربی مطالعات اما [٣٢] کردند. ثابت را شده شناخته ۶١ شولز ‐بل فرمول نوعͬ به و کردند معرفͬ
داد. نشان را وابستگͬ ساختار و نیستند نرمال معمولا، ۶٢ ل·اریتمͬ بازگشت های که کرد مشخص آنها
،۶٣ سنگین دم دنباله ی نظیر ͬ هایی ویژگ معمولا سهام قیمت که کردند تصریح همچنین آنها به علاوه،
بنابراین ͬ کند. م تصریح را بازار و مدل بین زوجیت عدم این و دارد برد دور وابستگͬ و متشابهͬ خود
مانند موقعیت ها برخͬ مدل برای ͬ تواند م کسری براونͬ فرآیند که کرد مشخص گرفته، انجام مطالعات

شود. استفاده زیر موارد
زمان، از تابعͬ عنوان به رودخانه ی آب سط •

سهام، ل·اریتمͬ بازگشتͬ توابع ارزش های •
سهام، تجربی بی ثباتͬ •

دی·ر. موارد و آزاد ال΄تری΄ͬ بازار ی در ال΄تریسیته قیمت های •
تعیین فوریه انتقال کاربرد به وسیله ی صریح کسری شولز ‐بل فرمول ی ۶۴ نکولا ،(٢٠٠٨) سال در
براونͬ فرآیند از کاراکتر ی روی باید سهام بازار که کردند مطرح ۶۶ تیلور و ۶۵ مندلبرات .[٢٢] کرد،
.[٩] کرد، معرفͬ سهام قیمت دینامی مدل برای را کسری براونͬ فرآیند ۶٧ پیترز سپس باشد. کسری
دانکن (٢٠٠٠) سال در داشتند. فوق العاده هم΄اری های زمینه، این در بسیاری دانشمندان این از بعد

۵۶MCMC
۵٧Turnbull And Wakeman Formula
۵٨Rogers
۵٩Shi
۶٠Bachelier
۶١BS Formula
۶٢Log-Returns
۶٣Fat Tail
۶۴Necula
۶۵Mandelbrot
۶۶Taylor
۶٧Peters
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توسعه ٧٠ وی ضرب از استفاده با را کسری شولز ‐بل فرمول ،۶٩ اکسندال و هو ،۶٨ هم΄ارانش و
کسری براونͬ فرآیند چارچوب تحت سیستماتی معامله ی اختیار قیمت گذاری تئوری و .[٨] دادند،

است. شده معرفͬ ٧١ هم΄ارانش و هو توسط
معامله ی اختیار ی ͬ باشد. م ٧٢ توان معامله ی اختیار نامتعارف، معامله های اختیار از دی·ر دسته ای
سررسید تاریخ در پایه دارایی قیمت از چندجمله ای تابعͬ آن، بازدهͬ که است قراردادی ، معمولͬ توان

از عبارتند معمولͬ، توان خرید اختیار بازدهͬ تابع است.

VT = max(
n∑

i=١
aiS(T)

i −
n∑

i=١
aiK

i, ٠), ai ≥ ٠,

ͬ باشد. م توافقͬ قیمت K و سررسید تاریخ در پایه دارایی قیمت S(T) مثبت، صحیح عدد ،n آن در که
در را استاندارد توان معامله ی اختیار رساله، این در ما که دارد، وجود توان معامله ی اختیار نوع چند
با پایه دارایی قیمت به آن، بازدهͬ که است اختیاری استاندارد، توان معامله ی اختیار ͬ گیریم. م نظر
قیمت K و T سررسید زمان در پایه دارایی قیمت S(T) کنیم فرض اگر دارد. بستگͬ ،n > ٠ از توانͬ

با است برابر استاندارد، ‐ام n توان خرید اختیار بازده ی باشد، توافقͬ

max(S(T)n −Kn, ٠) = (S(T)n −Kn)+,

با است برابر استاندارد، ‐ام n توان فروش اختیار بازده ی ترتیب، همین به و

max(Kn − S(T)n, ٠) = (Kn − S(T)n)+.

خارجͬ ارز و انرژی جنس، سهام، از رشته هایی در گسترده صورت به آسیایی توان معامله های اختیار
ͬ روند. م به کار

روش از استفاده با توان معامله ی اختیار قیمت گذاری برای ،(٢٠٠۵) سال در ٧٣ کلارک و بلمان
خرید اختیار قیمت که کردند تصریح برابر، مارتینگل اندازه ی تحت دی·ری با سرمایه ی معاوضه ی
برابر است، صفر دی·ری سرمایه ی توان ͬ که وقت توان، شده ی معاوضه معامله ی اختیار قیمت با توان

است.

معامله گران انواع ٣ . ٢ . ٢
معامله گران انواع از زیادی تعداد جذب در بازارها این توانایی دلیل به معامله، اختیار بازارهای عمل΄رد
به است. بوده موفقیت آمیز چشم·یری طور به مبادلات، انجام برای فراوان نقدینگͬ قابلیت ایجاد و

۶٨Duncan et all
۶٩Hu And Oksendal
٧٠Wick-Product
٧١Hu et all
٧٢Power Option
٧٣Blenman and Clark
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یافتن در مش΄لͬ معمولا کند، اتخاذ را معاملاتͬ موقعیت ی بخواهد سرمایه گذاری چنانچه  طوری که
ͬ باشد. م زیر شرح به معامله گران عمده ی گروه سه ͬ کند. نم پیدا دوم طرف

حاصل ریس ͬ کوشند م که هستند کسانͬ ،ریس دهندگان پوشش ٧۴ ریس دهندگان پوشش •
”مدیران ͬ توان م را ریس دهندگان پوشش نظر، این از برسانند. حداقل به را قیمت نوسان از
معرض در که هستند موقعیتͬ در ریس دهندگان پوشش دی·ر، عبارت به نامید. نیز ”ریس
حذف یا کاهش برای معامله اختیار قراردادهای از آنها دارایی اند. قیمت تغییر با مرتبط ریس

ͬ کنند. م استفاده ریس این

ریس پذیرفتن مستلزم که است، سرمایه گذاری راهبرد ی بورس بازی یا سفته بازی ٧۵ سفته بازان •
را موقعیت هایی و ͬ روند م ریس استقبال به سفته بازان ͬ باشد. م م΄رر معامله های انجام و بالا
سفته بازان بهتر، عبارت به ͬ کنند. م کسب قیمت ها تغییر درباره ی خود پیش بینͬ نوع با متناسب
آنها، برای معامله اختیار قراردادهای و کنند پیش بینͬ را دارایی قیمت آتͬ حرکت که دارند تمایل

ͬ کند. م پیدا افزایش آنها بالقوه ی زیان یا سود بنابراین ͬ کند. م ایجاد را اهرم نوع این

هستند. آربیتراژگران معامله ، اختیار بازارهای در معامله گران مهم و سوم گروه ٧۶ آربیتراژگران •
چند یا دو در هم زمان ورود طریق از ،ریس بدون سود به دستیابی فرصت از است عبارت آربیتراژ
استفاده سود کسب برای مختلف بازار چند یا دو بین قیمت تفاوت مزایای از آربیتراژگران بازار.

ͬ کنند. م

داشته استمرار طولانͬ مدت برای ͬ تواند نم آربیتراژی فرصت های که داشت توجه باید .٣ . ٢ . ١١ ملاحظه
عمل، در که معناست این به بازار، در آربیتراژگر زیادی تعداد وجود گفت، ͬ توان م کلͬ طور به باشد.
که مسائلͬ بیشتر دلیل، همین به ͬ شود. م مشاهده مالͬ بازارهای در کمͬ بسیار آربیتراژی فرصت
که، هستند مبتنͬ پیش فرض این بر ͬ شود، م مطرح معامله ها اختیار قراردادهای ارزش خصوص در

ندارد. وجود آربیتراژی فرصت های

را {St}t≥٠ قیمت فرآیند و (Ω,F ,P) احتمال فضای قیمت گذاری). اول اساسͬ (قضیه ٣ . ٢ . ١٢ قضیه
داشته وجود Q مارتینگلͬ اندازه ی اگر، تنها و اگر است، کامل بازار صورت، این در ͬ گیریم. م نظر در

باشد. مارتینگل Q اندازه ی تحت S که باشد

کنید. رجوع [٣٢] به برهان.

ی΄تا مارتینگلͬ اندازه اگر، تنها و اگر است، کامل بازار قیمت گذاری). دوم اساسͬ (قضیه ٣ . ٢ . ١٣ قضیه
باشد.

کنید. رجوع [٣٢] به برهان.
٧۴Hedgers
٧۵Speculators
٧۶Arbitrageurs
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است. ٧٧ هندسͬ براونͬ فرآیند سهام، قیمت مدلسازی اصلͬ بلوک های از ی΄ͬ .١۴ . ٣ . ٢ تعریف

ͬ باشد. م زیر فرم به که است، معمولͬ دیفرانسیل معادله ی از طبیعͬ تعمیم حقیقت، در مذکور، dXtمعادله ی = αXtdt + σXtdWt,

X٠ = x٠.

با است معادل که
Xt = x٠ + α

∫ t

٠
Xsds + σ

∫ t

٠
XsdWs.

دانست، تصادفͬ ضرایب با معمولͬ دیفرانسیل معادله ی ی را هندسͬ براونͬ فرآیند ͬ توان م حقیقت، در
کامپیوتری، شبیه سازی ی با است.) سفید نوفه ی یا نویز همان ،dWt ) است. همراه نویز ی با که

است. زیر فرم به Xt(ω) خاص، ی ω ی برای آنگاه ،α = ١, σ = ٠٫٢, x٠ = ١ دهیم قرار اگر

σ = ٠٫٢ و α = ١ با هندسͬ براونͬ فرآیند :٣ . ٢ ش΄ل

به نزدی بسیار ٧٨ مسیر نموار باشد، کوچ کافͬ اندازه ی به σ اگر فوق، ش΄ل مطابق حقیقت، در
٧٩ انحراف زیر، ش΄ل مطابق آنگاه شود، انتخاب بزرگ σ اگر ولͬ بود. خواهد ،eαt یعنͬ ،E(Xt) نموار
دارد، نمایی فرم ،t هر برای ،Xt که است این ما حدس پس نیست. چشم پوشͬ قابل eαt از مسیرها

Xt = eZt . یعنͬ،
است. زیر فرم به هندسͬ براونͬ فرآیند معادله ی جواب .١۵ . ٣ . ٢ قضیه

Xt = x٠e
(α−σ٢

٢ )t+σWt

براونͬ فرآیند معادله ی جواب یعنͬ ،Xt ͬ توان م شد، داده قبل ش΄ل دو در که نکاتͬ به توجه با برهان.
،Xt یافتن برای نتیجه، در .Xt = eZt ͬ دهیم م قرار یعنͬ، گرفت، نظر در نمایی تابع ی را هندسͬ

٧٧Geometric Brownian Motion
٧٨Trajectory
٧٩Deviation
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σ = ٠٫۴ و α = ١ با هندسͬ براونͬ فرآیند :٣ . ٣ ش΄ل

یافت. را Zt باید
Xt = eZt =⇒ Zt = lnXt,

داریم ایتو فرمول از

dZt =
١
Xt
dXt +

١
٢ ×− ١

X٢
t

(dXt)
٢, (٣ . ١)

داریم هندسͬ براونͬ فرآیند تعریف از طرفͬ از

dXt = αXtdt+ σXtdWt,

داشت خواهیم فوق، فرمول در (٣ . ١) دادن قرار با

dZt =
١
Xt
(αXtdt+ σXtdWt)− ١

٢X٢
t

(dXt)
٢,

طرفͬ از

(dXt)
٢ = (αXtdt+ σXtdWt)(αXtdt+ σXtdWt)

= σ٢X٢
t dWtdWt

= σ٢X٢
t dt.

بنابراین،
dZt = αdt+ σdWt − ١

٢σ
٢dt = (α− ١

٢σ
٢)dt+ σdWt.

داریم پس
Zt = ln x٠ +

∫ t

٠
(α− σ٢

٢ )ds+

∫ t

٠
σdWs,

نتیجه در
Zt = ln x٠ + (α− σ٢

٢ )t+ σWt,



۵٩ مالͬ ریاضͬ مفاهیم

داشت خواهیم بنابراین
Xt = eZt

Xt = e
lnx٠+(α−σ٢

٢ )t+σWt

= x٠ + e
(α−σ٢

٢ )t+σWt .

است. تمام اثبات و
بدون دارایی ی΄ͬ است. دارایی دو شامل مدلͬ شولز، ‐بل مدل شولز). ‐بل (مدل ١۶ . ٣ . ٢ تعریف
قیمت فرآیند اگر ͬ کند. م تبعیت هندسͬ براونͬ فرآیند از آن دینامی که ریس΄ͬ دارایی دی·ری و ریس
به شولز ‐بل مدل دهیم، نمایش St با را ریس΄ͬ دارایی قیمت فرآیند و Bt با را ریس بدون دارایی

ͬ شود. م فرموله زیر صورت
dBt = rBtdt, B٠ = ١,

dSt = µStdt+ σStdWt.

(مقادیر دارایی انتظار مورد بازده نرخ و دارایی قیمت نوسان پذیری بهره، نرخ ترتیب به µ و σ ،r آن در که
است. (Ω,F ,P) احتمال فضای روی استاندارد براونͬ فرآیند ی Wt و ͬ باشند م ثابت)

ͬ گیریم. م نظر در را ϕ(x) و σ(t,Xt) ،µ(t,Xt) تابع سه ٨٠ مرزی). مقدار (مسئله ی ٣ . ٢ . ١٧ قضیه
که زیر معادله ی در که (F : [٠, T ]×R → R) است ای F تابع یافتن هدف،  ،٨١ کوشͬ مسئله ی در

کند. صدق دارد، شهرت مرزی مقدار مسئله ی به
∂F
∂t
(t,X) + µ(t,X) ∂F

∂X
(t,X) + ١

٢σ
٢(t,X) ∂

٢F
∂X٢ (t,X) = ٠. (٣ . ٢)

با است برابر فوق معادله ی آنگاه ،F (T, x) = ϕ(x) مرزی شرط با
Ft + µFx +

١
٢∂

٢Fxx = ٠.

کنید. رجوع [٣٢] به برهان.
عبارت کند(به صدق (٣ . ٣) معادله ی در F کنیم فرض ٨٢ .( کاک فاینمن‐ اول (قضیه ی ٣ . ٢ . ١٨ قضیه

اگر باشد.)، (٣ . ٣) مرزی مقدار مسئله ی جواب F دی·ر،
σ(S,XS)

∂F
∂X

(S,XS) ∈ L٢

باشیم داشته و dXsباشد = µ(S,XS)ds+ σ(S,XS)dWs,

Xt = x,

٨٠Boundary Value Problem
٨١Couchy Problem
٨٢Feynman- Kac
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است. زیر فرم به نمایشͬ دارای ،F آنگاه

F (t,Xt) = E(t, x)[ϕ(Xt)].

کنید. رجوع [٣٢] به برهان.

زیر ͬ تر کل مرزی مقدار مسئله ی جواب F کنیم فرض .( کاک فاینمن‐ دوم (قضیه ی ٣ . ٢ . ١٩ قضیه
باشد.

∂F
∂t
(t, x) + µ(t, x)∂F

∂x
(t, x) + ١

٢σ
٢(t, x)∂

٢F
∂x٢ (t, x) = ٠. (٣ . ٣)

فرآیند اگر ،F (T, x) = ϕ(x) مرزی شرط با

{Zs}s = {e−rsσ(s,Xs)
∂F
∂x
(s,Xs)}s ∈ L٢,

ͬ کند. م صدق زیر رابطه ی در که است فرآیندی ،{Xt}t آن در که (.Zs ∈ L٢ ،s هر برای dXs(یعنͬ، = µ(s,Xs)ds+ σ(s,Xs)dWs,

Xt = x,

ͬ آید. م دست به زیر فرمول از F آنگاه

F (T, x) = e−r(T−t)Et,x[ϕ(XT )].

 

کنید. رجوع [٣٢] به برهان.

مالͬ مشتقات قیمت گذاری ٣ . ٣
آسیایی معامله              ی اختیار قیمت گذاری ٣ . ٣ . ١

نوسان پذیری و بهره (نرخ کند، پیروی شولز بل مدل از دارایی قیمت فرآیند کنیم فرض .٣ . ٣ . ١ قضیه
V (t) = آنگاه باشد، x ∈ R برای تابع ی ،h(x) آن در که hT = h(ST ) اگر ثابت اند). مقادیر

داریم و ،τ = T − t و ٠ ≤ t ≤ T آن در که ،F (t, St)

F (t, x) = e−rτ

∫ ∞

−∞

١√
٢π

e−
١
٢y

٢
h(x exp{σ

√
τy + (r − ١

٢σ٢)τ})dy.

کنید. مراجعه [٣٢] به برهان.
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مدل های بردن به کار با عددی روش های از حسابی، میانگین آسیایی معامله های اختیار قیمت گذاری
صورت به لوی، مدل های بدون ͬ تواند م هندسͬ، میانگین معامله های اختیار اما ͬ شود، م محاسبه لوی
ͬ شود م تعیین مفروضات از استفاده با که است آماری ویژگͬ این خاطر به شوند. قیمت برآورد تحلیلͬ
برای تحلیلͬ فرمول ی ،[١۴] ورست و کمنا ͬ کند. م پیروی نرمال ‐ل توزیع ی از سهام قیمت که

کردند. ثابت زیر صورت به نوع، این از آسیایی معامله های اختیار
که است (A(T)−K)+ صورت به آن بازدهͬ هندسͬ، میانگین معامله ی اختیار ی برای .٣ . ٣ . ٢ لم

و است اعمال قیمت K آن در

A(T) = e
١

T−T٠

∫ T

T٠

ln S(t)dt

‐ل توزیع ی A(T) است. شده محاسبه سهام میانگین ارزش روی نهایی زمانͬ بازه ی که ،[T٠, T ] با
است. زیر صورت به T٠ زمان در معامله اختیار ارزش بنابراین دارد، نرمال

C(S(T٠), T٠) = S(T٠)e
−١

٢ (r+
١
۶σ٢)(T−T٠)FN(d١)−Ke−r(t−t٠)FN(d٢),

آن، در که
d١ = −

ln S(T٠)
K

+ ١
٢(r +

١
۶σ

٢)(T − T٠)

σ
√

١
٣(T − T٠)

,

و
d٢ = d١ − ١√

٣σ
√
T − T٠.

ͬ آوریم. م دست به را زیر هندسͬ براونͬ فرآیند معادله ی جواب ابتدا برهان.

dSt =

αs(t)dt+ σs(t)dWt

S(٠) = s٠.

در زیر صورت به نمایی تابع ی را هندسͬ براونͬ فرآیند جواب ͬ توان م کردیم، بیان قبلا که همان طور
گرفت. نظر

S(t) = eZ(t),

بیابیم. را Z(t) باید S(t) یافتن برای نتیجه، در

Z(t) = ln S(t)

داریم ایتو فرمول از

dZ(t) = ١
S(t)

dS(t) + (١
٢)(−

١
S(t)

٢
)(dS(t))٢

= ١
S(t)

(αS(t)dt+ σS(tdWt)

= [α− ١
٢σ

٢]dt+ σdWt
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بنابراین،

Z(t) = ln S(٠) +
∫ t

٠
(α− ١

٢σ
٢)ds+

∫ t

٠
σdWs

= ln S(٠) + (α− ١
٢σ

٢)t+ σWt

داشت خواهیم نتیجه در

S(t) = eZ(t)

= e
ln S(t)+(α−١

٢σ٢)t+σWt

= S(٠) + (α− ١
٢σ

٢)t+ σWt

داریم فاینمن‐کاک قضیه ی طبق طرفͬ از

F(t, s) = e−r(T−t)EQ
t,s[ϕ(S(T ))] = e−r(T−t)

∫ ∞

−∞
ϕ(SeZ)f(Z)dZ,

دارد. را زیر توزیع که است Z چ·الͬ تابع ،f(Z) آن در که

N[(r − σ٢

٢ )(T − t), σ
√
T − t]

داریم باشد، هندسͬ میانگین آسیایی خرید اختیار بازدهͬ، اگر

Φ(ST ) = max[A(T )−K, ٠]

EQ
t,s[Φ(ST )] = EQ

t,s[max[A(T )−K, ٠]]

= ٠ ×Q(A(T ) ≤ A) +

∫ ∞

ln
K
S

(A(T )−K)f(Z)dZ

=

∫ ∞

ln
K
S

(A(T )−K)e
−
(Z− (r − σ٢

٢ )(T − t))٢

٢(σ
√
T − t) dZ

= SN(d١(t, s))− e−r(T−t)KN(d٢(t, s)).

داریم آن در که
d١ = ١

σ
√
T−t

{ln( S
K
) + (r + ١

٢σ
٢)(T − t)},

و
d٢ = d١(s, t)− σ

√
T − t.
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به وسیله ی سادگͬ، برای و ͬ شود م فرض پایه دارایی همان سهام، کسری، براونͬ فرآیند چارچوب در
مدل زیر جزئͬ دیفرانسیل معادله به وسیله ی ͬ تواند م قیمت فرآیند بنابراین، ͬ شود. م داده نمایش S(t)

شود.
dS(t) = µS(t)dt+ σS(t)dBH(t)

دی·ر، عبارت به
dS(t)
S(t)

= µdt+ σdBH(t). (۴ . ٣)

BH(t) و هستند ثابت دو هر σ و µ و است t زمان در پایه دارایی از (لحظه ای) آنͬ قیمت S(t) آن در که
شولز ‐بل بازار که دادند نشان (٢٠٠٠) سال در اکسندال و هو است. استاندارد کسری براونͬ فرآیند
.[٣٧] است. کامل و ندارد آربیتراژ ͬ کند، م پیروی فوق معادله ی از پایه اش دارایی قیمت که کسری

ͬ شود. م تبدیل زیر فرم به فوق تصادفͬ دیفرانسیل معادله ی خنثͬ، ریس احتمال تحت

dS(t) = rS(t)dt+ σS(t)dB̃H(t),

دی·ر، عبارت به
dS(t)
S(t)

= rdt+ σdB̃H(t). (۵ . ٣)

است. جدید اندازه ی تحت کسری براونͬ فرآیند B̃H(t) و ریس بدون بهره ی نرخ r آن در که
توجه با ͬ آوریم. م به دست را قیمت فرآیند جزئͬ دیفرانسیل معادله ی اروپایی، معامله ی اختیار ی برای

ͬ دهیم م قرار (۵ . ٣) دینامی به
V = e−

∫ t
٠ ruduC.

داریم کسری ایتوی فرمول از استفاده با

dV =
[
∂V
∂t

+ ∂V
∂S
rS(t) + Ht٢H−١ ∂٢V

∂S٢ σ
٢S٢(t)

]
dt+ σS(t)∂V

∂S
dB̃H(t)

که ͬ دانیم م طرفͬ از

∂V
∂t
dt =

∂[e−
∫ t

٠ ruduC]

∂t
= −rCe−

∫ t
٠ rududt+ e−

∫ t
٠ rudu ∂C

∂t
dt,

∂V
∂S
dt = e−

∫ t
٠ rudu ∂C

∂S
dt,

∂٢V
∂S٢ dt = e−

∫ t
٠ rudu ∂٢C

∂S٢ dt.

بنابراین

dV =
[
− rCe−

∫ t
٠ rudu + e−

∫ t
٠ rudu ∂C

∂t
+ e−

∫ t
٠ rudurS(t)∂C

∂S

+Ht٢H−١σ٢S٢(t)e−
∫ t

٠ rudu ∂٢C
∂S٢

]
dt+ σS(t)e−

∫ t
٠ rudu ∂C

∂S
dB̃H(t)
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داشت خواهیم پس
[
− rC + e−

∫ t
٠ rudu ∂C

∂t
+ rS(t)∂C

∂S
+Ht٢H−١σ٢S٢(t)∂

٢C
∂S٢

]
e−

∫ t
٠ rudu = ٠.

معادله ی در ،C(S(t), t) یعنͬ آن قیمت فرآیند اروپایی، خرید معامله ی اختیار ی برای بنابراین،
ͬ کند. م صدق زیر جزئͬ دیفرانسیل

−rC + e−
∫ t

٠ rudu ∂C
∂t

+ rS(t)∂C
∂S

+Ht٢H−١σ٢S٢(t)∂
٢C

∂S٢ = ٠.

.[٣٢] ͬ آید، م دست به زیر قیمت گذاری فرمول فوق، جزئͬ دیفرانسیل معادله ی حل با

سررسید و k توافقͬ قیمت با اروپایی خرید معامله ی اختیار قیمت ،t ∈ [٠, T ] هر برای .٣ . ٣ . ٣ قضیه
است. زیر صورت به ،T

C(S(٠), ٠) = S(٠)FN(d١)−KFN(d٢)

با نرمال توزیع از تجمعͬ توزیع تابع ،FN(٠) آن در که

d١ =
ln(K

S
) + rT + ١

٢σ
٢T ٢H

σ
,

و
d٢ = d١ − σTH =

ln(K
S
) + rT − ١

٢σ
٢T ٢H

σ

ͬ باشد. م

داریم کاک فاینمن‐ قضیه ی از برهان.

C(S(t), t) = Et[e
−r(T−t)max(S(t)−K, ٠)]

= Et[e
−r(T−t)S(t)χ{S(t)>K}]−Ke−r(T−t)Et[χ{S(t)>K}],

داریم طرفͬ از

{S(t) > K} = {S(٠) exp{rT − ١
٢σ

٢T ٢H + σB̃H(t)} > K}

= {ln S(٠)(+rT − ١
٢σ

٢T ٢H + σB̃H(t)) > lnK}

= {B̃H(t) >
ln(K

S
)− rT + ١

٢σ
٢T ٢H

σ
}

دهیم قرار اگر
d∗٢ =

ln(K
S
)− rT + ١

٢σ
٢T ٢H

σ
,
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داریم
Et[χ{S(t)>K}] = Et[χx>d∗٢

(B̃H(t))]

=

∫ ∞

d∗٢

١√
٢π(T ٢H − t٢H)

exp
(
− (x− B̃H(t))

٢

٢(T ٢H − t٢H)

)
dx

=

∫ ∞

d∗٢−B̃H(t)√
T ٢H−t٢H

١√
٢π exp(−

Z٢

٢ )dZ

=

∫ B̃H(t)−d∗٢√
T ٢H−t٢H

−∞

١√
٢π exp(−

Z٢

٢ )dZ

= N(d٢).

داریم
B∗

H(t) = B̃H(t)−
∫ t

٠
٢Hσ٢H−١dt = B̃H(t)− σt٢H; ٠ ≤ t ≤ T.

جدید اندازه ی تحت براونͬ فرآیند ی فرآیند، این که دارد وجود P∗ اندازه ی ی گیرسانو، قضیه ی بنابر
داریم .dP∗

dP
= Z(t) = exp(σB̃H(t)− σ٢

٢ t٢H) ͬ دهیم م نمایش سادگͬ، برای است. P∗

Et[S(t)χ{S(t)>K}] = erTEt[Z(T )١{x>d∗٢}BH(t)]

= erTZ(t)E∗
t [١{x>d∗٢}BH(t)]

= erTZ(t)E∗
t [١S(t)>K ].

اما،
ln(S(T )) = ln(S) + rT − σ٢

٢ T٢H + σB̃H(T ) = ln(S) + rT + σ٢

٢ T٢H + σB∗
H(T ).

ͬ دهیم م قرار
d∗١ =

ln(K
S
)− rT − ١

٢σ
٢T ٢H

σ

داشت خواهیم
E∗

t [χ{S(t)>K}] = E∗[χ{x>d∗١}B
∗
H(t)]

=

∫ ∞

d∗١

١√
٢π(T ٢H − t٢H)

exp
(
− (x− B̃H(t))

٢

٢(T ٢H − t٢H)

)
dx

=

∫ ∞

d∗١−B̃H(t)√
T ٢H−t٢H

١√
٢π exp(−

Z٢

٢ )dZ

=

∫ B̃H(t)−d∗١√
T ٢H−t٢H

−∞

١√
٢π exp(−

Z٢

٢ )dZ

= N(d١).
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Et[S(t)١{S(t)>K}] = erTZ(t)N(d١) = erT e−rtS(t)N(d١).

ͬ شود. م تمام اثبات و ͬ آید م به دست اروپایی خرید معامله ی اختیار قیمت بنابراین

سهام، سود نرخ و ریس بدون بهره ی نرخ که فرضیاتͬ از استفاده با را مدل ... و اکسندال و بی·ینͬ
چارچوب تحت معامله اختیار قیمت گذاری فرمول بنابراین، دادند. توسعه هستند، غیرتصادفͬ توابع

است. زیر صورت به کسری براونͬ فرآنید

دیفرانسیل معادله ی از خنثͬ ریس اندازه ی تحت پایه دارایی دینامی قیمت که کنیم فرض .۴ . ٣ . ٣ لم
غیرتصادفͬ توابع q(t) سهام سود نرخ و r(t) ریس بدون بهره ی نرخ اگر ͬ کند. م پیروی (۵ . ٣) جزئͬ
V (S(t), t)اروپایی معامله ی اختیار قیمت باشد، کراندار ،f(S(t), t) سررسید، در آن بازدهͬ تابع و باشند

ͬ کند. م صدق زیر معادله ی در

V (S(t), t) = e−
∫ T
t r(s)ds

∫ ∞

−∞

١√
٢πe

−x٢

٢ f
(
S(t)e

∫ T
t [r(s)−q(s)]ds−١

٢σ٢(T ٢H−t٢H)+σ
√

T ٢H−t٢H
)
dx.

کنید. رجوع [٣] به برهان.

دارد. وجود بازدهͬ تابع نوع دو اروپایی، توان خرید معامله ی اختیار ی برای

f(S(t), t) =

(Sn(T ), K)+ Sn(T ) > K

(Sn(T ), K)+ S(T ) > K

اختیار برای صریح فرمول ی ٨٣ هم΄ارانش و وانگ (٢٠٠۵) سال در است. مثبت عدد ی n آن در که
کردند. ثابت اروپایی معامله های

کسری براونͬ فرآیند چارچوب تحت توان معامله های اختیار ͬ های ویژگ برخͬ ٨۴ هم΄ارانش و زیائو
آسیایی توان معامله های اختیار مدل هم΄ارانش و وانگ ،(٢٠٠۶) سال در .[٢٨] کردند، بررسͬ را
فرآیند ی تحت را پایه دارایی رساله، این در کردند. حل را آن پیوسته ی مورد و دادند تعمیم را هندسͬ
فرآیند چارچوب تحت آسیایی توان معامله های اختیار [٣٠] ٨۶ ژئو و ٨۵ ژو ͬ دهیم. م توسعه کسری براونͬ
این در کردند. ارائه به خوبی را آن فروش و خرید قیمت گذاری فرمول و گرفتند نظر در را کسری براونͬ
ترتیب، ͬ گیریم.به م نظر در کسری فرآیندبراونͬ چارچوب تحت را آسیایی توان معامله های اختیار رساله،
بازدهͬ تابع نوع دو ،T سررسید و K ثابت اعمال قیمت با آسیایی توان خرید معامله ی اختیار ی برای

دارد. وجود زیر

f(A(t), t) =

(An(T ), K)+ An(T ) > K,

(An(T ), K)+ A(T ) > K.

٨٣Y. Wang et al.
٨۴Y. Xiao et al.
٨۵Zhao
٨۶Zhou
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صورت به ،A(t) آن در که
A(T) = e

١
T

∫ T

٠
ln S(t)dt

است. شده تعریف

قیمت گذاری مدل ٣ . ٣ . ٢
کلͬ فرضیات

است. زیر صورت به مدل این در کلͬ فرضیات

ͬ کند. م پیروی کسری براونͬ فرآیند از پایه دارایی دینامی .١

است. غیرتصادفͬ تابع ،r(t) ،ریس بدون بهره ی نرخ .٢

بازار یعنͬ، ندارد؛ وجود معامله ها اختیار سهام، فروش و خرید در مالیات یا معاملاتͬ هزینه هیچ .٣
است. بی اصطح΄اک

ͬ شود. م پرداخت q(t) نرخ با معامله اختیار عمر طول در پایه دارایی روی سهام سود .۴

ͬ شود. م اعمال سررسید تاریخ در ͬ تواند م فقط معامله اختیار .۵

ͬ پذیرد. نم آربیتراژ بازار .۶

ثابت سهام سود نرخ و ثابت بهره ی نرخ با قیمت گذاری چارچوب ٣ . ٣ . ٣
بدون بهره ی نرخ که موردی ابتدا بپردازیم، غیرتصادفͬ ریس بدون بهره ی نرخ مورد به اینکه از قبل
t = ٠ ͬ کنیم م فرض سادگͬ، برای ͬ گیریم. م نظر در را باشند ثابت دو هر سهام، سود نرخ و ریس
خنثͬ ریس احتمال اندازه ی تحت (۵ . ٣) سهام قیمت فرآیند دینامی های بالا، فرضیات تحت باشد.

ͬ کند. م تبعیت زیر فرمول از
dS(t)
S(t)

= (r − q)dt+ σdB̃H(t) (۶ . ٣)

براونͬ فرآیند B̃H(t) و هستند سهام سود نرخ و ریس بدون بهره ی نرخ ترتیب، به ،q و r آن در که
بود. خواهد زیر فرم به سهام قیمت فرآیند پس، است. خنثͬ ریس احتمال اندازه ی تحت کسری

S(t) = S(٠)e
(
(r−q)t−١

٢σ٢t٢H+σB̃H(t)
)
.

نمایی تابع قبل، روند مشابه کند. پیروی (۶ . ٣) از سهام قیمت فرآیند دینامی ͬ کنیم م فرض برهان.
ͬ گیریم. م نظر در را زیر

S(t) = eZ(t)
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بیابیم. را Z(t) باید S(t) یافتن برای نتیجه، در

Z(t) = ln S(t)

داریم کسری ایتوی فرمول از استفاده با

dZ(t) =
[
∂Z
∂t

+ ∂Z
∂S
(r − q)S(t) + Ht٢H−١ ∂٢Z

∂S٢ σ
٢S٢(t)

]
dt+ σS(t)∂Z

∂S
dB̃H.

پس،

dZ(t) =
[ ١
S(t)

(r − q)S(t) + Ht٢H−١(− ١
S٢(t))σ

٢S٢(t)
]
dt+ σS(t) ١

S(t)
dB̃H.

داریم نتیجه در

Z(t) = ln S(٠) +
∫ t

٠
((r − q)− Ht٢H−١σ٢)ds+

∫ t

٠
σdB̃H

= ln S(٠) + (r − q)t− ١
٢σ

٢t٢H + σdB̃H.

اینکه به توجه با

H

∫ t

٠
t٢H−١σ٢ds = H( ١

٢H−١+١)t
٢H−١+١σ٢|t٠ = ١

٢σ
٢t٢H,

داشت خواهیم نتیجه در

S(t) = e
ln S(٠)+(r−q)t−١

٢σ٢t٢H+σdB̃H

= S(٠)e(r−q)t−١
٢σ٢t٢H+σdB̃H .

ͬ گیریم م نظر در ͬ کنیم. م عمل زیر طریق به S(t) ریاضͬ امید محاسبه ی برای

Z(t) = ln S(t)

پس
Z(t) = ln S(٠) +

∫ t

٠
((r − q)− Ht٢H−١σ٢)ds+

∫ t

٠
σdB̃H

ͬ گیریم. م ریاضͬ امید فوق، تساوی طرفین از

E[Z(t)] = E[ln S(٠) +
∫ t

٠
((r − q)− Ht٢H−١σ٢)ds+

∫ t

٠
σdB̃H]

= E[ln S(٠)] + E[

∫ t

٠
((r − q)− Ht٢H−١σ٢)ds] + E[

∫ t

٠
σdB̃H]

= ln S(٠) + (r − q)t− ١
٢σ

٢t٢H.
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هندسͬ آسیایی معامله ی اختیار قیمت گذاری
ͬ آوریم. م به دست ثابت اعمال قیمت با هندسͬ آسیایی معامله های اختیار برای جوابی ابتدا بخش، این در

داریم. را زیر قضیه ی راستا، این در

اگر کند. پیروی (۶ . ٣) از خنثͬ ریس اندازه ی تحت پایه دارایی دینامی کنیم فرض .۵ . ٣ . ٣ قضیه
هندسͬ آسیایی خرید معامله ی اختیار باشند، ثابت ،q(t) سهام سود نرخ و r(t) ریس بدون بهره ی نرخ

ͬ شود. م قیمت گذاری زیر صورت به t = ٠ زمان در

C(S(٠), T ) = S(٠)e−
١
٢ (r+q)T− ١

۴(٢H+١)(H+١)σ
٢T ٢H

FN(d١)−Ke−rTFN(d٢)

آن در که
d٢ =

ln S(٠)
K

+ ١
٢(r − q)T − ١

٢(٢H+١)σ
٢T ٢H

σTH√
٢(H+١)

و
d١ = d٢ +

σTH√
٢(H+١)

.

ͬ کنیم م تعریف برهان.
G(T) = ١

T

∫ T

٠
ln S(t)dt

و
A(T) = exp(G(T)).

محاسبه زیر در صراحت به که دارد، σ̃٢ واریانس و µ̃ میانگین با نرمال توزیع ی G(T) تعریف، از
ͬ شوند. م

µ̃ = Ẽ[G(T)] = ١
T

∫ T

٠
Ẽ
[
ln S(t)

]
dt

= ١
T

∫ T

٠
Ẽ
[
ln S(٠) +

∫ t

٠
((r − q)− Ht٢H−١σ٢)ds+

∫ t

٠
σdB̃H

]
dt

= ١
T

∫ T

٠
Ẽ
[
ln S(٠) + (r − q)t− ١

٢σ
٢t٢H +

∫ t

٠
σdB̃H

]
dt

= ١
T

∫ T

٠
ln S(٠)dt+ ١

T

∫ T

٠
(r − q)tdt− ١

٢T

∫ T

٠
t٢Hσ٢dt+ ٠

= ١
T
(ln S(٠)|T٠ ) + ١

T

(
(r − q) t

٢

٢ |
T
٠
)
− ١

٢T
(
σ٢t٢H+١

٢H+١ |T٠
)

= ln S(٠) + T
٢ (r − q)T

٢

٢ − ١
٢T (

σ٢t٢H+١

٢H+١ )

= ln S(٠) + T
٢ (r − q)− ١

٢(
σ٢t٢H+١

٢H+١ ).
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و

σ̃٢ = Var[G(T)] = Ẽ
[
G(T)− µ̃

]٢
= Ẽ

[ ١
T

∫ T

٠
ln S(t)dt

]٢

= Ẽ
[
(G(T)− µ̃)(G(T)− µ̃)

]
= ١

T ٢

∫ T

٠

∫ T

٠
σ٢Ẽ

[
B̃H(t)B̃H(τ)

]
dtdτ

= ١
٢T ٢

∫ T

٠

∫ T

٠
σ٢(|t|٢H + |s|٢H − |t− s|٢H)dtdτ

= ١
٢(H+١)σ

٢T ٢H.

نتیجه ͬ توانیم م ما بنابراین، ͬ دهد. م نمایش را خنثͬ ریس احتمال اندازه ی تحت ریاضͬ امید Ẽ[.]
دی·ر عبارت به دارد، نرمال ‐ل توزیع A(T) که ب·یریم

lnA(T) = G(T) ∼ N(µ̃, σ̃٢).

از عبارتند سررسید زمان در آن بازدهͬ هندسͬ، آسیایی معامله ی اختیار ی برای

(A(T)−K)+ =
(
exp(G(T))−K

)
.

با است برابر خرید معامله ی اختیار ارزش خنثͬ، ریس احتمال اندازه ی تحت پس،

C(S(٠), T ) = e−rT Ẽ
[(
A(T)−K

)+]
= e−rT

∫
D

(ex −K) ١√
٢πσ̃e

−
(x−µ̃)٢

٢σ̃٢ dx

ͬ دهد م نتیجه ساده محاسبات و ،D = {x : A(T) > K} = {x : ex > K} آن در که

C(S(٠), T ) = e−rT

∫
D

(
eµ̃+σ̃y −K

) ١√
٢πe

−y٢

٢ dy

= e
−rT+µ̃+

σ̃٢

٢
∫ +∞

−d٢

١√
٢πe

−
(y−σ̃)٢

٢ dy −Ke−rT

∫ +∞

−d٢

١√
٢πe

−y٢

٢ dy

= e
−rT+µ̃+

σ̃٢

٢
∫ +∞

−d٢−σ̃

١√
٢πe

−y٢

٢ dy −Ke−rTFN(d٢)

= S(٠)e−
١
٢ (r+q)T− ١

٢(٢H+١)σ
٢T ٢H+

١
۴(H+١)σ

٢T ٢H
FN(d١)−Ke−rTFN(d٢)

= S(٠)e−
١
٢ (r+q)T− ١

۴(٢H+١)(H+١)σ
٢T ٢H

FN(d١)−Ke−rTFN(d٢)
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داریم آن در که
D = {x : A(T) > K} = {y : eµ̃+σ̃y > K}

= {y : µ̃+ σ̃y > lnK}

= {y : y > lnK−µ̃
σ̃

}

=
{
y : y > −

lnK + ln S(٠) + ١
٢(r − q)T − σ٢T ٢H

٢(٢H+١)√
σ٢T ٢H

٢(H+١)

}

=
{
y : y > −

ln S(٠)
K

+ ١
٢(r − q)T − σ٢T ٢H

٢(٢H+١)√
σ٢T ٢H

٢(H+١)

}
.

شده اند. تعریف زیر صورت به d٢ و d١ آن در و

d٢ =
ln S(٠)

K

+
١
٢(r − q)T − ١

٢(٢H+١)σ
٢T ٢H σTH√

٢(H+١)
(٣ . ٧)

و
d١ = d٢ +

σTH√
٢(H+١)

. (٣ . ٨)
شد. تمام اثبات

قیمت کسری، براونͬ فرآیند چارچوب تحت که کنیم محاسبه ͬ توانیم م مشابه، روش با همچنین،
است. زیر صورت به هندسͬ آسیایی فروش معامله ی اختیار ی

P(S(٠), T ) = Ke−rTFN(−d٢)− S(٠)e−
١
٢ (r+q)T− ١

۴(٢H+١)(H+١)σ
٢T ٢H

σ٢T ٢HFN(−d١),

شده اند. تعریف (٣ . ٨) و (٣ . ٧) صورت به d٢ و d١ آن در که

هندسͬ آسیایی توان معامله ی اختیار قیمت گذاری
و ͬ دهیم م گسترش هندسͬ آسیایی توان معامله های اختیار به را معامله ها اختیار این ما ادامه، در

ͬ کنیم. م تعیین را زیر نتیجه ی
ͬ کند. م پیروی (۵ . ٣) از خنثͬ ریس احتمال تحت پایه دارایی دینامی که کنید فرض .۶ . ٣ . ٣ قضیه
داده سررسید در عایدی تابع و باشند ثابت ،q(t) سهام سود نرخ و r(t) ریس بدون بهره ی نرخ اگر

در شده
f(A(t), t) = (An(T ), K)+ : An(T ) > K

به C(S(٠), T ) ،t = ٠ زمان در هندسͬ آسیایی توان خرید معامله ی اختیار ی قیمت کند، صدق
ͬ شود. م تعریف زیر صورت

C(S(٠), T ) = Sn(٠)e−rT+
n
٢ (r−q)T− n

٢(٢H+١)σ
٢T ٢H+

n٢

۴(H+١)σ
٢T ٢H

FN(D١)−Ke−rTFN(D٢)
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آن در که
D٢ =

ln S(٠)
n√K

+ ١
٢(r − q)T − ١

٢(٢H+١)σ
٢T ٢H

σTH√
٢(H+١)

و
D١ = D٢ +

nσTH√
٢(H+١)

.

از عبارتند سررسید زمان در آن بازدهͬ فوق، قضیه ی در شده بحث معامله ی اختیار برای برهان.

f(A(t), t) = (An(T ), K)+ = (exp (nG(t))−K)+

داریم قبل، قضیه ی پایه ی بر

C(S(٠), T ) = e−rT

∫
D́

(
en(µ̃+σ̃y) −K

) ١√
٢πe

−y٢

٢ dy

= e−rT+nµ̃

∫ +∞

−D٢

١√
٢πe

nσ̃y−y٢

٢ dy −Ke−rT

∫ +∞

−D٢

١√
٢πe

−y٢

٢ dy

= e
−rT+nµ̃+

nσ̃٢

٢
∫ +∞

−D٢

١√
٢πe

−
(y−nσ̃)٢

٢ dy −Ke−rTFN(D٢)

= e
−rT+nµ̃+

nσ̃٢

٢ FN(D١)−Ke−rTFN(D٢)

= Sn(٠)e−rT+
n
٢ (r−q)T− n

٢(٢H+١)σ
٢T ٢H+

n٢

۴(H+١)σ
٢T ٢H

FN(D١)−Ke−rTFN(D٢)

آن در که

D́ = {x : An(T ) > K} = {y : enµ̃+σ̃y > K}

= {y : µ̃+ σ̃y > ln
n
√
K}

= {y : y > ln n√K−µ̃
σ̃

}

=
{
y : y > −

ln n
√
K + ln S(٠) + ١

٢(r − q)T − σ٢T ٢H

٢(٢H+١)√
σ٢T ٢H

٢(H+١)

}

=
{
y : y > −

ln S(٠)
n√K

+ ١
٢(r − q)T − σ٢T ٢H

٢(٢H+١)√
σ٢T ٢H

٢(H+١)

}
.

شد. تمام اثبات و شده اند تعریف (٣ . ٨) و (٣ . ٧) صورت به D٢ و D١ آن در که
ͬ آید. م به دست زیر صورت به متناظر فروش معامله ی اختیار قیمت مشابه روند بنابراین،

C(S(٠), T ) = Ke−rTFN(−D٢)−Sn(٠)e−rT+
n
٢ (r−q)T− n

٢(٢H+١)σ
٢T ٢H+

n٢

۴(H+١)σ
٢T ٢H

FN(−D١)

شده اند. تعریف (٣ . ٨) و (٣ . ٧) صورت به مشابه، طور به D٢ و D١ آن در که



٧٣ مالͬ مشتقات قیمت گذاری

کلͬ قیمت گذاری چارچوب ۴ . ٣ . ٣
نظر در باشند، غیرتصادفͬ توابعͬ سهام، سود نرخ و ریس بدون بهره ی نرخ که را موردی سرانجام،
ͬ شوند. م فرض زیر به صورت سهام قیمت دینامی های خنثͬ، ریس احتمال اندازه ی تحت ͬ گیریم. م

S(t) = S(٠) exp
(∫ t

٠
(r(s)− q(s))ds− ١

٢σ
٢t٢H + σB̃H(t)

)
.

دارد. زیر صورت به نرمال ‐ل توزیع S(t) پس،

ln S(t) ∼ N

(
ln S(٠) +

∫ t

٠
(r(s)− q(s))ds− ١

٢σ
٢t٢H, σ٢t٢H

)
.

صورت به ،A(T) کنید فرض
A(T) = e

١
T

∫ T

٠
ln S(t)dt.

داریم بنابراین، باشد.
A(T) ∼ N(µ̃, σ̃٢)

ͬ آوریم م به دست ساده محاسبات با و

µ̃ = ln S(٠)− ١
٢(٢H+١)σ

٢t٢H + ١
T

∫ T

o

∫ t

٠
(r(s)− q(s)) dsdt

σ̃٢ = ١
٢(H+١)σ

٢t٢H.

ͬ شود. م استخراج زیر صورت به معامله اختیار فرمول نتیجه، در

C(S(٠), T ) = e−
∫ T

٠ r(s)ds

∫
D́

(
en(µ̃+σ̃y) −K

) ١√
٢πe

−y٢

٢ dy

= e−
∫ T

٠ r(s)ds+nµ̃

∫ +∞

−D٢

١√
٢πe

nσ̃y−y٢

٢ dy −Ke−
∫ T

٠ r(s)ds

∫ +∞

−D٢

١√
٢πe

−y٢

٢ dy

= e
−

∫ T
٠ r(s)ds+nµ̃+

nσ̃٢

٢
∫ +∞

−D٢

١√
٢πe

−
(y−nσ̃)٢

٢ dy −Ke−
∫ T

٠ r(s)dsFN(D٢)

= e
−

∫ T
٠ r(s)ds+nµ̃+

nσ̃٢

٢ FN(D١)−Ke−
∫ T

٠ r(s)dsFN(D٢)

= Sn(٠)e−
∫ T

٠ r(s)ds+
n
T

∫ T
o

∫ t
٠ (r(s)−q(s))dsdt− n

٢(٢H+١)σ
٢T ٢H+

n٢

۴(H+١)σ
٢T ٢H

FN(D١)

−Ke−
∫ T

٠ r(s)dsFN(D٢)

آن در که

D٢ =
ln S(٠)

n√K
− ١

٢(٢H+١)σ
٢T ٢H + ١

t

∫ T

o

∫ t

٠ (r(s)− q(s)) dsdt

σTH√
٢(H+١)

(٣ . ٩)



آسیایی توان اختیارمعامله ی گذاری قیمت ٧۴

و

D١ = D٢ +
nσTH√
٢(H+١)

. (٣ . ١٠)

به دست زیر صورت به قیمت گذاری فرمول هندسͬ، آسیایی توان فروش معامله ی اختیار برای همچنین،
ͬ آید. م

P(S(٠), T ) = Ke−
∫ T

٠ r(s)dsFN(−D٢)

− Sn(٠)e−
∫ T

٠ r(s)ds+
n
T

∫ T
o

∫ t
٠ (r(s)−q(s))dsdt− n

٢(٢H+١)σ
٢T ٢H+

n٢

۴(H+١)σ
٢T ٢H

FN(D١)

شده اند. تعریف (٣ . ١٠) و (٣ . ٩) فرم به D٢ و D١ آن در به طوری که

توان معامله های اختیار از n = ١ مورد فقط هندسͬ، آسیایی معامله های اختیار .٣ . ٣ . ٧ ملاحظه
هستند. هندسͬ آسیایی

فروش خرید‐ معامله ی اختیار برابری ۴ . ٣
قیمت ͬ که وقت فروش، و خرید معامله ی اختیار قیمت تعیین برای ͬ توانیم م ،٨٧ فروش خرید‐ برابری از
دست در اعمال) قیمت همان با و سررسید همان با و دارایی همان (روی مشابه مشخصات با دی·ری

کنیم. استفاده است،

شده ارائه اروپایی خرید معامله ی اختیار قیمت تعیین برای شولز ‐بل مدل کنیم فرض .١ . ۴ . ٣ مثال
معامله ی اختیار قیمت شولز، ‐بل مدل به اتکا با بود خواهیم قادر برابری، این از استفاده با است.

کنیم. تعیین را مشابه فروش
C + Xe−rT = P + S(٠)

،K اعمال قیمت با ،T سررسید برای سهم ی روی خرید معامله  ی اختیار جاری قیمت ،C آن در که
S(٠) ،K اعمال قیمت با ،T سررسید برای سهم ی روی فروش معامله  ی اختیار جاری قیمت ،P و

است. ریس بدون بهره ی نرخ r و بازار در فروش و خرید موضوع جاری قیمت

دارد وجود زیر صورت به روش دو فروش، خرید‐ برابری درستͬ اثبات برای .٢ . ۴ . ٣ گزاره
(١ سهام (سبد •

.Xe−rT به علاوه ی خرید معامله ی اختیار جاری قیمت

ارزش کنیم، سپرده ،ریس بدون بهره ی نرخ با ،T سررسید برای را Xe−rT مبل; اگر .٣ . ۴ . ٣ ملاحظه
داریم. خرید معامله ی اختیار ی و پول دلار X سررسید، در پس شد. خواهد X آن آتͬ

٨٧Call- Put Parity



٧۵ فروش خرید‐ معامله ی اختیار برابری

را خرید معامله ی اختیار ،(S(T ) > K) باشد، X از بزرگ تر بازار در سهم قیمت اگر .۴ . ۴ . ٣ ملاحظه
ͬ کنیم. م دریافت را S(T ) مبل; و اعمال

است.) قرارداد دو این سررسید در بازار در فروش و خرید قرارداد موضوع سهام قیمت S(T ))
بدون خرید، معامله ی اختیار باشد، X مساوی یا و کوچ تر بازار، در سهم قیمت اگر .۵ . ۴ . ٣ ملاحظه

،(S(T ) ≤ K) بود. خواهد X پورتفولیو، ارزش و شد خواهد منقضͬ استفاده
با است برابر ،T زمان در ١ پورتفولیوی ارزش نتیجه، در
max(X, S(T )).

(٢ سهام (سبد •
سهام. به علاوه ی فروش معامله ی اختیار جاری قیمت

فروش معامله ی اختیار باشد، X < S(T ) اگر فروش، معامله ی اختیار سررسید در .۶ . ۴ . ٣ ملاحظه
تحویل فروش معامله ی اختیار کننده ی صادر به سهم X ≥ S(T ) اگر و شد خواهد منقضͬ استفاده بدون

شد. خواهد یافت در دلار X مبل; آن، ازای در و
با است برابر ،T زمان در ٢ پورتفولیوی ارزش نتیجه، در
max(X, S(T )).

با است برابر پورتفولیو دو هر ارزش نتیجه، در
max(X, S(T )).

خواهد به وجود آربیتراژ فرصت وگرنه، باشد، برابر هم حال زمان در پورتفولیو دو ارزش باید صورت، این در
خرید صرف را حاصل وجه و ͬ فروشد م را گران تر پورتفولیوی آربیتراژگر باشد، گرانتر طرف ی اگر آمد.

کرد. خواهد کسب آربیتراژی سود و کرد خواهد ارزان تر پورتفولیوی
معادله ی از خنثͬ ریس احتمال اندازه ی تحت پایه دارایی دینامی های که کنیم فرض .٧ . ۴ . ٣ قضیه
ثابت ،q(t) سهام سود نرخ و r(t) ریس بدون بهره ی نرخ اگر کند. پیروی (۵ . ٣) جزئͬ دیفرانسیل

سررسید، در آنها بازدهͬ تابع و باشند
f(A(t), t) = (An(T ), K)+ : An(T ) > K

از عبارتند آن فروش خرید‐ برابری فرمول بنابراین، باشد،
C(S(٠), T )− P(S(٠), T ) = Sn(٠)e−rT+

n
٢ (r−q)T− n

٢(٢H+١)σ
٢T ٢H+

n٢

۴(H+١)σ
٢T ٢H

−Ke−rT .

است. برقرار زیر رابطه ی ،q(t) و r(t) از غیرتصادفͬ توابع مورد برای گرچه،
C(S(٠), T )− P(S(٠), T ) = Sn(٠)e−

∫ T
٠ r(s)ds+

n
T

∫ T
o

∫ t
٠ (r(s)−q(s))dsdt− n

٢(٢H+١)σ
٢T ٢H+

n٢

۴(H+١)σ
٢T ٢H

−Ke−
∫ T

٠ r(s)ds.

کنید. رجوع [٣٢] به برهان.





۴ فصل
توان معامله ی اختیار به پرش کردن اضافه

هندسͬ آسیایی

قیمت فرآیند در نوسانات و ͬ ها ناپیوستگ یا پرش ها محاسبه ی برای که است این بخش، این در ما هدف
فرآیند چارچوب با منطبق پرش هندسͬ، آسیایی توان معامله ی اختیار قیمت گذاری مدل به سهام،

کنیم. اضافه کسری براونͬ
است. شده استفاده [٣] و [١۵] ،[٢٣] ،[٢۴] ،[٢٨] ͽمراج از بخش این در

قیمت فرآیند دینامی
dS(t)
S(t)

= rdt+ σdB̃H(t). (١ . ۴)
ͬ  گیریم. م نظر در را

مرکب پواسون فرآیند به همراه پایه دارایی قیمت فرآیند برای را کسری براونͬ فرآیند مدل .٠ . ١ . ۴ تعریف
کنید. رجوع [٢۴] به ͬ کنیم. م تعریف زیر صورت به

dS(t) = rS(t)dt+σS(t)dB̃H(t)+ (eJi −١)S(t−)dN(t)−E{(eJi −١)S(t)dN(t)}. (٢ . ۴)
آن در که

است. کسری براونͬ فرآیند از مستقل و λ شدت پارامتر با پواسون فرآیند ،{dN(t)}٠≤t≤T •
که است هم توزیع و مستقل تصادفͬ متغیرهای از دنباله ای ،١ ≤ i ≤ N(t) هر ازای به ،eJi •

است. پرش اندازه ی معرف



هندسͬ آسیایی توان معامله ی اختیار به پرش کردن اضافه ٧٨

بود. خواهد نرمال ‐ل توزیع دارای ،Ji •

و است قیمت فرآیند در پرش وقوع از قبل دقیقا پرش فرآیند مقدار S(t−) •

S(u) = eJiS(u−).

داریم

E{(eJi − ١)S(t)dN(t)} = E[eJi − ١]E[S(t)]E[dN(t)]

=

(
e
µ+

١
٢γ٢

− ١
)
S(t)λd(t).

داشت خواهیم بنابراین، ،m = e
µ+

١
٢γ٢

− ١ ͬ دهیم م قرار

E{(eJi − ١)S(t)dN(t)} = mS(t)λdt. (٣ . ۴)

داریم (٢ . ۴) در (٣ . ۴) دادن قرار با

dS(t) = (r −mλ)S(t)dt+ σS(t)dB̃H(t) + (eJi − ١)S(t−)dN(t) (۴ . ۴)

داریم کسری ایتوی فرمول از استفاده با ،Z(t) = ln S(t) ͬ دهیم م قرار

Z(t) = Z(٠) +
∫ t

٠

(
١

S(u)
rS(u) + Ht٢H−١( ١

S٢(u))σ
٢S٢(u)

)
dt+ σS(t)( ١

S(t)
)dB̃H(t)

= Z(٠) +
∫ t

٠
(r +Ht٢H−١σ٢)dt+

∫ t

٠
σdB̃H(u) +

t∑
u=٠

(Z(u)− Z(u−))

داشتیم قبل از است. u لحظه ی در پرش وقوع از قبل دقیقا Z(u) مقدار ،Z(u−) که باشید داشته توجه

S(u) = eJiS(u−),

داریم طرفͬ از
Z(u) = ln S(u)

پس
Z(u) = ln S(u) = ln eJiS(u−) = Ji ln S(u

−) = JiZ(u
−).

نتیجه در
Z(u) = JiZ(u

−).

داشت خواهیم بنابراین،
Z(u)− Z(u−) = (Ji − ١)Z(u−).



٧٩

آنگاه ندهد، رخ پرش ،u لحظه ی در اگر

Z(u)− Z(u−) = ٠,

داشت خواهیم ͬ دهد، م رخ پرش ی از بیش که مواردی در

Z(u)− Z(u−) = (Ji − ١)Z(u−)∆Nu.

همچنین
t∑

u=٠
(Z(u)− Z(u−)) =

t∑
u=٠

(Ji − ١)Z(u−)−∆Nu

=

∫ t

٠
(Ji − ١)Z(u−)dNu

داشت خواهیم کسری، ایتوی فرمول بنابر پس

Z(u) = Z(٠) +
∫ t

٠
(r +Ht٢H−١σ٢)dt+

∫ t

٠
σdB̃H(u) +

∫ t

٠
(Ji − ١)Z(u−)dNu.

بنابراین
dZ(t) = (r +Ht٢H−١σ٢)dt+ σdB̃H(t) + (Ji − ١)Z(t−)dNt.
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Aabstract

Option pricing is one of the most important concept in fractional economics and spe-
cially financial mathematics. In particular, the fractional Brownian motion is proper to
model the stock dynamics for long- range dependence. In this thesis, we evaluate the price
of the price of geometric Asian options under fractional Brownian motion framework.
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