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سپاس�گزاری...

را او پسندیده وستایندگان مکرم وخلایق مقرب ملاءکه که سپاسی آن ی همه وسعت به را سپاسخدای
. وجودی برهر پروردگارمان برتری شکرچون اند.برترین گفته شکر

دانش چین خوشه همواره که زیره دکتراحمد اقای جناب ارجمندم راهنمای استاد از پایان بی سپاس
باشد. می افتخارم مایه�ی و آرزو نهایت ایشان با همکاری تداوم و ام بوده ایشان وخرد

ستایش خدا، از بعد و عزیزم مادر مهربانی، و مهر خداوندگاران دستان بر می�زنم بوسه پایان، در
بودند. من پشتیبان بهترین روزگاران، سردترین این در که می�کنم تشکر و را مقدسش وجود می�کنم

مقسمی ملایی فاطمه
١٣٩۵ بهمن

چ



نامه تعهد
ریاضی علوم محض ریاضی رشته ارشد کارشناسی دانشجوی مقسمی ملایی فاطمه اینجانب
عملگرسالاگان از آمده به�دست ارز تک توابع بررسی عنوان با پایان�نامه نویسنده شاهرود، دانشگاه

می�شوم: متعهد زیره احمد راهنمایی تحت ، یافته تعمیم
است. برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط پایان�نامه این در تحقیقات •
است. شده استناد استفاده مورد مرجع به پژوهش�گران، دیگر پژوهش�های نتایج از استفاده در •

امتیازی یا مدرک نوع هیچ دریافت برای دیگری فرد یا خود، توسط کنون تا پایان�نامه، این مطالب •
است. نشده ارایه هیچ�جا در

دانشگاه “ نام با مقالاتمستخرج و دارد، تعلق شاهرود صنعتی دانشگاه به اثر، این معنوی حقوق •
رسید. خواهد چاپ به “ Shahrood University of Technology “ یا “ شاهرود صنعتی

مقالات در بوده�اند، تاثیرگذار پایان�نامه اصلی نتایج آوردن به�دست در افرادیکه تمام معنوی حقوق •
می�گردد. رعایت پایان�نامه از مستخرج

استفاده آنها) بافت�های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان�نامه، این انجام مراحل تمام در •
است. شده رعایت اخلاقی اصول و ضوابط است، شده

یافته دسترسی افراد اطلاعاتشخصی حوزه به که مواردی در پایان�نامه، این انجام مراحل تمام در •
است. شده رعایت انسانی اخلاق اصول و رازداری اصل است)، شده استفاده (یا

مقسمی ملایی فاطمه
١٣٩۵ بهمن

نشر حق و نتایج مالکیت
رایانه�ای، برنامه�های کتاب، مستخرج، (�مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
مطلب این می�باشد. شاهرود صنعتی دانشگاه به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم�افزارها

شود. ذکر مربوطه علمی تولیدات در مقتضی، نحو به باید
نمی�باشد. مجاز منبع ذکر بدون پایان�نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده •

ح





چکیده
می�شود: زیرتعریف صورت به سالاگان عملگر

D٠f(z) = f(z)

D١
λf(z) = Dλf(z) = (١− λ)f(z) + λzf

′
(z)

Dm
λ f(z) = Dλ(D

m−١
λ f(z)) λ > ٠

N (m,n, α, β) Msو
m,n(α, β) ،Nm,n(α, β) ،Rm(λ, α) ،Sn(β)رویرده�های را عملگرسالاگان که

اوریم. به�دست را ضرایب وکران مشتق وکران بحرانی نقاط و کران تا می�کنیم بررسی
زیرترتیب. ستاره�گون، توابع ارز، تک توابع تحلیلی، توابع کلیدی: کلمات

د





پایان�نامه از مستخرج مقالات لیست

ر
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٣٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . زیرترتیب ٣.۴.٢
٣٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Nm,n(α, β) Msو

m,n(α, β) رده�ی ۵.٢
۴٢ . . . . . . . . . . . . . . . . M̃s
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١ فصل
مقدماتی تعاریف

وتعاریف نمادها ١.١
باشد. پذیر مشتق z٠ همسایگی یک در هرگاه گوییم تحلیلی z٠ در را f : C → C تابع .١.١.١ تعریف

می�شود. نامیده میدان یک ،C در همبند و باز مجموعه هر .٢.١.١ تعریف
دیسک در که گوییم f(z) = z + a٢z

٢ + . . . شکل به توابع از رده�ای را A (قرارداد) .٣.١.١ تعریف
می�باشند. تحلیلی U = {z ∈ C; |z| < ١} باز یکه�ی

UR = {z ∈ C : |z| < R} دیسک در تحلیلی تابعی f(z) کنیم فرض شوارتز١) (لم .۴.١.١ تعریف
در باشد، f تابع m مرتبه صفر z = ٠ اگر باشد. برقرار |f(z)| < M رابطه ،M ثابت برای و باشد

این�صورت:

|f(z)| ≤ M

Rm
|z|m (z ∈ UR).

که می�شود برقرار زمانی تساوی فوق، رابطه�ی در همچنین

f(z) = eiθ
M

Rm
zm

است. ثابت مقداری θ آن در به�طوری�که
١Schwarz



مقدماتی تعاریف ٢

گویند همساز D در شده، تعریف D میدان در که U(x, y) پیوسته و مقدار حقیقی تابع .۵.١.١ تعریف
زیرصادق معادله Dدر تمام در مشتقات این و بوده پیوسته دوم و اول مراتب نسبی مشتقات دارای هرگاه

باشند.
∂٢U

∂x٢
+
∂٢U

∂y٢
= ٠

در میدان، یک در تحلیلی تابع هر که قضیه این بردن به�کار با است. لاپلاسمشهور معادله به معادله این
موهومی و حقیقی قسمت دو هر که می�بینیم می�باشد، مراتب تمام از مشتق دارای میدان آن نقاط همه
همسازی مزدوج v آنگاه باشد، تحلیلی f(z) = u(x, y)+iv(x, y) اگر همسازند. توابع تحلیلی یکتابع

دارد. نام u از

مزدوج u اگر تنها اگرو است u همساز مزدوج v که داریم را زیر پادتقارنی خاصیت این .۶.١.١ ملاحظه
باشد، تحلیلی f جا هر که می�شود نتیجه امر این به توجه از مطلب این اثبات باشد. −v همساز

است. تحلیلی نیز if = i(u+ iv) = −v + iu

تابع یک موهومی) (یا حقیقی قسمت با همساز تابعی که می�کند بیان را لازمی شرط لاپلاس معادله
باشد. تحلیلی

z٠ و صفحه تمام از غیر به ساده�ای همبند میدان D کنیم فرض [١٩] (٢ ریمان (نگاشت .٧.١.١ قضیه
موجود f(z) پوشا و یک به یک تحلیلی، فرد، به منحصر تابع این�صورت در باشد. میدان این در نقطه�ای

است. f ′(z٠) > ٠ و f(z٠) = ٠ و می�نگارد |z| < قرص١ بر را D که است

S رده ٢.١
میدان�های که هستند جالبی شرایط واجد هستند، یک) به (یک ارز تک هم و تحلیلی هم که توابعی
ارز، تک تابع هر ریمان، نگاشت قضیه موجب به می�نگارند. ساده همبند میدان�های بر را ساده همبند
قرص در که تابعی با می�توان را باشد شده تعریف صفحه) تمامی از غیر (به ساده همبند میدان در که

کرد. متناظر است شده تعریف واحد

شرایط با و بوده ارز تک و تحلیلی |z| < ١ واحد قرص در که را f(z) توابع همه� رده� .١.٢.١ تعریف
نمایش دارای S در f(z) تابع پس می�دهیم. نمایش S با گردیده�اند نرمالیزه f ′(٠) = ١ و f(٠) = ٠

است: زیر توانی

f(z) = z + a٢z
٢ + a٣z

٣ + . . . (|z| < ١).

.g(z) = z

√
f(z٢)

z٢
∈ S آنگاه ،f(z) ∈ S اگر .٢.٢.١ لم

٢Riemann



٣ S رده

که دارد مبدا در صفری f(z٢) زیرا .z
√
f(z٢)

z٢
می�نویسیم ،√f(z٢) جای به .٣.٢.١ ملاحظه
می�کند. بی�معنی (z٢)f√را = e

(
١
٢ ) log f(z

٢)

داریم: لذا f(z) = z + a٢z
٢ + . . . کنید فرض برهان.

g(z) = z

√
f(z٢)

z٢
= z
√
١+ a٢z٢ + a٣z۴ + . . . (١.١)

و g(٠) = ٠ و می�باشد تحلیلی واحد دیسک بر g(z) تابع می�گیریم)، نظر در را √· اصلی (شاخه�ی
z١

√
f(z٢١)

z٢١
= z٢

√
f(z٢٢)

z٢٢
یعنی g(z١) = g(z٢) اگر ارزی، تک اثبات برای است. g′(٠) = ١

یا z١ = z٢ یعنی ،z٢١ = z٢٢ داریم می�باشد، یک به یک f چون و f(z٢١) = f(z٢٢) این�صورت در
g(z١) = −g(z٢)تساوی z١ = −z٢ لذا است فرد تابع g(z) که می�شود ملاحظه (١.١) از .z١ = −z٢

می�شود. اثبات g(z) ارزی تک و z١ = z٢ پس است. تناقض در فرض با که می�دهد نتیجه را
.|a٢| ≤ ٢ آنگاه باشد، f(z) ∈ S اگر [٢٠] .۴.٢.١ قضیه

آنگاه باشد حقیقی α و a٢ = ٢eiα اگر قضیه٢.١.۶، در کوئب) (تابع .۵.٢.١ مثال
لذا . g(z) = z

(١−eiαz)٢ = z

√
f(z٢)

z٢

f(z) =
z

(١− eiαz)٢
= z + ٢eiαz٢ + ٣e٢iαz٣ + · · ·

: می�رسیم زیر تابع به α = ٠ دادن قرار با
k(z) =

z

(١− z)٢
=
١
۴(

١+ z

١− z
)٢ − ١

۴

منفی حقیقی محور امتداد در که صفحه�ای بر را |z| < قرص١ تابع این است. معروف کوئب تابع به که
می�نگارد. است، شده ∞بریده تا −١۴ از

. | a٢ |≤ ٢ باشدآنگاه g(z) = z

√
f(z٢)

z٢
∈ Sاگر .۶.٢.١ قضیه

.|c| ≥ ١
۴ آنگاه ،c ∈ C که f(z) ̸= c ،|z| < ١ برای و f(z) ∈ S اگر (پوشش). .٧.٢.١ قضیه

به متعلق نیز g(z) = cf(z)

c− f(z)
تابع پس f(z) ̸= c چون f(z) = z + a٢z

٢ + · · · می�دانیم برهان.
می�باشد. S

cf(z)

c− f(z)
= z + (a٢ +

١
c
)z٢ + · · ·

طرفی: از .|a٢ + ١
c
| ≤ ٢ داریم ۴.٢.١ قضیه به بنا

|١
c
| − |a٢| ≤ |a٢ +

١
c
| ≤ ٢ =⇒ |١

c
| ≤ ٢+ |a٢|



مقدماتی تعاریف ۴

: داریم لذا است. |a٢| ≤ پس٢ ،f(z) ∈ S چون

|١
c
| ≤ ۴ =⇒ |c| ≥ ١

۴

: آنگاه باشد، z = reiθ و f(z) ∈ S اگر .٨.٢.١ لم
Re

{
zf ′′(z)

f ′(z)

}
= r

∂

∂r
log |f ′(z)|.

نظر در |z| < ١ برای را log f ′(z) از شاخه�ای می�توان پس f ′(z) ̸= ٠ ،|z| < ١ برای چون برهان.
: لذا f ′(z) = f ′(reiθ) داریم f(z) = f(reiθ) برای حال گرفت.
∂

∂r
log f ′(reiθ) =

eiθf ′′(reiθ)

f ′(reiθ)

داریم: r در فوق رابطه�ی طرفین ضرب با

r
∂

∂r
log f ′(reiθ) =

reiθf ′′(reiθ)

f ′(reiθ)
=
zf ′′(z)

f ′(z)

داریم: حقیقی قسمت�های محاسبه�ی با

r
∂

∂r
log |f ′(reiθ)| = Re

{
zf ′′(z)

f ′(z)

}
.

: آنگاه باشد، f(z) ∈ S اگر .٩.٢.١ قضیه
١− r

(١+ r)٣
≤ |f ′(z)| ≤ ١+ r

(١− r)٣
(|z| = r < ١).

خودشمی�نگارد. بر را قرصواحد و پوشاست و یک به یک تحلیلی، ω =
z + z٠
١+ z٠z

تابع می�دانیم برهان.
است، ارز تک و تحلیلی (|z| < ١) ازای به نیز g(z) = f(

z + z٠
١+ z٠z

) = b٠ + b١z + b٢z
٢ تابع لذا
داریم:

g(٠) = b٠ = f(z٠) b١ = g′(٠) = f ′(z٠)(١− |z٢|٠)

b٢ =
g′′(٠)

٢ =
١
٢(f

′′(z٠)(١− |z٢(٢|٠ − ٢f ′(z٠)z١)٠− |z٢|٠))

تابع این�که به توجه با نیست، S به متعلق پس نمی�باشد نرمالیزه g(z) چون
یعنی: |b٢

b١
| ≤ ٢ قضیه٢.١.۴، بنابر لذا می�گیرد، قرار S در g(z)− g(٠)

g′(٠) = z +
b٢
b١
z٢ + · · ·

١
٢

∣∣∣f ′′(zo)

f ′(z٠)
(١− |z٢|٠)− ٢z٠

∣∣∣ ≤ ٢



۵ S رده

: داریم ٢|z٠|
١− |z٢|٠

در طرفین ضرب و z٠ = reiθ دادن قرار با

|z٠f
′′(z٠)

f ′(z٠)
− ٢|z٢|٠
١− |z٢|٠

| ≤ ۴|z٠|
١− |z٢|٠

: می�دهیم قرار است، دلخواه z٠ چون حال

|zf
′′(z)

f ′(z)
− ٢r٢
١− r٢

| ≤ ۴r
١− r٢

لذا: است واقع ٢r٢
١− r٢

مرکز به و ۴r
١− r٢

شعاع به دایره�ای در zf
′′(z)

f ′(z)
یعنی

٢r٢ − ۴r
١− r٢

≤ Re
zf ′′(z)

f ′(z)
≤ ٢r٢ + ۴r

١− r٢

: یعنی Rezf
′′(z)

f ′(z)
= r

∂

∂r
log |f ′(z)| می�دانیم ٨.٢.١ لم به بنا

٢r٢ − ۴r
١− r٢

≤ r
∂

∂r
log |f ′(z)| ≤ ٢r٢ + ۴r

١− r٢

=⇒ ٢r − ۴
١− r٢

≤ ∂

∂r
log |f ′(z)| ≤ ٢r + ۴

١− r٢

: می�گیریم انتگرال r تا ٠ از نامساوی طرفین از حال

log(١− r)− ٣ log(١+ r) ≤ log |f ′(z)| ≤ log(١+ r)− ٣ log(١− r)

: نتیجه در
١− r

(١+ r)٣
≤ |f ′(z)| ≤ ١+ r

(١− r)٣
(|z| = r < ١).

با است برابر k(z) = z

(١− z)٢
= z + ٢z٢ + · · · کوئب تابع مشتق .١٠.٢.١ مثال

k′(z) =
١+ z

(١− z)٣

می�شود. تعیین z = −r در پایین کران و z = r در تابع این مورد در ،٩.٢.١ قضیه�ی بالا�ی کران لذا

: آنگاه باشد، f(z) ∈ S اگر .١١.٢.١ قضیه
r

(١+ r)٢
≤ |f(z)| ≤ r

(١− r)٢
(|z| = r < ١)
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خط یک با را ٠ نقطه�ی .|f ′(z)| ≤ ١+ r

(١− r)٣
داریم |z| = r < ١ برای ٩.٢.١ قضیه�ی بر بنا برهان.

می�گیریم: انتگرال خط پاره این روی و کرده وصل z به مستقیم

|f(z)| ≤
∫ r

٠
|f ′(t)|dt ≤

∫ r

٠

١+ t

(١− t)٣
dt =

r

(١− r)٢

r

(١+ r)٢
≤ |f(z)| آنگاه باشد، |f(z)| ≥ ١

۴ اگر حال است. برقرار همواره r

(١+ r)٢
≤ ١

۴ نامساوی
تصویر که است موجود z تا ٠ از یکه دایره�ی داخل c مسیر ٧.٢.١ قضیه�ی بر بنا باشد، |f(z)| < ١

۴ اگر و
: این�صورت در می�پوشاند را f(z) تا ٠ از c٠ مستقیم خط پاره آن

|f(z)| =
∫
c٠

|dω| =
∫
c

|f ′(s)||ds|

: ٩.٢.١ قضیه�ی به بنا طرفی از

|f(z)| =
∫
c

|f ′(s)||ds| ≥
∫
c

|f ′(s)|d|s| ≥ ١− t

(١+ t)٣
dt =

r

(١+ r)٢

: داریم لذا
r

(١+ r)٢
≤ |f(z)| ≤ r

(١− r)٢
.

در ١١.٢.١ قضیه�ی بالای کران k(z) = z

(١− z)٢
= z + ٢z٢ + · · · کوئب تابع برای .١٢.٢.١ مثال
می�شود. تعیین z = −r در پایین کران و z = r

.|an| ≤ en ،nهر برای آنگاه باشد Sرده�ی در f(z) = z+
∑∞

n=٢ anz
n اگر (لیتلوود٣) .١٣.٢.١ قضیه

آنگاه باشد، داشته حقیقی ضرایب و باشد Sرده��ی در f(z) = z+
∑∞

n=٢ anz
n تابع اگر .١۴.٢.١ قضیه

.|an| ≤ n داریم n هر برای
می�دهیم: قرار z = reiθ ،r < ١ برای برهان.

Imf(z) = υ(reiθ) =
∞∑
k=١

akr
k sin kθ

: داریم π تا ٠ از انتگرال�گیری و sinnθدر فوق رابطه�ی طرفین ضرب با
٢
π

∫ π

٠
υ(reiθ) sinnθdθ =

٢
π

∫ π

٠
anr

n sin٢ nθdθ = anr
n (٢.١)

رابطه�ی به توجه با
| sin(n+ ١)θ| = | sinnθ cos θ + cosnθ sin θ| ≤ | sinnθ|+ | sin θ|

٣Littlewood’s
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که می�شود نتیجه (٢.١) رابطه�ی از لذا |sinnθ| ≤ n|sinθ| که داد نشان می�توان استقرایی روش به و
|anrn| ≤

٢n
π

∫ π

٠
|υ(reiθ)| sin θdθ (٣.١)

: (٠ < θ < π,٠ < r < ١) آن در که ، υ(reiθ) ̸= ٠ می�دهیم نشان حال

٠ ̸= f(reiθ)− f(re−iθ) =
∞∑
n=١

anr
n(einθ − e−inθ) = ٢i

∞∑
n=١

anr
n sinnθ = ٢iυ(reiθ)

لذا دارد. ثابتی جبری علامت ٠ < θ < π فاصله در پس است، پیوسته تابعی θ به نسبت υ(reiθ)چون
: داریم

r = |a١r| = |٢
π

∫ π

٠
υ(reiθ) sin θdθ| = ٢

π

∫ π

٠
|υ(reiθ)| sin θdθ. (۴.١)

می�گردد. ثابت قضیه r → ١ با و می�آید بدست |anrn| ≤ nr رابطه ، (٣.١) (۴.١)در جایگزینی با

S∗رده�ی ٣.١
D از نقطه هر که مستقیمی خط پاره هرگاه گوییم ستاره�گون z٠ به نسبت را D میدان .١.٣.١ تعریف
قرص گاه هر گوییم ستاره�گون مبدا به نسبت را f(z) ∈ S تابع بگیرد. قرار D در می�کند وصل z٠ به را
S∗ با S رده�ی زیر این است. ستاره�گون ω = ٠ به نسبت که شود نگاشته میدانی بر f(z) با |z| < ١

می�شود. داده نشان
|z| < r < قرص١ هر f(z) اگر تنها و اگر f(z) ∈ S∗ این�صورت در ،f(z) ∈ S فرضکنیم .٢.٣.١ لم

بنگارد. ستاره�گون میدان بر را
باشد. f(z) تابع در |z| < r < ١ Drتصویر و |z| < ١ Dتصویر و f(z) ∈ S∗فرضکنیم ابتدا برهان.
می�باشد) مبدا به نسبت ستاره�گون D (چون tw ∈ D ،٠ < t < ١ برای آنگاه باشد، w ∈ D اگر
می�کند. صدق |g(z)| < ١ نامساوی در و است تحلیلی |z| < ١ در g(z) = f−١(tf(z)) تابع لذا
انتخاب را w١ ∈ Dr نقطه�ی اکنون .|g(z)| ≤ |z| شوارتز لم به توجه با ،g(٠) = f−١(tf(٠)) چون
٠ < t < ١ فرض با دلخواه t برای و |z١| < ١ فرض با ای z١ نقطه�ی برای این�صورت در می�کنیم.

: داریم
|f−١(tω١)| = |f−١(tf(z١))| = |g(z١)| ≤ |z١| < r

همه�ی Drو در W١ها همه�ی برای مطلب این چون دارد. Drقرار tω١در که است معنی بدان این ولی
است. ستاره�گون w = ٠ به نسبت Dr میدان است، درست ٠ < t < ١ که tها

برای به�طوری�که است موجود w٠ ∈ D نقطه آنگاه باشد، نداشته قرار S∗ رده�ی در f(z)اگر عکس، بر
می�کنیم انتخاب را |z| < r < ١ قرص اینک نمی�باشد. D به متعلق t٠w٠، (٠ < t٠ < ١) t٠ای،
Drنیست. به متعلق t٠w٠ نقطه�ی ،Dr ⊂ D چون باشد. w٠ نقطه�ی Drشامل تصویرش به�طوری�که

نمی�نگارد. ستاره�گون میدان بر را |z| < ١ ، f(z)پس
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اگر: تنها اگرو f(z) ∈ S∗ این�صورت در باشد، f(z) ∈ S کنیم فرض .٣.٣.١ قضیه

Re

{
zf ′(z)

f(z)

}
> ٠

ستاره�گون میدان یک |z| < r < ١ Drاز تصویر اگر تنها و اگر f(z) ∈ S∗ ۶١.٢ لم به توجه با برهان.
Dr در باید w = f(reiθ) تا w = ٠ از شعاعی بردار (٠ ≤ θ ≤ ٢π) θ هر برای معادل بیان به باشد.
در زیرا است، صعودی اکیدا θ به نسبت که است تابعی arg f(reiθ) که است معنی بدان این ولی باشد
با S∗ در تابع یک پس کند. قطع نقطه دو در حداقل را Dr مرز می�بایست شعاعی بردار این�صورت غیر

بنابراین: ،arg f(reiθ) = Im log f(reiθ) ولی می�شود. مشخص ∂

∂θ
arg f(reiθ) > ٠ شرط

∂

∂θ

{
Im log f(reiθ)

}
= Im

{
∂

∂θ
log f(reiθ)

}
= Im

{
i
reiθf ′(reiθ)

f(reiθ)

}
= Re

{
zf ′(z)

f(z)

}
> ٠.

ω صفحه�ی |z| < ١ تصویر زیرا دارد، قرار S∗ رده�ی k(z)در =
z

(١− z)٢
کوئب تابع .۴.٣.١ مثال

همچنین: و است شده ∞بریده تا −١
۴ پرتو امتداد در که می�باشد

Re

{
zk′(z)

k(z)

}
= Re

{
١+ z

١− z

}
.

،|z| < برای١ اگر است. تحلیلی f(z) = ١+
∑∞

n=١ anz
n ،|z| < برای١ فرضکنیم .۵.٣.١ قضیه
.|an| ≤ ٢ ،n هر برای آنگاه ،Ref(z) > ٠

.|an| ≤ n ،n هر برای آنگاه باشد S∗ در f(z) = z +
∑∞

n=٢ anz
n کنیم فرض .۶.٣.١ قضیه

تابع f(z) ̸= ٠، ٠ < |z| < ١ برای چون برهان.

P (z) = z
f ′(z)

f(z)
=
١+

∑∞
n=٢ nanz

n−١

١+
∑∞

n=٢ anz
n−١ (۵.١)

نوشت: زیر صورت به را آن می�توان لذا است. تحلیلی |z| < ١ در

P (z) = ١+
∞∑
n=٢

αnz
n (۶.١)

می�دانیم: ۶.٢.١ قضیه�ی بر بنا .Re {P (z)} > پس٠ f(z) ∈ S∗، |z| < ١ برای طرفی از

|αn| ≤ ٢ n = ١,٢,٣, · · · (٧.١)

داریم: (۶.١) و (۵.١) از

١+
∞∑
n=٢

nanz
n−١ = (١+

∞∑
n=٢

anz
n−١)(١+

∞∑
n=٢

anz
n)
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می�رسیم: زیر رابطه�ی به ضرایب دادن قرار مساوی با
kak = ak + ak−١α١ + ak−٢α٢ + · · ·+ a٢αk−٢ + αk−١

: معادل به�صورت یا و
(k − ١)ak = ak−١α١ + ak−٢α٢ + · · ·+ a٢αk−٢ + αk−١ (k = ٢,٣, · · · ) (٨.١)

لذا برد (٨.١)به�کار در را مثلث نامساوی می�توان (٧.١) کران از استفاده با
(k − ١)|ak| ≤ ٢(|ak−١|+ |ak−٢|+ · · ·+ |a٢|+ ١)

.|ak| ≤ k باشیم داشته k = ٢,٣, · · · , n−برای١ سپسفرضکنیم .|a٢| ≤ ٢ داریم فوق رابطه�ی از
: این�صورت در

(n− ١)|an| ≤ ٢ [(n− ١) + (n− ٢) + · · ·+ ٢+ ١] = ٢(n− ١)n
٢ .

است. درست n هر برای قضیه استقرا به لذا می�باشد برقرار |an| ≤ n رابطه لذا و
: هرگاه می�شود نامیده (٠ ≤ α < ١) α مرتبه از ستاره�گون f(z) ∈ S تابع .٧.٣.١ تعریف

Re

{
zf ′

f

}
> α (|z| < ١).

می�دهیم. نشان S∗(α) به را S رده�ی زیر این
اگر (٠ ≤ α < ١) ،f(z) = z +

∑∞
n=٢ anz

n کنیم فرض .٨.٣.١ قضیه
∞∑
n=٢

(n− α)|an| ≤ ١− α

.f(z) ∈ S∗(α) آنگاه
قرار ١ مرکز به و ١−α شعاع به دایره یک در z f

′(z)

f(z)
دهیم نشان است ٧.٣.١کافی تعریف بر بنا برهان.

z∣∣دارد. f ′

f
− ١
∣∣ = ∣∣zf ′ − f

f

∣∣ = ∣∣∑∞
n=٢(n− ١)|an|zn
z +

∑∞
n=٢ anz

n

∣∣

≤
∑∞

n=٢(n− ١)|an||z|n−١
١−

∑∞
n=٢ |an||z|n−١

≤
∑∞

n=٢(n− ١)|an|
١−

∑∞
n=٢ |an|

اگر می�باشد ١− α بالای کران دارای قبل جمله آخرین
∞∑
n=٢

(n− ١)|an| ≤ (١− α)(١−
∞∑
n=٢

|an|)

بنابراین است. برقرار رابطه این فرض، بر بنا .∑∞
n=٢(n− α)|an| ≤ ١− α با است معادل که

.|z f
′

f
− ١| ≤ ١− α
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Kرده�ی ۴.١
وصل به�هم را Dاز نقطه دو هر که مستقیمی خط پاره هرگاه گوییم محدب را D میدان .١.۴.١ تعریف

بگیرد. قرار D در می�کند
محدب میدان یک بر f(z) با |z| < ١ قرص هرگاه گوییم محدب را f(z) ∈ S تابع .٢.۴.١ تعریف

. می�دهیم نشان K با را S رده�ی زیر این شود، نگاشته
|z| قرص> هر f(z) اگر تنها و اگر f(z) ∈ K این�صورت در ،f(z) ∈ S کنیم فرض .٣.۴.١ قضیه

کند. تصویر محدب میدان بر را r < ١

تحتf(z)باشد. |z| < r < ١ Drتصویر و |z| < ١ Dتصویر f(z)و ∈ K فرضمی�کنیم ابتدا برهان.
tw١+(١−t)w٢، (٠ < t < خط(١ پاره که دهیم نشان باید می�کنیم. درDrانتخاب w١،w٢را نقاط
و ω١ = f(z١) که به�طوری� هستند موجود |z| < ١ قرص در z٢ و z١ نقاط دارد. قرار Dr در هم
تابع تحت |z| < ١ تصویر آنگاه |z١| ≤ |z٢| کنیم فرض کلیت دادن دست از بدون . ω٢ = f(z٢)

|z| < ١ در h(z) = f−١(g(z)) تابع لذا است. واقع D در g(z) = tf

(
(
z١
z٢
)z

)
+ (١ − t)f(z)

لم موجب به می�کند، صدق h(٠) = ٠ و |h(z)| < ١ شرایط در لذا f(z) ∈ S چون و است تحلیلی
: به�ویژه .|h(z)| ≤ |z| شوارتز

|h(z٢)| = |f−١(tω١ + (١− t)ω٢)| ≤ |z٢| < r (٩.١)
ولی tw١ + (١ − t)ω٢ = f(z٠) که است موجود |z| < ١ قرص در z٠ای نقطه�ی ، Dr ⊂ Dچون
خط پاره بر نقطه هر پس باشد. |z| < قرص١ در می�بایست نیز f−١(f(z٠)) = z٠ نقطه�ی بنابر(٩.١)

دارد. قرار Dr در tω١ + (١− t)ω٢

نقطه دو این بر مار پاره�خط که دارند وجود D در نقطه دو آنگاه نباشد K رده�ی در f(z) اگر برعکس،
نقطه دو این Drشامل تصویرش که می�کنیم انتخاب |z| < r < ١ مانند قرصی اینک ندارد. Dقرار در
داشته قرار Dr در نمی�تواند می�کند، وصل به�هم را نقطه دو این که خطی پاره Dr ⊂ D چون باشد.

نمی�کند. تصویر محدب میدان یک بر را |z| < rقرص f(z) لذا باشد،
این�صورت در .f ′(٠) = ١ و f(٠) = ٠ و باشد تحلیلی |z| < ١ در f(z) کنیم فرض .۴.۴.١ قضیه

اگر: تنها و� اگر f(z) ∈ K

Re

{
١+

zf ′′(z)

f ′(z)

}
> ٠ (|z| < ١).

محدب میدان یک |z| < r < ١ از Dr تصویر اگر تنها و f(z)اگر ∈ K قضیه�ی٩.١، بر بنا برهان.
ساده مرز یک بر را |z| = r < ١ دایره w = f(reiθ) تابع که است معنی بدان این هندسی نظر از باشد.
می�دانیم می�کند. حرکت ساعت عقربه�های جهت خلاف در θ افزایش با مرز، این بر مماس و می�نگارد

با: است برابر می�سازد حقیقی محور با ω صفحه�ی در مماس خط که زاویه�ای
π

٢ + θ + arg f ′(z)
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می�گردد: مشخص زیر شرط با محدب تابع لذا
∂

∂θ

(
π

٢ + θ + arg f ′(reiθ)

)
> ٠

لذا: و

١+
∂

∂θ

(
Im log f ′(reiθ)

)
= ١+ Im

{
(ireiθ)

f ′′(reiθ)

f ′(reiθ)

}
= Re

{
١+

zf ′′(z)

f ′(z)

}
> ٠

در .f ′(٠) = ١ و f(٠) = ٠ با باشد D ِ در تحلیلی تابع یک f کنیم فرض (۴الکساندر) .۵.۴.١ قضیه
.zf ′ ∈ S∗ اگر تنها و اگر f(z) ∈ K این�صورت

: این�صورت در g(z) = zf ′(z) اگر }برهان.
zg′(z)

g(z)

}
=

{
١+

zf ′′(z)

f ′(z)

}
> ٠

باشد. چنین نیز راست سمت تابع اگر تنها و اگر است مثبت و تحلیلی Dدر چپ سمت تابع لذا
.|an| ≤ ١ ،nهر برای این�صورت در Kباشد. در f(z) = z+

∑∞
n=٢ anz

n کنیم فرض .۶.۴.١ قضیه
قضیه�ی بر بنا لذا دارد قرار S∗ در zf ′(z) = z +

∑∞
n=٢ nanz

n تابع ۵.۴.١ قضیه به توجه با برهان.
. |an| ≤ ١ نتیجه در و |nan| ≤ n ،nهر برای ۶.٣.١

. |c| ≥ ١
٢ آنگاه f(z) ̸= c باشیم |z|داشته < ١ برای f(z) ∈ K اگر .٧.۴.١ قضیه

نقطه� دو ، است ارز تک |z| < ١ در g(z) = (c− f(z))٢ کمکی تابع می�دهیم نشان ابتدا برهان.
: این�صورت در می�کنیم انتخاب واحد قرص در z١ و z٠ متمایز

g(z٠)− g(z١) =
(
(c− f(z٠))

٢ − (c− f(z١))
٢
)
=
(
f(z٠)− f(z١)

)(
f(z٠) + f(z١)− ٢c

)
نقطه�ی است، محدب f(z) چون همچنین می�باشد. ارز تک f(z) زیرا f(z٠) ̸= f(z١) اکنون

پس باشد. c مساوی نمی�تواند لذا است متعلق |z| < ١ تصویر به ١٢ [f(z٠) + f(z١)]

f(z٠) + f(z١)− ٢c ̸= ٠

است. S در زیر نرمال تابع g(z) = c٢ − ٢cz + z٢ + · · · چون می�شود. ثابت g(z) ارزی تک لذا و

h(z) =
g(z)− c٢

−٢c = z + (
−z٢

٢c ) + · · ·

در پوششی قضیه�ی بردن به��کار با نیست. صفر آن�جا در هرگز g(z) زیرا ،h(z) ̸= c

٢ ، |z| < در١ بعلاوه
.|c| ≥ ١

٢ یا و | c٢ | ≥
١
۴ می�یابیم

۴Alexander



مقدماتی تعاریف ١٢

:|z| = r < ١ برای آنگاه باشد، f(z) ∈ K اگر .٨.۴.١ قضیه
١

(١+ r)٢
≤ |f ′(z)| ≤ ١

(١− r)٢

بر را واحد قرص و پوشاست و یک به یک تحلیلی، w =
z + z٠
١+ z̄٠z

(|z٠| < ١) تابع می�دانیم برهان.
تابع پس می�نگارد، خودش

g(z) = f

(
z + z٠
١+ z̄٠z

)
= b٠ + b١z + b٢z

٢

: بنابراین است. ارز تک و تحلیلی |z| < ١ ازای به نیز
g(٠) = b٠ = f(z٠) b١ = g′(٠) = f ′(z٠)(١− |z٢|٠)

b٢ =
g′′(٠)
٢ =

١
٢
(
f ′′z١)٠− |z٢(٢|٠ − ٢f ′(z٠)z̄١)٠− |z٢|٠)

)
.

تابع این�که به توجه با ندارد. قرار S رده�ی در g(z) لذا نمی�باشد نرمالیزه g(z) تابع چون
g(z)− g(٠)

g′(٠) = z +
b٢
b١
z٢ + · · ·

: قضیه�ی١.۶.۴ به بنا پس دارد وجود نیز K در لذا می�گیرد قرار Sدر
١
٢

∣∣∣f ′′(z٠)

f ′(z٠)
(١− |z٢|٠)− ٢z̄٠

∣∣∣ ≤ ١

داریم: ٢|z٠|
١− |z٢|٠

در طرفین ضرب و z٠ = reiθ دادن قرار با
∣∣∣z٠f ′′(z٠)

f ′(z٠)
− ٢|z٢|٠
١− |z٢|٠

∣∣∣ ≤ ٢|z٠|
١− |z٢|٠

.

داریم: است دلخواه z٠ چون zf∣∣∣حال ′′(z)

f ′(z)
− ٢r٢
١− r٢

∣∣∣ ≤ ٢r
١− r٢

=⇒ ٢r٢ − ٢r
١− r٢

≤ zf ′′(z)

f ′(z)
≤ ٢r٢ + ٢r

١− r٢

=⇒ ٢r − ٢
١− r٢

≤ ∂

∂r
log |f ′(z)| ≤ ٢r + ٢

١− r٢

: می�گیریم انتگرال r تا ٠ از حال
−٢ log(١+ r) ≤ log |f ′(z)| ≤ −٢ log(١− r)

: لذا
١

(١+ r)٢
≤ |f ′(z)| ≤ ١

(١− r)٢
.



١٣ K رده�ی

،|z| = r < ١ برای آنگاه باشد f(z) ∈ K اگر .٩.۴.١ قضیه
r

١+ r
≤ |f(z)| ≤ r

١− r

یک با z به را ٠ نقطه�ی |f ′(z)| ≤ ١
(١− r)٢

داریم. |z| = r < ١ برای ٨.۴.١ قضیه�ی بر بنا برهان.
می�گیریم: انتگرال خط پاره این روی و کرده وصل مستقیم خط

|f(z)| =
∫ r

٠
|f ′(t)|dt ≤

∫ r

٠

١
(١− t)٢

dt =
r

١− r
.

اگر و r

(١+ r)
≤ |f(z)| لذا |f(z)| ≥ ١

۴ اگر حال است، برقرار همواره r

(١+ r)
≤ ١

۴ نامساوی
پاره آن تصویر که است موجود z تا ٠ از یکه دایره�ی داخل c مسیر پوششی قضیه�ی طبق |f(z)| < ١

۴

این�صورت: در می�پوشاند را f(z) تا ٠ از c٠ مستقیم خط

|f(z)| =
∫
c٠

|dw| =
∫
c

|f ′(s)||ds|

: قبل قضیه�ی بر بنا طرفی از

|f(z)| =
∫
c

|f ′(s)||ds| ≥
∫
c

|f ′(s)|d|s| ≥
∫ ١

(١+ t)٢
dt =

r

١+ r

: داریم لذا
r

(١+ r)
≤ |f(z)| ≤ r

(١− r)
.





٢ فصل
از رده�هایی زیر و رده� بر سالاگان عملگر بررسی

ارز تک توابع

مقدمه
یافتن دنبال به و تعریف را ارز تک توابع از رده�هایی زیر و ازعملگر(سالاگان١)رده بااستفاده فصل دراین

می�باشیم. رده�ها زیر و رده این از روابطی

Rn(λ, α)رده�ی ١.٢
واحد دیسک در w تحلیلی تابع اگر می�نامیم g تحلیلی تابع ترتیب زیر را f تحلیلی تابع .١.١.٢ تعریف
را ان دراینصورت f(z) = g (w(z)) . | w(z) |< ١ ،w(٠) = ٠ که به�طوری باشد داشته وجود U

.f ≺ g بانماد

A رده به متعلق h(z) = z +
∞∑
n=٢

bnz
n و f(z) = z +

∞∑
n=٢

anz
n توابع کنید فرض .٢.١.٢ تعریف

می�کنیم: تعریف زیر به�صورت را توابع این هادامارد ضرب این�صورت در باشند
(f ∗ h)(z) = z +

∞∑
n=٢

anbnz
n (١.٢)

١salagean

١۵



ارز تک توابع از رده�هایی زیر و رده� بر سالاگان عملگر بررسی ١۶

می�کنیم: تعریف زیر به�صورت را سالاگان مشتق چنین هم
D٠f(z) = f(z)

D١
λf(z) = Dλf(z) = (١− λ)f(z) + λzf

′
(z)

Dm
λ f(z) = Dλ(D

m−١
λ f(z)) λ > ٠

سالاگان: مشتق کلی فرمول
Dm

λ f(z) = z +
∞∑

k=j+١
[ ١+ (k − ١)]m akzk

اگر .Reγ ≥ ٠ ،γ ̸= ٠ ،h(٠) = a به�طوری�که است محدب تابعی h کنید فرض [۵] .٣.١.٢ لم
p ∈ H[a, n]

p(z) +
zp

′
(z)

γ
≺ h(z)

آنگاه
p(z) ≺ q(z) ≺ h(z)

q(z) =
γ

nz
γ
n

∫ z

٠
h(t)t

γ
n
−١dt

n, α > ٠ به�طوری�که h(z) = q(z)+nαzq(z) و درUاست محدب تابعی q فرضکنید [٩] .۴.١.٢ لم
p ∈ H(U) و

p(z) = q(٠) + pnz
n + . . .

و
p(z) + αzp

′
(z) ≺ h(z)

آنگاه
p(z) ≺ q(z)

و f ∈ A کنید فرض .۵.١.٢ لم
F (z) =

٢
z

∫ z

٠
f(t)dt, z ∈ U

اگر
Re

(
zf

′′
(z)

f ′(z)
+ ١
)
> −١

٢

آنگاه
F ∈ K



١٧ Rn(λ, α) رده�ی

رده�ی به متعلق f تابع گوییم باشد. λ > ٠ ،٠ ≤ α < ١ و f ∈ A تابع کنید فرض .۶.١.٢ تعریف
�کند: صدق زیر نامساوی در هرگاه است Rn(λ, α)

Re[Dn
λf(z)]

′
> α, z ∈ U.

کنید فرض .٧.١.٢ قضیه
h(z) =

١+ (٢α− ١)z
١+ z

, z ∈ U,٠ ≤ α < ١

داریم: زیرترتیب مقایسه با f ∈ A ،n ∈ N = N∗ ∪ {٠} ، λ > اگر٠

[Dn+١
λ f(z)]

′ ≺ h(z), z ∈ U (٢.٢)
آنگاه

[Dn
λf(z)]

′ ≺ q(z) = ٢α− ١+
١)٢− α)

λ

١
z(١/λ)

σ
(١
λ

)
است: زیر به�صورت σ که

σ(x) =

∫ z

٠

tx−١

١+ t
, z ∈ U. (٣.٢)

است. شده بهبود کران و محدب q تابع

داریم: Dn
λ عملگر تعریف طبق برهان.

Dn+١
λ f(z) = (١− λ)Dn

λf(z) + λz[Dn
λf(z)]

′
, z ∈ U (۴.٢)

داریم: z به نسبت (۴.٢) رابطه از گیری مشتق با
[Dn+١

λ f(z)]
′
= [Dn

λf(z)]
′
+ λz[Dn

λf(z)]
′′
, z ∈ U (۵.٢)

زیراست: صورت به (٢.٢) زیرترتیب دیفرانسیل در(٢.٢)، (۵.٢) رابطه کاربردن به با

[Dλf(z)]
′
+ λz[Dn

λf(z)]
′′ ≺ h(z) =

١+ (٢α− ١)z
١+ z

, z ∈ U. (۶.٢)
اگر

p(z) = [Dn
λf(z)]

′
=

[
z +

∞∑
j=٢

[١+ λ(j − ١)]najzj
]′

= ١+ p١z + p٢z
٢ + · · · , z ∈ U , p ∈ H[١,١] (٧.٢)

زیراست: صورت به زیرترتیب دیفرانسیل در(٢.۶) (٧.٢) کاربردن به با

p(z) + λzp
′
(z) ≺ h(z) =

١+ (٢α− ١)z
١+ z

, z ∈ U.



ارز تک توابع از رده�هایی زیر و رده� بر سالاگان عملگر بررسی ١٨

داریم: γ =
١
λ
قراردادن با ،٣.١.٢ لم طبق

p(z) ≺ q(z) =
١

λz(١/λ)

∫ z

٠
h(t)t(١/λ)−١dt

=
١

λz(١/λ)

∫ z

٠

١+ (٢α− ١)t
١+ t

t(١/λ)−١dt

= ٢α− ١+ ١)٢− α)
١
λ
.

١
z(١/λ)

σ

(
١
λ

)
,

لذا: است شده داده (٣.٢) در σ که
[Dn

λf(z)]
′ ≺ q(z) = ٢α− ١+ ١)٢− α)

١
λ
.

١
z(١/λ)

σ

(
١
λ

)
.

است. شده بهبود کران و محدب q تابع

،Rn+١(α, λ) ⊂ Rn+١(δ, λ) .٨.١.٢ نتیجه

با
δ = δ(α, λ) = ٢α− ١+ ١)٢− α)

١
λ
σ

(
١
λ

)
است. شده داده (٣.٢) در σ که

داریم: ۶.١.٢ تعریف طبق ،f ∈ Rn+١(α, λ) کنید فرض برهان.
Re[Dn+١

λ f(z)]
′
> α (٨.٢)

با �است مساوی که
[Dn+١

λ f(z)]
′ ≺ h(z) =

١+ (٢α− ١)z
١+ z

, z ∈ U, (٩.٢)
h(U) = {w ∈ C, Rew > α} که ازآنجایی

داریم: قضیه٧.١.٢ کاربردن به با

[Dn
λf(z)]

′ ≺ q(z) = ٢α− ١+
١)٢− α)

λ

١
z(١/λ)

σ
(١
λ

)
, z ∈ U

است. شده داده (٣.٢) در σ که



١٩ Rn(λ, α) رده�ی

که: می�گیریم نتیجه است، متقارن حقیقی محور به نسبت q(U) و محدب q آنجایی�که از

Re[Dn
λf(z)]

′
> Req(١) = δ = δ(α, λ) = ٢α− ١+

١)٢− α)

λ
σ
(١
λ

)
, z ∈ U,

داریم نتیجه در

Rn+١(α, λ) ⊂ Rn+١(δ, λ)

است.اگر مثبت عددصحیح n و q(٠) = با١ ،Uدر محدب تابع یک q کنید فرض .٩.١.٢ قضیه

h(z) = q(z) + λzq
′
(z), z ∈ U.

باشد: زیر صورت به زیرترتیبی دیفرانسیل اگر .f ∈ A و n ∈ N = N∗∪{٠} ،λ > ٠ طوری�که به

[Dn+١
λ f(z)]

′ ≺ h(z), z ∈ U (١٠.٢)

آنگاه

[Dn
λf(z)]

′ ≺ q(z), z ∈ U,

برقراراست. اکیداً نتیجه

زیراست: صورت (١٠.٢)به زیرترتیبی دیفرانسیل در(٢.۵)، (٧.٢) رابطه کاربردن به با برهان.
p(z) + λzp

′
(z) ≺ h(z) = q(z) + λzq

′
(z), z ∈ U.

داریم: ۴.١.٢ لم طبق
p(z) ≺ q(z), z ∈ U

یعنی
[Dn

λf(z)]
′ ≺ q(z), z ∈ U,

است. برقرار اکیداً نتیجه



ارز تک توابع از رده�هایی زیر و رده� بر سالاگان عملگر بررسی ٢٠

٩.١.٢ ازقضیه z ∈ U ،f ∈ A ،q(z) = (١ − z)/(١ + z) ،λ > ٠ ،n = ١ برای .١٠.١.٢ مثال
که: می�گیریم نتیجه

(١− λ)٢f(z) + (٢− λ)λzf
′
(z) + λ٢z٢f

′′
(z) ≺ ١+ ٢λz − z٢

(١+ z)٢
, z ∈ U

دارد: براین دلالت

(١− λ)f(z) + λzf
′
(z) ≺ ١− z

١+ z
, z ∈ U

است.اگر مثبت عددصحیح n و q(٠) = با١ Uدر محدب تابع یک q کنید فرض .١١.١.٢ قضیه

h(z) = q(z) + zq
′
(z), z ∈ U.

باشد زیر به�صورت زیرترتیبی دیفرانسیل اگر .f ∈ A و n ∈ N = N∗ ∪ {٠} ،λ > ٠ طوری�که به
[Dn

λf(z)] ≺ h(z), z ∈ U (١١.٢)

آنگاه
Dn

λf(z)

z
≺ q(z), z ∈ U

است. برقرار اکیداً نتیجه
اگر برهان.

Dn
λf(z)

z
= p(z), z ∈ U. (١٢.٢)

داریم: ،z به نسبت (١٢.٢) رابطه از گیری بامشتق
[Dn

λf(z)]
′
= p(z) + zp

′
(z), z ∈ U. (١٣.٢)

(١٣.٢)داریم: رابطه زیرترتیبی دیفرانسیل کاربردن به با
p(z) + zp

′
(z) ≺ h(z) = q(z) + zq

′
(z), z ∈ U

می�گیریم: ۴.١.٢نتیجه لم طبق
p(z) ≺ q(z), z ∈ U,

داریم: (١٢.٢) رابطه از
Dn

λf(z)

z
≺ q(z), z ∈ U. (١۴.٢)



٢١ Rn(λ, α) رده�ی

می�گیریم نتیجه ١١.١.٢ قضیه از λ > ٠ ،n = ١ که q(z) = ١)/١− z) ،f ∈ A برای .١٢.١.٢ مثال
که:

(١− λ)f(z) + λzf
′
(z) ≺ ١

(١− z)٢
z ∈ U

دارد: براین دلالت
(١− λ)

f(z)

z
+ λf

′
(z) ≺ ١

(١− z)
, z ∈ U.

کنید فرض .١٣.١.٢ قضیه
h(z) =

١+ (٢α− ١)z
١+ z

, ٠ ≤ α < ١, z ∈ U.

و f ∈ A اگر n ∈ N = N∗ ∪ {٠} ،λ > ٠ که

[Dn
λf(z)]

′ ≺ h(z), z ∈ U, (١۵.٢)

آنگاه باشد، زیرترتیبی دیفرانسیل

Dn
λf(z)

z
≺ q(z) = ٢α− ١+ ١)٢− α)

log(١+ z)

z
, z ∈ U.

است. شده بهبود کران و محدب q تابع

است: زیر صورت به (١۵.٢) رابطه زیرترتیبی دیفرانسیل ،(١٣.٢) رابطه کاربردن به با برهان.

p(z) + zp
′
(z) ≺ h(z) =

١+ (٢α− ١)z
١+ z

, z ∈ U. (١۶.٢)

: ٣.١.٢داریم لم طبق

p(z) ≺ q(z) =
١
z

∫ z

٠

١+ (٢α− ١)t
١+ t

dt

= ٢α− ١+ ١)٢− α)
log(١+ z)

z
, z ∈ U

: داریم رابطه(١٢.٢) طبق



ارز تک توابع از رده�هایی زیر و رده� بر سالاگان عملگر بررسی ٢٢

Dn
λf(z)

z
≺ q(z) = ٢α− ١+ ١)٢− α)

log(١+ z)

z
, z ∈ U.

داریم. را زیر نتیجه ١٣.١.٢ قضیه استفاده با

آنگاه f ∈ Rn(λ, α) کنید فرض .١۴.١.٢ نتیجه

Re
Dnf(z)

z
> ٢α− ١+ ١)٢− α)log٢, z ∈ U

داریم: ۶.١.٢ تعریف طبق ،f ∈ Rn(λ, α) آنجایی� از برهان.

Re[Dn
λf(z)]

′
> α, z ∈ U

با: است معادل که
[Dn

λf(z)]
′ ≺ ١+ (٢α− ١)z

١+ z
, z ∈ U.

داریم: قضیه�ی١٣.١.٢ کاربردن به با
Dn

λf(z)

z
≺ q(z) = ٢α− ١+ ١)٢− α)

log(١+ z)

z
, z ∈ U.

که: می�گیریم نتیجه است محدب تقارن محور به نسبت q(U) و محدب q آنجایی�که از

Re
Dn

λf(z)

z
> Req(١) = ٢α− ١+ ١)٢− α) log ٢, z ∈ U.

.n ∈ N = N∗∪{٠} ،λ > ٠ طوری�که به ، h(٠) = با١ محدب تابع یک h فرضکنید .١۵.١.٢ قضیه
و f ∈ A اگر

[Dn
λf(z)]

′ ≺ h(z) (١٧.٢)



٢٣ Rn(λ, α) رده�ی

آنگاه باشد، زیرترتیبی دیفرانسیل
Dn

λf(z)

z
≺ q(z) =

١
z

∫ z

٠
h(t)dt

است. شده بهبود کران و محدب q که

داریم: (١٧.٢) و رابطه(١٣.٢) کاربردن بابه برهان.

p(z) + zp
′
(z) ≺ h(z), z ∈ U

داریم: ٣.١.٢ ازلم

p(z) ≺ q(z) =
١
z

∫ z

٠
h(t)dt,

داریم: رابطه(١٢.٢) طبق

Dn
λf(z)

z
≺ q(z) =

١
z

∫ z

٠
h(t)dt

است. زیرترتیب(١٧.٢) برای شده بهبود کران q تابع ٣.١.٢ لم از و محدب q تابع ۵.١.٢ لم طبق

است. محدب Rn(λ, α) مجموعه .١۶.١.٢ قضیه

تابع کنیم فرض برهان.
fi(z) = z +

∞∑
k=٢

akiz
k (i = ١,٢)

h(z) ∈ دهیم نشان است کافی h(z) = µ١f١(z) + µ٢f٢(z) و است Rn(λ, α) رده�ی به متعلق
است. Rn(λ, α)

که: آنجایی از
h(z) = z +

∞∑
k=٢

(µ١ak١ + µ٢ak٢)z
k,



ارز تک توابع از رده�هایی زیر و رده� بر سالاگان عملگر بررسی ٢۴

داریم: لذا
(Dnh(z))

′
= ١+

∞∑
k=٢

k(µ١ak١ + µ٢ak١](٢+ (k − ١)λ]nzk−١,

داریم: رو ازاین

Re(Dnh(z))
′
= Re

(
١+ µ١

∞∑
k=٢

k[١+ (k − ١)λ]nak١zk−١
)

+Re

(
١+ µ٢

∞∑
k=٢

k[١+ (k − ١)λ]nak٢zk−١
)
. (١٨.٢)

داریم: f١, f٢ ∈ (λ, α) چون طرفی از

Re

(
١+ µi

∞∑
k=٢

k[١+ (k − ١)λ]nakizk−١
)
> ١+ µi(α− ١) (i = ١,٢). (١٩.٢)

داریم: (١٨.٢) در (١٩.٢) روابط طبق

Re(Dnh(z))
′
> ١+ α(µ١ + µ٢)− (µ١ + µ٢),

است. برقرار حکم µ١ + µ٢ = �که١ آنجایی از

Sm(λ, α)رده�ی ٢.٢
می�کنیم: تعریف زیر به�صورت و نمایش A\ نماد با را تحلیلی توابع از رده�ای زیر .١.٢.٢ تعریف

A\ = {f ∈ H(U) : f(z) = z + an+١z
n+١ + an+٢z

n+٢ + . . .}

A١ = Aو n ∈ N∗ = {١,٢,٣, . . .} طوری�که به
هرگاه است Sm(λ, α) رده به متعلق f تابع گوییم f ∈ A کنید فرض .٢.٢.٢ تعریف

Re [Dm
λ f(z)]

′
> α z ∈ U

.m ∈ N و α ∈ [٠,١) ،λ > ٠ که
mآنگاه ∈ Nو α ∈ [٠,١) اگر .٣.٢.٢ قضیه

Sm+١(λ, α) ⊂ Sm(λ, δ)

هستند: زیر به�صورت β تابع و δ که
δ = δ(λ.α) = ٢α− ١+ ١)٢− α)

١
λ
β(
١
λ
)

β(x) =

∫ ١

٠

tx−١

t+ ١dt



٢۵ Sm(λ, α)رده�ی

داریم: Dm
λ عملگر از استفاده با f ∈ Sm+١(λ.α) کنیم فرض برهان.

Dm+١
λ f(z) = (١− λ)Dm

λ f(z) + λz(Dm
λ f(z))

′

باشیم داشته اگر
p(z) = (Dm

λ f(z))
′

: که به�طوری
p(z) = ١+ p١z

١ + p٢z
٢ + . . . p(z) ∈ H[١,١]

می�گیریم: نتیجه محاسبه با
(Dm+١

λ f(z))
′
= p(z) + λzp

′
(z), z ∈ U (٢٠.٢)

داریم: ٢.٢.٢ تعریف طبق و f ∈ Sm+١(λ, α) آنجایی�که از
Re(Dm+١

λ f(z))
′
> α z ∈ U

داریم: (٢٠.٢) از استفاده با
Re(p(z) + λzp

′
(z)) > α

با: است معادل این
p(z) + λzp

′
(z) ≺ ١+ (٢α− ١)z

١+ z
≡ h(z)

داریم: γ =
١
λ
قراردادن با و لم٣.١.٢ از بااستفاده

p(z) ≺ q(z) ≺ h(z)

که
q(z) =

١
λz ١

λ

∫ z

٠

١+ (٢α− ١)t
١+ t

t
١
λ
−١dt

است: محدب q عملگر
(Dm

λ f(z))
′ ≺ ٢α− ١+

١)٢− α)

λ
.
١
z

١
λ

∫ z

٠

t
١
λ
−١

t+ ١dt

دهد: می نتیجه این
Re(Dm

λ f(z))
′
> q(١) = δ (٢١.٢)

که به�طوری
δ = δ(λ, α) = ٢α− ١+

١)٢− α)

λ
β

(
١
λ

)

β

(
١
λ

)
=

∫ ١

٠

t
١
λ
−١

t+ ١dt

f ∈ Sm(λ, δ) گیریم می نتیجه (٢١.٢) طبق
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است: زیر به�صورت تابعی h و q(٠) = ١ محدب، تابع q(z) کنید فرض .۴.٢.٢ قضیه
h(z) = q(z) + λzq

′
(z), λ > ٠. (٢٢.٢)

باشد زیر صورت به زیرترتیبی دیفرانسیل و f ∈ A اگر
(Dm+١

λ f(z))
′ ≺ h(z) (٢٣.٢)

آنگاه
(Dm

λ f(z))
′ ≺ q(z)

داریم: (٢٠.٢) و (٢٣.٢) طبق برهان.
p(z) + λzp

′
(z) ≺ q(z) + λzq

′
(z) ≡ h(z)

داریم: ۴.١.٢ لم از استفاده با و
p(z) ≺ q(z)

یا
(Dm

λ f(z))
′ ≺ q(z), z ∈ U

شد. کامل اثبات

است: زیر به�صورت تابعی h و q(٠) = ١ محدب، تابع q کنید فرض .۵.٢.٢ قضیه
h(z) = q(z) + zq

′
(z). λ > ٠, z ∈ U (٢۴.٢)
باشد زیر به�صورت زیرترتیبی دیفرانسیل و f ∈ A اگر

(Dm
λ f(z))

′ ≺ h(z), z ∈ U (٢۵.٢)
آنگاه

Dm
λ f(z)

z
≺ q(z) (٢۶.٢)

اگر برهان.
p(z) =

Dm
λ f(z)

z
z ∈ U

داریم:
(Dm

λ f(z)
′
= p(z) + zp

′
(z) z ∈ U.

داریم: (٢۵.٢) رابطه به توجه با
p(z) + zp

′
(z) ≺ q(z) + zq

′
(z)

می�شود. نتیجه ٢۶.٢ ،۴.١.٢ لم طبق



٢٧ Sn(β) رده�ی

Sn(β)رده�ی ٣.٢
و Reγ > ٠ کنید فرض .١.٣.٢ لم

w =
k٢+ | r |٢ − | k٢ − r٢ |

۴kRer .

و h(٠) = ١ با Uدر تحلیلی تابعی h اگر
Re

(
zh

′′
(z)

h′(z)
+ ١
)
> −w.

تابع که
p(z) = ١+ pnz

n + pn+١z
n+١ + . . .

و تحلیلی U در
p(z) +

١
γ
zp

′
(z) ≺ h(z),

دیفرانسیلی معادله یک q که ،p(z) ≺ q(z) آنگاه باشد،
q(z) +

n

γ
zq

′
(z) = h(z), q(٠) = ١,

می�باشد زیر صورت به
q(z) =

γ

nzγ/n

∫ z

٠
t

γ

n
−١
dt.

است. شده بهبود کران q و

صورت این در .n ∈ N و ٠ ≤ β < ١ که f ∈ A تابع رده�ی Sn(β) کنید فرض .٢.٣.٢ تعریف
کند: زیرصدق شرط در گاه هر است محدب Sn(β) مجموعه

Re(Snf)
′
(z) > β (z ∈ U).

است. محدب Sn(β) مجموعه .٣.٣.٢ قضیه
تابع کنید فرض برهان.

fi(z) = z +
∞∑
k=٢

akiz
k, i = ١,٢ (z ∈ U)

تابع دهیم نشان است کافی باشد. Sn(β) رده�ی در

h(z) = µ١f١(z) + µ٢f٢(z)

است. Sn(β) رده به متعلق
آنجایی�که: از

h(z) = z +
∞∑
k=٢

(µ١ak١ + µ٢ak٢)z
k (z ∈ U)
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لذا
Snh(z) = z +

∞∑
k=٢

kn(µ١ak١ + µ٢ak٢)z
k (z ∈ U). (٢٧.٢)

داریم: (٢٧.٢) رابطه گیری مشتق با
[Snh(z)]

′
= ١+

∞∑
k=٢

kn+١(µ١ak١ + µ٢ak٢)z
k−١, (٢٨.٢)

که

Re[Snh(z)]
′
= Re

[
١+

∞∑
k=٢

kn+١(µ١ak١ + µ٢ak٢)z
k−١

]
(٢٩.٢)

= ١+Re

[
µ١

∞∑
k=٢

kn+١ak٢z
k−١

]
+Re

[
µ٢

∞∑
k=٢

kn+١akiz
k−١

]
.

داریم: f١, f٢ ∈ Sn(β) �که ازآنجایی
Re

[
µi

∞∑
k=٢

kn+١akiz
k−١

]
> µi(β − ١) (i = ١,٢). (٣٠.٢)

داریم: (٣٠.٢) و (٢٩.٢) روابط طبق

Re[Snh(z)]
′
> ١+ µ١(β − ١) + µ٢(β − ١) (z ∈ U), (٣١.٢)

داریم: µ١ + µ٢ = ١ آنجا�یی�که از
Re[Snh(z)]

′
> β (٣٢.٢)

است. محدب Sn(β) بنابراین
و ،q(٠) = ١ با U در محدب تابع یک q کنید فرض .۴.٣.٢ قضیه

h(z) = q(z) +
١

c+ ٢zq
′
(z) (z ∈ U),

که F = Ic(f) و f ∈ Sn(β) اگر .Rec > با٢− عددمختلط یک c که

F (z) = Ic(f)(z) =
c+ ٢
zc+١

∫ z

٠
tcf(t)dt, Rec > −٢, (٣٣.٢)

آنگاه

[Snf(z)]
′ ≺ h(z) (z ∈ U), (٣۴.٢)

دارد: براین دلالت
[SnF (z)]

′ ≺ q(z) (z ∈ U),

برقراراست. اکیداً نتیجه این



٢٩ Sn(β) رده�ی

می�گیریم: نتیجه (٣٣.٢) رابطه از برهان.

zc+١F (z) = (c+ ٢)
∫ z

٠
tcf(t)dt, Rec > −٢ (z ∈ U). (٣۵.٢)

داریم: z به نسبت (٣۵.٢) رابطه گیری مشتق با

(c+ ١)F (z) + zF
′
(z) = (c+ ٢)f(z) (z ∈ U)

و

(c+ ١)SnF (z) + z[SnF (z)]
′
= (c+ ٢)Snf(z) (z ∈ U). (٣۶.٢)

داریم: ٣۶.٢ رابطه گیری مشتق
[SnF (z)]

′
+

z

c+ ٢ [S
nF (z)]

′′
= [Snf(z)]

′
(z ∈ U). (٣٧.٢)

است: زیر صورت به ٣۴.٢ زیرترتیب دیفرانسیل (٣٧.٢) کاربردن بابه

[SnF (z)]
′
+

١
c+ ٢z[S

nF (z)]
′′ ≺ h(z) = q(z) +

١
c+ ٢zq

′
(z). (٣٨.٢)

اگر

p(z) = [SnF (z)]
′
=

[
z +

∞∑
j=٢

jnajz
j

]′

(٣٩.٢)

= ١+ p١z + p٢z
٢ + · · · , p ∈ H[١,١].

داریم: در(٣٨.٢) (٣٩.٢) کاربردن بابه

p(z) +
١

c+ ٢zp
′
(z) ≺ h(z) = q(z) +

١
c+ ٢zq

′
(z) (z ∈ U). (۴٠.٢)

داریم: لم٣.١.٢ طبق
p(z) ≺ q(z)

[SnF (z)]
′ ≺ q(z) (z ∈ U)



ارز تک توابع از رده�هایی زیر و رده� بر سالاگان عملگر بررسی ٣٠

است. شده بهبود کران q که

آنگاه ،q(z) = ١
١− z

و c = ١+ iاگر .۵.٣.٢ مثال

h(z) =
٣+ i− z(٢+ i)

(٣+ i)(١− z)٢
(۴١.٢)

�باشد: زیر صورت Fبه و f ∈ Sn(β) اگر که می�گیریم نتیجه فوق ازقضیه

F (z) =
٣+ i

z٢+i

∫ z

٠
t١+if(t)dt (۴٢.٢)

آنگاه

z٢+iF (z) = (٣+ i)

∫ z

٠
t١+if(t)dt. (۴٣.٢)

داریم: ،z به نسبت (۴٣.٢) ازرابطه گیری مشتق با

(٢+ i)F (z) + zF
′
(z) = (٣+ i)f(z) (۴۴.٢)

و

(٢+ i)SnF (z) + z[SnF (z)]
′
= (٣+ i)Snf(z) (z ∈ U). (۴۵.٢)

داریم: (۴۵.٢) ازرابطه گیری مشتق با

[SnF (z)]
′
+

z

٣+ i
[SnF (z)]

′′
= [Snf(z)]

′
(z ∈ U) (۴۶.٢)

می�گیریم: نتیجه

[Snf(z)]
′ ≺ ٣+ i− z(٢+ i)

(٣+ i)(١− z)٢
(z ∈ U) (۴٧.٢)

لذا:
[SnF (z)]

′ ≺ ١
١− z

(z ∈ U), (۴٨.٢)
. است (۴٢.٢) رابطه طبق F که



٣١ Sn(β) رده�ی

و h(٠) = ١ با Uدر تحلیلی تابعی h کنید فرض .۶.٣.٢ قضیه
Re

zh
′′
(z) + ١
h′(z)

> −w.

و Rec > −٢ باشیم داشته

w =
١+ | c+ ٢ |٢ − | c٢ + ۴c+ ٣ |

۴Re(c+ ٢) (۴٩.٢)

آنگاه باشد، طبق (٣٣.٢) در F که F = Ic(f) و f ∈ Sn(β) اگر حال
[Snf(z)]

′ ≺ h(z) (z ∈ U), (۵٠.٢)
و

[SnF (z)]
′ ≺ q(z) (z ∈ U)

است: زیر صورت به دیفرانسیل معادله q که
q(z) =

c+ ٢
zc+٢

∫ z

٠
tc+١h(t)dt (z ∈ U).

q(z) +
١

c+ ٢zq
′
(z) = h(z), h(٠) = ١

است. بهبودشده کران q بعلاوه

باتوجه بنابراین ۴٩.٢می�باشد، مقدارwطبق و می�کنیم اثبات را فوق قضیه ١.٣.٢ لم از استفاده با برهان.
: داریم (٣٩.٢) رابطه به

p(z) = [SnF (z)]
′
= ١+ p١z + p٢z

٢ + · · · , p ∈ H[١,١] (z ∈ U).

دیفرانسیل (٣٩.٢) و (٣٧.٢) روابط کاربردن به با .k = ١ می�گیریم �نتیجه لم١.٣.٢ از استفاده با
می�شود: تبدیل زیر صورت به زیرترتیبی۵٠.٢

p(z) +
١

c+ ٢zp
′
(z) ≺ h(z) = q(z) +

١
c+ ٢zq

′
(z) (z ∈ U). (۵١.٢)



ارز تک توابع از رده�هایی زیر و رده� بر سالاگان عملگر بررسی ٣٢

و γ = c+ که٢ می�گیریم نتیجه ١.٣.٢ لم و (۵١.٢) رابطه زیرترتیبی طبق
p(z) ≺ q(z) (z ∈ U)

که
q(z) =

c+ ٢
zc+٢

∫ z

٠
tc+١h(t)dt (z ∈ U),

[SnF (z)]
′ ≺ q(z) =

c+ ٢
zc+٢

∫ z

٠
tc+١h(t)dt (z ∈ U).

است. شده بهبود کران q بنابراین

قراردهیم: ۶.٣.٢ درقضیه اگر .٧.٣.٢ ملاحظه
h(z) =

١+ (٢β − ١)z
١+ z

می�آید. به�دست زیر نتیجه

آنگاه شده، داده (٣٣.٢) در Ic و Rec > −٢ ،n ∈ N ،٠ ≤ β < ١ اگر .٨.٣.٢ نتیجه

Ic[Sn(β)] ⊂ Sn(δ),

بعلاوه است، برقرار اکیداً نتیجه و δ = min|z|=١Req(z) = δ(c, β) که

δ = δ(c, β) = ٢β − ١+ (c+ ٢)(٢− ٢β)σ(c), (۵٢.٢)
که

σ(x) =

∫ z

٠

tx+١

١+ t
dt. (۵٣.٢)

اگر برهان.

h(z) =
١+ (٢β − ١)z

١+ z
,



٣٣ NP(m,n, α, β) �زیررده�ی

می�گیریم: نتیجه ۶.٣.٢ قضیه�ی طبق و محدب h آنگاه

[SnF (z)]
′ ≺ q(z) =

c+ ٢
zc+٢

∫ z

٠
tc+١

١+ (٢β − ١)t
١+ t

dt (۵۴.٢)

= ٢β − ١+
(c+ ٢)(٢− ٢β)

zc+٢

∫ z

٠

tc+١

١+ t
dt

= ٢β − ١+
(c+ ٢)(٢− ٢β)

zc+٢
σ(c),

است. شده (۵٣.٢)داده در σ

است، متقارن حقیقی محور به نسبت q(U) این�که و q بودن ازمحدب آنگاه ،Rec > اگر٢− حال
که: می�گیریم نتیجه

Re[SnF (z)]
′ ≥ min|z|=١Req(z) = Req(١) = δ(c, β)

= ٢β − ١+ (c+ ٢)(٢− ٢β)σ(c),

می�گیریم: نتیجه (۵۴.٢) طبق
Ic[Sn(β)] ⊂ Sn(δ),

است. شده داده (۵٢.٢) رابطه طبق δ که

NP(m,n, α, β)زیررده�ی� ۴.٢
شود: زیرتعریف به�صورت هرگاه است AP رده به متعلق f(z) تابع گوییم .١.۴.٢ تعریف

f(z) = zp +
∞∑

j=p+١
ajz

j (۵۵.٢)

زیرتعریف صورت به را سالاگان عملگر آنگاه باشد تحلیلی توابع از رده�ای A کنید فرض .٢.۴.٢ تعریف
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می�کنیم:

D٠f(z) = f(z),

D١f(z) = Df(z) =
z

p
f

′
(z) = zp +

∞∑
j=p+١

(j
p

)
ajz

j,

...
Dnf(z) = D(Dn−١f(z)) = zp +

∞∑
j=p+١

(j
p

n)
ajz

j.

این�صورت در باشد f(z) تابع شامل APاز رده�ای زیر N (m,n, α, β) کنید فرض .٣.۴.٢ تعریف
برقراراست: زیر نامساوی

Re

{
Dmf(z)

Dnf(z)

}
> β

∣∣∣∣∣Dmf(z)

Dnf(z)
− ١
∣∣∣∣∣+ α z ∈ U.

.n ∈ N٠ ،m ∈ N ،β ≥ ٠ ،٠ ≤ α < ١ بعضی برای

N (m,n, α, β)های رده برای ضرایب نامساوی ١.۴.٢
کند صدق زیر شرط در و f(z) ∈ AP اگر .۴.۴.٢ قضیه

∞∑
j=٢

ψP (m,n, j, α, β) | aj |≤ ١)٢− α) (۵۶.٢)

طوری�که به

ψP (m,n, j, α, β) =

∣∣∣∣∣(١+ α)
(j
p

)n − (j
p

)m∣∣∣∣∣+
(
(١− α)

(j
p

)n
+
(j
p

)m)

+ ٢β
∣∣∣∣∣(jp)m −

(j
p

)n∣∣∣∣∣
f(z) ∈ NP(m,n, α, β) آنگاه . n ∈ N٠ mو ∈ N ،β ≥ ٠ ، α از بعضی برای

باشد. درست n ∈ N٠،m ∈ N ،β ≥ ٠ ،٠ ≤ α < ١ که αبرای (۵۶.٢) رابطه که فرضکنید برهان.
داریم: Rew > α کاربردن به با

| ١− α + w |>| ١+ α− w |

دهیم: نشان که است −١)∣∣∣کافی α)Dnf(z) +Dmf(z)− βeiθ | Dmf(z)−Dnf(z) |
∣∣∣

−
∣∣∣(١+ α)Dnf(z)−Dmf(z) + βeiθ | Dmf(z)−Dnf(z) |

∣∣∣ > ٠ (۵٧.٢)



٣۵ NP(m,n, α, β) �زیررده�ی

داریم: (۵٧.٢) رابطه در Dmf(z)و Dnf(z) کردن جایگذاری −١)∣∣∣با α)Dnf(z) +Dmf(z)− βeiθ | Dmf(z)−Dnf(z) |
∣∣∣

−
∣∣∣(١+ α)Dnf(z)−Dmf(z) + βeiθ | Dmf(z)−Dnf(z) |

∣∣∣
=

∣∣∣∣∣(٢− α)zp +
∞∑

j=p+١

[
(١− α)

(
j

p

)n

+

(
j

p

)m]
ajz

j

− βeiθ

∣∣∣∣∣
∞∑

j=p+١

[(
j

p

)m

−

(
j

p

)n]
ajz

j

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣

−

∣∣∣∣∣αzp +
∞∑

j=p+١

[
(١+ α)

(
j

p

)n

−

(
j

p

)m]
ajz

j

+ βeiθ

∣∣∣∣∣
∞∑

j=p+١

[(
j

p

)m

−

(
j

p

)n]
ajz

j

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣

≥ (٢− α) | z |p −
∞∑

j=p+١

∣∣∣∣∣(١− α)

(
j

p

)n

+

(
j

p

)m∣∣∣∣∣ | aj || z |j
− β | eiθ |

∞∑
j=p+١

∣∣∣∣∣
(
j

p

)m

−

(
j

p

)n∣∣∣∣∣ | aj || z |j
− α | z |p −

∞∑
j=p+١

∣∣∣∣∣(١+ α)

(
j

p

)n

−

(
j

p

)m∣∣∣∣∣ | aj || z |j
− β | eiθ |

∞∑
j=p+١

∣∣∣∣∣
(
j

p

)m

−

(
j

p

)n∣∣∣∣∣ | aj || z |j
≥ ١)٢− α)−

∞∑
j=p+١

[∣∣∣∣∣(١+ α)

(
j

p

)n

−

(
j

p

)m∣∣∣∣∣
+

(
(١− α)

(
j

p

)n

+

(
j

p

)m)
+ ٢β

∣∣∣∣∣
(
j

p

)m

−

(
j

p

)n∣∣∣∣∣
]
| aj |≥ ٠

باشد: زیر صورت به f(z) تابع کنید فرض .۵.۴.٢ مثال

f(z) = zp +
∞∑

j=p+١

٢(p+ ١+ δ)(١− α)ϵj
(j + δ)(j + ١+ δ)ψp(m,n, j, α, β)

zj

رده�ی به متعلق | ϵj |= ١ و ϵj ∈ C ،β ≥ ٠ ،٠ ≤ α < ١ ،δ > −p − ١ برای فوق تابع آنگاه
است. Np(m,n, α, β)
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Ñ (m,n, α, β) رابطه ٢.۴.٢
تابع شامل Ñ (m,n, α, β) رده�ی زیر که کردیم مشاهده قبل درقضیه

نمود. بیان ضرایب نامساوی Ñ (m,n, α, β)رده�ی� برای مکلورن تیلور- که f(z)است ∈ Ap

، β٢ و β١ بعضی برای Ñ (m,n, α, β٢) ⊂ Ñ (m,n, α, β١) آنگاه f(z) ∈ AP اگر .۶.۴.٢ قضیه
٠ ≤ β١ ≤ β٢

داریم: ٠ ≤ β١ ≤ β٢ برای برهان.

∞∑
j=p+١

ψp(m,n, j, α, β١) | aj |≤
∞∑

j=p+١
ψp(m,n, j, α, β٢) | aj |

f(z) ∈ Ñ (m,n, α, β١) آنگاه f(z) ∈ Ñ (m,n, α, β٢) اگر بنابراین

داریم:
Ñ (m,n, α, β٢) ⊂ Ñ (m,n, α, β١)

و fp(z) = zp کنید فرض .٧.۴.٢ قضیه

fj(z) = zp +
١)٢− α)ϵj

ψp(m,n, j, α, β)
zj (j = p+ ١, p+ ٢, ... | ϵj |= ١) (۵٨.٢)

زیرباشد: صورت به اگر تنها و اگر f ∈ Ñ (m,n, α, β) آنگاه

f(z) = λpfp(z) +
∞∑

j=p+١
λjfj(z)

.λp = ١−
∑∞

j=p+١ λj و λj > ٠ طوری�که به

کنیم فرض برهان.
f(z) = λpfp(z) +

∞∑
j=p+١

λjfj(z) = zp +
∞∑

j=p+١
λj

١)٢− α)ϵj
ψp(m,n, j, α, β)

zj



٣٧ NP(m,n, α, β) �زیررده�ی

داریم این�صورت در
∞∑

j=p+١
ψp(m,n, j, α, β)

∣∣∣∣∣ ١)٢− α)ϵj
ψp(m,n, j, α, β)

λj

∣∣∣∣∣ =
∞∑

j=p+١
١)٢− α)λj = ١)٢− α)

∞∑
j=p+١

λj

= ١)٢− α)(١− λp) ≤ ١)٢− α)

f(z) ∈ Ñ (m,n, α, β١) بنابراین
آنجایی�که از f(z) ∈ Ñ (m,n, α, β١) کنیم فرض عکس:

| aj |≤
١)٢− α)

ψp(m,n, j, α, β)
(j = p+ ١, p+ ٢, · · · ),

داریم: جایگذاری با
λj =

ψp(m,n, j, α, β)

١)٢− α)ϵj
aj (| ϵj |= ١)

و
λp = ١−

∞∑
j=p+١

λj

لذا
f(z) = λpfp(z) +

∞∑
j=p+١

λjfj(z).

و fp(z) = zpتوابع .٨.۴.٢ نتیجه

fj(z) = zp +
١)٢− α)ϵj

ψp(m,n, j, α, β)
zj (j = p+ ١, p+ ٢, ... | ϵj |= ١) (۵٩.٢)

هستند. Ñ (m,n, α, β١) رده بحرانی نقاط

زیرترتیب ٣.۴.٢
z = و µ > ٠ هر برای انگاه f ≺ g و تحلیلی U در g و fاگر لیتلوود) (٢زیرترتیب .٩.۴.٢ قضیه

داریم reiθ(٠ < r < ١)

∫ ٢π

٠
| f(z) |µ dθ ≤

∫ ٢π

٠
| g(z) |µ dθ

کرد. خواهیم استفاده قضیه ازاین ١٠.۴.٢ قضیه اثبات برای
٢Littlewood
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تحلیلی اگرتابع شده، (۵٨.٢)تعریف در fj(z) و f(z) ∈ Ñ (m,n, α, β١) کنید فرض .١٠.۴.٢ قضیه
باشد: زیر به�صورت w(z)

{w(z)}j−p =
ψp (m,n, j, α, β)

٢ (١− α) ϵj

∞∑
j=p+١

ajz
j−p (۶٠.٢)

٠ < r < ١ و z = reiθ برای آنگاه
∫ ٢π

٠
| f
(
reiθ
)
|µ dθ ≤

∫ ٢π

٠
| fj
(
reiθ
)
|µ dθ (µ > ٠)

که: دهیم نشان باید برهان.

∫ ٢π

٠

∣∣∣∣∣١+
∞∑

j=p+١
ajz

j−p

∣∣∣∣∣
µ

dθ ≤
∫ ٢π

٠

∣∣∣∣∣١+
٢ (١− α) ϵj

ψp (m,n, j, α, β)
zj−p

∣∣∣∣∣
µ

dθ

که: دهیم نشان است کافی لیتلوود، زیرترتیب قضیه کاربردن بابه

١+
∞∑

j=p+١
ajz

j−p ≺ ١+
٢ (١− α) ϵj

ψp (m,n, j, α, β)
zj−p

دادن باقرار

١+
∞∑

j=p+١
ajz

j−p = ١+
٢ (١− α) ϵj

ψp (m,n, j, α, β)
{w(z)}j−p

داریم:

{w(z)}j−p =
ψp (m,n, j, α, β)

٢ (١− α) ϵj

∞∑
j=p+١

ajz
j−p

داریم: (۵۶.٢) رابطه طبق بنابراین .w (٠) = ٠ که



٣٩ Nm,n(α, β) Msو
m,n(α, β) رده�ی

| {w(z)}j−p |=

∣∣∣∣∣ψp (m,n, j, α, β)

٢ (١− α) ϵj

∞∑
j=p+١

ajz
j−p

∣∣∣∣∣
≤ ψp (m,n, j, α, β)

٢ (١− α) | ϵj |

∞∑
j=p+١

| aj || z |j−p

≤| z |< ١.

شد. کامل قضیه اثبات

Nm,n(α, β) Msو
m,n(α, β)رده�ی ۵.٢

�کند: صدق زیر شرط در هرگاه ,Nm,n(αاست β) رده به متعلق f(z) تحلیلی تابع گوییم تعریف٢.۵.١.

Re

{
Dmf(z)

Dnf(z)

}
> β

∣∣∣∣∣Dmf(z)

Dnf(z)
− ١
∣∣∣∣∣+ α z ∈ U

. n ∈ N٠ ،m ∈ N ،β ≥ ٠ ،٠ ≤ α < ١ بعضی برای

�کند: صدق زیر شرط در Msهرگاه
m,n(α, β) رده به متعلق f(z) تحلیلی تابع گوییم .٢.۵.٢ تعریف

f(z) ∈ Ms
m,n(α, β) ⇐⇒ Dsf(z) ∈ Nm,n(α, β)

های رده بعلاوه .M٠
m,n(α, β) ≡ Nm,n(α, β) انگاه ،s = ٠ دهیم قرار ٢.۵.٢ تعریف در اگر

داریم: را زیر خاص

N٢,٠(α,٠) = K(α) و N١,٠(α,٠) = S∗(α)

اند. شده بررسی و مطالعه سیلورمن توسط که

معرفی Ms
m,n(α, β) و Nm,n(α, β) رده�ی در f(z) تابع برای را ضرایب نامساوی بخش این در

. M̃sاست
α,β(α, β) و Ñm,n(α, β) زیررده� دو شامل که می�کنیم
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�کند: صدق زیر شرط در و f(z) ∈ A کنید فرض .٣.۵.٢ قضیه
∞∑
j=٢

Ψ(m,n, j, α, β) | aj |≤ ١)٢− α) (۶١.٢)

که به�طوری

Ψ(m,n, j, α, β) =| jm − jn − αjn | +(jm + jn − αjn) + ٢β | jm − jn | (۶٢.٢)
f(z) ∈ Nm,n(α, β) انگاه ،n ∈ N٠ ،m ∈ N ،β ≥ ٠ ،٠ ≤ α < ١ که α بعضی برای

درست n ∈ N٠ ،m ∈ N ،β ≥ ٠ ،٠ ≤ α < ١ که α بعضی برای رابطه(۶١.٢) کنیم فرض برهان.
می�کنیم: تعریف زیر به�صورت F (z) تابع f(z) ∈ A برای باشد.

F (z) =
Dmf(z)

Dnf(z)
− β

∣∣∣∣∣Dmf(z)

Dnf(z)
− ١
∣∣∣∣∣− α.

دهیم: نشان است کافی

∣∣∣∣∣F (z)− ١
F (z) + ١

∣∣∣∣∣ < ١ (z ∈ U).

کنیدکه: F∣∣∣∣∣توجه (z)− ١
F (z) + ١

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣Dmf(z)− βeiθ | Dmf(z)−Dnf(z) | −αDnf(z)−Dnf(z)

Dmf(z)− βeiθ | Dmf(z)−Dnf(z) | −αDnf(z) +Dnf(z)

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣ −α +
∑∞

j=٢(j
m − jn − αjn)ajz

j−١ − βeiθ |
∑∞

j=٢(j
m − jn)ajz

j−١ |
(٢− α) +

∑∞
j=٢(j

m + jn − αjn)ajzj−١ − βeiθ |
∑∞

j=٢(j
m − jn)ajzj−١ |

∣∣∣∣∣
≤

α +
∑∞

j=٢ | jm − jn − αjn || aj || z |j−١ +β | e |iθ|
∑∞

j=٢ | jm − jn || aj || z |j−١

(٢− α)−
∑∞

j=٢(j
m + jn − αjn) | aj || z |j−١ −β | e |iθ

∑∞
j=٢ | jm − jn || aj || z |j−١

≤
α +

∑∞
j=٢ | jm − jn − αjn || aj | +β

∑∞
j=٢ | jm − jn || aj |

(٢− α)−
∑∞

j=٢(j
m + jn − αjn) | aj | −β

∑∞
j=٢ | jm − jn || aj |

اگر است کراندار فوق نامساوی
α +

∞∑
j=٢

| jm − jn − αjn || aj | +β
∞∑
j=٢

| jm − jn || aj |

≤ (٢− α)−
∞∑
j=٢

(jm + jn − αjn) | aj | −β
∞∑
j=٢

| jm − jn || aj |

شد. کامل اثبات لذا �است (۶١.٢) شرط با مساوی که



۴١ Nm,n(α, β) Msو
m,n(α, β) رده�ی

و f(z) ∈ A کنید فرض .۴.۵.٢ قضیه
∞∑
j=٢

jsΨ(m,n, j, α, β) | aj |≤ ١)٢− α), (۶٣.٢)

و m ∈ N ،β ≥ ٠ ،٠ ≤ α < ١ که α بعضی برای شده داده (۶٢.٢) در Ψ(m,n, j, α, β) که
.f(z) ∈ Ms

m,n(α, β) آنگاه ،n ∈ N٠

داریم برهان.
f(z) ∈ Ms

m,n(α, β) ⇐⇒ Dsf(z) ∈ Nm,n(α, β),

است. کامل اثبات قضیه٢.۵.٣ در jsaj با aj جایگذاری با

شود: زیرتعریف به�صورت f(z) اگرتابع .۵.۵.٢ مثال

f(z) = z +
∞∑
j=٢

٢)٢+ δ)(١− α)ϵj
(j + δ)(j + ١+ δ)Ψ(m,n, j, α, β)

zj = z +
∞∑
j=٢

Ajz
j

با
Aj =

٢)٢+ δ)(١− α)ϵj
(j + δ)(j + ١+ δ)Ψ(m,n, j, α, β)

است. Nm,n(α, β) رده به متعلق ، | ϵj |= و١ ϵj ∈ C ،β ≥ ٠ ،٠ ≤ α < ١ ، δ > −٢ برای
که: می�دانیم

∞∑
j=٢

Ψ(m,n, j, α, β) | Aj |≤
∞∑
j=٢

٢)٢+ δ)(١− α)

(j + δ)(j + ١+ δ)

=
∑

٢)٢+ δ)(١− α)
∞∑
j=٢

(
١

j + δ
− ١
j + ١+ δ

)
= ١)٢− α).

شود: زیرتعریف به�صورت f(z) اگرتابع .۶.۵.٢ مثال

f(z) = z +
∞∑
j=٢

٢)٢+ δ)(١− α)ϵj
js(j + δ)(j + ١+ δ)Ψ(m,n, j, α, β)

zj = z +
∞∑
j=٢

Bjz
j

با
Bj =

∞∑
j=٢

٢)٢+ δ)(١− α)ϵj
js(j + δ)(j + ١+ δ)Ψ(m,n, j, α, β)

,Mm,n(αاست. β) رده به متعلق ، | ϵj |= و١ ϵj ∈ C ،β ≥ ٠ ،٠ ≤ α < ١ ،δ > −٢ برای
می�شود: نتیجه f(z) تابع از

∞∑
j=٢

jsΨ(m,n, j, α, β) | Bj |≤
∞∑
j=٢

٢)٢+ δ)(١− α)

(j + δ)(j + ١+ δ)
= ١)٢− α).
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M̃s
m,n(α, β) و Ñm,n(α, β)روابط ١.۵.٢
می�شود: بررسی زیر موارد ۴.۵.٢ و ٣.۵.٢ درقضیه

Ñm,n(α, β) ⊂ Nm,n(α, β) M̃s
m,n(α, β) ⊂ Ms

m,n(α, β)

از: عبارتند که
f(z) = z +

∞∑
j=٢

ajz
j (۶۴.٢)

صدق M̃s
m,n(α, β) و Ñm,n(α, β) رده�های در به�ترتیب و(۶٣.٢) (۶١.٢) روابط ضرایب نامساوی

می�کند.

.٧.۵.٢ قضیه
Ñm,n(α, β٢) ⊂ Ñm,n(α, β١)

. ٠ ≤ β١ ≤ β٢ و β٢ و β١ بعضی برای

داریم: ٠ ≤ β١ ≤ β٢ ، β٢ و β١ بعضی برای برهان.
∞∑
j=٢

Ψ(m,n, j, α, β١)aj ≤
∞∑
j=٢

Ψ(m,n, j, α, β٢)aj (۶۵.٢)

.f(z) ∈ Ñm,n(α, β١) آنگاه f(z) ∈ Ñm,n(α, β٢) اگر بنابراین

می�آید. به�دست زیر نتیجه ٧.۵.٢ قضیه�ی از استفاده با

.٨.۵.٢ نتیجه
M̃s

m,n(α, β٢) ⊂ M̃s
m,n(α, β١) (۶۶.٢)

. ٠ ≤ β١ ≤ β٢ ،β٢ و β١ بعضی برای

پیچش نامساوی ٢.۵.٢
آنگاه f(z) ∈ Ñm,n(α, β)اگر .٩.۵.٢ لم

∞∑
j=p+١

aj ≤
١)٢− α)−

∑∞
j=٢Ψ(m,n, j, α, β)aj

Ψ(m,n, p+ ١, α, β)

داریم: ٣.۵.٢ قضیه طبق برهان.
∞∑

j=p+١
Ψ(m,n, j, α, β)aj ≤ ١)٢− α)−

p∑
j=٢

Ψ(m,n, j, α, β)aj.
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داریم: لم٢.۵.٩ و ۴.۵.٢ قضیه طبق است.لذا افزایشی تابعی j برای Ψ(m,n, j, α, β) بوضوح

Ψ(m,n, p+ ١, α, β)
∞∑

j=p+١
aj ≤ ١)٢− α)−

p∑
j=٢

Ψ(m,n, j, α, β)aj.

داریم: بنابراین
∞∑

j=p+١
aj ≤

١)٢− α)−
∑p

j=٢Ψ(m,n, j, α, β)aj

Ψ(m,n, p+ ١, α, β) = Aj

آنگاه f(z) ∈ Ñm,n(α, β)اگر .١٠.۵.٢ لم
∞∑

j=p+١
jaj ≤

١)٢− α)−
∑p

j=٢Ψ(m,n, j, α, β)aj

Ψ(m− ١, n− ١, p+ ١, α, β) = Bj.

آنگاه f(z) ∈ M̃s
m,n(α, β)اگر .١١.۵.٢ نتیجه

∞∑
j=p+١

aj ≤
١)٢− α)−

∑p
j=٢ j

sΨ(m,n, j, α, β)aj

(p+ ١)sΨ(m,n, p+ ١, α, β) = Cj.

و
∞∑

j=p+١
jaj ≤

١)٢− α)−
∑p

j=٢ j
sΨ(m,n, j, α, β)aj

(p+ ١)sΨ(m− ١, n− ١, p+ ١, α, β) = Dj.

| z |= r < ١ برای آنگاه ، f(z) ∈ Ñm,n(α, β) اگر .١٢.۵.٢ قضیه
r −

p∑
j=٢

aj | z |j −Ajr
p+١ ≤| f(z) |≤ r +

p∑
j=٢

aj | z |j +Ajr
p+١

و
١−

p∑
j=٢

jaj | z |j−١ −Bjr
p ≤| f ′

(z) |≤ ١+

p∑
j=٢

jaj | z |j +Bjr
p

شده�اند. داده ١٠.۵.٢ و ٩.۵.٢ لم�های در ترتیب به Bj و Aj که

٩.۵.٢ لم طبق | z |= r < ١ برای باشد.� شده داده (۶۴.٢) به�صورت f(z) تابع کنیم فرض برهان.
داریم:

| f(z) | ≤| z | +
p∑

j=٢
aj | z |j +

∞∑
j=p+١

aj | zj |

≤| z | +
p∑

j=٢
aj | z |j + | z |p+١

∞∑
j=p+١

aj

≤ r +

p∑
j=٢

aj | z |j +Ajr
p+١
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و

| f(z) | ≥| z | −
p∑

j=٢
aj | z |j −

∞∑
j=p+١

aj | zj |

≥| z | −
p∑

j=٢
aj | z |j − | z |p+١

∞∑
j=p+١

aj

≥ r −
p∑

j=٢
aj | z |j −Ajr

p+١

داریم: ١٠.۵.٢ لم طبق | z |= r < ١ برای بعلاوه

| f ′
(z) | ≤ ١+

p∑
j=٢

jaj | z |j−١ +
∞∑

j=p+١
jaj | z |j−١

≤ ١+

p∑
j=٢

jaj | z |j−١ + | z |p
∞∑

j=p+١
jaj

≤ ١+

p∑
j=٢

jaj | z |j−١ +Bjr
p

و

| f ′
(z) | ≥ ١−

p∑
j=٢

jaj | z |j−١ −
∞∑

j=p+١
jaj | z |j−١

≥ ١−
p∑

j=٢
jaj | z |j−١ − | z |p

∞∑
j=p+١

jaj

≥ ١−
p∑

j=٢
jaj | z |j−١ −Bjr

p

شد. کامل قضیه اثبات
آنگاه f(z) ∈ M̃s

m,n(α, β) اگر .١٣.۵.٢ قضیه
r −

p∑
j=٢

aj | z |j −Cjr
p+١ ≤| f(z) |≤ r +

p∑
j=٢

aj | z |j +Cjr
p+١

و
١−

p∑
j=٢

jaj | z |j−١ −Djr
p ≤| f ′

(z) |≤ ١+

p∑
j=٢

jaj | z |j +Djr
p

شده�اند. داده ١١.۵.٢ نتیجه طبق Dj و Cj که
می�آوریم. به�دست را نتیجه ١١.۵.٢ نتیجه و قضیه٢.۵.١٢ در اثبات مشابه برهان.
می�آوریم: به�دست را زیر نتایج ١٣.۵.٢ و ١٢.۵.٢ قضایا در p = ١ قراردادن با
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| z |= r < ١ برای آنگاه f(z) ∈ ˜Nm,n(α, β) اگر .١۴.۵.٢ نتیجه

r − ١)٢− α)

Ψ(m,n,٢, α, β)r
٢ ≤| f(z) |≤ r +

١)٢− α)

Ψ(m,n,٢, α, β)r
٢

و
١− ١)٢− α)

Ψ(m− ١, n− ١,٢, α, β)r ≤| f ′
(z) |≤ ١+

١)٢− α)

Ψ(m− ١, n− ١,٢, α, β)r

| z |= r < ١ برای آنگاه f(z) ∈ M̃s
m,n(α, β) اگر .١۵.۵.٢ نتیجه

r − ١)٢− α)

٢sΨ(m,n,٢, α, β)r
٢ ≤| f(z) |≤ r +

١)٢− α)

٢sΨ(m,n,٢, α, β)r
٢

و
١− ١)٢− α)

٢sΨ(m− ١, n− ١,٢, α, β)r ≤| f ′
(z) |≤ ١+

١)٢− α)

٢sΨ(m− ١, n− ١,٢, α, β)r

بحرانی نقاط ٣.۵.٢
نقاط این می�کند. بحرانی ازمسائل بسیاری حل به قادر را ما F ارز تک توابع از از بحرانی نقاط تعیین

هستند. M̃s
m,n(α, β) و Ñm,n(α, β) رده�ها�ی در بحرانی

و f١(z) = z کنید فرض .١۶.۵.٢ قضیه
fj(z) = z +

١)٢− α)

Ψ(m,n, j, α, β)
zj (j = ٢,٣, . . .)

f(z) تابع اگر فقط و اگر f ∈ Ñm,n(α, β) آنگاه می�شود، تعریف ۶٢.٢ طبق Ψ(m,n, j, α, β) که
�شود: بیان زیر به�صورت

f(z) =
∞∑
j=١

λjfj(z),

.∑∞
j=١ λj = ١ و λj > ٠ که

کنیم فرض برهان.
f(z) =

∞∑
j=١

λjfj(z) = z +
∞∑
j=٢

λj
١)٢− α)

Ψ(m,n, j, α, β)
zj.

داریم: این�صورت در
∞∑
j=٢

Ψ(m,n, j, α, β)
١)٢− α)

Ψ(m,n, j, α, β)
λj

=
∞∑
j=٢

١)٢− α)λj = ١)٢− α)
∞∑
j=٢

λj = ١)٢− α)(١− λ١) < ١)٢− α)
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. f(z) ∈ Ñm,n(α, β) داریم Ñm,n(α, β) رده�ی تعریف طبق لذا

آنجایی�که از .f ∈ Ñm,n(α, β) کنیم فرض عکس:
aj ≤

١)٢− α)

Ψ(m,n, j, α, β)
(j = ٢,٣, . . .),

داریم: جایگذاری با
λj =

Ψ(m,n, j, α, β)

١)٢− α)
aj

و
λ١ = ١−

∞∑
j=٢

λj

بنابراین
f(z) =

∞∑
j=١

λjfj(z).

و g١(z) = (z) کنید فرض .١٧.۵.٢ نتیجه
gj(z) = z +

١)٢− α)

jsΨ(m,n, j, α, β)
zj (j = ٢,٣, . . .)

باشد: زیر به�صورت اگر فقط و اگر g ∈ M̃s
m,n(α, β) آنگاه

g(z) =
∞∑
j=١

λjgj(z),

∑∞
j=١ λj = ١ و λj > ٠ که

و f١(z) = z توابع .١٨.۵.٢ نتیجه
fj(z) = z +

١)٢− α)

Ψ(m,n, j, α, β)
zj (j = ٢,٣, . . .).

هستند. Ñm,n(α, β) رده بحرانی نقاط
و g١(z) = z توابع .١٩.۵.٢ نتیجه

gj(z) = z +
١)٢− α)

jsΨ(m,n, j, α, β)
zj (j = ٢,٣, . . .).

هستند. M̃s
m,n(α, β) رده بحرانی نقاط

انتگرال میانگین نامساوی ۴.۵.٢
می�کنیم. استفاده تعاریف این از ما و شده بررسی و تعریف [١٨] و [١١] درمراجع زیر، تعاریف مشتقکسری
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می�کنیم: تعریف زیر به�صورت f(z) تابع برای λ ازمرتبه کسری مشتق .٢٠.۵.٢ تعریف

Dλ
z f(z) =

١
Γ(١− λ)

d

dz

∫ z

٠

f(ξ)

(z − ξ)λ
dξ (٠ ≤ λ < ١) (۶٧.٢)

می�شود. وصل مبدا به z مختلط درناحیه و تحلیلی، f(z) تابع که

به f(z) تابع برای (p + λ) ازمرتبه کسری مشتق تعریف٢.۵.٢٠، فرضیات داشتن با .٢١.۵.٢ تعریف
می�کنیم: تعریف زیر صورت

Dp+λ
z f(z) =

dp

dzp
Dλ

z f(z)

داریم: ٢٠.۵.٢ تعریف به توجه با و p ∈ N٠ = N ∪ {٠} و ٠ ≤ λ < ١ که
Dλ

z z
k =

Γ(k + ١)
Γ(k − λ+ ١)z

k−λ (٠ ≤ λ < ١).

می�پردازیم. [٧] لیتلوود زیرترتیب قضیه و تحلیلی توابع بین زیرترتیب مفهوم بررسی به ما بعلاوه
و باشد Ñm,n(α, β) رده� به متعلق و (۶۴.٢) طبق f(z) تحلیلی تابع کنید فرض .٢٢.۵.٢ قضیه

∞∑
j=٢

(j − p)p+١aj ≤
١)٢− α)Γ(k + ١)Γ(٣− λ− p)

Ψ(m,n, k, α, β)Γ(k + ١− λ− p)Γ(٢− p)

٠ ≤ λ < ١ ، ٠ ≤ p ≤ ٢ بعضی برای
می�شوند: تعریف زیر به�صورت fk(z) تابع و (j − p)p+١ نماد طوری�که به

(j − p)p+١ = (j − p)(j − p+ ١) . . . j.

fk(z) = z +
١)٢− α)

Ψ(m,n, k, α, β)
zk (k ≥ ٢). (۶٨.٢)

باشد: موجود زیر تحلیلی تابع اگر

{w(z)}k−١ = Ψ(m,n, k, α, β)Γ(k + ١− λ− p)

١)٢− α)Γ(k + ١)

×
∞∑
j=٢

(j − p)p+١
Γ(j − p)

Γ(j + ١− λ− p)
ajz

j−١,
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داریم: µ > ٠ و (٠ < r < ١) که z = reiθ برای آنگاه
∫ ٢π

٠
| Dp+λ

z f(z) |µ dθ ≤
∫ ٢π

٠
| Dp+λ

z fk(z) |µ dθ (۶٩.٢)
داریم: ٢١.۵.٢ تعریف در (٢١.۵.٢) رابطه کسری مشتق طبق برهان.

Dp+λ
z f(z) =

z١−λ−p

Γ(١− λ− p)

١+
∞∑
j=٢

Γ(٢− λ− p)Γ(j + ١)
Γ(j + ١− λ− p)

ajz
j−١


=

z
١−λ−p

Γ(٢− λ− p)

١+
∞∑
j=٢

Γ(٢− λ− p)(j − p)p+١Φ(j)ajz
j−١


که

Φ(j) =
Γ(j − p)

Γ(j + ١− λ− p)
.

داریم: لذا است j از نزولی تابع Φ(j) آنجایی�که از

٠ < Φ(j) ≤ Φ(٢) = Γ(٢− p)

Γ(٣− λ− p)
(٠ ≤ λ < ١ ;٠ ≤ p ≤ ٢ ≤ j)

می�آوریم: به�دست (٩.۴.٢) و (٢١.۵.٢) روابط طبق مشابه طور به

Dp+λ
z fk(z) =

z١−λ−p

Γ(٢− λ− p)

{
١+

١)٢− α)Γ(٢− λ− p)Γ(k + ١)
Ψ(m,n, k, α, β)Γ(k + ١− λ− p)

zk−١
}

دهیم: نشان است کافی ٠ < r < ١ ،z = reiθ برای

∫ ٢π

٠

∣∣∣∣∣١+
∞∑
j=٢

Γ(٢− λ− p)(j − p)p+١Φ(j)ajz
j−١

∣∣∣∣∣
µ

dθ

≤
∫ ٢π

٠

∣∣∣∣∣١+
١)٢− α)Γ(٢− λ− p)Γ(k + ١)
Ψ(m,n, k, α, β)Γ(k + ١− λ− p)

zk−١

∣∣∣∣∣
µ

dθ (µ > ٠).

دهیم: نشان است کافی لیتلوود، زیرترتیبی قضیه کاربردن به با بنابراین

١+
∞∑
j=٢

Γ(٢− λ− p)(j − p)p+١Φ(j)ajz
j−١

≺ ١+
١)٢− α)Γ(٢− λ− p)Γ(k + ١)
Ψ(m,n, k, α, β)Γ(k + ١− λ− p)

zk−١.



۴٩ Nm,n(α, β) Msو
m,n(α, β) رده�ی

قراردادن با

١+
∞∑
j=٢

Γ(٢− λ− p)(j − p)p+١Φ(j)ajz
j−١

= ١+
١)٢− α)Γ(٢− λ− p)Γ(k + ١)
Ψ(m,n, k, α, β)Γ(k + ١− λ− p)

{w(z)}k−١

داریم:

{w(z)}k−١ = Ψ(m,n, k, α, β)Γ(k + ١− λ− p)

١)٢− α)Γ(k + ١)

∞∑
j=٢

(j − p)p+١Φ(j)ajz
j−١

داریم: w(٠) = ٠ جایگذاری با لذا

| w(z) |k−١ =

∣∣∣∣∣Ψ(m,n, k, α, β)Γ(k + ١− λ− p)

١)٢− α)Γ(k + ١)

∞∑
j=٢

(j − p)p+١Φ(j)ajz
j−١

∣∣∣∣∣
≤ Ψ(m,n, k, α, β)Γ(k + ١− λ− p)

١)٢− α)Γ(k + ١)

∞∑
j=٢

(j − p)p+١Φ(j)aj | z |j−١

≤| z | Ψ(m,n, k, α, β)Γ(k + ١− λ− p)

١)٢− α)Γ(k + ١) Φ(٢)
∞∑
j=٢

(j − p)p+١aj

=| z | Ψ(m,n, k, α, β)Γ(k + ١− λ− p)

١)٢− α)Γ(k + ١)
Γ(٢− p)

Γ(٣− λ− p)

∞∑
j=٢

(j − p)p+١aj

≤| z |< ١

داریم. را زیر نتایج ٢٢.۵.٢ قضیه�ی در p = ٠ دادن قرار با و ٢٢.۵.٢ قضیه�ی فرضیات به توجه با

و است Ñm,n(α, β) رده� به متعلق و (۶۴.٢) طبق f(z) تحلیلی تابع کنید فرض .٢٣.۵.٢ نتیجه
∞∑
j=٢

jaj ≤
١)٢− α)Γ(k + ١)Γ(٣− λ)

Ψ(m,n, k, α, β)Γ(k + ١− λ)

باشد: زیر صورت به w(z) تحلیلی تابع و (۶٨.٢) طبق fk(z) اگر هم�چنین . ٠ ≦ λ < ١ برای

{w(z)}k−١ = Ψ(m,n, k, α, β)Γ(k + ١− λ)

١)٢− α)Γ(k + ١)

∞∑
j=٢

Γ(j + ١)
Γ(j + ١− λ)

ajz
j−١,

داریم ٠ < r < ١ و z = reiθ برای آنگاه
∫ ٢π

٠
| Dλ

z f(z) |µ dθ ≤
∫ ٢π

٠
| Dλ

z fk(z) |µ dθ



ارز تک توابع از رده�هایی زیر و رده� بر سالاگان عملگر بررسی ۵٠

و است M̃s
m,n(α, β) رده به متعلق و (۶۴.٢) طبق f(z) تحلیلی تابع کنید فرض .٢۴.۵.٢ نتیجه
∞∑
j=٢

(j − p)p+١aj ≤
١)٢− α)Γ(k + ١)Γ(٣− λ− p)

ksΨ(m,n, k, α, β)Γ(k + ١− λ− p)Γ(٢− p)

به�صورت w(z) تحلیلی تابع و gk(z) تابع اگر هم�چنین . ٠ ≤ λ < ١ ،٠ ≤ p ≤ ٢ بعضی برای
باشند: زیر

gk(z) = z +
١)٢− α)

ksΨ(m,n, k, α, β)
zk, (k ≥ ٢). (٧٠.٢)

{w(z)}k−١ = ksΨ(m,n, k, α, β)Γ(k + ١− λ− p)

١)٢− α)Γ(k + ١)

×
∞∑
j=٢

(j − p)p+١
Γ(j − p)

Γ(j + ١− λ− p)
ajz

j−١,

داریم: µ > ٠ و (٠ < r < ١) که z = reiθ برای آنگاه
∫ ٢π

٠
| Dp+λ

z f(z) |µ dθ ≤
∫ ٢π

٠
| Dp+λ

z gk(z) |µ dθ

می��آید. به�دست زیر نتیجه ٢۴.۵.٢ نتیجه در p = ٠ جایگذاری با
و است M̃s

m,n(α, β) رده� به متعلق و (۶۴.٢) طبق f(z) تحلیلی تابع کنید فرض .٢۵.۵.٢ نتیجه
∞∑
j=٢

jaj ≤
١)٢− α)Γ(k + ١)Γ(٣− λ)

ksΨ(m,n, k, α, β)Γ(k + ١− λ)

زیر به�صورت w(z) تحلیلی تابع و (٧٠.٢) طبق gk(z) تابع اگر همچنین ،٠ ≤ λ < ١ بعضی برای
�باشد:

{w(z)}k−١ = ksΨ(m,n, k, α, β)Γ(k + ١− λ)

١)٢− α)Γ(k + ١)

∞∑
j=٢

Γ(j + ١)
Γ(j + ١− λ)

ajz
j−١,

داریم: µ > ٠ و (٠ < r < ١) که z = reiθ برای آنگاه
∫ ٢π

٠
| Dλ

z f(z) |µ dθ ≤
∫ ٢π

٠
| Dλ

z gk(z) |µ dθ.

گیری: نتیجه

است. شده مطالعه [۴] اوا و اکر توسط که N١(m,n, α, β) = Nm,n(α, β) (١

است. شده [١۶]مطالعه سیلورمن توسط ,٢,١)N١که α,٠) = K(α) ,١,٠)N١و α,٠) = S∗(α) (٢

است. شده مطالعه [١۶] سیلورمن توسط که N٢,١(α,٠) = K(α) و N١,٠(α,٠) = S∗(α) (٣
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Aabstract

Salagean operator is defined by:

D0f(z) = f(z)

D1
λf(z) = Dλf(z) = (1− λ)f(z) + λzf

′
(z)

Dm
λ f(z) = Dλ(D

m−1
λ f(z)) λ > 0

by using the Salagean oprator on subclasses:
Sn(β) , Rm(λ, α) , Nm,n(α, β) ,Ms

m,n(α, β) and N (m,n, α, β),
we can find extrem points and bound for | f(z) |, | f ′

(z) |.
Keywords: Analytic function, Starlike function, Subordinate, Univalent function.
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