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چکیده

آنها پايداري تحلیل و کسری مرتبه مشتق با متناوب خطی -زمانی گسسته سیستمهای رساله، این در
باشد. می مرحله هر در افزایشی تاخیر با سیستم یک کسری مرتبه سیستم یک گيرد. مي قرار بررسي مورد
ها تاخیر بودن دلخواه علت به است. نشده انجام کنون تا آنها اصلی شکل در سیستمها از رده این کنترل
بیافتد. اتفاق تقریبا کسری مشتقات مزایای با سیستم که بگیریم نظر در ای گونه به را شرایط توانیم می
خواهد منجر بزرگ بسیار ماتریسی ابعاد با سیستم به متناوب، استاندارد سیستم به تاخیری سیستم تبدیل
این پایداری داشت. خواهد همراه به را زیادی مشکلات سازی پایدار معمول روشهای از استفاده که شد
ابعاد به توجه با است. گرفته قرار بررسی مورد حالت پسخورد های ماتریس از استفاده با سیستمها از رده
ی ساز پایدار عملیات خطای کاهش در ویژه مقادیر جزیی تخصیص استاندارد، سیستم ماتریسهای بزرگ
و خطی پارامتری شکل نتیجه در و نیست یکت حالت پسخورد ماتریسهای همچنین دارد. بسزایی تاثیر
از رده این پایدارسازی برای ویژه مقادیر تخصیص است. گرفته قرار بررسی مورد ماتریسها این خطی غیر
گرفت. خواهد قرار بررسی مورد باشد داشته را نرم مینیمم زمانی، بهینه کنترلگر که هدف این با سیستمها

شود. می اثبات و ارائه نیز مثبت سیستمهای پایداری برای ارز هم شرایط

متناوب، سیستمهای کسری، مرتبه مشتقات ویژه، مقادیر تخصیص پایداری، کنترل، کلیدی: کلمات
زمانی. گسسته خطی،
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١ فصل

پیشگفتار

،١٣ ،۵] کرده پیدا دینامیکی سیستمهای در فراوانی کاربردهای اخیر های دهه در کسری مرتبه مشتقات
مشتق سیستم .[٨ است[٣، شده ارائه آنها پذیری کنترل و پایداری مورد در زیادی مقالات و [٢٧ ،٢٢

بگیرید[١١] نظر در را زیر زمانی گسسته خطی متناوب کسری مرتبه

∆αxk+١ = Akxk +Bkuk (١.١)

مقادیر که کنیم پیدا گونه�ای به� را متناوب حالت پسخورد کنترل�گر ماتریس باید سیستم این پایداری برای
مختلط صفحه�ی از شده تعیین پیش از و معین محدوده�ای داخل در بسته، حلقه ای دوره ماتریس ویژه�ی
با سیستم یک به ∆α تعریف از استفاده با (١.١) متناوب کسری مرتبه سیستم ابتدا یعنی گیرند. قرار
افزایشی زمانی تاخیر سیستم ، عملی پایداری بحث از استفاده با سپس و تبدیل افزایشی زمانی تاخیر
افزوده، ماتریسهای گرفتن نظر در با .[١۶ شود[١۵، می تبدیل ثابت زمانی تاخیر سیستم به نامحدود و
مباحث بررسی شود[٢٣]. می تبدیل بزرگ ابعاد با گسسته خطی متناوب سیستم یک به (١.١) سیستم
در اند. شده بررسی زیر مقالات در مختلفی روشهای به متناوب سیستمهای کنترل و پایداری به مربوط
کنترل ١٩٨۵ سال در و [٢۴] گسسته متناوب سیستمهای ویژه مقادیر تخصیص مساله ١٩٨٠ سال
پسخورد ماتریسهای توسط آنها ویژه مقادیر تخصیص ١٩٨٩ سال در و [٢] پذیری مشاهده و پذیری
گسسته خطی متناوب سیستمهای کنترل مساله ١٩٩۴ و ١٩٩٣ سال در شد[١]. ارائه گسسته متناوب
٢٠١٠ سال در .[٢٩ شد[٢٨، انجام یافته تعمیم شور تجزیه روش به آنها پايداري تحلیل و -زمانی
شد[٢۵]. ارائه ناکارامد و پیچیده بسیار روشی به سیستمها از دسته این خطی غیر پارامتری تخصیص
است. شده ارائه متفاوت روشی به گسسته خطی متناوب سیستم ویژه مقادیر تخصیص رساله این در

تواند نمی [٢٨ ،٢۵] ویژه مقادیر تخصیص معمول روشهای آمده، بدست سیستم بزرگ ابعاد به توجه با
در تواند می ویژه مقادیر جزئی تخصیص و آورد می وجود به سیستم در را زیادی خطای و باشد جوابگو

کند[۶]. زیادی کمک سیستم ابعاد کاهش
ماتریس سازی پارامتری گرفته، قرار نویسندگان از بسیاری توجه قابل اخیر، دهه چند در که ای مسأله
حائز جهت بدین مسأله این .[٢١ ،٢٠ ،١٨ باشد[١٧، می آن نرم کردن کمینه مساله و حالت پسخورد
موارد بسیاری در و کمتر هزینه قطعا کمینه، نرم با خورد پس ماتریس آوردن دست به که است اهمیت

١



پیشگفتار٢ .١

ارائه ژنتیک الگوریتم توسط را پسخورد ماتریس نرم سازی مینیمم روش دارد. نیاز کمتر وقت به حتی
.[١۴ شد[٩، خواهند بررسی دهند می رخ فیزیکی مسائل اکثر در که نیز مثبت سیستمهای داد. خواهیم

.
است زیر شرح به نامه پایان این کلی ساختار

است. شده آورده کسری مرتبه مشتقات و خطی جبر از مقدماتی تعاریف رساله این اول فصل در •

گسسته خطی استاندارد سیستمهای پایداری و پذیری کنترل قضایای و تعاریف به دوم فصل در •
کنترل قضایای و تعاریف به سپس و پردازیم می آنها حالت پسخورد ماتریس یافتن چگونگی و

پرداخت. خواهیم متناوب سیستمهای پایداری و پذیری

توسط را سیستمها از رده این کنترل و تعریف را متناوب کسری مرتبه سیستمهای سوم، فصل در •
کاهش باعث که ویژه مقادیر تخصیص سپس و کنیم می بررسی متناوب حالت پسخورد ماتریسهای

شود. می بیان شود می پسخورد ماتریس بعد

خورد پس ماتریس محاسبه برای خطی غیر و خطی پارامتری پسخورد ماتریسهای چهارم فصل در •
در و شود ممکن مقدار کمترین آن نرم که ای گونه به شده، آورده مختلف های سیستم در حالت
با خطی غیر پارامتری حالت خورد پس ماتریس محاسبه برای ژنتیک الگوریتم از آن از بخشی

است. شده استفاده نرم مینیمم



٢ فصل

مقدماتی نمادهای و تعاریف

مقدمه ١.٢

ویژه مقدار و آنها مهم های تجزیه و ماتریسها از نیاز مورد قضایای و تعاریف به فصل این اول قسمت در
کسری مرتبه مشتقات تعریف برای نیاز مورد مهم توابع بعد قسمت در پرداخت. خواهیم آنها ویژه بردار و
آنها اهمیت و کسری مشتقات انواع تعریف به سپس ایم. کرده بیان را آنها به مربوط قضایای اثبات و

کنیم. می بررسی را تابع چند کسری مشتق و کرده بیان را کدام هر برتری و ایم پرداخته

خطی جبر از مقدماتی ٢.٢

این قضایای و تعاریف تمامی می�پردازیم. جبر�خطی از قضایا و تعاریف مفاهیم، برخی به قسمت این در
است. شده استخراج [٧] از قسمت

مشخصه معادله و ویژه بردار و ویژه مقدار ١.٢.٢

در نگاشتی صورت به توان می را سیستم این بگیرید. نظر در را An×nXn×١ = bn×١ معادلات دستگاه
مواردی ها نگاشت این در کند. می تبدیل b بردار به را X بردار که گرفت، نظر در Rn برداری فضای
به b دیگر عبارت به شود. می حفظ آن امتداد و دهد می تغییر را X بردار ی اندازه تنها که دارد وجود
می تعریف زیر صورت به حاصل نگاشت صورت این در شود. می تعریف X بردار از مضربی صورت

شود.
AX = λX

را λi ثابت ضرایب و An×n ماتریس ویژه بردارهای را دارند خاصیتی چنین که صفر غیر xi بردارهای
شود می بیان زیر صورت به مشخصه ای جمله چند گویند. An×n ماتریس ویژه مقادیر

| λI − A |= λn + C١λ
n−١ + · · ·+ Cn−١λ+ Cn



مقدماتی۴ نمادهای و تعاریف .٢

تاست. n تعدادشان که بود خواهند ویژه مقادیر همان مشخصه ای جمله چند های ریشه
ضرایب با ای جمله چند یک | λI − A |= ٠ مشخصه معادله An×n حقیقی ماتریس برای نکته١:

است. α± iβ مختلط فرم به یا حقیقی صورت به ویژه مقادیر کلیه بنابراین است. حقیقی
α مانند صفر مخالف اسکالر هر برای آنگاه باشد، A ماتریس برای ویژه بردار یک vi بردار اگر :٢ نکته

بود. خواهد آن برای ویژه بردار یک نیز αvi حاصل
λk صورت این در باشد، آن نظیر ویژه بردار V بردار و A ماتریس برای ویژه مقدار یک λ اگر :٣ نکته

بود. خواهد نظیر ویژه بردار با متناظر Ak ماتریس برای ویژه مقدار یک نیز
محاسبه قابل زیر صورت به ماتریس اثر و دترمینان λ١, λ٢, · · · , λn ویژه مقادیر با An×n ماتریس برای

است

| A |= λ١λ٢ · · ·λn,

trace(A) = λ١ + λ٢ + · · ·+ λn.

خواهد A−١ ماتریس برای ویژه مقدار یک λ−١
i باشند، Aماتریس برای ویژه مقدار یک λi اگر :۴ نکته

بود.
ویژه مقادیر همان اصلی قطر روی عناصر مثلثی پایین و مثلثی بالا قطری، های ماتریس در :۵ نکته

هستند. ماتریس

باشد موجود T ∈ Rn×n نامنفرد ماتریس هرگاه هستند متشابه B و A ماتریس دو .١.٢.٢ تعریف
بطوریکه

T−١AT = B

هستند. یکسان متشابه ماتریس دو ویژه مقادیر نکته:

ماتریسی های تجزیه برخی ٢.٢.٢

جردن کانونیکال فرم به تواند می A ∈ Rn×n ماتریس [٧]هر (١ جردن کانونیکال (فرم .٢.٢.٢ قضیه
که دارد وجود T ∈ Cn×n نامنفرد ماتریس یعنی شود. تبدیل

T−١AT =


J١ ٠ . . . ٠
٠ J٢ . . . ٠
... ... . . . ...
٠ ٠ . . . Jr


١Jordan canonical form



خطی۵ جبر از مقدماتی .٢.٢

شود می تعریف زیر بصورت و می�باشد λi با متناظر جردن های ماتریس Ji های ماتریس

Ji =



λi ١ ٠ ٠ . . . ٠
٠ λi ١ ٠ . . . ٠
... ... . . . ... ... ...
٠ ٠ . . . ٠ λi ١
٠ ٠ . . . ٠ ٠ λi


است. λi با متناظر خطی مستقل ویژه بردارهای تعداد با برابر Ji بعد و

عبارت An×m ماتریس تکین مقادیر باشند ATA متقارن ماتریس ویژه مقادیر ها λi اگر .٣.٢.٢ تعریف
از است

σi =
√

λi

آنگاه باشد. rank(A) = r و A ∈ Rm×n کنید [٧]فرض (٢ تکین مقدار (تجزیه .۴.٢.٢ قضیه
که طوری به دارند وجود V ∈ Rn×n و U ∈ Rm×m متعامد ماتریس�های

A = U

[
Σ ٠
٠ ٠

]
V T

که طوری به

Σ = diag(σ١, . . . σr)

σ١ ⩾ σ٢ ⩾ · · · ⩾ σr > ٠ (١.٢)

شکل به می�تواند A ∈ Rm×n ماتریس [٧]هر .۵.٢.٢ قضیه
A = QR

می�باشد. مثلثی بالا R و یکه متعامد Q آن در که شود تجزیه

دارد وجود Q متعامد ماتریس آنگاه ،A ∈ Rn×n کنید فرض [٧] (٣ حقیقی شور (تجزیه .۶.٢.٢ قضیه
که طوری به

QTAQ =


R١١ R١٢ . . . R١k

٠ R٢٢ . . . R٢k
... ... . . . ...
٠ ٠ . . . Rkk


با ٢ × ٢ یا و حقیقی ویژه مقدار یک با ١ × ١ یا آن Rii بلوک هر و است مثلثی بالا بلوکی فرم

می�باشد. A مختلط ویژه مقادیر زوج

٢ Singular value decomposition
٣ Real schur decomposition



مقدماتی۶ نمادهای و تعاریف .٢

بگيريد. نظر در را i = ٠ · · ·N − ١, Ai ماتريسهاي [٧] (۴ یافته تعمیم شور (تجزیه .٧.٢.٢ قضیه
كه دارد وجود i = ٠ · · ·N − ١, Ti يكانی ماتريسهاي

Ã٠ = T ∗
١A٠T٠

Ã١ = T ∗
٢A١T١

...

ÃN−١ = T ∗
٠AN−١TN−١

باشد. Tiمي ماتريس مزدوج ترانهاده T ∗
i و باشد مي مثلثي بالا Ãi ماتريسهاي كه

ماتریس نرم ٣.٢.٢

باشد زیر خواص دارای هرگاه گوییم ماتریسی نرم یک را ∥ . ∥: Rm×n −→ R+ ∪ {٠} نگاشت

.A = ٠ اگر، فقط و اگر ∥ A ∥= ٠ و A ∈ Rm×n ازای به ∥ A ∥⩾ ٠ .١

.A ∈ Rm×n و α ∈ A ازای به ∥ αA ∥=| α |∥ A ∥ .٢

.∥ A+B ∥⩽∥ A ∥ + ∥ B ∥ داریم A,B ∈ Rm×n ازای به .٣

نرم .٨.٢.٢ تعریف

∥ A ∥F=

√√√√ n∑
i,j=١
∥ aij ∥٢ = tr(AAH)

می�شود. نامیده Cn×n در اقلیدسی) (نرم فروبینوس نرم یک

تابع باشد، برداری نرم یک ∥ . ∥ کنید، فرض .٩.٢.٢ تعریف

∥ A ∥= Sup
∥ Ax ∥
∥ x ∥

∥ x ∦= ٠

می�شود. نامیده طبیعی ماتریسی نرم یک

می�شوند تعریف زیر صورت به بی�نهایت نرم و یک نرم

∥ A ∥١= max
n∑

i=١
| aij | ١ ⩽ j ⩽ n,

∥ A ∥∞= max
n∑

j=١
| aij | ١ ⩽ i ⩽ n.

۴ Generized schur decomposition



کسری٧ مرتبه مشتقات .٣.٢

کسری مرتبه مشتقات ٣.٢

مقدمه ١.٣.٢

داد قرار توان می dn

dxn مشتق تعریف در که پرسید ۶ لایبنیتز از ای نامه در ۵ هوپیتال ١۶٩۵ سال در
شود؟” می استنتاج نتایجی چه آشکاریست. ”پارادوکس نوشت: پاسخ در لایبنیتز خیر؟ یا n = ١

٢

مشتقات موضوع نیز ٧ اویلر ١٧٧٠ سال در باشد. می کسری مرتبه مشتقات شروع نقطه سوال این
دیفرانسیل عملگرهای مرتبه قانون ٨ لاگرانژ ١٧٧٢ سال در داد. قرار خود توجه مورد را کسری مرتبه
سال در نیز ٩ لاپلاس کرد. کمک کسری مرتبه مشتق حساب به مستقیم غیر بطور و داد گسترش را
١٨٢٢ سال در ١٠ فوریه همچنین کرد. تعریف را کسری مرتبه مشتقات انتگرال، مفهوم تعریف با ١٨١٢
توسط مبحث این روی جدی تحقیقات اولین اما کرد. بیان دلخواه مرتبه هر برای را کسری مرتبه مشتقات
تا ١٨۶٨ های سال در موضوع همین در را مقاله چندین نیز ١٢ لتنیکوف شد. انجام ١١ ریمان-لیوویل
در صحیح مشتقات از بتواند تا کرد اصلاح را لیوویل ریمان- تعریف ١٣ کاپوتو رسانید. چاپ به ١٨٧٢
بتواند که کرد بازنویسی طوری را مشتق تعریف ١۴ کولووانکار ١٩٩۶ سال در کند. استفاده اولیه نقاط
می معمولی مشتقات از تعمیمی کسری مرتبه مشتقات بگیرد. مشتق نیز پذیر مشتق جا هیچ توابع از
مشتقات با معادلات اهمیت یافت. توسعه بیستم قرن در مشتق تعریف این های نظریه بیشتر و باشند
محاسبه برای یعنی می�باشد. دلخواه نقطه یک از قبل نقاط تمام به وابسته که است این کسری مرتبه
می�گردد. لحاظ محاسبات در نیز xi از قبل نقاط اطلاعات ،xi نقطه در کسری انتگرال یا مشتق مقدار
اطلاعات تمامی از که سیستم حافظه خاصیت آوردن فراهم علت به کسری مشتق مرتبه با سیستمهای
مرحله هر در باشد. گذار تاثیر بسیار سیستم خطای کاهش در تواند می کند می استفاده سیستم قبلی
باشد وابسته سیستم شروع از بیشتری نقاط به سیستم چه هر که آید می بوجود ناخواسته خطای مقداری
رابطه از کسری مشتقات توسط کیفیت افزایش از ای نمونه کند. می رشد کمتر ناخواسته خطای این

آید. می بدست آن مشتق و f(x) تابع لاپلاس تبدیل در s توان بین مستقیم
: [۵] از عبارتند کسری مشتق های کاربرد مهمترین

نسبی پایداری و پایدار حالت خطای کاهش و پاسخ سرعت افزایش -١
اختلال. به نسبت حساسیت افزایش -٢

پدیده سازی مدل با بیشتری سازگاری کسری مرتبه مشتقات با معادلات که رود می انتظار ترتیب بدین

۵Hopital
۶Leibniz
٧Euler
٨Ragrange
٩Laplace

١٠fourier
١١Riemann-Lioville
١٢Letnikov
١٣Caputo
١۴kolvankar



مقدماتی٨ نمادهای و تعاریف .٢

مورد نیز اقتصادی و پزشکی مهندسی، های پژوهش از بسیاری در اخیر سال چند در و باشند داشته ها
. [١٣ ،۵] است گرفته قرار استفاده

و مثبت اعداد همه برای که باشد می فاکتوریل تابع از تعمیمی گاما تابع (١۵ گاما (تابع .١.٣.٢ تعریف
شود می بیان زیر صورت به و شده تعریف صحیح غیر منفی اعداد

Γ(x) =

∫ ∞

٠
tx−١e−tdt (٢.٢)

از اند عبارت گاما تابع ازخصوصیات برخی

Γ(x+ ١) = xΓ(x)⇔ Γ(x) =
Γ(x+ ١)

x
,

Γ(١) = ١,Γ(٠) = Γ(−n) = ±∞, n ∈ N ,

Γ(n+ ١) = n!, n ∈ N,Γ(٠٫ ۵) =
√
π ,

Γ(x)Γ(١− x) =
π

sin(πx)
,٠ ≤ x ≤ ١

شود می تعریف زیر صورت به بتا تابع (١۶ بتا (تابع .٢.٣.٢ تعریف

B(p, q) =

∫ ١

٠
(١− t)p−١tq−١dt = B(q, p)

آید می بدست زیر صورت به بتا تابع و گاما تابع بین رابطه [١٣] .٣.٣.٢ قضیه

B(p, q) =
Γ(p)Γ(q)

Γ(p+ q)

از است عبارت ١٧ تلفیقی(کانولوشن) انتگرال .۴.٣.٢ تعریف

f(t)⊗ g(t) =

∫ t

٠
f(τ)g(τ − t)dτ

از است عبارت کسری مرتبه ای جمله دو بسط .۵.٣.٢ تعریف

(١+ x)α =
∞∑
k=٠

(
α

k

)
xk

)و
α

k

)
=

Γ(α + ١)
Γ(α− k + ١)Γ(k + ١)

١۵Gamma function
١۶Beta function
١٧Convolution



کسری٩ مرتبه مشتقات .٣.٢

کسری مرتبه مشتق مختلف تعاریف ٢.٣.٢

از یک هر توان می سادگی به که دارد وجود α>٠ مرتبه کسری مشتقات برای متفاوت تعریف چندین
معمولی مشتق تعریف گرفتن بر در آنها، همه خاصیت مهمترین و نوشت دیگری حسب بر را تعاریف این
خاصیت را خاصیت این که دارد وابستگی نقطه آن از قبل نقاط تمامی به تابع یک ام α>٠ مشتق است.
باشد پذیر انتگرال و پیوسته [a,∞] فاصله در بطوریکه بگیرید نظر در را f(t) تابع گوییم. مشتق حافظه
که بگیرید نظر در ای گونه به را m صحیح عدد می�شود. گرفته نظر در f(t) = ٠ آنگاه t < a اگر و
مفهوم با باید ابتدا کاپوتو و ریمان-لیوویل کسری مرتبه مشتقات معرفی برای .(m − ١) < α < m

.[۵] شویم آشنا کسری مرتبه انتگرال

گانه چند انتگرال برای کوشی فرمول .۶.٣.٢ تعریف
آید می بدست زیر صورت به a شروع نقطه با f(x) تابع گانه n انتگرال

Jn
a f(t) =

∫ t

a

∫ z

a

· · ·
∫ z

a

f(z)dz · · · dzdz =
١

Γ(n)

∫ t

a

(t− z)n−١f(z)dz

گانه α انتگرال برای ریمان-لیوویل فرمول .٧.٣.٢ تعریف
با ریمان-لیوویل انتگرال ، α ∈ R دلخواه مرتبه برای کشی گانه n انتگرال فرمول تعمیم از استفاده با

از است عبارت a شروع نقطه

Jα
a f(t) =

١
Γ(α)

∫ t

a

(t− z)α−١f(z)dz (٣.٢)

شود. می نوشته زیر صورت به و شود می گرفته نظر در صفر انتگرال شروع نقطه معمولا نکته:

Jαf(t) =
١

Γ(α)

∫ t

٠
(t− z)α−١f(z)dz

انتگرال سپس و محاسبه کلی حالت در را صفر شروع نقطه با xr تابع گانه α انتگرال .٨.٣.٢ مثال
بیابید. را √x تابع گانه ٠.۵

Jαxr =
١

Γ(α)

∫ x

٠
(x− z)α−١zrdz

=
xα+r

Γ(α)
B(r + ١, α)

=
xα+r

Γ(α)

Γ(r + ١)Γ(α)
Γ(r + α + ١)

=
Γ(r + ١)

Γ(r + α + ١)x
α+r

⇒ J٠٫۵x٠٫۵ =
Γ(١٫ ۵)
Γ(٢) x =

√
π

٢ x

دارد. را انتگرال درجه پذیری جمع و جابجایی خاصیت ریمان-لیوویل [۵]انتگرال .٩.٣.٢ قضیه

JαJβf(x) = JβJαf(x) = Jα+βf(x)



مقدماتی١٠ نمادهای و تعاریف .٢

گانه α مشتق برای ریمان-لیوویل فرمول .١٠.٣.٢ تعریف
از است عبارت a شروع نقطه با لیوویل ریمان- کسری مرتبه مشتق

RD
α
a f(t) = Dm(

١
Γ(m− α)

∫ t

a

(t− z)m−α−١f(z)dz) (۴.٢)

بیابید. ریمان-لیوویل روش به را f(x) = xr تابع ام α مشتق .١١.٣.٢ مثال

RD
αxr = DmJm−αxr = Dm(

Γ(r + ١)
Γ(r + α + ١)x

α+r) =
Γ(r + ١)

Γ(r + α + ١−m)
xr+α−m

بیابید. ریمان-لیوویل روش به را f(x) = x تابع ام ٠٫ ۵ مشتق .١٢.٣.٢ مثال

RD
٠٫۵x = D١J٠٫۵x = D(

Γ(٢)
Γ(١٫ ۵)x

١٫۵) =
٢√
π
x٠٫۵

بیابید. ریمان-لیوویل روش به را f(x) = ١√
x
تابع ام ٠٫ ۵ مشتق .١٣.٣.٢ مثال

RD
٠٫۵ ١√

x
= DJ٠٫۵ ١√

x
= D(

Γ(٠٫ ۵)
Γ(١) x٠) = ٠

در Γ(٠) = ∞ زیرا شد خواهد صفر ریمان-لیوویل مشتق حاصل آنگاه r = α − ١ اگر نکته:
شود. می ظاهر مخرج

یعنی باشد نمی برقرار مشتقات مرتبه جمع قاعده ریمان-لیوویل مشتق برای مهم: نتیجه

RD
α(RD

β) ̸=R Dα+β

داریم قبل مثال به توجه با زیرا

D٠٫۵D٠٫۵ ١√
x
= D٠٫۵(٠) = ٠

اما
D

١√
x
=

١
٢
√
x٣

کنیم. می تعریف زیر صورت به کسری مرتبه انتگرال از نیز را کاپوتو کسری مرتبه مشتق

کاپوتو کسری مشتق .١۴.٣.٢ تعریف
از است عبارت a شروع نقطه با کاپوتو کسری مرتبه مشتق

CD
α
a f(t) =

١
Γ(m− α)

∫ t

a

(t− z)m−α−١fm(z)dz (۵.٢)

آید می بوجود انتگرال و مشتق جابجایی تفاوت از کاپوتو و ریمان-لیوویل مشتقات تفاوت نکته:
یعنی

CD
α
a f(t) = Jm−α

a Dmf(t) ,

RD
α
a f(t) = DmJm−α

a f(t)



کسری١١ مرتبه مشتقات .٣.٢

را صحیح درجه پذیری جمع و جابجایی خاصیت کاپوتو و ریمان-لیوویل مشتق [١٣] .١۵.٣.٢ قضیه
دارد زیر صورت به اعشار با

DnDαf(x) = Dn+αf(x) ̸= DαDnf(x)

در و (m = ١) که ٠ < α < ١ کنیم فرض پس این از توانیم می فوق قضیه به توجه با قرارداد:
نامیم. می مناسب را مشتق مرتبه صورت این

بیابید. کاپوتو روش به را f(x) = xr تابع ام α مشتق .١۶.٣.٢ مثال

CD
αxr = J١−αD(xr) =

١
Γ(١− α)

∫ x

٠
(x− z)−αrzr−١dz =

Γ(r + ١)
Γ(r − α + ١)x

r−α

باشد. می متفاوت ریمان-لیوویل روش با ٠ < α < ١ برای f(x) = xr تابع کاپوتوی نکته:مشتق

(m = بیابید.(١ کاپوتو و ریمان-لیوویل روشهای به را f(x) = x٢ تابع ام ٠٫ ٢ مشتق .١٧.٣.٢ مثال

RD
٠٫٢x٢ =

Γ(٣)
Γ(٣٫ ٢)x

١٫٢ =
٢

Γ(٣٫ ٢)x
١٫٢ ,

CD
٠٫٢x٢ =

Γ(٣)
Γ(٢٫ ٨)x

١٫٨ =
٢

Γ(٢٫ ٨)x
١٫٨

از: است عبارت ریمان-لیوویل و کاپوتو کسری های مشتق لاپلاس تبدیلات [۵] .١٨.٣.٢ قضیه

L(CD
α
٠f(t)) = sαL(f(t))−

m−١∑
k=٠

sα−١−kfk(٠) ,

L(RD
α
٠f(t)) = sαL(f(t))−

m−١∑
k=٠

skfα−١−k(٠)

شود می استفاده اولیه نقطه در کسری مشتقات از ریمان-لیوویل، کسری مشتق لاپلاس تبدیل در
اما شود. نمی چندانی استفاده ریمان-لیوویل مشتق از مشتقات، این محاسبه بودن مشکل علت به و
فراوانی کاربرد لاپلاس، تبدیل در اولیه نقطه در صحیح مرتبه مشتقات از استفاده دلیل به کاپوتو مشتق

دارد. مرزی مقدار مسائل و دینامیکی سیستمهای در

لتنیکف گرانوالد- کسری مرتبه مشتق .١٩.٣.٢ تعریف
لتنیکف گرانوالد- توسط شود می استفاده گسسته سیستمهای در بیشتر که کسری مشتق دیگر [١٣]تعریف

آید می بدست معمولی مشتقات تعمیم از که شد ارائه

GD
α
ax(tk) = lim

h→0

١
hα

[x−a
h

]∑
i=٠

(−١)i
(

α

i

)
x(tk−i)

نهایت بی سری جملات تعداد صحیح، غیر α برای
(

α

i

)
نشدن صفر دلیل به فوق تعریف در

دیفرانسیل که را فوق تعریف از تقریبی است[١۵]. مشکل بسیار عمل در تعریف این از استفاده و است
کنیم. می تعریف زیر صورت به باشد می محدود جملات با



مقدماتی١٢ نمادهای و تعاریف .٢

داریم کنیم تقسیم h = [ tk−a
n

] طول به بازه زیر n به را [a, tk] بازه [١۵]اگر .٢٠.٣.٢ تعریف

∆αxk = ∆αx(tk) =
n∑

i=٠
(−١)i

(
α

i

)
x(tk − ih) (۶.٢)

دیگر عبارت به نوشت. دیگر مشتق حسب بر توان می را کسری مشتقات از یک [۵]هر .٢١.٣.٢ قضیه

RD
α
a f(t) =C Dα

a f(t) +
m−١∑
k=٠

tk−α

Γ(k − α + ١)f
k(٠+) ,

CD
α
a f(t) =R Dα

a (f(t)−
m−١∑
k=٠

tk

k!
fk(٠+)) ,

GD
α
a f(t) =

١
Γ(m− α + ١)

∫ t

٠
(t− τ)m−αfm+١(τ)dτ +

m−١∑
k=٠

tk−α

Γ(m− α+ ١)f
k(٠+)

=C Dm−α+١
a f(t) +

m−١∑
k=٠

tk−α

Γ(m− α + ١)f
k(٠+) .



٣ فصل

زمانی گسسته سیستمهای کنترل

مقدمه ١.٣

خطی گسسته سیستمهای کنترل و پایداری برای نیاز مورد قضایای و تعاریف به فصل این اول قسمت در
سیستمها این حالت پسخورد ماتریسهای یافتن برای را تشابهی تبدیلات روش سپس و پرداخت خواهیم
را آنها پایداری و پذیری کنترل شرایط و خطی گسسته متناوب سیستمهای بعد قسمت در کنیم. می ارائه

کنیم. می بررسی

کنترل پیشنیازهای و تعاریف ٢.٣

ترین ساده آوردن دست به مدلسازی، است. سیستم آن مدلسازی کنترلی، مساله�ی هر از مهمی بخش
کند. پیش�بینی مناسب بطور را نظر مورد ورودیهای تمام به فیزیکی سیستم پاسخ که است ریاضی بیان

شود. بیان زیر صورت به اول مرتبه دیفرانسیل معادله
ẋ١(t) = a١(x١(t), x٢(t), . . . , xn(t), u١(t), u٢(t), . . . , um(t), t)

ẋ٢(t) = a٢(x١(t), x٢(t), . . . , xn(t), u١(t), u٢(t), . . . , um(t), t)
...
ẋn(t) = an(x١(t), x٢(t), . . . , xn(t), u١(t), u٢(t), . . . , um(t), t)

(١.٣)

بردار

x(t) =


x١(t)

x٢(t)
...

xn(t)

 ,

١٣



زمانی١۴ گسسته سیستمهای کنترل .٣

و سیستم حالت بردار عنوان به را

u(t) =


u١(t)

u٢(t)
...

um(t)


نوشته زیر ماتریسی صورت به می�تواند (١.٣) سیستم آنگاه کنیم. می تعریف کنترل بردار عنوان به را

شود
ẋ(t) = a(x(t), u(t), t)

آن در که

a(x(t), u(t), t) =


a١(x(t), u(t), t)
...
an(x(t), u(t), t)


حالت معادلات خطی، کنترل مبحث در }است.

ẋ(t) = A(t)x(t) +B(t)u(t)

y(t) = C(t)x(t) +D(t)u(t)
(٢.٣)

D(t) و C(t) و B(t) و A(t) ماتریس�های آنها در که هستند ای متغیره چند های سیستم کننده توصیف
می�باشند. p×m و p× n و n×m و n× n ابعاد دارای ترتیب به که می�نامیم سیستم ماتریس�های را

یک را سیستم آنگاه باشند ثابت (٢.٣) معادلات سیستم ماتریس�های همه اگر [۴] .١.٢.٣ تعریف
می�گویند. زمانی ١ ناوردای کنترل سیستم

کنیم می تعریف زیر صورت به را زمانی گسسته خطی سیستم .٢.٢.٣ }تعریف
xk+١ = Axk +Buk

yk = Cxk +Duk

x(t٠) = x٠ اولیه حالت با t ⩾ t٠ ازای به را (٢.٣) زمانی ناوردای خطی سیستم [۴] .٣.٢.٣ تعریف
حالت نماید، منتقل دلخواه نقطه به t زمان در را x٠ اولیه حالت u(t) ورودی هرگاه گیریم. می نظر در
پذیر کنترل کاملا را سیستم باشند، پذیر کنترل x٠ مقادیر تمام اگر گویند. پذیر کنترل t٠ زمان در را x٠

گویند.

ماتریس برای اگر تنها و اگر گوییم پذیر کنترل کاملا را زمانی ناوردای خطی سیستم [۴] .۴.٢.٣ قضیه
پذیری کنترل

Q = [B | AB | A٢B | . . . | An−١B]n×nm ,

باشیم داشته
rank(Q) = n .

١Invariant



کنترل١۵ سیستم�های پایداری .٣.٣

زمانی ناوردای خطی سیستم [۴] .۵.٢.٣ قضیه
ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t) (٣.٣)

محدود زمانی فاصله در سیستم خروجی مشاهده با را x(t٠) اولیه حالت بتوان اگر بگیرید. نظر در را
پذیرگویند. مشاهده کاملا را سیستم کرد، تعیین t٠ ⩽ t ⩽ t١

ماتریس برای اگر تنها و اگر گوییم، پذیر مشاهده کاملا را (٣.٣) شده تعریف سیستم [۴] .۶.٢.٣ قضیه
پذیری مشاهده

E = [CT | ATCT | . . . | (AT )n−١CT ]n×np

باشیم داشته
rank(E) = n

کنترل سیستم�های پایداری ٣.٣

است. لازم سیستم دینامیکی رفتار بینی پیش برای سیستم اجزای شناخت کنترل، سیستم طراحی در
خطی کنترل سیستم یک است. مطلق پایداری کنترل، های سیستم دینامیکی رفتار مشخصه مهمترین
حالت برگردد. تعادل حالت به آن به اولیه شرایط اعمال هنگام که است پایدار صورتی در زمانی ناوردای
و حالت اغتشاش، نبود و ثابت ورودی صورت در که است حالتی خطی کنترل سیستم یک برای تعادل

بماند. باقی ثابت حالت همان در خروجی
صورت بدین توان می را تعاریف این کلی ایده است. شده ارائه ها سیستم پایداری برای مختلفی تعاریف
سیستم آیا کنید تعیین اند، شده داده فیزیکی سیستم یک دینامیکی معادلات از ای مجموعه کرد. بیان
نوسانات هرگاه گوييم بحراني پايدار را خطي كنترل سيستم (يك است؟ رفتار خوش خود تعادل نقطه حول
به جديد ي اوليه شرط يك اعمال هنگام كه است ناپايدار صورتي در و يابد ادامه هميشه براي خروجي

شود.) واگرا بيكران بطور خروجي آن،

بگیرید نظر در را ẋ(t) = f [x(t), t] معادله [۴] .١.٣.٣ تعریف
داشته وجود δ > ٠ یک ،ϵ > ٠ هر و t٠ هر برای اگر گویند، لیاپانوف مفهوم به پایدار را xe تعادل نقطه

. ∥ x(t)− xe ∥< ϵ باشیم داشته t ⩾ t٠ برای ∥ x(t٠)− xe ∥< δ ازای به که باشد
نقطه از حالت شدن دور از تعادل نقطه به نزدیک کافی اندازه به اولیه حالت انتخاب با توان می یعنی
پاسخ هرگاه گوییم، پایدار لیاپانوف مفهوم به را xe تعادل حالت دیگر، عبارت به کرد. جلوگیری تعادل

نشود. دور تعادل نقطه از گاه هیچ باشد، xe به نزدیک که اولیه حالت هر از ناشی سیستم
بر علاوه پاسخ که است وقتی تر عملی و تر قوی صورت است، پایداری ضعیف صورت تعریف این

کند. میل نیز آن سمت به تعادل، حالت به ماندن نزدیک

اگر است مجانبی پایدار تعادل نقطه [۴] .٢.٣.٣ تعریف
باشد. لیاپانوف مفهوم به پایدار الف)

t −→ ∞ هر برای و ∥ x(t٠) − xe ∥< ρ ازای به که دارد وجود ρ(t٠) > ٠ یک t٠ هر ازای به ب)



زمانی١۶ گسسته سیستمهای کنترل .٣

باشد. برقرار . ∥ x(t)− xe ∥−→ ٠ رابطه
نیز را تعادل نقطه به سیستم همگرایی لیاپانوف، مفهوم به پایداری بر علاوه مجانبی پایداری بنابراین

کند. می تضمین

نظز در را است نامنفرد ثابت ماتریس یک A آن در که ẋ(t) = Ax(t) فرم به شده توصیف سیستم
هرمیتی ماتریس هر ازای به که است آن x = ٠ تعادل حالت پایداری برای کافی و لازم شرط بگیرید،

که ای گونه به باشند موجود P هرمیتی ماتریس و Q مثبت معین ماتریس و (ĀT ) = A⋆ = A

ATP + PA = −Q

محرک یک به پاسخ در زمان هر در رفتارش که است سیستمی دینامیکی، سیستم [۴] .٣.٣.٣ تعریف
به یکدیگر با مرتبط فیزیکی تجهیزات از است آرایشی سیستم و می�کند تغییر خارجی نیروی یا خارجی

دهند. یکپارچه�ای وسیله تشکیل که نحوی

حالت خورد پس با خطی سیستم کنترل ۴.٣

حالت بردار با متناسب آن انتخاب دارد وجود u(t) ورودی بردار برای که انتخابهایی ترین ساده از یکی
یعنی است. x(t)

u(t) = Kx(t)



حالت١٧ خورد پس با خطی سیستم کنترل .۴.٣

باز حلقه و بسته حلقه سیستمهای :١.٣ شکل

خروج بردار با متناسب یا و
u(t) = Ky(t)

خروجی گر کنترل دوم حالت در و حالت) خورد (پس حالت گر Kکنترل ماتریس نخست حالت در است.
شود. می نامیده

باز حلقه کنترل سیستم�های را ندارد تاثیر کنترل عملکرد بر خروجی آنها در که سیستم�هایی .١.۴.٣ تعریف
چراغ�هاي هستند. باز حلقه هاي سيستم مي�كنند كار زمانبندي اساس بر كه هايي سيستم ي همه گویيم.

باشند. مي ها سيستم اين از نمونه يك راهنمايي

کنترل از منظور نامیم. می بسته حلقه کنترل سیستم�های عموما را خوردی پس کنترل سیستم�های
است. پایداری به رسیدن و خطا کاهش برای خورد پس از استفاده بسته، حلقه

آید می بدست زیر رابطه u(t) = Kx(t)حالت پسخورد کنترل قانون از استفاده با

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t) = Ax(t) +BKx(t) = (A+BK)x(t) = Γx(t)

نامند. می سیستم باز حلقه ویژه مقادیر را آن ویژه مقادیر و سیستم باز حلقه ماتریس را A ماتریس
سیستم بسته حلقه ویژه مقادیر را آن ویژه مقادیر و سیستم بسته حلقه ماتریس را Γ = A+BK ماتریس

نامند. می
بعضی سیستم یک برای K ماتریس و شوند می تعیین سیستم های ورودی K ماتریس تعیین با واقع در

کنیم. می بیان را آن از ای نمونه زیر در که کند می مشخص را سیستم رفتارهای
x(k + ١) = Ax(k) +Bu(k) ,

u(k) = Kx(k) ,

x(k + ١) = Ax(k) +BKx(k) = (A+BK)x(k) .

از بزرگتر مطلق قدر با ای ویژه مقدار دارای A + BK که باشد شده تعیین ای گونه به K کنید فرض
باشد ویژه مقدار این نظیر ویژه بردار b و باشد ویژه مقدار همان a کنید فرض این بر علاوه و باشد واحد
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کیلی- قضیه به توجه با صورت این در باشد. سیستم اولیه حالت بردار b = x(٠) کنید فرض همچنین و
داریم هامیلتون

x(k) = (A+BK)kx(٠) = (A+BK)kb =⇒ x(k) = akb

بنابراین |a| > ١ اینکه به توجه با
lim

k−→∞
x(k) −→∞

بود. نخواهد کنترل تحت سیستم دیگر و نیست مطلوب وضعی چنین معمولا گسسته سیستم یک برای که
سیستم بسته حلقه ماتریس ویژه مقادیر که کنیم تعیین ای گونه به را K خواهیم می حالت این در بنابراین

دیگر عبارت به یا و باشند واحد از کمتر قدرمطلق دارای
ρ(A+BK) < ١

نامند. می ویژه مقادیر تخصیص مساله را مساله این که باشد
داریم باشد ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t) صورت به حالت سیستم که حالتی در

x(t) = x(٠)eΓt

[٧] آنگاه گیرند قرار مختلط صفحه چپ سمت در Γ ویژه مقادیر تمام چنانچه
lim

t−→∞
eΓt = ٠ ,

lim
t−→∞

x(t) = ٠

ویژه مقادیر حقیقی قسمت که صورتی در دیگر عبارت به بود. خواهد کنترل تحت سیستم تعریف بر بنا و
مثبت که صورتی در و پایدار مجانبی طور به سیستم باشد صفر که صورتی در و پایدار سیستم باشد منفی

است. ناپایدار سیستم باشد

خطی سیستمهای حالت پس�خورد ماتریس ۵.٣

بگیرید نظر در زیر صورت به را زمانی ناوردای سیستم یک
ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t) (۴.٣)

گونه�ای به را u = Fx(t) کنترل قانون در F حالت پس�خورد ماتریس باید سیستم این پایداری برای
تعیین پیش از و معین محدوده داخل در Γ = A + BF بسته حلقه سیستم ویژه مقادیر همه که یافت

گیرد. قرار شده
داریم Bn×m مورد در و باشد نیز منفرد می�تواند An×n مربعی ماتریس که است این بر فرض اینجا در
استاندارد فرم به را (B,A) زوج T تبدیل از استفاده با ابتدا بخش این در .m ⩽ n که rank(B) = m

برداری همدم فرم به را اشلون استاندارد فرم S تبدیل ماتریس از استفاده با سپس و کرده تبدیل اشلون
محاسبه می�برد صفر به را ویژه مقادیر همه که را حالتی پسخورد ماتریس آن از استفاده با و می�کنیم تبدیل

می�کنیم.
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اشلون استاندارد فرم - حالت فضای تشابهی تبدیلات ١.۵.٣

صورت به حالت معادله است. شده تعریف Rn حالت فضای بر که باشد تشابهی تبدیلات T کنید فرض
به T−١ تبدیل ماتریس توسط سیستم حالت بردار کنید فرض حال است. ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t)

(۴.٣) معادله در جایگذاری با x(t) = T x̂(t) نتیجه، در شود. تبدیل x̂(t) = T−١x(t) جدید فضای
داشت خواهیم

T ˆ̇x(t) = ATx̂(t) +Bu(t)

داشت خواهیم T−١ در بالا معادله طرفین ضرب با
ˆ̇x(t) = T−١ATx̂(t) + T−١Bu(t) (۵.٣)

کنیم می تعریف
Â = T−١AT B̂ = T−١B

داشت خواهیم (۵.٣) معادله در جایگذاری با
˙̂x(t) = Âx̂(t) + B̂u(t)

در می�توان، فوق رابطه به توجه با باشد، (صفر) تعادل نقطه به حالت رساندن و حالت کنترل هدف اگر
رسید. خواهد تعادل به اولیه فضای در نیز x(t) که است بدیهی رساند. صفر به را x̂ حالت فضای

را T ماتریس است. ارز هم (B̂, Â) زوج با مسئله همان حل با (B,A) زوج با مسئله حل بنابراین،
n که ترتیب این به کرد. مشخص پذیری کنترل ماتریس از استفاده با بفردی منحصر صورت به می�توان
کنید، فرض می�دهیم. قرار T ماتریس ستون�های را Q پذیری کنترل ماتریس خطی مستقل اول ستون
به را Q ماتریس می�توان، بنابراین باشد، B ماتریس ام m تا اول ستون�های ترتیب به b١, b٢, . . . , bm

داد. نمایش زیر صورت
Q =

[
B AB . . . , An−١B

]
=
[
b١, . . . bm, Ab١, . . . , Abm, An−١b١, . . . , An−١bm

]
دست به طوری به را Q ستون�های اولین از ستون n می�توان پس است، پذیر کنترل سیستم که آنجایی از
m و سطر n که مستطیلی بلوک یک در Q ستون�های آسانتر نمایش برای باشد. خطی مستقل که آورد

می�دهیم. نمایش زیر صورت به را آن دارد، ستون
b١, b٢, . . . bm

Ab١ Ab٢ . . . Abm

A٢b١ A٢b٢ . . . A٢bm

... ... ...

An−١b١ An−١b٢ . . . An−١bm

وابسته قبلش بردارهای با که بردارهایی پایین، و راست طرف به بلوک بالایی چپ گوشه از شروع با
حذف بلوک از نیز آن زیر در واقع بردارهای همه شد، حذف برداری اگر و می�کنیم حذف را خطی�اند
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بردارهای بقیه و آید دست به خطی مستقل بردار n که می�دهیم ادامه جایی تا را عمل این می�شوند.
دهیم، قرار T ماتریس ستون�های ترتیب به را خطی مستقل بردار n این اگر می�کنیم. حذف را باقیمانده

بود. خواهد نظر مورد تبدیل و بود خواهد پذیر معکوس T آنگاه
T = [b١, b٢, . . . , bm, Ab١, . . . , Abm, A

p١−١b١, . . . , A
pm−١bm]

زوج کرونکر ناوردای را T تبدیل ماتریس در Pi اعداد [۴] ٢ کرونکر) (ناورداهای .١.۵.٣ تعریف
می�نامیم. (B,A)

که است واضح

١ ≤ Pi ≤ n ,

m∑
i=١

Pi = n

.

بین اختلاف هرگاه می�نامیم، منظم را (A,B) پذیر کنترل زوج کرونکر ناوردای [۴] .٢.۵.٣ تعریف
می�نامیم. نامنظم را آن صورت، این غیر در و باشد یک برابر حداکثر آنها کمینه و بیشینه

بردار هر می�نامیم. سیستم پذیری کنترل اندیس را ν = max{P١, P٢, . . . , Pm} [۴] .٣.۵.٣ تعریف
تعادل حالت به گسسته سیستم�های برای زمانی واحد ν حداکثر در می�توان را حالت فضای در صفری غیر

رساند.

با نمی�توان می�باشد، کرونکر ناورداهای از خاصی حالت که کرونکر ناورداهای بودن برابر حالت در
به آن برای بفرد منحصر ورودیهای از مجموعه�ای و رساند تعادل حالت به را سیستم متفاوت ورودیهای

می�آید. دست
ستون�های لزوم صورت در می�توان باشد، منظم کرونکر ناوردای (B,A) پذیر کنترل زوج برای فرضکنید،
ماتریس یک Pm×m که B̃ = BP ماتریس با را B ماتریس معادل، بطور یا و کرد جابجا را B ماتریس
پذیر کنترل (B,A) زوج اگر کرد. تعویض می�شود ایجاد B ستون�های جابجایی با و است جایگشتی
پذیری کنترل اندیس همچنین برعکس. و است پذیر کنترل نیز (B̃, A) = (BP,A) زوج آنگاه باشد،

است[١٧]. برابر یکدیگر با زوج دو
برای مسئله حل با (B,A) زوج برای حالت پس�خورد روش به سیستم کنترل مسئله حل [١٧] تذکر:

باشد. پذیر معکوس ماتریس یک P هرگاه است، معادل (BP,A) زوج
باشند شده مرتب زیر صورت به و باشند منظم (B,A) زوج کرونکر ناورداهای کنیم، فرض

P١ ⩾ P٢ ⩾ . . . ⩾ Pm

آن در که
P١ = P٢ = . . . = Pr = q + ١

٢Kronocker invariant
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و
Pr+١ = . . . = Pm = q

s = m− r q = [
n

m
]

تای s و q+ ١ برابر کرونکر ناورداهای این از تا r می�گیریم، نتیجه کرونکر ناورداهای تعریف به توجه با
.P١ = P٢ = . . . = Pm آنگاه باشد، r = ٠ اگر و .r + s = m و بود خواهند q برابر دیگر

به و (B,A) زوج روی تشابهی سطری عملیات انجام با عددی طور به تواند می اشلون استاندارد فرم
مشابه سطری عملیات اگر، حال آید. دست به A ماتریس روی تنها تشابهی، ستونی عملیات آن، دنبال
کنترل ماتریس تشکیل به احتیاج بدون T−١ تبدیل ماتریس شود، انجام In×n ماتریس یک روی بر
افزوده ماتریس (B̂, Â) به (B,A) زوج تبدیل برای دیگر، عبارت به آید. می دست به سادگی به پذیری

Q = [B,A, In]

کنیم می تعریف را زیر تشابهی عملیات و گیریم می نظر در را
متناظر ستون ضرب یا تقسیم آن، دنبال به و k ̸= ٠ اسکالر کمیت به Q از سطر یک تقسیم یا ضرب .١

A ماتریس از
Row(i) −→ Row(i)× k on Q

Column(i) −→ Column(i)/k on A

ستون از مضرب همان جمع آن، دنبال به و آن ام j سطر از Q ماتریس ام i سطر از مضربی تفاضل .٢
.A ماتریس ام i ستون با A ماتریس ام j

Row(j) −→ Row(j)− kRow(i) On Q

Column(i) −→ Column(i) + kColumn(j) on A

از ام i ستون و ام j ستون جابجایی آن، دنبال به و Q ماتریس از ام j سطر و ام i سطر جابجایی .٣
A ماتریس

Row(i)←→ Row(j) On A

Column(j)←→ Column(i) On Q

ماتریس شود، ذخیره In ماتریس در سطری عملیات اگر آید. می دست به Q̂ = [B̂, Â, T−١] سان بدین
آمد. خواهد دست به T−١ تبدیل

بگیرید نظر در را زیر سیستم .۴.۵.٣ مثال
x(i+ ١) = Ax(i) +Bu(i)

آن، در که

A =


١ −١ ٢ ٢
١ ٠ ٠ ٠
٠ ۴ ۴ ١
٠ ٠ ١ ٠

 B =


١ ١
٠ ٠
٠ ١
٠ ٠
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می�آوریم دست به زیر صورت به تشابهی عملیات از استفاده با را اشلون استاندارد فرم

Q =


١ ١ ١ −١ ٢ ٢ ١ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٠ ٠ ١ ٠ ٠
٠ ١ ٠ ۴ ۴ ١ ٠ ٠ ١ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٠ ٠ ١



Column(٢)→Column(٣)onA−−−−−−−−−−−−−−−−→
Row(٢)→Row(٣)onQ


١ ١ ١ ٢ −١ ٢ ١ ٠ ٠ ٠
٠ ١ ٠ ۴ ۴ ١ ٠ ٠ ١ ٠
٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٠ ٠ ١ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ١



Column(۴)+۴Column(٢)→Column(۴)onA−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→
Row(٢)−۴Row(۴)→Row(٢)onQ


١ ٠ ٠ ٠ −۵ ١ ١ −١ −١ ٢
٠ ١ ٠ ٠ ۴ ١ ٠ ٠ ١ −۴
٠ ٠ ١ ١ ١ ٢ ٠ ١ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ١ ٠ ۴ ٠ ٠ ٠ ١



Column(۴)+Column(٣)→Column(۴)onA−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→
Row(٣)−Row(۴)→Row(٣)onQ


١ ٠ ٠ ٠ −۵ −۴ ١ −١ −١ ٢
٠ ١ ٠ ٠ ۴ ۵ ٠ ٠ ١ −۴
٠ ٠ ١ ٠ ١ −١ ٠ ١ ٠ −١
٠ ٠ ٠ ١ ٠ ۴ ٠ ٠ ٠ ١


داشت خواهیم بنابراین

B̂ =


١ ٠
٠ ١
٠ ٠
٠ ٠

 Â =


٠ ٠ −۵ −۴
٠ ٠ ۴ ۵
١ ٠ ١ −١
٠ ١ ٠ ۴



T−١ =


١ −١ −١ ٢
٠ ٠ ١ −۴
٠ ١ ٠ −١
٠ ٠ ٠ ١



اولیه برداری همدم فرم ٢.۵.٣

که سیستمی حالت بردار و است شده تعریف Rn فضای بر که باشد تشابهی خطی تبدیل S کنید، فرض
یعنی شود، تبدیل جدید فضای به S−١ ماتریس توسط است، اشلون استاندارد فرم به

x̃(t) = S−١x̂(t) = S−١T−١x(t)

داشت خواهیم (۴.٣) معادله در x̃(t) جایگذاری با
S ˜̇x(t) = Âx̃(t) + B̂u(t)
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داریم S−١ در بالا طرفین ضرب با
˜̇x(t) = S−١ÂSx̃(t) + S−١B̂u(t) (۶.٣)

دهیم، می قرار

Ã = S−١ÂS = S−١T−١ATS

B̃ = S−١T−١B

داشت خواهیم (۶.٣) معادله در جایگذاری با
˜̇x(t) = Ãx̃(t) + B̃u(t) (٧.٣)

با ارز هم (٧.٣) سیستم معادله حل بود. خواهد اولیه برداری همدم فرم به (B̃, Ã) زوج که ای گونه به
است. (۴.٣) معادله حل

و گرفته نظر در را Q = [B,A, In] افزوده ماتریس ابتدا (B̃, Ã) به (B,A) تبدیل برای حقیقت در
Q̂ = [B̂, Â, T−١] یعنی؛ شود تبدیل اشلون استاندارد فرم به تا داده انجام آن روی را تشابهی عملیات
همدم فرم به را آن تشابهی عملیات از استفاده با و گرفته نظر در را Q̂ = [B̂, Â, T−١] ماتریس سپس
فرم باشد، منظم کرونکر ناورداهای که حالتی در Q̃ = [B̃, Ã, S−١T−١] یعنی؛ کنیم. می تبدیل برداری

صورت به برداری همدم

B̃ =

[
B٠

On−m,m

]
Ã =

[
G٠

G١

]

و m × n دلخواه ماتریس G٠ و است پذیر معکوس و مثلثی بالا m ×m ماتریس یک B٠ آن، در که
می�باشد زیر خصوصیات دارای که است (n−m)× n ماتریس G١

است. صفر مساوی G١ بلوک ستون آخرین .١

است. In−m ماتریس از ستون�هایی G١ ستون�های بقیه .٢

این آنگاه باشند، In−m ماتریس ام n −m تا اول ستون�های ترتیب به e١, e٢, . . . , en−m اگر .٣
G١ در ei آنگاه i < j اگر یعنی می�شوند، ظاهر G١ ستون�های در اندیس�شان ترتیب به بردارها

می�گیرد. قرار ej از قبل

می�آوریم. دست به را برداری همدم فرم قبل مثال در آمده دست به اشلون، استاندارد فرم از استفاده با

Q̂ =


١ ٠ ٠ ٠ −۵ −۴ ١ −١ −١ ٢
٠ ١ ٠ ٠ ۴ ۵ ٠ ٠ ١ −۴
٠ ٠ ١ ٠ ١ −١ ٠ ١ ٠ −١
٠ ٠ ٠ ١ ٠ ۴ ٠ ٠ ٠ ١
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اعمال سپس و Â ماتریس روی مقدماتی ستونی اعمال ابتدا برداری همدم فرم آوردن دست به برای
می�شود. انجام Q̂ ماتریس روی مقدماتی سطری

Row(١)+Row(٣)→Row(١)onQ̂−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→
Column(٣)−Column(١)→Column(٣)onÂ


١ ٠ ١ ٠ −۵ −۵ ١ ٠ −١ ١
٠ ١ ٠ ٠ ۴ ۵ ٠ ٠ ١ −۴
٠ ٠ ١ ٠ ٠ −١ ٠ ١ ٠ −١
٠ ٠ ٠ ١ ٠ ۴ ٠ ٠ ٠ ١



Row(١)−Row(۴)→Row(١)onQ̂−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→
Column(۴)+Column(١)→Column(۴)onÂ


١ ٠ ١ −١ −۵ ٠ ١ ٠ −١ ٠
٠ ١ ٠ ٠ ۴ ۵ ٠ ٠ ١ −۴
٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٠ ٠ ١ ٠ −١
٠ ٠ ٠ ١ ٠ ۴ ٠ ٠ ٠ ١



Row(٢)+۴Row(۴)→Row(٢)onQ̂−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→
Column(۴)−۴Column(٢)→Column(۴)onÂ


١ ٠ ١ −١ −۵ −۴ ١ ٠ −١ ٠
٠ ١ ٠ ۴ ۴ ۵ ٠ ٠ ١ ٠
٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٠ ٠ ١ ٠ −١
٠ ٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠


داشت خواهیم بنابراین

B̃ =



١ ٠
٠ ١
. . . . . .

٠ ٠
٠ ٠


Ã =



١ −١ −۵ −۴
٠ ۴ ۴ ۵
. . . . . . . . . . . .

١ ٠ ٠ ٠
٠ ١ ٠ ٠


S−١T−١ =


١ ٠ −١ ٠
٠ ٠ ١ ٠
٠ ١ ٠ −١
٠ ٠ ٠ ١


P١ = ٢, P٢ = ٢ از: عبارتند و هستند منظم (B̃, Ã) زوج کرونکر ناورداهای لذا

حالت خورد پس ماتریس وسیله به ویژه مقادیر تخصیص ٣.۵.٣

گونه�ای به است، (B,A) تبدیل فضای Kدر حالت خورد ماتریسپس یافتن یکسیستم، کنترل از هدف
شده تعریف پیش از مجموعه در Γ = A+BK بسته حلقه ماتریس ویژه مقادیر که

Λ = {λ١, λ٢, . . . , λn} (٨.٣)

مزدوج زوج�های صورت به یا و حقیقی�اند یا ها λi که، خاصیت این با ویژه مقادیر طیف به موسوم
چند در که K یافتن برای گویند. ویژه مقادیر تخصیص را مساله این گیرند. قرار می�شوند، ظاهر مختلط

مشخصه ای جمله
Pn(s) = det(sI − A−BK)

[١٧] در بل و کرباسی باشد، (٨.٣) در Γ بسته حلقه ماتریس ویژه مقادیر که ای گونه به کند، صدق
ویژه مقادیر که بیابیم گونه�ای به توانیم می را K̃ ماتریس (B̃, Ã) یافته تبدیل فضای در که داده�اند نشان

بسته حلقه سیستم
Γ̃٠ = Ã+ B̃K̃



متناوب٢۵ سیستمهای کنترل .۶.٣

ماتریس سان بدین باشد. نظر مورد ویژه مقادیر همان

Γ̃٠ =

[
Om,n

In−m On−m,m

]
مقادیر که است بدیهی شود، جمع Γ٠ با D = diag{λ١, . . . , λn} قطری ماتریس اگر بگیرید. نظر در را
مثلثی پایین ماتریس یک Ṽ = Γ̃٠ + D زیرا بود، خواهد D ویژه مقادیر همان مجموع ماتریس ویژه
ویژه مقادیر بنابراین، باشد. تواند می λi ویژه مقادیر طیف همان آن اصلی قطر روی درایه�های که است

تشابهی عملیات اگر حال دارند. قرار Λ = {λ١, . . . , λn} مجموعه در نیز Ṽ
Column(j) = Column(j)− λjColumn(i)

آن، دنبال به و
Row(i) = Row(i) + λjRow(j)

متشابه که شود می تبدیل Ãλ به دهیم، انجام Ṽ در j = n, n − ١, . . . ,m i = j −m ازای به را
که معنی بدین است. Ã

Ãλ =

[
Gλ

In−m On−m,m

]

ویژه مقادیر بنابراین، کنند. نمی تغییر ویژه مقادیر که بلذا است، Ṽ ماتریس متشابه Ãλ که آنجایی از
کنیم می تعریف است. Ṽ ماتریس ویژه مقادیر با برابر Ãλ

K̃ = B−١
٠ (−G٠ +Gλ)

در را Ã + B̃K̃ بسته حلقه ماتریس ویژه مقادیر که است (B̃, Ã) فضای در حالت خورد پس ماتریس
دهد. می قرار Λطیف

داریم، (B,A) فضای در حالت خورد پس ماتریس آوردن دست به برای
Kp = K̃T−١ = B−١

٠ (−G٠ +Gλ)T
−١

است، پایه مبنای در که ای یافته تبدیل فضای از زیرا نامیم، می اولیه، حالت خورد پس ماتریس را آن که
است. آمده دست به اولیه حالت فضای به موسوم

متناوب سیستمهای کنترل ۶.٣

از مهندسی، تا طبیعی علوم از دهند. رخ توانند می علوم از مختلفی های زمینه در متناوب های پدیده
مشاهده زمانی مشخص دوره با را چرخه یک تکرار توان می اقتصاد در حتی و زیستی علوم تا فیزیک
دوباره اتمام از پس و داده انجام را پیاپی کار چند که بگیرید نظر در را رباتی سیستم مثال برای نمود.
زمانی گردد. برمی میلادی نوزدهم قرن به متناوب های پدیده ریاضی سابقه دهد. انجام باید را کارها همان
بین حالت متناوب سیستم یک آمد. بدست ریاضیات در متناوب ضرایب با دیفرانسیل معادلات که
سیستمها توسعه با بیستم قرن دوم نیمه در است. زمانی متغیر و ثابت) زمانی(ضرایب ناوردای سیستم

.[٢ کرد[١٠، پیدا بیشتری رونق هم پیوسته و گسسته متناوب سیستمهای کنترل، نظریه و
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سیستم .١.۶.٣ }تعریف
xk+١ = Akxk +Bkuk

yk = Ckxk +Dkuk

(٩.٣)

هرگاه گوییم متناوب را
Ak+N = Ak, Bk+N = Bk, Ck+N = Ck, Dk+N = Dk

اگر فقط و اگر است مجانبی پایدار (٩.٣) [٢]سیستم .٢.۶.٣ تعریف
lim
k→∞

xk = ٠

. x٠ ∈ Rn هر برای

یکدوره ماتریس ویژه مقادیر همه اگر فقط و اگر است مجانبی پایدار (٩.٣) [٢]سیستم .٣.۶.٣ قضیه
ای

Ψ = AN−١AN−٢ · · ·A٠

باشد. واحد دایره در

شود می تعریف زیر صورت به گسسته متناوب سیستم حالت گذر [٢]ماتریس .۴.۶.٣ تعریف

Φ(t, r) =


I t = r

At−١At−٢ · · ·Ar t > r

٠ t < r

داریم Ak تناوبی خاصیت به توجه با
Φ(t+N, r +N) = Φ(t, r)

صورت به و گوییم ٣ ای دوره یک ماتریس را تناوب دوره یک با حالت گذر [٢]ماتریس .۵.۶.٣ تعریف
دهیم می نمایش زیر

Ψi = Φ(i+N, i)

صورت به صفر شروع با تر ساده حالت در و
Ψ = Φ(N,٠) = AN−١AN−٢ · · ·A٠

شوند. می نامیده سیستم مشخصه ضرایب Ψ ویژه مقادیر شود. می تعریف

هر برای گاه هر گوییم پذیر کنترل (t٠, t) زمانی بازه در را (٩.٣) متناوب [٢]سیستم .۶.۶.٣ تعریف
از را سیستم وضعیت که باشند موجود چنان {ui}li=s های ورودی از ای مجموعه x٠ ∈ Rn اولیه حالت
است پذیر کنترل کاملا متناوب سیستم یک نمایند. منتقل مبدا به t زمان در x(t٠) = x٠ اولیه حالت

باشد. پذیر کنترل t لحظه هر در گاه هر

Monodromy٣
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کنترل نیز (٠,mN) بازه روی آنگاه باشد، پذیر کنترل n بعد با متناوب سیستم گاه هر [١٢] .٧.۶.٣ لم
. باشد می دوری ماتریس مینیمال ای جمله چند درجه m < n که است پذیر

حالت هر برای گاه هر گوییم پذیر دسترس t زمان در را (٩.٣) متناوب [٢]سیستم .٨.۶.٣ تعریف
اولیه حالت از را سیستم وضعیت که باشند موجود چنان {ui}li=s های ورودی از ای مجموعه x′ ∈ Rn

گاه هر است پذیر دسترس کاملا متناوب سیستم یک نمایند. منتقل xt = x′ به t زمان در x(t٠) = x٠

باشد. پذیر دسترس t لحظه هر در

با ماتریس یک پذیری)، (دسترس پذیری کنترل ماتریس متناوب، سیستم یک در [٢٨] .٩.۶.٣ تعریف
باشد می زیر صورت به که است نامتناهی ستونهای

Rk =
[
Bk−١ Ak−١Bk−٢ · · · Φ(k, i+ ١)Bi · · ·

]
کرد. بیان زیر صورت به را پذیری) (دسترس پذیری کنترل توان می فوق ماتریس گرفتن نظر در با

هرگاه گوییم پذیر) (دسترس پذیر کنترل k زمان در را (٩.٣) متناوب سیستم [٢٨] .١٠.۶.٣ تعریف
rank(Rk) = n

باشد. پذیر) (دسترس پذیر کنترل k هر ازای به گاه هر گوییم پذیر) (دسترس پذیر کنترل کاملا و

s صحیح اعداد هرگاه گوییم پذیر مشاهده t زمان در را (٩.٣) متناوب سیستم [٢٨] .١١.۶.٣ تعریف
و {ui}li=s به توجه با بتوان را t زمان در سیستم حالت هر که باشند موجود چنان s < t < l که l و
مشاهده کاملا t زمان هر در هرگاه است پذیر مشاهده کاملا متناوب سیستم یک نمود. مشخص {yi}li=s

باشد. پذیر

نا سطرهای تعداد با است ماتریسی متناوب سیستم پذیری مشاهده ماتریس [٢٨] .١٢.۶.٣ تعریف
متناهی

Ok =



Ck

Ck+١Ak
...

CiΦA(i, k)
...


هرگاه گوییم پذیر مشاهده k زمان در را (٩.٣) متناوب سیستم [٢٨] .١٣.۶.٣ تعریف

rank(Ok) = n

باشد. پذیر مشاهده k هر ازای به گاه هر گوییم پذیر مشاهده کاملا و
بنابراین نباشند، دسترس در مستقیما حالت متغیرهای از تعدادی است ممکن سیستمها از برخی کنترل در
امکان زمانی تنها حالت متغیرهای تخمین زد. تخمین را متغیرها این باید کنترل سیگنالهای ساخت برای
بررسی در توجه قابل ازعوامل یکی پذیری مشاهده بنابراین باشد. پذیر مشاهده کاملا سیستم که است پذیر

باشد. می سیستم یک رفتار
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پذیر مشاهده و پذیر دسترس کاملا هرگاه گوییم مینیمال را متناوب سیستم [٢]یک .١۴.۶.٣ تعریف
باشد.

ماتریسهای k ∈ {٠, · · · , N − ١}, Sk ∈ Rn×n اگر بگیرید. نظر در را (٩.٣) متناوب سیستم
تشابهی تبدیل تحت سیستم بودن مینیمال و پذیری دسترس باشند، N تناوب دوره با متناوب نامنفرد

Ãk = S−١
k+١AkSk, B̃k = S−١

k+١Bk, C̃k = CkSk+١

ناورداست.
زمانی گسسته سیستم پذیر دسترس قسمت محاسبه جهت عددی الگوریتم یک مطلب این از استفاده با
مشاهده محاسبه برای کند. می استفاده متعامد تشابهی تبدیلات از منحصرا که نماییم می معرفی متناوب
مینیمال تحقق مساله الگوریتم این از استفاده با نمود. استفاده دوگان الگوریتم یک از توان می پذیری

بود. خواهد حل قابل عددی روش از متناوب سیستمهای

تمامی ازای به اگر تنها و اگر است i زمان در پذیر دسترس متناوب(٩.٣) سیستم [٢٨] .١۵.۶.٣ قضیه
باشیم داشته سیستم، λ مشخصه ضرایب

rank[λI −Ψi Gi] = n

که
Gi = [Φ(i+N, i+ ١)Bi Φ(i+N, i+ ٢)Bi+٢ · · ·Bi+N−١]

i ∈ {١, · · · , N−مقادیر{١ تمامی ازای به اگر تنها و اگر گوییم پذیر دسترس کاملا را (٩.٣) سیستم
باشد. پذیر دسترس

متناوب سیستمهای تشابهی تبدیلات ١.۶.٣

توان می تشابهی تبدیلات با و نیست یکتا حالت فضای سیستم شد گفته قبل قسمتهای در که همانطور
بدست از هدف آورد. بدست باشند داشته یکسان تبدیل تابع که را ارز هم حالت فضای سیستم نهایت بی
با باشد. می مثلثی) یا همدم تر(فرم ساده ماتریسهای با سیستم آوردن بدست متشابه، سیستم آوردن
می تبدیل زیر صورت به (٩.٣) متناوب سیستم است، پذیر معکوس Tk ماتریس که xk = Tkx̃k تبدیل

شود
x̃k+١ = Ãkx̃k + B̃kuk,

. Ãk+N = Ãk, B̃k+N = B̃k و B̃k = T−١
k+١Bk و Ãk = T−١

k+١AkTk که
تغییر را پذیری مشاهده و پذیری کنترل قبیل از سیستم اصلی خصوصیات و ویژه مقادیر تشابهی تبدیلات

دهد[٢٨]. نمی
ماتريسهای از بسياري عددي آناليز نظر نقطه از اما است بينهايت تشابهي تبديلات تعداد چند هر نکته:
ماتريسهاي شكل بهترين و هستند متعامد ماتريسهاي تبديل، ماتريسهاي نوع بهترين و بدحالتهستند Tk

بدست یافته تعمیم شور قضيه از استفاده با تجزيه اين خوشبختانه كه هستند مثلثي بالا ماتريسهاي Ãk

آيد. مي



۴ فصل

متناوب گسسته های سیستم سازی پایدار
کسری مرتبه مشتق با خطی

مقدمه ١.۴

سیستم ابتدا می�پردازیم. کسری مرتبه مشتق با خطی متناوب زمانی گسسته سیستم�های به فصل این در
آن حالت فضای سیستم و آن تبدیل تابع و بیان را خطی کسری مشتق خروجی تک - ورودی تک
مانند کسری مرتبه مشتق با خطی زمانی گسسته سیستم�های ویژگی�های برخی آوریم. می بدست را
توسط را سیستم�ها از رده این پایداری می�کنیم. بیان را پذیری مشاهده و دسترسی قابلیت پذیری، کنترل
تبدیل سپس و ثابت تاخیر با سیستم یک به کسری مشتق سیستم تبدیل با و کرده بررسی عملی پایداری
سیستم ماتریسهای شدن بزرگ به توجه با می�پردازیم. آنها پایدارسازی به متناوب استاندارد سیستم به
ویژه مقادیر جزئی تخصیص شود. می زیاد خطای دارای و سخت بسیار ویژه مقادیر تخصیص حالت،
برای شود. می مواجه کمتری حجم با تخصیص عملیات نتیجه در و شده ماتریسها ابعاد کاهش باعث
پایداری از متفاوتی شرایط با توان می را دارند فیزیکی مباحث در فراوانی کاربرد که مثبت سیستمهای

است. شده بیان کسری مشتق سیستم ویژه مقادیر تخصیص و همگرایی از هایی مثال کرد. بررسی

کسری مرتبه مشتق سیستم دینامیکی معادله ٢.۴

اولیه نقطه و کسری مرتبه مشتق با زمانی ناوردای خروجی تک - ورودی تک سیستم دینامیکی معادله
بگیرید: نظر در را زیر صفر

anD
αny(t) · · ·+ a٠D

α٠y(t) = bmD
βmu(t) · · ·+ b٠D

β٠u(t) (١.۴)

شود می بیان زیر صورت به خلاصه طور به و
n∑

i=٠
aiD

αiy(t) =
m∑
j=٠

bjD
βju(t)

٢٩
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تعداد n,m ∈ N ، است j = ٠, · · · ,mو i = ٠, · · · , n و αi, βj ∈ Q+ و ai, bj ∈ R بطوریکه
گویای عدد دو مشترک علیه مقسوم بزرگترین α اگر است. ديفرانسيل معادلات سیستم خروجی و ورودی

گرفت نظر در α از مضربی را جملات تمامی مشتق مرتبه توان مي حالت اين در ,αi}باشد، βj}
n∑

i=٠
aiD

niαy(t) =
m∑
j=٠

bjD
mjαu(t)

. αi = niα, βj = mjα که
مشتقات با فوق سیستم خروجی ورودی- شکل اول، فصل کسری مشتقات لاپلاس تبدیل از استفاده با

تبدیل[۵] تابع صورت به اولیه نقطه در ضفر

G(s) =
Y (s)

U(s)
=

∑m
j=٠ bjs

βj∑n
i=٠ ais

αi

را X(s) مانند واسط متغیر یک باید ابتدا حالت، فضای سیستم آوردن بدست برای شود. می نوشته
داریم حالت این در که �کرد تعریف

Dαx(t) = Ax(t) +Bu(t), x(٠) = x٠ (٢.۴)

داریم (٢.۴) برای لاپلاس تبدیل بکارگیری با

X(s) = [sαI − A]−١BU(s) + [sαI − A]−١sα−١x(٠)

زیر صورت به حالت جواب حالت، انتقال ماتریس با متناظر Φ(t) = L−١[sαI − A]−١ تعریف با
است

x(t) = Φ(t)x(٠) +
∫ t

٠
Φ(t− τ)Bu(τ)dτ

شود[۵] می بیان زیر بصورت لفلر - میتاج تابع Φ(t)

Φ(t) = Eα(At) =
∞∑
k=٠

Aktkα

Γ(١+ kα)

پذیری کنترل ماتریس رتبه اگر تنها و اگر است پذیر کنترل سیستم .١.٢.۴ ]قضیه
B AB A٢B . . . An−١B

]
پذیری مشاهده ماتریس رتبه اگر تنها و اگر است پذیر مشاهده سیستم اساس همین بر باشد. n برابر

Ω =



C

CA

CA٢

...
CAn−١


باشد[۵]. n برابر



کسری٣١ مرتبه مشتق با خطی گسسته های سیستم .٣.۴

کسری مرتبه مشتق با خطی گسسته های سیستم ٣.۴

ارائه را معادلات(۴.٢) از پیوسته کسری حالت فضای مدل از شده گسسته نمایش یک قسمت این در
صحیح مرتبه مشتقات با حالت فضای مدل دهیم. می

D١x(t) = Ax(t) +Bu(t)

آید می بدست زیر صورت به D١x(t) اول مشتق تقریب kh ≤ t ≤ (k+ ١)h برای بگیرید. نظر در را

D١x(t) ≈ △١x((k + ١)h) = x((k + ١)h)− x(kh)

h

نوشت توان می بنابراین
△١x((k + ١)h) = Ax(kh) +Bu(kh).

است زیر صورت به حد از استفاده بدون لتنیکوف - گرانوالد کسری مشتق تقریب

GD
αx(t) ≈ ١

hα

k+١∑
j=٠

(−١)j
(
α

j

)
x((k − j + ١)h)

و x(kh) = xk تعریف با

△αxk+١ =
k+١∑
j=٠

(−١)j
(
α

j

)
xk−j+١

صورت به گسسته متناظر سیستم ،(٢.۴) پیوسته کسری سیستم در عملگر این جایگذاری با و

١
hα

k+١∑
j=٠

(−١)j
(
α

j

)
xk−j+١ = Axk +Buk

آید می بدست زیر گسسته سیستم نتیجه در و تبدیل

△αxk+١ =
k+١∑
j=٠

(−١)j
(
α

j

)
xk−j+١ = (hαA)xk + (hαB)uk

داریم شود تعریف B̃ = hαB و Ã = hαA اگر است. برداری نمونه دوره h ∈ R+ بطوریکه

xk+١ = Ãxk −
k+١∑
j=١

(−١)j
(
α

j

)
xk−j+١ + B̃uk

شود بازنویسی زیر شکل به تواند می گسسته کسری سیستم cj = (−١)j
(
α
j

)
اگر باشد. می

xk+١ = (Ã− c١In)xk −
k+١∑
j=٢

cjxk−j+١ + B̃uk

تعریف با
A٠ = (Ã− c١In)

و
Aj = −cj+١In, j > ٠



کسری٣٢ مرتبه مشتق با خطی متناوب گسسته های سیستم سازی پایدار .۴

می�شود نتیجه

xk+١ = A٠xk + A١xk−١ + A٢xk−٢ + · · ·+ Akx٠ + B̃uk (٣.۴)

مرحله�ای از توان می و می�شود کوچک ci ضرایب اما یابد. ادامه بینهایت تا ذاتی بطور تواند می k مقدار
کسری مرتبه سیستم یک برسیم[١۵]. متناهی بعد با سیستم یک به تا نمود نظر صرف آنها بقیه از بعد به

باشد. می مرحله هر در افزایشی تاخیر با سیستم یک

کسری مرتبه مشتق با خطی متناوب گسسته های سیستم ۴.۴

کنیم می تعریف زیر صورت به را کسری مرتبه مشتق با خطی متناوب گسسته های سیستم

∆αxk+١ = Akxk +Bkuk (۴.۴)

صورت به توان می را (۴.۴) سیستم

xk+١ = (Ak + αIn)xk +
k∑

i=١
cixk−i +Bkuk (۵.۴)

صورت به ci آن در که کرد تبدیل

ci = (−١)i
(

α

i+ ١

)
, i ∈ N

کسری مرتبه سیستم بود. خواهد افزایشی زمانی تاخیر با سیستم یک (۴.۴) سیستم نتیجه در است.
پایان بی تاخیر با سیستم یک با نهایت در که باشد می مرحله هر در افزایشی تاخیر با سیستم یک فوق
برای است. نشده انجام کنون تا آنها اصلی شکل در سیستمها از رده این کنترل شد. خواهیم مواجه
به توجه با توان می متناوب معمولی تاخیری سیستمهای به متناوب کسری مشتق با سیستمهای تبدیل
را بقیه و انتخاب را تاخیرها این از مشخص و زیاد تعداد ،ci تاخیر متغیرهای ضرایب شدن کوچک
رسیده اثبات به کوچک ضرایب حذف با سیستم پایداری حفظ برای نیاز مورد قضایای کرد[١۵]. حذف
سیستم که بگیریم نظر در ای گونه به را شرایط توانیم می تاخیرها بودن دلخواه علت به .[١۶ است[١۵،

بیافتد. اتفاق تقریبا کسری مشتقات مزایای با

عملی پایداری ١.۴.۴

سیستم به (۵.۴) سیستم i > L برای ci = ٠ گرفتن نظر در با همگراست[١۵]. صفر به ci دنباله

xk+١ = (Ak + αIn)xk +
L∑

i=١
cixk−i +Bkuk (۶.۴)



کسری٣٣ مرتبه مشتق با خطی متناوب گسسته های سیستم .۴.۴

متغیرهای تغییر با شود[٣]. می تبدیل N تکرار دوره با متناوب L زمانی تاخیر با سیستم یک که

Xk =



xk

xk−١

xk−٢

.

.

.

xk−L


∈ Rn,

Ak =



Ak + αIn c١I c٢I · · · cL−١I cLI

I ٠ ٠ · · · ٠ ٠
٠ I ٠ · · · ٠ ٠
... ... ... . . . ... ...
٠ ٠ ٠ · · · I ٠


∈ Rn×n,

Bk =



Bk

٠
٠
...
٠


∈ Rn×m, n = (L+ ١)n,

Ck =
[
Ck ٠ ٠ · · · ٠

]
∈ Rp×n, Dk = Dk ∈ Rp×m

استاندارد متناوب سیستم به (۶.۴) سیستم

Xk+١ = AkXk +Bkuk (٧.۴)

شود. می تبدیل

پایدار (٧.۴) سیستم هرگاه گوییم عملی پایدار را (۴.۴) متناوب کسری ١۵]سیستم ،٣] .١.۴.۴ تعریف
باشد. مجانبی

ویژه مقادیر اگر وفقط اگر است عملی پایدار (۴.۴) متناوب کسری [٢]سیستم .٢.۴.۴ قضیه

Ψ = AN−١AN−٢ · · ·A٠

باشد. واحد شعاع به باز دایره داخل در



کسری٣۴ مرتبه مشتق با خطی متناوب گسسته های سیستم سازی پایدار .۴

کسری مرتبه مشتق با خطی متناوب گسسته های سیستم پایدارسازی ٢.۴.۴

خطی متناوب گسسته های سیستم حالت پسخورد ماتریسهای یافتن برای روشی ارائه به قسمت این در
کنترل قانون پرداخت. خواهیم کسری مرتبه مشتق با

uk = F kXk =
L∑

i=٠
F k,k−ixk−i

صورت به N تناوب دوره با متناوب ماتریسهای ها F k که
F k = [F k,k F k,k−١ · · ·F k,k−L+١]

داریم (۶.۴) سیستم در کنترل قانون جایگذاری با بگیرید. نظر در را باشند

xk+١ = (Ak + αIn)xk +
L∑

i=١
cixk−i +Bk

L∑
i=٠

F k,k−ixk−i. (٨.۴)

آید می بدست زیر صورت به بسته حلقه سیستم و

xk+١ = (Ak + αIn +BkF k,k)xk +
L∑

i=١
(ciIn +BkF k,k−i)xk−i (٩.۴)

تعریف با

Γk =



Ak + αIn +BkF k,k c١I +BkF k,k−١ · · · cLI +BkF k,k−L

I ٠ · · · ٠
٠ I ٠ · · ·
... ... . . . ...
٠ · · · I ٠


(١٠.۴)

معادل صورت به یا و
Γk = Ak +BkF k

متناوب بسته حلقه استاندارد سیستم به تبدیل (٩.۴) سیستم
Xk+١ = ΓkXk = (Ak +BkF k)Xk (١١.۴)

هدف از بهتر استفاده منظور به است. متناوب سیستم یک همچنان (١١.۴) جدید سیستم و شود می
سیستم ابعاد که بگیریم نظر در بیشتر را (٨.۴) سری جملات تعداد باید کسری مشتقات از استفاده اصلی

شد. خواهد زیاد (١٠.۴) استاندارد

شده استاندارد متناوب سیستم ای دوره یک ماتریس ٣.۴.۴

است زیر صورت به (١١.۴) شده استاندارد متناوب سیستم ای دوره یک ماتریس
Ψc = ΓN−١ΓN−٢ · · ·Γ٠

شود می تبدیل زیر صورت به Ψc نتیجه در و
Ψc = (AN−١ +BN−١FN−١) · · · (A(٠) +B(٠)F ٠). (١٢.۴)



کسری٣۵ مرتبه مشتق با خطی متناوب گسسته های سیستم .۴.۴

واحد دایره داخل در Ψc ای دوره یک ماتریس ویژه مقادیر باید شده استاندارد متناوب سیستم کنترل برای
سیستم که هستیم F k, k ∈ ٠ · · ·N − ١ پسخورد های ماتریس دنبال به دیگر عبارت به گیرد. قرار

کنید فرض کند. پایدار (١١.۴)را
Λ = {λi|λi ∈ C}

که طوری بیابیم را F k پسخورد ماتریس باید باشد. Ψc ای دوره یک ماتریس دلخواه ویژه مقادیر
.λ(Ψc) = Λ

ناپایدار سیستمهای ( پذیری پذیری(دسترس کنترل شرط ۴.۴.۴

اگر فقط و اگر است پذیر دسترس مرحله k در (٧.۴) متناوب سیستم [٢٨] .٣.۴.۴ قضیه
rank

[
λI −Ψ Wk

]
= n

و Ψ مشخصه ضرایب λ ̸= ٠ که
Wk =

[
Φ(k +N, k + ١)Bk Φ(k +N, k + ٢)Bk+١ · · · Bk+N−١

]
و

Φ(i, j) = Ai−١ × Ai−٢ · · ·Aj i > j

هستند.

که است موجود F k متناوب پسخورد ماتریسهای باشد پذیر دسترس (٧.۴) متناوب سیستم اگر
کند. پایدار را (٧.۴) سیستم

ای دوره یک ماتریس ویژه مقادیر تخصیص ۵.۴.۴

بدست را پسخورد ماتریسهای ای، دوره یک ماتریس از تری ساده شکل آوردن بدست با قسمت این در
اگر آوریم. می

G = (AN−١ +BN−١FN−١) · · · (A١ +B١F ١)

شد خواهد تبدیل زیر صورت به (١٢.۴) ای دوره یک ماتریس آنگاه
Ψc = G(A٠ +B٠F ٠)

تضمین (GA٠, GB٠) سیستم پذیری کنترل که طوری FN−١, ..., F ١ های ماتریس دلخواه انتخاب با
داریم شود

Ψc = (GA٠ +GB٠F ٠) = A′ +B′F ٠ (١٣.۴)

طیف (١٣.۴) ویژه مقادیر که بیابیم طوری را F ٠ پسخورد ماتریس باید برداری، همدم فرم از استفاده با
شوند. λ(Ψc) = Λ



کسری٣۶ مرتبه مشتق با خطی متناوب گسسته های سیستم سازی پایدار .۴

را مناسب پسخورد های ماتریس ناپایدار، سه-متناوب سیستم یک برای مثال این در .۴.۴.۴ مثال
آوریم. می بدست

∆٠٫٢۵xk+١ = Akxk +Bkuk (١۴.۴)

که

A٠ =

[
١٫ ۵۵ ٠٫ ٧
٢ −٫ ٢۵

]
, A١ =

[
٠٫ ٠۵ ٠٫ ٧
٠٫ ٩ ٠٫ ۵۵

]
, A٢ =

[
٠٫ ۵ ٠٫ ٨
٠٫ ٧ ٠٫ ۵۵

]

B٠ =

[
۴٫ ٣ ٢
١ ٢

]
, B١ =

[
۵ ٢٫ ٧
٢ ٠٫ ٩

]
, B٢ =

[
٣٫ ٢ ٠٫ ٨
۴٫ ١ ١

]

Aα٠ =

[
١٫ ٨ ٠٫ ٧
٢ ٠

]
, Aα١ =

[
٠٫ ٣ ٠٫ ٧
٠٫ ٩ ٠٫ ٨

]
, Aα٢ =

[
٠٫ ٧۵ ٠٫ ٨
٠٫ ٧ ٠٫ ٨

]

Aα٢Aα١Aα٠ =

[
۴٫ ٠٣١ ٠٫ ۶۶١۵
٣٫ ٩٣۴٠ ٠٫ ۶۵١

]

و [٢] است ناپایدار (١۴.۴) کسری سیستم Aα٢Aα١Aα٠ در یک از بیشتر قطری مقدار به توجه با
ماتریسهای توان می افزوده، ماتریسهای تشکیل با نیستند. همگرا صفر به حالت متغیرهای نتیجه در

آورد. بدست را حالت پسخورد

A٠ =



١٫ ٨ ٠٫ ٧ ٠٫ ٠٩۴ ٠ ٠٫ ٠۵۵ ٠ ٠٫ ٠٣٨ ٠
٢ ٠ ٠ ٠٫ ٠٩۴ ٠ ٠٫ ٠۵۵ ٠ ٠٫ ٠٣٨
١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ١ ٠ ٠



A١ =



٠٫ ٣ ٠٫ ٧ ٠٫ ٠٩۴ ٠ ٠٫ ٠۶ ٠ ٠٫ ٠۴ ٠
٠٫ ٩ ٠٫ ٨ ٠ ٠٫ ٠٩۴ ٠ ٠٫ ٠۵۵ ٠ ٠٫ ٠٣٨
١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ١ ٠ ٠





کسری٣٧ مرتبه مشتق با خطی متناوب گسسته های سیستم .۴.۴

A٢ =



٠٫ ٧۵ ٠٫ ٨ ٠٫ ٠٩۴ ٠ ٠٫ ٠۶ ٠ ٠٫ ٠۴ ٠
٠٫ ٧ ٠٫ ٨ ٠ ٠٫ ٠٩۴ ٠ ٠٫ ٠۶ ٠ ٠٫ ٠۴
١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ١ ٠ ٠



B٠ =



۴٫ ٣ ٢
١ ٢
٠ ٠
٠ ٠
٠ ٠
٠ ٠
٠ ٠
٠ ٠


, B١ =



۵ ٢٫ ٧
٢ ٠٫ ٩
٠ ٠
٠ ٠
٠ ٠
٠ ٠
٠ ٠
٠ ٠


, B٢ =



٣٫ ٢ ٠٫ ٨
۴٫ ١ ١
٠ ٠
٠ ٠
٠ ٠
٠ ٠
٠ ٠
٠ ٠


که است موجود F٠, F١, F٢ پسخورد ماتریسهای و است دسترسپذیر سیستم این قضیه۴.۴.٣ به توجه با

صورت به Ψc ای دوره ماتریس ویژه مقادیر یعنی شود پایدار سیستم
Λ = eig(Ψc) = {٠٫ ١,٠٫ ٢,٠٫ ٣,٠٫ ۴,٠٫ ۵,٠٫ ۶,٠٫ ٧,٠٫ ٨}

زیر صورت به را حالت پسخورد ماتریسهای توان می برداری، همدم روش از استفاده با شوند. تبدیل
آورد. بدست

F ٢ =

[
−۴٧٫ ۶٢ ۴٢٫ ٠ ٧۶٫ ١٧ −۶٠٫ ٩۴ −۴٩٫ ٢۵ ٣٩٫ ۴ ١٣٫ ٠ −١٠٫ ۴
١٩۴٫ ۵۶ −١۶٩٫ ٠ −٣١٢٫ ٣٢ ٢۴٣٫ ٧۶ ٢٠١٫ ٩٢ −١۵٧٫ ۶ −۵٣٫ ٣ ۴١٫ ۶

]

F ١ =

[
−۶٫ ۴٠ ١٠٫ ٣٠ ۶٫ ٠٩ −١٨٫ ٢٨ −٣٫ ٩۴ ١١٫ ٨٢ ١٫ ٠۴ −٣٫ ١٢
١٣٫ ٢٢ −١٩٫ ٣٣ −١٣٫ ۵۴ ٣٣٫ ٨۵ ٨٫ ٧۵ −٢١٫ ٨٩ −٢٫ ٣١ ۵٫ ٧٨

]

F ٠ =

[
٠٫ ٨۵ −١٫ ٠٠ −٠٫ ٧٢ ٠٫ ٧٢ ٠٫ ١٩ −٠٫ ١٩ −٠٫ ٠٢ ٠٫ ٠٢
−١٫ ۴۴ ١٫ ٨٨ ٠٫ ٣٩ −١٫ ٧١ −٠٫ ١٢ ٠٫ ۵١ ٠٫ ٠١ −٠٫ ٠۵

]
داریم که

Λ((A٢ +B٢F ٢)(A١ +B١F ١)(A٠ +B٠F ٠)) = {٠٫ ١,٠٫ ٢,٠٫ ٣,٠٫ ۴,٠٫ ۵,٠٫ ۶,٠٫ ٧,٠٫ ٨}.

صورت به تجزیه با
F ٢ =

[
F ٢,٣ F ٢,٢ F ٢,١ F ٢,٠

]
,

F ١ =
[
F ١,٣ F ١,٢ F ١,١ F ١,٠

]
,

F ٠ =
[
F ٠,٣ F ٠,٢ F ٠,١ F ٠,٠

]
,



کسری٣٨ مرتبه مشتق با خطی متناوب گسسته های سیستم سازی پایدار .۴

در جایگذاری و

uk =
٣∑

i=٠
F k,k−ixk−i

و شکل۴.٣ شود. می پایدار نتیجه در و همگرا صفر به دلخواه اویه نقطه هر ازای به (١۴.۴) سیستم
همگرایی شکل۴.۴

xk =

[
x١,k

x٢,k

]
دهند. می نشان (١۴.۴) سیستم در (١,١) شروع نقطه با را

متناوب کسری مرتبه مثبت سیستمهای ۵.۴

نقطه هر برای اگر فقط و اگر نامیم می داخلی مثبت را (٢.٣) دینامیکی [٩]سیستم .١.۵.۴ تعریف
یعنی . بماند مثبت سیستم حالت متغیر ورودی، نامنفی متغیر و متغیرحالت مثبت شروع

x(t٠) ≥ ٠, u(t) ≥ ٠ =⇒ x(t) ≥ ٠,∀t ≥ t٠

نقطه هر برای اگر فقط و اگر نامیم می خارجی مثبت را (٢.٣) دینامیکی [٩]سیستم .٢.۵.۴ تعریف
شود. مثبت سیستم خروجی متغیر ورودی، منفی نا متغیر و متغیرحالت مثبت شروع

x(t٠) ≥ ٠, u(t) ≥ ٠ =⇒ y(t) ≥ ٠, ∀t ≥ t٠.

در دلیل همین به شود. می خارجی شدن مثبت متضمن داخلی مثبت سیستم که است واضح نکته:
می مثبت صنعت در آمده بوجود سیستمهای اکثر کنیم. می فرض داخلی مثبت را سیستم نامه پایان این

باشند[٩].

اگر فقط و اگر است مثبت (٩.٣) گسسته خطی متناوب سیستم [٩] .٣.۵.۴ قضیه
Ai ∈ Rn×n

+ , Bi ∈ Rn×m
+

xk شدن مثبت کنترل، بردار و اولیه حالت بردار و Ai, Bi ماتریسهای بودن مثبت به توجه با برهان.
است. واضح

و اگر است مثبت (۵.۴) نتیجه در و (۴.۴) کسری مرتبه مشتق با خطی متناوب سیستم .۴.۵.۴ قضیه
اگر فقط

Ai + αIn ∈ Rn×n
+ , Bi ∈ Rn×m

+

مثبت Ai + αIn, Bi ماتریسهای و ci = (−١)i
(

α

i+ ١

)
ضرایب بودن مثبت به توجه با برهان.

شود. می نتیجه سیستم بودن

سیستم اگر فقط و اگر است مجانبی پایدار (٧.۴) متناوب [٢]سیستم .۵.۵.۴ قضیه
Xi+١ = ΨXi (١۵.۴)

باشد مجانبی پایدار



متناوب٣٩ کسری مرتبه مثبت سیستمهای .۵.۴

پسخورد ماتریس از استفاده با (١۴.۴) کسری مرتبه سیستم در x١(t) همگرایی :١.۴ شکل

پسخورد ماتریس از استفاده با (١۴.۴) کسری مرتبه سیستم در x٢(t) همگرایی :٢.۴ شکل



کسری۴٠ مرتبه مشتق با خطی متناوب گسسته های سیستم سازی پایدار .۴

هستند معادل زیر شرایط کسری، مرتبه مشتق با متناوب مثبت سیستم برای [١۴] .۶.۵.۴ قضیه
است عملی پایدار سیستم ∗

∗

ρ(Ψ) < ١

مشخصه ای جمله چند از ãi ضرایب همه ∗
p̃Ψ(z) = det[(z + ١)In −Ψ]

هستند مثبت
اصلی مینورهای همه ∗

Ψ̂ = In −Ψ

هستند. مثبت
ماتریس که است موجود P قطری مثبت اکیدا ماتریس ∗
Ψ

T
PΨ− P

شود. منفی معین
. (Ψ− In)x < ٠ که است موجود x > ٠ مثبت اکیدا ماتریس ∗

شود. می اثبات قضیه [٢] و قضیه۵.۵.۴ به توجه با برهان.

سیستم آنگاه باشد عملی پایدار (۴.۴) مثبت متناوب کسری مشتق سیستم اگر .٧.۵.۴ قضیه
xk+١ = (Ak + αIn)xk

باشد. مجانبی پایدار

سیستم ، (۴.۴) متناوب کسری مشتق سیستم بودن عملی پایدار و مثبت به توجه با برهان.

xk+١ = (Ak + αIn)xk +
L∑

i=٠
cixk−i (١۶.۴)

باعث صفر، به xi همگرایی و xi ، ci بودن مثبت کند. می میل صفر به نتیجه در و است مجانبی پایدار
همگرایی

xk+١ = (Ak + αIn)xk

.[٩] است. مجانبی پایدار نتیجه در و شود می صفر به

شود. بیان تواند می زیر صورت به فوق قضیه عکس

L هر ازای به (١۶.۴) سیستم اگر است ناپایدار عملا متناوب کسری مرتبه سیستم [٩] .٨.۵.۴ قضیه
است. مجانبی ناپایدار



متناوب۴١ کسری مرتبه مثبت سیستمهای .۵.۴

قطری های درایه از یکی حداقل باشد ناپایدار عملا مثبت کسری سیستم اگر [٩] .٩.۵.۴ قضیه

AαN−١ · · ·Aα١

است. یک از بیشتر

بگیرید نظر در را زیر سیستم .١٠.۵.۴ مثال

∆٠٫٢۵xk+١ = Aixk

که

A٠ =

[
٠٫ ٢ ٠٫ ١
٠٫ ١ ٠٫ ١

]
, A١ =

[
٠٫ ١ ٠٫ ٢
٠٫ ٣ ٠٫ ١

]
, Ak = Ak−٢, h = ٣, α = ٠٫ ٢۵

Aα٠ = A٠ + ٠٫ ٢۵I =

[
٠٫ ۴۵ ٠٫ ١
٠٫ ١ ٠٫ ٣۵

]
, Aα١ = A١ + ٠٫ ٢۵I =

[
٠٫ ٣۵ ٠٫ ٢
٠٫ ٣ ٠٫ ٣۵

]

c١ = −
α(α− ١)

٢! = ٠٫ ٠٩٣٨, c٢ = ٠٫ ٠۵۴٧, c٣ = ٠٫ ٠٣٧۶٠

A٠ =



٠٫ ۴۵ ٠٫ ١ ٠٫ ٠٩۴ ٠ ٠٫ ٠۵۵ ٠ ٠٫ ٠٣٨ ٠
٠٫ ١ ٠٫ ٣۵ ٠ ٠٫ ٠٩۴ ٠ ٠٫ ٠۵۵ ٠ ٠٫ ٠٣٨
١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ١ ٠ ٠



A١ =



٠٫ ٣۵ ٠٫ ٢ ٠٫ ٠٩۴ ٠ ٠٫ ٠۶ ٠ ٠٫ ٠۴ ٠
٠٫ ٣ ٠٫ ٣۵ ٠ ٠٫ ٠٩۴ ٠ ٠٫ ٠۵۵ ٠ ٠٫ ٠٣٨
١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ١ ٠ ٠





کسری۴٢ مرتبه مشتق با خطی متناوب گسسته های سیستم سازی پایدار .۴

Ψ = A١A٠ =



٠٫ ٢٨ ٠٫ ١٣ ٠٫ ١ ٠٫ ٠١ ٠٫ ٠۶ ٠٫ ٠١ ٠٫ ٠٢ ٠٫ ٠٠۴
٠٫ ١۴ ٠٫ ٢۴ ٠٫ ٠١ ٠٫ ٠٩ ٠٫ ٠١ ٠٫ ٠۶ ٠٫ ٠٠۴ ٠٫ ٠١
٠٫ ٣۵ ٠٫ ٢ ٠٫ ٠٩ ٠ ٠٫ ٠۶ ٠ ٠٫ ٠۴ ٠
٠٫ ٣ ٠٫ ٣۵ ٠ ٠٫ ٠٩ ٠ ٠٫ ٠۶ ٠ ٠٫ ٠۴
١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٠ ٠


از اند عبارت Ψ ویژه مقادیر زیرا است پایدار عملا سیستم

٠٫ ۶۶
٠٫ ٣٩
٠٫ ١۴
٠٫ ١١

−٠٫ ١۴+ ٠٫ ٠٢I
−٠٫ ١۴+ ٠٫ ٠٢I
−٠٫ ١۶− ٠٫ ٠٢I
−٠٫ ١۶+ ٠٫ ٠٢I


است. کمتر یک از آنها همه مطلق قدر و

یعنی باشد. برقرار باید نیز دیگر ارز هم شرایط قضیه۶.۵.۴ به توجه با
مشخصه ای جمله چند ضرایب ∗

det[(z+١)I−Ψ] = z٨+۶٫ ٧z١٨٫+٧ ٩z۶+٢٩٫ ۴z۵+٢٧٫ ٢z۴+١۵٫ ١z٣+۴٫ ٧z٠٫+٢ ٧z+٠٫ ٠٣

هستند. مثبت همگی
هستند. مثبت Ψ̂ = I −Ψ اصلی های مینور همه دترمینان ∗

Ψ̂ =



٠٫ ٧٢ −٠٫ ١٣ −٠٫ ١ −٠٫ ٠١ −٠٫ ٠۶ −٠٫ ٠١ −٠٫ ٠٢ −٠٫ ٠٠۴
−٠٫ ١۴ ٠٫ ٧۶ −٠٫ ٠١ −٠٫ ٠٩ −٠٫ ٠١ −٠٫ ٠۶ −٠٫ ٠٠۴ −٠٫ ٠١
−٠٫ ٣۵ −٠٫ ٢ ٠٫ ٩١ ٠ −٠٫ ٠۶ ٠ −٠٫ ٠۴ ٠
−٠٫ ٣ −٠٫ ٣۵ ٠ ٠٫ ٩١ ٠ −٠٫ ٠۶ ٠ −٠٫ ٠۴
−١ ٠ ٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٠
٠ −١ ٠ ٠ ٠ ١ ٠ ٠
٠ ٠ −١ ٠ ٠ ٠ ١ ٠
٠ ٠ ٠ −١ ٠ ٠ ٠ ١


det([٠٫ ٧٢]) = ٠٫ ٧٢, det(

[
٠٫ ٧٢ −٠٫ ١٣
−٠٫ ١۴ ٠٫ ٧۶

]
) = ٠٫ ۵۵, · · · , det(Ψ̂) = ٠٫ ٢٧



متناوب۴٣ کسری مرتبه مثبت سیستمهای .۵.۴

١٠.۵.۴ مثال مثبت سیستم در x١ همگرایی :٣.۴ شکل

١٠.۵.۴ مثال مثبت سیستم در x٢ همگرایی :۴.۴ شکل



کسری۴۴ مرتبه مشتق با خطی متناوب گسسته های سیستم سازی پایدار .۴

.١١.۵.۴ مثال
∆٠٫٨xk+١ = Aixk (١٧.۴)

که

A١ =

[
−٠٫ ۵ ٠٫ ٧
٠٫ ٩ ٠

]
, A٢ =

[
−٠٫ ٠۵ ٠٫ ٨
٠٫ ٧ ٠

]
, Ak = Ak−٢, α = ٠٫ ٨

Aα١ = A١ + ٠٫ ٨I =

[
٠٫ ٣ ٠٫ ٧
٠٫ ٩ ٠٫ ٨

]

Aα٢ = A٢ + ٠٫ ٨I =

[
٠٫ ٧۵ ٠٫ ٨
٠٫ ٧ ٠٫ ٨

]

Aα٢Aα١ =

[
٠٫ ٩۴۵ ١٫ ١۶۵
٠٫ ٩٣ ١٫ ١٣

]
(١٧.۴) سیستم قضیه۵.۴.٩ به توجه با و است بیشتر یک از Aα٢Aα١ اصلی قطر های درایه از یکی

است. ناپایدار عملا

مشتق با خطی متناوب گسسته های سیستم تخصیصجزئی ۶.۴
کسری مرتبه

چه هر آنها، عملی تقریب از استفاده و کسری مرتبه مشتقات در ها تاخیر تعداد بودن افزایشی به باتوجه
خواهد بیشتر کسری سیستم با شده استاندارد سیستم شباهت گیرد قرار استفاده مورد بیشتری تاخیر تعداد
دوره ماتریس همچنین و استاندارد متناوب سیستم های ماتریس بعد تاخیرها، تعداد زیاد انتخاب شد.
دسته این پسخورد ماتریس یافتن و بزرگ ابعاد با ماتریس ویژه مقادیر تغییر دهد. می افزایش را ای
همه میان در .[٢٨ ،٢۵ است[۶، مشکل بسیار شور تجزیه یا و QR معمول روشهای به ها سیستم از
قرار دایره داخل بقیه و هستند واحد دایره خارج آنها از کمی تعداد تنها ای، دوره ماتریس ویژه مقادیر
تغییر و دایره خارج ویژه مقادیر از محدودی تعداد تغییر آیا امکان صورت در که است این سوال دارند.
کمکی احتمالی خطای و محاسبات حجم کاهش و سیستم ابعاد کاهش در ما به مناسب ویژه مقادیر ندادن
نام به خطی سیستمهای کنترل در مهمی مبحث آمدن وجود به باعث پرسش به پاسخ خیر؟ یا کند می
جواب وجود و پذیری کنترل برای کافی و لازم شرایط اینجا در است. شده ویژه مقادیر جزئی تخصیص

پردازیم. می مساله این بررسی به مثالی با و بیان را جزئی تخصیص مساله

یکتایی و وجود ١.۶.۴

بردار برای اگر است پذیر کنترل جزئا A از λ ویژه مقدار به نسبت (A;B) سیستم [۶] .١.۶.۴ تعریف
. yHB ̸= ٠ باشیم داشته A ماتریس چپ متناظر ویژه



کسری۴۵ مرتبه مشتق با خطی متناوب گسسته های سیستم جزئی تخصیص .۶.۴

پذیر کنترل A ویژه مقادیر همه به نسبت اگر است پذیر کنترل کاملا (A;B) سیستم [۶] .٢.۶.۴ تعریف
باشد.

S ⊆ Λ(A) دلخواه مجموعه برای (A;B) سیستم ویژه مقادیر جزئی تخصیص مساله [۶] .٣.۶.۴ قضیه
نهایت بی ورودی چند حالت در باشد. پذیر کنترل کاملا (A;B) سیستم اگر فقط و اگر است حل قابل

دارد. وجود جواب

کنید فرض [۶] .۴.۶.۴ قضیه
Λ = diag{λ١, · · · , λp;λp+١, · · · , λn} (١٨.۴)

اگر باشند. مجزا {λp+١, · · · , λn} و {λ١, · · · , λp} های مجموعه و باشند A ویژه مقادیر λi که
آنگاه بماند ثابت ویژه مقادیر بقیه و کند تغییر {µ١, · · · , µp} به {λ١, · · · , λp} ویژه مقادیر بخواهیم
فقط و اگر است انجام ,µ١}قابل · · · , µp}انتخاب هر برای (A;B) ویژه مقادیر جزئی تخصیص مساله

باشد. پذیر کنترل جزئا {λ١, · · · , λp} مجموعه به نسبت (A;B) اگر

ویژه مقادیر جزئی تخصیص الگوریتم ٢.۶.۴

باشند. A′ ماتریس ویژه مقادیر {λi|λi ∈ C} و باشد پذیر کنترل (A′;B′) سیستم کنید [۶]فرض
به خواهیم می و داده نشان Ω(A′) = {λ١, · · · , λp} با را A′ ماتریس واحد دایره خارج ویژه مقادیر

گذاریم. می تغییر بدون را بقیه و دهیم تغییر S = {µ١, · · · , µp}
که یابیم می را F٠ پسخورد ماتریس -١

Ω(Ψc) = Ω(A′ +B′F٠) = {µ١, · · · , µp;λp+١, · · · , λn}

دهید قرار -٢
Y = {y١, y٢, · · · , yp}

باشند Ω(A′) ویژه مقادیر با متناظر A′ ماتریس ویژه بردارهای
دهید قرار -٣

Ap×p = diag(λ١, · · · , λp)

Bp×m = Y HB′

که یابیم می را Fm×p پسخورد ماتریس -۴
eig(A+BF ) = {µ١, · · · , µp}

دهیم می قرار -۵
F٠ = F × Y H

نتیجه در
eig(Ψc) = eig(A′ +B′F٠) = {µ١, · · · , µp;λp+١, · · · , λn}



کسری۴۶ مرتبه مشتق با خطی متناوب گسسته های سیستم سازی پایدار .۴

تخصیص و کلی تخصیص الگوریتمهای توسط را زیر ناپایدار سیستم پسخورد های ماتریس .۵.۶.۴ مثال
کنید. مقایسه یکدیگر با کامل طور به را نتیجه و بیابید ویژه مقادر جزیی

∆٠٫٨xk+١ = Akxk +Bkuk (١٩.۴)

داریم که

A٠ =


−٠٫ ۵٢ ٠٫ ٧ ٠٫ ٣
٠٫ ٢ −٠٫ ۶ ١٫ ٢
٠ ٢ −٠٫ ۵

 ,

A١ =


−٠٫ ۵ ٠٫ ٧ ٠٫ ٩
٠٫ ٩ ٠ ٠٫ ٢
١٫ ۵ ٠٫ ٢ −٠٫ ۵

 ,

A٢ =


−٠٫ ۶٢۵ ٠٫ ٨ ٠٫ ٩
٠٫ ٧ ٠ ٠٫ ٢
١ ١٫ ٢ −٠٫ ٨



B٠ =


۴٫ ٣ ٢
٢ ٢
١ ١

 , B١ =


۵ ٢٫ ٧
٢ ٠٫ ٩
٠ ١

 , B٢ =


٣٫ ٢ ٠٫ ٨
۴٫ ١ ١
٠ ٠



Aα٠ =


٠٫ ٢٨ ٠٫ ٧ ٠٫ ٣
٠٫ ٢ ٠٫ ٢ ١٫ ٢
٠ ٢ ٠٫ ٣

 ,

Aα١ =


٠٫ ٣ ٠٫ ٧ ٠٫ ٩
٠٫ ٩ ٠٫ ٨ ٠٫ ٢
١٫ ۵ ٠٫ ٢ ٠٫ ٣

 ,

Aα٢ =


٠٫ ١٧۵ ٠٫ ٨ ٠٫ ٩
٠٫ ٧ ٠٫ ٨ ٠٫ ٢
١ ١٫ ٢ ٠



A٠ =



٠٫ ٢٨ ٠٫ ٧ ٠٫ ٣ ٠٫ ٠٨ ٠ ٠ ٠٫ ٠٣٢ ٠ ٠
٠٫ ٢ ٠٫ ٢ ١٫ ٢ ٠ ٠٫ ٠٨ ٠ ٠ ٠٫ ٠٣٢ ٠
٠ ٢ ٠٫ ٣ ٠ ٠ ٠٫ ٠٨ ٠ ٠ ٠٫ ٠٣٢
١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٠





کسری۴٧ مرتبه مشتق با خطی متناوب گسسته های سیستم جزئی تخصیص .۶.۴

A١ =



٠٫ ٣ ٠٫ ٧ ٠٫ ٩ ٠٫ ٠٨ ٠ ٠ ٠٫ ٠٣٢ ٠ ٠
٠٫ ٩ ٠٫ ٨ ٠٫ ٢ ٠ ٠٫ ٠٨ ٠ ٠ ٠٫ ٠٣٢ ٠
١٫ ۵ ٠٫ ٢ ٠٫ ٣ ٠ ٠ ٠٫ ٠٨ ٠ ٠ ٠٫ ٠٣٢
١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٠



A٢ =



٠٫ ١٧۵ ٠٫ ٨ ٫ ٩ ٠٫ ٠٨ ٠ ٠ ٠٫ ٠٣٢ ٠ ٠
٠٫ ٧ ٠٫ ٨ ٠٫ ٢ ٠ ٠٫ ٠٨ ٠ ٠ ٠٫ ٠٣٢ ٠
١ ١٫ ٢ ٠ ٠ ٠ ٠٫ ٠٨ ٠ ٠ ٠٫ ٠٣٢
١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٠



B٠ =



۴٫ ٣ ٢
٢ ٢
١ ١
٠ ٠
٠ ٠
٠ ٠
٠ ٠
٠ ٠
٠ ٠



, B١ =



۵ ٢٫ ٧
٢ ٠٫ ٩
٠ ١
٠ ٠
٠ ٠
٠ ٠
٠ ٠
٠ ٠
٠ ٠



, B٢ =



٣٫ ٢ ٠٫ ٨
۴٫ ١ ١
٠ ٠
٠ ٠
٠ ٠
٠ ٠
٠ ٠
٠ ٠
٠ ٠


مقادیر که است موجود F ٠, F ١, F ٢ ماتریسهای و است دسترسپذیر فوق سیستم ٣.۴.۴ قضیه دلیل به
می بدست طوری را , F ١, F ٢ پسخورد ماتریسهای باشد. واحد دایره داخل Ψc ای دوره ماتریس ویژه
و باشد یک از کمتر Λ(Γ١) = Λ(A١ + B١F ١) و Λ(Γ٢) = λ(A٢ + B٢F ٢) ویژه مقادیر که آوریم

گرفتن نظر در با باشد. شده تضمین (A′, B′) = (Γ٢Γ١A٠,Γ٢Γ١B٠) پذیری کنترل
F ٢ =

[
F(٢)٢ F(١)٢ F(٠)٢

]
که

F(٢)٢ =
[
−١٫ ۴۶ ١٫ ٠٢ −١٧٫ ٨٧
۵٫ ٨٣ −۴٫ ۵۵ ٧١٫ ٨٧

]



کسری۴٨ مرتبه مشتق با خطی متناوب گسسته های سیستم سازی پایدار .۴

F(١)٢ =
[

١٧٫ ٠٠ ٢١٫ ۶۶ ١٫ ٩٨
−۶٨٫ ٩٧ −٨٧٫ ٨۴ −٨٫ ١٢

]

F(٠)٢ =
[
−٠٫ ۴٢ −١٫ ۵۵ ٣٫ ٣١
١٫ ۶٨ ۶٫ ٢٧ −١٣٫ ٣٧

]
و

F ١ =
[
F(٢)١ F(١)١ F(٠)١

]
که

F(٢)١ =
[
−٠٫ ٢ ٠٫ ٣ −٠٫ ٠٣
−٠٫ ٠٧ ٠٫ ١٧ −٠٫ ٠٩

]

F(١)١ =
[
−٠٫ ٣٩ −٠٫ ۴٢ ٠٫ ٠۶
−٠٫ ٠٨ ٠٫ ١۴ −٠٫ ٠۶

]

F(٠)١ =
[

٠٫ ٠٧ −٠٫ ٠٢ ٠٫ ٠١
−٠٫ ٠٢ ٠٫ ٠١ −٠٫ ٠٣

]
از اند عبارت A′ = Γ٢Γ١A٠ ویژه مقادیر

Λ = {۵٫ ١٫−,٢٩ ٢,٠٫ ٠٧٨± ٠٫ ١۶٨i,−٠٫ ٠٠١± ٠٫ ٠٠٩i
,٠٫ ٠٫−,٠٠٨,٠ ٠٠١}

است شده بررسی زیر حالت دو
بدست طوری را F ٠ =

[
F(٢)٠ F(١)٠ F(٠)٠

]
پسخورد ماتریسهای حالت این در اول. حالت

یابند. تغییر ٠٫ ١ به Ψc = A′ +B′F٠ ویژه مقادیر که آوریم می

F(٢)٠ =
[
−٠٫ ٩٨ −١٫ ٢٩ ٠٫ ٨٣
٣٫ ٠۵ ٢٫ ٧٣ −١٫ ٩۴

]

F(١)٠ =
[

٠٫ ١٨ ٠٫ ١٢ ٠٫ ٣١
−٠٫ ٨٧ −٠٫ ۴٩ −١٫ ٢٢

]

F(٠)٠ =
[
−٠٫ ١۴ −٠٫ ١١ −٠٫ ١٧
٠٫ ۵۵ ٠٫ ۴١ ٠٫ ۵٧

]
داریم حال

Ψc = A′ +B′F٠ = {٠٫ ١,٠٫ ١,٠٫ ١,٠٫ ١,٠٫ ١,٠٫ ١,٠٫ ١,٠٫ ١,٠٫ ١}

شود می مشاهده شکل۵.۴ در که همانطور . ١۴۴٫ ٠٣ از عبارتست پسخورد های ماتریس فروبنیوس نرم
است. همگرا سیستم

میان در آوریم. می بدست جزئی تخصیص روش به را پسخورد ماتریسهای روش این در دوم. حالت
نا ویژه مقدار دو باشند. می مناسب بقیه و هستند واحد دایره خارج اول تای دو تنها A′ ویژه مقادیر
تخصیص الگوریتم از استفاده با گذاریم. می باقی تغییر بدون را بقیه و دهیم می تغییر ٠٫ ١ به را مناسب

داریم: ویژه مقادیر جزئی



کسری۴٩ مرتبه مشتق با خطی متناوب گسسته های سیستم جزئی تخصیص .۶.۴

جزیی تخصیص از استفاده (۵.۶.۴)بدون کسری مرتبه سیستم همگرایی :۵.۴ شکل

جزئی تخصیص از استفاده (۵.۶.۴)با کسری مرتبه سیستم همگرایی :۶.۴ شکل



کسری۵٠ مرتبه مشتق با خطی متناوب گسسته های سیستم سازی پایدار .۴

F(٢)٠ =
[
−٠٫ ٢١ −٠٫ ۶۴ ٠٫ ۵٠
٠٫ ۴٣ ٠٫ ۶١ −١٫ ٠٨

]

F(١)٠ =
[
٠٫ ٠٠۴ ٠٫ ٠٣ −٠٫ ٠١
٠٫ ۴٣ ٠٫ ۶١ −١٫ ٠٨

]

F(٠)٠ =
[
−٠٫ ٠٢ ٠٫ ٠٢ −٠٫ ٠٠٣
٠٫ ٠١ −٠٫ ٠٣ −٠٫ ٠٠

]
از عبارتند (١٢.۴) ماتریس جدید ویژه مقادیر

Λ = {٠٫ ١,٠٫ ١,٠٫ ٠٧٨± ٠٫ ١۶٨i,−٠٫ ٠٠١± ٠٫ ٠٠٩i
,٠٫ ٠٫−,٠٠٨,٠ ٠٠١}

از سریعتر خیلی جزئی تخصیص از استفاده با سیستم همگرایی شود می دیده ۶.۴ شکل در که همانطور
است. جزئی تخصیص بدون همگرایی



۵ فصل

گسسته های سیستم پارامتری تخصیص
کسری مرتبه مشتق با خطی متناوب

مقدمه ١.۵

همچنین کنند. نمی برآورده را دینامیکی سیستم نیاز موارد بعضی در آمده، بدست پسخورد ماتریسهای
می نتیجه در و باشند نمی یکتا گسسته متناوب کسری مشتق سیستم یک برای پسخورد های ماتریس این
را مناسبی های شرط ضرورت، مواقع در بتوانیم تا بگیریم نظر در دلخواه را آن های درایه از برخی توانیم
با پسخورد ماتریس فصل این اول قسمت در کنیم. اعمال آن روی بر پسخورد) ماتریس نرم مینیمم (مانند
الگوریتمی و آوریم می بدست [٢١] گراف نظریه و برداری همدم روش از استفاده با را خطی پارامترهای
پسخورد ماتریس بعد قسمت در آورد. می بدست نرم مینیمم با را پسخورد ماتریس که شد خواهد ارائه
می بدست دلخواه ویژه مقادیر تخصیص و برداری همدم روش از استفاده با را خطی غیر پارامترهای با
الگوریتم از استفاده با پایان در است. خطی حالت از بیشتر خیلی انتخابها تعداد حالت این در که آوریم

شود. می محاسبه پسخورد ماتریس نرم مینیمم ژنتیک،

متناوب کسری مرتبه سیستمهای خطی پارامتری تخصیص ٢.۵

F i پارامتری پسخورد های ماتریس باشد. Ψc ای دوره ماتریس طیف Λ = {λi|λi ∈ C} دهید قرار
(A′, B′) = ماتریسهای انتخاب با است. نظر مورد کنند تبدیل Λ به را ای دوره ماتریس ویژه مقادیر که
دلخواه، صورت به Fn−١, · · · , F١ پسخورد ماتریسهای انتخاب و سوم فصل از (Γ٢Γ١A٠,Γ٢Γ١B٠)

است. نظر مورد شود تبدیل دلخواه صورت به λ(Ψc) ویژه مقادیر که F ٠ پارامتری پسخورد ماتریس
صورت به (A′, B′) ماتریس برداری همدم شکل کنید فرض

Ã′ =

[
G٠

I ٠

]
, B̃′ =

[
B٠

٠

]

۵١



کسری۵٢ مرتبه مشتق با خطی متناوب گسسته های سیستم پارامتری تخصیص .۵

که باشد انتقال ماتریس T̃ و
Ã′ = T̃−١A′T̃

دهید قرار همچنین

Ãλ =

[
Gλ

I ٠

]
داخل Ãλ ویژه مقادیر و است پارامتری ماتریس Gλ که باشد برداری همدم شکل در دلخواهی ماتریس

سپس باشند. واحد دایره
F̃٠ = B−١

٠ (−G٠ +Gλ)

و دهد می تخصیص Ã′ + B̃′F̃p به را نظر مورد ویژه مقادیر که است پسخوردی ماتریس
F٠ = F̃٠T̃

−١

و

Γ̃ = Ã′ + B̃′F̃٠ =

[
٠

I ٠

]
به اولیه پسخورد ماتریس این بنابر است. Ã′ با متشابه و داراست را نظر مورد ویژه مقادیر Ãλ ماتریس

صورت
F ٠ = F٠ +B−١

٠ G̃α

داریم که
F ٠α = B−١

٠ GαT
−١

یک است. خطی های درایه با پارامتری ماتریس نیز F ٠α و است آزاد پارامتر دارای ماتریس Gα و
. است[٢١] گراف روش پارامترها تعیین برای ساده روش

در تبدیل تابع عنوان به Γ̃ ماتریس و گراف راسهای عنوان به {e١, · · · , en} یکه بردارهای روش این در
می نظر در ورودی راس عنوان به را ١ ≤ k ≤ m که ek های راس گراف این در شود. می گرفته نظر
بردار به مسیرها همه نهایت در که j > i و Γ̃ei = ej هرگاه شود می متصل ej راس به ei راس گیریم.
نداشته وجود مسیری هیچ در ei → ej یال گاه هر گیرد می قرار Gλ در gij پارامتر حال رسند. می صفر

باشد.
داریم n = ٣,m = ٢ با سیستم در مثال عنوان به

Γ̃ =


٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠
١ ٠ ٠


است زیر صورت به آن حالت تبدیل گراف که Γ̃e٢ = Γ̃e٣ = ٠ و Γ̃e١ = e٣ داریم حال

-e١ e٣HHj ٠����:
e٢



پارامتری۵٣ پسخورد ماتریس برای نرم مینیمم الگوریتم .٣.۵

و g١٢ با e٢ به e٣ و e١ به e٢ اتصال و g٢١ پارامتر صورت به شود متصل e٢ راس به e١ راس اگر حال
داریم و شود می داده نشان Gα در g٢٣

˜

نتیجه در αو =

[
٠ g١٢ ٠
g٢١ ٠ g٢٣

]
F ٠α = B−١

٠ GαT
−١

است. خطی پارامتری پسخورد ماتریس

پارامتری پسخورد ماتریس برای نرم مینیمم الگوریتم ٣.۵

باشد مینیمم آن فروبنوس نرم که Gα در پارامترها یافتن هدف: [١٩]
آورید. بدست را T−١ و Kp, B

′−١
٠ مقدماتی پسخورد ماتریسهای و بگیرید نظر در را (A′, B′) زوج

کنید. مشخص s با را ستونها و r با را اند گرفته قرار آنها در پارامترها که را Gα سطرها -١
ستونهای با که را T−١ سطرهای و V در است متناظر Gα در grs سطرهای با که را B′−١

٠ ستونهای -٢
دهیم. می قرار W در است متناظر Gα در grs

های ماتریس -٣
P = V tV, Q = WW t, C = V tKpW

t

آورید. بدست را
ماتریس -۴

H = −P−١CQ−١

دارید. نگه تغییر بدون شد گفته ١ مرحله در که را G در آن متناظر H های درایه و آورده بدست را
ماتریس -۵

Fα = B
′−١
٠ GT−١

آورید. بدست را
است. نرم کمترین دارای که آورید. بدست خروجی عنوان به را K = Kp +Kα ماتریس -۶

خطی پارامتری تخصیص الگوریتمهای توسط را قبل فصل سیستم پسخورد های ماتریس .١.٣.۵ مثال
پسخورد ماتریسهای کنید. مقایسه یکدیگر با کامل طور به را نتایج و بیابید نرم مینیمم و ویژه مقادر

ویژه مقادیر که آوریم می بدست طوری را , F ١, F ٢

Λ(Γ٢) = λ(A٢ +B٢F ٢)

و
Λ(Γ١) = Λ(A١ +B١F ١)

پذیری کنترل و باشند یک از کمتر
(A′, B′) = (Γ٢Γ١A٠,Γ٢Γ١B٠)



کسری۵۴ مرتبه مشتق با خطی متناوب گسسته های سیستم پارامتری تخصیص .۵

داریم قبل مثال به توجه با باشد. شده تضمین

F ٢ =

[
٧٫ ۵ −۵٫ ٨ ٣١٧٫ ٢ −٣٢۶٫ ١ −٣٧٣٫ ١ −٧۵٫ ۵ ۶٠٫ ٣ ٨٩٫ ٨ −١۵٫ ٣
−٣٠٫ ٠ ٢٣٫ ۵ −١٢٧٩ ١٣١۴٫ ۶ ١۵٠٣٫ ۵ ٣٠۴٫ ١ −٢۴٣٫ ٣ −٣۶٢٫ ٧ ۶١٫ ۶

]

F ١ =

[
−٣٫ ٢٣ ٨٫ ٢۶ ١٫ ١٢ −٧٫ ۶۴ −۶٫ ٠٧ ٠٫ ١٧ ٢٫ ٣۵ −٠٫ ٠١ ٠٫ ٠٠۴
١٫ ۴٣ −٣٫ ۵٧ −٠٫ ٢۶ ٢٫ ٩١ ٢٫ ۶ ٠٫ ۵۵ −٢٫ ٣٣ −٠٫ ٠٣ −٠٫ ٣٨٧١

]

داریم A′, B′ ماتریسهای برای شده گفته پارامتری تخصیص روش از استفاده با

Γ̃ =



٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ١ ٠ ٠


Γ̃e۴ = e۶ و Γ̃e٢ = e۴ ترتیب همین به و Γ̃e٧ = ٠ و Γ̃e۵ = e٧ و Γ̃e٣ = e۵ و Γ̃e١ = e٣ داریم حال

است زیر صورت به آن حالت تبدیل گراف که است Γ̃e٨ = ٠ و Γ̃e۶ = e٨ و

e١ - e٣ - e۵ - e٧

e٢ - e۴ - e۶ - e٨
٠HHj

��*

نتیجه در و کرد اضافه گراف به توان می را g١٢, g١۴, g١۶, g١٨, g٢١, g٢٣, g٢۵, g٢٧ یالهای

Gα =

[
٠ g١٢ ٠ g١۴ ٠ g١۶ ٠ g١٨

g٢١ ٠ g٢٣ ٠ g٢۵ ٠ g٢٧ ٠

]
و

F ٠α = B−١
٠ GαT

−١ =



−٣٫ ۴١− ٠٫ ١٧g١٢ − ٠٫ ٢۶g١۴ − ١٫ ۶٨g١۶ − ١٠۶٫ ٨۵g١٨ ١٫ ١٧
٣٫ ١۵− ٠٫ ٠٣g١٢ − ٠٫ ٠۵g١۴ − ٠٫ ۵١g١۶ − ۴٧٫ ۴٠g١٨ −٠٫ ١١
٢٫ ۴٨+ ٠٫ ١g١٢ + ١٫ ١۴g١۴ − ٢٫ ٧۵g١۶ − ١٠٣۵٫ ۴٨g١٨ −١٫ ٢٩
−۵٫ ١٢+ ٠٫ ٠٧g١٢ − ١٫ ۴٧g١۴ + ٣٫ ١٨g١۶ + ١٠٣٧٫ ٧٩g١٨ ٠٫ ۶٣
٠٫ ٣۵+ ٠٫ ٠٣g١٢ + ٠٫ ٠٣g١۴ + ۶٫ ۶۶٧g١۶ + ١۵۵۴٫ ١g١٨ −٠٫ ١۵
−١٫ ۴٢− ٠٫ ٠١g١٢ − ٠٫ ۵١g١۴ + ٠٫ ٢٩g١۶ + ٢٩۵٫ ٠٩g١٨ ٠٫ ٢٢

−٠٫ ١٨− ٣۴۴٫ ٠١g١٨ ٠٫ ٠۵
−٠٫ ١٩+ ٠٫ ٠٠٢g١٢ + ٠٫ ٠١g١۴ + ٠٫ ۵۵g١۶ − ٣۴٢٫ ١٧g١٨ ٠٫ ٠١
٠٫ ٠٨− ٠٫ ٠٠۴g١٢ − ٠٫ ٠٣g١۴ − ١٫ ١١g١۶ + ٠٫ ۵٣g١٨ −٠٫ ٠٢



T

همگراست. فوق پسخورد ماتریس در gij مقدار هر ازای به سیستم



خطی۵۵ غیر پارامتری حالت پسخورد ماتریس محاسبه .۴.۵

از است عبارت ٧٫ ۶۵ نرم با پسخورد ماتریس و gij = ٠ دهیم می قرار حالت این اول:در حالت

F ٠ =

[
−٣٫ ۴١ ٣٫ ١۵ ٢٫ ۴٨ −۵٫ ١٢ ٠٫ ٣۵ −١٫ ۴٢ −٠٫ ١٨ −٠٫ ١٩ ٠٫ ٠٨
١٫ ١٧ −٠٫ ١١ −١٫ ٢٩ ٠٫ ۶٣ −٠٫ ١۵ ٠٫ ٢٢ ٠٫ ٠۵ ٠٫ ٠١ −٠٫ ٠٢

]

نرم مینیمم الگوریتم از استفاده با را خطی پارامتری تخصیص ماتریس حالت این در دوم: حالت
و W =

[
−٠٫ ١٧۶٧ −٠٫ ۴٢۶٠

]
آید: می بدست زیر صورت به نتیجه که آوریم می بدست

و G =

[
٠ ١٫ ١٨٢٨
٠ ٠

]
و C = −٠٫ ٢۵١۶ و Q = ٠٫ ٢١٢٧ و P = ١ و V =

[
١
٠

]

F ٠ =

[
−٠٫ ١٩ −٠٫ ٢٢ ٠٫ ۴٨ ٠٫ ٠٣ ٠٫ ٠٢ −٠٫ ٠١ −٠٫ ٠١ ٠٫ ٠١ ٠٫ ٠٠١
٠٫ ۴٣ ٠٫ ۶١ −١٫ ٠٨ −٠٫ ٠۵ −٠٫ ٠۵ ٠٫ ٠١ ٠٫ ٠١ −٠٫ ٠٣ −٠٫ ٠٠١

]
توسط آن نمودار و باشد می ۴٫ ٢٩ پسخورد ماتریس نرم که هستند ٠٫ ١ نیز حالت این در ویژه مقادیر
است. ١.۵ شکل و gij = ٠ دلخواه حالت به نسبت همگرایی بیشتر سرعت کننده مشخص ٢.۵ شکل

خطی غیر پارامتری حالت پسخورد ماتریس محاسبه ۴.۵

ماتریس آوریم. می بدست را خطی غیر پارامتری های درایه با پسخورد ماتریس فصل این در

Gλ =


g١١ g١٢ . . . g١n

g٢١ g٢٢ . . . g٢n
... ... ... ...

gm١ gm٢ . . . gmn


ویژه مقادیر اینکه به توجه با گیریم. می نظر در را است پارامتری آن های درایه که m × n ابعاد با را

ماتریس

Ãλ =

[
Gλ

I ٠

]
(١.۵)

دهیم می قرار گیرد قرار Λ = {λ١, λ٢, · · · , λn} طیف در باید
det(Ãλ − λI) = Pn(λ) = ٠

می�آید دست به زیر صورت به مشخصه ای جمله چند که
Pn(λ) = (−١)n(λn + C١λ

n−١ + C٢λ
n−٢ + . . .+ Cn−١λ+ Cnλ)

صورت به هستند پارامتری که را Ci ضرایب مقدار توانیم می مشخصهستند ویژه مقادیر اینکه به توجه با
کنیم[٧] محاسبه زیر

C١ = −(λ١ + λ٢ + . . .+ λn)

C٢ = λ١λ٢ + λ١λ٣ + . . .+ λiλj + . . .+ λn−١λn =
∑n

i=j i<j λiλj

...
Cn = (−١)nλ١λ٢ . . . λn



کسری۵۶ مرتبه مشتق با خطی متناوب گسسته های سیستم پارامتری تخصیص .۵

gij = ٠ از استفاده با خطی پارامتری تخصیص سیستم همگرایی :١.۵ شکل

نرم مینیمم الگوریتم از استفاده با خطی پارامتری تخصیص سیستم همگرایی :٢.۵ شکل



خطی۵٧ غیر پارامتری حالت پسخورد ماتریس محاسبه .۴.۵

مقدار اینکه و det(Ãλ − λI) = Pn(λ) مشخصه ای جمله چند ضرایب بودن پارامتری به توجه با
می بدست پارامترها یافتن برای زیر دستگاه آید، بدست ویژه مقادیر از استفاده با تواند می Ci ضرایب

آید
f١(g١١, g١٢, . . . , gmn) = C١

f٢(g١١, g١٢, . . . , gmn) = C٢
...
fn(g١١, g١٢, . . . , gmn) = Cn

N = انتخاب با آید. می دست به مجهول nm با معادله n از غیرخطی سیستم یک روش، این در
مختلف های انتخاب بنابراین بود. خواهد پذیر امکان سیستم حل دلخواه صورت به مجهول n(m− ١)
که آوریم دست به را حالتی خورد پس ماتریس هستیم آن پی در دهند. می دست به متفاوتی های جواب
کنیم. حل میپل افزار نرم از استفاده با را سیستم توانیم می باشد. نظر مورد پاسخ به جواب نزدیکترین
است عبارت پارامترها این ممکن انتخابهای تعداد شود. می متفاوت جوابهای باعث متفاوب انتخابهای

از

P =

(
(nm− n)!

n!(nm− ٢n)!

)

از ای مجموعه زیر خطی پارامتری مساله یعنی این و کنند می هدایت خطی حالت به را ما انتخابها از برخی
یکتا و است وابسته (B′, A′) کرونکر ثابتهای به تنها Ãλ که آنجا از کرد توجه باید است. خطی غیر مساله
ci, (i = ١, ..., n) یعنی مشخصه ای جمله چند ضرایب ، مقادیرویژه مشخص مجموعه برای آنگاه است

است. یکتا
بدست را خطی غیر پارامتری پسخورد ماتریسهای ای، دوره یک ماتریس از تری ساده شکل داشتن با

آوریم. می

Ψc = G(A٠ +B٠F ٠)

شود تضمین (GA(٠), GB(٠)) سیستم پذیری کنترل که طوری FN−١, ..., F١ های ماتریس انتخاب با
داریم

Ψc = (GA٠ +GB٠F ٠) = A′ +B′F ٠

طیف که بیابیم طوری را F ٠ خطی غیر پارامتری پسخورد ماتریس باید شده ارائه الگوریتم از استفاده با
گیریم می نظر در آید. بدست λ(Ψc) = Λ

Ã′ =

[
G٠

I ٠

]
, B̃′ =

[
B٠

٠

]

شکل به تبدیل ماتریس T̃ و

Ã′ = T̃−١A′T̃

باشد.



کسری۵٨ مرتبه مشتق با خطی متناوب گسسته های سیستم پارامتری تخصیص .۵

F̃٠ = آنگاه باشد Λ ویژه مقادیر مجموعه با برداری همدم ماتریس Ãλ اگر [١٧] .١.۴.۵ قضیه
Ã′ + B̃′F̃p بسته حلقه ماتریس به را Λ ویژه مقادیر که است پسخورد ماتریس B−١

٠ (−G٠ + Gλ)

F ٠ = F̃٠T̃
و١− دهد می تخصیص

پارامتری غیر تخصیص دیگر روش با مقایسه ١.۴.۵

ارائه متناوب سیستمهای برای [٢۵] همکارانش و ١ لینگ توسط دیگری پارامتری غیر تخصیص روش
کنیم. می اشاره آنها از برخی به زیر در که دارد زیادی معایب که است شده

باشد مناسب کوچک بسیار ابعاد با متناوب های سیستم برای تواند می لینگ توسط شده ارائه روش -١
ندارد. کارایی اصلا بزرگ و متوسط ابعاد برای و

اولیه شرایط زیرا ندارد. را لازم کارایی کوچک ابعاد با حتی متناوب سیستمهای از بسیاری برای -٢
و (zI −AL) پارامتری ماتریس معکوس ماتریس یافتن مثال برای است. حاکم آن بر ای پیچیده بسیار
اکثر برای تقریبا N(z), D(z) یافتن برای (zI − AL)−١BL = N(z)D−١(z) پارامتری معادله حل
(NiZFi) های ماتریس بودن مربعی به احتیاج det(Σω

i=٠NiZFi) ̸= ٠ شرط است. ممکن غیر سیتمها
به احتیاج K(i) = Xi+١Π

i−١
j=٠A

−١
c (j) در همچنین ناست. برقرار سیستمها از بسیاری برای که دارد

است det(Ac(j)) ̸= ٠, ∀j = ٠ · · ·T − ٢

(A′, B′) = که هستند دلخواه F ٢, F ١ که آنجا از بگیرید نظر در را قبل مثال سیستم .٢.۴.۵ مثال
داریم باشند پذیر دسترس (Γ٢Γ١A٠,Γ٢Γ١B٠)

F ٢ =

[
−٢٫ ۶ ٢٫ ٢ −٢۶٫ ۵ ٢۵٫ ١ ٣٢٫ ١ ٣٫ ٩ −١٫ ٢ −٢٫ ٨ ۴
١٠٫ ٩ −٨٫ ۵ ١٠۵٫ ۴ −١٠٠٫ ٧ −١٢٨٫ ٩ −١۵٫ ٨ ۵ ١١٫ ٣ −١۶

]
و

F ١ =

[
−٠٫ ١ ٠٫ ٢۵ −٠٫ ٠۵ −٠٫ ٣۵ −٠٫ ۴١ ٠٫ ٠۵ ٠٫ ٠٧ ٠ ٠٫ ٠١
−٠٫ ٠٧ ٠٫ ١٧ −٠٫ ٠٩ −٠٫ ٠٨ ٠٫ ١۴ −٠٫ ٠۶ −٠٫ ٠٢ ٠٫ ٠١ −٠٫ ٠٣

]
از است عبارت A′ ویژه مقادیر نتیجه در

{۵٫ ١٫−,٢٨٩٣ ٢٠٣۵,٠٫ ٠٧٨٣± ٠٫ ١۶٧٧i,−٠٫ ٠٠١٢± ٠٫ ٠٠٩٢i,٠٫ ٠٫−,٠٠٧٨,٠ ٠٠١١}

تخصیص حالت برای خطی غیر پارامتری و فوق شده استاندارد سیستم برای خطی غیر پارامتری حالت دو
شود. می بررسی جزئی

ویژه مقادیر که یابیم می طوری را خطی غیر پسخورد ماتریسهای حالت این در اول: حالت
Ψc = (A٢ +B٢F ٢)(A١ +B١F ١)(A٠ +B٠F ٠)

به
{−٠٫ ٠٫−,١ ٠٫−,١ ٠٫−,١ ٠٫−,١ ٠٫−,١ ٠٫−,١ ٠٫−,١ ٠٫−,١ ١}

از است عبارت F ٠ خطی غیر پارامتری پسخورد ماتریس کند. تغییر

F ٠ =

[
f١١ f١٢ f١٣ f١۴ f١۵ f١۶ f١٧ f١٨ f١٩

f٢١ f٢٢ f٢٣ f٢۴ f٢۵ f٢۶ f٢٧ f٢٨ f٢٩

]
١ Ling. Lv. et al.



خطی۵٩ غیر پارامتری حالت پسخورد ماتریس محاسبه .۴.۵

که



f١١ = ٠٫ ١٢m١ − ٠٫ ٠١m٢ + ٠٫ ١۶m٣ − ٠٫ ۵m۴ − ٣٣٫ ٣m۵ + ٢٢٫ ۴m۶ + ١١١٫ ۴۶m٧

+۶٩٠٫ ۵m٨ − ١۶۶١٫ ٧۶m٩ − ٠٫ ١٣
f١٢ = −٠٫ ١۶m١ + ٠٫ ٢m٢ + ٠٫ ١m٣ − ٠٫ ١١m۴ − ١٠٫ ١۴m۵ + ۵٫ ٩٢m۶ + ٩۵٫ ٩٢m٧

+۴٢٠٫ ۴١m٨ − ٣٢٣٫ ١۵m٩ − ٠٫ ۵
f١٣ = ٠٫ ٠۵m١ − ٠٫ ٠۴m٢ − ٠٫ ٣m٣ + ٠٫ ۴m۴ + ۶١٫ ٩۵m۵ − ٢۵٫ ۶۶m۶ − ٣٠٨٫ ١m٧

−٣٩٩۵٫ ۶m٨ + ١٩١٣٫ ٢m٩ + ٠٫ ۴۶
f١۴ = −٠٫ ٠١m١ − ٠٫ ٠١m٢ − ٠٫ ٠۵m٣ + ٠٫ ١m۴ − ٣٣٫ ٢٩m۵ + ۶٫ ٢۴m۶ + ۵٨١٫ ٩٣m٧

+٣٠٠٣٫ ٩١m٨ − ۵٠٠٫ ۴۴m٩

f١۵ = ٠٫ ٠١m١ − ٠٫ ٠١m٢ + ٠٫ ٣m٣ − ٠٫ ١m۴ − ٢٢٫ ٧٧m۵ + ٠٫ ۵۴m۶ − ١٠٣٩٫ ٠٧m٧

+٣٩٠١٫ ٣۶m٨ − ٣٨١٫ ٣m٩ + ٠٫ ٠٣
f١۶ = ٠٫ ٠١m٢ + ٠٫ ٠١m٣ + ٠٫ ٠١m۴ − ١۶٫ ٢m۵ + ٧٫ ۵٩m۶ + ١٧٧١٫ ۶m٧ + ٣٩٣٫ ٢٢m٨

−٢٨۶٫ ۴٨m٩

f١٧ = ٠٫ ٠١m۶ − ١۴٠٣٫ ٠٣m٧ + ٨۶٫ ۵٧m٨ + ۴٢٫ ٣٩m٩ − ٠٫ ٠١
f١٨ = ٠٫ ٠١m٣ − ٠٫ ٠١m۴ + ١٫ ۶١m۵ − ٠٫ ٩٣m۶ − ٢٣٫ ۴٩m٧ − ۵۵۶٫ ٩۶m٨

−١۵۶٫ ۶۵m٩ + ٠٫ ٠١
f١٩ = −٠٫ ٠١m٣ + ٠٫ ٠١m۴ − ٣٫ ٢۴m۵ + ١٫ ٧۴m۶ − ۵٧٨٫ ۶٩m٧ + ۴۵٠٫ ٩٣m٨

−١۵١٫ ٩١m٩

f٢١ = ٠٫ ١m١٠ − ٠٫ ٢m١٢ − ٠٫ ۵m١٣ − ٣٣٫ ٣m١۴ + ٢٢٫ ۴m١۵ + ١١١٫ ۵m١۶

+۶٩٠٫ ۵m١٧ − ١۶۶١٫ ٨m١٨ + ٠٫ ٣
f٢٢ = −٠٫ ٢m١٠ + ٠٫ ٢m١١ + ٠٫ ١m١٢ − ٠٫ ١m١٣ − ١٠٫ ١m١۴ + ۵٫ ٩m١۵

+٩۵٫ ٩m١۶ + ۴٢٠٫ ۴m١٧ − ٣٢٣٫ ١۵m١٨ + ٠٫ ۶
f٢٣ = ٠٫ ٠۵m١٠ − ٠٫ ٠۴m١١ − ٠٫ ٣m١٢ + ٠٫ ۴m١٣ + ۶١٫ ٩m١۴ − ٢۵٫ ٧m١۵ − ٣٠٨m١۶

−٣٩٩۶m١٧ + ١٩١٣m١٨ − ١٫ ١
f٢۴ = −٠٫ ٠١m١٠ − ٠٫ ٠۵+ ٠٫ ١m١٣ − ٣٣٫ ٢٩m١۴ + ۶٫ ٢۴m١۵ + ۵٨١٫ ٩٣m١۶

+٣٠٠٣٫ ٩١m١٧ − ۵٠٠٫ ۴۴m١٨ − ٠٫ ٠۵
f٢۵ = ٠٫ ٠١m١٠ − ٠٫ ٠١m١١ + ٠٫ ٣١m١٢ − ٠٫ ١١m١٣ − ٢٢٫ ٨m١۴ + ٠٫ ۵۵m١۵

−١٠٣٩m١۶ + ٣٩٠١m١٧ − ٣٨١m١٨ − ٠٫ ٠٨
f٢۶ = −٠٫ ٠١m١٠ + ٠٫ ٠١m١١ + ٠٫ ٠١m١٢ + ٠٫ ٠١m١٣ − ١۶٫ ٢m١۴ + ٧٫ ۶m١۵

+١٧٧٢m١۶ + ٣٩٣٫ ٢m١٧ − ٢٨۶٫ ۵m١٨

f٢٧ = ٠٫ ١m١۵ − ١۴٠٣٫ ٠٣m١۶ + ٨۶٫ ۵٧m١٧ + ۴٢٫ ٣٩m١٨ + ٠٫ ٠١
f٢٨ = ٠٫ ٠١m١٢ − ٠٫ ٠١m١٣ + ١٫ ۶١m١۴ − ٠٫ ٩٣m١۵ − ٢٣٫ ۴٩m١۶ − ۵۵۶٫ ٩۶m١٧

−١۵۶٫ ۶۵m١٨ − ٠٫ ٠٣
f٢٩ = −٠٫ ٠٢m١٢ + ٠٫ ٠١m١٣ − ٣٫ ٢۴m١۴ + ١٫ ٧۴m١۵ − ۵٧٨٫ ۶٩m١۶ + ۴۵٠٫ ٩٣m١٧

−١۵١٫ ٩١m١٨



کسری۶٠ مرتبه مشتق با خطی متناوب گسسته های سیستم پارامتری تخصیص .۵

شرایط با

−m١١ −m١ = ٠٫ ٩
m٩m١٧ −m٨m١٨ = ٠٫ ١e− ٨
−m١٣ −m٣ −m١٠m٢ +m١١m١ = ٠٫ ٣۶
−m١۶m٨ +m١٧m٧ −m۶m١٨ +m٩m١۵ = ٠٫ ٩e− ٧
−m١۵ −m۵ −m١٠m۴ +m١٣m١ −m٢m١٢ +m٣m١١ = ٠٫ ٠٨۴
−m۴m١٨ +m٩m١٣ −m۶m١۶ +m٧m١۵ −m١۴m٨ +m١٧m۵ = ٠٫ ٣۶e− ۵
−m١٧ −m٧ −m١٠m۶ +m١۵m١ −m٢m١۴ +m۵m١١ −m١٢m۴ +m١٣m٣

= ٠٫ ٠١٢۶
−m٢m١٨ +m٩m١١ −m١٢m٨ +m١٧m٣ −m۴m١۶ +m٧m١٣ −m١۴m۶+

m١۵m۵ = ٠٫ ٨۴e− ۴
−m٩ −m١٠m٨ +m١٧m١ −m٢m١۶ +m٧m١١ −m١٢m۶ +m١۵m٣ −m۴m١۴

+m۵m١٣ = ٠٫ ٠٠١٢۶

مثال برای شد. خواهد پایدار سیستم و یابند می تغییر −٠٫ ١ به Ψc ویژه مقادیر فوق شرایط با
m١ = ٠٫ ١,m٢ = ٠٫ ١,m٣ = ٠٫ ١,m۴ = ٠٫ ١,m۵ = ٠٫ ١,m۶ = ٠٫ ١,m٧ = ٠٫ ١
m٨ = ٠٫ ١,m٩ = ٠٫ ١,m١٠ = −١٫ ٠,m١١ = −١,m١٢ = −١,m١٣ = −٠٫ ۴
m١۴ = −٠٫ ۴,m١۵ = −٠٫ ١,m١۶ = −٠٫ ١,m١٧ = −٠٫ ٠٢,m١٨ = −٠٫ ٠٢

داریم و است برقرار شرایط

F٠ =

[
−٨٧٫ ٣ ١٨٫ ۵ −٢٣۵ ٣٠۵٫ ٨ ٢۴۶ ١٨٧ −١٢٧٫ ۴ −٧٣٫ ۶ −٢٨٫ ١
١٣٣٫ ٩ ۴٫ ١ ١٧٧٫ ٩ −٢٠۴٫ ۶ −۵٠٩٫ ۴ ١٩٧٫ ۶ −١٧۶٫ ٣ ٧۶٫ ٩ −٩٩٫ ٣

]

مثال برای شد. خواهد پایدار سیستم و است یافته تغییر −٠٫ ١ به Ψc جدید ویژه مقادیر حال
m١ = ٠٫ ١,m٢ = ٠٫ ١,m٣ = ٠٫ ١,m۴ = ٠٫ ١,m۵ = ٠٫ ١,m۶ = ٠٫ ١,m٧ = ٠٫ ١,m٨ = ٠٫ ١
,m٩ = ٠٫ ١,m١٠ = −١٫ ٠,m١١ = −١,m١٢ = −١,m١٣ = −٠٫ ۴,m١۴ = −٠٫ ۴,m١۵ = −٠٫ ١
,m١۶ = −٠٫ ١,m١٧ = −٠٫ ٠٢,m١٨ = −٠٫ ٠٢

داریم و دارند را شرایط

F٠ =

[
−٨٧٫ ٣ ١٨٫ ۵ −٢٣۵ ٣٠۵٫ ٨ ٢۴۶ ١٨٧ −١٢٧٫ ۴ −٧٣٫ ۶ −٢٨٫ ١
١٣٣٫ ٩ ۴٫ ١ ١٧٨ −٢٠۴٫ ۶ −۵٠٩٫ ۴ ١٩٧٫ ۶ −١٧۶٫ ٣ ٧۶٫ ٩ −٩٩٫ ٣

]

است زیاد کسری مشتقات خاطر به که را شده استاندارد سیستم بعد ابتدا حالت این در دوم: حالت
روی بر را خطی غیر پارامتری روش سپس و دهیم می کاهش ویژه مقادیر جزئی تخصیص روش توسط

هستند. داخل بقیه و دایره خارج A′ اول ویژه مقدار دو کنیم. می اعمال }آن
−m۴ −m١ = ٠٫ ٢
m١m۴ −m٢m٣ = ٠٫ ٠١



خطی۶١ غیر پارامتری حالت پسخورد ماتریس محاسبه .۴.۵

f١١ = −٠٫ ٠٧m١ + ٠٫ ٠١m٢ − ٠٫ ٢
f١٢ = −٠٫ ۴۶m١ + ٠٫ ٣۶m٢ − ٠٫ ۵٩
f١٣ = ٠٫ ١٨m١ − ٠٫ ٠٢m٢ + ٠٫ ۴٨
f١۴ = −٠٫ ٠١m١ + ٠٫ ٠٢m٢ + ٠٫ ٠١
f١۵ = ٠٫ ٠١m١ + ٠٫ ٠٣
f١۶ = −٠٫ ٠١m١ + ٠٫ ٠١m٢ − ٠٫ ٠١
f١٧ = −٠٫ ٠١m١ + ٠٫ ٠١m٢ − ٠٫ ٠١
f١٨ = ٠٫ ٠١m١ + ٠٫ ٠٢
f١٩ = ٠
f٢١ = −٠٫ ٠٨m٣ + ٠٫ ٠١m۴ + ٠٫ ۴٣
f٢٢ = −٠٫ ۴۶m٣ + ٠٫ ٣۶m۴ + ٠٫ ۵٧
f٢٣ = ٠٫ ١٨m٣ − ٠٫ ٠٢m۴ − ١٫ ٠٧
f٢۴ = −٠٫ ٠١m٣ + ٠٫ ٠٢m۴ − ٠٫ ٠۵
f٢۵ = ٠٫ ١١m٣ − ٠٫ ٠۵
f٢۶ = −٠٫ ٠١m٣ + ٠٫ ٠١m۴ + ٠٫ ٠١
f٢٧ = −٠٫ ٠١m٣ + ٠٫ ٠١m۴ + ٠٫ ٠١
f٢٨ = ٠٫ ٠١m٣ − ٠٫ ٠٣
f٢٩ = ٠

دهد. می ارائه را یافته تغییر ویژه مقدار دو تنها با پایدار سیستم فوق شرایط با پارامترها دلخواه انتخاب
انتخاب با مثال برای

m١ = ٠٫ ١,m٢ = ٠٫ ١,m٣ = −٠٫ ۴,m۴ = −٠٫ ٣

داریم

F ٠ =

[
−٠٫ ٢ −٠٫ ۶ ٠٫ ۵ ٠٫ ٠١ ٠٫ ٠٣ −٠٫ ٠١ −٠٫ ٠١ ٠٫ ٠٢ ٠
٠٫ ۴۶ ٠٫ ۶۵ −١٫ ١۴ −٠٫ ٠۵ −٠٫ ٠۶ ٠٫ ٠١ ٠٫ ٠٢ −٠٫ ٠٣ ٠

]

از است عبارت داشتیم انتظار که همانطور ویژه مقادبر

eig(Ψc) = {−٠٫ ٠٫−,١ ١,٠٫ ٠٫±٠٧٨٣ ١۶٧٧i,−٠٫ ٠٫±٠٠١٢ ٠٠٩٢i,٠٫ ٠٫−,٠٠٧٨,٠ ٠٠١}

سریعتر خیلی دوم حالت در سیستم همگرایی شود می مشخص ۵.۵ ، ۶.۵ های نمودار از که همانطور
است. اول حالت از



کسری۶٢ مرتبه مشتق با خطی متناوب گسسته های سیستم پارامتری تخصیص .۵

خطی غیر پارامتری پسخورد از استفاده با سیستم همگرایی :٣.۵ شکل

جزیی تخصیص و خطی غیر پسخورد ترکیب از استفاده با سیستم همگرایی :۴.۵ شکل



ژنتیک۶٣ الگوریتم با غیرخطی پارامتری حالت خورد پس ماتریس نرم مینیمم .۵.۵

با غیرخطی پارامتری حالت خورد پس ماتریس نرم مینیمم ۵.۵
ژنتیک الگوریتم

مشاهده خطی غیر پارامتری پسخورد ماتریسهای توسط ویژه مقادیر تخصیص قسمت در که همانطور
شرایط دادن قرار در را ما تواند می انتخاب دامنه این است. زیاد خیلی پارامترها انتخابهای تعداد کردیم
ماتریس نرم بودن کم است، توجه مورد سیستمها از بسیاری در که شرایطی از یکی بگذارد. آزاد مناسب
آن، بودن خطی غیر پارامتری و حالت پسخورد ماتریس ابعاد بودن بزرگ دلیل به است. حالت پسخورد
مینیمم معمول الگوریتمهای انتخاب کند. می پیچیده خیلی را شرایط خطی غیر نامساوی شرایط وجود و
ترین کاربرد پر از یکی ژنتیک الگوریتم باشد. داشته مسائل گونه این در زیادی کارایی تواند نمی سازی
زیاد نقاط انتخاب دلیل به الگوریتم این در عملیات حجم اما است. اخیر سالهای در سازی بهینه روشهای
است. زیاد فرزندان، انتخاب و خطی غیر محدودیتهای برقراری و هدف تابع کردن بهینه شرایط و والد
برنامه توسط تواند می نیز مشکل این متلب همچون کارآمدی و سریع بسیار های افزار نرم وجود دلیل به

. شود[٢۶] حل نویسی

نرم کمترین با خطی غیر پارامتری پسخورد ماتریس ، ژنتیک الگوریتم توسط اینجا در .١.۵.۵ مثال
از عبارتند متلب افزار نرم در شده گرفته بکار ژنتیک الگوریتم تنظیمات آوریم. می بدست را قبل مثال

تورنومنت روش شده: گرفته بکار روش •

تکرار تکرار:صد تعداد •

کاندیدا مرحله:۴ هر در تغییر برای کاندیدا تعداد •

متغییر ١٨ متغیرها: تعداد •

آید. می بدست زیر صورت به است F ٠ نرم نیمم می که ما هدف تابع
m١ = −٠٫ ۵٨,m٢ = ٠٫ ۵٨,m٣ = −٠٫ ١۴,m۴ = ١٫ ١٧
,m۵ = −٠٫ ۴,m۶ = ٠٫ ٧١,m٧ = −٠٫ ١m٨ = −٠٫ ١,m٩ = −٠٫ ١
,m١٠ = −٠٫ ۵٩,m١١ = −٠٫ ٣٢,m١٢ = ٠٫ ٢١,m١٣ = ٠٫ ٢٩,m١۴ = −٠٫ ٢
,m١۵ = ٠٫ ٨,m١۶ = −٠٫ ١٣,m١٧ = ٠٫ ٠١,m١٨ = −٠٫ ٠۵

F ٠ =

[
−٢۶٫ ٨ ۵٫ ٩ ۴٨٫ ۶ −٣٫ ۶ −٣٩٫ ۶ ٠٫ ١ ١٫ ٢ ٠ ٠٫ ١
٠ −١٫ ۵ ٢۴٫ ۶ ۴٫ ٣ ۵٢٫ ۵ −٠٫ ٢ −٢٫ ١ ٠ −٠٫ ١

]
الگوریتم از استفاده بدون حالت ماتریسپسخورد نرم صورتیکه در است ٢٨٢ حالت ماتریسپسخورد نرم
بدست پسخورد ماتریس از استفاده با سیستم همگرایی است. ١٢٨١ پارامتری غیر حالت در در و ژنتیک

. است عادی حالت از بهتر ؟؟ نمودار به توجه با ژنتیک الگوریتم از آمده



کسری۶۴ مرتبه مشتق با خطی متناوب گسسته های سیستم پارامتری تخصیص .۵

ژنتیک الگوریتم از استفاده بدون سیستم همگرایی :۵.۵ شکل

ژنتیک الگوریتم از استفاده با سیستم همگرایی :۶.۵ شکل



ژنتیک۶۵ الگوریتم با غیرخطی پارامتری حالت خورد پس ماتریس نرم مینیمم .۵.۵

پیشنهادات: و گیری نتیجه

که گرفت قرار بررسی مورد کسری مرتبه مشتق با خطی گسسته متناوب سیستمهای رساله این در
سپس شود. می تبدیل بزرگ ماتریسی ابعاد با متناوب سیستم یک به تقریب، مرحله چندین از پس
پسخورد ماتریسهای است. شده داده ارائه جدیدی روش بزرگ ماتریسهای با متناوب سیستمهای برای
به شده، آورده مختلف های سیستم در حالت خورد پس ماتریس محاسبه برای خطی غیر و خطی پارامتری
ماتریس محاسبه برای ژنتیک الگوریتم از آن از بخشی در و شود ممکن مقدار کمترین آن نرم که ای گونه
تحقیقات توانند می پژوهشگران است. شده استفاده نرم مینیمم با خطی غیر پارامتری حالت خورد پس

دهند. قرار بررسی مورد را زیر

تاخیر سری برش بدون یا و گرانوالد-لتنیکف مشتق تقریب بدون را سیستمها از رده این کنترل •
کنند. بررسی افزایشی

کنند. مقایسه لتنیکف گرانوالد- با را نتایج و کنند استفاده کاپوتو مشتق از •

محاسبه را بهینه مرتبه و نمایند مقایسه هم با و بررسی مشتقات متفاوت های مرتبه برای را نتایج •
نمایند.

است. نشده بررسی کنون تا پیوسته کسری مرتبه متناوب سیستمهای •

باشد. جدیدی موضوع تواند می سیستمها از رده این در اغتشاش بررسی •

شود. می بررسی بعدی یک حالت شبیه تقریبا کسری، مرتبه مشتق با متناوب بعدی دو سیستمهای •

ویژه، مقادیر کردن مشخص بدون واحد دایره داخل در شده بررسی سیستم ویژه مقادیر تخصیص •
شود. تخصیص ماتریسهای سازی پارامتری موجب تواند می

باشد. تحقیق موضوع تواند می خروجی پسخورد ماتریسهای با سیستمها از رده این کنترل •



کسری۶۶ مرتبه مشتق با خطی متناوب گسسته های سیستم پارامتری تخصیص .۵

موضوع تواند می مختلط صفحه از مشخص ناحیه در شده بررسی سیستم ویژه مقادیر تخصیص •
باشد. تحقیق



آ� پیوست

کامپیوتری برنامه�های

صفر ویژه مقادیر تخصیص مساله متلب کد آ�.١

% Given an n by m matrix B , an n by n matrix A
% This program obtains :
% (1)- The Standard form
% (2)- The primary vector companion form
% (3)- The feedback matrix F
% (4)- The transformation matrix T
% (5)- The Kronecker invariants
t0=cputime;

%disp(' This is the given plant matrix A') ; %line 1
%disp(' ********************************') ; %line 2

A ; %line 3
% disp(' This is the given input matrix B'); %line 4
% disp(' ********************************') ; %line 5

B ; %line 6
[n,m]=size(B); %line 7
r=n+m;
Q=[B,A];
T1=eye(n); %line 10
% The Echelon form of Q
% ----------------------
i=1;j=1; tol=1e-6;

۶٧



۶٨ کامپیوتری برنامه�های آ�.

while ( i<=n ) & ( j<=r )
[q,k]=max(abs(Q(i:n,j))) ;
k=k+i-1;
if (q<=tol)

Q(i:n,j)=zeros(n-i+1,1);
j=j+1;

else
% perform the similarity operations
% swap i-th row with k-th row:

o1;
% divide the pivot row

o2;
% subtract multiples of the pivot row

o3;
i=i+1 ;
j=j+1;

end
end
% Now compute the Standard echelon form !
s=1;
while s < n

i=s+1 ;
for j=i:r

if Q(i,j)~=0
for k=1:s

if Q(k,j)~=0
t=Q(k,j);
Q(k,:)=Q(k,:)-t*Q(i,:);
T1(k,:)=T1(k,:)-t*T1(i,:);

Q(:,i+m)=Q(:,i+m)+t*Q(:,k+m);
end

end
break

end



۶٩ صفر ویژه مقادیر تخصیص مساله متلب کد آ�.١.

end
s=s+1;

end
% choice=input(' do you want the kronecker invariants displayed,y/n %','s')
% if choice=='y'

kronk3
% end

% The vector companion form
for i=n:-1:m+1

for k=i:r
if Q(i,k)==1

for j=k+1:r
t=Q(i,j);
Q(:,j)=Q(:,j)-t*Q(:,k);

Q(k-m,:)=Q(k-m,:)+t*Q(j-m,:);
T1(k-m,:)=T1(k-m,:)+t*T1(j-m,:);
end
break

end
end

end
% choice=input('do you want the prim. vec comp form displayed,y/n%','s')
% if choice=='y'
% disp(' The standard Vector Companion form ')
% disp(' ********************************** ')

Q;
% end
% disp(' This is the transformation matrix,T1');
%disp(' ************************************');

T1;
% disp(' press any key to continue')

% pause
% The Feed-back matrix , F



٧٠ کامپیوتری برنامه�های آ�.

B1=Q(:,[1:m]);A1=Q(:,[m+1:r]);
B0=Q(1:m,1:m);bo=inv(B0);
G=Q(1:m,m+1:r);F1=-bo*G;G0=G;
Fp=F1*T1;

% disp(' This is the primdry feedback law ');
% disp(' ******************************** ');

Fp
%disp(' The closed loop matrix A+B*F ')
%disp(' **************************** ')
eiggama=eig(A+B*Fp)

% **************************************************************
%choice=input(' do you want to check the resultfeed,y/n ','s')
%if choice=='y'
% g=gama^p(1);
% for i=1:n
% for j=1:n
% if abs(g(i,j))<tol
% g(i,j)=0;
% end
% end
% end

%end
%fprintf(' This is g=(A+B*F)^%g',p(1))
%disp(' **************************')
%g
% generating parametric feed-back laws
% q=fix(n/m);
% if p(1)==q
% disp(' The feed-back law is unique ! ')
% disp(' ***************************** ')

% disp(' The kronecker invariants are all equal ')
%disp(' ************************************** ')
% else



٧١ دلخواه ویژه مقادیر تخصیص مساله متلب کد آ�.٢.

% allfeeds
% end

t1=cputime-t0

دلخواه ویژه مقادیر تخصیص مساله متلب کد آ�.٢

% program for assigning eigenvalues,eigen.m
% *****************************************
D=[];

for j=1:n
landa(j)=input (['Enter landa(',int2str(j),')=']);
end

for i=1:n
D(i,i)= landa(i);

end
% D
%if c==0

Acap=A1;
Bcap=B1;
newF=Fp ;

%end
ac=Acap+Bcap*F1;
ac1=ac+D;
bc1=Bcap*bo;

Qc=[bc1 ac1];
%A=[0.95 0.49 0.46;0.23 0.89 0.02;0.61 0.76 0.82]

% The vector companion form
for i=n:-1:m+1

for k=1:r
if Qc(i,k)==1

for j=k+1:r
t=Qc(i,j);
Qc(:,j)=Qc(:,j)-t*Qc(:,k);



٧٢ کامپیوتری برنامه�های آ�.

Qc(k-m,:)=Qc(k-m,:)+t*Qc(j-m,:);
end
break

end
end

end
G2=Qc(1:m,m+1:r);
glanda=Qc(:,m+1:r);
Fc=bo*G2*T1;

disp(' The feedback matrix which gives the desired eigenvalues')
disp(' *******************************************************')

Kp=newF+Fc
% disp(' with the closed-loop matrix ')
% disp(' *************************** ')

gamac=A+B*Kp;
disp(' checking the eigen values ')
disp(' ************************* ')
v=eig(gamac)'
[u1,v1]=eig(gamac);
c2=cond(u1)
disp(' Frobenius norm of feedback matrix ')
disp(' ********************************* ')
Normkp=norm(Kp,'fro')

% disp(' frobenious norm of closed-loop matrix ')
% disp(' ************************************* ')
% Normgama=norm(gamac,'fro')

% End of program for eigen

مقاله متناوب سیستم ویژه مقادیر تخصیص مساله متلب کد آ�.٣
اول مثال اول

clc



٧٣ اول مثال اول مقاله متناوب سیستم ویژه مقادیر تخصیص مساله متلب کد آ�.٣.

clear all
A2=[.35 0.2 0.094 0 0.06 0 0.04 0

0.3 0.35 0 0.094 0 0.06 0 0.04
1 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0];

A1=[0.45 0.1 0.094 0 0.06 0 0.04 0
0.1 .35 0 0.094 0 0.06 0 0.04
1 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0];

xp=[];
x0=ones(2,1);
%up(:,1)=Kp*xp(:,1);
%Gama=A+B*Kp;
G1=A1(1:2,1:2);
G2=A2(1:2,1:2);
c1=.094;c2=.06;c3=.04;
cc1=c1*eye(2);
cc2=c2*eye(2);
cc3=c3*eye(2);
xp(:,1)=x0;
xp(:,2)=G1*xp(:,1);
xp(:,3)=G2*xp(:,2)+cc1*xp(:,1);
xp(:,4)=G1*xp(:,3)+(cc1)*xp(:,2)+(cc2)*xp(:,1);
xp(:,5)=G2*xp(:,4)+(cc1)*xp(:,3)+(cc2)*xp(:,2)+(cc3)*xp(:,1);
i=6;



٧۴ کامپیوتری برنامه�های آ�.

while i<30
xp(:,i)=G1*xp(:,i-1)+(cc1)*xp(:,i-2)+(cc2)*xp(:,i-3)+(cc3)*xp(:,i-4);
xp(:,i+1)=G2*xp(:,i)+(cc1)*xp(:,i-1)+(cc2)*xp(:,i-2)+(cc3)*xp(:,i-3);

i=i+2;
end
clf

%subplot(2,1,1),bar(up)
%title('input response')
%ylabel('inputs up')
%xlabel('time t')
%grid
%
%subplot(2,1,2),
i=1;
while i<30

xx(i)=xp(2,i);
i=i+1;

end
stairs(xx)
title('state response')
ylabel('x2')
xlabel('time t')
grid
xp

مقاله متناوب سیستم ویژه مقادیر تخصیص مساله متلب کد آ�.۴
دوم مثال اول

clc
A3=[.75 0.8 0.094 0 0.06 0 0.04 0

0.7 0.8 0 0.094 0 0.06 0 0.04
1 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0



٧۵ دوم مثال اول مقاله متناوب سیستم ویژه مقادیر تخصیص مساله متلب کد آ�.۴.

0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0];

A2=[.3 0.7 0.094 0 0.06 0 0.04 0
0.9 0.8 0 0.094 0 0.06 0 0.04
1 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0];

A1=[1.8 0.7 0.094 0 0.06 0 0.04 0
2 0 0 0.094 0 0.06 0 0.04
1 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0];

B1=[4.3 2;1 2 ;0 0;0 0;0 0;0 0;0 0;0 0 ]
B2=[5 2.7 ;2 0.9;0 0;0 0;0 0;0 0;0 0;0 0 ]
B3=[3.2 0.8 ;4.1 1;0 0;0 0;0 0;0 0;0 0;0 0 ]
%B1=[.3 ; 2 ;0 ;0 ;0 ;0 ;0 ;0 ]
%B2=[0.4 ; 1 ;0 ;0 ;0 ;0 ;0 ;0 ]
% B3=[.2 ; 2 ;0 ;0 ;0 ;0 ;0 ;0 ]
AA=A1;BB=B1;
A=A3;
B=B3;
reg1;
p1=p;
eigen111;
K3=Kp;
Gama3=A3+B3*K3;
A=A2;B=B2;



٧۶ کامپیوتری برنامه�های آ�.

reg1;p2=p;
eigen111;
K2=Kp;
Gama2=A2+B2*K2;
A=(A3+B3*K3)*(A2+B2*K2)*AA;
B=(A3+B3*K3)*(A2+B2*K2)*BB;
reg1;p3=p;
eigen111;
K1=Kp;
Gama1= AA+BB*Kp;
A1=AA;
B1=BB;
sai=A+B*K1;
EIGSAI=eig(sai)
xp=[];up=[];xx=[];
x0=ones(8,1);
xp(:,1)=x0;
%up(:,1)=Kp*xp(:,1);
%Gama=A+B*Kp;

i=2;
while i<100

xp(:,i)=Gama1*xp(:,i-1);
xp(:,i+1)=Gama2*xp(:,i);
xp(:,i+2)=Gama3*xp(:,i+1);
i=i+3;

end
clf

%subplot(2,1,1),bar(up)
%title('input response')
%ylabel('inputs up')
%xlabel('time t')
%grid
%
%subplot(2,1,2),



٧٧ دوم مثال دوم مقاله متناوب سیستم ویژه مقادیر تخصیص مساله متلب کد آ�.۵.

i=1;
while i<100

xx1(i)=xp(1,i);
xx2(i)=xp(3,i);
i=i+1;

end
stairs(xx2)
title('state response')
ylabel('x1')
xlabel('time t')
grid

مقاله متناوب سیستم ویژه مقادیر تخصیص مساله متلب کد آ�.۵
دوم مثال دوم

clear
A3=[.175 0.8 .9 0.08 0 0 0.032 0 0

0.7 0.8 .2 0 0.08 0 0 0.032 0
1 1.2 0 0 0 0.08 0 0 0.032
1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0];

A2=[.3 0.7 .9 0.08 0 0 0.032 0 0
0.9 .8 .2 0 0.08 0 0 0.032 0
1.5 .2 .3 0 0 0.08 0 0 0.032
1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0



٧٨ کامپیوتری برنامه�های آ�.

0 0 0 0 0 1 0 0 0];
A0=[.28 0.7 .3 0.08 0 0 0.032 0 0

0.2 .2 1.2 0 0.08 0 0 0.032 0
0 2. .3 0 0 0.08 0 0 0.032
1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0];

B0=[4.3 2;2 2 ;1 1;0 0;0 0;0 0;0 0;0 0;0 0 ];
B2=[5 2.7 ;2 0.9;0 1;0 0;0 0;0 0;0 0;0 0;0 0 ] ;
B3=[3.2 0.8 ;4.1 1;0 0;0 0;0 0;0 0;0 0;0 0;0 0 ] ;
AA0=A0;BB0=B0;

A=A3;
B=B3;
reg1;
p1=p;
landa(1)=.1;landa(2)=.1;landa(3)=.1; landa(4)=.2 ;landa(5)=.3;
landa(6)=-.5;landa(7)=.5;landa(8)=.3; landa(9)=-.5;
eigen22;
K3=Kp;
A=A2;B=B2;
reg1;p2=p;
landa(1)=.6 ;landa(2)=.2;landa(3)=-.7;landa(4)=-.1;landa(5)=.3;
landa(6)=.3;landa(7)=.5;landa(8)=.3;landa(9)=-.5;
eigen22;
K2=Kp;
A=(A3+B3*K3)*(A2+B2*K2)*AA0;
B=(A3+B3*K3)*(A2+B2*K2)*BB0;
jjjjparmot1
%jjjjparmin1
%reg1;eigeni
K1=Kp;



٧٩ دوم مثال دوم مقاله متناوب سیستم ویژه مقادیر تخصیص مساله متلب کد آ�.۵.

A0=AA0;
B0=BB0;
xp=[];up=[];
%up(:,1)=Kp*xp(:,1);
%Gama=A+B*Kp;
G1=A0(1:3,1:3)+BB0(1:3,1:2)*K1(:,1:3);
G2=A2(1:3,1:3)+B2(1:3,1:2)*K2(:,1:3);
G3=A3(1:3,1:3)+B3(1:3,1:2)*K3(:,1:3);
c1=.08;c2=.032;
cc11=c1*eye(3)+BB0(1:3,1:2)*K1(:,4:6);
cc12=c2*eye(3)+BB0(1:3,1:2)*K1(:,7:9);
cc21=c1*eye(3)+B2(1:3,1:2)*K2(:,4:6);
cc22=c2*eye(3)+B2(1:3,1:2)*K2(:,7:9);
cc31=c1*eye(3)+B3(1:3,1:2)*K3(:,4:6);
cc32=c2*eye(3)+B3(1:3,1:2)*K3(:,7:9);
xp(:,1)=[1;1;1]
xp(:,2)=G1*xp(:,1);
xp(:,3)=G2*xp(:,2)+cc21*xp(:,1);
i=4;
num=40

while i<num
xp(:,i)=G1*xp(:,i-1)+(cc11)*xp(:,i-2)+(cc12)*xp(:,i-3);
xp(:,i+1)=G2*xp(:,i)+(cc21)*xp(:,i-1)+(cc22)*xp(:,i-2);
xp(:,i+2)=G3*xp(:,i+1)+(cc31)*xp(:,i)+(cc32)*xp(:,i-1);
i=i+3;

end
clf
%subplot(2,1,1),bar(up)
%title('input response')
%ylabel('inputs up')
%xlabel('time t')
%grid
%
%subplot(2,1,2),



٨٠ کامپیوتری برنامه�های آ�.

i=1;
xx2=[];xx3=[];
while i<num

xx1(i)=xp(1,i);
i=i+1;

end
i=1;
while i<num

xx2(i)=xp(2,i);
i=i+1;

end
i=1;
while i<num

xx3(i)=xp(3,i);
i=i+1;

end
subplot(2,2,1)

stairs(xx1)
title('state response')
ylabel('x1(t)')
xlabel('time t')
grid
hold on
subplot(2,2,2)
stairs(xx2)
title('state response')
ylabel('x2(t)')
xlabel('time t')
grid
hold on
subplot(2,2,3)



٨١ دوم مثال دوم مقاله متناوب سیستم ویژه مقادیر تخصیص مساله متلب کد آ�.۵.

stairs(xx3)
title('state response')
ylabel('x3(t)')
xlabel('time t')
grid
norm=norm(K1)

برنامه زیر دوم متناوبمقاله سیستم ویژه تخصیصمقادیر متلبمساله کد آ�.۵.١

AA=A
BB=B
n=rank(AA)
[uu,vv]=eig(AA')
nu=[];jj=0
for i=1:n

if abs(vv(i,i))>=1
jj=jj+1
nu(jj)=i
end

end
for i=1:jj
Y1(:,i)=uu(:,nu(i))

end
end
GA1=zeros(jj,jj)
for i=1:jj
GA1(i,i)=vv(nu(i),nu(i))
end
A=GA1;
B=Y1'*BB;
reg1;
eigeni;
Kp=Kp*Y1';
A=AA;
B=BB;



٨٢ کامپیوتری برنامه�های آ�.

برنامه زیر دوم متناوبمقاله سیستم ویژه تخصیصمقادیر متلبمساله کد آ�.۵.٢
نرم مینیمم

AA=A
BB=B
n=rank(AA)
[uu,vv]=eig(AA')
nu=[];jj=0
for i=1:n

if abs(vv(i,i))>=1
jj=jj+1
nu(jj)=i
end

end
for i=1:jj
Y1(:,i)=uu(:,nu(i))

end
end

GA1=zeros(jj,jj)
for i=1:jj
GA1(i,i)=vv(nu(i),nu(i))
end

A=GA1;
B=Y1'*BB;
reg1
eigeni
V=bo(:,1)
W=T1(2,:)
C=V'*Kp*W'
P=V'*V
Q=W*W'
m=-C/Q
Galp=[0 m;0 0]
Kalp=bo*Galp*T1;
K=(Kp+Kalp)



٨٣ سوم مقاله متناوب سیستم ویژه مقادیر تخصیص مساله متلب کد آ�.۶.

Kp=K*Y1';

مقاله متناوب سیستم ویژه مقادیر تخصیص مساله متلب کد آ�.۶
سوم

clear
A3=[.175 0.8 .9 0.08 0 0 0.032 0 0

0.7 0.8 .2 0 0.08 0 0 0.032 0
1 1.2 0 0 0 0.08 0 0 0.032
1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0];

A2=[.3 0.7 .9 0.08 0 0 0.032 0 0
0.9 .8 .2 0 0.08 0 0 0.032 0
1.5 .2 .3 0 0 0.08 0 0 0.032
1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0];

A0=[.28 0.7 .3 0.08 0 0 0.032 0 0
0.2 .2 1.2 0 0.08 0 0 0.032 0
0 2. .3 0 0 0.08 0 0 0.032
1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0];

B0=[4.3 2;2 2 ;1 1;0 0;0 0;0 0;0 0;0 0;0 0 ];



٨۴ کامپیوتری برنامه�های آ�.

B2=[5 2.7 ;2 0.9;0 1;0 0;0 0;0 0;0 0;0 0;0 0 ] ;
B3=[3.2 0.8 ;4.1 1;0 0;0 0;0 0;0 0;0 0;0 0;0 0 ] ;
AA0=A0;BB0=B0;

A=A3;
B=B3;
reg1;
p1=p;
landa(1)=.9;landa(2)=-.9;landa(3)=.9; landa(4)=.9 ;landa(5)=-.9;
landa(6)=-.9;landa(7)=.3;landa(8)=.9; landa(9)=-.5;
eigen22;
K3=Kp;
A=A2;B=B2;
reg1;p2=p;
landa(1)=.9 ;landa(2)=.9;landa(3)=-.9;landa(4)=-.9;landa(5)=.3;
landa(6)=.9;landa(7)=.95;landa(8)=.9;landa(9)=-.9
eigen22;
K2=Kp;
A=(A3+B3*K3)*(A2+B2*K2)*AA0;
B=(A3+B3*K3)*(A2+B2*K2)*BB0;
reg1;p3=p;
eigeni;
par
%par1
%jjjjjjmin
K1=VPA(K);
A0=AA0;
B0=BB0;
xp=[];up=[];
%up(:,1)=Kp*xp(:,1);
%Gama=A+B*Kp;
G1=A0(1:3,1:3)+BB0(1:3,1:2)*K1(:,1:3);
G2=A2(1:3,1:3)+B2(1:3,1:2)*K2(:,1:3);
G3=A3(1:3,1:3)+B3(1:3,1:2)*K3(:,1:3);
c1=.08;c2=.032;



٨۵ سوم مقاله متناوب سیستم ویژه مقادیر تخصیص مساله متلب کد آ�.۶.

cc11=c1*eye(3)+BB0(1:3,1:2)*K1(:,4:6);
cc12=c2*eye(3)+BB0(1:3,1:2)*K1(:,7:9);
cc21=c1*eye(3)+B2(1:3,1:2)*K2(:,4:6);
cc22=c2*eye(3)+B2(1:3,1:2)*K2(:,7:9);
cc31=c1*eye(3)+B3(1:3,1:2)*K3(:,4:6);
cc32=c2*eye(3)+B3(1:3,1:2)*K3(:,7:9);
xp(:,1)=[-.01;0;0]
xp(:,2)=G1*xp(:,1);
xp(:,3)=G2*xp(:,2)+cc21*xp(:,1);
i=4;
num=30

while i<num
xp(:,i)=G1*xp(:,i-1)+(cc11)*xp(:,i-2)+(cc12)*xp(:,i-3);
xp(:,i+1)=G2*xp(:,i)+(cc21)*xp(:,i-1)+(cc22)*xp(:,i-2);
xp(:,i+2)=G3*xp(:,i+1)+(cc31)*xp(:,i)+(cc32)*xp(:,i-1);
i=i+3;

end
clf
%subplot(2,1,1),bar(up)
%title('input response')
%ylabel('inputs up')
%xlabel('time t')
%grid
%
%subplot(2,1,2),
i=1;
xx2=[];xx3=[];
while i<num

xx1(i)=xp(1,i);
i=i+1;

end
i=1;
while i<num



٨۶ کامپیوتری برنامه�های آ�.

xx2(i)=xp(2,i);
i=i+1;

end
i=1;
while i<num

xx3(i)=xp(3,i);
i=i+1;

end
subplot(2,2,1)

stairs(xx1)
title('state response')
ylabel('x1(t)')
xlabel('time t')
grid
hold on
subplot(2,2,2)
stairs(xx2)
title('state response')
ylabel('x2(t)')
xlabel('time t')
grid
hold on
subplot(2,2,3)
stairs(xx3)
title('state response')
ylabel('x3(t)')
xlabel('time t')
grid
norm(K1)

سوم مقاله متناوب سیستم ویژه مقادیر تخصیص مساله متلب کد آ�.۶.١

AA=A



٨٧ سوم مقاله متناوب سیستم ویژه مقادیر تخصیص مساله متلب کد آ�.۶.

BB=B
n=rank(AA)
[uu,vv]=eig(AA')
nu=[];jj=0
for i=1:n

if abs(vv(i,i))>1
jj=jj+1
nu(jj)=i
end

end
for i=1:jj
Y1(:,i)=uu(:,nu(i))

end
end
GA1=zeros(jj,jj)
for i=1:jj
GA1(i,i)=vv(nu(i),nu(i))
end
A=GA1;
B=Y1'*BB;
reg1
eigen66
V=bo(:,1)
W=T1(2,:)
C=V'*Kp*W'
P=V'*V
Q=W*W'
m=-C/Q
Galp=[0 m 0;0 0 0]
Kalp=bo*Galp*T1;
K=(Kp+Kalp)
F2=K*Y1';



٨٨ کامپیوتری برنامه�های آ�.

سوم مقاله متناوب سیستم ویژه مقادیر تخصیص مساله متلب کد آ�.۶.٢

\par
syms m1 m2 m3 m4
Gal=[0 m1 0 m2 0 m3 0 m4 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0];
Kal=bo*Gal*(T1)
K=Kp+Kal;

مینیمم سوم مقاله متناوب سیستم ویژه مقادیر تخصیص مساله متلب کد آ�.۶.٣
نرم

%jjjjjjmin
AA=A
BB=B
n=rank(AA)
reg1;eigeni;
V=bo(:,1)
W=[T1(2,:);T1(4,:);T1(6,:);T1(8,:)]
C=V'*Kp*W'
P=V'*V
Q=W*W'
H=-inv(P)*C*inv(Q)
Galp=[0 H(1,1) 0 H(1,2) 0 H(1,3) 0 H(1,4) 0;0 0 0 0 0 0 0 0 0]
Kalp=bo*Galp*T1;
K=(Kp+Kalp)

غیر چهارم مقاله متناوب سیستم ویژه مقادیر تخصیص مساله متلب کد آ�.۴.۶
خطی

syms m1 m2 m3 m4 m5 m6 m7 m8 m9 m10 m11
m12 m13 m14 m15 m16 m17 m18

Galph1=[m1 m2 m3 m4 m5 m6 m7 m8 m9;
m10 m11 m12 m13 m14 m15 m16 m17 m18];

mij



٨٩ سوم مقاله متناوب سیستم ویژه مقادیر تخصیص مساله متلب کد آ�.۶.

Galph2=[m1 m2 m3 m4 m5 m6 m7 m8 m9;
m10 m11 m12 m13 m14 m15 m16 m17 m18]

I7=eye(7);Z=zeros(7,2); GG=[Galph2;I7 Z];
reg1
Fg=bo*Galph2*T1;
F=Fg+Fp;
%P1=A+B*(F);
%poly(P1)
%format long
%P2=diag([-.1,-.1,-.1,-.1,-.1,-.1,-.1,-.1,-.1]);
%poly(P2)
%eig(P1)
%eig(P2)
%eig(A+B*Fg*T1)
%format long g
%A+B*Fg*T1
poly(GG)
%eig(P1)
%AA1=A1;BB1=B1;FF1=F1

غیر چهارم مقاله متناوب سیستم ویژه مقادیر تخصیص مساله متلب کد آ�.۵.۶
خطی

syms m1 m2 m3 m4
%jm4
Galph1=[m1 m2; m3 m4];
%I=eye(1);Z=zeros(1,2);
GG=Galph1;
reg1
Fg=bo*Galph1*T1;
F=Fg+Fp;



٩٠ کامپیوتری برنامه�های آ�.

غیر چهارم مقاله متناوب سیستم ویژه مقادیر تخصیص مساله متلب کد آ�.۶.۶
مییل خطی

> m1 := .1; m2 := .1; m3 := .1; m4 := .1; m5 := .1; m6 := .1;
m7 := .1; m8 := .1; m9 := .1;

> fsolve({-m11-m1 = .9, m9*m17-m8*m18 = 0.1e-8,
-m13-m3-m10*m2+m11*m1 = .36,
-m16*m8+m17*m7-m6*m18+m9*m15 = 0.9e-7,
-m15-m5-m10*m4+m13*m1-m2*m12+m3*m11 = 0.84e-1,
-m4*m18+m9*m13-m6*m16+m7*m15-m14*m8+m17*m5=0.3e-5,
-m17-m7-m10*m6+m15*m1-m2*m14+m5*m11-m12*m4

+m13*m3 = 0.126e-1,
-m2*m18+m9*m11-m12*m8+m17*m3-m4*m16
+m7*m13-m14*m6+m15*m5 = 0.84e-4,
-m9-m10*m8+m17*m1-m2*m16+m7*m11
-m12*m6+m15*m3-m4*m14+m5*m13 = 0.126e-2});
print(`output redirected...`); # input placeholder

{m10 = -1.033544608, m11 = -1.0, m12 = -1.00080400,
m13= -0.4566455392, m14 = -0.4566806392,
m15 = -0.1262296931, m16 = -0.1262305831,
m17 = -0.0217845985, m18 = -0.0217846085}

مقاله متناوب سیستم ویژه مقادیر تخصیص مساله متلب کد آ�.٧
خطی غیر چهارم

clear
A3=[.175 0.8 .9 0.08 0 0 0.032 0 0

0.7 0.8 .2 0 0.08 0 0 0.032 0
1 1.2 0 0 0 0.08 0 0 0.032
1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0



٩١ خطی غیر چهارم مقاله متناوب سیستم ویژه مقادیر تخصیص مساله متلب کد آ�.٧.

0 0 0 0 0 1 0 0 0];
A2=[.3 0.7 .9 0.08 0 0 0.032 0 0

0.9 .8 .2 0 0.08 0 0 0.032 0
1.5 .2 .3 0 0 0.08 0 0 0.032
1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0];

A0=[.28 0.7 .3 0.08 0 0 0.032 0 0
0.2 .2 1.2 0 0.08 0 0 0.032 0
0 2. .3 0 0 0.08 0 0 0.032
1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0];

B0=[4.3 2;2 2 ;1 1;0 0;0 0;0 0;0 0;0 0;0 0 ];
B2=[5 2.7 ;2 0.9;0 1;0 0;0 0;0 0;0 0;0 0;0 0 ] ;
B3=[3.2 0.8 ;4.1 1;0 0;0 0;0 0;0 0;0 0;0 0;0 0 ] ;
AA0=A0;BB0=B0;
A=A3;
B=B3;
reg1;
p1=p;
landa(1)=.1;landa(2)=.1;landa(3)=.1; landa(4)=.2 ;landa(5)=.3;
landa(6)=-.5;landa(7)=.5;landa(8)=.3; landa(9)=-.5;
eigen22;
K3=Kp;
A=A2;B=B2;
reg1;p2=p;
landa(1)=.6 ;landa(2)=.2;landa(3)=-.7;landa(4)=-.1;landa(5)=.3;



٩٢ کامپیوتری برنامه�های آ�.

landa(6)=.3;landa(7)=.5;landa(8)=.3;landa(9)=-.5;
eigen22;
K2=Kp;
A=(A3+B3*K3)*(A2+B2*K2)*AA0;
B=(A3+B3*K3)*(A2+B2*K2)*BB0;
jjjnonlipara
K1=F;
A0=AA0;
B0=BB0;
xp=[];up=[];
%up(:,1)=Kp*xp(:,1);
%Gama=A+B*Kp;
G1=A0(1:3,1:3)+BB0(1:3,1:2)*K1(:,1:3);
G2=A2(1:3,1:3)+B2(1:3,1:2)*K2(:,1:3);
G3=A3(1:3,1:3)+B3(1:3,1:2)*K3(:,1:3);
c1=.08;c2=.032;
cc11=c1*eye(3)+BB0(1:3,1:2)*K1(:,4:6);
cc12=c2*eye(3)+BB0(1:3,1:2)*K1(:,7:9);
cc21=c1*eye(3)+B2(1:3,1:2)*K2(:,4:6);
cc22=c2*eye(3)+B2(1:3,1:2)*K2(:,7:9);
cc31=c1*eye(3)+B3(1:3,1:2)*K3(:,4:6);
cc32=c2*eye(3)+B3(1:3,1:2)*K3(:,7:9);

xp(:,1)=[1;1;1]
xp(:,2)=G1*xp(:,1);
xp(:,3)=G2*xp(:,2)+cc21*xp(:,1);

i=4;
num=60

while i<num
xp(:,i)=G1*xp(:,i-1)+(cc11)*xp(:,i-2)+(cc12)*xp(:,i-3);
xp(:,i+1)=G2*xp(:,i)+(cc21)*xp(:,i-1)+(cc22)*xp(:,i-2);
xp(:,i+2)=G3*xp(:,i+1)+(cc31)*xp(:,i)+(cc32)*xp(:,i-1);
i=i+3;

end
clf



٩٣ خطی غیر چهارم مقاله متناوب سیستم ویژه مقادیر تخصیص مساله متلب کد آ�.٧.

%subplot(2,1,1),bar(up)
%title('input response')
%ylabel('inputs up')
%xlabel('time t')
%grid
%
%subplot(2,1,2),
i=1;
xx2=[];xx3=[];
while i<num

xx1(i)=10^(-6)*xp(1,i);
i=i+1;

end
i=1;
while i<num

xx2(i)=10^(-6)*xp(2,i);
i=i+1;

end
i=1;
while i<num

xx3(i)=10^(-6)*xp(3,i);
i=i+1;

end
subplot(2,2,1)
stairs(xx1)
title('state response')
ylabel('x1(t)')
xlabel('time t')
grid
hold on
subplot(2,2,2)
stairs(xx2)
title('state response')
ylabel('x2(t)')



٩۴ کامپیوتری برنامه�های آ�.

xlabel('time t')
grid
hold on
subplot(2,2,3)
stairs(xx3)
title('state response')
ylabel('x3(t)')
xlabel('time t')
grid
eig(A+B*F)

مقاله متناوب سیستم ویژه مقادیر تخصیص مساله متلب کد آ�.٨
خطی غیر چهارم

% program to obtain parametric feedback laws
R1=eye(n);
A1=Q(:,[m+1:r]);
B1=Q(:,[1:m]);
sort(p);
np=p(1)-p(m);
if np==1

ar=n-q*m;s=m-ar;N=ar*s;
else

N=n*m;
for k=1:m

N=N-(2*k-1)*p(k);
end

end
alpha=[];
disp(' No. of parameters you can have =')
disp(' ********************************')
N

c=input(' How many feed-back laws do you want? ')
if np==1



٩۵ خطی غیر چهارم مقاله متناوب سیستم ویژه مقادیر تخصیص مساله متلب کد آ�.٩.

for ch=1:c
for k=1:s

for I=1:ar
alpha(k,I)=input(' enter a parameter alpha ')

end
end

R1([ar+1:ar+s],[ar+s+1:m+ar])=alpha;
newf

end
else

for ch=1:c
for j=2:m

l=m;
for i=1:j-1

Nij=p(i)-p(j);
if Nij~=0
for k=1:Nij

l=l+1;
if l>n

l=l-1;
end

R1(j,l)=input(' enter a parameter ')
end

end
end

end
end

end

مقاله متناوب سیستم ویژه مقادیر تخصیص مساله متلب کد آ�.٩
خطی غیر چهارم

% program for assigning eigenvalues,number discs 1:



٩۶ کامپیوتری برنامه�های آ�.

% without axis x 2:complex center wiyh axis x 3:real center
% *****************************************

AAA=[5 1 4 5 7 6 7 9 7 1;8 3 5 3 4 8 9 9 0 4;
2 5 8 9 4 8 3 1 7 0;4 9 4 7 4 6 7 8 7 7;9 3 9 6 9 1 1 2 3 4;
6 3 8 4 3 7 9 4 8 0;0 1 4 7 4 8 6 3 0 1;0 0 3 6 0 8 4 2 6 8;
6 4 4 8 1 0 6 7 3 3;5 2 5 6 9 4 3 4 5 5]

BBB=[6 9 3 8 0 0;3 2 7 4 9 5;7 2 6 6 3 5;9 3 3 5 2 8;
5 9 3 9 8 5;9 2 2 3 8 5;5 0 7 2 3 7;

1 3 7 4 6 2;6 9 6 4 5 0;0 1 6 3 9 9]
A=AAA;
B=BBB;
REG1
c1=input('enter complex center=');

radius1=input ('enter r withot ghate x=');
z1=input('inter z, z is even and z<=n :');

for i=1:n
for j=1:n

D(i,j)=0;
end

end
i=1;
k=1;

for i=1:2:z1
D(i,i)=k*radius1*rand(1)+real(c1);
while D(i,i)==real(c1)+radius1 || D(i,i)==real(c1)-radius1
|| D(i,i)==0

D(i,i)=k*radius1*rand+real(c1);
end

D(i,i+1)=k*sqrt((radius1^2)-((abs(D(i,i))
-abs(real(c1)))^2))*rand(1)+imag(c1);
D(i+1,i)=-D(i,i+1);
D(i+1,i+1)=D(i,i);

% i=i+2
k=-k;



٩٧ خطی غیر چهارم مقاله متناوب سیستم ویژه مقادیر تخصیص مساله متلب کد آ�.٩.

end
D
pause
s=z1+1;
c2=input('enter complex center=');

radius2=input ('enter r with ghate x=');
z2=input('inter z, z is even and z<=n for complex eigenvalue:');
z3=input('inter z, z is even and z<=n for real eigenvalue:');
for i=s:2:z2+s-1

D(i,i)=k*sqrt((radius2^2)-(imag(c2)^2))*rand(1)+real(c2);
while D(i,i)==real(c2)+radius2 || D(i,i)==real(c2)-radius2
|| D(i,i)==0

D(i,i)=k*radius2*rand+real(c2);
end

D(i,i+1)=(sqrt((radius2^2)-((abs(D(i,i))-abs(real(c2)))^2))
-abs(imag(c2)))*rand(1);

D(i+1,i)=-D(i,i+1);
D(i+1,i+1)=D(i,i);
% i=i+2
k=-k;

end
s=z1+z2+1;
k=1;
for i=s:z3+s-1

D(i,i)=k*sqrt(radius2^2-imag(c2)^2)*rand(1)+real(c2);
while D(i,i)==real(c2)+sqrt(radius2^2-imag(c2)^2) ||
D(i,i)==real(c2)-sqrt(radius2^2-imag(c2)^2) || D(i,i)==0

D(i,i)=k*sqrt(radius2^2-imag(c2)^2)*rand(1)+real(c2);
end
k=-k;

end
D
pause
c3=input('enter real center=');



٩٨ کامپیوتری برنامه�های آ�.

radius3=input ('enter r =');
z4=input('inter z, z is even and z<=n for complex eigenvalue:');
z5=input('inter z, z is even and z<=n for real eigenvalue:');
s=z1+z2+z3+1;

for i=s:2:z4+s-1
D(i,i)=k*radius3*rand(1)+c3;
while D(i,i)==c3+radius3 || D(i,i)==c3-radius3 || D(i,i)==0

D(i,i)=k*radius3*rand(1)+c;
end

D(i,i+1)=sqrt((radius3^2)-((abs(D(i,i))-abs(c3))^2))*rand(1);
D(i+1,i)=-D(i,i+1);
D(i+1,i+1)=D(i,i);

k=-k;
end

s=z1+z2+z3+z4+1;
k=1;
for i=s:z5+s-1

D(i,i)=k*radius3*rand(1)+c3;
while D(i,i)==c3+radius3 || D(i,i)==c3-radius3 || D(i,i)==0

D(i,i)=k*radius3*rand(1)+c3;
end
k=-k;

end
pause
%if c==0

Acap=A1;
Bcap=B1;
newF=Fp ;

%end
ac=Acap+Bcap*F1;
ac1=ac+D;
bc1=Bcap*bo;

Qc=[bc1 ac1];



٩٩ خطی غیر چهارم مقاله متناوب سیستم ویژه مقادیر تخصیص مساله متلب کد آ�.٩.

% The vector companion form
for i=n:-1:m+1

for k=1:r
if Qc(i,k)==1

for j=k+1:r
t=Qc(i,j);
Qc(:,j)=Qc(:,j)-t*Qc(:,k);

Qc(k-m,:)=Qc(k-m,:)+t*Qc(j-m,:);
end
break

end
end

end
G2=Qc(1:m,m+1:r);
Fc=bo*G2*T1;

disp(' The feedback matrix which gives the desired eigenvalues')
disp(' ****************************************')
Kp=newF+Fc

% disp(' with the closed-loop matrix ')
% disp(' *************************** ')

gamac=A+B*Kp;
disp(' checking the eigen values ')
disp(' ************************* ')
v=eig(gamac)'
[u1,v1]=eig(gamac);
w2=cond(u1)
disp(' Frobenius norm of feedback matrix ')
disp(' ********************************* ')
Normkp=norm(Kp,'fro')

% disp(' frobenious norm of closed-loop matrix ')
% disp(' **************************** ')
% Normgama=norm(gamac,'fro')



١٠٠ کامپیوتری برنامه�های آ�.

% End of program for eigen
ezplot('(x-.2)^2+(y-0.2)^2-0.01',[-1 1])
hold on
ezplot('(x+.6)^2+(y+0.2)^2-0.09',[-1 1])
ezplot('(x)^2+(y)^2-0.01',[-1 1])
x=[-1 1];
y=[0 0]
plot(x,y)
y=[-1 1];
x=[0 0];
plot(x,y)
plot(v,'k*');
ezplot('(x-.2)^2+(y+0.2)^2-0.01',[-1 1])
hold off

ژنتیک متلب کد آ�.١٠

ceq(1)=-x(11)-x(1)-0.9;
ceq(2)=x(9)*x(17)-x(8)*x(18);
ceq(3)=-x(13)-x(3)-x(10)*x(2)+x(11)*x(1)-0.36;
ceq(4)=-x(16)*x(8)+x(7)*x(17)-x(6)*x(18)+x(9)*x(15);
ceq(5)=-x(15)-x(5)-x(10)*x(4)+x(1)*x(13)-x(2)*x(12)

+x(3)*x(11)-0.084;
ceq(6)=-x(18)*x(4)+x(9)*x(13)-x(6)*x(16)+x(7)*x(15)

-x(14)*x(8)+x(5)*x(17)-0.0000036;
ceq(7)=-x(17)-x(7)-x(6)*x(10)+x(1)*x(15)-x(2)*x(14)+

x(5)*x(11)-x(4)*x(12)+x(3)*x(13)-0.0126;
ceq(8)=-x(18)*x(2)+x(9)*x(11)-x(8)*x(12)+x(3)*x(17)
-x(4)*x(16)+x(7)*x(13)-x(14)*x(6)+x(5)*x(15)-0.000084;
ceq(9)=-x(9)-x(10)*x(8)+x(17)*x(1)-x(2)*x(16)+x(7)*x(11)
-x(6)*x(12)+x(15)*x(3)-x(14)*x(4)+x(5)*x(13)-0.00126;

function [c ceq] = constr(m)
ceq(:,1)=-m(:,11)-m(:,1)-0.9;
ceq(:,2)=m(:,9)*m(:,17)-m(:,8)*m(:,18)-10^{-8};



١٠١ ژنتیک متلب کد آ�.١٠.

ceq(:,3)=-m(:,13)-m(:,3)-m(:,10)*m(:,2)+m(:,11)*m(:,1)-0.36;
ceq(:,4)=-m(:,16)*m(:,8)+m(:,7)*m(:,17)-m(:,6)*m(:,18)

+m(:,9)*m(:,15)-m(:,1)-0.9*10^{-7};
ceq(:,5)=-m(:,15)-m(:,5)-m(:,10)*m(:,4)+m(:,1)*m(:,13)

-m(:,2)*m(:,12)+m(:,3)*m(:,11)-0.0.084;
ceq(:,6)=-m(:,18)*m(:,4)+m(:,9)*m(:,13)-m(:,6)*m(:,16)
+m(:,7)*m(:,15)-m(:,14)*m(:,8)+m(:,5)*m(:,17)-0.36*10^{-5};
ceq(:,7)=-m(:,17)-m(:,7)-m(:,6)*m(:,10)+m(:,1)*m(:,15)
-m(:,2)*m(:,14)+m(:,5)*m(:,11)-m(:,4)*m(:,12)
+m(:,3)*m(:,13)-0.0126;
ceq(:,8)=-m(:,18)*m(:,2)+m(:,9)*m(:,11)-m(:,8)*m(:,12)

+m(:,3)*m(:,17)-m(:,4)*m(:,16)+m(:,7)*m(:,13)
-m(:,14)*m(:,6)+m(:,5)*m(:,15)-0.84*10^{-4);

ceq(:,9)=-m(:,9)-m(:,10)*m(:,8)+m(:,17)*m(:,1)
-m(:,2)*m(:,16)+m(:,7)*m(:,11)-m(:,6)*m(:,12)
+m(:,15)*m(:,3)-m(:,14)*m(:,4)+m(:,5)*m(:,13)-0.00126;
c=[];

a=zeros(1,18);
b=ones(1,18);
gaoptions = gaoptimset('Generations',100,'SelectionFcn',

{@selectiontournament,4});
[x fval] = ga(@my_fun,18,[],[],[],[],[],[],@constra,gaoptions)
ceq

function z = my_fun(m)
f(1,1)=.12*m(:,1)-.01*m(:,2)+.16*m(:,3)-.5*m(:,4)-33.3*m(:,5)
+22.4*m(:,6)+111.46*m(:,7)+690.5*m(:,8)-1661.76*m(:,9)-.13;
f(1,2)= -.16*m(:,1)+.2*m(:,2)+.1*m(:,3)-.11*m(:,4)-10.14*m(:,5)
+5.92*m(:,6)+95.92*m(:,7)+420.41*m(:,8)-323.15*m(:,9)-.5;
f(1,3)= .05*m(:,1)-.04*m(:,2)-.3*m(:,3)+.4*m(:,4)+61.95*m(:,5)
-25.66*m(:,6)-308.1*m(:,7)-3995.6*m(:,8)+1913.2*m(:,9)+.46;
f(1,4)= -.01*m(:,1)-.01*m(:,2)-.05*m(:,3)+.1*m(:,4)-33.29*m(:,5)
+6.24*m(:,6)+581.93*m(:,7)+3003.91*m(:,8)-500.44*m(:,9);
f(1,5)= .01*m(:,1)-.01*m(:,2)+.3*m(:,3)-.1*m(:,4)-22.77*m(:,5)
+.54*m(:,6)-1039.07*m(:,7)+3901.36*m(:,8)-381.3*m(:,9)+.03;
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f(1,6)=.01*m(:,2)+.01*m(:,3)+.01*m(:,4)-16.2*m(:,5)
+7.59*m(:,6)+1771.6*m(:,7)+393.22*m(:,8)-286.48*m(:,9);
f(1,7)= .01*m(:,6)-1403.03*m(:,7)+86.57*m(:,8)+42.39*m(:,9)-.01;
f(1,8)= .01*m(:,3)-.01*m(:,4)+1.61*m(:,5)-.93*m(:,6)-23.49*m(:,7)
-556.96*m(:,8)-156.65*m(:,9)+.01;
f(1,9)= -.01*m(:,3)+.01*m(:,4)-3.24*m(:,5)+1.74*m(:,6)
-578.69*m(:,7)+450.93*m(:,8)-151.91*m(:,9);
f(2,1)=.1*m(:,10)-.2*m(:,12)-.5*m(:,13)-33.3*m(:,14)
+22.4*m(:,15)+111.5*m(:,16)+690.5*m(:,17)-1661.8*m(:,18)+.3;
f(2,2)=-.2*m(:,10)+.2*m(:,11)+.1*m(:,12)-.1*m(:,13)-10.1*m(:,14)
+5.9*m(:,15)+95.9*m(:,16)+420.4*m(:,17)-323.15*m(:,18)+.6;
f(2,3)=.05*m(:,10)-.04*m(:,11)-.3*m(:,12)+.4*m(:,13)+61.9*m(:,14)
-25.7*m(:,15)-308*m(:,16)-3996*m(:,17)+1913*m(:,18)-1.1;
f(2,4)=-.01*m(:,10)+.1*m(:,13)-33.29*m(:,14)+6.24*m(:,15)+

581.93*m(:,16)+3003.91*m(:,17)-500.44*m(:,18)-.05;
f(2,5)=.01*m(:,10)-.01*m(:,11)+.31*m(:,12)-.11*m(:,13)
-22.8*m(:,14)+.55*m(:,15)-1039*m(:,16)+3901*m(:,17)

-381*m(:,18)-.08;
f(2,6)= -.01*m(:,10)+.01*m(:,11)+.01*m(:,12)+.01*m(:,13)
-16.2*m(:,14)+7.6*m(:,15)+1772*m(:,16)
+393.2*m(:,17)-286.5*m(:,18);

f(2,7)= .1*m(:,15)-1403.03*m(:,16)+86.57*m(:,17)
+42.39*m(:,18)+.01;
f(2,8)= .01*m(:,12)-.01*m(:,13)+1.61*m(:,14)-.93*m(:,15)
-23.49*m(:,16)-556.96*m(:,17)-156.65*m(:,18)-.03;
f(2,9)= -.02*m(:,12)+.01*m(:,13)-3.24*m(:,14)+1.74*m(:,15)
-578.69*m(:,16)+450.93*m(:,17)-151.91*m(:,18);
z=norm(f);
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Aabstract

In this thesis stability of fractional-order periodic discrete-time linear systems is explained.
Fractional systems provide an excellent instrument to describe memory and hereditary
properties of various materials and processes. The advantages or the real objects of the
fractional-order systems are that we have more degrees of freedom in the model and that
a ‘memory’ is included in the model (fractional-order systems have an unlimited mem-
ory).To modify the dynamic response of linear system we should change the poles of state
feedback matrices. Control of periodic fractional linear discrete-time system isn’t possible
in original form. But it can be changes to a periodic linear discrete-time with arbitrary
delays in time and having practical stability cinditions. Because of arbitrarily of delays we
can make the conditions similar to fractional system that provides an excellent instrument
to describe memory and hereditary properties of processes. We proposed a special form of
state feedback matrix to assign suitable eigenvalues to closed-loop mon- odromy matrix of
system.But it makes large monodromy matrix and changing all of eigenvalues make some
problems.Reassigning a part of bad spectrums, leaving the rest of the spectrums invariant,
we have lower ordered matrix to modify the dynamic response of linear system and we
can make non-linear parametric for this new lower-ordered matrix by less expenses and
better stability condi- tions. stabilization of fractional-order periodic discrete-time linear
system by a complete non- linear parametric approach for pole assignment with respect to
stability and reachablity of system via state feedback is proposed. Non-linear parametric
feedback matrix make some freedoms in conditions such as minimum norm of feedback
matrix. Numerical examples illustrate the effectiveness of the proposed approaches.

Abstract:control, discrete-time,fractional derivative, linear, periodic systems, pole
assignment, stability.
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