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سپاس�گزاري

می�ستاند، ما از حکمت به و می�بخشد خویش نعمات از مصلحت به که �است خداوندي سزاوار بی�منتها سپاس
خود از من توست. زاده من وجود همه نموده�اي. میسر تو کرده�ام آن�چه و داده�اي تو داشته�ام آن�چه خدایا
یاري بر توکل با بتوانم تا نهادي منت من به که می�گویم سپاس را تو پس نکرده�ام کاري خود از و ندارم چیزي
نمی�شد حاصل است آمده گرد مجموعه این در آن�چه برسانم. پایان به را تحقیق این بی�پایانت لطف و بی�دریغ
می�نمایم. تقدیم�شان را خود قدردانی و سپاس مراتب ادب رسم به که رساندند یاري مرا که عزیزانی یاري به مگر
راهنمایی�هاي که باغیشنی حسین دکتر آقاي جناب و اقبال نگار دکتر خانم سرکار محترم، راهنماي اساتید
را سپاس نهایت برسانم اتمام به موفقیت با را پایان�نامه این تا شد باعث پژوهش مراحل تمام در ایشان ارزنده�

دارم.
پایان�نامه این داوري که ربیعی محمدرضا دکتر و رضازاده نزاکتی احمد دکتر محترم، اساتید از همچنین

می�نمایم. تشکر گرفته�اند عهده بر را
زندگیم تکیه�گاه و حامیانم که برادرم و خواهر پناهم، و پشت همیشه که بزرگوارم مادر و پدر از هم پایان در

دارم. را سپاس�گزاري و تشکر کمال عزیزم همسر

کمنی حبیبی سمانه
1395 بهمن

ح



نامه تعهد

دانشگاه ریاضی علوم دانشکده آمار رشته ارشد کارشناسی دانشجوي کمنی حبیبی این�جانبسمانه
تصادفی متغیرهاي موزون مجموع براي کامل همگرایی عنوان با پایان�نامه نویسنده شاهرود، صنعتی
، خطا به آلوده تبیینی متغیرهاي با خطی رگرسیون مدل در آن کاربرد و منفی زبرجمعی وابسته

می�شوم: متعهد باغیشنی حسین و اقبال نگار راهنمایی تحت

است. برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام این�جانب توسط پایان�نامه این در تحقیقات •

است. شده استناد استفاده مورد مرجع به پژوهش�گران، دیگر پژوهش�هاي نتایج از استفاده در •

در امتیازي یا مدرك نوع هیچ دریافت براي دیگري فرد یا خود، توسط کنون تا پایان�نامه، این مطالب •
است. نشده ارایه هیچ�جا

صنعتی دانشگاه “ نام با مستخرج مقالات و دارد، تعلق شاهرود صنعتی دانشگاه به اثر، این معنوي حقوق •
رسید. خواهد چاپ به “ Shahrood University of Technology “ یا “ شاهرود

مقالات در بوده�اند، تاثیرگذار پایان�نامه اصلی نتایج آوردن به�دست در که افرادي تمام معنوي حقوق •
می�گردد. رعایت پایان�نامه از مستخرج

است، شده استفاده آنها) بافت�هاي (یا زنده موجود از که مواردي در پایان�نامه، این انجام مراحل تمام در •
است. شده رعایت اخلاقی اصول و ضوابط

(یا یافته دسترسی افراد شخصی اطلاعات حوزه به که مواردي در پایان�نامه، این انجام مراحل تمام در
است. شده رعایت انسانی اخلاق اصول و رازداري اصل است)، شده استفاده

کمنی حبیبی سمانه
1395 بهمن

نشر حق و نتایج مالکیت
نرم�افزارها رایانه�اي، برنامه�هاي کتاب، مستخرج، (�مقالات آن محصولات و اثر این معنوي حقوق تمام •
مقتضی، نحو به باید مطلب این می�باشد. شاهرود صنعتی دانشگاه به متعلق شده) ساخته تجهیزات و

شود. ذکر مربوطه علمی تولیدات در

نمی�باشد. مجاز منبع ذکر بدون پایان�نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده •

خ





چکیده

پدید علم شاخه�هاي دیگر و احتمال و آمار در چشم�گیري رشد تا است شده سبب وابستگی آماري مفهوم
در را آن کاربردهاي اخیر دهه سه در تا داشت آن بر را محققان احتمال، در وابستگی متنوع مفاهیم آید.
منفی زبرجمعی تصادفی متغیرهاي وابستگی� وابستگی�ها، نوع این از یکی کنند. وجو جست� مختلف زمینه�هاي
ماکسیمال نابرابري و کلموگروف نمایی نابرابري جمله از آن اساسی ویژگی�هاي برخی به می�توان که است
در را مستقل تصادفی متغیرهاي کامل، همگرایی همچنین و ویژگی�ها این با بنابراین کرد. اشاره روزنتال
کامل سازگاري شرایطی، تحت تناظر، این از داد. خواهیم قرار بررسی مورد وابسته تصادفی متغیرهاي با تناظر
منفی زبرجمعی وابسته خطاي با خطا به آلوده تبیینی رگرسیونی مدل در دوم توان�هاي کم�ترین برآوردگرهاي

کرد. خواهیم ارزیابی را نظري نتایج عملکرد شبیه�سازي مطالعه یک با و می�کنیم بازگو را
نابرابري کامل، سازگاري کامل، همگرایی منفی، زبرجمعی وابسته تصادفی متغیرهاي کلیدي: کلمات

کلموگروف. نمایی نابرابري روزنتال، ماکسیمال

ذ





پیش�گفتار
و مستقل دنباله�هاي که است تصادفی متغیرهاي دنباله از گسترده بسیار رده منفی، زبرجمعی وابسته متغیرهاي
کمک به پایان�نامه این در می�شود. خاصشامل حالت به�عنوان را تصادفی متغیرهاي از منفی پیوندي دنباله�هاي
نابرابري و روزنتال ماکسیمال نابرابري جمله از گشتاوري، و احتمالی نابرابري�هاي همچنین و کامل همگرایی
و می�کنیم اشاره منفی زبرجمعی وابسته تصادفی متغیرهاي از دنباله�اي براي نتایجی به کلموگروف، نمایی
هر مطالب مقدمه این با می�دهیم. قرار بررسی مورد خطا به آلوده تبیینی خطی رگرسیون در را آن کاربرد

شده�اند: تنظیم زیر به�صورت فصل

بیان می�گیرند، قرار استفاده مورد بعد فصل�هاي در که را لازم تعاریف و مقدمات برخی اول فصل در •
می�کنیم.

زبرجمعی وابسته و منفی پیوندي استقلال، حالت در را نمایی و ماکسیمال نابرابري�هاي دوم فصل در •
می�دهیم. قرار مطالعه مورد منفی

با را منفی زبرجمعی وابسته تصادفی متغیرهاي موزون مجموع براي کامل همگرایی سوم فصل در •
می�کنیم. اثبات و بیان تصادفی متغیرهاي از دسته این ویژگی�هاي از استفاده

رده در و خطی حالت در که است خطا به آلوده رگرسیون از توصیفی و مقدمات شامل چهارم فصل •
می�شود. بررسی کلاسیک اندازه�گیري خطاي

برآوردگرهاي کامل سازگاري و می�کنیم ارایه را کامل همگرایی از کاربردي پنجم فصل در سرانجام، •
منفی زبرجمعی وابسته خطاي با خطا به آلوده تبیینی رگرسیونی مدل در را دوم توان�هاي کم�ترین

می�کنیم. بررسی

ز
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١ فصل

اولیه مفاهیم

براي می�کنیم. بیان را پایان�نامه اصلی نظري مطالب بیان براي نیاز مورد قضایاي و تعاریف برخی فصل، این در
کرده�ایم. استفاده (2001) کاتز و ماري و (1994) گات ،(2000) هو از فصل این مطالب عمده گردآوري

همگرایی 1.1
استفاده دفعات به ادامه در آن�ها از و می�کنیم ذکر را مرتبط مطالب و همگرایی�ها از تعریف چند بخش این در

کرد. خواهیم

X تصادفی متغیر به حتمی1 تقریبا به�طور {Xn, n ≥ ١} تصادفی متغیرهاي از دنباله�اي .1.1.1 تعریف
هرگاه همگراست،

P ({ω : Xn(ω) −→ X(ω);n −→ ∞}) = ١

معادل به�طور یا
P ({ω : Xn(ω) ↛ X(ω);n −→ ∞}) = ٠

می�دهیم. نشان Xn
a.s.−→ X نماد با و

همگرایی نسبت تعیین در به�ویژه و ریاضی آمار حدي، قضایاي احتمال، در را مهمی نقش کامل2 همگرایی
همگرایی تعریف زیر در شد. بیان (1947) روبین و هسو توسط بار اولین کامل همگرایی مفهوم می�کند. ایفا

1Almost surely
2Complete convergence



اولیه مفاهیم 2

می�کنیم. ارایه را کامل

همگراست، کامل به�طور X تصادفی متغیر به {Xn, n ≥ ١} تصادفی متغیرهاي از دنباله�اي .2.1.1 تعریف
باشیم داشته ε > ٠ هر ازاي به اگر

∞∑
n=١

P (|Xn −X| > ε) < ∞

می�دهیم. نشان Xn
c.−→ X نماد با را آن و

به�طور هم�توزیع و مستقل تصادفی متغیرهاي حسابی میانگین از دنباله�اي (1947 روبین، و (هسو .3.1.1 قضیه
باشد. متناهی واریانس مجموع که است صورتی در این و بود خواهد همگرا انتظار مورد مقدار به کامل

می�کنیم. بیان برهان، بدون ،(1994) گات از را لم�هایی و قضایا ادامه در

کامل به�طور X تصادفی متغیر به {Xn, n ≥ ١} تصادفی متغیرهاي از دنباله�اي کنید فرض .4.1.1 قضیه
همگراست. نیز حتمی تقریبا به�طور X تصادفی متغیر به نظر مورد دنباله صورت این در باشد؛ همگرا

به حتمی تقریبا به�طور که بگیرید نظر در را {Xn, n ≥ ١} تصادفی متغیرهاي از دنباله�اي .5.1.1 قضیه
بود. خواهد همگرا X تصادفی متغیر به نیز کامل به�طور دنباله این همگراست. X تصادفی متغیر

عکس ولی می�دهد نتیجه را حتمی تقریبا همگرایی کامل، همگرایی فوق، تعریف�هاي به توجه با .6.1.1 نتیجه
همگرایی باشد مستقل تصادفی متغیرهاي از دنباله�اي {Xn, n ≥ ١} وقتی طرفی، از نیست. برقرار همیشه آن

می�دهد. نتیجه را کامل همگرایی حتمی، تقریبا

برل-کانتلی) (لم�هاي .7.1.1 لم

آن�گاه باشند. دلخواه پیشامدهاي از دنباله�اي {An, n ≥ ١} کنید فرض برل-کانتلی3) اول (لم .1
∞∑
n=١

P (An) < ∞ =⇒ P (Ani.o.) = ٠

است. بار4 بی�نهایت تقریبا معنی به i.o. آن در که

بنابراین باشند. مستقل پیشامدهاي از دنباله�اي {An, n ≥ ١} کنید فرض برل-کانتلی5) دوم (لم .2
∞∑
n=١

P (An) = ∞ =⇒ P (Ani.o.) = ١.

بوم ،(1956) اسپیتز ،(1949) ارداس به می�توانید آن نتایح و کامل همگرایی درباره بیش�تر اطلاعات براي
همکاران و شن و (2012) همکاران و وانگ (2012 و 2010) سانگ ،(2012) وو ،(2010) وو ،(1965) کاتز و

کنید. مراجعه (2013)
3The first Borel-Cantelli lemma
4Infinitely often
5The second Borel-Cantelli lemma



3 نابرابري�ها

این در .C(FX) = {x : باشد پیوسته x نقطه در FX تابع } کنید فرض توزیع) در (همگرایی .8.1.1 تعریف
FXn(x) توزیع ،n −→ ∞ وقتی ،x ∈ C(FX) هر براي هرگاه همگراست، X به توزیع در {Xn} صورت

می�دهیم. نشان Xn
d−→ X نماد با را آن که کند میل FX(x) توزیع به

تصادفی متغیر به احتمال در {Xn;n ≥ ١} تصادفی متغیرهاي دنباله احتمال) در (همگرایی .9.1.1 تعریف
باشیم داشته ،n −→ ∞ وقتی ،ε > ٠ هر براي هرگاه همگراست، X
lim

n−→∞
P (|Xn −X| < ε) = ١

می�دهیم. نشان Xn
p−→ X نماد با را آن که

تصادفی متغیر و تصادفی متغیرهاي از {Xn;n ≥ ١} دنباله براي بزرگ6) اعداد قوي (قانون .10.1.1 قضیه
X

آن�گاه ،Sn =
n∑

i=١
Xi و EX = µ ،E|X| < ∞ اگر .1

X̄n =
Sn

n

a.s.−→ µ.

.E|X| < ∞ و EX = C آن�گاه است، ثابت مقدار یک C آن در که Sn

n

a.s.−→ C اگر .2

آن�گاه E|X| = ∞ اگر .3
lim
n→∞

sup
|Sn|
n

= ∞.

نابرابري�ها 2.1
محاسبه قابل گشتاوري یا احتمال دقیق مقدار اگر زیرا می�کنند. ایفا را مهمی نقش احتمال نظریه در نابرابري�ها
یک انتخاب کرد. پیدا علاقه مورد مقادیر براي کران�هایی و نمود استفاده می�توان موجود نابرابري�هاي از نباشد،
دقیق�تر انتخابی کران هرچه عبارتی، به می�شود. محسوب مشکلات رفع جهت کلیدي معمولا مناسب نابرابري
پایان�نامه این در استفاده قابل نابرابري�هاي از برخی به زیر در بود. خواهد اعتمادتر قابل نیز نهایی جواب باشد

(1994 (گات، می�کنیم. اشاره

E|X|r < ∞ ،X تصادفی متغیر و r > ٠ مثبت حقیقی عدد براي کنید فرض مارکف7: نابرابري .1
x > ٠ مثبت حقیقی عدد هر براي آن�گاه باشد.

P (|X| > x) ≤ E|X|r

xr
.

اگر باشد. ١
p
+

١
q

= ١ ،q > ١ و p > ١ حقیقی اعداد براي کنید فرض هولدر8: نابرابري .2
آن�گاه ،E|Y |q < ∞ و E|X|p < ∞

E|XY | ≤ (E|X|p)
١
p (E|Y |q)

١
q .

6Strong law of large numbers
7Markov inequality
8Holder inequality
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آن�گاه باشد، p = q = ١ اگر هولدر نابرابري در شوارتز9: کوشی نابرابري .3
E|XY |٢ ≤ (E|X|٢)

١
٢ (E|Y |٢)

١
٢ .

به�طوري�که باشند مستقل تصادفی ,X١متغیرهاي X٢, . . . , Xn کنید فرض کلموگروف10: نابرابري .4
مقدار C > ٠ و j = ١, . . . , n آن در که |Xj| ≤ Csn و σ٢

j = E[X٢
j ] < ∞ ،E[Xj] = ٠

آن�گاه ،xC ≤ ١ اگر .x > ٠ کنید فرض .s٢
n =

n∑
j=١

σ٢
j و است حقیقی ثابت

P (
Sn

sn
≥ x) ≤ exp

(
−x٢

٢ (١ − xC

٢ )

)
.

آن�گاه ،xC ≥ ١ اگر

P (
Sn

sn
≥ x) ≤ exp

(
− x

۴C

)
.

،٠ ≤ s ≤ r که باشند حقیقی اعداد r و s و تصادفی متغیر X کنید فرض لیاپانوف11: نابرابري .5
آن�گاه

(E|X|s)
١
s ≤ (E|X|r)

١
r .

عدد اگر باشند. مستقل تصادفی متغیرهاي از دنباله�اي {Xn;n ≥ ١} کنید فرض : 12Cr نابرابري .6
آن�گاه باشد، E|Xi|r < ∞ ،i = ١, ..., n به�ازاي که باشد داشته وجود r > ٠ مثبت حقیقی

E|
n∑

i=١
Xi|r ≤ Cr

n∑
i=١

E|Xi|r

می�کند اختیار را زیر مقادیر Cr که

Cr =

١ r ≤ ١ اگر
٢r−١ r ≥ ١ اگر

تصادفی متغیرهاي وابستگی�هاي انواع از برخی 3.1
وابسته� تصادفی متغیرهاي دنباله از بزرگی رده که می�پردازیم وابستگی انواع از برخی معرفی به بخش این در

می�شوند. شامل را

منفی پیوندي وابستگی 1.3.1
شد. ارایه (1983) پروشان و جاج توسط که وابستگی�هاست از رده اولین منفی13 پیوندي وابستگی

9Cauchy-Shwartz inequality
10Kolmogorov inequality
11Lyapunov inequality
12Cr inequality
13 Negatively associated
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زیرمجموعه دو هر براي اگر گویند، منفی پیوندي X١, X٢, . . . , Xn تصادفی متغیرهاي به .1.3.1 تعریف
گرفت نتیجه بتوان {١, ٢, . . . , n} مجموعه از A٢ و A١ هم از جدا

cov(f(Xi; i ∈ A١), g(Xj; j ∈ A٢)) ≤ ٠ (1.1)

صعودي�اند. توابعی g و f آن در که

زیرا است، برقرار نیز نزولی g و f توابع براي (1.1) رابطه .2.3.1 ملاحظه

cov(−f(Xi; i ∈ A١),−g(Xj; j ∈ A٢)) = cov(f(Xi; i ∈ A١), g(Xj; j ∈ A٢))

≤ ٠.

مراجعه (1983) پروشان و جاج به آن ویژگی�هاي و منفی پیوندي وابستگی درباره بیش�تر اطلاعات براي
کنید.

منفی زبرجمعی وابستگی 2.3.1
این است. (NSD) منفی14 جمعی زبر وابسته تصادفی متغیرهاي وابسته، تصادفی متغیرهاي از دیگري رده
نوع این بیان از قبل می�باشد. زبرجمعی توابع آن پایه در که شد بیان (2000) هو توسط ابتدا وابستگی از نوع

می�پردازیم. شد، بیان (1977) کمپرمن توسط که زبرجمعی مفهوم به وابستگی

x,y ∈ Rn هر براي اگر گویند زبرجمعی15 را ϕ : Rn −→ R تابع .3.3.1 تعریف
ϕ(x ∨ y) + ϕ(x ∧ y) ≥ ϕ(x) + ϕ(y)

دیگر عبارتی به است. مؤلفه�اي17 مینیمم ∧ و مؤلفه�اي16 ماکسیمم ∨ آن در که
x ∨ y = (x١ ∨ y١, x٢ ∨ y٢, . . . , xn ∨ yn)

و
x ∧ y = (x١ ∧ y١, x٢ ∧ y٢, . . . , xn ∧ yn).

نبودن یا بودن زبرجمعی آن از استفاده با که کرد بیان را روشی (1977) کمپرمن ،3.3.1 تعریف به توجه با
نمود. مشخص می�توان را تابع هر

اگر است زبرجمعی ϕ آن�گاه باشد، پیوسته دوم مرتبه جزیی مشتق داراي ϕ تابع کنید فرض .4.3.1 لم
∂٢ϕ(x)

∂xi∂xj

≥ ٠; ١ ≤ i ̸= j ≤ n.

14Negatively superadditive dependent
15Superadditive
16Maximum componentwise
17Minimum componentwise
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تابع هر براي اگر است، منفی زبرجمعی وابسته X = (X١, X٢, . . . , Xn) تصادفی بردار .5.3.1 تعریف
ϕ زبرجمعی

Eϕ(X١, X٢, . . . , Xn) ≤ Eϕ(X∗
١ , X

∗
٢ , . . . , X

∗
n)

هستند. توزیع هم X∗
i و Xi ،i هر براي همچنین مستقل�اند. تصادفی متغیرهاي X∗

١ , X
∗
٢ , . . . , X

∗
n که

آن�گاه باشد. NSD ،(X١, X٢, . . . , Xn) بردار کنید فرض (2000 (هو، .6.3.1 لم

هستند. NSD نیز (−X١,−X٢, . . . ,−Xn) .1

هستند. NSD نیز (g١(X١), g٢(X٢), . . . , gn(Xn)) ،g١, g٢, . . . , gn دلخواه صعودي توابع براي .2

گرفت نتیجه می�توان ،x١, x٢, . . . , xn ∈ R هر براي .3

P (X١ ≤ x١, X٢ ≤ x٢, . . . , Xn ≤ xn) ≤
n∏

i=١
P (Xi ≤ xi)

و

P (X١ > x١, X٢ > x٢, . . . , Xn > xn) ≤
n∏

i=١
P (Xi > xi).

داریم لم، فرض به توجه با برهان.

که �دهیم نشان است کافی 4.3.1 لم به توجه با و است NSD (X١, X٢, . . . , Xn) بردار که آن�جا از .1
است. زبرجمعی نیز ϕ(−x١,−x٢, . . . ,−xn) تابع ،i ̸= j هر ازاي به و ϕ زبرجمعی تابع هر براي

زیرا است. روشن آن بودن NSD نتیجه در

∂٢ϕ(−x١,−x٢, . . . ,−xn)

∂xi∂xj

=
∂٢ϕ(−x١,−x٢, . . . ,−xn)

∂(−xi)∂(−xj)

=
∂٢ϕ(x١, x٢, . . . , xn)

∂xi∂xj

≥ ٠.

زبرجمعی تابع هر براي دهیم نشان �است کافی 5.3.1 تعریف به توجه با است، صعودي تابعی g چون .2
کامل برهان نتیجه در است. زبرجمعی نیز ϕ (g١(x١), g٢(x٢), . . . , gn(xn)) تابع ،i ̸= j هر و ϕ

زیرا می�شود،

∂٢ϕ(g١(x١), g٢(x٢), . . . , gn(xn))

∂xi∂xj

=
∂٢ϕ(g١(x١), g٢(x٢), . . . , gn(xn))

∂g(xi)∂g(xj)

.
∂g(xi)

∂xi

.
∂g(xj)

∂xj

≥ ٠.
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دادن قرار با لم این دوم قسمت اساس بر همچنین و منفی، زبرجمعی وابستگی رابطه تعریف به توجه با .3
داد نشان می�توان ،g صعودي تابع به�جاي نشانگر صعودي تابع

P (X١ ≤ x١, X٢ ≤ x٢, . . . , Xn ≤ xn) = E (I{X١ ≤ x١, X٢ ≤ x٢, . . . , Xn ≤ xn})

= E

(
n∏

i=١
I{Xi ≤ xi}

)

≤ E

(
n∏

i=١
I{X∗

i ≤ xi}

)

=
n∏

i=١
E (I{X∗

i ≤ xi})

=
n∏

i=١
P (Xi ⩽ xi).

می�شود. کامل برهان لذا است. اول نابرابري برهان مشابه لم، در 3 بند دوم نابرابري برهان مسیر

بردارهاي Z = (Z١, Z٢, . . . , Zn) و X = (X١, X٢, . . . , Xn) کنید فرض (2000 (هو، .7.3.1 لم
NSD نیز X + Z = (X١ + Z١, X٢ + Z٢, . . . , Xn + Zn) آن�گاه باشند، NSD و مستقل تصادفی

هستند.

(یا صعودي g١, g٢, . . . , gn توابع و NSD تصادفی بردار (X١, X٢, . . . , Xn) کنید فرض .8.3.1 نتیجه
بردارهاي ،6.3.1 لم به توجه با آن�گاه باشند، نزولی)

(g١(X١), g٢(X٢), . . . , gn(Xn))

و
(g١(−X١), g٢(−X٢), . . . , gn(−Xn))

بود. خواهند NSD

مستقل تصادفی بردارهاي Z = (Z١, Z٢, . . . , Zn) و X = (X١, X٢, . . . , Xn) کنید فرض .9.3.1 لم
است. NSD ،β ∈ R هر براي X+ βZ بردار آن�گاه باشند، NSD ،Z و X بردارهاي اگر باشند.

(βZ١, . . . , βZn) بردار 6.3.1 لم از استفاده با β > ٠ براي است. برقرار نتیجه β = ٠ حالت براي برهان.
بود. NSDخواهد ،X+βZ تصادفی بردار که می�شود ثابت 7.3.1 لم با Xاست. بردار از مستقل NSDو

بیان برهان، بدون ،(2000) هو از را منفی زبرجمعی وابسته تصادفی متغیرهاي ویژگی�هاي برخی زیر در
می�کنیم.
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،n ≥ ١ هر براي اگر گویند، NSD تصادفی متغیرهاي از دنباله�اي را {Xn, n ≥ ١} دنباله .10.3.1 ملاحظه
باشد. NSD ،(X١, . . . , Xn) تصادفی بردار

منفی زبرجمعی وابسته تصادفی متغیرهاي از آرایه�اي را {Xni, i ≥ ١, n ≥ ١} آرایه .11.3.1 ملاحظه
باشد. منفی زبرجمعی وابسته ،{Xni, i ≥ ١} ،n ≥ ١ هر براي اگر گویند، سطري

است. معادل آن منفی زبرجمعی وابستگی با تصادفی متغیر زوج یک منفی پیوندي وابستگی .12.3.1 ملاحظه

وابسته آن�گاه باشند، منفی پیوندي X١, X٢, . . . , Xn اگر (2004 واگلاتو، و (کریستوفیدز .13.3.1 لم
نیست. برقرار همیشه آن عکس ولی هستند منفی زبرجمعی

منفی زبرجمعی وابسته از کاربردهایی و مثال�ها 3.3.1
NSD ویژگی با چندمتغیره توزیع�هاي از خانواده�اي

بیضی�گون توزیع�هاي خانواده از تعریفی به ابتدا در منظور، این براي بیضی�گون: توزیع�هاي خانواده •
می�پردازیم.

بیضی�گون18 توزیع�هاي از خانواده�اي F (x,Σ) خانواده (1988 سامپسون، و (بولک .14.3.1 تعریف
شود: تعریف زیر صورت به آن چگالی تابع هرگاه است، g تابع اساس بر شده پایه�گذاري

f(x,Σ) = |Σ|−
١
٢ g(xTΣx) x ∈ Rm

.
∫∞

٠ g(t)t
m
٢ −١dt < ∞ آن در که

براي اگر بود خواهد NSD نوع از وابستگی داراي F (x,Σ) که دادند نشان (1988) سامپسون و بولک
نرمال توزیع میان، این در هستند. Σ ماتریس مؤلفه�هاي δijها به�طوري�که باشد δij ≤ ٠ ،i ̸= j هر
نرمال توزیع بنابراین می�شود. محسوب بیضی�گون توزیع�هاي از خاصی حالت عنوان به نیز چندمتغیره

باشند. نامثبت آن کواریانس ماتریس اصلی قطر از خارج عناصر اگر بود خواهد NSD چندمتغیره

ارایه را این از تعریفی توزیع�ها، از دست این با آشنایی جهت به :192 نوع پولیاي فراوانی توابع خانواده •
می�کنیم.

نوع پولیاي فراوانی تابع را r(x) حقیقی خط روي احتمال چگالی تابع (1965 (افرون، .15.3.1 تعریف
باشیم داشته z٢ ≥ z١ و x٢ ≥ x١ ازاي به هرگاه نامند، (PF٢) 2∣∣∣∣∣r(x١ − z١) r(x١ − z٢)

r(x٢ − z١) r(x٢ − z٢)

∣∣∣∣∣ ≥ ٠.

می�نماییم. اشاره آن�ها به مختصر به�طور زیر در که است ویژگی�هایی داراي توزیع�ها از خانواده این
18Elliptically contoured distribution
19Polya frequency function of order 2
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می�توان خاص حالت به�عنوان که هستند PF٢ احتمال، نظریه در رایج توزیع�هاي از زیادي تعداد آ.
چگالی تابع با نرمال توزیع همچنین و منفی دوجمله�اي گاما، دوجمله�اي، پواسون، توزیع�هاي به

r(x) = (٢πσ٢)−
١
٢ exp

{
−١

٢

[
x−m

σ

]٢
}
کرد. اشاره ،σ > ٠ با

دوم و اول مشتق داراي جا همه تقریبا بنابراین مقعرند20. لگاریتمی به�طور PF٢ چگالی توابع ب.
هستند.

صفر آن، از خارج در و غیرصفر فاصله، یک روي بر همچنین و کران�دارند PF٢ چگالی توابع پ.
هستند.

آن�گاه باشد، PF٢ یک ،r(x) کنید فرض ت.

r(x) =


r(x)∫ b

a
r(z)dz

a ≤ x ≤ b

٠ نقاط سایر

باشند). نامتناهی می�توانند b و a) است PF٢ نیز

شکل با آن�ها پیچش آن�گاه باشند PF٢ ،q(x) و r(x) کنید فرض ث.
P (x) =

∫ ∞

−∞
r(t)q(x− t)dt

است. PF٢ نیز

هستند. PF٢ ویژگی�هاي داراي منفی دوجمله�اي و گاما دوجمله�اي، پواسون، مانند توزیع�هایی بنابراین

تابع با مستقل تصادفی ,X١متغیرهاي X٢, . . . , Xn اگر است، کرده ارایه (2000) هو آن�چه اساس بر
مطالب به توجه با لذا است. NSD حتمی تقریبا به�طور Sn =

n∑
i=١

Xi باشند، PF٢ احتمال چگالی
بود. خواهند NSD نیز زیر توزیع�هاي فوق،

احتمال تابع داراي X = (X١, X٢, . . . , Xn) بردار توزیع این در چندجمله�اي21) (توزیع .1

P (X١ = x١, . . . , Xn = xn) =
N !

x١! . . . xn!

n∏
i=١

pxi
i ∀ xi ≥ ٠,

n∑
i=١

xi = N

توزیع که است ذکر به لازم .
n∑

i=١
pi = ١ و pi ≥ ٠ ،i = ١, ٢, . . . , n هر براي آن در که است،

این مجموع شرط به پواسون توزیع با مستقل تصادفی متغیرهاي شرطی احتمال از چندجمله�اي
می�شود. حاصل تصادفی متغیرهاي

20Log-concave
21Multinomial distribution
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پارامترهایی با زیر احتمال تابع Xداراي بردار توزیع این در (توزیعفوقهندسیچندمتغیره22) .2
است: (N,M١, . . . ,Mn) مثبت صحیح مقادیر با

P (X١ = x١, . . . , Xn = xn) =
n∏

i=١

(
Mi

xi

)(
M
N

)
شرطی احتمال از نیز توزیع این .

n∑
i=١

Mi = M همچنین و
n∑

i=١
xi = N ،xi ≥ ٠ آن در که

مستقل تصادفی متغیرهاي مجموع شرط به دوجمله�اي توزیع با مستقل تصادفی متغیرهاي
می�آید. به�دست

به�صورت: X براي دیریکله احتمال چگالی تابع دیریکله23) (توزیع .3

f(x١, . . . , xn) =
Γ
(∑n

i=١ θi
)∏n

i=١ Γ(θi)

n∏
i=١

xθi−١
i

یادآوري این ذکر .θi ≥ ١ n∑و
i=١ xi = ١ ،xi ≥ ٠ ،i = ١, ٢, . . . , n براي آن در که است،

مجموع�شان، شرط به گاما توزیع با مستقل تصادفی متغیرهاي شرطی احتمال که است ضروري
می�دهد. نتیجه را دیریکله توزیع

احتمال تابع داراي X بردار توزیع این در دیریکله24) مرکب چندجمله�اي (توزیع .4

P (X١ = x١, . . . , Xn = xn) =
N !Γ

(∑n
i=١ θi

)
Γ
(
N +

∑n
i=١ θi

) n∏
i=١

Γ (xi + θi)

xi!Γ(θi)

مثبت و صحیح عدد براي و xi ≥ ١ و θi ≥ ١ ،i = ١, ٢, . . . , n براي آن در که است،
از توزیع�ها، دیگر مانند به نیز دیریکله مرکب چندجمله�اي توزیع است. ∑n

i=١ xi = N ،N
متغیرهاي مجموع شرط به منفی25 دوجمله�اي توزیع با مستقل تصادفی متغیرهاي شرطی احتمال

می�شود. ساخته نیز تصادفی

x = (x١, x٢, . . . , xn)روي جایگشتی Xیکتوزیع = (X١, X٢, . . . , Xn) توزیع جایگشتی26: توزیع •
x١, x٢, . . . , xn ،n > ١ هر براي که بگیرد ١

n!
احتمال با را x جایگشت n! مقادیر همه X اگر است

تصادفی نمونه به می�توان مثال، براي هستند. NSD ویژگی داراي توزیع�هایی چنین حقیقی�اند. اعداد
کرد. اشاره جاي�گذاري بدون

شامل که باشد متناهی یکجامعه از جاي�گذاري بدون تصادفی، ,X١نمونه�اي X٢, . . . , Xn فرضکنید
زیرمجموعه (X١, X٢, . . . , Xn) ،n < N هر براي صورت این در است. x١, x٢, . . . , xN مقادیر
جاي�گذاري، بدون تصادفی نمونه بنابراین دارد. جایگشتی توزیع یک که بوده (X١, X٢, . . . , XN)

بود. خواهد NSD

22Multivariate hypergeometric distribution
23Dirichlet distribution
24Dirichlet compound multinomial distribution
25Negative binomial
26Permutation distribution
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NSD ویژگی با نابرابري�هایی

لازم مطلب، این به پرداختن براي نمود. اشاره ماکسیمال نابرابري به می�توان ،NSD مفهوم کاربردهاي دیگر از
(هو، می�کنیم. ارایه را تعریفی منظور همین به می�کنیم. معرفی را خاص زبرجمعی تابع یک ابتدا در است

(2000

نماد با و می�شود بیشنه b = (b١, b٢, . . . , bn) بردار وسیله به a = (a١, a٢, . . . , an) بردار k∑تعریف16.3.1.
i=١ a(i) ≥

k∑
i=١

b(i) رابطه k = ١, . . . , n هر براي و
n∑

i=١
ai =

n∑
i=١

bi اگر می�شود، داده نشان (b ≻n a)

است. a بردار iام ترتیبی آماره a(i) آن در که باشد برقرار

ϕ١(x) = f

(
max

١≤k≤n

k∑
i=١

xi

)
تابع ،f : R −→ R محدب و صعودي تابع هر براي .17.3.1 قضیه

است. زبرجمعی

تابع ،١ ≤ p < q ≤ n هر براي که دهیم نشان است کافی زبرجمعی، توابع تعریف به توجه با برهان.
و xp متغیر دو انتخاب دادن نشان براي نمادي x(p,q) آن در که است زبرجمعی تابع یک ϕ١(xp, xq;x

(p,q))

می�شود. معرفی دیگر تصادفی متغیرهاي بودن ثابت با xq

a = max
١≤k≤n

k∑
i=١

xi u(xq) =

p−١∑
i=١

xi + max
١≤k≤n

٠,
k∑

i=p+١
xi

 .

s, t هر براي که شود توجه نکته این به است لازم این�جا در
max{s, s+ t} = s+max{٠, t}.

نتیجه در

ϕ١(xp, xq; x
(p,q)) = f

(
max

{
max

١≤k≤p−١

k∑
i=١

xi, max
١≤k≤n

k∑
i=١

xi

})

= f

max

a, xp +

p−١∑
i=١

xi + max
p+١≤k≤n

٠,
k∑

i=p+١
xi





= f (max {a, xp + u(xq)}) .

هر براي است. محدب نیز f(max{a, x}) بنابراین است، صعودي f و محدب max{a, x} و f چون
داد نشان می�توان xq < x∗

q و xp < x∗
q(

xq + u(xq), x
∗
p + u(x∗

q)
)
≻n
(
xp + u(x∗

q), x
∗
p + u(xq)

)
است. شده تعریف زیر در ≻n نماد که

بنابراین است، صعودي xq در u(xq) که آن�جا از حال

ϕ١(xp, xq; x
(p,q)) + ϕ١(x

∗
p, x

∗
q; x

(p,q)) ≥ ϕ١(xp, x
∗
q;x

(p,q)) + ϕ١(x
∗
p, xq; x

(p,q)).

است. زبرجمعی تابع یک ϕ که می�دهد نشان بالا رابطه
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زبرجمعی وابسته تصادفی بردار یک براي که می�آید به�وجود امکان این فوق، زبرجمعی تابع معرفی به توجه با
شود. ارایه مفیدي نابرابري�هاي X منفی

بردار یک X∗ = (X∗
١ , X

∗
٢ , . . . , X

∗
n) و NSD بردار یک X = (X١, X٢, . . . , Xn) کنید فرض

تابع هر براي صورت این در هم�توزیع�اند. X∗
i و Xi ،i = ١, ٢, . . . , n هر براي که باشند مستقل تصادفی

f محدب و صعودي

E

[
f

(
max

١≤k≤n

k∑
i=١

Xi

)]
≤ E

[
f

(
max

١≤k≤n

k∑
i=١

X∗
i

)]
. (2.1)

آورد. به�دست ϕ = ϕ١ از استفاده با می�توان را نابرابري این
تصادفی متغیرهاي جزیی) مجموع ماکسیمم (یا جزیی مجموع گشتاورهاي که می�دهد نشان فوق نابرابري
کلموگروف نابرابري می�توان (2.1) نابرابري از شوند. کران�دار مستقل تصادفی متغیرهاي به�وسیله NSDمی�توانند

داد. تعمیم زیر به�صورت را NSD تصادفی متغیرهاي براي

دوم گشتاور و صفر میانگین با NSD تصادفی متغیرهاي X١, X٢, . . . , Xn کنید فرض .18.3.1 نتیجه
ε > ٠ هر ازاي به بنابراین .Sk =

k∑
i=١

Xi می�دهیم قرار ،k ≥ ١ هر براي باشند. متناهی

P

(
max

١≤k≤n
|Sk| > ε

)
≤ ٨

ε٢

n∑
i=١

V ar(Xi).

،max
١≤k≤n

|Sk| ≤ max(٠, S١, S٢, . . . , Sn) + max(٠,−S١,−S٢, . . . ,−Sn) که آن�جا از برهان.
داشت خواهیم

P

(
max

١≤k≤n
|Sk| > ε

)
≤ P

(
max(٠, S١, S٢, . . . , Sn) >

ε

٢

)
+P

(
max(٠,−S١,−S٢, . . . ,−Sn) >

ε

٢

)
.

می�یابد: تغییر زیر به�صورت فوق نابرابري مارکف، نابرابري اساس بر

P

(
max

١≤k≤n
|Sk|>ε

)
≤ E [max(٠, S١, S٢, . . . , Sn)]

٢

ε٢

۴

+
E [max(٠,−S١,−S٢, . . . ,−Sn)]

٢

ε٢

۴

= ۴ε−٢
{
E [max(S١, S٢, . . . , Sn)]

٢

+E [max(−S١,−S٢, . . . ,−Sn)]
٢
}
. (3.1)
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آورد: به�دست را زیر رابطه می�توان f(x) = x٢ گرفتن نظر در با و (2.1) از استفاده با حال

E

[
max

١≤k≤n
Sk

]٢
≤ E

[
max

١≤k≤n

k∑
i=١

X∗
i

]٢

≤
n∑

i=١
E(X∗

i )
٢

=
n∑

i=١
EX٢

i

=
n∑

i=١
V ar(Xi). (4.1)

است. آمده به�دست X∗
i و Xi بودن هم�توزیع رابطه از فوق عبارت در آخر تساوي

این�که به توجه با زیرا کرد، ثابت را مشابه نتیجه می�توان نیز E[max(−S١,−S٢, . . . ,−Sn)]
٢ براي

نیز (−X١,−X٢, . . . ,−Xn) نتیجه در است، NSD تصادفی متغیرهاي از برداري (X١, X٢, . . . , Xn)

بنابراین بود. خواهد NSD

E[max(−S١,−S٢, . . . ,−Sn)]
٢ ≤

n∑
i=١

EX٢
i

=
n∑

i=١
V ar(Xi). (5.1)

داریم (3.1) رابطه در (5.1) و (4.1) جاي�گذاري با پایان در

P

(
max

١≤k≤n
|Sk| > ε

)
≤ ۴ε٢

{
n∑

i=١
V ar(Xi) +

n∑
i=١

V ar(Xi)

}

=
٨
ε٢

n∑
i=١

V ar(Xi)

می�شود. کامل برهان و

وابستگی مفاهیم از دیگر برخی 4.1
مختصر، به�طور ،(2001) کاتز و ماري از را آن�ها بین ارتباط و وابستگی مفاهیم از دیگر برخی بخش این در

می�کنیم. بیان

حقیقی اعداد ازاي به هرگاه گویند، (NQD) منفی27 ربعی وابسته را Y و X تصادفی متغیر دو .1.4.1 تعریف
باشیم داشته y و x دلخواه

P (X ≤ x, Y ≤ y) ≤ P (X ≤ x)P (Y ≤ y)

27Negative quadrant dependent
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یا
P (X > x, Y > y) ≤ P (X > x)P (Y > y).

.Cov(X, Y ) ≤ ٠ اگر هستند منفی ربعی وابسته تصادفی دومتغیر این�که، با است معادل تعریف این

توسعه�یافته28 خطی منفی ربعی وابسته را تصادفی متغیرهاي از {Xn;n ≥ ١} دنباله .2.4.1 تعریف
حقیقی، مثبت rjها و {١, ٢, . . . , n} از B و A هم از جدا مجموعه زیر هر براي اگر نامند (ELNQD)

باشند. NQD تصادفی متغیرهاي ∑
j∈B

rjXj و
∑
i∈A

riXi مجموع دو

ثابتی هرگاه می�نامند، (ENQD) توسعه�یافته29 منفی ربعی وابسته را Y Xو تصادفی متغیر دو .3.4.1 تعریف
y و x حقیقی اعداد همه ازاي به به�طوري�که باشد موجود M > ٠ مانند حقیقی

P (X ≤ x, Y ≤ y) ≤ MP (X ≤ x)P (Y ≤ y)

یا
P (X > x, Y > y) ≤ MP (X > x)P (Y > y).

را زیر تعاریف آن�گاه باشد، تصادفی متغیرهاي از برداري X = (X١, X٢, . . . , Xn) کنید فرض حال
می�کنیم. ارایه

A اندیس�گذار مجموعه هر براي اگر نامند، (SNOD) قوي30 منفی متعامد وابسته را X بردار .4.4.1 تعریف
x ∈ Rn هر براي و

P (Xi > xi, i = ١, ٢, . . . , n) ≤ P (Xi > xi, i ∈ A)P (Xj > xj, j ∈ Ac)

یا
P (Xi ≤ xi, i = ١, ٢, . . . , n) ≤ P (Xi ≤ xi, i ∈ A)P (Xj ≤ xj, j ∈ Ac) .

x ∈ Rn هر براي اگر نامند، (NUOD) فوقانی31 منفی متعامد وابسته را X بردار .5.4.1 تعریف
P (Xi > xi, i = ١, ٢, . . . , n) ≤

n∏
i=١

P (Xi > xi).

x ∈ Rn هر براي اگر نامند، (NLOD) تحتانی32 منفی متعامد وابسته را X بردار .6.4.1 تعریف
P (Xi ≤ xi, i = ١, ٢, . . . , n) ≤

n∏
i=١

P (Xi ≤ xi).

باشد. NLOD هم و NUOD هم اگر گویند، منفی متعامد وابسته را X بردار .7.4.1 نتیجه
28Extended Linear negative quadrant dependent
29Extended negative quadrant dependent
30Strongly negative orthant dependent
31Negatively upper orthant dependent
32Negatively lower orthant dependent
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براي مشابه به�طور و شده�اند ارایه منفی وابستگی حالت براي بالا تعاریف که است ضروري نکته این ذکر
هستند. تعریف قابل نیز مثبت وابستگی حالت

کنیم: بیان زیر صورت به خلاصه به�طور را وابستگی�ها میان روابط می�توانیم حال

NA
=⇒ SNOD =⇒
=⇒ NSD =⇒

NOD
=⇒ NUOD

=⇒ NLOD

NSD و NA میان که روابطی لذا است، معادل NA با NQD تصادفی متغیر زوج یک براي .8.4.1 ملاحظه
بود. خواهند برقرار نیز NQD و NSD میان هستند، برقرار

غیرتصادفی و تصادفی ترتیب�هاي 5.1
مرتبه توصیف براي نمادها رایج�ترین ،o و O غیرتصادفی ترتیب�هاي و op و Op تصادفی ترتیبی نمادهاي
و تصادفی ترتیب�هاي از را تعاریفی (1998) وارت در ون هستند. غیرتصادفی و تصادفی کمیت�هاي مجانبی
ادامه در که است کرده ارایه آن�ها مناسب نمادهاي همراه به احتمال در همگرایی تعریف به توجه با غیرتصادفی

می�پردازیم. آن�ها بیان به

در را {an;n ≥ ١} ثابت�هاي از دنباله�اي و {Xn;n ≥ ١} تصادفی متغیرهاي از دنباله یک .1.5.1 تعریف
آن�گاه ،n −→ ∞ وقتی اگر ،Xn = op(an) گوییم بگیرید. نظر

Xn

an

p−→ ٠.

را {an;n ≥ ١} ثابت�هاي از دنباله�اي و {Xn;n ≥ ١} تصادفی متغیرهاي از دنباله یک .2.5.1 تعریف
باشند داشته وجود n٠(ε) و K(ε) > ٠ ،ε > ٠ هر براي اگر ،Xn = Op(an) گوییم بگیرید. نظر در

،n > n٠(ε) مقادیر همه ازاي به به�طوري�که
P

(∣∣∣∣Xn

an

∣∣∣∣ ≤ K(ε)

)
> ١ − ε.

bn = گوییم بگیرید. نظر در را {bn;n ≥ ١} و {an;n ≥ ١} ثابت اعداد از دنباله دو .3.5.1 تعریف
هر براي به�طوري�که باشند داشته وجود N(ε) صحیح عدد و K(ε) > ٠ ،ε > ٠ هر براي هرگاه ،O(an)

،n ≥ N(ε)

|bn| < K(ε)|an|.

،bn = o(an) گوییم بگیرید. نظر در را {bn;n ≥ ١} و {an;n ≥ ثابت{١ اعداد از دنباله دو تعریف4.5.1.
هرگاه

lim
n−→∞

∣∣∣∣ bnan
∣∣∣∣ = ٠.

به o(an) و O(an) ،op(an) ،Op(an) ترتیب�هاي C حقیقی ثابت هر براي بالا، تعاریف از استفاده با
،Xn = Op(n

C) همچنین هستند. Cano(١) و CanO(١) ،Canop(١) ،CanOp(١) با معادل ترتیب
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غیرتصادفی و تصادفی ترتیب�هاي ویژگی�هاي برخی :1.1 جدول
ترکیب عملگر جمع عملگر ضرب عملگر

Op(O(na)) = Op(n
a) o(na) + o(nb) = o(nk) o(na)o(nb) = o(na+b) 1

Op(Op(n
a)) = Op(n

a) O(na) +O(nb) = O(nk) O(na)O(nb) = O(na+b) 2
O(O(na)) = O(na) O(na) + o(nb) = O(nk) O(na)o(nb) = o(na+b) 3
O(Op(n

a)) = O(na) op(n
a) + op(n

b) = op(n
k) op(n

a)op(n
b) = op(n

a+b) 4
op(Op(n

a)) = op(n
a) Op(n

a) +Op(n
b) = Op(n

k) Op(n
a)Op(n

b) = Op(n
a+b) 5

o(Op(n
a)) = op(n

a) Op(n
a) + op(n

b) = Op(n
k) Op(n

a)op(n
b) = op(n

a+b) 6
Op(op(n

a)) = Op(n
a) Op(n

a) +O(nb) = Op(n
k) op(n

a)o(nb) = op(n
a+b) 7

O(na) + op(n
b) = Op(n

k) Op(n
a)o(nb) = op(n

a+b) 8
O(na)op(n

b) = op(n
a+b) 9

O(na)Op(n
b) = Op(n

a+b) 10

رابطه که نیست معنی این به لزوما Xn = Op(n
C+١) اما می�دهد، نتیجه را Xn = Op(n

C+١) برقراري
است. برقرار Xn = Op(n

C)

اسحاقی پایان�نامه از که شده اشاره غیرتصادفی و تصادفی ترتیب�هاي ویژگی�هاي از برخی به 1.1 جدول در
است. شده فرض k = max(a, b) و حقیقی اعدادي b و a جدول این� در است. شده استخراج (1392)
بقیه براي و نموده اثبات را یکی ،(1392 اسحاقی، کار (مشابه جدول ستون�هاي از یک هر از نمونه به�عنوان

بگیرید: نظر در را ترکیب عملگر ستون از سطر سومین مثال، براي دارند. وجود مشابهی برهان
an = O(O(na)).

داریم ،O نماد تعریف بنابر ،bn = O(na) کنیم فرض ∣∣∣∣اگر bnan
∣∣∣∣ < M. (6.1)

نوشت می�توان ،an = O(bn) به توجه با anbn∣∣∣∣حال
∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣
an
na

bn
na

∣∣∣∣∣∣∣ < M ′. (7.1)

نتیجه در می�باشد. O(·) غیرتصادفی ترتیب تعریف همان این که (7.1) و (6.1) بنابر طرفی از
an = O(na).

پس cn = O(na) می�کنیم فرض جمع، ستون از هشتم سطر ∣∣∣براي cn
na

∣∣∣ < M.

صورت این در ،dn = op(n
b) کنیم فرض اگر dnnb∣∣∣∣همچنین

∣∣∣∣ < ε.

گفت می�توان ∣∣∣بنابراین en
nk

∣∣∣ = ∣∣∣∣cn + dn
nk

∣∣∣∣ < ∣∣∣∣ cnna
+

dn
nb

∣∣∣∣ < ∣∣∣ cnna

∣∣∣+ ∣∣∣∣dnnb

∣∣∣∣ = M + ε = M ′
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که معناست بدان این و
en = cn + dn = Op(n

k).

می�کنیم فرض نیز ضرب ستون از پنجم ستون براي
fn = Op(n

a) gn = Op(n
b).

گفت: می�توان تصادفی ترتیب�هاي تعریف به بنا طرفی ∣∣∣∣از in
na+b

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣fn.gnna+b

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣fnna

∣∣∣∣ . ∣∣∣gnnb

∣∣∣ < MM ′ = A

تصادفی غلبه 6.1
یا متغیر دو بین که ارتباطاتی مجموعه توصیف به و می�کند ایفا را مهمی نقش آمار در تصادفی33 غلبه مفهوم
مورد توزیع یا و متغیر درباره محدودي اطلاعات محققان موارد، از بسیاري در می�پردازد. دارند، وجود توزیع دو
را دیگري تکمیلی اطلاعات و دهد نشان را خود نقش می�تواند تصادفی غلبه حالت این در دارند. اختیار در نظر
می�کنیم. بیان را تعاریفی ابتدا در تصادفی، غلبه بهتر هرچه فهم دلیل به نماید. ارایه مناسب مدل انتخاب براي

گوییم باشند. G و F به�ترتیب تجمعی توزیع توابع با تصادفی متغیرهاي Y و X کنید فرض .1.6.1 تعریف
z ∈ R هر ازاي به اگر فقط و اگر داراست، را اول نوع تصادفی غلبه Y توزیع روي X توزیع

P (X ≥ z) ≥ P (Y ≥ z)

معادل به�طور یا
F̄X(z) ≥ ḠY (z)

نوشت می�توان همچنین .ḠY (z) = ١ −GY (z) و F̄X(z) = ١ − FX(z) آن در که
FX(z) ≤ GY (z).

آن�گاه باشد، داشته تصادفی غلبه Y تصادفی متغیر بر X تصادفی متغیر اگر (1996 (ولفستتر، .2.6.1 لم
.EX ≥ EY

نرمال توزیع داراي که بگیرید نظر در را Y و X تصادفی متغیر دو مثال، براي
X ∼ N(µ١, σ١) Y ∼ N(µ٢, σ٢)

Y تصادفی متغیر روي X تصادفی متغیر .(1.1 (شکل هستند g(·) و f(·) به�ترتیب احتمال چگالی توابع با
اگر تنها و اگر دارد، غلبه

µ١ > µ٢ .1

σ١ = σ٢ .2
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µ١ > µ٢ وقتی نرمال تصادفی متغیر دو چگالی تابع :1.1 شکل

µ١ > µ٢ وقتی نرمال تصادفی متغیر دو تجمعی توزیع تابع :2.1 شکل

دارد متفاوتی انواع تصادفی غلبه که است ذکر به لازم نمود. مشاهده نیز 2.1 شکل در می�توان را موضوع این
کنید. مراجعه (2006) لواي به می�توانید بیش�تر اطلاعات براي کردیم. اشاره آن از مختصري به این�جا در که

X تصادفی متغبر که است تصادفی متغیرهاي از دنباله�اي {Xn, n ≥ ١} دنباله� (2006 (وو، .3.6.1 تعریف
،n ≥ ١ و x ≥ ٠ هر براي به�طوري�که باشد موجود C مثبت ثابت اگر دارد، تصادفی غلبه برآن

P (|Xn| > x) ≤ CP (|X| > x).

X تصادفی متغیر که باشد تصادفی متغیرهاي از آرایه�اي {Xn, n ≥ ١} کنید فرض (2006 (وو، .4.6.1 لم
است: برقرار زیر رابطه b > ٠ و α > ٠ هر براي آن�گاه دارد. تصادفی غلبه آن بر

E|Xn|αI(|Xn| ≤ b) ≤ C١ [E|X|αI(|X| ≤ b) + bαP (|X| > b)]

E|Xn|αI(|Xn| > b) ≤ C٢E|X|αI(|X| > b)

است. مثبت ثابت C که ،E|Xn|α ≤ CE|X|α نتیجه، در هستند. مثبت ثابت C٢ و C١ آن در که

وابسته n به که است ثابتی منظور آمد، میان به سخن C مانند ثابتی از جایی در اگر پایان�نامه این در
برقرار an = O(bn) کنید فرض همچنین باشد. متفاوت قسمت�ها از بسیاري در است ممکن البته و نمی�باشد
می�کنیم تعریف همچنین می�کند. صدق an ≤ Cbn رابطه n ≥ ١ هر براي که معناست بدان این باشد،

است. نپر عدد e آن در که x− = −xI(x < ٠) و x+ = xI(x ≥ ٠) ،log x = lnmax(x, e)

33Stochastic dominance



٢ فصل

حالت در ماکسیمال و نمایی نابرابري�هاي
وابستگی از خاصی

روزنتال ماکسیمال نابرابري 1.2
به�دست تصادفی متغیرهاي از دنباله�اي ماکسیمم دم احتمال براي بالا کران یک ماکسیمال، نابرابري�هاي در
روش یک نابرابري این از استفاده تصادفی، متغیرهاي از دنباله�اي همگرایی بررسی براي رو، این از می�آید.
ماکسیمال نابرابري به می�توان مهم، ماکسیمال نابرابري�هاي جمله از .(1994 (گات، می�شود محسوب عمومی
نابرابري به که کرد ارایه استقلال حالت در را نابرابري (1970) روزنتال بار اولین براي نمود. اشاره روزنتال1

شد. معروف روزنتال

تصادفی متغیرهاي {Xi; ١ ≤ i ≤ n} همچنین و p ≥ ١ کنید فرض (1970 (روزنتال، .1.1.2 قضیه
آن�گاه است. E|Xi|p < ∞ ،i هر ازاي به که هستند مستقلی

E|Sp
n| ≤ max

{
٢p

n∑
k=١

E|Xk|p, ٢p٢

(
n∑

k=١
E|Xk|

)p}
.

فرض اگر نمی�کند ایجاد را محدودیتی چون همچنین و Sn ≤
n∑

k=١
|Xk| آن�که به�خاطر نابرابري این برهان.

نابرابري از استفاده با .S(j)
n =

n∑
k=١
k ̸=j

Xk می�دهیم قرار حال می�شود. نتیجه نامنفی�اند، جمع�وندها همه کنیم

1Rosenthal-type maximal inequality

19
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داد نشان می�توان لیاپانوف، نابرابري و نامنفی مستقل تصادفی متغیرهاي براي Cr

E(Sn)
p =

n∑
j=١

E(Sn)
p−١Xj

≤ ٢p−١
n∑

j=١
E
((

Xp−١
j + (S(j)

n )p−١
)
Xj

)
= ٢p−١

n∑
j=١

(
EXp

j + E(S(j)
n )p−١EXj

)
≤ ٢p−١

n∑
j=١

(
EXp

j + E(Sn)
p−١EXj

)
= ٢p−١

 n∑
j=١

EXp
j + E(Sn)

p−١
n∑

j=١
EXj


≤ ٢p−١

 n∑
j=١

EXp
j + (E(Sn)

p)
p−١
p

n∑
j=١

EXj


≤ ٢pMax


n∑

j=١
EXp

j , (E(Sn)
p)

p−١
p

n∑
j=١

EXj

 .

بنابراین

E(Sn)
p ≤ ٢p

n∑
j=١

EXp
j

و

E(Sn)
p ≤ ٢p(E(Sn)

p)
p−١
p

n∑
j=١

EXj

صورت این در ،p > ٢ شود فرض اگر حال

E|Sn|p
 ≤ Dp max

{∑n
k=١ E|Xk|p, (

∑n
k=١ EX٢

k )
p
٢

}
≥ ٢pmax

{∑n
k=١ E|Xk|p, (

∑n
k=١ EX٢

k )
p
٢

}
معادل به�طور یا

max

{
n∑

k=١
E|Xk|p, (Qn(x))

p

}
≤ ٢pE|Sn|p ≤ D∗

p max

{
n∑

k=١
E|Xk|p, (Qn(x))

p

}
.

D∗
p = همچنین است. وابسته p به فقط که است ثابتی Dp و Qn(x) = (

n∑
k=١

EX٢
k )

p
٢ آن در که

.٢pDp

و پاپنلس به می�توان جمله از پرداخته�اند. روزنتال نابرابري بیان به زیادي محققان مستقل، متغیرهاي براي
مستقل تصادفی متغیرهاي {Xi; ١ ≤ i ≤ n} که حالی در را روزنتال نابرابري که کرد اشاره (1984) یوتف

کرد: ارایه زیر به�صورت باشند، متناهی p مرتبه گشتاور داراي و

E(|Sn|p) ≤
p(p− ١)

٢ max
{

١, ٢p−٣
}
max

{
(

n∑
k=١

EX٢
k )

p
٢ ,

n∑
k=١

E|Xk|p
}
.
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باشند متقارن و مستقل تصادفی متغیرهاي {Xi; ١ ≤ i ≤ n} اگر دادند نشان (1985) همکاران و جانسن
آن�گاه هستند، متناهی pام گشتاور داراي p > ٢ ازاي به که

E(|Sn|p) ≤
١۴٫ ۵p
log p

max

{
(

n∑
k=١

EX٢
k )

p
٢ ,

n∑
k=١

E|Xk|p
}
.

که کرده�اند ارایه را کران�هایی دارند، تعلق وابستگی از خاص دسته�اي به که متغیرهایی براي بسیاري محققان
می�کنیم. مطرح ادامه در را آن�ها از برخی

در منظور این براي کرد. بیان ρ-آمیخته2 دنباله جزیی مجموع براي را ماکسیمال نابرابري (1995) شائو
می�پردازیم. ρ-آمیخته دنباله تعریف به ابتدا

در که (Ω,F , P ) در تعریف�شده تصادفی متغیرهاي از دنباله�اي {Xn, n ≥ ١} کنید فرض .2.1.2 تعریف
و باشند Xn, Xn+١, . . . , Xm تصادفی متغیرهاي با تولید�شده σ-جبر نیز Fm

n همچنین میدان، یک Ω آن
قرار و بگیرید نظر در F در را B و A σ-جبر دو حال شود. تعریف FS = σ(Xi; i ∈ S) ،S ⊂ N هر براي

دهید
ρ∗(A,B) = sup {Corr(X,Y );X ∈ L٢(A), Y ∈ L٢(B)}

صورت این در است. اندازه�پذیر فضاي یک L٢(·) و Corr(X,Y ) =
Cov(X, Y )√

V ar(X)V ra(Y )
آن در که

می�آیند: به�دست زیر صورت به ρ-آمیخته ضرایب
ρ(n) = sup {ρ∗(FS,FT );S, T ⊂ N; dist(S, T ) ≥ n}

می�کند. نعریف را T و S میان فاصله یک dist(S, T ) آن در که

ρ-آمیخته را {Xn, n ≥ ١} دنباله مقدمه، این با .٠ ≤ ρ(n+١) ≤ ρ(n) ≤ ρ(٠) = ١ است بدیهی
از دنباله�اي {Xn, n ≥ ١} اگر که کنید توجه .ρ(k) < ١ که به�طوري باشد موجود k ∈ N اگر می�نامند،
فرض ،2.1.2 تعریف به توجه با حال است. ρ(n) = ٠ ،n ≥ ١ هر ازاي به باشد، مستقل تصادفی متغیرهاي
ثابت صورت، این در .E|Xi|p < ∞ ،p ≥ ٢ ازاي به که باشد صفر میانگین با تصادفی متغیري Xi کنید

است. وابسته ρ(·) و p به فقط که است موجود B = B(p, ρ(·)) مانند مثبتی
صورت این در باشد، Sn(k) =

k+n∑
i=k+١

Xi ،n ≥ ١ و k ≥ ٠ هر براي اگر همچنین

E

(
max

١≤i≤n
|Sk(i)|p

)
≤ B

n p
٢ exp

B

[logn]∑
k=٠

ρ(٢i)

 max
k≤i≤k+n

(E|Xi|)
p
٢

+n exp

B

[logn]∑
k=٠

ρ
٢
p (٢i)

 max
k≤i≤k+n

(E|Xi|)
p
٢

 . (1.2)

٠ ≤ A ≤ هر ازاي به اگر صورت، این در داد. تعمیم نیز بریده�شده تصادفی متغیرهاي به می�توان را حالت این
باشیم داشته ،x > ٠ و ∞

٢n max
k≤i≤k+n

E|Xi|I{|Xi| ≥ A} ≤ x

2ρ-mixing
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داشت خواهیم جزیی مجموع ماکسیمم براي آن�گاه

P

(
max
i≤n

|Sk(i)|≥x

)
≤

k+n∑
i=k+١

P (|Xi| ≥ A)

+Bx−p

n p
٢ exp

B

[logn]∑
k=٠

ρ(٢i)

 max
k≤i≤k+n

(
E[XiI{|Xi≤A}]٢) p

٢

+n exp

B

[logn]∑
i=٠

ρ
٢
p (٢i)

 max
k≤i≤k+n

E|Xi|pI{|Xi|≤A}

 . (2.2)

∞∑
n=١

ρ
٢
p (٢n) < ∞ و (EXp

i )
p
٢ < ∞ ،E(Xi) = ٠ ،p ≥ ٢ ازاي به (2.2) و (1.2) معادلات در اگر

دارد. بستگی ρ(·) و p به فقط که است موجود B = B(p, ρ(·)) مانند مثبت ثابتی صورت این در باشند،
داریم n ≥ ١ و k > ٠ هر ازاي به آن�گاه

E

(
max
i≤n

|Sk(i)|p
)

≤

((
n max
k≤i≤k+n

(EX٢
i )

) p
٢

+ n max
k≤i≤k+n

(E|Xi|p)

)
و

P

(
max
i≤n

|Sk(i)| ≥ x

)
≤

k+n∑
i=k+١

P (|Xi| ≥ A)

+Bx−p

[
n

p
٢ max
k≤i≤k+n

(
E[XiI{|Xi≤A}]٢) p

٢

+n max
k≤i≤k+n

E|Xi|pI{|Xi|≤A}
]
.

پیوندي تصادفی متغیرهاي جزیی) مجموع (ماکسیمم جزیی مجموع گشتاورهاي که داد نشان (2000) شائو
شوند. محدود مستقل، تصادفی متغیرهاي با می�توانند منفی

کنید فرض همچنین باشند. منفی پیوندي تصادفی متغیرهاي {Xi; ١ ≤ i ≤ n} کنید فرض
i = ١, ٢, . . . , n هر ازاي به X∗

i و Xi به�طوري�که باشند مستقل تصادفی متغیرهاي {X∗
n; ١ ≤ i ≤ n}

نوشت می�توان R در f محدب تابع هر ازاي به هم�توزیع�اند.

Ef

(
n∑

i=١
Xi

)
≤ Ef

(
n∑

i=١
X∗

i

)
شرط با باشد، ناکاهشی و محدب تابعی f اگر باشند. موجود بالا نابرابري ریاضی�هاي امید آن�که بر مشروط

نوشت می�توان Ef

(
max

١≤k≤n

k∑
i=١

X∗
i

)
داشتن وجود

Ef

(
max

١≤k≤n

k∑
i=١

Xi

)
≤ Ef

(
max

١≤k≤n

k∑
i=١

X∗
i

)
.

صفر میانگین با منفی پیوندي تصادفی متغیرهاي {Xi; ١ ≤ i ≤ n} و ،p ≥ ١ کنید فرض ادامه، در
در را {X∗

i ; ١ ≤ i ≤ n} تصادفی متغیرهاي همچنین .E|Xi|p < ∞ ،١ ≤ i ≤ n هر ازاي به که باشند
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بنابراین هستند. هم�توزیع i = ١, ٢, . . . , n هر ازاي به X∗
i و Xi و هستند مستقل که بگیرید نظر

E|
n∑

i=١
Xi|p ≤ E|

n∑
i=١

X∗
i |p

E|max
١≤k≤n

k∑
i=١

Xi|p ≤ ٢E|
n∑

i=١
X∗

i |p

١ < p ≤ ٢ براي و

E max
١≤k≤n

|
k∑

i=١
Xi|p ≤ ٢٣−pE

n∑
i=١

|Xi|p.

p > ٢ ازاي به همچنین

E max
١≤k≤n

|
k∑

i=١
Xi|p ≤ ٢

(
١۵p
ln p

)p


(

k∑
i=١

X٢
i

) p
٢

+
n∑

i=١
E|Xi|p

 .

تصادفی متغیرهاي ماکسیمم) جزیی مجموع (یا جزیی مجموع گشتاورهاي که داد نشان (2000) هو
کرد. محدود مستقل تصادفی متغیرهاي با می�توان نیز را منفی زبرجمعی وابسته

بردار X∗ = (X∗
١ , X

∗
٢ , . . . , X

∗
n) و NSD تصادفی بردار X = (X١, X٢, . . . , Xn) کنید فرض

هستند. Xiهم�توزیع ∗Xو
i ،i = ١, ٢, . . . , n ازاي به به�طوري�که باشند مستقل مؤلفه�هایی با متناظر تصادفی

نوشت می�توان f محدب و صعودي تابع هر براي

E

[
f( max

١≤k≤n

k∑
i=١

Xi)

]
≤ E

[
f( max

١≤k≤n

n∑
i=١

X∗
i )

]
.

Sn = دهیم قرار و E|X١|p < ∞ اگر ،p ≥ ٢ ازاي به که دادند نشان (2007) همکاران و پلیگرات
آن�گاه ،

j∑
k=١

Xk

E

[
(max

i≤n
|Si|)p

]
≤ C

١
p
p n

١
٢

(
E|X١|p + ٨٠

j∑
k=١

j−
٣
٢ [E|E(Sj|F٠)|p]

١
p

)
.

همکاران و ونگ و (2000) هو از را NSD تصادفی متغیرهاي براي روزنتال ماکسیمال نابرابري زیر در حال
می�پردازیم. آن اثبات به سپس و می�کنیم بیان (2014)

NSD تصادفی متغیرهاي از دنباله�اي {Xn, n ≥ ١} کنید فرض روزنتال) ماکسیمال (نابرابري .3.1.2 لم
دارد وجود (p به (وابسته Cp مثبت ثابت آن�گاه .E|Xn|p < ∞ ،p ≥ ٢ براي و EXn = ٠ که باشد

،n ≥ ١ هر براي به�طوري�که

E

(
max

١≤k≤n

∣∣∣∣∣
k∑

i=١
Xi

∣∣∣∣∣
p)

≤ Cp


n∑

i=١
E|Xi|p +

(
n∑

i=١
EX٢

i

)p

٢

 . (3.2)

(3.2) نابرابري صورت این در دهیم. قرار را t = ٢ آ، پیوست در آ�.4.1 نتیجه در است کافی اثبات براي برهان.
می�آید. به�دست
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کلموگروف نمایی نابرابري 2.2
کلموگروف نابرابري احتمال، نظریه در برد. نام را کلموگروف3 نمایی نابرابري می�توان دیگر مهم نابرابري�هاي از
مستقل. تصادفی متغیرهاي از متناهی مجموعه یک جزیی مجموع براي است احتمالی ماکسیمال نابرابري یک
متغیرهاي و منفی زبرجمعی وابسته تصادفی متغیرهاي گشتاورهاي مقایسه براي پایان�نامه این در مذکور نابرابري

می�رود. به�کار مستقل، تصادفی
پارامتر با برنولی توزیع از {Xn;n ≥ ١} هم�توزیع و مستقل تصادفی متغیرهاي براي (1963) کلموگروف

آورد: به�دست ،ε > ٠ هر براي را زیر ماکسیمال نابرابري ،٠ ≤ p ≤ ١
P

(
sup
k≥n

|X̄k − p| ≥ ε

)
≤ ٢ exp

{
−٢nε١)٢ − ε)

}
به آن در که کرد ارایه بهتري شکل به را فوق نابرابري (1984) بانجیوایس .X̄k = ١

k

k∑
i=١

Xi آن در که
٠ ≤ p ≤ ١ و ٠ ≤ ε ≤ ١ هر ازاي

P

(
sup
k≥n

|X̄k − p| ≥ ε

)
≤ ٢ exp

{
−٢nε١)٢ − ٢

٣ε)

}
.

به ،E[expλ(X١ − ε)] ≤ ١ به�طوري�که باشد موجود λي > ٠ اگر باشد. ε ≥ ٠ کنید فرض حال
است: برقرار زیر نابرابري n ≥ ٠ ازاي

P

(
sup
k≥n

X̄k ≥ ε

)
≤ [E exp{λ(X١ − ε)}]n .

را مذکور نابرابري و دادند قرار تغییر دست�خوش را ماکسیمال نابرابري (1987) همکاران و یانگ ادامه، در
٠ ≤ p ≤ ١ و ٠ ≤ ε ≤ ١ هر براي کردند. گزارش زیر به�صورت

P

(
sup
k≥n

|X̄k − p| ≥ ε

)
≤ ٢ exp

{
−٢nε٢} .

٠ ≤ هر ازاي به که دادند نشان (1988) همکاران و تورنر یانگ، دوجمله�اي، توزیع براي خاص حالت در
است: زیر به�صورت کلموگروف نابرابري ٠ ≤ ε < ١

۴ همچنین و ١
٢ ≤ p ≤ ٣

۴ یا p ≤ ١
۴

P

(
sup
k≥n

|X̄k − p| ≥ ε

)
≤ ٢ exp

{
−٢nε٢ − (

۴
٣)nε۴

}
.

هر ازاي به دادند نشان ،{Xn;n ≥ ١} تصادفی متغیرهاي از دنباله�اي براي (1989) استروك و دیسچل
،ε > ٠

P

(
sup
k≥n

|X̄k − p| ≥ ε

)
≤ ٢ exp

{
−Cbnε

٢}
توزیع براي را کلموگروف نابرابري شروط، تغییر با (1992) همکاران و تورنر است. ثابت عددي Cb آن در که
تصادفی متغیرهاي از دنباله�اي یک {Xn;n ≥ ١} اگر دادند نشان آن�ها دادند. قرار بررسی مورد دوجمله�اي
آن در که ٠ ≤ ε ≤ min{p, ١ − p} هر براي آن�گاه باشد، p میانگین با مستقل و هم�توزیع برنولی

داریم: ،n ≥ ٠ و ٠ < p < ١

P

(
sup
k≥n

|X̄k − p| ≥ ε

)
≤ ٢ exp

{
−٢nε٢ − ۴

٩nε٢
}
.

3Kolmogorov-type exponential inequality
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لزوما نه برنولی مستقل تصادفی متغیرهاي نمونه�اي میانگین براي را کلموگروف نابرابري (2007) مائوریکو
،EXi = pi با برنولی مستقل تصادفی متغیرهاي از {Xi; ١ ≤ i ≤ n} دنباله آوردند. به�دست هم�توزیع

نوشت می�توان ε < ١ ،p̄ < ١
٢ یا p̄+ ε < ١

٢ هر ازاي به بگیرید. نظر در را ،i = ١, ٢, . . . , n

P
(
X̄ − p̄ ≥ ε

)
≤ exp

{
−n(٢ε٢ − ١

٣ε۴e
ε٢

۴ )

}
.

.p̄ = ١
n

n∑
i=١

pi آن در که
این بیان به ادامه در شد. بیان تصادفی متغیرهاي بودن مستقل شرط با کلموگروف نابرابري این�جا تا

می�پردازیم. تصادفی متغیرهاي بودن وابسته شرط با نابرابري�ها
پیوندي تصادفی متغیرهاي براي کلموگروف نمایی نابرابري آن در که کرد بیان را قضیه�اي (2002) ولیدین

است. آمده به�دست منفی

و صفر میانگین با {Xi; ١ ≤ i ≤ n} منفی پیوندي تصادفی متغیرهاي (2011 (ولیدین، .1.2.2 قضیه
،n ≥ ١ و ١ ≤ k ≤ n هر ازاي به و Bn =

n∑
k=١

EX٢
k کنید فرض بگیرید. نظر در را متناهی واریانس

و εC ≤ a ،n ≥ ١ ،a > ٠ هر براي صورت این در باشد. |Xk| ≤ CSn حتمی، تقریبا به�طور
داریم ،٠ < α < a٣

٢(ea−١−a−a٢
٢ )

P

{
Sn

Bn

> ε

}
≤ exp

{
−ε٢

٢ (١ − εC

α
)

}
.Sn =

n∑
k=١

Xk آن در که

(NOD) منفی4 متعامد وابسته متغیرهاي از دنباله�اي براي را نمایی نابرابري (2011) همکاران و ونگ
هر ازاي به که باشد NOD تصادفی متغیرهاي از دنباله�اي {Xn, n ≥ ١} کنید فرض آوردند. به�دست
که به�طوري باشد موجود {Cn, n ≥ ١} مانند مثبت حقیقی اعداد از دنباله�اي اگر .EXn = ٠ ،n ≥ ١

n ≥ ١ صحیح عدد هر و t > ٠ هر براي باشد، |Xi| ≤ Cn ،n ≥ ١ و ١ ≤ i ≤ n هر براي

E exp

{
t

n∑
i=١

Xi

}
≤ exp

{
t٢

٢ etCn

n∑
i=١

X٢
i

}
. (4.2)

تغییر زیر شکل به (4.2) نابرابري صورت این در باشد، EXi ̸= ٠ ،١ ≤ i ≤ n هر ازاي به اگر اکنون
می�یابد:

E exp

{
t

n∑
i=١

(Xi − EXi)

}
≤ exp

{
t٢

٢ e٢tCn

n∑
i=١

X٢
i

}
.

نمایی نابرابري ٠ < ε ≤ eBn

(٢Cn)
هر ازاي به و بالا در شده ذکر شروط اعمال با ادامه در همکاران و وانگ

کردند: ارایه را زیر

P

(
|

n∑
i=١

(Xi − EXi)| ≥ ε

)
≤ ٢ exp

{
− ε٢

٢eBn

}
4Negatively orthant dependent variables
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.Bn =
n∑

i=١
EX٢

i آن در که
توسعه�یافته خطی منفی ربعی وابسته تصادفی متغیرهاي براي را نمایی نابرابري�هاي برخی نیز (2011) کیم
صفر میانگین با ELNQD تصادفی متغیرهاي از دنباله�اي {Xn, n ≥ ١} کنید فرض کرد. ارایه (ELNQD)
به�طوري�که باشد موجود C مثبت عدد n ≥ ١ و ،١ ≤ i ≤ n هر براي اگر است. متناهی واریانس و
به�طوري�که دارد وجود M > ٠ ثابت n ≥ ١ و ε > ٠ هر براي آن�گاه ،Bn =

n∑
i=١

EX٢
i و |Xi| ≤ CBn

P

(
Sn

Bn

≥ ε

)
≤


M exp

(
− ε

١)٢ − Cε

٢ )

)
Cε ≤ ١

M exp

(
− ε

۴C

)
Cε > ١

که به�طوري باشد موجود b مثبت ثابت n ≥ ١ هر براي اگر و نباشد متناهی واریانس فوق شرایط در اگر حال
M > ٠ و ε > ٠ هر ازاي به آن�گاه ،|Xn| ≤ b

P (|Sn| ≥ ε) ≤ ٢M exp

{
− ε٢

٢)٢B٢
n + bε)

}
.

به را نابرابري است، مثبت اعداد از دنباله�اي که {Cn, n ≥ ١} دنباله به مثبت ثابت تغییر با ادامه در
است: |Xi| ≤ Ci ،i ≥ ١ هر ازاي به آن در که داشت خواهیم زیر شکل

E exp (tSn) ≤ exp

{
t٢

٢

n∑
i=١

etCiEX٢
i

}
.

آن�گاه باشد ε ≤ eB٢
n

٢eB٢
n

،ε > ٠ هر ازاي به اگر است، صفر مخالف نیز میانگین که حالی در سرانجام

P (|Sn − ESn| ≥ ε) ≤ ٢M exp

{
− ε٢

٢eBn

}
.

ρ-آمیخته تصادفی متغیرهاي از دنباله�اي {Xn, n ≥ ١} اگر که دادند نشان (2014) همکاران و شن
هر براي باشیم، داشته را |Xn| ≤ d < ∞ حتمی، تقریبا به�طور ،n ≥ ١ هر براي و باشد EXn = ٠ با

هستند: برقرار زیر روابط n ≥ ١ و ε > ٠

P (Sn > ε) ≤ C١ exp

{
− ε٢

C٢(۴Bn + ndε)

}

P (Sn < −ε) ≤ C١ exp

{
− ε٢

C٢(۴Bn + ndε)

}

P (|Sn| > ε) ≤ ٢C١ exp

{
− ε٢

C٢(۴Bn + ndε)

}
١ ≤ m ≤ n و ،C٢ = ٨

(
١ + ٢

m∑
k=١

ρ(k)

)
،C١ = exp

{
١ + ρ(m+ ١) + n−۴m

۴m
}
آن در که

است. Bn =
n∑

i=١
EX٢

i و Sn =
n∑

i=١
Xi ،n ≥ ١ هر ازاي به و هستند مثبت صحیح اعداد برخی

و می�کنیم بیان (2000) شائو از را NSD تصادفی متغیرهاي براي کلموگروف نمایی نابرابري زیر در حال
می�پردازیم. آن اثبات به سپس



27 کلموگروف نمایی نابرابري

با NSD تصادفی متغیرهاي از دنباله�اي {Xn, n ≥ ١} کنید فرض کلموگروف) نمایی (نابرابري .2.2.2 لم
هر براي آن�گاه باشد، Bn =

n∑
i=١

EX٢
i ،n ≥ ١ هر براي اگر باشد. متناهی دوم گشتاور و صفر میانگین

داریم ،n ≥ ١ و x > ٠, y > ٠, ٠ < η < ١

P

(
max

١≤k≤n

∣∣∣∣∣
k∑

i=١
Xi

∣∣∣∣∣ ≥ x

)
≤ ٢P

(
max

١≤k≤n
|Xk| > y

)
+

٢
١ − η

exp

{
− x٢η

٢(xy +Bn)

}
.

می�کنیم تعریف i = ١, ٢, . . . , n هر ازاي به برهان.

t = y−١ ln(١ +
xy

Bn

) S̃i =
i∑

j=١
min(Xj, y) Ui =

i∑
j=١

X∗
j (5.2)

ازاي به min(Xi, y) و X∗
i آن در که هستند مستقل تصادفی متغیرهاي {X∗

i ; ١ ≤ i ≤ n} که به�طوري
است، منفی زبرجمعی وابسته {min(Xi, y), ١ ≤ i ≤ n} که آن�جا از توزیع�اند. هم i = ١, ٢, . . . , n هر

نوشت می�توان (2.1) رابطه از استفاده با

P

(
max

١≤k≤n

∣∣∣∣∣
k∑

i=١
Xi

∣∣∣∣∣ ≥ x

)
≤ ٢P

(
max

١≤k≤n
|Xk| > y

)
+ ٢P

(
max

١≤k≤n
S̃i ≥ x

)
≤ ٢P

(
max

١≤k≤n
|Xk| > y

)
+ ٢e−tηxE exp

{
tη max

١≤k≤n
S̃i

}
≤ ٢P

(
max

١≤k≤n
|Xk| > y

)
+٢e−tηxE exp

{
tη max

١≤k≤n
Ui

}
. (6.2)

دادن قرار با

J١ = e−tηxE exp

{
tη max

١≤k≤n
Ui

}
و

Ti = exp
{
tUi −

(
ety − ١ − ty

)
y−٢Bi

}
گفت می�توان

J١ = e−tηxE exp

{
tη max

١≤k≤n
Ui

}
= e−tηxE exp

{
tmax

١≤k≤n
Ui

}η

= e−tηxE

{
max

١≤k≤n
Tie

(ety−١−ty)y−٢Bi

}η

≤ exp
{
−tηx+ η(ety − ١ − ty)y−٢Bi

}
E

[
max

١≤k≤n
Ti

]η
. (7.2)
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لذا .tX∗
i ≤ ty و EX∗

i ≤ ٠ و است R روي x از ناکاهشی تابعی e
x − ١ − x

x٢ طرفی از

EetX
∗
i = ١ + EX∗

i + E

[
etX

∗
i − ١ − tX∗

i

(X∗
i )

٢ (X∗
i )

٢
]

≤ ١ +
(
ety − ١ − ty

)
y−٢E(X∗

i )
٢

= ١ +
(
ety − ١ − ty

)
y−٢E(Xi)

٢

≤ exp
{
(ety − ١ − ty)y−٢E(Xi)

٢} . (8.2)

که می�دهد نشان (8.2) نابرابري است. شده نتیجه ١ + x ≤ ex رابطه از (8.2) نابرابري در آخر عبارت
می�توان آ پیوست در آ�.4.3 لم طبق لذا است. زبرمارتینگل یک آ�.3.3، تعریف اساس بر {Ti, ١ ≤ i ≤ n}

نوشت
J١ ≤ ١

١ − η
exp

{
−tηx+ η(ety − ١ − ty)y−٢Bi

}
. (9.2)

(9.2) نابرابري در (5.2) جاي�گذاري با حال

J١ ≤ ١
١ − η

exp

{
−η

[
xy−١ ln(١ +

xy

Bn

)−
(
(١ +

xy

Bn

)−١− ln(١ +
xy

Bn

)

)
y−٢Bn

]}
=

١
١ − η

exp

{
−η

[
xy−١ ln(١ +

xy

Bn

)−
(
xy

Bn

− ln(١ +
xy

Bn

)

)
y−٢Bn

]}
=

١
١ − η

exp

{
−η

[
(xy +Bn)y

−٢ ln(١ +
xy

Bn

)− x

y

]}
. (10.2)

آ�.1.2 لم بنابر اکنون

(xy +Bn)y
−٢ ln(١ +

xy

Bn

)− x

y
≥ (xy +Bn)y

٢
[

xy

xy +Bn

+
(xy)٢

٢(xy +Bn)

(
١ +

٢
٣ ln(١ +

xy

Bn

)

)]
− x

y

=
(xy)٢

٢(xy +Bn)

(
١ +

٢
٣ ln(١ +

xy

Bn

)

)
≥ (xy)٢

٢(xy +Bn)
. (11.2)

داریم ،(10.2) در (11.2) جاي�گذاري با بنابراین
J١ ≤ ١

١ − η
exp

{
ηx٢

٢(xy +Bn)

}
. (12.2)

و می�شود کامل برهان (6.2) راست سمت عبارت در (12.2) جاي�گذاري با سرانجام

P

(
max

١≤k≤n

∣∣∣∣∣
k∑

i=١
Xi

∣∣∣∣∣ ≥ x

)
≤ ٢P

(
max

١≤k≤n
|Xk| > y

)
+

٢
١ − η

exp

{
ηx٢

٢(xy +Bn)

}
.



٣ فصل

متغیرهاي موزون مجموع براي کامل همگرایی
وابستگی از خاص دسته�اي در تصادفی

مقدمه 1.3

پدید آمار علم شاخه�هاي دیگر و احتمال آمار، در چشم�گیري رشد تا است شده سبب وابستگی آماري مفهوم
در را آن کاربردهاي اخیر دهه سه در تا داشت آن بر را محققان احتمال در وابستگی متنوع مفاهیم آید.
چه هر فهم سبب که مثبت و منفی وابستگی مفاهیم به می�توان جمله از کنند. جستجو مختلف زمینه�هاي

نمود. اشاره اند، شده چندمتغیره مدل�هاي همچنین و چندمتغیره توزیع�هاي بهتر

توابع رده بر مبتنی که شد بیان (2000) هو توسط بار اولین براي NSD تصادفی متغیرهاي مفهوم
کنید فرض می�پردازیم. آن بیان به زیر در که داد شرح راستا این در را مثالی (2000) هو است. زبرجمعی
پروشان، و (جاج است آمده زیر جدول در آن احتمال تابع که باشد گسسته Xتوزیعی = (X١, X٢, X٣, X۴)

:(1983

29
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(X١, X٢)

کناري احتمال تابع (١, ١) (١, ٠) (٠, ١) (٠, ٠)
٠٫ ٢۴ ٠٫ ٠۵٧٧ ٠٫ ٠۶٢٣ ٠٫ ٠۶٢٣ ٠٫ ٠۵٧٧ (٠, ٠)
٠٫ ٢۶ ٠٫ ٠۶٢٣ ٠٫ ٠۶٧٧ ٠٫ ٠۶٧٧ ٠٫ ٠۶٢٣ (٠, ١)
٠٫ ٢۶ ٠٫ ٠۶٣۴ ٠٫ ٠۶٧٧ ٠٫ ٠۶٧٧ ٠٫ ٠۶٢٣ (١, ٠) (X٣, X۴)

٠٫ ٢۴ ٠٫ ٠۵٧٧ ٠٫ ٠۶٢٣ ٠٫ ٠۶٢٣ ٠٫ ٠۵٧٧ (١, ١)
٠٫ ٢۴ ٠٫ ٢۶ ٠٫ ٢۶ ٠٫ ٢۴ کناري احتمال تابع

کنید فرض هستند، NSD تصادفی متغیرهاي فوق متغیرهاي دهیم نشان این�که براي

(X١, X٢, X٣, X۴)
d
= (X٢, X١, X٣, X۴)

d
= (X٢, X١, X۴, X٣)

d
= (X٣, X۴, X١, X٢).

x = (x١, x٢, x٣, x۴) هر ازاي به به�طوري�که می�گیریم نظر در را ϕ مانند تابعی مسأله، کلیت از شدن کم بدون

ϕ(x١, x٢, x٣, x۴) = ϕ(x٢, x١, x٣, x۴) = ϕ(x٢, x١, x۴, x٣) = ϕ(x٣, x۴, x١, x٢).

به استناد با هستند، ثابت جایگشت به نسبت X تصادفی متغیرهاي این�که به توجه با و 5.3.1 تعریف طبق
آن در که زبرجمعی تابع تعریف

ϕ(x) + ϕ(y) ≤ ϕ(x ∧ y) + ϕ(x ∨ y)

نتیجه در

٢ϕ٠٠٠١ ≤ ϕ٠٠٠٠ + ϕ٠٠١١, ٢ϕ٠١١١ ≤ ϕ٠٠١١ + ϕ١١١١, ٢ϕ٠١٠١ ≤ ϕ٠٠٠١ + ϕ٠١١١,

می�نیمم حالت براي بگیرید. نظر در را ϕ٠٠١٠ و ϕ٠٠٠١ تابع دو نمونه به�عنوان .ϕijkl = ϕ(i, j, k, l) آن در که
ترتیب به�همین بود. خواهد صفر مینیمم بنابراین هستند، صفر هردو این�که دلیل به مؤلفه اولین در مؤلفه�اي
و مشابه استدلالی با بنابراین می�آوریم. به�دست را مؤلفه�اي ماکسیمم حالت همچنین و بعدي مؤلفه�هاي براي

داریم بالا، روابط از استفاده با

٢۶ϕ٠١٠١ ≤ ۶ϕ٠٠٠٠ + ١٢ϕ٠٠١١ + ۶ϕ١١١١ + ϕ٠٠٠١ + ϕ٠١١١.

توجه با طرفی از بود. خواهد NSD ،X صورت این در است. درست فوق نابرابري جدول، اعداد به توجه با حال
باید منفی پیوندي وابستگی تعریف به

P (Xi = ١; i = ١, ٢, ٣, ۴) < P (X١ = X٢ = ١)P (X٣ = X۴ = ١).

نتیجه در و نیست برقرار فوق نابرابري که می�شود ملاحظه جدول، اعداد جاي�گذاري با که است حالی در این
پیوندي وابستگی از تعمیمی منفی زبرجمعی وابستگی که معناست بدان مثال این نتیجه بود. نخواهد NA ،X
گشتاوري نابرابري�هاي و احتمالی نابرابري�هاي جمله از موارد برخی در می�تواند مهم نتیجه این می�باشد. منفی

نماید. ایفا را بسزایی نقش
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NSD تصادفی متغیرهاي کامل همگرایی 2.3
بررسی مورد منفی زبرجمعی وابسته تصادفی متغیرهاي موزون مجموع براي کامل همگرایی بخش این در
مدل در خطا به آلوده تبیینی برآوردگرهاي کامل سازگاري در کلیدي نقشی مفهوم این گرفت. خواهد قرار
کامل طور به 4 فصل در که می�کند ایفا منفی زبرجمعی وابسته خطاهاي با دوم توان�هاي کمترین رگرسیونی

می�پردازیم. آن به
را NSD تصادفی متغیرهاي دوم درجه شکل�هاي براي ماکسیمال نابرابري�هاي (2010) همکاران و اقبال
موجودیت با ضعیفی شرایط تحت را همگرایی رتبه و بزرگ اعداد قوي قانون سپس دادند. قرار مطالعه مورد

آوردند. به�دست rام گشتاور
درجه شکل اکنون باشند. هم�توزیع و مستقل تصادفی متغیرهاي از دنباله�اي {Xi; i ≥ ١} کنید فرض

بگیرید: نظر در را زیر دوم
Qn =

∑
١≤i<j≤n

aijXiXj n ≥ ٢.

آن�گاه باشد، i ̸= j و aij = ١ اگر خاص حالت در
Tn =

∑
١≤i<j≤n

XiXj n ≥ ٢.

نامنفی تصادفی متغیرهاي از دنباله�اي {Xi; i ≥ ١} کنید فرض ،Tn معرفی�شده دوم درجه شکل به توجه با
ε > ٠ هر ازاي به سپس باشد. r > ١ و i ≥ ١ هر براي EXr

i < ∞ با منفی زبرجمعی وابسته

p

[
max

٢≤k≤n
Tk > ε

]
≤ C

(
r

ε(r − ١)

)r
 n∑

j=٢
E(Xr

j )

j−١∑
i=١

E(Xr
i )


باشد، حقیقی اعداد از آرایه�اي {aij; ١ ≤ i < j ≤ n} همچنین و باشند برقرار فوق شرایط اگر اکنون

داریم r > ١ و ε > ٠ هر ازاي به Qn دوم درجه شکل براي صورت این در

P

[
max

٢≤k≤n
Qk > ε

]
≤ C

(
r

ε(r − ١)

)r
 n∑

j=٢
E(Xr

j )

j−١∑
i=١

aijE(Xr
i )

 .

با بزرگ اعداد قوي قانون براي معیاري کلموگروف همگرایی فوق، ماکسیمال نابرابري دو از استفاده با
دست مهمی نتایج به مطالب، این از استفاده با (2010) همکاران و اقبال است. NSD تصادفی متغیرهاي
می�آیند. به�دست دوم درجه شکل�هاي یقین به قریب همگرایی رتبه و بزرگ اعداد قوي قانون آن در که یافتند

می�پردازیم. آمده به�دست نتایج از مختصري بیان به ادامه در
به آن در که باشد نامنفی و منفی زبرجمعی تصادفی متغیرهاي از دنباله�اي {Xi; i ≥ ١} کنید فرض
n∑

j=٢
E(Xr

j )
j−١∑
i=١

E(Xr
i ) < ∞ ،r > ١ هر ازاي به اگر است. E(Xr

i ) < ∞ ،r > ١ و j ≥ ١ هر ازاي
حال همگراست. حتمی تقریبا به�طور ،n −→ ∞ که وقتی Tn =

∑
١≤i<j≤n

XiXj دوم درجه شکل آن�گاه
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آن�گاه ،
n∑

j=٢

١
b٢
j

E(Xr
j )

j−١∑
i=١

E(Xr
i ) < ∞ و باشند برقرار فوق شرایط اگر

١
bn

∑
١≤i<j≤n

XiXj
a.s.−→ ٠

نیز bn آن�گاه ،n −→ ∞ زمانی�که و است مثبت صعودي حقیقی اعداد از دنباله�اي {bn;n ≥ ١} آن در که
کرد. خواهد میل بی�نهایت به

همچنین و دوم درجه شکل�هاي براي کلموگروف احتمالی نابرابري�هاي برخی نیز (2011) همکاران و اقبال
دادند. قرار مطالعه مورد را NSD کراندار یکنواخت به�طور تصادفی متغیرهاي

را دوم درجه شکل�هاي تصادفیده1 کامل همگرایی نسخه�هاي از برخی می�توان نابرابري�ها این از استفاده با
می�پردازیم. نتایج بیان به مختصر، به�طور زیر در نمود. ارزیابی مناسب شرایطی تحت

و P (a ≤ Xi ≤ b) = ١ با نامنفی و NSD تصادفی متغیرهاي از دنباله�اي {Xi; i ≥ ١} کنید فرض
بنابراین باشد. i = ١, ٢, . . . , n

x > ٠ هر ازاي به .1
P (Tn − E(Tn) ≥ x) ≤ exp

{
−٢(x− An)

٢

Rn

}
است. Rn =

n(n− ٢)(١n− ١)b٢(b− a)٢

۶ و An =
n(n− ١)b(b− a)

٢ آن در که

x > ٠ هر ازاي به .2

P (Tn − E(Tn) ≤ −x) ≤ exp

−

((
n
٢
)
b٢ − x+

n∑
i=١

ai − a٢
)٢

٢
∑n

i=٣(σ
٢
i + a٢

i )


است. σ٢

i = (i− ٢(١b٢(b٢ − a٢) و ai = (i− ١)b(b− a) آن در که

سپس ،n −→ ∞ وقتی و باشد مثبت حقیقی اعداد از ناکاهشی دنباله�اي {γn;n ≥ ١} اگر اکنون
باشیم داشته ٠ < C < ∞ و α > ٣

٢ ،x > ٠ هر ازاي به همچنین کرد. خواهد میل γn −→ ∞
xγn − An = Cnα.

داریم ،n −→ ∞ که زمانی نتیجه، در
١
γn

(Tn − E(Tn))
c−→ ٠.

صورت این در باشد، γn =
(
n
٢
)
اگر خاص، حالت در

١(
n
٢
)(Tn − E(Tn))

c−→ ٠.

را Tn دوم درجه شکل براي گرفته�شده نظر در شرایط باشد، Qn صورت به دوم درجه شکل اگر طرفی از
نامنفی حقیقی اعداد از آرایه�اي {aij; ١ ≤ i ≤ n} اگر صورت این در می�گیریم. نظر در نیز Qn حالت براي

آن�گاه باشد،
1Randomized
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x > ٠ هر ازاي به .1
P (Qn − E(Qn) ≥ x) ≤ exp

{
−٢(x− Cn)

٢

Dn

}

است. Dn = b٢(b− a)٢
n∑

j=٢

(
j−١∑
i=١

aij

)٢

و Cn = b(b− a)
n∑

j=٢

j−١∑
i=١

aij آن در که

x > ٠ هر ازاي به .2

P (Qn − E(Qn) ≤ −x) ≤ exp


−

(
b٢ ∑

١≤i<j≤n

aij − x+
n∑

i=٣
ci − a١٢a

٢

)٢

٢
∑n

i=٣(δ
٢
i + c٢

i )


است. δ٢

i = b٢

(
i−١∑
j=١

aij

)٢

(b٢ − a٢) و ci = b(b− a)
i−١∑
j=١

aij آن در که

همگرایی کلموگروف نمایی نابرابري و روزنتال ماکسیمال نابرابري از استفاده با (2014) همکاران و وانگ
کردند. بیان را سطري NSD تصادفی متغیرهاي از آرایه�اي براي کامل

متغیر که باشد سطري NSD تصادفی متغیرهاي از آرایه�اي {Xni; ١ ≤ i ≤ kn, n ≥ ١} کنید فرض
در ثابت�هاست از آرایه�اي {ani; ١ ≤ i, n ≥ ١} کنید فرض همچنین دارد. تصادفی غلبه آن بر X تصادفی

که است موجود rي > ٠ صورت این
sup
i≥١

|ani| = O(n−r).

داریم لذا .θ + α
r
< ٢ که موجودند αهایی و ٠ < θ < ٢ همچنین

∞∑
i=١

|ani|θ = O(nα).

بیافتند: اتفاق می�توانند زیر حالت سه صورت این در

ε > ٠ هر براي آن�گاه ،E|X|θ < ∞ و ١ + α + β < ٠ اگر .1
∞∑
n=١

nβP

(
max

١≤j≤n

∣∣∣∣∣
j∑

i=١
aniXni

∣∣∣∣∣ > ε

)
< ∞ (1.3)

و
∞∑
n=١

nβP

(∣∣∣∣∣
∞∑
i=١

aniXni

∣∣∣∣∣ > ε

)
< ∞. (2.3)

،E|X|s < ∞ گرفتن نظر در با آن�گاه ،s = θ +
١ + α + β

r
و β > −١ ،١ + α+ β > ٠ اگر .2

هستند. برقرار (2.3) و (1.3) روابط ،EXni = ٠ ،s ≥ ١ وقتی همچنین

این در باشد. EXni = ٠ ،١ ≤ θ < ٢ که وقتی و E|X|θ log |X| < ∞ ،١ + α+ β = ٠ اگر .3
می�کند. صدق (2.3) و (1.3) روابط صورت
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مذکور نابرابري�هاي از کاربردي 1.2.3
توسط که ناپارامتري رگرسیون برآوردگر کامل همگرایی در را نابرابري�ها کاربرد فوق، مطالب از استفاده با حال
ناپارامتري رگرسیون مدل ابتدا در می�کنیم. ارایه مثال، یک به�عنوان را است شده بیان (2014) همکاران و ونگ

بگیرید: نظر در را زیر
yni = g(xni) + εni

ازاي به فشرده مجموعه�اي A ⊂ Rp و است آمده به�دست A از آن نقاط که است معلومی ثابت xni آن در که
وابسته تصادفی خطاهاي نیز εni و A روي تعریف�شده نامعلوم رگرسیون تابع g(·) همچنین می�باشد. p ≥ ١

است: شده معرفی زیر صورت به (1985) جرجیو توسط g(·) براي برآوردگر یک منفی�اند. زبرجمعی

gn(x) =
n∑

i=١
wni(x)yni x ∈ A ⊂ Rp.

هستند. وزن توابع i = ١, ٢, . . . , n براي wni(x) = ω(x;xn١, xn٢, . . . , xnn) این�جا در
ثابت نقطه هر براي می�کنیم. تعریف A در g تابع پیوستگی نقاط مجموعه را c(g) ،g(x) تابع هر ازاي به

باشند: برقرار زیر شرایط می�کنیم فرض x ∈ A

آن�گاه ،n −→ ∞ اگر (1
n∑

i=١
wni −→ ١.

n هر ازاي به (2
n∑

i=١
|wni| ≤ C < ∞

است. ثابت حقیقی عدد یک C که

n −→ ∞ که زمانی و a > ٠ هر ازاي به (3
n∑

i=١
|wni|. |g(xni)− g(x)| I (||xni − x|| > a) −→ ٠

است. (اقلیدسی) نرم تابع || · || آن در که

و E|X|٢p < ∞ ،p ≥ ١ هر ازاي به اگر بنابراین
sup
i≥١

|wni(x)| = O
(
n− ١

p

)
همکاران، و (وانگ می�کند میل g(x) به کامل به�طور gn(x) تابع ،n −→ ∞ و x ∈ c(g) هر براي آن�گاه

.(2014

NSD تصادفی متغیرهاي براي لازم نظري نتایج سایر 3.3
تصادفی متغیرهاي مورد در داریم نیاز بعدي فصل�هاي در استفاده براي که را نظري نتایج سایر بخش این در

می�کنیم. بیان NSD
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NSD تصادفی متغیرهاي از دنباله�اي {Xn, n ≥ ١} کنید فرض (2015 همکاران، و (وانگ .1.3.3 قضیه
که به�طوري است موجود pي > ٠ به�طوري�که دارد تصادفی غلبه آن�ها بر X تصادفی متغیر که باشد
{ani, i ≥ ١, n ≥ ١} کنید فرض همچنین، .E(Xn) = ٠ ،n ≥ ١ هر براي و E|X|٢p < ∞

که است موجود δي > ٠ صورت این در باشد ثابت اعداد از آرایه�اي

max
١≤i≤n

|ani| = O(n− ١
p ) (3.3)

و


n∑

i=١
|ani|p = O(n−δ), ٠ ≤ p ≤ ١

n∑
i=١

a٢
ni = O((logn)−١), p > ١

(4.3)

ε > ٠ هر براي آن�گاه

∞∑
n=١

P

(
max

١≤j≤n

∣∣∣∣∣
j∑

i=١
aniXi

∣∣∣∣∣ > ε

)
< ∞. (5.3)

و a+ni از ani به�جاي این�صورت، غیر (در باشد ani > ٠ کنید فرض مسأله، کلیت از شدن کم بدون برهان.
عدد انتخاب با ،n ≥ ١ و ١ ≤ i ≤ n ،ε > ٠ هر براي .(ani = a+ni − a−ni آن در که می�شود استفاده a−ni

�که به�طوري ،q مانند مثبتی ثابت عدد و N مثبت و صحیح
 q <

١ − ١
p

p
p > ١ اگر

q < δ ٠ < p ≤ ١ اگر

گرفت: نظر در Xi براي را زیر افراز می�توان

Xni(١) = XiI(|aniXi| ≤ n−q)− a−١
ni n

−qI(aniXi < −n−q) + a−١
ni n

−qI(aniXi > n−q)

Xni(٢) = (Xi − a−١
ni n

−q)I(n−q < aniXi ≤
ε

N
)

Xni(٣) = (Xi + a−١
ni n

−q)I(− ε

N
≤ aniXi < −n−q)

Xni(۴) = (Xi + a−١
ni n

−q)I(aniXi < − ε

N
) + (Xi − a−١

ni n
−q)I(aniXi >

ε

N
). (6.3)
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زیرا

Xni(١) +Xni(٢) +Xni(٣) +Xni(۴) = XiI(|aniXi| ≤ n−q)− a−١
ni n

−q

I(aniXi < −n−q) + a−١
ni n

−qI(aniXi > n−q)

+(Xi − a−١
ni n

−q)I(n−q < aniXi ≤
ε

N
)

+(Xi + a−١
ni n

−q)I(− ε

N
≤ aniXi < −n−q)

(Xi + a−١
ni n

−q)I(aniXi < − ε

N
) +

(Xi − a−١
ni n

−q)I(aniXi >
ε

N
)

= Xi

[
I(|aniXi| ≤ n−q)+I(n−q < aniXi ≤

ε

N
)

+I(− ε

N
≤ aniXi < −n−q)+I(aniXi < − ε

N
)

+I(aniXi >
ε

N
)
]

+a−١
ni n

−q
[
−I(aniXi < −n−q)

+I(aniXi > n−q)− I(n−q < aniXi ≤
ε

N
)

+I(− ε

N
≤ aniXi < −n−q)

+I(aniXi < − ε

N
)− I(aniXi >

ε

N
)
]
. (7.3)

بگیرید: نظر در زیر به�صورت را مجموعه�ها حال
A١ = (|aniXi| ≤ n−q); A٢ = (n−q < aniXi ≤ ε

N
); A٣ = I(− ε

N
≤ aniXi < −n−q)

A۴ = (aniXi < − ε
N
); A۵ = (aniXi >

ε
N
).

B١ = (aniXi < −n−q); B٢ = (aniXi > n−q); B٣ = (n−q < aniXi ≤ ε
N
)

B۴ = (− ε
N

≤ aniXi < −n−q); B۵ = (aniXi < − ε
N
); B۶ = (aniXi >

ε
N
).

که می�شود ملاحظه بالا، مجموعه�هاي گرفتن نظر در با
۵∪

i=١
Ai = R

می�شود: تبدیل زیر به�صورت (7.3) نتیجه در

Xni(١) +Xni(٢) +Xni(٣) +Xni(۴) = Xi[I{A١} + I{A٢} + I{A٣} + I{A۴} + I{A۵}]

+a−١
ni n

−q[−I{B١} + I{B٢} − I{B٣} + I{B۴}

+I{B۵} − I{B۶}]

= Xi[I{∪۵
i=١ Ai}] + a−١

ni n
−q[I{B٢,B۴,B۵} − I{B١,B٣,B۶}]

= Xi[I{R}]

= Xi. (8.3)
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می�کنیم: عمل زیر به�صورت ،(8.3) از استفاده با ،(5.3) اثبات براي
∞∑
n=١

P

(
max

١≤j≤n

∣∣∣∣∣
j∑

i=١
aniXi

∣∣∣∣∣ > ۴ε
)

≤
∞∑
n=١

P

(
max

١≤j≤n

∣∣∣∣∣
j∑

i=١
aniXni(١)

∣∣∣∣∣ > ε

)

+
∞∑
n=١

P

(
max

١≤j≤n

∣∣∣∣∣
j∑

i=١
aniXni(٢)

∣∣∣∣∣ > ε

)

+
∞∑
n=١

P

(
max

١≤j≤n

∣∣∣∣∣
j∑

i=١
aniXni(٣)

∣∣∣∣∣ > ε

)

+
∞∑
n=١

P

(
max

١≤j≤n

∣∣∣∣∣
j∑

i=١
aniXni(۴)

∣∣∣∣∣ > ε

)
= I١ + I٢ + I٣ + I۴. (9.3)

ابتدا کار، این براي .I۴ < ∞ و I٣ < ∞ ،I٢ < ∞ ،I١ < ∞ که دهیم نشان �است کافی قضیه اثبات براي
گفت می�توان

I١ =
∞∑
n=١

P

(
max

١≤j≤n

∣∣∣∣∣
j∑

i=١
aniXni(١)

∣∣∣∣∣ > ε

)

≤
∞∑
n=١

P

(
max

١≤j≤n

∣∣∣∣∣
j∑

i=١
ani (Xni(١)− EXni(١))

∣∣∣∣∣ > ε

)
< ∞. (10.3)

زیرا است، برقرار (10.3) در دوم عبارت برابري ،n → ∞ وقتی

max
١≤j≤n

∣∣∣∣∣
j∑

i=١
aniEXni(١)

∣∣∣∣∣ = max
١≤j≤n

{∣∣∣∣∣
١∑

i=١
aniEXni(١)

∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣

٢∑
i=١

aniEXni(١)
∣∣∣∣∣ , . . . ,∣∣∣∣∣

n−١∑
i=١

aniEXni(١)
∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣

n∑
i=١

aniEXni(١)
∣∣∣∣∣
}

≤
n∑

i=١
|aniEXni(١)| (11.3)

=
n∑

i=١

∣∣aniE [XiI(|aniXi| ≤ n−q)− a−١
ni n

−qI(aniXi < −n−q)

+a−١
ni n

−qI(aniXi > n−q)
]∣∣

≤
n∑

i=١

∣∣E [aniXiI(|aniXi| ≤ n−q) + n−qI(|aniXi| > n−q)
]∣∣ .

آن�گاه ،E [I(|aniXi| > n−q)] = P (|aniXi| > n−q) که آن�جایی از

max
١≤j≤n

∣∣∣∣∣
j∑

i=١
aniEXni(١)

∣∣∣∣∣ ≤
n∑

i=١

∣∣E [aniXiI(|aniXi| ≤ n−q)
]

+n−qP (|aniXi| > n−q)
∣∣ . (12.3)
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داریم ،٠ < p ≤ ١ براي مارکف نابرابري به توجه با ،(12.3) راست سمت در آخر جمله براي

max
١≤j≤n

∣∣∣∣∣
j∑

i=١
aniEXni(١)

∣∣∣∣∣ ≤
n∑

i=١

∣∣E [aniXiI(|aniXi| ≤ n−q)
]

+n−qE|aniXi|p

n−pq
|

=
n∑

i=١

∣∣E [aniXiI(|aniXi| ≤ n−q)
]

+n−(١−p)qE|aniXi|p|

=
n∑

i=١

∣∣E|aniXi|pE|aniXi|١−pI(|aniXi| ≤ n−q)

+n−(١−p)qE|aniXi|p|.

لذا ،|aniXi| ≤ n−q این�که به توجه با

max
١≤j≤n

∣∣∣∣∣
j∑

i=١
aniEXni(١)

∣∣∣∣∣ ≤
n∑

i=١

∣∣E|aniXi|p(n−q)١−pI(|aniXi| ≤ n−q)

+n−(١−p)qE|aniXi|p|

≤
n∑

i=١

∣∣E|aniXi|p(n−q)١−p
]

+n−(١−p)qE|aniXi|p|

= ٢
n∑

i=١
n−(١−p)qE|aniXi|p. (13.3)

نوشت می�توان 4.6.1 لم اعمال با ،(13.3) در آن�گاه

max
١≤j≤n

∣∣∣∣∣
j∑

i=١
aniEXni(١)

∣∣∣∣∣ ≤ C
n∑

i=١
n−(١−p)q|ani|pE|X|p. (14.3)

نوشت می�توان که به�طوري است موجود δي > ٠ هر براي ،(4.3) به بنا سپس

max
١≤j≤n

∣∣∣∣∣
j∑

i=١
aniEXni(١)

∣∣∣∣∣ ≤ Cn−(١−p)qO(n−δ). (15.3)

آن�گاه ،n → ∞ اگر
Cn−(١−p)qO(n−δ) −→ ٠.

نتیجه در

max
١≤j≤n

∣∣∣∣∣
j∑

i=١
aniEXni(١)

∣∣∣∣∣ c.−→ ٠. (16.3)

می�دهیم. قرار بررسی مورد باشد p > ١ وقتی را نتیجه حال
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نامساوي به توجه با و است EXi = ٠ و q <
١ − ١

p

p
<

٢ − ٢
p

٢p− ١ قضیه فرض به بنا باشد، p > ١ اگر
داریم (11.3)

max
١≤j≤n

∣∣∣∣∣
j∑

i=١
aniEXni(١)

∣∣∣∣∣ ≤
n∑

i=١
|aniEXni(١)|

=
n∑

i=١

∣∣aniE [XiI(|aniXi| ≤ n−q)
]
− n−qP (aniXi < −n−q)

+n−qP (aniXi > n−q)
∣∣

≤
n∑

i=١

∣∣aniE [Xi]− n−qP (aniXi < −n−q)

+n−qP (aniXi > n−q)
∣∣ . (17.3)

با است برابر (17.3) در آخر نابرابري بنابراین است. EXi = ٠ قضیه، فرض طبق

max
١≤j≤n

∣∣∣∣∣
j∑

i=١
aniEXni(١)

∣∣∣∣∣ ≤
n∑

i=١

∣∣n−qP (aniXi > n−q)− n−qP (aniXi < −n−q)
∣∣

=
n∑

i=١

∣∣n−qP (aniXi > n−q)− n−q
(

١ − P (aniXi > −n−q)
)∣∣

=
n∑

i=١
n−qP (aniXi > n−q) +

n∑
i=١

n−qP (aniXi > −n−q)

−nn−q

≤
n∑

i=١
n−qP (aniXi>n−q)+

n∑
i=١

n−qP (aniXi>− n−q). (18.3)

p > ١ هر ازاي به مارکف، نابرابري طبق
P (aniXi > n−q) ≤ E|aniXi|٢p

(n−q)٢p . (19.3)

مشابه به�طور
P (aniXi > −n−q) ≤ E|aniXi|٢p

(−n−q)٢p (20.3)

،EI(aniXi > −n−q) = P (aniXi > −n−q) و EI(aniXi > n−q) = P (aniXi > n−q) زیرا
داشت خواهیم ،(18.3) در (20.3) و (19.3) جاي�گذاري با آن�گاه

max
١≤j≤n

∣∣∣∣∣
j∑

i=١
aniEXni(١)

∣∣∣∣∣ ≤
n∑

i=١
n(٢p−١)qE|aniXi|٢p +

n∑
i=١

n(٢p−١)qE|aniXi|٢p

= ٢
n∑

i=١
n(٢p−١)qE|aniXi|٢p. (21.3)

داریم ،C١ مانند مثبتی ثابت گرفتن نظر در با و 4.6.1 لم طبق سپس
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max
١≤j≤n

∣∣∣∣∣
j∑

i=١
aniEXni(١)

∣∣∣∣∣ ≤ ٢C١︸︷︷︸
C٢

n∑
i=١

n(٢p−١)qE|aniX|٢p

= C٢

n∑
i=١

n(٢p−١)qE|aniX|٢p. (22.3)

لذا ،E|X| < ∞ چون

max
١≤j≤n

∣∣∣∣∣
j∑

i=١
aniEXni(١)

∣∣∣∣∣ ≤ Cn(٢p−١)q
n∑

i=١
|ani|٢p

= Cn(٢p−١)q(max
١≤i≤n

|ani|٢p−٢)
n∑

i=١
|ani|٢

≤ Cn(٢p−١)q
(
n− ١

p

)٢p−٢
O
(
(log n)−١)

= Cn(٢p−١)q−(٢− ٢
p
)O
(
(log n)−١) . (23.3)

،n → ∞ اگر حال است. آمده دست به (4.3) اساس بر ،(23.3) نامعادله در سوم عبارت

Cn(٢p−١)q−(٢− ٢
p
)O
(
(log n)−١) −→ ٠ (24.3)

n → ∞ اگر ،(24.3) بر بنا که

max
١≤j≤n

∣∣∣∣∣
j∑

i=١
aniEXni(١)

∣∣∣∣∣ c.−→ ٠ (25.3)

(10.3) در سوم عبارت حال است. برقرار (10.3) معادله دوم عبارت می�دهد نشان زیرا می�شود کامل اثبات و
.I١ < ∞ می�دهیم نشان و کنیم ثابت را

،{Xni, n ≥ ١, i ≥ ١} دنباله 11.3.1 ملاحظه طبق است، NSD {Xn, n ≥ ١} دنباله� که آن�جا از
دنباله 9.3.1 لم به توجه با پس است. NSD نیز آن از تابعی هر 6.3.1 لم بنابر نتیجه در بود. خواهد NSD نیز

بود. خواهد NSD نیز {ani(Xni(١)− EXni(١)), ١ ≤ i ≤ n}

فرض 2.2.2 لم در کنیم. اعمال اثبات، جهت را کلموگروف) نمایی (نابرابري 2.2.2 لم می�خواهیم حال
داریم لذا .η = ١

٢ و ،y = ٢n−q ،x = ε کنید
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∞∑
n=١

P

(
max

١≤j≤n

∣∣∣∣ j∑
i=١

ani (Xni(١)− EXni(١))
∣∣∣∣ > ε

)
≤ ٢

∞∑
n=١

P

(
max

١≤i≤n
|ani (Xni(١)− EXni(١))| > ٢n−q

)
+C

∞∑
n=١

exp

{
−

ε٢

٢
٢)٢εn−q +Bn)

}

= ٢
∞∑
n=١

(
١ − P

(
max

١≤i≤n
|ani (Xni(١)− EXni(١))| ≤ ٢n−q

))
+C

∞∑
n=١

exp

{
−

ε٢

٢
٢)٢εn−q +Bn)

}
(26.3)

به ،(26.3) در چپ سمت آخر جمله براي است. Bn =
n∑

i=١
E [ani (Xni(١)− EXni(١))]٢ آن در که

،n ≥ ١ هر �ازاي

max
١≤i≤n

|ani (Xni(١)− EXni(١))| ≤ max
١≤i≤n

(|ani || (Xni(١)− EXni(١))|)

≤ max
١≤i≤n

(|ani ||Xni(١)|) + max
١≤j≤n

(|ani ||EXni(١)|) .

لذا است. صفر برابر فوق نابرابري آخر عبارت در راست سمت جمله ،n −→ ∞ وقتی (25.3) اساس بر

max
١≤i≤n

|ani (Xni(١)− EXni(١))| ≤ max
١≤i≤n

(|ani ||Xni(١)|)

= max
١≤i≤n

(
|ani|

∣∣XiI(|aniXi| ≤ n−q)

−a−١
ni n

−qI(aniXi < −n−q)

+a−١
ni n

−qI(aniXi > n−q)
∣∣)

≤ max
١≤i≤n

(
|ani||XiI(|aniXi| ≤ n−q)|

+|a−١
ni n

−qI(aniXi < −n−q)|

+|a−١
ni n

−qI(aniXi > n−q)| )

= max
١≤i≤n

((
|aniXiI(|aniXi| ≤ n−q)|

+|n−qI(aniXi < −n−q)|

+|n−qI(aniXi > n−q)| )

≤ ٢n−q. (27.3)

داریم بزرگ، کافی اندازه به nهاي براي (27.3) در

P

(
max

١≤i≤n
|ani (Xni(١)− EXni(١))| ≤ ٢n−q

)
= ١. (28.3)
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آن�گاه باشد، ٠ ≤ p ≤ ١ اگر طرفی از

Bn =
n∑

i=١
E [ani (Xni(١)− EXni(١))]٢

≤
n∑

i=١
E (aniXni(١))٢

=
n∑

i=١
E
[
a٢
ni

[
XiI(|aniXi| ≤ n−q)− a−١

ni n
−qI(aniXi < −n−q)

+a−١
ni n

−qI(aniXi > n−q)
]٢]

=
n∑

i=١
E
[
a٢
ni

[
X٢

i I(|aniXi| ≤ n−q)− a−٢
ni n

−٢qI(aniXi < −n−q)

+a−٢
ni n

−٢qI(aniXi > n−q)
]]

=
n∑

i=١
E
[
a٢
niX

٢
i I(|aniXi| ≤ n−q)− n−٢qI(|aniXi| > n−q)

]
. (29.3)

جمله مارکوف، نابرابري از استفاده با حال است. آمده به�دست واریانس تعریف از (29.3) نابرابري در دوم عبارت
می�آید: به�دست زیر صورت به (29.3) آخر

Bn =
n∑

i=١
E [ani (Xni(١)− EXni(١))]٢

≤
n∑

i=١

(
E
[
a٢
niX

٢
i I(|aniXi| ≤ n−q)

]
+ n−٢qE|aniXi|p

n−pq

)

=
n∑

i=١

(
E
[
a٢
niX

٢
i I(|aniXi| ≤ n−q)

]
+ n−(٢−p)qE|aniXi|p

)
. (30.3)

داد: تغییر زیر صورت به را (30.3) نابرابري می�توان پس است، ٠ ≤ p ≤ ١ چون

Bn =
n∑

i=١
E [ani (Xni(١)− EXni(١))]٢

≤
n∑

i=١

(
E
[
[aniXi]

٢−p[aniXi]
pI(|aniXi| ≤ n−q)

]
+ n−(٢−p)qE|aniXi|p

)
≤

n∑
i=١

(
E
[
(n−q)٢−p[aniXi]

pI(|aniXi| ≤ n−q)
]
+ n−(٢−p)qE|aniXi|p

)
≤

n∑
i=١

(
E
[
(n−q)٢−p[aniXi]

p
]
+ n−(٢−p)qE|aniXi|p

)
= ٢

n∑
i=١

E
[
n−(٢−p)qE[aniXi]

p
]
. (31.3)
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تصادفی غلبه {Xn, n ≥ ١} دنباله بر X تصادفی متغیر آن در که قضیه فرض و 4.6.1 لم به توجه با
داریم: ،C مانند مثبتی ثابت انتخاب با دارد،

Bn =
n∑

i=١
E [ani (Xni(١)− EXni(١))]٢

≤ Cn−(٢−p)q

n∑
i=١

|ani|pE|X|p. (32.3)

نوشت می�توان ،(32.3) نابرابري در (4.3) از استفاده با حال

Bn =
n∑

i=١
E [ani (Xni(١)− EXni(١))]٢

≤ Cn−(٢−p)q−δ

= O
(
(log n)−١) . (33.3)

لذا است. Xi شده بریده Xni(١) زیرا ،|Xni(١)| ≤ |Xi| این�که به توجه با و باشد p > ١ اگر طرفی از

Bn =
n∑

i=١
E [ani (Xni(١)− EXni(١))]٢

≤
n∑

i=١
E [ani (Xni(١))]٢

=
n∑

i=١
a٢
niE [|Xni(١)|]٢ . (34.3)

داریم ،(34.3) نابرابري آخر عبارت در |Xni(١)| ≤ |Xi| دادن قرار با حال

Bn =
n∑

i=١
E [ani (Xni(١)− EXni(١))]٢

≤
n∑

i=١
a٢
niE [|Xi|]٢ . (35.3)

نابرابري در EX٢ < ∞ همچنین و (4.3) معادله ،4.6.1 لم از استفاده با و C مانند ثابتی گرفتن نظر در با
نوشت می�توان فوق،

Bn =
n∑

i=١
E [ani (Xni(١)− EXni(١))]٢

≤ C
n∑

i=١
a٢
niEX٢

= O
(
(log n)−١) . (36.3)
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جاي�گذاري با ،(36.3) و (33.3) در p > ١ و ٠ < p ≤ ١ حالت�هاي در مشابه نتایج به توجه با نهایت در
داشت خواهیم ،(26.3) نابرابري در (33.3) و (36.3) ،(27.3)

∞∑
n=١

P

(
max

١≤j≤n

∣∣∣∑j
i=١ ani (Xni(١)− EXni(١))

∣∣∣ > ε

)
≤ C

∞∑
n=١

exp

{
−

ε٢

٢
٢)٢εn−q +O ((log n)−١))

}
. (37.3)

نوشت می�توان پس .٢εn−q < ٢ε بنابراین است. n−q < ١ می�دانیم
٢εn−q +O

(
(log n)−١) < ٢ε+O

(
(log n)−١) .

پس
٢
(

٢εn−q +O
(
(log n)−١)) < ٢

(
٢ε+O

(
(log n)−١)) .
داریم ،ε

٢

٢ ضرب و کردن معکوس با
ε٢

٢
٢)٢εn−q +O ((log n)−١))

>
ε٢

٢
٢)٢ε+O ((log n)−١))

.

نتیجه در

−
ε٢

٢
٢)٢εn−q +O ((log n)−١))

< −
ε٢

٢
٢)٢ε+O ((log n)−١))

.

طرفی از

−
ε٢

٢
٢)٢ε+O ((log n)−١))

= −
ε
٢

۴ + ٢
O
(
(log n)−١)

ε

≤ −
ε
٢

۴ + ٢O ((log n)−١)

≤ −
ε
٢

O ((log n)−١)
. (38.3)

داریم (37.3) نابرابري در (38.3) جاي�گذاري با و ε > ٠ هر براي حال

∞∑
n=١

P

(
max

١≤j≤n

∣∣∣∣∣
j∑

i=١
ani (Xni(١)− EXni(١))

∣∣∣∣∣ > ε

)
≤ C

∞∑
n=١

exp {−٢ log n}

≤ C
∞∑
n=١

exp
{
log n−٢}

= C

∞∑
n=١

١
n٢ < ∞. (39.3)

است. I١ < ∞ که می�دهد نشان این
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داریم شد، بیان (11.3) در آن�چه مشابه ،I٢ < ∞ اثبات براي

max
١≤j≤n

∣∣∣∣∣
j∑

i=١
aniXni(٢)

∣∣∣∣∣ = max

{∣∣∣∣∣
١∑

i=١
aniXni(٢)

∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣

٢∑
i=١

aniXni(٢)
∣∣∣∣∣ , . . . ,∣∣∣∣∣

n−١∑
i=١

aniXni(٢)
∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣

n∑
i=١

aniXni(٢)
∣∣∣∣∣
}

≤
n∑

i=١
|aniXni(٢)|

=
n∑

i=١
aniXni(٢). (40.3)

بنابراین است، ٠ < aniXni(٢) ≤ ε
N١

چون و باشد N = N١ کنید فرض

P

(
max

١≤j≤n

∣∣∣∣∣
j∑

i=١
aniXni(٢)

∣∣∣∣∣ > ε

)
≤ P

(
n∑

i=١
aniXni(٢) > ε

)

≤
n∑

i=١
P
(
aniXni(٢) > ε

n

)
(41.3)

در .aniXni(٢) ̸= ٠ به�طوري�که دارد وجود N١ مانند صحیح عدد یک حداقل می�دهد نشان (41.3) رابطه
داریم ،(41.3) در [١, n] بازه در زیربازه�هایی تعریف با نتیجه

P

(
max

١≤j≤n

∣∣∣∣∣
j∑

i=١
aniXni(٢)

∣∣∣∣∣ > ε

)
≤

∑
١<i١<i٢<...<iN١<n

P
(
ani١Xni٠≠(٢)١, ani٢Xni٠≠(٢)٢

, . . . , aniN١
XniN١

(٢) ̸= ٠
)
. (42.3)

داریم ،(42.3) نابرابري در ،Xni(٢) براي گرفته�شده نظر در بازه و (6.3) به توجه با

P

(
max

١≤j≤n

∣∣∣∣∣
j∑

i=١
aniXni(٢)

∣∣∣∣∣ > ε

)
≤

∑
١<i١<i٢<...<iN١<n

P
(
ani١Xi١ > n−q, ani٢Xi٢ > n−q,

. . . , aniN١
XiN١

> n−q
)
. (43.3)
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نوشت می�توان 6.3.1 لم سوم قسمت از استفاده با حال

P

(
max

١≤j≤n

∣∣∣∣∣
j∑

i=١
aniXni(٢)

∣∣∣∣∣ > ε

)
≤

∑
١<i١<i٢<...<iN١<n

P
(
ani١Xi١ > n−q

)
P
(
ani٢Xi٢ > n−q

)
. . . P

(
aniN١

XiN١
> n−q

)
≤

∑
١<i١<i٢<...<iN١<n

(
n∑

i=١
P
(
aniXi > n−q

)
n∑

i=١
P
(
aniXi>n−q

)
. . .

n∑
i=١

P
(
aniXi>n−q

))

≤

(
n∑

i=١
P
(
aniXi > n−q

))N١

≤

(
C

n∑
i=١

P
(
|aniX| > n−q

))N١

. (44.3)

به توجه با حال شد. نتیجه C مانند مثبتی ثابت انتخاب و 4.6.1 لم از استفاده با فوق نابرابري در آخر عبارت
می�افتد: اتفاق حالت دو مارکف نابرابري

٠ < p ≤ ١ الف)

p > ١ ب)

می�یابد: تغییر زیر صورت به (44.3) نابرابري مارکف، نابرابري بنابر باشد. ٠ < p ≤ ١ می�کنیم فرض ابتدا در

P

(
max

١≤j≤n

∣∣∣∣∣
j∑

i=١
aniXni(٢)

∣∣∣∣∣ > ε

)
≤ C١

(
n∑

i=١

E|aniX|p

(n−q)p

)N١

= C١

(
n∑

i=١
npqE|aniX|p

)N١

= C١E|X|N١p︸ ︷︷ ︸
≤C

(
n∑

i=١
npq|ani|p

)N١

≤ C

(
n∑

i=١
npq|ani|p

)N١

. (45.3)

δ > ٠ براي و (45.3) نابرابري آخر درجمله (4.3) جاي�گذاري با لذا

P

(
max

١≤j≤n

∣∣∣∣∣
j∑

i=١
aniXni(٢)

∣∣∣∣∣ > ε

)
≤ C

(
npqO

(
n−δ
))N١

≤ Cn−(δ−pq)N١ . (46.3)
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بزرگ و صحیح عدد انتخاب با بنابراین است. q < δ
p
آن�گاه باشد ٠ < p ≤ ١ اگر باشید داشته توجه
داریم باشد، (δ − pq)N١ > ١ �که به�طوري ،N١ مانند

I٢ = P

(
max

١≤j≤n

∣∣∣∣∣
j∑

i=١
aniXni(٢)

∣∣∣∣∣ > ε

)
< ∞. (47.3)

نوشت می�توان می�کنیم. عمل الف حالت مانند به نیز p > ١ حالت براي

P

(
max

١≤j≤n

∣∣∣∣∣
j∑

i=١
aniXni(٢)

∣∣∣∣∣ > ε

)
≤ C٢

(
n∑

i=١

E|aniX|٢p

(n−q)٢p

)N١

= C٢

(
n∑

i=١
n٢pqE|aniX|٢p

)N١

= C٢E|X|٢pN١︸ ︷︷ ︸
≤C

(
n∑

i=١
n٢pq|ani|٢p

)N١

≤ C

(
n٢pq

n∑
i=١

|ani|٢p−٢|ani|٢

)N١

≤ C

(
n٢pq

(
max

١≤i≤n
|ani|٢p−٢

) n∑
i=١

|ani|٢

)N١

.

داریم فوق، نابرابري آخر عبارت در (4.3) و (3.3) جاي�گذاري با

P

(
max

١≤j≤n

∣∣∣∣∣
j∑

i=١
aniXni(٢)

∣∣∣∣∣ > ε

)
≤ C

(
n٢pq

(
O
(
n− ١

p

))٢p−٢ (
O
(
(log n)−١)))N١

≤ Cn−١)٢− ١
p
−pq)N١ (log n)N١ . (48.3)

به�طوري�که است موجود N١ مانند بزرگی و صحیح عدد پس .q <
١ − ١

p

p
لذا است، p > ١ این�که به توجه با

نتیجه در .١)٢ − ١
p
− pq)N١ > ١

I٢ = P

(
max

١≤j≤n

∣∣∣∣∣
j∑

i=١
aniXni(٢)

∣∣∣∣∣ > ε

)
< ∞. (49.3)

چون و باشد N = N٢ کنید فرض ، I٣ < ∞ دهیم نشان این�که براي
− ε

N٢
≤ aniXni(٣) < ٠ (50.3)

داریم (40.3) مشابه بنابراین

max
١≤j≤n

∣∣∣∣∣
j∑

i=١
aniXni(٣)

∣∣∣∣∣ = −
n∑

i=١
aniXni(٣). (51.3)

بنابراین .aniXni(٣) ̸= ٠ به�طوري�که است N٢موجود مانند مثبتی صحیح عدد که می�دهد نشان معادله این
داد نشان می�توان شد، ثابت I٢ < ∞ براي آن�چه مشابه

I٣ =
∞∑
n=١

P

(
max

١≤j≤n

∣∣∣∣∣
j∑

i=١
aniXni(٣)

∣∣∣∣∣ > ε

)
< ∞. (52.3)
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افتاد، اتفاق (51.3) و (40.3) در آن�چه مشابه است. متناهی نیز I۴ که دهیم نشان است کافی آخر در
داریم: نیز ذیل عبارت براي

max
١≤j≤n

∣∣∣∣∣
j∑

i=١
aniXni(۴)

∣∣∣∣∣ =
n∑

i=١
|aniXni(۴)| . (53.3)

نوشت می�توان ،N = {N١, N٢} مثبت و صحیح عدد کردن فرض با بنابراین

I۴ =
∞∑
n=١

P

(
max

١≤j≤n

∣∣∣∣∣
j∑

i=١
aniXni(۴)

∣∣∣∣∣ > ε

)
≤

∞∑
n=١

n∑
i=١

P
(
|aniXni(۴)| > ε

n

)
.

این�که به توجه با است. aniXni(۴) ̸= ٠ ،i ≥ ١ یک حداقل ازاي به که می�دهد نشان فوق معادله
لذا ،|aniXi| > ε

N

∞∑
n=١

P

(
max

١≤j≤n

∣∣∣∣∣
j∑

i=١
aniXni(۴)

∣∣∣∣∣ > ε

)
≤

∞∑
n=١

n∑
i=١

P
(
|aniXi| >

ε

N

)
. (54.3)

داریم ،C مثبت ثابت انتخاب و 4.6.1 لم از استفاده با حال

∞∑
n=١

P

(
max

١≤j≤n

∣∣∣∣∣
j∑

i=١
aniXni(۴)

∣∣∣∣∣ > ε

)
≤ C

∞∑
n=١

n∑
i=١

P
(
|aniX| > ε

N

)
= C

∞∑
n=١

n∑
i=١

P
(
|ani||X| > ε

N

)
= C

∞∑
n=١

n∑
i=١

P
(
O
(
n− ١

p

)
|X| > ε

N

)
≤ C

∞∑
n=١

n∑
i=١

P
(
|X| > C١

ε

N
n

١
p

)
= C

∞∑
n=١

n∑
i=١

P
(
|X| > C٢n

١
p

)
= C

∞∑
n=١

nP
(
|X| > C٢n

١
p

)
. (55.3)

می است، |X| ∈ (Cn
١
p ,+∞) که آن�جا از است. آمده به�دست (3.3) معادله بنابر (55.3) در دوم برابري

کنیم: افراز زیر صورت به را مذکور بازه توانیم

|X| ∈
{
(Cn

١
p , C(n+ ١)

١
p ], (C(n+ ١)

١
p , C(n+ ٢)

١
p ], (C(n+ ٢)

١
p , C(n+ ٣)

١
p ], ...

}
.

داریم لذا

P
(
|X| > C٢n

١
p

)
≤

∞∑
k=n

P
(
C٢k

١
p < |X| < C٢(k + ١)

١
p

)
. (56.3)
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نوشت می�توان ،(55.3) در (56.3) جاي�گذاري با حال
∞∑
n=١

P

(
max

١≤j≤n

∣∣∣∣∣
j∑

i=١
aniXni(۴)

∣∣∣∣∣ > ε

)
≤

∞∑
n=١

n
∞∑
k=n

P
(
C٢k

١
p < |X| < C٢(k + ١)

١
p

)
=

∞∑
n=١

∞∑
k=n

nP
(
C٢k

١
p < |X| < C٢(k + ١)

١
p

)
=

∞∑
k=١

k∑
n=١

kP
(
C٢k

١
p < |X| < C٢(k + ١)

١
p

)
=

∞∑
k=١

k٢P
(
C٢k

١
p < |X| < C٢(k + ١)

١
p

)
= E|X|٢p < ∞. (57.3)

داریم: (9.3) در (57.3) و (52.3) ،(49.3) ،(39.3) جاي�گذاري با پایان در
∞∑
i=١

P

(
max

١≤j≤n

∣∣∣∣∣
j∑

n=١
aniXi

∣∣∣∣∣ > ۴ε
)

< ∞. (58.3)

می�شود. کامل برهان

قضیه، این در اگر حال است. کلی نتیجه� یک کامل، همگرایی در 1.3.3 قضیه (1987 (تروم، .2.3.3 ملاحظه
داشته وجود {bni, ١ ≤ i ≤ n, n ≥ ١} حقیقی اعداد به�طوري�که باشد ani =

bni

n
١
p

،p > ١ هر ازاي به�
برابري�هاي در که باشند

max
١≤i≤n

|bni| = O(١)

و
n∑

i=١
b٢
ni = O

(
n

٢
p (log n)−١

)
کنند، صدق

١
n

١
p

n∑
i=١

bniXi
c−→ ٠.

بود. خواهد همگرا صفر به کامل طور به ١
n

١
p

n∑
i=١

bniXi یعنی





۴ فصل

خطا به آلوده رگرسیون

مقدمه 1.4
مدل�هاي مفهوم در شده�اند. اندازه�گیري درستی به مشاهدات که است این آماري تحلیل در اساسی فرضیه
تبیینی متغیرهاي همچنین و مطالعه مورد مشاهدات که می�شود فرض چندمتغیره، یا یک�متغیره رگرسیونی
آید. شمار به تخطی نوعی می�تواند اساسی فرضیات این موارد، از بسیاري در آیند. به�دست خطایی هر بدون
تفاوت می�شوند. مشاهده خطا مقداري با آن�ها یعنی آورد. دست به نمی�توان را متغیرها درست مقادیر بنابراین،
متغیرهاي متغیرها، نوع این به و می�شود نامیده اندازه�گیري1 خطاي متغیرها، مقادیر و مشاهده�شده مقادیر بین

می�گویند. خطا2 به آلوده
و ابزاري خطاي به می�توان خطاها این رایج�ترین از دارند. وجود خطاها آمدن به�وجود براي زیادي دلایل
خطاي مفاهیم در تنوع می�دهند نشان� که می�کنیم بیان را مثال�هایی زیر در کرد. اشاره نمونه�گیري خطاي

باشد. نگران�کننده می�تواند اندازه�گیري

بیماري به شخص نشدن یا شدن مبتلا غالبا پاسخ متغیرهاي مسري، امراض علم در بیماري: وضعیت •
به�واسطه ابتلا تشخیص اغلب که کرد اشاره هپاتیت و سرطان ایدز، به می�توان مثال به�عنوان هستند.
دارند وجود تصویربرداري و خون آزمایش مانند تکنیک�هایی می�شود. انجام ناقص تشخیصی مرحله یک

جست. بهره آن�ها از بیماري وجود بودن منفی یا مثبت در می�توان که

1Measurement error
2Errors-in -variables
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در اتمی بمب انفجار به مربوط داده�هاي محققان برخی اتمی: بمب بازماندگان به مربوط داده�هاي •
کروموزوم�ها انطباق عدم تعداد دلیل به پاسخ�، آن در که دادند قرار بررسی مورد را ناگازاکی و هیروشیما
نمی�توان را متغیرها این پیش�گو، متغیرهاي روي اتمی تشعشعات علت به همچنین باشد. متنوع می�تواند

هستند. اندازه�گیري قابل خطا کمی با که کرد اندازه�گیري دقیق به�طور

در تنفس هنگام خس�خس وجود پاسخ، متغیر این�جا در کودکان: در تنفسی دستگاه عملکرد •
نسبت یک) یا (صفر دودویی مقادیر آن به می�توان و است ریه عملکرد از نشانه�اي که می�باشد کودکان
متغیر اگر حال باشد. کودکان گرفتن قرار نیترید معرض در می�تواند علاقه، مورد پیش�گوي متغیر داد.
متغیر اما آورد. به�دست را پاسخ متغیر با متغیر این میان ارتباط می�توان به�راحتی باشد، موجود پیش�گو
خانه، یک در مثال براي نباشد. خاص محل یک در کودك است ممکن زیرا نیست، موجود پیش�گو
نتیجه در است. متفاوت نیترید میزان آن�ها در که گیرد قرار اتاق�خواب یا آشپزخانه در می�تواند کودك

بود. خواهد همراه خطا با پیش�گو متغیر اندازه�گیري

که است معنی بدان این می�شوند. آلوده اندازه�گیري�شده متغیرهاي توسط داده�ها مجموعه از بسیاري
اندازه�گیري خطاهاي این وجود می�رود. به�شمار تجربی حالت در بنیادي مشکلی اندازه�گیري خطاي مشکل
نمی�شود. برآورد سازگار به�طور پارامتر و می�دهد قرار تأثیر تحت را نتایج که شده اریبی آمدن وجود به سبب
تحلیل در زیادي تنوع و آمده به�دست نادقیقی نتایج پایه بر نتایج تحلیل که می�شود سبب خطاها این سرانجام

می�آید. وجود به آن�ها
بعد دو در را آن�ها می�توان که دارند وجود تکنیک�هایی اندازه�گیري�ها، در خطاها مشکل کردن رفع براي
رده دو در همچنین و غیرخطی و خطی خطاي به آلوده رگرسیونی مدل�هاي در تکنیک�ها این کرد. رده�بندي
کلاسیک اندازه�گیري خطاي تعریف به ابتدا در می�شوند. مطرح غیرکلاسیک4 و کلاسیک3 اندازه�گیري خطاي

شده�اند. گرفته (1995) همکاران و کارول از فصل این مطالب می�پردازیم. غیرکلاسیک و

خطاي صورت این در باشد، نامعلوم حقیقی متغیرهاي از مستقل اندازه�گیري خطاي اگر .1.1.4 تعریف
می�شود. نامیده کلاسیک اندازه�گیري

اندازه�گیري خطاي آن به باشد، وابسته نامعلوم حقیقی متغیرهاي به اندازه�گیري خطاي اگر .2.1.4 تعریف
می�شود. اطلاق غیرکلاسیک

به است ممکن که بگیرید نظر در را اتحادیه کارگر یک غیرکلاسیک، اندازه�گیري خطاي از مثالی عنوان به
و صفر به�صورت آن خطاي و نظر مورد متغیر وقتی شود. رده�بندي اتحادیه خارج کارگر یک عنوان به اشتباه

باشد. یک و صفر صحیح متغیر از مستقل نمی�تواند اندازه�گیري خطاي صورت این در باشند، یک

اندازه�گیري خطاي و تصادفی خطاي بین تفاوت 1.1.4
تصادفی، به�طور عناصر بودن پیشگویی غیرقابل مانند عامل�هایی از ناشی رگرسیونی مدل در تصادفی خطاي
سبب به اندازه�گیري خطاي که حالی�است در این بود. خواهد پاسخ و پیشگو متغیر بین قطعی ارتباط فقدان

3Classical
4Nonclassical
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می�آید. وجود به صحیح متغیرهاي از ناقص اندازه�گیري

بزرگ و کوچک اندازه�گیري خطاي 2.1.4
تأثیر که کرد ترکیب تصادفی خطاي با را آن می�توان صورت این در باشد، کوچک اندازه�گیري خطاي مقدار اگر
نظر در باشد، بزرگ اندازه�گیري خطاي این مقدار اگر مقابل در داشت. نخواهد آماري استنباط در چندانی
کم�ترین برآوردگر خطی رگرسیونی مدل در مثال، براي شد. خواهد منجر غلطی آماري استنباط به آن نگرفتن
ضرایب خطی نااریب برآوردگر بهترین باشد، نداشته وجود اندازه�گیري خطاي که وقتی معمولی دوم توان�هاي
توان�هاي کم�ترین برآوردگر همان باشد، موجود داده�ها در اندازه�گیري خطاي اگر حال بود. خواهد رگرسیونی

است. رگرسیونی ضرایب براي ناسازگار برآوردگري و شده اریب دوم،
معرفی کلاسیک اندازه�گیري خطاي با خطی خطاي به آلوده مدل�هاي براي متنوعی روش�هاي تاکنون چون
اندازه�گیري خطاي با خطی خطاي به آلوده رگرسیونی مدل�هاي درباره مختصر توضیحی به این�جا در شده�اند،

می�پردازیم. کلاسیک

اندازه�گیري خطاي با بهخطايخطییک�متغیره مدلرگرسیونیآلوده 2.4
کلاسیک

داده�ها، مجموعه از تبیینی متغیر هر در اندازه�گیري خطاي که است مدعی این بر اندازه�گیري خطاي در فرضیات
زیر دوم توان�هاي کم�ترین رگرسیونی مدل در فرضیات این مفهوم است. تبیینی متغیرهاي سایر از مستقل

خطی مدل است. فهم قابل بسیار
yi = βx∗′

i + εi, i = ١, ٢, . . . , n

تناقضی به منجر yi = y∗i + νi به�صورت پاسخ متغیر در اندازه�گیري خطاي مدل، این تحت بگیرید. نظر در را
که دید می�توان y∗i در مدل بازنویسی با زیرا نمی�شود. رگرسیونی ضرایب برآورد در

yi = βx∗′
i + εi + νi = βx∗′

i + ωi.

ضرایب برآورد در استاندارد خطاهاي که است این پاسخ، متغیرهاي در اندازه�گیري خطاهاي وجود اثر تنها
که حالتی در یعنی رگرسیونی تبیینی متغیرهاي در مستقل خطاهاي مقابل، در می�شوند. زیاد رگرسیونی
ضرایب برآوردگرهاي و می�شود منجر ساده رگرسیونی مدل در (منفی) اریبی افزایش به است، xi = x∗

i + ηi

هستند. ناسازگار کلی حالت در رگرسیونی

اریبی کاهش 1.2.4
بگیرید: نظر در را زیر یک�متغیره کلاسیک خطی رگرسیونی مدل

y = α + βx∗ + ε, E[X∗ε] = ٠. (1.4)
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به است η ∼ (٠, σ٢
η) اندازه�گیري خطاي از مستقل و افزوده یک با مشاهده تنها x∗ ،(1.4) مدل در

که طوري
x = x∗ + η. (2.4)

یعنی می�آید. به�دست (1.4) مدل در (2.4) کردن وارد با x روي y رگرسیون نتیجه در
y = α + βx+ u, u = ε− βη. (3.4)

باشند. (y, x) روي تصادفی نمونه یک از مشاهده n (yi, xi) ،i = ١, ٢, . . . , n هر براي کنید فرض حال
با دوم توان�هاي کم�ترین صورت، این در

β̂ =

∑n
i=١(xi − x̄n)yi∑n
j=١(xj − x̄j)٢ (4.4)

زیرا وابسته�اند، یک�دیگر به u و x اندازه�گیري خطاي وجود با می�آید. به�دست

Cov(x, u) = Cov(x∗ + η, ε− βη)

= Cov(η,−βη)

= −βCov(η, η)

= −βσ٢
η ̸= ٠.

باید n −→ ∞ وقتی سازگاري، تعریف طبق زیرا است، ناسازگار دوم توان�هاي کم�ترین برآوردگر بنابراین
نتیجه در شود. همگرا نظر مورد پارامتر به احتمال در نظر مورد برآوردگر

β̂n ≈ β +
Cov(x, u)

V ar(x)

≈ β −
βσ٢

η

σ٢
∗ + σ٢

η

≈ β
σ٢
∗

σ٢
∗ + σ٢

η

یک با β براي ناسازگار برآوردي β̂ پس اند، مثبت دو هر σ٢
η و σ٢

∗ چون است. σ٢
∗ = V ar(x∗) آن در که

به α برآورد تک�متغیره، رگرسیونی مدل در شیب ضریب اریبی به توجه با این، بر علاوه است. منفی اریبی
می�آید: دست به زیر صورت

α̂ = ȳ − β̂x̄.

نوشت می�توان آن سازگاري بررسی براي صورت این در

α̂n ≈ E[α + βx∗ + ε]− β
σ٢
∗

σ٢
∗ + σ٢

η

E[x∗ + η]

≈ α + β
σ٢
η

σ٢
∗ + σ٢

η

µ∗

رگرسیونی مدل یک به می�توان را نتایج این است. ناسازگار برآوردگري نیز α̂پس است. µ∗ = Ex∗ آن در که
داد. تعمیم نیز چندمتغیره خطی
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خطاي با چندمتغیره خطی خطاي به آلوده رگرسیونی مدل 3.4
کلاسیک اندازه�گیري

به صحیحی ارتباط شده�اند، مشاهده درستی به که مطالعه مورد و تبیینی متغیرهاي بین کنید فرض ابتدا در
شکل

ỹ = X̃β (5.4)

از (n× k) ماتریسی X̃ پاسخ، متغیر از صحیح مشاهدات از (n× ١) برداري ỹ آن در که باشد داشته وجو
است. رگرسیونی ضرایب از (k × ١) برداري β و تبیینی متغیرهاي روي صحیح مشاهدات

با مقادیر این یعنی می�پذیرد. تأثیر نیستند مشاهده قابل که اندازه�گیري خطاي حضور از X̃ و ỹ مقادیر
می�شوند: مشاهده زیر صورت به افزوده اندازه�گیري خطاي

y = ỹ + u

X = X̃ + V

خطاي شامل که ،u (n × ١) بردار با که است پاسخ مشاهده�شده مقادیر از (n × ١) برداري y آن در که
متغیرهاي مشاهدات مقادیر از (n× k) ماتریس یک نیز X مشابه، به�طور شده�اند. مشاهده است اندازه�گیري

هستند. همراه X در اندازه�گیري خطاي از ، (n× k) ،V ماتریس با که است تبیینی
رگرسیونی مدل بنابراین شود. بیان u در تصادفی خطاي که می��شود فرض مسأله، کلیت از شدن کم بدون

کرد: بازنویسی زیر به�صورت می�توان را خطا به آلوده

y = X̃β + u

X = X̃ + V (6.4)

گرفت. نظر در معمولی تصادفی خطاي به�عنوان می�توان را u و �است شده آلوده V خطاي با X تنها آن در که

می�شود. گرفته نظر در صفر V خطاي می�شوند، اندازه�گیري خطایی هر بدون تبیینی متغیرهاي که حالتی در
که می�شود فرض ،(6.4) رگرسیونی مدل به توجه با

E[u] = ٠; E[uu′] = σ٢I;

E[V ] = ٠; E[V V ′] = Ω; E[V ′u] = ٠.

می�کنیم: بازنویسی زیر صورت به بالا شده تعریف روابط از استفاده با را (6.4) رگرسیونی مدل حال

y = ỹ + u

= X̃β + u

= (X − V )β + u

= Xβ + (u− V β)

= Xβ + ω
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می�شود. نامیده تصادفی خطاي از ترکیبی به�عنوان ω = u− V β آن در که
خطی رگرسیونی مدل در اساسی فرضیه یک می�باشد. معمولی خطی رگرسیونی مدل مشابه مدل، این
مدل در را فرضیات این حال هستند. ناهمبسته تصادفی خطاي و تبیینی متغیرهاي آن در که است این

داریم همبستگی، این محاسبه براي می�دهیم. قرار بررسی مورد y = Xβ + ω

E [(X − E[X])′(ω − E[ω])] = E [V ′(u− V β)]

= E[V ′u]− E[V ′V ]β

= ٠ − Ωβ

= −Ωβ

̸= ٠.

برآوردگر صورت این در شود. گرفته نادیده اندازه�گیري خطاي کنید فرض حال همبسته�اند. ω و X بنابراین
بدان داده�ها در اندازه�گیري خطاي گرفتن نادیده که کنید توجه می�آوریم. دست به را دوم توان�هاي کم�ترین

می�شود: حاصل زیر به�صورت دوم توان�هاي کم�ترین برآوردگر ندارند. وجود خطاها این که نیست معنا

b = (X ′X)−١X ′y.

می�آوردیم: به�دست را b− β مقدار ابتدا برآوردگر این اریبی محاسبه براي

b− β = (X ′X)−١X ′(Xβ + ω)− β

= (X ′X)−١X ′ω.

نوشت می�توان بنابراین

E[b− β] = E[(X ′X)−١X ′ω]

= (X ′X)−١X ′E[ω]

̸= ٠

خواهد β براي اریب برآوردگر یک b بنابراین است. همبسته ω با که است تصادفی ماتریس یک X آن در که
بود.

کنید فرض منظور همین به می�دهیم. قرار بررسی مورد را دوم توان�هاي کمترین برآوردگر سازگاري اکنون
n −→ ∞ وقتی

١
n
X̃ ′X̃

p−→ Σxx

١
n
V ′V

p−→ Σvv
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١
n
X̃ ′V

p−→ 0

١
n
V ′u

p−→ 0.

داشت خواهیم بالا، روابط از استفاده با

b− β = (
X ′X

n
)−١(

X ′ω

n
). (7.4)

طرفی از

١
n
X ′X =

١
n
(X̃ + V )′(X̃ + V )

=
١
n
X̃ ′X̃ +

١
n
X̃ ′V +

١
n
V ′X̃ +

١
n
V ′V.

بنابراین

١
n
X ′X

p−→ Σxx + ٠ + ٠ + ΣV V = Σxx + ΣV V . (8.4)

می�کنیم: عمل زیر صورت به (7.4) رابطه راست سمت دوم قسمت محاسبه براي

١
n
X ′ω =

١
n
X̃ ′ω +

١
n
V ′ω

=
١
n
X̃ ′(u− V β) +

١
n
V ′(u− V β)

=
١
n
X̃ ′u− ١

n
X̃ ′V β +

١
n
V ′u− ١

n
V ′V. (9.4)

نتیجه در

١
n
X ′ω

p−→ ٠ − ٠ + ٠ − ΣV V β = −ΣV V β. (10.4)

داشت خواهیم (7.4) در (10.4) و (8.4) جاي�گذاري با سرانجام

b− β
p−→ −(Σxx + ΣV V )

−١ΣV V β ̸= 0. (11.4)

ناسازگاري این به�طوري�که بود، خواهد β پارامتر براي ناسازگار برآوردگر یک b که می�شود ملاحظه بنابراین
است. ω و X بین ارتباط از ناشی اساسا

b = (X ′X)−١X ′y معمولی دوم توان�هاي کم�ترین برآوردگر که شوند تعبیر این�طور نباید نتایج .1.3.4 نتیجه
حقیقت در می�آید. به�دست y = Xβ +ω مدل در S = ω′ω = (y−Xβ)′(y−Xβ) کردن می�نیمم با
رگرسیون مدل در تصادفی خطاي برخلاف زیرا کرد می�نیمم معمولی خطی رگرسیون حالت در نمی�توان را ω′ω

است. β از تابعی خودش ω = u− V β معمولی، خطی
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زیر صورت به را اندازه�گیري خطاي با ساده خطی رگرسیون مدل سازگاري، ماهیت دیدن جهت به حال
بگیرید: نظر در

ỹi = β٠ + β١x̃i ; i = ١, ٢, . . . , n

yi = ỹi + ui

xi = x̃i + Vi (12.4)

می�شوند: تعریف زیر صورت به V و X̃ ،X ماتریس�هاي آن در که

X =


١ x١

١ x٢
... ...

١ xn

 X̃ =


١ x̃١

١ x̃٢
... ...

١ x̃n

 V =


٠ V١

٠ V٢
... ...

٠ Vn

 .

کنید فرض همچنین
١
n

n∑
i=١

x̃i
p−→ µ (13.4)

و
١
n

n∑
i=١

(x̃i − µ)٢ p−→ σ٢
x. (14.4)

داریم ،(13.4) و (10.4) به توجه با صورت این در

١
n
X̃ ′X̃ =

(
١ ١

n

∑n
i=١ x̃i

١
n

∑n
i=١ x̃i

١
n

∑n
i=١ x̃

٢
i

)
p−→

(
١ µ

µ µ٢ + σ٢

)
= Σxx. (15.4)

همچنین
١
n
V ′V

p−→

(
٠ ٠
٠ σ٢

)
= ΣV V . (16.4)

داشت خواهیم ،(11.4) معادله در ،(16.4) و (15.4) روابط جاي�گذاري )با
b٠ − β٠

b١ − β١

)
p−→ −

(
١ µ

µ µ٢ + σ٢
x + σ٢

v

)(
٠ ٠
٠ σ٢

V

)(
β٠

β١

)

= − ١
σ٢
V + σ٢

x

(
σ٢
x + µ٢ + σ٢

V −µ

−µ ١

)(
٠

βσ٢
V

)

=


σ٢
V

σ٢
V + σ٢

x

µβ

− σ٢
V

σ٢
V + σ٢

x

β

 . (17.4)

اگر بنابراین ناسازگارند. و اریب β١ و β٠ معمولی دوم توان�هاي کم�ترین برآوردگرهاي که می�شود ملاحظه
بلکه می�گذارد، اثر خودش روي پارامتر برآورد نه�تنها باشد، داشته قرار اندازه�گیري خطاي معرض در متغیر یک
اثر نیز شده�اند اندازه�گیري خطایی هر بدون و هستند مرتبط متغیر این با که پارامترها سایر برآوردگرهاي بر

دهد. روي می�تواند نیز ساده رگرسیونی مدل در اتفاق این که می�گذارد



۵ فصل

توان�هاي کمترین برآوردگرهاي کامل سازگاري
خطا به آلوده رگرسیونی مدل در دوم

مقدمه 1.5
سازگاري فصل این در دادیم. قرار بررسی مورد NSD تصادفی متغیرهاي از آرایه�اي کامل همگرایی ،3 فصل در
EV را آن اختصار به که خطا به آلوده تبیینی رگرسیونی مدل در (LS) دوم1 توان�هاي کم�ترین برآوردگرهاي
(2013) همکاران و میائو از فصل این نظري مطالب می�دهیم. قرار مطالعه مورد NSD خطاي با می�نامیم،

شده�اند. گرفته
می�تواند نمونه�گیري خطاي که داد نشان او شد. بیان (1985) دیتون توسط ابتدا در ،EV رگرسیونی مدل
از عملی�تر می�تواند EV رگرسیونی مدل و باشد داشته رگرسیون در پیش�گویی نتایج در زیادي بسیار تأثیر
می�کند. ارایه را دقیق�تري نتایج و می�شود لحاظ نمونه�گیري خطاي مدل این در زیرا باشد؛ LS رگرسیونی مدل
کارول ،(1989) میتگ ،(1989) فوزوکاوا و فوزك ،(1987) همکاران و فولر به می�توانید بیشتر اطلاعات براي

کنید. مراجعه (1997) همکاران و هسالو و (1995) همکاران و

می�شود: تعریف زیر به�صورت β و θ پارامترهاي با EV رگرسیونی مدل .1.1.5 تعریف

ηi = θ + βxi + εi

ξ = xi + δi ١ ≤ i ≤ n (1.5)
1Least square
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i = هر براي و تصادفی بردارهاي (ε١, δ١), (ε٢, δ٢), . . . نامعلوم، پارامترهاي θ, β, x١, x٢, . . . آن در که
هستند. پاسخ و آلوده تبیینی متغیرهاي ترتیب به مشاهدات ηi و ξi ،١, ٢, . . . , n

است: ارایه قابل زیر صورت به (1.5) مدل از دیگري شکل

ηi = θ + βξi + υi

υi = εi − βδi ١ ≤ i ≤ n. (2.5)

پارامترهاي LS برآوردگرهاي ،ξi روي ηi معمولی رگرسیونی مدل به�عنوان (2.5) مدل گرفتن نظر در با حال
از: عبارتند β و θ

β̂n =

n∑
i=١

(ξi − ξ̄n)(ηi − η̄n)

n∑
i=١

(ξi − ξ̄n)٢

θ̂n = η̄n − β̂nξ̄n (3.5)

می�شوند. تعریف x̄n و δ̄n مشابه به�طور و η̄n =
n∑

i=١
ηi ،ξ̄n =

n∑
i=١

ξi آن در که
مورد EV رگرسیونی مدل در را β و θ پارامترهاي براي LS برآوردگرهاي حدي رفتار (1985) دیتون
سوي به می�توان مثال، براي داده�اند. انجام را مطالعاتی نیز دیگري محققان راستا همین در داد. قرار بررسی
لیو نمود. بیان EV رگرسیونی مدل در را پارامترها M-برآوردگر2 بودن مجانبی نرمال که کرد اشاره (1997)
و کرد گزارش خطی EV رگرسیون مدل براي را LS برآوردگرهاي ضعیف و قوي سازگاري نیز (2005) چن و

است عبارت باشد β براي ضعیف و قوي سازگار برآوردگر β̂n این�که براي کافی و لازم شرط داد نشان
lim
n→∞

Sn

n
= ∞

است. Sn =
n∑

i=١
(xi − x̄n)

٢ آن در که
شرط�هاي با (1.5) مدل تحت EV رگرسیونی مدل در را مرکزي حد قضیه (2007) همکاران و میائو
به β و θ پارامترهاي براي εi iid∼ δi و ،σ٢

٢ < ∞ ،σ٢
١ > ٠ ،Eε٢

١ = σ٢
٢ ،Eδ٢

١ = σ٢
١ ،Eδ١ = Eε١ = ٠
دادند. نشان زیر صورت

همچنین و Sn =
n∑

i=١
(xi − x̄n)

٢ کنید فرض ،β پارامتر براي (1.5) مدل تحت .2.1.5 قضیه

lim
n→∞

n

Sn

= ٠

و E|δi|٢+α < ∞ ،E|εi|٢+α < ∞ به�طوري�که دارد وجود α > ٠ مانند ثابتی صورت این در باشد.
آن�گاه است. lim

n→∞
max

١≤i≤n

|xi − x̄n|

S
١
٢
n

= ٠
√
Sn(β̂n − β)√

V ar(ε١ − βδ١)

d−→ N(٠, ١)

است. استاندارد نرمال توزیع ،N(٠, ١) آن در که
2 M-estimator



61 مقدمه

بر افزون باشند. برقرار 2.1.5 قضیه شرط�هاي که کنید فرض ،θ پارامتر براي (1.5) مدل تحت .3.1.5 قضیه
کنید فرض این،

Sn

nx̄٢
n

−→ ∞.

عبارتی به می�کند. میل استاندارد نرمال توزیع به مجانبی به�طور θ̂n − θ آن�گاه
√
n(θ̂n − θ)√

V ar(ε١ − βδ١)

d−→ N(٠, ١).

خطی EV رگرسیونی مدل براي را LS برآوردگرهاي حدي رفتارهاي برخی نیز (2011) همکاران و میائو
مدل تحت کنید فرض هستند. مستقل و هم�توزیع متغیرهاي خطاها آن در که دادند قرار مطالعه مورد ساده

آن�گاه ، lim
n−→∞

Sn

n٢− ٢
p

= ∞ و E|δ١|p < ∞ ،E|ε١|p < ∞ ،p ≥ ٢ ازاي به ،(1.5)
√
Sn

n
١
p

(β̂n − β)
a.s.−→ ٠.

آن�گاه ،n
١−α+ ١

p

√
Sn

|x̄n| = O(١) ،α ∈ (١
٢ , ١] براي و باشند برقرار فوق شرط�هاي اگر حال

n١−α(θ̂n − θ)
a.s.−→ ٠.

همچنین و Eδ٢
١ < ∞ ،Eδ٢

١ < ∞ ضعیف�تر گشتاوري شرط�هاي تحت همچنین،
lim

n−→∞

n√
Sn

= ٠, lim
n−→∞

max
١≤i≤n

|xi − x̄n|√
Sn

= ٠

می�کنند. میل استاندارد نرمال توزیع به
√
Sn(θ̂n−θ)√

V ar(ε١−βδ١)
و

√
Sn(β̂n−β)√
V ar(ε١−βδ١)

قرار بررسی مورد خطا جمله براي تصادفی متغیرهاي از دنباله�اي بودن مستقل فرض با نتایج این�جا به تا
می�دهیم. قرار مطالعه مورد را هستند، وابسته تصادفی متغیرهاي از دنباله�اي که خطاهایی ادامه در گرفتند.

غیرخطی توابع در EV رگرسیونی مدل در را برآوردگرها مجانبی ویژگی�هاي (1997) کوکاش و فازیکاس
همکاران و فان از را α-آمیخته ابتدا در است لازم دلیل همین به کردند. بررسی α-آمیخته خطاي شرط با

�کنیم. بیان (2010)

اگر گویند α-آمیخته3 را {ξi; i ≥ ١} دنباله .4.1.5 تعریف
α(m) := sup sup

{
|P (AB)− P (A)P (B)| : A ∈ F∞

m+k, B ∈ Fk
١
}

تولیدشده Fmیکσ-جبر
l = σ {ξl, ξl+١, . . . , ξl+m} این�جا در باشد. همگرا صفر به ،m −→ ∞ که وقتی

است. l ≤ m و ξl, ξl+١, . . . , ξl+m با

بگیرید: نظر در را زیر مدل حال

yi = g(ξi, β٠) + δi

xi = ξi + εi i = ١, ٢, . . . (4.5)
3α-mixing
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نیز β٠ نامعلومند. تصادفی خطاهاي δi و εi و مشاهدات xi و yi نامعلوم، و غیرتصادفی ξ١, ξ٢, . . . آن در که
است. β نامعلوم پارامتر از صحیح مقداري

yi و δi q-بعدي، بردارهاي εi و ξi ،xi ،β٠ ∈ Θ ⊂ Rp و p-بعدي مجموعه�اي عضو β٠ کنید فرض
بگیرید: نظر در نیز را زیر فرضیات حال است. معلوم تابعی g : Rq ×Θ −→ R و یک�بعدي

i = ١, ٢, . . . براي و هستند {εi; i = ١, ٢, . . .} از مستقل {δi; i = ١, ٢, . . .} مجموعه (1
.Eδi = ٠ ،Eεi=٠

هم�توزیع�اند. و مستقل تصادفی متغیرهاي ε١, ε٢, . . . (2

β ∈ Θ و ξ ∈ Rq هر �ازاي به به�طوري�که است موجود f ∈ C(Rq×U) تابع و U ⊃ Θ باز مجموعه (3
داریم

Ef(ξ + ε١, β) = g(ξ, β).

داریم ،ξ ∈ Rq و β ∈ Θ هر ازاي به به�طوري�که دارد وجود h ∈ C(Rq × U) مانند تابعی (4
Eh(ξ + ε١, β) = g٢(ξ, β).

آن�گاه ||β١ − β٢|| < l اگر s ∈ Rq هر ازاي به به�طوري�که است موجود l > ٠ ،d > ٠ هر براي (5
||g(s, β١)− g(s, β٢)|| < d

است. کراندار تابعی g (6

همچنین و است محدب5 و فشرده4 Θ مجموعه (7

Ψn(β١, β٢) =
١
n

n∑
i=١

(g(ξi, β١)− g(ξi, β٢))
٢

.β١, β٢ ∈ Θ آن در که

n ∈ N و β١, β٢ ∈ Θ هر ازاي به به�طوري�که دارند وجود ٠ < k١ ≤ k٢ < ∞ (8
k١||β١ − β٢||٢ ≤ Ψn(β١, β٢) ≤ k٢||β١ − β٢||٢.

است. ξ از کراندار تابعی Esup
β∈Θ

||df(ξ + ε١, β)

dβ
||٢ (9

β ∈ Θ هر براي (10
sup
n
E|h(xn, β)|t < ∞.

.sup
n
E|δn|t < ∞ (11

4Compact
5Convex
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تابع می�نیمم نقطه β̂ = β̂n این�که و دوم توان�هاي کم�ترین رگرسیونی مدل در تغییراتی با (12

Qn(β) =
١
n

n∑
i=١

{
(yi − f(xi, β))

٢ + h(xi, β)− f٢(xi, β)
}

d > ٠ ازاي به آن در که گردد، استفاده {δi} وابستگی براي آمیختگی شرط�هاي از باید باشد،

a(φ, t) =
∞∑
k=١

φ

١
j(t) (k)(k + ١)j(t)−٢ < ∞ (5.5)

و

b(α, t, d) =
∞∑
k=١

α

d

j(t) + d (k)(k + ١)j(t)−٢ < ∞. (6.5)

علاوه باشند. برقرار 12 تا 1 فرضیات (4.5) مدل تحت کنید فرض (1997 کوکاش، و (فازیکاس .5.1.5 قضیه
c > ٠ بنابراین باشند. برقرار t = r با 9 و 8 ،7 موارد و (5.5) به�طوري�که ،p < r و r ≥ ٢ کنید فرض آن بر

n ∈ N و ϱ > ٠ هر ازاي به که به�طوري است موجود
P
(√

n||β̂n − β٠|| > ϱ
)
≤ c

ϱr
.

EV رگرسیونی مدل در را LS برآوردگرهاي مجانبی نرمال و قوي سازگاري نیز (2010) همکاران و فان
همکاران و میائو ایستاست. α-آمیخته متغیرهاي از دنباله�اي خطاها، شکل که بود حالی در این کردند. گزارش
خطاي با را EV رگرسیونی مدل در LS برآوردگرهاي قوي سازگاري و بودن نرمال مجانبی به�طور (2013)
ابتدا در می�کنیم. بیان قضیه چند قالب در و مختصر به�طور را نتایج ادامه در آوردند. به�دست منفی پیوندي
می�دهیم. نشان θ و β نامعلوم پارامترهاي برآوردگرهاي براي را LS برآوردگرهاي بودن نرمال مجانبی به�طور

Sn = کنید فرض ،(1.5) مدل تحت β پارامتر کردن برآورد براي (2013 همکاران، و (میائو .6.1.5 قضیه
باشند: برقرار زیر شرط�هاي و

n∑
i=١

(xi − x̄n)
٢

lim
n−→∞

n√
Sn

= ٠

lim
n−→∞

rn = ٠, rn = max
١≤i≤n

|xi − x̄n|√
Sn

١ ≤ j ≤ n و ١ ≤ i ≤ n هر و c > ٠ ثابت هر براي و

|xi − xj| < c|i− j|.

همچنین .Eδ٢
١ < ∞ و ،Eε٢

١ < ∞ که به�طوري Xi = εi − βδi ،i ≥ ١ براي کنید فرض به�علاوه

σ٢ = EX٢
١ + ٢

∞∑
i=٢

E(X١Xi) > ٠
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و
n∑

i=٢
(j − ١)|E(X١Xi)| = O

(
١
ln

)

استاندارد نرمال توزیع به
√
Sn

σ
(β̂n − β) صورت این در است. ln = rnmax{rn, (

n√
Sn

)} آن در که
یعنی همگراست.

√
Sn

σ
(β̂n − β)

d−→ N(٠, ١).

فرض�هاي همچنین و 6.1.5 قضیه شرط�هاي از استفاده با (2013 همکاران، و (میائو .7.1.5 قضیه
Sn

nx̄٢
n

−→ ∞

و
∞∑
i=٢

|Cov(X١, Xj)| < ∞

داریم θ پارامتر برآوردگر براي
√
n

σ
(θ̂n − θ)

d−→ N(٠, ١).

با EV رگرسیونی مدل در LS برآوردگرهاي قوي سازگاري آوردن به�دست براي (2013) همکاران و میائو
یافتند. دست زیر نتایج به منفی پیوندي وابسته خطاهاي از استفاده

تصادفی متغیرهاي از دنباله�اي {δi; i ≥ ١} و {εi; i ≥ ١} کنید فرض (1.5) مدل تحت .8.1.5 قضیه
،p ≥ ٢ هر ازاي به و Eδi = ٠ ،Eεi = ٠ به�طوري�که دارند، تصادفی غلبه یک�دیگر بر که باشند NA

و τ > ٠ کنید فرض .E|δ١|p < ∞ و E|ε١|p < ∞

max
١≤i≤n

|xi − x̄n|
√
Snn

τ−١
p

= O(١), nτ

√
Sn

= O(١) (7.5)

γ > ٠ هر ازاي به کنید فرض ،p = ٢ حالت براي .Sn =
n∑

i=١
(xi − x̄n)

٢ آن در که
√
Sn

n١−τ+γ
−→ ∞. (8.5)

عبارتی به همگراست. صفر به حتمی تقریبا طور به
√
Sn

nτ
(β̂n − β) نتیجه در

√
Sn

nτ
(β̂n − β)

a.s.−→ ٠. (9.5)

و p > ٢ اگر حال
n١−τ

√
Sn

−→ ٠ (10.5)

می�شود. نتیجه (9.5) آن�گاه
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کنید. توجه زیر لم به ابتدا در

پیوندي وابسته تصادفی متغیرهاي از دنباله�اي {Xn, n ≥ ١} کنید فرض (2008 لیانگ، و (جینگ .9.1.5 لم
آرایه .EX١ = ٠ ،p > ١ هر ازاي به و E|X١|p < ∞ ،p > ٠ هر براي همچنین باشند. هم�توزیع و منفی
صدق زیر معادله در به�طوري�که بگیرید نظر در را است حقیقی اعداد از آرایه�اي که {ak,n, ١ ≤ k ≤ n}

می�کند:
max

١≤k≤n
|ak,n| = O

(
n− ١

p

)
.

نتیجه در

حتمی تقریبا به�طور آن�گاه
n∑

k=١
a٢
k,n = O

(
(log n)−١) و p > ٢ اگر .1

n∑
k=١

ak,nXk = O(١).

حتمی تقریبا به�طور آن�گاه باشد،
n∑

k=١
|ak,n|p = O (n−γ) ،γ > ٠ هر براي و ٠ < p ≤ ٢ اگر .2

n∑
k=١

ak,nXk = O(١).

Xk = دادن قرار با و 9.1.5 لم دوم قسمت از استفاده با قضیه، اثبات براي (2013) همکاران و میائو
p = ٢ اگر که دادند Xkنشان = δ٢

kI(δk < ٠)−Eδ٢
kI(δk < ٠) و δ٢

kI(δk ≥ ٠)−Eδ٢
kI(δk ≥ ٠)
آن�گاه باشد،

In =
١√
Snnτ

n∑
k=١

(
δ٢
kI(δk ≥ ٠)− Eδ٢

kI(δk ≥ ٠)
) a.s.−→ ٠

و

IIn =
١√
Snnτ

n∑
k=١

(
δ٢
kI(δk < ٠)− Eδ٢

kI(δk < ٠)
) a.s.−→ ٠

هستند. برقرار

و E|ε١|p < ∞ ) δ١ و ε١ pام مرتبه گشتاور بودن متناهی شرط�هاي ،8.1.5 قضیه در .10.1.5 ملاحظه
جایگزین 1.3.3 قضیه از استفاده جهت به E|ε٢|١p < ∞ و E|δ٢|١p < ∞ شرط�هاي با (E|δ١|p < ∞

می�گردند.

NSDهمگراییکاملمجموعموزونمتغیرهايتصادفی کاربرد 2.5
EV رگرسیونی مدل در

با خطا به آلوده تبیینی رگرسیونی مدل در دوم توان�هاي کم�ترین برآوردگرهاي کامل سازگاري بخش، این در
(2013) همکاران و میائو توسط که می�دهیم قرار 8.1.5 قضیه با تناظر در را منفی زبرجمعی وابسته خطاهاي

می�کنیم: بیان زیر در دقیق�تري صورت به را (1.5) در ارایه�شده مدل ابتدا است. شده بیان
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ηi = θ + βxi + εi, ξi = xi + δi

Eεi = Eδi = ٠ ١ ≤ i ≤ n (11.5)

نامعلومند. پارامترهاي θ و β و ،١ ≤ i ≤ n ،xi و هستند مشاهدات ١ ≤ i ≤ n براي (ξi, ηi) مدل این در
از دنباله�اي بر که هستند تصادفی متغیرهاي از دنباله�اي {δi; i ≥ ١} و {εi; i ≥ ١} که کنید فرض ادامه در
سازگاري ابتدا در هستند. مستقل خطاها دیگر از �که به�طوري دارند، تصادفی غلبه NSD تصادفی متغیرهاي

می�دهیم. قرار بررسی مورد EV رگرسیونی مدل در β نامعلوم پارامتر براي را LS برآوردگرهاي کامل

E|ε١|۴p < ∞ ،p > ١ هر ازاي به کنید فرض ،(11.5) مدل تحت (2015 همکاران، و (وانگ .1.2.5 قضیه
به�طوري�که باشد موجود τ > ٠ اگر .E|δ١|۴p < ∞ و

max
١≤i≤n

|xi − x̄n|
√
Snn

τ−١
p

= O(١) (12.5)

nτ

√
Sn

= O(١) (13.5)

و

n١−τ

√
Sn

−→ ٠ (14.5)

آن�گاه
√
Sn

nτ
(β̂n − β)

c−→ ٠ (15.5)

است. Sn =
n∑

i=١
(xi − x̄n)

٢ آن در که

نوشت می�توان قبل، بخش در (3.5) معادلات به توجه با برهان.

β̂n − β =

n∑
i=١

(ξi − ξ̄n)(ηi − η̄n)

n∑
i=١

(ξi − ξ̄n)٢
− β (16.5)

این�که به توجه با و

ηi − η̄n = θ + βxi + εi − θ − βx̄n − ε̄n (17.5)

و

ξi − ξ̄n = (xi − x̄n) + (δi − δ̄n) (18.5)
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نوشت می�توان (16.5) معادله در (18.5) و (17.5) جاي�گذاري با

β̂n − β =

n∑
i=١

(δi − δ̄n)εi −
n∑

i=١
(xi − x̄n)(εi − βδi)− β

n∑
i=١

(δi − δ̄n)
٢

n∑
i=١

(ξi − ξ̄n)٢
.

که داد نشان می�توان همچنین

θ̂n − θ = (β − β̂n)x̄n + (β − β̂n)δ̄n + ε̄n − βδ̄n.

ε > ٠ ازاي به که دهیم نشان �است کافی بنابراین
P

(√
Sn

nτ

∣∣∣β̂n − β
∣∣∣ > ε

)
=

P


١√

Snnτ

∣∣∣∣ n∑
i=١

(δi − δ̄n)εi −
n∑

i=١
(xi − x̄n)(εi − βδi)− β

n∑
i=١

(δi − δ̄n)
٢
∣∣∣∣

١
Sn

n∑
i=١

(ξi − ξ̄n)٢
> ε

 < ∞

قسمت چهار این که است شده تشکیل قسمت چهار از β̂n − β که می�شود ملاحظه فوق، تساوي به توجه با
از عبارتند

n∑
i=١

(δi − δ̄n)εi •

n∑
i=١

(xi − x̄n)(εi − βδi) •

β
n∑

i=١
(δi − δ̄n)

٢ •

n∑
i=١

(ξi − ξ̄n)
٢ •

به�طور چهارم عبارت و کامل به�طور فوق اول عبارت سه که دهیم نشان است لازم (15.5) نمودن ثابت براي
عبارتی به هستند. همگرا حتمی تقریبا

١√
Snnτ

n∑
i=١

(δi − δ̄n)
٢ c−→ ٠ (19.5)

١√
Snnτ

n∑
i=١

(δi − δ̄n)εi
c−→ ٠ (20.5)

١√
Snnτ

n∑
i=١

(xi − x̄n)(εi − βδi)
c−→ ٠ (21.5)

و
١
Sn

n∑
i=١

(ξi − ξ̄n)
٢ a.s.−→ ١ (22.5)
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داریم لذا است. برقرار (19.5) که می�دهیم نشان ابتدا در

١√
Snnτ

n∑
i=١

(δi − δ̄n)
٢ ≤ ١√

Snnτ

n∑
i=١

δ٢
i .

نوشت می�توان فوق، راست سمت عبارت به ١√
Snnτ

n∑
i=١

Eδ٢
i کردن کم و اضافه با

١√
Snnτ

n∑
i=١

(δi − δ̄n)
٢ ≤ ١√

Snnτ

n∑
i=١

(δ٢
i − Eδ٢

i ) +
١√
Snnτ

n∑
i=١

Eδ٢
i . (23.5)

می�کنیم: افراز زیر صورت به را (23.5) نابرابري در راست سمت جمله پرانتز داخل عبارت حال

١√
Snnτ

n∑
i=١

(δi − δ̄n)
٢ ≤ ١√

Snnτ

n∑
i=١

(
δ٢
i I(δi ≥ ٠)− Eδ٢

i I(δi ≥ ٠)

+δ٢
i I(δi < ٠)− Eδ٢

i I(δi < ٠)
)

+
١√
Snnτ

n∑
i=١

Eδ٢
i

=
١√
Snnτ

n∑
i=١

(
δ٢
i I(δi ≥ ٠)− Eδ٢

i I(δi ≥ ٠)
)

+
١√
Snnτ

n∑
i=١

(
δ٢
i I(δi < ٠)− Eδ٢

i I(δi < ٠)
)

+
١√
Snnτ

n∑
i=١

Eδ٢
i

= J١n + J٢n +
١√
Snnτ

n∑
i=١

Eδ٢
i (24.5)

آن در که

J١n =
١√
Snnτ

n∑
i=١

(
δ٢
i I(δi ≥ ٠)− Eδ٢

i I(δi ≥ ٠)
)

(25.5)

و

J٢n =
١√
Snnτ

n∑
i=١

(
δ٢
i I(δi < ٠)− Eδ٢

i I(δi < ٠)
)
. (26.5)

δ٢
i I(δi < ،−Eδ٢

i I(δi ≥ ٠) ،δ٢
i I(δi ≥ ٠) ،6.3.1 لم طبق است، NSD ،{δi; i ≥ ١} دنباله که آن�جا از

{δ٢
i I(δi ≥ ٠) − دنباله دو 9.3.1 لم به توجه با بنابراین هستند. NSD نیز −Eδ٢

i I(δi < ٠) و ٠)
بود. خواهند NSD ،{δ٢

i I(δi < ٠)− Eδ٢
i I(δi < ٠); i ≥ ١} و Eδ٢

i I(δi ≥ ٠); i ≥ ١}
،(14.5) همچنین ،ani = ١√

Snnτ و Xi = δ٢
i I(δi ≥ ٠) − Eδ٢

i I(δi ≥ ٠) گرفتن نظر در با حال
می�شود ملاحظه
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.1

E|X٢|١p = E|δ٢
i I(δ١ ≥ ٠)− Eδ٢

i I(δ١ ≥ ٢|(٠p

≤ E|δ٢
١I(δ١ ≥ ٢|(٠p + E|δ٢

١I(δ١ ≥ ٢|(٠p

= ٢E|δ٢
١I(δ١ ≥ ٢|(٠p

≤ CE|δ٢
١|

٢p

= CE|δ١|۴p < ∞.

.2

max
١≤i≤n

ani =
١√
Snnτ

≤ ١√
Snnτ−p

.
n

n

=
n١−τ

√
Sn

.
١
n
np

=
n١−τ

√
Sn

.
١
n

١
p

≤ Cn− ١
p

= O
(
n− ١

p

)
.

.3
n∑

i=١
a٢
ni =

n٢−٢τ
√
Sn

.
١
n
. (27.5)

داریم بنابراین است، ١ + n ≤ en که آن�جا از
log n ≤ log(١ + n) ≤ n ≤ n٢τ .

فوق نابرابري به توجه با
١

n٢τ

١
logn

≤ C.

تصادفی ترتیب�هاي تعریف طبق بنابراین
١
n٢τ = O

(
(log n)−١) . (28.5)

داریم (27.5) در (28.5) جاي�گذاري با نتیجه در
n∑

i=١
a٢
ni = O

(
(log n)−١) .
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همگراست. صفر به کامل به�طور J١n که می�شود نتیجه ،3 فصل در 1.3.3 قضیه بنابر و فوق موارد به توجه با لذا
عبارتی به

J١n =
١√
Snnτ

n∑
i=١

(
δ٢
i I(δi ≥ ٠)− Eδ٢

i I(δi ≥ ٠)
) c−→ ٠. (29.5)

داریم لذا می�شود. ثابت 1.3.3 قضیه از نیز (26.5) معادله ،(29.5) مشابه

J٢n =
١√
Snnτ

n∑
i=١

(
δ٢
i I(δi < ٠)− Eδ٢

i I(δi < ٠)
) c−→ ٠. (30.5)

نوشت می�توان ،(25.5) در (30.5) و (29.5) جاي�گذاري با بنابراین

١√
Snnτ

n∑
i=١

(δi − δ̄n)
٢ ≤ ١√

Snnτ

n∑
i=١

Eδ٢
i

=
١√
Snnτ

(
Eδ٢

١ + Eδ٢
٢ + . . .+ Eδ٢

n

)
≤ ١√

Snnτ

(
Eδ٢

١ + Eδ٢
١ + . . .+ Eδ٢

١
)

=
n١−τ

√
Sn

(
Eδ٢

١
)
. (31.5)

اندازه به nهاي براي نتیجه در همگراست. صفر به فوق نابرابري ،E|δ١|۴p < ∞ و (14.5) رابطه به توجه با
ε > ٠ هر ازاي به بزرگ، کافی

n١−τ

√
Sn

(
Eδ٢

١
)
<

ε

٢ .

(31.5) از استفاده با بنابراین
∞∑
n=١

P

(
١√
Snnτ

n∑
i=١

(δi − δ̄n)
٢ > ε

)
< ∞

می�شود. نتیجه (19.5) آن تبع به و
که داد نشان می�توان ،(19.5) اثبات مشابه

١√
Snnτ

n∑
i=١

(εi − ε̄n)
٢ c−→ ٠. (32.5)

کنید. توجه زیر یادآوري دو به حال است.

داریم ،(a− b)٢ ≥ ٠ و مربع اتحاد به توجه با .2.2.5 یادآوري

١
٢(a٢ + b٢) ≥ ab.
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داریم شد، بیان فوق یادآوري در آن�چه بنابر ،(20.5) اثبات براي

١√
Snnτ

∣∣∣∣∣
n∑

i=١
(δi − δ̄n)εi

∣∣∣∣∣ =
١√
Snnτ

∣∣∣∣∣
n∑

i=١
(δi − δ̄n)(εi − ε̄n)

∣∣∣∣∣
≤ ١√

Snnτ
.

١
٢

∣∣∣∣∣
n∑

i=١
(δi − δ̄n) +

n∑
i=١

(εi − ε̄n)

∣∣∣∣∣
≤ ١

٢

∣∣∣∣∣ ١√
Snnτ

n∑
i=١

(δi − δ̄n)

∣∣∣∣∣+ ١
٢

∣∣∣∣∣ ١√
Snnτ

n∑
i=١

(εi − ε̄n)

∣∣∣∣∣ .

عبارت گرفت نتیجه می�توان فوق، عبارت آخر جمله در (19.5) و (32.5) جاي�گذاري با حال

١√
Snnτ

∣∣∣∣∣
n∑

i=١
(δi − δ̄n)εi

∣∣∣∣∣
می�آید. به�دست (20.5) لذا می�کند. میل صفر به کامل به�طور

بنابراین .( a√
r
− b

√
r)٢ ≥ ٠ چون ،r > ٠ هر ازاي به .3.2.5 یادآوري

a٢

٢r +
r

٢b٢ ≥ ab

داریم ،3.2.5 رابطه به توجه با (22.5) اثبات براي

n∑
i=١

|xi − x̄n| .
∣∣δi − δ̄n

∣∣ ≤

√√√√ n∑
i=١

(xi − x̄n)
٢.

√√√√ n∑
i=١

(
δi − δ̄n

)٢

≤ r

٢

n∑
i=١

(xi − x̄n)
٢ +

١
٢r

n∑
i=١

(
δi − δ̄n

)٢

=
r

٢Sn +
١

٢r

n∑
i=١

(
δi − δ̄n

)٢
. (33.5)
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نمود: ثابت می�توان طرفی ∣∣∣∣∣از
n∑

i=١
(ξi − ξ̄n)

٢ − Sn

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
n∑

i=١

[
(xi − x̄n) + (δi − δ̄n)

]٢ − Sn

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣
n∑

i=١
(xi − x̄n)

٢ +
n∑

i=١
(δi − δ̄n)

٢

+٢
n∑

i=١
(xi − x̄n)(δi − δ̄n)− Sn

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣٢
n∑

i=١
(xi − x̄n)(δi − δ̄n) +

n∑
i=١

(δi − δ̄n)
٢

∣∣∣∣∣
≤ ٢

∣∣∣∣∣
n∑

i=١
(xi − x̄n)(δi − δ̄n)

∣∣∣∣∣+
n∑

i=١
(δi − δ̄n)

٢

≤ ٢
(
r

٢Sn +
١

٢r

n∑
i=١

(
δi − δ̄n

)٢
)

+
n∑

i=١
(δi − δ̄n)

٢ (34.5)

است. آمده به�دست (33.5) و 3.2.5 رابطه از (34.5) در آخر ∣∣∣∣∣نابرابري
n∑

i=١
(ξi − ξ̄n)

٢ − Sn

∣∣∣∣∣ = rSn +
١ + r

r

n∑
i=١

(δi − δ̄n)
٢.

داریم اول فصل در برل-کانتلی لم�هاي طبق و (19.5) از استفاده با حال

١√
Snnτ

n∑
i=١

(δi − δ̄n)
٢ a.s.−→ ٠. (35.5)

نابرابري در ∣∣∣∣∣لذا
n∑

i=١
(ξi − ξ̄n)

٢ − Sn

∣∣∣∣∣ ≤ rSn +
١ + r

r

n∑
i=١

(δi − δ̄n)
٢

راست، سمت عبارت دوم جمله در nτ کردن تقسیم و ضرب همچنین و ١
Sn

در عبارت دوطرف نمودن ضرب با
نوشت ∣∣∣∣∣می�توان ١

Sn

n∑
i=١

(ξi − ξ̄n)
٢ − ١

∣∣∣∣∣ ≤ r +
١ + r

rSn

n∑
i=١

(δi − δ̄n)
٢.
nτ

nτ

= r +
١ + r

r
.
nτ

√
Sn

.
١√
Snnτ

n∑
i=١

(δi − δ̄n)
٢.

r > ٠ به حتمی تقریبا به�طور
∣∣∣∣ ١
Sn

n∑
i=١

(ξi − ξ̄n)
٢ − ١

∣∣∣∣ عبارت (35.5) و (13.5) به توجه با بنابراین
یعنی ∣∣∣∣∣همگراست، ١

Sn

n∑
i=١

(ξi − ξ̄n)
٢ − ١

∣∣∣∣∣ a.s.−→ r.
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می�شود. نتیجه (22.5) آن�گاه است، r > ٠ چون لذا
که کنید فرض اثبات براي کنیم. ثابت را (21.5) می�خواهیم پایان در
ani =

xi − x̄n√
Snnτ

, Xi = εi − βδi.

تصادفی متغیرهاي {εi; i ≥ ١} و {δi; i ≥ ١} دنباله دو این�که به توجه با 9.3.1و لم از استفاده با بنابراین
ازاي به به�علاوه، است. NSD تصادفی متغیر نیز {Xi, i ≥ ١} دنباله�ي که می�شود ملاحظه هستند، NSD

E|ε١|۴p < ∞ ،E|δ١|۴p < ∞ به توجه با و p > ٠

.1

E|X٢|١p = E|ε١ − βδ٢|١p

≤ CE|ε٢|١p + CE|δ٢|١p

< ∞.

(12.5) به توجه با .2

max
١≤i≤n

|ani| = max
١≤i≤n

(
|xi − x̄n|√

Snnτ
.
n− ١

p

n− ١
p

)

= max
١≤i≤n

(
|xi − x̄n|
√
Snn

τ− ١
p

.n− ١
p

)
= O(١).n− ١

p

= O
(
n− ١

p

)
.

داریم شد، بیان (28.5) در آن�چه اساس بر .3
n∑

i=١
a٢
ni =

n∑
i=١

(
xi − x̄n√
Snnτ

)٢

=
n∑

i=١

(xi − x̄n)
٢

Snn٢τ

=
١
n٢τ

= O
(
(log n)−١) .

استفاده با (21.5) کامل همگرایی بنابراین هستند. برقرار 1.3.3 قضیه شرط�هاي که می�دهند نشان فوق موارد
کامل را قضیه برهان لذا است. آمده به�دست (15.5) که است آن از حاکی و می�شود ثابت 1.3.3 قضیه از

می�کند.

سپس باشد τ > ١
٢ اگر همچنین و (13.5) معادله ، (14.5) آن�گاه باشد، ٠ < τ ≤ ١

٢ اگر .4.2.5 ملاحظه
آورد. به�دست 1.2.5 قضیه از استفاده با را زیر نتایج می�توان صورت این در می�دهد. نتیجه را (14.5) ،(13.5)
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اگر .E|ε١|۴p < ∞ و E|δ١|۴p < ∞ ،p > ١ هر براي کنید فرض ،(44.5) مدل تحت .5.2.5 نتیجه
می�شود. نتیجه (15.5) آن�گاه باشند، برقرار (14.5) و (12.5) که به�طوري باشد موجود ٠ < τ ≤ ١

٢

اگر .E|ε١|۴p < ∞ و E|δ١|۴p < ∞ ،p > ١ هر براي کنید فرض ،(44.5) مدل تحت .6.2.5 نتیجه
می�شود. نتیجه (15.5) آن�گاه باشند. برقرار (13.5) و (12.5) که به�طوري باشد موجود τ > ١

٢

بررسی مورد EV رگرسیونی مدل در θ نامعلوم پارامتر براي را LS برآوردگرهاي کامل سازگاري انتها در
می�دهیم. قرار

موجود ٠ < ν < min(١− ١
p
, ١

٢) اگر ،1.2.5 قضیه فرضیات تحت (2015 همکاران، و (وانگ .7.2.5 قضیه
به�طوري�که باشد

nτ+ν

√
Sn

|x̄n| = O(١) (36.5)

آن�گاه

nν
(
θ̂n − θ

)
c−→ ٠. (37.5)

شده تشکیل زیر صورت به قسمت سه از (37.5) رابطه که می�شود مشاهده ،(17.5) رابطه طبق بر برهان.
دهیم نشان است کافی و است

nν
(
ε̄n − βδ̄n

) c−→ ٠ (38.5)

nν
(
β − β̂n

)
x̄n

c−→ ٠ (39.5)

nν
(
β − β̂n

)
δ̄n

c−→ ٠. (40.5)

که می�شود مشاهده (38.5) اثبات براي ابتدا در

nν
(
ε̄n − βδ̄n

)
=

١
n١−ν

n∑
i=١

(εi − βδi). (41.5)

است. p > ١ و ٠ < ν < min(١ − ١
p
, ١

٢) آن در که باشد Xi = εi − βδi و ani =
١

n١−ν
کنید فرض

زیرا: هستند، برقرار 1.3.3 قضیه شرط�هاي که می�شود ملاحظه

.1

E|X٢|١p = E|ε١ − βδ٢|١p

≤ CE|ε٢|١p + CE|δ٢|١p

< ∞.
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.2

max
١≤i≤n

|ani| = max
١≤i≤n

(
١

n١−ν

)
=

١
n١−ν

= O
(
n− ١

p

)
.

داشت خواهیم شد، بررسی (28.5) در آن�چه به توجه با .3
n∑

i=١
a٢
ni =

n∑
i=١

(
١

n١−ν

)٢

=
١

n٢(١−ν)

= O
(
(log n)−١) .
می�شود. نتیجه 1.3.3 قضیه از (38.5) رابطه بنابراین

می�دهیم: نشان زیر صورت به ε > ٠ هر ازاي به را (39.5) رابطه کامل همگرایی حال
∞∑
n=١

P
(∣∣∣nν

(
β − β̂n

)
x̄n

∣∣∣ > ε
)

=
∞∑
n=١

P

(∣∣∣∣√Sn

nτ

(
β − β̂n

)
.
nν+τ

√
Sn

x̄n

∣∣∣∣ > ε

)

≤
∞∑
n=١

P

(√
Sn

nτ

∣∣∣β − β̂n

∣∣∣ > C

)
< ∞. (42.5)

براي سرانجام، می�کند. کامل را (39.5) اثبات این و است شده نتیجه 1.2.5 قضیه از فوق رابطه در آخر عبارت
نوشت می�توان (40.5) رابطه اثبات

∞∑
n=١

P
(∣∣∣nν

(
β − β̂n

)
δ̄n

∣∣∣ > ε
)

=
∞∑
n=١

P

(∣∣∣∣∣
√
Sn

nτ

(
β − β̂n

)
.
nν

√
Sn

.
١

n١−ν

n∑
i=١

δi

∣∣∣∣∣ > ε

)

≤
∞∑
n=١

P

(√
Sn

nτ

∣∣∣β − β̂n

∣∣∣ > C

)

+
∞∑
n=١

P

(∣∣∣∣∣ ١
n١−ν

n∑
i=١

δi

∣∣∣∣∣ > C

)
. (43.5)

عبارت دوم جمله براي می�آید. به�دست (42.5) رابطه از فوق، نابرابري آخر عبارت در اول جمله کامل همگرایی
،Xi =

n∑
i=١

δi و ani =
١

n١−ν
گرفتن نظر در با این�جا در می�کنیم. عمل (38.5) اثبات روند مشابه مذکور،

صفر به ١
n١−ν

n∑
i=١

δi کامل همگرایی قضیه نتیجه مطابق که می�کنیم اعمال آن روي را 1.3.3 قضیه شرایط
می�آید. به�دست
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و می�شود نتیجه (43.5) کامل همگرایی فوق مطالب به توجه با بنابراین

∞∑
n=١

P
(∣∣∣nν

(
β − β̂n

)
δ̄n

∣∣∣ > ε
)
< ∞.

می�شود. کامل برهان لذا

آن بیان به زیر در که داشت خواهد پی در را نتایجی 1.2.5 و 8.1.5 قضیه دو ترکیب .8.2.5 ملاحظه
می�پردازیم:

داد. تغییر p > ١ به می�توان را 8.1.5 قضیه در p ≥ ٢ .1

کرد. تبدیل NSD خطاهاي به می�توان را NA خطاي 8.1.5 قضیه در .2

می�یابد. تغییر کامل همگرایی به 8.1.5 قضیه در حتمی تقریبا همگرایی .3

شد. خواهد ضعیف�تر (14.5) شرط با 8.1.5 قضیه در (8.5) شرط p = ٢ براي .4

شبیه�سازي مطالعه 3.5
به که است مهندسی پیچیده فرآیندهاي یا سیستم�ها تحلیل و طراحی براي قدرتمند ابزار یک شبیه�سازي6
هستند. پر�هزینه یا غیرممکن عمل در که می�دهد را سیستم�هایی با آزمایش انجام امکان آن، استفاده�کنندگان
هزینه�ها تا می�شود شبیه�سازي بارها مختلف شرایط در پرتاب عملیات ماهواره یک پرتاب از قبل مثال، به�عنوان

برسد. حداقل به
استفاده که همان�طور شد. آغاز تلویزیون و رادیو انتشار شروع با مطابق بیستم قرن از آمار در شبیه�سازي
شاخه�هاي از بسیاري در نیز شبیه�سازي از استفاده شده، متداول و معمول کسی هر زندگی در وسایل این از

است. یافته گسترش آمار علم
پیوسته، یا گسسته توزیع�هاي از تصادفی داده�هاي تولید به می�توان آمار در شبیه�سازي کاربردهاي از
محاسبه و پیچیده احتمالات (تقریب) محاسبه انتگرال�ها، (تقریب) محاسبه (تصادفی)، شبه�تصادفی اعداد تولید
آن براي آمار نظریه که سوالاتی به پاسخ براي کرد. اشاره تصادفی متغیرهاي از توابعی ریاضی امید (تقریب)
ارزیابی براي پایان�نامه این در آورد. به�دست تجربی جوابی و کرد استفاده شبیه�سازي از می�توان نیز ندارد جوابی

گرفتیم: نظر در را زیر مدل شبیه�سازي، مطالعه یک از استفاده با شده معرفی برآوردگرهاي سازگاري

η = −١ + ٢x+ ε ξ = x+ δ

6Simulation
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می�دهیم قرار دقیق�تر به�طور است. Eε = ٠ و Eδ = ٠ آن در که

η =


η١

η٢
...
ηn

 x =


١ x١

١ x٢
... ...

١ xn

 ε =


ε١

ε٢
...
εn

 ξ =


ξ١

ξ٢
...
ξn

 δ =


δ١

δ٢
...
δn

 .

شبیه�سازي نتایج بازتولید براي لازم کدهاي و است شده اجرا R نرم�افزار محیط در شبیه�سازي مطالعه
نوع از اندازه�گیري خطاي آن در که خطا به آلوده ساده خطی مدل یک از را داده�ها آمده�اند. ب پیوست در
در چندمتغیره نرمال توزیع است، کرده گزارش (2000) هو آن�چه به توجه با کردیم. تولید است، کلاسیک
δ و ε که آن�جا از و باشند منفی آن کوواریانس ماتریس اصلی قطر غیر عناصر که بود خواهد NSD صورتی
و صفر میانگین با چندمتغیره نرمال توزیع از را δ و ε و کرده استفاده (2000) هو نتیجه از باشند، NSD باید

است: زیر درایه�هاي با n ∗ n ماتریسی ،Σ = (σij) آن در که کردیم تولید Σ کوواریانس ماتریس

σii = ١, σij =
−١

n− ١ .

شبیه�سازي در را مختلف مدل اندازه�گیري،سه خطاي حضور در دوم توان�هاي کمترین برآوردگرهاي ارزیابی براي
دادیم: برازش شده شبیه�سازي داده�هاي روي بر و گرفته نظر در

.X تبیینی متغیر روي η ساده خطی معمولی دوم توان�هاي کم�ترین رگرسیون :g١ مدل الف)

.ξ روي η معمولی دوم توان�هاي کم�ترین رگرسیون :g٢ مدل ب)

.NSD خطاي با خطی خطاي به آلوده رگرسیون :g٣ مدل ج)

کردیم. تولید استاندارد نرمال توزیع یک از نیز را X تبیینی متغیر

اگر اما می�کند. صدق آن براي قضیه دیگر شرایط لذا است، نرمال توزیع داراي X که آن�جا از تذکر:
نخواهند برقرار (14.5) و (13.5) ،(12.5) شرط�هاي آن�گاه دهیم، تغییر کوشی مانند توزیعی به را X توزیع

بود.
نظر در را n = ١٠٠, ٢٠٠, ٣٠٠ نمونه حجم�هاي شبیه�سازي در برآوردگرها، سازگاري بررسی براي
بر را برآوردگرها (MSE) خطاي7 دوم توان�هاي میانگین و اریبی معیارهاي عملکرد، ارزیابی براي گرفتیم.

کردیم. محاسبه مدل سه هر در شبیه�سازي�شده داده مجموعه 200 اساس
شده�اند. گزارش 2.5 و 1.5 جدول�هاي در نتایج

7Mean squared errors
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g٣ و g٢ ،g١ مختلف مدل سه در پارامترها برآوردگرهاي MSE معیار :1.5 جدول
MSE

g٣ g٢ g١ پارامتر نمونه حجم
٠٫ ٠٢١١ ٠٫ ٠٢١١ ٠٫ ٠٠٠٩ θ 100
٠٫ ١٩٣٩ ١٫ ٠٣٧٨ ٠٫ ٠٠٩٩ β

٠٫ ٠١١١ ٠٫ ٠١١١ ٠٫ ٠٠٠٣ θ 200
٠٫ ١١۵٨ ١٫ ٠١٢۴ ٠٫ ٠٠۵۵ β

٠٫ ٠٠۶٧ ٠٫ ٠٠۶٧ ٠٫ ٠٠٠١ θ 300
٠٫ ٠۵١۵ ١٫ ٠٠٧۴ ٠٫ ٠٠٣۶ β

g٣ و g٢ ،g١ مختلف مدل سه در پارامترها برآوردگرهاي اریبی معیار :2.5 جدول
اریبی

g٣ g٢ g١ پارامتر نمونه حجم
٠٫ ٠٠۶٢ ٠٫ ٠٠۶٢ ٠٫ ٠٠٠۵ θ 100
٠٫ ٠٨١١ −١٫ ٠١١٢ −٠٫ ٠٠٠۶ β

−٠٫ ٠٠٨١ −٠٫ ٠٠٨١ ٠٫ ٠٠٠۶ θ 200
٠٫ ٠۶۵٩ −١٫ ٠٠١٩ −٠٫ ٠٠١١ β

−٠٫ ٠٠٨٣ −٠٫ ٠٠٨٣ ٠٫ ٠٠٠۴ θ 300
٠٫ ٠٢۴٣ −١٫ ٠٠١۵ −٠٫ ٠٠۴٧ β

شبیه�سازي نتایج 1.3.5

رگرسیونی مدل در β و θ پارامتر دو برآورد دقت می�کنید، ملاحظه 2.5 و 1.5 جدول�هاي در که همان�طور
از است. دوم توان�هاي کمترین رگرسیونی مدل در برآورد دقت همانند NSD خطاي با خطا به آلوده تبیینی

نمود. استفاده مهم رهیافت این از می�توان کاربردها از برخی در رو این
منفی) زبرجمعی (وابستگی وابستگی نوعی داراي خطاها اگر که است آن بیان�گر آمده به�دست نتایج لذا
توان�هاي کم�ترین رگرسیون روش مانند به را پارامترها می�توان خطا، به آلوده رگرسیون از استفاده با باشند،
نزدیک این که داد نشان g٣ و g١ ستون�هاي در و 1.5 جدول در می�توان را برآورد دقت این کرد. برآورد دوم
β پارامتر براي برآورد دقت اما است. چشم�گیر بسیار 300 نمونه حجم در θ پارامتر دو هر براي دقت بودن
حجم افزایش با که شد متذکر را موضوع این می�توان نتیجه در است. بیشتر خطا به آلوده رگرسیونی مدل در

می�یابد. افزایش نیز برآورد دقت نمونه
مشاهده می�توان را رگرسیونی مدل نوع دو این در نیز اریبی میزان 2.5 جدول به توجه با راستا، همین در
در اریبی میزان خطايNSDهمانند و xداده�هاي با خطا به آلوده تبیینی رگرسیونی مدل در اریبی میزان کرد.
همچنین و اریبی این که می�شود ملاحظه است. ξ داده�هاي با معمولی دوم توان�هاي کم�ترین رگرسیونی مدل
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موضوع اهمیت نتیجه، این ندارد. وجود فاحشی اختلاف g٣ و g١ ستون�هاي در و مدل دو در برآورد دقت
دو سازگاري در اساسی نقشی که می�دهد نشان را رگرسیون در به�خصوص خطاها در منفی زبرجمعی وابستگی

می�کند. ایفا رگرسیونی مدل

تحقیق آینده و نتیجه�گیري 4.5
همچنین و مستقل دنباله�هاي خاص حالت در که است وابسته دنباله�هاي از گسترده بسیار رده� یک NSD
را NSD تصادفی متغیرهاي براي اساسی ویژگی�هاي برخی پایان�نامه، این در می�شود. شامل را NA دنباله�هاي
گرفته قرار استفاده مورد NSD تصادفی متغیرهاي موزون مجموع کامل همگرایی ساختن براي که کردیم ارایه
خطاهاي با ،EV رگرسیونی مدل در LS برآوردگرهاي کامل سازگاري به می�توان مهم کاربرد یک به�عنوان اند.

کرد. اشاره ضعیفی شرط�هاي تحت و NSD
پایان�نامه این خروجی تحقیق آینده به�عنوان را زیر موارد می�توان شبیه�سازي و نظري مطالب به توجه با

نمود: بیان زیر به�صورت

داد. قرار بررسی مورد منفی زبرجمعی وابسته براي را نتیجه همگرایی، نوع تغییر با می�توان (1

نابرابري، تغییر با می�توان که است گرفته شکل کلموگروف نمایی نابرابري اساس بر پایان�نامه این نتایج (2
نمود. بررسی را نتایج

را کامل همگرایی می�توان که شد داده نشان وابستگی از خاصی رده در کامل همگرایی تحقیق، این در (3
داد. نشان وابستگی�ها از دیگري رده از استفاده با
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پیوستآ�

نیاز مورد لم�هاي و قضایا

روزنتال ماکسیمال نامساوي اثبات در قضایایی آ�.1
y > ٠ و x > ٠ ،h > ٠ هر ازاي به باشد. ٠ < t ≤ ١ کنید فرض (2005 آذرنوش، و (فکور آ�.1.1. لم

P (|Sn| ≥ x) ≤
n∑

k=١
P (|Xk| ≥ y) + ٢ exp

{
x

y
− x

y
log(١ +

xyt−١

Mt,n

)

}
(آ�.1)

.Sn =
n∑

k=١
EXk و Mt,n =

n∑
k=١

EX t
k آن در که

می�آید. دست به زیر لم آ�.1.1، لم در تغییراتی از استفاده با حال

،h > ٠ هر ازاي به باشد. ،EXk = ٠, k = ١, ٢, . . . , n براي و ١ ≤ t ≤ ٢ کنید فرض آ�.2.1. لم
y > ٠ و x > ٠

P (|Sn| ≥ x) ≤
n∑

k=١
P (|Xk| ≥ y) + ٢ exp

{
ehy − ١ − hy

yt
Mt,n − hx

}
. (آ�.2)

EXk = ٠ ،k = ١, ٢, . . . , n براي و ١ ≤ t ≤ ٢ کنید فرض (2006 همکاران، و (اسدیان آ�.3.1. قضیه
Eg(Xk) < ∞ و g(٠) = ٠ شرط�هاي که است [٠,∞) در صعودي و نامنفی تابعی g(x) همچنین باشد.

r > ٠ هر براي نتیجه در می�کنند. صدق آن در

Eg(Sn) ≤
n∑

k=١
Eg(rXk) + ٢er

∫ ∞

٠
(١ +

xt

rt−١Mt,n

)−rdg(x).

87



نیاز مورد لم�هاي و قضایا 88

با و (آ�.2) راست سمت در h دادن قرار با حال بگیرید. نظر در را h =
١
y
log(١ +

xyt−١

Mt,n

) ابتدا در برهان.

داریم ،Mt,n

yt
log(١ +

xyt−١

Mt,n

) ≥ ٠ به توجه

P (|Sn| ≥ x) ≤
n∑

k=١
P (|Xk| ≥ y) + ٢ exp

{
x

y
− x

y
log(١ +

xyt−١

Mt,n

)

}
. (آ�.3)

نوشت می�توان (آ�.3) در x

y
= r دادن قرار با

P (|Sn| ≥ x) ≤
n∑

k=١
P (|Xk| ≥

x

r
) + ٢er(١ +

xt

rt−١Mt,n

)−r (آ�.4)

داریم: (آ�.4)، عبارت انتگرال�گیري با ∫سپس ∞

٠
P (|Sn| ≥ x)dg(x) ≤

n∑
k=١

∫ ∞

٠
P (|Xk| ≥

x

r
)dg(x)+٢er

∫ ∞

٠
(١+ xt

rt−١Mt,n

)−rdg(x).

می�شود. کامل برهان ،(1995) پتروف در 2.4 لم از استفاده با سرانجام

آن�گاه باشد. EXk = ٠ ،k = ١, ٢, . . . , n ازاي به و p ≥ t ،١ ≤ t ≤ ٢ کنید فرض آ�.4.1. نتیجه
E|Sn|p ≤ C(p, t)

(
Mp,n +M

p
t
t,n

)
.

بنابراین باشد. g(x) = |x|p همچنین و p ≥ t کنید فرض آ�.3.1 قضیه در برهان.
|Sn|p ≤

n∑
k=١

E|Xk|p + ٢per
∫ ∞

٠
xp−١)١ +

xt

rt−١Mt,n

)−rdx.

α > پارامترهاي با بتا توزیع این�که به توجه با .I =
∫∞

٠ xp−١)١ +
xt

rt−١Mt,n

)−rdx کنید فرض حال
است: زیر شکل به ٠, β > ٠

B(α, β) =

∫ ١

٠
xα−١)١ − x)β−١dx

می�یابد: تغییر زیر صورت به I نتیجه در

I =
B(p

p
, r − p

t
)

t
r

t−١
t

pM
p
t
t,p.

در C(p, t) = max

{
rp, ٢per

B(p
p
, r − p

t
)

t
r

t−١
t

pM
p
t
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}
انتخاب با همچنین و r >

p

t
براي بنابراین

داریم: زیر نامساوي

E|Sn|p ≤ rp
n∑

k=١
E|Xk|p + ٢per

B(p
p
, r − p

t
)

t
r

t−١
t

p

(
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E|Xk|t

) p
t

.

می�شود. کامل برهان و
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کلموگروف نمایی نامساوي اثبات در لم�هایی و تعاریف آ�.2
گات از مختصر، به�طور است، لازم کلموگروف نابرابري اثبات براي که را لم�هایی و تعاریف برخی بخش این در

می�کنیم. بیان (1994)

x ≥ ٠ هر براي آ�.1.2. لم
ln(١ + x) ≥ x

١ + x
+

x٢

١)٢ + x)٢

(
١ +

٢
٣ ln(١ + x)

)
.

مارتینگل آ�.3
و (Ω,F , P ) احتمال فضاي در تصادفی متغیرهاي از دنباله�اي {Xn;n ≥ ١} اگر آ�.1.3. تعریف

n ≥ ٠ هر براي و باشند F در میدان�ها سیگما از دنباله�اي . . . ،F٢ ،F١

Fn ⊂ Fn+١ (1

باشد اندازه�پذیر Fn در Xn (2

E(|Xn|) < ∞ (3

E(Xn+١|Fn) = Xn (4

است. مارتینگل1 یک {(Xn,Fn), n ≥ ٠} دنباله باشند. برقرار

در باشد، A ∈ Fn اگر بنابراین است. برقرار اول شرط است بدیهی ،Fn = σ(X١, X٢, ..., Xn) اگر
�صورت این

∫
A

Xn+١dP =

∫
A

XndP. (آ�.5)

آن�گاه شود، گرفته نظر در h > ١ اگر ∫اکنون
A

XndP =

∫
A

Xn+١dP = ... =

∫
A

Xn+hdP.

نتیجه در
E(Xn+h|Fn) = Xn.

می�شود: برقرار زیر تساوي (آ�.5)، رابطه در A = Ω جایگذاري با
E(X١) = E(X٢) = . . .

کند صدق زیر شرایط در Xn تصادفی متغیر اگر آ�.2.3. تعریف

Fn ⊂ Fn+١ (1
1Martingale
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باشد اندازه�پذیر Fn در Xn (2

E(|Xn|) < ∞ (3

E(Xn+١|Fn) ≥ Xn (4

است. Fn با متناظر زیرمارتینگل2 Xn آن�گاه
A ∈ Fn هر براي ،Fn = σ(X١, X٢, ..., Xn) اگر نیز، حالت این ∫در

A

Xn+١dP ≥
∫
A

XndP

h > ١ براي آن�گاه باشد، A = Ω اگر اکنون
E(Xn+h|Fn) ≥ Xn

و
E(X١) ≤ E(X٢) ≤ ...

می�باشند. برقرار

شرایط در Xn تصادفی متغیر اگر آ�.3.3. تعریف
Fn ⊂ Fn+١ (1

باشد اندازه�پذیر Fn در Xn (2

،E(|Xn|) < ∞ (3

E(Xn+١|Fn) ≤ Xn (4

است. Fn با متناظر زبر�مارتینگل3 Xn آن�گاه کند. صدق
A ∈ Fn هر براي ،Fn = σ(X١, X٢, ..., Xn) اگر نیز حالت این ∫در

A

Xn+١dP ≤
∫
A

XndP.

،h > ١ براي باشد، A = Ω اگر اکنون
E(Xn+h|Fn) ≤ Xn

و
E(X١) ≥ E(X٢) ≥ ...

می�باشند. برقرار

دارند. وجود زیر صورت به نیز معادل تعریف�هایی زبر�مارتینگل، و زیرمارتینگل مارتینگل، براي

داریم ٠ ≤ α ≤ ١ هر براي باشد، نامنفی زبرمارتینگل {Ti, ١ ≤ i ≤ n} اگر آ�.4.3. لم
Emax

١≤i≤n
T η
i ≤ (ET١)

η

(١ − η)

2Submartingale
3Supermartingale



پیوستب

شبیه�سازي به مربوط کد

دهید. انجام R نرم�افزار در را زیر کد شبیه�سازي، انجام جهت

rm(list=ls())
library(MASS)
library(mvtnorm)
library(sem)
library(semdiag)

set.seed(741392)

### generating data from EV linear model and classical linear model

gen.data <- function(theta, beta, sigma, n){|
epsilon <- mvrnorm(1, mu=rep(0,n), Sigma=sigma)
delta <- mvrnorm(1,mu=rep(0,n), Sigma=diag(n))
#epsilon <- as.vector(rmvt(1, sigma=sigma, df=3))
real.cov <- rnorm(n)
y <- theta + beta*real.cov + epsilon

91



شبیه�سازي به مربوط کد 92

error.cov <- real.cov + delta
data <- data.frame(cbind(real.cov, error.cov, y))
return(data)
}

######################
### To set real values for parameters

theta <- -1
beta <- 2
real.coef <- c(theta, beta)
n <- 100 # 200, 300
a <- -1/(n-1)
sigma <- a*matrix(rep(1,n*n), ncol=n)
diag(sigma) <- rep(1,n)
# data <- gen.data(theta=theta, beta=beta, sigma=sigma, n=n)

######################################
#### The main function to compute mse and bias for the estimators
MSE <- function(theta, beta, sigma, n, B){|
est.ev <- est.ignor <- est.real <- matrix(NA, ncol=2, nrow=B)

for (i in 1:B){
data <- gen.data(theta=theta, beta=beta, sigma=sigma, n=n)
x <- data$real.cov
xi <- data$error.cov
y <- data$y
###
fit.real.cov <- lm(y~x)
est.real[i,] <- fit.real.cov$coeff
###
fit.ignor.error <- lm(y~xi)
est.ignor[i,] <- fit.ignor.error$coeff
###
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data.ev <- data.frame(xi,y)
eqns <- specifyEquations(covs="x", text="
y = theta*Intercept + beta*x
xi = 1*x
V(y) = sig
V(xi) = 1
V(x) = phi
")
#
model.EV <- sem(eqns, data=data.ev, raw=TRUE,
fixed.x="Intercept")
est.ev[i,] <- model.EV$coeff[1:2]
}

################################
### Extracting the results
B <- 200 ## number of iteration to generate datasets for computing MSE
res <- MSE(theta=theta, beta=beta, sigma=sigma, n=n, B=B)
## Computing the Bias of regression parameters
Bias.real.coef <- apply(res$est.real,2,mean)-real.coef
Bias.ignor.coef <- apply(res$est.ignor,2,mean)-real.coef
Bias.ev.coef <- apply(res$est.ev,2,mean)-real.coef

Bias.real.coef
Bias.ignor.coef
Bias.ev.coef

## Computing the MSE of regression parameters

MSE.real.coef <- apply((res$est.real-matrix(real.coef, nrow=B,
ncol=2, byrow=TRUE))^2,2,mean)
MSE.ignor.coef <- apply((res$est.ignor-matrix(real.coef, nrow=B,
ncol=2, byrow=TRUE))^2,2,mean)
MSE.ev.coef <- apply((res$est.ev-matrix(real.coef, nrow=B,
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ncol=2, byrow=TRUE))^2,2,mean)

MSE.real.coef
MSE.ignor.coef
MSE.ev.coef



Aabstract

Some basic properties for negatively superadditive dependent (NSD) random variables
are presented, such as the Rosenthal-type inequality and the Kolmogorov-type exponen-
tial inequality. Using these properties, we further study the complete convergence for
weighted sums of NSD random variables, which generalizes and improves some corre-
sponding ones for independent random variables and negatively associated random vari-
ables. Some sufficient conditions to prove the complete convergence for weighted sums
of NSD random variables are provided. As an application, the complete consistency of
LS estimators in the EV regression model with NSD errors is investigated under mild con-
ditions, which generalizes and improves the corresponding one for negatively associated
random variables. Finally, we will evaluate theoretical results with the simulation study.

Keywords: Negatively superadditive dependent random variables, Complete conver-
gence, Complete consistency, EV regressionmodel, Rosenthal-type inequality, Kolmogorov-
type exponential inequality
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