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චاری... ণپاس໋�
خویش علمی زندگی از مرحله این تا نهاد راهم فرا را توفیق چراغ که را یکتا پروردگار ستایش و سپاس

داد. را علمی مدارج کسب توفیق من به و گذاشته، سر پشت سربلندی با را
و تشکر دارند، گردنم بر را تربیت و تعلیم حق نحوی به که اساتیدی همه از که می�دانم لازم برخود

نمایم. سپاسگزاری
این در مرا خود راهنمایی�های با که حجازی رضا سید دکتر آقای جناب ارجمند، اساتید از بخصوص
بعهده را نامه پایان این مشاوره زحمت که طینت آزادی نیما دکتر آقای جناب کردند. همراهی مراحل
پایان این داوری که فدافن، تقصیر بی دکتر و خدامی دکتر آقای جناب ارجمند اساتید همچنین داشتند.

دارم. ویژه سپاس و قدردانی گرفتند بعهده را نامه
کشیده فراوان زحمات برایم تحصیل دوران طول در که می�کنم کسانی تمام به تقدیم را خود علمی تلاش این
همواره که برادرم دریغشان، بی زحمات بخاطر دلسوزم مادر و پدر بودند. همراهم و مشوق همواره و اند
برایم را مسیر سختی�های مهربانیش با که همسرم ویژه به� می�باشد. من دلگرمی مایه و گاه تکیه زندگی در

نمود. تسهیل

य़ھدوی ଓوઍ࠳ग़۱۳۹۵آبان
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پیشگفتار

استفاده می�باشد. ریاضیدانان علاقه مورد موضوع دیفرانسیل معادلات حل برای جدید روش�های مطالعه
یک روش این ریاضیات دیدگاه از روش�هاست. این از یکی دیفرانسیل معادلات حل در لی روش از
(خطی معادله نوع از مستقل که می�باشد، تکنولوژی و علم به مربوط مسائل مطالعه برای مناسب ابزار
عنوان به را ١٨٧۴ سال لی١ سوفوس ماریوس است. معادلات در موجود های متغییر و ( غیرخطی یا
کلاین٢ فلیکس همکاری با لی اولیه ایده�های از برخی کرد. معرفی لی گروه�های از خود نظریه تولد تاریخ

شد. پدیدار گروه�ها نظریه و هندسه بین تری واضح رابطه یافتن پی در
دارد. قرار بررسی مورد تقارنی گروه�های توسط را دیفرانسیل معادلات حل لی نوزدهم قرن اواسط در
شد گذاری بنیان نوتر٣ امی و لی توسط بار اولین برای دیفرانسیل، معادلات در لی گروه�های کاربرد
پس آن از یافت. معنا کنونی سبک به دیفرانسیل هندسه در کارتان۴ جوزف الی توسط بعد مدت�ها و
تاسیس به زمینه این در اووزیانیکوف۵ به�طوریکه شد، انجام لی گروه کاربرد تعمیم در گسترده�ای تحقیقات
بزرگترین دیفرانسیل، معادلات از دستگاهی تقارن گروه گمارد. همت شوروی جماهیر اتحاد در موسسه�ای
خاصیت این با کند می عمل دستگاه وابسته و مستقل های متغییر بر که است تبدیلات از موضعی گروه

سازد. می منتقل دیگر جواب�های به را جواب�ها که
مرتبه کاهش با تا می�دهد ما به را امکان این دیفرانسیل معادلات دستگاه یک تقارن گروه همچنین
باشد، یک مرتبه معادله حالتی�که در که است بدیهی آوریم، به�دست گیری انتگرال با را آن جواب معادله
جواب نمی�توان جزئی دیفرانسیل معادلات مورد در ولی می�گردد حاصل نیز عمومی جواب روش این با
می�گردند حاصل جواب�ها از برخی تنها شرایطی چنین در آورد. به�دست تقارن گروه واسطه به را عمومی
گروهی ناوردای جواب�های به جواب�ها این می�باشند. ناوردا تقارن گروه زیرگروه�های از برخی تحت که

باشد. می اصلی دستگاه به نسبت کمتری مستقل متغییر تعداد شامل و بوده موسوم

١Marius Sophus Lie
٢Felix Klein
٣Emmy Noether
۴Eli Joseph Cartan
۵Ovsianikov



٢ پیشگفتار

فکر به جدید ذرات این شناختن راه�های جستجوی در دانشمندان اتم�ها هسته و الکترون کشف با
عبور با ابتدا کار این افتادند. شده شناخته هدف�های یا و یکدیگر با آن�ها دادن برخورد و آن�ها دادن شتاب
نهایی انرژی افزایش برای تلاش در می�شد. انجام ثابت الکتریکی پتانسیل اختلاف از باردار ذرات دادن
سنکروسیکلوترون به�صورت سپس سیکلوترون، صورت به نخست دایره�ای دهنده�های شتاب باردار، ذرات
مسیر روی حرکت به وادار مغناطیسی میدان اعمال با باردار ذرات آمدند. بار به سنکروترون نهایت در و
یابد. افزایش هرگذر در شان انرژی و کنند عبور دهنده شتاب کاواک از بارها و بارها تا می�شوند دایره�ای
ریاضی روابط بر مبتنی دقیق تحلیلی نیازمند دهنده�ها شتاب در آن نتایج و بنیادی ذرات رفتار بررسی
الکترونی موج یک ریاضی تحلیل به نامه پایان این در شده توصیف روش از استفاده با بنابراین است.

می�پردازیم. شتاب�دهنده یک در
گروه برداری، میدان منیفلد، قبیل از هندسه اولیه مفاهیم تعریف به اول فصل در نامه پایان این در

می�پردازیم. ... و لی
بیان دیفرانسیل معادلات هندسی ساختار توصیف و جت فضای و کامل فضای مفهوم دوم فصل در
چند همراه به جزئی دیفرانسیل معادلات مرتبه کاهش و تقارن گروه یافتن روش همچنین و است شده

است. شده ذکر مثال
الکترومغناطیسی موج با الکترون سیکوترون همکنش بر معادلات تقارن گروه یافتن با سوم فصل در
فشردگی و تقویت که می�رسیم معادله این متشابه خود های جواب به عادی غیر دوپلر اثر شرایط تحت آرام

می�دهد. نشان را سیکلوترون میزر۶ در الکترو�مغناطیسی پالس�های
برهمکنش این مختلف کاربرد�های از نمونه یک بالا قدرت با مایکروویوی کوتاه خیلی پالس�های تولید
بسیار اهمیت پلاسما تشخیص و بیوفیزیکی تحقیقات و بالا کیفیت با رادار�های در مثال بعنوان است

است. شده تصدیق مذکور معادلات دستگاه عددی حل با آمده بدست نتایج دارد. زیادی

۶maser: microwave amplification by stimulated emission of radiation



١ فصل

مقدماتی تعاریف

منیفلد ١.١

پرداخت. خواهیم آن با مرتبط پایه�ای مفاهیم و هموار منیفلد�های معرفی به فصل این در

زیر شرایط در که Mاست توپولوژیک فضای M توپولوژیکn-بعدی منیفلد از منظور .١.١.١ تعریف
می�کند: صدق

باز مجموعه�های زیر در مشمول ترتیب به p, q ∈ M نقطه دو هر یعنی باشد، هاسدورف M الف)
.U ∩ V = ⊘ که به�طوری باشند، U, V ⊂M

باشد. داشته شمارا ای پایه یعنی باشد، دوم نوع شمارای M(ب
باشد، n بعد از اقلیدسی موضعی طور به M پ)

زیرمجموعه روی به U از φ مانند همئومورفیسمی و U مانند باز همسایگی یک Mدارای نقطه هر یعنی
می�گوییم. مختصات دستگاه یا چارت یک (U,φ) زوج به باشد. Rn از باز

آن در که پوشاند (Rn, IRn) چارت تک به�وسیله می�توان را Rn اقلیدسی فضای .٢.١.١ مثال
می�باشد. توپولوژیک منیفلد از مقدماتی مثال یک این است. همانی نگاشت IRn : Rn → Rn

می�باشد. (U, IU)چارت با توپولوژیک، منیفلد یک نیز ،U مانند Rn از باز زیرمجموعه هر .٣.١.١ مثال

دوم نوع شمارای و هاسدورف زیرا است توپولوژیک منیفلد یک R٢ در y = x
٢
٣ نمودار .۴.١.١ مثال

اقلیدسی موضعاً پس می�باشد، R با همئومورف
(
x, x

٢
٣

)
7→ x ضابطه�ی با نمودار این چون است.

است.

از زیرفضا یک یعنی می�باشند، ارثی خواص دوم، نوع شمارای و هاسدورف شرط که می�کنیم یادآوری
دوم نوع شمارای خود دوم نوع شمارای فضای از فضا زیر هر و بوده هاسدورف خود هاسدورف فضای

است. دوم نوع شمارای و هاسدورف ،Rn از زیرفضا هر بنابراین می�باشد.



۴ مقدماتی تعاریف .١

هرگاه می�گوییم دیفرانسیل�پذیر) یا C∞) هموار را F : U ⊆ Rm → V ⊆ Rn نگاشت .۵.١.١ تعریف
هموار نیز F−١ : V ⊆ Rn → U ⊆ Rm اگر باشند. پیوسته و موجود مرتبه هر از F جزئی مشتقات

است. دیفئومورفیسم F آنگاه باشد،

باشند، M n-بعدی توپولوژیک منیفلد از چارت دو (V, ψ) و (U,φ) کنیم فرض .۶.١.١ تعریف
نگاشت

ψ ◦ φ−١ : φ (U ∩ V ) → ψ (U ∩ V ) ,

می�نامیم. ψ به φ از گذر نگاشت را

باشد. دیفئومورفیسم آنها گذر نگاشت هرگاه می�نامیم سازگار هموار طور به را فوق چارت دو

از A = {(Uα, ϕα)} مانند گردایه�ای M n-بعدی توپولوژیک منیفلد بر اطلس یک .٧.١.١ تعریف
دو به دو منیفلد روی گذر نگاشت�های دیگر عبارت به می�پوشانند، را M که است سازگار چارت�های

.M = ∪αUα و باشند دیفئومورفیسم

نباشد، دیگری اطلس در مشمول هرگاه نامیم، ماکسیمال را M منیفلد روی A اطلس .٨.١.١ تعریف
.A = U آنگاه باشد، A شامل دیگری اطلس U اگر دیگر بیان به

ماکسیمال اطلس یک دارای هرگاه ، می�نامیم ∞C-منیفلد یا هموار منیفلد یک Mرا .٩.١.١ تعریف
باشد.

اطلسی {(Uα, ϕα)} اگر است. منیفلد یک نیز M منیفلد از V باز زیرمجموعه�ی هر .١٠.١.١ تعریف
آن در که بوده، V برای اطلس یک {(Uα ∩ V, ϕα|Uα∩V )} آنگاه باشد، M برای

است. Uα ∩ V زیرمجموعه�ی به ϕα تحدید نمایش�دهنده�ی ϕα|Uα∩V : Uα ∩ V → Rn

آنگاه شود، گرفته نظر در آن از باز زیرمجموعه�ی یک V و باشد هموار منیفلد یک M اگر دیگر بیان به
باشد. منیفلد یک M هموار ساختار با V هرگاه گوییم، M باز زیرمنیفلد یک را V

ماتریس�های همه�ی فضای از متشکل Rn×n فرضکنید nمثبت و صحیح عدد هر ازای به .١١.١.١ مثال
از: عبارتست GL (n,R) عمومی خطی گروه تعریف به بنا باشد. n× n

GL (n,R) :=
{
A ∈ Rn×n | detA ̸= ٠

}
=

−١
det(R−{٠}).

از بازی زیرمجموعه�ی GL (n,R) نتیجه در است، پیوسته det : Rn×n → R دترمینان تابع
است. منیفلد یک بنابراین و بوده Rn×n ∼= Rn٢

،n × n ماتریس می�گیریم. نظر در را نامنفرد مختلط n × n ماتریس�های کلیه از متشکل GL (n,C)
برداری فضای از بازی زیرمجموعه�ی GL (n,C) نتیجه در ،detA ̸= ٠ اگر تنها و اگر است، نامنفرد A
حقیقی، حالت در مشابه استدلالی با می�باشد. Cn×n ∼= R٢n٢ یعنی ،n×n مختلط ماتریس�های همه�ی

است. ٢n٢ بعد با منیفلدی GL (n,C)
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در را f : M → R مفروض تابع باشد. n بعد با هموار منیفلدی M کنیم فرض .١٢.١.١ تعریف
بر f ◦ ϕ−١ تابع که Mباشد در p نقطه�ی حول (U, ϕ) مانند چارتی هرگاه نامیم C∞ یا هموار p نقطه�ی
هر در هرگاه نامیم، هموار را M بر f تابع باشد. هموار ϕ (p) نقطه�ی در Rn از ϕ (U) باز زیرمجموعه�ی

باشد. هموار M نقطه�ی

پیوسته�ی نگاشت آنگاه باشند n و m بعدهای با ترتیب به منیفلدهایی N و M اگر .١٣.١.١ تعریف
در F (p) نقطه�ی حول (V, ψ) مانند چارت�هایی هرگاه گوییم، pهموار ∈ N نقطه�ی در را F : N →M

ϕ
(
F−١ (V ) ∩ U

)
باز زیرمجموعه�ی از نگاشتی ψ◦F ◦ϕ−١ که باشند p ∈ N نقطه�ی حول (U, ϕ) Mو

باشد. هموار ϕ (p) نقطه�ی در Rm به Rn از

مجموعه�ی یک F−١ (V ) که شویم مطمئن تا بوده پیوسته F : N →M که می�کنیم فرض بالا تعریف در
می�شوند. گرفته نظر در پیوسته منیفلدها بین هموار نگاشت�های بنابراین است. N در باز

مماسی فضای ٢.١

هرگاه می�نامیم p ∈ Rn نقطه در مشتق یک را V : C∞ (Rn) −→ R خطی نگاشت .١.٢.١ تعریف
باشد: برقرار زیر رابطه f, g ∈ C∞ (Rn) هر ازای به

V (fg) (p) = g(p)V f(p) + f(p)V g(p).

می�دهیم: قرار است، مشهور لایبنیتز قاعده به فوق تساوی

TpRn =
{
V pاست| ∈ Rn در مشتق عملگر یک V

}
.

می�شود. گفته p نقطه در Rn مماسی فضای TpRn به

ضابطه�ی با DV |p : C∞ (Rn) → R خطی نگاشت ،V ∈ TpRn کنیم فرض .٢.٢.١ تعریف

DV |pf = DV f (p) =
d

dt

∣∣∣∣
t=٠

f (p+ tV ) .

می�کنیم. تعریف جهتی مشتق را

X : C∞ (M) → R خطی عملگر باشد. p ∈M و هموار منیفلد یک M کنیم فرض .٣.٢.١ تعریف
کند. صدق زیر شرط در هرگاه می�گوییم p نقطه�ی در مشتق یک را

X (fg) (p) = g (p)Xf (p) + f (p)Xg (p) .

می�دهیم: قرار
TpM =

{
X : C∞ (M) → R| pاست ∈M نقطه در مشتق عملگر X

}
.

می�شود. گفته p ∈M نقطه�ی در M منیفلد مماسی فضای TpM به صورت این در



۶ مقدماتی تعاریف .١

نگاشت، این باشد. N و M منیفلد دو بین هموار نگاشتی F : N → M کنیم فرض .۴.٢.١ تعریف
القا طرف دو به مماس فضاهای بین p در F دیفرانسیل نام به خطی نگاشت یک p ∈ N نقطه�ی هر در

می�کند:
dFp = F∗,p : TpN → TF (p)M,

است. TF (p)M در مماسی بردار F∗,p (Xp) آنگاه ،Xp ∈ TpN اگر که می�شود تعریف چنین نگاشت این

چارت هر برای باشد. آن در نقطه�ای p و m-بعدی هموار منیفلد یک M کنیم فرض .۵.٢.١ قضیه
TpM برای پایه یک

{
∂
∂x١ , ...,

∂
∂xm

}
می�باشد، ϕ = (x١, ..., xm) که p نقطه شامل (U, ϕ) هموار

می�شود: تعریف زیر به�صورت که می�دهد تشکیل

∂

∂xi

∣∣∣∣
p

= d(ϕ−١)

(
∂

∂xi

∣∣∣∣
ϕ(p)

)

.[١۵] برهان.

نگاشتی F : Rn → Rm کنید فرض اقلیدسی): فضاهای بین نگاشت یک (دیفرانسیل .۶.٢.١ تعریف
مختصات

(
y١, ..., ym

)
و Rn بر استاندارد مختصات

(
x١, ..., xn

)
اگر باشد، Rn از نقطه�ای p و هموار

مماس فضای برای پایه�ای
{

∂
∂x١ |p, ...,

∂
∂xn

|p
}
مماس بردارهای صورت این در باشد، Rm بر استاندارد

این در می�دهند. تشکیل TF (p)Rm مماس فضای برای پایه�ای
{

∂
∂y١ |F (p), ...,

∂
∂ym

|F (p)

}
و TpRn[

aij
]
∈ Rm×n ماتریس با پایه دو این به نسبت dF : TpRn → TF (p)Rm خطی نگاشت صورت

آن در که می�شود داده نشان

dF

(
∂

∂xj
|p
)

=
m∑
k=١

akj
∂

∂yk
|F (p), (١.١)

صورت، این در F =
(
F ١, ..., Fm

)
واقع در می�کنیم، تعریف F نگاشت iام مقدار را F i := yi ◦F که

کنیم: محاسبه را aij می�توانیم yi مختصاتی توابع بر (١.١) فرمول طرف دو هر دادن تأثیر با

m∑
k=١

akj
∂

∂yk
|F (p)y

i =
m∑
k=١

akj δ
i
k = aij,

و
dF

(
∂

∂xj
|p
)
yi =

∂

∂xj
|p
(
yi ◦ F

)
=
∂F i

∂xj
(p) ,

نتیجه در

aij =
∂F i

∂xj (p)
.

از عبارتست ∂
∂xj

|F (p) و ∂
∂xi

|p استاندارد پایه�های به نسبت dF خطی نگاشت نمایش ماتریس بنابراین
دیگر: عبارت به .p نقطه�ی در F نگاشت ژاکوبی ماتریس

JF (p) =

(
∂F i

∂xj
(p)

)
ij

.
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بین هموار نگاشت�های G : M → P و F : N → M اگر مشتق): زنجیری (قاعده�ی .٧.٢.١ قضیه
آنگاه ،p ∈ N و منیفلدها

d (G ◦ F )p = dG (F (p)) ◦ dF (p).

است. m-بعدی نیز TpM مماسی فضای آنگاه باشد m-بعدی منیفلد یک M اگر .٨.٢.١ قضیه

.[١۵] برهان.

یک از c : (a, b) →M هموار نگاشت ،M مفروض منیفلد بر هموار منحنی از منظور .٩.٢.١ تعریف
اگر می�گردد. استفاده نیز قوس یا و خم از منحنی، کلمه�ی جای به Mاست. بتوی (a, b) ⊆ R باز بازه�ی
c منحنی سرعت بردار است. شده آغاز c (٠) = p نقطه�ی از c منحنی می�گوییم ٠ ∈ (a, b) کنیم فرض

صورت به t٠ ∈ (a, b) لحظه�ی در

c
′
(t٠) := dc

(
d

dt

∣∣∣∣
t٠

)
∈ Tc(t٠)M.

می�گردد. تعریف

c
′
(t) این�صورت در است. c (t) =

(
t٢, t٣

)
ضابطه�ی با c : R → R٢ کنیم فرض .١٠.٢.١ مثال
یعنی: است c (t) در ∂

∂y
و ∂
∂x

بردارهای خطی ترکیب

c
′
(t) = a

∂

∂x
+ b

∂

∂y
,

می�کنیم: محاسبه x مختصاتی تابع بر را طرف دو ،a محاسبه�ی برای

a =

(
a
∂

∂x
+ b

∂

∂y

)
x = c

′
(t)x = dc

(
d

dt

)
x =

d

dt
(x ◦ c) = d

dt

(
t٢
)
= ٢t,

و

b =

(
a
∂

∂x
+ b

∂

∂y

)
y = c

′
(t) y = dc

(
d

dt

)
y =

d

dt
(y ◦ c) = d

dt

(
t٣
)
= ٣t٢,

.c′ (t) = ٢t ∂
∂x

+ ٣t٢ ∂
∂y

نتیجه در

نوشت. می�توان c′ (t) =
[

٢t
٣t٢

]
صورت به Tc(t)

(
R٢) برای ∂

∂y
و ∂
∂x

پایه�ی حسب بر را حاصل

و M دلخواه منیفلد در p نقطه�ی هر ازای به مفروض): آغازی بردار با منحنی (وجود .١١.٢.١ گزاره
که دارند وجود چنان c : (−ε, ε) →M هموار منحنی یک و ε > ٠ عدد Xp ∈ TpM مماس بردار هر

.c′ (٠) = Xp و c (٠) = p

.[١۵] برهان.

.f ∈ C∞ (M) و Mباشد منیفلد از pنقطه�ی در مماسدلخواه بردار Xpیک فرضکنیم .١٢.٢.١ گزاره
آنگاه: باشد، c′ (٠) = Xp اولیه سرعت با p از آغازی هموار منحنی c : (−ε, ε) →M اگر

Xp =
d

dt
|t=٠ (f ◦ c) ,
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داریم: ،dc و c′ (٠) تعریف به بنا برهان.

Xpf = c
′
(٠) f,

= dc

(
d

dt
|t=٠
)
f,

=
d

dt
|t=٠ (f ◦ c) .

M منیفلد بر مماسی فضاهای تمام مجزای اجتماع باشد، هموار منیفلد یک M اگر .١٣.٢.١ تعریف
گوییم. مماسی کلاف را M منیفلد نقاط تمام ازای به

TM := ⊔p∈MTpM.

است ٢n-بعدی هموار منیفلد یک TM آنگاه باشد، n-بعدی هموار منیفلد Mیک اگر .١۴.٢.١ قضیه
است. هموار (p,X) → p ضابطه�ی با π : TM →M تصویری نگاشت و

.[١۵] برهان.

برداری کلاف ٣.١

M روی ،k رتبه�ی از برداری کلاف یک باشد، توپولوژیک فضای یک M کنیم فرض .١.٣.١ تعریف
که: است π : E →M پوشای و پیوسته نگاشت همراه به E مانند توپولوژیک فضای یک

فضای ساختار دارای می�نامیم p در تار که را Ep := π−١ (p) پیشنگاره p ∈M نقطه�ی هر ازای به الف)
باشد. k بعد با برداری

وجود چنان φ : π−١ (U) → U ×Rk همئومورفیسم و p از U باز همسایگی ،p ∈M هر ازای به ب)
مجموعه�ی را بازی مجموعه�ی چنین .φ|π−١(q) : π

−١ (q) → {q} × Rk ،q ∈ U هر ازای به که دارند
خانواده�ی که {(Uα, φα)} خانواده�ی می�نامند. U روی E برای بدیهی�سازی را φ و E برای بدیهی�ساز باز
روی E بدیهی�ساز باز پوشش {Uα} خانواده�ی و E برای بدیهی�سازی باشد، M برای باز پوشش {Uα}

گوییم. k رتبه�ی از توپولوژیکی برداری کلاف یک (E,M, π) سه�تایی به می�شود. Mنامیده
کلاف یک E آنگاه باشد دیفئومورفیسم موضعی بدیهی�سازی نگاشت و هموار منیفلد دو M و E اگر

است. M روی k رتبه�ی از هموار برداری

نگاشت ،π : E → M برداری کلاف برای برش یک از منظور هموار): (برش .٢.٣.١ تعریف
Ep تار در s (p) عنصر یک pای ∈ M هر به دیگر، عبارت به .π ◦ s = IdM که است s : M → E

گردد. متناظر
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برداری میدان ۴.١

مماس کلاف از برشی ،M مفروض هموار منیفلد بر V برداری میدان .١.۴.١ مثال
نقطه�ی هر به که است V : M → TM مانند نگاشتی دیگر، عبارت به است. π : TM → M

می�سازد. نظیر را نقطه همان در Vp مماس بردار ،p ∈M

می�دهیم. نشان χ (M) نماد با را M مفروض منیفلد بر هموار برداری های میدان مجموعه

زیرمجموعه�ای U و باشد k رتبه�ی از هموار برداری کلاف یک π : E →M کنیم فرض .٢.۴.١ تعریف
U روی E از {s١, ..., sk} برش k از مرتب مجموعه�ای ،U روی E برای کنج از منظور Mباشد. از باز
Ep := π−١ (p) تار برای پایه�ای s١ (p) , ..., sk (p) عناصر pای، ∈ U هر ازای به که گونه�ای است،به

باشند. هموار آن معرف برش�های که گوییم هموار صورتی در را کنج می�دهند. تشکیل

است. R٣ بر فراگیر هموار کنج یک
{

∂
∂x
, ∂
∂y
, ∂
∂z

}
برداری میدان�های گردایه�ی .٣.۴.١ مثال

Rk استاندارد برداری فضای برای پایه�ای {e١, ..., ek} و هموار منیفلدی M کنیم فرض .۴.۴.١ مثال
تعریف ēi (p) = (p, ei) ضابطه�ی با را ēi : M → M × Rk نگاشت i = ١, ..., k هر ازای به باشد.
می�باشد. M × Rk →M حاصلضربی کلاف برای هموار برشی {e١, ..., ek} صورت این در می�کنیم.

f و M هموار منیفلد روی برداری میدان دو W و V کنید فرض لی) کروشه (عملگر .۵.۴.١ تعریف
نگاشت باشد. هموار تابع یک

[V,W ] : C∞ (M) → C∞ (M) ,

[V,W ] f = VWf −WV f.

می�گوییم. W و V برداری میدان دو لی کروشه عملگر را

است. برداری میدان [V,W ] آنگاه باشند، M روی برداری میدان دو W و V اگر .۶.۴.١ لم

داریم: f, g ∈ C∞ (M) دلخواه و هموار توابع برای برهان.

[V,W ] (af + bg) = VW (af + bg)−WV (af + bg) ,

= V (aWf + bWg)−W (aV f + bV g) ,

= aVWf + bV Wg − aWV f − bWV g,

= a (VW −WV ) f + b (VW −WV ) g,

= a [V,W ] f + b [V,W ] g.
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است. خطی لی کروشه که می�گیریم نتیجه بالا رابطه�ی از

[V,W ] (f.g) = VW (f.g)−WV (f.g) ,

= V (g.W.f + f.W.g)−W (g.V.f + f.V.g) ,

= V (g.W.f) + v (f.W.g)−W (g.V.f)−W (f.V.g) ,

= WfV g + gV Wf +WgV f + fV Wg,

− V fWg − gWV f − V gWf − fWV g,

= f (VW −WV ) g + g (VW −WV ) f,

= f [V,W ] g + g [V,W ] f.

کروشه بنابراین می�کند. لایبنیتسصدق قاعده�ی در لی کروشه که می�گیریم نتیجه بالا رابطه�ی از همچنین و
می�شود: تعریف زیر صورت به که است برداری میدان و مشتق عملگر یک لی

[ , ] : χ (M)× χ (M) → χ (M) ,

(V,W ) 7→ [V,W ] = VW −WV.

کروشه می�گیریم، نظر در را c′ و c ثابت�های و M روی U و W ،V برداری میدان�های .٧.۴.١ گزاره
می�کند. صدق زیر خواص در آنها لی

[
cV + c

′
V

′
,W
]
= c [V,W ] + c

′ [
V

′
,W
]
الف)

[V,W ] = − [W,V ] ب)
[U, [V,W ]] + [V, [W,U ]] + [W, [U, V ]] = ٠ ج)

می�شود. نتیجه به�راحتی لی کروشه تعریف از استفاده با برهان.

نقطه�ی در F رتبه�ی بگیرید. نظر در را منیفلدها بین F : N →M هموار نگاشت .٨.۴.١ تعریف
dFp : TpN → دیفرانسیل نگاشت رتبه�ی صورت به و داده rankFنشان (p) نماد با را p ∈ N

و p در
(
U, x١, ..., xn

)
مختصاتی دستگاه به نسبت دیفرانسیل نگاشت رتبه می�کنیم. تعریف TF (p)M

بنابراین می�شود. داده نمایش ژاکوبی ماتریس با F (p) در
(
V, y١, ..., ym

)
rankF (p) = rank

(
∂yi

∂xj
(p)

)
.

نگاشت ،p ∈ N هر ازای به هرگاه گوییم ایمرژن را F : N → M هموار نگاشت .٩.۴.١ تعریف
.rankF = dimN و باشد یک�به�یک dFp : TpN → TF (p)M

نگاشت p ∈ N هر ازای به هرگاه گوییم سابمرژن را F : N → M هموار نگاشت .١٠.۴.١ تعریف
.rankF = dimM و باشد پوشا dFp : TpN → TF (p)M دیفرانسیل



١١ برداری میدان .۴.١

i : U →M شمول نگاشت آنگاه باشد، M مفروض منیفلد از باز زیرمجموعه�ی U اگر .١١.۴.١ مثال
است. ایمرژن

ثابت، نقاط تمام در F (t) = (cos t, sin t, tضابطه(٢ با F : R → R٣ نگاشت رتبه .١٢.۴.١ مثال
تعریف زیر به�صورت آن ژاکوبین همچنین است. ایمرژن بنابراین و است یک یعنی دامنه بعد برابر

می�شود:

JF =


− sin t

cos t

٢t

 .

ثابت، نقاط تمام در F (x, y, z) = x٢ − y + zضابطه٣ با F : R٣ → R نگاشت رتبه .١٣.۴.١ مثال
می�شود: تعریف زیر به�صورت آن ژاکوبین همچنین است. سابمرژن نگاشتی و ١ یعنی برد بعد برابر

Jf = (٢x − ١ ٣z٢).

دو بین هموار نگاشت یک F : N → M کنیم فرض منیفلدها) در معکوس (تابع .١۴.۴.١ قضیه
باشد ایزومورفیسم dFp : TpN → TF (p)M ،p ∈ N هر ازای به هرگاه باشند. M و N همبعد منیفلد
F |U٠ : U٠ → V٠ که است موجود V مانند F (p) از همسایگی یک و U مانند p از همسایگی یک آنگاه

است. دیفئومورفیسم

.[۶] برهان.

m-بعدی و n-بعدی هموار منیفلد دو ترتیب Mبه Nو فرضکنید منیفلدها). در (رتبه .١۵.۴.١ قضیه
مختصاتی چارت یک p ∈ N هر ازای به باشد، k ثابت رتبه با هموار نگاشت یک F : N → M و
است موجود F (p) مرکز به

(
y١, ..., ym

)
مانند مختصاتی چارت یک و p مرکز به

(
x١, ..., xn

)
مانند

بطوریکه:

F
(
x١, ..., xn

)
=
(
x١, ..., xk,٠, ...,٠

)
,

آنگاه: باشد، سابمرژن F اگر به�ویژه

F
(
x١, ..., xk, ..., xn

)
=
(
x١, ..., xn

)
,

آنگاه: باشد، ایمرژن F اگر و

F
(
x١, ..., xn

)
=
(
x١, ..., xn,٠, ...,٠

)
.

.[۶] برهان.



١٢ مقدماتی تعاریف .١

دیفرانسیلی فرم�های ۵.١

دارد. نام خطی تابعک یک f : V → R خطی باشد،نگاشت برداری فضای V اگر .١.۵.١ تعریف
دارد. نام برداری فضای دوگان V ∗ = {f : V → R} خطی تابعک�های تمام مجموعه�ی

را F : V١ × ... × Vk → W نگاشت باشند، برداری فضاهای W و V١, ..., Vk اگر .٢.۵.١ تعریف
هرگاه: می�گوییم چندخطی یا k-خطی نگاشت یک

F (v١, ..., avi + bv′i, ..., vk) = aF (v١, ..., vk) + bF (v١, ..., vk) .

برداری فضای روی کواریان k-تانسور یک F : V × ...× V → R k-خطی نگاشت .٣.۵.١ تعریف
می�دهیم. نشان T k(V ) با را کوواریان k-تانسورهای تمام مجموعه دارد، نام V

ضرب باشند، S ∈ T l (V ) و T ∈ T k (V ) و برداری فضای یک V کنیم فرض .۴.۵.١ تعریف
می�شوند: تعریف زیر شکل به T و S تانسوری

T ⊗ S := V × V × ...× V × ...× V → R,
(T ⊗ S) (v١, ..., vk, vk+١, ..., vk+l) = T (v١, ..., vk) .S (vk+١, ..., vk+l) .

دوگان پایه�ی
{
α١, ..., αn

}
و باشد Rn برای استاندارد پایه�ی {e١, ..., en} کنیم فرض .۵.۵.١ مثال

ضابطه�ی با ⟨, ⟩ : Rn × Rn → Rn خطی دو تابع Rn در اقلیدسی داخلی ضرب باشد. آن با متناظر
حاصلضرب صورت به را ⟨ , ⟩ است، ⟨v, w⟩ :=

∑n
i=١ v

iwi ، v =
∑n

i=١ vjei ، w =
∑n

i=١wjei

نوشت: می�توان تانسوری

⟨v, w⟩ =
n∑
i=١

viwi =
n∑
i=١

αi (v)αi (w) =
n∑
i=١

(
αi ⊗ αi

)
(v, w) ,

بنابراین:

⟨ , ⟩ =
n∑
i=١

αi ⊗ αj.

T : V ∗×...×V ∗ → R k-خطی نگاشت به باشد، n-بعدی برداری فضای یک V اگر .۶.۵.١ تعریف
را کنتراواریان k-تانسورهای تمام مجموعه می�گوییم، V برداری فضای روی کنتراواریان k-تانسور یک

شکل: به و می�دهیم نشان Tk (V ) با

Tk (V ) := V ⊗ ...⊗ V,

می�دهیم. نمایش



١٣ دیفرانسیلی فرم�های .۵.١

هرگاه: است متقارن V برداری فضای روی T : V × ...×V → R کواریان k-تانسور .٧.۵.١ تعریف

T (v١, ..., vi, ..., vj, ..., vk) = T (v١, ..., vj, ..., vi, ..., vk) .

می�دهیم. نشان
∑k (V ) با را V برداری فضای روی متقارن k-تانسورهای تمام فضای

هرگاه: است متناوب V برداری فضای روی T : V × ...×V → R کواریان k-تانسور .٨.۵.١ تعریف

T (v١, ..., vi, ..., vj, ..., vk) = −T (v١, ..., vj, ..., vi, ..., vk) .

می�دهیم. نشان ∧k (V ) با را V برداری فضای روی متناوب k-تانسورهای تمام فضای

در M روی کواریان k-تانسورهای تمام مجموعه�ی باشد، هموار منیفلد یک M هرگاه .٩.۵.١ تعریف
می�دهیم. نشان T k (TpM) با را p نقطه�ی

نگاشت به باشد M روی کواریان k-تانسورهای کلاف π : T k (TM) → M اگر .١٠.۵.١ تعریف
هرگاه: گوییم T k (TM) از برش یک δ :M → T k (TM)

π ◦ δ = IdM .

به که می�نامند M روی متناوب k-تانسورهای کلاف را T k (TpM) مجزای اجتماع .١١.۵.١ تعریف
می�شود: نوشته زیر صورت

∧k (TM) = ⊔p∈M ∧k (TpM) .

تمام مجموعه�ی دارد. نام M روی دیفرانسیلی k-فرم یک ∧k(T (M)) از برش یک .١٢.۵.١ تعریف
با: را M روی دیفرانسیلی k-فرم�های

Ωk (M) = Γ
(
∧kT (M)

)
.

می�دهیم. نشان

به را Alt : T k (V ) → ∧k (V ) نگاشت ،T ∈ T k (V ) و بردار v١, ..., vk اگر .١٣.۵.١ تعریف
می�دهیم: نمایش زیر صورت

Alt (T ) (v١, ..., vk) =
١
k!

∑
δ

(sgn δ)T
(
vδ(١), ..., vδ(k)

)
,

است. {v١, ..., vk} k-تایی روی ممکن جایگشت�های تمام δ که

زیر صورت به η و ω بین وج(گوه�ای) ضرب آنگاه η ∈ ∧l (V ) و ω ∈ ∧k (V ) اگر .١۴.۵.١ تعریف
می�شود: تعریف

ω ∧ η =
(k + l)!

k!l!
Alt (ω ⊗ η) .



١۴ مقدماتی تعاریف .١

دیفرانسیلی فرم چند ε و η′ و η و ω′ و ω کنید فرض جمع): و ضرب (ویژگی�های .١۵.۵.١ گزاره
آنگاه: باشند، a, a′ ∈ R و V متناهی بعد با برداری فضای روی

است: خطی دو )الف)
aω + a

′
ω

′
)
∧ η = a (ω ∧ η) + a

′
(
ω

′ ∧ η
)
,

و
η ∧

(
aω + a

′
ω

′
)
= a (η ∧ ω) + a

′
(
η ∧ ω′

)
.

است: پذیر شرکت ب)
ω ∧ (η ∧ ε) = (ω ∧ η) ∧ ε.

آنگاه: η ∈ ∧l (v) و ω ∈ ∧k (V ) اگر یعنی است، تعویض�ناپذیر ج)
ω ∧ η = (−١)kl η ∧ ω.

.[١۵] برهان.

پس�کشنده نگاشت p ∈ M هر ازای به باشد، هموار نگاشت یک F : M → N اگر .١۶.۵.١ تعریف
می�کنیم: تعریف زیر صورت به Fرا

F ∗ : Ωk (N) → Ωk (M)

(F ∗ (ω)) (v١, ..., vk) = ω (dF (v١) , ..., dF (vk)) , (∀i ; vi ∈ TpM) .

باشد F (x, y) =
(
xy, x٢ − y٢,٣x٢y

)
ضابطه�ی با F : R٢ → R٣ نگاشت اگر .١٧.۵.١ مثال
باضابطه ω ٢-فرم روی را F پس�کشنده نگاشت می�خواهیم

ω =
(
z − x٢

)
dx ∧ dy +

(
y٢ − xz

)
dy ∧ dz ∈ Ω٢ (R٣) ,

کنیم. اعمال

F ∗ (ω) =
[(
z − x٢

)
◦ F
]
d (x ◦ F ) ∧ d (y◦)

+
[(
y٢ − xz

)
◦ F
]
d (y ◦ F ) ∧ d (z ◦ F ) ,

=
(
z ◦ F − x٢ ◦ F

)
d (xy) ∧ d

(
x٢ − y٢

)
,

+
(
y٢ ◦ F

)
− (xz ◦ F ) d

(
x٢ − y٢

)
∧ d

(
٣x٢y

)
,

=
(
٣x٢y − x٢y٢

)
(ydx+ xdy) ∧ (٢xdx− ٢ydy)

+
((
x٢ − y٢

)٢ − ٣x٣y٢
)
(٢xdx− ٢ydy) ∧

(
۶xydx+ ٣x٢dy

)
,

=
[
−
(
٣x٢y − x٢y٢

) (
٢y٢ + ٢x٢

)
+
((
x٢ − y٢

)٢ − ٣x٣y٢
) (

۶x٣ + ١٢xy
)]

(dx ∧ dy) .



١۵ لی گروه .۶.١

لی گروه ۶.١

عمل دو و بوده نیز گروه یک که G مانند هموار، منیفلد یک از عبارتست لی گروه یک .١.۶.١ تعریف
ضربی نگاشت یعنی گروه،

µ : G×G→ G, µ (a, b) = ab,

وارون�ساز نگاشت همچنین و
i : G→ G, i (a) = a−١.

با ترتیب به را g توسط راست از ضرب عمل و چپ از ضرب عمل g ∈ G برای باشند. هموار
می�دهیم، نمایش (Rg : G→ G ; Rg (x) = µ (x, g)) ،(Lg : G→ G ; Lg (x) = µ (g, x))

می�نامند. نیز راست و چپ از انتقال ترتیب به را راست و چپ از ضرب

ضرب عمل با و است بعدی n٢ هموار منیفلد GL (n,R) وارون�پذیر خطی تبدیلات گروه .٢.۶.١ مثال
ضابطه�ی با µ : GL (n,R)×GL (n,R) → GL (n,R) نگاشتضربی است. لی گروه یک ماتریس�ها
هموار A → A−١ ضابطه�ی با i : GL (n,R) → GL (n,R) وارون�ساز نگاشت و (A,B) → AB

هستند.

لی گروه یک می�کند عمل M مانند هموار منیفلد یک روی که G مثل تبدیل گروه یک .٣.۶.١ تعریف
زیر ویژگی�های دارای (g, p) 7→ g.p ضابطه�ی با ϕ : G ×M → M نگاشت که شرط این با است

است:

(g.h) .p = g. (h.p) الف)
e.p = p ب)

می�کنیم تعریف را راست از عمل صورت همین به و می�کند Mعمل روی چپ از G گوییم حالت این در
نیز ϕg : M → M شکل به و است مداری نگاشت یا تبدیل نگاشت ϕ و گویند تبدیل یک را g که

.ϕg−١ = (ϕg)
−١ زیرا است دیفئومورفیسم یک که کرد بازنویسی می�توان

Op = {gp : g ∈ G} مجموعه�ی ،p ∈M و کند Mعمل روی G لی گروه کنیم فرض .۴.۶.١ تعریف
گوییم. p عضو مدار را G گروه عناصر تحت p عضو تصویرهای تمام که را

p ∈ Rn و کند عمل Rn منیفلد روی GL (n) لی گروه اگر .۵.۶.١ مثال
:p = ٠ ازای به

O٠ = {A٠ ; A ∈ GL (n)} = {٠} ,

:p ̸= ٠ ازای به و
Op = {Ap ; A ∈ GL (n)} = Rn − {٠} .

دارد. مدار دو Rn روی GL (n) عمل نتیجه در



١۶ مقدماتی تعاریف .١

بگیرید: نظر در p ∈ Rn ازای به را Rn روی SO (n) لی گروه عمل .۶.۶.١ مثال
.O٠ = {A٠ ; A ∈ SO (n)} = {٠} آنگاه p = ٠ اگر

.Op = {Ap ; A ∈ SO (n)} = المرکز} متحد {کره�های آنگاه p ̸= ٠ اگر

تنها منیفلد روی لی گروه عمل هرگاه گوییم متعدی را M منیفلد روی G لی گروه عمل .٧.۶.١ تعریف
بپوشاند. را M کل آن مدار یعنی باشد داشته مدار یک

GP = {g ∈ G : gp = p} مجموعه آنگاه کند عمل M منیفلد روی G لی گروه اگر .٨.۶.١ تعریف
زیرا: است گروه یک گروه، ضرب عمل با که گوییم p عضو پایدارساز زیرگروه را

GP ̸= ∅ , e ∈ GP ; e.p = p⇒ e ∈ GP الف)
g, h ∈ GP ( g.h) .x = g. (h.x) = g.x = x⇒ g.h ∈ GP ب)

g ∈ GP g−١. (g.p) =
(
g−١.g

)
.p = e.p = p⇒ g−١ ∈ GP ج)

.GP = {e} ،p ∈M هر ازای به هرگاه نامیم آزاد را M منیفلد روی G لی گروه عمل .٩.۶.١ تعریف

دارد. پایدارساز زیرگروه دو چون نیست آزاد Rn روی GL (n) عمل .١٠.۶.١ مثال

است. آزاد Rn − {٠} روی GL (n) عمل

p ∈M هر ازای به هرگاه گوییم مؤثر را M منیفلد روی G لی گروه عمل .١١.۶.١ تعریف
GH = ∩p∈MGp = {e}

گوییم. فراگیر پایدارساز زیرگروه GH به

زیرمنیفلد یک که است H مانند مجرد زیرگروه یک ،G لی گروه یک از لی زیرگروه یک .١٢.۶.١ تعریف
جبری زیرگروهی مجرد، زیرگروه از منظور باشند. هموار نیز H بر گروه عمل�های بطوریکه بوده ایمرژن

است.

(ایمبد منظم زیرمنیفلد ویک مجرد زیرگروه Hیک اگر لی: گروه�های برای کارتان قضیه�ی .١٣.۶.١ قضیه
است. G بسته�ی لی زیرگروه یک H آنگاه باشد، G لی گروه از شده)

.[٢١] برهان.

لی جبر ٧.١

یک که است دیفئمورفیسمی ،g ∈ G عنصر یک توسط چپ، انتقال هر آنکه دلیل به ،G لی گروه یک در
عنصر از همسایگی یک در موضعی اطلاعات تمام لذا می�نگارد، g همسایگی یک به را همانی همسایگی
است. برخوردار ویژه�ای اهمیت از همانی نقطه�ی در مماس فضای اساس این بر و شده متمرکز همانی



١٧ لی جبر .٧.١

دلیل به g ∈ G هر ازای به باشد. G لی گروه بر برداری میدان یک X کنیم فرض .١.٧.١ تعریف
است. G بر خوش�تعریف برداری میدان یک dLg (X) ،Lg : G → G چپ از عمل بودن دیفئومورف

،g ∈ G هر ازای به هرگاه است، چپ ناوردای ،X برداری میدان گوییم

dLgX = X.

داریم: h ∈ G هر ازای به که معناست بدان این

dLg (Xh) = Xgh.

Xe همانی نقطه�ی در آن مقدار توسط کامل بطور ،X چپ ناوردای برداری میدان هر که است واضح
زیرا می�شود، تعریف

Xg = dLg (Xe) .

می�شود. تعریف ترتیب همین به نیز راست ناوردای برداری میدان

کروشه عمل با G لی گروه روی (راست) چپ ناوردای برداری میدان�های تمام مجموعه�ی .٢.٧.١ تعریف
(راست) چپ لی جبر آن به که است G روی برداری میدان�های مجموعه از برداری زیرفضای یک لی

می�دهیم. نشان ( GR) ،GL با و G لی گروه

برقرار راست لی جبر و چپ لی جبر بین ایزومورفیسمی ،G لی گروه وارون�ساز نگاشت .٣.٧.١ گزاره
می�کند.

خودش روی G لی گروه چپ از عمل و راست از عمل ترتیب به Lg و Rg که کنیم فرض برهان.
می�کنیم ثابت است. g ∈ G که g 7−→ g−١ ضابطه�ی با G وارون�ساز نگاشت i : G → G و

آنگاه باشد، h ∈ G اگر است. ایزومورفیسم di : GR → GL

(Rg ◦ i)h = Rg (i (h)) ,

= Rg

(
h−١
)
,

= h−١g,

=
(
g−١h

)−١
,

=
(
i ◦ Lg−١

)
h.



١٨ مقدماتی تعاریف .١

صورت: این در باشد، f ∈ C∞ (G) و v ∈ GL کنید فرض حال

dRg (di (vh)) f = (dRg ◦ di) (vh) f,

= d (Rg ◦ i) (vh) f,

= d
(
i ◦ Lg−١

)
(vh) f,

=
(
di ◦ dLg−١

)
(vh) f,

= di
(
dLg−١vh

)
f,

= di
(
vg−١h

)
f,

= vf
(
i
(
g−١h

))
,

= vf
(
h−١g

)
,

= vh−١gf.

است. همانی نقطه�ی در لی گروه مماسی فضای لی، گروه یک لی جبر .۴.٧.١ قضیه

کنیم فرض است. ایزومورفیسم φ : G →TeGنگاشت می�کنیم ثابت .G∼=TeG دهیم نشان باید برهان.
می�کنیم: تعریف باشد. X ∈ TeG

X̃g = dLgX,

f ∈ C∞ (U) و باز U ⊆ G اگر می�کنیم ثابت کار این برای است. هموار X̃ می�دهیم نشان ابتدا
و α (٠) = e که است موجود گونه�ای به α : (−a, a) → G هموار خم است. هموار X̃f آنگاه باشد،

α
′
(٠) = X(

X̃f
)
g

= X̃gf = (dLgX) f = X (f ◦ Lg) = α
′
(٠) (f ◦ Lg) ,

=

(
dα

d

dt
|t=٠
)
(f ◦ Lg) =

d

dt
|t=٠ (f ◦ Lg ◦ α) (t) ,

که: می�کنیم تعریف ψ (t, g) = f ◦ Lg ◦ α (t) ضابطه�ی با را ψ : (−a, a)×G→ R )تابع
X̃f
)
g
=
∂ψ

∂t
(٠, g) ,

این و است هموار ∂ψ
∂t

(٠, g) جمله از مشتقاتش و خود بنابراین است هموار نگاشت سه ترکیب ψ چون
می�دهد. نتیجه را

(
X̃f
)
g
بودن هموار همواری،

dLg′
(
X̃g

)
=
(
dLg′

)
(dLgX) =

(
dLg′ ◦ dLg

)
X =

(
dLgg′

)
X = X̃gg

′ ,

با η : TeG → G نگاشت حال .X̃ ∈ G پس است، چپ ناوردای برداری میدان یک X̃ بنابراین
زیرا: است φ راست وارون η که می�کنیم تعریف را η (X) = X̃ ضابطه�ی

φ (η (X)) = φ
(
X̃
)
= (dLe)X = Xe = X,



١٩ لی جبر .٧.١

زیرا: است، φ چپ وارون η و
η (φ (X))g = η (Xe)g = X̃e|g = (dLg)Xe = Xeg = Xg.

است. ایزومورفیسم φ بنابراین

مربعی ماتریس�های تمام فضای با آن لی جبر است، n٢-بعدی ،GL (n) عام خطی گروه .۵.٧.١ مثال
i, j = ١, ..., n ازای به xij ماتریس درایه�های بوسیله�ی GL (n) در مختصات است، یکریخت n× n

به برداری میدان�های تمام مجموعه�ی همانی، در GL (n) مماسی فضای بنابراین می�شود. داده نمایش
صورت

vA|I =
∑
i,j

aij
∂

∂xij
|I

بگیریم نظر در را Y = yij ∈ GL (n) اگر حال است، دلخواه n× nماتریس یک A = (aij) که است
f ∈ C∞ (GL (n)) اگر بنابراین است.

∑n
k=١ xikykj شکل به درایه�های با RY (X) = XY ماتریس

می�دهیم: نشان زیر به�صورت را GL (n) راست جبرلی بگیریم، نظر در را

dRY (vA|I) f (X) = vA|If ◦RY (X) ,

= vA|If (RY (X)) ,

= vA|If (XY ) ,

= vA|If

(∑
k

xlkykm

)
,

=
∑
i,j

∑
l,k,m

aijykm
∂xlk
∂xij

∂f

∂xij
,

=
∑

i,j,k,l,m

aijykmδ
l
iδ
k
j

∂f

∂xij
,

=
∑

(aijyjm)
∂f

∂xij
,

=
∑
i,j=m

aijyjm
∂

∂xij
f,

= v|AY f.

لی گروه همئومورفیسم یک ،G یک-پارامتری زیرگروه یک پارامتری): یک گروه (زیر .۶.٧.١ تعریف
زیرگروه یک تعریف این طبق می�شود. گرفته نظر در لی گروه یک عنوان به R که است F : R →G مانند

است. G به همئومورفیسمی بلکه نیست لی زیرگروه یک یک-پارامتری،

باشد برداری زیرفضای ،G جبرلی از h زیرجبر باشد، آن جبرلی G و لی گروه یک G اگر .٧.٧.١ تعریف
عبارتی: به باشد بسته لی کروشه تحت که

∀v, w ∈ h , [v, w] ∈ h.

دارد. نام G زیرجبرلی h آنگاه
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نمایی نگاشت ٨.١

ضابطه�ی با exp : G → G نگاشت می�گیریم. نظر در را G جبرلی با G لی گروه .١.٨.١ تعریف
V برداری میدان نظیر پارامتری یک زیرگروه یک F که گوییم نمایی نگاشت را exp (V ) = F (١)
،exp نگاشت دیفرانسیل آنگاه باشند، e ∈ G همسایگی یک U ،٠ ∈ G همسایگی یک V اگر است.

ایزومورفیسم همانی نگاشت
d exp : TG|٠ ≃ G → TG|e ≃ G,

از همسایگی یک به G از موضعی دیفئومورفیسم یک ،exp نگاشت معکوس تابع قضیه طبق که است
می�کند. ایجاب ،G همانی عنصر

V١, ..., Vk ∈ G هر برای صورت این در باشد G جبرلی با همبند لی Gیکگروه فرضکنیم .٢.٨.١ قضیه
آورد. بدست نمایی نگاشت�های ترکیب صورت به می�توان را g مثل G عضو هر

g = exp (V١) ◦ ..., ◦ exp (Vk) .

.[١١] برهان.

نگاشت�های محاسبه�ی با می�توان جبرلی یک اعضای داشتن با که معناست بدین فوق قضیه تعبیر
آورد. بدست را گروه تبدیل ضابطه�ی هم در آنها ترکیب و عضو هر با متناظر نمایی

کوچک بی��نهایت مولد ٩.١

القا منیفلد یک روی گروه یک عمل مداری نگاشت مشتق توسط که برداری میدان�های .١.٩.١ تعریف
دارد. نام گروه عمل کوچک بی�نهایت مولد می�شود

هر ازای به آنگاه می�کند Mعمل منیفلد روی که باشد G جبرلی از لی گروه یک G هرگاه .٢.٩.١ قضیه
می�شود. محاسبه زیر صورت به p ∈M نقطه�ی در V با متناظر V̂ کوچک بی�نهایت مولد V ∈ G

dψp|e : TeG → TpM

dψp (V |e) = V̂ |p,

.g 7→ g.p بطوریکه می�شود تعریف ψp : G→M صورت به ψ نگاشت

می�کنیم: تعریف زیر ضابطه�ی با را R روی ٢ مرتبه مثلثی بالا ماتریس�های گروه عمل .٣.٩.١ مثال

ψx : T (٢) → R(
β α

١ ٠

)
7→ αx+ β,



٢١ کوچک بی��نهایت مولد .٩.١

هستند. زیر فرم به ٢× ٢ ماتریس�های T (٢) جبرلی

T (٢) =
⟨(

١ ٠
٠ ٠

)
,

(
٠ ١
٠ ٠

)⟩
,

می�آوریم بدست بالا ماتریس�های با را R روی T (٢) عمل کوچک بی�نهایت مولدهای حال

dψx|I٢ (A١) =
d

dt
|t=٠ψx (I٢ + tA١) ,

=
d

dt
|t=٠ψx

((
٠ ١
١ ٠

)
+

(
t ٠
٠ ٠

))
,

=
d

dt
|t=٠ (x+ t) = ١ ≡ ∂x,

dψx|I٢ (A٢) =
d

dt
|t=٠ψx (I٢ + tA٢) ,

=
d

dt
|t=٠ψx

((
٠ ١
١ ٠

)
+

(
٠ t

٠ ٠

))
,

=
d

dt
|t=٠ (١+ t) x = x ≡ x∂x.

A٢ و A١ ماتریس�های از یک هر با متناظر کوچک بی�نهایت مولدهای v٢ = x∂x و v١ = ∂x بنابراین
می�دهند.) نمایش نیز ∂x به�صورت را ∂

∂x
است.(نماد

از منظور .p ∈ M و است M مفروض منیفلد بر هموار برداری میدان V کنیم فرض .۴.٩.١ تعریف
داریم t ∈ (a, b) هر ازای به که است c : (a, b) →M هموار منحنی ،V برای انتگرال منحنی

c
′
(t) = Vc(t),

می�گوییم اصطلاحاً ،c (٠) = p اگر حالت این در دربردارد. را صفر (a, b) باز بازه�ی می�شود فرض اغلب
می�نامیم. c آغاز نقطه�ی را p و است p از آغازی انتگرال منحنی c

داد. توسیع نتوان بزرگتر بازه�ای به را آن که گوییم ماکسیمال صورتی در را انتگرال منحنی

میدان c (t) انتگرال منحنی بگیریم، نظر در را R٢ بر V = −y∂x + x∂y برداری میدان .۵.٩.١ مثال
c (t) = (x (t) , y (t)) اینکه شرط بیابیم: می�خواهیم را (١,٠) ∈ R٢ نقطه�ی از آغازی V برداری

یا ،c′ (t) = Vc(t) که است این باشد انتگرال )منحنی
ẋ (t)

ẏ (t)

)
=

(
y (t)

x (t)

)
,

اول مرتبه معمولی دیفرانسیل معادلات دستگاه باید نتیجه در

ẋ = −y الف)
ẏ = x ب)
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(الف) معادله از بگیریم. نظر در را (x (٠) , y (٠)) = (١,٠) اولیه شرایط باید البته و کنیم، حل را
است: زیر صورت به معادله این عمومی جواب .ẍ = −x که می�شود نتیجه

x = A cos t+B sin t, (٢.١)

بنابراین
y = −ẋ = A sin t−B cos t, (٣.١)

(١,٠) از آغازی انتگرال منحنی لذا .B = ٠ و A = ١ که می�شود نتیجه اولیه شرایط برقراری از اکنون،
.c (t) = (cos t, sin t) از عبارتست

از عبارتست عمومی جواب (٣.١) و (٢.١) معادلات و t = ٠ آغازی نقطه�ی گرفتن نظر در با
x = x٠ cos t− y٠ sin t, y = x٠ sin t+ y٠ cos t. t ∈ R

کوچک بی�نهایت ناوردایی ١٠.١

حقیقی تابع می�کند. عمل M روی که باشد همبند تبدیلات گروه یک G کنیم فرض .١.١٠.١ تعریف
:p ∈M و V ∈ G هر برای اگر تنها و اگر ناورداست G گروه عمل تحت I :M → R

Vp (I) = ٠,

باشد. کوچک بی�نهایت مولد یک V =
∑n

i=١ ξ
i (x) ∂

∂xi
و پارامتری یک تابع یک u = I (x) هرگاه

بنابراین و V (I) = ٠ باید باشد G تحت ناوردا یک I آنکه برای

n∑
i=١

ξi (x)
∂I

∂xi
= ٠,

می�کنیم: حل را زیر دستگاه I یافتن برای حال
dx١

ξ١ (x)
=

dx٢

ξ٢ (x)
= .... =

dxn

ξn (x)
,

است: زیر صورت به R٢ روی SO (٢) گروه عمل .٢.١٠.١ مثال

SO (٢)× R٢ → R٢

(x, y) 7→ (x cos t− y sin t, x sin t+ y cos t) ,

تشکیل را زیر دستگاه و است V = −y ∂
∂x

+ x ∂
∂y

فرم به عمل این از حاصل کوچک بی�نهایت مولد
می�دهیم:

dx

−y
=

dy

x
.

بنابراین است. x٢ + y٢ = c آن عمومی جواب و است پذیر جدایی دیفرانسیل معادله یک که
ناورداست. r =

√
x٢ + y٢



٢٣ کوچک بی�نهایت ناوردایی .١٠.١

تابعی وابسته�ی M منیفلد روی مقدار حقیقی هموار توابع از {f١, ..., fk} مجموعه .٣.١٠.١ تعریف
داشته وجود H (x١, ..., xk) هموار تابع و U همسایگی x٠ ∈ M نقطه�ی هر برای اگر می�شوند، نامیده

باشیم: داشته x ∈ U هر ازای به بطوریکه باشد
H (f١ (x) , ..., fk (x)) = ٠,

نباشد. برقرار شرط این اگر می�شوند نامیده خطی مستقل توابع این

هستند تابعی مستقل آنگاه کنند صدق df١ ∧ ... ∧ dfk ̸= ٠ شرط در f١, ..., fk اگر .۴.١٠.١ گزاره
می�باشند. تابعی وابسته�ی صورت این غیر در

.[٨] برهان.

عمل M منیفلد روی که باشد همبند موضعاً تبدیلات از لی گروه یک G کنیم فرض .۵.١٠.١ قضیه
که: است جبری معادلات دستگاه یک ،l ≤ m ،F :M → Rl کنید فرض می�کند.

Fν (x) = ٠ ν = ١, ..., l,

نقاط تمامی در
(
∂Fν

∂xk

)
ماتریس ژاکوبین که معنی این (به می�کند صدق ماکسیمال رتبه�ی شرایط در و

هرگاه .F (x) = ٠ اگر تنها و اگر می�گویند، دستگاه تقارن گروه G به بنابراین باشد) l برابر تابع این
است. کوچک بی�نهایت مولد v که v (Fν (x)) = ٠ , ν = ١, ..., l

.[٨] برهان.





٢ فصل

دیفرانسیل معادلات هندسی ساختار

و جت فضای همچنین و کامل فضای در دیفرانسیل معادلات دستگاه تعریف فصل این در ما هدف
نهایت در و کوچک بی�نهایت روش به دیفرانسیل معادلات تقارن گروه محاسبه برای لی نظریه�ی کاربرد

است. آن�ها تقارن گروه کمک به دیفرانسیل معادلات حل

توابع و تبدیلات ١.٢

x =
(
x١, ..., xp

)
مستقل متغیر p با ∆ = ٠ مانند دیفرانسیل معادلات از دستگاه یک .١.١.٢ تعریف

u = f (x) فرم به تابعی دستگاهی چنین جواب می�گیریم. نظر در را u =
(
u١, ..., uq

)
وابسته متغیر q و
آن: در که می�باشد

uα = fα
(
x١, ..., xp

)
, α = ١, ..., q,

مختصات عنوان به را آن�ها می�توان که است x =
(
x١, ..., xp

)
مستقل متغیرهای از هموار تابعی

مختصات را u =
(
u١, ..., uq

)
وابسته متغیر q و گرفت نظر در X ≃ Rp اقلیدسی فضای روی موضعی

بگیریم. نظر در U ≃ Rq روی

شده تشکیل وابسته و مستقل متغیرهای از که E = X ×U ≃ Rp+q اقلیدسی فضای .٢.١.٢ تعریف
می�شود. نامیده کامل فضای است

نقطه�ای تبدیل را g.(x, u) = (χ(x, u), ψ(x, u)) باضابطه g : E −→ E تبدیل .٣.١.٢ تعریف
کند. عمل نقطه�ای صورت به E کامل فضای روی هرگاه می�گوییم،



٢۶ دیفرانسیل معادلات هندسی ساختار .٢

عمل مستقل متغیرهای روی فقط هرگاه گوییم، پایه�ای تبدیل را g : E −→ E تبدیل .۴.١.٢ تعریف
به�عبارتی: کند،

g (x, u) = (x̄, ū) ,

به�طوریکه:
x̄ = χ (x) , ū = u.

متغیر تأثیر بدون را مستقل متغیر هرگاه گوییم، تار حافظ تبدیل را g : E −→ E تبدیل .۵.١.٢ تعریف
دیگر: به�عبارتی دهد، تغییر وابسته

g (x, u) = (x̄, ū) ,

به�طوریکه:
x = χ (x) , u = ψ (x, u) .

است. نقطه�ای تبدیل بود خواهد واکاوی مورد بیشتر که تبدیل رایج�ترین

تبدیلات از موضعی گروهی ،∆ = ٠ دیفرانسیل معادلات دستگاه برای تقارن گروه یک .۶.١.٢ تعریف
دستگاه از جواب هر بطوریکه کرده عمل M مانند E از باز زیرمجموعه یک روی که است، G مانند

می�کند. تبدیل دیگری جواب به را ∆ = ٠
گراف با را u = f (x) تابع می�شود. فرض لی گروه یک G تبدیلات گروه پس این از

Γf = {(x, f (x)) ; x ∈ Ω} ⊂ E

می�گیرد. قرار f تابع تعریف دامنه درون Ω مجموعه آن در که می�گیریم نظر در
شکل به را f تابع گراف روی g تبدیل حال

g.Γf = {(x̃, ũ) : (x, u) ∈ Γf} ,

می�کنیم. تعریف

گراف یافتن برای کلی روش یک باشد، هموار تابع یک گراف Γf = {(x, f (x))} اگر .٧.١.٢ تعریف
می�کنیم. اشاره آن به اجمالی طور به زیر در که است موجود f تابع یافته تبدیل

شکل: به را G لی گروه از g تبدیل

(x̃, ũ) = g. (x, u) = (φg (x, u) , ψg (x, u)) ,

صورت به f̄ تابع گراف مختصات آنگاه می�باشند. هموار تابع دو φg و ψg آن در که می�گیریم نظر در

x̃ = φg (x, f (x)) = φg ◦ (Id× f) (x) ,

ũ = ψg (x, f (x)) = ψg ◦ (Id× f) (x) x ∈ Ω, (١.٢)



٢٧ توابع و تبدیلات .١.٢

ازای به کرد حذف (١.٢) از را x باید f̄ یافتن برای است. X روی همانی تابع Id که می�شود تعریف
که: است واضح g = e

φe ◦ (Id× f) = Id.

از استفاده با بنابراین و است تکین غیر φ ◦ (Id× f) ژاکوبین ،e همانی عضو نزدیک g یک ازای به
ضمنی تابع قضیه

x = [φg (Id× f)]−١ (x̄) , (٢.٢)

داریم: f̄ در (٢.٢) جایگزینی با حال

f̄ = g.f = [ψg ◦ (Id× f)] ◦ [φg ◦ (Id× f)]−١ ,

شکل: به f̄ ضابطه φg کردن وارون و x حذف با لذا

ū = f̄ (x̄) = f
(
φ−١
g (x̄)

)
= f

(
φg−١ (x̄)

)
,

می�شود. ساخته
جواب یک u = f (x) هرگاه است، ∆ = ٠ معادلات دستگاه برای تقارن یک G لی گروه از g تبدیل

است. جواب یک خود g.u آنگاه باشد دستگاه برای

دوران�های گروه G = SO (٢) اگر X ≃ U ≃ R بنابراین و p = q = ١ کنیم فرض .٨.١.٢ مثال
داریم: باشد G از عضوی θ اگر آنگاه باشد، E ≃ R٢ روی

(x̃, ũ) = θ. (x, u) = (x cos θ − u sin θ, x sin θ + u cos θ) ,

روی SO (٢) عمل که است واضح باشد Γf گراف با R٢ روی تابع f (x) = ax + b کنیم فرض اگر
.θ زاویه اندازه�ی به آن گراف دوران جز نیست چیزی تابع

می�آوریم: بدست زیر به�صورت را f تابع یافته تبدیل گراف حال

(x̃, ũ) = (x cos θ − (ax+ b) sin θ, x sin θ + (ax+ b) cos θ) , (٣.٢)

داشت: خواهیم (٣.٢) دستگاه از x حذف با حال

x =
x̃+ b sin θ

cos θ − a sin θ
, (۴.٢)

صورت به f̃ بنابراین و کرده جایگذاری f̃ در (۴.٢) از را x ،θ زاویه تحت f تابع یافته تبدیل یافتن برای
می�آید: در زیر

ũ = f̃ (x̃) =
sin θ + a cos θ

cos θ − a sin θ
x̃+

b

cos θ − a sin θ
,



٢٨ دیفرانسیل معادلات هندسی ساختار .٢

می�دهد انجام را تبدیل مستقل متغیرهای روی تنها که باشد گروهی G کنیم فرض حال .٩.١.٢ مثال
یعنی:

(x, u) 7→ (x+ εa, u) ε ∈ R,

است: زیر صورت به u = f (x) تابع تبدیل آنگاه ،a ∈ X هر برای

ũ = f̃ (x̃) = f (x̃− εa) .

جت فضای و دهی امتداد ٢.٢

کامل فضای تا داریم نیاز ناوردایی، محک کمک به تقارن گروه یافتن و دیفرانسیل معادلات حل از قبل
موجود دستگاه جزئی مشتقات آن در که فضایی به را می�دهد نشان را وابسته و مستقل متغییرهای که را
f (x) = f

(
x١, ..., xn

)
ضابطه�ی با f : X → R مانند هموار حقیقی تابع یک دهیم. امتداد باشد

تعداد: دارای

pk =

(
p+ k − ١

k

)
,

اندیس یک J = (j١, ..., jk) اگر می�باشد. متغیرهایش به نسبت k-ام مرتبه�ی از متمایز جزئی مشتق
صورت به را J به نسبت f تابع جزئی مشتق باشد f تابع متغیرهای از چندگانه

∂Jf (x) =
∂kf (x)

∂xj١ ...∂xjk
,

دارد آن بر دلالت می�دهیم نشان ♯J ≡ k با که را J چندگانه�ی اندیس مرتبه�ی می�شود. داده نمایش
با مقداری q متغیره�ی p تابع یک f : X → U کنیم فرض حال گرفته�ایم. مشتق تابع از بار چند که
مرتبه�ی تا تابع این جزئی مشتقات تمام فضای باشد. u = f (x) =

(
f١ (x) , ..., f q (x)

)
ضابطه�ی

با را n-ام

U (n) := U × U١ × ...× Un, (۵.٢)

i-ام مرتبه�ی از جزئی مشتقات فضای نماینده�ی i = ١, ..., n ازای به ها Ui بطوریکه می�دهیم نشان
با: است (۵.٢)برابر فضای بعد که دید می�توان می�باشند.

q + qp١ + qp٢ + ...+ qpk = q

(
p+ n

n

)
:= qp(n).

متمایز متغیر qp(n) دارای U (n) بنابراین می�دهیم، نشان u(n) صورت به را U (n) در نقطه هر پس این از
١ ≤ jk ≤ p شرایط با چندگانه اندیس یک J = (j١, .., jk) و α = ١, ..., q که می�باشد uαJ شکل به

است. ٠ ≤ k ≤ p و
فضای U (n) به مستقل متغیرهای فضای کردن اضافه با حال



٢٩ دیفرانسیل معادلات دستگاه .٣.٢

Jn = X × U (n), (۶.٢)

فضای بعد که است واضح می�دهیم. نشان Jn نماد با و گوییم n-ام مرتبه�ی جت فضای آن به که می�رسیم
کلاف یک جز نیست چیزی ساختار این و دارد هندسی ساختار یک Jn است. p+ qp(n) با برابر (۶.٢)

است. qp(n) آن تارهای بعد که X منیفلد روی برداری

تا را تابع جزئی مشتقات که کافیست J٢ یافتن برای باشد. p = q = ٢ کنیم فرض .١.٢.٢ مثال
داریم: بنابراین بنویسیم. ٢ مرتبه�ی

J٢ = {(x, y;u, v;ux, uy; vx, vy;uxx, uxy, uyy, vxx, vxy, vyy)} ≃ R١۴,

مرتبه�ی تا تابع امتداد مستقلش متغیرهای منهای تابع یک n-ام مرتبه�ی جت فضای به .٢.٢.٢ تعریف
می�دهیم. نشان u(n) = f(n) (x) با را آن و می�نامیم n-ام

می�باشد: زیر صورت به دوم مرتبه�ی تا f (x, y) = x٣ − ٣xy٢ تابع امتداد .٣.٢.٢ مثال

f (٢) (x, y) =
(
x٣ − ٣xy٣;٢x٢ − ٣y٢;−۶xy;۶x,−۶y,−۶x

)
.

دیفرانسیل معادلات دستگاه ٣.٢

به تابعی E کامل فضای با ∆ مانند n-ام مرتبه�ی دیفرانسیل معادله�ی m دستگاه یک .١.٣.٢ تعریف
صورت:

∆ : Jn → R, (٧.٢)

ضابطه�ی با

∆ν

(
x, u(n)

)
= ٠, ν = ١, ...,m. (٨.٢)

است.
هر ازای به ∆

(
x, u(n)

)
=
(
∆١
(
x, u(n)

)
, ...,∆m

(
x, u(n)

))
صورت به (٨.٢) دستگاه بازنویسی با

(PDE) جزئی دیفرانسیل m-معادلات دستگاه یک (٧.٢) تابع که می�یابیم در ∆ν

(
x, u(n)

)
هموار تابع

دستگاه (٨.٢) دستگاه p = ١ ازای به که بدیهی�ست است. وابسته q-متغیر و مستقل p-متغیر با
می�باشد. (ODE) معمولی دیفرانسیل معادلات

است u = f (x) مانند هموار تابعی (٨.٢) معادلات دستگاه از هموار جواب یک .٢.٣.٢ تعریف
بطوریکه:

∆ν =
(
x, f (n) (x)

)
= ٠, ν = ١, ...,m.



٣٠ دیفرانسیل معادلات هندسی ساختار .٢

گروه عمل دهی امتداد ۴.٢

عمل O مانند E کامل فضای از باز زیرمجموعه�ی یک روی که باشد تبدیلات از گروه یک G کنیم فرض
امتداد آن به که داد، ترفیع Jn (O) یعنی O n-ام مرتبه�ی جت فضای به می�توان را عمل این می�کند.
عمل امتداد از منظور دیگر بیان به می�دهیم. نشان G(n) با و نامیده O روی G گروه عمل n-ام مرتبه�ی
فرایند این می�باشد. u = f (x) تابع n-ام مرتبه�ی تا جزئی مشتقات روی به آن عمل تعمیم گروه، یک
صورت به تابع یک عنوان به g گرفتن نظر در با آنگاه باشد G گروه از تبدیل یک g اگر که است اینگونه

صورت: به O روی را آن امتداد g : O → O
g(n) : Jn (O) → Jn (O) ,

تعریف
(
x٠, u

(n)
٠

)
∈ Jn (O) دلخواه نقطه�ی ازای به g(n).

(
x٠, u

(n)
٠

)
=
(
x̄٠, ū

(n)
٠

)
ضابطه�ی با

می�شود.

نظر در (٨.١.٢) مثال همانند Eرا روی SO (٢) گروه عمل Eباشد. = R× R فرضکنیم .١.۴.٢ مثال
.J١ (E) = R× R(١) ≃ R٣ حالت این در دهیم. امتداد یک مرتبه�ی تا را عمل این می�خواهیم می�گیریم.

:(٢.٢.٢) تعریف طبق آنگاه باشد E روی تابع یک u = f (x) اگر می�دانیم
f (١) (x) =

(
f (x) , f

′
(x)
)
,

باشد، SO (٢) از تبدیلی θ و J١ (E) از نقطه�ای (x٠, u٠, u٠x) کنیم فرض است. f اول مرتبه�ی امتداد
تبدیل یافتن هدف

θ(١). (x٠, u٠, u٠x) = (x̄٠, ū٠, ū٠x) ,

است.
چندجمله�ای

f (x) = u٠ + u٠x (x− x٠) = u٠x.x+ (u٠ − u٠xx
٠) , (٩.٢)

تبدیل ،(٩.٢) تابع به توجه با می�گیریم. نظر در را f ′
(x٠) = u٠x و f (x٠) = u٠ آن در که را

خطی تابع θ زاویه�ی تحت f یافته�ی

f̄ (x̄) = θ.f (x̄) =
sin θ + u٠x cos θ

cos θ − u٠x sin θ
x̄+

u٠ − x٠u٠x
cos θ − u٠x sin θ

, u٠x ̸= cot θ, (١٠.٢)

بنابراین: می�باشد.
x̄٠ = x٠ cos θ − u٠ sin θ,

نتیجه: در و
ū٠ = f̄ (x̄٠) = x٠ sin θ + u٠ cos θ.

داریم: ū٠ از مشتقگیری بار یک با حال

ū٠x = f̄
′
(x̄٠) =

sin θ + u٠x cos θ

cos θ − u٠x sin θ
.



٣١ دیفرانسیل معادلات دستگاه تقارن�های و برداری میدان�های امتداد .۵.٢

نوشت. زیر شکل به می�توان را J (١) روی SO (٢)(١) گروه عمل اول مرتبه�ی امتداد ضابطه�ی بنابراین

θ(١). (x, u, ux) =

(
x cos θ − u sin θ, x sin θ + u cos θ,

sin θ + ux cos θ

cos θ − ux sin θ

)
, |θ| ≨

∣∣cot−١ ux∣∣
که می�کند عمل همانطوری (x, u) متغیرهای روی SO (٢)(١) می�شود مشاهده که همانگونه فوق مثال در
G(n) اگر کلی طور به می�کند. عمل متفاوت صورتی به ux روی تنها SO (٢)(١) و می�کند عمل SO (٢)
بود. خواهد G(k) عمل معادل G(n) عمل k ≤ n مرتبه�ی به عمل این تقلیل با کند، عمل

(
x, u(n)

)
روی

πnk : Jn (O) → Jn (O) اگر که معنا بدین است. یکی G عمل با G(٠) عمل ،k = ٠ برای ویژه به
مؤلفه�های از دسته آن شامل u(k) باشد، πnk

(
x, u(n)

)
=
(
x, u(k)

)
ضابطه�ی با طبیعی تصویر نگاشت

.♯J ≤ k آن در که است uαJ
مثال: عنوان به

π٢١ (x, y;u;ux, uy;uxx, uxy, uyy) = (x, y;u;ux, uy) .

معادلاتدیفرانسیل دستگاه تقارن�های و برداری میدان�های امتداد ۵.٢

روی برداری میدان یک V و E = X × U از باز زیرمجموعه یک M کنیم فرض .١.۵.٢ تعریف
یک می�دهیم، نشان V (n) با که را V n-ام مرتبه امتداد باشد. exp (εV ) پارامتری یک گروه با M
نیز [exp (εV )](n) پارامتری یک گروه کوچک بی�نهایت مولد آن به که بوده Jn (M) روی برداری میدان

که معنا بدین می�گویند.

V (n)|(x,u(n)) =
d

dε
|ε=٠ [exp (εV )](n)

(
x, u(n)

)
,

(
x, u(n)

)
∈ Jn (M) . (١١.٢)

اگر .٢.۵.٢ تعریف
∆ν

(
x, u(n)

)
= ٠ , ν = ١, ..., l,

ژاکوبین ماتریس هرگاه است، ماکسیمال رتبه از دستگاه این باشد، دیفرانسیل معادلات از دستگاه یک
آن

J∆
(
x, u(n)

)
=

(
∂∆ν

∂xi
,
∂∆ν

∂uαJ

)
m×(p+qp(n))

,

باشد. m رتبه از

صورت به لاپلاس معادله .٣.۵.٢ مثال
∆ = uxx + uyy = ٠,

X×U (٢) در (x, y;u;ux, uy;uxx, uxy, uyy) متغیرهای ژاکوبین ماتریس زیرا است، ماکسیمال رتبه از
صورت: به

J∆ = (١,٠,١;٠,٠;٠;٠,٠) ,

است. ١ رتبه از وضوح به که می�باشد



٣٢ دیفرانسیل معادلات هندسی ساختار .٢

زیرا: نیست، ماکسیمال رتبه از ∆̃ = (uxx + uyy)
٢ = ٠ دیفرانسیل معادله .۴.۵.٢ مثال

J∆̃ = (٢;٠,٠;٠;٠,٠ (uxx + uyy) ,٠,٢ (uxx + uyy)) ,

می�شود. صفر (uxx + uyy)
٢ = ٠ حالیکه در

شده تعریف ماکسیمال، رتبه از دیفرانسیل معادلات از دستگاه یک ∆ = ٠ کنیم فرض .۵.۵.٢ قضیه
روی که باشد تبدیلات از موضعی گروه G اگر باشد. M مانند E = X × U از باز زیرمجموعه یک در
∆ = ٠ دستگاه از تقارن گروه یک G آنگاه باشد، آن کوچک بی�نهایت مولد یک V و کرده عمل M

اگر می�باشد

V (n) (∆) = ٠ (mod ∆), (١٢.٢)

.[٢٠] برهان.

کوچک بی�نهایت مولد کند عمل X × U = R٢ روی G = SO (٢) اگر .۶.۵.٢ مثال

V = −u ∂
∂x

+ x
∂

∂u
,

پارامتری یک گروه عمل نظیر

exp (εV ) (x, u) = (x cos ε− u sin ε, x sin ε+ u cos ε) ,

داریم: می�باشد،

[exp (εV )](١) (x, u, ux) =

(
x cos ε− u sin ε, x sin ε+ u cos ε,

sin ε+ ux cos ε

cos ε− ux sin ε

)
,

با: است برابر تبدیل این کوچک نهایت بی مولد که دید می�توان (١١.٢) فرمول کمک به

V (١) = −u ∂
∂x

+ x
∂

∂u
+
(
١+ u٢x

) ∂

∂ux
,

بگیرید: نظر در را زیر اول مرتبه معمولی دیفرانسیل معادله حال

∆(x, u, ux) = (u− x)ux + u+ x = ٠, (١٣.٢)

شکل به آن ژاکوبین ماتریس

J∆ =

(
∂∆

∂x
,
∂∆

∂u
,
∂∆

∂ux

)
= (١− ux,١+ ux, u− x) ,
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حال می�باشد. یک جا همه در رتبه باشد u − x ̸= ٠ باید که ژاکوبین ماتریس به توجه با که می�باشد،
داریم: است (١٣.٢) معادله تقارن گروه SO (٢) اینکه دادن نشان برای

V (١) (∆) = −u∂∆
∂x

+ x
∂∆

∂u
+
(
١+ u٢x

) ∂∆
∂ux

,

= −u (١− ux) + x (١+ ux) +
(
١+ u٢x

)
(u− x) ,

= ux [(u− x)ux + u+ x] ,

= ux∆ (mod ∆).

مشتق باشد. Jn (M) روی هموار تابع یک F
(
x, u(n)

)
و باز M ⊂ E کنیم فرض .٧.۵.٢ تعریف

Jn+١ (M) روی که است همواری� تابع می�دهیم نشان DiF
(
x, u(n+١)

)
با که را xi به نسبت F کامل

آنگاه: باشد هموار تابعی u = f (x) اگر که �است ویژگی این دارای و شده تعریف

DiF
(
x, fn+١ (x)

)
=

∂

∂xi
[
F
(
x, u(n)

)]
.

مشتق محاسبه�ی برای صریحی فرمول می�شود حاصل مشتق زنجیره�ای قاعده از مستقیماً که بعدی لم
می�دهد. به�دست مشتق عملگر یک غالب در کامل

یک J = (j١, ..., jk) اگر است. مفروض Jn (M) جت فضای روی F
(
x, u(n)

)
تابع .٨.۵.٢ لم

آنگاه: باشد uαJ,i =
∂uαJ
∂xi

و چندگانه اندیس

DiF =
∂F

∂xi
+

q∑
α=١

∑
J

uαJ,i
∂F

∂uαJ
. (١۴.٢)

صورت: این در باشد، (x, y, u) مختصات با E ≃ R٢ × R اگر مثلا

DxF =
∂F

∂x
+ ux

∂F

∂u
+ uxx

∂F

∂ux
+ uxy

∂F

∂uy
+ uxxx

∂F

∂uxx
+ ...,

DyF =
∂F

∂y
+ uy

∂F

∂u
+ uxy

∂F

∂ux
+ uyy

∂F

∂uy
+ uxxy

∂F

∂uxx
+ ...,

را بالاتر مراتب کامل مشتق شکل همین به می�باشند. y و x به نسبت F کامل مشتق ترتیب به
صورت: به J = (j١, ..., jk) چندگانه�ی اندیس به نسبت می�توان

DJ = Dj١Dj٢ ...Djk

کرد. بیان



٣۴ دیفرانسیل معادلات هندسی ساختار .٢

کنیم فرض .٩.۵.٢ قضیه

V =

p∑
i=١

ξi (x, u)
∂

∂xi
+

q∑
α=١

φα (x, u)
∂

∂uα
,

میدان یک V برداری میدان n-ام مرتبه امتداد باشد. M ⊂ E باز زیرمجموعه روی برداری میدان یک
شکل: به برداری

V (n) = V +

q∑
α=١

∑
J

φJα
(
x, u(n)

) ∂

∂uαJ
, (١۵.٢)

فرمول: با (٩.۵.٢) در φJα ضرایب که می�باشد Jn (M) روی

φJα
(
x, u(n)

)
= DJ

(
φα −

p∑
i=١

ξiuαi

)
+

p∑
i=١

ξiuαJ,i, (١۶.٢)

میدان مشخصه را (١۶.٢) در Qα = φα −
∑p

i=١ ξ
iuαi عبارت است ذکر شایان می�شوند. ساخته

می�نامیم. V برداری

.[٢١] برهان.

کلی برداری میدان .E = R× R کنید فرض .١٠.۵.٢ مثال

V = ξ (x, u)
∂

∂x
+ φ (x, u)

∂

∂u
,

تابع: V برداری میدان مشخصه بگیرید. نظر در را M = R٢ بر

Q (x, u, ux) = φ (x, u)− ξ (x, u)ux,

در اگر تنها و اگر ناورداست V توسط شده تولید پارامتری یک گروه تحت u = f (x) تابع و می�باشد
برداری میدان یک V دوم مرتبه امتداد کند. صدق ξ (x, u)ux = φ (x, u) معمولی دیفرانسیل معادله

صورت: به J٢ بر

V (٢) = ξ (x, u)
∂

∂x
+ φ (x, u)

∂

∂u
+ φx

(
x, u(١)

) ∂

∂ux
+ φxx

(
x, u(٢)

) ∂

∂uxx
,

صورت: به φxx و φx ضرایب که می�باشد

φx = DxQ+ ξuxx,

= φx + (φu − ξx)ux − ξuu
٢
x.

φxx = D٢
xQ+ ξuxxx,

= φxx + (٢φxu − ξxx)ux + (φuu − ٢ξxu)u٣x.



٣۵ دیفرانسیل معادلات دستگاه تقارن�های و برداری میدان�های امتداد .۵.٢

کوچک بی�نهایت مولد از دوم امتداد مثال برای می�شود. محاسبه

V = −u ∂
∂x

+ x
∂

∂u
,

: است زیر صورت به

V (٢) = −u ∂
∂x

+ x
∂

∂u
+
(
١+ u٢x

) ∂

∂ux
+ ٣uxuxx

∂

∂uxx
.

شده�اند: محاسبه زیر صورت به ضرایب که

φx = DxQ+ ξuxx,

= Dx (x+ uux)− uuxx,

= ١+ u٢x.

φxx = D٢
xQ+ ξuxxx,

= D٢
x (x+ uux)− uuxxx,

= ٣uxuxxx.

دیفرانسیل معادلات دستگاه از انتگرال�گیری با را تبدیلات گروه صورت این در

dx

dt
= −u ,

du

dt
= x ,

dp

dt
= ١+ p٢ ,

dq

dt
= ٣pq.

.ux = p و uxx = q می�دهیم قرار راحتی برای آورد. بدست می�توان
است: زیر صورت به دورانی گروه دوم امتداد نتیجه در

(
x cos t− u sin t, x sin t+ u cos t,

sin t+ cos t

cos t− p sin t
,

q٣

(cos t− p sin t)

)
.

تابع یک می�شود تعریف Jn باز زیرمجموعه یک روی که F : Jn → R هموار تابع .١١.۵.٢ تعریف
می�شود. نامیده n مرتبه از دیفرانسیلی

تابعی دیفرانسیلی، ناوردای یک باشد. نقطه�ای تبدیلات از گروه یک G کنیم فرض .١٢.۵.٢ تعریف
بطوریکه: است I : Jn (M) → R مثل دیفرانسیلی

I
(
g(n).

(
x, u(n)

))
= I

(
x, u(n)

)
,

صفر مرتبه دیفرانسیلی ناوردای قبلی، تعریف به توجه با بازمی�گردیم ۶.۵.٢ مثال به .١٣.۵.٢ مثال
کرد بررسی می�توان کند، صدق I (g. (x, u)) = I (x, u) شرط در که است I : E → R چون تابعی



٣۶ دیفرانسیل معادلات هندسی ساختار .٢

یک یا صفر مرتبه دیفرانسیلی ناوردای rیک بنابراین است نظر مورد تابع r =
√
x٢ + u٢ شعاع که

است. معمولی ناوردای
که دید می�توان ترتیب همین به

κ =
uxx

(١+ u٢x)
٣
٢
, w =

xux − u

x+ uux
,

می�باشند. دوم و اول مرتبه دیفرانسیلی ناورداهای ترتیب به

هرگاه: گوییم، تابعی مستقل را I١, ..., Ik دیفرانسیلی ناورداهای .١۴.۵.٢ تعریف

dI١ ∧ ... ∧ dIk ̸= ٠,

اگر: گوییم تابعی مستقل اکیداً و

dx ∧ du(n−١) ∧ dI١ ∧ ... ∧ dIk ̸= ٠.

بگیرید: نظر در را زیر دوم مرتبه معادله .١۵.۵.٢ مثال

uxx +
١
x
ux − eu = ٠, (١٧.٢)

می�شود: بیان زیر به�صورت ،(١٧.٢) معادله با متناظر V برداری میدان معادله، این تقارن�های یافتن برای

V = ζ(x, u)
∂

∂x
+ η(x, u)

∂

∂u
, (١٨.٢)

است: زیر به�صورت آن دوم مرتبه امتداد که

V (٢) = V + ηx
∂

∂ux
+ ηxx

∂

∂uxx
,

آورد. خواهیم به�دست ،(١۶.٢) فرمول طبق را ηxx و ηx ضرایب

ηx = ηx + (ηu − ζx)ux − ζuu
٢
x,

ηxx = ηxx + (٢ηxu − ζxx)ux + (ηuu − ٢ζxu)u٢x
+ ζuuu

٣
x + (ηu − ٢ζx)uxx − ٣ζuuxuxx,

داشت: خواهیم ،(١٧.٢) معادله روی V دوم مرتبه امتداد دادن تاثیر با حال

ηxx − ζ

x٢
ux +

ηx

x
− ηeu = ٠, (١٩.٢)



٣٧ ارز هم تبدیلات .۶.٢

uxx = eu − ux
x
معادله، پیمانه به و می�نماییم جایگذاری ،(١٩.٢) رادر ηxx و ηx ضرایب اکنون

می�نویسیم:

٠ = ηxx + (٢ηxu − ζxx)ux + (ηuu − ٢ζxu)u٢x
− ζuuu

٣
x + (ηu − ٢ζx − ٣ζuux)

(
eu − ux

x

)
+

١
x

[
ηx + (ηu − ζx)ux − u٢xζu

]
− ζ

ux
x٢

− ηeu.

داریم: زیر مشخصه جدول در بنابراین

جمله�ای تک ضرایب
u٣x ζuu = ٠
u٢x ηuu − ٢ζxu + ٢

x
ζu = ٠

ux ٢ηxu − ζxx +
(
ζ
x

)
x
− ٣ζueu = ٠

١ ηxx +
١
x
ηx + (ηu − ٢ζx − η)eu = ٠

(٢٠.٢)

داشت: خواهیم زیر به�صورت را ζ و η ضرایب مشخصه، جدول ضرایب از باانتگرال�گیری

ζ = c١x lnx+ c٢x,

η = −٢ [c١)١+ ln x) + c٢x] ,

هستند. ثابت ضرایب c٢ و c١ به�طوریکه
بود: خواهد زیر به�صورت V٢ و V١ تقارن مولدهای نتیجه در

V١ = x lnx
∂

∂x
− ١)٢+ ln x)

∂

∂u
,

V٢ = x
∂

∂x
− ٢ ∂

∂u
.

ارز هم تبدیلات ۶.٢

تبدیلات روش از دارند، وجود دلخواه توابع آن در که دستگاه�هایی تقارن گروه�های محاسبه و بررسی برای
می�کنند. حفظ را معادلات دستگاه دیفرانسیلی ساختار ارز هم تبدیلات می�کنیم. استفاده ارز هم

به را PDE دستگاه�های از Fk خانواده�ی دیفرانسیل، معادلات دستگاه تعریف کلیت دادن دست از بدون
بگیرید: نظر در زیر صورت

∆ν(x, u
(n), F ) = ٠, ν = ١, . . . ,m, (٢١.٢)



٣٨ دیفرانسیل معادلات هندسی ساختار .٢

متغییرهای به وابسته توابع این است ممکن باشد. F = (F١, . . . , FL) پارامتر یا و تابع L شامل که
باشد. دستگاه از خاصی وابسته�ی و مستقل

به�صورت: (٢١.٢) دستگاه کوچک نهایت بی مولد

V =

p∑
i=١

ξi(x, u)
∂

∂xi
+

q∑
j=١

ηj(x, u)
∂

∂uj
+

l∑
α=١

φα(x, u, F )
∂

∂uα
, (٢٢.٢)

آن در که است.

ξi = ξ(x, u), ηj = ηj(x, u), φα = φα(x, u, F ), (٢٣.٢)

نشان Ṽ با و شده نامیده یافته توسعه امتداد (٢٢.٢) برداری میدان امتداد روش، این در هستند. ضرایب
می�شود. داده

جزئی دیفرانسیل معادلات دستگاه .١.۶.٢ }مثال
vx − u = ٠
vt − k(u)ux = ٠

(٢۴.٢)

می�شود، مشاهده که همانطور می�باشد. u از هموار تابعی k : R −→ R به�طوریکه است، مفروض
برخی نیازمند تقارن�ها یافتن الگوریتم در که دارد، وجود معادلات دستگاه صورت در دلخواه تابع یک

ملاحظاتیست.
برای ،(٢۴.٢) نظیر برداری میدان است، E = R٢ × R٢ معادله این نظیر کامل فضای آنکه به باتوجه

است: زیر به�صورت تقارن گروه یافتن

V = ζ(x, t, u, v)
∂

∂x
+ τ(x, t, u, v)

∂

∂t
+ η(x, t, u, v)

∂

∂u

+ ψ(x, t, u, v)
∂

∂v
+Q(x, t, u, v, k)

∂

∂k
,

از: عبارتست V اول مرتبه امتداد

V (١) = V + ηx
∂

∂ux
+ ηt

∂

∂ut
+ ψx

∂

∂vx

+ ψt
∂

∂vt
+Qx ∂

∂kx
+Qt ∂

∂kt
,

داشت: خواهیم ،(٢۴.٢) معادلات دستگاه روی V (١) دادن اثر با }حال
ψx − η = ٠
ψt −Qux − kηx = ٠

(٢۵.٢)



٣٩ ارز هم تبدیلات .۶.٢

می�آوریم. به�دست زیر صورت به را ηx و ψt و ψx ضرایب نتیجه در

ψx = ψx + (ψv − ζx)vx − ζvv
٢
x − ζuuxvx

− τxvt + ψuux − τuuxvt − τvvxvt,

ψt = ψt + ψuut + (ψv − τt)vt − ζtvx

− ζuvxut − ζvvtvx − τuutvt − τvv
٢
t ,

ηx = ηx + (ηu − ζx)ux + ηvvx − ζuu
٢
x

− ζvvxux − τxut − τuutux − τvvxut.

داشت: خواهیم اول معادله در می�نماییم. جایگذاری ،(٢۵.٢) معادلات دستگاه در را ضرایب اکنون

٠ = (ψx − η) + (ψv − ζx)vx − ζvv
٢
x

− ζuuxvx − τxvt + ψuux − τuuxvt − τvvxvt,

است: زیر به�صورت آن ضرایب جدول

ای جمله تک ضرایب
١ ψx − η = ٠
vx ψv − ζx = ٠
vt τx = ٠
ux ψu = ٠
v٢x −ζv = ٠
vxux ζu = ٠
uxvt τu = ٠
vxvt τv = ٠

(٢۶.٢)

داریم: دستگاه معادله دومین در همچنین

٠ = (ψt − kηx) + (ψu + kτx)ut + (ψv − τt)vt + (−ζt − kηv)vx + (kτv − ζu)utvx

− ζvvxvt + (−kηu + kζx −Q)ux − τvv
٢
t + kζuu

٢
x + kζvvxux + kτuutux − τuutvt,

است: زیر به�صورت مشخصه جدول



۴٠ دیفرانسیل معادلات هندسی ساختار .٢

ای جمله تک ضرایب
vx −ζt − kηv = ٠
vt −τ t + ψv = ٠
ut ψu + kτx = ٠
ux −kηu + kζx −Q = ٠
u٢x kζu = ٠
v٢t −τv = ٠
... ...
١ ψt − kηx = ٠

(٢٧.٢)

می�رسیم: زیر تقارنی مولدهای به مشخصه جداول معادلات توام باحل

V١ =
∂

∂t
, V٢ =

∂

∂x
,

V٣ =
∂

∂v
, V۴ =

∂

∂u
+ x

∂

∂v
,

V۵ = x
∂

∂x
+ v

∂

∂v
+ ٢t ∂

∂t
, V۶ = u

∂

∂u
+ v

∂

∂v
,

V٧ = F (t)
∂

∂t
− kF ′(t)

∂

∂k
, V٨ = v

∂

∂x
− u٢

∂

∂u
+ ٢ku ∂

∂k
,

V٩ = x٢
∂

∂x
+ (v − xu)

∂

∂u
+ xv

∂

∂v
+ ۴xk ∂

∂k
,

V١٠ = xv
∂

∂x
+ u(v − xu)

∂

∂u
+ v٢

∂

∂v
+ ٢(xu+ v)k

∂

∂k
.

جزئی دیفرانسیل معادلات مرتبه کاهش ٧.٢

از استفاده با می�شود. ارائه جزئی دیفرانسیل معادلات دستگاه مرتبه کاهش برای روشی بخش این در
خاص ناورداهای برخی توسط جواب�ها این کرد. پیدا را جواب�ها از وسیعی دسته�ی می�توان روش این
یک تحت که مطالعه مورد دستگاه جواب�های از آن�دسته می�گردند. مشخص دیفرانسیل معادلات دستگاه
آن مرتبه�ی که دیفرانسیل معادلات دستگاه یک حل با می�توان را می�باشد ناوردا r-پارامتری تقارنی گروه

آورد. به�دست است کمتر اصلی دستگاه مرتبه�ی از واحد r
جزئی دیفرانسیل معادلات دستگاه

∆(x, u(n)) = ٠,

نظر در را وابسته و مستقل متغیرهای فضای از O ⊂ X × U ≃ Rp × Rq باز زیرمجموعه روی را
u = f(x) جواب می�کند. عمل O روی که باشد موضعی تبدیلات از گروه یک G کنیم فرض می�گیریم.



۴١ جزئی دیفرانسیل معادلات مرتبه کاهش .٧.٢

لاپلاس معادله�ی مثال، باشد.برای ناوردا گروه، تبدیلات تحت اگر می�گوییم G-ناوردا را بالا دستگاه از
دوبعدی

uxx + uyy = ٠,

جواب این است. لاپلاس معادله برای بنیادی جواب یک u = ln(x٢ + y٢) تابع می�گیریم. نظر در را
پارامتری یک گروه تحت

SO(٢) : (x, y, u) 7−→ (x cos θ − y sin θ, x sin θ + y cos θ, u),

معادلات دستگاه یک از G-ناوردا جواب رایک u = f(x) جواب دیگر، به�عبارت است. ناوردا
O از G-ناوردا مجموعه زیر یک موضعا Γ(f) = (x, f(x)) آن گراف اگر می�گوییم جزئی دیفرانسیل

باشد.
جواب�های از هریک می�توان آنگاه ∆باشد، = ٠ جزئی دیفرانسیل معادلات دستگاه از تقارنی گروه Gاگر
دستگاه این آورد. به�دست دیفرانسیل معادلات یافته�ی کاهش دستگاه حل با را ∆ = ٠ G-ناوردای

است. اصلی دستگاه به نسبت کمتری متغیرهای دارای که می�دهیم، نشان ∆/G با را یافته کاهش
(x, u) ∈ E و g ∈ G اگر یعنی باشد، O روی تصویری تبدیلات از موضعی گروه یک G کنیم فرض

صورت این در باشد

(x̄, ū) = g.(x, u) = (ϕg(x), ψg(x, u)).

تعریف X ⊂ E باز مجموعه�ی زیر روی که می�دهیم، نمایش x̄ = g.x = ϕg(x) به�صورت را عمل این
بدیهی نتیجه p = s حالت (در p > s به�طوریکه باشد، عمل این مدارات بعد s کنیم فرض می�شود.
مستقل ناوردای p− s این�صورت در ندارد.) وجود G-ناوردایی تابع هیچ s > p اگر حالی�که در است،
Ω ⊂ X باز زیرمجموعه�ی روی تصویری تبدیلات گروه از y١ = η١(x), . . . , yp−s = ηp−s مانند تابعی
روی G عمل از دیگر ناوردای q می�توان به�علاوه، هستند. ناوردا O روی توابع این از هریک دارد. وجود
مجموعه�ی یک ηi ناورداهای همراه به که کرد، پیدا را v١ = ζ١(x, u), . . . , vq = ζq(x, u) به�شکل O
به�صورت را ناورداها این مجموعه�ی می�سازد. O روی G برای تابعی مستقل ناوردای p+ q−s از کامل

y = η(x), v = ζ(x, u), (٢٨.٢)

v-ها و جدید مستقل متغیرهای به�عنوان را y-ها یافته کاهش دستگاه در بعد به این از می�دهیم. نشان
p − s به مستقل متغیرهای تعداد که کنید توجه می�گیریم. نظر در جدید وابسته متغیرهای به�عنوان را

می�یابد. کاهش y١, . . . , yp−s متغیر
متغیرهای شامل ،v = h(x) دلخواه توابع و u = f(x) G-ناوردای توابع بین یک به یک تناظر یک حال
متغیر p− s با y = η(x) دستگاه برای را ضمنی تابع قضیه�ی تناظر این یافتن برای می�کنیم. پیدا جدید
و می�دهیم، نشان x̃ = xi١ , . . . , xip−s با y١, . . . , yp−s جای به را جدید متغیرهای این می�بریم. بکار
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با می�توان را دستگاه جواب بنابراین می�دهیم. نشان x̂ = (xj١ , . . . , xjs) با را مانده باقی متغیر s

x̃ = γ(x̂, y), (٢٩.٢)

و اصلی متغیرهای را ، x̃ نخست، متغیر p − s است. تعریف خوش تابع یک γ به�طوریکه داد، نشان
ماتریس زیر یک بنابراین می�گیریم. نظر در پارامتری متغیرهای به�عنوان را ،x̂ دیگر، مانده باقی متغیر s

مانند ژاکوبین دستگاه از −p)-بعدی s)× (p− s) پذیر وارون

(
∂ηj

∂x̃i

)
ij

,

برحسب v = ζ(x, u) ناورداهای دستگاه حل برای ضمنی تابع قضیه بکارگیری با دارد. وجود
نوشت: می�توان x̂ پارامتری ومتغیرهای (x, u) متغیرهای جای به (y, u) متغیرهای

u = δ̃(x, v) = δ̃(x̂, γ(x̂, y), v) ≡ δ(x̂, y, v). (٣٠.٢)

به�شکل O روی را G-ناوردا توابع (٣٠.٢) و (٢٨.٢) آنگاه باشد، هموار تابع یک v = h(y) اگر

u = f(x) = δ (x̂, η(x), h(η(x))) , (٣١.٢)

تابعی که دید می�توان به�سادگی آنگاه باشد، O روی هموار تابعی u = f(x) اگر برعکس می�کنند. تولید
معادلند. موضعا (٣١.٢) با متناظر تابع و f به�طوریکه دارد وجود v = h(x) مانند

به روش این دهند. کاهش را دیفرانسیل معادله یک مرتبه�ی می�توانند G-ناوردا توابع چگونه که دیدیم
داد. تعمیم نیز ای نقطه تبدیلات به را آن می�توان اما دارند اختصاص تصویری تبدیلات

بگیرید: نظر در را ،١ ZKB ٣-بعدی معادله .١.٧.٢ مثال
ut + auux + buxxx + cuxyy − duxx − euyy = ٠, (٣٢.٢)

چگالی، جرم، قبیل از فیزیکی کمیت�های شامل که هستند مثبت ثابت مقادیر ،e ،d ،c ،b ،a به�طوریکه
است. و... یون فرکانسی حرکت پلاسما، فرکانس مغناطیسی، میدان

می�دهند، نشان را زمان و فاصله�ای متغییرهای به�ترتیب که هستند مستقل متغییرهای t و y ،x حالیکه در
می�دهد. نشان را موج که است وابسته متغییر u(x, y, t) و
داریم: زیر صورت به را ،(٣٢.٢) معادله تقارن مولدهای

V١ =
∂

∂x
, V٢ =

∂

∂y
,

V٣ =
∂

∂t
, V۴ = t

∂

∂x
+
١
a

∂

∂u
.

١Zakharov-Kuznetso-Burgers
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است: زیر به�صورت V١ با متناظر مشخصه معادلات دستگاه

dx

١ =
dy

٠ =
dt

٠ =
du

٠ ,

از: عبارتند شده حاصل ناورداهای فوق، مشخصه معادله حل با نتیجه در
z = y, w = t, r = f(z, w).

بود: خواهد زیر به�صورت یافته کاهش معادله بنابراین
fw − efzz = ٠.

داریم: V٢ به�ازای حال

h = x, w = t, r = f(h,w).

به�صورت: یافته کاهش معادله
fw − affh + bfhhh − dfhh = ٠,

داشت: خواهیم را زیر یافته کاهش معادله مشابه بطور V٣ برای همچنین

affh + bfhhh + cfhzz − dfhh − efzz = ٠.

است: زیر به�صورت مشخصه معادلات دستگاه V۴ مولد به�ازای

dx

t
=

dy

٠ =
dt

٠ = adu,

از: عبارتند شده حاصل ناورداهای درنتیجه

z = y, w = t, r = f(w, z) +
x

at
.

است: زیر به�صورت V۴ مولد با متناظر ،(٣٢.٢) یافته کاهش معادله

wfw − ewfzz + f = ٠.

مدل این در می�باشد. غیرخطی دینامیکی دستگاه یک کننده�ی توصیف ،٢ DKS معادله .٢.٧.٢ مثال
می�کند: صدق زیر چهار مرتبه از جزئی دیفرانسیل معادله در h = h(x, y, t) وابسته متغییر غیرخطی،

∂h

∂t
= ∇٢h−∇۴h+ | ∇h |٢ −αh ∇ = (

∂

∂x
,
∂

∂y
), (٣٣.٢)

٢Damped Kuramoto-Sivashinsky
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٧-بعدی تقارنی گروه یک دارای که است، شده تعریف (x, y, t, h) مختصات دستگاه در معادله این
است: زیر شرح به

V١ =
∂

∂x
, V٢ =

∂

∂y
, V٣ =

∂

∂t
,

V۴ = e−αt
∂

∂h
, V۵ = y

∂

∂x
− x

∂

∂y
,

V۶ = e−αt
∂

∂x
+

(
α

٢

)
xe−αt

∂

∂h
,

V٧ = e−αt
∂

∂y
+

(
α

٢

)
ye−αt

∂

∂h

از: عبارت�است مشخصه معادلات دستگاه V۶ تقارنی مولد ازای به

dx

e−αt
=

dy

٠ =
dt

٠ =
٢dh
αxe−αt

. (٣۴.٢)

از: عبارتند شده حاصل ناورداهای فوق معادله حل با نتیجه، در

z = y, w = t, r = h− ١
۴αx

٢. (٣۵.٢)

می�باشد: زیر کلی فرم به جوابی دارای (٣٣.٢) معادله ناوردا، آخرین به توجه با

h = f(z, w) +
١
۴αx

٢, (٣۶.٢)

آورد. به�دست را f(z, w) می�توان (٣٣.٢) معادله در فوق ناوردای جواب کردن جایگزین با اکنون
می�باشد: زیر دیفرانسیل معادله از جوابی تابع، این که می�گردد ملاحظه

fw + fzz + f۴z − f٢z + αf +
١
٢α = ٠.

از: عبارتند شده حاصل ناورداهای V٣ تقارنی مولد ازای به همچنین

z = x, w = y, r = h, h = f(z, w),

بود: خواهد زیر به�صورت یافته کاهش معادله نتیجه در

fzz + fww + f۴z + ٢fzzww + f۴w − (f٢z ) + f٢w + αf = ٠.
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بود: خواهد زیر صورت به ناورداها V١ + V٣ ترکیب در همچنین

z = x, w = t− x, r = h, h = f(z, w),

داشت: خواهیم زیر به�صورت را یافته کاهش معادله

fw + fww + fzz + f۴w + ٢fzzww + f۴z − (f٢w + f٢z ) + αf = ٠.





٣ فصل

برهمکنش معادله وجواب�های لی تقارنهای
دوپلر اثر تحت الکترون-الکترومغناطیسی

عادی غیر

میدان یا الکتریکی میدان به�وسیله باردار ذرات آن در که است اتمی ذرات شتابدهنده یک سیکلوترون
میشوند. داده شتاب زیادی بسیار های سرعت تا مغناطیسی

موج با و است سرعت∥νشناور B٠با ثابت مغناطیسی میدان میان در پرتو�الکترون یک کنیم می فرض
عادی غیر دوپلر الکترون سیکلوترون رزونانس شرایط تحت سیار الکترومغناطیسی

ω − kν∥ = −ωH , (١.٣)

می�کند. برهمکنش
لورنتز فاکتور و جرم الکترون، بار γوm،e الکترون، سیکلوترون فرکانس ω = eB٠/mγ آن در که

هستند.
آن به که خاص هایی فرکانس در دامنه بیشینه با نوسان به سیستم تمایل از عبارتست تشدید یا رزونانس

می�گویند. تشدید فرکانس یا رزونانس فرکانس
سرعت از ν∥ سرعت که شود می حفظ زمانی رزونانس شرط که است مشهود کاملا (١.٣) معادله در

باشد. بیشتر الکترومغناطیسی موج νph = ω/k فازی
کند. حرکت نور سرعت با الکترومغناطیسی نوسانگر یک که دهد می رخ زمانی عادی غیر دوپلر اثر

است. شده کشیده عادی غیر دوپلر سیکلوترون رزونانس میزر کلی طرح تصویر(١)، در
را تقویت عمل بالاتر، انرژی سطح به مولکول�ها یا اتم�ها تحریک با که است موجی ریز کننده تقویت میزر

دهد. می انجام
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موج با برهمکنش طول در دارند. محوری حرکت می�شوند، تزریق موجبر در که الکترون�هایی
آورند می بدست دورانی انرژی و داده دست از را خود انتقالی انرژی ها الکترون الکترومغناطیسی

شود. می القا الکترون پرتو در سیکلوترون آرام موج منفی انرژی شرایطی، چنین در
زیر جزئی دیفرانسیل معادلات دستگاه با الکترون سیکلوترون رزونانس میزر در الکترون موج برهمکنش

و مدور پولاریزاسیون با مایکروویو موج بیانگر a(z, t) = ax + iay که شود می توصیف
دستگاه و الکترون شده نرمالیزه انتقالی تکانه نشان�دهنده p(z, t) = px + ipy

∂a

∂z
+
∂a

∂t
= p,

∂p

∂z
+ ip |p|٢ = a.

(٢.٣)

تقویت باعث برهمکنش این که دید خواهیم ادامه در باشد. می سیستم فیزیکی ماهیت کننده توصیف
شد. خواهد ماکروویوی موج

گروه لی جبر کاندیدای عنوان به را کوچک نهایت بی مولد ابتدا (٢.٣) دستگاه تقارن گروه یافتن برای
محک قضیه از استفاده با و دهیم می ادامه معادله مرتبه تا را مولد این سپس گیریم، می نظر در تقارن
این در دهیم. می قرار صفر مساوی آن پیمانه به و داده اثر معادله روی را برداری میدان امتداد ناوردای
به مولد ضرایب دستگاه این حل با و رسیم می مشخصه معادله بنام PDEخطی دستگاه یک به مرحله
نقطه�ای های تقارن که یابیم می جزئی دیفرانسیل معادله دستگاه این برای تقارن مولد چهار آید. می دست

رسید. خواهیم متشابه خود های جواب به ها مولد ترکیب با آنگاه دهد، می نشان را (٢.٣) معادله
مدوله فرکانس کننده توصیف که رسید خواهیم ای متشابه خود جواب به V۴وV٣ های مولد خطی ترکیب با

است. پالس شده
که دهد می نتیجه را ODE دستگاهی که رسیم می ای متشابه خود جواب به V٣ تقارن مولد از استفاده با

است. سیکلوترون میزر در الکترومغناطیسی های پالس فشردگی و تقویت کننده توصیف
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معادله تقارنی گروه ١.٣

E = R٢ ×R۴ کامل فضای روی که خطی غیر است دستگاهی (٢.٣) جزئی دیفرانسیل معادله دستگاه
نویسیم. می زیر به�صورت را (٢.٣) معادله z −→ z − t جایگذاری با است. شده تعریف

{
at = p,

pz + ip |p|٢ = a.
(٣.٣)

٢|p|داریم: = pp∗اینکه به توجه }با
at = p,

pz + ip٢p∗ = a.
(۴.٣)

p∗ و a∗ ،p ،a وابسته متغیر چهار tو zو مستقل متغیر دو شامل دیفرانسیل معادلات دستکاه این
برداری میدان اول مرتبه امتداد است، اول مرتبه معادله چون باشد. می

V = ξt (z, t, a, p, a
∗, p∗)

∂

∂t
+ ξz (z, t, a, p, a

∗, p∗)
∂

∂z
+ φa (z, t, a, p, a

∗, p∗)
∂

∂a

+ φp (z, t, a, p, a
∗, p∗)

∂

∂p
+ φa∗ (z, t, a, p, a

∗, p∗)
∂

∂a∗
+ φp∗ (z, t, a, p, a

∗, p∗)
∂

∂p∗
,

داشت: خواهیم زیر صورت به ٩.۵.٢ به�قضیه توجه با را

V (١) = V + φta
∂

∂at
+ φza

∂

∂az
+ φtp

∂

∂pt
+ φzp

∂

∂pz

+φta∗
∂

∂a∗t
+ φza∗

∂

∂s∗z
+ φtp∗

∂

∂p∗t
+ φzp∗

∂

∂p∗z
, (۵.٣)

داریم: و داده اثر (۴.٣) معادله روی را V (١) ،۵.۵.٢ قضیه به توجه }با
φta = φp,

φzp + ٢ipp∗φp + ip٢φp∗ = φa.
(۶.٣)

است: زیر به�صورت ،V برداری میدان مشخصه�های (١۶.٢) رابطه طبق

Qa = φa − ξtat − ξzaz − ξtpt − ξzpz

−ξta∗t − ξza
∗
z − ξtp

∗
t − ξzp

∗
z,

Qp = φp − ξtat − ξzaz − ξtpt − ξzpz

−ξta∗t − ξza
∗
z − ξtp

∗
t − ξzp

∗
z.
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داشت: خواهیم زیر به�صورت (١۴.٢) رابطه طبق را Dz و Dt مشتق عملگرهای حال

Dt =
∂

∂t
+ at

∂

∂a
+ pt

∂

∂p
+ a∗t

∂

∂a∗
+ p∗t

∂

∂p∗
+ att

∂

∂at
+ azt

∂

∂az

+ ptt
∂

∂pt
+ ptz

∂

∂pz
+ a∗tt

∂

∂a∗t
+ a∗zt

∂

∂a∗z
+ p∗tt

∂

∂p∗t
+ p∗zt

∂

∂p∗z
,

Dz =
∂

∂z
+ az

∂

∂a
+ pz

∂

∂p
+ a∗z

∂

∂a∗
+ p∗z

∂

∂p∗
+ atz

∂

∂at
+ azz

∂

∂az

+ ptz
∂

∂pt
+ pzz

∂

∂pz
+ a∗tz

∂

∂a∗t
+ a∗zz

∂

∂a∗z
+ p∗tz

∂

∂p∗t
+ p∗zz

∂

∂p∗z
.

می�پردازیم: (١۶.٢) رابطه طبق φzp و φta ضرایب محاسبه به حال

φta = DtQa + ξtatt + ξzazt + ξtptt + ξzpzt + ξta
∗
tt + ξza

∗
zt + ξtp

∗
tt + ξzp

∗
zt,

= φat + atφaa + ptφap + a∗tφaa∗ + p∗tφap∗ − ξttat − ξtaa
٢
t − ξtpatpt

− ξta∗ata
∗
t − ξtp∗atp

∗
t − ξztaz − ξzaataz − ξzpazpt − ξza∗aza

∗
t − ξzp∗azp

∗
t

− ξttpt − ξtaatpt − ξtpp
٢
t − ξta∗pta

∗
t − ξtp∗ptp

∗
t − ξztpz − ξzapzat

− ξzppzpt − ξza∗pza
∗
t − ξzp∗pzp

∗
t − ξtta

∗
t − ξtaa

∗
tat − ξtppta

∗
t − ξta∗a

∗٢
t

− ξtp∗a
∗
tp

∗
t − ξzta

∗
z − ξzaa

∗
zat − ξzpa

∗
zpt − ξza∗a

∗
ta

∗
z − ξzp∗p

∗
ta

∗
z

− ξttp
∗
t − ξtap

∗
tat − ξtpp

∗
tpt − ξta∗p

∗
ta

∗
t − ξtp∗a

∗
tp

∗
t − ξztp

∗
z

− ξzap
∗
z − ξzap

∗
zat − ξzpptp

∗
z − ξza∗a

∗
tp

∗
z − ξzp∗p

∗
tp

∗
z,

φzp = DzQp + ξtatz + ξzazz + ξtptz + ξzpzz + ξta
∗
tz + ξza

∗
zz + ξtp

∗
tz + ξzp

∗
zz,

= φpz + azφpa + pzφpp + a∗zφpa∗ + p∗zφpp∗ − ξtzat − ξtaataz − ξtpatpz

− ξta∗ata
∗
z − ξtp∗atp

∗
z − ξzzaz − ξzaa

٢
z − ξzpazpz − ξza∗aza

∗
z − ξzp∗azp

∗
z

− ξtzpt − ξtaazpt − ξtpptpz − ξta∗pta
∗
z − ξtp∗ptp

∗
z − ξzzpz − ξzapzaz

− ξzpp
٢
z − ξza∗pza

∗
z − ξzp∗pzp

∗
z − ξtza

∗
t − ξtaa

∗
taz − ξtppza

∗
t − ξta∗a

∗
ta

∗
z

− ξtp∗p
∗
zp

∗
t − ξzzp

∗
z − ξzap

∗
zaz − ξzpp

∗
zpz − ξza∗a

∗
zp

∗
z − ξzp∗p

∗٢
z .



۵١ معادله تقارنی گروه .١.٣

طرف دو در p∗ و a∗ ، p ، a مشتقات ضرایب دادن قرار مساوی و (۶.٣) در φzp و φta باجایگذاری
رسید: خواهیم زیر جداول به تساوی�ها

ای جمله تک ضرایب
at φaa − ζtt = ٠
pt φap + ζtt = ٠
a∗t φaa∗ − ζtt = ٠
p∗t φap∗ − ζtt = ٠
a٢t −ζta = ٠
atpt −ζtp − ζta = ٠
... ...
az −ζzt = ٠

(٧.٣)

ای جمله تک ضرایب
az φap − ζzz = ٠
pz φpp + ζzz = ٠
a∗z φpa∗ − ζzz = ٠
p∗z φpp∗ − ζzz = ٠
at −ζtz = ٠
ataz −ζta = ٠
... ...
p∗

٢
z −ζzp∗ = ٠

(٨.٣)



۵٢ عادی غیر دوپلر اثر تحت الکترون-الکترومغناطیسی برهمکنش معادله وجواب�های لی تقارنهای .٣

داشت: خواهیم مشخصه معادلات دستگاه توام حل با

ξt = c٣t+ c١,

ξz = −c٣z + c٢,

φa =

(
٣
٢c٣ + ic۴

)
a,

φp =

(
١
٢c٣ + ic۴

)
p.

نقطه�ای تقارن�های جبرلی بنابراین هستند. دلخواه ثابت�های ، k = ١, . . . ,۴ به�ازای ck ∈ R به�طوریکه
می�شود. تولید زیر برداری میدان�های توسط (٣.٣) معادله

V١ =
∂

∂x
,

V٢ =
∂

∂z
,

V٣ = t
∂

∂t
− z

∂

∂z
+
٣
٢

(
a
∂

∂a
+ a∗

∂

∂a∗

)
+
١
٢

(
p
∂

∂p
+ p∗

∂

∂p∗

)
,

V۴ = i

(
a
∂

∂a
− a∗

∂

∂a∗

)
+ i

(
p
∂

∂p
− p∗

∂

∂p∗

)
.

می�دهند. جبرلی یک تشکیل فوق برداری میدان�های که می�دهد نشان زیر جابجاگرهای جدول

[ , ] V١ V٢ V٣ V۴

V١ ٠ ٠ V١ ٠
V٢ ٠ ٠ −V٢ ٠
V٣ −V١ V٢ ٠ ٠
V۴ ٠ ٠ ٠ ٠

(٩.٣)



۵٣ معادله تقارنی گروه .١.٣

، z′|ε=٠ = z ، t′|ε=٠ = t اولیه باشرایط را زیر معادلات تقارن تبدیلات گروه محاسبه برای
می�کنیم: حل p′|ε=٠ = p و a′|ε=٠ = a

dt′

dε
= ξt(t

′, z′, a′, p′),
dz′

dε
= ξz(t

′, z′, a′, p′),

da′

dε
= φa(t

′, z′, a′, p′),
dp′

dε
= φp(t

′, z′, a′, p′), (١٠.٣)

زیر به�صورت Vi توسط تولیدشده Gi پارامتری یک گروه�های i = ١, . . . ,۴ ، Vi هر به�ازای بنابراین
بود: خواهد

G١ : (t+ ε, z, a, p) ,

G٢ : (t, z + ε, a, p) ,

G٣ :
(
eεt,

z

eε
, e

٣ε
٢ a, e

ε
٢p
)
,

G۴ :
(
t, z, aeiε, peiε

)
.

G۴ و G٣ همچنین هستند، z مکان و t زمان به نسبت انتقال تبدیلات گروه به�ترتیب G٢ و G١ گروه
هستند. تجانس تبدیلات گروه

آنگاه: باشند، (٢.٣) معادلات های جواب p = p(t, z) و a = a(t, z) اگر

G١ : a = a(t− ε, z), p = p(t− ε, z),

G٢ : a = a(t, z − ε), p = p(t, z − ε),

G٣ : a = e
−٣ε/٢a

(
e−εt, eεz

)
, p = e

−ε
٢ p
(
e−εt, eεz

)
,

G۴ : a = e−iεa(t, z), p = e−iεp(t, z),

می�باشند. معادلات این دیگر جواب�های



۵۴ عادی غیر دوپلر اثر تحت الکترون-الکترومغناطیسی برهمکنش معادله وجواب�های لی تقارنهای .٣

معادله گروهی ناوردای جواب�های ٢.٣

به�صورت: V٢ و V١ مولدهای خطی ترکیب

V١ + cV٢ =
∂

∂t
+ c

∂

∂z
,

داد: خواهد نتیجه زیر به�صورت را (٣.٣) معادله سیار موج جواب�های

a = a(z − ct),

p = p(z − ct).

به�صورت: ،که △ ∈ R، V١ − V٢ −△V۴ خطی ترکیب در همچنین

V =
∂

∂t
− ∂

∂z
−∆i

(
a
∂

∂a
− a∗

∂

∂a∗

)
−∆i

(
p
∂

∂p
− p∗

∂

∂p∗

)
,

داریم: است،
dt

١ =
dz

−١ =
da

−∆ia
=

da∗

∆ia∗
=

dp

−∆ip
=

dp∗

∆ip∗
. (١١.٣)

داشت: خواهیم را زیر ناورداهای (١١.٣) مشخصه معادلات باحل

a(z, t) = A(z′)e∆it,

p(z, t) = P (z′)e∆it, (١٢.٣)

است. z′ = z + t به�طوریکه
،∆ به�طوریکه می�کند، توصیف را هارمونیک فرکانس تک ورودی سیگنال تقویت (١٢.٣) جواب�های
می�دهد. نشان را (١.٣) عادی غیر دوپلر اثر رزونانس فرکانس و ورودی سیگنال فرکانس بین تطابق عدم
زیر خطی غیر معمولی دیفرانسیل معادلات حل به (١٢.٣) جواب در P و A دامنه آوردن به�دست برای

داشت: خواهیم (٣.٣) معادلات دستگاه در (١٢.٣) رابطه جایگذاری با که }می�پردازیم
dA
dz′

+ i∆A = P,
dP
dz′

+ iP |P |٢ e٢i∆ = A.
(١٣.٣)

حل P (٠) = ٠ و A(٠) = A٠ اولیه باشرایط تنها (١٣.٣) معمولی دیفرانسیل معادلات دستگاه
می�باشد. ورودی سیگنال دامنه A(٠) که می�شود،



۵۵ متشابه خود جواب�های .٣.٣

متشابه خود جواب�های ٣.٣

می�دهد. ما به را (٣.٣) معادله از خودمتشابه جواب�های G٣ پارامتری یک گروه تجانس تبدیلات ناوردای
مشخصه: معادلات حل با

dt

t
=

dz

−z
=

٢da
٣a =

٢dp
p
,

داریم:

a = t
٣
٢A(χ),

p = t
١
٢P (χ), (١۴.٣)

است. خودمتشابه متغیر χ = tz به�طوریکه
می�رسیم. زیر معمولی دیفرانسیل معادلات دستگاه به (٣.٣) دستگاه در (١۴.٣) رابطه جانشانی با }حال

χdA
dχ

+ ٣
٢A(χ) = P (χ),

dP
dχ

+ iP |P |٢ = A(χ).
(١۵.٣)

حل عددی به�صورت P (٠) = ٣
٢A(٠) اولیه شرط و χ = ٠ تکینگی نقاط باحذف (١۵.٣) معادله

است. شده داده نشان A(٠) مختلف مقادیر به�ازای خودمتشابه جواب�های (٢) تصویر در است، شده



۵۶ عادی غیر دوپلر اثر تحت الکترون-الکترومغناطیسی برهمکنش معادله وجواب�های لی تقارنهای .٣

می�دهد. نشان را الکترومغناطیسی پالس�های از نوسانی دنباله یک (a) تصویر(٢)، در
دورانی حرکت الکترومغناطیسی پالس با برهمکنش طول در الکترون�ها که می�دهد نشان (b)،(٢)تصویر
تغییر بدون جواب�ها کیفی مقدار ،A(٠)افزایش با پالس دامنه و سرعت افزایش درپی می�آورند. به�دست

ماند. خواهد باقی
توزیع P (χ) و A(χ) خودمتشابه جواب از الکترومغناطیسی، پالس�های تکامل تصاویر بهتر درک برای
تصویر(٣)، در (z, t) صفحه در p = t

١
٢P ((z − t)t) دورانی حرکت و a = t

٣
٢A ((z − t)t) میدان

می�دهد. نشان را پالس فشردگی و افزایش فرآیند به�وضوح تصویر(٣)، است. شده کشیده
ماکسیمم آن�گاه t −→ ∞ صورتی�که در است، χ = (z− t)tبه�صورت خودمتشابه متغیر به�اینکه باتوجه

طور به موج طول زمانی�که تا پالس دامنه راس بنابراین می�کند. میل z = t خط به پالس مجانبی مسیر
یافت. خواهد افزایش z ٣

٢ با متناسب یابد، کاهش z با خطی
تولید در اساسی نیازی زیرا است، برخوردار بالایی اهمیت از الکترونیکی مایکروویوهای در بحث این

است. بالا قدرت با کوتاه خیلی مایکروویوی های پالس
t −→ ∞ زمانی�که ، (١۴.٣) رابطه طبق زیرا دارد، بیشتری تحقیقات به نیاز خودمتشابه جواب این البته

می�کند. میل صفر به پالس عرض و دامنه
خودمتشابه جواب این برای مرزی شرطی می�توان چگونه که است این می�شود مطرح که سوالی حال

یافت؟
در کوچک الکترومغناطیسی پالس یک کوچک، خیلی مایکروویوی پالس�های تقویت با آزمایشات، در
در ν∥ ثابت سرعت با مستقیم مسیر در آشفته غیر پرتو یک نتیجه در می�شود. تزریق موجبر ورودی



۵٧ شده مدوله بافرکانس خودمتشابه جواب�های .۴.٣

است: زیر به�صورت (٣.٣) معادله برای مناسب مرزی شرایط یک بنابراین می�شود. تزریق سیستم

a(z = ٠, t) = ain(t)

p(z = ٠, t) = ٠ (١۶.٣)

که معناست بدین دوم شرط باشد. کوچک دامنه با متمرکزشده پالس به�صورت باید ain به�طوریکه
مطابقت (١۵.٣) تجانس ناوردای جواب�های با شرایط این حال دارند. طولی سرعت تنها الکترون�ها

دارد.

شده مدوله بافرکانس خودمتشابه جواب�های ۴.٣

بدین فرکانس مدولاسیون است. دیگر سیگنالی در اطلاعات حاوی سیگنال گنجاندن فرآیند مدولاسیون
شود. داده تغییر شده اعمال سیگنال تغییرات اساس بر حامل سیگنال فرکانس که معناست

می�کنند، توصیف را شده مدوله فرکانس با خودمتشابه پالس تکامل که معادلاتی حل به بخش این در
می�پردازیم.

به�صورت: ،∆ ∈ R ، V٣ +∆V۴ خطی ترکیب از معادلات این

V = t
∂

∂t
− z

∂

∂z
+

(
٣
٢a+∆ia

)
∂

∂a
+

(
٣
٢a

∗ −∆ia∗
)

∂

∂a∗

+

(
١
٢p+∆ip

)
∂

∂p
+

(
١
٢p

∗ −∆ip∗
)

∂

∂p∗
,

دیفرانسیل: معادلات حل با آمد. خواهد به�دست

dt

t
=

dz

−z
=

da
٣
٢a+∆ia

=
da∗

٣
٢a

∗ −∆ia∗
=

dp
١
٢p+∆ip

=
dp∗

١
٢p

∗ −∆ip∗
, (١٧.٣)

داشت: خواهیم

a = t
٣
٢A(χ)ei∆ln t,

p = t
١
٢P (χ)ei∆ln t, (١٨.٣)

است. خودمتشابه متغییر χ = − t
z
به�طوریکه

می�رسیم: زیر معمولی دیفرانسیل معادلات دستگاه به (٣.٣) معادله در (١٨.٣) رابطه جانشانی با حال

{
χdA

dχ
+
(٣
٢ + i∆

)
A = P,

dP
dχ

+ iP |P |٢ = A.
(١٩.٣)



۵٨ عادی غیر دوپلر اثر تحت الکترون-الکترومغناطیسی برهمکنش معادله وجواب�های لی تقارنهای .٣

p = px+ ipy و است مدور پولاریزاسیون با مایکروویوی موج بیانگر a = ax+ iay به�اینکه باتوجه
cos(∆ ln t) مدولاسیون px و ax (١٨.٣) طبق بنابراین است. الکترون شده نرمالیزه انتقالی تکانه بیانگر

باشند. شده مدوله sin(∆ ln t) با py و ay زمانی�که تا خواهندشد
مشابه که است شده داده نشان عددی به�صورت (a) ،(۴) تصویر در (١٩.٣) معادلات جواب�های

می�کند. توصیف می�یابد، انتشار موجبر در زمانی�که تا را پالس وفشردگی تقویت (١۵.٣) معادلات
می�یابد. کاهش دامنه راس و مقدار ،∆ افزایش با می�بینیم (a) تصویر(۴)، در که همانطور

نشان را مشابه رفتاری ،(١.٣) رزونانس فرکانس حامل کوچک پالس یک تقویت عددی سازی�های شبیه
: شرایط با ،(٢.٣) معادلات عددی حل می�دهد.

a(z = ٠, t) = ٠٫ ٢e−(٢t)٢ei∆t,

p(z = ٠, t) = ٠. (٢٠.٣)

مشاهده که همانطور می�دهد. نشان ∆ مختلف مقادیر و t = ٠ به�ازای را |a| مقادیر (b) تصویر(۴)، در
می�یابد. کاهش پالس تقویت مقدار و راس ،∆ افزایش با می�کنیم
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Abstract

In this thesis, we study Lie symmetry method for interaction equation of electron cy-
clotron oscillator with an electromagnetic wave under condition of the anomalous Doppler
effect, for finding and analysis scaling invariance of the system and self-similar solutions.
This solutions describe amplification and compression of an electromagnetic pulse.
This results of theoretical analysis are confirmed by numerical simulations.

keywords: Partial differential equations, Differential equations symmetry, Invariant-
group solutions, Anomalous Doppler effect, self-similar solution, Pulse compression.
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