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ণپاس ච໋اری
و تشکر کمال خورسندی مهدی رضا دکتر آقای جناب راهنمایم استاد از می دانم وظیفه برخود آغاز در
اثر این رسیدن انجام به در بنده یاریگر بی شک ایشان، بی دریغ راهنمایی های که باشم داشته را قدردانی
از همچنین گزارم. سپاس گرفتند، عهده بر را مشاوره زحمت که جعفری راد، نادر دکتر آقای از و بود
را پایان نامه داوری زحمت که جعفری حیدر سید دکتر آقای و هاشمی ابراهیم دکتر آقای محترم، اساتید

دارم. را تشکر کمال داده اند انجام

زاده ඟ໋گا਩ی ૮ࣹن
۹۵ ඼ෙय़



ଓฬ ৎ࠻ھد
علوم دانشکده محض ریاضی رشته ارشد کارشناسی دانشجوی زاده گرگانی حسن اینجانب
گراف های از برخی در احاطه گری عنوان با پایان نامه نویسنده شاهرود، صنعتی دانشگاه ریاضی

می شوم: متعهد خورسندی مهدی رضا دکتر راهنمایی تحت ، حلقه ها به وابسته

است. برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط پایان نامه این در تحقیقات •

است. شده استناد استفاده مورد مرجع به پژوهش گران، دیگر پژوهش های نتایج از استفاده در •

امتیازی یا مدرک نوع هیچ دریافت برای دیگری فرد یا خود، توسط کنون تا پایان نامه، این مطالب •
است. نشده ارایه هیچ جا در

“ نام با مستخرج مقالات و دارد، متعلق شاهرود صنعتی دانشگاه به اثر، این معنوی حقوق •
خواهد چاپ به “ Shahrood University of Technology “ یا “ شاهرود صنعتی دانشگاه

رسید.

مقالات در بوده اند، تاثیرگذار پایان نامه اصلی نتایج آوردن به دست در که افرادی تمام معنوی حقوق •
می گردد. رعایت پایان نامه از مستخرج

شده استفاده آنها) بافت های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •
است. شده رعایت اخلاقی اصول و ضوابط است،

یافته دسترسی افراد شخصی اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •
است. شده رعایت انسانی اخلاق اصول و رازداری اصل است، شده استفاده) (یا

زاده ඟ໋گا਩ی ૮ࣹن
۹۵ ඼ෙय़

ඩিر ऑق و ষتا৆ج مالࢁࢹت
رایانه ای، برنامه های کتاب، مستخرج، ( مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
مطلب این می باشد. شاهرود صنعتی دانشگاه به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم افزارها

شود. ذکر مربوطه علمی تولیدات در مقتضی، نحو به باید

نمی باشد. مجاز منبع ذکر بدون پایان نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده •



چൊیده
مقسوم علیه های تمام مجموعه ی ترتیب به U(R) و Z(R) و (١ ̸= ٠) یکدار حلقه ای R کنید فرض
صورت به را G(R) و AG(R) ،Γ(R) گراف های صورت این در باشند. R حلقه ی یکه ی عناصر و صفر

می کنیم: تعریف زیر
Z(R) \ {٠} آن رئوس مجموعه که می باشد R حلقه ی صفر مقسوم علیه های به وابسته گراف Γ(R)

.yx = ٠ یا xy = ٠ اگر فقط و اگر مجاورند ،y و x متمایز رأس دو و می باشد
ایده آل های آن، رئوس که است R جابه جایی حلقه ی پوچ ساز ایده آل های به وابسته گراف AG(R)

مجاورند باهم I٢ و I١ چون متمایزی رأس دو و هستند می باشند، ناصفر پوچ ساز دارای که R حلقه ی
I١I٢ = {٠} اگر فقط و اگر

رأس دو و می باشند R حلقه ی عناصر تمامی آن، رئوس که می باشد R حلقه ی یکانی گراف G(R)
.a+ b ∈ U(R) اگر فقط و اگر مجاورند هم با b و a متمایز

می پردازیم. مذکور گراف های در آن مشتقات و احاطه گری عدد تعیین به پایان نامه، این در

عدد احاطه گری، عدد یکانی، گراف پوچ ساز، ایده آل گراف صفر، مقسوم علیه گراف کلیدی: کلمات
نیم کلی. احاطه گری عدد کلی، احاطه گری



مطالب فهرست
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پیش گفتار

مختلف زمینه های در را جبر محض و انتزاعی مفاهیم که است ریاضیات از شاخه ای جبری، ترکیبیات
محققان توجه که است موضوعی حلقه ، یک به گراف یک وابسته سازی می گیرد. به کار گراف، و ترکیبیات
نظریه ی و جبر نظریه ی بین رابطه ی موضوع، این روی مطالعه واقع در است. کرده جلب خود به را زیادی

می دهد. نشان را دیگری بر یکی کاربرد و گراف ها
باز ١٩٩٨ سال در [۶] ١ بک مقاله ی به بار نخستین برای حلقه ها، به گراف ها کردن وابسته ایده ی
ارائه R یکدار و جابه جایی حلقه های صفر علیه مقسوم به وابسته گراف یک از تصویری بک می گردد.
با فوق، گراف از y و x رأس دو و است نظر مورد گراف رئوس R حلقه ی عناصر تمامی آن در که نمود
وابسته گراف آمیزی رنگ زمینه ی در را خود مطالعه ی وی، اما .xy = ٠ اگر فقط و اگر مجاورند هم
مجموعه آن ها یافت. بهبود [٣] در ٣ لوینگستون و ٢ اندرسون توسط تعریف این داد. ادامه حلقه ها، به
همبند گرافی گراف، این که دادند نشان و کردند محدود حلقه ناصفر صفر مقسو علیه های به را گراف رئوس
را گراف این مطالعه ی لیوینگستون، و ۵ لئوی ،۴ فریزیر اندرسون، ،[٢] در است. سه حداکثر قطر با

دادند. ادامه
است. گرفته قرار مطالعه مورد آن ها خواص و شده داده نسبت حلقه ها به نیز دیگری گراف های تاکنون

می کنیم. تعریف را است شده واقع توجه مورد پایان نامه این در که گراف هایی ذیل، در
عناصر تمام مجموعه ی ترتیب، به ،U(R) و Z(R) و (١ ̸= ٠) یکدار حلقه ای R کنید فرض
،Γ(R) گراف های صورت این در باشند. R حلقه ی یکال عناصر تمام مجموعه ی و صفر مقسوم علیه

می کنیم: تعریف زیر صورت به را G(R) و AG(R)

Z(R) \ {٠} آن رئوس مجموعه که می باشد R حلقه ی صفر مقسوم علیه به وابسته گراف Γ(R)

.yx = ٠ یا xy = ٠ اگر فقط و اگر مجاورند ،y و x متمایز رأس دو و می باشد
ایده آل های آن، رئوس که است R جابه جایی حلقه ی پوچ ساز ایده آل های به وابسته گراف AG(R)

مجاورند باهم I٢ و I١ چون متمایزی رأس دو و هستند می باشند، ناصفر پوچ ساز دارای که R حلقه ی
.I١I٢ = {٠} اگر فقط و اگر

١Beck
٢Anderson
٣Livingston
۴Frazier
۵Luvy

١



حلقه ها به وابسته گراف های از برخی در گری احاطه ٢

رأس دو و می باشند R حلقه ی عناصر تمامی آن، رئوس که می باشد R حلقه ی یکانی گراف G(R)
.a+ b ∈ U(R) اگر فقط و اگر مجاورند هم با b و a متمایز

در مقدماتی تعاریف و قضایا ارائه ی به اول، فصل در شده است. تنظیم فصل چهار در پایان نامه این
حلقه ها صفر مقسوم علیه به وابسته گراف های در احاطه گری دوم، فصل در می پردازیم. حلقه ها و گراف ها
ایده آل های گراف  در آن مشتقات و احاطه گری عدد محاسبه ی به سوم، فصل در می کنیم. مطالعه را
گراف های در را کلی احاطه گری و احاطه گری عدد آخر، فصل  در و پرداخته جابه جایی حلقه های پوچ ساز

می کنیم. تعیین جابه جایی، حلقه های به وابسته یکانی
شده است. تهیه [١٧] و [١۶] ،[١۵] ،[١٣] ،[١٢] مقالات اساس بر پایان نامه، این



١ فصل

مقدماتی تعاریف و قضایا

گراف ها اولیه مفاهیم ١ . ١

پرداخت. خواهیم گراف ها، از مقدماتی تعاریف ارائه ی به بخش، این در

از ناتهی مجموعه ی V (G) که است (V (G), E(G), ψG) تایی سه گراف، یک از منظور .١ . ١ . ١ تعریف
لزوماً نه و نامرتب جفت یک G یال هر به که است وقوع تابع ψG و یال ها از مجموعه ای E(G) و رئوس
آن گاه ،ψG(e) = uv که باشند رأس هایی v و u و یال یک e اگر می کند. متناظر را V (G) از متمایز
این از می نامیم. e انتهای دو را v و u رأس های مجاورند. ،v و u و می کند وصل v به را u ،e گوییم
،G = (V,E) از استفاده به جای سادگی، برای و می دهیم نشان G = (V,E) صورت به را گراف پس
با را G = (V,E) گراف زیر، شکل در مثال عنوان به می کنیم. استفاده گراف یک به عنوان G لفظ از
می کنیم. مشاهده E = {a, b, c, d, e, f} یال های مجموعه و V = {١,٢,٣,۴,۵,۶} رئوس مجموعه

١

۶

۵

۴

٣

٢a b

c

de

f

می نامیم. ١ تنها رأس را نباشد واقع یالی هیچ روی که رأسی .١ . ١ . ٢ تعریف

جمله  های که است، w = v٠e١v١e٢ . . . ekvk ناتهی دنباله ی ،G گراف در گشت یک .١ . ١ . ٣ تعریف
هستند. vi و vi−١ ،ei انتهای دو ،١ ≤ i ≤ k هر برای که قسمی به هستند یال ها و رأس ها متناوباً آن،

١Isolated Vertex



حلقه ها به وابسته گراف های از برخی در گری احاطه ۴

و می نامند داخلی اش رأس های را vk−١, . . . , v٢, v١ و w انتهای و مبدأ ترتیب به را vk و v٠ رأس های
است. w طول k صحیح عدد

اگر، و می نامند گذر را w باشند، مجزا ،ek, . . . , e٢, e١ یال های اگر ،١ . ١ . ٣ تعریف در .۴ . ١ . ١ تذکر
می نامیم. مسیر را w باشند، مجزا vk, . . . , v١, v٠ براین، علاوه

می نامیم. دور را باشد مجزا آن مبدأ و داخلی رأس های که بسته ای گذر .۵ . ١ . ١ تعریف

گوییم. ٢ مثلث را G گراف در سه به طول دوری .۶ . ١ . ١ تعریف

موجود G در مسیری G از v و u دلخواه رأس دو بین هرگاه نامیم همبند را G گراف .١ . ١ . ٧ تعریف
می نامیم. ناهمبند را G صورت این غیر در و باشد

رئوس تعداد صورت این در باشد. آن از دلخواهی رأس v و گراف یک G کنید فرض .١ . ١ . ٨ تعریف
می دهیم. نشان deg(v) با و می نامیم v رأس درجه ی را متمایز) لزوماً (نه v با مجاور

درجه ی اگر و باشند برابر هم با آن رئوس تمام درجه های هرگاه نامیم ٣ منتظم را G گراف .١ . ١ . ٩ تعریف
می گوییم. n−منتظم گراف را G آن گاه باشد، n برابر رئوس تمامی

مرکز با ۴ ستاره گراف را G صورت این در باشد. رأس n ≥ ١ با گرافی G کنید فرض .١ . ١ . ١٠ تعریف
زیر، شکل در مثال، عنوان به باشد. یک برابر رئوس سایر درجه ی و deg(v) = n − ١ هرگاه نامیم v

می کنیم. مشاهده را v٣ و v٢ ،v١ مرکز با ستاره گراف های از نمونه چند

v١

v٢

v٣

در اگر و می نامیم ۵ طوقه می کند، منطبق هم بر را رأس یک انتهای و ابتدا که را یالی .١ . ١ . ١١ تعریف
می نامیم. چندگانه را یال ها آن باشد داشته وجود یال دو از بیش ،b و a رأس دو بین گرافی،

باشد. چندگانه یال و طوقه فاقد هرگاه می نامیم ساده را G گراف .١ . ١ . ١٢ تعریف

تمامی هرگاه گوییم کامل گراف می دهیم، نشان Kn با که را رأس n با G ساده گراف .١ . ١ . ١٣ تعریف
باشند. مجاور هم با آن رئوس

٢Tringle
٣Regular Graph
۴Star Graph
۵Loop



۵ مقدماتی تعاریف و قضایا

یک را S صورت این در .S ⊆ V و باشد V رئوس مجموعه با گرافی G کنید فرض .١۴ . ١ . ١ تعریف
نباشد. مجاور G در S از رأسی دو هیچ هرگاه می نامیم مستقل مجموعه ی

زیر دو به بتوان را V مجموعه ی هرگاه می نامیم، بخشی دو را G = (V,E) گراف .١۵ . ١ . ١ تعریف
باشند. مستقل مجموعه هایی V٢ و V١ که کرد افراز چنان V٢ و V١ مجموعه ی

هر و باشند عضوی n و m ترتیب به مجموعه هایی V٢ و V١ اگر ،١۵ . ١ . ١ تعریف در .١۶ . ١ . ١ قرارداد
Km,n با و می نامیم کامل بخشی دو گراف را G آن گاه باشد، مجاور V٢ از رئوس تمامی به V١ از رأس

می کنیم. مشاهده را کامل بخشی دو گراف از نمونه چند زیر شکل در مثال، عنوان به می دهیم. نشان

K١,٢ K٢,٣ K٢,۴

اگر وفقط اگر است G از ۶ گرافی زیر H صورت این در بگیرید. نظر در را G گراف .١ . ١ . ١٧ تعریف
باشد. E(H) به ψG تحدید ψH و E(H) ⊆ E(G) و V (H) ⊆ V (G)

گراف زیر صورت این در .S ⊆ V و باشد V رئوس مجموعه با گرافی G کنید فرض .١ . ١ . ١٨ تعریف
و است S آن رئوس مجموعه که است G از گرافی زیر می دهیم، نشان G[S] با که را S توسط ٧ القایی
زیر G١ زیر، شکل در نمونه برای است. متعلق S به آن ها رأس دو هر که است G از یال هایی شامل

است. G القایی گراف

G G١

دوسویی  توابع هرگاه ،G١ ∼= G٢ می نویسیم و نامیم یکریخت را G٢ و G١ گراف های .١ . ١ . ١٩ تعریف
فقط و اگر ψG(e) = uv که به طوری باشند موجود ϕ : E(G) −→ E(H) و θ : V (G) −→ V (H)

می نامیم. H و G بین یکریختی یک را نگاشت ها از (θ, ϕ) جفت چنین .ψH(ϕ(e)) = θ(u)θ(v) اگر
۶Subgraph
٧Induced Subgraph



حلقه ها به وابسته گراف های از برخی در گری احاطه ۶

با که را v همسایگی صورت این در باشد. آن از رأسی v و گراف یک G کنید فرض .١ . ١ . ٢٠ تعریف
دیگر عبارت به هستند. مجاور v با که رئوسی تمام مجموعه ی از است عبارت می دهیم نشان N(v)

N(v) := {u|uv ∈ E(G)}

.N [v] := N(v) ∪ {v} همچنین و

می نامیم ٨ احاطه گر مجموعه ی یک را G = (V,E) گراف رئوس از S مجموعه ی زیر .١ . ١ . ٢١ تعریف
.|N(v) ∩ S| ≥ ١ ،v ∈ V \ S هر برای هرگاه

می دهیم. نشان γ(G) با و Gنامیده احاطه گر عدد گرافGرا در احاطه گر مجموعه ی کوچکترین اندازه 
می توان و است G١ گراف برای احاطه گر مجموعه ی یک S = {٣,۵,٨} زیر شکل در مثال، عنوان به

.γ(G١)=٣ که دید

G١

١

٨

٧

۶ ۵

۴

٣

٢

کلی احاطه گر مجموعه ی یک را G تنهای رأس بدون گراف رئوس از S مجموعه ی زیر .١ . ١ . ٢٢ تعریف
هرگاه می نامیم ٩

باشد. احاطه گر مجموعه ای S . ١
باشد. مجاور S از متمایزی عنصر به ،y ∈ S مانند عنصری هر . ٢

می نامیم کلی احاطه گر عدد را G تنهای رأس بدون گراف کلی احاطه گر مجموعه  کوچکترین اندازه  همچنین
G٢ برای کلی احاطه گر مجموعه ای T = {١,٢} زیر، شکل در نمونه، برای می دهیم. نشان γt(G) با و

.γt(G٢) = ٢ که دید می توان و است

G٢

١ ٢

٣

۵

۴

٨

٧

۶

٨Domiating Set
٩Total Domiating Set



٧ مقدماتی تعاریف و قضایا

است. تنها رأس فاقد G[S] آن گاه باشد، G گراف برای کلی احاطه گر مجموعه ی S اگر .١ . ١ . ٢٣ گزاره

S از a عنصر هر این صورت در باشد. G گراف برای کلی احاطه گر مجموعه ی S کنید فرض برهان.
از عنصری به G[S] از رأس هر بنابراین .ab ∈ E(G[S]) لذا و است مجاور b ∈ S چون راسی با

است. تنها رأس فاقد G[S] نتیجه در و است مجاور S مجموعه ی

کند. مراجعه [٩] به گراف  نظریه ی در بیشتر اطلاعات برای می تواند خواننده

حلقه ها مقدماتی خواص و قضایا ١ . ٢

پایان نامه، این در حلقه ها تمامی که کرد خواهیم اشاره حلقه ها از بنیادی تعاریف و قضایا به بخش، این در
می شوند. فرض (١ ̸= ٠) یکدار

R صفر مقسوم علیه های تمام مجموعه ی صورت این در باشد. حلقه یک R کنید فرض .١ . ٢ . ١ تعریف
می کنیم: تعریف زیر صورت به و می دهیم نشان Z(R) با را

Z(R) := {x ∈ R
∣∣∃٠ ̸= y ∈ R;xy = ٠ یا yx = ٠}.

ایده آل یک را p صورت این در باشد. R از ایده آلی p و جابه جایی حلقه ای R کنید فرض .١ . ٢ . ٢ تعریف
هرگاه گوییم اول
.p ̸= R . ١

b ∈ p یا a ∈ p آن گاه ،ab ∈ p اگر ،a, b ∈ R هر ٢ .برای
می دهیم. نشان Spec(R) با را R اول ایده آل های تمام مجموعه ی

یک را m صورت این در باشد. R از ایده آلی m و جابه جایی حلقه ای R کنید فرض .١ . ٢ . ٣ تعریف
هرگاه گوییم ماکسیمال ایده آل

.m ̸= R . ١
.J = R یا J = m آن گاه ،m ⊆ J ⊆ R و R از ایده آلی J اگر . ٢
می دهیم. نشان Max(R) با را R ماکسیمال ایده آل های تمام مجموعه ی

از ایده آل هایی pn, . . . , p٢, p١ کنید فرض ١٠ اول) ایده آل های از اجتناب (قضیه ی .۴ . ١ . ٢ قضیه
گروه زیر S همچنین و نباشند اول آن ها از تا دو حداکثر که به طوری باشند R یکدار و جابه جایی حلقه ی

.S ⊆ pj که دارد وجود j ∈ {١,٢, . . . , n} صورت این در .S ⊆ ∪n
i=١pi که باشد R از جمعی

[۶١.٣ قضیه ی ،٢٣] برهان.

را R از I ناصفر راست(چپ) ایده آل صورت این در باشد. حلقه  یک R کنید فرض .۵ . ١ . ٢ تعریف
نباشد. صفر غیر راست(چپ) ایده آل هیچ شامل هرگاه گوییم، مینیمال راست(چپ) ایده آل یک

١٠Prime Aviodace Theorem



حلقه ها به وابسته گراف های از برخی در گری احاطه ٨

مثل R از اولی ایده آل باشد. R از سره ای ایده آل I و جابه جایی حلقه ای R کنید فرض .۶ . ١ . ٢ تعریف
که نباشد موجود q مثل R از اولی ایده آل هرگاه می نامیم I مینیمال اول ایده آل را است I شامل که p

اول ایده آل هر می دهیم. نشان Min(I) با را I مینیمال اول ایده آل های تمام مجموعه ی .I ⊆ q $ p

اول ایده آل p مثل R از اولی ایده آل واقع، در است. معروف R مینیمال اول ایده آل به {٠} مینیمال
اول ایده آل های تمام مجموعه ی .q $ p که نباشد موجود q مثل R از اولی ایده آل هرگاه است R مینیمال

می دهیم. نشان Min(R) با را R مینیمال

را R حلقه ی جیکوبسن رادیکال صورت این در باشد. جابه جایی حلقه ای R کنید فرض .١ . ٢ . ٧ تعریف
می کنیم: تعریف زیر صورت به می دهیم، نشان J(R) با که

J(R) :=
∩

m∈Max(R)

m.

این در باشد. R حلقه ی مینیمال ایده آل های همه مجموعه  ،A = {Iα}α∈X کنید فرض .١ . ٢ . ٨ تعریف
می کنیم: تعریف صورت

Soc(R) : =
∑
α∈X

Iα

= {
∑
α∈I

aα
∣∣ باشند صفر غیر aαها از متناهی تعداد حداکثر و aα ∈ I ،α ∈ Iهر {برای

می شود. تعریف {٠} برابر Soc(R) نباشد، مینیمال ایده آل دارای R اگر و

نشان
√
I با که را I رادیکال باشد. R از ایده آلی I و جابه جایی حلقه ای R کنید فرض .١ . ٢ . ٩ تعریف

صورت به می دهیم،
√
I := {r ∈ R

∣∣rn ∈ I ،n مثل طبیعی عدد ازای {به

می نامیم. R حلقه ی پوچ رادیکال را آن و می دهیم نمایش Nil(R) با را √٠ همچنین، می کنیم. تعریف
واقع در

Nil(R) := {r ∈ R
∣∣rn = ٠ ،n مثل طبیعی عدد ازای {به

می شود. تعریف

باشد. صفر آن پوچ توان عنصر تنها هرگاه نامیم ١١ کاهشی را R حلقه ی .١ . ٢ . ١٠ تعریف

صورت این در باشد. R از سره ای ایده آل I و جابه جایی حلقه ای R کنید فرض .١ . ٢ . ١١ قضیه
√
I =

∩
p∈Min(I)

p.

به ویژه
Nil(R) =

∩
p∈Min(R)

p.

١١Reduced Ring



٩ مقدماتی تعاریف و قضایا

[۵ قضیه ی ،٢۵] برهان.

آن گاه باشد، کاهشی حلقه ی R اگر .١ . ٢ . ١٢ نتیجه

Nil(R) =
∩

p∈Min(R)

p = {٠}.

آن گاه باشد، جابه جایی حلقه ای R اگر .١ . ٢ . ١٣ ∪لم
p∈Min(R)

p ⊆ Z(R).

است. واضح حکم ،[٨۴ قضیه ی ،١۴] بنابر برهان.

.Z(R) =
∪

p∈Min(R) p صورت این در باشد. کاهشی حلقه ای R کنید فرض .١۴ . ١ . ٢ قضیه

برهان به منظور، این برای .Z(R) ⊆
∪

p∈Min(R) p دهیم نشان کافیست ،١ . ٢ . ١٣ لم بنابر برهان.
،y ∈ R چون ناصفری عنصر ازای به صورت این در .x ∈ Z(R) \ ∪p∈Min(R)p کنید فرض خلف
بنابراین .y ∈ p ،p ∈ Min(R) هر برای لذا و x ̸∈ p ،p ∈ Min(R) هر برای طرفی از .xy = ٠

است. تناقض که y ∈ ∩p∈Min(R)p = {٠}

به Ann(x) صورت این در باشد. R از عنصری x و جابه جایی حلقه ی R کنید فرض .١۵ . ١ . ٢ تعریف
می شود: تعریف زیر صورت

Ann(x) = {r ∈ R
∣∣rx = ٠}

ایده آلی Ann(x) صورت این در باشد. R از عنصری x و جابه جایی حلقه ای R کنید فرض .١۶ . ١ . ٢ لم
است. R از

است. برقرار حکم که کرد چک می توان آسانی به برهان.

از ماکسیمالی عنصر I و R از R−مدولی ،M جابه جایی، حلقه ی R کنید فرض .١ . ٢ . ١٧ قضیه
است. اول ایده آل یک I صورت این در باشد. {Ann(x)

∣∣٠ ̸= x ∈M} مجموعه ی

[۶ قضیه ی ،١۴] برهان.

I٢ = {٠} صورت این در باشد. R حلقه ی از مینیمالی ایده آل I کنید فرض ١٢ براور) (لم .١ . ٢ . ١٨ لم
.I = Re ،R از e چون خودتوانی عنصر ازای به یا

آن در که است موجود a ∈ I چون ناصفری عنصر صورت این در .I٢ ̸= {٠} کنید فرض برهان.
به را J مجموعه ی حال .a = ea که است موجود e ∈ I چون عنصر لذا .Ia = I بنابراین .Ia ̸= {٠}

می  کنیم: تعریف زیر صورت
J = {x ∈ I|xa = ٠}.

e٢ − e = ٠ پس .(e٢ − e)a = ٠ و e٢ − e ∈ I طرفی از .J = ٠ و J $ I نتیجه در ،e ̸∈ J چون
.I = Re لذا است، R حلقه ی مینیمال چپ آل ایده I چون و

١٢Brauer Lemma



حلقه ها به وابسته گراف های از برخی در گری احاطه ١٠

از صعودی(نزولی) زنجیر هر هرگاه گوییم، نوتری(آرتینی) را R جابه جایی حلقه ی .١ . ٢ . ١٩ تعریف
شود. متوقف آن، ایده آل های

فقط و اگر است آرتینی R صورت این در باشد. جابه جایی حلقه ی یک R کنید فرض .١ . ٢ . ٢٠ قضیه
.Spec(R) = Max(R) و باشد نوتری R اگر

[١٢ و ١٠ ،٩ قضیه های ،٢۵] برهان.

مجموعه ی Max(R) صورت این در باشد. آرتینی و جابه جایی حلقه ای R کنید فرض .١ . ٢ . ٢١ قضیه
است. متناهی

[١١ قضیه ی ،٢۵] برهان.

را p ∈ Spec(R) صورت این در باشد. R−مدول یک M و حلقه R کنید فرض .١ . ٢ . ٢٢ تعریف
.p = Ann(x) که باشد موجود M از x چون ناصفری عنصر هرگاه نامیم، M ١٣ وابسته ی اول ایده آل
تمام مجموعه ی همچنین می دهیم. نشان Ass(M) با را M وابسته ی اول ایده آل های تمام مجموعه ی

می کنیم: تعریف زیر صورت به و می دهیم نشان Z(M) با را M صفر مقسوم علیه های

Z(M) = {x ∈M
∣∣∃٠ ̸= r ∈ R : rx = ٠}.

صورت این در باشد. نوتری ،R حلقه ی و R−مدول ،M کنید فرض .١ . ٢ . ٢٣ قضیه
.Z(M) =

∪
p∈Ass(M) p . ١

است. ناتهی Ass(M) آن گاه باشد، ناصفر M اگر . ٢
.|Ass(M)| <∞ آن گاه باشد، مولد متناهی R−مدول ،M اگر . ٣

[۵.۶ قضیه ی ١.۶و قضیه ی ،١٨] برهان.

عنصر ازای به ویژه، به .Z(R) = m آن گاه باشد، آرتینی موضعی حلقه ی (R,m) اگر .٢۴ . ١ . ٢ نتیجه
.Z(R) = Ann(x) ،x ∈ R چون ناصفری

داریم همچنین و است نوتری R ،١ . ٢ . ٢٠ قضیه ی به توجه با لذا است، آرتینی حلقه ی R چون برهان.
ازای به نتیجه در .Z(R) = m و m ∈ Ass(R) ،١ . ٢ . ٢٣ قضیه ی بنابر لذا Spec(R) = Max(R)

.Z(R) = Ann(x) ،x ∈ R چون ناصفری عنصر

نامیم، ضربی بسته ی مجموعه ی یک را S ⊆ R باشد. جابه جایی حلقه ی R کنید فرض .٢۵ . ١ . ٢ تعریف
.ab ∈ S آن گاه ،a, b ∈ S اگر ،a, b ∈ R هر برای و ١ ∈ S هرگاه

رابطه ی باشد. ضربی بسته ی مجموعه ی S ⊆ R و جابه جایی حلقه ای R کنید فرض .٢۶ . ١ . ٢ تعریف
می کنیم: تعریف زیر صورت به را R× S روی ” ∼ ”

.u(at− bs) = ٠ که باشد موجود u ∈ S اگر فقط و اگر (a, s) ∼ (b, t)

١٣Associated Prime Ideal



١١ مقدماتی تعاریف و قضایا

نشان a
s

با را (a, s) ارزی هم کلاس است. هم ارزی فوق، رابطه ی که کرد مشاهده می توان به سادگی
آن در که می دهیم

a

s
= {(b, t) ∈ R× S

∣∣(b, t) ∼ (a, s)}.

که کنید توجه می دهیم. نشان RS یا S−١R با را هم ارزی کلاس های تمام مجموعه ی

S−١R = {a
s

∣∣a ∈ R, s ∈ S}.

زیر، ضرب و جمع عمل تعریف با حال

a

s
+
b

t
=
at+ bs

st
,

a

s
·b
t
=
ab

st

می گوییم. S به نسبت R کسر های حلقه ی به آن که می دهد یکدار و جابه جایی حلقه یک تشکیل ،S−١R

ایده آلی I و ضربی بسته ی مجموعه ی یک S ⊆ R جابه جایی، حلقه ای R کنید فرض .١ . ٢ . ٢٧ تعریف
φ(r) = r

١ ضابطه ی با طبیعی (حلقه ای) همریختی φ : R −→ S−١R اگر صورت این در باشد. R از
.Ie = ⟨φ(I)⟩ آن در که می شود تعریف S−١R از ایده آلی Ie آن گاه باشد،

در .p ∈ Spec(R) و باشد جابه جایی حلقه ای R کنید فرض سازی) (موضعی .١ . ٢ . ٢٨ لم و تعریف
را S−١R کسرهای حلقه ی حالت این در است. ضربی بسته ی مجموعه ی یک S := R− p صورت این

ماکسیمال ایده آل با موضعی حلقه ی یک Rp می دهیم. نشان Rp با

pe = pRp = {a
s
∈ Rp

∣∣a ∈ p و s ∈ R \ p}

می نامیم. p در R سازی موضعی از حاصل حلقه ی را حلقه این است.

[٢٠.۵ لم ،٢٣] برهان.

با طبیعی همریختی(حلقه ای) φ : R −→ S−١R و جابه جایی حلقه ای R کنید فرض .١ . ٢ . ٢٩ قضیه
هستند pe = φ(p)S صورت به دقیقاً S−١R اول ایده آل های صورت این در باشد. φ(r) = r

١ ضابطه ی
.p ∩ S = ∅ و p ∈ Spec(R) آن در که

[٣٢.۵ قضیه ی ،٢٣] برهان.

n١ = ٠ که n طبیعی عدد کوچکترین صورت این در باشد. میدان یک F کنید فرض .١ . ٢ . ٣٠ تعریف
می شود. تعریف صفر برابر F مشخصه ی آن گاه نباشد، موجود ای n چنین اگر و گوییم F مشخصه ی را

می دهیم. نشان Char F با را F میدان مشخصه ی

می دهیم. نمایش Zn با را n پیمانه ی به صحیح اعداد حلقه ی .١ . ٢ . ٣١ گذاری نماد





٢ فصل

صفر مقسوم علیه گراف های در احاطه گری
حلقه ها

مقسوم علیه به وابسته گراف صورت این در .Z∗(R) := Z(R) \ {٠} و باشد حلقه یک R کنید فرض
Z∗(R) مجموعه ی Γ(R) رئوس که دار جهت است گرافی دهیم، می نشان Γ(R) با که را R حلقه ی صفر
جابه جایی R حلقه ی که درحالتی .xy = ٠ هرگاه دارد وجود y رأس به x از جهت دار یال یک و است

می گیریم. نظر در جهت دار غیر را گراف باشد،
حلقه های صفر مقسوم علیه گراف های در احاطه گری مقدماتی خواص بیان به ابتدا فصل، این در
حلقه های صفر مقسوم علیه گراف های در را آن مشتقات و احاطه گری عدد سپس و می پردازیم جابه جایی
می پردازیم γ(ΓI(R)) و γ(Γ(R

I
)) بین رابطه ی تعیین به آن دنبال به و می کنیم تعیین نوتری جابه جایی

می کنیم. مطالعه میدان ها، روی ماتریسی حلقه های صفر مقسوم علیه گراف در را احاطه گری سرانجام و
فرض تهی غیر حلقه ها، صفر مقسوم علیه گراف رئوس مجموعه و یکدار حلقه ها فصل، این سراسر در

می شوند. فرض نیز جابه جایی حلقه ها سه و دو یک، بخش در همچنین شده اند.

صفر علیه مقسوم گراف های در احاطه گری مقدماتی خواص ٢ . ١
جابه جایی حلقه های

جابه جایی حلقه های صفر مقسوم علیه گراف های در را احاطه گری مقدماتی خواص ابتدا بخش، این در
می کنیم. محاسبه گرافی چنین در را آن مشتقات و احاطه گری عدد ادامه، در و می کنیم مطالعه

اگر فقط و اگر (a, b) ∈ Z(R١ × R٢) این صورت در باشند. حلقه R٢ و R١ کنید فرض .٢ . ١ . ١ لم
.b ∈ Z(R٢) یا a ∈ Z(R١)

از (c, d) چون ناصفری عنصر صورت این در .(a, b) ∈ Z(R١ × R٢) کنید فرض (⇐=) برهان.
عنصر c اگر حال .(ac, bd) = (٠,٠) لذا .(a, b) × (c, d) = (٠,٠) که است موجود R١ × R٢



حلقه ها به وابسته گراف های از برخی در گری احاطه ١۴

آن گاه باشد، R٢ از ناصفری عنصر d اگر مشابه به طور و a ∈ Z(R١) آن گاه باشد، R١ از ناصفری
.b ∈ Z(R٢)

ناصفری عنصر آن گاه a ∈ Z(R١) اگر این صورت در . b ∈ Z(R٢) یا a ∈ Z(R١) کنید فرض (=⇒)

.(a, b) ∈ Z(R١×R٢) لذا .(a, b)×(x,٠) = (٠,٠) بنابراین .ax = ٠ که است موجود x ∈ R١ چون
.(a, b) ∈ Z(R١ ×R٢) آن گاه ،b ∈ Z(R٢) اگر مشابه به طور

رئوس سایر به که دارد وجود Γ(R) از رأسی این صورت در باشد. حلقه R کنید فرض .٢ . ١ . ٢ قضیه
ایده آل Z(R) یا R ∼= Z٢ × A ،A چون صحیحی حوزه ی ازای به اگر فقط و اگر است مجاور دیگر

باشد. R پوچ ساز

رئوس سایر با ٠ ̸= a ∈ Z(R) و نباشد R حلقه ی پوچ ساز ایده آل Z(R) کنید فرض (⇐=) برهان.
که کنید توجه ابتدا است. صحیح حوزه ی یک A آن در که R ∼= Z٢×A می کنیم ثابت باشد. مجاور دیگر
متناقض که شد خواهد پوچ ساز ایده آل یک Z(R) = Ann(a) این صورت غیر در زیرا ،a ̸∈ Ann(a)

این غیر در زیرا است، ماکسیمال پوچ ساز، ایده آل های سایر میان در Ann(a) طرفی از است. فرض با
که Z(R) = Ann(b) آن گاه ،Ann(a) ⊂ Ann(b) که باشد R حلقه ی از ناصفری عنصر b اگر صورت
،a٢ ̸= a اگر حال است. اول ایده آل یک Ann(a) ،١ . ٢ . ١٧ قضیه ی بنابر لذا است. فرض با متناقض
است. تناقض که a ∈ Ann(a) لذا ،a٣ ∈ Ann(a) و اول ایده آل Ann(a) اما .a٣ = a٢a = ٠ آن گاه

همچنین و a٢ = a بنابراین
R = Ra⊕R(١ − a).

اگر زیرا ) باشد مجاور Γ(R) رئوس سایر به (١,٠) و R = R١ × R٢ که کرد فرض می توان لذا
خواهد مجاور نیز (١,٠) یا (٠,١) به آن گاه باشد، مجاور دیگر رئوس سایر به که باشد رأسی (a, b)

فرض خلف برهان به .R١ ∼= Z٢ داد خواهیم نشان .( (a, b) = (١,٠) یا (a, b) = (٠,١) لذا و بود
لذا است. Γ(R) از رأسی (c,٠) ،٢ . ١ . ١ لم مطابق باشد. موجود ١ ̸= c ∈ R١ چون عنصری کنید

.R١ ∼= Z٢ بنابراین است. تناقض که (c,٠) = (c,٠)(١,٠) = (٠,٠)
b کنید فرض خلف برهان به منظور، این برای است. صحیح حوزه ی R٢ می دهیم نشان حال
لذا و است Γ(R) از رأسی (١, b) ،٢ . ١ . ١ لم بنابر صورت این در باشد. Z(R٢) از ناصفری عنصر

است. صحیح حوزه ی R٢ بنابراین است. تناقض که (١, b)(١,٠) = (٠,٠)
اگر حال است. مجاور دیگر رئوس سایر به (١,٠) آن گاه ،R ∼= Z٢×A و صحیح حوزه ای A اگر (=⇒)

مجاور دیگر رئوس سایر به x آن گاه ،Z(R) = Ann(x) ،R حلقه ی از x چون ناصفری عنصر ازای به
است.

یا R ∼= Z٢ × A ،A چون صحیحی حوزه ی ازای به اگر فقط و اگر γ(Γ(R)) = ١ .٢ . ١ . ٣ نتیجه
باشد. پوچ ساز ایده آل Z(R)

آن گاه باشد، r درجه ی از منتظم گراف Γ(R) اگر باشد. متناهی حلقه ای R کنید فرض .۴ . ٢ . ١ قضیه
است. Kr,r کامل دوبخشی گراف یا Kr کامل گراف Γ(R)
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چون باشد. پذیر تجزیه حلقه ی R = R١ × R٢ و r درجه ی از منتظم گراف Γ(R) کنید فرض برهان.
می کنیم ادعا .|R١| = |R٢| = r + ١ لذا ،deg(٠,١) = |R١| − ١ و deg(١,٠) = |R٢| − ١
R١ از b و a چون ناصفری عناصر لذا نباشد، میدان R١ کنید فرض خلف برهان به است. میدان R١

deg(a,٠) ≥ r + ١ پس .({٠} ×R٢) ∪ {(b,١)} ⊆ Ann(a,٠) نتیجه در و ab = ٠ که موجوداند
.Γ(R) ∼= Kr,r بنابراین است. میدان نیز R٢ فوق، روش مشابه است. میدان R١ لذا است. تناقض که
بنابر لذا و است موضعی حلقه ای R این صورت در باشد. ناپذیر تجزیه حلقه ا ی R کنید فرض حال
طرفی از است. وصل Γ(R) رأس های همه ی به x بنابراین .Z(R) = Ann(x) ،٢۴ . ١ . ٢ نتیجه ی
کامل گراف Γ(R) بنابراین .deg(y) = deg(x) ،y ∈ Γ(R) هر برای لذا و است منتظم گراف Γ(R)

است.

درجه ی از منتظم گرافی Γ(R) اگر صورت این در باشد. متناهی حلقه ای R کنید فرض .۵ . ٢ . ١ نتیجه
.γ(Γ(R)) = ٢ یا γ(Γ(R)) = ١ آن گاه باشد، r

Γ(R) برای ١ نیم کلی احاطه گر مجموعه ی یک را Γ(R) گراف رئوس از S مجموعه ی زیر .۶ . ٢ . ١ تعریف
هرگاه نامیم

باشد. Γ(R) برای احاطه گر مجموعه ی یک S . ١
.xy = ٠ که متمایز) لزماً باشد(نه موجود y ∈ S ،x ∈ S هر برای . ٢

همچنین

γst(Γ(R)) := min{|S|
Γ(R)باشد∣∣ برای نیم کلی احاطه گر مجموعه ی {Sیک

می شود. تعریف

.γ(Γ(R)) ≤ γst(Γ(R)) ≤ ٢γ(Γ(R)) صورت این در باشد. حلقه  R کنید فرض .٢ . ١ . ٧ لم

است موجود S چون ،V (Γ(R)) از زیرمجموعه ای صورت این در .α = γst(Γ(R)) کنید فرض برهان.
است احاطه گر مجموعه ی S چون است. Γ(R) برای نیم کلی احاطه گر مجموعه ی S و |S| = α که
که باشد Γ(R) برای احاطه گر مجموعه ای T و β = γ(Γ(R)) کنید فرض حال .γ(Γ(R)) ≤ α لذا
که است موجود R از xy چون ناصفری عنصر ،y ∈ T هر برای لذا ،T ⊆ Z∗(R) چون .|T | = β

بنابراین است. نیم کلی احاطه گر مجموعه ی T ′ لذا، .T ′
= T ∪{xy|y ∈ T} دهید قرار حال .xxy = ٠

γst ≤ |T ′ | ≤ ٢|T | = ٢β.

آن، عکس ولی است نیم کلی احاطه گر مجموعه ی یک کلی، احاطه گر مجموعه ی همواره .٢ . ١ . ٨ تذکر
است، نیم  کلی گر احاطه مجموعه ی یک ،Z۴ در {٢} مجموعه ی مثال، عنوان به نیست. برقرار همواره

نیست. کلی احاطه گر مجموعه ی یک ولی
١Semi-total Dominating Set
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چون عناصری ،n ∈ N ازای به اگر فقط و اگر است متناهی γ(Γ(R)) ،R حلقه ی در .٢ . ١ . ٩ گزاره
.Z(R) = ∪n

i=١Ann(xi) که باشند موجود R حلقه ی از (i = ١,٢, . . . , n) xi

برای احاطه گر مجموعه ی D = {y١, y٢, . . . , ym} و γ(Γ(R)) < ∞ کنید فرض (⇐=) برهان.
این صورت در باشد. Γ(R)

Z(R) =
m∪
i=١

Ann(yi) ∪D

درنتیجه .yi ∈ Ann(ai) لذا .yiai = ٠ که است موجود ai ∈ Z(R) عنصر ،yi ∈ D هر برای اما

Z(R) =
m∪
i=١

(Ann(yi) ∪ Ann(ai)).

مجموعه ی D = {x١, x٢, . . . , xn} صورت این در .Z(R) =
∪n

i=١ Ann(xi) کنید فرض (=⇒)

.γ(Γ(R)) <∞ لذا و است Γ(R) برای احاطه گر

داشت: خواهیم همچنین و γ(Γ(Z٢ ×R)) = ١ آن گاه باشد، صحیح حوزه ای R اگر .٢ . ١ . ١٠ گزاره

γst(Γ(Z٢ ×R)) = γt(Γ(Z٢ ×R)) = ٢.

ستاره گراف Γ(Z٢ × R) لذا ،V (Γ(Z٢ × R)) = {(٠, a)|٠ ̸= a ∈ R} ∪ {(١,٠)} چون برهان.
مجموعه ی یک T = {(١,٠), (٠,١)} طرفی از .γ(Γ(Z٢ ×R)) = ١ بنابراین است. (١,٠) مرکز با

.γt(Γ(Z٢ ×R)) = |T | = ٢ نتیجه در است. Γ(Z٢ ×R) برای کلی احاطه گر

این در .|F١| = n ≥ ٣ و |F٢| = m ≥ ٣ که باشند میدان هایی F٢ و F١ کنید فرض .٢ . ١ . ١١ مثال
.γ(Γ(F١ × F٢)) = ٢ لذا و است کامل بخشی دو گراف یک Γ(F١ × F٢) صورت

٢ .γ(Γ(Z٢ ×R)) ≤ γst(Γ(R)) + ١ آن گاه نباشد، صحیح حوزه ی R اگر .٢ . ١ . ١٢ گزاره

می دانیم باشد. Γ(R) برای نیم کلی احاطه گر مجموعه ی S کنید فرض برهان.

V (Γ(Z٢ ×R)) = {(٠, b)|٠ ̸= b ∈ R} ∪ {(١, a)|a ∈ Z(R)}.

بنابراین است. Γ(Z٢ ×R) برای احاطه گر مجموعه ی یک ،A = {(٠, x)|x ∈ S} ∪ {(١,٠)} لذا

γ(Γ(Z٢ ×R)) ≤ ١ + γst(Γ(R)).

احاطه گر مجموعه ی و R = Z۶ حالت در آن برهان اما است، آمده تساوی به صورت [۵ . ٢ گزاره ی ،١٣] در گزاره این ٢

می باشد. اشکال دارای D = {(١,٠), (١,٣), (٠,٣)}
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می کنیم: تعریف صورت این در باشد. حلقه R کنید فرض .٢ . ١ . ١٣ تعریف

a(R) :=

١ Z(R) = ٠,

γst(Γ(R)) Z(R) ̸= ٠.

آن گاه ،Z٢ ̸∈ {R١, R٢} اگر صورت این در باشند. حلقه دو R٢ و R١ کنید فرض .١۴ . ٢ . ١ قضیه
.γ(Γ(R١ ×R٢)) ≤ a(R١) + a(R٢)

می گیریم: نظر در را زیر حالت های .R = R١ ×R٢ کنید فرض برهان.
،٢ . ١ . ١ لم بنابر آن گاه ،Z(R١) = Z(R٢) = ٠ اگر .١

V (Γ(R)) = {(a,٠)|٠ ̸= a ∈ R١} ∪ {(٠, b)|٠ ̸= b ∈ R٢}.

نشان حال .γ(Γ(R)) ≤ ٢ لذا است. Γ(R) برای احاطه گر مجموعه ی S = {(١,٠), (٠,١)} نتیجه در
در را زیر حالت دو دراین صورت .γ(Γ(R)) = ١ کنید فرض خلف برهان به .γ(Γ(R)) = ٢ می دهیم

می گیریم: نظر
باشد. Γ(R) برای احاطه گر مجموعه ی ،S١ = {(x,٠)|٠ ̸= x ∈ R١} کنید فرض الف)
a١ ∈ R١ \ {٠, x} چون عنصری بنابراین .|R١| ≥ ٣ لذا Z٢ ̸∈ {R١, R٢} چون دراین صورت
Z(R١) = ٠ طرفی از .xa١ = ٠ لذا .(x,٠)(a١,٠) = (xa١,٠) = (٠,٠) نتیجه در و است موجود

است. تناقض که x = ٠ بنابراین است، R١ از ناصفری عنصر a١ و
باشد. Γ(R) برای احاطه گر مجموعه ی نمی تواند S٢ = {(٠, y)|٠ ̸= y ∈ R٢} الف)، مشابه (ب)

بنابراین
γ(Γ(R)) = a(R١) + a(R٢) = ٢.

که باشد Γ(R١) برای نیم کلی احاطه گر مجموعه ی S١ و Z(R١) ̸= ٠ و Z(R٢) = ٠ کنید فرض .٢
صورت این در .|S١| = γst(Γ(R١))

V (Γ(R)) = {(٠, b)|٠ ̸= b ∈ R٢}∪{(x, y)|x ∈ Z(R١) و ٠ ̸= y ∈ R٢}∪{(a,٠)|٠ ̸= a ∈ R١}.

بنابراین است. Γ(R) برای احاطه گر مجموعه ی S = {(x,٠)|x ∈ S١} ∪ {(٠,١)} نتیجه در

γ(Γ(R)) ≤ a(R١) + a(R٢) = a(R١) + ١.

برای نیم کلی احاطه گر مجموعه ی دو به ترتیب S٢ و S١ و Z(R٢) ̸= ٠ ،Z(R١) ̸= ٠ کنید فرض .٣
می دهیم قرار .|S٢| = γst(Γ(R٢)) و |S١| = γst(Γ(R١)) که باشند Γ(R٢) و Γ(R١)

T١ = {(x,٠)|x ∈ S١} و T٢ = {(٠, y)|y ∈ S٢}.

برای احاطه گر مجموعه ی T١∪T٢ نتیجه در ،V (Γ(R)) = {(x, y)|x ∈ Z(R١) یا y ∈ Z(R٢)} چون
بنابراین است. Γ(R)

γ(Γ(R)) ≤ |T١|+ |T٢| ≤ a(R١) + a(R٢).



حلقه ها به وابسته گراف های از برخی در گری احاطه ١٨

کلی حالت در اما است. آمده تساوی به صورت ،[۶.٢ قضیه ی ،١٣] در ١۴ . ٢ . ١ قضیه ی .١۵ . ٢ . ١ تذکر
آن گاه باشد، Z٢ میدان با یکریخت غیر و دو مشخصه ی از میدانی F اگر زیرا نیست. برقرار تساوی
از .γ(Γ(F × Z۴)) = ١ لذا و است D = {(٢,٠)} احاطه گر مجموعه ی دارای Γ(F × Z۴) گراف

γ(Γ(F× Z۴)) ̸= a(F) + a(Z۴) لذا و a(F) + a(Z۴) = ٢ طرفی

این صورت در باشند. صحیح حوزه  های Rn, . . . , R٢, R١ کنید فرض .١۶ . ٢ . ١ قضیه
٣ .γ(Γ(R)) ≤ n آن گاه ،R = R١ ×R٢ × · · · ×Rn و n ≥ ٣ اگر . ١

.γ(Γ(R)) = ٢ آن گاه ،min{|R١|, |R٢|} ≥ ٣ و n = ٢ اگر . ٢

.γ(Γ(R)) = ١ آن گاه ،min{|R١|, |R٢|} = ٢ و n = ٢ اگر . ٣

از هریک ،٢ . ١ . ١ لم بنابر لذا صحیح اند، حوزه های ها، (١ ≤ i ≤ n) Ri فرض، مطابق . ١ برهان.
برابر مؤلفه ها، از یکی حداقل که بود خواهد n-تایی هایی از متشکل مجموعه ای به متعلق Γ(R) رئوس

نتیجه در می باشند. صفر

S = {(١,٠, . . . ,٠), (٠,١,٠, . . . ,٠), . . . , (٠, . . . ,٠,١)},

.γ(Γ(R)) ≤ n بنابراین است. Γ(R) برای احاطه گر مجموعه  ی
لذا صحیح اند حوزه های R٢ و R١ و n = ٢ چون .٣ و ٢

V (R١ ×R٢) = {(a,٠)|٠ ̸= a ∈ R١} ∪ {(٠, b)|٠ ̸= b ∈ R٢}

و V١ = {(a,٠)|٠ ̸= a ∈ R١} بخش های با کامل دوبخشی گراف یک Γ(R١ × R٢) نتیجه در و
می رسد. اثبات به حکم بنابراین است. V٢ = {(٠, b)|٠ ̸= b ∈ R٢}

اگر صورت این در .|Min(R)| < ∞ و باشد کاهشی حلقه ی یک R کنید فرض .٢ . ١ . ١٧ قضیه
آن گاه ،γ(Γ(R)) > ١

γ(Γ(R)) = γt(Γ(R)) = |Min(R)|.

،١۴ . ١ . ٢ قضیه ی از استفاده با صورت این در .Min(R) = {p١, p٢, . . . , pn} کنید فرض برهان.
از عنصری x̂i آن در که A := {x̂i|١ ≤ i ≤ n} دهید قرار حال .Z(R) = ∪n

i=١pi

p̂i := p١ . . . pi−١pi+١ . . . pn

مجموعه ی A می کنیم ثابت حال است. Γ(R) از رأسی ،(i = ١, . . . , n) x̂i که کنید توجه است.
ازای به صورت این در باشد. Γ(R) از رأسی x کنید فرض منظور، این برای است. Γ(R) برای احاطه گر
.xx̂i = ٠ لذا و x̂ipi = ٠ نتیجه در و

∩n
i=١ pi = {٠} ،١ . ٢ . ١٢ نتیجه ی بنابر .x ∈ pi ،١ ≤ i ≤ n

.γ(Γ(R)) = n دهیم می نشان حال است. احاطه گر مجموعه ی A بنابراین
دوبخشی گراف Γ(R) می کنیم ادعا .Z(R) = p١ ∪ p٢ ،١۴ . ١ . ٢ قضیه ی بنابر آن گاه ،n = ٢ اگر
دهیم نشان ابتدا ادعا، این اثبات برای است. V٢ = p٢ \ {٠} و V١ = p١ \ {٠} بخش های با کامل

می باشد. اشکال دارای آن ها برهان اما است، آمده تساوی صورت به ،[١١ قضیه ی ،٢١] در قضیه این ٣



١٩ جابه جایی حلقه های صفر مقسوم علیه گراف های در احاطه گری

و ab ∈ p٢ آن گاه ،ab = ٠ و a, b ∈ V١ اگر منظور، این برای هستند. مستقل مجموعه های V٢ و V١

مستقل مجموعه ی نیز V٢ که کرد ثابت می توان ترتیب، همین به است. تناقض که b ∈ p٢ یا a ∈ p٢ لذا
صورت این در باشند. V٢ و V١ مجموعه های به متعلق ترتیب به عناصری y و x کنید فرض حال است.

داریم: ،١ . ٢ . ١٢ نتیجه ی بنابر

xy ∈ p١p٢ ⊆ p١ ∩ p٢ = {٠}.

.γ(Γ(R)) = ٢ لذا ،γ(Γ(R)) > ١ چون بنابراین است. کامل دوبخشی گراف Γ(R) نتیجه در
کنید فرض خلف برهان به .γ(Γ(R)) = n داد خواهیم نشان .n ≥ ٣ کنید فرض حال

B = {y١, y٢ . . . , yn−١}

،۴ . ١ . ٢ قضیه ی بنابر صورت این در Γ(R) برای احاطه گر مجموعه ی

xi ∈ pi \
n∪

j=١
j ̸=i

pj

می گیریم: نظر در را زیر حالت های دارد. وجود
به xt و xs چون عناصری کبوتری، لانه ی اصل بنابر آن گاه ،B ∩ {x١, x٢, . . . , xn} = ∅ ١ .اگر
.ylxs ∈ pt و ylxt ∈ ps لذا و ylxt = ylxs = ٠ که موجودند yl ∈ B و pt و ps ایده آل های از ترتیب،
برخی ازای به لذا است، کاهشی حلقه ی R طرفی از .yl ∈ ps ∩ pt لذا ،xs ̸∈ pt و xt ̸∈ ps چون

است. تناقض که xs ∈ pr یا yl ∈ pr لذا ،٠ = ylxs ∈ pr چون حال .yl ̸∈ pr ،١ ≤ r ≤ n

مجاورند. غیر ،xj و xi ،i ̸= j ازای به می دانیم .B ∩ {x١, x٢, . . . , xn} ̸= ∅ کنید فرض . ٢
که است موجود pk ∈ Min(R) \ {pi, pj} چون ایده آلی لذا ،n ≥ ٣ چون صورت این غیر در زیرا
مجموعه ی با B طرفی از است. تناقض که xj ∈ pk یا xi ∈ pk بنابراین .٠ = xixj ∈ pk آن در
بود خواهد مجاور xi با xn ،i ̸= n ازای به صورت این غیر در زیرا نیست. برابر {x١, x٢, . . . , xn−١}
و ای k < n−١ ازای به که کرد فرض می توان مسأله کلیت رفتن دست از بدون لذا است. تناقض که
مجموعه ی عنصر هر لذا .{yk+١, . . . , yn−١}∩{x١, x٢, . . . , xk} = ∅ و yi := xi ،i = ١,٢, . . . , k
لانه ی اصل بنابر نتیجه در است. مجاور {yk+١, . . . , yn−١} مجموعه ی از عنصری به {xk+١, . . . , xn}

،k + ١ ≤ i ≤ n− ١ و k + ١ ≤ u < v ≤ n که u ̸= v ازای به کبوتری،

xuyi = xvyi = ٠.

لذا ،٠ = xuyi ∈ pt چون و yi ̸∈ pt ،١ ≤ t ≤ n برخی ازای به است، کاهشی حلقه ی R چون
که xv ∈ pt بنابراین .t ̸= v نتیجه در و yi ∈ pu لذا .xv ̸∈ pu و xvyi = ٠ ∈ pu طرفی از .xu ∈ pt

است. تناقض
بنابراین است. کلی احاطه گر مجموعه ی A نتیجه در .x̂ix̂j = ٠ ،i ̸= j ازای به طرفی از

γ(Γ(R)) = γt(Γ(R)) = |Min(R)|.



حلقه ها به وابسته گراف های از برخی در گری احاطه ٢٠

نوتری حلقه های به وابسته گراف های در احاطه گری ٢ . ٢

حلقه های صفر مقسوم علیه گراف های در آن مشتقات و احاطه گری عدد محاسبه ی به ابتدا بخش، این در
می پردازیم. نوتری حلقه های صفر مقسوم علیه گراف های در احاطه گری مطالعه ی به سپس و پرداخته آرتینی

[٨ . ٧ قضیه ی ،۵] بنابر آن گاه باشد، آرتینی حلقه ی R اگر .٢ . ٢ . ١ تذکر

R ∼= R١ ×R٢ × · · · ×Rn

می باشند. mi ماکسیمال ایده آل با آرتینی موضعی حلقه های ها (i = ١,٢, . . . , n) Ri آن در که

،٢ . ٢ . ١ تذکر بنابر صورت این در باشد. آرتینی Rحلقه ی کنید فرض .٢ . ٢ . ٢ قضیه
۴ .γ(Γ(R)) ≤ n آن گاه ،n ≥ ٢ اگر . ١

.γ(Γ(R)) = ١ آن گاه باشد، موضعی حلقه ی R اگر . ٢
.γ(Γ(R)) = ١ آن گاه ،R ∼= Z٢ × F اگر . ٣

xi اینکه فرض با لذا می باشند، موضعی حلقه های ها (i = ١,٢, . . . , n) (Ri,mi) چون . ١ برهان.
خواهیم ٢۴ . ١ . ٢ نتیجه ی بنابر صورت این در باشند، Ri حلقه ی از ناصفری عنصر (i = ١,٢, . . . , n)

داشت:
Z(Ri) = mi = Ann(xi), i = ١,٢, . . . , n

برای احاطه گر مجموعه ی S = {(x١,٠, . . . ,٠), (٠, x٢,٠, . . . ,٠), . . . , (٠, . . . ,٠, xn)} بنابراین
.γ(Γ(R)) ≤ n نتیجه در و است Γ(R)

نتیجه ی بنابر صورت این در باشد. m ماکسیمال ایده آل با موضعی حلقه ی R کنید فرض . ٢
،D = {x} نتیجه در .Z(R) = m = Ann(x) که دارد وجود x مانند R از ناصفری عنصر ،٢۴ . ١ . ٢

.γ(Γ(R)) = ١ لذا و است Γ(R) برای احاطه گر مجموعه ی
است. واضح حکم ،٢ . ١ . ١٠ گزاره ی بنابر . ٣

.a(R) = ١ آن گاه باشد، آرتینی موضعی حلقه ی (R,m) اگر .٢ . ٢ . ٣ گزاره

صورت این در نباشد. میدان R کنید فرض لذا است. واضح حکم آن گاه باشد، میدان R اگر برهان.
که است موجود x ∈ R چون ناصفری عنصر ،٢۴ . ١ . ٢ نتیجه ی بنابر لذا است آرتینی R چون

Z(R) = m = Ann(x).

در .x٢ = ٠ لذا ،x ∈ Z(R) چون طرفی از است. Γ(R) برای احاطه گر مجموعه ی S = {x} پس
.a(R) = ١ بنابراین است. نیم کلی احاطه گر مجموعه ی S نتیجه

می پردازیم. نوتری حلقه های صفر مقسوم علیه به وابسته گراف های در احاطه گری عدد محاسبه ی به حال

دارای آن ها برهان های اما است، آمده تساوی صورت به [١١ قضیه ی ،٢١] و [١١.٢ نتیجه ی ،١٣] در قضیه این ۴

نمی باشد. برقرار تساوی کلی حالت در ،١۵ . ٢ . ١ تذکر به توجه با همچنین می باشد. اشکال
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.γ(Γ(R)) <∞ آن گاه باشد، نوتری حلقه ی R اگر .۴ . ٢ . ٢ لم

فرض می توان لذا .|Ass(R)| <∞ ،(٣) ١ . ٢ . ٢٣ قضیه ی بنابر لذا است نوتری حلقه ی R چون برهان.
،(١) ١ . ٢ . ٢٣ قضیه ی بنابر طرفی از .Ass(R) = {p١, p٢, . . . , pn} که کرد

Z(R) =
n∪

i=١
pi.

وجود R حلقه ی از xi چون ناصفری عناصر لذا ،pi ∈ Ass(R) ،i ∈ {١,٢, . . . , n} هر برای چون
می شود. ثابت حکم ،٢ . ١ . ٩ گزاره ی از استفاده با بنابراین .pi = Ann(xi) که دارند

آن گاه باشد، نوتری حلقه ی R اگر ،٢ . ١ . ٩ گزاره ی اثبات و ۴ . ٢ . ٢ لم اثبات به توجه با .۵ . ٢ . ٢ تذکر

γ(Γ(R)) ≤ |Ass(R)|.

آن گاه ،γ(Γ(R)) ̸= ١ و باشد نوتری حلقه ی R اگر .۶ . ٢ . ٢ قضیه

γt(Γ(R)) = γst(Γ(R)) = |Max{٠ ̸= p
∣∣p ∈ Ass(R)}|.

A = {p١, p٢, . . . , pk} کنید فرض حال .|Ass(R)| < ∞ ،(٣) ١ . ٢ . ٢٣ قضیه ی بنابر برهان.
قضیه ی بنابر این صورت در باشد. R حلقه ی ماکسیمال متمایز وابسته  اول ایده آل های همه ی مجموعه ی
،R حلقه ی از (i = ١,٢, . . . , k) xi چون ناصفری عناصر ازای به که Z(R) = ∪k

i=١pi ،١ . ٢ . ٢٣
مجموعه ی S می کنیم ادعا .k > ١ فرض طبق .S := {x١, x٢, . . . , xk} دهید قرار .pi = Ann(xi)

Γ(R) دلخواهی رأس y ̸∈ S کنید فرض منظور، این برای است. Γ(R) برای کلی و نیم کلی احاطه گر
S از عنصری توسط y نتیجه در .xiy = ٠ لذا و y ∈ Pi ،١ ≤ i ≤ k ازای به این صورت در باشد.
مجموعه ی S می دهیم نشان حال است. Γ(R) برای احاطه گر مجموعه ی S بنابراین است. شده احاطه
که باشند مقادیری ها، i, j کنید فرض منظور، این برای است. Γ(R) برای کلی و نیم کلی احاطه گر
می کنیم ادعا .xixj ̸= ٠ کنید فرض خلف برهان به .xixj = ٠ می کنیم ادعا .١ ≤ i < j ≤ k

در باشد. (Ann(xi) : xj) از دلخواهی عنصر a کنید فرض ابتدا .(Ann(xi) : xj) = Ann(xi)

اول ایده آل Ann(xi) چون .axj ∈ Ann(xi) پس .axjxi = ٠ لذا .axj ∈ Ann(xi) این صورت
بنابراین .a ∈ Ann(xi) پس ،xj ̸∈ Ann(xi) و است R حلقه ی

(Ann(xi) : xj) ⊆ Ann(xi).

داشت: خواهیم لذا .bxi = ٠ صورت این در باشد. Ann(xi) از دلخواهی عنصر b کنید فرض حال

bxixj=bxjxi=٠.

بنابراین .Ann(xi) ⊆ (Ann(xi) : xj) نتیجه در .b ∈ (Ann(xi) : xj) لذا و bxj ∈ Ann(xi) پس
طرفی از .Ann(xj) = (Ann(xj) : xi) مشابه بطور .Ann(xi) = (Ann(xi) : xj)

(Ann(xj) : xi) = Ann(xixj) و (Ann(xi) : xj) = Ann(xixj)



حلقه ها به وابسته گراف های از برخی در گری احاطه ٢٢

است. R حلقه ی ماکسیمال اول  ایده آل های بودن متمایز با متناقض که Ann(xi) = Ann(xj) لذا
است. Γ(R) برای کلی و نیم کلی احاطه گر مجموعه ی یک S لذا .xixj = ٠ بنابراین

عناصر ،٢ . ١ . ٩ گزاره  ی به باتوجه این صورت در .(n ≤ k) γst(Γ(R)) = n کنید فرض حال
که موجوداند R حلقه ی از an, . . . , a٢, a١

Z(R) =
n∪

i=١
Ann(ai).

ij ∈ {١,٢, . . . , k} چون اندیسی ،i ∈ {١,٢, . . . , n} هر برای ،۴ . ١ . ٢ قضیه ی از استفاده با حال
بنابراین .Ann(ai)⊆p

ij
که است موجود

Z(R) =
n∪

i=١
pij .

قضیه ی از مجدد استفاده ی با لذا .pl ⊆ ∪n
j=١pj آن گاه باشد، A مجموعه ی از عنصری pl اگر حال

بنابراین می باشند R حلقه ی ماکسیمال وابسته ی اول ایده آل های A مجموعه ی اعضای چون ،۴ . ١ . ٢
.γst(Γ(R)) = k لذا و n ≤ k

آن گاه باشد، نوتری حلقه ای R اگر .٢ . ٢ . ٧ قضیه

γ(Γ(R)) = γt(Γ(R)) یا γ(Γ(R)) = γt(Γ(R))− ١.

γ(Γ(R)) > ١ که بگیرید نظر در را حالتی لذا .γt(Γ(R)) = ٢ آن گاه ،γ(Γ(R)) = ١ اگر برهان.
همچنین و γ(Γ(R)) = k که باشد Γ(R) برای احاطه گر مجموعه ی D = {x١, x٢, . . . , xk} و
طبق طرفی از .Z(R) = ∪k

i=١Ann(xi) ∪ D ،٢ . ١ . ٩ گزاره ی برهان طبق .γ(Γ(R)) ̸= γt(Γ(R))

متمایز وابسته ی اول ایده آل های از متشکل مجموعه ای A = {p١, p٢, . . . , pn} اگر ،١ . ٢ . ٢٣ قضیه ی
نشان .γt(Γ(R)) = n ،۶ . ٢ . ٢ قضیه ی بنابر و Z(R) = ∪n

i=١pi آن گاه باشد، R حلقه ی ماکسیمال
D مجموعه ی اعضای از تعداد بیشترین را t منظور، این برای .γ(Γ(R)) = γt(Γ(R)) داد خواهیم
چون عناصری نتیجه، در .t ≥ ٢ لذا ،k < n که آن جا از باشد. ناصفر ضربشان که بگیرید نظر در
،Ann(

∏n
j=١ xij) ⊆ Z(R) چون .

∏t
j=١ xij ̸= ٠ که موجوداند D مجموعه ی از xit , . . . , xi٢ , xi١

لذا .Ann(
∏t

j=١ xij) ⊆ p ،A مجموعه ی از p چون ایده آلی ازای به ،۴ . ١ . ٢ بنابر پس

Ann(xij) ⊆ p, j = ١,٢, . . . , t.

لذا است. p به متعلق D از عنصر k− t پس است. صفر D مجموعه ی از عنصر t+١ ضرب طرفی، از
طرفی از است. A مجموعه ی از عنصر t+ ١ حداکثر، اجتماع مجموعه ی زیر ،

∪t
i=١ Ann(xij) ∪D

Z(R) = D ∪ (
t∪

i=١
Ann(xij)) ∪ (

∪
l∈{١,...,k}\{i١,...,it}

Ann(xl)),



٢٣ جابه جایی حلقه های صفر مقسوم علیه گراف های در احاطه گری

که دارد وجود pil ∈ A ،l ∈ {١,٢, . . . , k} \ {i١, i٢, . . . , it} هر برای ،۴ . ١ . ٢ قضیه ی بنابر و
همچنین و |A| = γt(Γ(R)) اما است. عنصر k + ١ حداکثر دارای A بنابراین .Ann(xl) ⊆ pil

داشت: خواهیم بنابراین .γt(Γ(R)) ≥ k + ١ لذا .γt(Γ(R)) > γ(Γ(R))

γt(Γ(R)) = γ(Γ(R)) + ١.

صورت این در .γ(Γ(R)) ̸= ١ و باشد نوتری حلقه ای R کنید فرض .٢ . ٢ . ٨ قضیه

γ(Γ(R[x])) = γ(Γ(R)) یا γ(Γ(R[x])) = γt(Γ(R)).

.γ(Γ(R[x])) = n و باشد R[x] برای احاطه گر مجموعه ی {f١(x), . . . , fn(x)} کنید فرض برهان.
نیز {a١, a٢, . . . , an} لذا ،Z(R) ⊆ Z(R[x]) چون آن گاه باشد، fi(x) از صفری غیر ضریب ai اگر

.γ(Γ(R)) ≤ γ(Γ(R[x])) بنابراین است. Γ(R) برای احاطه گر مجموعه ی
عنصری قضیه ی٢ ]، ،١٩] طبق صورت این در باشد. دلخواه f(x) ∈ Z(R[x]) کنید فرض حال
قضیه ی بنابر لذا است نوتری حلقه ی R طرفی از .rf(x) = ٠ که دارد وجود ٠ ̸= r ∈ R چون
R حلقه ی از ناصفری عناصر ،(i = ١,٢, . . . , n) xi آن، در که Z(R) = ∪n

i=١Ann(xi) ،١ . ٢ . ٢٣
،Ann(r) ⊆ Z(R) چون حال می باشند. R حلقه ی ماکسیمال وابسته ی اول ایده آل های Ann(xi) و
.xjf(x) = ٠ نتیجه در و Ann(r) ⊆ Ann(xj) که دارد وجود ،١ ≤ j ≤ n ،۴ . ١ . ٢ قضیه ی طبق
طرفی از .γ(Γ(R[x])) ≤ n لذا و است Γ(R[x]) برای احاطه گر مجموعه ی {x١, x٢, . . . , xn} بنابراین

.γ(Γ(R[x])) ≤ γt(Γ(R)) لذا و γt(Γ(R)) = n ،۶ . ٢ . ٢ قضیه ی بنابر
،٢ . ٢ . ٧ قضیه ی بنابر حال

γ(Γ(R)) = γt(Γ(R))− ١ یا γ(Γ(R)) = γt(Γ(R)).

،γ(Γ(R)) = γt(Γ(R)) − ١ اگر و γ(Γ(R)) = γ(Γ(R[x])) آن گاه ،γ(Γ(R)) = γt(Γ(R)) اگر
آن گاه

γ(Γ(R[x])) = γ(Γ(R)) یا γ(Γ(R[x])) = γt(Γ(R)).

γ(ΓI(R)) و γ(Γ(RI )) بین رابطه ی ٢ . ٣

ایده آل یک پایه ی بر صفر مقسوم علیه گراف صورت این در باشد. R از ایده آلی I و حلقه R کنید فرض
که است دار جهت غیر گرافی می شود داده نمایش ΓI(R) با که

V (ΓI(R)) = {x ∈ R \ I
∣∣xy ∈ I: y ∈ R برخی {برای



حلقه ها به وابسته گراف های از برخی در گری احاطه ٢۴

خاص حالت در و xy ∈ I اگر فقط و اگر مجاورند آن از y ∈ R \ I و x ∈ R \ I متمایز رأس دو و
در ردموند توسط بار اولین آن، خواص و ایده آل یک پایه ی بر گراف .ΓI(R) = Γ(R) آن گاه ،I = {٠}

شد. تعریف و مطالعه ،[٢٢]
ΓI(R) و Γ(R

I
) گراف های در آن مشتقات و احاطه گری عدد بین رابطه ی بیان به بخش، این در

پرداخت. خواهیم

می باشند: برقرار زیر موارد صورت این در باشد. آن از ایده آلی I و حلقه R کنید فرض .٢ . ٣ . ١ گزاره
.γst(Γ(

R
I
)) = γst(ΓI(R)). ١

.γt(Γ(
R
I
)) = γt(ΓI(R)) . ٢

که باشد ΓI(R) برای نیم کلی احاطه گر مجموعه ی S١ = {x١, x٢, . . . , xk} کنید فرض . ١ برهان.
دلخواهی عنصر y کنید فرض حال .xi ∈ R \ I ،١ ≤ i ≤ k هر برای این صورت در .γ(ΓI(R)) = k

.(xj + I)(y + I) ∈ I لذا و xjy ∈ I که دارد وجود xj ∈ S١ صورت این در باشد. V (ΓI(R)) از
بنابراین است. Γ(R

I
) برای نیم کلی احاطه گر مجموعه ی ،S١ + I = {xi + I|xi ∈ S١} نتیجه در

.γst(Γ(
R
I
)) ≤ γst(ΓI(R))

باشد Γ(R
I
) برای نیم کلی احاطه گر مجموعه ی S٢ = {x١+I, x٢+I, . . . , xt+I} کنید فرض حال

y+I ∈ V (Γ(R
I
)) لذا باشد. V (ΓI(R)) از دلخواهی عنصر y فرض کنید همچنین .γst(Γ(RI )) = t که

ΓI(R) در xi رأس با y لذا و (xi + I)(y+ I) = I که دارد وجود S٢ مجموعه ی از xi + I نتیجه در و
و است ΓI(R) برای نیم کلی احاطه گر مجموعه ی S٢

′
= {x١, x٢, . . . , xt} بنابراین است. مجاور

.γst(ΓI(R)) ≤ γst(Γ(
R
I
))

است. ١ برهان مشابه . ٢

برای احاطه گر مجموعه ی S اگر صورت این در باشد. R حلقه ی از ایده آلی I کنید فرض .٢ . ٣ . ٢ لم
است. Γ(R

I
) برای احاطه گر مجموعه ی S + I = {s+ I|s ∈ S} آن گاه باشد، ΓI(R)

صورت این در باشد. ΓI(R) از رأسی x و ΓI(R) برای احاطه گر مجموعه ی S کنید فرض برهان.
لذا .sx ∈ I ،s ∈ S چون عنصری ازای به و x ̸∈ I

(s+ I)(x+ I) = sx+ I = I = ٠R
I
.

است. Γ(R
I
) برای احاطه گر مجموعه ی S + I نتیجه در

نیست. برقرار الزاماً ،٢ . ٣ . ٢ لم عکس که می دهد نشان زیر مثال

این صورت، در .I = {٠} × Z٣ و R = Z۶ × Z٣ کنید فرض .٢ . ٣ . ٣ مثال

V (ΓI(R)) = {(٢,٠), (٢,١), (٢,٢), (٣,٠), (٣,١), (٣,٢), (۴,٠), (۴,١), (۴,٢)}

و
V (Γ(

R

I
)) = {(٢,٠) + I, (٣,٠) + I, (۴,٠) + I}.



٢۵ جابه جایی حلقه های صفر مقسوم علیه گراف های در احاطه گری

مجموعه ی ،S ′
= {(٣,٠)} اما است، Γ(R

I
) برای احاطه گر مجموعه ی S = {(٣,٠) + I} نتیجه در

نیست. ΓI(R) برای احاطه گر

این صورت در باشد. آن از ایده  آلی I و حلقه  یک R کنید فرض .۴ . ٢ . ٣ قضیه

γ(Γ(
R

I
)) = γ(ΓI(R)) اگر فقط و اگر γ(Γ(

R

I
)) = γst(Γ(

R

I
)).

احاطه گر مجموعه ی D = {x١, x٢, . . . , xk} و γ(Γ(R
I
)) = γ(ΓI(R)) کنید فرض (=⇒) برهان.

،٢ . ٣ . ٢ لم طبق صورت این در .γ(ΓI(R)) = k که باشد ΓI(R) برای

D + I = {x١ + I, x٢ + I, . . . , xk + I}

از دلخواهی عنصر xi اگر حال .γ(Γ(R
I
)) = γ(ΓI(R)) = k که است Γ(R

I
) برای گر احاطه مجموعه ی

به صورت این غیر در زیرا .xi + a ̸∈ D آن گاه باشد، I \ {٠} از دلخواهی عنصر نیز a و D مجموعه ی
در که xi+ I = xj + I لذا و xi−xj = a ∈ I نتیجه در و xi+a = xj ،xj ∈ D چون عنصری ازای
،a ∈ I \ {٠} و ΓI(R) از رأسی xi طرفی از است. D + I مجموعه ی عناصر بودن متمایز با تناقض
.(xi + a)xj ∈ I که است موجود D از xj چون عنصری لذا است. ΓI(R) از رأسی xi + a نتیجه در
Γ(R

I
) برای نیم کلی احاطه گر مجموعه ی D + I بنابراین .(xi + I)(xj + I) = I و xxi ∈ I نتیجه در

.k = γ(Γ(R
I
)) ≤ γst(Γ(

R
I
)) ،٢ . ١ . ٧ لم بنابر طرفی از .γst(Γ(RI )) ≤ |D + I| = k لذا و است

.γst(Γ(
R
I
)) = k بنابراین

که باشد ΓI(R) گراف برای احاطه گر مجموعه ی S و γ(Γ(R
I
)) = γst(Γ(

R
I
)) کنید فرض (⇐=)

لذا و است Γ(R
I
) برای احاطه گر مجموعه ی S + I ،٢ . ٣ . ٢ لم بنابر صورت این در .|S| = γ(ΓI(R))

γ(Γ(
R

I
)) ≤ γ(ΓI(R)).

،٢ . ٣ . ١ گزاره ی از اول قسمت از استفاده با و فرض بنابر ازطرفی

γ(Γ(
R

I
)) = γst(Γ(

R

I
)) = γst(ΓI(R)).

.γ(Γ(R
I
)) = γ(ΓI(R)) بنابراین .γ(ΓI(R)) ≤ γst(ΓI(R)) = γ(Γ(R

I
)) ،٢ . ١ . ٧ لم بنابر نتیجه در

داد. قرار γt(Γ(RI )) ،γst(Γ(RI )) به جای نمی توان ،۴ . ٢ . ٣ قضیه ی در که می دهد نشان زیر مثال

آن گاه ،I = Z٢ × {٠} و R = Z٢ × Z۴ اگر .۵ . ٢ . ٣ مثال

γ(Γ(
R

I
)) = γst(Γ(

R

I
)) = γ(ΓI(R)) = ١ و γt(Γ(

R

I
)) = ٢

صورت این در .
√
I = I که باشد آن از ایده آلی I و حلقه R کنید فرض .۶ . ٢ . ٣ نتیجه

γst(Γ(
R
I
)) = γt(Γ(

R
I
)). ١

.γ(Γ(R
I
)) = γt(Γ(

R
I
)) اگر فقط و اگر γ(Γ(R

I
)) = γ(ΓI(R)). ٢



حلقه ها به وابسته گراف های از برخی در گری احاطه ٢۶

و باشد Γ(R
I
) برای نیم کلی احاطه گر مجموعه ی S = {xi + I|xi ∈ R \ I} کنید فرض . ١ برهان.

رأس با xi + I ،i ̸= j ازای به آن گاه باشد، S از دلخواهی عنصر xi + I اگر .|S| = γst(Γ(
R
I
))

که xi ∈
√
I = I لذا و x٢

i ∈ I آن گاه ،(xi + I)٢ ∈ I اگر .(xi + I)٢ ∈ I یا است مجاور xj + I

کلی احاطه گر مجموعه ی ،S بنابراین .(xi + I)(xj + I) = I ،i ̸= j ازای به نتیجه در است. تناقض
است. Γ(R

I
) برای

است. واضح حکم اول، قسمت و ۴ . ٢ . ٣ قضیه ی بنابر . ٢

حلقه های صفر مقسوم علیه به وابسته گراف های در احاطه گری ۴ . ٢
میدان ها روی ماتریسی

در باشد. F در درایه های با n × n ماتریس های تمام مجموعه ی Mn(F) و میدان یک F کنید فرض
جهت دار گرافی Γ(Mn(F)) که کنید توجه می پردازیم. Γ(Mn(F)) در احاطه گری مطالعه ی به بخش، این

است.

A یال های مجموعه و V رئوس مجموعه با جهت دار گرافی D = (V,A) کنید فرض .١ . ۴ . ٢ تعریف
به u از که رئوسی تمام مجموعه ی از است عبارت O(u) آن گاه ،A ⊆ V × V اگر صورت این در باشد.
O[u] := o(u)∪{u} همچنین .o(u) := {v

∣∣(u, v) ∈ A} دقیق تر عبارت به باشد. موجود یالی آن ها،
می شود. تعریف

که dego(v) صورت این در باشد. D = (V,A) جهت دار گراف از رأسی v کنید فرض .٢ . ۴ . ٢ تعریف
باشد. موجود یالی آن ها به v از که رئوسی تعداد از است عبارت می شود، نامیده v رأس ۵ بیرونی درجه ی

و S ⊆ V و جهت دار گرافی D = (V,A) کنید فرض .٣ . ۴ . ٢ تعریف

O(s) :=
∪
u∈S

O(u) , O[S] :=
∪
u∈S

O[u].

احاطه گر (عدد γo(D) و است D برای بیرونی احاطه گر مجموعه ی S آن گاه ،O[S] = V اگر همچنین
می شود. تعریف D گراف بیرونی احاطه گر مجموعه ی کوچکترین اندازه ی ( D بیرونی

عدد و w ∈ V رأس ۶ درونی درجه ی آن گاه باشد، جهت دار گرافی D = (V,A) اگر .۴ . ۴ . ٢ تذکر
می شود. تعریف مشابه به طور و می شود داده نمایش γi(D) و degi(w) با به ترتیب را D درونی احاطه گر

صورت این در باشند. F میدان روی بعدی n و m فضای دو ترتیب به ،W و V کنید فرض .۵ . ۴ . ٢ لم
.L(V,W ) ∼= Mm×n(F) آن گاه باشد، W به V از خطی تبدیلات تمام مجموعه ی L(V,W ) اگر

.[١٢.۴.٣ قضیه ی ،١١] به کنید رجوع برهان.
۵Out Degree
۶In-Degree



٢٧ جابه جایی حلقه های صفر مقسوم علیه گراف های در احاطه گری

این در .T, U ∈ L(V, V ) و باشد F میدان روی بعدی n برداری فضای V کنید فرض .۶ . ۴ . ٢ لم
.Im(T ) ⊆ ker(U) اگر فقط و اگر TU = ٠ صورت

.γ٠(Mn(R)) = γi(Mn(R)) صورت این در باشد. دلخواه حلقه ای R کنید فرض .٧ . ۴ . ٢ لم

در باشد. Γ(Mn(R) برای بیرونی احاطه گر مجموعه ی S = {B١, B٢, . . . , Bn} کنید فرض برهان.
لذا و BiA = ٠ که است موجود Bi ∈ S چون عنصری ،A ∈ Γ(Mn(R) \ S هر برای صورت این
است. یکریختی ،ϕ(A) = At ضابطه ی با ϕ : Γ(Mn(R)) −→ Γ(Mn(R)) طرفی از .AtBt

i = ٠
است. Γ(Mn(R)) برای درونی احاطه گر مجموعه ی S ′

= {Bt
١, B

t
٢, . . . , B

t
n} بنابراین

Γ(Mn(R))صورت این در باشد. Γ(Mn(R))برای بیرونی احاطه گر Aمجموعه ی کنید فرض .٨ . ۴ . ٢ لم
رتبه ی از B مجموعه ی از عنصر هر و |B| ≤ |A| که است B چون بیرونی ای احاطه گر مجموعه ی دارای

است. یک

باشد. V برای پایه ای {β١, β٢, . . . , βn} و Im(T ) از ناصفری عنصر v ،T ∈ A کنید فرض برهان.
هر برای آن گاه ،T١(βi) = ٠ ،i ≥ ٢ هر برای و T١(β١) = v که باشد تابعی T١ : V −→ V اگر حال
.w = c١β١ + c٢β٢ + · · ·+ cnβn که دارند وجود F میدان از cn, . . . , c٢, c١ چون عناصری ،w ∈ V

حال
T١(v) = c١T١(β١) + c٢T١(β٢) + · · ·+ cnT١(βn) = c١T١(β) = c١v.

نیز T١ به باشد مجاور T به که عنصری هر و Im(T١) ⊆ Im(T ) طرفی از .Im(T١) = ⟨v⟩ نتیجه در
بود. خواهد مجاور

صورت این در .|F| = q و باشد F میدان روی n−بعدی برداری فضای V کنید فرض .٩ . ۴ . ٢ قضیه

γo(L(V, V )) =
qn − ١
q − ١ .

و |S| = γo(L(V, V )) که باشد Γ(L(V, V )) برای بیرونی احاطه گر مجموعه ی S کنید فرض برهان.
وجود V در αn, . . . , α٣, α٢ چون عناصری لذا است مستقل {v} چون باشد. V از ناصفری عنصر v
را T : V −→ V تبدیل حال .( [١١] به کنید است(رجوع V برای پایه ای {v, α٢, . . . , αn} که دارند

می کنیم: تعریف زیر ضابطه ی با

T (v) = ٠

T (αi) = αi, i ≥ ٢.

که دارند وجود F میدان از cn, . . . , c٢, c١ چون عناصری ،x ∈ ker(T ) هر برای حال

x = c١v + c٢α٢ + · · ·+ cnαn.
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داشت: خواهیم ،T تبدیل بودن خطی بنابر نتیجه در

T (x) = ٠ + c٢α٢ + · · ·+ cnαn = ٠.

عنصری نتیجه در و T ∈ Γ(L(V, V )) اما .ker(T ) = ⟨v⟩ بنابراین .ci = ٠ ،i ≥ ٢ هر برای لذا
لذا و Im(T١) ⊆ ker(T ) ،۶ . ۴ . ٢ لم بنابر طرفی از .T١T = ٠ که است موجود T١ مانند S از
ضابطه ی با پوشا تابعی ،ψ : S −→ {⟨v⟩|٠ ̸= v ∈ V } بنابراین .Im(T١) = ker(T ) داریم

نتیجه در است. ψ(T ′
) = Im(T

′
)

|S| ≥ |{⟨v⟩|٠ ̸= v ∈ V }.

احاطه گر مجموعه ی B و یک رتبه ی از B مجموعه ی از عنصر هر که دارد وجود B ⊆ S ،٨ . ۴ . ٢ لم طبق
طرفی از .|B| = |S| لذا |S| = γo(Γ(L(V, V ))) چون حال است. بیرونی

|S| = |B| ≤ |{⟨v⟩|٠ ̸= v ∈ V }|.

qn−١
q−١ با برابر یک، بعد از خطی مستقل زیرفضای تعداد چون .|S| = |{⟨v⟩|٠ ̸= v ∈ V }| بنابراین

داشت: خواهیم نتیجه در است،

γo(Γ(L(V, V ))) =
qn − ١
q − ١ .

آن گاه ،|F| = q اگر ،n طبیعی عدد هر برای .١٠ . ۴ . ٢ نتیجه

γo(Γ(Mn(F))) = γi(Γ(Mn(F))) =
qn − ١
q − ١ .

می شود. ثابت حکم ،٩ . ۴ . ٢ قضیه ی و ۵ . ۴ . ٢ لم بنابر برهان.

صورت این در .R =Mn(F) و باشد میدان یک F کنید فرض .١١ . ۴ . ٢ نتیجه

S := {A = [aij] | aij = δ١i(λj) و λ١, . . . , λn ∈ F و ∃١ ≤ j ≤ n : λj = ١}

است. Γ(R) بیرونی احاطه گر مجموعه ی

خطی وابسته ی ،A سطرهای اگر فقط و اگر است Γ(Mn(F)) صفر مقسوم علیه A می دانیم برهان.
λn, . . . , λ٢, λ١ چون عناصری ماتریسAباشند از سطرهایی ،An, . . . , A٢, A١ این که فرض با لذا باشند.
رفتن دست از بدون .λ١A١ +λ٢A٢ · · ·+λnAn = ٠ که موجوداند نیستند صفر همگی که ،F میدان از
موجود B ∈ S چون ماتریسی لذا .λj = ١ ،١ ≤ j ≤ n برخی برای که کرد فرض می توان مسأله کلیت

است. بیرونی احاطه گر مجموعه ی S بنابراین .BA = ٠ که است



٣ فصل

پوچ ساز ایده آل گراف های در احاطه گری
جابه جایی حلقه های

پوچ ساز ایده آل را I صورت این در باشد. R از ایده آلی I و یکدار و جابه جایی حلقه ای R کنید فرض
ایده آل های تمام مجموعه ی .IJ = {٠} که باشد موجود R از J چون ناصفری ایده آل هرگاه نامیم R
ایده آل گراف .A∗(R) := A(R) \ {٠} می کنیم تعریف همچنین می دهیم. نشان A(R) با را R پوچ ساز
متمایز رأس دو و می باشد آن رئوس مجموعه  A∗(R) که می دهیم نشان AG(R) با را R حلقه ی پوچ ساز

.I١I٢ = {٠} اگر فقط و اگر مجاورند هم با AG(R) از I٢ و I١

بیان جابه جایی حلقه های پوچ ساز ایده آل گراف در را احاطه گری مقدماتی خواص ابتدا فصل، این در
سرانجام و می پردازیم کاهشی حلقه های پوچ ساز ایده آل گراف در احاطه گری مطالعه ی به سپس و می کنیم

می کنیم. محاسبه را نوتری و آرتینی حلقه های پوچ ساز ایده آل گراف  در احاطه گری عدد
فرض تهی غیر جابه جایی، حلقه های پوچ ساز ایده آل گراف های رئوس مجموعه فصل، این سراسر در

می شوند.

پوچ ساز ایده آل به وابسته گراف در احاطه گری مقدماتی خواص ٣ . ١
جابه جایی حلقه های

می کنیم. بیان جابجایی حلقه های پوچ ساز ایده آل گراف در را احاطه گری مقدماتی خواص بخش، این در

ازای به اگر فقط و اگر γ(AG) = ١ صورت این در باشد. حلقه یک R کنید فرض .٣ . ١ . ١ قضیه
باشد. پوچ ساز ایده آل Z(R) یا R ∼= F⊕D ،D چون صحیحی حوزه ی و F چون میدانی

رئوس سایر به که ،A∗(R) از ایده آلی I٠ و نباشد پوچ ساز ایده آل Z(R) کنید فرض (⇐=) برهان.
⟨a⟩ بنابراین .⟨a⟩ ⊆ I٠ آن گاه باشد، I٠ از ناصفری عنصر a اگر صورت این در باشد. مجاور دیگر
صورت این غیر در زیرا .a ̸∈ Ann(a) = I که کنید توجه ابتدا است. مجاور دیگر رئوس سایر به
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در زیرا است. مینیمال ایده آل یک Ra طرفی از است. فرض با متناقض که Z(R) = Ann(a)

رئوس سایر به نیز Rb آن گاه ،Rb $ Ra که باشد R حلقه ی از ناصفری عنصر b اگر صورت این غیر
و است AG(R) از رأسی Rx ،Z(R) از x چون ناصفری عنصر هر برای طرفی از است. مجاور دیگر
،Ann(b) ⊆ Z(R) چون حال .Z(R) ⊆ Ann(b) نتیجه در .x ∈ Ann(b) لذا .(Rx)(Rb) = {٠}
است R حلقه ی مینیمال ایده آل Ra بنابراین است. فرض با تناقض در که Z(R) = Ann(b) نتیجه در
.Ra = Re که است موجود e چون R از خودتوانی عنصر ،١ . ٢ . ١٨ لم بنابر نتیجه در .(Ra)٢ ̸= {٠} و
از رأسی R١ × {٠} آن در که R = R١ ×R٢ کرد فرض می توان لذا .R = Re⊕R(١ − e) بنابراین
که باشد R١×R٢ از ایده آلی I١×I٢ اگر (زیرا است مجاور دیگر رئوس سایر به که است AG(R) گراف
نشان حال .( I١ × I٢ = R١ ×{٠} یا I١ × I٢ = {٠}×R٢ آن گاه باشد، مجاور دیگر رئوس سایر به
صورت این در نباشد. میدان R١ کنید فرض خلف برهان به منظور، این برای است. میدان R١ می دهیم
،R١c×{٠} ̸= R{٠}×١ و است A∗(R) از عضوی R١c×{٠} ،R١ از c چون ناصفری عنصر ازای به

بنابراین
(R١ × {٠})(R١c× {٠}) = {⟨٠,٠⟩}.

برای است. صحیح حوزه ی R٢ می کنیم ادعا است. میدان R١ بنابراین است. تناقض که R١c = {٠} لذا
،R١ × R٢b صورت این در باشد. Z(R٢) از ناصفری عنصر b کنید فرض خلف برهان به منظور، این
R٢ بنابراین است. تناقض که می باشد R١ × {٠} رأس با نامجاور و A∗(R) مجموعه ی از عنصری

است. صحیح حوزه ی
صورت این در .R = F ⊕D ،D چون صحیحی حوزه ی و F چون میدانی ازای به کنید فرض (=⇒)

.γ(AG(R)) = ١ نتیجه در است. مجاور دیگر رئوس سایر به که R حلقه ی از رأسی F× {٠}
دیگر رئوس تمام به Rx آن گاه ،Z(R) = Ann(x) که باشد R حلقه ی از ناصفری عنصر x اگر حال

.γ(AG(R)) = ١ لذا و است مجاور

صورت این در باشد. حلقه R کنید فرض .٣ . ١ . ٢ گزاره
.γ(Γ(R)) ∈ {١,٢} آن گاه ،γ(AG(R)) = ١ اگر . ١

.γ(AG(R)) = ١ آن گاه ،γ(Γ(R)) = ١ اگر . ٢

می شود. ثابت حکم ،٢ . ١ . ٢ قضیه ی و ٣ . ١ . ١ قضیه ی از استفاده با برهان.

آن گاه ،γ(AG(R)) ̸= ١ اگر صورت این در باشد. حلقه R کنید فرض .٣ . ١ . ٣ قضیه

γt(AG(R)) = γ(AG(R)) یا γt(AG(R)) = γ(AG(R)) + ١.

که باشد AG(R) برای احاطه گری مجموعه ی D و γt(AG(R)) ̸= γ(AG(R)) کنید فرض برهان.
کنید فرض منظور، این برای .γt(AG(R)) = γ(AG(R))+١ داد خواهیم نشان .|D| = γ(AG(R))

k = max{n
∣∣∃ I١, I٢, . . . , In ∈ D;

n∏
i=١

Ii ̸= ٠}.



٣١ جابه جایی حلقه های پوچ ساز ایده آل گراف های در احاطه گری

حال .k ≥ ٢ نتیجه در ،γ(AG(R)) ̸= γt(AG(R)) چون

S := {
k∏

i=١
Ii, AnnI١,AnnI٢, . . . ,AnnIk} ∪D \ {I١, I٢, . . . , Ik}

نتیجه در و است AG(R) گراف برای کلی احاطه گر مجموعه ی

γt(AG(R)) ≤ |D|+ ١ = γ(AG(R)) + ١.

بنابراین .γ(AG(R)) + ١ ≤ γt(AG(R)) لذا ،γ(AG(R)) ̸= γt(AG(R)) چون طرفی از

γt(AG(R)) = γ(AG(R)) + ١.

برای نیم کلی احاطه گر مجموعه ی یک را AG(R) گراف رئوس از S مجموعه ی زیر .۴ . ٣ . ١ تعریف
هرگاه نامیم AG(R)

باشد. AG(R) برای احاطه گر مجموعه ی یک S . ١
.IJ = {٠} که متمایز) لزماً باشد(نه موجود J ∈ S ،I ∈ S هر برای . ٢

همچنین

γst(AG(R)) := min{|S|
AG(R)باشد∣∣ برای نیم کلی احاطه گر مجموعه ی {Sیک

می شود. تعریف

داشت: خواهیم را زیر نامساوی آن، برهان و ٢ . ١ . ٧ لم مشابه .۵ . ٣ . ١ تذکر

γ(AG(R)) ≤ γst(AG(R)) ≤ ٢γ(AG(R)).

صورت این در باشد. صفر غیر حلقه ی دو حاصل ضرب که باشد حلقه ای R کنید فرض .۶ . ٣ . ١ قضیه
.γ(AG(R)) = ١ آن گاه ،R ∼= F×D ،D چون صحیحی حوزه ی و F چون میدانی ازای به اگر . ١

آن گاه ،R ∼= D١ ×D٢ و نباشند میدان که ،D٢ و D١ چون صحیحی حوزه های ازای به اگر . ٢

γ(AG(R)) = ٢.

آن گاه نباشد، صحیح حوزه ی R١ و صحیح حوزه ی D که ،R ∼= R١ ×D اگر . ٣

١ + γ(AG(R١)) ≤ γ(AG(R)) ≤ ١ + γst(AG(R١)).

داشت: خواهیم آن گاه ،R ∼= R١ ×R٢ و نباشند صحیح حوزه های R٢ و R١ اگر . ۴

γ(AG(R)) ≤ γst(AG(R١)) + γst(AG(R٢)).
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مجاور AG(R) گراف از دیگر رئوس سایر به که است F×D حلقه ی از ایده آلی F× {٠} . ١ برهان.
.γ(AG(R)) = γ(AG(F×D)) = ١ بنابراین است.

می دانیم . ٢

V (AG(D١ ×D٢)) = {I١ × {٠}
∣∣{٠} ̸= I١ ED١} ∪ {{٠} × I٢

∣∣{٠} ̸= I٢ ED٢}.

بنابراین می باشد. عضو یک از بیش بخش های با کامل دوبخش گراف یک AG(D١ ×D٢) نتیجه در

γ(AG(D١ ×D٢)) = ٢.

برای نیم کلی احاطه گر مجموعه ی T = {I١, I٢, . . . , In} و γst(AG(R١)) = n کنید فرض . ٣
چون باشد. AG(R١)

V (AG(R)) ={I × J
∣∣I ∈ V (AG(R١)), {٠} ̸= J ED}

∪ {I × {٠}
∣∣{٠} ̸= I ER١} ∪ {{٠} × J

∣∣{٠} ̸= J ED}

است AG(R) برای احاطه گر مجموعه ی T ′
= {I١ ×{٠}, I٢ ×{٠}, . . . , In×{٠}, {٠}×D} لذا

نتیجه در و
γ(AG(R)) ≤ ١ + γst(AG(R١)).

احاطه گر مجموعه ی S = {I١ × J١, . . . , Im × Jm} کنید فرض دوم قسمت اثبات برای حال
از رأسی R١ × {٠} چون صورت این در .γ(AG(R١ × D)) = m و باشد AG(R١ × D) برای
وصل Ij × Jj مانند S اعضای از یکی به R١ × {٠} یا R١ × {٠} ∈ S لذا است، AG(R١ ×D)

یا Ij = {٠} که دارد وجود ١ ≤ j ≤ m حالت، هر در بنابراین .Ij = {٠} حالت، این در که شد خواهد
I ×D ∈ S لذا و است AG(R١ ×D) از رأسی I ×D ،I ∈ AG(R١) هر برای طرفی از .Ij = R١

یا I = Ij که دارد وجود ١ ≤ j ≤ m حالت هر در است. مجاور S اعضای از یکی با I × D یا
است. AG(R١) برای احاطه گر مجموعه ی یک V (AG(R١)) ∩ {I١, I٢, . . . , Im} لذا و IIj = {٠}

لذا ،V (AG(R١)) ∩ {I١, I٢, . . . , Im} ≤ m− ١ چون

γ(AG(R١)) + ١ ≤ m− ١ + ١ = m = γ(AG(R١ ×D)).

مجموعه ی دو به ترتیب S٢ = {J١, J٢, . . . , Jn} و S١ = {I١, I٢, . . . , Im} کنید فرض . ۴
.γst(AG(R٢)) = n و γst(AG(R١)) = m که باشند AG(R٢) و AG(R١) برای نیم کلی احاطه گر

چون صورت این در

V (AG(R)) ={I × J
∣∣I ∈ V (AG(R١)), {٠} ̸= J ER٢} ∪ {I × {٠}

∣∣{٠} ̸= I ER١}

∪ {{٠} × J
∣∣{٠} ̸= J ER٢} ∪ {I × J

∣∣{٠} ̸= I ER١, J ∈ V (AG(R٢))}

لذا

S١ ∪ S٢ = {I١ × {٠}, I٢ × {٠}, . . . , Im × {٠}, {٠} × J١, {٠} × J٢, . . . , {٠} × Jn}
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داشت: خواهیم نتیجه در و است AG(R) برای احاطه گر مجموعه ی

γ(AG(R)) ≤ γst(AG(R١)) + γst(AG(R٢)).

به صورت ،[٩.٢ قضیه ی ،١۶] در ،۶ . ٣ . ١ قضیه ی از سوم قسمت .٣ . ١ . ٧ تذکر

γ(AG(R)) = ١ + γ(AG(R١))

در مثال عنوان به نیست. برقرار تساوی کلی حالت در و می باشد اشکال دارای آن برهان که است آمده 
لذا و ١ + γ(AG(R١)) = ٢ اما ،γ(AG(R)) = ٣ ،R١ = Z۶ و D = Z٢ حالت

γ(AG(R)) ̸= ١ + γ(AG(R١)).

از چهارم قسمت ،R = R١ × R٢ و نباشند صحیح حوزه های R٢ و R١ این که فرض با .٣ . ١ . ٨ تذکر
صورت به ،[٩.٢ قضیه ی ،١۶] در ۶ . ٣ . ١ قضیه ی

γ(AG(R)) = γ(AG(R١)) + γ(AG(R٢))

زیرا نیست. برقرار تساوی کلی حالت در و می باشد اشکال دارای آن از شده ارائه برهان که است آمده
برای احاطه گر مجموعه ی دو به ترتیب D٢ = {⟨٢⟩} و D١ = {⟨٣⟩} آن گاه ،R٢ = Z۴ و R١ = Z۶ اگر
کرد مشاهده می توان به سادگی طرفی از .γ(AG(R١)) + γ(AG(R٢)) = ٢ لذا و می باشند R٢ و R١

.γ(AG(R)) ̸= γ(AG(R١)) + γ(AG(R٢)) لذا و γ(AG(R)) = ٣ که

نوتری حلقه ی پوچ ساز ایده آل به وابسته گراف در احاطه گری ٣ . ٢

پوچ ساز ایده آل گراف در آن ها بین رابطه ی و کلی احاطه گر و احاطه گر عدد محاسبه ی به بخش، این در
می پردازیم. نوتری حلقه های

که باشد A(R) ماکسیمال اعضای از متشکل مجموعه ی M و نوتری حلقه ی R اگر .٣ . ٢ . ١ قضیه
.γt(AG(R)) = |M | آن گاه ،|M | > ١

داد خواهیم نشان .I ∈ M و باشد A(R) ماکسیمال اعضای از مجموعه ای M کنید فرض برهان.
عنصر x کنید فرض لذا .Ann(I) ̸= ٠ نتیجه در است، M از عنصری I چون .I = Ann(Ann I)

که است واضح باشد. Ann(I) از ناصفری

I ⊆ Ann(Ann(I)) (٣ . ١)

،x ∈ Ann(I) چون .y
′
Ann(I) = ٠ آن گاه باشد، Ann(Ann(I)) دلخواهی عنصر y′ اگر حال

نتیجه در .y′
x = ٠ لذا

Ann(Ann(I)) ⊆ Ann(x). (٣ . ٢)
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داریم: (٣ . ٢) و (٣ . ١) رابطه های مقایسه ی از بنابراین

I ⊆ Ann(Ann(I)) ⊆ Ann(x).

.I = Ann(Ann(I)) = Ann(x) لذا Ann(x) ∈ M و است M ماکسیمال عنصر I چون حال
داد خواهیم نشان حال .I = Ann(xI) که دارد وجود ٠ ̸= xI ∈ R ،I ∈ M هر برای بنابراین
دلخواه عنصر منظور، این برای است. AG(R) برای کلی احاطه گر مجموعه ی D = {RxI |I ∈ M}
که است موجود I ∈ M چون ایده آلی لذا است نوتری R چون بگیرید. نظر در را J ∈ A(R)
ایده آل دو ازای به لذا ،|M | > ١ چون است. مجاور RxI ایده آل با J نتیجه در .J ⊆ I = Ann(xI)

RxIRxI′ از ناصفری عنصر x اگر صورت این غیر در زیرا .RxIRxI′ = {٠} ،I, I ′ ∈ M متمایز
،r′ ∈ R ازای به و x = rxI ،r ∈ R چون عنصری ازای به نتیجه در .x ∈ RxI ∩RxI′ آن گاه باشد،

لذا و x = r
′
xI′

Ann(x) = Ann(r
′
xI′ ) = Ann(rxI). (٣ . ٣)

طرفی از

I = Ann(xI) ⊆ Ann(rxI),

I
′
= Ann(xI′ ) ⊆ Ann(rxI′ )

داریم: (٣ . ٣) رابطه ی و I, I ′ ایده آل های بودن ماکسیمال بنابر نتیجه در

I = Ann(xI) = Ann(rxI) = Ann(x),

I
′
= Ann(xI′ ) = Ann(rxI′ ) = Ann(x).

داشت: خواهیم بنابراین است. I ′ و I بودن متمایز با تناقض در که .I = I
′
= Ann(x) نتیجه در

γt(AG(R)) ≤ |M |.

برای حال .γt(AG(R)) = |D١| و باشد AG(R) برای احاطه گر مجموعه ی D١ کنید فرض حال
از عنصر یک به دقیقاً D١ مجموعه ی به متعلق عنصر هر که داد خواهیم نشان اثبات، کردن کامل
دو به ،D١ از K چون عنصری کنید فرض خلف برهان به منظور، این برای است. مجاور M مجموعه ی
نتیجه در .IK = I

′
K = {٠} داشت خواهیم صورت این در باشد. مجاور M از I ′ و I متمایز عنصر

I ⊆ Ann(K) , I
′ ⊆ Ann(K)

داریم: I ′ و I ایده آل های بودن ماکسیمال بنابر لذا

I = I
′
= Ann(K)

.γt(AG(R)) = |M | بنابراین .γt(AG(R)) = |M | ≤ γt(AG(R)) نتیجه در است. تناقض که
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که باشد A(R) ماکسیمال اعضای از متشکل مجموعه ی M و نوتری حلقه ی R اگر .٣ . ٢ . ٢ نتیجه
.γt(Γ(R)) ≤ γt(AG(R)) آن گاه ،|M | > ١

حلقه ی R چون آن، برهان و ٣ . ٢ . ١ قضیه ی بنابر صورت این در .γt(AG(R)) = k کنید فرض برهان.
ماکسیمالی عنصر Ann(xi) که است موجود (i = ١,٢ . . . , k) xi ∈ R چون عنصری لذا است نوتری
که است AG(R) برای کلی احاطه گر مجموعه ی D = {Rx١, . . . , Rxk} همچنین و است A(R) از
است. Γ(R) برای کلی احاطه گر مجموعه ی یک D′

= {x١, . . . , xk} نتیجه در .γt(AG(R)) = k

بنابراین
γt(Γ(R)) ≤ γt(AG(R)).

صورت این در باشد. نوتری حلقه ی R کنید فرض .٣ . ٢ . ٣ قضیه

γ(AG(R)) ≤ |Ass(R)| <∞.

Ass(R) = {p١, p٢, . . . , pn} کنید فرض لذا .|Ass(R)| پس∞> است، نوتری Rحلقه ی چون برهان.
دهید: قرار .pi = Ann(xi) که باشند R حلقه ی از ناصفری عناصر ها (i = ١,٢, . . . , n) xi و

A = {Rxi
∣∣١ ≤ i ≤ n}.

I کنید فرض منظور، این برای است. AG(R) گراف برای احاطه گر مجموعه ی A داد خواهیم نشان
صورت این در باشد. AG(R) از رأسی

I ⊆ Z(R) =
n∪

i=١
pi.

مجموعه ی A لذا .IRxi = {٠} نتیجه در .I ⊆ pi ،١ ≤ i ≤ n ازای به ،۴ . ١ . ٢ قضیه ی بنابر لذا
بنابراین است. AG(R) برای احاطه گر

γ(AG(R)) ≤ |Ass(R)|.

نباشد. برقرار است ممکن فوق، قضیه ی در تساوی حالت که کرد خواهیم مشاهده زیر مثال در

و (x̄ = x+ ⟨x٢, xy⟩) Ass(R) = {⟨x̄⟩, ⟨x̄, ȳ⟩} آن گاه R = K[x,y]

⟨x٢,xy⟩ و میدان K اگر .۴ . ٣ . ٢ مثال
است.) مجاور دیگر رئوس سایر به ⟨x̄⟩ ایده آل (زیرا .γ(AG(R)) = ١

،٢ . ٢ . ١ تذکر نمادهای به توجه با صورت این در باشد. آرتینی حلقه ی R کنید فرض .۵ . ٣ . ٢ گزاره
γ(AG(R)) ≤ n آن گاه ،n ≥ ٢ اگر . ١

.γ(AG(R)) = γst(AG(R)) = ١ آن گاه باشد، موضعی حلقه ی R اگر . ٢
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نتیجه ی بنابر لذا می باشند، موضعی حلقه های ها، (i = ١,٢, . . . , n) (Ri,mi) چون . ١ برهان.
که: دارد وجود xi ∈ Ri چون ناصفری عنصر ،٢۴ . ١ . ٢

Z(Ri) = mi = Ann(xi), i = ١,٢, . . . , n.

بنابراین

D = {⟨x١⟩×{٠}×{٠}×· · ·×{٠}, {٠}×⟨x٢⟩×{٠}×· · ·×{٠}, . . . , {٠}×{٠}×· · ·×⟨xn⟩}

داشت: خواهیم لذا و است AG(R) برای احاطه گر مجموعه ی

γ(AG(R)) ≤ n.

نتیجه ی بنابر صورت این در باشد. m ماکسیمال ایده آل با موضعی حلقه ی R کنید فرض . ٢
S = {⟨x⟩} نتیجه در .Z(R) = m = Ann(x) که است موجود x ∈ R چون ناصفری عنصر ،٢۴ . ١ . ٢
در و x٢ = ٠ پس ،x ∈ Z(R) چون طرفی از .γ(AG(R)) = ١ لذا و است احاطه گر مجموعه ی یک

.γst(AG(R)) = ١ لذا و است نیم کلی احاطه گر مجموعه ی S بنابراین .⟨x⟩٢ = {٠} نتیجه

نباشد، یکریخت میدان دو حاصل ضرب با R و باشد موضعی غیر آرتینی حلقه ی R اگر .۶ . ٣ . ٢ قضیه
.γ(AG(R)) = γt(AG(R)) = |Min(R)| آن گاه

ماکسیمال عناصر پس می باشد. A(R) به متعلق آن ایده آل هر لذا است آرتینی حلقه ی R چون برهان.
،٣ . ٢ . ١ قضیه ی بنابر است، موضعی غیر R چون است. برابر Max(R) (= Min(R)) با A(R)

γt(AG(R)) = |Max(R)|.

(Ri,mi) آرتینی موضعی حلقه های حاصل ضرب با ،R حلقه ی ،٢ . ٢ . ١ تذکر بنابر طرفی از
نیز و است یکریخت (i = ١, . . . , n)

Max(R) = {ni = R١ × · · · ×Ri−١ ×mi ×Ri+١ × · · · ×Rn

∣∣١ ≤ i ≤ n}.

D = {J١, J٢, . . . , Jn−١} کنید فرض خلف برهان به منظور، این برای .γ(AG(R)) = n می کنیم ادعا
لذا نیست، یکریخت میدان دو حاصل ضرب با R چون باشد. AG(R) گراف برای احاطه گر مجموعه ی

داریم: ،١ ≤ t, s ≤ n و ١ ≤ i ≤ n− ١ که s و t ،i ازای به

Jins = Jint = {٠}.

است. تناقض که Ji = {٠} نتیجه در

صورت این در .|Min(R)| <∞ همچنین و باشد کاهشی و نوتری حلقه ی R کنید فرض .٣ . ٢ . ٧ قضیه
آن گاه ،γ(AG(R)) > ١ اگر

γ(AG(R)) = γt(AG(R)) = |Min(R)|.
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،|Min(R)| = ١ اگر (زیرا |Min(R)| > ١ پس ،γ(AG(R)) > ١ و کاهشی حلقه ی R چون برهان.
داشت خواهیم ،١ . ٢ . ١٢ نتیجه ی بنابر آن گاه باشد، R حلقه ی مینیمال ایده آل تنها p این که فرض با آن گاه
لذا است). تناقض که V (AG(R١)) = ∅ و است صحیح حوزه ی R نتیجه در و Nil(R) = p = {٠}

باشند. متمایز ها pi و Min(R) = {p١, p٢, . . . , pn} ،n ≥ ٢ کنید فرض
.Z(R) = p١∪p٢ و p١∩p٢ = {٠} ،١۴ . ١ . ٢ قضیه ی و ١ . ٢ . ١٢ نتیجه ی بنابر آن گاه ،n = ٢ اگر
قضیه ی بنابر لذا .I ⊆ p١ ∪ p٢ صورت این در باشد. AG(R) از دلخواهی رأس I کنید فرض حال
با کامل دوبخشی گرافی AG(R) که داد خواهیم نشان حال .I ⊆ pi که دارد وجود i ∈ {١,٢} ،۴ . ١ . ٢
رأس دو I٢ و I١ کنید فرض منظور، این برای .١ است A(R) ∩ P (p٢) و A(R) ∩ P (p١) بخش های

که باشند AG(R) از
I١, I٢ ⊆ pj, j ∈ {١,٢}.

آن گاه ،J ⊆ p٢ و I ⊆ p١ که باشند AG(R) از رئوسی J و I اگر حال .I١I٢ ̸= {٠} صورت این در

IJ ⊆ p١ ∩ p٢ = {٠}.

لذا ،γ(AG(R)) > ١ فرض، طبق چون و است کامل بخشی دو گراف یک AG(R) بنابراین
.γ(AG(R)) = ٢

و ،n ≥ ٣ کنید فرض حال

p̂i = p١p٢ . . . pi−١pi+١ . . . pn, i = ١,٢, . . . , n.

بنابراین .p̂ipi = {٠} و p̂i ̸= {٠} ،i ∈ {١, . . . , n} هر برای ،١ . ٢ . ١٢ نتیجه ی بنابر صورت این در
،١۴ . ١ . ٢ قضیه ی بنابر آن گاه باشد، AG(R) از دلخواهی رأس I اگر حال است. AG(R) از رأسی pi

I ⊆ Z(R) =
n∪

i=١
pi.

،i ∈ {١, . . . , n} هر ازای به بنابراین .I ⊆ pi که دارد وجود i ∈ {١, . . . n} ،۴ . ١ . ٢ قضیه ی بنابر لذا
،٣ . ٢ . ١ قضیه ی بنابر لذا و است A(R) ماکسیمال عنصر pi

γt(AG(R)) = |Min(R)|.

احاطه گر مجموعه ی B = {J١, . . . , Jn−١} کنید فرض خلف برهان به .γ(AG(R)) = n می دهیم نشان
می گیریم: نظر در را زیر حالت های صورت این در باشد. AG(R) برای

Min(R) از pt و ps چون ایده آل هایی کبوتری، لانه ی اصل بنابر آن گاه ،B ∩Min(R) = ∅ اگر . ١
و Jl ⊆ pt لذا ،ps ̸⊆ pt چون .{٠} = Jlps ⊆ pt پس .Jlpt = Jlps = {٠} که موجوداند Jl ∈ B و
است. تناقض که Jl = {٠} لذا است، کاهشی R چون .Jl

٢ = {٠} بنابراین .Jl٢ ⊆ Jlpt = {٠} لذا
زیرا مجاورند. غیر pj و pi ایده آل های ،i ̸= j ازای به می دانیم .B ∩Min(R) ̸= ∅ کنید فرض . ٢
طرفی از است. موجود pk ∈ Min(R) \ {pi, pj} چون ایده آلی لذا ،n ≥ ٣ چون صورت این غیر در

است. pi توانی مجموعه ی ،(i = ١,٢) P (pi)
١
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،pj و pi ایده آل های بودن مینیمال بنابر حال .pj ⊆ pk یا pi ⊆ pk نتیجه در و {٠} = pipj ⊆ pk

زیرا نیست. برابر ،{p١, . . . , pn−١} مجموعه ی با B طرفی از است. تناقض که pj = pk یا pi = pk

کنید فرض است. تناقض که است مجاور pi ایده آل با pn ایده آل ،i ̸= n ازای به صورت این غیر در
پس .{Jk+١, . . . , Jn−١} ∩ Min(R) = ∅ و Ji := pi ،i = ١,٢, . . . , k ازای به و ،k < n − ١
است. مجاور {Jk+١, . . . , Jn−١} مجموعه ی از ایده آلی به ،{pk+١, . . . , pn} مجموعه ی از ایده آل هر

داریم: k + ١ ≤ i ≤ n− ١ و u ̸= v ازای به کبوتری، لانه ی اصل بنابر درنتیجه

puJi = pvJi = {٠}.

است. تناقض که J٢
i = {٠} ،١ حالت مشابه لذا

داشت: خواهیم بنابراین

γ(AG(R)) = γt(AG(R)) = |Min(R)|.

این در .p ∈ Min(R) و باشد متناهی تولید با R از ایده آلی I حلقه، یک R کنید فرض .٣ . ٢ . ٨ لم
.Ib = {٠} که است موجود b ∈ R چون ناصفری عنصر آن گاه I ⊆ p اگر صورت

،١ . ٢ . ٢٩ قضیه ی بنابر .⟨a١, a٢, . . . , an⟩ = I ⊆ p و p ∈ Min(R) کنید فرض برهان.

Spec(Rp) = {qe
∣∣q ∈ Spec(R) و q ∩ (R \ p) = ∅}.

بنابراین .q = p لذا ،p ∈ Min(R) چون است. q ⊆ p معادل q ∩ (R \ p) = ∅ طرفی از
.Nil(Rp) = pe نتیجه در و Spec(Rp) = {pe}

که دارد وجود ni ∈ N نتیجه در و ai
١ ∈ pe لذا ،ai ∈ I ⊆ p چون ،١ ≤ i ≤ n هر برای

.(Ie)n = {٠} که کرد مشاهده می توان به سادگی .n := n١ + n٢ + · · ·+ nn دهید قرار .(ai١ )ni = ٠
عنصری لذا و (Ie)n−١ ̸= {٠} پس .(Ie)n = {٠} که باشد طبیعی عدد کوچکترین n کنید فرض حال
،١ ≤ i ≤ n هر برای حال شود). اختیار c = ١ آن گاه ،n = ١ (اگر دارد وجود ٠ ̸= c

١ ∈ (Ie)n−١ چون
دهید قرار .uiaic = ٠ که دارد وجود ui ∈ R \ p نتیجه در و c

١
ai
١ ∈ (Ie)n = {٠} لذا و ai

١ ∈ Ie

طرفی از است. تناقض که c
١ = ٠

١ صورت این غیر در زیرا .b ̸= ٠ که کنید توجه .b := u١u٢ . . . unc

داریم: ١ ≤ i ≤ n هر برای
bai = u١u٢ . . . uncai = ٠.

.Ib = {٠} و ٠ ̸= b ∈ R لذا و

معادل اند: هم با زیر موارد آن گاه ،γ(AG(R)) > ١ و باشد کاهشی نوتری حلقه ای R اگر .٣ . ٢ . ٩ نتیجه
γ(AG(R)) = ٢ . ١

است. ناتهی بخش دو با دوبخشی گراف AG(R) . ٢
است. ناتهی دوبخش با ، کامل دوبخشی گراف AG(R) . ٣

است. مینیمال اول ایده آل دو دقیقاً دارای حلقه ای R . ۴
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برقرار (۴) −→ (٣) ،(١) −→ (۴) رابطه های از هریک آن، برهان و ،٣ . ٢ . ٧ قضیه ی بنابر برهان.
برقرارند. وضوح به (٣) −→ (٢) و (٣) −→ (١) روابط همچنین و است

خلف برهان به .|Min(R)| > ١ لذا است، کاهشی R و γ(AG(R)) > ١ چون .(٢) −→ (۴)
.b١ ∈ p١∩p٢\p٣ و باشد p٣ و p٢ ،p١ چون متمایزی مینیمال اول ایده آل سه حداقل Rدارای کنید فرض
.c ∈ Ann(b١) که دارد وجود ٠ ̸= c ∈ R بنابراین .b١ ∈ Z(R) لذا و p١ ⊆ Z(R) ،١ . ٢ . ١٣ لم بنابر
و Ann(b١) ⊆ p٣ چون .b٢ := cd دهید قرار همچنین و d ∈ p١ \ p٢ ∪ p٣ کنید فرض حال
طرفی از مجاورند. ،⟨b٢⟩ و ⟨b١⟩ ایده آل های لذا ،c ∈ Ann(b١) چون .b٢ ∈ p١ ∩ p٣ لذا ،d ∈ p١

چون ناصفری عنصر ،٣ . ٢ . ٨ لم بنابر لذا ،⟨b١⟩ + ⟨b٢⟩ ⊆ p١ و متناهی تولید با ایده آلی ⟨b١⟩ + ⟨b٢⟩
که مجاورند ⟨b٣⟩ ،⟨b٢⟩ و ⟨b٣⟩ ،⟨b١⟩ ایده آل های لذا .b٣(⟨b١⟩ + ⟨b٢⟩) = ٠ که است موجود R از b٣

در زیرا نیست، برابر b٢ و b١ با b٣ که کنید (توجه است. AG(R) گراف بودن دوبخشی با متناقض
تناقض که b١ = ٠ لذا است، کاهشی R چون و b١

٢ = ٠ آن گاه ،b١ = b٣ اگر مثلا صورت این غیر
است.)

صورت این در .|Min(R)|<∞ همچنین و باشد کاهشی و نوتری حلقه ی R کنید فرض .٣ . ٢ . ١٠ نتیجه
.γ(AG(R)) = γ(Γ(R)) آن گاه ،γ(AG(R)) ̸= ١ اگر

با متناقض که γ(AG(R)) = ١ ،٣ . ١ . ١ و ٢ . ١ . ٢ قضایای بنابر آن گاه ،γ(Γ(R)) = ١ اگر برهان.
داشت خواهیم ،٢ . ١ . ١٧ قضیه ی بنابر صورت این در .γ(Γ(R)) > ١ کنید فرض لذا است. فرض
نتیجه در و γ(AG(R)) = |Min(R)| ،٣ . ٢ . ٧ قضیه ی بنابر طرفی از .|Min(R)| = γ(Γ(R))

.γ(AG(R)) = γ(Γ(R))

است. همبند گراف یک AG(R) صورت این در باشد. حلقه R کنید فرض .٣ . ٢ . ١١ لم

بگیرید: نظر در را زیر حالت های باشند. AG(R) متمایز رأس دو J و I کنید فرض برهان.
است. مجاور J به I حالت این در .IJ = {٠} . ١

است. J به I از مسیر یک I − IJ − J حالت، این در .J٢ = {٠} و I٢ = {٠} ،IJ ̸= {٠} . ٢
لذا است، AG(R) از رأسی J چون حالت این در .J٢ ̸= {٠} و I٢ = {٠} ،IJ ̸= {٠} . ٣

بنابراین: .JK = {٠} که دارد وجود R از K ̸= J ایده آل
است. J به I از مسیر یک I − IK − J آن گاه ،IK ̸= {٠} اگر
است. J به I از مسیر یک I −K − J آن گاه ،IK = {٠} اگر

دارد. وجود J به I از مسیری ،٣ حالت مشابه .J٢ = {٠} و I٢ ̸= {٠} ،IJ ̸= {٠} . ۴
هستند، AG(R) رأس های J و I چون حالت این در .J٢ ̸= {٠} و I٢ ̸= {٠} ،IJ ̸= {٠} . ۵

بنابراین: .JL = {٠} و IK = {٠} که دارند وجود K و L ایده آل های لذا
است. J به I از مسیر یک I − L− J آن گاه ،L = k اگر

است. J به I از مسیر یک I −K − L− J آن گاه ،LK = {٠} و L ̸= K اگر
است. J به I از مسیر یک I − LK − J آن گاه ،LK ̸= {٠} و L ̸= K اگر
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یک حداقل دارای و مثلثی دور بدون گراف AG(R) کاهشی، غیر حلقه ی R کنید فرض .٣ . ٢ . ١٢ قضیه
به است. مینیمال آل ایده دو حداکثر با حلقه ای R و دوبخشی گراف AG(R) صورت این در باشد. یال

است: برقرار زیر موارد از یکی ویژه،
یک دقیقاً با حلقه ای S و میدان F که ،R ∼= F× S و است مینیمال ایده آل دو دقیقاً دارای R . ١

است. بدیهی غیر ایده آل
دوبخشی گرافی AG(R) و ⟨x⟩٢ = {٠} که است ⟨x⟩ چون مینیمال ایده آل یک دقیقاً دارای R . ٢
آن گاه ،A := {L ∈ V١

∣∣⟨x⟩ ⊆ L} اگر آن بر علاوه و است V٢ = V c
١ و V١ = N(⟨x⟩) بخش های با

است. کامل دوبخشی گراف یک ،V١
c ∪ (V١ \ A) روی القایی گراف زیر

.z٢ = ٠ که است موجود ٠ ̸= z ∈ R چون عنصری لذا است، کاهشی غیر حلقه ایی R چون برهان.
J و I اگر صورت این غیر در زیرا است. R بدیهی غیر ایده آل یک حداکثر شامل ⟨z⟩ که کنید توجه
شد خواهد مثلث دور با گرافی AG(R) آن گاه ،J ⊆ ⟨z⟩ و I ⊆ ⟨z⟩ که باشند R حلقه ی از ایده آل هایی
حال دارد. وجود {٠} ̸= J ⊆ ⟨z⟩ چون ایده آلی آن گاه نباشد، مینیمال ایده آل ⟨z⟩ اگر است. تناقض که
است، R بدیهی غیر ایده آل یک حداکثر شامل ⟨z⟩ این که به توجه با می کنیم. انتخاب را ٠ ̸= x ∈ J

ایده آل یک حداقل دارای R حالت هر در بنابراین .x٢ = ٠ لذا ،x ∈ ⟨z⟩ چون است. مینیمال ⟨x⟩ لذا
زیرا است. مینیمال ایده آل دو اکثر حد دارای R طرفی از .⟨x⟩٢ = {٠} که است ⟨x⟩ چون مینیمالی
متناقض که IJ = JK = IK = {٠} آن گاه باشند، R متمایز مینیمال ایده آل های K و J ،I مثلا اگر
بنابر و ⟨x⟩ ⊆ IJ ⊆ I ∩ J آن گاه باشد، موجود ٠ ̸= x ∈ IJ مثلا اگر کنید (توجه است فرض با
زیر حالت های بنابراین است). J و I بودن متمایز با متناقض که I = J = ⟨x⟩ ،J و I بودن مینیمال

می گیریم: نظر در را
ایده آل با متمایز R دیگر مینیمال ایده آل J و باشد مینیمال ایده آل دو دقیقاً دارای R کنید ١ .فرض
در .J٢ = {٠} کنید فرض خلف برهان به منظور، این برای .J٢ ̸= {٠} می کنیم ادعا باشد. ⟨x⟩ مینیمال
.J٢ ̸= {٠} لذا و است فرض با متناقض که بوده مجاور هم با J + ⟨x⟩ و ⟨x⟩ ،J رأس های صورت این
.R ∼= Re⊕R(١−e) و J = Re که است موجود e ∈ R چون خودتوانی عنصر ،١ . ٢ . ١٨ لم بنابر حال

.R ∼= R١ ×R٢ کرد فرض می توان لذا
صحیح حوزه  R٢ و R١ کنید فرض خلف برهان به هستند. صحیح حوزه  R٢ یا R١ می کنیم ادعا
.yy

′
= ٠ و xx′

= ٠ که دارند وجود y, y′ ∈ R٢ \ {٠} و x, x′ ∈ R١ \ {٠} صورت این در نباشند.
است. فرض متناقض که مجاورند هم با {٠}×R٢ و ⟨x′⟩×{٠} ،⟨x⟩×{٠} آن گاه باشد، x ̸= x

′ اگر
ایده آل های آن گاه ،y = y

′ و x = x
′ اگر حال می رسیم. تناقض به مشابه به طور آن گاه ،y ̸= y

′ اگر
خلف فرض بنابراین است. فرض متناقض که مجاورند هم با {٠} × ⟨y⟩ و ⟨x⟩ × ⟨y⟩ ،⟨x⟩ × {٠}
صحیح حوزه ی R١ کنید فرض مسأله کلیت رفتن دست از بدون هستند. صحیح حوزه R٢ یا R١ و باطل
و R ∼= R١ × R٢ چون است. بدیهی غیر ایده آل یک دقیقاً با حلقه ای R٢ می کنیم ثابت حال باشد.
(٠,٠) ̸= (x, y) ∈ R١ × R٢ نتیجه در و است کاهشی غیر نیز R١ × R٢ لذا است، کاهشی غیر R
از .x = ٠ لذا است، صحیح حوزه ی R١ چون .y٢ = ٠ و x٢ = ٠ لذا .(x, y)٢ = (٠,٠) که دارد وجود
خلف برهان به است. R٢ بدیهی غیر ایده آل تنها ⟨y⟩ می کنیم ادعا .y ̸= ٠ لذا (x, y) ̸= (٠,٠) طرفی
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و {٠}×L ،{٠}× ⟨y⟩ آن گاه ،⟨y⟩L = {٠} اگر باشد. R٢ از دیگری بدیهی غیر ایده آل L کنید فرض
که دارد وجود t ∈ L آن گاه ،⟨y⟩L ̸= {٠} اگر حال است. فرض متناقض که مجاورند هم با R١ ×{٠}
تناقض که مجاورند هم با R١ ×{٠} و {٠}×⟨y⟩ ،{٠}×⟨ty⟩ آن گاه ،⟨ty⟩ ̸= ⟨y⟩ اگر حال .ty ̸= ٠
و t ∈ L چون .y = rty که دارد وجود r ∈ R٢ لذا و y ∈ ⟨ty⟩ آن گاه ،⟨ty⟩ = ⟨y⟩ اگر حال است.
،{٠} × ⟨١ − rt⟩ آن گاه ،⟨y⟩ ̸= ⟨١ − rt⟩ اگر لذا ،y(١ − rt) = ٠ طرفی از .y ∈ L لذا ،L▹ R٢

وجود r′ ∈ R٢ آن گاه ،⟨y⟩ = ⟨١ − rt⟩ اگر است. تناقض که مجاورند هم با R١ × {٠} و {٠} × y

فرض بنابراین است. تناقض که L = R٢ لذا و ١ = rt+ r
′
y ∈ L نتیجه در و ١− rt = r

′
y که دارد

است. بدیهی غیر ایده آل یک دقیقاً دارای R٢ و باطل خلف
ایده آل های لذا هستند، R١ ×R٢ ایده آل های J و ⟨x⟩ چون است. میدان R١ دهیم نشان است کافی 
.J = I١

′ × J١
′ و ⟨x⟩ = I١ × J١ که دارند وجود R٢ از J١

′ و I١
′ ایده آل های و R١ از J١ و I١

آن گاه ،I١ ̸= {٠} اگر است. R٢ بدیهی غیر ایده آل تنها K آن در که ⟨x⟩ = {٠} ×K می کنیم ادعا
مینیمال ایده آل ⟨x⟩ چون و ⟨a⟩ × {٠} ⊆ ⟨x⟩ = I١ × J١ حالت این در و دارد وجود ٠ ̸= a ∈ I١

پس است، صحیح حوزه ی R١ چون و a٢ = ٠ لذا ،⟨x⟩٢ = {٠} چون .⟨a⟩ × {٠} = ⟨x⟩ لذا است،
،R٢ ایده آل های تنها و است مینیمال ⟨x⟩ چون .⟨x⟩ = {٠} × J١ بنابراین است. تناقض که a = ٠
مینیمال J و J ̸= {x} چون حال .⟨x⟩ = {٠}×K نتیجه در و J١ = K لذا هستند، R٢ و K ،{٠}
از ناصفری ایده آل I١

′′ کنید فرض است. R١ مینیمال ایده آل I١
′ می کنیم ادعا .I١

′ ̸= {٠} لذا است،
لذا است، مینیمال J چون و I١

′′ × J١
′ ⊆ I١

′ × J١
′
= J حالت این در .I١

′′ ⊆ I١
′ که باشد R١

I١
′ و ⟨b⟩ ⊆ I١

′ چون .٠ ̸= b ∈ I١
′ کنید فرض است. R١ مینیمال ایده آل I١

′ بنابراین .I١
′
= I١

′′

مشابه، به طور و b٢ ̸= ٠ لذا است صحیح حوزه  R١ همچنین .I١
′
= ⟨b⟩ لذا است، R١ مینیمال ایده آل

حوزه  R١ طرفی از .b = rb٢ که دارد وجود ای r ∈ R١ لذا و b ∈ I١
′
= ⟨b٢⟩ بنابراین .I١

′
= ⟨b٢⟩

میدان R١ لذا است، مینیمال ایده آل I١
′ چون .I١

′
= R١ بنابراین .rb = ١ لذا ،b ̸= ٠ و است صحیح

است.
نشان .V٢ = V c

١ و V١ = N(⟨x⟩) باشد، R حلقه ی یکتای مینیمال ایده آل ⟨x⟩ کنید فرض . ٢
دور فاقد گراف AG(R) فرض، بنابر است. V٢ و V١ بخش های با دوبخشی گراف ،AG(R) داد خواهیم
.I١I٢ = {٠} و I١ ̸= I٢ ،I١, I٢ ∈ V٢ کنید فرض حال است. مستقل مجموعه ی V١ لذا و است مثلث
فرض مسأله کلیت رفتن دست از بدون باشند. ⟨x⟩ برابر نمی توانند دو هر لذا متمایزند، I٢ و I١ چون
بودن مینیمال به توجه با درنتیجه و I١⟨x⟩ ̸= {٠} لذا ،I١ ̸= ⟨x⟩ و I١ ∈ V٢ چون .I١ ̸= ⟨x⟩ کنید

حال .I١⟨x⟩ = ⟨x⟩ ،⟨x⟩ ایده آل

I١I٢⟨x⟩ = I٢⟨x⟩ = {٠}.

AG(R) بنابراین است. تناقض که I٢ ∈ V١ نتیجه در و I٢ ̸= ⟨x⟩ لذا ،I١I١ = {٠} این که به توجه با
است. V٢ = V١

c و V١ = N(⟨x⟩) بخش دو با گرافی
V١

c ∪ (V١ \A) روی القایی گراف زیر آن گاه ،A := {L ∈ V١
∣∣⟨x⟩ ⊆ L} اگر می دهیم نشان حال

فرض خلف برهان به .B := V١ \ A دهید قرار منظور، این برای است. کامل بخشی دو گراف یک
این در .IJ ̸= {٠} و باشند B و V٢ مجموعه های از ترتیب به و دلخواه ایده آل هایی J و ⟨x⟩ ̸= I کنید
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است. AG(R) از رأسی IJ نتیجه در و IJ⟨x⟩ = {٠} پس ،J⟨x⟩ = {٠} چون و IJ ⊆ J صورت
برای است. مجاور ⟨x⟩ با دیگری و ⟨x⟩ شامل یکی ،AG(R) از مجاور رأس دو هر برای می کنیم ادعا
چون صورت این در باشند. ⟨x⟩ با مخالف و AG(R) از مجاور رأس دو I٢ و I١ کنید فرض منظور، این
بیفتد، اتفاق دوم حالت اگر .⟨x⟩ ⊆ I١ یا I١⟨x⟩ = {٠} ،⟨x⟩ بودن مینیمال بنابر لذا ،I١⟨x⟩ ⊆ ⟨x⟩
I٢⟨x⟩ ̸= {٠} لذا است، مثلثی دور فاقد AG(R) چون آن گاه ،I١⟨x⟩ = {٠} اگر .I٢⟨x⟩ = {٠} آن گاه

.⟨x⟩ ⊆ I٢ حالت این در و I٢ × ⟨x⟩ = ⟨x⟩ و است مینیمال ⟨x⟩ چون نتیجه در و
یال یک حداقل دارای AG(R) این که به توجه با و I⟨x⟩ ̸= {٠} لذا ،I ̸= ⟨x⟩ و I ∈ V٢ چون
چون حال است. مجاور AG(R) از ایده آلی به I پس است، همبند AG(R) ،٣ . ٢ . ١١ لم بنابر و است
A∪ V٢ رئوس تمامی لذا است، شده فرض دلخواه I چون بود. خواهد ⟨x⟩ شامل I پس ،I⟨x⟩ ̸= {٠}
است، تنها رأس فاقد AG(R) و I ∈ V٢ که آن جا از .IJ ∈ B لذا ،⟨x⟩ ̸⊆ J طرفی از است. ⟨x⟩ شامل
که I⟨x⟩ = {٠} نتیجه در و ⟨x⟩ ⊆ K آن گاه ،K ∈ A اگر است. وصل K مانند V١ از رأسی به I لذا

می گیریم: نظر در را زیر حالت دو بنابراین .K ∈ B لذا و است تناقض
داشت: خواهیم لذا و مجاورند هم با IJ و K وضوح به آن گاه ،K ̸= IJ اگر . ١

K(IJ) = IJ⟨x⟩ = K⟨x⟩ = {٠}

است. فرض متناقض که
،L $ IJ که باشد موجود {٠} ̸= L ∈ R چون ایده آلی اگر صورت این در .K = IJ کنید فرض . ٢

آن گاه
L⟨x⟩ = L(IJ) = IJ⟨x⟩ = {٠}

زیرا .L ̸= ⟨x⟩ همچنین و IJ ̸= ⟨x⟩ لذا ،IJ ∈ B چون که کنید (توجه است فرض با متناقض که
ایده آل هیچ اگر است). تناقض که I⟨x⟩ = {٠} نتیجه در و L = ⟨x⟩ $ IJ صورت این غیر در
لذا است، R مینیمال ایده آل تنها ⟨x⟩ چون آن گاه شود، IJ مشمول که نباشد موجود R از صفری غیر

است. IJ ∈ B متناقض که K = IJ = ⟨x⟩

زیر موارد از یکی صورت این در باشد. دوبخشی گراف AG(R) و حلقه  R کنید فرض .٣ . ٢ . ١٣ قضیه
است: برقرار

است. ستاره گراف AG(R) . ١
است. ۴ طول به مسیری AG(R) . ٢

.Nil(R) = Soc(R) . ٣

نداشته مینیمالی ایده آل هیچ R اگر صورت این در باشد. کاهشی حلقه ی R کنید فرض ابتدا برهان.
آن گاه نباشد،

Soc(R) = Nil(R) = {٠}.

.I٢ ̸= {٠} لذا است، کاهشی R چون باشد. I چون مینیمال ایده آل یک حداقل دارای R کنید فرض لذا
داشت خواهیم بنابراین .I = Ra که است موجود ،a ∈ R چون خودتوانی عنصر ،١ . ٢ . ١٨ لم بنابر حال



۴٣ جابه جایی حلقه های پوچ ساز ایده آل گراف های در احاطه گری

،D٢ و D١ حلقه های می کنیم ادعا .R ∼= D١ ×D٢ که کرد فرض می توان لذا .R ∼= Ra⊕R(١ − a)

صحیح حوزه  D١ مثلا ،D٢ یا D١ حلقه های از یکی حداقل کنید فرض خلف برهان به صحیح اند. حوزه 
است، کاهشی حلقه ی R چون دارد. وجود x ∈ Z(D١) \ {٠} چون عنصری صورت این در نباشد.
نتیجه در و ⟨x⟩⟨y⟩ = {٠} بنابراین .xy = ٠ که دارد وجود ٠ ̸= y ∈ D١ \ {x} چون عنصری لذا
گراف بودن دوبخشی با متناقض که مجاورند هم با {٠} × R٢ و ⟨y⟩ × {٠} ،⟨x⟩ × {٠} ایده آل های

صحیح اند. حوزه های D٢ و D١ و است باطل خلف فرض بنابراین است. AG(R)

لذا است، R از ایده آلی I چون است. میدان D١ مثلا ،D٢ یا D١ حلقه های از یکی می کنیم ادعا
آن گاه ،I٢ ̸= {٠} و I١ ̸= {٠} اگر .I = I١ × I٢ که دارند وجود D٢ از I٢ و D١ از I١ ایده آل های
،I٢ یا I١ ایده آل های از یکی بنابراین است. I بودن مینیمال متناقض که {٠} × I٢ $ I١ × I٢ = I

D١ مینیمال ایده آل I١ می کنیم ادعا .I = I١ × {٠} حالت این در که بود خواهد صفر برابر I٢ مثلا
لذا و I١

′ × {٠} ⊆ I١ × {٠} = I آن گاه ،I١
′ ⊆ I١ که باشد D١ از ناصفری ایده آل I١

′ اگر است.
D١ مینیمال ایده آل I١ بنابراین .I١

′
= I١ نتیجه در و I١

′ × {٠} = I١ × {٠} ،I بودن مینیمال بنابر
از .I١ = ⟨c⟩ لذا است، D١ مینیمال ایده آل I١ و ⟨c⟩ ⊆ I١ چون .٠ ̸= c ∈ I١ کنید فرض حال است.
c ∈ I١ = ⟨c٢⟩ بنابراین .I١ = ⟨c٢⟩ مشابه، به طور و c٢ ̸= ٠ لذا است، صحیح حوزه  D١ چون طرفی
بنابراین .cd = ١ لذا ،c ̸= ٠ و است صحیح حوزه ی D١ چون .c = dc٢ که دارد وجود d ∈ D١ لذا و
گراف AG(R) حالت این در بنابراین است. میدان D١ ،I١ ایده آل بودن مینیمال بنابر پس I١ = D١

است. D١ × {٠} مرکز با ستاره
حالت دو ،٣ . ٢ . ١٢ قضیه ی بنابر صورت این در باشد. کاهشی غیر حلقه ای R کنید فرض حال
ایده آل ًیک دقیقا با حلقه ای S و میدان یک F که است R ∼= F × S اول حالت در می افتد. اتفاق
و است کاهشی غیر حلقه ای R چون .K٢ = {٠} می دهیم نشان حالت این در است. K بدیهی غیر
وجود (x, y) ∈ F× S چون ناصفری عنصر بنابراین است. کاهشی غیر نیز F× S لذا ،R ∼= F× S

،(x, y) ̸= (٠,٠) طرفی از x = ٠ لذا است، میدان F چون .(x, y)٢ = (x٢, y٢) = (٠,٠) که دارد
.K٢ = ⟨y⟩٢ = {٠} لذا و ⟨y⟩ = K پس است، S بدیهی غیر ایده آل تنها K چون .y ̸= ٠ لذا و

به صورت AG(R) بنابراین

F× {٠}{٠} × S F×K{٠} ×K

است. ۴ طول به مسیری AG(R) نتیجه در و است
یک دقیقاً دارای R حالت این در باشد. برقرار ٣ . ٢ . ١٢ قضیه ی از دوم حالت کنید فرض حال
و V١ = N(⟨x⟩) بخش های با دوبخشی گراف AG(R) و x٢ = ٠ که است ⟨x⟩ مانند مینیمال ایده آل
،V١

c∪{V١\A} روی القایی گراف زیر ،A := {L ∈ V١
∣∣⟨x⟩ ⊆ L} فرض با همچنین است. V٢ = V١

c

می گیریم: نظر در را زیر حالت دو حال است. کامل دوبخشی گراف یک
.Nil(R) = Soc(R) آن گاه ،Nil(R) = ⟨x⟩ اگر الف)



حلقه ها به وابسته گراف های از برخی در گری احاطه ۴۴

r ∈ J(R) \ Nil(R) (اگر ،Nil(R) ⊆ J(R) ⊆ Ann(x) چون آن گاه ،Nil(R) ̸= ⟨x⟩ اگر ب)
لذا ،x ∈ ⟨rx⟩ چون .⟨rx⟩ = ⟨x⟩ ،⟨x⟩ بودن مینیمال بنابر و {٠} ̸= ⟨rx⟩ ⊆ ⟨x⟩ آن گاه باشد، موجود
یکه ١ − rr

′ لذا ،r ∈ J(R) طرفی از .(١ − rr
′
)x = ٠ نتیجه در و x = rr

′
x که دارد وجود r′ ∈ R

.Nil(R) ∈ N(⟨x⟩) نتیجه در و ⟨x⟩Nil(R) = ٠ بنابراین است.) تناقض که x = ٠ نتیجه در و است

.K ∈ V١ \ A کنید فرض خلف برهان به منظور، این برای .V١ \ A = ∅ می دهیم نشان ابتدا
صورت این در .K ∩ Nil(R) = {٠} کنید فرض خلف برهان به .K ∩ Nil(R) ̸= {٠} می کنیم ادعا
،x∈Nil(R) این که به توجه با صورت این غیر در زیرا ،K ̸= Nil(R) طرفی از .K · Nil(R) = {٠}
متناقض که مجاورند Nil(R) و ⟨x⟩ ،K ایده آل های بنابراین است. تناقض که ⟨x⟩⊆Nil(R)=K لذا
z ∈ K ∩ Nil(R) لذا ،K ∩ Nil(R) ̸= {٠} چون حال .K ∩ Nil(R) ̸= {٠} لذا و است فرض
به لذا ،z ∈ Nil(R) چون .z٢ ̸= ٠ کنید فرض خلف برهان به .z٢ = ٠ می کنیم ادعا دارد. وجود
تناقض که مجاورند ⟨z⟩i−١ ،⟨x⟩ و ⟨z⟩ ایده آل های لذا و zi−١ ̸= ٠ ولی zi = ٠ ،٢ ̸= i ∈ N ازای
ناصفری ایده آل آن گاه نباشد، مینیمال ایده آل ⟨z⟩ اگر زیرا است، مینیمال ایده آل یک ⟨z⟩ همچنین است.
بنابراین است. تناقض که مجاورند هم با J و ⟨z⟩ ،⟨x⟩ ایده آل های لذا و دارد وجود J $ ⟨z⟩ چون
نتیجه در و ⟨x⟩ = ⟨z⟩ لذا است، R مینیمال ایده آل تنها ⟨x⟩ طرفی از است. R مینیمال ایده آل ⟨z⟩

.V١ \ A = ∅ بنابراین است. تناقض که ⟨x⟩ = ⟨z⟩ ⊆ K ∩ Nil(R) ⊆ K

AG(R) چون باشد. موجود ⟨x⟩ ̸= I ∈ V٢ کنید فرض خلف برهان به .V٢ = {⟨x⟩} می کنیم ادعا
لذا ،⟨x⟩ ⊆ J چون حال IJ = {٠} که دارد وجود J ∈ A لذا ،V١ \ A = ∅ و است همبند گرافی
است. ⟨x⟩ مرکز با ستاره گراف AG(R) بنابراین است. تناقض که I ∈ V١ نتیجه در و ⟨x⟩I = {٠}

.γ(AG(R)) ≤ ٢ آن گاه باشد، ناتهی بخش های با بخشی، دو گرافی AG(R) اگر .١۴ . ٣ . ٢ قضیه

R کنید فرض لذا می شود. ثابت حکم ،٣ . ٢ . ٩ نتیجه ی بنابر آن گاه باشد، کاهشی حلقه ی R اگر برهان.
می افتد: اتفاق حالت سه ،٣ . ٢ . ١٢ قضیه ی بنابر صورت این در باشد. کاهشی غیر حلقه ی

γ(AG(R)) = ١ آن گاه باشد، رأس یک دارای AG(R) اگر . ١
AG(R) ،٣ . ٢ . ١٣ قضیه ی برهان بنابر حالت این در که است مینیمال ایده آل دو دقیقاً دارای R . ٢

.γ(AG(R)) = ٢ نتیجه در و است ۴ طول به مسیری
بخش های با دوبخشی گراف AG(R) و است ⟨x⟩ مانند مینیمال ایده آل یک دقیقاً Rدارای . ٣
گراف زیر ،A := {L ∈ V١

∣∣⟨x⟩ ⊆ L} فرض با علاوه به و است V٢ = V١
c و V١ = N(⟨x⟩)

D := {⟨x⟩, K} اگر حالت، این در است. کامل دوبخشی گراف یک ،V١
c ∪ {V١ \ A} روی القایی

.γ(AG(R)) ≤ ٢ لذا و است AG(R) برای احاطه گر مجموعه ی یک D آن گاه ،K ∈ V١ \ A که
حالت این در و است احاطه گر مجموعه ی یک D := {⟨x⟩} آن گاه ،V١ \ A = ∅ اگر که کنید (توجه

(.γ(AG(R)) = ١



۴ فصل

به وابسته یکانی گراف های در احاطه گری
جابه جایی حلقه های

حلقه ی یکانی گراف صورت این در باشد. R حلقه ی یکه ی عناصر تمام مجموعه ی U(R) کنید فرض
رأس دو و هستند G(R) گراف رئوس R حلقه ی عناصر تمامی آن در که می دهیم نشان G(R) با را R
از مجاور رأس دو اگر حال .x + y ∈ U(R) اگر فقط و اگر مجاورند هم با ،G(R) از y و x متمایز
با و گوییم R بسته  ی یکانی گراف را R حلقه ی یکانی گراف آن گاه نباشند، متمایز لزوماً ،G(R) گراف
مشاهده را حلقه ها یکانی گراف های از نمونه چند زیر شکل در مثال، عنوان به می دهیم. نشان Ḡ(R)

می کنیم.

G(Z٣) G(Z۴) G(Z٢ × Z٢) Ḡ(Z٣)
١ ٢

٠ ١

٢٣

١٠

٠١ ٠٠

١١ ٠

١ ٢

٠

می پردازیم میدان ها ضرب به وابسته یکانی گراف های در احاطه گری مطالعه ی به ابتدا فصل، این در
یکی می کنیم. تعیین موضعی، حلقه های یکانی گراف های در را کلی احاطه گری و احاطه گری عدد سپس و
چهار از کمتر آن ها یکانی گراف احاطه گری عدد که است حلقه هایی بندی رده فصل، این اصلی نتایج از
حلقه ها فصل، این سراسر در شد. خواهد بیان موضوع این برای کافی و لازم شرایط حالت هر در و است

شده اند. فرض متناهی و جابه جایی

یکانی گراف های مقدماتی خواص ١ . ۴

می کنیم. بیان را حلقه ها به وابسته یکانی گراف های مقدماتی خواص بخش، این در



حلقه ها به وابسته گراف های از برخی در گری احاطه ۴۶

.G(R) ∼= G(S) آن گاه ،R ∼= S اگر صورت این در باشند. حلقه دو S و R کنید فرض .١ . ١ . ۴ لم

.x+y ∈ U(R) Rکه حلقه ی از عناصری y و x و باشد یکریختی یک f : R −→ S کنید فرض برهان.
لذا است، یکریختی f چون .a(x+ y) = ١ ،a ∈ R چون عنصری ازای به صورت این در

f(a(x+ y)) = f(١) = ١.

اگر مشابه طور به .f(x) + f(y) ∈ U(S) لذا و f(a)f(x + y) = f(a(x + y)) = ١ نتیجه در و
.G(R) ∼= G(S) بنابراین .x+ y ∈ U(R) آن گاه ،f(x) + f(y) ∈ U(S)

و G١ گراف دو ١ کتگوری ضرب بگیرید. نظر در را (G٢, V٢) و (G١, V١) گراف های .١ . ٢ . ۴ تعریف
رأس دو همچنین و V (G١×̇G٢) := V (G١)× V (G٢) آن در که می دهیم نمایش G١×̇G٢ با را G٢

گراف در y′ و y رئوس و G١ گراف در x′ و x رئوس فقط و اگر مجاورند هم با (x′
, y

′
) و (x, y) متمایز
باشند. مجاور G٢

(x
′
, y

′
) و (x, y) متمایز رئوس ،R٢ و R١ حلقه ی دو گرفتن نظر در با فوق، تعریف مشابه .١ . ٣ . ۴ تذکر

Ḡ(R٢) از y′ و y و Ḡ(R١) گراف از x′ و x رئوس اگر فقط و اگر مجاورند ،Ḡ(R١)×̇Ḡ(R٢) از
که کرد مشاهده می توان لذا باشند. مجاور

Ḡ(R١)×̇Ḡ(R٢) ∼= G(R١ ×R٢).

مشاهده را Z٣ و Z٢ حلقه  های بسته ی یکانی گراف های در کتگوری ضرب زیر، شکل در .۴ . ١ . ۴ مثال
می کنیم.

×̇ ∼= ∼=

Ḡ(Z٣) Ḡ(Z٢) G(Z٣ × Z٢) G(Z۶)

٠

١ ٢

٠

١

٠٠

١١

١٠

٠١

٢١

٢٠

٠

۵

٢

٣

۴

١

داشت: خواهیم را زیر موارد ،G(R) گراف برای صورت این در باشد. حلقه R کنید فرض .۵ . ١ . ۴ گزاره
.deg(x) = |U(R)| ،x ∈ U(R) هر برای آن گاه ،٢ ̸∈ U(R) اگر . ١

دلخواهی عنصر x اگر و deg(x) = |U(R)| − ١ ،x ∈ U(R) هر برای آن گاه ،٢ ∈ U(R) اگر . ٢
.deg(x) = |U(R)| آن گاه باشد، R \ U(R) از

١Categorical Product



۴٧ جابه جایی حلقه های به وابسته یکانی گراف های در احاطه گری

عنصر u اگر لذا و R+x = R صورت این در باشد. R حلقه ی از دلخواهی عنصر x کنید فرض برهان.
ادامه ی به حال .xu + x = u که است موجود xu ∈ R چون عنصری آن گاه باشد، U(R) از دلخواهی

می پردازیم. برهان
تابع می دانیم حال .x ̸= xu ،u ∈ U(R) هر برای حالت این در .٢ ̸∈ U(R) کنید فرض . ١

زیرا است. دوسویی f(u) = xu ضابطه ی با f : U(R) −→ NG(R)(x)

و xu١ + x = xu٢ + x آن گاه ،u١ = u٢ و u١, u٢ ∈ U(R) اگر زیرا است. تعریف خوش f الف)
.f(u١) = f(u٢) نتیجه در و xu١ = xu٢ لذا

پس .xu١ = xu٢ آن گاه ،f(u١) = f(u٢) و u١, u٢ ∈ U(R) اگر زیرا است. یک به یک f ب)
.u١ = u٢ لذا و xu١ + x = xu٢ + x

u ∈ U(R) چون عنصری آن گاه باشد، NG(R)(x) از دلخواهی عنصر b اگر زیرا پوشاست. f پ)
.f(u) = b لذا و b+ x = u که است موجود

بنابراین
deg(x) = |NG(R)(x)| = |U(R)|.

،١ حالت مشابه نتیجه در و xu ̸= x بنابراین .x ∈ R \ U(R) و ٢ ∈ U(R) کنید فرض ابتدا . ٢

deg(x) = |U(R)|.

g : U(R) −→ NG(R)[x] تابع حالت١، اثبات مشابه صورت این در .٢x ∈ U(R) کنید فرض حال
لذا و است دوسویی g(u) = xu ضابطه ی با

deg(x) = |NG(R)(x)| = |NG(R)[x]| − ١ = |U(R)| − ١.

G(R) صورت این در .|R
m
| = ٢ که باشد m ماکسیمال ایده آل با حلقه ای R کنید فرض .۶ . ١ . ۴ گزاره

است. V٢ = R \m و V١ = m بخش های با بخشی دو گراف

صورت این در .V٢ = R \m و V١ = m کنید فرض برهان.

V (G(R)) = V١ ∪ V٢ و V١ ∩ V٢ = ∅.

حال مجاورند. غیر هم با V١ مجموعه ی عناصر که می باشند G(R) گراف از بخش هایی V٢ و V١ لذا
مجاورند. غیر هم با ،V٢ مجموعه ی متمایز عنصر دو هر دهیم نشان کافیست اثبات، شدن کامل برای
داشت: خواهیم فرض بنابر لذا می گیریم. نظر در را R \m از a دلخواه و ثابت عنصر منظور، این برای

R = m ∪ (m+ a) = m ∪ (m+ (−a))

از y و x چون عناصری ازای به صورت این در باشند، m از عناصری m
′ و m این که فرض با لذا و

داریم: R \m
x = m+ a , y = m

′ − a.

x+ y ̸∈ U(R) بنابراین است. تناقض که m+m
′ ∈ U(R) ∩m آن گاه ،x+ y ∈ U(R) اگر حال

است. بخشی دو گراف G(R) نتیجه در و نیستند مجاور هم با V٢ مجموعه ی عنصر دو هیچ لذا و
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میدان ها ضرب به وابسته یکانی گراف های در احاطه گری ٢ . ۴

باشد یک برابر یکانی گراف های احاطه گری عدد آن که برای را کافی و لازم شرط ابتدا بخش، این در
ضرب به وابسته یکانی گراف های در کلی، احاطه گر و احاطه گر عدد تعیین به سپس و می کنیم بیان را
احاطه گری عدد آن که برای کافی و لازم شرایط یافتن بخش، این اساسی هدف می پردازیم. میدان ها

است. باشد، دو برابر یکانی گراف های

.γ(G(F)) = ١ صورت این در باشد. میدان F کنید فرض .٢ . ١ . ۴ لم

.x = ٠ + x ∈ U(F) صورت این در بگیرید. نظر در را F میدان از x دلخواه و ناصفر عنصر برهان.
است {٠} مرکز با ستاره گراف ،G(F) بنابراین است. مجاور صفر با ،F میدان ناصفر عناصر تمامی لذا

.γ(G(F)) = ١ نتیجه در و

باشد. میدان R اگر فقط و اگر γ(G(R)) = ١ صورت این در باشد. حلقه R کنید فرض .٢ . ٢ . ۴ قضیه

باشد. G(R) گراف برای احاطه گر مجموعه ی D = {x} و γ(G(R)) = ١ کنید فرض (⇐=) برهان.
می گیریم: نظر در را زیر حالت های منظور، این برای .deg(x) = |U(R)| می کنیم ادعا
.deg(x) = |U(R)| ،۵ . ١ . ۴ گزاره ی بنابر لذا و x ̸∈ U(R) آن گاه ،x = ٠ اگر . ١

برای احاطه گر مجموعه ی D = {x} چون صورت این غیر در زیرا .x = −x آن گاه ،x ̸= ٠ اگر . ٢
که این به توجه با حال .٢x = ٠ لذا و است تناقض که ٠ = −x + x ∈ U(R) لذا است، G(R)
چون .deg(x) = |U(R)| ،۵ . ١ . ۴ گزاره ی بنابر نتیجه در .٢ ̸∈ U(R) که گرفت نتیجه می توان ،x ̸= ٠
مجاور x با ،R \ {x} به متعلق عناصر تمامی لذا است، G(R) برای احاطه گر مجموعه ی D = {x}

است. میدان R نتیجه در و |U(R)| = |R| − ١ بنابراین است.
است. برقرار حکم ،٢ . ١ . ۴ لم بنابر (=⇒)

این در نباشند. Z٢ با یکریخت و باشند دو مشخصه ی از میدان هایی F٢ و F١ کنید فرض .٢ . ٣ . ۴ لم
.γ(G(F١ × F٢)) ≥ ٣ صورت

دارای G(F١ × F٢) گراف صورت دراین .γ(G(F١ × F٢)) ≤ ٢ کنید فرض خلف برهان به برهان.
و x٢, x۴ ∈ F٢ و x١, x٣ ∈ F١ آن در که است D = {(x١, x٢), (x٣, x۴)} احاطه گر مجموعه ی

داشت: خواهیم را زیر موارد بنابراین .x٢ ̸= x۴ یا x١ ̸= x٣ لذا .(x١, x٢) ̸= (x٣, x۴) همچنین
لذا ،Char F١ = Char F٢ = ٢ چون صورت این در x١ ̸= x٣ کنید فرض الف)

(x١, x۴) + (x١, x٢) = (٠, x۴ + x٢) ̸∈ U(F١ × F٢),

(x١, x۴) + (x٣, x۴) = (x١ + x٣,٠) ̸∈ U(F١ × F٢).

لذا و نیست مجاور D مجموعه ی عناصر به (x١, x۴) بنابراین

(x١, x۴) = (x١, x٢) یا (x١, x۴) = (x٣, x۴).
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حال .D = {(x١, x٢), (x٣, x٢)} و x٢ = x۴ بنابراین .(x١, x۴) = (x١, x٢) پس ،x١ ̸= x٣ چون
لذا Char F٢ = ٢ چون ،a ∈ F١ مانند دلخواهی عنصر هر برای

(a, x٢) + (x١, x٢) = (a+ x١,٠) ̸∈ U(F١ × F٢),

(a, x٢) + (x٣, x٢) = (a+ x٣,٠) ̸∈ U(F١ × F٢).

لذا و (a, x٢) ∈ D نتیجه در نیست. مجاور D مجموعه ی عناصر به (a, x٢) بنابراین

(a, x٢) = (x١, x٢) یا (a, x٢) = (x٣, x٢).

است. تناقض که F١ = {x١, x٣} ∼= Z٢ لذا بود، دلخواه a ∈ F١ چون .a = x٣ یا a = x١ پس
است. تناقض که F٢ = {x٢, x۴} ∼= Z٢ الف)، مشابه صورت این در .x٢ ̸= x٣ کنید فرض ب)

.γ(G(F١ × F٢)) ≥ ٣ بنابراین

آن گاه ،Char F١ ̸= ٢ و a ∈ F١ اگر صورت این در باشند. میدان دو F٢ و F١ کنید فرض .۴ . ٢ . ۴ لم
اگر مشابه، به طور و نیست G(F١ × F٢) گراف برای احاطه گر مجموعه ی D١ = {(a,٠), (−a,٠)}
گراف برای احاطه گر مجموعه ی نمی تواند D٢ = {(٠, b), (٠,−b)} آن گاه ،b ∈ F٢ و Char F٢ ̸= ٢

باشد. G(F١ × F٢)

این برای می شود. ثابت اول حالت مشابه دوم حالت و می پردازیم اول حالت اثبات به ابتدا برهان.
نمی تواند D١ = {(a,٠), (−a,٠)} داد خواهیم نشان .Char F١ ̸= ٢ و a ∈ F١ کنید فرض منظور،
برای احاطه گر مجموعه ی D١ کنید فرض خلف برهان به باشد. G(F١ × F٢) برای احاطه گر مجموعه ی
است موجود x ∈ F١ چون عنصری لذا ،CharF١ ̸= ٢ و |F١| ≥ ٣ چون باشد. G(F١ × F٢) گراف

داریم: بنابراین .x ̸= −a و x ̸= a که

(x,٠) + (a,٠) = (x+ a,٠) ̸∈ U(F١ × F٢),

(x,٠) + (−a,٠) = (x− a,٠) ̸∈ U(F١ × F٢).

لذا و باشد مجاور D١ از عنصری با نمی تواند (x,٠) نتیجه در

(x,٠) = (a,٠) یا (x,٠) = (−a,٠).

است. تناقض که x = −a یا x = a پس

صورت این در باشند. دو مخالف مشخصه ی از میدان هایی F٢ و F١ کنید فرض .۵ . ٢ . ۴ لم

γ(G(F١ × F٢)) ≥ ٣.

D = {(x١, x٢), (x٣, x۴)} صورت این در .γ(G(F١ ×F٢)) ≤ ٢ کنید فرض خلف برهان به برهان.
همچنین و x٢, x۴ ∈ F٢ ،x١, x٣ ∈ F١ آن در که است G(F١ × F٢) گراف برای احاطه گر مجموعه ی
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داریم: حال .(x١, x٢) ̸= (x٣, x۴)

(−x١,−x۴) + (x١, x٢) = (٠,−x۴ + x٢) ̸∈ U(F١ × F٢),

(−x١,−x۴) + (x٣, x۴) = (−x١ + x٣,٠) ̸∈ U(F١ × F٢).

لذا و (−x١,−x۴) ∈ D پس نیست. مجاور D عناصر به (−x١,−x۴) نتیجه در

(−x١,−x۴) = (x١, x٢) یا (−x١,−x۴) = (x٣, x۴).

طرفی از

(−x٣,−x٢) + (x١, x٢) = (−x٣ + x١,٠) ̸∈ U(F١ × F٢),

(−x٣,−x٢) + (x٣, x۴) = (٠,−x٢ + x۴) ̸∈ U(F١ × F٢).

لذا و (−x٣,−x٢) ∈ D پس نیست. مجاور ،D مجموعه ی عناصر به (−x٣, x٢) نتیجه در

(−x٣,−x٢) = (x١, x٢) یا (−x٣,−x٢) = (x٣, x۴).

داشت: خواهیم را زیر حالت های بنابراین
.(−x٣,−x٢) = (x١, x٢) و (−x١,−x۴) = (x١, x٢) . ١
.(−x٣,−x٢) = (x٣, x۴) و (−x١,−x۴) = (x٣, x۴) . ٢
.(−x٣,−x٢) = (x١, x٢) و (−x١,−x۴) = (x٣, x۴) . ٣
.(−x٣,−x٢) = (x٣, x۴) و (−x١,−x۴) = (x١, x٢) . ۴

فرض با تناقض در که x١ = x٢ = x٣ = x۴ = ٠ آن گاه بیفتد، اتفاق اول حالات  دو از یکی اگر
است. (x١, x٢) ̸= (x٣, x۴)

،a := x١ = −x٣ دادن قرار با لذا و x٢ = x۴ = ٠ آن گاه بیفتد، اتفاق سوم حالت اگر
است. ۴ . ٢ . ۴ لم با متناقض که D = {(a,٠), (−a,٠)}

داریم ،b := x٢ = −x۴ فرض با لذا و x١ = x٣ = ٠ آن گاه بیفتد، اتفاق آخر حالت اگر
.γ(Γ(F١ ×F٢)) ≥ ٣ بنابراین است. ۴ . ٢ . ۴ لم با تناقض در مجدداً که D = {(٠, b), (٠,−b)}

نشان و می پردازیم میدان سه ضرب به وابسته یکانی گراف های در احاطه گر عدد تعیین به ادامه در
است. چهار با برابر حالت، این در احاطه گر، عدد مقدار که داد خواهیم

غیر دیگری ،Z٢ میدان با یکریخت آن ها، از یکی که باشند میدان هایی F٣ و F٢ و F١ اگر .۶ . ٢ . ۴ لم
.γ(G(F١ × F٢ × F٣)) ≥ ۴ آن گاه باشد، دو مشخصه ی از بعدی و Z٢ با یکریخت

کنید فرض کلیت، دادن دست از بدون برهان.

F١ � Z٢ , Char F٢ = ٢ , F٣ ∼= Z٢.
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بنابر لذا و
∣∣∣ F١×F٢×F٣
F١×F{٠}×٢

∣∣∣ = ٢ و F١ × F٢ × F٣ حلقه ی ماکسیمال ایده آل F١ × F٢ × {٠} می دانیم
بخش های با دوبخشی، گرافی ،G(F١ × F٢ × F٣) ،۶ . ١ . ۴ گزاره ی

V١ = F١ × F٢ × {٠} , V٢ = F١ × F٢ × {١},

خلف برهان به .γ(G(F١ × F٢ × F٣)) ≥ ۴ می کنیم ادعا .|V١| = |V٢| = |F١ × F٢| و است
که باشد G(F١ × F٢ × F٣) برای احاطه گر مجموعه ای D و γ(G(F١ × F٢ × F٣)) ≤ ٣ کنید فرض
یک D طرفی از اما .|V١| = |V٢| ≥ ۶ نتیجه در .|F١ × F٢| ≥ ۶ لذا |F١| ≥ ٣ چون .|D| = ٣
در بگیرد. قرار V٢ یا V١ مجموعه ی در کامل طور به نمی تواند D لذا ،|D| = ٣ و احاطه گر مجموعه ی

لذا و D ∩ V٢ ̸= ∅ و D ∩ V١ ̸= ∅ نتیجه

|D ∩ V١| = ١ یا |D ∩ V٢| = ١.

،D ∩ V١ ⊆ V١ = F١ × F٢ × {٠} چون .|D ∩ V١| = ١ کنید فرض کلیت، دادن دست از بدون
|F١| ≥ ٣ که آن جا از و y ∈ F٢ و x ∈ F١ آن در که D ∩ V١ = {(x, y,٠)} کرد فرض می توان لذا
رأس سه ،(x٣, y,١) و (x٢, y,١) ،(x١, y,١) که دارند وجود F١ از x٣ و x٢ ،x١ چون عناصری لذا

داریم: i = ١,٢,٣ ازای به نتیجه در ،Char F٢ = ٢ طرفی از می باشند. V٢ مجموعه ی از متمایزی

(xi, y,١) + (x, y,٠) = (xi + x,٠,١) ̸∈ U(F١ × F٢ × F٣)

از عضوی (xi, y,١) ،i = ١,٢,٣ ازای به بنابراین نیست. مجاور (x, y,٠) رأس با (xi, y,١) لذا و
.γ(G(F١ × F٢ × F٣)) ≥ ۴ بنابراین است. تناقض که |D| ≥ ۴ درنتیجه و است D

می کنیم: تعریف صورت این در .D ⊆ V (G×H) و باشند گراف دو H و G کنید فرض .٢ . ٧ . ۴ تعریف

PG(D) := {g ∈ G
∣∣(g, h) ∈ D ،h ∈ H برخی .{برای

PH(D) := {h ∈ H
∣∣(g, h) ∈ D ،g ∈ G برخی .{برای

این در باشند. طوقه) دارای احتمالا و چندگانه یال (بدون گراف دو H و G کنید فرض .٢ . ٨ . ۴ گزاره
آن گاه ،γ(G) = ١ و باشد برقرار تساوی اگر ویژه به .γ(G×̇H) ≥ γ(G) + γ(H) − ١ صورت

.|V (G)| = ١

خلف برهان به .γ(G×̇H) ≥ γ(G)+γ(H)−١ می دهیم نشان ابتدا ،H و G گراف دو برای برهان.
اگر .|D| ≤ γ(G)+γ(H)−٢ که باشد G×̇H برای احاطه گر مجموعه ی D ⊆ V (G×̇H) کنید فرض
γ(H)−١ ≥ γ(H) لذا ،|D| ≥ |PH(D)| ≥ γ(H) چون حال .|D| ≤ γ(H)−١ آن گاه ،γ(G) = ١

.γ(G), γ(H) ≥ ٢ کنید فرض لذا است. تناقض که
مانند مجموعه ای زیر دارای D لذا ،|PG(D)| ≥ γ(G) ≥ ٢ چون

D٠ = {(p١, q١), . . . , (pγ(G)−١, qγ(G)−١)}
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،|PG(D٠)| = γ(G) − ١ < γ(G) چون حال .pi ̸= pj ،i ̸= j مقادیر تمامی ازای به که است
همچنین و نیست مجاور PG(D٠) عناصر از یک هیچ به که است g١ چون عنصری دارای V (G) لذا
مجاور PG(D٠) از عناصری به ،G\PG(D٠) رئوس تمامی اگر صورت این غیر در زیرا .g١ ̸∈ PG(D٠)

تناقض که γ(G) ≤ |PG(D٠)| لذا و است G برای احاطه گر مجموعه ی یک PG(D٠) آن گاه باشند،
،|PH(D \D٠)| ≤ |D \D٠| ≤ γ(H)−١ < γ(H) نیز و |D \D٠| ≤ γ(H)−١ طرفی از است.
نیست مجاور PH(D \D٠) اعضای از یک هیچ به که است h١ چون رأسی دارای H مشابه به طور لذا
از یک هیچ به که است V (G×̇H) از عنصری (g١, h١) بنابراین .h١ ̸∈ PH(D \ D٠) همچنین و
مجاور (a, b) مانند D از عنصری به (g١, h١) اگر صورت این غیر در زیرا نیست. مجاور D اعضای
مجاور PG(D٠) اعضای از یک هیچ به g١ چون مجاورند. H در b و h١ و G در a و g١ آن گاه باشد،
و (a, b) ∈ D \ D٠ بنابراین .(a, b) ̸∈ D٠ نتیجه در و a ̸∈ {p١, p٢, . . . , pγ(G)−١} لذا نیست،
D چون حال است. تناقض که است مجاور PH(D \D٠) از عنصری با h١ یعنی b ∈ PH(D \D٠)

در و (g١, h١) ∈ D \D٠ لذا ،g١ ̸∈ PG(D٠) طرفی از .(g١, h١) ∈ D لذا است، احاطه گر مجموعه ی
است. h١ ∈ PH(D \D٠) با متناقض که h١ ∈ PH(D \D٠) نتیجه

که باشد احاطه گر مجموعه ی یک D ⊆ V (G×̇H) کنید فرض دوم، قسمت اثبات برای

|D| = γ(G×̇H).

موجود (g٠, h٠) ∈ D چون رأسی کنید فرض حال .|D| = γ(H) لذا ،γ(G) = ١ چون صورت این در
D

′
= D \ {(g٠, h٠)} مجموعه ی صورت این در .(g١, h٠) ̸∈ D ،g١ ∈ V (G) برخی برای که باشد

H رئوس تمامی PH(D
′
) بنابراین .(g٠, h٠) رأس احتمالا به جز می کند احاطه را {g٠}×V (H) رئوس

بنابراین است مجاور D′ از رأسی با (g١, h٠) طرفی از .h٠ ∈ H رأس احتمالا به جز می کند احاطه را
و است H برای احاطه گر مجموعه ی یک PH(D

′
) لذا و بود خواهد مجاور PH(D

′
) از عنصری به h٠

هر و (g, h) ∈ D هر برای بنابراین است. تناقض که |PH(D
′
)| ≤ γ(H) − ١ < γ(H) درنتیجه

یکسان دوم مؤلفه ی دارای D از رأس دو حداقل آن گاه ،|V (G)| ≥ ٢ اگر .(g′
, h) ∈ D ،g′ ∈ V (G)

احاطه گر مجموعه ی یک PH(D) چون طرفی از .|PH(D)| ≤ |D| −١ = γ(H)−١ لذا و بود خواهد
.|V (G)| = ١ بنابراین است. تناقض که γ(H) ≤ |PH(D)| لذا است، H برای

.γ(G(R× F)) > γ(G(R)) صورت این در باشد. میدان F و حلقه R کنید فرض .٢ . ٩ . ۴ لم

باشد، برقرار تساوی اگر .γ(Ḡ(R)×̇Ḡ(F)) ≥ γ(Ḡ(R))+γ(Ḡ(F))−١ ،٢ . ٨ . ۴ گزاره ی بنابر برهان.
که |V (Ḡ(F))| = ١ ،٢ . ٨ . ۴ گزاره ی بنابر لذا γ(Ḡ(F)) = γ(G(F)) = ١ ،٢ . ١ . ۴ لم بنابر چون آن گاه

نتیجه در و است تناقض

γ(Ḡ(R)×̇Ḡ(F)) > γ(Ḡ(R)) + γ(Ḡ(F))− ١ = γ(Ḡ(R)).

لذا و γ(Ḡ(S)) = γ(G(S)) ،S حلقه ی هر برای طرفی از

γ(G(R× F)) = γ(Ḡ(R)×̇Ḡ(F)) > γ(Ḡ(R)) = γ(G(R)).
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ناصفری عناصر ترتیب به c و b و a اگر بگیرید. نظر در را F٣ و F٢ ،F١ میدان های .٢ . ١٠ . ۴ لم
D = {(٠,٠,٠), (−a,−b,٠), (a,٠,−c), (٠, b, c)} آن گاه باشند، F٣ و F٢ و F١ میدان های از

است. G(F١ × F٢ × F٣) برای احاطه گر مجموعه ی

می دانیم برهان.

V (G(F١×F٢×F٣))\D= ∪ {(x, y,٠)
∣∣− a ̸= x ∈ F١ \ {٠} یا − b ̸= y ∈ F٢ \ {٠}}

∪ {(x,٠, z)
∣∣a ̸= x ∈ F١ \ {٠} یا − c ̸= z ∈ F٣ \ {٠}}

∪ {(٠, y, z)
∣∣b ̸= y ∈ F٢ \ {٠} یا c ̸= z ∈ F٣ \ {٠}}

∪ {(x,٠,٠), (٠, y,٠), (٠,٠, z)
∣∣٠≠x∈F١,٠≠y∈F٢,٠≠z∈F٣}

∪ {(x, y, z)
∣∣٠ ̸= x ∈ F١,٠ ̸= y ∈ F٢,٠ ̸= z ∈ F٣}

داریم: −b ̸= y ∈ F٢ \ {٠} یا −a ̸= x ∈ F١ \ {٠} که (x, y,٠) برای حال

(x, y,٠) + (a,٠,−c) = (x+ a, y,−c) ∈ U(F١ × F٢ × F٣)

یا
(x, y,٠) + (٠, b, c) = (x, y + b, c) ∈ U(F١ × F٢ × F٣).

داریم: −c ̸= z ∈ F٣ \ {٠} یا a ̸= x ∈ F١ \ {٠} که (x,٠, z) برای

(x,٠, z) + (−a,−b,٠) = (x− a,−b, z) ∈ U(F١ × F٢ × F٣)

یا
(x,٠, z) + (٠, b, c) = (x, b, z + c) ∈ U(F١ × F٢ × F٣).

داریم: c ̸= z ∈ F٣ \ {٠} یا b ̸= y ∈ F٢ \ {٠} که (٠, y, z) برای

(٠, y, z) + (−a,−b,٠) = (−a, y − b, z) ∈ U(F١ × F٢ × F٣)

یا
(٠, y, z) + (a,٠,−c) = (a, y, z − c) ∈ U(F١ × F٢ × F٣).

داریم: ،٠ ̸= z ∈ F٣ و ٠ ̸= y ∈ F٢ ،٠ ̸= x ∈ F١ که (٠,٠, z) و (٠, y,٠) ،(x,٠,٠) برای

(x,٠,٠) + (٠, b, c) = (x, b, c) ∈ U(F١ × F٢ × F٣),

(٠, y,٠) + (a,٠,−c) = (a, y,−c) ∈ U(F١ × F٢ × F٣),

(٠,٠, z) + (−a,−b,٠) = (−a,−b, z) ∈ U(F١ × F٢ × F٣).

داریم: ٠ ̸= z ∈ F٣ و ٠ ̸= y ∈ F٢ ،٠ ̸= x ∈ F١ فرض با سرانجام

(x, y, z) + (٠,٠,٠) = (x, y, z) ∈ U(F١ × F٢ × F٣)

است. G(F١ × F٢ × F٣) برای احاطه گر مجموعه ی D بنابراین



حلقه ها به وابسته گراف های از برخی در گری احاطه ۵۴

.γ(G(F١ × F٢ × F٣)) = ۴ صورت این در بگیرید. نظر در را F٣ و F٢ ،F١ میدان های .٢ . ١١ . ۴ لم

نظر در را زیر حالت دو منظور، این برای .γ(G(F١ × F٢ × F٣)) ≥ ۴ داد خواهیم نشان ابتدا برهان.
می گیریم:

باشند. دو مشخصه ای از ،F٢ و F١ مانند میدان دو حداقل الف)
باشد. دو مخالف مشخصه ی از ،F٢ و F١ مانند میدان دو حداقل ب)

داشت: خواهیم را زیر موارد آن گاه ،Char F١ = Char F٢ = ٢ اگر الف)
و γ(G(F١ ×F٢ ×F٣)) = ۴ آن گاه ،F٣ ∼= Z٢ اگر صورت این در .F١,F٢ ∼= Z٢ کنید فرض . ١
.γ(G(F١×F٢×F٣)) ≥ ۴ ،۶ . ٢ . ۴ لم بنابر لذا ،Char F٢ = ٢ و F١ ∼= Z٢ چون آن گاه ،F٣ � Z٢ اگر
،۶ . ٢ . ۴ لم فرضیات آن گاه ،F٣ ∼= Z٢ اگر صورت این در .F٢ ̸∼= Z٢ و F١ ∼= Z٢ کنید فرض . ٢
،۶ . ٢ . ۴ لم از مجدد استفاده ی با آن گاه ،F٣ � Z٢ اگر و γ(G(F١ × F٢ × F٣)) ≥ ۴ لذا و بوده برقرار

.γ(G(F١ × F٢ × F٢)) ≥ ۴
،٢ . ٩ . ۴ و ٢ . ٣ . ۴ لم  بنابر صورت این در .F١,F٢ ̸∼= Z٢ کنید فرض . ٣

γ(G(F١ × F٢ × F٣)) > γ(G(F١ × F٢)) ≥ ٣

γ(G(F١ × F٢ × F٣)) ≥ ۴ نتیجه در و
،۵ . ٢ . ۴ و ٢ . ٩ . ۴ لم  بنابر صورت این در .Char F١,Char F٢ ̸= ٢ کنید فرض ب)

γ(G(F١ × F٢ × F٣)) > γ(G(F١ × F٢)) ≥ ٣

بنابراین .γ(G(F١ × F٢ × F٣)) ≤ ۴ ،٢ . ١٠ . ۴ لم بنابر طرفی از .γ(G(F١ × F٢ × F٣)) ≥ ۴ لذا و

γ(G(F١ × F٢ × F٣)) = ۴.

آن گاه ،n ≥ ٣ اگر صورت این در بگیرید. نظر در را Fn و . . . ،F٢،F١ میدان های .٢ . ١٢ . ۴ لم

γ(G(F١ × F٢ × · · · × Fn)) ≥ n+ ١.

،٢ . ١١ . ۴ لم بنابر آن گاه ،n = ٣ اگر می کنیم. ثابت n روی ریاضی استقرای روش به را حکم برهان.
صورت این در باشد. برقرار حکم ،n از کمتر مقادیر جمیع ازای به کنید فرض حال است. برقرار حکم

داشت: خواهیم استقراء، فرض و ٢ . ٩ . ۴ لم بنابر

γ(G(F١ × F٢ × · · · × Fn)) > γ(G(F١ × F٢ × · · · × Fn−١)) ≥ n

.γ(G(F١ × F٢ × · · · × Fn)) ≥ n+ ١ لذا و

.γ(G( R
J(R)

)) ≤ γ(G(R)) صورت این در باشد. حلقه R کنید فرض .٢ . ١٣ . ۴ لم
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باشد. G(R) برای احاطه گر مجموعه ی D = {x١, x٢, . . . , xn} و γ(G(R)) = n کنید فرض برهان.
انتخاب را متمایز عناصر ،{xn + J(R), . . . , x٢ + J(R), x١ + J(R)} مجموعه ی اعضای میان در

بنابراین .D′
:= {xi١ + J(R), xi٢ + J(R), . . . , xik + J(R)} می دهیم قرار و کرده

{xi١ , xi٢ , . . . , xik} ⊆ {x١, x٢, . . . , xn}.

y + J(R) کنید فرض منظور، این برای است. G( R
J(R)

) برای احاطه گر مجموعه ی D′ می کنیم ادعا
وجود xl ∈ D چون عنصری لذا و y ∈ R \D صورت این در باشد. ( R

J(R)
)\D′ از دلخواهی عنصر

نتیجه در و y + xl ∈ U(R) که دارد

(y + J(R)) + (xl + J(R)) ∈ U(
R

J(R)
).

xij + J(R) عنصر با y+ J(R) بنابراین .xl + J(R) = xij + J(R) ،١ ≤ j ≤ k ازای به طرفی از
نتیجه در و است G( R

J(R)
) برای احاطه گر مجموعه ی D′ لذا و است مجاور G( R

J(R)
) گراف از

γ(G(
R

J(R)
)) ≤ |D′ | = k ≤ n = γ(G(R)).

حلقه های از ایده آل هایی ترتیب به In, . . . , I٢, I١ و R ∼= R١×R٢×· · ·×Rn کنید فرض .١۴ . ٢ . ۴ لم
صورت این در باشند. Rn, . . . , R٢, R١

R١ ×R٢ × · · · ×Rn

I١ × I٢ × · · · × In
∼=
R١
I١

× R٢
I٢

× · · · × Rn

In
.

است همریختی زیر، ضابطه ی با f : R١ × · · · ×Rn −→ R١
I١

× · · · × Rn

In
می دانیم برهان.

f(r١, . . . , rn) = (r١ + I١, . . . , rn + In)

ثابت حکم یکریختی اول قضیه ی بنابر لذا و پوشاست f وضوح به .ker(f) = I١ × · · · × In آن در که
می شود.

موضعی حلقه های ،(١ ≤ i ≤ n) Riها آن در که R ∼= R١ ×R٢ × · · · ×Rn کنید فرض .١۵ . ٢ . ۴ لم
.γ(G(R)) ≥ n+ ١ آن گاه ،n ≥ ٣ اگر صورت این در باشند. mi ماکسیمال ایده آل با

داریم: ١۴ . ٢ . ۴ لم بنابر برهان.

R١ ×R٢ × · · · ×Rn

m١ ×m٢ × · · · ×mn

∼=
R١
m١

× R٢
m٢

× · · · × Rn

mn

= F١ × F٢ × · · · × Fn

،٢ . ١٣ . ۴ و ٢ . ١٢ . ۴ لم های بنابر نتیجه در و

γ(G(R))=γ(G(R١×· · ·×Rn))≥γ(G(
R١ × · · · ×Rn

J(R١ × · · · ×Rn)
))=γ(G(F١×· · ·×Fn))≥n+١.
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حلقه های ،٢ . ٢ . ١ تذکر به توجه با لذا است، متناهی R چون باشد. حلقه  R کنید فرض .١۶ . ٢ . ۴ تذکر
لذا و R ∼= R١ × R٢ × · · · × Rn که دارند وجود (Rn,mn) و . . . ،(R٢,m٢) ،(R١,m١) موضعی

داشت: خواهیم ،١۵ . ٢ . ۴ لم بنابر
γ(G(R)) ≥ n+ ١.

اگر صورت این در .x ∈ R و باشد m ماکسیمال ایده آل با موضعی حلقه ای R کنید فرض .٢ . ١٧ . ۴ لم
مجموعه ی ،D = {٠,١} به ویژه و x + ١ ∈ U(R) آن گاه ،x ∈ m اگر و x ∈ U(R) آن گاه ،x ̸∈ m

است. G(R) گراف برای احاطه گر

است. R از سره ای ایده ال ⟨x⟩ آن گاه ،x ̸∈ U(R) اگر صورت این در .x ̸∈ m کنید فرض ابتدا برهان.
است. تناقض که x ∈ m بنابراین .⟨x⟩ ⊆ m لذا و است موضعی حلقه ای (R,m) طرفی از

تناقض که ١ ∈ m صورت این غیر در زیرا .x + ١ ̸∈ m صورت این در .x ∈ m کنید فرض حال
.x+ ١ ∈ U(R) قبل، حالت بنابر لذا و است

لذا و a ∈ U(R) آن گاه ،a ̸∈ m اگر صورت این در باشد. R حلقه ی از عنصری a کنید فرض حال
احاطه گر مجموعه ی ،D = {٠,١} نتیجه در و a+ ١ ∈ U(R) آن گاه ،a ∈ m اگر و a+ ٠ ∈ U(R)

است. G(R) برای

این در .Char F٢ ̸= ٢ و Char F١ = ٢ که باشند میدان هایی F٢ و F١ کنید فرض .٢ . ١٨ . ۴ لم
احاطه گر مجموعه ی ،D = {(٠,−b), (١, b)} آن گاه باشد، F٢ میدان از ناصفری عنصر b اگر صورت

است. G(F١ × F٢) گراف برای

داشت: خواهیم لذا Char F٢ ̸= ٢ و Char F١ = ٢ چون برهان.

(١,١)٢ = (٠,٢) ̸∈ U(F١ × F٢).

با: است برابر G(F١ × F٢) از رأس هر درجه ی ،۵ . ١ . ۴ گزاره ی بنابر لذا و

|U(F١ × F٢)| = |U(F١)||U(F٢)| = (|F١| − ١)(|F٢| − ١)

همچنین و
|N(٠,−b)| = |N(١, b)| = (|F١| − ١)(|F٢| − ١).

x ̸= ١−,٠ اگر فقط و اگر است مجاور (١, b) و (٠,−b) رئوس با (x, y) ∈ F١×F٢ عنصر هر طرفی از
لذا و y ̸= b,−b و

N(٠,−b) ∩N(١, b) = {(x, y) ∈ F١ × F٢|x ̸= ١−,٠ و y ̸= b,−b}

نتیجه در و
|N(٠,−b) ∩N(١, b)| = (|F١| − ٢)(|F٢| − ٢).
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داریم: حال

|N(٠,−b) ∪N(١, b)| = |N(٠,−b)|+ |N(١, b)| − |N(٠,−b) ∩N(١, b)|

= ٢(|F١| − ١)(|F٢| − ١)− (|F١| − ٢)(|F٢| − ٢)

= |F١||F٢| − ٢

= |F١ × F٢| − ٢.

طرفی از
(٠,−b) + (١, b) = (١,٠) ̸∈ U(F١ × F٢)

چون و مجاورند غیر باهم (١, b) و (٠,−b) لذا

(٠,−b), (١, b) ̸∈ N(٠,−b) ∪N(١, b).

نتیجه در
N(٠,−b) ∪N(١, b) = (F١ × F٢) \D.

احاطه گر مجموعه ی D بنابراین است مجاور D از عنصر یک اقل حد با ،(F١×F٢)\D از عنصر هر لذا
است. G(F١ × F٢) برای

احاطه گر مجموعه ی D = {(٠,٠), (١,٠)} صورت این در باشد. میدان F کنید فرض .٢ . ١٩ . ۴ لم
است. G(Z٢ × F) برای

چون برهان.

V (Z٢ × F) \D = {(٠, y١)
∣∣٠ ̸= y١ ∈ F} ∪ {(١, y٢)

∣∣٠ ̸= y٢ ∈ F}

نیز و

(٠, y١) + (١,٠) = (١, y١) ∈ U(Z٢ × F)

(١, y٢) + (٠,٠) = (١, y٢) ∈ U(Z٢ × F)

است. G(Z٢ × F) برای احاطه گر مجموعه ی D بنابراین

از یکی در R اگر وفقط اگر γ(G(R)) = ٢ صورت این در باشد. حلقه R کنید فرض .٢ . ٢٠ . ۴ قضیه
کند: صدق زیر حالت های

نباشد. میدان و موضعی حلقه ی R . ١
باشد. دو مشخصه ی دارای آن ها از یکی تنها که باشد یکریخت میدانی دو حاصل ضرب با R . ٢

باشد. یکریخت Z٢ × F با R ،F چون میدانی ازای به . ٣
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نتیجه در است، متناهی حلقه ی R چون صورت این در .γ(G(R)) = ٢ کنید فرض (⇐=) برهان.
،٢ . ٢ . ١ تذکر بنابر

R ∼= R١ ×R٢ × · · · ×Rn,

آن گاه ،n ≥ ٣ اگر می باشند. موضعی حلقه های ،(Rn,mn) و . . . ،(R٢,m٢) ،(R١,m١) آن، در که
بنابراین .n ≤ ٢ لذا و است تناقض که ٢ = γ(G(R)) ≥ n+ ١ ≥ ۴ ،١۵ . ٢ . ۴ لم بنابر

R ∼= R١ یا R ∼= R١ ×R٢.

تناقض که γ(G(R)) = γ(G(R١)) = ١ ،٢ . ١ . ۴ لم بنابر آن گاه باشد، میدان R١ و R ∼= R١ اگر
است. صفر غیر ماکسیمال ایده آل با موضعی حلقه ی R لذا و نیست میدان R١ بنابراین است.

در ،γ(Ḡ(S)) = γ(G(S)) می دانیم ،S مانند دلخواهی حلقه ی برای .R ∼= R١ ×R٢ کنید فرض حال
داشت: خواهیم ،٢ . ٨ . ۴ گزاره ی بنابر نتیجه

٢ = γ(G(R))

= γ(G(R١ ×R٢))

= γ(Ḡ(R١)×̇Ḡ(R٢))

≥ γ(Ḡ(R١)) + γ(Ḡ(R٢))− ١

= γ(G(R١)) + γ(G(R٢))− ١

نتیجه در ،γ(G(R١)) و γ(G(R٢)) ≥ ١ که آن جا از اما

٢ ≤ γ(G(R١)) + γ(G(R٢)) ≤ ٣

لذا و
γ(G(R١)) + γ(G(R٢)) = ٢ یا γ(G(R١)) + γ(G(R٢)) = ٣.

داریم ،(i ̸= j) i, j = ١,٢ ازای به آن گاه ،γ(G(R١)) + γ(G(R٢)) = ٣ اگر

γ(G(Ri)) = ١ و γ(G(Rj)) = ٢.

،٢ . ٢ . ۴ قضیه ی بنابر لذا .γ(G(R٢)) = ١ و γ(G(R١)) = ٢ کنید فرض کلیت، دادن دست از بدون
داریم: ،٢ . ٩ . ۴ لم بنابر نتیجه در .R ∼= R١ × F٢ حالت، این در و است میدان F٢ که R٢ := F٢

٢ = γ(G(R)) = γ(G(R١ × F٢)) > γ(G(R١)) = ٢

پس .γ(G(R١)) = γ(G(R٢)) = ١ لذا و γ(G(R١)) + γ(G(R٢)) = ٢ بنابرین است. تناقض که
و ٢ . ٣ . ۴ لم های بنابر لذا می باشند. میدان ،F٢ و F١ که R٢ := F٢ و R١ := F١ ،٢ . ٢ . ۴ لم بنابر
به یا است دو مشخصه ی دارای آن ها از یکی فقط که است میدان هایی ضرب با یکریخت R ،۵ . ٢ . ۴
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.R ∼= Z٢ × F ،F چون میدانی ازای
.γ(G(R)) ̸= ١ ،٢ . ٢ . ۴ قضیه ی بنابر لذا و باشد میدان نمی تواند R فرض، بنابر (=⇒)

ضرب با یکریخت R اگر و γ(G(R)) = ٢ ،٢ . ١٧ . ۴ لم بنابر آن گاه باشد، موضعی حلقه ی R اگر
γ(G(R)) = ٢ ،٢ . ١٨ . ۴ لم بنابر آن گاه باشد، دو مشخصه ی دارای آن ها از یکی تنها که باشد میدانی دو

.γ(G(R)) = ٢ ،٢ . ١٩ . ۴ لم بنابر آن گاه ،R ∼= Z٢ × F اگر و

حلقه های حاصل ضرب به وابسته یکانی گراف های در احاطه گری ٣ . ۴
موضعی

تعیین به سپس و می کنیم مطالعه موضعی، حلقه  های یکانی گراف های در را احاطه گری بخش، این در
بخش، این در اساسی هدف می پردازیم. گرافی چنین در آن ها بین رابطه ی و کلی احاطه گر و احاطه گر عدد

است. باشد، γ(G(R)) = ٣ آن که برای کافی و لازم شرط یافتن

که باشد R حلقه ی ماکسیمال ایده آل m و باشند موضعی حلقه  های S و R کنید فرض .٣ . ١ . ۴ لم
.γt(G(R× S)) ≤ ۴ صورت این در .|R

m
| = ٢

G(R×S) ،۶ . ١ . ۴ گزاره ی بنابر لذا ،|R×S
m×S

| = ٢ و است R×S ماکسیمال ایده آل m×S چون برهان.
است. V٢ = (R \m)× S و V١ = m× S بخش های با دوبخشی گراف

G(R × S) برای کلی احاطه گر مجموعه ی D = {(٠,٠), (٠,١), (١,٠), (١,١)} می کنیم ادعا
صورت این در باشد. R× S از دلخواهی عنصر (a, b) کنید فرض منظور، این برای است.

(a, b) ∈ V١ = m× S یا (a, b) ∈ V٢ = (R \m)× S.

داشت: خواهیم را زیر حالت های ،٢ . ١٧ . ۴ لم از استفاده با آن گاه باشد، S ماکسیمال ایده آل n اگر حال
داریم: آن گاه ،b ̸∈ n و (a, b) ∈ m× S اگر

(a, b) + (١,٠) = (a+ ١, b) ∈ U(R× S)

داشت: خواهیم آن گاه ،b ∈ n اگر و

(a, b) + (١,١) = (a+ ١, b+ ١) ∈ U(R× S).

داریم: آن گاه ،b ̸∈ n و (a, b) ∈ V٢ = (R \m)× S اگر حال

(a, b) + (٠,٠) = (a, b) ∈ U(R× S)

داشت: خواهیم آن گاه ،b ∈ n اگر و

(a, b) + (٠,١) = (a, b+ ١) ∈ U(R× S)
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بنابراین است. G(R×S) برای کلی احاطه گر مجموعه ی D = {(٠,٠), (٠,١), (١,٠), (١,١)} لذا و

γt(G(R× S)) ≤ ۴.

،|R
m
| = ٢ که باشد R از ناصفری ماکسیمال ایده آل m و موضعی حلقه ی دو S و R اگر .٣ . ٢ . ۴ لم

آن گاه
γ(G(R× S)) = γt(G(R× S)) = ۴.

،۶ . ١ . ۴ گزاره ی بنابر لذا و |R×S
m×S

| = ٢ که است R×S ماکسیمال ایده آل ،m×S فرض، بنابر برهان.
طرفی از است. V٢ = (R \ m) × S و V١ = m × S بخش های با دوبخشی گراف ،G(R × S)

.|V١| = |V٢| = ( |R|
٢ )|S| لذا و |m| = |R \m| = |R|

٢ لذا ،|R
m
| = ٢

γ(G(R×S)) ≤ ٣ کنید فرض خلف برهان به منظور، این برای .γ(G(R×S)) = ۴ می دهیم نشان
|D| > ٢ ،٢ . ٢٠ . ۴ قضیه ی به توجه (با |D| = ٣ که باشد G(R× S) برای احاطه گر مجموعه ا ی D و

داشت: خواهیم نتیجه در ،|S| ≥ ٢ چون و |R| ≥ ۴ لذا ،|R
m
| = ٢ و نیست میدان R چون (.

|V١| = |V٢| = (
|R|
٢ )|S| ≥ ۴.

بنابراین باشد. V٢ و V١ مجموعه های مشمول کامل طور به نمی تواند D لذا ،|D| = ٣ طرفی از

D ∩ V١ ̸= ∅ و D ∩ V٢ ̸= ∅

چون .|D ∩ V١| = ١ کنید فرض کلیت، رفتن دست از بدون .|D ∩ V٢| = ١ یا |D ∩ V١| = ١ لذا و

D ∩ V١ ⊆ V١ = m× S

.D ∩ V١ := {(x, y)} می دهیم قرار باشند، S و m از عناصری به ترتیب y و x این که فرض با لذا
پس دارند. وجود R \ m مجموعه ی از x٢ و x١ چون متمایزی عناصر لذا ،|R \ m| = |R|

٢ ≥ ٢ چون
لذا ،(x, y) ∈ V١ چون و می باشند R \ m × S = V٢ از متفاوتی عنصر دو (x٢,−y) و (x١,−y)

داریم: آن گاه ،(x١,−y) ̸∈ D اگر حال .(x, y) ̸= (x٢,−y) و (x, y) ̸= (x١,−y)

(x١,−y) + (x, y) = (x١ + x,٠) ∈ U(R× S)

نتیجه در .(x٢,−y) ∈ D مشابه، طریق به و (x١,−y) ∈ D لذا و است تناقض که

D = {(x, y), (x١,−y), (x٢,−y)}.

(a, y) ∈ m × S = V١ که است موجود a ∈ m \ {x} چون عنصری لذا ،|m| = |R|
٢ ≥ ٢ طرفی از

رأس با (a, y) لذا ،(a, y) ∈ V١ طرفی از .(a, y) ̸∈ D لذا ،|D ∩ V١| = ١ چون .(a, y) ̸= (x, y) و
داشت: خواهیم لذا و نیست مجاور (x, y)

(a, y) + (x١,−y) = (a+ x١,٠) ∈ U(R× S)



۶١ جابه جایی حلقه های به وابسته یکانی گراف های در احاطه گری

یا
(a, y) + (x٢,−y) = (a+ x٢,٠) ∈ U(R× S).

،٣ . ١ . ۴ لم بنابر طرفی از .γ(G(R× S)) ≥ ۴ لذا و می شود تناقض به منجر فوق حالت دو هر که

۴ ≤ γ(G(R× S)) ≤ γt(G(R× S)) ≤ ۴.

بنابراین
γ(G(R× S)) = γt(G(R× S)) = ۴.

صورت این در نباشد. میدان که باشد موضعی حلقه ی ،S کنید فرض .٣ . ٣ . ۴ لم

γ(G(Z٢ × S)) = γt(G(Z٢ × S)) = ۴.

لم بنابر آن گاه ،|S
m
| = ٢ اگر صورت این در باشد. S حلقه ی ماکسیمال ایده آل m کنید فرض برهان.

داریم: ،٣ . ٢ . ۴
γ(G(Z٢ × S)) = γt(G(Z٢ × S)) = ۴.

است {٠} × S ماکسیمال ایده آل با حلقه ای ،Z٢ × S چون صورت این در .|S
m
| ≥ ٣ کنید فرض حال

V١ = {٠} × S بخش های با دوبخشی گرافی ،G(Z٢ × S) ،۶ . ١ . ۴ گزاره ی بنابر لذا ،| Z٢×S
{٠}×S

| = ٢ و
.|V١| = |V٢| = |S| همچنین و است V٢ = {١} × S و

Dمجموعه ای و γ(G(Z٢×S)) ≤ ٣ کنید فرض خلف برهان به .γ(G(Z٢×S)) ≥ ۴ می کنیم ادعا
،|S

m
| ≥ ٣ چون و |m| ≥ ٢ لذا نیست، میدان S چون .|D| = ٣ که باشد G(Z٢ × S) برای احاطه گر

خواهیم داشت: بنابراین .|S| ≥ ٣|m| ≥ ۶ پس

|V١| = |V٢| = |S| ≥ ۶.

بنابراین باشد. V٢ و V١ مجموعه های مشمول نمی تواند کامل بطور D لذا ،|D| = ٣ طرفی از

D ∩ V١ ̸= ∅ و D ∩ V٢ ̸= ∅.

نتیجه در
|D ∩ V١| = ١ یا |D ∩ V٢| = ١.

بنابراین .|D ∩ V٢| = ٢ صورت این در .|D ∩ V١| = ١ کنید فرض کلیت، دادن دست از بدون

D = {(٠, y١), (١, y٢), (١, y٣)
∣∣y١, y٢, y٣ ∈ S و y٢ ̸= y٣}.

با و (١, y) ̸∈ D صورت این در باشد. S \ {y٢, y٣} مجموعه ی از دلخواهی عنصر y کنید فرض
است، احاطه گر مجوعه ی D چون ،(١, y), (١, y٢), (١, y٣) ∈ V٢ طرفی از است. مجاور D از عنصری
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هر برای بنابراین نیست. مجاور ،(١, y١), (١, y٢) رئوس با و است مجاور ،(٠, y١) رأس با (١, y) لذا
لذا و است مجاور (٠, y١) رأس با (١, y) ،y ∈ S \ {y٢, y٣}

deg(٠, y١) ≥ |S| − ٢.

داریم: ۵ . ١ . ۴ گزاره ی بنابر طرفی از

deg(٠, y١) ≤ |U(Z٢ × S)| = |U(Z٢)||U(S)| = |U(S)| = |S| − |m| ≤ |S| − ٢.

نتیجه در
deg(٠, y١) = |S| − ٢ و |m| = ٢.

،i = ٢,٣ ازای به نتیجه در و است مجاور غیر ،(١, y٣) و (١, y٢) رئوس با (٠, y١) بنابراین

(٠, y١) + (١, yi) = (١, y١ + yi) ̸∈ U(Z٢ × S).

داشت: خواهیم ،٢ . ١٧ . ۴ لم بنابر لذا و y١ + yi ̸∈ U(S) ،i = ٢,٣ ازای به بنابراین

y١ + y٢ ∈ m و y١ + y٣ ∈ m.

فرض کلیت، دادن دست از بدون .m = {y١ + y٢, y١ + y٣} نتیجه در ،|m| = ٢ و y٢ ̸= y٣ چون
نتیجه در y١ + y٣ ∈ m چون .D = {(٠, y١), (١,−y١), (١, y٣)} صورت این در .y١ + y٢ = ٠ کنید

بنابراین .− y٣ − y١ ̸∈ U(S) ،٢ . ١٧ . ۴ لم بنابر لذا و −y٣ − y١ ∈ m

(٠,−y٣) + (٠, y١) = (٠,−y٣ + y١) ̸∈ U(Z٢ × S),

(٠,−y٣) + (١,−y١) = (١,−y٣ − y١) ̸∈ U(Z٢ × S),

(٠,−y٣) + (١, y٣) = (١,٠) ̸∈ U(Z٢ × S).

داشت خواهیم نتیجه در و (٠,−y٣) ∈ D پس نیست. مجاور D مجموعه ی عناصر با (٠,−y٣) لذا
لم بنابر طرفی از .γ(Z٢ × S) ≥ ۴ لذا و است تناقض که y١ + y٣ = ٠ پس .(٠,−y٣) = (٠, y١)

بنابراین .γ(G(Z٢ × S)) ≤ γt(G(Z٢ × S)) ≤ ۴ ،٣ . ١ . ۴

γ(G(Z٢ × S)) = γt(G(Z٢ × S)) = ۴.

صورت این در .R ∼= R١×R٢ و باشند موضعی حلقه های (R٢,m٢) و (R١,m١) کنید فرض .۴ . ٣ . ۴ لم
.γ(G(R)) = γt(G(R)) = ۴ آن گاه است، میدان F که R ̸∼= Z٢ × F و |R٢

m٢
| = ٢ یا |R١

m١
| = ٢ اگر

R١ آن گاه ،m١ ̸= {٠} اگر صورت این در .| R
m١
| = ٢ کنید فرض کلیت دادن دست از بدون برهان.

R١ ∼= Z٢ آن گاه ،m١ = {٠} اگر و γ(G(R)) = γt(G(R)) = ۴ ،٣ . ٢ . ۴ لم بنابر لذا و نیست میدان
،٣ . ٣ . ۴ لم بنابر نتیجه در و نیست میدان R٢ لذا ،R ̸∼= Z٢ × F ،F میدان ازای به چون و

γ(G(R)) = γt(G(R)) = ۴.
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باشد: برقرار آن ها برای زیر شرایط از یکی که باشند میدان هایی F٢ و F١ کنید فرض .۵ . ٣ . ۴ لم
.F١,F٢ � Z٢ و Char F١ = Char F٢ = ٢ . ١

Char F١,Char F٢ ̸= ٢ . ٢
.γ(G(F١ × F٢)) = γt(G(F١ × F٢)) = ٣ صورت این در

عناصری لذا و می باشند عضو سه حداقل دارای که هستند میدان هایی F٢ و F١ فرض، بنابر برهان.
می دهیم نشان حال .b ̸= d و a ̸= c که دارند وجود b, d ∈ F٢ \ {٠} و a, c ∈ F١ \ {٠} چون

می دانیم: است. G(F١ × F٢) گراف برای کلی احاطه گر مجموعه ی D = {(٠,٠), (a, b), (c, d)}

V (F١ × F٢) ={(٠,٠)} ∪ {(x,٠)
∣∣٠ ̸= x ∈ F١}

∪ {(٠, y)
∣∣٠ ̸= y ∈ F٢} ∪ {(x, y)

∣∣٠ ̸= x ∈ F١,٠ ̸= y ∈ F٢}

است. مجاور D مجموعه ی از عنصری به V (F١ × F٢) مجموعه ی عناصر تمامی می دهیم نشان
داریم: (٠,٠) برای

(٠,٠) + (a, b) = (a, b) ∈ U(F١ × F٢)

است. مجاور (a, b) رأس با (٠,٠) لذا و
لذا و x ̸= −c یا x ̸= −a ،(x,٠) عنصر برای

(x,٠) + (a, b) = (x+ a, b) ∈ U(F١ × F٢)

یا
(x,٠) + (c, d) = (x+ c, d) ∈ U(F١ × F٢)

(٠, y) لذا ،y ̸= −d یا y ̸= −b چون مشابه به طور است. مجاور (c, d) یا (a, b) رأس به (x,٠) لذا و
است. مجاور (c, d) یا (a, b) رأس به

،y ̸= ٠ و x ̸= ٠ که (x, y) رأس برای

(x, y) + (٠,٠) = (x, y) ∈ U(F١ × F٢)

است. مجاور (٠,٠) رأس با (x, y) لذا و
.γt(G(F١ × F٢)) ≤ ٣ نتیجه در و است G(F١ × F٢) برای کلی احاطه گر مجموعه ی یک D بنابراین

لذا و γ(G(F١ × F٢)) ≥ ٣ ،۵ . ٢ . ۴ و ٢ . ٣ . ۴ لم های بنابر طرفی از

٣ ≤ γ(G(F١ × F٢)) ≤ γt(G(F١ × F٢)) ≤ ٣.

.γ(G(F١ × F٢)) = γt(G(F١ × F٢)) = ٣ بنابراین

با کدام هیچ و دو مشخصه ی از آن ها از یکی تنها که باشند میدان هایی F٢ و F١ کنید فرض .۶ . ٣ . ۴ لم
.γt(G(F١ × F٢)) ≤ ٣ صورت این در نباشند. یکریخت Z٢



حلقه ها به وابسته گراف های از برخی در گری احاطه ۶۴

و F١ � Z٢ چون .Char F٢ ̸= ٢ و Char F١ = ٢ کنید فرض کلیت، دادن دست از بدون برهان.
a ̸= ٠,١ که موجوداند b ∈ F٢ و a ∈ F١ چون عناصری لذا و |F٢| ≥ ٣ و |F١| ≥ ٣ لذا ،F٢ � Z٢

گراف برای کلی احاطه گر مجموعه ی ،D = {(٠,١), (١−,١), (a, b)} می کنیم ادعا .b ̸= −١,١ و
می دانیم: است. G(F١ × F٢)

V (G(F١ × F٢)) ={(٠,٠)} ∪ {(x,٠)
∣∣٠ ̸= x ∈ F١}

∪ {(٠, y)
∣∣٠ ̸= y ∈ F٢} ∪ {(x, y)

∣∣٠ ̸= x ∈ F١,٠ ̸= y ∈ F٢}

است. مجاور B مجموعه ی از عنصری به ،V (G(F١ × F٢)) عناصر تمامی می دهیم نشان
داریم: (٠,٠) برای

(٠,٠) + (١−,١) = (١−,١) ∈ U(F١ × F٢)

است. مجاور (١−,١) رأس با (٠,٠) لذا و
داریم: x ̸= ٠ که (x,٠) برای

(x,٠) + (٠,١) = (x,١) ∈ U(F١ × F٢)

است. مجاور (٠,١) رأس با (x,٠) نتیجه در و
داریم: آن گاه ،y ̸= ١ اگر ،(٠, y) رأس برای

(٠, y) + (١−,١) = (١, y − ١) ∈ U(F١ × F٢)

داریم: آن گاه ،y = ١ اگر و

(٠, y) + (a, b) = (a,١ + b) ∈ U(F١ × F٢)

است. مجاور (a, b) یا (١−,١) رأس با (٠, y) لذا و
داریم: آن گاه ،y = ١ و x = ١ اگر ،y ̸= ٠ و x ̸= ٠ که (x, y) رأس برای انجام، سر

(x, y) + (a, b) = (١ + a,١ + b) ∈ U(F١ × F٢).

داریم: آن گاه ،y = ١ و x ̸= ١ اگر

(x, y) + (٠,١) = (x,٢) ∈ U(F١ × F٢).

داریم: ،y ̸= −١ برای آن گاه ،y ̸= ١ و x = ١ اگر حال

(x, y) + (٠,١) = (١, y + ١) ∈ U(F١ × F٢)

داشت: خواهیم آن گاه ،y = −١ اگر و

(x, y) + (a, b) = (١ + a,−١ + b) ∈ U(F١ × F٢).
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داریم: آن گاه ،y ̸= ١ و x ̸= ١ اگر

(x, y) + (١−,١) = (x+ ١, y − ١) ∈ U(F١ × F٢)

بنابرین است. مجاور (a, b) یا (١−,١) یا (٠,١) رئوس از یکی با (x, y) فوق حالت های در لذا و

γt(G(F١ × F٢)) ≤ ٣.

داشته اگر فقط و اگر u ∈ U(R) صورت این در باشد. جابه جایی حلقه ی R کنید فرض .٣ . ٧ . ۴ لم
.u+ J(R) ∈ U( R

J(R)
) باشیم

چون عنصری صورت این در .u + J(R) ∈ U( R
J(R)

) ،u ∈ R ازای به کنید فرض (=⇒) برهان.
١− uv ∈ J(R) لذا .(u+ J(R))(v+ J(R)) = ١+ J(R) که دارد وجود v+ J(R) ∈ U( R

J(R)
)

.u ∈ U(R) بنابراین .١ − (١ − uv) = uv ∈ U(R) نتیجه در و
است. واضح (⇐=)

که باشند R حلقه ی از عناصری y و x اگر صورت این در باشد. حلقه R کنید فرض .٣ . ٨ . ۴ لم
هر با x + J(R) از عنصر هر آن گاه باشد، مجاور G( R

J(R)
) گراف در y + J(R) رأس با x + J(R)

است. مجاور G(R) گراف در y + J(R) از عضو

در باشند. y+ J(R) و x+ J(R) مجموعه های به متعلق ترتیب به عناصری b و a کنید فرض برهان.
داریم: J(R) از j ′ و j چون عناصری ازای به صورت این

a = x+ j و b = y + j
′
.

یکه ای عنصر ،٣ . ٧ . ۴ لم بنابر لذا است، مجاور G( R
J(R)

) گراف در y + J(R) رأس با x+ J(R) چون
لذا و (x+ J(R)) + (y + J(R)) = u+ J(R) که است موجود u ∈ R چون

x+ y − u = (a+ b)− (j + j
′
)− u ∈ J(R).

باشد. R حلقه ی از یکه ای غیر عنصر a+ b کنید فرض خلف برهان به .a+ b ∈ U(R) می دهیم نشان
m چون ،R حلقه ی از ماکسیمالی ایده آل نتیجه در و است R از سره ای ایده آل ⟨a + b⟩ صورت این در
عناصری (a+ b)− (j + j

′
)− u و j + j

′ طرفی از .a+ b ∈ m لذا و ⟨a+ b⟩ ⊆ m که است موجود
G(R) در b و a نتیجه در و a + b ∈ U(R) لذا و است تناقض که u ∈ m نتیجه در می باشند. m از

مجاورند.

.γt(G(R)) ≤ γt(G(
R

J(R)
)) صورت این در باشد. حلقه  R کنید فرض .٣ . ٩ . ۴ گزاره
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D = {x١ + J(R), x٢ + J(R), . . . , xn + J(R)} و γt(G( R
J(R)

)) = n کنید فرض برهان.
مجموعه ی D′

= {x١, x٢, . . . , xn} می کنیم ادعا باشد. G( R
J(R)

) گراف برای کلی احاطه گر مجموعه ی
در باشد. R حلقه ی از دلخواهی عنصر y کنید فرض منظور، این برای است. G(R) برای کلی احاطه گر

که است موجود xi + J(R) ∈ D چون عنصری لذا .y + J(R) ∈ R
J(R)

صورت این

(y + J(R)) + (xi + J(R)) = y + xi + J(R) ∈ U(R)

بنابرین است. مجاور G(R) گراف از xi رأس با y ،٣ . ٨ . ۴ گزاره ی بنابر لذا و

γt(G(R)) ≤ |D′| = n = γt(G(
R

J(R)
)).

دو هر در R اگر فقط و اگر γ(G(R)) = ٣ صورت این در باشد. حلقه R کنید فرض .٣ . ١٠ . ۴ قضیه
کند: صدق زیر حالت

باشد. دو مشخصه از آن ها از یکی تنها که نباشد میدانی دو ضرب با یکریخت R . ١
و R١

m١
� Z٢ که باشند موضعی ای حلقه های (R٢,m٢) و (R١,m١) آن در که R ∼= R١ × R٢ . ٢

.R٢
m٢

� Z٢

با یکریخت غیر R ،٢ . ٢٠ . ۴ قضیه ی بنابر صورت این در .γ(G(R)) = ٣ کنید فرض (⇐=) برهان.
،٢ . ٢ . ١ تذکر بنابر طرفی از است. دو مشخصه ی از آن ها از یکی تنها که است میدان هایی حاصل ضرب
(Rn,mn) و . . . ،(R٢,m٢) ،(R١,m١) آن در که ،R ∼= R١×R٢×· · ·×Rn لذا است، Rمتناهی چون

داریم: ،١۵ . ٢ . ۴ لم بنابر آن گاه ،n ≥ ٣ اگر می باشند. موضعی حلقه ای

٣ = γ(G(R)) ≥ n+ ١ ≥ ۴

آن گاه باشد، میدان R١ اگر حالت این در .R ∼= R١ آن گاه ،n = ١ اگر .n ≤ ٢ لذا و است تناقض که
ایده آل با موضعی حلقه ی R١ اگر و است تناقض که γ(G(R)) = γ(G(R١)) = ١ ،٢ . ١ . ۴ لم بنابر
تناقض که γ(G(R)) = γ(G(R١)) = ٢ ،٢ . ٢٠ . ۴ قضیه ی بنابر آن گاه باشد، صفر غیر ماکسیمال
چون میدانی ازای به ،٢ . ٢٠ . ۴ قضیه ی بنابر لذا .R ∼= R١ ×R٢ حالت این در و n = ٢ بنابراین است.
تناقض که γ(G(R)) = ۴ ،۴ . ٣ . ۴ لم بنابر آن گاه |R٢

m٢
| = ٢ یا |R١

m١
| = ٢ اگر حال .R � Z٢ × F ،F

.R٢
m٢

� Z٢ و R١
m١

� Z٢ بنابراین .|R٢
m٢
| ≥ ٣ و |R١

m١
| ≥ ٣ لذا و است

Z٢ با و میدان اند F٢ = R٢
m٢

و F١ = R١
m١

که R
J(R)

∼= F١ × F٢ ،١۴ . ٢ . ۴ لم و فرض بنابر (=⇒)

داشت: خواهیم را زیر حالت دو بنابراین هستند. یکریخت غیر
حالت این در که نباشند دو مشخصه ی از هیچ کدام یا دو مشخصه ی از F٢ و F١ میدان دو هر . ١

داشت: خواهیم ،۵ . ٣ . ۴ لم بنابر

γ(G(
R

J(R)
)) = γt(G(

R

J(R)
)) = ٣.
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داریم: ،٣ . ٩ . ۴ گزاره ی و ٢ . ١٣ . ۴ لم  بنابر حال

٣ = γ(G(
R

J(R)
)) ≤ γ(G(R)) ≤ γt(G(R)) ≤ γt(G(

R

J(R)
)) = ٣

.γ(G(R)) = ٣ لذا و
،٢ . ٢٠ . ۴ قضیه ی بنابر حالت این در باشند. دو مشخصه ی از F٢ یا F١ میدان های از یکی تنها . ٢
،٣ . ٩ . ۴ گزاره ی و ٢ . ١٣ . ۴ لم از استفاده با لذا .γt(G( R

J(R)
)) ≤ ٣ ،۶ . ٣ . ۴ لم بنابر نیز و γ( R

J(R)
) = ٢
داریم:

٢ = γ(G(
R

J(R)
)) ≤ γ(G(R)) ≤ γt(G(R)) ≤ γt(G(

R

J(R)
)) ≤ ٣

.γ(G(R)) = ٣ می دهیم نشان .γ(G(R)) = ٣ یا γ(G(R)) = ٢ لذا و
ضرب با یکریخت غیر R فرض، بنابر طرفی از است. موضعی غیر R لذا ،R ∼= R١ × R٢ چون
این غیر در زیرا ،R � Z٢ × F همچنین است. دو مشخصه ی از آن ها از یکی تنها که است میدانی دو
طرفی از .R ∼= Z٢ × F ∼= F١ × F٢ نتیجه در و R

J(R)
∼= Z٢ × F لذا و R ∼= Z٢ × F صورت

نیست یکریخت باشد، داشته دو مشخصه ی آن از یکی تنها که میدانی دو ضرب با R چون فرض بنابر
|F| = ٢m ،[۴٣٩ صفحه ی ١ نتیجه ی ،٢۴] بنابر لذا است، متناهی F چون و Char F = ٢ لذا
مشخصه ی دارای F٢ یا F١ میدان های از یکی تنها طرفی از .|Z٢ × F| = ٢m+١ بنابراین .(m ∈ N)
این و p > ٢ که |F١ × F٢| = ٢n × pm ،[۴٣٩ صفحه ی ١ نتیجه ی ،٢۴] بنابر همچنین و هستند ٢
نتیجه در و γ(G(R)) ̸= ٢ ،٢ . ٢٠ . ۴ قضیه ی بنابر بنابراین، است. |Z٢ × F| = |F١ × F٢| متناقض

.γ(G(R)) = ٣
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Aabstract

Let R be a ring with non-zero identity, and Z(R), U(R) be the set of zero-divisior
elements and unit elements of R, respectively. The zero-divisior graph, the annihilating
ideal graph and unit graph of R are graphs defiened as follows:

The zero-divisior graph of R, denoted by Γ(R), is the graph with vertex setZ(R)\{0},
and two distinct vertices x and y are adjacent if and only if xy = 0 or yx = 0.

The annihilating-ideal graph of a commutative ring R, denoted by AG(R), is the graph
whose vertices are ideals of R with non-zero annihilator, and two distinct vertices I1 and
I2 are adjacent if and only if I1I2 = {0}.

The unit graph of R, denoted by G(R), is the graph obtained by setting all the elements
of R to be the vertices, and defining distinct vertices x and y to be adjacent if and only if
x+ y ∈ U(R).

In this thesis we study the domination number of these graphs.

Keywords: Zero-divisior graph, Annihilating ideal graph, Unit graph, Domination num-
ber, Total domination number, Semi-total domination number.
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