
 أ 

                                                   
      

    

 

 

 

 

 

 

 

 



 ب 

                                                                
                                                

                                                    

 دانشکده ریاضی                                                     

 گروه محض                                                            

 

 

 بعد گلدی و بعد دوگان گلدی مدول چند جمله ایها روی حلقه      

 چند جمله ایهای اریب                                   

 

 

                                         ملیحه قدیری 
 

 استاد راهنما :                                                         

                                                دکتر ابراهیم هاشمی 
 

 استاد مشاور :                                                        

                                                  دکتر احمد زیره 
 

 

 

 پایان نامه جهت اخذ درجه کارشناسی ارشد                                 

                                                   
                                                               9831شهریور ماه      



 ج 



 د 

 تقدیم به ...

  در عزیز و مادر مهربانمتقدیم به پ

به پاس عاطفه سرشار و گرمای امید بخش وجودشان که در این سردترین روزگاران بهترین پشتیبان    

 است. 

 به پاس قلب های بزرگشان که فریادرس است و سرگردانی و ترس در پناهشان به شجاعت می گراید .  

 ت.به پاس دست های گرم و نگاه پر فروغشان که راهگشاس  

  و به پاس عشق و محبت بی دریغشان که هرگز فراموش نمی شود.  

 سلامت و سعادتشان را از ایزد منان خواستارم.   
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 تشکر و قدردانی

اینک که به یاری پروردگار مهربان  و اساتید گرامی پایان نامه ام را به سرانجام رسانده ام بسی    

جناب آقای دکتر ابراهیم هاشمی که با راهنمایی  فرهیخته و گرانقدرم شایسته است از استاد راهنمای

 های کار ساز و سازنده ، راهگشای من بوده اند ، تقدیر و تشکر نمایم.

همچنین از جناب آقای دکتر احمد زیره به خاطر زحماتشان سپاسگذارم. از خواهر مهربانم به خاطر   

ز خانواده عزیزم که با پشتیبانی همیشگی خود در تمامی کمک های بی دریغ و همراهی دلسوزانه و ا

 دوران زندگی امید موفقیت را در من زنده نگاه داشتند ، متشکرم.

 

 ملیحه قدیری                                                                                                             

 9831مهر ماه                                                                                                              
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 چکیده 

اگر شامل مجموع مستقیم تعداد نامتناهی ایده آل راست  نامیممتناهی البعد راست را  R حلقه      

حلقه چند جمله ای ها روی حلقه با بعد  نشان می دهیم کهپایان نامه ،  در فصل اول اینناصفر نباشد. 

  .استمتناهی  از بعد ، متناهی

لعه بعد گلدی و بعد دوگان گلدی برخی توسیع های یک مدول روی حلقه فصل دوم ، به مطادر     

یک مدول  Mچند جمله ایهای اریب می پردازیم. در واقع، با فرض اینکه  سازگار باشد به  -,

][،  xM][مطالعه بعد گلدی و بعد دوگان گلدی مدولهای  1xM  و],[ 1xxM  روی حلقه چند جمله

 ایهای اریب  ,;: xRS   دول های و ثابت می کنیم بعد گلدی م می پردازیمRM   ،],[ 1xxM 

و 
 nx

xM ثابت می کنیم بعد دوگان گلدی  یک حلقه جابجایی باشد ، Rبرابر است. همچنین اگر   ][

],[و  xR][مدول های  1xxR برابر است. اگر RM  یکR- ، نشان می دهیم  بعد   مدول یکانی باشد

و  RMدوگان گلدی مدول های 
 nx

xM  برابر است. ][

 این پایان نامه بر گرفته از دو مقاله به شرح ذیل می باشد:    

1- Co-uniform dimension over skew polynomial rings, Communications in Algebra , 

33 (2005) , p. 1195-1204. 

2- Polynomial rings over finite dimensional rings , Robert C .Shock , pacific Journal 

of mathematics vol.42, No.1,1972. 
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   )(mann                پوچساز راستm  

 

 )(RAut                   خودریختی های حلقه مجموعه تمامR  
 

 )( RMCorank        مدول  بعد دوگان گلدیRM 

 

))((deg xf              درجه چند جمله ای)(xf 

 

  )(dim R                 حلقه گلدی بعدR 

 

  DVR                   حلقه مقدار گسسته 

 

)(REnd                درونریختی های حلقه مجموعه تمامR     

 

 )(REss                مجموعه تمام ایده آل های راست اساسی حلقهR 
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)(Ker                   هسته همریختی 
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][xR                    حلقه چند جمله ایهایR 

  

];,[ 1xxR         حلقه چند جمله ایهای اریب لوران رویR 

 

],;[ xR           حلقه چند جمله ایهای اریب رویR 

 

I

R                     متی حلقه خارج قسR  برI 
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  و خلاصه ای از  نتایج فصل اول  ( مقدمه 9 -9

یک  نشان داد شرط لازم و کافی برای اینکه حلقه کسرهای کلاسیک راست 9گلدی 9191در سال      

تری راست باشد آنگاه یک حلقه نو Rاگر . است که نیم اول آرتینی باشد این داشته باشد حلقه وجود

 .) قضیة پایه ای هیلبرت( نوتری راست است نیز Rحلقه چند جمله ای ها با تعداد متناهی متغیر روی

حلقه متناهی البعد راست باشد، آنگاه حلقه چند جمله ای ها با تعداد  یک R کنیم اگر ثابت می

 متناهی البعد راست است. نیز  R متناهی متغیر روی

  Kبرای یک زیر حلقه یک حلقه شرکت پذیر است که لزوماً یکدار نیست. نمایانگر R فصل در این     

],,[ رض کنیمف، R از 21 xxK تعدادی دلخواه از متغیرهاای  چند جمله ایها رویدة حلقة نشان دهن

1x 2وx و  با عناصر  متغیرهاباشد که اینK هم جابجا می شوند. نیز با و 

 نا راست گوییم اگر برای هر ایده آل ٢ را اساسی  Rدر I( ایده آل راست9  : 9 -9 -9 تعریف

J ،}{0صفر JI  با علامت ، و RI e .ایده آل های راست تمام  مجموعه نمایش می دهیم

 نمایش می دهیم . REss)(را با  Rاساسی 

)(}|,)( برای برخی { فرض کنیم  (٢ REssIaIRaRZ   RZ)(می توان نشان داد  .0

  . نامیم  Rحلقه  منفردرا ایده آل راست  RZ)( است . Rراستیک ایده آل 

 mann)(را باا علامات  mپوچسااز   .Mmمادول راسات باشاد و Rیک  RM(  فرض کنیم 8

)(}|{نمایش می دهیم و  0 mrRrmann . 

 

                                                 
1   Goldie  
2   Essential Ideal 
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شامل  Rموجود است بطوریکه  n مثبت عدد صحیحآنگاه  باشدمتناهی البعد راست  Rحلقه  اگر    

 Rهر مجموع مستقیم دیگر از ایده آل های راست  و است یکنواخت راستایده آل  nمجموع مستقیم 

 با علامتنامیده می شود و  Rاین عدد صحیح منحصر به فرد بعد جمعوند است. n حداکثر شامل

 nRdim .برای هر حلقه متناهی البعد راست  نشان می دهیم این فصلدر نمایش داده می شودR، 

.],,[dimdim 21 xxRR برای هر حلقه  ثابت می کنیم همچنینR ،

],,[)()],,[(  2121 xxRZxxRZ .  که حلقه سرانجام نشان می دهیمR راست گلدی نیم اول 

],,[تنها اگر  و است اگر 21 xxR باشد. راست گلدی نیم اول 

 

 اصلی  یایا( قض 2 -9

 نمایش می دهیم و به صورت Sr)( را با Rاز  Sپوچساز راست زیر مجموعه   : 9 -2 -9 تعریف

 :  تعریف می کنیمزیر 

  .};|{)( SsysRySr  0  

 

 RR1ایان حلقاه را باا  یک حلقه یکدار تبدیل مای کنایم.را با عمل ضرب زیر به  Rحلقه      

1Rsnrmباه صاورت زیار تعریاف مای شاود :  بارای هار  1Rضرب در نمایش می دهیم. ),(,),( ،    

),(),(),( rsmsrnmnsnrm   .برای هرRb  ،1bR   ایده آل راست اصلی تولید شاده توسا

1Rrmبرای هر می باشد. 1R در bعنصر ),( و هرMa ،R- مدولM ضارب اساکالر را با تعریف 

ramaarm ),(  ، 1 یک می توان بهR - .بعد مدول تبدیل کردR  1و بعدR  . لزوماً برابر نیسات

 مثال بعد این مطلب را نشان می دهد.
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},{فارض کنایم  مثال : 0xR ،  02کاه  xxx.   11مجماوع 200 RRx ),(),(   1درR  یاک

21مجموع مستقیم است. بنابراین  1  RR dimdim. 

 

در ایان صاورت بارای هار  باشاند . Rعناصاری از   naو 1a ،2a،فارض کنایم   : 2- 2-9 لم

nj 1  ،  یا)()( jn arar   و یاRb و nj 1  0کهموجودند به قسمیba j بارای هار  و

nk 1 )()( barbar kj  . 

)()(، موجود باشند که   jiنیم فرض ک  اثبات : ji arar .  مجموعه پوچسازهای راست)( iar 

 را در نظر می گیریم :  0iaکه 

 .},|)({ niaarS ii  101 

)()( فرض کنیم    
21 kk arar   اگر . )()(

21 kk ararx ، 0 آنگاه
1

xak  0و
2

xak .  حال

)( مجموعه جدیدی از پوچسازهای راست xar k   0کهxakرا در نظر می گیریم : 

.},|)({ nkxaxarS kk  102 

0: ، زیرا کمتر خواهد بود 1Sاز مجموعه  2S تعداد اعضای مجموعه
1
xak   .21پس

Sar k )( ،  اما 

11
Sar k )(  . حال مطابق قبل دو پوچساز نابرابر)( xar k 2

)(و    xar k 3
 اگر . را در نظر می گیریم 

)()( xarxary kk 32
،   0آنگاه

2
xyak  0اما

3
xyak . 3ال مجموعه حS نظر میگیریم  را در :                  

                                                                   .},|)({ nkyxayxarS kk  103 

لام   می کاه در شارای سوجود دارند بق nj1و  Rbداد عنصر می توان نشان  با ادامه این روند

 ▓                                                                                                      .صدق می کنند
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)(][فرض کنیم     :  8 -2 -9 تذکر xRxaxaaxg n

n  100 0 کهna .برای  اگر

)()( :داشته باشیم  0jaهر jn arar  ،  آنگاه گوییم پوچسازهای راست ضرایب)(xg  .برابرند 

 

چنان موجود اسات  1Rbعنصر  xR][در  xp)(برای چند جمله ای ناصفر   :  0 -2 -9گزاره 

bxpکه پوچسازهای راست ضرایب چند جمله ای ناصفر   برابرند. )(

nفرض کنایم  : اثبات

n xaaxp  0)(0 بارای هار . اگارka ، )()( kn arar  ،  بااآنگااه  

110فرض  Rb   نتیجه بدست می آید. ),(

)()(و   0kaاگر        kn arar   بنا به لم قبل عنصر  ، آنگاهRd   و اندیسj  چنان موجود است 

nhبرای هر  که  0 ، 0da j  و)()( dardar hj . 

10فرض  باحال         Rdb   ▓                                                        .حاصل استنتیجه ،  ),(

 

nkفرض کنیم   :  5 -2 -9 لم

nk

k

k xaxaxp 

 )(  یک چند جملاه ای در ][xR  باشاد

niهر  برای  و 0kaفرض کنیم  . 0kکه  1 ، )()( ikk arar   .   

)(][اگر xRxbbxq m

m  0 ،  0آنگااه)()( xqxp   بارای هاراگار و تنهاا  اگار ni 1  ،

)( ikm arb  و   1وb 0 وb . 

 می دانیم  اثبات :

mnk

mnk

k

kkk

k

kk

k

k

m

m

nk

nk

k

k

xbaxbababaxbabaxba

xbxbbxaxaxqxp

























2
02112

1
0110

10

)()(

))(()()(
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mnkبناااااابراین 

mnk

k

k

k

k xcxcxcxqxp 





  1
0bacبطوریکاااااه  ،)()(1 kk   . حاااااال  

00  kk cba  و  وmnkmnk bac    ، ایجاب می کند که)( karb 0  لذا برای هر وni 1  ، 

)( ikarb 0. 

10110 چون      babac kkk    و)( 10  karb لذا ، )( karb 1  هر برای در نتیجهو ni 1     ،    

)( ikarb 1. 

2110220  چون      bababac kkkk    ،)( 20  karb و)( 11  karb ،   پس)( karb 2 در  و

niنتیجه برای هر  1  ،)( ikarb 2 .  

mjرای هار بامای تاوان نشاان داد روناد  این با ادامه     0 ، )( kj arb .  در نتیجاه بارای هار  

ni 1  و هرmj 0  ،)( ikj arb . 

)(در  mbو و  1bو 0bاگاار ضاارایب   : عکااسب      ikar  هاار  باارای آنگاااه  ،  باشااند ni 1  و

mj 0 ، 0 jik ba  0. در نتیجه)()( xqxp  .                                                      ▓  

 

دو  نامیده می شود هر گااه بارای هار  9یکنواخت Rدر  Kایده آل راست    :  3 -2 -9 تعریف

011}{ :  داشته باشیم Kدر  yو x عنصر نا صفر  yRxR. 

 

 xR][در  xK][ یکنواخت است اگر و تنهاا اگار  R در Kل راست آایده    :   1 -2 -9گزاره 

 یکنواخت باشد.

11نیمفرض ک . یکنواخت نباشد xR][ در xK][ فرض کنیم  اثبات : ][)(][)( xRxqxRxp   

)(][}{مجموعی مستقیم باشد که  0 xKxq و)(xp . 

                                                 
1   Uniform 
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را چنان انتخاب نمود که پوچسازهای  xq)(و xp)( چند جمله ایهای می توان 4 -٢ -9 گزارهبنا به  

 . برابر باشند xq)(و xp)(راست ضرایب 

kقرار می دهیم       

k xaxaaxp  10)( وn

n xbxbbxq  10)( . 0اگرia و 

0jb ، برای هر  آنگاهki 0  وnj 0 ، )()( ik arar و)()( jn brbr .  بعلاوه می توان

kn فرض کرد که  .   صحیح نا منفی و با استفاده  استفاده از اصل خوشترتیبی در مجموعه اعداد با

 xq)( بین همه کن درکمترین درجه مم xq)(نمود که  فرض می توان  xq)(از استقرا روی درجه 

و برای هر مجموع مستقیم دیگری به شکل   هایی که در بالا صدق می کنند را دارد

11 ][)(][)( xRxtxRxp  ، )(deg)(deg xqxt    که ،}{][)( 0 xKxt پوچسازهای راست   و

,}{چون   برابرند. xt)(ضرایب  0Kba nk و K یکنواخت در   ل راستآیده اR لذا   است

}{011  RbRa nk  ، یعنیz و y  1درR  بطوریکه  موجودند zbya nk 0 .  

)(:)())((قرار می دهیم       zxqyxxpxh kn  .    چون 

          
n

n

n

k

kn

n

n

knk

k

zxbzbyxayxa

zxbbxyxaxaaxh













00

010 )()()()(

 

zbyaو  nk  ، 110  لاااذا
1

10








  n

n

n

k

kn xzbzbxyaxyaxh )(.   پاااس)(xh  از

deg)(deg)(و اساات 1n درجااه حااداکثر xhxq  . 0 همچنااین)(xh  ،زیاارا در غیاار اینصااورت 

zxqxyxp kn )()(  ، 1کااااااه][)()( xRxqzxq   1و][)()( xRxpxyxp kn  .   پااااااس

11 ][)(][)( xRxqxRxp  مستقیم نخواهد بود . یک مجموع 

11حال ادعا می کنیم      ][)(][)( xRxpxRxh  4 -٢ – 9گازاره مستقیم نیسات. بناا باه  مجموع ،

1Rb 0 چنااان موجااود اساات کااه پوچسااازهای راساات ضاارایبbxh بوضااوح    برابرنااد.  )(

bxhxq )(deg)(deg  11. اگاااار ][)(][)( xRxpxRxh  آنگاااااه  ،مسااااتقیم باشااااد مجمااااوع         

11 ][)(][))(( xRxpxRbxh  است. تناقض که یک ،مستقیم خواهد بود مجموع نیز  



 8 

11مستقیم به شاکل  های در بین همه مجموع xq)(زیرا  ][)(][)( xRxpxRxq   کمتارین درجاه را

bxh داشت ولی  درجه 11بناابراین  کمتار اسات.  xq)(از درجه  )( ][)(][)( xRxpxRxh   مجماوع

),()(][1 د جملاااه ایهاااای چنااا پاااس ، مساااتقیم نیسااات xRxgxm   چناااان موجودناااد کاااه

)()()()( xgxpxmxh 0 .   0اگر )())(( xmzxq ، ضرایب   5 -٢ -9 لم نگاه بنا بهآ)(xm  در

)( zbr n می دانیم خواهند بود . )()( yarzbr kn  چاون ضارایب  5 -٢ -9 لام ههام بناا با باز ، پس

)(xm در)( yar k  0  :هساااااااتند خاااااااواهیم داشااااااات )()( xmxyxp kn.   بناااااااابراین

00   )(]))(()([)()( xmzxqxyxpxmxh kn ،  پس نتیجه می شود . است  تناقضکه یک

0که  )())(( xmzxq.  اما 

)()()()(

)()()()()())((

xmxyxpxgxp

xmxyxpxmxhxmzxq

kn

kn







0

 

11ع مستقیم بودن که با مجمو ][)(][)( xRxqxRxp .لذا فرض خلف باطل و در تناقض است ][xK 

        می باشد . xR][ ل راست یکنواخت درآایده 

                                                                                         ▓                                                                     حالت عکس بطور مشابه اثبات می شود.    

                           

 

     2aو 1a در این صورت برای برخی عناصر ناصفر ، ل راست اساسی باشدآیک ایده  K فرض کنیم    

 Kباودن  زیرا باا توجاه باه اساسای  ،0Kbai}{ موجود است که R  ،1Rb در naو و  

01}{ : خااواهیم داشاات
1  RaK  ، بنااابراین عناصاارKk 1  1و

1 Rr   چنااان موجودنااد کااه

0111  rak   011}{لذا Kra .  
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012 اگر ra  ، عنصر ستکافیb 11 را به شکل Rrb   اینصاورت خاواهیم  غیار در .انتخاب کنایم

01}{ داشاات:
12  KRra  .12 پااس Rr   0212}{چنااان موجااود اساات کااه Krra  بنااابراین .

1
21 Rrrb .  برای ما بقی ا ادامه این روندب ia  عنصر، هاb  آوریم. را بدست می 

 

متناهی البعد راست است اگر وتنها اگر حلقه چناد جملاه ای هاای  Rحلقه  :   3 -2 -9 گزاره

][xR متناهی البعد راست باشد. بعلاوه][dimdim xRR. 

kRو متناهی البعد راست باشد Rفرض کنیم   اثبات : dim لآمتنااهی از ایاده  همجموع . پس 

},,,{مانناااد  Rراسااات یکنواخااات ناصااافر از  هاااای kLLL 21  چناااان موجاااود اسااات کاااه

kLLLL  21  مجموع مستقیم است وL درR ایده   زیرا در غیر این صورت . اساسی است

JLLLJLپاس .   0LJ}{موجود است کاه  R از J صفرل ناآ k  21 مجماوع 

kR  مساااتقیم اسااات کاااه باااا فااارض dim  ادعاااا مااای کنااایم  تنااااقو خواهاااد باااود.در 

][][][ xLxLxL k 1 زیاارا باارای هاار ،  مجمااوع مسااتقیم اساات یااک ][)( xLxf 11   و

][)( xLxf 22   و  و][)( xLxf kk  ، 021 اگاار  )()()( xfxfxf k  آنگاااه بااا فاارض ،

i

i

ni

n

ii

i xaxaaxf  10)(،  برای هرki 1  و},,,max{ knnnn 21 : خواهیم داشت ،  

.)()()(

)()(

0

0

21
1

2
1

1
10

2
0

1
0

10
11

1
1
0





nk

nnn

kk

nk

n

kkn

n

xaaaxaaaaaa

xaxaaxaxaa





 

niامااا باارای هاار  0 ، k

k

iii LLaaa   1
kLLLچااون  . 21  1  مجمااوع

ni هاار باارای و مسااتقیم بااود 0  ،021  k

iii aaa  ر ، در نتیجااه باارای هااni 0   و

kj 1  ،0j

ia  . بنابراین برای هرki 1، 0)(xf i . 
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kiچون برای هر      1 ، iL  درR 7 -٢ -9 زارهبناا باه گا ، یکنواخت اسات ، ][xLi در ][xR 

 یکنواخت می باشد. 

فارض  اساسی است. xR][ در xL][نتیجه می دهد که  Rدر Lادعا می کنیم که اساسی بودن      

چناان  1Rb ، 4 -٢ -9 بناا باه گازاره . پاس باشد xR][ یک چند جمله ای ناصفر در xp)(کنیم 

0bxpموجااود اساات کااه  چنااد جملااه ای   نااا صاافر پوچسااازهای راساات ضاارایب همچنااین  . )(

bxaxaabxp n

n )()(  10 .هاار باارای  نتیجااهدر   برابرناادni 0 ،)()( barbar ni  .  از

00}{لااذا  اسااتاساساای  Rدر Lطرفاای چااون   LbRa  .پااس Rr 0 بطوریکااه  موجااود اساات

Lbra 00 001. حال اگر bra  ، 001}{آنگاه  LRbra  در نتیجه .Rr 1 چنان موجود است کاه

Lrbra 101.   با ادامه این روند برای مابقیia ،1هاRb  هار ضاریب از  بطوریکاه بدسات مای آیاد

bxp )(  بهL  تعلق دارد. لذا][)( xLbxp .  بناابراین][xR  نیاز متنااهی البعاد راسات اسات و

][dimdim xRR.  

                                                                                      ▓                                                                     می شود .اثبات حالت عکس بطور مشابه      

                                          

],,[ متناهی البعد راست اسات اگار و تنهاا اگار Rحلقه   :  1 -2 -9قضیه  21 xxR متنااهی  

dimdim],,[بعلاوه   . راست باشد البعد 21 xxRR. 

 ، k نامنفی  صحیح  عدد برای هر  ابتدا نشان می دهیم    .nRdim فرض کنیم  برهان :

],,[dimdim kxxRR 1 3 -٢ -9استفاده از استقرا روی تعداد متغیرها و گزاره .  این مطلب با  

 وضوح اثبات می شود.ب

:],,[ قرار می دهیم      21 xxRS   .  1)فرض خلف( فارض کنایمnSdim مجماوع مساتقیم . 

1
1

11
1 SpSpSp nn  11 که برای هر ، را در نظر بگیرید  ni  ، Spi .  
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 لاذا  . است و 2xو  1x شامل فق  تعدادی متناهی از متغیرهای ip هر جمله از هر چند جمله ای 

11 هاار باارای  ni ، ],,[ ki xxRp  1 ،  1کااهx 2وx و و kx  یااک زیاار مجموعااه متناااهی

 است. و 2xو1x  مناسب از متغیرهای

:],,[قرار می دهیم       kxxRT  1  . 1مجموع مستقیم
1

1
1 TpTp n نظر می گیاریم  را در .

RnT  در نتیجه dimdim   ، زیارا  ،  تنااقض اساتیاک کهRxxR k dim],,[dim 1  .پاس 

RS dimdim  ،  و چونRS dimdim  ، لذا  RS dimdim .                                   ▓                                                                                   

                           

  در ایاااان صااااورت . باشااااد حلقااااهیااااک  Rفاااارض کناااایم    :  94 -2 -9 قضیییییه

],,)[(]),,[(  2121 xxRZxxRZ . 

:],,[قرار می دهیم   :  برهان 21 xxRS   .1 فرض کنیمa 2وa  و وna  ضارایب چناد جملاه

ni هر برای اگر . باشند S در pای 1 ،)(RZai  ، آنگاه Rar ei )(  ، و لذا Rar ei  )(. 

)](,,[واضح است کاه  21 xxar i  درS و  اساسای اسات )(],,)[( prxxar i  21  .این ربنااب

)(],,[)( SZxxRZ 21. 

را به شکل مجموع دو چناد جملاه ای  h .باشد SZ)( یک چند جمله ای در hحال فرض کنیم      

1h  2وh    طوری می نویسیم که],,)[( 211 xxRZh    2  هر ضریب نا صفر از وh متعلق باه )(RZ 

SZh)(بنابراین   . نباشد 1  .    چون)(SZh  پاس  )(SZh 2 ،  نتیجاه  و در  Shr e)( 2 .     

02فرض کنیم  h 0 . اگرna  2ضریب پیشروh  آنگاهباشد  ، )(RZRan .  چون)(RZan   ،

)( لذا nar  درR نا صفر عنصر در نتیجه اساسی نیست و Rb بطوریکه  موجود است 

)(.}{)(  01bRar n

 



 12 

)(}{همچنین  01
2  bShr  ، 10زیرا در غیر اینصورت Sxg  چنان موجود است  )(

02که )(xgbh.   با فرض در این صورت m

m xbbxg  ...)( اما  . 0mnbba : خواهیم داشت 0

0mbb  با  ، که)( . در نتیجه   در تناقض است}{)( 01
2  bShr  .  چونShr e)( لذا  ، 2

02 h  و در نتیجه],,)[()( 21 xxRZSZ   ، .که حکم ثابت می شود                                  ▓ 

 

 

  کاربرد(  8 -9

پاس  از این. تعمیم می دهیم  هاای چند جمله را برای حلقه ٢و اسمال 9قضایای گلدیدر این بخش      

 حلقه ای یکدار است. Rفرض می کنیم 

اگار بارای زیار  ، یک پوچساز راست نامیده می شاود Kل راست آایده   -9   : 9 -8 -9 تعریف

R ،)(SrKاز Sمجموعه مناسب    . 

پوچسااز  مجموعاه تماام  اگر متناهی العبد راست باشاد و، گلدی راست نامیده می شود  Rحلقه   -٢

 یمال صدق کنند.سهای راست آن در شرط ماک

 . 0na که  است   n  عدد طبیعی  ، کوچکترین Rاز حلقه  aپوچ توان  عنصر   یپوچ  -8

 . 0nIاست که   n  طبیعی  عدد ، کوچکترین   R  حلقه از   I  توان پوچ ایده آل   پوچی  -4

5-  Rx   راست  است هر گاه برای  هر  منظمRr  ، 

                                                                                                 .00  rxr  

Rx . منظم است هر گاه منظم راست و منظم چپ باشد 

                                                 
1  Goldie 
2   Small 
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باشد و  Rیک زیر مجموعه بسته ضربی نا تهی از حلقه  Sفرض کنیم   -9

},|{ SssrRrSass   Sنسبت به  Rراست  های، حلقه کسر Qدر این صورت ، .  0

QRومورفیسم همنامیده می شود هر گاه  :  وجود داشته باشد بقسمی که 

)(i   برای هرSs  ،)(s  یکهQ باشد  . 

)(ii   برای هرQq  ،Rr   وSs 1د که شته باشنوجود دا )()( srq   . 

)(iii  SassKer . 

1 وجود دارند که  Ssو  Qq  ،Rrبرای هر ، آنگاه 0Sassهمچنین اگر      srq. 

حلقه  1RSیک مجموعه بسته ضربی باشد که تمام عناصرش منظم هستند  ، آنگاه  Sاگر     

 خواهد بود . Rکسرهای کلاسیک راست 

 

],,[ است اگار و تنهاا اگار راست گلدی نیم اولِ R حلقه:   2 -8 -9 گزاره 21 xxR  نایم اول 

 باشد. راست گلدی

  نایم اول  و  راسات  العباد  متنااهی  ، راست گلدی نیم اولِ  است که یک حلقه  بدیهی   :  اثبات

ن اساسی است آل راست از آیک ایده   آنگاه ،دباش گلدی راست و نیم اول R حلقه می دانیم اگر است.

)(}|)({اما   و تنها اگر شامل یک عنصر منظم باشد.  اگر RarRaRZ e.   بنابراین)(ar  شامل

Rarپس   ،  یک عنصر منظم است  )( 0  در نتیجه  ،  وa است.   منفرد ایده آل   0}{  .  بنابراین 

:],,[قرار می دهیم    21 xxRS .   حلقه 1 -٢ -9بنا به قضیه ، R و   متناهی العبد راست است اگر

و   اگار 0)(RZکاه ایجاب می کناد   91 -٢ -9قضیه  متناهی البعد راست باشد.  Sحلقه  تنها اگر

بناابراین اثباات کامال   نیم اول باشاد. S نیم اول است اگر و تنها اگر Rبوضوح  . 0)(SZ تنها اگر

 ▓                                                                                                           .است



 14 

 ، nاست اگر و تنها اگر برای هار راست گلدینیم اول  Rحلقه   .( 9اسمال ) :  8 -8 -9نتیجه 

],,,[ nxxxR 21 ، باشد. راست گلدی نیم اول 

 ▓                                             ه گزاره قبل بدیهی است.اثبات این نتیجه با توجه ب   : اثبات

 

زیار حلقاه   . یک حلقه متناهی البعد راست باشد R فرض کنیم   .( ٢) شاک  : 0 -8 -9قضیه 

)( ر زیر حلقهاگر وتنها اگ ، پوچ توان است Rدر  Bپوچ  RZB .اگر  بعلاوه پوچ توان باشد)( RZ 

dim)(پوچی آن حداقل   پوچ توان است و ، هر زیر حلقه پوچ  آنگاه  ،باشد kپوچیبا  1Rk  .است 

 . 13][اثبات در  : اثبات 

                                                                     

:],,[ ویک حلقه متناهی البعد راسات باشاد.  Rفرض کنیم    :   5 -8-9قضیه  21 xxRS .  

)](,,[وان است اگر و تنها اگر پوچ ت Sدر Kزیر حلقه پوچ در این صورت  21 xxRZK   پوچ تاوان

پاوچی آن  پوچ توان اسات و Sهر زیر حلقه پوچ در آنگاه  ، باشد k پوچیبا  RZ)(اگر  لاوهبع باشد. 

dim)( حداقل 1Rk . است 

متناهی  Sحلقه  اگر و تنها اگراست متناهی البعد راست  Rحلقه  ، 1 -٢ -9نا به قضیه ب  :  برهان

 اگر  ها و تن پوچ توان است اگر   ، S از K قبل زیر حلقه پوچ   قضیه  به  . اکنون بنا البعد راست باشد

],,)[()],,[()(  2121 xxRZKxxRZKSZK    .پوچ توان باشد                      ▓ 

 

                                                 
1   Small 
2   Shock 
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را باه  Rدر  K. پوچسااز چاپ  RKباشاد و  حلقاهیک  Rفرض کنیم  :  3 -8 -9 تعریف

 : زیر تعریف می کنیمصورت 

      .};|{)( KkxkRxKl  0  

 

در ایان  . باشاد R رادیکاال اول حلقاهنمایاانگر  Nفرض کنایم   .( 9) اسمال:  1 -8 -9 قضیه

ویژگی هاای  R، اگر و تنها اگر  وجود دارد است آرتینیکه  Rصورت حلقه کسرهای کلاسیک راست 

 : زیر را داشته باشد

9 ) N  و  پوچ توان
N

R  .یک حلقه گلدی راست باشد 

هر حلقه خارج قسمتی   ( ٢
kT

R  کهNNlT k

k  . )بارای هار عادد باشاد، متناهی البعد راست  )(

 ( kح نامنفیصحی

 . باشدموجود  R صفرنا شامل مقسوم علیه های  MS)(٢مجموعه کامل  ( 8

 . 18][و  17][،  16][  در اثبات برهان :

 

حلقااه کساارهای کلاساایک راساات آرتیناای داشااته باشااد آنگاااه  R اگاار :   3 -8 -9 قضیییه

],,[ 21 xxR  .نیز حلقه کسرهای کلاسیک راست آرتینی دارد 

:],,[قرار می دهیم   برهان : 21 xxRS  .  نشان می دهیمS صادق  7 -8 -9 در فرضیات قضیه

 د. می کن

                                                 
1   Small   
2   exhaustive  set 
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)(فرض کنیم       RN  رادیکال اول حلقهR و )(SN رادیکاال اول حلقاه S باشاد. در ایان صاورت  

)()],,[()(],,[ ، 1kبرای   2121 xxRNxxRNSN kkk .   چون
)(RN

R  نایم اول حلقهک ی 

],,[، و  است راست گلدی
)(]),,[(

],,[

)(





21

21

21 xx
RN

R

xxRN

xxR

SN

S
  ٢ -8 -9ه زاربنا باه گا، لذا  ،

 حلقه
)(SN

S است.  راست گلدی نیم اول 

:))(()(قرار می دهیم       SNSNlT k

k    کهk  عدد صحیح نامنفی اسات. اگارkTp  ،آنگااه 

]),,[)(())(( 21 xxRNlSNlp kk . برای هر   بنابراینkRNy )(  ،0py.  ضارایب چونp 

))(()(در RNRNl k   ،لذا   قرار دارند],,))[())((( 21 xxRNRNlT k

k .  حلقه خارج قسامتی

kT

S زیاااااااااااااارابعااااااااااااااد راساااااااااااااات اساااااااااااااات متناااااااااااااااهی ال  ،  

],,[
))())((()],,))[())(((

],,[





21

21

21 xx
RNRNl

R

xxRNRNl

xxR

T

S
kk

k 



  حلقااااااااااااااه  و  

)())(( RNRNl

R
k 

 . است متناهی البعد راست   

که ضارایب  باشد Sدر  نا صفر چند جمله ای های تمام مجموعهة نشان دهند MS)(فرض کنیم      

 7 -8 -9بنا به قضیه  لذاکامل است.  Sدر MS)(مجموعه  ی صفر هستند.مقسوم علیه ها آنها  ورپیش

 ▓                                                                                          حکم ثابت می شود. 

 ، نای داشاته باشادتیحلقه کسرهای کلاسیک راسات آر Rاگر   .( 9) اسمال  :  1 -8 -9نتیجه 

],,,[ ، Nnهر  برای آنگاه nxxxR 21 .حلقه کسرهای کلاسیک راست آرتینی دارد 

 ▓                                               واضح است.  3 -8 -9 اثبات با توجه به قضیه   اثبات :

 
                                                 
1   Small 
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 فصل دوم : 
 

 چند جمله ایها بُعدگُلدی و بعد دوگان گلدی مدول 

چند جمله ایهای اریب روی حلقه  
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 فصل دومو خلاصه ای از نتایج  قدمه(  م 9 -2

مدول راست  -R یک نمایانگر  RMنمایانگر یک حلقه شرکت پذیر یکدار و  R فصلدر تمام این       

  است ، مگر اینکه خلاف آن ذکر شود.

کااه بااا علاماات  Rتوساایع هااای حلقاه برخاای از رفتااار بعااد یکنواخات  917٢در سااال  9شااک       

)dim(. RRu  .رای هار حلقاه باه ویاژه ، او با نمایش داده می شود، را بررسای نماودR ابات کارد : ث

)][dim(.)dim(. ][xRR xRuRu . 

توسیع   روی برخی از  8درجانااریب و  ور روی توسیع های ٢کارهای  ماتزوک شاک  تعمیمی از ارِک     

در   . هایی از یک حلقه در زمینه بعُد گلدی و دوگان گلدی است که در سه دهه اخیر انجام شده است

جمله ای  دوگان گلدی روی حلقه چند و گلدی ) یکنواخت (به مطالعه و توسیع مفهوم بعد  فصلین ا

بیشتر با  فصل در این چند مثال را برای روشن شدن مفاهیم اصلی ارائه می دهیم.و ؛  ها می پردازیم

یک  انگرنمای فرض می کنیم  فصلدر این  . کار داریم و توسیع های چند جمله ای های اریب سر

مشتق نامیم هر  -را یک تابع  تابع جمعی مشتق باشد . -تابع  یک و  Rحلقه  از درونریختی

 ، داشته باشیم :    aوRb  گاه برای هر

  )(1                                                                             .)()()()( bababa                                   

را با  R حلقه چند جمله ایهای اریب روی      ,;: xRS  و   نمایش می دهایم کاه در آن جماع

،  Raد و عمل ضرب از قاعده زیر پیروی می کناد : بارای هار نبه طور طبیعی تعریف می شو ضرب

)()( axaxa   . 

 تر استفاده کنیم ابتدا چند قرارداد را بیان می کنیم. بتوانیم راحت و برای اینکه از       

                                                 
1   Shock 
2   Matczuk 
3   Varadarajan 
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0  را همانند بالا و اعداد صحیح و   : قرارداد    ij  فرض کنیم   .  را در نظر می گیریم

j

if ی ازاتکلمموع تمام مج نمایانگر  و   شامل تعداد هر کلمه باشد بطوریکهi از  حرف و 

ij  از  حرف مثلاً   . باشد :      jj

jf  ،  jjf 0  و   

121
1



  jjjj

jf  ... . 

j رابطه بازگشتی برای با استفاده از     

if انجام محاسبات معمولی می توان نشان داد برای  ، بااستقرا  و

 ، Raهر 

)(2                                                       .)( i
j

i

j

i

j xafax 



0

 

را Mمجموعه تمام چندجمله ای ها با ضرایب در  .مدول راست باشد   -Rیک  RMفرض کنیم      

 xM][عمل جمع روی   : تبدیل می کنیم مدول  -Sک یرا به  نمایش می دهیم و آن xM][ به

))(()()(از قاعده   بطور طبیعی تعریف می شود و عمل ضرب اسکالر amxamamx    پیروی می

 کند. 

 

)(][هر  برای :   نتیجه xMxmxmmxm k

k  10   و هرRr ، 

 )(3                                                                     .)()( ij

i

k

i

k

ij

j xrfmrxm 
 


0

 

 داریم : 2)(با محاسبات ساده و استفاده از   :  اثبات
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.)(

))(())(())((

)(

ij

i

k

i

k

ij

j

i
k

i

k

ik

i

i

i

i

i

i

k

k

xrfm

xrfmxrfmxrfmrm

rxmxrmrmrxm





 









0

0

2

0

2
2

1

0

1
10

10





                                                                                                                                      

                                                                                                                          ▓ 

 

  استفاده خواهد شد. ادامه زیاددر  3)( از فرمول      

می توانیم مجموعه تمام چند جمله ایهاای   اتومورفیسم باشد، یک و 0ر حالت خاص اگر د      

][معکوس پذیر  1xM  را بهS- 0 هر برای :   مدول تبدیل نماییمji, ، هرMm هر و Ra :  

.

)(

:)()(


















ij

ijxam

axmx

jii

ji

0



 

 

RR ،مدول  -R یک RM فرض کنیم  :   9 -9 -2تعریف  : یک درونریختی و 

RR :  یک تابع- مشتق باشد. گوییم RM  ،- هر  سازگار است اگر برایMm  و هر

Rr 00   : یمداشته باش  )(rmrm  .   گوییمRM  ،-  سازگار است اگر برای هر

Mm و هر Rr 00 : داشته باشیم  )(rmrm  .   اگرRM  هم-  سازگار و هم- 

),(،  RMسازگار  باشد گوییم  - .سازگار است 
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موجاود  Mm ، Rrهر  ایبر را اساسی نامیم ، اگر RMاز  RNزیر مدول  -R(  9تعریف :  

Nrmباشد بطوریکه  0 .  و با علامتReR MN  . نمایش می دهیم 

٢  )R-  مدولRM فر را یکنواخت نامیم ، هر گاه برای هر دو عنصر نا صx وy درM داشته باشیم : 

}{0yRxR . 

یاادآوری مای  را با آنها ساروکار داریام فصلحال مفاهیم بُعد گلدی و بعد دوگان گلدی که در این     

 کنیم.

 

RRهر گاه یک زیر مدول اساسی  دارد  nبعد گلدی  RMگوییم   :   2 -9 -2تعریف  MV  

زیاار ماادول یکنواخاات باشااد  و ماای نویساایم  nوجااود داشااته باشااد بطوریکااه مجمااوع مسااتقیم 

nMu R )dim(. .   اگر چنینnجود نداشته باشد می نویسیم ای و)dim(. RMu . 

 مدول راست باشد آنگاه  -Rیک  RMمی توان نشان داد اگر       

              .RM  شامل مجموع مستقیمk- زیر مدول ناصفر باشد  |sup)dim(.  kMu R  

 

)(را با علامت  M نا صفر مدول - Rبعد دوگان گلدی :  8-9 -2 تعریف RMCorank  نمایش

 می دهیم و به صورت زیر تعریف می کنیم :

kMCorankییم  . گو 1kفرض کنیم  R )(  1، هر گاه زیر مدول های نا صفرN،2N و وkN 

iو اپی مورفیسم  

k

i

NMf 



1

kMCorankموجود باشد . اگر   : R )(  و

1 kMCorank R )(، گوییم )( RMCorank  ًدقیقاk  1است . اگر برای هرk  ،

kMCorank R )(  گوییم ،)( RMCorank . 
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 به عبارت دیگر :  

       12برای زیر مدولهای ناصفر LLLk ,,,،   یک اپی مورفیسم |sup)(  kMCorank R 

            kR LLLM  21         .وجود داشته باشد   

 

ارائه شده است. اکنون نتایج اصلی این   19][درمقاله  9ورادرجان توس   اولین بار Corankمفهوم       

          نمایش می دهیم.    RAut)(را به  Rمجموعه تمام خود ریختی های حلقه  می کنیم. را بیان فصل

مدول   Rیک  RMمشتق و   -یک تابع  و RAut)(اگر   ،  نشان می دهیم  ابتدا     

  .dim)][(.dim)(سازگار باشد، آنگاه  -, RS MuxMu . 

];[و  RAut)(  همچنین اگر      xRS  آنگاه برای هر مدول ،RM: 

)(a  )dim(.)][dim(. RS MuxMu 1 .  

)(b   اگرR یک حلقه کامل راست باشد آنگاه )()][( RS MCorankxMCorank 1 . 

 

) چپ ( نامیم هرگاه برای پوچتوان راست Tرا  Rاز حلقه  Aزیر مجموعه   : 0 -9 – 2تعریف 

},,,{مانند  Aهر دنباله از عناصر  321 aaa  1عدد صحیحn  وجود داشته باشد بطوریکه

012 aaan )( 021 naaa . 

 

) چپ ( نامیم اگر  ٢راست را کامل Rحلقه :  5 -9 -2تعریف 
radR

R  و  نیم سادهیک حلقه

Rrad  ،T .پوچتوان راست ) چپ ( باشدR  را حلقه کامل گوییم اگر هم کامل چپ و هم کامل

 راست باشد.

                                                 
1   Varadarajan 
2    Right  Perfect  Ring   
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  اهگهر استکامل راست  Rحلقه  8][ :  3 -9 -2 گزاره
radR

R   نیم ساده باشد و هر مدول نا

 شامل یک زیر مدول ماکسیمال باشد. RMصفر 

 

 

 بعد گلدی مدول چند جمله ایها روی حلقه چند جمله ایهای اریب( 2 -2

چند به حلقه  راها  بُعد گلدی حلقه چند جمله ای ارتباط با در   ٢شاک جسته نتایج بر  9ماتزوک      

اریب  جمله ای های  ,;: xRS    تعمیم داد. 

، چند جمله ای   سازهای ضرایب آن پیدا نمودپوچتوان رابطه ای بین ب که چندجمله ای را ماتزوک      

 ها چنین پوچسازهایی نقش اساسی در مطالعه بعد گلدی حلقه چند جمله ای .  11][د نامی  "خوب "

جمله ایهای خوب این است که اگر شرط خاصی  اشکال اساسی در مواجهه با این چند  . بازی می کنند

 . مورد نظر ما را نداشته باشند جمله ای های خوب رفتار نداشته باشیم ممکن است چند و روی 

 در شرای  لازم صدق می کنند ، کاربرد دارد.  و  فق  برای توسیع های اریب که 11][البته ، نتایج 

. می توان  ای مشابهی را باید اعمال کردمحدودیت ه RM برای بدست آوردن نتایج کلی برای مدول

، مشابه چند جمله ایهای خوبِ  ماتزوک  معرفی کرد که  xM][ خانواده ای از چند جمله ایها را در

داشته   یکی از نتایج اصلی را برای بدست آوردن  8 -٢ -٢ و  ٢ -٢ -٢های   ویژگی های مورد نیاز  لم

),(لزوم فراوانی این چند جمله ایها بهبه ویژه ،  باشد.   -  سازگاری مدولRM .وابسته است 

 

 

                                                 
1   Matczuk 
2   Shock 



 24 

)(][چند جملاه ای ناصافر   :  9 -2 -2 عریفت xMxmxmmxm k

k  10)( 0km  را

AC9 اگر برای هر  ، نامیمki    داشته باشیم)()( ik mannmann  . 

     

 مدول  یک RMمشتق و  -یک تابع  و REnd)(فرض کنیم    :  2 -2 -2لم  

),( -   سازگار باشد. اگر][)( xMxmxmmxm k

k  10 جمله ای نا صفر باشد یک چند ، 

rxmوجود دارد بطوریکه  Rrآنگاه    است. ACیک چند جمله ای  )(

kفرض کنیم  )فرض خلف (    :  اثبات

k xmxmmxm  10)(  چند جمله ای در][xM  از

Rr  ،rxmهر   باشد که برای  kکمترین درجه ممکن    . نیست AC چند جمله ای )(

ای موجود است که iبنابراین   . نیست ACچند جمله ای   xm)(. به ویژه  1kبوضوح   

)()( ik mannmann  . پس Rb  وجود دارد که)( kmannb و )( imannb ،  یعنی

0bmk  0 اماbm i . 

 حال  

.))()()()()()()()()((

))()()((

))((

)(

kkkkkk

k

kk

k

kk

k

k

i

ik

ik

k

k

xbxbbxbbbxbbbmbm

xbfxbfbfmbm

xbfmbm

bxmxbmbmbxm

 





















121
0

1
100

0
0

10

 

                                                 
1   Annihilator  -  Compliant  
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    )(bm k

k ه ملضریب جkچند جمله ای  امbxm و  RMازگاری  س -با توجه به که  است )(

0)(bmنتیجه می شود  0bmkاینکه  k

k . س پbxm خواهد بود. حال  1kحداکثر از درجه  )(

),(، خاصیت  3)(با استفاده از  -  سازگاریRM  0و از اینکهbm i ،  نتیجه می شود

0bxm bcxmچنان موجود است که  xm ، Rc)( انتخاب با توجه به  .)(  ACچند جمله ای  )(

 ▓             حکم ثابت می شود.       فرض خلف باطل و پس  .است تناقض  در که با فرض ، می باشد

                                                                                                                            

),(روی یک مدول  ACیک خاصیت جالب دیگر از چند جمله ای های          -  سازگار RM  ،

 است. ACچند جمله ای یک باز هم  از آن که هر مضرب اسکالر نا صفر این است

 

)(][لم قبل باشند. فرض کنیم  همانند  RMو   ،فرض کنیم    :  8 -2 -2 لم xMxm  

0rxmاگر . Rr باشد و ACیک چند جمله ای rxm، آنگاه)(  است. AC نیز  )(

)(][فرض کنیم  اثبات : xMxmxmmxm k

k  10 0وrxm )( . )(rm k

k  ضریب

rxm چند جمله ای  ام k ه ملج                   ،   صورت  این  غیر  زیرا در باشد ،   نا صفر  باید  است که  )(

        
0

0

0
000 








 rxm

rm

rm
rmrmrm

i

i

ik

k

k )(
)(

)(
)(






       

0)(rmبنابراین  ،  است  تناقض   یک  که  k

k  چند جمله ای  پیشرو  ضریب  rxm  .  است  )(

))((اکنون فرض کنیم        rmanna k

k .   3)(بنا به  ،


k

ij

j

ij rfm ام  از iه ملجضریب   )(

rxm ))((کافیست نشان دهیم  . پساست   )( rfmanna j

ij ترتیب بدین و AC  بودن چند جمله

rxmای   نتیجه خواهد شد . )(
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0arm چون   اکنون      k

k )(   وRM  یک مدول- 0، خواهیم داشت  است سازگارramk . 

)( در نتیجه kmannra   . بنا به خاصیتAC چند جمله ای)(xm ،  برای هرkj  ، 

)( jmannra  .در نتیجه برای هر kj   ،0ram j . 

Rraهر  و Mmاکنون برای هر        ,  ، 

                               0000  mraramarmarm )()()()(   

)()())(())((لذا    rmannrmannmrann   . 

)())((حال کافیست نشان دهیم        rmannmrann  .   فرض کنیم)(mranna . پس 

0mra . خاصیت  بنا به-  سازگاریRM  ،0)(ram . از )(نتیجه می شود 1  

0 ))()()(( ararm .  

)(RM ،0سازگاری  -بنا به خاصیت  ،  0mra  چون         arm .   با توجه به خاصیت- 

)()(RM   ، 0مدول    سازگاری arm   . 0 ه در نتیجarm )( ،    لذا و  ))(( rmanna . 

)())((بنابراین  rmannmrann  .  چون برای هرkj  ،0ram j ،  از رابطه)(  نتیجه می

jiبرای هر   شود     ،0arfm j

ij  ▓                              اثبات کامل می گردد.  بنابراین  . )(

 

در نتایج بعدی  کرد.بیان  R ی ازسازچاساس پو را می توان بر Sدر  ACای  پوچساز یک چند جمله

 می باشد. Rحلقه  از یک درون ریختی هم 

 

یک مدول  RMفرض کنیم :  0 -2 -2لم   و سازگار  -,

][)( xMxmxmmxm k

k  10 )( 0km یک چند جمله ایAC  اگر  باشد .

Rkmann )(  آنگاه ،],;[))((  xxmann S  . 
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)(];,[ کنیم فرض :   اثبات  xxaxaaxg l

l  10  0کهla .  برای هر چونj ،

)( kj manna   ،  0لذاjk am  . خاصیت  بنا بهAC  چند جمله ای)(xm ، هر  برای  j وi  :        

                                                                                                               0ji am . 

)()(از چند جمله ای  نوعی یک جمله       xgxm  زیر می باشد :به شکل                   

.)())(())(( di

d

j

i

j

ij

d
j

i

i

d

j

ij

d

d

j

j

d

d

j

j xafmxxafmxaxmxaxm 



 
00

0dj چون       am  لذا بنا به ،  )(RM ، 0 سازگاری -, d

j

ij afm .  در نتیجه 

0)()( xgxm  و  Sxmannxg ))(()(   . بنابراین Sxmannx ))((],;[)(   . 

))((];,[یعنی  ، ساوی برقرار نباشداکنون فرض کنیم ت       xxmann S چند . فرض کنیم 

)())((];,[چنان موجود باشد که  lبا حداقل درجه xg)(مله ای ج  xxmannxg S   و جمله

 بالا ، خواهیم داشت :به شکل xg)(با در نظر گرفتن نا صفر باشد .xg)(ثابت 

            .   0 )( l

k

k am    "جملات از درجه کمتر ")()()(  lk

l

k

k xamxgxm 0  

RM ،0lkسازگاری  - با توجه به  am ،  لذا )( kl manna  . بنا به خاصیتAC  چند جمله

0lj خواهیم داشت : j برای هر  ، xm)(ای am . بنا به ),( -  سازگاریRM  برای هر ،j  وi  ،

0)( l

j

ij afm  .0،  3)(به  توجه باl

l xaxm          بنابراین                                                                   . )(

.))(()()()( S

l

l

l

l xmannxaaxhxaxaaxm  







1
10

1
110 0 

   

)(];,[ و la چون  xxh   ، لذا ],;[))(()(  xxmannxh S ،  که با مینیمم بودنl 

)())((];,[   و   است  باطل    خلف فرض   پس .   است  تناقض  در  xxmann S  . 

 ▓                                                                            حکم ثابت می گردد.     )(و)(از 

بدون فرض   4 -٢ -٢در مثال بعد نشان می دهیم که لم    . نیستبرقرار  RMسازگاری  - ,
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:][  و  اه باشدیک حلقه دلخو 0Rفرض کنیم  :   5 -2 -2 مثال tRR 0.  تابع RR :  با

Rقرار می دهیم   .است اتومورفیسم  -0Rیک   1tt)( ضابطة 
tR

R
M )(:.  مدولRM  ،

  1 با فرض زیرا سازگار نیست ؛  -, tRm و  Rt ،                                                      : خواهیم داشت 

                                                                                                                      

.)()(

)()()(

01

01111





tRttRttRtm

tRtRttRttRtm

  

 

)(:][فرض کنیم         xMxxm   RMنشان دهنده عنصری از مدول خارج قسمتی  ""که  ،  1

xtRxtRxmزیرا    ، فق  یک ضریب نا صفر دارد xm)( است.  )()( یک  xm)(بنابراین  . 1

tRannاما    ، می باشد ACچند جمله ای  R )(1   و 

01111111  xxtRxtxtRxtxtRxtxtxttxtxm ))(()())(()()()(   

 

Sxmannt در نتیجه ))(( ،   برقرار نمی باشد.     4 -٢ -٢ لمو                                         ▓                        

 

. دو لم بعد در انتقال ند ستهدر تعریف بعد گلدی  ساسیدو مفهوم ا اساسی و یکنواخت های مدول      

 د .نچند جمله ایهای اریب روی آن کمک می کنمدول به  Mاین ویژگیها از 

       

 یک مدول RMمشتق باشد. اگر  - یک تابع  و RAut)(فرض کنیم  :   3 -2 -2 لم

  ReRسازگار باشد و  -, MN   آنگاه ،ReR xMxN ][][   به ویژه .SeS xMxN ][][  .  
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)(][فرض کنیم   اثبات : xMxmxmmxm k

k  10  0کهkm  .  با استقرا رویk  نشان

)(][بطوریکه  داردوجود  Rrمی دهیم که  xNrxm 0. 

Mmxm آنگاه ، 0kاگر         Rrنتیجه  در است RMزیر مدول اساسی  RNچون  .  )(0

xNNrm][که  استموجود   00. 

 لم  به ا نب  باشد .  برقرار  kچند جمله ای از درجه کمتر از   هر  برای  گزاره  که  فرض کنیم حال     

 ٢ -٢ -٢  ،Rr  چنان موجود است کهrxm می باشد. اگر  ACچند جمله ای  )(

k))((deg rxm ، بنا به فرض استقرا حکم ثابت می شود . پس فرض کنیم که  آنگاهrxm از  )(

 باشد .ACیک چند جمله ای  xm)(و kدرجه 

که بطوری وجود دارد Rr  د کهدهنتیجه می   0k فرض استقرا در حالت ، لذا 0km چون    

Rk Nrm 0 . 

                    نبنابرای

                                                        

.)(

))(()(

)()()()(

k

k

k

kkk

k

k

kk

k

kk

xrmrm

xrmrm

rxmrmrxm

























0

0

0

 

         پس

 )(4                                                                               k

k

k xrmxmrxm  )()()(  

)(][که  xMxm   از  درجه کمتر  از  k استقرا  فرض به  . بنا  است  Rr  موجود است که   چنان 

][)( xNrxm 0.    طرفی    ازrxrmrxmrrxm k

k

k   )()()()(  . 

Nrmk با توجه به  نتیجه می شود   :][xNrxrm k

k  . بنابراین                                                                                                                   

.][)()( xNrrxm k         
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0   می کنیم ثابت  اکنون    rrxm k )()(  .   )0  فرض کنیم     )فرض خلف rrxm k )()(  . 

 در نتیجه

kk

k

k

k

k

k

kkk

k

k

kk

k

kk

xrrmrrm

rxrmrrm

rxrmrrm

rrxmrrmrrxm

)()(

)(

))(()(

)()()()(

































0

0

0

0

 

0)(rrm  و لذا k

k  .  اما)()( k

k mannrr  ،  و چون)(xm   یک چند جمله ای AC است، 

kiبرای هر پس    ،0)(rrm k

i  . 

 ، 0)(بنا به از طرفی   rxm )(][، که با  )( xNrxm 0  فرض خلف  پس. تناقض است در

)()(][ و در نتیجه . باطل است xNrrxm k  0  حکم ثابت می شود .، که                         ▓ 

 

یکنواخت باشد  RMباشند. اگر   9 -٢ -٢ همانند لم  و RM  ،فرض کنیم  :   1 -2 -2 لم

SxMآنگاه   نیز یکنواخت است. ][

SxM)برهان خلف ( اگر   :  اثبات و  xm1)(نا صفر  یکنواخت نباشد ، آنگاه چند جمله ایهای ][

)(xm2  چنان موجودند که}{)()( 021 SxmSxm  .  

deg))((deg))(( را طوری انتخاب می کنیم که  xm2)(و  xm1)( یهایاچند جمله  xmxm 21  

  . (صحیح نا منفی اعداد  مجموعه ه اصل خوش ترتیبی دربنا ب باشد ) را داشته کمترین مقدار ممکن

 .هستند  ACچند جمله ای های    xm2)( و xm1)( کرد   فرض   می توان  ،  ٢ -٢ -٢  لم  به  بنا 
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iقرار می دهیم       
k

i

i xaxm 



0

1 jو   )(
l

j

j xbxm 



0

2 . بدون اینکه به کلیت  kaو  0lbکه   )(

lkمسئله خللی وارد شود فرض می کنیم   .  از آنجا کهRM  ، 0}{یکنواخت استRbRa lk  . 

Rrبنابراین   2 1وr  021موجود است که  rbra lk .  چند جمله ایهای)()( 11 rxm k  و

)()( 22 rxm l چند جمله ایهای   8 -٢ -٢ که بنا به لمAC  هستند، ضرایب پیشرو یکسان دارند ،

 :زیرا 

.)()()()()(

)()()()()(

l

l

lll

l

ll

k

k

kkk

k

kk

xrbrbrxbrbrxm

xrararxararxm

22022022

11011011

















 

هستند ، ضرایب  ACعلاوه بر اینکه چند جمله ایهای   xm2)(و  xm1)(توان فرض کرد که  پس می

   نیز دارند . پیشرو مساوی 

))(()(  چون  l

k

kl

S

kl xaxaannxxmann   01   ، 4 -٢ -٢ لم  به  بنا  لذا  ،   

],;[)())(( xaannxxmann RkS

kl 

))(()(];,[و  1 xbannxmann RlS 2 .   با توجه به

lk  اینکه ba   خواهیم داشت :  

       )(5                                                  .))(())(( SS

kl xmannxxmann 21    

  : قرار می دهیم 

  )(6                                                            .)()(:)( klxxmxmxm  122                     

lنتیجه  در

kl

l

k

kll

l xabbxaxaxbxbbxm )()()()(      اما . 00102

0 kl ab ، پس )(xm 2  1حداکثر از درجهl . 02 اما می باشد  )(xm ، ر غیر این صورتزیرا د  

klxxmxm  )()(  بنابراین . 12

          }{)()()()()(,)()( 02121222  SxmSxmxmSxmxmSxmxm  
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02 فرض  با   که )(xm  02 بنابراین  است ،   تناقضدر  )(xm . 

rxmرا طوری انتخاب می کنیم که  Rr،  ٢ -٢ -٢ از لم با استفاده     )(2   چند جمله ایAC 

klبا توجه به مینیمال بودن  باشد .   ،}{)()( 021  SrxmSxm  با  ،  در غیر این صورت؛ زیرا

rxmتوجه به اینکه  )(2  چند جمله ایAC از درجه  وl  )( ll     است ، داریمklkl   که

Sxgبنابراین چند جمله ایهای  یک تناقض است. )(و)(xh  چنان موجودند که 

                                                                      .)()()()( 021  xhrxmxgxm  

    : خواهیم داشت 6)(با توجه به  

)(7                               .)(])()([)()( 0121   xhrxxmxmxgxm kl                                  

 

)(])()[()()(   داریم  ، 7)(  رابطه  فاکتور گیری از  با   xhrxmxhrxxgxm kl

21    .   از فرض 

}{)()( 021 SxmSxm  021، نتیجه می شود   )()()]()([)( xhrxmxhrxxgxm kl. 

Sxmannxhr پس ))(()( 2 5)( . با توجه به ، 

                                                       .  011   )()())(()( xhrxxmxxmannxhr klkl  

00 جهدر نتی 122   )()()()()()( xhrxxmxhrxmxhrxm kl  ، که یک تناقض است . پس

SxMفرض خلف باطل و   ▓                                                           یکنواخت است .         ][

 

:];[ و  RAut)( فرض کنیم  :  3 -2 -2 لم  xRS  اگر .RM  یک مدول دلخواه باشد و

ReR MN  ،  آنگاهSeS xMxN ][][ 11    . 

SxMxmچند جمله ای نا صفر   اثبات : ][)( 1  از درجهk . فرض کنیم  را در نظر می گیریم

Mmk  شد . از آنجایی که ضریب پیشرو آن باRN  ، زیر مدولی اساسی استRr  موجود است
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Nrmkبطوریکه  0.  اگرRN  را به عنوان یکS- زیر مدول از  SxM ][ 1 ه در نظر بگیریم ، آنگا

Sk

kk xNNrmxrxm ][}{)()( 10   . بنابراینSeS xMxN ][][ 11         .            ▓ 

                                                                          

یکنواخت باشد، آنگاه  RNباشند. اگر  قبل لمانند هم و RM  ،فرض کنیم  :  1 -2 -2 لم

SxN ][ 1 .نیز یکنواخت است 

SxNxmفرض کنیم   : اثبات  ][)( 1
2

  و)(xm1  و  ند جمله ای نا صفرچدو
2km  و

1km  به

، نتیجه می شود  RNاز یکنواخت بودن مدول  . باشندتیب ضرایب پیشرو این دو چند جمله ای تر

SxmSxmRmRm kk )()( 2121
0   . در نتیجه SxN ][ 1   . نیز یکنواخت می باشد        ▓               

                                                                                                  

بدون فرض سازگاری برقرار نمی باشند . مثال بعد این مسئله را   7 -٢ -٢ و  9 -٢ -٢ لم های     

 نشان می دهد.

 

ر سازگاری برقرا -بدون شرط   9 -٢ -٢ این مثال نشان می دهد که لم  :  94 -2 -2 مثال

 نمی باشد :

:][فرض کنیم     tR 2 ،



2t

R
M R : ،Id  و

dt

d
 .  مدولRM،- ، سازگار نمی باشد  

زیرا اگر  2ttm  وtr   ،آنگاه 

                                                            
.)()()(

)(

01

0

22

222





ttttrm

tttttrm
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RRاکنون فرض کنیم  M
t

t
N 






2
ReR. نشان می دهیم : MN  . عنصر ناصفر  RMbta  

RNtbtbtaآنگاه  ، 0aاگر   را در نظر می گیریم .     در غیر این صورت     . 2

02222  attattbtatttbtatbta )()()()(

 

RNatو    ،پس  ReR MN  . 

SxNاکنون ادعا می کنیم که       SxMدر  ][ xMxt][عنصر  اساسی نیست . ][ 1  و عنصری از

S  به شکلk

k xtfxtftf )()()(  10 که برای هرi  ، ][)( ttf i 2 ،  در نظر می گیریم . را 

 می دانیم 

                                           iiiiiiiii tixtttixtttxttttxt   111 )()()(. 

02اینکه  با توجه به  t  1، اگرi  ،1) اگر  عبارت بالا صفر خواهد شدi  ، باید با یک حلقه از

i   ،2  هر  برای که   فرض کرد پس می توان  .  (  کنیم کار  ٢مشخصه  ii atf   در نتیجه   . )(

.)()()(

)()(

8

1

1
1010

12
101010











k

k

k

kk

k

k

k

k

k

k

xtaxtaaxtaaa

xtaxtaxtaxaxaaxaxaaxt





 

SxNدر  8)(برای اینکه عبارت  010لازم است که  ، باشد ][  kaaa   و این ایجاب می کند ،

01 که  10  ])()()([)( k

k xtfxtftfxt   .  بنابراین  SxN SxMدر  ][ اساسی  ][

     ▓                                                                                                        .        نیست 

 

باشند . با توجه به   91 -٢ -٢ ثالمهمانند  و RM  ،RN  ،فرض کنیم   :  99 -2 -2 مثال

RRاینکه زنجیر  MN 0  مجموعه تمام زیر مدول هایM می دهد ،  نشان  راRM  یکنواخت

  است .
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SxMبرای اینکه نشان دهیم      و  xm1)(ای نا صفر  یکنواخت نیست ، کافیست دو چندجمله ][

)(xm2  را طوری پیدا کنیم که}{)()( 021 SxmSxm .  قرار می دهیمtxm :)(1  و

xtxm 12 SS. در این صورت  )(: xNSxm ][)( 1.  اما مثال قبل نشان می دهد که: 

.)][(dim.}{][)( 202  SSS xMuxNSxm 

 

SxM پس  ▓                                                                            یکنواخت نیست .       ][

 

 سازگاری درست نخواهند بود . -مثالهای فوق نشان می دهند که لم های مورد بحث بدون فرض      

نتایج بدون این فرض ها  ، کهباشد می   یده دیگر در این نتایج  معکوس پذیرفرض محدود کنن

 برقرار نخواهد بود .

باشد  R یک درون ریختی از حلقه و  یک حلقه تقسیم R فرض کنیم   :  92 -2 -2 مثال

اریب  های ولی حلقه چند جمله ای ،یکنواخت است  RRدر این صورت  که خودریختی نیست .

];[: xRS   اگر  .  یکنواخت نیست )(RRa  ،  آنگاه S ایده آلهای  مستقیم  مجموع   شامل    

                                                                             axSxaxSxxaxSaxS 32   

.)(dim  و در نتیجه می باشد ،  SSu             .                                                      ▓ 

 

  بدست می آید . زیر  اساسی اولین نتیجه    7 -٢ -٢  و   9 -٢ -٢  قرار دادن لم های  هم  کنار  با     

 

یک  RMمشتق باشد. اگر  -یک تابع   و RAut)(فرض کنیم  :   98 -2 -2قضیه 

مدول   .)dim][(.dim)(سازگار باشد ، آنگاه -, RS MuxMu  . 
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.)(dimفرض کنیم   برهان : RMu  در نتیجه .RM  شامل مجموع مستقیم تعداد نا متناهی

زیر مدول نا صفر به شکل  21 NN است. در این صورتSxM شامل  ][ ][][ xNxN 21   

.)][(dim  ابراین بن می باشد. SxMu . 

حال فرض کنیم        nMu R )(dim.  .مانندمجموع مستقیمی  در نتیجه  

MNNN en  21  هر   موجود است کهiN  . یکنواخت است 

Sen،   9 -٢ -٢ بنا به لم      xMxNxNxN ][][][][  21 ، هر ،   7 -٢ -٢ و بنا به لم

][xN i  یکنواخت است . در نتیجهnxMu S )][(dim.       .                                           ▓ 

 

 های بعد یکنواخت مدول چند جمله ای RMحال ثابت می کنیم که برای مدول دلخواه        

SxM ][ 1   روی];[: xRS   مدول  یکنواخت بعد باRM است . برابر 

 

];[ ، RAut)(فرض کنیم     :  90 -2 -2قضیه  xRS  و RM  یکR-  اشد.ب مدول   

 در این صورت :

)(a  )(dim.)][(dim. RS MuxMu 1 .  

)(b   اگرR یک حلقه کامل راست باشد آنگاه )()][( RS MCorankxMCorank 1 . 

فرض کنیم  a)( :   برهان nMu R )dim(. 1زیر مدول های یکنواخت  ، تعریف . بنا بهN  و

2Nو وnN  چنان موجودند کهRen MNNN  21. هر  ، 1  -٢ -٢ با توجه به لم

Si xN ][ 1 3 -٢ -٢ یکنواخت است و بنا به لم  ،     

                                                        0111
2

1
1 Sen xMxNxNxN ][][][][    

nxMu پس  S  )][(dim. 1 . 
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.))dimحال فرض کنیم         RMu نتیجه. در RM زیر مدول های  مجموع مستقیم شامل

 ناصفر 321 NNN  لذا  و  ی باشدم   SxM ][ 1    شامل

  ][][][ 1
3

1
2

1
1 xNxNxN   بنابراین  .است    )][(dim. SxMu 1    .             ▓                              

 

 ثابت کرد :  گزاره زیر را RMو مدول  Rبرای هر حلقه  9ورادرجان  

  باشد . در این صورت :مدول   -R یک   RM فرض کنیم   :   95 -2 -2  تذکر

 )(9                       .)
][

(dim.)],[(dim.)(dim. ][],[






 

nx

xRnxxRR
x

xM
uxxMuMu 1

1  

.)(dimاگر  اثبات :  RMu  می شود ، آنگاه به وضوح نتیجه     : 

                                               .)
][

(dim.)],[(dim. ][],[










nx

xRnxxR x

xM
uxxMu 1

1  

kMuفرض کنیم   R )(dim.  1. در این صورت زیر مدول های یکنواختNووkN   موجودند که

Rek MNNN  21 .   ثابت می کنیم برای هرki 1   ،


 nx

xRn

i

x

xN
][

 نواخت استیک ][

  و









 nen

k

nn x

xM

x

xN

x

xN

x

xN ][][][][
21  ابتدا نشان می دهیم اگر .M  یکR-  مدول

یکنواخت باشد ، آنگاه 
 nx

xM  است .یکنواخت  ][

قرار می دهیم     



nx

xR
S

][
) فرض خلف ( فرض کنیم .  1:




nx

xM ][
0  و




nx

xM ][
0 

011}{د بطوریکه نموجود باش SS    می توان فرض کرد پوچساز های راست  ٢ -٢ -9. بنا به لم ،

   برابرند . و ضرایب

 

                                                 
1   Varadarajan  
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    :قرار می دهیم 

      }. }{, 011 SS   ضرایب  راست پوچساز های ,برابرند ,
][

,|),({:



nx

xM
G  0 

),(Gاگر نا تهی است .  Gمجموعه   ه ، آنگاG),(   . عنصرG),(   را طوری انتخاب

),(Gبیشترین مرتبه را داشته باشد . بنابراین برای هر  می کنیم که    مرتبه  ، مرتبه .

),(Gو برای هر  ،مرتبه مرتبه به ویژه  مرتبه . مرتبه . نیم برای فرض کهمچنین

),(G هر   ، مرتبه  مرتبه مرتبه   قرار می دهیم .k مرتبه  وl مرتبه در .

klاین صورت    فرض کنیم .i
n

ki

i xa





1

  وj
n

lj

j xb





1

  0کهlk ba ،  iوjو برای هر ,

Mba ji ,  . چونRM  یکR-  0}{مدول یکنواخت است ، پسRbRa lk  در نتیجه .

R 0وریکه  موجود است بط ,  lk ba . 

 قرار می دهیم : 

  )(                                                                                        lkx  

گاه ، آن 0. اگر  0ادعا می کنیم  lkx  0. چونka  ضریبkx  در می باشد،  

110. در نتیجه 0پس  SSx lk     011}{. پس SS   که با فرض ،

G),(  0است . بنابراین  در تناقض  پوچساز های راست ضرایب  ٢ -٢ -9. بنا به لم ، 

برابرند . اگر  rو پوچساز های راست ضرایب  0rموجود است بطوریکه  Rrبرابرند و یا 

برابر باشند ، آنگاه قرار می دهیم   ضرایب های راستپوچساز    در غیر این صورت ،r   .

),(Gماکسیمال است ، پس  . چون مرتبه  مرتبه k  به وضوح  بنابراین .

}{011 SS   11. اما SS   011}{، در نتیجه SS   پس چند جمله ایهای .

1Sxg )(و)(xf  0موجودند بطوریکه )()( xgxf   0. ادعا می کنیم)(xf. 
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tقرار می دهیم      
n

t

t xcxf 





1

0

10که برای هر  )(  nt ، Rct   چون پوچساز های راست .

iضرایب 
n

ki

i xa





1

  1برابرند ، پس برای هر nik  ،)()( ki arar   .نتیجه  در    

)():)(():)(()(  kkii arararar   .  0اگر)(xf ،   برای  5 -٢ -9آنگاه بنا به لم ،

10هر   knt  ،)( kt arc   اما می دانیم .




 
1kln

lj

jlk

j

lk xbx   چون پوچساز .

1برابرند ، پس برای هر  های راست ضرایب  njl  ،)()( lj brbr  بنابراین .

)()(  lj brbr   چون . lk ba   10، پس برای هر  knt  ،)( lt brc  .  بنا به لم

9- ٢- 5  ،0 )(xfx lk   0 و چون)(xf  به ،  بنا)(   : خواهیم داشت 

                                                                         .)()()( 0  xfxxfxf lk  

 پس  . xf)(0، بنابراین xf)(0اما می دانیم 

                                                                           

.))()((

)()(

)()()(

xfxxg

xfxxg

xfxxfxf

lk

lk

lk



















 

 

110  بنابراین  SSxfxxgxf lk    ),(Gکه با   . )())()((   در تناقض

است . در نتیجه 


 nx

xRnx

xM
][

 یکنواخت است .  ][

ReRاکنون نشان می دهیم اگر     MK   آنگاه ،







ne

x

xRn x

xM

x

xK

n

][][
برای هر  .  ][

10  nj  کهMa j 0  قرار می دهیم ،


 



n

j
n

j

j
x

xM
xaa

][1

0

0 . 
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Maچون        j  وReR MK  ، R0    10موجود است که برای هر  nj  ،

Ka j  00   بنابراین .



nx

xK
a

][
00   و در نتیجه  ؛







ne

x

xRn x

xM

x

xK

n

][][
][ . 

kبا توجه به توضیحات فوق نتیجه می شود که     
x

xM
u

nx

xRn





)
][

(dim. . بطور مشابه می توان  ][

kxxMuثابت نمود 
xxR



 )],[(dim.
],[ 1

1                                    .                            ▓ 

 

 هابعد دوگان گلدی مدول چند جمله ای (  8 -2

 در این بخش   معرفی شد .  9171در سال   9ادرجانربار توس  و  بعد دوگان گلدی اولین  موضوع      

در مورد بعد دوگان گلدی که در ادامه استفاده خواهد شد را از مقاله   ابتدا چند تعریف و نتیجه

  ، سپس به بیان اثبات قضایای اصلی می پردازیم.درجان یادآوری می کنیم اور

 

اگر برای  ، کوچک نامیده می شود RMاز مدول دلخواه  RSزیر مدول  a)(  : 9 -8 -2 تعریف

RRهر زیر مدول  MN    کهMSN  ،   داشته باشیم :MN  و می نویسیم ،RSR MS  . 

)(b  مدولRM در آن ، همچنان سره باقی بماند.   را پوچ نامیم اگر هر مجموع از زیر مدولهای سره

 کوچک باشد. RM، در  RMواقع هر زیر مدول سره 

)(c)(Mrad را مجموع تمام زیر مدولهای کوچکM .در نظر می گیریم 

)(d  منظور از یک حلقه مقدار گسسته)(DVRیک دامنه ایده آل اصلی ،٢)(PID   است، که دارای

 .  یک دامنه صحیح است،   DVR. بنابراین یک دقیقاً یک ایده آل ماکسیمال ناصفر باشد

 

                                                 
1   Varadarajan 
2   Discrete  Valuation  Ring 
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}{خانواده نا تهی :   2 - 8  – 2تعریف  N  از زیر مدول های نا صفرR-  مدولM   را

 باشیم :        داشته  F}{  متناهی  زیر مجموعه  هر  و هر   هرگاه برای  ،  گوییم  9مستقل

                                                                                                      .MNN
Fi

i 


   

مدول دلخواه باشد.  -Rیک  M(.  فرض کنیم  ٢) قضیه باقیمانده چینی   :  8 – 8 – 2قضیه 

IiKبرای هر خانواده مستقل از زیر مدول های   متناهی است ، خواهیم داشت :         I، که  }{

                                                                                                      .
iIi

Ii

i
K

M

K

M







  

nIبا استفاده از استقرا روی اثبات :   ||  1قضیه را اثبات می کنیم . اگرn  آنگاه حکم بدیهی ،

},,,{و حکم برای خانواده مستقل  1nاست . فرض کنیم  121 nLLL   از زیر مدول هایM  برقرار

},,,{باشد . فرض کنیم  nKKK 21  خانواده ای مستقل باn     عنصر باشد . در این صورت خانواده

},,,{ 121 nKKK   : نیز مستقل است . قرار می دهیم
1

1






n

i

iKK بنا به فرض استقرا   .:

i

n

i
K

M

K

M








1

1

MKK. به علاوه   n   همچنین ، 

                                        .
i

n

i
nn

n

nn

n

i

i

K

M

K

M

K

M

KK

K

KK

K

KK

M

K

M

1

1









  

 ▓                                                                      بنابراین حکم ثابت می شود .                

 

                                                 
1    Coindependent 
2    Chinese  Remainder  Theorem 
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  ،مدول دلخواه -Rیک  M( . فرض کنیم 9) قضیه ضعیف باقیمانده چینی:    0  – 8 – 2قضیه 

}{ N  یک خانواده ازR-  مدول های نا صفر و }:{ NMf    یک خانواده از اپی مورفیسم ها

:)(، قرار می دهیم  باشند . برای هر   fKerK  فرض کنیم .


 NMf : 

 . در این صورت :  ها بدست می آیدfباشد که توس  یسم حاصلضربیهمومورف

)( a  
 KfKer. 

)(b  اگرf  یک اپی مورفیسم باشد ، آنگاهMKK 





 . 

)(c  اگرMKK 





  آنگاه ،f  .یک اپی مورفیسم است 

)(اثبات :  a . بدیهی است 

)(b  فرض کنیم  وMm   ثابت می کنیم .MKK 



}{\ 

اگر . Km  آنگاه ،

0)(mf  فرض کنیم .n  عنصری از


N باشد که  ))(( mfn .   نمایانگر

Mmت ، یک اپی مورفیسم اس fاست . چون  ٢کردلتای کرون    موجود است بطوریکهnmf )(.           

)()(،   برای هر     mfmf    بنابراین برای هر .    نتیجه می شود  ،








 Km  اما .)()( mfmf    پس ، Kmm   در نتیجه .








 KKmmmm  .  بنابراین حکم ثابت می شود . )(

 )(c اضح است.                                       و  8  -8 -٢  اثبات بنا به قضیه                         ▓ 

 

                                                 
1   Weak  Chinese  Remainder  Theorem 
2   Kronecker  Delta 
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.)dim(1) که  RMمدول یکنواخت       RMu  در نظریه بعد یکنواخت نقش مهمی بازی می )

)(1 با    RM  مدولهمچنین     . کند RMCorank  ستا مهم   گلدی  دوگان  بعد  مطالعه  در . 

 

 پوچ است اگر و M باشد . در این صورت مدول -Rیک   Mفرض کنیم :    5 - 8 – 2تذکر 

)(1تنها اگر  RMCorank. 

)(1و  0Mپوچ باشد. در این صورت  Mفرض کنیم   :  اثبات RMCorank. یم کن ضرف

21 NNM :  21یک اپی مورفیسم باشد که 0 NN .   111نگاشت های NM  :  و

222 NM  :  . 1و2برایاگر را در نظر بگیریدj  داشته باشیم)( jj KerK  ،  آنگاه

MKK  Mm  ،21، زیرا برای هر 21 NNyx ),(  موجود است که

),(),(),()( yxyxm 00   از آنجا که .  ، یک اپی مورفیسم استMm 2 1وm  چنان

)(),(موجودند که   01 xm   و),()( ym 02  0012121. اما  ),()()( ymm  در نتیجه .

112 KKerm   012. بطور مشابه می توان نشان داد )(m  221. پس KKerm   بنابراین .

2121 KKmmm   ؛ و در نتیجهMKK  21. 

MKنتیجه می دهد  0jNاما       j .  1بنابراینK  2وK  درM که یک تناقض  ندکوچک نیست

)(1  بنابراین  . است RMCorank . 

)(1فرض کنیم   برعکس :     RMCorank  قرار می دهیم .MLثابت می کنیم . L 

MKL بطوریکه ،  MKفرض کنیم   )فرض خلف (  . کوچک استMدر   .  بروریختی های

کانونی  
L

M
ML :   و

K

M
MK : . را در نظر می گیریم 
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 پس     
K

M

L

M
MKL  :),(   از آنجا که است اپی مورفیسمیک .

K

M

L

M
0  نتیجه می

)(2 شود RMCorank ، لذا حکم ثابت می شود.             . که یک تناقض است                           

                                                                                                                        ▓    

مدول باشد . در این صورت  -Rیک  RMفرض کنیم  : 3 -8 -2 گزاره

 kMCorank R  رفیسماپی مواگر و تنها اگر ،  )(



k

i

iR HM
1

:   چنان موجود باشد که

RS پوچ باشند و هاiH همه MKer  . 

) برهان خلف (  فرض کنیم :   اثبات kMCorank R KKer، اما   )(   درM کوچک

MLKچنان موجود است که  ML نباشد . در این صورت . طبیعی   نگاشت 
L

M
Mf : 

),(:)(چون را در نظر می گیریم .  



k

i

iH
L

M
Mf

1

  یک اپی مورفیسم می باشد ، لذا

1 kMCorank RS، که یک تناقض است . پس  )( MKer . 

،  5 -8 -٢بنا به تذکر  پس.  پوچ نباشد 1Hها ، مثلاً iHحال فرض کنیم یکی از     

21 )(HCorank  در نتیجه اپی مورفیسم .BAHh 1:  موجود است بطوریکهBA 0 اما .

 نگاشت 



k

i

iHBAM
2

:  1یک اپی مورفیسم است ، در نتیجه kMCorank که ، )(

 ▓             و حکم ثابت می شود .                     باشندمی پوچ  هاiH همه  پسیک تناقض است . 

 

 در این صورت : د .یک حلقه یکدار  باش Rفرض کنیم   :  1 -8 -2 گزاره

)(a  اگر  RR MN  آنگاه ،)()( RR MCorank
N

M
Corank . 
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)(b  اگر  RSR MS آنگاه ، RR
S

M
CorankMCorank )()(  عکاس ایان گازاره وقتای برقارار .

)(است که  RMCorank. 

)(c  1اگرM 2وMو وnM ،R - ، آنگاه  مدول باشند



n

i

ii

n

i

MCorankMCorank
11

)()(.  

00فرض کنیم    a)( اثبات : 
N

M
MN  یک دنباله دقیق باشد وmMCorank )( 

nو 
N

M
C o r a n k )( اپی مورفیسم های  9 -8 -٢. بنا به گزاره ،




m

i

iHM
1

: و 





n

j

jK
N

M

1

:  موجودند ، بطوریکه برای هرmi1  و هرnj1  ،iH ها وjK ها همگی پوچ

MKerهستند و  S  و
N

M
Ker S طبیعی. نگاشت  

N

M
M :  . را در نظر می گیریم

نگاشت 



n

j

jKMof
1

:  یک اپی مورفیسم است ، در نتیجه   

                                                                                .)()(
N

M
CoranknMCorank                  

 )(b    فرض کنیم)( RMCorank  1. در این صورت برای هرk  1، زیر مدول های نا صفرN  ،

2Nوو kN اپی مورفیسم   وi

k

i

NMf 



1

 وجود دارد . :

kiبرای هر       1 ،  قرار می دهیم  ii fKerL .  چونMLi   وS  درM کوچک است ، لذا

MLS i  در نتیجه اپی مورفیسم .i

k

i

W
S

M




1

:  برای هر  کهموجود استi  ،
i

i
LS

M
W


  .

    :خواهیم داشت 1kبنابراین برای هر 

           .)( k
S

M
Corank                                                                                         

)(   پس
S

M
Corank. 
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حال فرض کنیم        kMCorank R iاپی مورفیسم   نتیجه. در )(

k

i

NMf 



1

وجود   :

MKerها پوچ هستند و iNبطوریکه همه  دارد S  .  بروریختی کانونی 
S

M
Mh :   را در نظر

 می گیریم . 

kiبرای هر       1 ،  فرض کنیم ii NMf :  وii fK e rK  . چونMK i   وS  در

M ، پسکوچک است MKS i   قرار می دهیم .ii KSS  .  بروریختی کانونی

i

i
S

M
M : از آنجا که  . را در نظر می گیریمiSS   اپی مورفیسم ،

i

i
S

M

S

M
: در  که

hoiiشرط    ، اشت  نگ  را در نظر می گیریم . صدق می کند

i

k

i

k
S

M

S

M




1

1 :),,(    0را در نظر می گیریم . می دانیم که
iS

M  و
i

i
S

M

S

M
: 

)( کهاپی مورفیسم است یک  ii ShKer  .چون f ، برای  ،  4 -8 -٢پس بنا به قضیه  پوشاست

kiهر  1  ،  MKK
ij

ji 


.   چون ii SK  ،  برای هر  پسki 1 ،  : خواهیم داشت 

                                                                                                        .MSS
ij

ji 


 

iSSچون    لذا ،)()( 
ij

j

ij

j ShSh


  بنابراین برای هر .ki 1  ،
S

M
ShSh

ij

ji 


)()(  . 

 ،   4 -8 -٢بنا به قضیه  در نتیجه 
i

k

i S

M

S

M




1

:  ، لذا  و پوشاستk
S

M
Corank )(  . پس

)()( RMCorank
S

M
Corank و بنا به .)(a  ،RR

S

M
Co ra n kMCo ra n k )()(  ، بنابراین حکم

 ثابت می شود.
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)(c   2اثبات با استقرا :   فرض کنیمn  .   فرض کنیمM وN دو R-  باشند . نشان نا صفرمدول 

 :  دهیممی 

                                                                  .)( NCorankMCorankNMCorank  

ه نا متناهی باشند ، آنگا NCorankیا MCorankاگر  )( NMCorank . 

mMCorankحال فرض کنیم           ،nNCorank   وkNMCorank  . بنا به گزاره   )(

i،  اپی مورفیسم های  9 -8 -٢

m

i

VMf 



1

jو  :

n

j

WNg 



1

موجودند بطوریکه برای هر  :

mi 1 و هرnj1  ،iVو  هاjWو   پوچ می باشند هاMfKer S   وNgKer S . 

fKerKقرار می دهیم           وgKerL  نگاشت  نتیجه . در  

                                                                             )()(: 



n

j

j

m

i

i WVNMgf
11

  

NMLKgfKerو   یک اپی مورفیسم است S .   بعلاوهiV و هاjW، همگی پوچ   ها

nmk ،   9 -8 -٢بنا به گزاره  پس  . هستند  . 

 برقرار باشد ، ثابت می کنیم :  niفرض کنیم حکم برای     

                                                                      .)()( 









1

1

1

1

n

i

ii

n

i

MCorankMCorank  

00 دقیق  دنبالة     1321211   nn MMMMMMM    ، را در نظر

                     : استفاده از فرض استقرا و دنباله فوق به سادگی می توان نشان داد  با .دبگیری

                                                                        .)()( 









1

1

1

1

n

i

ii

n

i

MCorankMCorank  

                                                                                                                           ▓ 
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   نتیجه دوگان    ثابت  شده  است  ،   نشان می دهد  که  9 جانادرور توس     که  زیر  نتیجه   

d)((  ٢ شاک im.)][(d im.( ][ RxR RuxRu   برای هر حلقهR با  زیرقضیه  .درست نیست  اًلزوم

تکنیک جدیدی مورد  آن ی که در نظریه مدولها موجود است قابل اثبات نیست ، برای اثباتتکنیک های

 نیاز است. 

 یک حلقه جابجایی باشد ، آنگاه  Rاگر   :  3 -8  -2 قضیه

                                                   .)],[()][(
],[][  


1

1
xxRxR xxRCorankxRCorank 

یک میدان باشد ، آنگاه  Kثابت می کنیم : اگر ابتدا  برهان :

)],[()][(
],[][ 1

1



xxKxK xxKCorankxKCorank  1. برای هرk  ،k  چند جمله ای تکین

kتحویل ناپذیر متمایزِ 

jj xf 1})({  در][xKیه باقیمانده چینی  نگاشت موجودند . بنا به قض


 


k

j j xf

xK
xK

1 )(

][
][: . همچنین  یک اپی مورفیسم است

][][)(][)( xKxKxfxKxf j

ji

i 


 .        در نتیجه 

                                                           .],[],[)(],[)( 111 



 xxKxxKxfxxKxf j

ji

i  

م اپی مورفیس ، 1kبرای هر  بنابراین










k

j j xxKxf

xxK
xxK

1
1

1
1

],[)(

],[
],[:  از],[ 1xxK- 

)][()],[(مدولها موجود است . پس 
],[][ 1

1



xxKxK xxKCorankxKCorank . 

را در نظر می گیریم .  Rاز  ایده آل ماکسیمال حال     


R
K   یک میدان می باشد . نگاشت

KRکانونی  :  اپی مورفیسم ،][][: xKxR  . را القا می کند 

                                                 
1  Varadarajan 
2   Shock 
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نگاشت  
 


k

j j xf

xK
xRo

1 )(

][
][:  1یک اپی مورفیسم است و چونk  پس ، 

)][( ][xRxRCorank بطور مشابه ثابت می شود که .

 )],[(
],[ 1

1
xxR

xxRCorank  .       ▓                                                                                                                            

 ،  1n هر  و RMیکانی مدول  -R برای   . (9 درجاناور) :   1 -8 -2 تذکر

                                                                     .)()
][

( ][ R

x

xRn
MCorank

x

xM
Corank

n






 

)(و  0M، حکم بدیهی است . فرض کنیم  0Mاگر اثبات :  RMCorank بنابراین برای .

اپی مورفیسم   و kNو 1N ،2N ،مدول های نا صفر   -1k  ،Rهر 



k

i

iNMf
1

 موجود :

  . است

، قرار می دهیم  ki1برای هر    



n

i
i

x

xN
c

ی از بوضوح اپی مورفیسم.  ][
 nx

xR مدولها به  - ][

صورت 





k

i

in
c

x

xM
g

1

][
1k  ، kبرای هر  بنابراینموجود است .  :

x

xM
Corank

nx

xRn





][)
][

( .

 پس

                                                                                       .)
][

( ][ 


 nx

xRnx

xM
Corank  

kMCorank  کنیمحال فرض      R در این صورت اپی مورفیسم .  )(



k

i

iHMf
1

موجود  :

MfKerها همگی پوچ هستند و iHاست ، بطوریکه  S قرار می دهیم .fKerK   و برای هر ،

ki 1  ،ii HM :  اپی مورفیسم باشد . در این صورتii HHR  زیرا ، 

                                                          .)( i

ii

i

i

i H
Ker

M

Ker

KerMR

Ker

M
RHR 
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ki، برای هر  21][ 5 -٢بنا به گزاره  1   ،


 nx

xRn

i

x

xH
][

، اپی  fپوچ می باشد . از نگاشت  ][

مورفیسم القایی  
 




k

i
n

i

n x

xH

x

xM
f

1

][][
بدست می آید ، که  :




nx

xK
fKer

 4 -٢. بنا به لم  ][

][21  ،
 nx

xK در  ][
 nx

xM kکوچک است . در نتیجه  ][
x

xM
Corank

nx

xRn





][)
][

(               .▓ 

 

    است.   برقرار نیز  RM دلخواه   مدول -Rبرای    3 -8 -٢ قضیه  که  حدس زد  9درجاناور      

مجدداً این نتایج را به  . واقعیت تبدیل می کند  نتیجه بعد حدس ما را در کلاس بزرگی از مدولها به

];[حلقه چند جمله ای های اریب  xRS  . برای این کار ، یک بار دیگر مدول  تعمیم می دهیم- 

],[لوران  هایمدول چند جمله ای را بررسی می کنیم . RMسازگار  1xxM  را روی حلقه چند جمله

:],;[  اریب لوران هایای 1 xxRT .در نظر می گیریم 

  

],;[سازگار ساده باشد و  -یک مدول  RM فرض کنیم   :  94 -8 -2 لم 1 xxRT در .

01این صورت    )],[()][( TS xxMradxMrad . 

SxMمدول ابتدا    :   اثبات )][(0فرض کنیم   در نظر می گیریم .  را ][ SxMrad .  در نتیجه 

SxMزیر مدول کوچک ناصفری از  کرد این زیر مدول کوچک دوری  موجود است . می توان فرض ][

NRa موجود است که  Na0 آنگاه  کوچک باشد Nنا صفر)زیرا اگر زیر مدول  است ،  لذا  

فرض کنیم این زیر مدول  کوچک دوری  . (کرد این زیر مدول کوچک دوری است می توان فرض 

SSSشود که  تولید می AC ،)(xmتوس  چند جمله ای  xMSxm ][)( 0. 

                                                 
1  Varadarajan 
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)(][قرار می دهیم        xMxmxmmxm k

k  10  0کهkm .  00اگر m ،   آنگاه  

SSS xMxSmSxm ][)()(  0. 

SSxmکافیست نشان دهیم مجموع دو زیر مدول  )(برای اثبات  )  را تولید می  SxSm0  ،0mو)(

Sr. اگر  کند 1  ،  آنگاه xmxrmxrm 11010  )( .  اما    

                                          .)()( k

k xmxmxmmxmxmxrmxm  3
3

2
20110 

2برای   روند را  این  کافیست
2xm  3و

3 xm  و  0تا   دهیم  انجامm بماند (  قیاب . 

SSxmبا کوچک بودن  )(اما       SS:  زیرا ، تناقض است در  )( xMSxm ][0. فرض کنیم  حال

00 m  0 . در نتیجهk . رار می دهیم ق][)(:)( xMxmmxm k   در این صورت .

SSS xMSxmSxm ][)()( .  ادعا می کنیمSSxm )(  درSxM . فرض کنیم چنین  سره است][

Sxrxrrxrچندجمله ای  نتیجهنباشد، در  l

l  10:)( 0 باlr  چنان موجود است که 

  )(10                                                                                              .)()( xrxmmk
  

   اما  صدق کند داشته باشد . 10)(که در  را کمترین مقدار ممکن l  به گونه ای است که xr)(انتخاب 

.)())(())((

))(()(

)())(()()(

lk

l

k

k

ll

llkkk

l

l

k

k

k

k

l

l

l

lkkk

l

l

k

k

l

lk

k

xrmxrmrmxrmrmrm

xrxmrxmxxrmxrmxrmxrmrm

xrrxmxmxrrm

xrxmmxrxm









 





00110

010110

010

kmxrxmچون         )(0 پس ،  )()( l

k

k rm  . بنا به -  سازگاریRM واهیم داشت : خ

0lk rm  ،  چون  و )(xm  جمله ای   چندAC هر  برای پس  ، است  ki    ، 0li rm .  بنا

)(RM  ،0سازگاری  -به  l

i

i rm  .   چند جمله ای درجه اماl

l xrxrxr   lکمتر از  )()(
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SSxm. بنابراین  یک تناقض است و این ، صدق می کند 10)(می باشد که در  )(  درSxM سره ][

SSxmکه با کوچک بودن ، است  SxMدر  )(  متناقض است. ][

01اکنون فرض کنیم        )],[( TxxMrad زیر مدول کوچک ناصفر به شکل یک . مانند قبل

TST xxMTxm ],[)( 1  که بطوریرا پیدا می کنیمk

k

j

j xmxmxm  )(  ، چند جمله ای

AC 0و   می باشدkj mm 1در  xm)(با ضرب کردن  . , jx  می توان فرض کردkj 1 .  از

را به آن اضافه می کنیم و قرار 0km، جمله ثابت  استصفر  جمله ایثابت این چند  آنجا که جمله

)()(دهیم می  xmmxm k  .  بوضوح
TTT xxMTxmTxm ],[)()( 1.  همانند حالت قبل ادعا

TTxmمی کنیم  )(  درTxxM ],[ 1اگر چنین نباشد برای  . سره استb

b

a

a xrxrxr  :)(  که

ba, 0وba rr  :، داریم ,

 )(11                                                                                          .)()( xrxmmk
  

ab انتخاب  را کمترین مقدار ممکن  xr)(چند جمله ای  طول   ، گونه ای است که  به 11)(در  ,

   بنابراین .دارد 

    

)(.)()(

)()(

)()(

12bk

b

k

k

ak

a

k

k

bj

b

j

j

aj

a

j

j

b

bk

a

ak

b

b

a

a

k

k

j

jkk

xrmxrm

xrmxrmxrmxrm

xrxrxmxmmm





















 

0akاما  rm   0وbk rm 0ر . ) فرض خلف( اگ bkak rmrm  ،  آنگاه بنا بهAC  بودن چند جمله

kiهر ، برای  xm)(ای    : 0خواهیم داشت biai rmrm  و از .-  سازگاریRM  برای هر ،i 
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0نتیجه می شود :  )()( b

i

ia

i

i rmrm   خواهیم داشت :  12)(. بنابراین از  

.)()(

)()(

1
1

1
1

1
1

1
1

1
1

1
1
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k
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aj
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j
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xrmxrm
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abکه با مینیمال بودن    اما  . تناقض استدر  

b

b

k

k

b

bk

a

ak

b

b

a

ak xrxmxrmxrmxrxrxmmxrxm   داقل ح)()())(()(

 بنابراین  . برقرار نمی باشد که یک تناقض است 11)(بنابراین   ، دو جمله ناصفر از درجات مختلف دارد

01  )],[( TxxMrad .                                                                                         ▓    

 

 باشد که سازگار  -یک مدول   RM و  RAut)( فرض کنیم   :   99 -8 -2 قضیه

یک حلقه  Rبا تولید متناهی یا  RM )در حالت خاص ، اگر است.شامل یک زیر مدول ماکسیمال 

در این صورت  .  کامل راست باشد (  )],[()][( TS xxMCorankxMCorank 1 . 

SxM)فرض خلف ( فرض کنیم بعد دوگان گلدی  برهان  :  متناهی باشد . ابتدا حالت خاص  ][

)][(0 ،  91 -8 -٢ساده باشد را مورد بررسی قرار می دهیم . بنابه لم  RMکه SxMrad     یا (

01  )],[( TxxMrad ). [٢9] بنا به ،SxM ][  (TxxM ],[ 1)  آرتینی نیم ساده است . اما مدول

SxM آرتینی نیست ، زیرا زنجیر نزولی  ][ 2xxMxxMxM SxMاز زیرمدولهای  ][][][ ][ 

TxxM، مدول 9)(بنا به متوقف نمی شود.  ],[ 1  .اما یک مدول نیم ساده یکنواخت باید یکنواخت است

سازگاری ، به سادگی مشاهده  - یست ، زیرا با استفاده از، که در مورد این مدول درست ن ساده باشد

می شود که برای هر  lk هر چند جمله ای به شکل  ،lk mxmx  یکT-   زیر مدول سره از
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],[ 1xxM به این ترتیب . (  این زیر مدول شامل هیچ تک جمله ای نیست را تولید می کند ) زیرا

 ثابت می شود . ساده باشد Mفرض خلف باطل است و قضیه در حالتی که 

RR کنیم   فرض حال      MN  چون  ماکسیمال باشد زیر مدول   یک . R
N

M
 لذا  ،  است  ساده )(

 ])[()][( x
N

M
CorankxMCorank S. مشابه می توان نشان داد بطور  :

 )],[( TxxMCorank 1          .                                                                            ▓  

 

RxMو  RMدوگان گلدیحلقه کامل راست باشد ، آنگاه بعد  یک Rاینک ثابت می کنیم  اگر  ][ 1 

ذف کنیم حتی حرا   "یک حلقه کامل راست باشد  R "اگر شرط  ( .  b)(49 -٢ -٢قضیه برابرند. )

RxMو   RM بعد دوگان گلدی ، مثال بعد نشان می دهد Id   اگر  ][ 1  برابر نیستند . 

 

),(فرض کنیم :    92 -8 -2 مثال mR ه با ایده آل ماکسیمال یک حلقه مقدار گسست

:m قرار می دهیم .  باشد][: xRS   وRR RM :. ز اینکه اR  ،یک حلقه موضعی است

RR 1پوچ می باشد. بنابراین)( RRCorank .  اکنون ادعا می کنیم][ 1xR ست پوچ نی. 

)( kmفرض کنیم        k،  له ای معکوس پذیر چند جم انگرنمای][)( 11   xRxx kk   باشد. 

][مدول از زیر  -Sیک  SQهمچنین  1xR که توس   ، باشد}|{ kmk . تولید می شود SQ  زیر

SxRمدولی سره از  ][ 1 برای اثبات این مطلب کافیست نشان دهیم  . می باشدSQ  جملات ثابت را

Sxaxaaتولید نمی کند. فرض کنیم  n

n  10  یک چند جمله ای ناصفر باشد بطوریکهkn  .

     خواهیم داشت : 9  است برای ایجاد جمله ثابت SQمولد  kmاز آنجا که 

.))(( )( 12
210

1   n

n

kk xaxaxaaxx 
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 در نتیجه :   

   111
21

1
0

1
10   nk

n

kkknk

n

kk xaxaxaxaxaxaxa )()(   

 بنابراین 

                                

 





















 

.
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1
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11
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1
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n
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n

kkk

a

aa

a

xaxaaxaaxa













                             

 

00 پس یک ایده آل ماکسیمال است ، و  حوزه صحیح  R نچو . 00a بنابراین       a از .

01 نتیجه می گیریم که به طور مشابه ، 01aمعادله دوم نتیجه می شود  a .   با ادامه این روند

010  n

n xaxaa  ،  که یک تناقض است . بنابراینSQ زیر مدولی سره می باشد .   

)(][  از آنجا که       11   xmx k،  لذا برای هرk   ،][ 1  xmQx k.  بنابراین

][][ 11   xmQxR،  که نشان می دهدSxR ][ 1 می دهیم نشان  . حال پوچ نیستSxR ][ 1  بعد

، یک اپی مورفیسم  1k، کافیست نشان دهیم برای هر این منظور برای   دوگان گلدی نامتناهی دارد.

SxR از ][ 1  به مجموع مستقیمk فرض کنیم  . اصفر موجود استمدول نF میدان کسرهای  انگرنمای

R  11باشد. یکه های متمایز u ، 2u3وuو وku از  راR انتخاب می کنیم . 

 ماتریس نتیجهدر  
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ddاکنون قرار می دهیم   معکوس پذیر است . ur :  کهkd 1.  برای هرkd ،S- مدولdN 

Rمدول ، زیر مدولی از  - Rرا که به عنوان
R

F
مدول تبدیل  -xR][تشکیل می دهیم و به  ، است )(

SxRمی توان نگاشتی از  عمل کند. drبا ضرب در  dNروی  xهمچنین فرض کنیم  .می کنیم  ][ 1 

SdNبه  iرا به  iax، هر تک جمله ای  0iو  Raرا که برای هر )(

dar
  می برد ، در نظر گرفت

SkSSSهمومورفیسم   -Sاستفاده از این نگاشت ها ، با  . NNNxR )()()(][:  21
1  

 ست.  پوشا کافیست نشان دهیم  بدست می آید.

iaعنصر    ازR
R

F
را در نظر می گیریم. کافیست یک نگاره برای  ، RUa)(یکة و  0iکه  )(

j  عنصری به شکل
k

j

i Na 


 
1

00 ),,,(  . برای این کار ابتدا بردار  پیدا کنیم 

       k

k
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: 

dj.  را در نظر می گیریم

ddv :  راdدر نظر می گیریم که  اُمین درایة ستون این بردار

)(RUd   وdj. 
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021قرار می دهیم     ||}||,,||,||{max: dn jjjjm  .  010فرض کنیم  mibbb  .  برای

kdهر  1قرار می دهیم ، : Rvb d

dm

dmi  

 :.  ادعا می کنیم ][ 1

0






  xRxb
kmi

j

j

j   یک

),,,(نگاره برای  00 ia  . برای اثبات این مطلب کافیست عنصر  استRb j   را بگونه ای بسازیم

   که در عبارت 

              















kd

da
rbrbb

i
kmi

dkmid 20

11
10

)(


 

 صدق کند.

miدر  فوق با ضرب کردن معادله 
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  خواهیم داشت  : 
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 : ول بندی معادلات به شکل ماتریسی به صورت زیر خواهد بودفرم
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  ▓                                                    .            صدق می کند مورد نظردقیقاًًًًً در شرط  jb که

 

بیان می   را b)( 94 -٢ -٢برهان قضیه   ، Rحلقه روی راست   با اضافه کردن شرط کامل        

لم اول گسترش چند  که ابتدا آنها را بیان می کنیم. نیاز داریمدو لم  به برای اثبات این قضیه . کنیم

چند از یک زیر مدول کوچک به مدول های دیگر و دومین لم خاصیت  ،جمله ای های معکوس پذیر

 جمله ای های معکوس پذیر را بررسی می کند.

 

RRیک حلقه کامل راست باشد و  Rفرض کنیم   :  89 -8 -2 لم MN   در این صورت .

RSR MN  اگر و تنها اگر ،SSS xMxN ][][ 11   . 

RR  ، آنگاه می توان زیر مدول کوچک نباشدRMدر  RNاگر  :   اثبات ML   را طوری پیدا نمود

RRR  که NLM به این ترتیب .SxN ][ 1 عنوان   بهS-  در  مدولSxM ][ 1، نیست  کوچک . 

SSفرض کنیم ، برعکس       xMQ ][ 1 بطوریکه    وجود داشته باشد ][][ 11   xMxNQ S . 
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، نتیجه می شود     یک حلقه کامل راست است R کهآنجا ، از  مدول -Rبه عنوان  Qبا در نظر گرفتن 

RQ   شامل یک زیر مدول ماکسیمال مانندRR xMP ][ 1 بنابراین . است :      

                                                                                           RR xNPxM ][][ 11  . 

RR  اما PxN  ][ RR :  غیر این صورت خواهیم داشت زیرا در، 1 xMP ][ 1، که یک تناقض است . 

PxNnxبنابراین می توان تک جمله ای k   ][ قرار می دهیم  پیدا نمود. Nnو kکه را 1

RR

k

k MPmxMmP   }|{:. 

Rr ،Prmxو هر  kPmاست ؛ زیرا برای هر RMزیر مدول از  -Rیک  kPاولاً  kk  )(  ،پس    

Pmrx k   . بنابراینkPrm . 

MPkثانیاً    یاkP  یک زیر مدول ماکسیمالRM است. برای اثبات این مطلب فرض کنیمk  ایی

MPkموجود باشد که  . نشان می دهیمkP  زیر مدول ماکسیمال از یکRM .فرض کنیم  است

RM  مدولی باشد که  RRk MMP   فرض کنیم .kR PMm  . بنا به تعریفkP ،

R

k Pxm   اما از آنجا که .RP یک زیر مدول ماکسیمال ازRxM ][ 1خواهیم داشت  است ، :

R

k RxmPxM  ][ MMکافیست نشان دهیم   .1   فرض کنیم .Mm .  در نتیجه Rr 

rxmpmxبطوریکه  ندموجود Pp و kk    ،و لذا Pxrmmp kk   ))(( .  بنا به

MPrmmتعریف  k

k   )( ،و در نتیجه Mm .  بنابراین MM   وkP  یک زیر مدول

Pnx چون . استRMماکسیمال  k   ، لذا kPn آنجا که. از kPN  وkP  زیر مدول ماکسیمال

NPM ، خواهیم داشت :  است k .  اماMPk  ، بنابراینRN درRM به این  کوچک نیست و

  ▓                                                                                     اثبات کامل می شود.     ترتیب
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RSR ، 9٢ -8 -٢ در مثالتوجه :   Rm   ، اماSxm ][ 1  درSxR ][ 1 . بنابراین لم کوچک نیست 

این توجه  به یک شرط )محدودیت( روی حلقه نیاز است. در حالت کلی درست نمی باشد و 98 -8 -٢

 نیز به کار می رود.  94 -8 -٢ بعد از لم

 

 RM  مدول R یک حلقه کامل راست باشد . در این صورت R فرض کنیم   :  09 -8 -2 لم  

][پوچ است اگر وتنها اگر  1xM  . پوچ باشد 

RRRپوچ نباشد ، آنگاه زیر مدول های  RMاگر اثبات :   MLK ,  موجودند بطوریکه

MLK  . در این صورت][][][ 111   xLxKxM  ،نشان می دهد  که][ 1xM  به عنوان

S- پوچ نیست.  مدول 

 : بعد لم را در حالت کلی اثبات می کنیم برای اثبات عکس ، حالت خاصی را بیان می کنیم و    

][آنگاه ، ساده و پوچ باشد RMنشان می دهیم اگر حالت خاص :       1xM  پوچ است. در این

 لزوماً کامل راست نیست. Rحالت حلقه 

ثابت می کنیم. کافیست نشان دهیم برای هر  R دلخواه روی حلقه RMقضیه را برای مدول      

SS xMQ ][ 1  ،k   بطوریکه هر عنصر موجود است SQ  از درجه حداکثرk .می باشد 

ه ایهای معکوس پذیر از شامل چند جمل SQ)فرض خلف ( برای نشان دادن این مطلب فرض کنیم      

شامل هر تک جمله ای از درجه  SQنشان می دهیم که  kبا استقرا روی   بزرگ باشد.بسیار  درجه ای

k  است ، که ایجاب می کند][ 1 xMQ  ،0 فرض کنیم   . یک تناقض است و اینk  .  چند جمله

lxmجمله پیشرو   Mm0هر و l هر را انتخاب نموده و برای Qqای معکوس    را در نظر

Qqxm نتیجه. در  می گیریم l   . پس  MMQ  0 چونو  ؛ RM لذا ،  ساده است 
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MMQ .   فرض کنیمk  دلخواه باشد. چند جمله ایQq  را از درجه حداقلk  در نظر

klهر برای  می گیریم .  هر وMm0  جمله پیشروlxm   را در نظر می گیریم. در این صورت 

Qqx kl   جمله پیشرو  kxm  با استقرا روی جملات از درجه پایین تر در دارد .Q می شود، نتیجه    

Qxm k  .  چون)(RAut  وRM لذا  ، ساده استQxM k   در نتیجه استقرا کامل می .

 حالت خاص ثابت می گردد. به این ترتیب شود و

SSپوچ باشد و زیر مدول های  RMفرض کنیم  اثبات در حالت کلی :     xMQ ][ 1وSQ 

SSSموجود باشند بطوریکه  xMQQ ][ 1 به کامل راست بودن حلقه . با توجهR  زیر مدول ،

RSRلذا  ، پوچ است RMچون  را در نظر می گیریم. RMاز  RLماکسیمال  ML   با استفاده از لم .

نتیجه می شود   89 -8 -٢
SSS xMxL ][][ 11   بنابراین .SS QxL  ][ SSو  1 QxL  ][ 1  

SxMاز   سره دو زیر مدول ][ 1 هستند که مجموعشان SxM ][ 1 زیرا  اگر  است ،

][][ 11   xMQxL SS ][][ 11   xMQxL SS  با توجه به کوچک بودن][ 1xL  خواهیم

][ : داشت 1 xMQ S  ][ 1 xMQ S ،از کوچک بودن  . است   تناقض  یک که][ 1xL  در

SxM ][ 1  اً شامل اکیدنتیجه می شود که هر دو مدول ظاهر شده بایدSxL ][ 1  . بنابراین باشند

S صویر این دو مدول در ت

S

x
L

M

xL

xM
][)(

][

][ 1
1

1














، که مجموعشان برابر  ناصفر و سره است  

][)( 1x
L

M  .چون استL لذا  ، ماکسیمال استR
L

M
ساده می باشد. بنا به حالت خاص ،  )(

Sx
L

M
][)( 1 اثبات کامل می شود.  . بنابراین فرض خلف باطل و قض استیک تنا ، کهپوچ است   ▓                                                                                                                                                                   

                                                                                                                          

 ثابت نمود . می توان قضیه زیر را،  94 -8 -٢  و 98 -8 -٢ اکنون با استفاده از لم های      
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];[امل راست باشد و یک حلقه ک Rفرض کنیم   b)(: 90  -2 -2 قضیه xRS  در این .

)][()(، RMصورت برای هر مدول  RS MCorankxMCorank 1 . 

 ابتدا فرض کنیم   برهان :   nMCorank R 9 -8 -٢ . بنا به گزاره ،R-  مدول های پوچ

iو اپی مورفیسم  nHوو1H،2Hناصفر

n

i

R HM 



1

: که وجود دارند RSR MKer )(  .  با

Siاپی مورفیسم      - ، Sاستفاده از

n

i

S

n

i

iS xHxHxM ][][][: 1

1

1

1

1 









 







 ا ضابطة ب

  jj xmxm    بدست می آید. به سادگی می توان نشان داد که])[( 1 xKerKer   چون .  

RS MKer  89 -8 -٢ لم هب ، لذا بنا ،      SSS xMxKerKer ][][ 11    بنا به .

    خواهیم داشت :  ، 7 -8 -٢ گزاره b)(قسمت

                                    .
















 






 Si

n

i

SS xHCorank
Ker

xM
CorankxMCorank 1

1

1
1


  

i  ،Siبرای هر  چون xH ][ 1 با استفاده از ، پوچ است )(c خواهیم داشت :  ، 7 -8 -٢ گزاره     

                         .nxHCorankxHCorankxMCorank
S

n

i

iSi

n

i

S 







 









1

11

1

1  

 اثبات کامل می شود .  ،  گلدی متناهی داشته باشد  دوگان  بعد  RM که   التیح  در این ترتیب   به

حال اگر       RMCorank  ، 1برای هر  آنگاهk  ،R-  1زیر مدول های نا صفرN ،2N،  و

kN  اپی مورفیسمو k  به شکلi

k

i

Rk NM 



1

: برای هر .  موجود استk ،k  اپی مورفیسم  

Si

k

i

S xNxM ][][: 1

1

1 





   بنابراین.  القا می کند را   )][( SxMCorank 1.                ▓ 
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 فارسی به انگلیسینامه ه واژ  
 

 
 ideal                                                                                          ایده آل

                                                                                   essential -            اساسی -         

    principal -                                                            اصلی -         

                                                                                        right -راست -         

 maximal -                                                             ل  ماکسیما -         

                                                             singular -  منفرد -         

                                                          uniform -   یکنواخت -         

   canonical epimorphism                                                              بروریختی کانونی

 dimension                                                                                     بعد

 dual Goldie -                                                    دوگان گلدی -      

                                                                                       Goldie - گلدی -      

                                                                                                        annihilator  پوچساز

 nilpotency                                                                                   پوچی

 monic polynomial                                                        چند جمله ای تکین

 direct sum                                                                     حاصلجمع مستقیم

 ring                                                                                         حلقه

 Artinian-                                                            آرتینی -        

                                                                                division -تقسیم -        
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                                            skew polynomial - ی اریبچند جمله ایها -       

                                                                   right  perfect -کامل راست -       

                                            right quotients -کسرهای راست -       

                          right finite dimensional -متناهی البعد راست -       

                                                     Discrete  Valuation - مقدار گسسته -       

                                                                                     local - موضعی -       

                                                                            semiprime -نیم اول -       

                                                                                                   Automorphism  خودریختی

                                                                                                 Endomorphism  درونریختی

                                                                         exact sequencesدنباله دقیق

                                                                                                   prime radical رادیکال اول

                                                                                                               subring زیر حلقه

                                                                                                          submodule زیر مدول

                                                                                        leading coefficient ضریب پیشرو

                                                                                               regular elementعنصر منظم

  Chinese  Remainder  Theorem                                            قضیه باقیمانده چینی

  Hilbert Basis Theorem                                                                     ای هیلبرتقضیه پایه 

 Weak  Chinese  Remainder  Theorem                          ضعیف باقیمانده چینی قضیه

                                                                                                                    moduleمدول

                                                                                     hollow -پوچ -

                                                                                  small -کوچک -
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                                                                                              zero divisors فرمقسوم علیه ص

                                                                                                                    imbedنشاندن
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 واژه نامه انگلیسی به فارسی  

               

  annihilator                                                                                                                  پوچساز 

 ring Artinian                                                                                                        حلقه آرتینی 

 Automorphism                                                                                                        خودریختی

 canonical epimorphism                                                               بروریختی کانونی

 Chinese Remainder Theorem                                                  قضیه باقیمانده چینی

 direct sum                                                                            حاصلجمع مستقیم

             Ring                                     Discrete Valuation                      حلقه مقدار گسسته

   division ring                                                                               حلقه تقسیم

                                                                                  dual Goldie dimension بعد دوگان گلدی

                                                                                                     Endomorphism  درونریختی

 

 essential ideal                                                                          اساسی  ایده آل
   

                                                                             exact sequencesدنباله دقیق

                                                                                                   Goldie dimension  بعد گلدی

 Hilbert Basis Theorem                                                                          قضیه پایه ای هیلبرت

                                                                                                       hollow module مدول پوچ

                                                                                                                         imbedنشاندن

                                                                                             leading coefficient ضریب پیشرو 

 ring   local                                                                                  موضعی حلقه
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                                                                                    maximal ideal   ایده آل ماکسیمال 

       monic polynomial                                                            چند جمله ای تکین

 nilpotency                                                                                          پوچی

                                                                                                        prime radical اول رادیکال

 ideal   principal                                                                                       اصلی آل ایده

                                                                                                    regular elementمنظم عنصر

                                         right finite dimensional ring راست بعدال متناهی حلقه

 ideal                                                                                                          right راست آل ایده

 right  perfect  ring                                                                              کامل راست حلقه

 ring  right quotients                                                                      راست کسرهای حلقه

                                                                                                  semiprime ring نیم اول حلقه

                                                                              singular ideal   منفرد آل ایده

                                                                skew polynomial ring  چند جمله ایهای اریب حلقه

                                                                                                   small module کوچکمدول 

                                                                                                             submodule زیر مدول

                                                                                                                 subring زیر حلقه

                                                                          uniform ideal    یکنواخت ایده آل

 Weak  Chinese  Remainder  Theorem                             قضیه ضعیف باقیمانده چینی

                                                                                              zero divisors فرمقسوم علیه ص
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Abstract 
 

 

  A rings R  is right dimensional if it contains no infinite direct sum of nonzero right 

ideals.  

   In chapter 1 of this thesis , we prove that polynomial rings over finite dimensional rings 

are finite dimensional rings. 

    In chapter 2, we study the behavior of in uniform ( or Goldie ) dimension and the co – 

uniform ( or dual Goldie ) dimension of a module under various polynomial extensions. 

For a ring automorphism )(RAut  and a  - derivation   on R , we use the notion of  

a ),(  - compatible module RM  to extend earlier results on the uniform and co – 

uniform dimensions to polynomial modules ][xM , ][ 1xM , ],[ 1xxM  over skew 

extension rings ],;[: xRS  . 

   Also we prove that the uniform dimension of module RM  , ],[ 1xxM , and 
 nx

xM ][
 are 

equal. 

     If R  is a commutative ring , then .)],[()][(
],[][ 1

1



xxRxR xxRCorankxRCorank  

    Note that this results from this  papers: 

  

3- Co-uniform dimension over skew polynomial rings, Communications in Algebra , 

33 (2005) , p. 1195-1204. 

4- Polynomial rings over finite dimensional rings , Robert C .Shock , pacific Journal 

of mathematics vol.42, No.1,1972. 

 

 

Keywords : ),(  - compatible , uniform dimension (u.dim) , co – uniform dimension 

(corank) , skew polynomial ring. 
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