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اਙঀی!
منگار خود مرحمت و الطاف جز ما های جان بر و مکار محبت تخم جز ما های دل در

گير دست را ما لطف، به . مبار خود رحمت باران جز ما های کشت بر

مگذار١ ما به را ما و بردار راه از ها حجاب الهی ، دار پای کرم به و

انصاري عبداله خواجه از ١مناجاتی



ث

චاری... ণپاس໋�
ستایشگر او از پس راه این در گردم. موفق نهادم قدم راهی در تا داد یاری مرا که را خدای بیکران سپاس
فتحعلی جعفر دکتر آقای جناب گرانقدر راهنمای استادان جمله آن از شدند، رهنما مرا که هستم کسانی
ارزنده دریغ، بی کمک�های با که خدامی علیرضا دکتر آقای مشاور استاد و غزنوی مهرداد دکتر آقای و
که خانواده�ام از همچنین بوده�اند. نامه پایان اتمام و انجام در اینجانب راهگشای همواره خود عالمانه و
درسی نامه پایان نیز و تحصیلی مطلوب،مراتب محیطی در توانستم که بود آنها جانبه همه حمایت�های با
به نسبت من بی�پایان سپاس نمایانگر جملات این که باشد می�نمایم. سپاسگزاری برسانم، اتمام به را
مدت این در که عزیزانی و دوستان همه�ی از فراوان تشکر با پایان در و آید. شمار به آنان بی�دریغ محبت

بود. امیدم سرمایه�ی وجودشان
سرایی سوخت سمیرا و بختیاری خانم�ها:نجمه جمله از

خواندن از پس که بنویسیم و بخوانیم چیز�هایی و بنویسیم اینها از بیش بدانیم، اینها از بیشتر روزی تا باشد
شده�ایم. انسان�تر که شود بیدار ما در حس این آن�ها نوشتن و

اධ඿ری ੀय़ناز
৘඼ෙ७ور۱۳۹۴
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چൊیده
را چندهدفه بهینه�سازی و برداری بهینه�سازی به مربوط اصلی قضایای و تعاریف ابتدا پایان�نامه این در
کارایی جفرین، مفهوم به سره کارایی معرفی به سره کارای جواب�های اهمیت به توجه با می�کنیم، معرفی
ارایه هدفه چند مساله حل برای روش چند و می�پردایم هنیگ مفهوم به سره کارایی و بنسن مفهوم به سره

می�دهیم.
ایفا ندارد وجود دقیقی جواب زمانی�که بردای بهینه�سازی در را مهمی نقش تقریبی جواب�های مفهوم
بر و می�کنیم بیان فوقانی جامع مجموعه� پایه بر را E-کارایی نام به تقریبی کارایی بنابراین می�کنند،
،φq,E نگاشت توسط E-کارایی شامل E-کارایی از مختلفی انواع یافته بهبود مجموعه�های خواص پایه

می�کنیم. بررسی را آن�ها ویژگی�های و ارایه ∆−K نگاشت توسط E-کارایی و بنسن سره E-کارایی
زیر شبه مفهوم و بیان را نگاشت�ها این توسط بهینه�سازی مجموعه-مقدار نگاشت�های تعریف با ادامه در
قضیایایی و می�کنیم معرفی یافته بهبود مجموعه�های توسط مجموعه-مقدار نگاشت�های برای را تحدب
بنسون سره E-کارایی لاگرانژ ضرایب قضایای سپس می�دهیم. ارایه محدب زیر E-شبه فرض تحت را
قضایای و بررسی برداری بهینه�سازی برای را ضعیف E-بهینه جواب روند همین با و می�کنیم بیان را
معرفی با انتها در می�کنیم. بررسی را لاگرانژ ضریب قضیه و اسکالرسازی قضیه شامل آن به مربوط
بررسی به ضعیف E-دوگانی مفهوم و مقدار مجموعه لاگرانژ نگاشت�های برای ضعیف E-زینی نقاط

می�پردازیم. مفاهیم این به مربوط قضایای و ویژگی�ها
بهینه نقاط E-کارایی، مقدار، نگاشت-مجموعه بهبودیافته، مجموعه برداری، بهینه�سازی کلیدی: کلمات
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٢ اولیه قضایای و تعاریف .١

پیشگفتار ١.١

سال�های طی می�کنند. بازی تصمیم، مسایل همه در را مهمی نقش برداری سازی بهینه روش�های و نظریه
در را مفیدی نقش کارا جواب مفهوم است. شده انجام برداری بهینه�سازی حوزه در زیادی مطالعات اخیر
غیر نقاط برخی شامل کارا جواب مجموعه اوقات گاهی اما می�کند. ایفا برداری بهینه�سازی مسایل تحلیل
مجموعه کردن محدود برای سره کارای مفاهیم برخی بنابراین دارد. نامطلوب نتایجی لذا و است معمول
سره کارایی شامل کلاسیک، سره کارایی مفهوم از مختلفی انواع تاکنون است. شده پیشنهاد کارا جواب

است. شده معرفی [٣۴] هینگ٣ سره کارایی ،[۴] بروین٢ سره کارایی ، [٢] بنسون١
بنسون سره کارایی ویژگی�های نویسندگان برخی یافته، تعمیم تحدب مناسب شرایط تحت خاص، طور به
مسایل وقتی کردند. مطالعه دوگان و زینی نقاط معیار لاگرانژ، ضرایب قضایای اسکالرسازی، کمک با را
بار نخستین می�کند. بازی را مهمی نقش تقریبی جواب مفهوم ندارند، دقیقی جواب�های سازی بهینه
مفاهیم برخی اخیر، سال�های در .[۴٢] کرد مطرح را جوابϵ-کارا نام به تقریبی جواب مفهوم کوتاتلاتزه۴

است. شده مطالعه برداری سازی بهینه در کاربردهایش و تقریبی کارایی

مجموعه� پایه بر را E-کارایی نام به تقریبی کارایی از جدیدی مفهوم [٨] همکاران و چیکو۵ اخیراً
بهینه�سازی در را بهینه تقریباً نقاط و بهینه نقاط مفاهیم E-کارایی کردند. مطرح را فوقانی۶ جامع
نتایج برخی و جفرین سره ϵ-کارایی مفهوم لیو٧ می�سازد. یکسان تقریبی تعادل و پارتو تعادل اسکالر،
بنسون سره کارایی کمک با را سره ϵ-کارایی مفهوم ما٩ و رانگ٨ . [۴٨] آورد دست به را سازی اسکالر
و نقطه-زینی ϵ لاگرانژ، ϵ-ضرایب قضایای برخی اسکالرسازی، به راجع قضایای و [۵۵] کردند مطرح
بهینه�سازی مسایل برای تقریبی سره کارایی نوعی [٢٢] همکاران و ژائو١٠ دادند. ارائه را ϵ-سره دوگانی
سره کارایی اما آوردند. دست به را سازی اسکالر وسیله به کافی و لازم شرایطی و کردند مطرح را برداری
و گاتیرز١١ دهد. نمی نتیجه را تقریبی کارایی لزوماً مثال برای دارد. نامطلوب ویژگی�های برخی تقریبی
نوع این از زینی نقاط و اسکالرسازی و کردند معرفی را تقریبی تحدب زیر ,C)-شبه ϵ) [٢٧] همکاران

کردند. مطرح را
معرفی را چندهدفه بهینه�سازی و برداری بهینه�سازی به مربوط اصلی قضایای و تعاریف فصل این در
تعاریف این برای که است ذکر قابل می�گیرند. قرار استفاده مورد بعد فصل�های در مقدمات این می�کنیم.

١Benson
٢Borwein
٣Henig
۴Kutateladze
۵Chicco
۶Upper comprehensive set
٧Liu
٨Rong
٩Ma

١٠Goe
١١Gutierrez



٣ چندهدفه بهینه�سازی .٢.١

است. شده استفاده [٢٣ ،٢٧ ،٢٢ ،۵۵ ،۴٨ ،٨ ،۴٢ ،٣۴ ،۴ ،٢] مراجع از قضایا و

چندهدفه بهینه�سازی ٢.١

می�شود: بیان زیر صورت به کلی حالت در هدفه چند بهینه�سازی مساله یک
MOP min f(x) = (f١(x), f٢(x), ..., fm(x))

s.t. x ∈ X ⊆ Rn
(١.١)

fi : Rn → R هم�چنین، است. تصمیم متغیرهای بردار x = (x١, · · · , xn)
T آن در که

به هدف توابع همه که است مفهوم این به min لغت است. هدف تابع m دهنده نشان i = ١, · · · ,m
زیرا گیریم، می نظر در را سازی مینیمم مسایل فقط اینجا در که شود توجه می�شوند. مینیمم هم�زمان طور
حالت در کرد. تبدیل مینیمم�سازی مسایل به را ماکسیمم�سازی مسایل می�توان قرینه گرفتن نظر در با
چندهدفه بهینه�سازی در می�شود. تبدیل تک�هدفه بهینه�سازی مساله یک به MOP مساله ،m = ١

.m ≥ ٢ که می�کنیم فرض همواره
یا معیار١٢ فضای در شدنی مجموعه آن به و می�دهیم نمایش Y = f(X) با را X شدنی ناحیه تصویر

می�کنیم. معرفی را می�شوند استفاده رساله در که اولیه مفهوم چند ابتدا می�گوییم. تصویر١٣ فضای

فاصله تابع و می�شود تعریف ∥ x ∥٢=
(∑n

i=١ x
٢
i

)١
٢ صورت به x ∈ Rn بردار یک اقلیدسی١۴ نرم

می�کنیم. تعریف dist(x̂, S) = inf
x∈S

∥ x̂− x ∥٢ صورت به را S مجموعه یک و x̂ نقطه اقلیدسی
داریم: را زیر نمادهای Rp در y٢ و y١ هر برای

y١ < y٢ ⇔ y١
k < y٢

k k = ١, · · · , p,

y١ ≦ y٢ ⇔ y١
k ≤ y٢

k k = ١, · · · , p,

y١ ≤ y٢ ⇔ y١
k ≦ y٢

k; y
١ ̸= y٢.

شوند. می داده نمایش زیر صورت به Rp زیرمجموعه�های
Rp

> := {y ∈ Rp : y > ٠}

Rp
≧ := {y ∈ Rp : y ≧ ٠}

Rp
≥ := {y ∈ Rp : y ≥ ٠} = Rp

≧ − {٠}

هستند. آن نامنفی مولفه�های Rn
≥ که می�دهد نشان را nبعدی اقلیدسی فضای Rn

مجموعه�های زیر از τ گردایه صورت این در باشد. ناتهی مجموعه یک X کنید فرض .١.٢.١ تعریف
اگر: نامند می X روی بر توپولوژی یک را X
باشد. (∅) تهی و Xمجموعه شامل τ الف)

١٢Criterion space
١٣Image space
١۴Euclidean norm



۴ اولیه قضایای و تعاریف .١

..
c

.
b
.

a

توپولوژی :١.١ شکل

باشد. آن در موجود های مجموعه از متناهی) نا یا (متناهی تعداد هر اجتماع شامل τ ب)
باشد. متعلق τ به τ اعضای از متناهی تعداد هر اشتراک پ)

می�شود. نامیده توپولوژیک فضای (X, τ) زوج آن�گاه باشد، X روی توپولوژی یک τ اگر

دهنده نمایش ١.١ شکل باشد، X = {a, b, c} عضوی سه مجموعه X کنید فرض .٢.٢.١ مثال
.{b, c} و {b} ،{a, b} ،∅ ،X از �اند عبارت باز مجموعه�های آن در که است توپولوژی

متمایز نقطه جفت هر برای اگر می�شود نامیده هاسدورف١۵ X توپولوژیک فضای .٣.٢.١ تعریف
یعنی باشند. مجزا V و U به�طوری�که باشند داشته وجود y از V و x از U های همسایگی ،x, y ∈ X

.U ∩ V = ∅

هستند. هاسدورف متریک فضاهای تمام مثال عنوان به .۴.٢.١ مثال

X این��صورت در باشد. τ توپولوژی با همراه بردای فضای یک (X, τ) کنید فرض .۵.٢.١ تعریف
نگاشت و باشند بسته X در تک�عضوی مجموعه�های هرگاه نامیم توپولوژیک برداری فضای یک را
ضابطه با . : R ×X → X نگاشت و (x, y) → x + yضابطه با شده تعریف + : X × X → X

باشند. پیوسته (α, x) → α.X

را X روی پیوسته خطی تابعک�های همه مجموعه آن�گاه باشد، توپولوژیک برداری فضای یک X اگر
نگاشت�های همه مجموعه X∗دیگر عبارت به می�دهند. نمایش X∗ با آن�را و گویند X توپولوژیکی دوگان

است. X فضای از پیوسته خطی
صورت به که نرم تعریف در مثلث نامساوی باشد. نرم�دار فضای یک (X, ∥.∥) کنید فرض

به را جمع عمل پیوستگی سادگی به می�شود، بیان x, y ∈ X هر برای ∥x + y∥ ≤ ∥x∥ + ∥y∥
که می�دهد نتیجه مثلث نامساوی آن�گاه yn → y و xn → x اگر حقیقت در داد. خواهد نتیجه ما
هر و α ∈ R هر برای ∥αx∥ = ∥α∥∥x∥ شرط همچنین است. پیوسته جمع لذا و xn + yn → x+ y

نرم�دار فضای هر که گفت می�توان رو این� از داد. خواهد نتیجه را اسکالر ضرب عمل پیوستگی x ∈ X

است. توپولوژیک برداری فضای یک

١۵Hausdorff



۵ چندهدفه بهینه�سازی .٢.١

کنیم: می تعریف زیر صورت به و داده نشان aff(A) با را A ⊆ Rn آفینی پوسته .۶.٢.١ تعریف

aff(A) = {
n∑

i=١

λia
i|λ١ + · · ·+ λn = ١, ai ∈ A, ∀i = ١, · · · , n}.

کنیم: می تعریف زیر صورت به و داده نشان conv(A) با را A ⊆ Rn محدب١۶ پوسته .٧.٢.١ تعریف

conv(A) = {
n∑

i=١

λia
i|λ١ + · · ·+ λn = ١, λi ≥ ٠ai ∈ A, ∀i = ١, · · · , n}.

باشد: زیر صورت به f(x) هرگاه گوییم، آفینی تابع را f(x) تابع .٨.٢.١ تعریف

f(x) = cTx+ d =
n∑

i=١

cixi + d = c١x١ + · · ·+ cnxn + d.

تعلق S مرز به که است S از نقاطی شامل X توپولوژیک فضای نقاط از S مجموعه��ی زیر درون١٧
از مجموعه�ای زیر S کنید فرض می�شود. نامیده S درونی نقطه باشد S درون در که نقطه�ای ندارند.
به که باشد داشته وجود x مرکز به بازی گوی اگر است S درونی نقطه x آنگاه باشد، اقلیدسی فضای
آنگاه باشد، X توپولوژیک فضای از مجموعه�ای زیر S اگر همچنین باشد. داشته قرار S در کامل طور

باشد. گرفته قرار S از باز مجموعه�ای زیر درون x اگر است S درونی نقطه x
دهیم. می نشان S◦ یا int(S) با آنرا که است، مجموعه آن درونی نقاط تمام مجموع مجموعه، یک درون

.int([٠, ١]) = (٠, ١) مثال طور به

می�شود. تعریف زیر شکل به نسبی١٨ درون A ⊆ Rn محدب مجموعه هر برای .٩.٢.١ تعریف
ri(A) := {a ∈ A|∃ε > ٠, Nε(a) ∩ aff(A) ⊆ A}.

١٩ بستار نقطه x آنگاه باشد، X توپولوژیک فضای از مجموعه�ای زیر S کنید فرض .١٠.٢.١ تعریف
می�دهیم. نشان cl(S) با را S بستار شود. شامل را S از نقطه�ای x از همسایگی هر اگر است S

.cl((٠, ١)) = [٠, ١] مثال عنوان به

که است نقاطی مجموعه ،X توپولوژیک فضای از S زیرمجموعه��ی کران٢٠ یا مرز .١١.٢.١ تعریف
درون به که S بستار در نقاطی مجموعه واقع در شد. نزدیک آنها به S بیرون از هم و درون از هم می�توان

ندارند. تعلق S
دهیم. می نمایش δ(S) یا bd(S) با را S مجموعه مرز

.bd(٠, ۵) = bd[٠, ۵) = bd(٠, ۵] = bd[٠, ۵] = {٠, ۵} مثال: عنوان به

١۶Convex hull
١٧Interior
١٨Relative interior
١٩Closure
٢٠Boundary



۶ اولیه قضایای و تعاریف .١

داریم: را زیر روابط S مجموعه برای
bd(S) = cl(S) \ int(S) الف)
cl(S) = int(S) ∪ bd(S)(ب

C در نیز (١ − λ)x + λy ،[٠, ١] بازه در λ هر برای و C در y و x هر برای اگر .١٢.٢.١ تعریف
می�شود. نامیده توپولوژیک برداری فضای در محدب مجموعه�ای C آن�گاه باشد.

α ≥ ٠ هر و x ∈ D هر برای هرگاه می�شود نامیده مخروط یک Rn از D زیرمجموعه .١٣.٢.١ تعریف
است. محدب مجموعه�ای D گاه هر است محدب D مخروط بعلاوه .αx ∈ D باشیم داشته

x ̸= ٠ و x ∈ K اگر دیگر عبارت به ،K ∩ (−K) = {٠} اگر می�شود نامیده نوک�دار٢١ K مخروط
.−x ̸∈ K آنگاه

می�دهیم. نمایش cone(A) = {λa|λ ≥ ٠, a ∈ A} ، با را A مجموعه به�وسیله شده تولید مخروط
.int(D) ̸= ∅ گاه هر گویند توپر٢٢ را D مخروط

Z و Y در ناتهی درون نقاط با مثبت بسته محدب نوک�دار مخروط�های ترتیب به P و Kکنید فرض
داریم x, y ∈ Y هر برای آنگاه باشند.

x ≦K y ⇔ y − x ∈ K

حداقل به خروجی هر آن در که است تابعی مجموعه-مقدار٢۴ تابع یا ارز٢٣ چند تابع .١۴.٢.١ تعریف
فرد به منحصر خروجی یک به فقط و فقط ورودی هر تابع در عادی حالت در است. وابسته ورودی یک

ندارند. وارون تابع ارز چند توابع است. وابسته
مجموعه ۴ عدد دوم درجه ریشه�های دارد. دوم) (درجه مربع ریشه دو صفر از بزرگتر عدد هر مثال طور به

است. {−٢, ٢}

با محدب مخروطی C ⊂ Y و محدب مجموعه�ای A ⊂ X کنید فرض [۴٧] .١۵.٢.١ تعریف
می گفته A روی C-محدب ،F : A −→ ٢Y مجموعه-مقدار تابع این��صورت در باشد، intC ̸= ∅

باشیم: داشته λ ∈ [٠, هر[١ برای و x١, x٢ ∈ A به�ازای�هر اگر شود

λF (x١) + (١ − λ)F (x٢) ⊂ F (λx١ + (١ − λ)x٢) + C.

اگر می�شود نامیده A روی C-شبه�محدب ،F مجموعه-مقدار تابع .١۶.٢.١ تعریف
باشیم: داشته λ ∈ (٠, ١) و هر به�ازای x١, x٢ ∈ A

λF (x١) + (١ − λ)F (x٢) ⊂ F (A) + C.

٢١Pointed
٢٢Solid
٢٣Multivalued function
٢۴Set-valued function



٧ چندهدفه بهینه�سازی .٢.١

intC در θ اگر می�شود نامیده A روی C-شبه�زیرمحدب ،F مجموعه-مقدار تابع .١٧.٢.١ تعریف
باشیم: داشته ϵ > هر٠ برای و λ ∈ (٠, ١) ،x١, x٢ ∈ Aهر به�ازای به�طوری�که باشد داشته وجود

ϵθ + λF (x١) + (١ − λ)F (x٢) ⊂ F (A) + C.

باشد. محدب F (X) + intC اگر وتنها اگر است، C-شبه�زیرمحدب ،X روی F .[۴۶] .١٨.٢.١ لم

باشد. محدب F (X) + C اگر وتنها اگر است، C-شبه�محدب ،X روی F .[۴۶] .١٩.٢.١ لم

داریم: را زیر رابطه F نگاشت برای بالا تعاریف از

−محدب C =⇒ محدب −شبه C =⇒ محدب زیر −شبه C

نیست: برقرار بالا رابطه عکس که می�دهد نشان زیر مثال�های

و Y = R٢ ،X = {(x١, x٢) ∈ R٢|x١ ≥ ٠, x٢ ≥ ٠, x١ + x٢ ≥ ١} کنید فرض .٢٠.٢.١ مثال
تعریف زیر صورت به را F : X −→ ٢Y نگاشت .C = R٢

≥ = {(x١, x٢) ∈ R٢|x١ ≥ ٠, x٢ ≥ ٠}
می�کنیم.

F (x١, x٢) = {(x١, x٢), (١, ٠), (١, ٠)}

نیست. محدب مجموعه�ای F (X) + C اما است، محدب مجموعه�ای F (X) + intC که دید می�توان
نیست. C-شبه�محدب اما است C-شبه��زیرمحدب ،X روی F بنابراین،

نگاشت .C = R٢
≥ و Y = R٢ ،X = {(x١, x٢) ∈ R٢|x١ + x٢ = ١} کنید فرض .٢١.٢.١ مثال

F (X)+C چون آن�گاه می�کنیم، تعریف F (x١, x٢) = {(x١, x٢), (
١
٢ ,

١
٢)} شکل به را F : X −→ ٢Y

نیست. C-محدب اما است، C-شبه�محدب ،X روی F است، محدب مجموعه

پیشنهاد حقیقی محدب موضعاً هاسدورف توپولوژیک برداری فضای در را مفاهیم برخی ادامه، در
می�کنیم.

می�شود تعریف زیر صورت به A ⊆ Y زیرمجموعه مثبت دوگان مخروط .٢٢.٢.١ تعریف
A+ = {µ ∈ Y ∗|∀⟨y, µ⟩ ≥ ٠, y ∈ A}.

داریم آنگاه A = RP
> باشیم داشته اگر

A+ = {µ ∈ Y ∗|∀⟨µ, y⟩ ≥ ٠, y ∈ RP
>} = {Rp

≥}

می�شود. بیان زیر صورت به نیز A+ درون شبه همچنین،

A+i = {µ ∈ Y ∗|∀⟨y, µ⟩ > ٠, y ∈ A \ {٠}}.

نشان y در را µ (µ, y داخلی (ضرب خطی تابعک مقدار ⟨y, µ⟩ و Y توپولوژیک دوگان فضای Y ∗ که
می�دهد.



٨ اولیه قضایای و تعاریف .١

به Y روی جزئی٢۶ ترتیب یک می�شود، نامیده ترتیبی٢۵ مخروط که ،D ⊆ Y محدب مخروط هر
می��کند. تعریف زیر صورت

صورت: این در . Y ١, Y ٢ ∈ Y کنیم فرض
Y ١ ≦D Y ٢ ⇐⇒ Y ٢ − Y ١ ∈ D.

می�گیرند: قرار استفاده مورد زیر نمادگذاری�های همچنین
Y ١ ≤D Y ٢ ⇐⇒ Y ٢ − Y ١ ∈ D \ {٠} ⇐⇒ Y ١ ≦D Y ٢, Y ١ ̸= Y ٢

صورت به طبیعی ترتیب با را ترتیبی مخروط اگر
مفهوم این به Y ١ ≦D Y ٢ آن�گاه می�کنیم، تعریف D = Rm

≧ = {x ∈ Rm|∀xi ≥ ٠, i = ١, · · · ,m}
جای به رساله این در کنیم. تعریف نیز را Rm

> و Rm
≥ می�توانیم ترتیب، همین به .y١

i ≤ y٢
i که است

می�کنیم. استفاده Y ١ ≦ Y ٢, ∀i = ١, · · · ,m نماد از Y ١ ≦Rm
≧
Y ٢

نوک�دار می�شود تعریف جزئی ترتیب آن از استفاده با محدبDکه مخروط که فرضمی�کنیم ادامه، در
شود. ذکر آن خلاف این�که مگر است،

داریم. زیر صورت به تعریفی چندهدفه، بهینه�سازی به �هدفه تک بهینه�سازی تعریف توسیع برای

(١.١) هدفه چند بهینه�سازی مسأله برای کامل٢٧ بهینه جواب یک را x̂ ∈ X بردار .٢٣.٢.١ تعریف
.f(x̂) ≦D f(x) باشیم داشته x ∈ X هر برای هرگاه گوییم D ترتیبی مخروط به نسبت

هم�زمان طور به که کامل بهینه جواب کردن پیدا هدف، توابع بودن متناقض علت به کلی، حالت در
می�توان ترتیبی مخروط از استفاده با حال، هر به است. ممکن غیر کند مینیمم را هدف توابع همه
از دیگر یکی حداقل این�که مگر یابند، بهبود نتوانند مؤلفه�هایشان از یک هیچ که کرد پیدا هدفی بردارهای
کارا٢٨ نقاط جواب�ها، این به شد. مطرح پارتو توسط بار اولین برای مفهوم این شود. بدتر مؤلفه�هایشان

می�شوند. تعریف زیر صورت به که گوییم

سازی بهینه مسأله برای ( مغلوب٣٠ غیر (مطلوب٢٩، کارا جواب یک را x̂ ∈ X بردار .٢۴.٢.١ تعریف
موجود f(x) ≤D f(x̂) با x ∈ X بردار هیچ هرگاه گویند، D ترتیبی مخروط به نسبت (١.١) چندهدفه

معادل طور به یا نباشد،
(f(x̂)−D \ {٠}) ∩ f(X ) = ∅.

D مخروط به نسبت کارا جواب�های همه مجموعه .(f(x̂)−D) ∩ f(X ) = {f(x̂)} دیگر عبارت به
می�دهیم. نمایش XE یا XE(D) با را

می�کنیم: تعریف زیر صورت به و می�نامیم مغلوب٣١ غیر مجموعه را کارا جواب�های مجموعه تصویر
YN(D) := {f(x)|x ∈ XE}.

٢۵Ordering cone
٢۶Partial order
٢٧Complete optimal solution
٢٨Efficient
٢٩Non-inferior
٣٠Non-dominated
٣١Non-dominated set



٩ چندهدفه بهینه�سازی .٢.١

YN(C) و YN(R٢
≧٠) مغلوب غیر جواب�های مجموعه :٢.١ شکل

بهینه جواب�های کارا، جواب�های به آن�گاه باشد، D = Rm
≧ اگر بالا، تعریف در .٢۵.٢.١ ملاحظه

می�گویند. نیز پارتو٣٢
نشان C ⊆ R٢ دلخواه مخروط یک و D = R٢

≧ مخروط به نسبت غیرمغلوب مجموعه ٢.١ شکل در
زیر C مخروط به نسبت غیرمغلوب جواب�های مجموعه می�شود، مشاهده که همان�گونه است. شده داده
همواره رابطه این .D ⊆ C زیرا است D = R٢

≧ مخروط به نسبت غیرمغلوب مجموعه از مجموعه�ای
دارد. اشاره آن به زیر قضیه که است برقرار

صورت، این در .D٢ ⊆ D١ که باشند دلخواه مخروط دو D٢ و D١ کنید فرض .[٢٣] .٢۶.٢.١ قضیه

XE(D١) ⊆ XE(D٢).

از ضعیف�تر تعریفی که می�شود استفاده گسترده طور به نیز ضعیف کارایی کارایی، مفهوم بر علاوه
است. زیر صورت وبه است کارایی

کارای جواب یک را x̂ ∈ X بردار باشد. توپر محدب مخروط یک D کنید فرض .٢٧.٢.١ تعریف
f(x) <D f(x̂) با x ∈ X بردار هیچ هرگاه گویند، D مخروط به نسبت (١.١) مسأله برای ضعیف٣٣

.(f(x̂)− int(D)) ∩ f(X ) = ∅ معادل طور به یا نباشد، موجود
نمایش XWE یا XWE(D) مخروط با را D مخروط به نسبت ضعیف کارای جواب�های همه مجموعه

می�دهیم.
تعریف زیر صورت به و می�نامیم ضعیف غیرمغلوب مجموعه را ضعیف کارای جواب�های مجموعه تصویر

می�کنیم:

YWN := {f(x)|x ∈ XWE}.

می�گویند. نیز ضعیف پارتو بهینه جواب�های را Rm
≧ مخروط به نسبت ضعیف کارای جواب�های

٣٢Pareto optimal solutions
٣٣Weakly efficient solution



١٠ اولیه قضایای و تعاریف .١

مثال٣٠.٢.١ در اول مسئله شدنی فضای :٣.١ شکل

آن�گاه باشد، توپر D محدب مخروط اگر که است واضح بالا، تعاریف به توجه با .٢٨.٢.١ ملاحظه

XE(D) ⊆ XWE(D),

YN(D) ⊆ YWN(D).

وجود x ∈ X اگر نامیم پارتو اکیدا یا کارا اکیدا نقطه یک را x̂ ∈ X شدنی نقطه .٢٩.٢.١ تعریف
می�شود. داده نمایش XsE با کارا اکیدا نقاط مجموعه .f(x) ≦ f(x̂) و x ̸= x̂ به�طوریکه باشد نداشته

می�دهیم. ارایه را زیر مثال کارایی، مفهوم شدن روشن برای

مسأله شدنی ناحیه .D = R٢
≧ و باشد ضابطه�ای دو تابع یک f : R٢ → R٢ کنید فرض .٣٠.٢.١ مثال

بگیرید: نظر در زیر صورت به را

X =

(x١, x٢) ∈ R٢

∣∣∣∣∣
−١ ≤ x١ ≤ ١;

−
√

−x٢
١ + ١ < x٢ ≤ ٠; − ١ ≤ x١ ≤ ٠

−
√
−x٢

١ + ١ ≤ x٢ ≤ ٠; ٠ < x١ ≤ ١

 (٢.١)

شدنی مجموعه�های باشند. شده داده f(x١, x٢) = (x١, x٢) صورت به هدف توابع کنید فرض علاوه، به
شکل در که همان�گونه شده�اند. رسم ٣.١ شکل در معیار فضای و تصمیم فضای در ترتیب به Y و X
و XE(R٢

≧) = ∅ داریم و ندارد کارایی نقطه هیچ دوهدفه بهینه�سازی مسأله این می�شود، ملاحظه ٣.١
کنیم: اصلاح زیر صورت به را شدنی ناحیه کنید فرض حال .YN(R٢

≧) = ∅

X =


(x١, x٢) ∈ R٢

∣∣∣∣∣
−١ ≤ x١ ≤ ١;

x٢ = ٠; x١ = −١,

−
√

−x٢
١ + ١ < x٢ ≤ ٠; − ١ < x١ < ٠,

−
√
−x٢

١ + ١ ≤ x٢ ≤ ٠; ٠ ≤ x١ ≤ ١,


(٣.١)



١١ چندهدفه بهینه�سازی .٢.١

مثال٣٠.٢.١ در دوم مسئله شدنی فضای :۴.١ شکل

داریم است، شده داده نمایش ۴.١ شکل در که همان�گونه صورت، این در
.YN(R٢

≧) = {(−١, ٠), (١−,٠)} هم�چنین و XE(R٢
≧) = {(−١, ٠), (١−,٠)}

تعریف غیرمغلوب نقاط بالا و پایین کران�های عنوان به را حضیض٣۵ و ایده�آل٣۴ نقاط ادامه در
این�ها کنند. تغییر آن در می�توانند مغلوب غیر نقاط که هستند بازه�ای دهنده نشان نقاط این می�کنیم.

می�شوند. ظاهر وزن�دار مسایل در مرجع٣۶ نقاط عنوان به معمولا

به�صورت که yI = (yI١ , y
I
٢ , · · · , yIm) نقطه .١ .٣١.٢.١ تعریف

yIk := min
x∈X

fk(x) = min
y∈Y

yk

می�شود. نامیده ایده�آل نقطه یک می�شود، تعریف

به�صورت که yN = (yN١ , yN٢ , · · · , yNm) نقطه .٢
yNk := max

x∈XE

fk(x) = max
y∈YN

yk

می�شود. نامیده حضیض نقطه یک می�شود، تعریف

اند. شده داده نشان هدفه دو بهینه�سازی مساله یک حضیض و ایده�آل نقاط ،(۵.١) شکل در
بهینه�سازی مساله یک کامل بهینه جواب بردار این باشد، شدنی ایده�آل هدف بردار اگر که است واضح
متناقضند. هدف توابع مواقع بیشتر در چون نیست، برقرار مواقع اغلب در حالت این اما است. چندهدفه
برنامه�ریزی در مناسب مرجع نقطه یک عنوان به می�تواند باشد، دسترس قابل غیر ایده�آل بردار اگر حتی
می�آیند، بدست هدفه تک بهینه�سازی مساله m کردن حل با ایده�آل نقاط چون شود. استفاده چندهدفه
جواب�های مجموعه روی بهینه�سازی شامل که yN محاسبه اما نداریم. مشکلی آن�ها کردن پیدا برای لذا

٣۴Ideal
٣۵Nadir
٣۶Reference points



١٢ اولیه قضایای و تعاریف .١

[١٣] هدفه دو بهینه�سازی مساله یک حضیض و ایده�آل نقاط :۵.١ شکل

نشده� ارایه حضیض نقاط محاسبه برای کارایی روش هیچ کنون تا است. مشکل بس کاری کاراست،
.[١٣] است

بردار باشد. کوچک مثبت مولفه�های با بردار یک α = (α١, · · · , αm) کنید فرض .٣٢.٢.١ تعریف
yUk = (yU١ , · · · , yUm)

صورت به که
yUk := yIk − αk

می�شود. نامیده ایده�آل٣٧ فوق نقطه یک می�شود، تعریف

سره کارایی ١.٢.١

هدف توابع از یکی نمی�توان کارا جواب یک در است، مشخص کارا جواب�های تعریف از که همان�گونه
بستان٣٨ و بده این باشد. همراه هدف توابع از یکی حداقل شدن بدتر با بهبود این اینکه مگر داد بهبود را
هدف توابع از دیگر یکی کاهش ازای به هدف توابع از یکی افزایش میزان محاسبه با هدف، توابع بین

می�آید. بدست
هدف توابع بین بستان بده که هنگامی باشد. بی�کران است ممکن بستان و بده این مواقع از بعضی در
بار بی�نهایت دیگری هدف تابع که می�شود باعث هدف توابع از یکی دادن بهبود آن�گاه باشد، بی�کران
٣٩ گیرنده تصمیم مطلوب مطمئناً که می�شود گرفته نادیده توابع از یکی حداقل یعنی عمل، در شود. بدتر
جواب�ها این که برخوردارند زیادی اهمیت از کران�دار بستان و بده مقدار با کارا جواب�های لذا، نیست.

گویند. سره۴٠ کارای را
٣٧Utopia point
٣٨trade-off
٣٩decision maker
۴٠proper efficient



١٣ چندهدفه بهینه�سازی .٢.١

٣۴.٢.١ مثال غیرمغلوب نقاط مجموعه :۶.١ شکل

حل فرایند در تعاملی الگوریتم�های در چون دارد. ۴١ تعاملی الگوریتم�های در زیادی اهمیت سره کارایی
تصمیم مطلوب شده ارایه جواب�های اگر و شود ارایه گیرنده تصمیم به جواب�هایی می�شود سعی مساله
بین بستان و بده اگر حال یابد. بهبود هدف توابع از یکی که کند درخواست می�تواند او نباشند، گیرنده
حداقل شدن بدتر بار بی�نهایت باعث هدف تابع آن دادن بهبود است ممکن نباشد، کران�دار هدف توابع

بود. نخواهد گیرنده تصمیم مطلوب مطمئناً که شود هدف توابع از دیگر یکی

جفرین) مفهوم به سره (کارایی .٣٣.٢.١ تعریف
مسأله برای ([٢٣] جفرین مفهوم (به سره کارای را x̂ ∈ X باشد. ترتیبی مخروط D = Rm

≧ کنید فرض
هر و i ∈ {١, · · · ,m} هر برای که به�طوری باشد موجود Mای > ٠ و باشد کارا x̂ هرگاه گویند، (١.١)
داشته وجود j ∈ {١, · · · ,m} اندیس یک حداقل می�کنند، صدق fi(x) < fi(x̂) رابطه در که x ∈ X

و fj(x̂) < fj(x) که به�طوری باشد
fi(x̂)− fi(x)

fj(x)− fj(x̂)
≤ M

بگیرید. نظر در را زیر مثال جفرین مفهوم به سره کارایی بیشتر معرفی برای

در زیر صورت به را دوهدفه بهینه�سازی مساله یک شدنی فضای .D = R٢
≧ کنید فرض .٣۴.٢.١ مثال

بگیرید: نظر

X = {(x١, x٢) ∈ R٢|(x١ − ٢(١ + (x٢ − ٢(١ ≤ ١, ٠ ≤ x١, x٢ ≤ ١}.

که است واضح است، شده داده نشان ۶.١ شکل در که همان�گونه .Y = X کنید فرض به�علاوه،

YN = {(y١, y٢) ∈ Y|(y١ − ٢(١ + (y٢ − ٢(١ = ١}.

۴١interactive algorithms



١۴ اولیه قضایای و تعاریف .١

برای که کنیم ثابت باید منظور، بدین نیست. سره کارای نقطه یک x̂ = (١, ٠) که می�دهیم نشان اکنون
که به�طوری دارند وجود fi(x) < fi(x̂) با x ∈ X و i ∈ {١, ٢} اندیس یک ،M > ٠ هر

fi(x̂)− fi(x)

fj(x)− fj(x̂)
> M

.fj(x) > fj(x̂) با j ∈ {١, ٢} هر برای
می�گیریم نتیجه ،x̄٢ > x̂٢ و x̄١ < x̂١ این�که از بگیرید. نظر در را x̄ = (١ − ε, ١ −

√
١ − ε٢) نقطه

بنابراین، j = ٢ و i = ١ که
fj(x̂)− fi(x̄)

fj(x̄)− fj(x̂)
=

١ − (١ − ε)

١ −
√

١ − ε٢
=

ε

١ −
√

١ − ε٢
−→ε→٠ ∞.

نیست. جفرین مفهوم به سره کارای نقطه یک x̂ = (١, ٠) نتیجه، در

ادامه، در باشد. D = Rm
≧ باید ترتیبی مخروط جفرین، مفهوم به سره کارایی تعریف در که شود توجه
است. دلخواه ترتیبی مخروط آن�ها در که می�کنیم بیان سره کارایی از تعاریفی

بنسن) مفهوم به سره (کارایی .٣۵.٢.١ تعریف
نسبت ([٢] بنسن مفهوم (به سره کارای را x̂ ∈ X بردار باشد. بسته و محدب مخروطی D کنید فرض

هرگاه گویند، ( ١.١) مساله برای D مخروط به
cl (cone (f(X ) +D − f(x̂))) ∩ (−D) = {٠}.

هنیگ[٣۴]) مفهوم (به سره کارای را x̂ ∈ X نقطه هنیگ) مفهوم به سره (کارایی .٣۶.٢.١ تعریف
باشد داشته وجود K محدب مخروط هرگاه گویند، (١.١) مساله برای D محدب مخروط به نسبت

.x̂ ∈ XE(K) و D \ {٠} ⊆ int(K) به�طوری�که

مفهوم به سره کارایی تعریف در است، مشخص ٣۶.٢.١ تعریف از که همان�گونه .٣٧.٢.١ ملاحظه
مخروط باشد. بسته D ترتیبی مخروط که ندارد لزومی سره) کارایی از بنسن تعریف خلاف (بر هنیگ
جواب�های مجموعه با هنیگ مفهوم به سره کارای نقاط مجموعه حالت این در که باشد باز می�تواند D

است. یکسان کارا

معادل جفرین مفهوم به سره کارایی آن�گاه باشد، ترتیبی مخروط D = Rm

≧ اگر .[٣۴] .٣٨.٢.١ قضیه
است. هنیگ و بنسن مفهوم به سره کارایی

٣۶.٢.١ و ٣۵.٢.١ تعاریف آن�گاه باشد، بسته D ⊆ Rm

≧ ترتیبی مخروط اگر .[٣۴] .٣٩.٢.١ قضیه
معادلند. سره کارایی برای

هدفه چند بهینه�سازی مسایل حل روش�های ٣.١

روش�ها این از کدام هر که است موجود زیادی روش�های هدفه چند بهینه�سازی مساله یک حل برای
داشته ارجعیت دیگر روش�های بر دارد گیرنده تصمیم که انتظاراتی و مساله شرایط به توجه با است ممکن
مثال عنوان به است موجود زمینه این در که کتاب�هایی به می�توانید روش�ها این مشاهده برای باشد.



١۵ هدفه چند بهینه�سازی مسایل حل روش�های .٣.١

ارایه هدفه چند بهینه�سازی مسایل حل برای روش چند بخش این در کنید. مراجعه [۵١ ،١٣ ،٣۶]
می�دهیم.

ϵ-محدودیت روش ١.٣.١

روش این است. هدفه چند سازی بهینه مسایل حل در کارا روش�های از یکی ϵ-محدودیت۴٢ روش
روش این زیرا دارد، کارا پارتو جواب�های کردن پیدا برای مهندسی طراحی در زیادی کاربرد بخصوص
بالا کران�های عنوان به ساده�ای بسیار تعبیر مساله پارامترهای دیگر طرف از و دارد ساده�ای بسیار درک
الگوریتم�های روش به هدفه چند بهینه�سازی مسایل حل برای روش این از [۵۴ ،۴۴ ،۴٣] در دارند.
در بقیه که حالی در می�شود مینیمم هدف توابع از یکی روش این در است. شده گرفته بکار تکاملی۴٣
ابداع ١٩٧١ سال در [٣٣] همکارانش و هایمز۴۴ توسط بار اولین روش این می�شوند. ظاهر قید قالب
در را زیر ϵ-محدودیت مساله کرد. پیدا [۶] هایمز۴۵ و چنکنگ در توان می را بیشتر توضیحات و شد

بگیرید. نظر
minimize fj(x)

subject to fk(x) ≤ ϵk k = ١, · · · ,m k ̸= j,

x ∈ X .

(۴.١)

هستند. ضعیف کارای حداقل (۴.١) بهینه جواب�های که می�دهیم نشان روش توجیه برای

این در باشد. j ∈ {١, · · · ,m} یک برای (۴.١) بهینه جواب x̂ کنید فرض .[٣٣] .١.٣.١ گزاره
است. ضعیف کارای نقطه یک x̂ صورت

باشند. فرد به منحصر جواب�ها این که است نیاز باشند پارتو بهینه (۴.١) بهینه جواب�های اینکه برای

در باشد. j ∈ {١, · · · ,m} یک برای (۴.١) فرد به منحصرد بهینه جواب x̂ کنید فرض .٢.٣.١ گزاره
.(x̂ ∈ XE نتیجه در و ) x̂ ∈ XsE صورت این

برای (۴.١) مساله بهینه جواب x̂ بایستی باشد پارتو بهینه جواب یک x̂ اینکه برای کلی حالت در
باشد. مسایل این تمام در ثابت ϵ یک با و j ∈ {١, · · · ,m}هر

ϵ̂ ∈ Rm باشد داشته وجود اگر تنها و اگر است پارتو بهینه نقطه یک x̂ ∈ X شدنی نقطه .٣.٣.١ قضیه
باشد. j ∈ {١, · · · ,m} هر برای (۴.١) مساله بهینه جواب x̂ که طوری به

پیدا را بهینه جواب�های تمام توان می ϵ برای مناسب انتخاب�های با که دهد می نشان بالا قضیه
کنیم. می تعریف زیر صورت به را εj کرد.

εj := {ϵ ∈ Rm : {x ∈ X : fk(x) ≤ ϵk, k ̸= j} ̸= ∅}

۴٢ϵ-Constraint method
۴٣Evolutionary algorithm
۴۴Haimes et.al.
۴۵Chankong and Haime



١۶ اولیه قضایای و تعاریف .١

شدنی مساله این آن�ها ازای به که هستند (۴.١) مساله در راست سمت بردارهای مجموعه εj واقع در
کنیم: می تعریف زیر صورت به ϵ ∈ εj یک برای را (۴.١) مساله بهینه جواب�های مجموعه حال است.

Xj(ϵ) = {x ∈ X : است (۴.١) مساله بهینه جواب x }

داریم ϵ ∈
m∩
j=١

εj هر برای ٣.٣.١ قضیه و ١.٣.١ گزاره به توجه با

m∩
j=١

Xj(ϵ) ⊂ XE, Xj(ϵ) ⊂ XwE

هیبرید روش ٢.٣.١

هدف، تابع روش این در است. وزن�دار۴٧ مجموع روش و ϵ-محدودیت روش از ترکیبی هیبرید۴۶ روش
می�شوند. ظاهر مساله در قید صورت به هدف توابع تمام همچنین و است هدف توابع از داری وزن مجموع

بگیرید: نظر در را زیر مساله باشد. دلخواه شدنی نقطه یک x̂ کنید فرض

minimize
m∑
k=١

λkfk(x)

subject to fk(x) ≤ fk(x̂) k = ١, · · · ,m

x ∈ X ,

(۵.١)

.λ ∈ Rm
≥ آن در که

(۵.١) مساله برای بهینه جواب یک x̂ ∈ X شدنی نقطه .λ ∈ Rm
> کنید فرض .[٢۵] .۴.٣.١ قضیه

.x̂ ∈ XE اگر تنها و اگر است

بنسن روش ٣.٣.١

صورت این به ایده این می�باشد. [٣] بنسن به متعلق می�شوند ارایه بخش این در که نتایجی و روش
یک آنگاه نبود بهینه x̂ اگر می�شود، گرفته نظر در x̂ ∈ X مانند آغازین شدنی نقطه یک ابتدا که است
به انحرافی نامنفی متغیر m تعداد به منظور این برای می�شود. معرفی می�کند غلبه x̂ بر که بهینه نقطه
معرفی کار این نتیجه می�شود. ماکسیمم مجموعشان و می�شوند معرفی lk = fk(x) − fk(x̂) صورت
انتخاب با هدف تابع و باشد داشته وجود نقطه�ای چنین اگر می�کند، غلبه x̂ بر که است x شدنی نقطه
به x نقطه برای بنسن مساله باشد. بهینه نقطه این که می�کند تضمین x̂ از نقطه دورترین عنوان به x

۴۶Hybrid method
۴٧Weighted sum method



١٧ چندهدفه بهینه�سازی مسائل در کارا تقریباً جواب�های .۴.١

است: زیر صورت

maximize
m∑
k=١

lk

subject to fk(x)− lk − fk(x̂) = ٠ k = ١, · · · ,m

l ≥ ٠

x ∈ X ,

(۶.١)

شود. گرفته بکار نه یا است کارا شدنی نقطه یک آیا اینکه بررسی برای می�تواند (۶.١) مساله

(۶.١) مساله بهینه مقدار اگر وتنها اگر است بهینه نقطه یک x ∈ X شدنی نقطه .[٣] .۵.٣.١ قضیه
باشد. صفر با برابر

است این در روش این قوت نقطه باشد. بهینه آغازین نقطه که داشت انتظار نمی�توان کلی حالت در
حالتی در است. کارا نقطه یک مساله بهینه جواب آن�گاه باشد، متناهی بهینه مقدار دارای مساله اگر که
هیچ آنگاه باشد نامتناهی بهینه مقدار دارای مساله اگر که داد نشان می�توان باشد برقرار تحدب شرط که

ندارد. وجود سره بهینه نقطه

متناهی) بهینه مقدار (و باشد (x̄, l̄) مانند بهینه جواب یک دارای (۶.١) مساله اگر [٣] .۶.٣.١ گزاره
.x̄ ∈ XE آن�گاه

گرفت می�توان نتیجه�ای چه باشد نامتناهی بهینه مقدار دارای (۶.١) مساله اگر که سوال این جواب
داد. باشد برقرار تحدب شرط که حالتی در می�توان را،

X مجموعه و محدب توابعی k = ١, · · · ,m برای fk توابع که کنید فرض .[٣] .٧.٣.١ قضیه
XpE) .XpE = ∅ آن�گاه باشد نامتناهی بهینه مقدار دارای (۶.١) مساله اگر باشد محدب مجموعه�ای

است.) سره کارای نقاط مجموعه

مجموعه�ای X مجموعه و محدب توابعی k = ١, · · · ,m برای fk توابع که فرضکنید [٣] .٨.٣.١ قضیه
نامتناهی بهینه مقدار دارای (۶.١) مساله اگر باشد. Rm-بسته

≧ مجموعه یک f(X ) و باشند محدب
.XE = ∅ آنگاه باشد

چندهدفه بهینه�سازی مسائل در کارا تقریباً جواب�های ۴.١

توجه مورد بسیار چندهدفه بهینه�سازی مساله یک کارا۴٨ تقریباً جواب�های کردن پیدا اخیر درسال�های
مهم�ترین که دارند وجود کارا تقریباً جواب�های بودن مفید و جالب برای متعددی دلایل است. گرفته قرار

. نمود بیان زیر صورت به می�توان را آن�ها

۴٨Approximately efficient solutions



١٨ اولیه قضایای و تعاریف .١

آن با متناظر تک�هدفه مساله یک باید چندهدفه بهینه�سازی مساله یک حل برای مواقع اغلب (١)
را چندهدفه مساله کارای جواب�های و تک�هدفه مساله بهینه جواب�های بین رابطه و کرد حل را
جواب�های و می�شود حل تکراری۴٩ روش�های با اغلب هدفه تک مساله یک اما کرد. بررسی
جواب�های این بین رابطه کردن پیدا لذا می�آیند. بدست شده اسکالرسازی مساله برای تقریبی
است. برخوردار زیادی اهمیت از چندهدفه بهینه�سازی مساله کارای تقریباً جواب�های و تقریبی

شرایطی تحت اما باشد، تهی مساله یک کارای جواب�های مجموعه است ممکن مواقع بسیاری در (٢)
هستند. مهم گیرنده تصمیم برای که دارند وجود کارایی تقریباً جواب�های مواقع اغلب ضعیف�تر

دقیقی فرم نمی�توان ،[۵٩ ،۵٨ ،١۵] مهندسی و پزشکی مسایل مانند واقعی، مسایل بیشتر در (٣)
شده ساده نمونه یک شده ارایه مدل�های اغلب و آورد بدست مساله این حل از پیش را مساله از

می�دهند. ارایه تقریبی جواب�های مدل�ها این حل الگوریتم�های و هستند اصلی مساله از

زمان است ممکن کارا جواب�های از دسته یک کردن پیدا (نامحدب)، چندهدفه مسایل اغلب در (۴)
آوردن بدست به را مدت کوتاه در کارا تقریباً جواب یک کردن پیدا تصمیم�گیران، لذا بگیرد. زیادی

می�دهند. ترجیح مدت بلند در دقیق جواب

بیان هدفه چند مسایل در کارا تقریباً جواب�های مجموعه آوردن بدست برای مختلفی روش�های کنون تا
روش�های علاوه، به کرد. اشاره [١۶ ،۵١] تکراری روش�های به توان می مثال، عنوان به است. شده

.[۶۵ ،١٠] شده�اند مطرح نیز ندارند ریاضی دقیق توجیه که زیادی ابتکاری۵٠
تحلیل�های با همراه که دارند وجود کارا تقریباً جواب�های مجموعه کردن پیدا برای روش�هایی حال عین در
بررسی را روش�ها این از برخی ادامه، در .[٣١ ،٣٠ ،٢٨ ،٢١ ،١٧ ،١٢ ،١ ،١٩ ،١١ ،٢٢] نظری�اند

می�کنیم.
،٢٨] است شده ارایه چندهدفه بهینه�سازی مسایل کارا تقریباً جواب�های برای زیادی تعاریف کنون تا
شده بیان [۴٢] کوتاتلادزه توسط تعاریف این پرکاربردترین و مهمترین از یکی .[۶۴ ،۶٣ ،۶٢ ،٣٢ ،٣١

می�کنیم. استفاده آن از رساله این در ما که است،
از را ε-کارا جواب�های مفهوم [۵٠] لوریدن۵١ کرد، مطرح را ε-کارایی مفهوم کوتاتلادزه آن�که از پس
برای تعریف شش [۶۶] وایت۵٢ ادامه، در و داد تعمیم چندهدفه بهینه�سازی به هدفه تک بهینه�سازی

کرد. اشاره [۴٩ ،١٨ ،٣١ ،١٧ ،۶٨ ،١٩] مراجع به می�توان جمله از که کردند بررسی را ε-کارایی
باشد. شده داده ε ∈ D کنید فرض

مخروط به نسبت (١.١) مساله برای ε-کارا جواب یک را x̂ ∈ X بردار .[١٩ ،۵٠] .١.۴.١ تعریف
معادل طور به یا نباشد، موجود f(x) ≤D f(x̂)− ε با x ∈ X بردار هیچ هرگاه گویند، D ترتیبی

(f(x̂)− ε−D \ {٠}) ∩ f(X ) = ∅.

۴٩Iterative methods
۵٠Heuristic methods
۵١Loridan
۵٢White



١٩ چندهدفه بهینه�سازی مسائل در کارا تقریباً جواب�های .۴.١

هدفه دو مساله یک (ضعیف) ε-غیرمغلوب و غیرمغلوب(ضعیف) جواب�های مجموعه :٧.١ شکل
[١٨]

می�دهیم. نمایش XεE یا XεE(D) با را D مخروط به نسبت ε-کارا جواب�های همه مجموعه
می�کنیم: تعریف زیر صورت به و می�نامیم مغلوب ε-غیر مجموعه را ε-کارا جواب�های مجموعه تصویر

YεN := {f(x)|x ∈ XεE(D)}.

را x̂ ∈ X بردار باشد. توپر و محدب ترتیبی مخروط یک D کنید فرض .[١٩ ،۵٠] .٢.۴.١ تعریف
با x ∈ X بردار هیچ هرگاه گویند، D مخروط به نسبت (١.١) مسأله برای ضعیف ε-کارای جواب یک

.(f(x̂)− ε− int(D)) ∩ f(X ) = ∅ معادل طور به یا نباشد، موجود f(x) <D f(x̂)− ε

نمایش XεWE یا XεWE(D) با را D مخروط به نسبت ضعیف ε-کارای جواب�های همه مجموعه
می�دهیم.

زیر صورت به و می�نامیم ضعیف ε-غیرمغلوب مجموعه را ضعیف ε-کارای جواب�های مجموعه تصویر
می�کنیم: تعریف

YεWN := {f(x)|x ∈ XεWE}.

ترتیب به آن�گاه ،ε = ٠ دهیم قرار اگر می�شود، مشاهده بالا تعریف از که همان�گونه .٣.۴.١ ملاحظه
داریم. را ضعیف کارایی و کارایی تعاریف

می�دهیم. نشان را کارایی مختلف مفاهیم بین رابطه مثال�هایی با اکنون،

مشاهده شکل این در که همان�گونه بگیرید. نظر در را ٧.١ شکل و Y ⊆ R٢ مجموعه .۴.۴.١ مثال
متصل منحنی و غیرمغلوب جواب�های مجموعه دهنده نشان� B و A نقاط کننده متصل منحنی می�شود،
مشخص نقاط به ε ∈ R٢

≥ شده داده بردار افزودن با است. ضعیف مغلوب غیر نقاط D و C نقاط کننده
ناحیه ε-غیرمغلوب، جواب�های مجموعه شکل، این در می�آیند. بدست H و G ،F ،E نقاط شده،
F,H, J و I,G,E نقاط کننده متصل منحنی دو جز به شده مشخص نقاط همه با همراه زده هاشور
هست. نیز J به I از کامل منحنی شامل ضعیف ε-غیرمغلوب جواب�های مجموعه درحالی�که است،



٢٠ اولیه قضایای و تعاریف .١

۵.۴.١ مثال در غیرمغلوب(ضعیف) جواب�های مجموعه :٨.١ شکل

۵.۴.١ مثال در مغلوب(ضعیف) غیر جواب�های مجموعه :٩.١ شکل

مساله شدنی ناحیه .D = R٢
≧ و باشد ضابطه�ای دو تابع یک f : R٢ → R٢ کنید فرض .۵.۴.١ مثال

بگیرید: نظر در زیر صورت به را

X = {(x١, x٢) ∈ R٢|x١ ≥ ١, x٢ ≥ ١, x١ + x٢ ≥ ۴,max{٢x١, ٣x٢} ≥ ۶}.

در که همان�گونه باشند. شده داده f(x١, x٢) = (x١, x٢) صورت به هدف توابع کنید فرض علاوه، به
داریم: می�شود، دیده ٨.١ شکل

XE(D) = {λ(١, ٣) + (١ − λ)(٢, ٢)|λ ∈ [٠, ١]} ∪ {(٣, ١)}

و
XWE(D) = XE(D) ∪ {λ(٢, ٢) + (١ − λ)(٣, ٢)|λ ∈ [٠, ١]} ∪ {λ(٣, ٢) + (١ − λ)(٣, ١)

|λ ∈ [٠, ١]} ∪ {(x١, x٢) ∈ R٢|x١ = ١, x٢ ≥ ٣} ∪ {(x١, x٢) ∈ R٢|x٢ = ١, x١ ≥ ٣}.
(٧.١)



٢١ چندهدفه بهینه�سازی مسائل در کارا تقریباً جواب�های .۴.١

می�شود، مشاهده ٩.١ شکل در که همان�گونه باشد. شده داده ε = ( ١√
٨ ,

١√
٨) بردار کنید فرض حال

متصل منحنی ،B و A نقاط کننده متصل منحنی خورده، هاشور ناحیه شامل ε-کارا جواب�های مجموعه
ضعیف ε-کارای جواب�های مجموعه درحالی�که است، H و D نقاط تک تک و F و E نقاط کننده

است. ناحیه این پایین و بالا منحنی دو هر و خورده هاشور ناحیه شامل

این در است. شده داده ε ∈ D \ {٠} و دلخواه ترتیبی مخروط یک D کنید فرض .۶.۴.١ قضیه
صورت،

XεE(D) ⊆ XεWE(D).

بده مقدار است ممکن نیز ε-کارا جواب�های بعضی برای شد، ذکر کارا جواب�های برای که همان�گونه
متناهی هدفشان توابع بین بستان و بده که ε-کارایی جواب�های لذا و باشد بی�کران توابع بین بستان و

گویند. سره ε-کارای جواب�های آن�ها به که مطلوب�اند جواب�هایی است،
است، ترتیبی مخروط یک D = Rm

≧ که حالتی برای را سره ε-کارایی تعریف ،[۴۵] وانگ۵۴ و لی۵٣
می�شود. تعریف زیر صورت به و است جفرین مفهوم به سره کارایی تعریف از تعمیمی که دادند ارایه

جفرین)[۴۵]. مفهوم به سره (ε-کارایی .٧.۴.١ تعریف
جفرین) مفهوم (به سره کارای را x̂ ∈ X .ε ∈ Rm

≧ و باشد ترتیبی مخروط D = Rm
≧ کنید فرض

هر برای که به�طوری باشد موجود Mای > ٠ و باشد ε-کارا ،x̂ هرگاه گویند، (١.١) مسأله برای
اندیس یک حداقل می�کنند، صدق fi(x) < fi(x̂) − εi رابطه در که x ∈ X هر و i ∈ {١, · · · ,m}

و fj(x̂)− εj < fj(x) که به�طوری باشد داشته وجود j ∈ {١, · · · ,m}
fi(x̂)− fi(x)− εi
fj(x)− fj(x̂) + εj

≤ M.

میدهیم. نشان XG
εPE یا XG

εPE(D) با را جفرین مفهوم به سره ε-کارای نقاط همه مجموعه
جفرین) مفهوم سره(به ε-غیرمغلوب مجموعه را جفرین مفهوم به سره ε-کارای جواب�های مجموعه تصویر

می�دهیم. نمایش YεPN(D) با و گوییم

داریم: باشد، ترتیبی مخروط D = Rm
> اگر که است واضح .٨.۴.١ ملاحظه

XG
εPE(D) ⊆ XεE(D) ⊆ XεWE(D),

و
YεPN(D) ⊆ YεN(D) ⊆ YεWN(D).

می�دهند. نشان را ε-کارا جواب�های خواص برخی زیر قضایای

صورت، این در .D٢ ⊆ D١ که باشند دلخواه مخروط دو D٢ و D١ کنید فرض .[١٧] .٩.۴.١ قضیه
XεE(D١) ⊆ XεE(D٢).

۵٣

۵۴



٢٢ اولیه قضایای و تعاریف .١

صورت، این در ،ε١ ≦D ε٢ کنید فرض .[١٧] .١٠.۴.١ قضیه
Xε١E(D) ⊆ Xε٢E(D).

داریم: ،ε ∈ D \ {٠} هر برای .١١.۴.١ نتیجه
XE(D) ⊆ XεE(D).

در باشد. توپر مخروطی D و q > ٠ ،λ ∈ D \ {٠} که ε = qλ کنید فرض .[٣۵] .١٢.۴.١ قضیه
صورت، این

∩q>٠XεE(D) = ∩q>٠XεWE(D) = XWE(D).

این�صورت، در .ε = qλ ∈ D \ {٠} کنید فرض .[٣٠] .١٣.۴.١ قضیه
∩t>qXtλE(D) = XεWE(D).

(ضعیف، کارا تقریباً جواب�های آوردن بدست برای روش�هایی ۵.١
سره)

است موجود زیادی روش�های هدفه چند بهینه�سازی مساله یک کارا تقریباً جواب�های آوردن بدست برای
بر دارد گیرنده تصمیم که انتظاراتی و مساله شرایط به توجه با است ممکن روش�ها این از کدام هر که
با متناظر تک�هدفه مساله یک که می�شود سعی روش�ها این اکثر در باشد. داشته ارجعیت دیگر روش�های
جواب�های و تک�هدفه مساله بهینه تقریباً جواب�های بین رابطه سپس و [١۶ ،۶٠ ،١٣] ارایه اصلی مساله
قابل می�کنیم. اشاره روش�ها مهم�ترین از برخی به بخش، این در شود. بررسی چندهدفه مساله ε-کارای
استفاده جفرین مفهوم به سره ε-کارایی از لذا باشد، ترتیبی Dمخروط = Rm

≧ می�کنیم فرض که است ذکر
می�کنیم.

.δ ≥ ٠ و φ : Rn → R کنید فرض

تک�هدفه مساله برای δ-بهینه جواب یک x̂ ∈ X نقطه .١.۵.١ تعریف
min φ(x)

s.t. x ∈ X
(٨.١)

δ-بهینه جواب یک x̂ ∈ X هم�چنین .φ(x̂) − δ ≤ φ(x) باشیم داشته x ∈ X برای هرگاه است،
.x ∈ X هر برای φ(x̂)− δ < φ(x) اگر می�شود گفته اکید۵۵

اکید بهینه و بهینه جواب�های تعریف به ترتیب به ،δ = ٠ اگر ١.۵.١ تعریف در که شود توجه
می�رسیم.

۵۵strictly δ-optimal



٢٣ سره) (ضعیف، کارا تقریباً جواب�های آوردن بدست برای روش�هایی .۵.١

ϵ-محدودیت روش ١.۵.١

،١٣] کاراست روشی برداری بهینه�سازی مسایل تقریبی جواب�های آوردن بدست در ϵ-محدودیت روش
تکاملی الگوریتم�های روش به هدفه چند بهینه�سازی مسایل حل برای روش این از [۴۴] در .[١٠ ،۵١
یکی نیز روش این در کارا جواب�های آوردن بدست برای روشε-محدودیت مانند است. شده گرفته بکار
توسط بار اولین روش این می�شوند. ظاهر قید قالب در بقیه که حالی در می�شود مینیمم هدف توابع از
هایمز و چنکنگ در توان می را بیشتر توضیحات و شد ابداع ١٩٧١ سال در [٣٣] همکارانش و هایمز
جواب�های آوردن بدست برای روش این از [١٩] وییسیک۵٧ و اینگاو۵۶ و [۶۶] وایت کرد. پیدا [۶]

بگیرید. نظر در را زیر ϵ-محدودیت مساله برده�اند. بهره (ضعیف) ε-کارا
minimize fk(x)

subject to fi(x) ≤ ϵi i = ١, · · · ,m i ̸= k,

x ∈ X .

(٩.١)

برای روش این پایه بر آمده بدست نتایج زیر قضیه در شده�اند. داده بالای کران�های ϵi ∈ R آن در که
می�دهیم. ارایه را (ضعیف) ε-کارا جواب�های

داریم: صورت این در .δ ≤ εk و باشد شده داده ε ∈ Rm
≧ کنید فرض .[١٩] .٢.۵.١ قضیه

برای ε-کارا جواب یک x̂ آن�گاه باشد، (٩.١) مساله برای اکید δ-بهینه جواب یک x̂ ∈ X اگر (١)
است. (١.١) چندهدفه بهینه�سازی مساله

ضعیف ε-کارای جواب یک x̂ آن�گاه باشد، (٩.١) مساله برای δ-بهینه جواب یک x̂ ∈ X اگر (٢)
است. (١.١) چندهدفه بهینه�سازی مساله برای

وزن�دار مجموع روش ٢.۵.١

مجموع سپس و می�شوند گرفته نظر در هدف توابع با متناظر نامنفی وزن�های وزن�دار۵٨ مجموع روش در
مساله با متناظر وزن�دار مجموع مساله لذا می�شود. مینیمم شدنی فضای روی هدف توابع وزن�دار

می�شود: بیان زیر به�صورت (١.١) چندهدفه بهینه�سازی

manimize
m∑
i=١

λifi(x)

subject to x ∈ X ,

(١٠.١)

که است هدف توابع به شده داده نسبت وزنی ضرایب شامل بردار یک λ = (λ١, · · · , λm) آن، در که
.
∑m

i=١ λi = ١ و است نامنفی و ناصفر می�شود فرض
.[۶۶ ،١٢ ،١١] است شده بررسی مختلف افراد توسط که است روش�هایی مهم�ترین از یکی روش این

۵۶Engau
۵٧Wiecek
۵٨Weighted sum method



٢۴ اولیه قضایای و تعاریف .١

مساله (ضعیف) کارای تقریباً جواب�های و مساله این بهینه تقریباً جواب�های بین رابطه زیر قضیه در
است. شده داده نشان اصلی چندهدفه بهینه�سازی

ε ∈ Rm
≥ کنید فرض بگیرید. نظر در را (١.١) چندهدفه بهینه�سازی مساله .[١٢ ،١٩] .٣.۵.١ قضیه

داریم: صورت، این در .δ ≤
∑m

i=١ λiεi و باشد شده داده

برای جوابε-کارا یک x̂ آن�گاه باشد، (١٠.١) مساله برای اکید δ-بهینه جواب یک x̂ ∈ X اگر (١)
است. (١.١) هدفه چند مساله

ضعیف ε-کارای جواب یک x̂ آن�گاه باشد، (١٠.١) مساله برای δ-بهینه جواب یک x̂ ∈ X اگر (٢)
است. (١.١) چندهدفه مساله برای

جواب یک x̂ آن�گاه باشد، λ ∈ Rm
> با (١٠.١) مساله برای δ-بهینه جواب یک x̂ ∈ X اگر (٣)

است. (١.١) چندهدفه مساله برای ε-کارا

را سره ε-کارای جواب�های می�توان آن از استفاده با که است روش�هایی معدود از وزن�دار مجموع روش
است. شده بررسی [۴٨] لیو توسط مطلب این آورد، بدست

جواب یک x̂ ∈ X اگر .δ =
∑m

i=١ λiεi و باشد شده داده ε ∈ Rm
≧ کنید فرض .[۴٨] .۴.۵.١ قضیه

بهینه�سازی مساله برای سره جوابε-کارای یک x̂ آن�گاه باشد، λ ∈ Rm
> با (١٠.١) مساله برای δ-بهینه

است. (١.١) چندهدفه

هدفه چند بهینه�سازی مسایل سره ε-کارای جواب�های تشخیص برای لازم شرط یک زیر، قضیه در
است. لازم هدف توابع همه بودن محدب قضیه، این در که شود توجه می�دهیم. ارایه

محدب توابعی ،i = ١, · · · ,m ،fi و باشد محدب مجموعه یک X کنید فرض .[۴٨] .۵.۵.١ قضیه
(١٠.١) هدفه تک مساله برای δ-بهینه جواب یک x̂ ∈ X صورت، این در .δ =

∑m
i=١ λiεi و باشند

باشد. (١.١) هدفه چند مساله برای سره ε-کارای جواب یک x̂ اگر وتنها اگر است λ ∈ Rm
> با

هیبرید روش ٣.۵.١

در که همانطور است. [٢۵ ،١٣] وزن�دار مجموع روش و ϵ-محدودیت روش از ترکیبی هیبرید روش
تمام همچنین و است هدف توابع از داری وزن مجموع هدف، تابع روش این در شد، ذکر قبل بخش�های
مساله باشد. دلخواه شدنی نقطه یک x̂ کنید فرض می�شوند. ظاهر مساله در قید صورت به هدف توابع

بگیرید: نظر در را زیر

minimize
m∑
i=١

λifi(x)

subject to fj(x) ≤ fj(x̂) j = ١, · · · ,m

x ∈ X ,

(١١.١)

است. شده داده وزن بردار یک λ ∈ Rm
≥ آن در که



٢۵ سره) (ضعیف، کارا تقریباً جواب�های آوردن بدست برای روش�هایی .۵.١

.δ ≤
∑m

i=١ λiεi فرضکنید بگیرید، نظر در را (١.١) چندهدفه بهینه�سازی مساله .[١٩] .۶.۵.١ قضیه
داریم: صورت، این در

برای جوابε-کارا یک x̂ آن�گاه باشد، (١١.١) مساله برای اکید δ-بهینه جواب یک x̂ ∈ X اگر (١)
است. (١.١) چندهدفه بهینه�سازی مساله

ضعیف ε-کارای جواب یک x̂ آن�گاه باشد، (١١.١) مساله برای δ-بهینه جواب یک x̂X اگر (٢)
است. (١.١) چندهدفه بهینه�سازی مساله برای

ε-کارا جواب یک x̂ آن�گاه باشد، λ ∈ Rm
> با (١١.١) مساله برای δ-بهینه جواب یک x̂X اگر (٣)

است. (١.١) چندهدفه بهینه�سازی مساله برای

وزن�دار چبیشف روش ۴.۵.١

می�شود: تعریف زیر صورت به چندهدفه بهینه�سازی مساله یک برای وزن�دار۵٩ چبیشف روش
minimize max

i=١,··· ,m
λi(fi(x)− yUi )

subject to x ∈ X ,
(١٢.١)

yIi = minx∈X fi(x) اگر (یعنی است ایده�آل فوق نقطه یک yU ∈ Rm و λ ∈ Rm
≧ \ {٠} آن، در که
.(Y U < Y I آن�گاه

جواب�های و (١.١) هدفه چند بهینه�سازی مساله (ضعیف) ε-کارای جواب�های بین رابطه زیر قضیه در
می�کنیم. بررسی را وزن�دار چبیشف مساله δ-بهینه

.δ ≤ mini=١,··· ,m{λiεi} و باشد شده داده ε ∈ Rm
≧ کنید فرض .[١٩] .٧.۵.١ قضیه

مساله برای جوابε-کارا یک x̂ آن�گاه باشد، (١٢.١) مساله برای اکید δ-بهینه جواب یک x̂ اگر (١)
است. (١.١) چندهدفه بهینه�سازی

برای ضعیف ε-کارای جواب یک x̂ آن�گاه باشد، (١٢.١) مساله برای δ-بهینه جواب یک x̂ اگر (٢)
است. (١.١) چندهدفه بهینه�سازی مساله

است. شده ارایه ضعیف ε-کارای جواب�های برای کافی و لازم شرط یک زیر قضیه در

برای ضعیف ε-کارای جواب یک x̂ ∈ X باشد. شده داده ε ∈ Rm
≧ کنید فرض .[۴۵] .٨.۵.١ قضیه

با (١٢.١) مساله برای δ-بهینه جواب یک x̂ اگر تنها و اگر است (١.١) چندهدفه بهینه�سازی مساله
باشد. i = ١, · · · ,m ،λi = [fi(x̂)− yUi ]

−١ و δ = max١≤i≤m λiεi

برای شده داده کافی شرط در چون است، ساز مشکل عمل در ٨.۵.١ قضیه از استفاده که شود توجه
وابسته بررسی مورد δ-بهینه نقاط به و باشد مشخصشده قبل از باید λ ∈ Rm

> مقدار ضعیف، ε-کارایی
است.

۵٩Weighted Tchebycheff method



٢۶ اولیه قضایای و تعاریف .١

فزوده وزن�دار چبیشف روش ۵.۵.١

ندارد. سره کارای جواب�های و بهینه تقریباً جواب�های بین رابطه به راجع نتایجی وزن�دار چبیشف روش
ممکن مساله این بهینه جواب�های آن�گاه نباشد، یگانه وزن�دار چبیشف مساله بهینه جواب اگر به�علاوه،
فزوده وزن�دار چبیشف روش مشکل، این رفع برای ،[۶١ ،١۶ ،۶٠ ،١٣] باشند ضعیف کارای تنها است
شد. گرفته کار به سره کارای جواب�های آوردن دست به برای [۶١ ،۶٠] همکارانش و استویر۶١ توسط ۶٠

کردن اسکالرسازی برای است. نیاز λ ∈ Rm
≧ وزن بردار یک و ایده�آل فوق نقطه یک به روش، این در

می�شود: بندی فرمول زیر صورت به فزوده وزن�دار چبیشف مساله چندهدفه، بهینه�سازی مساله

minimize max
i=١,··· ,m

λi(fi(x)− yUi ) +
∑
t∈I

ρ(ft(x)− yUt )

subject to x ∈ X ,

(١٣.١)

است. کوچکی مثبت عدد ρ > ٠ و λ ∈ Rm
≧ و ایده�آل فوق نقطه یک yU و I = {١, · · · ,m} آن در که

کرد. تولید را سره کارای جواب�های می�توان (١٣.١) مساله کمک با که کردند ثابت [۶١] چو۶٢ و استویر

باشد. (١٣.١) مساله برای جوابی تا کرد تعیین را پارامترهایی می�توان سره کارای نقطه هر برای هم�چنین،
سره ε-کارای جواب�های تشخیص برای را لازم شرط یک [۴۵] وانگ و لی (١٣.١) مساله از استفاده با

می�آوریم. زیر قضیه در که دادند، ارایه

λ ∈ Rm
> و ρ > ٠ آن�گاه باشد، (١.١) مساله برای سره یکجوابε-کارای x̂ اگر .[۴۵] .٩.۵.١ قضیه

با (١٣.١) مساله برای δ-بهینه جواب یک x̂ به�طوری�که دارند وجود
است. δ = maxi=١,··· ,m(λiεi + ρ

∑m
i=١ εi)

بهینه�سازی مساله برای ε-کارا جواب�های آوردن بدست برای کافی شرط یک زیر قضیه .[۴۵]
می�دهد. ارایه فزوده وزن�دار چبیشف روش از استفاده با (١.١) چندهدفه

یک x̂ ∈ X به�طوری�که باشد موجود ρ > ٠ اگر باشد. شده داده ε ∈ Rm
> کنید فرض .١٠.۵.١ قضیه

و δ = maxi=١,··· ,m(λiεi + ρ
∑m

i=١ εi) با (١٣.١) مساله برای δ-بهینه جواب
برای ε-کارا جواب یک x̂ آن�گاه باشد، λi = [fi(x̂)− yUi + ρ

∑
i(fi(x̂)− yUi )]

−١, i = ١, · · · ,m
است. (١.١) چندهدفه مساله

۶٠Augmented weighted Tchebycheff method
۶١Steuer
۶٢Choo



٢٧ برداری بهینه�سازی مسایل در سره کارای تقریباً جواب�های .۶.١

بهبودیافته وزن�دار چبیشف روش ۶.۵.١

زیر صورت به و ندارد فزوده وزن�دار چبیشف روش با زیادی تفاوت بهبودیافته۶٣ وزن�دار چبیشف روش
می�شود: تعریف

minimize max
i=١,··· ,m

λi

(
(fi(x)− yUi ) +

∑
t∈I

ρ(ft(x)− yUt )

)
subject to x ∈ X

(١۴.١)

کوچکی مثبت عدد ρ > ٠ و λ ∈ Rm
≧ و ایده�آل فوق نقطه یک yU و I = {١, · · · ,m} آن، در که

است.
برای کافی و لازم شرایطی روش این کمک با توانست او شد ارایه [٣٧] کالیسزوسکی۶۴ توسط روش این
همکارانش و کالیسزوسکی علاوه، به آورد. بدست چندهدفه بهینه�سازی مساله یک سره کارای جواب�های
چندهدفه مساله سره کارای جواب�های آوردن بدست برای تعاملی الگوریتمی روش این کمک با [٣٩]
بین بستان و بده مقدار برای که بالایی کران فزوده، وزن�دار چبیشف روش در که شود توجه دادند. ارایه
کران بهبودیافته، چبیشف وزن�دار روش در که حالی در است، ρ و λ به وابسته می�آید بدست هدف توابع

[٣٨ ،۴٠ ،٣٧] دارد. بستگی ρ > ٠ به تنها بالا
تشخیص برای لازم شرط یک و ε-کارا جواب�های آوردن بدست برای کافی شرط یک زیر قضیایای در

می�شود. ارایه سره ε-کارای جواب�های

x̂ ∈ X که باشد داشته وجود ρ > ٠ اگر باشد. شده داده ε ∈ Rm
≧ کنید فرض .[۴۵] .١١.۵.١ قضیه

آن�گاه باشد، i = ١, · · · ,m ،λi = [(fi(x) − yUi ]
−١ با (١۴.١) مساله برای δ-بهینه جواب یک

δ = maxi=١,··· ,m λi(εi + ρ
∑m

i=١ εi) با (١.١) چندهدفه مساله برای ε-کارا جواب یک x̂ ∈ X
است.

برای سره ε-کارای جواب یک x̂ اگر باشد. شده داده ε ∈ Rm
≧ کنید فرض .[۴۵] .١٢.۵.١ قضیه

مساله برای δ-بهینه جواب یک x̂ به�طوری�که دارند وجود λ ∈ Rm
≧ و ρ > ٠ آن�گاه باشد، (١.١) مساله

است. δ = maxi=١,··· ,m λi(εi + ρ
∑m

i=١ εi) با (١۴.١)

برداری بهینه�سازی مسایل در سره کارای تقریباً جواب�های ۶.١

دیگر دلخواه نرم�دار فضای یک به دلخواه نرم�دار فضای یک از برداری تابع یک بهینه�سازی بخش، این در
ادامه، در داریم. موضوع ادبیات بر مروری اولیه، قضیه و تعریف چند معرفی از پس می�کنیم. بررسی را

می�آوریم. بدست برداری بهینه�سازی مساله یک سره ε-کارای جواب�های برای کافی و لازم شرایطی
بخش این در .∅ ≠ X ⊂ Z و باشند حقیقی نرم�دار فضای دو (Y , ∥ . ∥Y) و (Z, ∥ . ∥Z) کنید فرض

۶٣Improved weighted Tchebycheff method
۶۴Kaliszewski



٢٨ اولیه قضایای و تعاریف .١

می�گیریم: نظر در زیر صورت به را V OP برداری بهینه�سازی مساله یک

min {f(x) : x ∈ X} , (١۵.١)

.f : Z → Y آن، در که
دهیم. می� ارایه برداری بهینه�سازی مسایل به مربوط اولیه تعریف چند حال،

d ∈ D \ {٠} هر اگر گویند، D پایه۶۵ را D ̸= {٠} محدب مخروط یک از C محدب زیر�مجموعه یک
باشد: داشته زیر صورت به یکتا نمایش یک

d = λc, ∃(λ > ٠, c ∈ C).

و U = {y ∈ Y : ∥ y ∥= ١} صورت به به�ترتیب حقیقی نرم�دار فضای یک واحد گوی و واحد کره
می�شوند. تعریف B = {y ∈ Y : ∥ y ∥≤ ١}

ضعیف ε-کارایی و ε-کارایی، ضعیف، کارایی کارایی، به مربوط تعاریف می�توان قبل، بخش�های همانند
داد. ارایه D ⊆ Y ترتیبی مخروط به نسبت را

به�ترتیب، ، D مخروط اکید قطبی مخروط و قطبی مخروط آن�گاه باشد، Y توپولوژیکی دوگان Y∗ اگر
می�شود: تعریف زیر صورت به

D+ = {φ ∈ Y∗ : φ(d) ≥ ٠, ∃d ∈ D},

D+s = {φ ∈ Y∗ : φ(d) > ٠, ∃d ∈ D \ {٠}}.

گویند. ۶۶ خودقطبی مخروط�هایی چنین به است. خودش با برابر Rm
≧ قطبی مخروط وضوح، به

است. نوکدار و توپر محدب، نابدیهی مخروط یک D ترتیبی مخروط که می�کنیم فرض ادامه، در
تعمیم دلخواه نرم�دار فضای یک در سره ε-کارایی به را بنسن سره کارایی تعریف [٢٢] وهمکاران گائو۶٧

می�کنیم. اشاره آن به زیر در که دادند

x̂ ∈ X است. شده داده ε ∈ D و باشد بسته ترتیبی مخروط یک D ⊆ Y کنید فرض .١.۶.١ تعریف
هرگاه گویند، D مخروط به نسبت (١۵.١) مساله برای بنسن مفهوم به سره ε-کارای جواب یک را

cl(cone(f(X ) +D − f(x̂) + ϵ)) ∩ (−D) = {٠}.

ارایه سره کارایی از هنیگ تعریف از استفاده با را هنیگ مفهوم به سره ε-کارایی تعریف ادامه، در
می�دهیم.

باشد. شده داده ε ∈ D و باشد نابدیهی محدب مخروط یک D ⊂ Y کنید فرض .٢.۶.١ تعریف
مخروط هرگاه گویند، (١۵.١) برداری بهینه�سازی مساله برای هنیگ سره جوابε-کارای یک را x̂ ∈ X

.x̂ ∈ XεE(K) و D \ {٠} ⊂ intK به�طوری�که باشد موجود K محدب

۶۵Base
۶۶self polar
۶٧Gao



٢٩ برداری بهینه�سازی مسایل در سره کارای تقریباً جواب�های .۶.١

Dϵ̄ = {t ∈ Y : infd∈D ∥ t− d ∥≤ ϵ̄ ∥ t ∥} کنید فرض بگیرید. نظر در را ϵ̄ > ٠ .٣.۶.١ تعریف
x̂ گاه هر گویند، واریزبیکی۶٨ مفهوم به سره ε-کارای جواب یک را x̂ ∈ X باشد. محدب مخروط یک

باشد Dϵ̄ مخروط به نسبت (١۵.١) مساله برای ε-کارا جواب یک

کارایی تعاریف به ترتیب به ٣.۶.١ و ٢.۶.١ ،١.۶.١ تعاریف آن�گاه ،ε = ٠ اگر که می�شود ملاحظه
می�گردند. بر [۶٧] واریزبیکی و [٣۴] هنیگ ،[٨] بنسن توسط شده داده سره

به نسبت واریزبیکی و هنیگ بنسن، مفهوم به سره ε-کارای جواب�های مجموعه .۴.۶.١ ملاحظه
محدب مخروط هرگاه می�دهیم. نشان XW

εPE(D) و XH
εPE(D) ،XB

εPE(D) با ترتیب به را D مخروط
کنیم. می خودداری آن ذکر از باشد، مشخص D

بسته نوک�دار محدب مخروط یک D ⊆ Y و توپولوژیکی نرم�دار فضای یک Y اگر [؟]. .۵.۶.١ قضیه
است. بنسن مفهوم به سره ε-کارای جواب یک هنیگ مفهوم به سره ε-کارای جواب هر آن�گاه باشد،

بخش، این در می�پردازیم. برداری بهینه�سازی سره ε-کارای جواب�های خواص بررسی به اکنون
بنا که است ذکر قابل شود. ذکر آن غیر این�که مگر می�کنیم، بررسی را هنیگ مفهوم به سره ε-کارایی
یک هنیگ مفهوم به سره ε-کارای جواب هر بخش، این در شده بررسی برداری تابع و ۵.۶.١ قضیه به
با چندهدفه بهینه�سازی مساله یک اگر که می�شود یادآوری است. بنسن مفهوم به سره ε-کارای جواب
شده�اند ارایه سره ε-کارایی برای رساله این در کنون تا که تعریفی تمام آن�گاه بگیریم، نظر در را D = Rm

≧

معادل�اند.

آن�گاه .D٢ ⊆ D١ و باشند ترتیبی مخروط دو D٢ و D١ کنید فرض .۶.۶.١ قضیه
XH

εPE(D١) ⊆ XH
εPE(D٢).

وجود K١ مخروط هنیگ، مفهوم به سره ε-کارایی تعریف به بنا .x̂ ∈ XH
εPE(D١) کنید فرض برهان.

.(f(X )− f(x̂) + ε) ∩ (−K١ \ {٠}) = ∅ و D١ \ {٠} ⊂ intK١ به�طوری�که دارد
داریم: پس ،D٢ ⊆ D١ چون

D٢ \ {٠} ⊆ D١ \ {٠} ⊂ intK١

این�که از
(f(X )− f(x̂) + ε) ∩ (−K١ \ {٠}) = ∅

.x̂ ∈ XH
εPE(D٢) می�گیریم نتیجه

آن�گاه .ε١ ≦D ε٢ کنید فرض .[٢٢] .٧.۶.١ قضیه
XB

ε١PE(D) ⊆ XB
ε٢PE(D).

می�گیریم: نتیجه ε ∈ D \ {٠} هر برای ،٧.۶.١ قضیه از .٨.۶.١ ملاحظه
XB

PE(D) = XB
٠PE(D) ⊆ XB

ϵPE(D), ∀ε ∈ D \ {٠}.

آن�گاه ،q ∈ D \ {٠} و ϵ > ٠ آن، در که ε = ϵq دهیم قرار اگر نتیجه در
XB

PE(D) ⊆ ∩ϵ>٠XB
εPE(D); ε = ϵq.

۶٨Wierzbicki



٣٠ اولیه قضایای و تعاریف .١

،q ∈ D \ {٠} و ϵ > ٠ آن، در که ε = ϵq دهیم قرار اگر .ε ∈ D \ {٠} کنید فرض .٩.۶.١ قضیه
آن�گاه

XH
PE(D) = ∩ϵXB

εPE(D); ε = ϵq.

از شمول رابطه این عکس .XB
PE(D) ⊆ ∩ϵ>٠XB

εPE(D) که می�گیریم نتیجه ٧.۶.١ قضیه از برهان.
می�شود. نتیجه C(ε) = ε+D انتخاب با [٢٢]

روش�های از استفاده برداری بهینه�سازی مساله یک حل برای روش�ها بهترین از یکی عموماً،
بهینه�سازی مساله یک به برداری بهینه�سازی مساله یک تبدیل یعنی اسکالرسازی است. اسکالرسازی
مساله یک از استفاده است. مقدار حقیقی هدف تابع یک با بهینه�سازی مساله یک که اسکالری۶٩
استفاده اسکالری بهینه�سازی روش�های و نظریه از بتوانیم که می�دهد را امکان این ما به شده اسکالرسازی

کنیم.
،اولا می�کنند. بیان اسکالرسازی تابع یک معرفی برای اساسی شرط دو [۵٧] همکاران و ساواراجی٧٠
باشد. کارا جواب یک آن جواب هر ثانیاً، بدهد. پوشش را کارایی جواب هر بتواند اسکالرسازی تابع
[۵١] است. نشده ارایه باشد داشته را شرایط این بتواند که اسکالرسازی مساله هیچ کنون تا متاسفانه،
نظر مورد نگاشت روی شرایطی اعمال با تا می�کنیم معرفی را جامع اسکالرسازی مساله یک ادامه، در
جامع اسکالرسازی مساله یک از استفاده بیابیم. ضعیف) (سره، ε-کارایی برای کافی و لازم شرایطی
از پس شد. مطرح [۶٧] واریزبیکی توسط بار اولین برای برداری، بهینه�سازی مساله یک حل برای
بین رابطه بررسی به [۵٧] همکاران و ساواراجی و ،[٣۶] جن٧٢ [؟]، لوک٧١ چون دیگری افراد آن،
بهینه�سازی مساله ضعیف) (سره، کارای جواب�های و جامع اسکالرسازی مساله یک بهینه جواب�های

پرداختند. مرتبط برداری
نظربگیرید: در زیر صورت به را (١۵.١) برداری بهینه�سازی مساله با متناظر اسکالرسازی یکمساله حال،

min (φof)(x)

s.t x ∈ X ,
(١۶.١)

.φ : Y → R آن، در که
و (١۵.١) برداری بهینه�سازی مساله سره ε-کارای جواب�های بین رابطه که اینست هدف ادامه، در

کنیم. بررسی را (١۶.١) اسکالرسازی مساله (اکید) δ-بهینه جواب�های
برداری بهینه�سازی یکمساله (ضعیف) ε-کارای جواب�های به راجع نتایجی ،[٣٠] همکاران و گوتییرز٧٣

می�کنیم. اشاره آنها به زیر در که آورند بدست

.y∗ ∈ Y و φ : Y → R کنید فرض .١٠.۶.١ تعریف
۶٩Scalar optimization problem
٧٠Sawaragi
٧١Luc
٧٢Jahn
٧٣Gutierrez



٣١ برداری بهینه�سازی مسایل در سره کارای تقریباً جواب�های .۶.١

اگر می�شود، گفته یکنوا٧۴ y∗ به نسبت φ (١)
y ≦D y∗ ⇒ φ(y) ≤ φ(y∗),

اگر می�شود، گفته یکنوا٧۵ قویاً y∗ به نسبت φ (٢)
y ≤D y∗ ⇒ φ(y) < φ(y∗),

اگر می�شود، گفته یکنوا٧۶ اکیداً y∗ به نسبت φ (٣)
y <D y∗ ⇒ φ(y) < φ(y∗).

تابع بگیرید. نظر در D = Rm
> با چندهدفه بهینه�سازی مساله یک .١١.۶.١ مثال

φ(y) = max
١≤i≤m

vi(yi − zi) + ρ
m∑
i=١

yi

.ρ ∈ R≧ و z ∈ Rm
≧ ،v ∈ Rm

≧ آن، در که بگیرید نظر در را
اگر و یکنواست اکیداً تابع این آن�گاه ،ρ = ٠ و v ∈ Rm

> اگر یکنواست. تابع این آن�گاه ،ρ = ٠ اگر
یکنواست. قویاً تابع این آن�گاه ،ρ > ٠

اسکالرسازی مساله برای δ-بهینه جواب یک ε ∈ D\{٠} و δ > ٠ کنید فرض .[٣٠] .١٢.۶.١ قضیه
داریم: صورت، این در باشد. (١۶.١)

و ε ∈ intD و باشد یکنوا f(x̂)− ε در φ اگر (١)
φ(f(x̂))− φ(f(x̂)− ε) > δ,

.x̂ ∈ XεE(D) آن�گاه

و باشد یکنوا قویاً f(x̂)− ε در φ اگر (٢)
φ(f(x̂))− φ(f(x̂)− ε) ≥ δ,

.x̂ ∈ XεE(D) آن�گاه

جواب یک x̂ کنید فرض به�علاوه، باشد. شده داده ε ∈ D \ {٠} کنید فرض .[٣٠] .١٣.۶.١ نتیجه
داریم: ، صورت این در است. (١۶.١) مساله برای δ-بهینه

و δ < φ(ε) و φ(ε) > ٠ ،φ ∈ D+ اگر (١)
x̂ ∈ XεE(D).

آن�گاه ،δ ≤ φ(ε) و φ ∈ D+s اگر (٢)
x̂ ∈ XεE(D).

٧۴Monotone
٧۵Strongly monotone
٧۶strictly monotone



٣٢ اولیه قضایای و تعاریف .١

برداری بهینه�سازی مساله (ضعیف) ε-کارای جواب�های آوردن بدست برای لازم شرایطی ادامه در
دهیم. ارایه (١۵.١)

که باشد به�گونه�ای φ : Y → R و ε ∈ D \ {٠} کنید فرض .[٣٠] .١۴.۶.١ قضیه
{y ∈ Y : φ(y) < ٠} = f(x̂)− ε− intD. (١٧.١)

است. δ ≥ φ(f(x̂)) با (١۶.١) اسکالرسازی مساله برای δ-بهینه جواب یک x̂ آن�گاه ،x̂ ∈ XεWE اگر

max١≤i≤m vi(yi−zi+εi) تابع برای (١٧.١) خاصیت چندهدفه بهینه�سازی مسایل در که شود توجه
زیرا است، برقرار

max
١≤i≤m

vi(yi − zi + εi) < ٠ ⇔ y ∈ z − ε− Rm
> .



٢ فصل

E-کارایی(سره، و بهبودیافته مجموعه�های
ضعیف)

٣٣



٣۴ ضعیف) E-کارایی(سره، و بهبودیافته مجموعه�های .٢

مقدمه ١.٢

-E مفهوم سپس می�کنیم، معرفی را آنها ویژگی�های برخی و بهبودیافته مجموعه�های ابتدا فصل این در
شامل آن از مختلفی انواع بررسی به دیگر بخش�های در و می�کنیم بیان برداری دربهینه�سازی را کارایی
می�پردازیم. ∆−K نگاشت توسط E-کارایی و بنسن سره E-کارایی ،φq,E نگاشت توسط E-کارایی

است. شده استفاده [٧۴ ،۶٩ ،٢۴ ،٧ ،٢٩ ،۵٠ ،٢٠] مراجع از فصل این در است ذکر به لازم

آن�ها ویژگی�های و بهبودیافته مجموعه�های ٢.٢

کردند. مطرح بعد متناهی فضای در را E-کارایی و بهبودیافته مجموعه�های مفاهیم [٨] همکاران و چیکو
باشد. بسته محدب مخروط یک K می�کنیم فرض ادامه، در

می�شود. تعریف زیر شکل به Y از A مجموعه زیر فوقانی١ جامع مجموعه .١.٢.٢ تعریف
u− compr(A) = {x ∈ Y | ∃a ∈ A s.t. x− a ∈ K}.

.u− compr(A) =
∪
a∈A

(a+ Rm
≧ ) داریم K = Rm

≧ اگر خصوص به

اگر: گویند فوقانی جامع مجموعه را Y از E مجموعه زیر .٢.٢.٢ ملاحظه
u− compr(E) = E.

Y از بهبودیافته٢ مجموعه را E آن�گاه باشد، فوقانی جامع مجموعه E ⊂ Y \ {٠} اگر .٣.٢.٢ تعریف
می�دهیم. نشان ζY با را Y در بهبودیافته مجموعه�های خانواده می�نامیم.

.E +K = E و ٠ ̸∈ E اگر تنها و اگر E ∈ ζY که است واضح ٢.٢.٢ ملاحظه از .۴.٢.٢ ملاحظه
y ∈ Rm

≧ و a ∈ E اگر و ٠ ̸∈ E اگر وفقط اگر E ∈ ζY که می�گیریم نتیجه K = Rm
≧ اگر واقع در

.a+ y ∈ E آن�گاه

آن در که (ε,∞) و (٠,+∞) ،∅ از عبارتند ζY عناصر صورت این در Y = R١ اگر .۵.٢.٢ مثال
.ε > ٠

G ⊂ Rn که باشد G روی مقدار حقیقی پیوسته توابع فضای Y = C(G) کنید فرض .۶.٢.٢ مثال
K = {x ∈ C(G)| x(t) ≥ ٠, ∀t ∈ G} کنید فرض همچنین است، کراندار بسته مجموعه یک

است. یافته بهبود مجموعه یک E = {x ∈ C(G)| x(t) > ٠, ∀t ∈ G} آن�گاه
طرفی از .٠ ̸∈ E که دید می�توان راحتی به C(G) و E تعریف از زیرا

است. یافته بهبود مجموعه یک E بنابراین E +K = {x ∈ C(G)| x(t) > ٠ ∀t ∈ G}
.∅ ∈ ζy وضوح به

.intE ̸= ∅ می�کنیم فرض رساله این در

١upper comprehensive
٢improvement set



٣۵ آن�ها ویژگی�های و بهبودیافته مجموعه�های .٢.٢

خانواده است. منطبق زیر تعریف با ٣.٢.٢ تعریف آنگاه، .K = Rm
≥ و Y = Rm کنیم فرض

می�دهیم. نشان ζmبا را Rmدر بهبودیافته مجموعه�های

یافته بهبود مجموعه را E باشد. فوقانی جامع مجموعه یک E ⊂ Rm کنید{٠}\ فرض .٧.٢.٢ تعریف
می�دهیم. نشان ζmبا را Rmدر یافته بهبود مجموعه�های خانواده و می�نامیم Rm

مطرح سازی می�نیمم� مسایل برای را E-کارا نقطه مفهوم [٨] همکاران و چیکو ایده�های پایه بر
می�کنیم.

نقطه a ∈ A �گوییم �باشد. شده داده A ⊂ Y ناتهی مجموعه و E ∈ ζY کنید فرض .٨.٢.٢ تعریف
می�دهیم. نشان a ∈ OE(A) با را آن و (a− E) ∩ A = ∅ اگر است E-کارا

دست به برای ویژگی�ها این می�دهیم. ارایه را بهبودیافته مجموعه ویژگی�های برخی بخش، این در
است. مهم اصلی� نتایج آوردن

داریم: را زیر گزاره�های ۴.٢.٢ ملاحظه و بهبودیافته مجموعه تعریف از .٩.٢.٢ نتیجه
E؛ +K \ {٠} ∈ ζY همچنین K \ {٠} ∈ ζY داریم الف)
ϵ+K؛ ∈ ζY داریم آن�گاه باشد، ϵ ∈ K \ {٠} اگر ب)

intE؛ + E ⊂ E و E + E ⊂ E داریم آن�گاه باشد، E ∈ ζY و E ⊂ K اگر پ)
آن در که ،µE ∈ ζ١ داریم آن�گاه باشد، µ ∈ K+i و E ∈ ζY ،E ⊂ K اگر ت)

µE؛ =
∪
e∈E

⟨µ, e⟩

.intE ∈ ζY داریم آن�گاه باشد، E ∈ ζY اگر ث)

نشان حال .K\{٠} ∈ ζY نتیجه K+{٠}\Kدر = K\{٠} و است ٠ ̸∈ K\{٠} چون الف) برهان.
.E+K\{٠}+K = E+K\{٠} و ٠ ̸∈ E+K\{٠} دهیم نشان باید .E+K\{٠} ∈ ζY می�دهیم

می�شود. حاصل نتیجه K \ {٠}+K = K \ {٠} اینکه از
پس .ϵ+K +K = ϵ+K داریم همچنین .٠ ̸∈ ϵ+K که است واضح ϵ ∈ K \ {٠} اینکه از ب)

است. بهبودیافته مجموعه یک ϵ+K

از .E + E ⊂ E است بدیهی E ⊂ K چون .E + K = E و ٠ ̸∈ E داریم ،E ∈ ζY چون پ)
.intE + E ⊂ E بنابراین ،intE ⊂ E داریم طرفی

y ∈ K \ {٠} هر برای µ ∈ K+i اینکه از .E +K = E و ٠ ̸∈ E داریم بنابراین E ∈ ζY چون ت)
در E ⊆ K طرفی از و µ ∈ K+i و ٠ ̸∈ E چون ٠ ̸∈ µE می�کنیم ثابت ابتدا ،⟨y, µ⟩ > ٠ داریم

.µE +K = µE نتیجه در µ ⊂ K \ چون{٠} طرفی از .⟨µ, e⟩ > ٠ ∀e ∈ E نتیجه
داریم: و ٠ ̸∈ intE وضوح به .E +K = E و ٠ ̸∈ E داریم پس E ∈ ζY چون ث)

intE +K ⊂ int(E +K) = intE

دیگر طرفی از
intE = int(E +K) ⊂ intE + intK ⊂ intE +K

است. بهبودیافته مجموعه یک intE و intE +K = intE بنابراین



٣۶ ضعیف) E-کارایی(سره، و بهبودیافته مجموعه�های .٢

.intE = E + intK = clE + intK آنگاه E ∈ ζY اگر .١٠.٢.٢ قضیه

تحدب از E = E +K،داریم لذا E ∈ ζY چون .intE = E + intK می�دهیم نشان ابتدا برهان.
می�گیریم: نتیجه K و E

intK + E ⊂ int(E +K) = intE

داریم بنابراین .intE ∈ ζY که است بدیهی E ∈ ζY از همچنین،
داریم: دیگر طرف از intE = intE +K

intE = intE +K = intE + intK ⊂ E + intK

رو؛ این از
intE = E + intK.

هر برای .E+intK ⊃ clE+intK می�دهیم نشان حال .E+intK ⊆ clE+intK که است واضح
x٢ ∈ intKاز .x = x١ + x٢ که طوری به دارند وجود x٢ ∈ intK و x١ ∈ clE ،x ∈ clE + intK

همچنین .x٢ +V ⊂ intK که دارد وجود صفر از V متعادل(متوازن) همسایگی یک که می�شود استنباط
و x١ + ν ∈ E که طوری به دارد وجود ν ∈ V بنابراین .(x١ + V ) ∩ E ̸= ∅ داریم x١ ∈ clE از

x+ ν + V = x١ + ν + x٢ + V ⊂ E + intK.

می�دهد: نتیجه که است، x از همسایگی یک x+ ν + V که است واضح
x ∈ int(E + intK) ⊂ E + intK.

.clE + intK ⊆ clE + intK یعنی

کردند مطرح را اسکالرسازی نتایج برخی و کردند مطرح را (B) فرض ۴ هرناندز و فلورز-بازان٣
(B) فرض از خاصی حالت بهبودیافته، مجموعه مفهوم که می�دهد نشان را حقیقت این زیر قضیه .[٢٠]

است. هرناندز و فلورز-بازان توسط شده مطرح
٠ ∈ ∂S طوریکه به بسته)، لزوما (نه است مجموعه�ای S ⊊ Y ،٠ ̸= q ∈ Y کنید فرض .Bفرض

آنگاه
cl(−S)C + R>.q ⊆ int(−S)C .

آن�گاه q ∈ intK و باشد Y در بهبودیافته ای مجموعه E اگر الف) .١١.٢.٢ قضیه
cl(−E)C + R>.q ⊂ int(−E)C .

کنیم ثابت کافیست حقیقت در است. −E مجموعه مکمل (−E)C آن در که
Y \ (−intE) + R>.q ⊆ Y \ (−clE).

برای .x ̸∈ −clE کنیم ثابت است کافی پس .x ∈ Y وضوح به x ∈ Y \ (−intE)+R>.q هر برای
است: برقرار زیر مفهوم که می�کنیم ثابت منظور این

Y \ (−intE) + R>.q ⊂ Y \ (−clE).

٣Florez-Bazan
۴Hernandez



٣٧ آن�ها ویژگی�های و بهبودیافته مجموعه�های .٢.٢

بنابر������������������������������������������این x ∈ Y \ (−intE) + R> چون ،−x ∈ clE کنید فرض خلف برهان با
١٠.٢.٢نتیجه قضیه از .x = x١ + x٢ که طوری به دارد وجود x٢ ∈ R> و x١ ∈ Y \ (−intE)

می�شود:
−x١ = −x+ x٢ ∈ clE + R>.q ⊂ clE + intK = intE =⇒ −x١ ∈ intE

است. درتناقض x١ ∈ Y \ (−intE) با این که
فرض مثال عنوان به نیست. بهبود�یافته مجموعه یک لزوماً کند، صدق (B) فرض Eدر ⊆ Y اگر ب)
بنابراین، cl(−E)C +R> ⊂ int(−E)C که داد نشان E.می�توان = R٢

>∪{(٠, ١)}∪{(١, ٠)} کنید
بنابراین E + R٢

≥ ̸= E داریم (٠, ٠) ̸∈ E اینکه وجود با درهرحال اما می�کند، صدق (B) فرض Eدر
نیست. بهبودیافته مجموعه E

کنید فرض مثال برای .٠ ̸∈ ∂E طوریکه به دارد وجود بهبودیافته مجموعه�����������ای پ)
داریم: ٠ ̸∈ ∂E و E ∈ ζY که می�دهیم نشان .E = {(x١, x٢) ∈ R٢|x١ ≥ ٠٫ ١, x٢ ≥ ٠٫ ١}

∂E = {(x١, x٢) ∈ R٢|x١ = ٠٫ ١, x٢ ≥ ٠٫ ١ ∪ x١ ≥ ٠٫ ١, x٢ = ٠٫ ١}
حال درهر .E +K = E و (٠, ٠) ̸∈ E دهیم نشان باید ،K = R٢

≥ و Y = R٢ که می�شود مشاهده
می�کند. صدق (B) درفرض انتقال چون نیست کننده محدود می�شود واقع مرز روی مبدا اینکه شرط

مثال عنوان به نیست. درست ١٠.٢.٢لزوماً قضیه نباشد، بهبودیافته مجموعه E اگر .١٢.٢.٢ ملاحظه
و K = R٢

≥ ،Y = R٢ می�دهیم قرار کنید فرض
که می�شود مشاهده E = {(x١, x٢)|x١ ⩽ ٠, x٢ ⩽ ٠}

u− compr(E) = {x ∈ R٢|∃e ∈ E s.t. x− e ∈ R٢
≥} = R٢

داریم طرفی از یا و u− compr(E) ̸= E داریم E مجموعه تعریف به توجه با بنابراین
داریم: همچنین .E ̸∈ ζY یعنی که E + R٢

≥ = R٢ ̸= E

intE = {(x١, x٢)|x١ < ٠, x٢ < ٠} ̸= E + intK = R٢.

می�گیریم، نتیجه ١٠.٢.٢ قضیه و ٩.٢.٢ نتیجه (ث) قسمت از آنگاه ،E ∈ ζY اگر .١٣.٢.٢ نتیجه
E + intK ∈ ζY

و ٠ ̸∈ intE بنابراین ،intE ∈ ζY داریم ٩.٢.٢ نتیجه (ث) قسمت از E ∈ ζY چون برهان.
چون لذا intE = E + intK داریم ١٠.٢.٢ قضیه از استفاده با طرفی از .intE + K = intE

که دهیم نشان باید حال ٠ ̸∈ E + intK داریم پس ٠ ̸∈ intE

که دید می�توان راحتی به E + K = E اینکه از E ∈ ζY چون .E + intK + K = E + intK

.E + intK +K = E + intK

همچنین باشد، intK ناتهی درونی نقاط با بسته محدب مخروطی K ⊂ Y کنید فرض .١۴.٢.٢ قضیه
داریم: را زیر گزاره�های آنگاه ،x̄ ∈ K کنید فرض



٣٨ ضعیف) E-کارایی(سره، و بهبودیافته مجموعه�های .٢

cone(f(X) + intK − f(x̄)) = cone(f(X)− f(x̄)) + intK الف)
clcone(f(X) + intK − f(x̄)) = clcone(f(X) +K − f(x̄)). ب)

که دید می�توان راحتی به است، مخروط یک intK چون الف) برهان.
cone(f(X) + intK − f(x̄)) = cone(f(X)− f(x̄)) + intK.

کنیم: ثابت را زیر گزاره است کافی اثبات برای ب)

cone(f(X) +K − f(x̄)) ⊂ clcone(f(X) + intK − f(x̄)). (١.٢)

کنید فرض منظور این برای

y ∈ cone(f(X) +K − f(x̄)).

طوریکه به دارند وجود k ∈ K و a ≥ ٠ آنگاه

y = a(f(x) + k − f(x̄)).

طوریکه به دارد وجود {kn} ⊂ intK دنباله است، بسته K که دلیل این به
می�دهیم قرار .k = limn→∞ kn

yn := a(f(x) + kn − f(x̄)) ∈ cone(f(X) + intK − f(x̄)).

آن�گاه

lim
n→∞

yn = a(f(x) + k − f(x̄)) = y.

بنابراین

y ∈ clcone(f(X) + intK − f(x̄)).

است. برقرار (١.٢) لذا

آن�گاه A ⊂ Y و E ∈ ζY کنید فرض .١۵.٢.٢ قضیه
clcone(A+ E) = clcone(A+ intE).

داریم: ١٠.٢.٢ قضیه و ١۴.٢.٢ قضیه (ب) قسمت از و E ∈ ζY که آنجایی� از برهان.
clcone(A+ E) = clcone(A+ E +K) = clcone(A+ E + intK) = clcone(A+ intE).

.int(µE) = µintE آنگاه .µ ∈ K+iو E ⊂ K ،E ∈ ζY کنید فرض .١۶.٢.٢ قضیه

و µE ∈ ζ١ داریم ،١٠.٢.٢ قضیه و ٩.٢.٢ نتیجه (ت) قسمت از ،E ∈ ζY از برهان.
int(µE) = µE + intR≥ = µE + µintK = µ(E + intK) = µintE.



اسکالرسازی و برداری بهینه�سازی در E-کارایی ٣.٢

باشد. هاسدورف محدب موضعاً توپولوژیکال خطی فضای یک Y و خطی فضای یک X کنید فرض
بگیرید: درنظر را زیر برداری بهینه�سازی مساله

min f(x),

x ∈ S.
(٢.٢)

.∅ ̸= S ⊂ X و f : X −→ Y آن در که

اگر است (٢.٢) �Eـ�کارای جواب x̄ ∈ S شدنی نقطه .E ∈ ζY کنید فرض .[٢٩] .١.٣.٢ تعریف

(f(x̄)− E) ∩ f(S) = ∅,

می�دهیم. نشان x̄ ∈ AE(f, S, E) با که

(٢.٢) ضعیف �Eـ�کارای جواب x̄ ∈ S شدنی نقطه .E ∈ ζY داریم کنید فرض .[٢٩] .٢.٣.٢ تعریف
اگر است

(f(x̄)− intE) ∩ f(S) = ∅.

می�دهیم. نمایش x̄ ∈ WAE(f, S, E) با را آن و

بگیرید: نظر در را زیر اسکالر سازی بهینه مساله
minϕ(x),

x ∈ Z.
(٣.٢)

.∅ ̸= Z ⊂ X و ϕ : X → R آن در که
جواب x̄ آنگاه ،ϕ(x) ≥ ϕ(x̄) − ϵ ،∀x ∈ Z اگر باشند. شده داده x̄ ∈ Z و ϵ ≥ ٠ کنید فرض
می�دهیم. نشان AMin(ϕ, ϵ) با را �ϵـ�مینیمال جواب�های مجموعه می�شود. نامیده (٣.٢) �ϵـ�مینیمال
نامیده (٣.٢) اکید جواب�ϵـ�مینیمال x̄ آنگاه ،ϕ(x) > ϕ(x̄)− ϵ ،∀x ∈ Z باشیم داشته� اگر براین علاوه

می�دهیم. نشان SAMin(ϕ, ϵ) با را اکید �ϵـ�مینیمال جواب�های تمام مجموعه می�شود.

محدب مجموعه�ای A ⊂ Y و باشد هاسدورف توپولوژیکال خطی فضای Y کنید فرض .[٧] .٣.٣.٢ لم
آنگاه باشد، ناتهی درون با

intA = {y ∈ Y |⟨y∗, y⟩ > ٠, ∀y∗ ∈ A+\{٠}}.

محدب مجموعه�ای A ⊂ Y و باشد هاسدورف توپولوژیکال خطی فضای Y کنید فرض .[٧] .۴.٣.٢ لم
داریم آنگاه ،⟨y∗, x⟩ = ٠ چنان�که باشد داشته وجود y∗ ∈ A+\{٠} و x ∈ A باشیم داشته اگر باشد.

.x ∈ ∂A



۴٠ ضعیف) E-کارایی(سره، و بهبودیافته مجموعه�های .٢

φq,E توسط �Eـ�کارایی اسکالرسازی ۴.٢

با را (٢.٢) برداری بهینه�سازی مساله ضعیف �Eـ�کارای جواب�های و �Eـ�کارا جواب�های بخش این در
فرض می�کنیم. مشخص [٢۴] همکاران و گاپفرت۵ توسط شده ارایه φq,E خطی غیر اسکالرسازی تابع
باشد. بسته E ∈ ζY و باشد حقیقی هاسدورف محدب موضعا توپولوژیکال خطی فضای Y که کنید

با شده تعریف φq,E : Y → R ∪ {±∞} تابع
φq,E(y) = inf{s ∈ R|y ∈ sq − E}, y ∈ Y

بگیرید. نظر در را inf ∅ = +∞ با و

می�شود: تعریف زیر صورت به φ : Y → R تابع دامنه .١.۴.٢ تعریف
domφ := {y ∈ Y |φ(y) < ∞}.

صورتی در باشد. D و A ناتهی مجموعه دو جداسازی برای مناسب تابعی φ : Y → R کنید فرض
یعنی باشد k◦ ∈ Y \{٠} توسط شده تولید شعاع��های شامل D که
D + [٠,+∞).k٠ ⊂ D. (۴.٢)

می�دهیم. ارایه را زیر قضیه صورت این در

چنان�که k٠ ∈ Y باشیم داشته و باشد بسته سره مجموعه� D ⊂ Y کنید فرض .[٢۴] .٢.۴.٢ قضیه
،domφ = Rk٠ −D و است محدب موضعاً فضای φ آنگاه باشد. برقرار (۴.٢)

{y ∈ Y |φ(y) ≤ λ} = λk٠ −D ∀λ ∈ R, (۵.٢)

و
φ(y + λk٠) = φ(y) + λ ∀y ∈ Y, ∀λ ∈ R. (۶.٢)

این بر علاوه

y ∈ Y و λ > ٠ هر برای φ(λy) = λφ(y) باشد، محدب D اگر تنها و اگر است محدب φ الف.
باشد. مخروط D اگر تنها و اگر

یعنی نباشد، k٠ با موازی خطوطی شامل D اگر تنها و اگر است سره φ ب.
∀y ∈ Y, ∃t ∈ R : y + tk◦ /∈ D. (٧.٢)

و نباشد k٠ با موازی خطوطی شامل D اگر تنها و اگر است مقدار ـ متناهی φ پ.
Rk◦ −D = Y. (٨.٢)

است یکنواخت ـ B ،φ و B ⊂ Y کنید فرض ت.
.D +B ⊂ D اگر تنها و اگر (y٢ − y١ ∈ B =⇒ φ(y١) ≤ φ(y٢) (یعنی

۵Gopfert



۴١ φQ,E توسط �Eـ�کارایی اسکالرسازی .۴.٢

.D +D ⊂ C اگر تنها و اگر است افزایشی زیر φ ث.
که کنید فرض

D + (٠,∞).k٠ ⊂ intD. (٩.٢)

آنگاه

و است پیوسته φ ج.

{y ∈ Y |φ(y) < λ} = λk٠ − intD, ∀λ ∈ R,

{y ∈ Y |φ(y) = λ} = λk٠ − ∂D, ∀λ ∈ R.

k◦ ∈ Y باشیم داشته و باشد بسته سره مجموعه D ⊂ Y کنید فرض .٣.۴.٢ گزاره

،(٧.٢) آن�گاه D + intC ⊂ D و k٠ ∈ intC چنان�که باشد داشته وجود C ⊂ Y مخروط اگر (الف)
برقرارند. (٩.٢) و (٨.٢)

نیز (٩.٢) و (٧.٢) آن�گاه باشند، برقرار (٨.٢) و (۴.٢) و intD ̸= ∅ باشد، محدب D اگر (ب)
برقرارند.

است. پیوسته و متناهی�ـ�مقدار φD,k٠ آنگاه باشند برقرار (ب) یا (الف) فرضیات اگر خاص طور به
است. محدب (ب) حالت در همچنین

است، ٠ از همسایگی یک intC − k٠ ،k٠ ∈ intC چون .y ∈ Y که کنید فرض (الف) برهان.
که می�گیریم نتیجه بنابراین .ty ∈ intC − k٠ به�طوری�که دارد وجود t > ٠ دراین�صورت

بنابراین .y ∈ intC − (٠,∞)k٠

C + Rk٠ = C − (٠,∞).k٠ = intC + Rk٠ = intC − (٠,∞).k٠ = Y.

می�آوریم بدست D + intC ⊂ D شمول رابطه از ،y٠ ∈ D نظرگرفتن در با
D + Rk٠ ⊃ y٠ + intC + Rk٠ = y٠ + Y = Y ;

داریم آنگاه دارد؛ قرار D درون Rk٠ + y خط که کنید فرض است، برقرار (٨.٢) یعنی
داریم چون است. تناقض در D بودن سره با که Y = y + Rk٠ + intC ⊂ D + intC ⊂ D

است. برقرار نیز (٩.٢) وضوح به D + (٠,∞)k٠ ⊂ D + intC ⊂ D

وجود t٠ ∈ (٠,∞) و y٠ ∈ D خلف برهان از استفاده با است، برقرار (٩.٢) که کنید فرض (ب)
y∗ ∈ Y ∗ \ {٠} تفکیک قضیه از است، محدب D چون .y٠ + t٠k

٠ /∈ intD به�طوری�که دارند
به�طوری�که دارد وجود

⟨y٠ + t٠k
٠, y∗⟩ ≤ ⟨y, y∗⟩ ∀y ∈ D.



۴٢ ضعیف) E-کارایی(سره، و بهبودیافته مجموعه�های .٢

نتیجه t٠ > ٠ چون .⟨y٠ + t٠k
٠, y∗⟩ ≤ ⟨y٠ + tk٠, y∗⟩ می�آوریم دست به t ≥ ٠ هر برای (۴.٢) از

بنابراین ،⟨k٠, y∗⟩ = ٠ که می�گیریم
⟨y٠, y

∗⟩ ≤ ⟨y + tk٠, y∗⟩ ∀y ∈ D, ∀t ∈ R.

این از .y∗ = ٠ می�دهد نشان که ،⟨y٠, y
∗⟩ ≤ ⟨y, y∗⟩ می�آوریم دست به y ∈ Y هر برای (٨.٢) از

است. برقرار (٩.٢) که می�گیریم نتیجه تناقض
.t ∈ R و d ∈ D کنید فرض همچنین . y + Rk٠ ⊂ D داریم y ∈ Y برخی برای کنید فرض حال
می�آوریم به�دست گرفتن حد با .n−١

n
d+ ١

n
(y+ tnk٠) ∈ D داریم n ∈ N∗ برای است محدب D چون

می�رسیم. Y = D + Rk٠ ⊂ D تناقض به ،(٨.٢) از استفاده با بنابراین .d+ tk٠ ∈ clD = D

و (پ) قسمت ٢.۴.٢ قضیه از است، برقرار (٩.٢) و (٧.٢) ،(٨.٢) شرایط حالت دو هر در اینکه از
هستند. محدب D و φ (ب) حالت در براین علاوه است، پیوسته و متناهی-مقدار φ (ج)

و است پیوسته φq,E تابع آن�گاه q ∈ intK باشیم داشته و E ∈ ζY کنید فرض .۴.۴.٢ لم

{y ∈ Y |φq,E(y) < c} = cq − intE ∀c ∈ R,

{y ∈ Y |φq,E(y) = c} = cq − ∂E ∀c ∈ R,

φq,E(−E) ≤ ٠, φq,E(−∂E) = ٠.

که می�گیریم نتیجه ٣.۴.٢ گزاره و q ∈ intK ، E ∈ ζY از برهان.

،E +R>.q ⊂ intE (الف)

،Y = R.q − E (ب)

∀y ∈ Y, ∃s ∈ R چنان�که y + sq /∈ E. (پ)

است. بدیهی نتیجه ٢.۴.٢ قضیه و (ب) ـ (الف) از بنابراین

بگیرید: نظر در را زیر اسکالر بهینه�سازی مساله
(Pq,y) min

x∈S
φq,E(f(x)− y),

می�دهیم. نمایش (φq,E,yof)(x) با را φq,E(f(x)− y) .y ∈ Y و q ∈ intK آن در که
جواب�های مجموعه و AMin(φq,E,yof, ϵ) با را (Pq,y) مینیمال ـ ϵ جواب�های مجموعه

می�دهیم. نشان SAMin(φq,E,yof, ϵ) با را (Pq,y) اکید مینیمال ـ ϵ

داریم: ،X خطی فضای در C ⊂ X ناتهی مجموعه هر برای دوقطبی). (قضیه .۵.۴.٢ قضیه
C◦◦ = cl(conv{λc : λ ≥ ٠, c ∈ C})

.C◦◦ = (C◦)◦ آن در که .

آن�گاه باشد بهبودیافته مجموعه�ای E ⊂ Y که کنید فرض .[٢٩] .۶.۴.٢ گزاره
clK ⊂ clE و E+ ⊂ K+ (الف)

.E = cone(conv)E یعنی است E محدب پوسته توسط شده تولید مخروط E آن در که



۴٣ φQ,E توسط �Eـ�کارایی اسکالرسازی .۴.٢

.int(E ∩K) ̸= ∅ آن�گاه باشد محدب مجموعه�ای E ∈ ζY کنید فرض .٧.۴.٢ لم

با و محدبند دو هر K و E اینکه از آن�گاه ،E ∩K = ∅ اگر .E ∩K ̸= ∅ می�کنیم ثابت ابتدا برهان.
چنان�که دارد وجود y∗ ∈ Y ∗\{٠} تفکیک قضیه از استفاده

⟨y∗, e⟩ ≥ ⟨y∗, k⟩, ∀e ∈ E,∀k ∈ K. (١٠.٢)

بنابراین .∀e ∈ E ،⟨y∗, e⟩ ≥ ٠ داریم صورت این در ،k = ٠ باشیم داشته (١٠.٢) رابطه در کنید فرض
یعنی ،y∗ ∈ K+ که می�گیریم نتیجه (الف) ۶.۴.٢ گزاره از .y∗ ∈ E+

⟨y∗, k⟩ ≥ ٠, ∀k ∈ K. (١١.٢)

که می�گیریم نتیجه است، مخروط یک K اینکه از و (١٠.٢) از دوباره براین، علاوه
داریم: (١١.٢) از بنابراین .∀k ∈ K ⟨y∗, k⟩ ≤ ٠

⟨y∗, k⟩ = ٠, ∀k ∈ K.

است. متناقض intK ̸= ∅ فرض با که K = ∂K داریم ،۴.٣.٢ لم از
آن�گاه ٠ ∈ K و ٠ /∈ E چون است، K به نسبت بهبودیافته مجموعه�ای E ∩K می�کنیم ثابت اکنون
چون .E ∩K +K ⊂ E ∩K کنیم ثابت است کافی .E ∩K ⊂ E ∩K +K و ٠ /∈ E ∩K داریم

داریم: آن�گاه است محدب مخروطی K
E ∩K +K ⊂ K +K = K. (١٢.٢)

می�آوریم: بدست E ∈ ζY از
E ∩K +K ⊂ E +K = E. (١٣.٢)

intK ̸= ∅ و E∩K ̸= ∅ از بنابراین .E∩K+K ⊂ E∩K که می�گیریم نتیجه (١٣.٢) و (١٢.٢) از
داریم: ١٠.٢.٢ قضیه و

int(E ∩K) = E ∩K + intK ̸= ∅.

از یافتن اطمینان برای کافی شرط یک تنها E بهبودیافته مجموعه تحدب فرض .٨.۴.٢ ملاحظه
و K = R٢

≥ ،Y = R٢ می�کنیم فرض واقع در است. int(E ∩K) ̸= ∅
E = R٢

≥\{(x١, x٠|(٢ ≤ x١ ≤ ١, ٠ ≤ x٢ < ١}.

حال هر در نیست. محدب E و است K به نسبت بهبودیافته مجموعه E که است بدیهی
int(E ∩K) = {(x١, x٢)|x١ > ٠, x٢ > ٠}\{(x١, x٠|(٢ ≤ x١ < ١, ٠ ≤ x٢ ≤ ١} ̸= ∅.

جواب�های از خطی غیر اسکالر توصیف و بگیریم نظر در را q ∈ int(E ∩K) می�توانیم ٧.۴.٢ لم طبق
�دهیم. ارایه φq,E خطی غیر اسکالر تابع توسط (٢.٢) کارای �Eـ

باشیم داشته و باشد بسته محدب مجموعه E ∈ ζY کنید فرض .٩.۴.٢ قضیه
و q ∈ int(E ∩K)

ϵ = inf{s ∈ R>|sq ∈ int(E ∩K)}.
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آنگاه
x̄ ∈ WAE(f, S, E) ⇐⇒ x̄ ∈ AMin(φq,E,f(x̄)of, ϵ).

که می�گیریم نتیجه ۴.۴.٢ لم از .x̄ ∈ WAE(f, S, E) که کنید فرض برهان.
{y ∈ Y |φq,E(y) < ٠} = −intE. (١۴.٢)

می�گیریم نتیجه x̄ ∈ WAE(f, S, E) اینکه از
(f(S)− f(x̄)) ∩ (−intE) = ∅. (١۵.٢)

که می�گیریم نتیجه (١۵.٢) و (١۴.٢) از
(f(S)− f(x̄)) ∩ {y ∈ Y |φq,E(y) < ٠} = ∅.

بنابراین
(φq,E,f(x̄)of)(x) = φq,E(f(x)− f(x̄)) ≥ ٠ ∀x ∈ S. (١۶.٢)

داریم: ϵq ∈ E ∩K ⊂ E چون این بر علاوه
(φq,E,f(x̄)of)(x̄) = φq,E(٠) = inf{s ∈ R|sq ∈ E} ≤ ϵ.

که می�گیریم نتیجه (١۶.٢) از
(φq,E,f(x̄)of)(x) ≥ (φq,E,f(x̄)of)(x̄)− ϵ.

.x̄ ∈ AMin(φq,E,f(x̄)of, ϵ) بنابراین
وجود x̂ ∈ S آنگاه .x̄ /∈ WAE(f, S, E) و x̄ ∈ AMin(φq,E,f(x̄)of, ϵ) که کنید فرض عکس به

چنان�که دارد
f(x̂)− f(x̄) ∈ −intE. (١٧.٢)

c ∈ R هر برای که می�گیریم نتیجه ۴.۴.٢ لم و (١٧.٢) از
cq + f(x̂)− f(x̄) ∈ cq − intE = {y ∈ Y |φq,E(y) < c},

می�شود: حاصل که
φq,E(cq + f(x̂)− f(x̄)) < c. (١٨.٢)

آن�گاه c = ٠ می�دهیم قرار (١٨.٢) در
φq,E (f(x̂)− f(x̄)) < ٠. (١٩.٢)

می�گیریم نتیجه x̄ ∈ AMin(φq,E,f(x̄)of, ϵ) چون دیگر طرف از
φq,E(f(x̂)− f(x̄)) ≥ φq,E(f(x̄)− f(x̄))− ϵ = φq,E(٠)− ϵ. (٢٠.٢)

کرد ثابت می�توان
φq,E(٠) = inf{s ∈ R|٠ ∈ sq − E}

= inf{s ∈ R|sq ∈ E}

= inf{s ∈ R>|sq ∈ E}.

(٢١.٢)



۴۵ φQ,E توسط �Eـ�کارایی اسکالرسازی .۴.٢

. ٠ ̸∈ E داریم s = ٠ هنگامی�که وضوح به .sq ̸∈ E کنیم sثابت ≤ ٠ هر برای است کافی واقع در
−ŝq ∈ K و q ∈ int(E ∩K) ⊂ K چون .ŝq ∈ E چنان�که باشد داشته وجود ŝ < ٠ که کنید فرض

داریم: آن�گاه
٠ = ŝq − ŝq ∈ E +K = E,

اینکه طبق این بر علاوه است. برقرار (٢١.٢) می��گیریم نتیجه پس است. تناقض در E ∈ ζY با که
که می�گیریم نتیجه (٢١.٢) از بنابراین .sq ∈ K داریم s ∈ R> هر برای q ∈ int(E ∩K) ⊂ K

φq,E(٠) = inf{s ∈ R>|sq ∈ E ∩K}.

بنابراین
φq,E(٠)− ϵ = inf{s ∈ R>|sq ∈ E ∩K} − inf{s ∈ R>|sq ∈ int(E ∩K)} = ٠.

داریم (٢٠.٢) از
ϕq,E(f(x̂)− f(x̄)) ≥ ٠

.x̄ ∈ WAE(f, S, E) بنابراین است تناقض در (١٩.٢) با که

و کرد مشخص φq,E غیرخطی اسکالرسازی تابع توسط را (٢.٢) کارای �Eـ جواب�های می�توان
آورد. بدست را زیر خطی غیر اسکالرسازی توصیف

و q ∈ int(E ∩K) و باشد بسته محدب مجموعه E ∈ ζY کنید فرض .١٠.۴.٢ قضیه
ϵ = inf{S ∈ R>|sq ∈ int(E ∩K)}.

آنگاه
x̄ ∈ AE(f, S, E) ⇐⇒ x̄ ∈ SAMin(φq,E,f(x̄)of, ϵ).

داشت: خواهیم دراین�صورت x̄ ∈ AE(f, S, E) کنید فرض برهان.
(f(x̄)− E) ∩ f(S) = ∅.

یعنی
(f(S)− f(x̄)) ∩ (−E) = ∅.

داریم ۴.۴.٢ لم از
φq,E(−E) ≤ ٠.

که معنی این به
{y ∈ Y |φq,E(y) ≤ ٠} = E

می�آوریم دست به بنابراین
(f(S)− f(x̄)) ∩ {y ∈ Y |φq,E(y) ≤ ٠} = ∅.

می�دهد نتیجه که
(φq,E,f(x̄)of)(x) = φq,E(f(x)− f(x̄)) > ٠, ∀x ∈ S.
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داریم: ϵq ∈ E ∩K ⊂ E چون علاوه�براین
(φq,E,f(x̄)of)(x̄) = φq,E(٠) = inf{s ∈ R|sq ∈ E} ≤ ϵ.

که می�گیریم نتیجه پس
(φq,E,f(x̄)of)(x̄)− ϵ ≤ ٠.

داریم بنابراین
(φq,E,f(x̄)of)(x) > (φq,E,f(x̄)of)(x̄)− ϵ.

.x̄ ∈ AMin(ϕq,E,f(x̄)of, ϵ) می�آوریم دست به بالا روابط از لذا
دارد وجود x̂ ∈ S آنگاه x̄ /∈ AE(f, S, E) و x̄ ∈ SAMin(φq,E,f(x̄)of, ϵ) که کنید فرض عکس به

چنان�که
f(x̂)− f(x̄) ∈ −E,

c ∈ R هر برای که می�گیریم نتیجه ۴.۴.٢ لم از
cq + f(x̂)− f(x̄) ∈ cq − E = {y ∈ Y |φq,E(y) ≤ c.}

می�کند حاصل که
φq,E(ϕ+ f(x̂)− f(x̄)) < c.

داریم: آنگاه c = ٠ می�دهیم قرار
ϕq,E(f(x̂)− f(x̄)) < ٠

می�کنیم. نظر صرف آن از لذا است ٣.١ قضیه اثبات دوم طرف مشابه اثبات روند ادامه

غیرخطی اسکالرسازی توسط بنسن سره E-کارایی ۵.٢

سره کارایی ایده از استفاده با و بهبودیافته مجموعه�های با را بنسن سره E-کارایی مفهوم بخش این در
.E = ϵ + R≥ و ϵ > ٠ و Y = R کنید فرض ٨.٢.٢ تعریف در می�کنیم. مطرح کلاسیک بنسن
نتیجه می�نیم�سازی مسایل برای E-کارایی از بنابراین .E ∈ ζ١ داریم ٩.٢.٢ نتیجه (ب) قسمت از
داریم y ∈ A هر برای لذا (a − ϵ + R≥) ∩ A = ∅ یعنی باشد E-کارا نقطه a ∈ A اگر که می�گیریم
قسمت از ،E ∈ ζY اگر به�علاوه .[۵٠] است A اکید تقریبی بهینه نقطه a که معنی این به� .y > a− ϵ

مسایل در E−کارایی برای را زیر تعاریف لذا .E +K \ {٠} ∈ ζY که می�دانیم ٩.٢.٢ نتیجه (الف)
داشت. خواهیم نظر در می�نیم�����������سازی

نقطه a ∈ A گوییم باشد. شده داده A ⊂ Y ناتهی ومجموعه E ∈ ζY کنید فرض .١.۵.٢ تعریف
می�دهیم. نشان a ∈ OE+K\{٠}(A) با را آن و (a−E −K \ {٠})∩A = ∅ اگر است A E-کارای

نقطه a ∈ A گوییم باشد. شده داده A ⊂ Y ناتهی ومجموعه E ∈ ζY کنید فرض .٢.۵.٢ تعریف
اگر است A بنسن سره E-کارای

clcone(A+ E − a) ∩ (−K) = {٠}



۴٧ غیرخطی اسکالرسازی توسط بنسن سره E-کارایی .۵.٢

می�دهیم. نشان a ∈ OE
BS(A) با را آن که

که: است بدیهی ٢.۵.٢ و ١.۵.٢ تعریف از .٣.۵.٢ ملاحظه
OE

BS(A) ⊂ OE+K\{٠}(A)

داریم: ٢.۵.٢ از ،a ∈ OE
BS(A) هر برای واقع در

clcone(A+ E − a) ∩ (−K) = {٠}

می�دهد نتیجه که
(A+ E − a) ∩ (−K) ⊂ {٠}

بنابراین
(A+ E − a) ∩ (−K \ {٠}) = ∅

.a ∈ OE+K\{٠}(A) می�دهد نشان که

برقرار لزوماً ٣.۵.٢ ملاحظه در شده گفته رابطه عکس که می���دهد نشان زیر �های مثال .۴.۵.٢ ملاحظه
نیست.

K = R٢
و≤ Y = R٢ دهید قرار .۵.۵.٢ مثال

A = {(x١, x٢)|x١ = ٠, x٢ < ٠} ∪ {(x١, x٠|(٢ ≤ x١ ≤ ١, ٠ ≤ x٢ ≤ ١}

می�آوریم دست به ١.۵.٢ تعریف از .E ∈ ζ٢ که است واضح E = {(x١, x٢)|x١ ≥ ٠٫ ١, x٢ ≥ ٠٫ ١} و
چون اما ،(٠, ٠) ∈ OE+K\{٠}(A)

clcone(A+ E − (٠, ٠)) ∩ (−K) =

clcone({(x١, x٢)|x١ = ٠, x٢ < ٠} ∪ {(x١, x٠|(٢ ≤ x١ ≤ ١, ٠ ≤ x٢ ≤ ١}

+ {(x١, x٢)|x١ ≥ ٠٫ ١, x٢ ≥ ٠٫ ١} − (٠, ٠)) ∩ (−R٢
≥)

= {(x١, x٢)|x١ = ٠, x٢ ≤ ٠} ̸= {(٠, ٠)}

.(٠, ٠) ̸∈ OE
BS(A) که می�گیریم نتیجه ٢.۵.٢ تعریف از

،K = R٢
≥ ،Y = R٢ دهید قرار .۶.۵.٢ مثال

A = {(x١, x٢)|x١ = ٠, x٢ > ٠} ∪ {(x١, x٠|(٢ ≤ x١ ≤ ١−,١ ≤ x٢ ≤ ٠}

داریم ٢.۵.٢ و ١.۵.٢ تعاریف از .E ∈ ζ٢ که است واضح E = {(x١, x٢)|x١ ≥ ٠٫ ١, x٢ ≥ ٠٫ ١} و
.(٠, ٠) ∈ OE

BS(A) و (٠, ٠) ∈ OE+K\{٠}(A)

منطبق بنسن کلاسیک سره کارایی با بنسن سره E-کارایی ، آنگاه E = K \ {٠} اگر .٧.۵.٢ ملاحظه
قضیه (ب) قسمت از همچنین .E ∈ ζY می�گیریم نتیجه ،٩.٢.٢ نتیجه (الف) قسمت از واقع در است.

که: می�گیریم نتیجه ١۴.٢.٢
clcone(A+ E − a) = clcone(A+K \ {٠} − a)

⊂ clcone(A+K − a)

= clcone(A+ intK − a)

⊂ clcone(A+K \ {٠} − a)



۴٨ ضعیف) E-کارایی(سره، و بهبودیافته مجموعه�های .٢

می�گیریم نتیجه ١.۵.٢ تعریف از .clcone(A + E − a) = clcone(A +K − a) می�دهد نتیجه که
است. A بنسن سره کارای نقطه a یعنی clcone(A+K − a) ∩ (−K) = {٠}

بنسن سره کارایی بر علاوه را دقیق و تقریبی سره کارایی برخی بنسن سره E-کارایی .٨.۵.٢ ملاحظه
دهیم قرار بنسن سره E-کارایی تعریف در اگر مثال عنوان به می�گیرد. بر در سره ϵ-کارایی و کلاسیک

.[۵۵] می�آید بدست رانگ سره ε-کارایی تعریف همان E = ε+K

داریم. را زیر تعریف صورت این در a = f(x٠) و A = f(S) کنید فرض ٢.۵.٢ تعریف در

x٠ ∈ S شدنی نقطه باشد، K به نسبت بهبودیافته مجموعه�ای E کنید فرض .[٧۴] .٩.۵.٢ تعریف
اگر می�شود نامیده (٢.٢) بنسن سره E-کارای جواب

cl(cone(f(S) + E − f(x٠))) ∩ (−K) = {٠}.

می�دهیم. نشان x٠ ∈ PAE(f, E) نماد با را بنسن سره E-کارای جواب�های تمام مجموعه

q ∈ int(E ∩K) باشد، K به نسبت بسته یافته بهبود مجموعه E ⊂ Y کنید فرض .١٠.۵.٢ قضیه
آنگاه .ϵ = inf{s ∈ R>|sq ∈ int(E ∩K)} و

،x٠ ∈ PAE(f, E) =⇒ x٠ ∈ AMin(φq,E,f(x٠)of, ϵ) الف.

آنگاه باشد، بسته مجموعه�ای cone(f(S) + E − f(x٠)) اگر ب.
x٠ ∈ SAMin(φq,E,f(x٠)of, ϵ) =⇒ x٠ ∈ PAE(f, E). (٢٢.٢)

داریم آنگاه ،x٠ ∈ PAE(f, E) که کنید فرض می�کنیم. ثابت را (الف) قسمت ابتدا برهان.
cl(cone(f(S) + E − f(x٠))) ∩ (−K) = {٠}. (٢٣.٢)

بنابراین
(f(S) + E − f(x٠)) ∩ (−intK) = ∅. (٢۴.٢)

می�کنیم ثابت
(f(x٠)− intE) ∩ f(S) = ∅. (٢۵.٢)

به�طوریکه باشد داشته وجود x̂ ∈ S کنید فرض عکس به
f(x̂)− f(x٠) ∈ −intE. (٢۶.٢)

که می�گیریم نتیجه ١٠.٢.٢ قضیه از بنابراین
f(x̂)− f(x٠) ∈ −E − intK. (٢٧.٢)

لذا
f(x̂)− f(x٠) + E ⊂ −intK, (٢٨.٢)

می�آوریم دست به ۴.۴.٢ لم از است. برقرار (٢۵.٢) بنابراین و است تناقض در (٢۴.٢) با که
{y ∈ Y |φq,E(y) < ٠} = −intE. (٢٩.٢)



۴٩ غیرخطی اسکالرسازی توسط بنسن سره E-کارایی .۵.٢

داریم، (٢۵.٢) از
(f(S)− f(x٠)) ∩ (−intE) = ∅. (٣٠.٢)

می�آوریم دست به (٣٠.٢) و (٢٩.٢) از استفاده با
(f(S)− f(x٠)) ∩ {y ∈ Y |φq,E(y) < ٠} = ∅. (٣١.٢)

بنابراین،
(φq,E,f(x٠)of)(x) = φq,E(f(x)− f(x٠)) ≥ ٠, ∀x ∈ S. (٣٢.٢)

داریم، {s ∈ R>|sq ∈ int(E ∩K)} ⊂ {s ∈ R|sq ∈ E} چون براین علاوه
(φq,E,f(x٠)of)(x٠) = φq,E(٠) = inf{s ∈ R|sq ∈ E} ≤ ϵ. (٣٣.٢)

که می�گیریم نتیجه (٣٢.٢) از
(φq,E,f(x٠)of)(x) ≥ (ξq,E,f(x٠)of)(x٠)− ϵ. (٣۴.٢)

.x٠ ∈ AMin(φq,E,f(x٠)of, ϵ) بنابراین
نتیجه در x٠ ̸∈ PAE(f, E) و x٠ ∈ SAMin(φq,E,f(x٠)of, ϵ) که کنید فرض (ب)

بسته مجموعه�ای cone(f(S) +E− f(x٠))چون .cl(cone(f(S) +E− f(x٠))∩ (−K) ̸= {٠}
چنانکه دارند وجود ê ∈ E و x̂ ∈ S ،λ > ٠ ،٠ ̸= d ∈ −K است،
d = λ(f(x̂)− f(x٠) + ê). (٣۵.٢)

داریم است مخروط K چون
f(x̂)− f(x٠) + ê ∈ −K. (٣۶.٢)

که گرفت نتیجه می�توان E ∈ ζY چون بنابراین
f(x̂)− f(x٠) ∈ −ê−K ⊂ −E −K = −E. (٣٧.٢)

داریم c ∈ R هر برای ۴.۴.٢ لم از براین علاوه
cq + f(x̂)− f(x٠) ∈ cq − E

= cq − clE

{y ∈ Y |φq,E(y) ≤ c};

(٣٨.٢)

می�کند حاصل که
φq,E(cq + f(x̂)− f(x٠)) ≤ c. (٣٩.٢)

داریم آنگاه ،c = ٠ دهید قرار (٣٩.٢) رابطه در
φq,E(f(x̂)− f(x٠)) ≤ ٠. (۴٠.٢)

که می�گیریم نتیجه ،x٠ ∈ SAMin(φq,E,f(x٠)of, ϵ) اینکه از دیگر طرف از
φq,E(f(x̂)− f(x٠)) > φq,E(f(x٠)− f(x٠))− ϵ

= φq,E(٠)− ϵ.
(۴١.٢)



۵٠ ضعیف) E-کارایی(سره، و بهبودیافته مجموعه�های .٢

می�کنیم ثابت ادامه در
φq,E(٠) = ϵ. (۴٢.٢)

کنید فرض .٠ ̸∈ E داریم s = ٠ برای که است واضح .sq /∈ E ،s ≤ ٠ هر برای می�کنیم ثابت ابتدا
داریم −ŝq ∈ K و q ∈ int(E ∩K) ⊂ K چون .ŝq ∈ E چنانکه باشد داشته وجود ŝ < ٠ که

٠ = ŝq − ŝq ∈ E +K = E, (۴٣.٢)

بنابراین است، تناقض در است K به نسبت بهبودیافته مجموعه�ای E اینکه با که
φq,E(٠) = inf{s ∈ R|٠ ∈ sq − E}

= inf{s ∈ R>|sq ∈ E}.
(۴۴.٢)

نتیجه (۴۴.٢) از .sq ∈ K داریم s ∈ R> هر برای ،q ∈ int(E ∩ K) ⊂ K چون براین، علاوه
که می�گیریم

φq,E(٠) = inf{s ∈ R>|sq ∈ E ∩K}. (۴۵.٢)

(۴۴.٢) با که φq,E(f(x̂)− f(x٠)) > ٠ می�آوریم دست به (۴١.٢) از و است برقرار (۴٢.٢) بنابراین
.x٠ ∈ PAE(f, E) بنابراین است. تناقض در

.x٠ ∈ SAMin(φq,E,f(x٠)of, ϵ) که گرفت نتیجه نمی�توان x٠ ∈ PAE(f, E) اینکه از .١١.۵.٢ ملاحظه

و f(x) = x ،K = R٢
≥ ،X = Y = R٢ کنید فرض .١٢.۵.٢ مثال

E = {(x١, x٢)|x١ + x٢ ≥ ١, x١ ≥ ٠, x٢ ≥ ٠},

S = {(x١, x٢)|x١ − x٢ = ١−,٠
٢ ≤ x١ ≤ ٠}.

(۴۶.٢)

کنید فرض است. K به نسبت بسته بهبودیافته مجموعه E و بسته مخروط K وضوح به
چون .ϵ = ١

٢ آنگاه .q = (١, ١) ∈ int(E ∩K) و x٠ = (٠, ٠) ∈ S

cl(cone(f(S) + E − f(x٠))) ∩ (−K)

= {(x١, x٢)|x١ + x٢ ≥ ٠} ∩ (−R٢
≥) = {(٠, ٠)}.

(۴٧.٢)

بنابراین
x٠ ∈ PAE(f, E). (۴٨.٢)

داریم x ∈ S هر برای
φq,E(f(x)− f(x٠)) = φq,E(f(x))

= inf{s ∈ R|f(x) ∈ sq − E}

≥ ٠ = ١
٢ − ١

٢

= φq,E(٠)− ϵ.

(۴٩.٢)

بنابراین
x٠ ∈ AMin(φq,E,f(x٠)of, ϵ). (۵٠.٢)



۵١ غیرخطی اسکالرسازی توسط بنسن سره E-کارایی .۵.٢

چنانکه دارد وجود x̂ = (−١
٢ ,−

١
٢) ∈ S حال، هر در

φq,E(f(x̂)− f(x٠)) = φq,E(f(x̂))

= inf{s ∈ R|f(x̂) ∈ sq − E}

= ٠ = ١
٢ − ١

٢

= φq,E(٠)− ϵ.

(۵١.٢)

بنابراین

x٠ /∈ SAMin(φq,E,f(x٠)of, ϵ). (۵٢.٢)

(ب) قسمت شود، حذف cone(f(S)+E− f(x٠)) بودن بسته شرط صورتیکه در .١٣.۵.٢ ملاحظه
دهد. شرح را موضوع این می�تواند زیر مثال نباشد. درست است ممکن ١٠.۵.٢ قضیه

و f(x) = x ،K = R٢
≥ ،X = Y = R٢ کنید فرض .١۴.۵.٢ مثال

E = {(x١, x٢)|x١ + x٢ ≥ ١, x١ ≥ ٠, x٢ ≥ ١
٢},

S = {(x١, x٢)|x١ ≤ ٠, x٢ = ٠}.
(۵٣.٢)

کنید فرض است. K به نسبت بسته بهبودیافته مجموعه E و بسته مخروط K وضوح به
و ϵ = ١

٢ آنگاه .q = (١, ١) ∈ int(E ∩K) و x٠ = (٠, ٠) ∈ S

cl(cone(f(S) + E − f(x٠))) ∩ (−K)

= {(x١, x٢)|x١ ∈ R, x٢ > ٠} ∪ {(٠, ٠)}
(۵۴.٢)

داریم x ∈ S هر برای چون نیست. بسته مجموعه

φq,E(f(x)− f(x٠)) = φq,E(f(x))

= inf{s ∈ R|f(x) ∈ sq − E}

= ١
٢ > ١

٢ − ١
٢

= φq,E(٠)− ϵ.

(۵۵.٢)

بنابراین

x٠ ∈ SAMin(φq,E,f(x٠)of, ϵ). (۵۶.٢)

طرفی از
cl(cone(f(S) + E − f(x٠))) ∩ (−K)

= {(x١, x٢)|x١ ∈ R, x٢ ≥ ٠} ∩ (−R٢
≥)

= {(x١, x٢)|x١ ≤ ٠, x٢ = ٠} ̸= {(٠, ٠)}.

(۵٧.٢)

بنابراین

x٠ /∈ PAE(f, E). (۵٨.٢)



۵٢ ضعیف) E-کارایی(سره، و بهبودیافته مجموعه�های .٢

x٠ ∈ AMin(φq,E,f(x٠)of, ϵ) با x٠ ∈ SAMin(φq,E,f(x٠)of, ϵ) فرض اگر .١۵.۵.٢ ملاحظه
موضوع این می�تواند زیر مثال نباشد. درست است ممکن ١٠.۵.٢ قضیه (ب) قسمت شود، جایگزین

دهد. شرح را

و f(x) = x ،K = R٢
≥ ،X = Y = R٢ کنید فرض .١۶.۵.٢ مثال

E = {(x١, x٢)|x١ + x٢ ≥ ١, x١ ≥ ١
٢ , x٢ ≥ ٠}∪

= {(x١, x٢)|x١ ≤ ١
٢ , x٢ ≥ ١

٢},

S = {(x١, x٢)|x١ − x٢ = ١−,٠
٢ ≤ x١ ≤ ٠}.

(۵٩.٢)

کنید فرض است. K به نسبت بسته بهبودیافته مجموعه E و بسته مخروط K وضوح به
و ϵ = ١

٢ آنگاه .q = (١, ١) ∈ int(E ∩K) و x٠ = (٠, ٠) ∈ S

cl(cone(f(S) + E − f(x٠)))

= {(x١, x٢)|x١ ∈ R, x٢ ≥ ٠}

∪ {(x١, x٢)|x١ + x٢ ≥ ٠, x١ ≥ ٠, x٢ ≤ ٠}

(۶٠.٢)

x ∈ S هر برای چون است، بسته مجموعه�ای

φq,E(f(x)− f(x٠)) = φq,E(f(x))

= inf{s ∈ R|f(x) ∈ sq − E}

≥ ٠ = ١
٢ − ١

٢

= φq,E(٠)− ϵ.

(۶١.٢)

بنابراین
x٠ ∈ AMin(φq,E,f(x٠)of, ϵ). (۶٢.٢)

چنانکه دارد وجود x̂ = (−١
٢ ,−

١
٢) ∈ S حال، هر در

φq,E(f(x̂)− f(x٠)) = φq,E(f(x̂))

= inf{s ∈ R|f(x̂) ∈ sq − E}

= ٠ = ١
٢ − ١

٢

= φq,E(٠)− ϵ.

(۶٣.٢)

بنابراین
x٠ /∈ SAMin(φq,E,f(x٠)of, ϵ). (۶۴.٢)

براین علاوه
cl(cone(f(S) + E − f(x٠))) ∩ (−K)

= {(x١, x٢)|x١ ∈ R, x٢ ≥ ٠}

∪ {(x١, x٢)|x١ + x٢ ≥ ٠ x١ ≥ ٠, x٢ ≤ ٠} ∩ (−R٢
≥)

= {(x١, x٢)|x١ ≤ ٠, x٢ = ٠} ̸= {(٠, ٠)}.

(۶۵.٢)



۵٣ ∆−K توسط کارایی �Eـ اسکالرسازی .۶.٢

بنابراین
x٠ /∈ PAE(f, E). (۶۶.٢)

∆−K توسط کارایی �Eـ اسکالرسازی ۶.٢

∆−K غیرخطی اسکالرساز تابع توسط را (٢.٢) ضعیف Eـکارای و Eـکارا جواب�های بخش، این در
و باشد نرم�دار فضای Y که می�کنیم فرض می�کنیم. مشخص را [۶٩] در زافارونی۶ وسیله به شده معرفی

.E ∈ ζY

با شد تعریف ∆A : Y → R ∪ {±∞} و باشد Y از زیرمجموعه�ای A کنید فرض
∆A(y) = dA(y)− dY \A(y),

.dA(y) = inf
z∈A

||z − y|| و d∅(y) = +∞ آن در که باشد، شده داده

برقرارند. زیر گزاره�های دراین�صورت باشد. Y از سره زیرمجموعه�ای A کنید فرض [۶٩] .١.۶.٢ لم

هر برای ∆A(y) > ٠ و y ∈ ∂A هر برای ∆A(y) = ٠ ،y ∈ intA هر برای ∆A(y) < ٠ الف.
y؛ /∈ clA

A؛ = {Y |∆A(y) ≤ ٠} داریم آنگاه باشد بسته A اگر ب.

است؛ محدب نیز ∆A آنگاه باشد محدب A اگر پ.

داریم، λ > ٠ هر برای یعنی است، مثبت همگن ∆A آنگاه باشد مخروط A اگر ت.
.∆A(λy) = λ∆A(y).

∆A که می�گیریم نتیجه (ت) و (پ) ١.۶.٢ لم از آنگاه باشد محدب مخروطی A اگر .٢.۶.٢ ملاحظه
یعنی است. زیرخطی تابع یک

∆A(y١ + y٢) ≤ ∆A(y١) + ∆A(y٢).

بگیرید نظر در را زیر اسکالر بهینه�سازی مساله
(py) min

x∈S
∆−K(f(x)− y),

نشان AMin(∆−K(f(x) − y), ϵ) با را (Py) مینیمال ـ ϵ جواب�های مجموعه .y ∈ Y آن در که
نشان SAMin(∆−K(f(x) − y), ϵ) با را (Py) اکید مینیمال ـ ϵ جواب�های مجموعه و می�دهیم

می�دهیم.

داریم آنگاه E ∈ ζY کنید فرض .٣.۶.٢ قضیه
x̄ ∈ WAE(f, S, E) =⇒ x̄ ∈ AMin(∆−K(f(x)− f(x̄), dE(٠)).

۶Zaffaroni



۵۴ ضعیف) E-کارایی(سره، و بهبودیافته مجموعه�های .٢

که می�گیریم نتیجه x̄ ∈ WAE(f, S, E) از برهان.
(f(x̄)− intE) ∩ f(S) = ∅.

داریم: ١٠.٢.٢ قضیه از بنابراین
(f(x̄)− E − intK) ∩ f(S) = ∅.

یعنی
f(x)− f(x̄) + e /∈ −intK, ∀x ∈ S, ∀e ∈ E,

می�شود نتیجه (الف) ١.۶.٢ لم از که
∆−K(f(x)− f(x̄) + e) ≥ ٠, x ∈ S, ∀e ∈ E.

که می�گیریم نتیجه ٢.۶.٢ ملاحظه از و است محدب مخروطی K این�که از
٠ ≤ ∆−K(f(x)− f(x̄) + e) ≤ ∆−K(f(x)− f(x̄)) + ∆−K(e),

یعنی
∆−K(f(x)− f(x̄)) + ∆−K(e) ≥ ٠, ∀x ∈ S, ∀e ∈ E.

بنابراین
∆−K(f(x)− f(x̄)) + inf

e∈E
∆−K(e) ≥ ٠, ∀x ∈ S. (۶٧.٢)

داریم ∆−K تعریف از می�کنیم. محاسبه را inf
e∈E

∆−K(e) اکنون
∆−K(e) = d−K(e)− dY \(−K)(e), ∀e ∈ E. (۶٨.٢)

.E ⊂ Y \(−K) می�کنیم ثابت
.−ê ∈ K داریم آنگاه ،ê /∈ Y \(−K) چنان�که دارد وجود ê ∈ E که می�کنیم فرض خلف، برهان با

داریم E ∈ ζY از بنابراین
٠ = ê− ê ∈ E +K = E,

بنابراین است تناقض در ٠ /∈ E با که
dY \(−K)(e) = ٠, ∀e ∈ E.

که می�گیریم نتیجه (۶٨.٢) از
∆−K(e) = d−K(e), ∀e ∈ E.

بنابراین
inf
e∈E

∆−K(e) = inf
e∈E

inf
k∈K

||e+ k||. (۶٩.٢)

می�کنیم ثابت اکنون
inf
e∈E

inf
k∈K

||e+ k|| = inf
e′∈E

||e′||. (٧٠.٢)

آنگاه E +K = E چون
{e+ k|k ∈ K} ⊂ E, ∀e ∈ E,
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که می�دهد نتیجه که
inf
k∈K

||e+ k|| ≥ inf
e′∈E

||e′||, ∀e ∈ E.

،ϵ > ٠ هر برای اینفیمم تعریف از علاوه�براین است. { inf
k∈K

||e+k||}e∈E پایین کران inf
e′∈E

||e′|| بنابراین
چنان�که دارد وجود e٠ ∈ E

||e٠|| < inf
e′∈E

||e′||+ ϵ.

چنان�که دارد وجود k̄ ∈ K و ē ∈ E که می�گیریم نتیجه E +K = E از
e٠ = ē+ k̄.

بنابراین
inf
k∈K

||ē+ k|| ≤ ||ē+ k̄|| = ||e٠|| < inf
e′∈E

||e′||+ ϵ.

داریم (۶٩.٢) از آنگاه و است برقرار (٧٠.٢) بنابراین
inf
e∈E

∆−K(e) = inf
e′∈E

||e′|| = dE(٠).

،x ∈ S هر برای که می�آوریم بدست (۶٧.٢) از
∆−K(f(x)− f(x̄)) + dE(٠) = ∆−K(f(x)− f(x̄)) + inf

e∈E
∆−K(e) ≥ ٠. (٧١.٢)

داریم (الف) ١.۶.٢ لم از و ٠ ∈ ∂K چون
∆−K(f(x̄)− f(x̄)) = ∆−K(٠) = ٠. (٧٢.٢)

که می�گیریم نتیجه (٧٢.٢) و (٧١.٢) رابطه ترکیب از
∆−K(f(x)− f(x̄)) ≥ ∆−K(f(x̂)− f(x̄))− dE(٠), ∀x ∈ S.

بنابراین
x̄ ∈ AMin(∆−K(f(x)− f(x̄)), dE(٠)).

شرح را فوق قضیه می�تواند زیر مثال نباشد. برقرار است ممکن ٣.۶.٢ قضیه عکس .۴.۶.٢ ملاحظه
دهد.

و f(x) = x و K = R٢
+ ،||.|| = ||.||٢ ،X = Y = R٢ کنید فرض .۵.۶.٢ مثال

E = {(x١, x٢)|x١ + x٢ ≥ ٢, x١ ≥ ٠, x٢ ≥ ٠},

S = {(x١, x٢)| − ١ ≤ x١ ≤ ١, ٠ ≤ x٢ ≤ ١}

چون .x̄ = (١, ١) ∈ S کنید فرض .dE(٠) =
√

٢ و E ∈ ζY وضوح به
∆−K(f(x)− f(x̄)) ≥ −١ > −

√
٢ = −dE(٠), ∀x ∈ S,

آنگاه
x̄ ∈ AMin(∆−K(f(x)− f(x̄)), dE(٠)).
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دیگر طرف از

(f(x̄)− intE) ∩ f(S) = {(x١, x٢)|x١ < ١, x٢ < ١, x١ + x٢ < ٠} ∩ f(S)

= {(x١, x٢)|x١ + x٢ < ١−,٠ ≤ x١ < ٠, x٢ ≥ ٠} ̸= ∅,

می�کند حاصل که
x̄ /∈ WAE(f, S, E).

است. برقرار ٣.۶.٢ قضیه عکس که کرد ثابت می�توان مناسب شرایط تحت

داریم آنگاه ϵ = inf
e∈E

d∂K(e) و E ∈ ζY ،E ⊂ K کنید فرض .۶.۶.٢ قضیه
x̄ ∈ AMin(∆−K(f(x)− f(x̄)), ϵ) ⇒ x̄ ∈ WAE(f, S, E).

.f(x̂)−f(x̄) ∈ −intE چنان�که دارد وجود x̂ ∈ S آنگاه .x̄ /∈ WAE(f, S, E) کنید فرض برهان.
نتیجه (الف) ١.۶.٢ لم از .f(x̂)− f(x̄)+ ê ∈ −intK چنان�که دارد وجود ê ∈ E ،١٠.٢.٢ قضیه از

داریم ٢.۶.٢ ملاحظه از .∆−K(f(x̂)− f(x̄) + ê) < ٠ که می�گیریم
∆−K(f(x̂)− f(x̄)) ≤ ∆−K(f(x̂)− f(x̄) + ê) + ∆−K(−ê).

بنابراین

∆−K(f(x̂)− f(x̄)) < ∆−K(−ê) = −dY \(−K)(−ê)

= −d−∂K(−ê) = −d∂K(ê) ≤ − inf
e∈E

d∂K(e) = −ϵ.

(٧٣.٢)

که می�دهد نتیجه x̄ ∈ AMin(∆−K(f(x)− f(x̄)), ϵ) دیگر طرف از
∆−K(f(x̂)− f(x̄)) ≥ ∆−K(f(x̄)− f(x̄))− ϵ = −ϵ.

بنابراین و است تناقض در (٧٣.٢) با که
x̄ ∈ WAE(f, S, E).

تابع گرفتن نظر در با (٢.٢) Eـ�کارای جواب�های از غیرخطی اسکالرسازی توصیف می�توان همچنین
می�آوریم. بدست ∆−K غیرخطی اسکالرساز

داریم آنگاه E ∈ ζY کنید فرض .٧.۶.٢ قضیه
x̄ ∈ AE(f, S, E) =⇒ x̄ ∈ SAMin(∆−K(f(x)− f(x̄)), dE(٠)).

آنگاه ϵ = inf
e∈E

d∂K(e) و E ∈ ζY و E ⊂ K کنید فرض .٨.۶.٢ قضیه
x̄ ∈ SAMin(∆−K(f(x)− f(x̄)), ϵ) =⇒ x̄ ∈ AE(f, S, E).

می�کنیم. نظر صرف آن از بنابراین است، ۶.۶.٢ قضیه و ٣.۶.٢ قضیه با مشابه اثبات



٣ فصل

های نگاشت با برداری سازی بهینه
مجموعه-مقدار

۵٧
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مقدمه ١.٣

مفهوم و بیان را نگاشت�ها این توسط بهینه�سازی مجموعه-مقدار، نگاشت�های تعریف با فصل این در
و می�کنیم معرفی یافته بهبود مجموعه�های توسط مجموعه-مقدار نگاشت�های برای را تحدب زیر شبه
E-کارایی لاگرانژ ضرایب قضایای ادامه در می�دهیم. ارایه محدب زیر E-شبه فرض تحت را قضیایایی
بررسی برداری بهینه�سازی برای را ضعیف E-بهینه جواب روند همین با و می�کنیم بیان را بنسن سره
با همچنین، می�کنیم. بیان را لاگرانژ ضریب قضیه و اسکالرسازی قضیه شامل آن به مربوط قضایای و
به ضعیف E-دوگانی مفهوم و مقدار مجموعه لاگرانژ نگاشت�های برای ضعیف E-زینی نقاط معرفی

می�پردازیم. مفاهیم این به مربوط قضایای و ویژگی�ها بررسی
[٧٣ ،٧١ ،۵۶ ،٧٠ ،۵٢ ،۴۶ ،٧٢ ،۴٧] مراجع از شده ارایه قضایای و تعاریف برای فصل این در

است. شده استفاده
نوک مخروط P و حقیقی محدب موضعاً هاسدورف توپولوژیکال برداری فضاهای Z و Y کنید فرض

باشند. ناتهی درون با Z در بسته محدب دار
بگیرید: نظر در را زیر مجموعه-مقدار نگاشت�های با برداری بهینه�سازی مساله

(V P ) minimize F (x)

subject to x ∈ D = {x ∈ S|G(x) ∩ (−P ) ̸= ∅}

فرض هستند. ناتهی مجموعه-مقدار های نگاشت G : S ⇒ Z و F : S ⇒ Y ، S ⊂ X آن در که
می�دهیم: نشان است، ناتهی (V P ) از D شدنی مجموعه می�کنیم

که ⟨F (A), µ⟩ =
∪
x∈A

⟨F (x), µ⟩ و F (A) =
∪
x∈A

F (x) و ⟨F (x), µ⟩ = {⟨y, µ⟩|y ∈ F (x)}

و باشد Y به Z از پیوسته خطی عملگرهای فضای L(Z, Y ) کنید فرض .A ⊂ X و µ ∈ Y ∗ آن در
به S از مجموعه-مقدار نگاشت�های .L+ = L+(Z, Y ) = {T ∈ L(Z, Y )|T (P ) ⊂ K} همچنین
مجموعه�های .T ∈ L(Z, Y ) و µ ∈ Y ∗ اگر می�شود. تعریف (F,G)(x) = F (x)×G(x) با Y ×Z

با ترتیب به را F + TG : S ⇒ Y و µF : S ⇒ R
(F + TG)(x) = F (x) + T (G(x)) و (µF )(x) = ⟨F (x), µ⟩

اگر می�کند، صدق یافته تعمیم اسلاتر محدودیت قید در (V P ) که گوییم این، بر علاوه می�کنیم. تعریف
.G(x̂) ∩ (−intP ) ̸= ∅ طوریکه به باشد داشته وجود x̂ ∈ S

باشد داشته وجود y٠ ∈ F (x٠) اگر است (V P ) E-کارای جواب x٠ ∈ D نقطه .[٨] .١.١.٣ تعریف
طوریکه: به

(y٠ − E −K \ {٠}) ∩ F (D) = ∅.

اگر: می�شود V)نامیده P ) بنسن سره E-کارای جواب x٠ ∈ D نقطه .٢.١.٣ تعریف
F (x٠) ∩OE

BS(F (D)) ̸= ∅.

اشاره آن به قبل فصل در که است F (D) بنسن سره E-کارای نقاط مجموعه OE
BS(F (D)) آن در که

شد.



۵٩ تحدب زیر شبه -E .٢.٣

اگر می�شود نامیده (V P ) بنسن سره E-کارای نقطه (x٠, y٠) مرتب زوج .٣.١.٣ تعریف
x٠ ∈ D و y٠ ∈ F (x٠) ∩OE

BS(F (D)).

،K = P = R٢
≥ ،X = Y = Z = R٢ کنید فرض .۴.١.٣ مثال

E = {(x١, x٢)|x١ ≥ ١, x٢ ≥ ٠} ∪ {(x١, x٢)|x١ ≥ ٠, x٢ ≥ ١}
.F (x) = x و F (x) : R٢ → R٢ کنید فرض علاوه به .S = {(x١, x٢)|x١ = ٠, −١ ≤ x٢ ≤ ٠} و

وضوح به باشد. شده داه G(x) = x با G : R٢ → R٢ اگر همچنین
D = {x ∈ S|G(x) ∩ (−P ) ̸= ∅} = {x ∈ S|x ∩ (−R٢

≥) ̸= ∅} = S

(٠, ٠) ∈ F (S) ∩ لذا clcone(S + E − (٠, ٠)) ∩ (−R٢
≥) = {(٠, ٠)} و (٠, ٠) ∈ S چون .

است. (V P ) بنسن سره E-کارای نقطه (٠, ٠) بنابراین OE
BS(F (S))

E-کارایی ،(V P ) بنسن سره E-کارایی که دید می�توان ۴.۵.٢ و ٣.۵.٢ ملاحظه همانند .۵.١.٣ ملاحظه
نیست. درست لزوما آن عکس و می�دهد نتیجه را (V P )

تحدب زیر شبه -E ٢.٣

را قضیه�ای و کردند معرفی مجموعه-مقدار نگاشت برای را تحدب زیر شبه مفهوم [۴٧] ٢ چن و ١ لی
بخش، این در دادند. ارائه مجموعه-مقدار نگاشت�های یافته�ی تعمیم نامساوی-مساوی سیستم�های برای
پیشنهاد یافته بهبود مجموعه�های توسط مجموعه-مقدار نگاشت�های برای را تحدب زیر E-شبه مفهوم

می�کنیم-. برقرار زیرتحدب Eشبه مجموعه-مقدار نگاشت�های برای را قضیه�ای و می�کنیم

-E ، را F .E ∈ ζY و باشد مجموعه-مقدار نگاشت یک F : S ⇒ Y کنید فرض .١.٢.٣ تعریف
باشد. محدب مجموعه�ای F (S) + intE هرگاه گوییم S روی محدب زیر شبه

زیر E-شبه تقریبا ، Fرا باشد. مجموعه-مقدار نگاشت یک F : S ⇒ Y کنید فرض .٢.٢.٣ تعریف
باشد. محدب مجموعه�ای clcone(F (S) + E) هرگاه گوییم S روی محدب

بودن محدب زیر E-شبه آنگاه ،intK ⊂ E ⊂ K \ {٠} که باشد گونه�ای به E اگر .٣.٢.٣ ملاحظه
داریم حقیقت در است. منطبق بودن محدب زیر K-شبه با

F (S) + intE = F (S) + intK.

در را نکته این نمی�دهد. نتیجه را بودن محدب زیر K-شبه لزوما محدب زیر E-شبه .۴.٢.٣ ملاحظه
می�دهیم. شرح زیر مثال

کنید فرض .۵.٢.٣ مثال
،Y = R٢ ،S = {(x١, x٢)| x١ ≤ ٠, x١ + x٢ = ٠} ∪ {(x١, x٢)|x١ ≥ ١, x١ + x٢ = ٠}

١Li
٢Chen



۶٠ مجموعه-مقدار های نگاشت با برداری سازی بهینه .٣

وضوح، به .F (x) = x ،F : R٢ → R٢ .E = R٢
≥ ∩ {(x١, x٢)| x١ + x٢ ≥ ١} و K = R٢

≥

نیست. محدب مجموعه�ای F (S) + intK اما است، محدب مجموعه�ای F (S) + intE

از یکی دقیقا آنگاه باشد، S روی محدب زیر E-شبه ،F نگاشت و E ∈ ζY اگر .۶.٢.٣ قضیه
است: درست زیر گزاره�های

∃x ∈ S, F (x) ∩ (−intE) ̸= ∅ الف)
∃µ ∈ K+ \ {٠Y ∗}, ⟨y + e, µ⟩ ≥ ٠ ∀y ∈ F (S),∀e ∈ E. ب)

طوریکه به� دارد وجود x ∈ S لذا باشند، برقرار هم�زمان ب و الف کنید فرض برهان.
e ∈ E و y ∈ F (x) ،x ∈ S که می�گیریم نتیجه ،١٠.٢.٢ قضیه از نتیجه در .F (x) ∩ (−intE) ̸= ∅
داریم (ب) قسمت از اما ⟨y + e, µ⟩ < ٠ یعنی این و y + e ∈ −intK طوریکه به دارند وجود
نیست. برقرار (ب) آنگاه باشد، برقرار (الف) اگر نتیجه در است. تناقض یک که ،⟨y + e, µ⟩ ≥ ٠

که کنیم ثابت می�توانیم ١٠.٢.٢ قضیه از دوباره آنگاه، نیست برقرار (الف) که کنید فرض اکنون

٠ ̸∈ F (S) + intE = F (S) + E + intK. (١.٣)

قضیه از بنابراین، است. محدب F (S)+ intE مجموعه می�گیریم نتیجه ،F بودن محدب زیر E-شبه از
بطوریکه دارد وجود µ ∈ Y ∗ \ {٠} ،(١.٣) رابطه از و محدب مجموعه�های برای تفکیک

⟨y + e+ ϵr, µ⟩ ≥ ٠, ∀y ∈ F (S), ∀e ∈ E, ∀r ∈ intK, ∀ϵ ≥ ٠ (٢.٣)

نتیجه در .∀r ∈ intK, ⟨r, µ⟩ ≥ ٠ داریم ،(٢.٣) در ϵ → +∞ دادن میل با
داریم ،(٢.٣) در ϵ ↓ ٠ دادن قرار با . µ ∈ K+ \ {٠Y ∗} رو این از .∀r ∈ K, ⟨r, µ⟩ ≥ ٠

است. برقرار (ب) بنابراین .∀y ∈ F (S),∀e ∈ E, ⟨y + e, µ⟩ ≥ ٠

می�باشد. خطی غیر بهینه�سازی در فارکاس لم از تعمیمی ۶.٢.٣ قضیه که شود توجه
شود. تعریف ∀y∗ ∈ Y ∗, σQ(y

∗) = sup
y∈Q

{y∗(y)} شکل به y در Q پشتیبان تابعی کنید فرض

از یکی فقط آنگاه باشد، S روی محدب زیر E-شبه تقریبا ،F نگاشت اگر .[٧٢] .٧.٢.٣ قضیه
است: درست زیر گزاره�های

∃x ∈ S, F (x) ∩ (−intE) ̸= ∅ الف)
∃µ ∈ K+ \ {٠Y ∗}, ⟨y, µ⟩ − σ−E(µ) ≥ ٠ ∀y ∈ F (S). ب)

طوریکه به� دارد وجود x ∈ S لذا باشند، برقرار هم�زمان ب و الف کنید فرض برهان.
e ∈ E و y ∈ F (x) ،x ∈ S که می�گیریم نتیجه ،١٠.٢.٢ قضیه از نتیجه در .F (x) ∩ (−intE) ̸= ∅

داریم بنابراین ⟨y + e, µ⟩ < ٠ یعنی این و y + e ∈ −intK طوریکه به دارند وجود
می�آوریم بدست پشتیبان تابعی تعریف از که ⟨y, µ⟩ − ⟨−e, µ⟩ < ٠ یعنی ⟨y, µ⟩+ ⟨e, µ⟩ < ٠

تناقض یک که ، ⟨y, µ⟩ − σ−E(µ) ≥ ٠ داریم (ب) قسمت از همچنین ،⟨y, µ⟩ − σ−E(µ) < ٠
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نیست. برقرار (ب) آنگاه باشد، برقرار (الف) اگر نتیجه در است.
که کنیم ثابت می�توانیم ١٠.٢.٢ قضیه از دوباره آنگاه، نیست برقرار (الف) که کنید فرض اکنون

٠ ̸∈ F (S) + intE = F (S) + E + intK. (٣.٣)

اما است. محدب clcone(F (S) +E) مجموعه می�گیریم نتیجه ،F بودن محدب زیر E-شبه تقریباً از
مجموعه�های برای تفکیک قضیه از بنابراین، clcone(F (S) + E) = clcone(F (S) + intE) چون

بطوریکه دارد وجود µ ∈ Y ∗ \ {٠} ،(٣.٣) رابطه از و محدب
⟨y + e+ ϵr, µ⟩ ≥ ٠, ∀y ∈ F (S), ∀e ∈ E, ∀r ∈ intK, ∀ϵ ≥ ٠ (۴.٣)

نتیجه در .∀r ∈ intK, ⟨r, µ⟩ ≥ ٠ داریم ،(۴.٣) در ϵ → +∞ دادن میل با
داریم ،(۴.٣) در ϵ ↓ ٠ دادن قرار با . µ ∈ K+ \ {٠Y ∗} رو این از .∀r ∈ K, ⟨r, µ⟩ ≥ ٠

یعنی این و ∀y ∈ F (S), ⟨y + e, µ⟩ ≥ ٠

بنابراین ∀y ∈ F (S), ⟨y, µ⟩+ ⟨e, µ⟩ = ⟨y, µ⟩ − ⟨−e, µ⟩ ≥ ٠

است. برقرار (ب) ∀y ∈ F (S), ⟨y + e⟩ − σ−E(µ) ≥ ٠

محدب زیر E×P)-شبه ) ،(F,G) اگر .k٠ ∈ intK و E ⊂ K ،E ∈ ζY کنید فرض .٨.٢.٣ قضیه
است. محدب زیر µE)-شبه × P ) ،S روی (µF,G) ،µ ∈ K+i هر برای آنگاه باشد، S روی

(F,G)(S)+int(E×P ) بنابراین است S روی محدب زیر E×P)-شبه یک( (F,G) چون برهان.
هر برای بنابراین .int(µE) = µintE داریم ١۶.٢.٢ قضیه از طرفی از است، محدب مجموعه�ای
-(µE×P ) ،S روی (µF,G) لذا است. محدب مجموعه�ای (µF,G)(S)+int(µE×P ) ،µ ∈ K+i

است. محدب زیر شبه

برداری سازی بهینه در ضعیف E-کارای جواب ٣.٣

نگاشت�های با برداری سازی بهینه برای را ضعیف E-بهینه و E-بهینه جواب مفاهیم همکاران و گاتیرز
می�کنیم. معرفی (V P ) برای را مربوطه مفاهیم مشابه طور به بخش این در .[٢٩] دادند ارایه مقدار بردار-

وجود y٠ ∈ F (x٠) اگر می�شود، نامیده (V P ) ضعیف E-کارا جواب x٠ ∈ D نقطه .١.٣.٣ تعریف
طوریکه به باشد داشته

(y٠ − intE) ∩ F (D) = ∅.

اما می�دهد، نتیجه را (V P ) ضعیف E-کارایی ،(V P ) E-کارایی که است بدیهی .٢.٣.٣ ملاحظه
می�دهد. شرح را نکته این زیر مثال نیست. درست لزوما آن عکس

،K = P = R٢
≥ ،X = Y = Z = R٢ کنید فرض .٣.٣.٣ مثال

Sنگاشت�های = [−١, ١] × [−١, ١] و E = {(y١, y٢) ∈ R٢|y١ ≥ ٠, y٢ ≥ ٠, y١ + y٢ ≥ ١}
اند. شده تعریف زیر شکل به ترتیب به G : S ⇒ Z و F : S ⇒ Y مقدار مجموعه

F (x١, x٢) = {(y١, y٢) ∈ R٢|(y١, y٢) ∈ [٠, |x١|]× [٠, |x٢|]},∀(x١, x٢) ∈ S,
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G(x١, x٢) = {(z١, z٢) ∈ R٢|(z١, z٢) ∈ [−١, ٠]× [−|x١| − |x٢|, ٠]}, ∀(x١, x٢) ∈ S.

که دید می�توان G تعریف از

D = {(x١, x٢) ∈ S|G(x١, x٢) ∩ (−R٢
≥) ̸= ∅}

= {x ∈ [−١, ١]× [−١, ١−]|[١, ٠]× [−|x١| − |x٢|, ٠] ∩ (−R٢
≥) ̸= ∅}

= S

بنابراین y٠ = (١, ٠) ∈ F (x٠) و x٠ = (١, ٠) کنید فرض

((١, ٠)− {(y١, y٢) ∈ R٢|y١ > ٠, y٢ > ٠, y١ + y٢ > ١}) ∩ F (S) = ∅.

که دید می�توان اما است. (V P ) ضعیف کارای -E جواب x٠ بنابراین
نیست. (V P ) کارا -E جواب x٠ که می�دهد نشان که (y٠ − E) ∩ F (D) = {(٠, ٠)} ̸= ∅

باشیم داشته و باشد (V P ) ضعیف کارای -E جواب�های مجموعه OintE(F (D)) کنید فرض

OintE(F (D)) = {y٠ ∈ F (x٠)|(y٠ + intE)
∩

F (D) = ∅, x٠ ∈ D}.

و x٠ ∈ Dاگر می�شود، نامیده (V P ) ضعیف E-کارای جواب (x٠, y٠) جفت .۴.٣.٣ تعریف
طوریکه به باشد داشته وجود y٠ ∈ F (x٠)

(y٠ − intE) ∩ F (D) = ∅.

ضعیف E-کارایی برای اسکالرسازی قضیه ١.٣.٣
تناوب٣ قضیه از استفاده با (V P ) برای را ضعیف E-کارای جواب اسکالرسازی قضیه بخش این در

می�دهیم. ارائه محدب زیر E-شبه تقریباً مقدار مجموعه نگاشت برای ٧.٢.٣
بگیرید: نظر در را زیر (SP )µ اسکالر بهینه�سازی مساله

(SP )µ minimize ⟨F (x), µ⟩, µ ∈ Y ∗ \ {٠∗
Y }

subject to x ∈ D

y٠ ∈ F (x٠) اگر می�شود، نامیده E به نسبت (SP )µ بهینه جواب x٠ ∈ D نقطه�ی .۵.٣.٣ تعریف
طوریکه: به باشد داشته وجود

⟨y − y٠, µ⟩ ≥ σ−E(µ), ∀x ∈ D, ∀y ∈ F (x). (۵.٣)

محدب زیر E-شبه تقریباً ،F − y٠ و y٠ ∈ F (x٠) ،x٠ ∈ D ،E ∈ ζY کنید فرض .۶.٣.٣ قضیه
µ ∈ K+ \ {٠Y ∗} اگر تنها و اگر V)است P ) ضعیف E-کارای نقطه (x٠, y٠) آنگاه باشد. D روی

باشد. E به نسبت (SP )µ بهینه ,x٠)نقطه y٠) طوریکه به باشد داشته وجود
٣Alternative theorem
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داریم دراین�صورت است، (V P ) ضعیف E-کارای نقطه (x٠, y٠) که کنید فرض برهان.
یعنی (y٠ − intE) ∩ F (D) = ∅

(F (D)− y٠) ∩ (−intE) = ∅.

طوریکه به دارد وجود µ ∈ K+ \ {٠Y ∗} ، ٧.٢.٣ قضیه از
⟨y − y٠, µ⟩ − σ−E(µ) ≥ ٠ ∀x ∈ D, ∀y ∈ F (D).

داریم y ∈ F (x) و x ∈ Dهر برای بنابراین
⟨y − y٠, µ⟩ ≥ σ−E(µ),

است. E به نسبت (SP )µ بهینه نقطه (x٠, y٠) می�دهد نتیجه که
به نسبت (SP )µ بهینه نقطه (x٠, y٠) چنانکه دارد وجود µ ∈ K+ \ {٠Y ∗} که کنید فرض عکس به

داریم ١٠.٢.٢ قضیه از نباشد (V P ) ضعیف E-کارای نقطه (x٠, y٠) اگر باشد. E
(y٠ − E − intK) ∩ F (D) ̸= ∅.

چنانکه دارند وجود ê ∈ E و ŷ ∈ F (x̂) ،x̂ ∈ D بنابراین
ŷ − y٠ + ê ∈ −intK.

می�گیریم نتیجه بالا رابطه از ،µ ∈ K+ \ {٠∗
Y } چون

⟨ŷ − y٠, µ⟩ − σE(µ) ≤ ⟨ŷ − y٠ + ê, µ⟩ < ٠,

است. تناقض در است (SP )µ بهینه نقطه (x٠, y٠) اینکه فرض با که

ضعیف E-کارایی و لاگرانژ ضریب قضیه ٢.٣.٣

(V P ) ضعیف E-کارای نقطه می�کند حاصل که می�دهیم ارایه را لاگرانژ ضریب قضیه بخش، این در
تحت مجموعه-بردار نگاشت�های با مناسب نامقید برداری بهینه�سازی مساله ضعیف E-کارای نقطه

است. بودن محدب زیر شبه تقریباً فرض
می�شود تعریف زیر شکل به L : S × L+(Z, Y ) −→ ٢Y ،(V P ) لاگرانژین تابع

L(x, T ) := F (x) + T (G(x)), (x, T ) ∈ S × L+(Z, Y ).

(V P ) و باشد محدب زیر E)-شبه × P ) تقریباً ،S روی (F − y٠, G) کنید فرض .٧.٣.٣ قضیه
و باشد (V P ) ضعیف E-کارای نقطه (x٠, y٠) اگر کند. صدق یافته تعمیم اسلاتر محدودیت قید در
بهینه�سازی مساله ضعیف E-کارای نقطه (x٠, y٠) طوریکه به دارد وجود T ∈ L+ آنگاه ،٠ ∈ G(x)

است: زیر نامقید برداری
(UV P ) minimize L(x, T ),

subject to (x, T ) ∈ S × L+(Z, Y ).

.−T (G(x٠) ∩ (−P )) ⊂ (intK ∪ {٠}) \ intE و
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و y٠ ∈ F (x٠) ،x٠ ∈ D داریم است، (V P ) ضعیف E-کارای نقطه (x٠, y٠) ازاین�که برهان.

(F (S)− y٠)
∩

(−intE) = ∅.

می�آوریم دست به بنابراین

(F (S)− y٠, G(S))
∩

(−intE, P ) = ∅. (۶.٣)

نتیجه (۶.٣) رابطه و ۶.٣.٣ قضیه از و S روی (F − y٠, G) بودن E)-شبه�زیرمحدب × P ) تقریباً از
به�طوری�که دارد وجود (µ, φ) ∈ K+ × P+ \ {(٠Y ∗ , ٠Z∗)} که می�گیریم

⟨y − y٠, µ⟩ − σ−E(µ) + ⟨z, φ⟩ − σ−P (φ) ≥ ٠, ∀x ∈ S, ∀y ∈ F (x), ∀z ∈ G(x).

داریم z′ ∈ P و e ∈ E ،z ∈ G(x)،y ∈ F (x) ،x ∈ S هر برای درنتیجه

⟨y − y٠, µ⟩+ ⟨z, φ⟩ ≥ σ−E(µ) + σ−P (φ)

= sup
ẽ∈−E

⟨ẽ, µ⟩+ sup
z̄∈−P

⟨z̄, φ⟩

≥ ⟨−e, µ⟩+ ⟨−z′, φ⟩.

(٧.٣)

می�آوریم دست به صورت این در z′ = ٠ می�دهیم قرار (٧.٣) در کنید فرض طورخاص، به

⟨y − y٠ + e, µ⟩+ ⟨z, φ⟩ ≥ ٠ ∀x ∈ S, ∀y ∈ F (x), ∀z ∈ G(x), ∀e ∈ E. (٨.٣)

داریم (٨.٣) رابطه از استفاده با و می�کند صدق یافته تعمیم اسلاتر محدودیت قید در G چون
کند. صدق ⟨k٠, µ⟩ = ١ رابطه در که بگیرید نظر در را مناسبی k٠ ∈ intK حال .µ ∈ K+ \ {٠Y ∗}

می�کنیم. تعریف زیر شکل به را T : Z → Y نگاشت دراین�صورت

T (z) = ⟨z, φ⟩k٠, z ∈ Z. (٩.٣)

و x = x٠ دادن قرار با .T ∈ L+(Z, Y ) داشت خواهیم T (P ) ⊂ K و T ∈ L(Z, Y ) اینکه از
داریم φ ∈ P+ از و (٨.٣) در z = z٠ ∈ G(x٠) ∩ (−P ) و y = y٠

− ⟨e, µ⟩ ≤ ⟨z٠, φ⟩ ≤ ٠. (١٠.٣)

: داریم (١٠.٣) راست سمت از همچنین

−T (z٠) = −⟨z٠, φ⟩k٠ ∈ intK
∪

{٠}.

از صورت این غیر در .−T (z٠) ̸∈ intE می�آوریم دست به ،(١٠.٣) نامساوی چپ سمت از همچنین
.−T (z٠)− ē ∈ intK طوریکه به دارد وجود ē ∈ E ،١٠.٢.٢ قضیه

در (١٠.٣) نامساوی چپ سمت با که ⟨z٠, φ⟩ < −⟨ē, µ⟩ یعنی ⟨T (z٠) + ē, µ⟩ < ٠ داریم نتیجه در
می�آوریم دست به بنابراین است. دلخواه G(x٠) ∩ (−P ) مجموعه در z٠ که کنید دقت است. تناقض

−T (G(x٠)
∩

(−P )) ⊂ (intK
∪

{٠}) \ intE.

بنابراین .٠ ∈ T (G(x٠)) که می�گیریم نتیجه ،٠ ∈ G(x٠) و T ∈ L+(Z, Y ) از براین علاوه
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که می�شود حاصل (٩.٣) و (٨.٣) از رو این از x٠ ∈ F (x٠) ⊂ F (x٠) + T (G(x٠)) = L(x٠, T )

⟨y + T (z), µ⟩ = ⟨y, µ⟩+ ⟨z, φ⟩⟨k٠, µ⟩

= ⟨y, µ⟩+ ⟨z, φ⟩

≥ ⟨y٠ − e, µ⟩ ∀x ∈ S, ∀y ∈ F (x), ∀z ∈ G(x), ∀e ∈ E.

کند می حاصل که
⟨y + T (z)− y٠, µ⟩ ≥ σE(µ) ∀x ∈ S, ∀y ∈ F (x), ∀z ∈ G(x). (١١.٣)

می�شود. تعریف زیر شکل به که است E به نسبت (UV P )µ بهینه نقطه (x٠, y٠) بنابراین
(UV P )µ minimize ⟨L(x, T ), µ⟩.

subject to x ∈ (x, T ) ∈ S × L+(Z, Y )

از و قضیه١٠.٢.٢ از غیراینصورت در است. (UV P ) ضعیف E-کارای نقطه (x٠, y٠) بنابراین
چنانکه دارند وجود ê ∈ E و ẑ ∈ G(x) ،ŷ ∈ F (x̂) ،x̂ ∈ S که می�گیریم نتیجه است µ ∈ K+i

⟨ŷ + T (ẑ)− y٠, µ⟩ < σE(µ),

است. کامل اثبات است، تناقض در (١١.٣) با این که

،K = P = R٢
≥ ،X = Y = Z = R٢ کنید فرض .٨.٣.٣ مثال

مجموعه نگاشت�های .S = [−١, ١]× {٠} و E = {(y١, y٢) ∈ R٢|y١ ≥ ٠, y٢ ≥ ٠y١ + y٢ ≥ ١}
اند. شده تعریف زیر شکل به ترتیب به G : S ⇒ Z و F : S ⇒ Y مقدار

F (x١, x٢) = {(y١, y٢) ∈ R٢|(y١, y٢) ∈ {١} × [x١ + ١, x١ + ٢]},∀(x١, x٢) ∈ S,

G(x١, x٢) = {(z١, z٢) ∈ R٢|(z١, z٢) ∈ [−|x١|, ٠]× [−|x١|, ٠]}, ∀(x١, x٢) ∈ S.

.D = {(x١, x٢) ∈ S|G(x١, x٢)∩(−R٢
≥) ̸= ∅} = [−١, {٠}×[١ = S که دید تعریفGمی�توان از

٧.٣.٣ قضیه شرایط تمام که کرد بررسی می�توان ،y٠ = (١, ٠) ∈ F (x٠) و x٠ = (−١, ٠) کنید فرض
چنانکه دارد وجود x̂ ∈ S و است S روی محدب زیر E)-شبه ×P ) تقریباً (F,G) یعنی است، برقرار
آنگاه است. (V P ) ضعیف E-کارای نقطه (x٠, y٠) و ٠ ∈ G(x٠) چون .G(x̂) ∩ (−intP ) ̸= ∅
ضعیف E-کارای نقطه (x٠, y٠) به�طوریکه دارد وجود T (z١, z٢) = (٠٫ ١z١, ٠٫ ١z٢) ∈ L+(Z, Y )

است. (UV P )

ضعیف زینی -E نقاط ۴.٣

و می�دهیم ارائه مجموعه-مقدار لاگرانژین نگاشت برای را ضعیف E-زینی نقطه مفهوم بخش، این در
می�کنیم. بیان را ضعیف E-زینی نقطه قضیه

مجموعه-مقدار نگاشت ضعیف E-زینی نقطه ،(x̄, T̄ ) ∈ S×L+(Z, Y ) ترتیبی جفت .١.۴.٣ تعریف
اگر است L(x, T )

L(x̄, T̄ ) ∩OintE(L(S, T̄ ) ∩OintE(L(x̄, L+)) ̸= ∅.
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مجموعه- لاگرانژ نگاشت ضعیف E-زینی نقطه ،(x̄, T̄ ) ∈ S×L+(Z, Y مرتب( زوج .٢.۴.٣ قضیه
چنانکه باشند داشته وجود z̄ ∈ G(x̄) و ȳ ∈ F (x̄) اگر وتنها اگر است L(x, T ) مقدار

ȳ + T̄ (z̄) ∈ OintE(L(S, T̄ )); الف)

G(x̄) ⊂ −P ; ب)

−T̄ (z̄) ∈ K \ intE; پ)

(F (x̄)− ȳ − T̄ (z̄)) ∩ intE = ∅. ت)

آنگاه باشد. L(x, T ) ضعیف E-زینی نقطه (x̄, T̄ ) ∈ S × L+(Z, Y ) که کنید فرض برهان.
چنانکه دارند وجود z̄ ∈ G(x̄) و ȳ ∈ F (x̄)

ȳ + T̄ (z̄) ∈ OintE(L(S, T̄ )), (١٢.٣)

ȳ + T̄ (z̄) ∈ OintE(L(x̄, L+)). (١٣.٣)

داریم (١٣.٣) از است. برقرار (الف) که می�گیریم نتیجه (١٢.٣) از بنابراین
y + T (z)− ȳ − T̄ (z̄) /∈ intE, ∀y ∈ F (x̄), ∀T ∈ L+(Z, Y ),∀z ∈ G(x̄). (١۴.٣)

داریم (١۴.٣) در z = z̄ و y = ȳ دادن قرار با
T (z̄)− T̄ (z̄) /∈ intE, ∀T ∈ L+(Z, Y ). (١۵.٣)

داریم است، محدب موضعا توپولوژیکال برداری فضای Z اینکه به توجه با ،z̄ /∈ −P کنید فرض حال
وجود λ ∈ P+ که داد نشان می�توان راحتی به .−z̄ /∈ (P+)+ داریم P بودن بسته از .(P+)+ = clP

شکل به T̂ : Z → Y نگاشت تعریف و ثابت ê ∈ intE هر گرفتن نظر در با .⟨z̄, λ⟩ > ٠ چنانکه دارد

T̂ (z) :=
⟨z, λ⟩
⟨ẑ, λ⟩

ê+ T̄ (z), z ∈ Z.

در که T̂ ∈ L+(Z, Y ) T̄داریم (P ) ⊂ K و T̄ ∈ L(Z, Y ) اینکه از وضوح به
بنابراین است، تناقض در (١۵.٣) با که می�کند، صدق T̂ (z̄)− T̄ (z̄) = ê ∈ intE

داریم (١۵.٣) در T = ٠ ∈ L+(Z, Y ) دادن قرار با دیگر طرف از .−T̄ (z̄) ∈ K بنابراین .z̄ ∈ −P

است. برقرار (پ) بنابراین −T̄ (z̄) /∈ intE

چنانکه دارد وجود z٠ ∈ G(x̄) که می�گیریم نتیجه نباشد چنین اگر G(x̄) ⊂ −P که می�دهیم نشان حال
گرفتن نظر در با .⟨z٠, λ٠⟩ > ٠ چنانکه دارد وجود λ٠ ∈ P+ که داد نشان می�توان −z٠ /∈ P

شکل به T٠ : Z → Y نگاشت تعریف و ثابت e٠ ∈ intE

T٠(z) :=
⟨z, λ٠⟩
⟨z٠, λ٠⟩

e٠, z ∈ Z.

می�آوریم به�دست ،intE ∈ ζY و −T̄ (z̄) ∈ K اینکه به توجه با .T٠ ∈ L+(Z, Y ) داریم وضوح به
T٠(z٠)− T̄ (z̄) = e٠ − T̄ (z̄) ∈ intE +K = intE. (١۶.٣)



۶٧ ضعیف زینی -E نقاط .۴.٣

می�آوریم به�دست (١۴.٣) در z = z٠ و y = ȳ ،T = T٠ گرفتن نظر در با
است. برقرار (ب) بنابراین است، تناقض در (١۶.٣) با که .T٠(z٠)− T̄ (z̄) /∈ intE

می�آوریم به�دست (١۴.٣) در T = ٠ ∈ L+(Z, Y ) گرفتن نظر در با
(F (x̄)− ȳ − T̄ (z̄)) ∩ intE = ∅,

است. برقرار (ت) می�دهد نشان که
می�آوریم به�دست z̄ ∈ G(x̄) و ȳ ∈ F (x̄) از برعکس

ȳ + T̄ (z̄) ∈ F (x̄) + T̄ (G(x̄)) = L(x̄, T̄ ). (١٧.٣)

داریم intE ∈ ζy اینکه به توجه با .−T (G(x̄)) ⊂ T (P ) ⊂ K, ∀T ∈ L+(Z, Y ) داریم (ب) از
intE − T (G(x̄)) ⊂ intE +K = intE, ∀T ∈ L+(Z, Y ). (١٨.٣)

که می�گیریم نتیجه (ت) و (١٨.٣) از
(F (x̄))− ȳ − T̄ (z̄))

∩
(intE − T (G(x̄))) = ∅, ∀T ∈ L+(Z, Y ).

می�آوریم دست به رابطه این از که
(ȳ + T̄ (z̄) + intE)

∩
L(x̄, L+) = ∅. (١٩.٣)

داشت خواهیم بنابراین
ȳ + T̄ (z̄) ∈ OintE(L(x̄, L+)). (٢٠.٣)

می�آوریم به�دست (٢٠.٣) و (١٧.٣) رابطه و (الف) از درنتیجه
ȳ + T̄ (z) ∈ L(x̄, T̄ )

∩
OintE(L(S, T̄ ))

∩
OintE(L(x̄, L+)).

است. L(x, T ) ضعیف E-زینی نقطه (x̄, T̄ ) درنتیجه

لاگرانژ نگاشت ضعیف E-زینی نقطه ،(x̄, T̄ ) ∈ S × L+(Z, Y ) مرتب زوج اگر .٣.۴.٣ قضیه
x̄ چنانکه دارند وجود z̄ ∈ G(x̄) و ȳ ∈ F (x̄) آنگاه ،٠ ∈ G(x̄) و باشد L(x, T ) مجموعه-مقدار

.E ′ = E − T̄ (z̄) آن در که است (V P ) ضعیف E-بهینه ′ جواب

،٢.۴.٣ قضیه از است، L(x, T ) ضعیف E-زینی نقطه (x̄, T̄ ) ∈ S × L+(z, y) چون برهان.
بنابراین .ȳ + T̄ (z̄) ∈ OintE(L(S, T̄ )) چنانکه دارند وجود z̄ ∈ G(x̄) و ȳ ∈ F (x̄)

(ȳ + T̄ (z̄)− intE) ∩ (F (S) + T̄ (G(S))) = ∅,

داریم را زیر رابطه ترتیب این به
(ȳ + T̄ (z̄)− T̄ (G(S))− intE) ∩ F (S) = ∅.

داریم ،٠ ∈ G(x̄) ⊂ G(S) اینکه به توجه با ،E ′ ∈ ζy وضوح به E ′ = E − T̄ (z̄) دادن قرار با
−intE ′ = T̄ (z̄)− intE ⊂ T̄ (z̄)− T̄ (G(S))− intE.

x̄ می�دهد نتیجه که (ȳ− intE ′)∩F (D) = ∅ داریم D ⊂ S از (ȳ− intE ′)∩F (S) = ∅ بنابراین
است. (V P ) ضعیف E-کارای ′ جواب



۶٨ مجموعه-مقدار های نگاشت با برداری سازی بهینه .٣

،K = P = R٢
≥ ،X = Y = Z = R٢ کنید فرض .۴.۴.٣ مثال

نگاشت�های ،S = {٠} × [−١, ١] ،E = {(y١, y٢) ∈ R٢ | y١ ≥ ٠, y٢ ≥ ٠, y١ + y٢ ≥ ٣}
شده�اند تعریف زیر شکل به G : S ⇒ Z و F : S ⇒ Y مقدار مجموعه-

F (x١, x٢) = {(y١, y٢) ∈ R٢|(y١, y٢) ∈ {٠} × [−x١, x٢]} ∀(x١, x٢) ∈ S.

G(x١, x٢) = {(z١, z٢) ∈ R٢|(z١, z٢) ∈ −λ(|x١|, |x٢|), ∀λ ∈ [٠, ١]} ∀(x١, x٢) ∈ S

.T̄ (z١, z٢) = (z١, z٢) ∈ L+(z, y) ،x̄ = (٠, ١) کنید فرض
L(x̄, T̄ ) ∩OintE(L(S, T̄ )) ∩OintE(L(x̄, L+)) ̸= ∅.

چون
ȳ + T̄ (z) = (١−,٠) + T̄ ((٠, ٠))

(ȳبنابراین + T̄ (z̄)− intE) ∩ L(S, T̄ ) = ∅

(ȳ + T̄ (z̄) + intE) ∩ L(x̄, L+) = ∅.
(٢١.٣)

،٣.۴.٣ قضیه از است. L(x, T ) مجموعه-مقدار لاگرانژ نگاشت ضعیف E-زینی نقطه (x̄, T̄ ) بنابراین
و است (V P ) E-بهینه ′ جواب x̄ چنانکه دارند وجود z̄ = (٠, ٠) ∈ G(x̄) و ȳ = (١−,٠) ∈ F (x̄)

.E = E ′

ضعیف E-دوگانی ۵.٣

شکل به شده تعریف Φ : L+(Z, Y ) ⇒ ٢Y مجموعه-مقدار نگاشت
Φ(T ) := OintE(L(S, T )), T ∈ L+(Z, Y ),

،Φ مجموعه-مقدار نگاشت با ماکزیمم�سازی مساله می�شود. نامیده (V P ) ضعیف E-دوگان نگاشت
(V D) maximize

∪
T∈L+

Φ(T ),

می�شود. نامیده (V P ) دوگان مساله

.y ∈
∪

T∈L+ Φ(T ) اگر است (V D) شدنی نقطه y ∈ Y نقطه .١.۵.٣ تعریف

اگر می�شود نامیده (V D) ضعیف E-کارای جواب ȳ ∈ Y شدنی نقطه
y − ȳ /∈ intE, y ∈

∪
T∈L+

Φ(T ).

باشند. (V D) شدنی نقطه ȳ و (V P ) شدنی جواب x̄ کنید فرض ضعیف). (E-دوگانی .٢.۵.٣ قضیه
.ȳ /∈ F (x̄) + intE آنگاه



۶٩ ضعیف E-دوگانی .۵.٣

T̄ ∈ L+(Z, Y ) می�دهد نتیجه که ȳ ∈
∪

T∈L+ Φ(T ) آنگاه است، (V D) شدنی نقطه ȳ چون برهان.
یعنی ،ȳ ∈ Φ(T̄ ) = OintE(L(S, T̄ ) چنانکه دارد وجود

(ȳ − intE)
∩

(F (S) + T̄ (G(S))) = ∅.

آنگاه
ȳ − y − T̄ (z) /∈ intE, ∀ȳ ∈ F (x̄), ∀z ∈ G(x̄). (٢٢.٣)

وجود z̄ ∈ G(x̄) بنابراین .G(x̄)∩ (−P ) ̸= ∅ داریم است (V P ) شدنی جواب x̄ چون دیگر طرف از
رابطه در z = z̄ گرفتن نظر در با .−T̄ (z̄) ∈ T̄ (P ) ⊂ K داریم بنابراین .−z̄ ∈ P چنانکه دارد
intE ∈ ζY و −T̄ (z̄) ∈ K از .ȳ − y − T̄ (z̄) /∈ intE, ∀y ∈ F (x̄) می�آوریم دست به (٢٢.٣)

.ȳ /∈ F (x̄) + intE می�کند حاصل که ،ȳ − y /∈ intE, ∀y ∈ F (x̄) که می�گیریم نتیجه

به�طوریکه باشد (V D) شدنی نقطه ȳ و باشد (V P ) شدنی جواب x̄ کنید فرض .٣.۵.٣ قضیه
است. (V D) ضعیف E-کارای جواب ȳ و (V P ) ضعیف E-کارای جواب x̄ آنگاه .ȳ ∈ F (x̄)

بنابراین .ȳ ∈
∪

T∈L+ Φ(T ) داریم لذا باشد، (V D) شدنی نقطه ȳ که کنید فرض برهان.
یعنی ȳ ∈ Φ(T̄ ) = OintE(L(S, T̄ )) چنانکه دارد وجود T̄ ∈ L+(Z, Y )

ȳ − y − T̄ (z) /∈ intE ∀x ∈ S, ∀y ∈ F (x),∀z ∈ G(x). (٢٣.٣)

−T̄ (z̄) ∈ K بنابراین .z̄ ∈ −P چنانکه دارد وجود z̄ ∈ G(x) می�دانیم x ∈ D داریم هنگامی�که
که کرد ثابت می�توان (٢٣.٣) رابطه در z = z̄ گرفتن نظر در با این بر علاوه
ȳ − y /∈ intE, ∀x ∈ D, y ∈ F (x).

فرض دیگر طرف از است. (V P ) ضعیف E-کارای جواب x̄ که می�گیریم نتیجه ،ȳ ∈ F (x̄) اینکه از
می�آوریم به�دست ٢.۵.٣ قضیه و ȳ ∈ F (x̄) فرض از باشد، (V D) شدنی نقطه x̄ که کنید

y − ȳ /∈ intE, ∀y ∈
∪

T∈L+

Φ(T ).

است. (V D) ضعیف E-کارای جواب ȳ بنابراین

باشد، S روی زیرمحدب E×P-شبه تقریبا (F − ȳ, G) کنید فرض قوی) دوگانی E) .۴.۵.٣ قضیه
باشد (V P ) ضعیف E-کارای نقطه (x̄, ȳ) اگر کند. صدق یافته تعمیم اسلاتر محدودیت قید در (V P )

است. (V D) ضعیف E-کارای جواب ȳ آنگاه z̄ ∈ G(x̄) و

است، (UV P ضعیف( E-کارای نقطه (x̄, ȳ) به�طوریکه دارد وجود T ∈ L+ ،٧.٣.٣ قضیه از برهان.
داریم: بنابراین،

ȳ ∈ F (x̄) ⊂ F (x̄) + T (G(x̄)) ∈ L(S, T ), ∀T ∈ L+(Z, Y ).

و
(ȳ − intE) ∩ L(S, T ) = ∅, ∀T ∈ L+(Z, Y ).

لذا
ȳ ∈ OintE(L(S, T )) = Φ(T ), ∀T ∈ L+(Z, Y ).



٧٠ مجموعه-مقدار های نگاشت با برداری سازی بهینه .٣

بنابراین

ȳ ∈ F (x̄)
∩( ∪

T∈L+

Φ(T )

)
.

است. (V D) ضعیف E-کارای جواب ȳ ٣.۵.٣ قضیه به بنا درنتیجه

بنسن سره E-کارایی و اسکالرسازی ۶.٣

بگیرید. نظر در را (SPµ) اسکالر سازی بهینه مساله

همچنین و ȳ ∈ F (x̄) طوریکه به باشیم داشته x̄ای اگر .١.۶.٣ تعریف
⟨ȳ, µ⟩ ≤ ⟨y, µ⟩ ∀y ∈ F (X )

می�شود. نامیده (SPµ) کننده می�نیمم و مینیمال جواب ترتیب به (x̄, ȳ) و x̄ آنگاه

می�شود، نامیده E به نسبت (SP )µ بهینه جواب x٠ ∈ D نقطه�ی .E ∈ ζY کنید فرض .٢.۶.٣ تعریف
طوریکه: به باشد داشته وجود y٠ ∈ F (x٠) اگر

(⟨y٠, µ⟩ − µ(E +K \ {٠}) ∩ ⟨F (D), µ⟩ = ∅. (٢۴.٣)

می�شود. نامیده E به نسبت (SP )µ بهینه نقطه (x٠, y٠) نقطه جفت
است ارز هم ∀x ∈ D, ∀y ∈ F (x)∀e ∈ E, ⟨y− y٠ + e, µ⟩ ≥ ٠ با (٢۴.٣) آنگاه ،µ ∈ K+i اگر

یعنی
⟨y٠, µ⟩−µ(E+K\{٠})∩⟨F (D), µ⟩ ∼= −µ(K\{٠})∩(−⟨y٠, µ⟩+µ(E)+⟨F (D), µ⟩) = ∅

یعنی این و −⟨µ, k̄⟩ < ٠ بنابراین ⟨µ, k̄⟩ > ٠ ∀k̄ ∈ K \ {٠} لذا µ ∈ K+i چون اما
∀x ∈ D, ∀y ∈ F (x), ∀e ∈ E, ⟨y − y٠ + e, µ⟩ ≥ ٠

اند. معادل ۵.٣.٣ و ٢.۶.٣ تعاریف که شود توجه

و ٢.۶.٣ تعریف و E ∈ ζY آنگاه ،µ ∈ K+i و E = ε +K ،ε ∈ K \ {٠} اگر .٣.۶.٣ ملاحظه
می�یابند. کاهش ∀x ∈ D, ∀y ∈ F (x), ⟨y, µ⟩ ≥ ⟨y٠, µ⟩ − ⟨ε, µ⟩ به ۵.٣.٣

مجموعه یک لزوما µ(E + K \ {٠}) صورت این در باشد، µ ∈ K+i کنید فرض .۴.۶.٣ ملاحظه
نیست. R در بهبودیافته

راحتی به E = {(x, y)|x + y ≥ ٠} \ {(٠, ٠)} و K = R٢
≥ ،Y = R٢ کنید فرض .۵.۶.٣ مثال

کنید فرض .E +K \ {٠} ∈ ζ٢ و E ∈ ζ٢ که داد نشان می�توان

بنابراین .z = (−١, ٢) ∈ E +K \ {٠} و µ =

(
٢
٣
,

١
٣

)
∈ K+i

R در یافته بهبود مجموعه یک µ(E +K \ {٠}) که معنی این به ،⟨z, µ⟩ = ٠ ∈ µ(E +K \ {٠})
نیست.



٧١ بنسن سره E-کارایی و اسکالرسازی .۶.٣

مجموعه یک µ(E +K \ {٠}) آنگاه ،E ⊂ K و E ∈ ζY ،µ ∈ K+i کنید فرض .۶.۶.٣ ملاحظه
نتیجه را ⟨y٠, µ⟩ ∈ Oµ(E+K\{٠})(⟨F (D), µ⟩) ،٢.۶.٣ تعریف نتیجه در است. R در بهبودیافته

می�دهد.

.N ∩K = {٠} طوریکه به� باشند محدب و بسته مخروط دو N,K ⊂ Y کنید فرض .[۴] .٧.۶.٣ لم
.(−N+) ∩ (K+i) ̸= ∅ داریم آن�گاه باشد، موضعی فشرده و نوک�دار K اگر

E به نسبت (SP )µ بهینه نقطه (x٠, y٠) اگر باشد. E ∈ ζY و µ ∈ K+i کنید فرض .٨.۶.٣ قضیه
است. (V P ) بنسن سره E-کارای نقطه (x٠, y٠) آنگاه باشد،

داریم. E ∈ ζY چون d ∈ clcone(F (D) + E − y٠) ∩ (−K) کنید فرض برهان.
d ∈ clcone(F (D) + E +K − y٠) ∩ (−K)

طوریکه به دارند وجود {λn} ⊂ R≥ و {yn} ⊂ F (D), {en} ⊂ E, {rn} ⊂ K بنابراین،
d = lim

n→∞
λ(yn + en + rn − y٠). (٢۵.٣)

داریم (٢۵.٣) از همچنین و µ ∈ K+i چون
⟨d, µ⟩ = lim

n→∞
λ(⟨yn, µ⟩+ ⟨en, µ⟩+ ⟨rn, µ⟩ − ⟨y٠, µ⟩). (٢۶.٣)

⟨yn, µ⟩ + ⟨en, µ⟩ − ⟨y٠, µ⟩ ≥ ٠ رابطه است. E به نسبت (SP )µ بهینه نقطه (x٠, y٠) چون
(٢۶.٣) رابطه از بنابراین ⟨rn, µ⟩ ≥ ٠ داریم µ ∈ K+i چون دیگر طرف از می�آوریم. دست به را
بدیهی ،d ∈ (−K) و µ ∈ K+i داریم چون این بر علاوه است. ⟨d, µ⟩ ≥ ٠ که می�گیریم نتیجه
بنابراین، .d = ٠ داریم بنابراین .⟨d, µ⟩ = ٠ می�دهد نتیجه این که می�باشد. ⟨d, µ⟩ ≤ ٠ که است
.y٠ ∈ F (x٠)∩OE

BS(F (D)) که می�گیریم نتیجه y٠ ∈ F (x٠) از همچنین است. y٠ ∈ OE
BS(F (D))

است. (V P ) بنسن سره E-کارای نقطه (x٠, y٠) بنابراین

-E نقطه (x٠, y٠) اگر باشد. D روی محدب زیر E-شبه ،F و E ∈ ζY کنید فرض .٩.۶.٣ قضیه
نسبت (SP )µ بهینه ,x٠)نقطه y٠) به�طوریکه دارد وجود µ ∈ K+i آنگاه باشد، (V P ) بنسن سره کارای

است. E به

دارد وجود y٠ ∈ F (x٠) و x٠ ∈ D است، (V P ) بنسن سره E-کارای نقطه (x٠, y٠) چون برهان.
که می�آوریم بدست ١۶.٢.٢ قضیه از .clcone(F (D) + E − y٠) ∩ (−K) = {٠} به�طوریکه

clcone(F (D) + intE − y٠) ∩ (−K) = {٠}. (٢٧.٣)

بنابراین، است. محدب F (D) + intE که می�دانیم ،F روی بودن محدب زیر شبه -E از
µ ∈ K+i ،٧.۶.٣ لم و (٢٧.٣) از بنابراین، است. بسته محدب مخروطی clcone(F (D)+intE−y٠)

طوریکه به دارد وجود
⟨z, µ⟩ ≥ ٠ ∀z ∈ clcone(F (D) + intE − y٠). (٢٨.٣)

داریم ١۶.٢.٢ قضیه از دوباره براین، علاوه
F (D) + E − y٠ ⊂ clcone(F (D) + E − y٠) = clcone(F (D) + intE − y٠) (٢٩.٣)



٧٢ مجموعه-مقدار های نگاشت با برداری سازی بهینه .٣

که می�گیریم نتیجه ،(٢٩.٣) و (٢٨.٣) از
بهینه نقطه (x٠, y٠) که می�دهد نتیجه که .∀x ∈ D, ∀y ∈ F (x), ∀e ∈ E ⟨y + e− y٠, µ⟩ ≥ ٠

است. E به نسبت (SP )µ

مجموعه و می�شود داده نشان EBPE(SP )µ با (V P ) بنسن سره E-کارای نقاط همه مجموعه
می�شود. داده نشان EAP (SP )µ با را E به نسبت (SP )µ بهینه نقاط همه

.N ∩ S = ٠ که باشند X در بسته محدب مخروط�های N و S کنید فرض .[۴] .١٠.۶.٣ گزاره
را X ′ دوگان X به که دارد τ توپولوژی در ناتهی درونی نقاط S+ دوگان مخروط که کنید فرض همچنین

و دارد وجود −s+ ∈ N+ با s+ ∈ (S+)٠ برخی آنگاه می�دهد. تخصیص
s+(s) > ٠ ∀s ∈ S⧸{٠}. (٣٠.٣)

.s+ ∈ (S+)٠ با است هم�ارز آخر شرط حقیقت در

داریم آنگاه باشند. محدب زیر E-شبه و D روی F و E ∈ ζm کنید فرض .١١.۶.٣ نتیجه
EBPE(V P ) =

∪
µ∈K+i

EAP (V P )µ.

است. ٩.۶.٣ و ٨.۶.٣ قضایای از مستقیمی نتیجه اثبات برهان.

این در است، ε ∈ K \ {٠} آن در که باشد، E = ε+K کنید فرض ٩.۶.٣ و ٨.۶.٣ قضایای در
می�آوریم. دست به را زیر نتیجه صورت

محدب زیر شبه - K ،F کنید فرض همچنین و ε ∈ K \ {٠} کنید فرض .[۴۶] .١٢.۶.٣ نتیجه
به باشد داشته وجود µ ∈ K+i اگر فقط و اگر است، (V P ) سره ε-کارای نقطه (x٠, y٠) آنگاه باشد.

طوریکه
⟨y, µ⟩ ≥ ⟨y٠, µ⟩ − ⟨ε, µ⟩. ∀x ∈ D, ∀y ∈ F (x).

آنگاه باشد. D روی محدب زیر E-شبه تقریبا ،F − y٠ و E ∈ ζY کنید فرض .١٣.۶.٣ قضیه
طوریکه به باشد داشته وجود µ ∈ K+i اگر تنها و اگر V)است P ) بنسن سره E-کارای نقطه (x٠, y٠)

باشد. E به نسبت (SP )µ بهینه ,x٠)نقطه y٠)

است. E به نسبت (SP )µ بهینه نقطه (x٠, y٠) چنانکه دارد وجود µ ∈ K+i که کنید فرض برهان.
داریم E ∈ ζY از .d ∈ clcone(F (D) + E − y٠) ∩ (−K) کنید فرض

d ∈ clcone(F (D) + E +K − y٠) ∩ (−K).

به�طوریکه دارند وجود {λn} ⊂ R≥ و {yn} ⊂ F (D), {en} ⊂ E, {rn} ⊂ K بنابراین،
d = lim

n→∞
λ(yn + en + rn − y٠). (٣١.٣)

می�آوریم دست به (٣١.٣) و µ ∈ K+i از
⟨d, µ⟩ = lim

n→∞
λn(⟨yn, µ⟩+ ⟨en, µ⟩+ ⟨rn, µ⟩ − ⟨y٠, µ⟩). (٣٢.٣)



٧٣ بنسن سره E-کارایی و لاگرانژ ضرایب .٧.٣

می�آوریم دست به است. (SP )µ E-کارای نقطه (x٠, y٠) چون
می�گیریم نتیجه (٣٢.٣) رابطه از و ⟨rn, µ⟩ ≥ ٠ از براین علاوه .⟨yn, µ⟩ + ⟨en, µ⟩ − ⟨yn, µ⟩ ≥ ٠

می�دهد نتیجه که ⟨d, µ⟩ ≤ ٠ که است بدیهی ،d ∈ (−K) و µ ∈ K+i از ,d⟩.بعلاوه µ⟩ ≥ ٠

بنابراین .y٠ ∈ F (x٠) ∩ OE
BS(F (D)) که می�گیریم نتیجه .d = ٠ داریم بنابراین .⟨d, µ⟩ = ٠

است. (V P ) بنسن سره E-کارای نقطه (x٠, y٠)

x٠ ∈ D داریم بنابراین است، (V P ) بنسن سره E-کارای نقطه (x٠, y٠) که کنید فرض عکس، درحالت
و y٠ ∈ F (x٠) و

clcone(F (D) + E − y٠) ∩ (−K) = {٠}. (٣٣.٣)

مخروط clcone(F (D) + E − y٠) که می�گیریم نتیجه ،F − y٠ بودن محدب زیر شبه -E تقریبا از
طوریکه به دارد وجود µ ∈ K+i ، ١٠.۶.٣ گزاره و (٣٣.٣) از بنابراین، است. بسته محدب

⟨z, µ⟩ ≥ ٠ ∀z ∈ clcone(F (D) + E − y٠). (٣۴.٣)

که است واضح براین، علاوه
F (D) + E − y٠ ⊂ clcone(F (D) + E − y٠). (٣۵.٣)

که می�گیریم نتیجه ،(٣۵.٣) و (٣۴.٣) از
(SP )µ بهینه نقطه (x٠, y٠) که می�دهد نتیجه که .∀x ∈ D, ∀y ∈ F (x), ⟨y− y٠, µ⟩ ≥ σ−E(µ)

است. E به نسبت

بنسن سره E-کارایی و لاگرانژ ضرایب ٧.٣

می�دهیم. ارائه را (V P ) مساله بنسن سره E-کارایی لاگرانژ ضرایب قضایای بخش این در

،(F,G) و باشد محدب زیر E-شبه ،D روی F و E ⊂ K ،E ∈ ζY کنید فرض .١.٧.٣ قضیه
اسلاتر محدودیت قید در (V P ) کنید فرض براین، علاوه باشد. محدب زیر E)-شبه × P ) ،S روی
آنگاه ،٠ ∈ G(x) و باشد (V P ) روی بنسن سره E-کارای نقطه (x٠, y٠) اگر کند. صدق یافته تعمیم

طوریکه به دارد وجود T ∈ L+(Z, Y )

بهینه مساله بنسن سره E-کارای نقطه (x٠, y٠) و −T (G(x٠) ∩ (−P )) ⊂ (intK ∪ {٠}) \ intE
است: مجموعه-مقدار نگاشت�های با زیر نامقید برداری سازی

(UV P ) minimize F (x) + T (G(x))

subject to x ∈ S.

،٩.۶.٣ قضیه از استفاده با است، (V P ) بنسن سره E-کارای نقطه (x٠, y٠) که آنجایی از برهان.
طوریکه به دارد وجود µ ∈ K+i

⟨y − y٠ + e, µ⟩ ≥ ٠, ∀x ∈ D, ∀y ∈ F (x), ∀e ∈ E. (٣۶.٣)

کنید: تعریف زیر ضابطه با را H : S ⇒ R× Z نگاشت
H(x) = ⟨F (x)− y٠, µ⟩ ×G(x) = (µF,G)(x)− (⟨y٠, µ⟩, ٠z).



٧۴ مجموعه-مقدار های نگاشت با برداری سازی بهینه .٣

،H که می�گیریم نتیجه ٨.٢.٣ قضیه از است، S روی محدب زیر E)-شبه × P ) ، (F,G) چون
دستگاه که گرفت نتیجه می�توان (٣۶.٣) از این بر علاوه است. S روی محدب زیر µE)-شبه × P )

x ∈ S, H(x) ∩ (−int(µE × P )) ̸= ∅.

طوریکه به دارد وجود (λ, φ) ∈ R≥ × P \ {(٠, ٠z)} ،۶.٢.٣ قضیه از بنابراین ندارد. جواب
λ⟨y − y٠ + e, µ⟩+ ⟨z + z′, φ⟩ ≥ ٠, ∀x ∈ S, ∀y ∈ F (x), ∀z ∈ G, ∀e ∈ E, ∀z′ ∈ P.

(٣٧.٣)
می�آوریم دست به صورت این در z′ = ٠ می�دهیم قرار (٣٧.٣) در کنید فرض خاص، حالت در

λ⟨y − y٠ + e, µ⟩+ ⟨z, φ⟩ ≥ ٠ ∀x ∈ S, ∀y ∈ F (x), ∀z ∈ G(x), ∀e ∈ E. (٣٨.٣)

رابطه از استفاده با و می�کند صدق یافته تعمیم اسلاتر محدودیت قید در G نگاشت که حقیقت این از
λ⟨k٠, µ⟩ = ١ در که بگیرید را مناسبی k٠ ∈ intK حال .λ > ٠ که داد نشان می�توان راحتی به (٣٨.٣)

می�کنیم. تعریف زیر شکل به را T : Z → Y نگاشت کند. صدق
T (z) = ⟨z, φ⟩k٠, z ∈ Z (٣٩.٣)

و y = y٠ و x = x٠ دادن قرار با .T ∈ L+(Z, Y ) داریم وضوح به T (P ) ⊂ K و T ∈ L(Z, Y ) از
که می�آوریم دست (٣٨.٣)به در z = z٠ ∈ G(x٠) ∩ (−P )

− λ⟨e, µ⟩ ≤ ⟨z٠, φ⟩ ≤ ٠. (۴٠.٣)

: داریم (۴٠.٣) راست سمت از
−T (z٠) = −⟨z٠, φ⟩k٠ ∈ intK ∪ {٠}.

از صورت این غیر در .−T (z٠) ̸∈ intE می�آوریم دست به ،(۴٠.٣) نامساوی چپ سمت از همچنین
⟨T (z٠)+ ē, µ⟩ < داریم نتیجه در .−T (z٠)− ē ∈ intK طوریکه به دارد وجود ē ∈ E ،١٠.٢.٢ قضیه
کنید دقت است. تناقض در (۴٠.٣) نامساوی چپ سمت با که ⟨z٠, φ⟩+λ⟨ē, µ⟩ < ٠ یعنی این که ٠

می�آوریم دست به بنابراین است. دلخواه G(x٠) ∩ (−P ) مجموعه در z٠ که
−T (G(x٠) ∩ (−P )) ⊂ (intK ∪ {٠}) \ intE.

بنابراین .٠ ∈ T (G(x٠)) که می�گیریم نتیجه ،٠ ∈ G(x٠) و T ∈ L+(Z, Y ) از براین علاوه
که می�شود حاصل (٣٩.٣) و (٣٨.٣) از رو این از y٠ ∈ F (x٠) ⊂ F (x٠) + T (G(x٠))

λ⟨y + T (z), µ⟩ = λ⟨y, µ⟩+ λ⟨z, φ⟩⟨k٠, µ⟩

= λ⟨y, µ⟩+ ⟨z, φ⟩

≥ λ⟨y٠ − e, µ, ⟩ ∀x ∈ S, ∀y ∈ F (x), ∀z ∈ G(x), ∀e ∈ E.

می�شود حاصل زیر رابطه λ > ٠ برای بالا نامساوی تقسیم با
⟨y + T (z), µ⟩ − ⟨y٠, µ⟩+ ⟨e, µ⟩ ≥ ٠ ∀x ∈ S, ∀y ∈ F (x), ∀z ∈ G(x), ∀e ∈ E

است. زیر شده داده (UV P )µ بهینه نقطه (x٠, y٠) بنابراین
(UV P )µ minimize ⟨F (x) + T (G(x)), µ⟩.

subject to x ∈ S.



٧۵ بنسن سره E-کارایی و لاگرانژ ضرایب .٧.٣

سره E-کارای نقطه (x٠, y٠) که می�آوریم دست به ٨.۶.٣ قضیه از و است µ ∈ K+i اینکه از نتیجه در
است. (UV P ) بنسن

محدب زیر E)-شبه × P ) تقریباً S روی ،(F,G) و E ⊂ K ،E ∈ ζY کنید فرض .٢.٧.٣ قضیه
نقطه (x٠, y٠) اگر کند. صدق یافته تعمیم اسلاتر محدودیت قید در (V P ) کنید فرض براین، علاوه باشد.

طوریکه به دارد وجود T ∈ L+(Z, Y ) آنگاه ،٠ ∈ G(x) و باشد (V P ) روی بنسن سره E-کارای
−T (G(x٠) ∩ (−P )) ⊂ (intK ∪ {٠}) \ intE.

است: زیر (UV P ) مساله بنسن سره E-کارای نقطه (x٠, y٠) و
(UV P ) minimize F (x) + T (G(x))

subject to x ∈ S.

µ ∈ K+i ،١٣.۶.٣ قضیه از استفاده با است، (V P ) بنسن سره E-کارای نقطه (x٠, y٠) چون برهان.
طوریکه به دارد وجود

⟨y − y٠, µ⟩ ≥ σ−E(µ), ∀x ∈ D, ∀y ∈ F (x). (۴١.٣)

می�کنیم: تعریف زیر ضابطه با را H : S ⇒ R× Z نگاشت
H(x) = ⟨F (x)− y٠, µ⟩ ×G(x) = (µF,G)(x)− (⟨y٠, µ⟩, ٠z).

µE×P)-شبه ) Hتقریباً که می�گیریم نتیجه است، S محدبروی زیر E×P)-شبه ) تقریباً (F,G) چون
دستگاه که گرفت نتیجه می�توان (۴١.٣ ) از براین علاوه است. S روی محدب زیر

x ∈ S, H(x) ∩ (int(µ× P )) ̸= ∅

طوریکه به دارد وجود (λ, φ) ∈ R+ × P \ {(٠, ٠z)} ،١٣.۶.٣ قضیه از بنابراین ندارد. جواب
λ⟨y−y٠, µ⟩−σ−µE(λ)+⟨z, φ⟩−σ−P (φ) ≥ ٠, ∀x ∈ S, ∀y ∈ F (x), ∀z ∈ G(x). (۴٢.٣)

داریم: x ∈ S و y ∈ F (x) ،z ∈ G(x) ،e ∈ E ،z′ ∈ P هر برای بنابراین
λ⟨y − y٠, µ⟩+ ⟨z, φ⟩ ≥ σ−µE(λ) + σP (φ)

= sup
ẽ∈−E

⟨µẽ, λ⟩+ sup
z̃∈−P

⟨z̃, φ⟩

≥ ⟨−eµ, λ⟩+ ⟨−z′, φ⟩.

(۴٣.٣)

داریم صورت این در z′ = ٠ می�دهیم قرار ۴٣.٣ در کنید فرض
λ⟨y − y٠ + e, µ⟩+ ⟨z, φ⟩ ≥ ٠, ∀x ∈ S, ∀y ∈ F (x), ∀z ∈ G(x), ∀e ∈ E. (۴۴.٣)

داد نشان می�توان (۴۴.٣) رابطه از و می�کند صدق یافته تعمیم اسلاتر محدودیت قید در G نگاشت چون
T : Z → Y نگاشت کند. صدق λ⟨k٠, µ⟩ = ١ در که بگیرید را مناسبی k٠ ∈ intK حال .λ > ٠ که

می�کنیم. تعریف زیر شکل به را
T (z) = ⟨z, φ⟩k٠, z ∈ Z (۴۵.٣)



٧۶ مجموعه-مقدار های نگاشت با برداری سازی بهینه .٣

(۴۴.٣) در z = z٠ ∈ G(x٠)∩ (−P ) و y = y٠ و x = x٠ دادن قرار با .T ∈ L+(Z, Y ) وضوح به
داریم

− λ⟨e, µ⟩ ≤ ⟨z٠, φ⟩ ≤ ٠. (۴۶.٣)

: داریم (۴۶.٣) راست سمت از
−T (z٠) = −⟨z٠, φ⟩k٠ ∈ intK ∪ {٠}.

از صورت این غیر در .−T (z٠) ̸∈ intE می�آوریم دست به ،(۴۶.٣) نامساوی چپ سمت از همچنین
داریم نتیجه در .−T (z٠)− ē ∈ intK طوریکه به دارد وجود ē ∈ E ،١٠.٢.٢ قضیه

در (۴۶.٣) نامساوی چپ سمت با که ⟨z٠, φ⟩ + λ⟨ē, µ⟩ < ٠ یعنی این که ⟨T (z٠) + ē, µ⟩ < ٠

می�آوریم دست به بنابراین است. دلخواه G(x٠) ∩ (−P ) مجموعه در z٠ که کنید دقت است. تناقض
−T (G(x٠) ∩ (−P )) ⊂ (intK ∪ {٠}) \ intE.

y٠ ∈ بنابراین .٠ ∈ T (G(x٠)) که می�گیریم نتیجه ،٠ ∈ G(x٠) و T ∈ L+(Z, Y ) از علاوه�براین
که می�شود حاصل (۴۵.٣) و (۴۴.٣) از رو این از F (x٠) ⊂ F (x٠) + T (G(x٠))

λ⟨y + T (z), µ⟩ = λ⟨y, µ⟩+ λ⟨z, φ⟩⟨k٠, µ⟩

= λ⟨y, µ⟩+ ⟨z, φ⟩

≥ λ⟨y٠ − e, µ⟩ ∀x ∈ S, ∀y ∈ F (x), ∀z ∈ G(x), ∀e ∈ E.

می�کند حاصل که
⟨y + T (z), µ⟩ − ⟨y٠, µ⟩ ≥ σ−E(µ) ∀x ∈ S, ∀y ∈ F (x), ∀z ∈ G(x).

است. زیر شده داده (UV P )µ بهینه نقطه (x٠, y٠) بنابراین
(UV P )µ minimize ⟨F (x) + T (G(x)), µ⟩.

subject to x ∈ S

بنسن سره E-کارای نقطه (x٠, y٠) که می�گیریم نتیجه ١٣.۶.٣ قضیه از و است µ ∈ K+i اینکه از
است. (UV P )

،K = P = R٢
≥ ،X = Y = Z = R٢ کنید فرض .٣.٧.٣ مثال

نگاشت�های S = [−١, ١] × [−١, ١] و E = {(y١, y٢) ∈ R٢|y١ ≥ ٠, y٢ ≥ ٠, y١ + y٢ ≥ ١}
اند. شده تعریف زیر شکل به ترتیب به G : S ⇒ Z و F : S ⇒ Y مقدار مجموعه

F (x١, x٢) = {(y١, y٢) ∈ R٢|(y١, y٢) ∈ [−|x١|, |x١|]× [−|x٢|, |x٢|]}, ∀(x١, x٢) ∈ S,

G(x١, x٢) = {(z١, z٢) ∈ R٢|(z١, z٢) ∈ [−|x١|, ٠)× [−|x٢|, ٠) ∪ (٠, ٠)}, ∀(x١, x٢) ∈ S.

کنید فرض .D = {(x١, x٢) ∈ S|G(x١, x٢) ∩ (−R٢
≥) ̸= ∅} = S که دید می�توان G تعریف از

برقرار ٢.٧.٣ قضیه شرایط تمام که کرد بررسی می�توان ،y٠ = (−١−,١) ∈ F (x٠) و x٠ = (١, ١)

چنانکه دارد وجود x̂ ∈ S و است S روی محدب زیر E)-شبه × P ) تقریباً (F,G) یعنی است،
آنگاه است. (V P ) بنسن سره E-کارای نقطه (x٠, y٠) و ٠ ∈ G(x٠) چون .G(x̂) ∩ (−intP ) ̸= ∅



٧٧ بنسن سره E-کارایی و لاگرانژ ضرایب .٧.٣

به�طوریکه دارد وجود T (z١, z٢) = (٠٫ ١z١, ٠٫ ١z٢)

(UV P ) بنسن سره E-کارای نقطه (x٠, y٠) و −T (G(x٠) ∩ (−P )) ⊂ (intK ∪ (٠, ٠)) \ intE
است.

T ∈ L+(Z, Y ) اگر باشد. y٠ ∈ F (x٠) همچنین و x٠ ∈ D ،E ∈ ζY کنید فرض .۴.٧.٣ قضیه
باشد، (UV P ) بنسن سره E-کارای نقطه (x٠, y٠) و ٠ ∈ T (G(x٠)) طوریکه به باشد داشته وجود

است. (V P ) بنسن سره E-کارای نقطه (x٠, y٠) آنگاه

و y٠ ∈ F (x٠) ⊂ F (x٠) + T (G(x٠)) داریم فرض از استفاده با برهان.

clcone

((∪
x∈S

(F (x) + T (G(x)))

)
+ E − y٠

)
∩ (−K) = {٠}. (۴٧.٣)

چون

x ∈ D ⇒ G(x) ∩ (−P ) ̸= ∅

⇒ ∃z ∈ G(x) s.t. z ∈ (−P )

⇒ −T (z) ∈ K

⇒ K ⊂ T (z) +K ⊂ T (G(x)) +K,

داریم لذا است، E ∈ ζY همچنین و

F (D) + E − y٠ =
∪
x∈D

(F (x) + E − y٠)

⊂
∪
x∈D

(F (x) + E + T (G(x)) +K − y٠)

⊂
∪
x∈S

(F (x) + T (G(x))) + E − y٠

بنابراین

٠ ∈ clcone(F (D) + E − y٠) ⊂ clcone

(∪
x∈S

(F (x) + T (G(x))) + E − y٠

)
.

که می�آوریم دست به (۴٧.٣) با بالا رابطه ترکیب از
دست به ،y٠ ∈ F (x٠) ⊂ F (D) و x٠ ∈ D چون .clcone(F (D) + E − y٠) ∩ (−K) = {٠}

است. (V P ) بنسن سره E-کارای نقطه (x٠, y٠) لذا .y٠ ∈ F (x٠) ∩OE
BS(F (D)) می�آوریم

همچنین باشد. فشرده پایه�ای با نقطه�ای C و موضعی محدب فضای Y کنید فرض .[۴۶] .۵.٧.٣ قضیه
و باشد محدب زیر شبه -(C ×D) ،X روی (F,G) و محدب زیر شبه -C ،X روی F کنید فرض
بنسن سره کننده می�نیمم (x̄, ȳ) اگر کند. صدق یافته تعمیم اسلاتر محدودیت قید در (V P ) کنید فرض
سره کننده می�نیمم (x̄, ȳ) و ٠Y ∈ T [G] طوریکه به دارد وجود T ∈ L+(Z, Y ) آنگاه باشد، (V P )

است. زیر نامقید برداری سازی بهینه مساله بنسن
(UV P )C −minimize F (x) + T [G(x)]

subject to x ∈ X.



٧٨ مجموعه-مقدار های نگاشت با برداری سازی بهینه .٣

به باشد داشته وجود T ∈ L(Z, Y ) اگر باشد. ȳ ∈ F (x̄) و x̄ ∈ A کنید فرض .[۴۶] .۶.٧.٣ قضیه
کننده می�نیمم (x̄, ȳ) آنگاه باشد، (UV P ) بنسن سره کننده می�نیمم (x̄, ȳ) و ٠Y ∈ T [G(x)] طوریکه

است. (V P ) بنسن سره

و٣.٢.٣ ٧.۵.٢ ملاحظه�های از آنگاه باشد. شده داده E = K \ {٠} کنید فرض .٧.٧.٣ ملاحظه
می�یابند. کاهش ۶.٧.٣ و ۵.٧.٣ قضایای به ترتیب به ۴.٧.٣ و ١.٧.٣ قضایای که گرفت نتیجه می�توان

می�کنیم. ارائه ۴.٧.٣ و ١.٧.٣ قضایای تشریح برای را زیر مثال پایان در

همچنین و ،E = {(y١, y٢)| y١ ≥ ٠٫ ١, y٢ ≥ ٠٫ ١} ،X = Y = Z = R٢ کنید فرض .٨.٧.٣ مثال
شکل به ترتیب به G : S ⇒ Z و F : S ⇒ Y مجموعه-مقدار نگاشت�های S = [−٠٫ ١, ٠٫ {٠}×[١

می�شوند. تعریف زیر
F (x١, x٢) = {|x١|} × [٠٫ ١ − |x١|, ٠٫ ٢ − |x١|] , (x١, x٢) ∈ [−٠٫ ١, ٠٫ ١]× {٠} :

G(x١, x٢) =

{(z١, z٢)|(z١, z٢) = λ(−٠٫ ١, x١), λ ∈ [٠, ١]} اگر (x١, x٢) ∈ [−٠٫ ١, ٠]× {٠}

[٠, x١]× {٠} اگر (x١, x٢) ∈ (٠, ٠٫ ١]× {٠}

نقطه (x٠, y٠) وضوح به باشد. y٠ = (٠٫ ١, ٠٫ ١) و x٠ = (٠٫ ١, ٠) کنید فرض
بنابراین می�کند. صدق ١.٧.٣ قضیه شرایط تمام در و است (V P ) بنسن سره E-کارای

و −T (G(x٠) ∩ (−P )) ⊂ (intK ∪ {٠} \ intE) طوریکه به دارد وجود T (z١, z٢) = (−z٢, ٠)

است. (UV P ) بنسن سره E-کارای نقطه (x٠, y٠)
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دسته این از مسائلی بررسی به آن مفاهیم بر تکیه با و چندهدفه بهینه�سازی تعریف با رساله این در
در داریم. را هدف توابع همزمان ماکسیمم) کردن(مینیمم- بهینه بر سعی هدفه چند مسائل در می�پردازیم.
می�دهیم. ارائه حقیقی محدب موضعا هاسدورف توپولوژیکال برداری فضای در را مفاهیم برخی رساله این
طور به را هدف توابع تمام که کامل بهینه کردن پیدا هدف توابع بودن تناقض در دلیل به کلی حالت در
می�توان آن طبق که می�کنیم معرفی را کارا جواب مفهوم بنابراین است، ممکن غیر کند بهینه همزمان
از یکی حداقل اینکه مگر نکند پیدا بهبود مولفه�هایش از یک هیچ که کرد پیدا را هدفی بردارهای

شود. بدتر مولفه�هایش
بیان را هست کارایی از ضعیف�تر تعریفی که ضعیف کارایی کارایی، مفهوم کارا، نقطه تعریف با ادامه در

می�کنیم.
دیگری هدف تابع هدف تابع یک افزایش ازای به کاررا جواب آوردن دست به در اینکه به توجه با
جواب�های نرساند، مطلوب جواب به مارا نهایتا و باشد بی�کران است ممکن روند این و می�یاید کاهش
اهمیت از می�دهند کاهش را تعدادی و افزایش را هدف توابع از تعدادی کراندار مراحل تعداد در که کارا
بهینه�سازی نظریه در مهمی نقش تقریبی جواب�های می�گویند. سره کارای جواب�های آنها به که برخوردارند
از استفاده با می�توانند تقریبی جواب�های که است این دلایل مهم�ترین از یکی دارند، آن کاربردهای و
شد، ملاحظه پایاننامه طول در که همانطور آیند. دست به ابتکاری روش�های و شونده تکرار الگوریتم�های
توپولوژیکال برداری فضای در مینیمم�سازی مسایل برای را E-کارایی و بهبودیافته مجموعه مفاهیم ما
و دادیم ارایه را بهبودیافته مجموعه ویژگی�های برخی و کردیم معرفی حقیقی محدب موضعا هاسدورف
E-شبه مفهوم همچنین کردیم. معرفی بهبودیافته مجموعه از استفاده با را بنسن سره E-کارایی مفهوم
اسکالرسازی قضایای و تناوب قضیه و کردیم ارایه مجموعه-مقدار نگاشت�های برای را بودن محدب زیر
زمینه در مطالعه دادیم. ارایه بودن محدب زیر E-شبه فرض تحت را بنسن سره کارایی لاگرانژ ضرایب و
برای آتی پیشنهادات از می�باشد. وسیع بسیار مسائل تنوع به بنا کارا تقریبا جواب�های آوردن بدست

کرد: اشاره زیر موارد به می�توان زمینه این در کار

غیرمحدب چندهدفه مسائل برای تقریبی جواب�های آوردن دست به الف.

ویژگی�های با موجود فضاهای در محدب، خطی چندهدفه مسائل برای تقریبی جواب�های یافتن ب.
حقیقی. محدب موضعا هاسدورف توپولوژیکال برداری فضاهای

مجموعه�های از استفاده بدون محدب چندهدفه مسائل برای دیگر تقریبی های روش یافتن پ.
بهبودیافته.
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Abstract

This thesis first introduces the definitions and fundamental theorems relative to vec-
tor optimization and multiobjective optimization. Considering the importance of proper
efficeint solutions, we define Geoffrion proper efficiency, Benson proper efficiency, and
Henig proper efficiency and propose some methods for solving multobjective problems.
Approximate solutions play an important role in vector optimization when there is no
exact solution. Therefor we introuduce approximate efficiency, as named as E-efficiency
is described based on upper comperhensive set. Then according to the properties of im-
provemet sets, we present different kinds of E-efficiency such as E-efficiency via map ϕq,E

, Benson proper E-efficiency and E-efficiency via map ∆−K and study their properties.
Next, by defining set-valued maps, we introduce optimization via these maps and pro-
pose concept of subconvexlikeness for set-valued maps and express some theorems under
assumption of E-subconvexlikeness. Then provide Lagrangian multipliers theorems of Ben-
son proper E-efficiency and in the same process, study weak E-optimal solutions for vector
optimization and some relative theorems including scalarization theorem and Lagrange
multiplier theorem. Finally, we introduce weak E-saddle points for set-valued Lagrangian
maps and weak E-duality, followed by a discussion concerning the relative theorems and
their properties.
Keywords: Vector optimization, Set-valued map, E-efficiency, Optimal points.
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