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١ فصل

گفتار پیش

آغازین سازِشه�های ١.١

[۶] دایستل٢ کتاب مطالب از برگرفته این�جا در رفته به�کار سازِشه�های١ و تعریف�ها
کنند. مراجعه کتاب این به گرامی خواننده�ی نشده�اند، ذکر که تعریف�هایی برای می�باشند.

یک است. V تایی k زیرمجموعه�های همه�ی مجموعه�ی [V ]k باشد، عناصر از مجموعه�ای V اگر
است G = (V,E) به�صورت جفت یک گراف، یک می�نامند. k−مجموعه را عضو k با مجموعه
مجموعه ٢−مجموعه�ها، از مجموعه�ای یعنی E ⊆ [V ]٢ و رئوس از متناهی مجموعه�ای V که
یعنی هستند، ساده همگی این�جا در رفته به�کار گراف�های تعریف، این به بنا می�باشد. یال�ها
G و است خودش به رأس یک از یالی (طوقه نیستند جهت�دار و چندگانه یال و طوقه دارای
رئوس مجموعه باشد). مشخص دیگر رأس به رأسی از یال هر جهت هرگاه است جهت�دار گراف
نشان E(G) = EG = E و V (G) = VG = V با ترتیب به را G گراف یال�های مجموعه و
و می�شود گفته اندازه گراف، آن یال�های تعداد به و مرتبه گراف، یک رئوس تعداد به می�دهند.
را ∅ ساده به�طور G = (∅, ∅) تهی گراف یک برای می�شوند. نمادگذاری ∥G∥ و |G| با ترتیب به
گراف�های مثال عنوان به می�شود. گفته بدیهی گراف ١ یا ٠ مرتبه�ی از گراف یک به می�نویسیم.
با گرافی (Kn) n مرتبه�ی از کامل گراف کرد. استفاده استقرا یک شروع برای می�توان را بدیهی
با n و m مرتبه�ی از بخش�هایی با کامل بخشی دو گراف و است E = [V ]٢ یال�های مجموعه

است. G مکمل کننده�ی معرفی Gc یا G و می�شود داده نشان Km,n

آن مفهوم روی بر نفر چند که چیزی یعنی است. سازش معنای به اصطلاح واژه�ی دهخدا لغت فرهنگ ١در
است. ساختن از مصدر اسم ←− ه + سازش می�کنند. توافق

می�باشد. سازشه�ها اصطلاحات، فارسی معادل بنابراین
(“ اولیه اصطلاحات ” سازی معادل برای دژم فضل�اله سید بزرگوار، استاد راهنمایی از تشکر (با

٢Diestel



٢ گفتار پیش .١

و EH ⊆ E اگر است G زیرگراف EH یال�های مجموعه و VH رئوس مجموعه با H گراف
EH ⊆ E هرگاه است G فراگیر زیرگراف H .H ⊆ G می�نویسیم این�صورت در باشد، VH ⊆ V

باشد xy ∈ EG یال�های همه�ی شامل H ⊆ G اگر است G القایی زیرگراف H .VH = V و
می�شود. معرفی H[G] نماد با و ,x؛ y ∈ VH که به�طوری

اگر مجاورند G در v و u رأس دو باشد. تهی غیر گراف یک G = (V,E) کنید فرض
مشترک آنها انتهایی رأس یک اگر مجاورند e ̸= f یال دو و باشد G از یال یک uv = {u, v}
یال�های تعداد v رأس درجه�ی است. G در v رأس مجاورهای مجموعه NG(v) = N(v) باشد.
کمترین می�شود. داده نمایش deg(v) با ساده�تر به�طور یا degG(v) نماد با و است v بر واقع
است. زیر به�صورت که می�دهند نشان ∆(G) با را درجه بیشترین و δ(G) با را G رئوس درجه�ی

δ(G) = min{deg(v)| v ∈ V },
∆(G) = Max{deg(v)| v ∈ V }

ساده�تر به�طور یا k−منتظم ،G این�صورت در باشند، داشته k درجه�ی ،G رئوس همه�ی اگر و
یا کامل تطابق باشد، یک آن رأس هر درجه�ی که G از فراگیر زیرگرافی به است. منتظم

می�گویند. عامل −١

(رأس ندارد تکراری یال می�شود، شروع رأس یک از که است G یال�های از دنباله�ای گذر،
تهی غیر گراف یک مسیر، یک نمی�شود. ختم ابتدایی رأس آن به و شود) تکرار می�تواند
V = {v١, v٢, · · · , vp} به�صورت ترتیب به آن یال�های و رئوس مجموعه که است P = (V,E)

مسیر یک در متمایزند. viها همه�ی که به�طوری هستند E = {v١v٢, v٢v٣, · · · , vp−١vp} و
می�گوییم. فرد رئوس را v١, v٣, رئوس... و زوج رئوس را v٢, v۴, رئوس... ،P = v١, v٢, v٣, ..., vp

است گرافی همبند گراف هستند. P مسیر داخلی رئوس v٢, ..., vp−١ و انتهایی رئوس vp و v١

هرگاه گویند رأس−مجزا را مسیر دو باشد. داشته وجود مسیر یک حداقل آن رأس دو هر بین که
باشند. نداشته مشترکی یال هیچ هرگاه گویند یال−مجزا و باشند، متمایز مسیر دو داخلی رئوس

m و رأس m که می�باشد Cm = v٠, v١, ..., vm−١ دنباله�ی با بسته مسیری m−دور یک
را دور بدون همبند و ساده گراف یک است. G در فراگیر دور یک همیلتنی، دور دارد. یال
درخت در یک درجه رأس هر می�باشد. یال n−١ و رأس n شامل درخت یک می�نامند. درخت
تعداد به و است، رأس−مجزا درخت چند یا یک از اجتماعی جنگل می�شود. خوانده برگ یک

می�گویند. آن مؤلفه�های تعداد جنگل، یک در واقع درخت�های

یال دو هر برای که است c = E(G) −→ S به�صورت تابعی G از یالی آمیزی رنگ یک
k مقدار کمترین به هستند. قبول قابل رنگ�های ،S عناصر باشد. c(e) ̸= c(f) ،e, f مجاور
باشد، داشته وجود G برای c : E(G) −→ {١,٢, · · · , k} یالی آمیزی رنگ یک که به�طوری



٣ مسئله تعریف .٢.١

یک رأسی رنگی عدد مشابه به�طور می�شود. داده نشان χ′
(G) نماد با و گفته یالی رنگی عدد

هیچ که به�طوری کرد رنگ را گراف یک رئوس آنها با بتوان که است رنگی تعداد حداقل گراف،
می�شود. معرفی χ(G) نماد با عدد این نباشند؛ هم�رنگ مجاوری رأس دو

می�شوند: تعریف زیر به�صورت به�ترتیب H و G گراف دو اشتراک و اجتماع

G ∪H = (VG ∪ VH , EG ∪ EH),

G ∩H = (VG ∩ VH , EG ∩ EH).

می�گویند. مجزا را H و G حال این G،در ∩H = ∅ اگر
عبارت می�شود.به تعریف G[VG \U ] به�صورت G−U باشد، رئوس از مجموعه�ای U کنید فرض
یال�های همه�ی حذف و U ∩VG رئوس همه�ی حذف با G از آمده به�دست گراف یک G−U دیگر

است. رئوس این به متصل

سویی دو تابع یک هرگاه ،G ≃ H می�نویسند و گویند یکریخت G با را H

xy ∈ EG ،x, y ∈ VG رأس دو هر برای که به�طوری باشد داشته وجود φ : VG −→ VH

. φ(x)φ(y) ∈ EH اگر تنها و اگر
می�نامند. خودریختی را یکریختی این ،G = H اگر

مسئله تعریف ٢.١

می�نویسیم باشد، H٢ و H١ زیرگراف�های از یال−مجزایی اجتماع G اگر .١.٢.١ تعریف
باشند، یکریخت H با H١, ..., Hk و G = H١ ⊕ H٢ ⊕ ... ⊕ Hk اگر . G = H١ ⊕ H٢

H−تجزیه�پذیر ،G می�گوییم و است H با یکریخت گراف�های زیر به تجزیه قابل Gاین�صورت در
است Cm−تجزیه�پذیر ،G خاص به�طور می�باشد. G از H−تجزیه یک {H١, ..., Hk} و است
می�نویسیم صورت این در شود، تجزیه m−دور یک با یکریخت زیرگراف�های به بتواند G اگر

.Cm|G

شده انجام G و H انواع برای G گراف از H−تجزیه مسئله�ی روی بر بسیاری تحقیقات
کردن حل مباحث، این از خاص نوع یک اما می�باشد، Kn کامل گراف ،G معمولا که است

است. H = Cm آن در که است تجزیه�ای مسئله�ی
شده�اند. تعریف زیر صورت به [۵] برایانت٣ کتاب در رشته و طیف اصطلاح

٣Bryant



۴ گفتار پیش .١

Cm طیف باشد m−دورها به تجزیه قابل Kn که n مقادیر از مجموعه�ای به .٢.٢.١ تعریف
می�شود. داده نمایش Spec(Cm) با و می�گویند

این ریشه�ی اما بوده زیادی توجه مورد گذشته سال ۴٠ در Spec(Cm) محاسبه�ی مسئله�ی
تایی ٣ دورهای به Kn کرد ثابت [١٣] کرکمن۴ که وقتی برمی�گردد، ١٩ قرن اواسط به مسئله
سیستم�های همان این که باشد n ≡ ١,٣ ( ۶ پیمانه�ی (به اگر تنها و اگر است تجزیه قابل

است. اشتاینری سه�تایی

٢m پیمانه�ی به مانده�ها کلاس در حتماً n مجاز عدد شده داده تایی m دور برای .٣.٢.١ توجه
١,٢١,٢۵,۴۵ مقادیر با ۶٠ پیمانه�ی به ،m = ٣٠ برای مجاز اعداد مثال برای می�گیرد. قرار
پیمانه�ی (به ،m ≥ ٣ هر برای می�گویند. رشته مجاز مانده�های کلاس این به هستند. همنهشت

است. رشته یک n ≡ ١ (٢m

وقتی فرد. nهای و زوج های n می�شود؛ تقسیم بخش دو به Spec(Cm) محاسبه�ی مسئله�ی
این به نیست. دورها به تجزیه قابل Kn هستند، فرد درجه�ی از Kn رئوس چون است زوج n
Kn−I و است ١−عامل یک I که گرفتند نظر در را دورها به Kn−I تجزیه�ی ریاضی�دانان دلیل

می�باشد. Kn از ١−عامل یال�های حذف معنی به
٢٠٠١ سال در تجزیه، نوع این برای متعدد ریاضی�دانان ١۵٠ساله�ی طولانی تلاش�های نتیجه
خود اوج به [١٩] ساجنا٧ توسط ٢٠٠٢ سال در و [١] گاولاس۶ و آلسپچ۵ توسط مقاله�ای در
طول که کلی حالت در اما شد. حل کامل به�طور Kn− I و Kn Cm−تجزیه�پذیری مسئله و رسید

است. مانده باقی نشده حل مسأله نیستند، یکسان لزوماً و هستند مشخص دورها
چه نمی�آیند دوری هیچ در که یال�هایی این�که زوج، nهای برای m−دورها به Kn تجزیه در
برای که است این شده انجام تعمیم یک است. گذاشته� باز تحقیق ادامه� برای را راه دارند خواصی
هر درجه با F مانند فراگیری جنگل هر ١−عامل، جای به را شده حذف یال�های زوج، nهای

می�شود. استفاده Kn − E(F ) نماد این�صورت در بگیرند. نظر در فرد رأس
وجود برای را کافی و لازم شرایط ٢٠٠٠ سال در [٨] رادجر٩ و فاو٨ نظر، مورد تعمیم در
[٢] فاو و رادجر و اَش١٠ همچنین کردند. ثابت m = ۴ برای Kn − E(F ) پذیری Cm−تجزیه

می�شود. بررسی آن�ها تحقیقات نامه پایان این در کردند؛ ثابت m = ۶ برای را آن ٢٠٠۴ در

۴Kirkman
۵Alspach
۶Gavlas
٧Sajna
٨Fu
٩Rodger

١٠Ash



۵ نامه پایان فصل�های به گذرا نگاهی .٣.١

نامه پایان فصل�های به گذرا نگاهی ٣.١
با Km,n کامل دوبخشی گراف�های Cm−تجزیه�پذیری برای کافی و لازم شرایط ،٢ فصل در
کامل بخشی g گراف�های Cm−تجزیه�پذیری همچنین و متفاوت اندازه�ی از بخش�هایی
بهتر می�شود. بررسی گروه�ها شبه کمک به یکسان، انداز�ه�ی از بخش�هایی با K٢m,٢m,...,٢m

دارند. کاربرد ۴ و ٣ فصل�های در فصل این قضایای که کنیم اشاره است
Cm−تجزیه�پذیری می�باشد، پایان�نامه فصل طولانی�ترین مطالب حجم نظر از که ٣ فصل در
و آلسپچ توسط که زوج n و m برای و فرد n و m برای جزئیات همه�ی با کامل گراف�های
و زوج m برای همچنین و زوج n و فرد m برای مختصر به�طور و است شده� تحقیق گاولاس
وجود اثبات ،n و m انواع همه�ی در می�شود. بررسی است شده تحقیق ساجنا توسط که فرد n
نشان یعنی است استقرایی اول، مرحله�ی می�شود. انجام مرحله دو در کامل، گراف از Cm−تجزیه

Cm−تجزیه�پذیر مشخص، بازه�ای در قبول قابل n هر ازای به Kn کامل گراف اگر که می�شود داده
در است. Cm−تجزیه�پذیر نیز نظر مورد بازه�ی از خارج قبول قابل nهای همه�ی ازای به باشد،

می�شود. تجزیه m−دورها به خاص محدوده�ی آن در Kn بعد مرحله�ی
مورد در رادجر و فاو و اَش تحقیقات است، نامه پایان این نهایی هدف که ۴ فصل در
m = ۶ و زوج nهای برای فراگیر، جنگل حذف با کامل گراف�های از Cm−تجزیه وجود اثبات
دسته هر در و بندی دسته را nها ،۶ پیمانه�ی به که است گونه این کار روند می�شود. بررسی
استقرا و مؤلفه�ها همین کمک با سپس می�کنند. مشخص را Kn−E(F ) در F مؤلفه�های تعداد
m−دورها به را بخش هر بعد و کرده افراز بخش چند به متفاوت nهای برای را Kn − E(F )

می�کنند. تجزیه
m−دورها به تجزیه جای به m−دوری سیستم� اصطلاح از ۴ فصل در است ذکر به لازم

می�شود. تعریف فصل ابتدای در که است شده استفاده





٢ فصل

به کامل بخشی چند گراف�های تجزیه�ی
ثابت طول با دورهای

بخشی دو گراف�های C٢k−تجزیه�پذیری بررسی ١.٢
٢k−دورها به Km,n بخشی دو گراف تجزیه�ی برای کافی و لازم شرایط بخش این ابتدای در
Cm−تجزیه�پذیری بعد بخش در و است [٢٠] در سوتیو١ تحقیقات نتایج که می�شود بررسی
و هافمن٢ تلاش�های نتیجه�ی که می�شود بحث رأسی ٢m بخش�های با بخشی g گراف�های

می�باشد. [١١] در رادجر و لیندنر٣

دو گراف این�که برای لازم شرایط باشند. مثبت صحیح اعداد k و n و m کنید فرض .١.١.٢ لم
از: است عبارت باشد C٢k−تجزیه�پذیر ،Km,n بخشی

،n ≥ k و m ≥ k (١
و باشند زوج n و m (٢

باشد. (٢k) دور یال�های تعداد از مضربی است) تا mn (که Km,n یال�های تعداد (٣

زیرا است، تناقض این و می�باشد m,n <
| C٢k |
٢ آن�گاه باشد، n < k و m < k اگر برهان.

پس دارند، قرار Km,n از بخش یک در رئوس آن نصف دقیقاً و است زوج دور یک رئوس تعداد

درجه�ی بنابراین شود، تجزیه ٢k−دورها به Km,n یال�های تمامی باید چون .m,n ≥ | C٢k |
٢

است. بدیهی نیز (٣) شرط و هستند زوج n و m پس باشد. زوج باید رأس هر

١Sotteau
٢Hofman
٣Lindner



٨ ثابت طول با دورهای به کامل بخشی چند گراف�های تجزیه�ی .٢

n و m اگر تنها و اگر شود تجزیه ٢k−دورها به می�تواند Km,n بخشی دو گراف .٢.١.٢ قضیه
باشد. بخش�پذیر ٢k بر mn و n ≥ k و m ≥ k و باشند زوج

تقسیم بخش چند به را قضیه کفایت، اثبات برای و شد اثبات ١.١.٢ لم در لازم شرایط برهان.
می�شود. ارائه منظم به�طور دورهایی ،Km,n یال�های افراز برای بخش هر در و کرده

پس ،٢k | mn = rpsq چون این�صورت در باشد n = sq و m = rp و k = pq کنید فرض
چون و هستند زوج sq و rp و rs که می�دهد نتیجه شرایط این زوجند، n و m چون و ٢ | rs
را زیر حالت دو بنابراین .s ≥ p و r ≥ q پس .sq ≥ pq و rp ≥ pq داریم ،n ≥ k و m ≥ k

داریم:

رخ زیر زیرحالت دو صورت این در هستند. زوج q یا p عدد دو از یکی حداقل �١ حالت
می�دهد:

باشند. زوج r و q �١ � ١ زیرحالت

باشند. زوج s و p �٢ � ١ زیرحالت
به�طوری ٢k−دورهاست به Km,n = Krp,sq یال�های مجموعه از افراز یک B ،١ ·١ حالت زیر در

که:

B = {Cλµ : ٠ ≤ λ ≤ s− ١, ٠ ≤ µ ≤ r

٢ − ١},
Cλµ = (. . . (. . . x(٢µ+i)p+j y(λ+j)q+i . . . )٠≤i≤q−٠(١≤j≤p−١

به ترتیب به پس هستند، Km,n رأسی n و رأسی m بخش از ترتیب به y و x اندیس�های که
می�کند، افراز را Km,n یال�های حاصل دور rs

٢ دهیم نشان این�که برای می�باشند. n و m پیمانه�ی
کنیم: می تجزیه ١٢−دورها به را K۶,۶ نمونه عنوان به

p = ٣, q = ٢, r = ٢, s = ٣, k = ۶
٠ ≤ i ≤ ١, ٠ ≤ j ≤ ٢, B = {Cλµ : ٠ ≤ λ ≤ ٢, µ = ٠}
C٠٠ = x٠ y٠ x٣ y١ x١ y٢ x۴ y٣ x٢ y۴ x۵ y۵,

C١٠ = x٠ y٢ x٣ y٣ x١ y۴ x۴ y۵ x٢ y٠ x۵ y١,

C٢٠ = x٠ y۴ x٣ y۵ x١ y٠ x۴ y١ x٢ y٢ x۵ y٣.

کرد. تجزیه ٢k−دورها به Km,nرا می�توان ١·١ نوع در n mو جابه�جایی با ١·٢ زیرحالت در

باشند. زوج s و r باید این�صورت در هستند. فرد q و p �٢ حالت
داریم: را زیر نوع دو هم باز

.١ < q و ١ < p �١ � ٢ زیرحالت
که: به�طوری است m−دور تا rs٢ به Km,n یال�های مجموعه از افراز یک B حال این در



٩ بخشی دو گراف�های C٢k−تجزیه�پذیری بررسی .١.٢

B = {Cλµ : ٠ ≤ λ ≤ s

١,٠−٢ ≤ µ ≤ r

١−٢}∪{C
′

λµ :
s

٢ ≤ λ ≤ s−١,٠ ≤ µ ≤ r

١−٢},

Cλµ = (. . . (. . . x(٢µ+j)p+i y(λ+i)q+j . . . )٠≤j≤q−٢ x(٢µ+q−١)p+i yciλ)٠≤i≤p−٢

(. . . x(٢µ+j)p+p−١ y(λ+p−١)q+j . . . )٠≤j≤q−٣ x(q−٢+٢µ)p+p−١ ybλ x(q+٢µ)p+p−١ ydλ,

C
′

λµ = (. . . x(٢µ+j+١)p yλq+j . . . )٠≤j≤q−٣ x(q−٢+١µ)p yaλ x(q+٢µ)p yc٠λ

(. . . (. . . x(j+٢+١µ)p+i y(λ+i)q+j . . . )٠≤j≤q−٢ x(q+٢µ)p+i yciλ)١≤i≤p−٢

(. . . x(j+٢+١µ)p+p−١ y(p−١+λ)q+j . . . )٠≤j≤q−٣ x(q−٢+١µ)p+p−١ ybλ x(q+٢µ)p+p−١ ydλ

هستند. n و m پیمانه�ی به ترتیب به y و x اندیس�های که
اندیس�های دهیم، نشان [L] نماد با را sq

٢ پیمانه�ی به L صحیح عدد هر باقیمانده�ی کنید فرض
دارند: را زیر مقادیر ٠ ≤ λ ≤ s− ١ برای dλ و {ciλ : ٠ ≤ i ≤ p− ٢} و bλ و aλ

a s
٢
= (s− ١)q + q − ١ (١)

داریم: ، s٢ + ١ ≤ λ ≤ s− ١ برای و

aλ = (λ− ١)q + q − ١.

داریم: باشد زوج i اگر ،٠ ≤ i ≤ p− ٢ و ٠ ≤ λ ≤ s− ١ برای (٢)

Ciλ = [(λ+
i

٢)q + q − ١]

داریم: باشد فرد i اگر و

Ciλ = [(λ+
(i− ١)
٢ )q + q − ١] + sq

٢ .

داریم: ،٠ ≤ λ ≤ s− ١ برای ،p <
s

٢ + ١ که نوعی در (٣)

dλ = [λq + q − ٢] + sq

٢
داریم: ،٠ ≤ λ ≤ s

٢ − ١ برای و

bλ = [(λ+
(p− ١)

٢ )q + q − ١]

.bλ = [λ+ q − ٢] ، s٢ ≤ λ ≤ s− ١ برای همچنین و
از ترتیب به ، s٢ ≤ λ ≤ s − ١ و ،٠ ≤ λ ≤ s

٢ − ١ برای ،p ≥ s

٢ + ١ که نوعی در (۴)
داریم: راست

. dλ = λq + q − ٢ و dλ = [(λ+ p− ١)q + q − ٢] + sq

٢

داریم: ،٣s٢ − p+ ١ ≤ λ ≤ s− ١ و ٠ ≤ λ ≤ s− p برای همچنین



١٠ ثابت طول با دورهای به کامل بخشی چند گراف�های تجزیه�ی .٢

bλ = [(λ+
(p− ١)

٢ )q + q − ١]

.bλ = [(λ+ (p− ١))q + q − ٢] داریم: ،s− p+ ١ ≤ λ ≤ ٣s
٢ − p برای و

y(λ+i)q+j ،j = q − ٢ و i = p− s

٢ − ١ برای باشد p >
s

٢ + ١ که نوعی در این بر علاوه
این در زیرا .eλ = (λ− ١)q + q − ٢ داریم: ،٠ ≤ λ ≤ s− ١ برای که می�شود جابه�جا yeλ با

می�شود. برابر n پیمانه�ی به است دور یک در y اندیس آخرین که dλ با y(λ+i)q+j حالت

، s٢ ≤ λ ≤ s−١ که C ′

λµ دورهای و ٠ ≤ λ ≤ s

١−٢ که Cλµ دورهای دهیم نشان این�که برای

یال هر و ندارد وجود تکراری رأس دور، هر در که می�کنیم بررسی می�کنند افراز را Km,n یال�های
می�شود. ظاهر دور یک در فقط ،Km,n از

٠ ≤ i ≤ p−١) هستند (٢µ+ j)p+ i با معادل Cλµ دور یک در شده ظاهر x اندیس�های
می�باشند. متفاوت اندیس�ها همه�ی بنابراین .( ٠ ≤ j ≤ q − ١ و

این�صورت در می�شوند. ظاهر Cλµ یکدور در که است y اندیس�های مجموعه�ی Y فرضکنید
داریم:

Y = {(λ+ i)q + j : ٠ ≤ j ≤ q − ٣,٠ ≤ i ≤ p− ١} ∪ {ciλ : ٠ ≤ i ≤ p− ٢}
∪{(λ+ i)q + q − ٢ : ٠ ≤ i ≤ p− ٢} ∪ {bλ, dλ}

که

{ciλ : ٠ ≤ i ≤ p−٢} = {[(λ+ i)q+ q−١], [(λ+ i)q+ q−١]+ sq

٢ : ٠ ≤ i ≤ (p− ٣)
٢ }.

می�باشد dλ = [λq+ q−٢] + sq

٢ و bλ = [(λ+
(p− ١)

٢ )q+ q−١] باشد p <
s

٢ +١ اگر
هستند. متفاوت Y اعضای همه�ی باشد، ٠ ≤ λ ≤ s

٢ − ١ که λ هر برای که به�طوری

داریم: ،٠ ≤ λ ≤ s − p برای و dλ = [(λ + p − ١)q + q − ٢] باشد، p ≥ s

٢ − ١ اگر

.bλ = [(λ+p−١)q+q−٢] ،s−p+١ ≤ λ ≤ s

١−٢ برای و bλ = [(λ+
(p− ١)

٢ q+q−٢]

،{(λ+ i)q + q − ٢ : ٠ ≤ i ≤ p− ٢} مجموعه�ی در آن�گاه ،p >
s

٢ + ١ اگر این بر علاوه
است شده جابه�جا eλ = (λ−١)q+q−٢ با می�شود) dλ با معادل (که (λ+(p− s

١−٢)) عضو
بررسی�ها این مشابه نیست. مشکل دور یک در y اندیس�های نابرابری کردن بررسی دوباره که

داد. انجام نیز C ′

λµ دور هر برای می�توان را
است کافی کار این برای می�شود. ظاهر دور یک در فقط Km,n یال هر که می�دهیم نشان حال
که را yjها یعنی دورها همه�ی در آن مجاورهای همه�ی xi رأس هر ازای به
الگوی طبق شده�اند، ارائه منظم شکل به دورها چون اما کنیم بررسی می�باشد، ٠ ≤ j ≤ sq−١



١١ بخشی دو گراف�های C٢k−تجزیه�پذیری بررسی .١.٢

i = ٠,١, p − ١,٠, p + ١,٢p + ١ برای دورها همه�ی در xi مجاورهای است کافی شده داده
شوند. بررسی

Xi با را است yj مجاور xi که j اندیس�های مجموعه C
′

λµ و Cλµ دورهای در اگر بنابراین
Xi = {j : ،i = ٠,١, p − ١, p, p + ١,٢p − ١ برای که دهیم نشان می�خواهیم کنیم، معرفی
هیچ در xiy

′
j یال یعنی باشد نیامده Xi مجموعه�ی در j

′ اندیس یک اگر .٠ ≤ j ≤ qs − ١}
یک اگر و شود تجزیه ٢k−دورها به نمی�تواند موجود یال mn یعنی این و است نداده رخ دوری
در حداقل یال یک که است منظور این به شود واقع Xi مجموعه�ی در دوبار حداقل j

′ اندیس
داریم: ما است. آمده دور دو

X٠ = {{λq + j : ٠ ≤ j ≤ q − ٢}, c٠λ, dλ : ٠ ≤ λ ≤ s

٢ − ١}
∪{{λq + j : ٠ ≤ j ≤ q − ٣}, aλ :

s

٢ ≤ λ ≤ s− ١}.

X١ = {c٠λ, c١λ, {(λ+ ١)q + j : ٠ ≤ j ≤ q − ٢} : ٠ ≤ λ ≤ s

٢ − ١}
∪{(λ+ ١)q + j : ٠ ≤ j ≤ q − ٢, s٢ ≤ λ ≤ s− ١}.

Xp−١ = {cp−٢,λ, {(λ+ p− ١)q + j : ٠ ≤ j ≤ q − ٣}, bλ, dλ : ٠ ≤ λ ≤ s

٢ − ١}
∪{(λ+ p+ ١)q + j : ٠ ≤ j ≤ q − ٣, bλ :

s

٢ ≤ λ ≤ s− ١}.

Xp = {λq + j : ٠ ≤ j ≤ q − ٢,٠ ≤ λ ≤ s

٢ + ١}
∪{{λq + j : ٠ ≤ j ≤ q − ٣}, aλ, c٠λ, dλ :

s

٢ ≤ λ ≤ s− ١}.

Xp+١ = {(λ+ ١)q + j : ٠ ≤ j ≤ q − ٢,٠ ≤ λ ≤ s

٢ − ١}
∪{c٠λ, {(λ+ ١)q + j : ٠ ≤ j ≤ q − ٢}, c١λ :

s

٢ ≤ λ ≤ s− ١}.

X٢p−١ = {cp−٢,λ, {(λ+ p− ١)q + j : ٠ ≤ j ≤ q − ٣}, bλ, dλ :
s

٢ ≤ λ ≤ s− ١}
∪{{λ+ (p− ١)q + j : ٠ ≤ j ≤ q − ٣}, bλ : ٠ ≤ λ ≤ s

٢ − ١}.

انواع در ترتیب به مقادیرشان با aλ و bλ و ciλ و dλ اندیس�های کردن جایگزین با حال
خواسته رابطه�ی در بالا مجموعه�های همه�ی که کرد بررسی می�توان p ≥ s

٢ + ١ و p <
s

٢ + ١
می�کنند. صدق شده



١٢ ثابت طول با دورهای به کامل بخشی چند گراف�های تجزیه�ی .٢

کنید. توجه ١٨−دورها به K١٢,١٨ تجزیه�ی به مثال برای

(p = ٣, q = ٣, r = ۴, s = ۶)

Xi = {j : ٠ ≤ j ≤ qs−١} ،i = ٠,١, p−١, p, p+١,٢p−١ برای فوق مثال در اکنون
می�یابیم. را

X٠ = {٠,١٠,٣,١٣,۶,١۶,١,٢,۴,۵,٧,٨,٩,١٧,١٢,١١,١۵,١۴},
X١ = {٢,٣,۵,۶,٨,٩,۴,١١,٧,١۴,١٠,١٧,١٢,١٣,١۵,١۶,٠,١},
Xp−١ = X٢ = {١١,۶,١۴,٩,١٧,١٢,۵,١٠,٨,١٣,٢,١۶,١۵,١,٠,۴,٣,٧},
Xp = X٣ = {٠,١,٣,۴,۶,٧,٩,١٠,١٢,١٣,١۵,١۶,١٧,٢,١١,۵,١۴,٨},
Xp+١ = X۴ = {٣,۴,۶,٧,٩,١٠,٢,١٢,۵,١۵,٨,٠,١٣,١١,١۶,١۴,١,١٧},
X٢p+١ = X٧ = {۴,١١,٧,١۴,١٠,١٧,١٢,١٣,١۵,١۶,٠,١,٢,٣,۵,۶,٨,٩}.

در دوبار j اندیس هیچ و است مجاور ،٠ ≤ j ≤ ١٧ yjها، همه�ی با xi هر که می�کنید مشاهده
�است. شده واقع دور یک در فقط K١٢,١٨ یال هر پس است. نشده ظاهر Xi



١٣ بخشی دو گراف�های C٢k−تجزیه�پذیری بررسی .١.٢

.(q = ١ (یا p = ١ �٢ � ٢ زیرحالت
دهیم نشان می�خواهیم ما کنید). جابه�جا را q و p باشد q = ١ (اگر است p = ١ کنید فرض
و r = ٢t کنید فرض ٢q−دورهاست. به تجزیه قابل Kr,sq فرد، q و r ≥ q و زوج s و r با که
است کافی است، K٢t,٢q با یکریخت گراف u از مجزایی یال اجتماع K٢t,٢uq چون .s = ٢u
زیر بخش دو به خود که می�شود تجزیه ٢q−دورها به ٢t ≥ q و فرد q برای K٢t,٢q کنیم ثابت

می�گردد: تقسیم

که کرد ثابت [٣] در برموند۴ بگیرید. نظر در را t = ٢a است، زوج t وقتی �١ � ٢ � ٢ نوع
.r = ۴a ≥ q و است فرد q می�دانیم که ٢q−دورهاست به تجزیه قابل K۴a,٢q

می�دهیم نشان .q = ٢b + ١ و t = ٢a+ ١ کنید فرض است، فرد t وقتی �٢ � ٢ � ٢ نوع
به ،٢b + ١ ≤ ۴a + ٢ محدوده�ی در b و a صحیح عدد هر برای K۴a+٢,۴b+٢ دوبخشی گراف
،b و a برای که حالتی در است کافی کار این انجام برای شود. می تجزیه ٢b)٢−دورها + ١)
اگر واقع در پس شود. ثابت دورها به تجزیه وجود است، برقرار ٢b+ ١ ≤ ۴a+ ٢ < ۴b+ ۴
کند، صدق ٢b+ ١ ≤ ۴a+ ٢ که a < a٠ هر برای استقرا به توجه با باشد ۴b+ ۴ ≤ ۴a٠ + ٢
عنوان به K۴a٢+٠,۴b+٢ که می�کنید ملاحظه می�شود. تجزیه ٢b)٢−دورها + ١) ٢+۴b,٢+K۴aبه

می�باشد. G٢ = K۴a٢−٠b,۴b+٢ و G١ = K٢b+٢,۴b+٢ مجزای یال اجتماع
صفر با ۴ پیمانه�ی به آن�ها از یکی هستند؛ ٢b + ١ از بزرگتر ۴a٠ − ٢b و ٢b + ٢ اعداد
مربوط گراف داد نشان می�توان زوج t نوع برای برموند اثبات به توجه با و است همنهشت
باشد a′

< aشکل٠ به اگر دیگری ٢b)٢−دورهاست. + ١) به تجزیه قابل i = یا١ ٢ ،Gi

تجزیه ٢b)٢−دورها + ١) به ،i = ٢یا١ ،Gi مربوط گراف استقرا، فرض به بنا این�صورت در
٢b)٢−دورهاست. + ١) به تجزیه قابل K۴a+٢,۴b+٢ دهیم نشان باید فقط ما بنابراین می�شود.
برای Cλ,µ به�صورت تجزیه�ای چنین ،b ≤ ٢a ≤ ٢b که ٢b + ١ ≤ ۴a + ٢ < ۴b + ۴ برای

است. شده داده زیر در ٠ ≤ µ ≤ ٢a و λ = ٠,١

C٠µ = (...xi+٢µ yi...)٠≤i≤٢b−١ x٢b+٢µ ycµ ,

C١µ = (...xi+٢µ+١ yi+٢b+٠(...١≤i≤٢b−٢ x٢b+٢µ ydµ x٢b+٢µ+١ ycµ

پیمانه به µ+b این�جا در و می�باشد {cµ, dµ, cµ+b} = {٢b,۴b,۴b+١} شده ارائه دورهای در که
در و آید به�دست Cµ+b سپس و b حسب بر Cµ ابتدا که است کافی می�شود. ٢aحساب + ١

شود. یافت مجموعه عضو سومین عنوان به dµ نهایت

۴Bermond



١۴ ثابت طول با دورهای به کامل بخشی چند گراف�های تجزیه�ی .٢

دهیم: قرار a = b برای که است این از عبارت روش یک

Cµ = ٢b ٠ ≤ µ ≤ b− ١
Cµ = ۴b+ ١ µ = b

Cµ = ۴b b+ ١ ≤ µ ≤ ٢a
µ

٢a− b+ ١ با مساوی یا کوچکتر صحیح عدد بزرگترین h و ٠ ≤ µ ≤ b−١ اگر ،a ̸= b برای و
�دهیم: قرار باشد،

Cµ = ٢b زوج h برای
Cµ = ۴b+ ١ فرد h برای
Cµ = ۴b b ≤ µ ≤ ۴b برای

۶−دورها. به K۶,١٢ گراف تجزیه�ی .٣.١.٢ مثال

m = rp = ٢t = ۶ −→ t = ٣
n = sq = ٢uq = ١٢ −→ u = ٢, q = ٣

می�دهیم نشان بنابراین است. K۶,۶ با یکریخت گراف u = ٢ از یال−مجزایی اجتماع K۶,١٢

می�شود. تجزیه ۶−دورها به K۶,۶

a = ١, b = ١, λ = ٠,١, ٠ ≤ µ ≤ ٢
C٠,٠ = (x٠ y٠ x١ y١ x٢ y٢),

C٠,١ = (x٢ y٠ x٣ y١ x۴ y۵),

C٠,٢ = (x۴ y٠ x۵ y١ x٠ y۴),

C١,٠ = (x١ y٣ x٢ y۴ x٣ y٢),

C١,١ = (x٣ y٣ x۴ y٢ x۵ y۵),

C١,٢ = (x۵ y٣ x٠ y۵ x١ y۴).

شده�اند. افراز نیز K۶,۶ یال�های همه�ی و ندارد وجود تکراری یال دورها در می�بینید که همان�طور



١۵ بخشی g گرافهای پذیری Cm−تجزیه بررسی .٢.٢

بخشی g گرافهای پذیری Cm−تجزیه بررسی ٢.٢

اساس بر را آنها اکنون که داریم نیاز گروه�ها شبه و لاتین مربع تعریف به بعد قضیه�ی بیان برای
تعاریف همچنین می�دهیم. شرح [٢٢] ویلسون۶ و ون�لینت۵ و [١۵] رادجر و لیندنر کتاب�های

شده�اند. گرفته [٧] از گروه و دوتایی عمل

هر هرگاه می�گویند لاتین مربع را متمایز عنصر n با شده پر n× n جدول یک .١.٢.٢ تعریف
شود. ظاهر ستون هر در و سطر هر در بار یک دقیقاً عنصر

یک را T × T → T تابع هر باشد. دلخواه و غیرتهی مجموعه�ای T کنید فرض .٢.٢.٢ تعریف
عضو هر تصویر و ∗ نماد با را دوتایی عمل اینجا در می�نامند. T مجموعه�ی روی دوتایی عمل

می�دهیم. نشان x ∗ y به�صورت را T × T از (x, y)

جبری دستگاه یک را دوتایی عمل چند یا یک با همراه T غیرتهی مجموعه�ی .٣.٢.٢ تعریف
می�گویند. یکگروه را (T, ∗) آن�گاه کند، پیروی زیر اصول از (T, ∗) جبری دستگاه اگر می�نامند.

باشد. دوتایی عمل یک به مجهز فقط (T, ∗) جبری دستگاه (١)
باشد. شرکت�پذیر T بر ∗ دوتایی عمل (٢)

x ∈ T هر ازای به که به�طوری باشد موجود خنثی) یا همانی (عضو e مانند عضوی (٣)
.x ∗ e = e ∗ x = x دلخواه،

که باشد داشته وجود چنان وارون) (عضو y ∈ T دلخواه، x ∈ T هر ازای به (۴)
.x ∗ y = y ∗ x = e

شرایط از که است ∗ دوتایی عمل یک و T مجموعه�ی شامل (T, ∗) ٧ گروه شبه .۴.٢.٢ تعریف
خاصیت و است بسته ∗ عمل به نسبت گروه شبه یک دیگر عبارت به می�کند. پیروی لاتین مربع
T در y و x فرد به منحصر عناصر T در b و a هر برای یعنی دارد. را راست و چپ از حذف

.y ∗ b = a و a ∗ x = b که موجودند چنان

ضربی جدول و می�باشد گروه�ها شبه و گروه�ها همه�ی در ابتدایی شرط یک لاتین مربع شرط
می�تواند لاتین مربع هر مقابل، در و است لاتین مربع یک متناهی، گروه شبه یک کیلی) (جدول

شود. گرفته نظر در گروه شبه یک ضربی جدول

۵Van Lint
۶Wilson
٧Quasi group



١۶ ثابت طول با دورهای به کامل بخشی چند گراف�های تجزیه�ی .٢

،u مرتبه�ی از زیرگروه g با پذیر Cm−تجزیه گراف بخش�کننده�ی گروه یک .۵.٢.٢ تعریف
m−دورهاست. به u مرتبه�ی از کامل بخشی g گراف از افراز یک

g با Cm−تجزیه�پذیر، گراف بخش�کننده�ی گروه یک حتماً آن�گاه ،٣ ≤ g اگر .۶.٢.٢ قضیه
دارد. وجود ٢m مرتبه�ی از زیرگروه

g با Cm−تجزیه�پذیر، گراف کننده�ی بخش گروه یک حتماً آن�گاه باشد، فرد g اگر .٧.٢.٢ قضیه
دارد. وجود m مرتبه�ی از زیرگروه

از آمده به�دست نتایج به بیشتر شرح دیدن برای می�پذیریم. اثبات بدون را فوق قضایای
کنید. مراجعه [١١] در رادجر و لیندنر و هافمن تحقیقات

K٢m,٢m,...,٢m بخشی g گراف آن�گاه باشد، ٣ ≤ g و فرد عددی ٣ ≤ m اگر [١١] .٨.٢.٢ قضیه
m−دورهاست. به تجزیه قابل

مجموعه�ی با (T, ∗) کنید فرض می�دهیم. شرح را تجزیه ساختار قضیه این اثبات برای برهان.
که گروه شبه این زیرگروه�های باشد. جابه�جایی گروه شبه یک ∗ عمل و T = {١,٢, ...,٢g}

بگیرید. نظر در را هستند زیر به�صورت

H١ = ({١,٢}, ∗), H٢ = ({٣,۴}, ∗), ..., Hg = ({٢g − ١,٢g}, ∗).

مجموعه ،١ ≤ i ≤ g برای که است بخشی g گراف یک K٢m,٢m,...,٢m کنید فرض همچنین
هر ازای به هربخش رئوس دیگر بیان به می�باشد. Zm × {٢i − ١,٢i} بخش هر در رئوس
b٠, b١, ..., bm−١ و a٠, a١, ..., am−١ شکل به است، نیز Hi زیرگروه یک عضو a, b که a, b ∈ T

رئوس بین (زیرا نباشد ،١ ≤ i ≤ g ،Hi یک عضو a, b و a < b که a, b ∈ T هر برای می�باشد.
دهید. قرار زیر به�صورت را C دور ندارد) وجود یالی بخش هر

C = (a٠, b
m−٣
٢ , a١, b

m−۵
٢ , ..., a

m−٣
٢ , b٠, (a ∗ b)

m−١
٢ ).

مجموعه ،Cدور روی ai 7→ ai+١ جایگشت اعمال با a ∈ T و i ∈ Zm هر ازای به اکنون
یال ۴m٢(g

٢
)
تعداد به که را K٢m,٢m,...,٢m بخشی g گراف یال�های که می�شود حاصل دورهایی

افراز m−دور تا m · ٢)٢g − ٢) + m · ٢)٢g − ۴) + ... + m · ٢)٢g − (٢g − ٢)) به دارد،
می�آید. به�دست مطلوب تجزیه�ی و می�کند



١٧ بخشی g گرافهای پذیری Cm−تجزیه بررسی .٢.٢

به�صورت K١۴,١۴,١۴ بخشی ٣ گراف در C دور .g = ٣ و m = ٧ کنید فرض .٩.٢.٢ مثال
است. ١.٢ شکل

تجزیه. در دور اولین :١.٢ شکل

به�دست C روی بر قبل قضیه�ی در �شده گفته جایگشت�های اعمال با تجزیه دورهای بقیه�ی
می�آیند.





٣ فصل

m−دورها به کامل گراف�های تجزیه�ی

نیاز مورد نتایج ١.٣

بعضی از کوتاهی شرح و نیاز مورد تعاریف و تجزیه مسئله�ی لازم شرایط بخش این در
که است ذکر به لازم می�دهیم. ارائه را بعد بخش�های در استفاده مورد تجزیه�ی ساختارهای
ساجنا نتایج و [١] در گاولاس و آلسپچ تحقیقات از برگرفته این�جا در شده ارائه مطالب

می�باشد. [۵] در برایانت کتاب و [١٩] در

این�صورت: در باشد Cm−تجزیه�پذیر ،Kn اگر [١٩ ،۵] .١.١.٣ لم
.٣ ≤ m ≤ n (١)
است. فرد n (٢)

.n(n− ١) ≡ ٠ (٢m پیمانه�ی (به (٣)

درجه�ی باید است، ٢ دور یک در رأس هر درجه�ی که آن�جا از و است بدیهی اول شرط برهان.
(که Kn یال�های تعداد باشد. فرد باید n پس باشد زوج است) n − ١ (که Kn در رأس هر

شرط پس .n(n− ٢(١ ≡ ٠ (m پیمانه�ی (به یعنی باشد بخش�پذیر m بر باید است) n(n− ٢(١
است. برقرار نیز ٣

این�صورت: در باشد Cm−تجزیه�پذیر ،Kn − I اگر [١٩ ،۵] .٢.١.٣ لم
.٣ ≤ m ≤ n (١)
است. زوج n (٢)

.n(n− ٢) ≡ ٠ (٢m پیمانه�ی (به (٣)

درجه�ی باید است، ٢ دور یک در رأس هر درجه�ی که آن�جا از و است بدیهی شرط اولین برهان.
یال�های تعداد چون و باشد؛ زوج باید n پس باشد زوج است) n− ٢ (که Kn − I در رأس هر



٢٠ m−دورها به کامل گراف�های تجزیه�ی .٣

.n(n− ٢(٢ ≡ ٠ (m پیمانه�ی (به یعنی باشد mبخش�پذیر بر باید تاست) n(n− ٢(٢ Kn−I(که
است. برقرار نیز ٣ شرط پس

می�گویند. قبول قابل را n کند، صدق قبل لم دو از یکی شرایط در n یک اگر .٣.١.٣ توجه

نیز کافی باشند Cm−تجزیه�پذیر ،Kn − I و Kn این�که برای لازم شرایط آیا .۴.١.٣ سؤال
هستند؟

به پاسخ باشند فرد دو هر یا زوج دو هر n و m هرگاه که دادند نشان گاولاس و آلسپچ
ساجنا به�عکس، و فرد m و زوج n یعنی نیز دیگر نوع دو برای و است مثبت سوال این
کنیم. می بررسی بعد بخش سه در را ریاضی�دانان این پاسخ است. مثبت پاسخ داد نشان

مجموعه با گرافی که داده نشان G∨H نماد با را H و G گراف دو اتصال [١] .۵.١.٣ تعریف
است: زیر یال�های و رئوس

V (G ∨H) = V (G) ∪ V (H),

E(G ∨H) = E(G) ∪ E(H) ∪ {uv : u ∈ V (G), v ∈ V (H)}.

با همراه H با یکریخت گراف زیر یک و G با یکریخت گراف زیر یک شامل G ∨H بنابراین
می�باشد. آن�ها رئوس میان ممکن یال�های همه�ی

(Kn−٢−I)∨K٢ Kn−Iبا زوج nبرای K١∨١−Knو Knبا فرد nبرای کاربردی: مثال چند
است. یکریخت

ساجنا توسط آمده دست به نتایج رابراساس K٢ و K١ رئوس پایان�نامه این در .۶.١.٣ توجه
می�نامیم. مرکزی رئوس

V (G) = {u٠, . . . , un−رئوس{١ مجموعه با Gیکگراف فرضکنید [١٩ ،١١] تعریف٧.١.٣.
است: زیر یال�های و رئوس مجموعه با گرافی G(٢) این�صورت در باشد. E(G) یال�های و

V (G(٢)) = {ul
i : ui ∈ V (G), l ∈ Z٢},

E(G(٢)) = {u(٠)
i u

(٠)
j , u

(١)
i u

(١)
j , u

(٠)
i u

(١)
j , u

(٠)
j u

(١)
i : uiuj ∈ E(G)}.

یال را u
(١)
i u

(١)
j شکل به یال�های و چپ خالص طول یال را u

(٠)
i u

(٠)
j شکل به یال�های

عنصری طول، این و دارند j − i یا i − j طول کدام هر که می�گویند راست خالص طول
طول یال را u

(٠)
i u

(١)
j و u

(١)
i u

(٠)
j شکل به یال�های و است؛ {١,٢, · · · ,

[
m
٢
]
} مجموعه�ی از

است. Zm مجموعه�ی از عنصری (j − i یا i − j) کدام هر طول که می�گذارند نام مختلط
متناظر آن بر علاوه که است رأسی n ،G با یکریخت گراف دو شامل G(٢) = Gn(٢) بنابراین،
یکریخت گراف دو این رئوس بین u(١)

i u
(٠)
j و u

(٠)
i u

(١)
j متقاطع یال دو uiuj ∈ E(G) یال هر با

دارد. وجود
نشان G ≀K٢ نماد با و گفته�اند حلقه�ای ضرب را تعریف این [١] گاولاس و آلسپچ همچنین

داده�اند.



٢١ نیاز مورد نتایج .١.٣

.G,G(٢) گراف�های از مثالی :١.٣ شکل

این�جا در که است یکریخت (Kn ∨ Kn) − I با Kn(٢) که کنید توجه کاربردی: مثال چند
همچنین است. Kn با یکریخت گراف دو در نظیر رئوس میان یال�های شامل I ١−عامل

است. یکریخت K٢n − I با Kn(٢)

و D٠ ⊆ A اگر بگیرید. نظر در را A ⊆ {١,٢, · · · ,
[
m
٢
]
} مجموعه�ی [١٩] .٨.١.٣ تعریف

تعریف Km(٢) از فراگیر زیرگرافی را Km(٢)⟨D٠, M ,D١⟩ باشند، M ⊆ Zm و D١ ⊆ A

یال�های و D١ در آن راست خالص طول و D٠ در آن خالصچپ طول یال�های همه�ی که می�کنیم
Km(٢)⟨D٠,−M,D١⟩ با Km(٢)⟨D٠,M,D١⟩ که کنید توجه هستند. M در آن مختلط طول
برای نمونه عنوان به است. یکریخت Km(٢)⟨D٠,M + x,D١⟩ با x ∈ Zm هر برای همچنین و
در که ،K٢m ∼= Km(٢)⟨A,Zm, A⟩ و K٢m − I ∼= Km(٢)⟨A,Zm − {٠}, A⟩ داریم فرد m

.A = {١,٢, · · · ,
[
m
٢
]
} این�جا

آن�ها اکنون که داریم خاص کیلی گراف�های به نیاز بعد بخش�های قضایای اثبات برای ما
می�دهیم. شرح [١] در آلسپچ و گاولاس تعاریف به توجه با را آن از بعد تعریف وچند

صدق زیر شرایط در که باشد Γ متناهی گروه از مجموعه زیر یک S کنید فرض .٩.١.٣ تعریف
می�کند:

است. Γ گروه همانی مؤلفه�ی ١ این�جا در که ،١ /∈ S (١)
باشد. s−١ ∈ S این�صورت در باشد s ∈ S اگر که است این مستلزم که ،S = S−١ (٢)

گراف می�گویند. کیلی مجموعه�ی زیر کند صدق بالا شرایط در که S مانند مجموعه زیر یک به
g رأس دو میان و هستند Γ عناصر آن رئوس که می�شود تعریف �صورت این به X(Γ, S) کیلی

.h = gs که باشد داشته وجود چنان s ∈ S اگر تنها و اگر دارد وجود یال h و
Γ گروه روی کیلی گراف یک X(Γ, S) که می�گوییم و نامیده اتصال مجموعه�ی را S مجموعه�ی

است.

می�شود. گفته گرافچرخشی X(Γ, S)گراف به باشد دوری گروه یک Γ وقتی .١٠.١.٣ تعریف
می�بریم. به�کار X(Γ, S) به�جای را X(n, S) نماد n مرتبه�ی از Γ دوری گروه یک برای
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زیرمجموعه�ی ،n مثبت صحیح عدد یک برای ٩.١.٣ تعریف همچون بنابراین
در .n − s ∈ S آن�گاه، ،s ∈ S اگر که بگیرید درنظر گونه�ای به را S ⊆ {١, . . . , n − ١}
ui میان که است {u٠, . . . , un−رئوس{١ مجموعه با گرافی X(n, S) چرخشی گراف این�صورت
چرخشی گراف یال�های مجموعه دیگر به�عبارت .j − i ∈ S اگر تنها اگرو دارد وجود یال uj و
j − i طول به یالی را uiuj یال همچنین .E(X) = {uiui+s : i ∈ Zn, s ∈ S} از: عبارتند

می�گویند. قطری یال را j − i =
n

٢ طول به یالی باشد زوج n وقتی و نامیده

داریم: این�صورت در باشد، مثبت صحیح اعداد از مجموعه یک A اگر .١١.١.٣ تعریف

−A = {−a : a ∈ A},
A+ x = {a+ x : a ∈ A, x ∈ Z}.

به�صورت چرخشی گراف یک اتصال مجموعه اگر .A ⊆ {١,٢, . . . , [n٢ ]} کنید فرض
یال طول به مربوط محاسبه�ی به�وضوح می�گویند. یال طول مجموعه را A باشد S = A∪−A

می�شود. انجام n پیمانه�ی در −A

n مرتبه�ی از چرخشی گراف یک G و زوج صحیح عدد یک n کنید فرض .١٢.١.٣ تعریف
و هستند s طول به یال�هایی که را ui+n

٢
ui+n

٢+s و uiui+s یال�های باشد. S اتصال مجموعه با
می�گویند. قطری متقابل یال�های ،s ∈ S

اعمال از ناشی �است، گرفته صورت تاکنون که تحقیقاتی در شده استفاده تجزیه�های اکثر
این ،[١٩] ساجنا تعاریف به توجه با بعد تعاریف است. ثابت گرافی زیر روی جایگشت یک

می�کند. بیان جامع به�صورت را موضوع

جایگشت باشد. U ⊆ V رئوس مجموعه Hبا ⊆ G و گراف یک G فرضکنید .١٣.١.٣ تعریف
تابع یک به�عنوان {ρ(u)ρ(v) : uv ∈ E(H)} یال�های مجموعه و ρ(V ) رئوس مجموعه با ρ(H)

رئوس مجموعه از ρ جایگشت یک G گراف از خودریختی یک می�شود. گرفته درنظر V به V از
یال هر برای که معنی این به باشد، G از گراف زیر یک ρ(H) که شرط این با است V (G)

.ρ(u)ρ(v) ∈ E(G) ،uv ∈ E(H)

با و است G از خودریختی گروه یک ترکیب عمل با ،G روی خودریختی�ها همه�ی مجموعه�ی
می�شود. داده نشان Aut(G) نماد

تعریف H ⊆ G گراف�های زیر همه�ی برای ρ(H) است ممکن که شود دقت .١۴.١.٣ توجه
نیست. خودریختی لزوماً ρ زیرا نشود

می�شود: تعریف زیر به�صورت ρ مولد با Aut(G) از گروهی زیر ،ρ ∈ Aut(G) هر برای

⟨ρ⟩ = {ρi : i = ٠,١, . . . }.

باشد. Aut(G) از گروهی زیر σ و v ∈ V (G) و گراف یک G کنید فرض .١۵.١.٣ تعریف
می�نامند. v شامل σ قلمرو را آن و می�شود داده نشان σ(v) با {ρ(v) : ρ ∈ σ} مجموعه�ی
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تنها و اگر است σ قلمرو به متعلق v و u رئوس و می�کند افراز را V (G) رئوس مجموعه σ قلمرو
.ρ(u) = v �که به�طوری باشد داشته وجود ρ ∈ σ خودریختی یک اگر

به�صورت e شامل σ قلمرو e ∈ E(G) یال هر و Aut(G) از σ گروه زیر هر برای همچنین
می�شود. تعریف σ(e) = {ρ(e) : ρ ∈ σ}

یک uv ∈ E(G) و ρ ∈ Aut(G) هر برای ،V (G) روی Aut(G) گروه عمل .١۶.١.٣ توجه
می�کند. القا ρ(uv) = ρ(u)ρ(v) ضابطه�ی با E(G) روی عمل

رئوس مجموعه با چرخشی گراف یک X(n, S) کنید فرض .١٧.١.٣ تعریف
باشد. (u٠ . . . un−١) دوری جایگشت و {u٠, u١, . . . , un−١}

است Aut(X) از زیرگروه یک ⟨ρ⟩ که می�شود نتیجه چرخشی گراف�های تعریف از مستقیم به�طور
که

⟨ρ⟩ = {ρi : i = ٠, . . . , (n− ١)}

همه�ی شامل مجموعه این می�باشد؛ {uiui+s : i ∈ Zn, s ∈ S} مجموعه�ی آن یال�های قلمرو و
است. هم�طول یال�های

می�دهیم، قرار (Kn−٢−I)∨K٢ و Kn−١∨K١ با معادل به�ترتیب را Kn−I و Kn که وقتی
این در می�کند. عمل چرخشی گراف روی دوران یک به�عنوان که می�کنیم تعریف جایگشتی را ρ
رئوس که بیاورید یاد (به هستند ثابت مرکزی رئوس و Kn−٢ − I یا Kn−١ از بخشی دوران،
می�گیریم). درنظر {∞٢∞,١} و {∞} به�ترتیب را آن�ها که نامیدیم مرکزی رئوس را K٢ و K١

این�صورت در باشد {u٠, . . . , un−٢} به�صورت Kn−١ رئوس مجموعه اگر ،Kn−١ ∨K١ نوع در
رئوس مجموعه اگر (Kn−٢−I)∨K٢ نوع در است. ρ = (u٠, . . . , un−٢)(∞) شکل به جایگشت
به�شکل نظر مورد جایگشت باشد، {u٠, . . . , un−٣} به�صورت Kn−٢ − I

است. ρ = (u٠, . . . , un−(٢∞)(١∞)(٢

X در P مسیر یک باشد. چرخشی گراف یک X = X(n, S) کنید فرض .١٨.١.٣ تعریف
را ٢ · ٣ (شکل می�نامند زیگزاگ مسیر را نباشد هم�طول P از یالی دو هیچ که شرط این با
می�شود. گفته P یال طول مجموعه P در موجود یال�های طول همه�ی مجموعه�ی به ببینید).

زیگزاگ مسیر یال طول مجموعه ،a١ < a٢ < · · · < ap که {a١, a٢, . . . , ap} بنابراین
است. P = u٠ua١ua١−a٢ . . . ua١−a(١−)+···+٢p−١ap

است. شده ساخته زیگزاگ مسیر از ما تجزیه�های در دورها همه�ی تقریباً
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.{a١, a٢, . . . , ap} یال طول مجموعه با زیگزاگ مسیر یک :٢.٣ شکل

[١۶] والکی١ ساختار

به توجه با کرد. بیان همیلتنی دورهای به را Kn−I و Kn تجزیه�ی نحوه�ی والکی ١٩ قرن در
برای می�کنیم. اشاره ساختاری روش این به این�جا در Cm−تجزیه�ها، در والکی روش از استفاده

ببینید. را [١۶] بیشتر اطلاعات
بگیرید. نظر در Z٢r ∪ رئوس{∞} مجموعه با را Kn و n = ٢r+١ کنید فرض فرد n برای
از شروع با و ρ = (٠,١, . . . ,٢r − ١) متوالی جایگشت�های با n−دورها به Kn تجزیه�ی حال

می�شود: حاصل زیر دور

(∞,٠,١,٢r − ١,٢,٢r − ٢,٣,٢r − ٣, . . . , r − ١, r + ١, r)

در Z٢r ∪ رئوس{٢∞,١∞} مجموعه با را Kn − I و n = ٢r + ٢ دهید قرار زوج n ازای به و
را زیر دور زوج r ازای به حال بگیرید. نظر

(∞١,٠,١,٢r − ١,٢,٢r − ٢,٣,٢r − ٣, . . . ,
r

٢ ,∞٢,
٣r
٢ , . . . , r − ١, r + ١, r)

را زیر دور فرد r ازای به و

(∞١,٠,١,٢r − ١,٢,٢r − ٢,٣,٢r − ٣, . . . ,
r

٢ ,∞٢,
r + ١
٢ , . . . , r − ١, r + ١, r)

به Kn − I تا داده دوران ρ = (٠,١, . . . ,٢r − (٢∞)(١∞)(١ متوالی جایگشت�های تحت
شود. تجزیه همیلتنی دورهای

می�پذیریم. اثبات بدون را آن�ها که می�کنیم بیان را بخش این قضایای آخرین اکنون

کرد. تجزیه همیلتنی دور n به می�توان را K٢n+٢ − I و K٢n+١ .١٩.١.٣ قضیه
١Walecki
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n(r − ١) اگر تنها و اگر کرد تجزیه همیلتنی دورهای به می�توان را Kr×n .٢٠.١.٣ قضیه
کامل تطابق یک و همیلتنی دورهای به می�توان را Kr×n باشد فرد n(r − ١) اگر باشد. زوج

کرد. تجزیه (١−عامل)

مراجعه [١٠] به می�توانید نتایج، دیدن برای که است داده شرح را فوق قضیه�ی دو هیلتون٢
کنید.

کرد. تجزیه همیلتنی دورهای به می�توان را ۴ درجه چرخشی گراف هر .٢١.١.٣ قضیه

است. شده ارائه [۴] در ماهیو۴ و فاوارون٣ و برموند توسط قضیه این نتایج

زوج n و m برای Kn − I Cm−تجزیه�پذیری ٢.٣

سال در مقاله�ای در ،[١] گاولاس و آلسپچ تحقیقات نتیجه�ی بخش، این در شده ارائه مطالب
در است. زوج n,m ازای به m−دورها به کامل گراف�های تجزیه�ی به راجع که می�باشد ٢٠٠١
به نهایت در و می�باشد تجزیه روند استقرایی مرحله�ی که شود می اثبات و بیان قضیه�ای ابتدا

است. قضیه اولین در استقرا پایه�ی که می�پردازیم قضیه�ای اثبات

اگر .۴ ≤ m ≤ n که باشند زوج و مثبت صحیح اعداد n و m کنید فرض .١.٢.٣ قضیه
شود، تجزیه m−دورها به m ≤ n < ٢m محدوده�ی در قبول قابل ها�ی n همه�ی برای Kn − I

تجزیه m−دورها به است قبول قابل n که m ≤ n هر برای می�تواند Kn − I این�صورت در
می�شود.

محدوده�ی در زوج و مثبت و صحیح n و m برای بتواند Kn − I که کنید فرض برهان.
برای شود. تجزیه m−دورها به باشد n(n − ٢) ≡ ٠ (٢m پیمانه�ی (به که m ≤ n < ٢m
صحیح عددی q که بگیرید نظر در n = qm + r به�صورت را n محدوده این از خارج nهای
(٢m پیمانه�ی (به رابطه�ی در جایگذاری یک با �راحتی به می�باشد. ٠ ≤ r ≤ m − ١ و

.r(r − ٢) ≡ ٠ (٢m پیمانه�ی (به که گرفت نتیجه می�توان n(n− ٢) ≡ ٠
می�کنیم. افراز رأسی m + r دسته�ی یک و رأسی m دسته�ی q − ١ به را Kn − I رئوس
هر میان یال�های و می�کند القا Km+r یا Km با یکریخت گراف زیر یک رئوس، از دسته هر
دیدید فصل٢ قضایا�ی در می�کند. القا Km,m+r یا Km,m با یکریخت گراف زیر یک دسته دو
به Km − I که دیدید نیز ١ · ٣ بخش در والکی ساختار در .Cm | Km,m+r و Cm | Km,m که
یال�های ، (m + r)(m + r − ٢) ≡ ٠ (٢m پیمانه�ی (به چون همچنین شد. تجزیه m−دورها
اثبات بنابراین شود. تجزیه ١−عامل یک و m−دورها به می�توانند استقرا فرض طبق Km+r

می�شود. کامل
٢Hilton
٣Favaron
۴Maheo
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پیمانه�ی (به و n = m + r �که به�طوری باشند زوج صحیح اعداد r و n و m اگر .٢.٢.٣ لم
می�دهند: رخ زیر حالت�های این�صورت در ،n(n− ٢) ≡ ٢m (۴m

.m ≡ ٠ (۴ پیمانه�ی (به (١)
.r ≡ ٠ یا r ≡ ٢ (٨ پیمانه�ی (به (٢)

که می�دهد نتیجه n(n − ٢) ≡ ٢m (۴m پیمانه�ی (به این�که اول برهان.
n − ٢ و n و می�باشد m از فردی مضرب n(n− ٢)

٢ پس ،n(n − ٢) = ٢m(٢q + ١)
n(n− ٢)

٢ و ٨ بر n(n − ٢) بنابراین بخش�پذیرند، ۴ بر n − ٢ یا n پس هستند، زوج دو هر
حالت پس است. بخش�پذیر ۴ بر نیز m است، فرد ٢q + ١ که آن�جا از و است بخش�پذیر ۴ بر

است. برقرار ١
که بالا دلایل به توجه با خلف) (فرض .r ≡ ٢یا٠ (٨ پیمانه�ی (به که می�دهیم نشان اکنون

و صحیح k برای و r ≡ ۴ (٨ پیمانه�ی (به که کنید فرض بخش�پذیرند، ۴ بر n(n− ٢(٢ و m

داریم: بنابراین بگیرید. درنظر r = ٨k + ۴ به�صورت را r نامنفی،

r(r − ٢)
٢ =

(٨k + ۴)(٨k + ٢)
٢ = ٣٢k٢+٢۴k+۴(٨k٢+۶k+١) = ۴(٨k٢+۶k+١).

این�رو از
r(r − ٢)

٨ = ٨k٢ + ۶k + ١.

زوج و مثبت صحیح t برای را mt =
r(r − ٢)

٢ است، بخش�پذیر m بر r(r − ٢)
٢ حال

داریم: بگیرید. درنظر

m

۴ t =
r(r − ٢)

٨ = ٨k٢ + ۶k + ١

(٨ پیمانه�ی (به که کنید فرض اکنون .r ̸≡ ۴ (٨ پیمانه�ی (به پس است تناقض یک این و
بنابراین: بگیرید. درنظر r = ٨k + ۶ به�صورت را r نامنفی و صحیح k برای و باشد r ≡ ۶

r(r − ٢)
٢ =

(٨k + ۶)(٨k + ۴)
٢ = ٣٢k٢ + ۴٠k + ٨)١٢k٢ + ١٠k + ٣)
r(r − ٢)

٨ = ٨k٢ + ١٠k + ٣.

،۴ | m که آن�جا از باشد. mt =
r(r − ٢)

٢ مثبت و صحیح t برای کنید فرض قبل همچون
داریم:

m

۴ t =
r(r − ٢)

٨ = ٨k٢ + ١٠k + ٣

r ≡ ٢یا٠ (٨ پیمانه�ی (به پس ،r ̸≡ ۶ (٨ پیمانه�ی (به بنابراین است. تناقض هم باز این و
می�باشد.



٢٧ زوج n و m برای Kn − I Cm−تجزیه�پذیری .٢.٣

زوج صحیح عدد یک n این�جا در که باشد A ⊆ {١,٢, ..., n٢ −١} کنید فرض .٣.٢.٣ تعریف
A∪−A اتصال مجموعه با n− ٢ مرتبه�ی از چرخشی گراف یک G کنید فرض است. مثبت و
تعریف H(n;A) = G ∨ K٢ به�صورت را H گراف باشند. K٢ رأس دو ∞٢ و ∞١ و باشد

می�کنیم.
دیگر عبارت به باشد. K٢ با n−٢ مرتبه چرخشی گراف از اتصالی می�تواند Kn− I گراف
طول به یال�هایی بنابراین .A = {١,٢, ..., (n− ۴)٢ } حالت این در که ،Kn − I = H(n;A)

می�سازند. را I ١−عامل یال�های ،∞٢∞١ یال انضمام به چرخشی زیرگراف در (n− ٢)
٢

(به و ۴ ≤ m < n < ٢m که باشند زوج و مثبت صحیح اعداد n و m کنید فرض .۴.٢.٣ لم
a١, a٢, ..., a (m−۴)

٢
این�جا در که A = {a١, a٢, ..., a (m−۴)

٢
} اگر باشد. برقرار m ≡ ٠ (۴ پیمانه�ی

این�صورت در ،a١ < a٢ < ... < a (m−۴)
٢

<
(n− ٢)

٢ که هستند مثبتی صحیح اعداد
.Cm|H(n;A)

داریم: می�کنیم. نامگذاری (u٠, u١, ..., un−٣) را H(n;A) چرخشی گراف زیر رئوس برهان.
به�صورت ρ جایگشت کنید فرض .j − i ∈ (A ∪ −A) اگر وتنها اگر uiuj ∈ E(H(n;A))

باشد، H(n;A) از گرافی زیر هر L اگر که می�کنیم (یادآوری باشد. (u٠u١...un−٣)(∞١)(∞٢)

دنباله�ای P کنید فرض است). شده تعریف ρ ∈ Aut(H(n;A)) شکل به ρ(L) این�صورت در
است: شده داده زیر به�صورت (m− ۴)٢ طول به

P = u٠, ua١ , ua١−a٢ , ua١−a٢+a٣ , ..., ua١−a٢+a٣−a۴+...+a (m−۶)
٢

−a (m−۴)
٢

.

ندارد. طول هم یال�های یعنی می�کند، استفاده را A در طول هر از یال یک دقیقاً P که کنید توجه
رئوس میان در یک گرفتن درنظر با ادامه در و ua١ رأس از شروع با که کنید توجه همچنین
u٠ رأس از شروع با میان، در یک رئوس که در�صورتی می�بینیم صعودی اکیداً را اندیس�ها دیگر،
است. زیگزاگ مسیر یک P و هستند مجزا P رئوس بنابراین دارند. نزولی اکیداً اندیس�های

P رئوس همه�ی �که به�طوری دارد، a (m−۴)
٢

<
(n− ٢)

٢ طول P در شده استفاده یال آخرین
این می�گیرند. قرار هست نیز u٠ شامل که ua١−a٢+...+a (m−۴)

٢
تا ua١−a٢+...+a (m−۶)

٢
بازه�ی در

مجزای رئوس از گرفته شکل ρ
(n−٢)

٢ (P ) مسیر دیگر سوی از دارد. (n− ۴)
٢ طول حداکثر فاصله

ما بنابراین است. ρ (n−٢)
٢ (P ) در ai طول به یال قطری متقابل P در ai به�طول یال و است P

بسازیم. زیر به�صورت m به�طول C دور یک می�توانیم

C = {∞١u١∞,٠u (n−٢)
٢

,∞٢ua١−a٢+...+a (m−۴)
٢

,∞٢u (n−٢)
٢ +a١−a٢+...−a (m−۴)

٢

}

∪P ∪ ρ
(n−٢)

٢ (P ).



٢٨ m−دورها به کامل گراف�های تجزیه�ی .٣

مجموعه از افراز یک ρ (n−۴)
٢ (C), ..., ρ٢(C), ρ(C), C که می�آید به�دست چنین بالا اظهارات از

m−دورهاست. به H(n;A) یال�های

می�کنیم. اثبات و بیان است بخش این نهایی هدف که را قضیه�ای حال

به می�تواند Kn − I گراف ،۴ ≤ m ≤ n که زوج و مثبت صحیح n و m برای .۵.٢.٣ قضیه
باشد. بخش�پذیر m بر Kn − I یال�های تعداد اگر تنها و اگر شود تجزیه m−دورها

n(n − ٢) ≡ ٠ (٢m پیمانه�ی (به که باشند مثبت صحیح اعداد n و m کنید فرض برهان.
باشد.

و [٢١] ترزی۵ تحقیقات از استفاده با باشد m از زوجی مضرب Kn− I یال�های تعداد اگر
Kn−I کار این انجام برای است. Cm−تجزیه�پذیر ،Kn−I که می�شود دیده [٩] هک�ویست۶ لم
ترزی تحقیقات می�دهند. قرار است) Kn

٢
(٢) همان (که Kn

٢
≀ K٢ حلقه�ای ضرب با معادل را

m−مسیر

٢ هر که می�دهد نشان هک�ویست لم و می�باشد m−مسیرها

٢ به Kn
٢
تجزیه�ی روی بر

کنید فرض حال می�شود). (تبدیل می�یابد جهش Kn − I = Kn
٢
(٢) در m−دور دو به Kn

٢
در

m ≤ n < ٢m محدوده�ی در را n همچنین و است m از فردی مضرب یال�ها) (تعداد n(n− ٢)
٢

اگر بگیرید. نظر در n = m+ r به�صورت را n باشد، ٠ ≤ r < m که مثبت و صحیح r برای و
می�دهیم. انجام Kn − I Cm−تجزیه�پذیری برای را ١.٣ بخش در والکی ساختار باشد r = ٠
نتیجه n(n − ٢) ≡ ٠ (٢m پیمانه�ی (به که دیدیم ،٠ < r < m که می�کنیم فرض بنابراین

m از فردی مضرب n(n− ٢)
٢ که آن�جا از و r(r − ٢) ≡ ٠ (٢m پیمانه�ی (به که می�دهد

باشد A = {١,٢, ..., n− ۴٢ } کنید فرض باشد. m از زوجی مضرب r(r − ٢)
٢ باید پس است،

و ∞١ که باشند شده نامگذاری u٠, u١, ..., un−٢∞,١∞,٣ به�صورت H(n;A) گراف رئوس و
i − j طول با uj و ui به متصل یال که کنید توجه مرکزی). (رئوس هستند K٢ رئوس ∞٢

ادامه در می�شود. محاسبه n − پیمانه�ی٢ به دارد، قرار n− ٢
٢ تا ١ بین طول این که j − i یا

کنید فرض همچنین و ،|B| = r

٢ که به�طوری باشد A از زیرمجموعه یک B که کنید فرض
که آن�جا از پس کنیم. تجزیه m−دورها به را X(n − ٢, B ∪ −B) چرخشی گراف می�توانیم
۴.٢.٣ لم به توجه با H(n;A−B) گراف و H(n;A) = H(n;A−B)⊕X(n−٢, B ∪−B)

تجزیه m−دورها به را H(n;A) می�توان که است معنی بدین شود، تجزیه m−دورها به می�تواند
کرد.

به�طوری است r٢ اندازه�ی با مناسب B یکمجموعه�ی محاسبه�ی شامل اثبات بقیه�ی بنابراین
شود. تجزیه m−دورها به بتواند R = X(n− ٢;B ∪ −B) چرخشی گراف که

B = حالت{١} این در باشد. n = m+٢ یعنی r = ٢ که است این جالب و ویژه مورد یک
Km+٢ − I از تجزیه یک ما بنابراین است. m−دور یک خود R که به�طوری می�کنیم انتخاب را

۵Tarsi
۶ Haggkvist



٢٩ زوج n و m برای Kn − I Cm−تجزیه�پذیری .٢.٣

اکنون پس .r ≡ ٢ یا r ≡ ٠ (٨ پیمانه�ی (به می�دانیم ٢.٢.٣ لم کمک با داریم. m−دورها به
می�شود: تقسیم نوع دو به اثبات این

فرد عددی a که r = ٢e
a کنید فرض همچنین .r ≡ ٠ (٨ پیمانه�ی (به که کنید فرض .١ نوع

m بر r(r − ٢(٢ که آن�جا از .r(r − ٢(٢ = ٢e
a(٢e−١

a − ١) داریم: بنابراین .٣ ≤ e و است
و b

′|(٢e−١
a − ١) و a

′|a که m = ٢d
a

′
b
′ داریم: ،m ≡ ٠ (۴ پیمانه�ی (به و است پذیر بخش

: این�صورت در .٢ ≤ d ≤ e

n− ٢ = m+ r − ٢ = ٢d
a

′
b
′
+ ٢e

a− ٢ = b
′
(٢d

a
′
+
٢e
a− ٢
b′

).

l = ٢d
a

′
+

(٢e
a− ٢)
b′

شامل بخش هر که کرده افراز بخش b′ به را R چرخشی گراف رئوس
را P٠,٠ مسیر می�دهد. شرکت m−دور یک در یال ٢d

a
′ بخش هر همچنین می�باشد. رأس

می�کنیم: تعریف زیر به�صورت

P٠,٠ = u٠, u٢, u−١, u٣, u−٢, . . . , u٢d−٢a′ , u−٢d−٢a′+١, u٢d−٢a′+٢, u−٢d−٢a′ , u٢d−٢a′+٣,

u−٢d−٢a′−١, ..., u٢d−١a′+١, u−٢d−١a′+١, ul+١, ul.

است. (u٠u١..., un−(٢∞)(١∞)(٣ به�صورت جایگشتی ρ که P٠,١ = ρl(P٠,٠) کنید فرض
رأس آخرین که ul رأس جز به .٢d−١

a
′
+١ < l−٢d−١

a
′
+١ داریم: ،٢d

a
′
< l که آن�جا از

مسیرهای مشابه به�طور هستند. متمایز مسیر دو این رئوس دیگر است، P٠,١ رأس اولین و P٠,٠

همگی مشترکند، ١ ≤ i ≤ b
′ − ١ برای P٠,i−١ رأس آخرین با که P٠,i رأس اولین در جز به زیر

است. مشترک u٠ یعنی P٠,٠ ابتدایی رأس با P٠,b′−١ انتهایی رأس همچنین هستند. مجزا رأس

P٠,٠, P٠,١ = ρl(P٠,٠), P٠,٢ = ρ٢l(P٠,٠), ..., P٠,b′−١ = ρ(b
′−١)l(P٠,٠).

یال�های طول که می�باشد C٠ = P٠,٠ ∪ P٠,١ ∪ ...∪ P٠,b′−١ به�صورت m−دور یک C٠ بنابراین
برای P٠,٠ مسیر است. ١,٢, ...,٢d−١

a
′ − ١,٢d−١

a
′
+ l,٢d−١

a
′
+ ١, ...,٢d

a
′ دور، این

است: زیر به�صورت P٠,٠ حالت این در نمی�شود، تعریف ،a′
= ١ و d = ١ که ٢d−٢

a
′
= ١

P٠,٠ = u٠, u٣, u−١, ul+١, ul.

به l افزودن با P١,٠ مسیر آن�گاه ،١ < b اگر .b =
r

(٢d+١
a′)

= ٢e−d−١ a

a′ کنید فرض

است: زیر به�صورت که می�آید به�دست P٠,٠ زوج رئوس اندیس�های

P١,٠ = u٠, u٢+l, u−١, u٣+l, u−٢ . . . , u٢d−٢a′+l
, u−٢d−٢a′+١, u٢d−٢a′+٢+l

, u−٢d−٢a′ ,

u٢d−٢a′+٣+l
, u−٢d−٢a′−١, . . . , u٢d−١a′+١+l

, u−٢d−١a′+١, u٢l+١, ul.



٣٠ m−دورها به کامل گراف�های تجزیه�ی .٣

روی که شیوه همان P١,٠به روی ρl توان�های اعمال با را P١,١, P١,٢, ..., P١,b′−١ مسیرهای سپس
P١,i−١ مسیر رأس آخرین با P٠,i مسیر این بر علاوه می�آوریم. به�دست می�کردند، عمل P٠,٠

می�باشد. u٠ ،P١,b−١ رأس آخرین همچنین و می�شود آغاز ١ ≤ i ≤ b
′ − ١ برای

که است m−دور یک C١ پس هستند. متمایز رئوس بقیه�ی در مسیرها این بنابراین
است: زیر صورت به دور این یال�های طول و C١ = P١,٠ ∪ P١,١ ∪ P١,٢ ∪ ... ∪ P١,b′−١

١+ l,٢+ l,٣+ l, ...,٢d−١
a

′ − ١+ l,٢d−١
a

′
+ ٢l,٢d−١

a
′
+ ١+ l, ...,٢d

a
′
+ l.

رئوس اندیس�های به jl افزودن با Pj,٠ مسیر ٢ ≤ j ≤ b محدوده�ی در j هر برای مشابه به�طور
روی ρl توان�های اعمال با Pj,١, Pj,٢, ..., Pj,b−١ مسیرهای سپس می�شود، ایجاد P٠,٠ مسیر زوج
Pj,i−١ رأس آخرین با Pj,i ،١ ≤ i ≤ b

′ − ١ برای این�جا در که کنید توجه می�آیند. به�دست Pj,٠

یک Cj = Pj,٠ ∪ Pj,١ ∪ ... ∪ Pj,b
′−١ بنابراین است. u٠ ،Pj,b

′−١ رأس آخرین و می�شود آغاز
از: است عبارت Cj یال�های طول و m−دور

١+ jl,٢+ jl,٣+ jl, ...,٢d−١
a

′ − ١+ jl,٢d−١
a

′
+ ١+ jl, ..., (∗)

٢d
a

′
+ jl,٢d−١

a
′
+ (j + ١)l.

این که باشد Cj دور در شده استفاده طول�های مجموعه Bj کنید فرض ٠ ≤ j ≤ b − ١ برای
.B = B٠ ∪ B١ ∪ ... ∪ Bb−١ کنید فرض است. (∗) در شده ارائه طول�های شامل مجموعه
که می�دهد نتیجه ،٢e

a < ٢d
a

′
b
′ که آن�جا از دارد. bl + ٢d−١

a
′ طول B در یال بلندترین

است: زیر به�صورت طول این بنابراین ،٢
e−d

a

a′ + ١ ≤ b
′

bl + ٢d−١
a

′
= ٢e−d−١ a

a′ l + ٢d−١
a

′
= ٢e−d−١ a

a′ l +
l

٢ −
٢e−١

a− ١
b′

≤ b
′

٢ l−
٢e−١

a− ١
b′

<
b
′
l

٢ =
n− ٢
٢ .

مجموعه�ی اساس این بر .|B| =
r

٢ بنابراین و متمایزند B طول�های دیگر سوی از
گراف یال�های مجموعه از افراز یک {Cj, ρ(Cj), ρ

٢(Cj), ..., ρ
l−١(Cj)|٠ ≤ j ≤ b − ١}

است. m−دورها به R = X(n− ٢;B ∪ −B) چرخشی

ابتدای در خاص نوع این برای ساختار یک .r ≡ ٢ (٨ پیمانه (به کنید فرض .٢ نوع
.٢ < r می�کنیم فرض اثبات بقیه�ی برای پس شد، داده قضیه اثبات

داریم: نوع این در .r = ٨k + ٢ نامنفی و صحیح k برای کنید فرض

r(r − ٢)
٢ = ٨k(۴k + ١) = ٢e

a(۴k + ١)

که ،m = ٢d
a

′
b
′ این�صورت در می�باشد. gcd(a,۴k + ١) = ١ و فرد a و ٢e

a = ٨k که
این�صورت: در ، r٢ = bb

′ کنید فرض .b′|(۴k + ١) و a
′|a ٢و ≤ d < e
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n− ٢ = ٢d
a

′
b
′
+ ٢e

a = ٢d
a

′
(b

′
+
٢e−d

a

a′ ).

وابسته اثبات بقیه�ی حال است. b′ +٢ ≤ l که کنید توجه و l = b
′
+٢e−d a

a′ که بگیرید نظر در
می�شود. تقسیم حالت دو به ۴ پیمانه�ی به b′ همنهشتی کلاس به

زیرا ،۵ ≤ b
′ که می�کنید مشاهده .b′ ≡ ١ (۴ پیمانه�ی (به که کنید فرض �١ � ٢ حالت

کنید فرض است. تناقض یک که ،m = ٢d
a

′ ≤ ٢e
a = r − ٢ که می�دهد نتیجه b′ = ١

بگیرید: نظر در زیر به�صورت را P٠,٠ گذر است. فرد s که کنید توجه و s = l − (b
′
+ ١)
٢ − ١

P٠,٠ = u−s, u٠, u٢, u−١, u٣, . . . , u− (s−٣)
٢

, u (s+١)
٢

, u− (s−١)
٢

, u (s+٣)
٢ +l

, u− (s+٣)
٢

,

u (s+۵)
٢

, . . . , u
− (b

′−١)
٢

, u (b
′
+١)
٢
.

متمایزند. Pرئوس٠,٠ می�باشد، s ≥ (b
′
+ ٢)− (b

′
+ ١)
٢ − ١ =

(b
′ − ١)
٢ + ١ که آن�جا از

و l − s = ۴ و b
′
= ۵ است، s = ٣ که نوعی در است. مسیر یک P٠,٠ بنابراین

هستند. ٢,٣, ..., b′ ،P٠,٠ مسیر یال�های طول که می�کنید مشاهده ،P٠,٠ = u−٣, u٠, u٢, u−٢, u٣

،l − s =
b
′
+ ٣
٢ که آن�جا از .P٠,١ = ρl(P٠,٠) یعنی می�آید به�دست قبل همچون P٠,١ مسیر

وصل P٠,٠ رأس آخرین به را P٠,١ رأس اولین هستند. رأس−مجزا P٠,١ و P٠,٠ مسیرهای
دارد. ١ طول یال این که کنید توجه می�کنیم،

به�دست P٠,٠, P٠,١, ..., P٠,٢da′−١ مسیرهای تا کنید اعمال P٠,٠ روی را ρl توان�های دوباره
برای P٠,i+١ رأس اولین به P٠,i رأس آخرین اتصال با که است m−دور یک C٠ آیند.
می�شود. ساخته P٠,٠ رأس اولین به P٠,٢da

′−١ رأس آخرین اتصال با و ٠ ≤ i ≤ ٢d
a

′ − ٢
باشد. B٠ = {١,٢, ..., b′} کنید فرض دارند. ١ طول همگی لزوماً یال�ها این

به l افزودن و P٠,٠ رأس اولین اندیس از l کردن کم از P١,٠ مسیر این�صورت در ،١ < b اگر
است: زیر به�صورت که می�آید به�دست P٠,٠ باقیمانده�ی فرد رئوس اندیس�های

P١,٠ = u−(l+s), u٠, u٢+l, u−١, u٣+l, . . . , u− (s−٣)
٢

, u (s+١)
٢ +l

, u− (s+١)
٢

, u (s+٣)
٢ +l

, u−(s+٣)
٢

,

u (s+۵)
٢ +l

, . . . , u−(b
′−١)
٢

, u (b
′
+١)
٢ +l

.

P١,٠ روی را ρl توان�های قبل مانند هستند. ٢+ l,٣+ l, ..., b
′
+ l ،P١,٠ یال�های طول بنابراین

که است m−دور یک C١ حال آیند. به�دست P١,٠, P١,١, ...P١,٢da′−١ مسیرهای تا کرده اعمال
آخرین اتصال با و ٠ ≤ i ≤ ٢d

a
′ − ٢ برای P١,i+١ رأس اولین به P١,i رأس آخرین اتصال با

دارند. ٢l − ١ طول یال�ها این که کنید توجه می�شود. ایجاد P١,٠ رأس اولین P١,٢daبه
′−١ رأس

P٠,٠ رأس اولین اندیس از jl کردن کم از Pj,٠ مسیر ،٢ ≤ j ≤ b − ١ برای مشابه به�طور
را ρl توان�های دوباره می�آید. به�دست P٠,٠ باقیمانده�ی فرد رئوس اندیس�های به jl افزودن و
رأس اولین به Pj,i رأس آخرین اتصال با است m−دور یک که را Cj و کرده اعمال Pj,٠ روی
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می�سازیم. Pj,٠ رأس اولین به Pj,٢da
′−١ رأس آخرین اتصال و ٠ ≤ i ≤ ٢d

a
′ − ٢ برای Pj,i+١

طول�های با یال�هایی Cj دور بنابراین دارند، ٢jl − ١ طول یال�ها این که می�کنید مشاهده
یال�های طول مجموعه� ١ < j ≤ b− ١ برای Bj اگر دارد. ٢+ jl,٣+ jl, ..., b

′
+ jl,٢jl− ١

یا b′ + (b− ١)l طول B یال بلندترین این�صورت در ،B = B٠ ∪ B١ ∪ ... ∪ Bb−١ و باشد Cj

.٢b < ٢d
a

′ داریم: ،r < m که آن�جا از و m = ٢d
a

′
b
′ و r = ٢bb′ حال دارد. ٢(b− ١)l − ١

.٢bl < ٢d
a

′
l = n− ٢ بنابراین

هستند متمایز همگی ١,٢l− ١,٣l− ١,۴l− ١, ...,٢(b− ١)l− ١ طول�های این بر علاوه
داریم: و

b
′
+ (b− ١)l < l + (٢d−١

a
′ − ١)l = ٢d−١

a
′
l =

(n− ٢)
٢

مجموعه از افراز یک زیر مجموعه�ی بنابراین است. متمایز طول تا r

٢ شامل B که به�طوری
m−دورهاست. به R = X(n− ٢;B ∪ −B) چرخشی گراف یال�های

{Cj, ρ(Cj), ρ
٢(Cj), ..., ρ

l−١(Cj)|٠ ≤ j ≤ b− ١}.

نظر در زیر به�صورت مسیری را P٠,٠ و b
′ ≡ ٣ (۴ پیمانه�ی (به که کنید فرض �٢ � ٢ حالت

بگیرید:

P٠,٠ = u٠, u٢, u−١, u٣, . . . , u− (b
′−٧)
۴

, u (b
′
+١)
۴

, u
− (b

′
+١)
۴

, u (b
′
+۵)
۴

, . . . , u
− (b

′−١)
٢

, u (b
′
+١)
٢

, u١−l.

٢,٣, ..., (b
′ − ٣)
٢ ,

(b
′ − ١)
٢ + l,

(b
′
+ ١)
٢ , ..., b

′ طول هر از یال یک دقیقاً P٠,٠ که کنید توجه
نمی�کند. استفاده باشد، ±١ با همنهشت l پیمانه�ی به آن طول که را یالی و می�کند استفاده را

می�شوند: ساخته زیر به�صورت مسیرها بقیه

P٠,١ = ρl(P٠,٠), P٠,٢ = ρ٢l(P٠,٠), ..., P٠,٢da
′−١ = ρ(٢

da
′−١)l(P٠,٠)

می�پذیرد. پایان u(i−١)l+١ رأس در و می�شود آغاز uil رأس با P٠,i که کنید توجه و
در را زیر مسیر باشد، b′ = ٧ وقتی دارند؛ وجود شوند گرفته نظر در باید که خاص مورد دو

بگیرید. نظر

P٠,٠ = u٠, u٢, u−٢, u٣, u−٣, u۴, u١−l.

.l = ۵ و d = e− ١ و a
′
= a که می�شود باعث m > r = ٢e

a+ ٢ شرط باشد، b′ = وقتی٣
می�باشد. P٠,٠ = u٠, u٣, u−۴ به�صورت اولیه مسیر نوع، این در

به�دست P٠,٠ زوج رئوس اندیس�های به l افزودن با P١,٠ مسیر این�صورت در باشد ١ < b اگر
است: زیر به�صورت که می�آید

P١,٠ = u٠, u٢+l, u−١, u٣+l, ..., u−(b
′−٧)
۴

, u (b
′
+١)
۴ +l

, u−(b
′
+١)
۴

,

u b
′
+۵
۴ +l

, ..., u−(b
′−١)
٢

, u (b
′
+١)
٢ +l

, u١−l.
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به�دست قبل همچون P١,٠ روی ρl توان�های اعمال با P٠,٠, P١,٢, ..., P١,٢da
′−١ مسیرهای سپس

می�کنند: استفاده را زیر طول�های به یال�هایی مسیرها این می�آیند.

٢+ l,٣+ l, ...,
(b

′ − ٣)
٢ + l,

(b
′ − ١)
٢ + ٢l, (b

′
+ ١)
٢ + l, ..., b

′
+ l.

به jl افزودن با را Pj,٠ مسیر ،٢ ≤ j ≤ b − ١ محدوده�ی در j هر برای مشابه به�طور
می�آوریم. به�دست P٠,٠ زوج رئوس اندیس�های

هستند. Pj,٠ روی ρl توان�های اعمال حاصل Pj,١, Pj,٢, ..., Pj,٢da
′−١ مسیرهای این�صورت در

Bj و باشد Pj,٠, Pj,١, ..., P٢da
′−١ مسیرهای از مجموعه�ای Fj کنید فرض ٠ ≤ j ≤ b−١ برای

است: زیر به�صورت و می�کند استفاده Fj که باشد طول�هایی مجموعه�ی

Bj = {٢+ jl,٣+ jl, ...,
(b

′ − ٣)
٢ + jl,

(b
′ − ١)
٢ + (j + ١)l, (b

′
+ ١)
٢ + jl, ..., b

′
+ jl}.

b باید بنابراین و است طول b(b
′ − ١) شامل B = B٠ ∪ B١ ∪ ... ∪ Bb−١ که می�کنید ملاحظه

تاکنون شده استفاده طول بلندترین کند. استفاده را طول تا r٢ بتواند B تا شود افزوده B به طول

،b < ٢d−١
a

′ که می�دهد نتیجه r < m رابطه�ی که آن�جا از است. b′ + (b− ١)l یا b
′ − ١
٢ + bl

متمایزند. زیر طول�های بنابراین .bl < (n− ٢)
٢ پس

(b
′ − ١)
٢ + l,

(b
′ − ١)
٢ + ٢l, ..., (b

′ − ١)
٢ + bl.

(n− ٢)
٢ از کم�تر نیز طول�ها آن همه�ی است، l از زوجی مضرب (n− ٢)

٢ چون این بر علاوه
که دیدیم ۴ پیمانه�ی به b

′ همنهشتی کلاس از نظر صرف ١.٢ حالت در هستند.

است. متمایز طول b(b
′ − ١) شامل B بنابراین است. برقرار b′ + (b− ١)l < (n− ٢)

٢
Pj,i ابتدایی رأس uil ،٠ ≤ i ≤ ٢d

a
′ − ١ و ٠ ≤ j ≤ b − ١ برای که می�کنیم یادآوری

به�صورت Fj مجموعه�ی مسیرهای می�خواهیم حال می�باشند. Pj,i انتهایی رأس u(i−١)l+١ و
خاص چرخشی گراف یک در همیلتنی دورهای منظور این برای بگیرند. شکل m−دور، یک
با G رئوس کنید فرض می�کنیم. استفاده را (۴−منتظم) ۴ درجه چرخشی گراف یعنی G

این بگیرید. نظر در را G در C همیلتنی دور یک باشند. شده نامگذاری v٠, v١, ..., v٢da
′−١

از کمان یک −→C در اگر آید. به�دست −→C جهت�دار همیلتنی دور تا داده جهت دلخواه به را دور
طول لزوماً که را یال یک این�صورت در باشد، داشته وجود دارد) k − i طول (که vk به vi
را کار این اگر می�کنیم. الحاق Pj,k انتهایی رأس به Pj,i ابتدایی رأس از دارد، (k− i+١)l−١
وصل هم به m−دور یک به�صورت Fj مجموعه�ی مسیرهای دهیم، انجام

−→
C در کمان هر برای

ختم Pj,k ابتدایی رأس به و شروع Pj,i انتهایی رأس از که یالی چون این بر علاوه می�شوند.
Pj,k انتهایی رأس از که یالی از می�توانیم است، (k − i− ١)l + ١ متفاوت طول دارای می�شود
اتصال برای −→C معکوس گیری جهت عنوان به را ←−C می�شود، ختم Pj,i ابتدایی رأس به و شروع
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می�کنید ملاحظه کنیم. استفاده m−دور یک برای (t ̸= k) ،Ft یعنی دیگر مجموعه�ی در مسیرها
با همنهشت طول�های l پیمانه�ی به هم، به مسیرها اتصال برای استفاده مورد یال�های همه�ی که
استفاده {Fj : ٠ ≤ j ≤ b−١} خانواده�ی ساخت در آن�ها از یک هیچ ترتیب این به و دارند ±١

کنیم. توجه آنها به باید که دارد وجود نکته چند نمی�شوند.
در کند، استفاده یال�هایش برای را طول یک فقط G در همیلتنی دور یک اگر این�که اول
m−دور یک ایجاد برای ها Fj از بعضی مسیرهای اتصال برای می�تواند دور این این�صورت
دور یک اگر وجود این با می�رود. کار به R در طول یک فقط کار این انجام در شود، استفاده
برای C گیری جهت هر این�صورت در شود، استفاده متفاوت یال�های طول� با G در همیلتنی
به که یال�ها طول بعضی نتیجه در می�رود. �کار به هم به ها Fj از بعضی مسیرهای کردن وصل
می�شود. دیده زیر در موضوع این کاربرد نمی�شوند. استفاده هستند، همنهشت ±١ با l پیمانه�ی
تضمین که ،gcd(s١, s٢) = ١ که به�طوری می�کنیم انتخاب G در را s٢ و s١ یال طول دو
دو به را گراف این حال است. همبند {±s١,±s٢} اتصال مجموعه با G چرخشی گراف می�کند
می�کنیم. جهت�دهی ممکن جهت دو در را دور دو این از یک هر و می�کنیم تجزیه همیلتنی دور
همه�ی می�کنیم. استفاده R در m−دور چهار ایجاد برای را شده جهت�دار دور چهار این�صورت در
یال�های به وابسته است، ±١ با همنهشت l پیمانه�ی به آن�ها طول که R در نیاز مورد یال�های

می�گیرند. قرار استفاده مورد همیلتنی دورهای در شده استفاده
یک می�گذاریم، کنار هم به اتصال برای {Fj}را خانواده�ی سه یا یک �که هنگامی این�که دوم

می�کنیم. استفاده اتصال فرآیند برای را طول هم یال�های با G از همیلتنی دور دو یا
همیلتنی دورهای کافی اندازه�ی به بالا، در شده ارائه طرح برای که دهیم نشان باید حال
.٢b < ٢d

a
′ که است ٢d

a
′ ،G رئوس تعداد که بیاورید یاد به دارد. وجود G گراف در یال−مجزا
می�دهیم. ادامه هم، به اتصال برای Fj خانواده�های تعداد به بسته اکنون

به�طوری بگیرید نظر در X(٢d
a

′
; {±١}) چرخشی گراف را Gاین�صورت در باشد b = ١ اگر

m−دور یک ایجاد برای F٠ مسیرهای اتصال برای نوع این در باشد، ٢d)−دور
a

′
) یک G که

رأس هشت حداقل G این�صورت در باشد b = ٣ اگر می�شود. استفاده ٢l − ١ طول ،R در
حال این در هستند. اول ٢d

a
′ به نسبت که دارد وجود s٢ و s١ طول دو حداقل که به�طوری دارد

اطلاعات (برای می�کنند تولید X(٢d
a

′
; {±s١ ,±s٢}) در همیلتنی دور یک s٢ و s١ از هریک

برای را مسیرها از خانواده سه راحتی به می�توان بنابراین و کنید) مطالعه را ١.۴.٣ بخش بیشتر
و �هم به F٢ و F١ و F٠ مسیرهای اتصال برای نوع این در کرد. وصل هم به m−دورها ایجاد
استفاده ،(s٢ + ٢)l − ١ s١)و − ١)l + ١،(s١ + ١)l − ١ طول�های ،R در m−دورها تشکیل

می�شوند.
b = ۴q+٣ یا b = ۴q+١ به�صورت را b مثبت، و صحیح q برای باشد، ٣ < b اگر نهایت در
را X(٢d

a
′
; {±١}) چرخشی گراف این�صورت در .b = ۴q+١ کنید فرض ابتدا بگیرید. نظر در

کرد. استفاده m−دور یک برای R در ٢l − ١ طول کمک با F٠ مسیرهای اتصال برای می�توان
جفت�ها این همه�ی بگیرید. نظر در را {٢,٣}, {۴,۵}, ..., {٢q,٢q + ١} متوالی جفت q سپس
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در همیلتنی دور دو ١ ≤ i ≤ q برای بار هر در تا می�کنند تولید همبند چرخشی گراف
این�صورت در آید. به�دست �هم به خانواده چهار اتصال برای X(٢d

a
′
; {±٢i, (±٢i + ١)})

هریک اتصال برای R در ٣l−١, l+١,۴l−١,٢l+١, ..., (٢q+٢)l−١,٢ql+١ طول�های
می�شوند. استفاده F١F٢, ..., Fb−١ زیگزاگ مسیرهای از

خانواده�ی دو به�کاربردن برای اول، ٢d
a

′ به نسبت و ٢q + ١ ≤ t یک ،b = ۴q + ٣ اگر
می�گیرند. قرار استفاده مورد R در (t−١)l+١ و (t+١)l−١ طول�های و می�کنیم پیدا اضافی
هر روی را ρ جایگشت شد، داده شرح بالا در که آمده به�دست m−دورهای همه�ی برای حال
نتیجه در می�کنیم. اعمال C, ρ(C), ρ٢(C), ..., ρl−١(C) طبق C m−دور
می�شود. کامل ۵.٢.٣ قضیه�ی اثبات و می�شود تجزیه m−دورها به H = X(n− ٢;B ∪ −B)
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فرد n و m برای Kn Cm−تجزیه�پذیری ٣.٣
آمده به�دست نتایج نیز این�جا در شده ارائه مطالب شد، بیان قبل بخش ابتدای در که همان�طور
فرد m,n ازای به m−دورها به کامل گراف�های تجزیه�ی مورد در [١] گاولاس و آلسپچ توسط
ابتدا زوج، m,n ازای به تجزیه روند مانند اما می�باشد؛ بخش این قضیه�ی اصلی�ترین که است،
[١١] در رادجر و لیندنر و هافمن تحقیقات از برگرفته که می�شود بحث تجزیه استقرایی مرحله�ی

است.

.٣ ≤ m ≤ n که باشند فرد و مثبت صحیح اعداد n و m کنید فرض [١١] .١.٣.٣ قضیه
در باشد، Cm−تجزیه�پذیر ،m ≤ n < ٣m محدوده�ی در قبول قابل nها�ی همه�ی برای Kn اگر

شود. تجزیه m−دورها به قبول، قابل n هر برای می�تواند Kn این�صورت

اثبات بدون را بعضی که داریم نیاز دیگر لم چند و جدید تعاریف به قضیه این اثبات برای
می�پذیریم.

و n ≡ ١ (٢m پیمانه�ی (به هرگاه است Cm−تجزیه�پذیر ،Kn [١۴] (کتزینگ٧) .٢.٣.٣ لم
.m ≡ ٠ (۴ پیمانه�ی (به

(به و n ≡ ١ (٢m پیمانه�ی (به هرگاه است Cm−تجزیه�پذیر ،Kn [١٨] (٨ (روزا .٣.٣.٣ لم
.m ≡ ٢ (۴ پیمانه�ی

،Kn است، α ≥ ١ و فرد اول عددی p که m = pα ازای به [١٢] (جکسون٩) .۴.٣.٣ لم
.n ≡ ١,m (٢m پیمانه�ی (به هرگاه می�باشد Cm−تجزیه�پذیر

نشان [١٩] ساجنا مقاله�ی همچنین و [١١] لیندنر و رادجر و هافمن مقاله�ی به توجه با اکنون
تجزیه�پذیر ،t مختلف مقادیر برای ،Km(٢) < D٠,M,D١ > ∨ Kt خاص گراف�های می�دهیم
m = ٢l+١ به�صورت را mفرد بعد لم�های در ,٢∞,١∞می�باشد. . . . ,∞t ،Kt رئوس که هستند

بگیرید. نظر در ٠ ≤ s ≤ l محدوده�ی در نامنفی و صحیح عددی را s و

m−دورهاست. به تجزیه قابل زیر گراف این�صورت در باشد فرد s اگر .۵.٣.٣ لم

Km(٢)⟨∅, {٠,١,٢, . . . ,m− ٢s− ١}, ∅⟩ ∨Ks.

برای که باشد a١, a٢, . . . , am−s شکل به m)−دور − s) یک C که کنید فرض برهان.
استفاده یال m − ٢s که کنید توجه .a٢i = a

(١)
١−i

و a٢i−١ = a
(٠)
١−i

داریم ،١ ≤ i ≤ (m− s)

٢
را ٠,١, . . . ,m − ٢s − ١ مختلط�های طول از یکی دقیقاً کدام هر دور این ابتدای در شده

٧Kotzing
٨Rosa
٩Jackson
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مجموعه�ی در اما هستند مختلط طول دارای دور این انتهای یال تا s واقع در می�برند. به�کار
ندارند. قرار {٠,١, . . . ,m− ٢s− ١}

جا�به�جا xi∞yi ٢−مسیر با را xiyi یال C دور در باشد، xiyi ،١ ≤ i ≤ s برای یال s این اگر
برای را Cj m−دور درنهایت می�آید. به�دست C٠ m−دور کار این با و می�کنیم
که می�سازیم ∞i رأس جز به C٠ رئوس اندیس�های به j افزودن از ،j = ١, . . . ,m − ١
را ٣.٣ شکل مثال (به�عنوان هستند. مجزا دو به دو ،٠ ≤ j ≤ m − ١ ،Cj m−دورهای

ببینید.)

.K(٢)٩ < ∅, {٠, . . . ,۶}, ∅ > ∨ K١ گراف از C٩−تجزیه�پذیری یک در C٠ :٣.٣ شکل

بیاورید یاد به m−دورهاست. به تجزیه قابل زیر گراف این�صورت در باشد زوج s اگر .۶.٣.٣ لم
.m = ٢l + ١ که

Km(٢)⟨{l}, {٠,١, . . . ,m− ٢s− ٢}, ∅⟩ ∨Ks.

،١ ≤ i ≤ (m− s− ١)
٢ برای که بگیرید نظر در را C = a١, a٢, . . . , am−s (m−s)−دور برهان.

ابتدای در رفته به�کار یال m − ٢s − ١ .am−s = a
(٠)
−l و a٢i = a

(١)
i−١ و a٢i−١ = a

(٠)
١−i

داریم
می�کنند. استفاده را ٠,١,٢, . . . ,m− ٢s− ٢ مختلط�های طول از یکی کدام هر دقیقاً ،C دور
مجموعه�ی در یال s این طول باشد، xiyi ،١ ≤ i ≤ s برای دور، این انتهایی یال s کنید فرض
جابه�جا xi∞iyi ٢−مسیر با را xiyi یال ،C دور در پس ندارد. قرار {٠,١,٢, . . . ,m−٢s−٢}
j افزودن از را Cjها ،j = ١. . . . ,m− ١ برای قبل لم همچون و آید به�دست C٠ دور تا می�کنیم

ببینید.) را ۴.٣ شکل مثال (برای می�سازیم. ∞i جز به C٠ رئوس اندیس�های به
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.K(٢)٩ < {۴}, {٠, . . . ,۶}, ∅ > ∨ K٢ گراف از C٩−تجزیه�پذیری یک در C٠ :۴.٣ شکل

تجزیه قابل m−دورها به زیر گراف این�صورت در ،S ⊆ {٢k−١ | ١ ≤ k ≤ l} اگر .٧.٣.٣ لم
است.

G = Km(٢)⟨{l}, S ∪ {S + ١}, ∅⟩.

و C(k) = a٠, a١, . . . , am−١ m−دور دو ،١ ≤ k ≤ l که ٢k − ١ ∈ S هر برای برهان.
و a٢i = a

(٠)
i−k داریم: ٠ ≤ i ≤ l برای که بگیرید نظر در را C

′

(k) = b٠, b١, . . . , bm−١

بنابراین .b٢i+١ = a
(١)
k+i−l و a٢i+١ = a

(١)
k+i داریم: ٠ ≤ i ≤ l − ١ برای و b٢i = a

(٠)
i−k−l

این حذف از بعد که می�کنند ایجاد G در یال−مجزا m−دورهای ،٢|S| اندازه�ی به C ′

(k) و C(k)

|S| روی بر استقرا کمک با می�ماند. باقی G در یال m ،٢k − ١ ∈ S هر برای m−دورها
را ۵.٣ (شکل می�دهد. تشکیل m−دور یک نیز G در باقیمانده یال m که داد نشان می�توان

کنید.) مشاهده

.K(٢)٩ < {۴}, {١,٢}, ∅ > گراف از C٩−تجزیه�پذیری یک در C ′

١ و C١ :۵.٣ شکل
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آن از ،v مرتبه�ی از کامل زیرگراف یک یال�های که Kn از آمده به�دست گراف به .٨.٣.٣ تعریف
Kn−Kv با و می�گویند v اندازه�ی از سوراخی با n مرتبه�ی از کامل گراف است، شده حذف

هستند. Kv رئوس همان آن سوراخ که می�دهند نشان

r و q که باشد q ≤ m+٢r−١ همچنین و باشند فرد عددهای ١ ≤ v و ٣ ≤ m اگر .٩.٣.٣ لم

K٢m+v −Kv این�صورت در می�آیند، به�دست ١ ≤ r ≤ m− ١
٢ و v = q

m− ١
٢ + r رابطه�ی از

m−دورهاست. به تجزیه قابل

است. برقرار همیشه q ≤ m+ ٢r − ١ شرط ،v < ٣m و ۵ ≤ m ازای به توجه.

است. Cm−تجزیه�پذیر ،١.٣ بخش در والکی ساختار بنابه Km و m = ٢l+١ می�دانیم برهان.
افراز را Km یال�های که باشند تجزیه این همیلتنی m−دورهای ،O١, O٢, . . . , Ol کنید فرض
l مختلط طول یال�های شامل دوری را Ol و Zm را Km رئوس مجموعه این�جا در ما می�کنند.
قابل D = {٠,١, ..., l} برای G = Km(٢)⟨D,Zm, D⟩ ∨Kv می�دهیم نشان و می�گیریم نظر در
Cm−تجزیه�پذیر گراف�های زیر به را G یال�های کار این انجام برای m−دورهاست. به تجزیه

می�کنیم. افراز

است). فرد r (پس می�باشد زوج l �١ نوع
داریم: که می�کنیم افراز G = G١ ∪ (G٢ ∨Kql) به�صورت را G ابتدا

G١ = Km(٢)⟨∅, {٠,١, . . . ,m− ٢r − ١}, ∅⟩ ∨Kr,

G٢ = Km(٢)⟨D, {m− ٢r,m− ٢r + ١, . . . ,m− ١}, D⟩.

از اجتماعی G٢ می�باشد. s = r آن در که است Cm−تجزیه�پذیر ،۵.٣.٣ لم به توجه با G١

G
′′

٢ = Km(٢)⟨{l}, {m − ٢r, . . . ,m − ١}, ∅⟩ و G
′

٢ = Km(٢)⟨D \ {l}, ∅, D⟩ گراف�های
G

′′

٢ و است تجزیه�پذیر ،١ ≤ i ≤ l ،O(١)
i و ١ ≤ i ≤ l − ١ ،O(٠)

i m−دورهای به G′

٢ که است
محاسبه�ی یک می�شود. تجزیه m−دورها به G٢ بنابراین است. Cm−تجزیه�پذیر ،٧.٣.٣ لم بنابه
را دورها این از تا q است. m + ٢r − ١ افراز، این در m−دورها تعداد که می�دهد نشان ساده
G۴ که می�کنیم، افراز G٢ = G٣ ∪G۴ به�صورت را G٢ و می�کنیم انتخاب C١, C٢, . . . , Cq مانند
به G٣ بنابراین می�باشد. G٢ از باقیمانده یال�های شامل G٣ و C١, C٢, . . . , Cq دورهای شامل

می�ماند. G۴ ∨Kql افراز فقط و می�شود تجزیه m−دورها
s = l آن�ها در که می�شود افراز ۶.٣.٣ لم نوع گراف با یکریخت گراف q به G۴ ∨Kql اما

است. Cm−تجزیه�پذیر رو این از و می�باشد

است). زوج q (بنابراین هستند فرد r و l �٢ نوع
که می�کنیم افراز G = G١ ∪ (G٢ ∨Kql) به�صورت را G .q ≤ ٢r کنید فرض ابتدا
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G١ = Km(٢)⟨∅, {٠,١, . . . .m− ٢r − ١}, ∅⟩ ∨Kr,

G٢ = Km(٢)⟨D, {m− ٢r,m− ٢r + ١, . . . ,m− ١}, D⟩.

داریم: G٢ برای و می�باشد Cm−تجزیه�پذیر ،s = r آن در که ۵.٣.٣ لم کمک با G١

G٢ = Km(٢)⟨∅, {m− ٢r, . . . ,m− ٢r + q + ١}, ∅⟩∪
Km(٢)⟨{l}, {m− ٢r + q, . . . ,m− ١}, ∅⟩ ∪Km(٢)⟨D \ l, ∅, D⟩.

سومین و می�شود تجزیه m−دورها به ٧.٣.٣ لم کمک با زیرگراف دومین زیرگراف، سه این از
حال می�شود. افراز ١ ≤ i ≤ l ،O(١)

i و ١ ≤ i ≤ l−١ ،O(٠)
i همیلتنی m−دورهای به زیرگراف

می�تواند خود که می�ماند باقی Km(٢)⟨∅, {m−٢r, . . . ,m−٢r+ q−١}, ∅⟩∨Kql افراز فقط
.s = l آن�ها در که شود افراز ٧.٣.٣ نوع گراف با یکریخت گراف q به

که بگیرید درنظر G = G١ ∪ (G٢ ∨Kql) شکل به را G ابتدا ،٢r+٢ ≤ q کنید فرض حال

G١ = Km(٢)⟨∅, {١,٢, . . . ,m− ٢r}∅⟩ ∨Kr,

G٢ = Km(٢)⟨D, {m− ٢r + ١, . . . ,m}, D⟩.

کنید فرض .s = l آن در که است تجزیه قابل m−دورها به ،۵.٣.٣ لم به توجه با G١

یال�های و O(١) و O(٠) یال�های با گرافی را φ و O = O١ ∪ O٢ ∪ · · · ∪ O q
٢
− r

می�باشد φ گراف رنگی عدد △φ = q بگیرید. درنظر Km(٢)⟨∅, {m − ٢r + ١, . . . ,m}, ∅⟩
بنابراین است. رنگی کلاس یک Km(٢)⟨∅, {i}, ∅⟩ ،m − ٢r + ١ ≤ i ≤ m − ١ هر برای که
تجزیه m−دورها به لذا و می�شود افراز ۵.٣.٣ لم نوع گراف با یکریخت گراف q به φ ∨ Kql

می�باشد). q ≤ m+ ٢r − ٢ و فرد q (بنابراین است زوج r و فرد l �٣ نوع می�شود.
به�طوری می�کنیم افراز G = G١ ∪ (G٢ ∨Kql) شکل به را G .q ≤ ٢r+١ کنید فرض ابتدا

که

G١ = Km(٢)⟨∅, {٠,١, . . . ,m− ٢r − ٢}, {l}⟩ ∨Kr,

G٢ = Km(٢)⟨D, {m− ٢r − ١, . . . ,m− ١}, D\{l}⟩.

می�شود. تجزیه m−دورها به بنابراین ،s = r درآن که است ۶.٣.٣ لم نوع گراف از G١

داریم: G٢ برای

G٢ = Km(٢)⟨∅, {m− ٢r − ١, . . . ,m− ٢r + q − ٢}, ∅⟩∪
Km(٢)⟨{l}, {m− ٢r + q − ١, . . . ,m− ١}, ∅⟩ ∪Km(٢)⟨D\{l}, ∅, D\{l}⟩.

سومین است. Cm−تجزیه�پذیر لذا و می�باشد ٧.٣.٣ لم نوع گراف از دومی زیرگراف، سه این از
فقط حال کرد. افراز ،١ ≤ i ≤ l − ١ که O

(١)
i و O

(٠)
i m−دورهای به می�توان را زیرگراف

را آن می�توان که می�ماند Km(٢)⟨∅, {m− ٢r − ١, . . . ,m− ٢r + q − ٢}, ∅⟩ ∨Kql تجزیه�ی
.s = l آن�ها در که کرد افراز ۵.٣.٣ لم نوع گراف با یکریخت گراف q به
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می�کنیم افراز G = G١ ∪ (G٢ ∨Kql) به�صورت را G ابتدا .٢r + ٣ ≤ q کنید فرض اکنون
که به�طوری

G١ = Km(٢)⟨∅, {١,٢, . . . ,m− ٢r − ١}, {l}⟩ ∨Kr,

G٢ = Km(٢)⟨D, {m− ٢r, . . . ,m}, D\{l}⟩.

می�باشد. Cm−تجزیه�پذیر بنابراین و است s = r با ۶.٣.٣ لم نوع گراف از G١

و O(٠) یال�های با گرافی φ کنید فرض و بگیرید درنظر را O = O١ ∪ O٢ ∪ · · · ∪ O−r+ q−١
٢

مطلوب تجزیه�ی به ٢ نوع مانند �کار ادامه�ی با باشد. Km(٢)⟨∅, {m − ٢r, . . . ,m}∅⟩ و O(١)

می�رسیم.

می�دهیم. شرح را ١.٣.٣ قضیه� اثبات بالا در شده گفته تعاریف و لم�ها کمک به حال

فرد اول عدد یک از توانی همگی ١۴ از کوچکتر فرد mهای تمام این�که به توجه با برهان.
حل m ≤ ١٣ برای m−دورها به Kn تجزیه�ی مسئله�ی که می�یابیم در ۴.٣.٣ لم کمک با هستند،

می�پردازیم. ١۵ ≤ m بررسی به پس است. شده
به اکنون می�باشد. ١ ≤ x و m ≤ v < ٣m که بگیرید درنظر n = ٢mx+ v به�صورت را n

می�دهند: رخ زیر موارد مختلف xهای ازای
به را K٢m+v می�توان و دارد قرار m ≤ n < ٣m محدوده�ی در n ،x = ١ ازای به الف)
با ٢m+ v مرتبه�ی از کامل گراف ،٩.٣.٣ لم به توجه با که کرد تجزیه Kv یک و K٢m+v −Kv

شرایط در (یعنی است قبول قابل n چون m−دورهاست. به تجزیه قابل ،v اندازه�ی از سوراخی
(٢m پیمانه�ی (به داریم: و است قبول قابل نیز v که می�شود نتیجه می�کند)، صدق ١.١.٣ لم

است. m−دوری تجزیه�ی دارای Kv نیز فرض طبق .v(v − ١) ≡ ٠
و کرده تجزیه K٢m+v و K۴m+v −K٢m+v گراف�های به را K۴m+v گراف ،x = ٢ برای ب)
K٢m+v می�کنیم. تجزیه m−دورها به را K۴m+v−K٢m+v گراف ،٩.٣.٣ لم از استفاده با سپس

شد. تجزیه (الف) حالت در نیز
یک و K٢m+v −Kv با یکریخت گراف x و Kv یک به را K٢mx+v گراف ،٣ ≤ x برای ج)
شد بحث بالا حالت�های در اول گراف دو تجزیه�ی می�کنیم. تجزیه K٢m,٢m,...,٢m بخشی x گراف

m−دورهاست. به تجزیه قابل ،٨.٢.٢ قضیه�ی کمک با K٢m,٢m,...,٢m و
می�شود. کامل ١.٣.٣ قضیه�ی برهان و است Cm−تجزیه�پذیر ،K٢mx+v بنابراین

کامل گراف�های تجزیه�ی مورد در گاولاس و آلسپچ اثبات به استقرایی، مرحله�ی بررسی از بعد
می�شود. شروع زیر تعریف با که می�پردازیم فرد n و m ازای به m−دورها به

فرد و مثبت و صحیح عدد یک n که ،A ⊆ {١,٢, ..., (n− ٢(١ } کنید فرض .١٠.٣.٣ تعریف
رأس یک ∞را و A∪−A اتصال مجموعه با n−١ مرتبه�ی از چرخشی گراف یک را G است.
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که می�کنیم تعریف را H(n;A) = G ∨K١ گراف بگیرید. نظر در نیست G از رأسی که متمایز
می�شود. گذاری نام� ∞ با K١ رأس

از چرخشی گراف یک اتصال عنوان به می�تواند Kn گراف که می�دهد نتیجه تعریف این
A = {١,٢, ..., (n− ٢(١ } و Kn = H(n,A) آن در که شود گرفته نظر در K١ و n− ١ مرتبه�ی

می�باشند.

مثبت صحیح اعداد n و m و n− ١ مرتبه�ی از چرخشی گراف یک G کنید فرض .١١.٣.٣ لم

که به�طوری A = {a١, a٢, ..., a (m−٣)
٢

<
n− ١
٢ } اگر .٣ ≤ m ≤ n < ٣m که هستند فرد و

.Cm|H(n;A) = G ∨K١ این�صورت در ،a١, a٢ < ... < a (m−٣)
٢

<
n− ١
٢

داریم ما می�کنیم. نامگذاری u٠, u١, ..., un−٢ را G یعنی چرخشی زیرگراف رئوس برهان.
به�صورت را ρ جایگشت .j − i ∈ (A ∪ −A) اگر تنها و اگر uiuj ∈ E(H(n;A))

از زیرگرافی هر L اگر که می�دانیم ١٣.١.٣ تعریف از بگیرید. نظر در (u٠u١...un−٢)(∞)

می�شود. تعریف ρ ∈ Aut(H(n;A)) به�صورت ρ(L) حال این در باشد، H(n;A)

است: شده داده زیر به�صورت که باشد m− ٣٢ طول به گذر یک P کنید فرض

P = u٠, ua١ , ua١−a٢ , ua١−a٢+a٣ , ..., ua١−a٢+a٣−a۴+...±a (m−۵)
٢

±a (a−٣)
٢
.

در یک رئوس همچنین می�کند؛ استفاده را A در طول هر از یال یک دقیقاً P که کنید توجه
در یک رئوس که درصورتی دارند، صعودی اکیداً اندیس می�شوند، شروع ua١ با که P میان
و متمایزند P رئوس بنابراین دارند. نزولی اکیداً اندیس می�شوند، شروع u٠ با که P میان

که به�طوری دارد، am−٣
٢

<
n− ١
٢ طول P در شده استفاده یال آخرین است. مسیر یک P

تا ua١−a٢+a٣−a۴+···±am−٣
٢

از بازه این که می�گیرند قرار u٠ شامل بازه�ی در P رئوس همه�ی

ρ
n−١
٢ (P ) مسیر دیگر سوی از دارد. n− ٣

٢ طول حداکثر بازه این می�باشد. ua١−a٢+···±am−۵
٢

ρ
n−١
٢ (P ) در ai طول به یال قطری متقابل P در ai طول به یال و راس−مجزاست P مسیر از

m طول به C دور باشد. P راس آخرین w = ua١−a٢+a٣−a۴+···±am−۵
٢

±am−٣
٢

کنید فرض است.
می�دهیم: تشکیل زیر به�صورت را

C = {wρ
n−١
٢ (w),∞u٠,∞un−١

٢
} ∪ P ∪ ρ

n−١
٢ (P ).

به H(n;A) گراف یال�های مجموعه از افراز یک C, ρ(C), ρ٢(C), · · · , ρ
n−٣
٢ (C) بنابراین
m−دورهاست.

می�کنیم. اثبات و بیان را آن که می�باشد بخش این در بحث اصلی�ترین بعد قضیه�ی



۴٣ فرد n و m برای Kn Cm−تجزیه�پذیری .٣.٣

به می�تواند Kn گراف ،٣ ≤ m ≤ n که فرد و مثبت صحیح n و m برای .١٢.٣.٣ قضیه
باشد. m از مضربی Kn یال�های تعداد اگر تنها و اگر شود تجزیه m−دورها

m ≤ n < ٣m محدوده�ی در که باشند فرد و مثبت صحیح اعداد n و m کنید فرض برهان.
.٠ ≤ r < m که می�نویسیم n = ٢m+ r یا n = m+ r به�صورت را n پس هستند.

با Kn = H(n;A) = G ∨ K١ گراف رئوس و A = {١,٢, ..., (n− ٢(١ } کنید فرض

مرتبه�ی از چرخشی گراف یک G و K١ رأس ∞ که باشند شده نامگذاری u٠, u١, ..., un−٢,∞
به توجه با حال بگیرید. نظر در (u٠, u١, ..., un−١)(∞) به�صورت را ρ جایگشت است. n− ١

می�شود. تقسیم نوع دو به اثبات بقیه�ی n = ٢m+ r یا n = m+ r

والکی ساختار انجام با باشد r = ٠ اگر به�وضوح باشد. n = m+ r که کنید فرض �١ نوع
.٠ < r < m که می�کنیم فرض پس می�شود. تجزیه همیلتنی دورهای به Kn بخش١.٣، در

و |B| = r

٢ که به�طوری باشد A = {١,٢, · · · , (n− ٢(١ } از زیرمجموعه یک B کنید فرض
آن�جا از کنیم. تجزیه m−دورها به را X(n− ١;B ∪ −B) چرخشی گراف می�توانیم کنید فرض
کمک با را H(n;A − B) می�توان و H(n;A) = H(n;A − B) ⊕ X(n − ١;B ∪ −B) که
بنابراین کرد. تجزیه m−دورها به را H(n;A) می�توان لذا کرد، تجزیه m−دورها به ١١.٣.٣ لم
X(n − ١;B ∪ −B) که به�طوری است r

٢ طول به مناسب B مجموعه�ی یک یافتن ما هدف
r = ٢e

a به�صورت را r باشد. زوج باید r هستند، فرد n و m چون شود. تجزیه m−دورها به
(به پس ،n(n − ١) ≡ ٠ (٢m پیمانه�ی (به که آن�جا از است. فرد عددی a که بگیرید درنظر
m = a

′
b
′ به�صورت را m ،r (r − ٢(١ = ٢e−١

a(٢e
a−١) چون و r(r−١) ≡ ٠ (٢m پیمانه�ی

داریم: . r٢ = a
′
c کنید فرض .b′|(٢e

a− ١) و a
′ |a که می�نویسیم

n− ١ = m+ r − ١ = a
′
b
′
+ ٢e

a− ١ = b
′
(a′ +

(٢e
a− ١)
b′

).

l = a
′
+

(٢e
a− ١)
b′

بخش هر که بخش b′ به را R = X(n − ١;B ∪ −B) رئوس حال
می�کنیم. افراز دارد، رأس

اثبات ۴ پیمانه�ی به a′ همنهشتی کلاس به توجه با اکنون است. زوج l که می�کنید مشاهده
می�دهیم. ادامه را

طول که را P٠,٠ مسیر ،٧ < a
′ وقتی .a′ ≡ ٣ (۴ پیمانه�ی (به که کنید فرض �١ � ١ نوع

می�کنیم: تعریف زیر به�صورت دارد a′ − ١

P٠,٠ = u٠, u٢, u−١, u٣, ..., u−(a
′−٧)
۴

, u (a
′
+١)
۴

, u−(a
′
+١)

۴
, u (a

′
+۵)
۴

, ..., u−(a
′−١)
٢

, u (a
′
+١)
٢

, u١−l.
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هستند. ٢,٣, ..., (a
′ − ٣)
٢ ,

(a
′ − ١)
٢ +l,

(a
′
+ ١)
٢ , ..., a

′ ،P٠,٠ یال�های طول که می�کنید ملاحظه
که آن�جا از می�آوریم. به�دست P٠,١ = ρl(P٠,٠) به�صورت قبل همچون را P٠,١ مسیر

ρl توان�های دوباره هستند. رأس−مجزا P٠,١ و P٠,٠ مسیرهای ،l − (a
′ − ١)
٢ ≥ (a

′
+ ٣)
٢

به�دست P٠,٠, P٠,١, ..., P٠,b′−١ مسیرهای و می�شوند اعمال P٠,٠ روی که بگیرید نظر در را

.B٠ = {٢,٣, ..., (a
′ − ٣)
٢ ,

(a
′ − ١)
٢ + l,

(a
′
+ ١)
٢ , ..., a

′} کنید فرض می�آیند.
بگیرید: نظر زیر به�صورت را P٠,٠ ،a′

= ٧ وقتی و P٠,٠ = u٠, u٢, u١−l ،a′
= ٣ وقتی

P٠,٠ = u٠, u٢, u−٢, u٣, u−٣, u۴, u١−l.

اندیس به jl افزودن از Pj,مسیر٠ j = ١,٢, ..., c − ١ هر برای این�صورت در ،١ < c اگر
است: زیر به�صورت که می�آید به�دست P٠,٠ زوج رئوس

Pj,٠ = u٠, u٢+jl, u−١, u٣+jl, ..., u−(a
′−٧)
۴

, u (a
′
+١)
۴ +jl

, u−(a
′
+١)

۴
,

u (a
′
+۵)
۴ +jl

, ..., u−(a
′−١)
٢

, u (a
′
+١)
٢ +jl

, u١−l

مسیرهای یال�های طول این�صورت در می�کنیم. اعمال Pj,٠ روی را ρl توان�های قبل همچون و
می�باشد. زیر به�صورت حاصل

Bj = {٢+ jl, ...,
(a

′ − ٣)
٢ + jl,

(a
′ − ١)
٢ + (j + ١)l, (a

′
+ ١)
٢ + jl, ..., a

′
+ jl}.

در Pj,٠, Pj,١, ..., Pj,b′−١ مسیرهای شامل مجموعه�ی به�عنوان را Fj ،٠ ≤ j ≤ c− ١ برای
همچنین است. طول c(a

′−١) شامل B٠∪B١∪...∪Bc−١ مجموعه�ی این�صورت در بگیرید. نظر

توجه .(a
′ − ١)
٢ +cl <

n− ١
٢ و دارد (a

′ − ١)
٢ +cl طول ،B٠∪B١∪ ...∪Bc−١ یال بلندترین

این و نیست ±١ با همنهشت ،l پیمانه�ی به طولی هیچ شامل B٠ ∪ B١ ∪ ... ∪ Bc−١ که کنید
جداگانه طور به را مورد (این هستند l − ١ > a

′ به�صورت نیستند مجموعه�ها عضو که طول�ها
می�کنیم). بررسی

شکل به Fj خانواده�ی هر مسیرهای اتصال برای را b′ مرتبه�ی از چرخشی گراف ما بنابراین
اثبات در ٢ ·٢ حالت در b′ مرتبه�ی چرخشی گراف این همین�طور و می�کنیم استفاده Cj m−دور

زیر مجموعه�ی این�صورت در دارد. کاربرد قضیه این

{Cj, ρ(Cj), ρ
٢(Cj), ..., ρ

l−١(Cj)|٠ ≤ j ≤ c− ١}

،٣ < a
′ و l = a

′
+ ١ اگر m−دورهاست. به R چرخشی گراف یال�های مجموعه از افراز یک

می�کنیم: تعریف زیر به�صورت را P٠,٠ مسیر

P٠,٠ = u٠, ua′ , u١, ua′−١, ..., u (a
′−٣)
۴

, ua
′−(a

′−٣)
۴

, u (a
′
+۵)
۴

, ua
′−(a

′
+١)

۴
, ...,

u (a
′−١)
٢

, u (a
′
+٣)
٢

, u (a
′
+١)
٢
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مسیر در شده استفاده طول�های بگیرید. نظر در را P٠,٠ = u٠, u٣, u٢ مسیر ،a′
= ٣ برای و

هستند. ١,٢, ..., (a
′ − ١)
٢ ,

(a
′
+ ٣)
٢ ,

(a
′
+ ۵)
٢ , ..., a

′ فوق

آمده�اند. به�دست بالا مثل دقیقاً F٠, F١, ..., Fc−١ در مسیرها دیگر که باشید داشته نظر در

از هریک مسیرهای اتصال برای را b′ مرتبه�ی از چرخشی گراف شد گفته که همان�طور
به اتصال، یال�های که است این تفاوت اما می�کنیم. استفاده m−دورها شکل به خانواده�ها این
−(a′

+ ١)
٢ ،l پیمانه�ی به زیرا کنیم دقت باید ما و هستند (a

′
+ ١)
٢ =

l

٢ با همنهشت l پیمانه�ی

است. همنهشت (a
′
+ ١)
٢ با

می�بینیم بنویسیم، ٠ ≤ s < a
′ که b′ = a

′
t+s به�صورت را b′ اگر و b′ = r−١ نوع، این در

آن�جا از .s = a
′ − ١ اگر تنها و اگر است پذیر بخش m = a

′
b
′ بر Km+r یال�های تعداد که

و b
′
= a

′
(t + ١) − ١ که به�طوری ،r = a

′
(t + ١) بنابراین باشد. فرد باید t است، فرد m که

.c = (t+ ١)
٢

همیلتنی دورهای کمان�های از ناشی که مختلف اتصال یال�های طول دهید اجازه اکنون
کنیم. بررسی را هستند چرخشی گراف در واقع جهت�دار

انتهایی رأس این�صورت در باشد، داشته وجود vk به vi از کمانی همیلتنی دور یک در اگر
طول اتصال، یال این که می�کنیم، وصل Pj,k مسیرهای ابتدایی رأس به را Pj,i مسیرهای

اتصال یال طول این�صورت در باشد، vi به vk از کمان اگر دارد. (k − i − ١)l + (a
′
+ ١)
٢

از همیلتنی تجزیه�های قبل همچون آن�گاه ،c = ۴q اگر بنابراین می�باشد. (k − i)l +
(a

′
+ ١)
٢

از: عبارتند گراف�ها این که می�کنیم استفاده را ۴ درجه چرخشی گراف�های

X(b
′
; {±٣±,١}), X(b

′
; {±۵,±٧}), ..., X(b

′
; {±(٢q − ٢)±,(٣q − ١)}).

برای هستند. n− ١
٢ از کوچک�تر اتصال یال�های طول ،b′ = ٨qa′

+١ ≥ ٢۴q+١ که آن�جا از
می�رود. به�کار مشابه استدلال c = ۴q + ٣ و c = ۴q + ٢ و c = ۴q + ١

می�دهد، نتیجه را m < r ،a′
= ١ چون .a′ ≡ ١ (۴ پیمانه�ی (به که کنید فرض �٢ � ١ نوع

حالت در l = a
′
+١ نوع مانند .l = a

′
+١ که کنید فرض ابتدا می�گیریم. نظر در را ۵ ≤ a

′ ما

را P٠,٠ مسیر می�آوریم. به�دست را است فرد t که c =
(t+ ١)
٢ و b

′
= a

′
(t + ١) − ١ ،١.١

بگیرید: زیر به�صورت

P٠,٠ = u٠, u١, u−١, u٢, u−٢, ..., u (a
′−١)
٢

, u−(a
′−١)
٢

.

شده گفته معمول روش به ،P٠,٠ روی ρl توان�های اعمال با P٠,١, P٠,٢, ..., P٠,b′−١ مسیرهای
حاصل P٠,٠ زوج رئوس اندیس�های به jl افزودن با Pj,٠ مسیر ،٠ < j هر برای می�آیند. به�دست
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عنوان به را Fj می�آیند. به�دست Pj,٠ روی ρl توان�های اعمال با Pj,١, ..., Pj,b−١ سپس می�شود.
بگیرید. نظر در Pj,٠, Pj,١, ..., Pj,b−١ مسیرهای از خانواده�ای

می�کنیم استفاده را F٠, F١, ..., F۴q−١ مجموعه�های و ٣٩q ≤ b
′ صورت این در ،c = ۴q اگر

جهت�دار همیلتنی دورهای همچنین دارد. a′−١+(۴q−١)l طول یال، بلندترین که کنید توجه و
می�بریم. کار به را زیر چرخشی گراف�های همیلتنی تجزیه�ی از ناشی

X(b
′
; {±۶q,±(۶q + ١)}), X(b

′
; {±(۶q + ٢),±(۶q + ٣)}), · · · ,

X(b
′
; {±(٨q − ٨)±,(٢q − ١)}).

همه�ی که به�طوری دارند (n− ١)
٢ از کمتر و a′−١+(۴q−١)l از بیشتر طولی اتصال، یال�های

هستند. متمایز طول�ها
اگر مثال برای دارد. وجود زیادی عمل آزادی کارها این انجام برای ،c دیگر انواع در
خانواده�ها این اتصال الگوی و می�روند به�کار F٢, F٣, ..., F۴q+٢ مسیرهای مجموعه ،c = ۴q+١

دیگر در هم به مسیرها اتصال برای (a
′
+ ٣)
٢ طول به یال�های و است c = ۴q حالت مانند

c = ۴q+١ حالت با مشابه نیز c = ۴q+٣ و c = ۴q+٢ انواع در می�شوند. استفاده خانواده�ها
می�شود. عمل

بگیرید نظر در t = l − (a
′
+ ١)
٢ − ٢ به�صورت را t .a′

+ ٣ ≤ l که کنید فرض نهایت در
می�کنیم: تعریف زیر صورت به را a′ − ١ طول به P٠,٠ گذر است. فرد t که

P٠,٠ = u−t, u٠, u٢, u−١, ..., u−(t−٣)
٢

, u (t+١)
٢

, u−(t+١)
٢

, u (t+۵)
٢

, u−(t+٣)
٢

,

u (t+٧)
٢

, ..., u−(a
′−١)
٢

, u (a
′
+٣)
٢

.

t = ٣ وقتی است. مسیر یک P٠,٠ پس ،t > (a
′
+٢)− (a

′
+ ١)
٢ −٢ =

(a
′ − ١)
٢ که آن�جا از

اعمال با قبل همانند است. P٠,٠ = u−٣, u٠, u٢, u−٢, u۴ به�صورت فوق مسیر ،a′
= ۵ و

که می�کنید مشاهده می�آیند. به�دست P٠,١, P٠,٢, ..., P٠,b′−١ مسیرهای P٠,٠ روی ρl توان�های

آخرین ٠ ≤ i ≤ b
′ − ٢ برای هستند. رأس−مجزا مسیرها این که به�طوری ،l − t =

(a
′
+ ۵)
٢

تا کرده وصل P٠,٠ رأس اولین به را P٠,b′−١ رأس آخرین و P٠,i+١ رأس اولین به را P٠,i رأس
هستند. زیر مجموعه�ی عناصر C٠ یال�های طول شود. ایجاد C٠ m−دور

B٠ = {١,٢, ..., t, t+ ١, t+ ٣, ..., a′
, a

′
+ ١}

اولین اندیس از jl کردن کم با ،j = ١,٢, ..., c − ١ هر برای این�صورت در ،١ < c اگر
که می�آید به�دست Pj,٠ مسیر ،P٠,٠ باقیمانده�ی فرد رئوس اندیس�های به jl افزودن و P٠,٠ رأس

است: زیر به�صورت
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Pj,٠ = u−(jl+t), u٠, u٢+jl, u−١, ..., u−(t−٣)
٢

, u (t+١)
٢ +jl

, u−(t+١)
٢

, u (t+۵)
٢ +jl

, u−(t+٣)
٢

, u (t+٧)
٢ +jl

, ..., u−(a
′−١)
٢

, u (a
′
+٣)
٢ +jl

آخرین ٠ ≤ i ≤ b
′ − ٢ برای می�کنیم. اعمال Pj,٠ روی را ρl توان�های قبل همچون ادامه در و

تا کرده وصل Pj,٠ رأس اولین به را Pj,b
′−١ رأس آخرین و Pj,i+١ رأس اولین به را Pj,i رأس

طول بنابراین دارند. ٢jl − ١ طول همگی یال�ها این که کنید توجه گیرد. شکل Cj m−دور
است: آمده زیر در که هستند Bj مجموعه�ی عناصر Cj یال�های

Bj = {٢+ jl,٣+ jl, ..., t+ ١+ jl, t+ ٣+ jl, ..., a
′
+ jl, a

′
+ ١+ jl,٢jl − ١}.

یا ٢(c − ١)l − ١ طول B یال بلندترین بنابراین .B = B٠ ∪ B١ ∪ ... ∪ Bc−١ کنید فرض
.a′

+ ١+ (c− ١)l < n− ١
٢ و ٢(c− ١)l− ١ < n− ١ که می�بینیم دارد. a′

+ ١+ (c− ١)l
زیر مجموعه�ی بنابراین

{Cj, ρ(Cj), ρ
٢(Cj), ..., ρ

l−١(Cj)| ٠ ≤ j ≤ c− ١}

m−دورهاست. به R = X(n− ١;B ∪ −B) چرخشی گراف یال�های مجموعه از افراز یک

است. فرد نیز r نوع این در هستند، فرد m و n چون .n = ٢m+ r که کنید فرض �٢ نوع
رأس که را H(n;A) = G ∨K١ از ∞ رأس .n = ٢m + ١ یعنی r = ١ که کنید فرض ابتدا
یال طول ،٠ ≤ i و j ≤ n − ١ برای قبل مانند می�کنیم. جدید نامگذاری un−١ با است، K١

است. j − i یا i − j دارد، قرار (n− ١)
٢ تا ١ میان در n پیمانه�ی به این�که به وابسته ،uiuj

m−دور باشد. فرد (m− ١)
٢ که کنید فرض بگیرید. نظر در را τ = (u٠u١...un−١) جایگشت

کنید. فرض زیر به�صورت را C

C = u٠, u١, u−١, u٢, u−٢, ..., u (m−٣)
۴

, u−(m−٣)
۴

, u (m+۵)
۴

, u−(m+١)
۴

, um+٩
۴
,

u−(m+۵)
۴

, ..., u (m+١)
٢

, u−(m−١)
٢

, u٠.

به Kn = H(n;A) یال�های مجموعه از افراز یک C, τ(C), τ٢(C), ..., τn−١(C) این�صورت در
نظر در را زیر در شده داده m−دور باشد. زوج (m− ١)

٢ که کنید فرض حال m−دورهاست.
بگیرید.

C = u٠, u١, u−١, u٢, u−٢, ..., u (m−١)
۴

, u−(m−١)
۴

, um+٧
۴
, u−(m−٣)

۴
, u (m+١١)

۴
, ...,

u−(m−٣)
٢

, u (m+١)
٢

, u−(m+١)
٢

, u٠.



۴٨ m−دورها به کامل گراف�های تجزیه�ی .٣

m−دورهاست. به Kn یال�های مجموعه از افراز یک C, τ(C), τ٢(C), ..., τn−١(C) بالا، مانند
کامل برای .١ < r که کنید فرض اکنون m−دورهاست. به تجزیه قابل K٢m+١ گراف بنابراین
که کنید توجه اما می�دهیم؛ تعمیم را r = ١ حالت حل در شده استفاده روش اثبات این کردن
متقابل و متقارن مسیر دو نمی�توان دیگر که چرا است، قبلی انواع همه�ی از متفاوت اثبات این
کنند. ایجاد دور یک تا می�شوند وصل هم به مرکزی رأس دو یا یک طریق از که ساخت قطری

طول تا m و m−دورها تولید برای را طول تا (r − ١)
٢ بخش�هایی، به n تقسیم با عوض در

می�کنیم. استفاده می�کند، عمل آن روی τ که m−دور یک ایجاد برای را باقیمانده
این در ،r < m و b

′|(٢e
a+ ١) و a

′|a که m = a
′
b
′ و r = ٢e

a+ ١ اگر که بگیرید نظر در
می�کنیم افراز بخش b′ به را رئوس این .n = ٢m + r = b

′
(٢a′ + (٢e

a+ ١)
b′

) داریم: صورت

.c = (r − ١)
٢a′ =

٢e−١
a

a′
کنید فرض می�باشد. رأس l = ٢a′

+
(٢e

a+ ١)
b′

دارای بخش هر که

c می�شود. مشخص ما برای b′ = m

a′ >
r

a′ >
٢e
a

a′ = ٢c رابطه�ی با بخش�ها تعداد پایین کران

بگیرید. فرد را (a
′ − ١)
٢ و t = ٠ ابتدا می�نویسیم. c = ۴k + t شکل به ،٠ ≤ t ≤ ٣ برای را

است: زیر به�صورت P٠,٠ مسیر

P٠,٠ = u٠, u١, u−١, u٢, u−٢, ..., u (a
′−٣)
۴

, u−(a
′−٣)
۴

, u (a
′
+۵)
۴

, u−(a
′
+١)

۴
,

u (a
′
+٩)
۴

, ..., u−(a
′−٣)
٢

, u (a
′
+١)
٢

, u (−a
′
+١)

٢
.

با P٠,١, P٠,٢, ..., P٠,b′−١ مسیرهای و هستند ١,٢, ..., (a
′−٣)
٢ , (a

′
+١)
٢ , ..., a

′ ،P٠,٠ یال�های طول
می�آیند. به�دست P٠,٠ روی τ l توان�های اعمال از قبل، روش

ایجاد در اتصال یال�های عنوان به که هستیم یال�هایی از استفاده برای اقدام حال در اکنون

P١,٠ تشکیل در بنابراین است. ±(a
′ − ١)
٢ با همنهشت l پیمانه�ی به آن�ها طول و هستند دورها

با که باشد مسیری P کنید فرض کنیم. استفاده را l − (a
′ − ١)
٢ طول به یال یک نمی�خواهیم

استفاده یال�های طول پس می�آید. به�دست P٠,٠ در زوج رئوس همه�ی اندیس�های به a′ افزودن

هستند. a
′
+ ١, a′

+ ٢, ..., a′
+

(a
′
+ ١)
٢ , ...,٢a′ ،P در شده

بگیرید. نظر در را P١,٠ = P این�صورت در ،٢a′
< l − (a

′ − ١)
٢ اگر

به بلکه نمی�کنیم حذف را P از u
a′+ (a

′
+١)
۴

رأس دراین�صورت ،l − (a
′ − ١)
٢ < ٢a′ اگر

از شود. حذف l − (a
′ − ١)
٢ طول به یال آن، حذف با که می�کنیم حذف را رأسی آن جای

و دارد قرار ul تا u٠ فاصله�ی در شده حذف رأس این است، زوج l − (a
′ − ١)
٢ که آن�جا
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ایجاد P١,٠ مسیر این�صورت به و است u
a
′
+

(a
′
+١)
٢

فاصله، این در حاصل مسیر رأس آخرین

می�آوریم. به�دست P١,٠ بر τ l توان�های اعمال با را P١,١, P١,٢, ..., P١,b′−١ مسیرهای حال می�شود.
که می�دهد نتیجه ٢a′

< l زیرا هستند، رأس−مجزا دو به دو P١,٠, P١,١, ..., P١,b′−١ مسیرهای

.a′
+

(a
′
+ ١)
٢ < l − (a

′ − ١)
٢

می�کنیم. استفاده را P١,٠ = u٠, u۴, u−١ و P٠,٠ = u٠, u٢, u−١ مسیر ،a′
= خاص٣ نوع در

به�دست P٠,٠ زوج رئوس اندیس�های به jl افزودن با را P٢j,٠ مسیر ،j = ١,٢, ...,٢k−١ برای
نهایت در می�آیند. به�دست P٢j,٠ از شده گفته معمول روش به بنا P٢j,١, ..., P٢j,b−١ و آورده

می�آید. �وجود به P١,٠ زوج رئوس اندیس�های به jl افزودن با P٢j+١,٠

Fj کنید فرض می�شوند. ایجاد قبل روش همچون نیز P٢j+١,١, ..., P٢j+١,b′−١ مسیرهای
یال�هایی مسیرها این از هیچ�کدام شود. گرفته نظر در Fj = {Pj,٠, · · · , p٢j+١,b′−١} به�صورت

به یال�هایی بلکه نمی�کنند، استفاده را است همنهشت ±(a
′ − ١)
٢ با l پیمانه�ی به آن�ها طول که

همچنین می�کنیم، استفاده m−دورها ایجاد برای هم به Fj مسیرهای اتصال برای را طول�ها این
گراف یک همیلتنی تجزیه�ی از ناشی همیلتنی دار جهت دورهای اساس بر m−دورها تشکیل
برای را X(b

′
; {±(٢s − ٢±,(١s}) چرخشی است.گراف ۴ درجه و b

′ مرتبه�ی از چرخشی
.١ ≤ s ≤ k که می�کنیم، استفاده F۴s−١ و F۴s−٢ و F۴s−٣ و F۴s−۴ مسیرهای مجموعه

طول کنیم. بررسی را شده گرفته کار به طول�های همه�ی بودن متمایز که دهید اجازه حال

می�باشد. n = b
′
l > ٢cl = ٨kl رئوس تعداد پایین کران و است ٢kl+ (a

′ − ١)
٢ یال بلندترین

دارند. متمایز طول یال�ها همه�ی بنابراین
استفاده m−دور یک ایجاد برای را باقیمانده طول m می�توان که �می�دهیم نشان اکنون
بلندترین که آن�جا از می�کنیم. مرتب l١, l٢, ..., lm صعودی به�صورت را باقیمانده طول�های کرد.

است. شده استفاده طول تا (r − ١)
٢ می�باشد، ٢kl + (a

′ − ١)
٢ قبل در شده استفاده طول

به�طوری ،(n− ٢(١ تا ٢kl+ (a
′ − ١)
٢ از متوالی صحیح اعداد از عبارتند ls+١, ..., lm طول�های

بگیرید، نظر در زیر به�صورت را P مسیر .s = ٢kl + (a
′ − ١)
٢ − (r − ١)

٢ که

P = u٠, ul١ , ul١−l٢ , ul١−l٢+l٣ , ..., ul١−l٢+l٣−...+ls−ls+١.

اندیس آخرین شده�اند. استفاده P در l١, l٢, ..., ls+١ طول�های همه�ی و است فرد s که کنید توجه
است. متمایز u٠ از x که به�طوری بگیرید نظر در −x = l١ − l٢ + ..., ls − ls+١ به�صورت را P
صحیح اعداد باقیمانده طول�های این�که و است زوج ls+١ = ٢kl + (a

′
+ ١)
٢ که می�دانیم حال

زیر به�صورت را P باید ما هستند. متوالی

ul١−l٢+...+ls−ls+١+ls+٢ , ul١−l٢+...+ls−ls+١+ls+٢−ls+٣ , · · · , ul١−l٢+...+lj , ul١−l٢+...+lj−lj+١

ul١−l٢+···+lj−lj+١ , ul١−l٢+...+lj−lj+١+lj+٣ , ul١−l٢+...+lj−lj+١+lj+٣−lj+۴ ,
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m − ٢ طول به P ′ مسیر که �دهیم ادامه ul١−l٢+...+lj−lj+١+lj+٣−lj+۴,...,lm+١ = uy به رسیدن تا
حذف و صعودی یال�های طول با متوالی زیگزاگ�های به�وسیله�ی P ′ که کنید توجه شود. حاصل
باشد. P ′ در uy از جلوتر رأس اولین u−z کنید فرض می�آید. به�دست lj+٢ طول به فرد یال یک
یا u−z−١ به uy از باید یال این کنیم، اضافه P ′ به (n− ١)

٢ طول به یال یک بخواهیم اگر
اگر باشد. z + ٢ و z + ١ میان فرد و صحیح عددی w کنید فرض برود. u−z−٢ به uy از

ایجاد برای که بگیرید نظر در lj+٢ فرد طول را w صورت این در باشد، ٢kl + (a
′
+ ١)
٢ ≤ w

همه�ی از استفاده یک�بار دقیقاً با و P
′ به uy, u−w, u٠ ٢−مسیر افزودن با است. شده حذف P

′

تجزیه C ′ روی τ جایگشت اعمال با اکنون می�شود. حاصل C
′ m−دور یک ذکرشده، طول�های

می�شود. کامل

فرد طول به یالی ls+٢ = ٢kl + (a
′
+ ٣)
٢ کنید فرض ابتدا ،w ≤ ٢kl + (a

′
+ ١)
٢ برای

پایان uy−١, u−z, uy رئوس با P ′ اکنون می�کنیم. حذف P از را یال این P ′ تشکیل در باشد.

بعد تغییرات پس دارد. (n− ٣)
٢ طول u−zuy یال و

(n− ۵)
٢ طول uy−١, u−z یال و می�پذیرد

(n− ١)
٢ به�صورت چپ) به راست (از را طول�ها گرفتن قرار ترتیب uy−١ از می�دهیم؛ انجام را

(n− ١)
٢ طول به یال برای انتخاب دو که آن�جا از و می�کنیم معکوس (n− ۵)

٢ و (n− ٣)
٢ و

می�پذیرد. پایان u−z−۴ یا u−z−٣ در تغییریافته مسیر دارد، وجود

ایجاد برای را مسیر این این�صورت در باشند، ٢kl+ (a
′
+ ٣)
٢ با معادل z+۴ یا z+٣ اگر

می�بندیم. ٢kl + (a
′
+ ٣)
٢ طول به یال یک با m−دور یک

ممکن این�صورت در می�کنیم. شروع uy−٢ از را P ′ تغییرات ،z+۴ < ٢kl+ (a
′
+ ٣)
٢ اگر

با معادل z + ۶ یا z + ۵ اگر �پذیرد. پایان u−z−۶ یا u−z−۵ در یافته تغییر مسیر آن است

می�کنیم. کامل قبل مانند را m−دور یک باشند، ٢kl + (a
′
+ ٣)
٢

به مسیر این که یافت دست P
′ از تغییری به می�توان دهیم نشان که داریم نیاز حال

در است. P ′ برای پایین کران یافتن کار این انجام در اول گام یابد. خاتمه u−٢kl− (a′+١)
٢

.l٢ = a
′
+

(a
′ − ١)
٢ و l١ =

(a
′ − ١)
٢ داریم: ،٢a′

< l − (a
′ − ١)
٢ که نوعی

که نوعی در دیگر سوی از می�شود. آغاز u٠, u (a
′−١)
٢

, u−a′ , ... با P
′ مسیر این�صورت در

با P
′ مسیر بنابراین .l٢ = ٢a′

+ ١ و l١ =
(a

′ − ١)
٢ داریم: ،l − (a

′ − ١)
٢ < ٢a′

اندیس منفی که بعدی رأس و u٠ رأس بین P ′ در پس می�شود. آغاز u٠, u (a
′−١)
٢

, u−(٣a′+٣)
٢

, ....

داریم: رو این از دارد. وجود فاصله رأس a′ − ١ حداقل است، شده گذاری

w ≥ m− ١
٢ + a

′ − ١.
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تا ٢kl + (a
′
+ ۵)
٢ از متوالی صحیح اعداد طولشان که می�کند استفاده را یال�هایی P ′ مسیر

طول که uy بر واقع موجود یال دو از یکی انتخاب با دیدیم بالا در که همان�طور است. (n− ٢(١
برای ،uy−١ از P ′ تغییر الگوی شروع با دارد. وجود w برای ممکن مقدار دو دارند، (n− ١)

٢
w + ۴ به w مقدار دو هر برای uy−٢ از شروع با و می�رسیم w + ٢ به ،w مقدار دو از هریک

صورت در ،٢kl+ (a
′
+ ۵)
٢ طول به یال بر واقع رأس روی بر کار این انجام با دوباره می�رسیم.

برسیم، زیر مقدار به w مقدار دو از هریک برای است ممکن لزوم

w +
n− ٣
٢ − (٢kl + a

′
+ ۵
٢ ).

پایان به ما کار است، ٢kl + (a
′
+ ٣)
٢ حداقل بزرگی نظر از اخیر عبارت که دهیم نشان اگر

داریم: n

٣ < m و ٨kl ≤ n از استفاده با می�رسد.

w +
n− ٣
٢ − (٢kl + a

′
+ ۵
٢ ) ≥ m− ١

٢ + a
′ − ١+

n− ٣
٢ − (٢kl + a

′
+ ۵
٢ )

=
m+ n

٢ +
a

′ − ١١
٢ − ٢kl

> ۴kl + ۴kl
۴ +

a
′ − ١١
٢ − ٢kl

= ٢kl + a
′
+ ٣
٢ +

۴kl
٣ − ٧.

،(r ≤ m زیرا باشد داشته وجود نمی�تواند a′
= ١ (حالت است ٧ ≤ l و ١ ≤ k که آن�جا از
می�شود. تمام کار و است مثبت ۴kl

٣ − ٧ عبارت
طول به یال�های از استفاده با m−دور یک ایجاد برای را F٠ مسیرهای ،c = ۴k + ١ اگر
را F١, ..., F۴k خانواده�های از هریک اتصال یال�های سپس می�کنیم. وصل هم به l + (a

′ − ١)
٢

می�آوریم، به�دست زیر چرخشی گراف�های همیلتنی تجزیه�ی از استفاده با m−دورها، ایجاد برای

X(b
′
; {±٣±,٢}), ..., X(b

′
; {±٢k,±(٢k + ١)})

می�شوند. گرفته کار به قبل نوع همچون باقیمانده طول m و
از استفاده با m−دور دو ایجاد برای به�ترتیب را F١ و F٠ مسیرهای ،c = ۴k + ٢ اگر
m و مسیرها خانواده�های بقیه�ی روی بر می�کنیم. وصل هم به l ± (a

′ − ١)
٢ طول به یال�هایی

می�شود. عمل قبل مانند باقیمانده طول

برای ترتیب به ٢l + (a
′ − ١)
٢ و l = ±(a

′ − ١)
٢ طول�های ،c = ۴k + ٣ اگر نهایت در

F٣, ..., F۴k+٢ خانواده�های اتصال یال�های و می�شود استفاده F٢ و F١ و F٠ مسیرهای اتصال
می�آیند، به�دست زیر چرخشی گراف�های همیلتنی تجزیه�ی از استفاده با m−دورها، ایجاد برای

X(b
′
; {±٣,±۴}), ..., X(b

′
; {±٢k,±(٢k + ١)}).
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می�کنیم. عمل قبل مثل نیز باقیمانده m−طول برای
(a

′ − ١)
٢ نوع به شبیه اندازه�ای تا شده انجام عملیات است، زوج (a

′ − ١)
٢ که نوعی در

را P٠,٠ مسیر می�کنیم. بحث تفاوت�ها روی فقط بنابراین هستند. اندک تفاوت�ها و است فرد
بگیرید. نظر در زیر به�صورت

P٠,٠ = u٠, u١, u−١, u٢, u−٢, ..., u (a
′−١)
۴

, u (−a
′−١)
۴

, u (a
′
+٧)
۴

,

u−(a
′
+٣)

۴
, ..., u−(a

′−٣)
٢

, u (a
′
+١)
٢

, u−(a
′
+١)

٢
.

از یکی دارد. ١,٢, ..., (a
′ − ١)
٢ ,

(a
′
+ ٣)
٢ , ..., a

′ − ١, a′
+ ١ طول به یال�هایی مسیر، این

با را P١,٠ مسیر بنابراین است. نشده استفاده a′ طول که است این این�جا در جزئی تفاوت�های
که هستند a

′
+ ٢ و a

′ ابتدایی، یال دو طول�های که کنید توجه و می�کنیم شروع u٠, ua′ , u−٢

الگوی همچون را زیگزاگ الگوی صورت این در نشده�اند. ظاهر P٠,٠ طول�های میان هیچ�کدام
فاصله این که u−(a

′
+١)

٢
تا u−٢ فاصله�ی در رئوس بیشتر که تفاوت این با می�دهیم، ادامه P٠,٠

این است. پذیرفته پایان u−(a
′
+١)

٢
در P١,٠ مسیر بنابراین نشده�اند. حذف نمی�باشد، u٠ شامل

خانواده هر مسیرهای کردن وصل برای شده استفاده اتصال یال�های طول که است معنی بدین

می�خواهیم ما این�رو از است. همنهشت ±(a
′
+ ١)
٢ با l پیمانه�ی به m−دورها، شکل به هم، به

l− (a
′
+ ١)
٢ که آن�جا از نمی�شود. استفاده P١,٠ در l−

(a
′
+ ١)
٢ طول به یالی که کنیم مشخص

تا ua
′ فاصله�ی در رئوس انتقال با ،l− (a

′
+ ١)
٢ < ٢a′ −١ که صورتی در می�توان است، زوج

غیر در کرد. جلوگیری یال طول آن از استفاده از است، ua
′
+١ شامل فاصله این که ،u

a′+ (a
′−٣)
٢

دو این شدن مشخص با ندارد. انتقال به نیاز دارد قرار فاصله این در که رأسی هیچ این�صورت
شد. کامل ١٢.٣.٣� قضیه�ی اثبات و است قبل نوع همچون بحث ادامه�ی مسیر، شروع
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فرد n و mزوج برای کامل گراف�های Cm−تجزیه�پذیری ۴.٣
زوج n و فرد m برای و

سال در [١٩] ساجنا تلاش�های حاصل که بخش این در قضایا اثبات و بررسی این�که علت به
برای می�کنیم. حالت دو این در تجزیه انجام روند به کوتاه نگاهی است، طولانی می�باشد ٢٠٠٢
عملیات با همسو زیر، تعاریف که است ذکر به لازم کنید. مراجعه ساجنا مقاله�ی به بیشتر شرح

می�شوند. استفاده نیز این�جا در که می�باشد ٣ · ٣ و ٢ · ٣ بخش در شده انجام

با چرخشی گراف یک G = X(n;S) و مثبت صحیح عدد یک m کنید فرض .١.۴.٣ تعریف
CD قطری دور یک .m٢ ∈ A این�جا در که باشد A یال طول مجموعه و S اتصال مجموعه
یال دو با همراه ρ

m
٢ (P ) و P زیگزاگ m٢)−مسیر − ١) دو شامل که است G در m−دور یک

می�شود. گفته CD قطری دور مولد ،P زیگزاگ m٢)−مسیر − ١) به می�باشد.
m

٢ طول به

مجموعه و S اتصال مجموعه با چرخشی گراف یک G = X(n;S) کنید فرض .٢.۴.٣ تعریف
را m′

=
m

d
و n′

=
n

d
و gcd(n,m) = d باشد. {u٠, . . . , un−رئوس{١ مجموعه و A یال طول

متناسب که است C مانند G از m−دور یک جانبی یکدور می�باشد. ٣ ≤ d که بگیرید درنظر
باشد. زیر تعاریف از یکی با

�می�شود. ساخته P, ρn
′
(P ), ρ٢n

′
(P ), . . . , ρ(d−١)n

′
(P ) ′m−مسیرهای الحاق از C الف)

یال d با همراه P, ρn
′
(P ), ρ٢n

′
(P ), . . . , ρ(d−١)n

′
(P ) (١−′m)−مسیرهای الحاق از C ب)

می�شود. ساخته اتصال برای
برقرار زیر شرایط است کافی می�شود. گفته C جانبی دور مولد P مسیر به نوع، دو هر در

باشد. جانبی دور یک مولد P تا باشند
دوبه�دو ،j = ٠, . . . , d− ١ ،ρjn

′
(P ) مسیرهای داخلی رئوس مجموعه باید الف، نوع در •

باشد. منطبق ρn
′
(P ) مسیر ابتدایی رأس بر P مسیر انتهایی رأس و باشند مجزا
باشند. رأس−مجزا ρjn

′
(P ) مسیرهای باید ب، نوع در •

،ρ(C), ρ٢(C), . . . , ρn
′−١(C) دورهای به آن�گاه باشد، X(n;S) در جانبی دور یک C اگر

بنابراین می�گویند. P ′m−مسیر یا P ′m)−مسیر −١) توسط شده تولید جانبی دور ،C همچون
است. X(n, S) از Cm−تجزیه یک {ρi(C) : i = ٠,١, . . . , n′ − ١}

دارد. وجود حالت دو ،C جانبی دور هر برای باشد، زوج n′ و m ≤ n < ٢m که نوعی در
در که می�شوند استفاده Cm−تجزیه در C, ρ(C), . . . , ρn

′−١(C) دورهای همه�ی �١ حالت
می�گویند. شده همراه را C حالت این

حالی در می�شوند، استفاده Cm−تجزیه در C, ρ٢(C), . . . , ρn−٢(C) دورهای فقط حالت�٢
دورها دیگر در شده�اند ظاهر ρ(C), ρ٣(C) . . . , ρn

′−١(C) در که مولدی مسیرهای نسخه�ی که
می�گویند. منفرد را C حالت این در شده�اند. تلفیق و ترکیب
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دلیل به که می�شود استفاده نیز مرکزی دورهای از جانبی و قطری دورهای جز به توجه.
تشریح خاص به�طور شد لازم که کجا هر در گراف، نوع به توجه با آن تعریف بودن متفاوت

می�شود.

مجموعه�های از یکی D١ و D٠ مجموعه�های از یک هر و [m٢ ] = l کنید فرض .٣.۴.٣ لم
قابل m−دورها به ،Km(٢)⟨D٠, ∅ , Dاین�صورت⟨١ در باشند. A−{l} یا A = {١,٢, . . . , l}

است. تجزیه

به بسته X(m; (A−{l})∪−(A−{l})) و است m−دور یک X(m; {l}) که آن�جا از برهان.
(۴−منتظم) چهار درجه گراف�های و m−دور یک به می�تواند است فرد یا زوج l این�که

X(m; {١}), X(m; {٢,٣}), . . . , X(m; {l − ٢, l − ١})
یا

X(m; {١,٢}), . . . , X(m; {l − ٢, l − ١})

دورهای (به Cm−تجزیه�پذیرند ،٢١.١.٣ لم کمک با گراف�ها این که آن�جا از و شود، تجزیه
می�شود. حاصل مطلوب نتیجه�ی می�شوند)، تجزیه همیلتنی

است. Cm−تجزیه�پذیر ،K٢m − I گراف .۴.۴.٣ لم

که می�نویسیم Km(٢)⟨A,Zm − {٠}, A⟩ به�صورت را K٢m − I گراف برهان.
زیر زیرگراف دو به را آن حال .A = {١,٢, . . . , [m٢ ]}

Km(٢)⟨A− {l}, ∅, A⟩ و Km(٢)⟨{l},Zm − {٠}, ∅⟩

شده بررسی آن�ها Cm−تجزیه�پذیری ،٣.۴.٣ لم در و ۶.٣.٣ لم در ترتیب به که می�کنیم تجزیه
است.

۶.۴.٣ قضیه�ی اثبات در و است [١١] در رادجر و لیندنر و هافمن تحقیقات نتیجه�ی که زیر لم
می�پذیریم. اثبات بدون بودن، طولانی دلیل به را می�شود استفاده

،(K٢m− I)∨Kt آن�گاه ،t ≤
m٢ + ١

٢ اگر بگیرید. درنظر را t مثبت و صحیح عدد .۵.۴.٣ لم
است. Cm−تجزیه�پذیر

ازای به Kn− I اگر بگیرید. درنظر را فرد m و زوج n مثبت و صحیح عددهای .۶.۴.٣ قضیه
به این�صورت در باشد، پذیر Cm−تجزیه ،m ≤ n < ٣m محدوده�ی در قبول قابل nهای همه�ی

است. Cm−تجزیه�پذیر ،٣m ≤ n قبول قابل nهای تمام ازای

و لیندنر و هافمن نتایج مشابه می�باشد، تجزیه بررسی استقرایی مرحله�ی که قضیه این برهان.
کردیم. بیان را آن ١.٣.٣ قضیه�ی در که است رادجر
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چون می�باشد. زوج v و m ≤ v < ٣m که بگیرید درنظر n = ٢mx+ v به�صورت را n عدد
می�شود. تجزیه m−دورها به ،Kv − I فرض به بنا و است قبول قابل نیز v است، قبول قابل n
٧ ≤ m اگر می�شود. افراز m−دورها به ،x ≥ ١ همه�ی برای نیز K٢mx+v − I می�دهیم نشان

زیر شرح به را ۵.۴.٣ لم می�توان بنابراین .v <
m٢ + ١

٢ که می�گیریم نتیجه باشد، n < ٣m و
کرد. استفاده تجزیه برای

Kv−I گراف یک و K٢m,...,٢m کامل بخشی xگراف یک به Kv+٢mx−I آن�گاه ،x ≥ ٣ اگر
و ۵.٢.٢ قضیه به توجه با ترتیب به که می�شود افراز (K٢m − I) ∨Kv گراف از نسخه تا x و

Cm−تجزیه�پذیرند. ،۵.۴.٣ لم کمک با و فرض بنابه
دو هر که می�شود تجزیه Kv − I و (K٢m − I) ∨ Kv به Kv+٢m − I آن�گاه ،x = ١ اگر
تجزیه Kv+٢m− I و (K٢m− I)∨Kv+٢m به Kv+۴m− I آن�گاه ،x = ٢ اگر Cm−تجزیه�پذیرند.

Cm−تجزیه�پذیرند. هم باز که می�شود
ما که آن�جا تا اما می�گیرد. شکل ۵.۴.٣ لم کمک به m−دورها به تجزیه ،x = ٢ نوع در

درست ١١ ≤ m برای که شود؛ انجام v+٢m ≤ m٢ + ١
٢ برای می�تواند فقط روش این می�دانیم

v(v−٢) ≡ ٠ (٢m پیمانه�ی (به بنابراین است. اول عدد یک از توانی m ،m ≤ ٩ برای است.
داریم ،۵ ≤ m برای بنابراین .v = ٢m + ٢ یا v = ٢m که می�دهد نتیجه m ≤ v < ٣m و

است. Cm−تجزیه�پذیر xها، همه�ی برای Kv+٢mx−I که به�طوری ،v ≤
m٢ + ١

٢
K٢m,٢m,٢m بخشی ٣ گراف یک به تجزیه قابل Kv+۴m−I = K۶m−I آن�گاه ،v = ٢m اگر
به تجزیه قابل ۴.۴.٣ لم و ۵.٢.٢ لم به بنا به�ترتیب که است K٢m − I با یکریخت گراف سه و

هستند. m−دورها
با یکریخت گراف سه و K٢m,٢m,٢m گراف به Kv+۴m − I آن�گاه ،v = ٢m + ٢ اگر

Cm−تجزیه�پذیرند. دو هر که می�شود افراز (K٢m − I) ∨K٢

لم به توجه با ،x ̸= ٢ برای .v = ٢m کنید فرض ابتدا می�ماند. باقی m = ٣ نوع حال
m−دورهاست. به تجزیه قابل Kv+٢mx − I فرض به بنا و ٣.٢.٣

می�شود. پیدا زیر به�صورت K۴m − I = K١٢ − I از C٣−تجزیه یک
که ٣−دور تا شش با همراه K١٣ از v رأس یک بگیرید. درنظر K١٣ از C٣−تجزیه یک
نیستند، مجاور v با که ٣−دورها این در یال شش که آن�جا از می�کنیم. حذف را هستند v شامل

می�دهد. ارائه K١٢ − I از C٣−تجزیه یک ٣−دورها باقیمانده�ی مستقلند،
گراف ،٢ ≤ x برای .v = ٢m + ٢ که کنید فرض m = ٣ برای نهایت در
K٢m,٢m,...,٢m بخشی x+١ کامل گراف به تجزیه قابل Kv+٢mx− I = (K٢m(x+١)− I)∨K٢

Cm−تجزیه�پذیرند. همه که است (K٢m − I) ∨K٢ با یکریخت گراف تا x+ ١ و
می�کنیم. افراز (K٨ − I) ∨ K۶ و K۶ − I به را آن می�ماند، باقی K١۴ − I نوع اکنون
١−عامل�های ،(K٨−I)∨K۶ تجزیه�ی برای است. Cm−تجزیه�پذیر ،۴.۴.٣ لم کمک با K۶−I

بنامید ∞٢∞,١, . . . ,∞۶ را اضافی رأس ۶ اگر می�کنیم. انتخاب را Kn − I از {F١, . . . , F۶}
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این�صورت در بگیرید، درنظر را Fi = {x(i)
j y

(i)
j : j = ١, . . . ,۴} و

{∞i x
(i)
j y

(i)
j ∞i : i = ١, . . . ,۶, j = ١, . . . ,۴}

می�شود. کامل اثبات و است (K٨ − I) ∨K۶ از C٣−تجزیه یک

که باشد فرد صحیح عدد یک m و زوج صحیح عدد یک n کنید فرض .٧.۴.٣ قضیه
است. Cm−تجزیه�پذیر ،Kn − I این�صورت در است. قبول قابل n و ٣ ≤ m < n < ٣m

به اثبات بقیه�ی شد. بررسی قبل قضیه�ی در قضیه این استقرایی مرحله�ی برهان. خلاصه�ی
.٢m ≤ n < ٣m و m ≤ n < ٢m می�شود: تفکیک نوع دو

را Kn
٢
ابتدا است. Kn

٢
(٢) با معادل Kn − I ،٢m ≤ n < ٣m محدوده�ی در n برای •

با آن�ها از یک هر سپس و کرده تجزیه m−مسیرها و m−دورها به [٢١] ترزی روش اساس بر
شود. تبدیل Kn

٢
(٢) در m−دور چهار به می�تواند [٩] هگ�ویست نتایج به توجه

این است. (Kn−٢ − I) ∨K٢ با معادل Kn − I ،m ≤ n < ٢m محدوده�ی در n برای •
است: دور نوع دو شامل ساختار

مرکزی. دور و Kn−٢ − I در منفرد) یا شده (همراه جانبی دور
می�باشد، C که شروع�کننده مرکزی دور اما �شده�اند؛ داده شرح تعریف٣.۴.٢ در جانبی دورهای
وصل (K٢ رئوس (یعنی مرکزی رأس دو به آن�ها یال�های انتهایی نقاط که P٢ و P١ مسیر دو از
زیگزاگ مسیر دو یا یک از نسخه دو شامل P٢ و P١ مسیرهای می�شود. ساخته است، شده
مولد زیگزاگ مسیر از نسخه یک شامل و می�باشند ⟨ρ٢⟩ متمایز قلمروهای به متعلق دو هر که

هستند. منفرد جانبی دورهای
□ می�آیند. به�دست C روی بر ρ٢, ρ۴, ..., ρn−۴ جایگشت�های اعمال با دیگر مرکزی دورهای

در Kn اگر بگیرید. نظر در را زوج m و فرد n مثبت و صحیح عددهای .٨.۴.٣ قضیه
قابل ٣m ≤ n هر ازای به این�صورت در باشد، Cm−تجزیه�پذیر ،m ≤ n < ٣m محدوده�ی

است. Cm−تجزیه�پذیر قبول،

برای می�توانید که است �آمده به�دست رادجر روش با نوع این در استقرایی مرحله�ی اثبات برهان.
کنید. مطالعه را [١٧] بیشتر اطلاعات

قابل n چون است. فرد v و n ≤ v < ٣m که بگیرید نظر در n = ٢mx+ v به�صورت را n عدد
نشان می�شود. تجزیه m−دورها به Kv فرض به بنا پس است، قبول قابل نیز v است، قبول

می�شود. افراز m−دورها به ،١ ≤ x برای K٢mx + v می�دهیم
یک نیز و هستند مشترک رأس یک دارای که Kv یک و K٢mx+١ یک به را K٢mx+v

،(٣.٣.٣) رزا لم و کتزیگ(٢.٣.٣) لم به ١+K٢mxبنا فرضو Kvطبق می�کنیم. ١,٢mx−Kvافراز

می�شود. تجزیه m−دورها به (٢.١.٢) سوتیو قضیه�ی به توجه با ١,٢mx−Kvنیز Cm−تجزیه�پذیرند.

است. Cm−تجزیه�پذیر ،K٢mx+v بنابراین
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قابل n و ٣ ≤ m < n < ٣m که باشد زوج عددی m و فرد عددی n کنید فرض .٩.۴.٣ قضیه
است. Cm−تجزیه�پذیر ،Kn این�صورت در است. قبول

دو به [١٩] ساجنا مقاله�ی اساس بر قبل مانند نیز اثبات این ساختار برهان. خلاصه�ی
.m ≤ n < ٢m و ٢m ≤ n < ٣m نوع می�شود: تفکیک نوع

نوع دو شامل تجزیه ساختار و نمی�شوند استفاده مرکزی رئوس ٢m ≤ n < ٣m نوع در •
جانبی. دورهای و مرکزی دورهای است: دور

ابتدا رئوس که است زیگزاگ m−مسیر یک سادگی به ،C یعنی کننده شروع مرکزی دور
جایگشت�های اعمال با دیگر، مرکزی دورهای همه�ی هستند. منطبق هم بر آن انتهایی و
می�دهند انجام جانبی دورهای نوع، این ساختار در را کار بیشتر می�آیند. به�دست ρ, ρ٢, ..., ρn−١

می�سازند. مناسب مرکزی دورهای وجود برای را شرایط که
برای نوع این در می�دهند. قرار Kn−١ ∨K١ با معادل را Kn ،m ≤ n < ٢m که نوعی در •

می�شود. مشاهده حالت دو c = (n−m)d

m
و ١٢gcd(m,n− ١) = d

٢
است)، بزرگ نسبتاً m−دورها تعداد وقتی جزئیات از (صرف�نظر . d٢ ≤ c �١ حالت

است: دور نوع سه شامل حالت این در تجزیه ساختار
دورهای و Kn−١ در قطری دورهای و شده) همراه فقط یا شده همراه و (منفرد جانبی دورهای

می�گیرند. را (K١ رأس (یعنی مرکزی رأس که مرکزی
طول به یال دو و ρn−١

٢ (P ) و P زیگزاگ مسیر −(m٢ −١) دو از می�باشد CD که قطری دور
دورهای همه�ی هستند. ⟨ρ٢⟩ متمایز قلمروهای به متعلق یال دو این که است شده ساخته قطر

می�آیند. به�دست CD روی بر ρ٢, ρ۴, ..., ρn−١
٢ −٢ جایگشت�های اعمال با دیگر قطری

است: زیر مسیرهای شامل C یعنی کننده شروع مرکزی دور
وجود). صورت (در می�باشد منفرد جانبی دورهای مولد که زیگزاگی مسیر از نسخه یک -

است. قطری دورهای مولد که زیگزاگی مسیر از نسخه یک -
به متعلق و می�کند استفاده را باقیمانده یال�های طول که زیگزاگی مسیر از نسخه دو -

هستند. ⟨ρ٢⟩ متمایز قلمروهای
مرکزی. رئوس بر واقع یال دو -

می�آیند. به�دست C روی بر ρ٢, ρ۴, ..., ρn−٣ جایگشت�های اعمال با مرکزی دورهای دیگر
این در تجزیه ساختار است)، کوچک حدوداً m−دورها تعداد (وقتی . d٢ > c حالت�٢

است: دور نوع دو شامل حالت
استفاده را مرکزی رأس که مرکزی دورهای و Kn−١ در شده) همراه و (منفرد جانبی دورهای

می�کنند.
P مسیر یک شامل C١ می�رود. کار به C٢ و C١ یعنی کننده شروع مرکزی دور دو این�جا در
شده�اند) متصل قطر طول به یال یک با که است قطری متقابل زیگزاگ مسیر دو خود P (که
۵ یا ٣ و ρ(P ) مسیر شامل C٢ می�باشد. مرکزی رأس از یال دو و اتصال یال ۵ یا ٣ و
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جایگشت�های اعمال با مرکزی دورهای دیگر می�باشد. مرکزی رأس از یال دو و اتصال یال
خاص ساختار یک منفرد جانبی دورهای می�آیند. به�دست C٢ و C١ روی بر ρ٢, ρ۴, ..., ρ

n−١
٢ −٢

[١٩] در را آن شرح می�توانید که دارند نیاز مرکزی دورهای در اتصال یال ۵ یا ٣ تطبیق برای
□ کنید. مطالعه

اتصال برای معین چرخشی گراف یک از استفاده ١.۴.٣
جانبی دور یک ایجاد ′m)−مسیرهادر − ١)

مجموعه و {u٠, . . . , un−١} رئوس مجموعه با چرخشی گراف یک G = X(n;S) کنید فرض
و m

′
=

m

d
و n

′
=

n

d
و gcd(n,m) = d دهید قرار باشد. A یال طول مجموعه و S اتصال

(١−′m)−مسیرها اتصال برای شده استفاده روش�های بخش این در .٣ ≤ d که c = (n−m)d

m
شده استفاده تکنیک این می�دهیم. شرح را جانبی m−دور یک ایجاد برای G = X(n;S) در

است. گاولاس و آلسپچ روش جهت در ساجنا، توسط
یکسان آغازین رأس با ،i = ١,٢, · · · c ،Pi,٠ زیگزاگ ′m)−مسیرهای − ١) که کنید فرض
شده�اند. داده (t ∈ {−١, n′ − ١, n′ + ١} ساختار این (در ut یکسان انتهایی رأس و u٠

هریک درون مسیرهای −(m′−١) همچنین و هستند مجزا دوبه�دو که Ai �یال طول مجموعه�های
در را هستند مجزا رأس دوبه�دو که Fi = {ρjn

′
(Pi,٠) : j = ٠,١, · · · , d − ١} خانواده�های از

X
′ معین چرخشی گراف یک در همیلتنی دورهای اتصال، یال�های انتخاب برای بگیرید. نظر

می�شوند. استفاده u٠, u١, · · · , ud−١ رئوس مجموعه با
تا کرده جهت�دهی را C دور �دلخواه به �است. شده داده X

′ در C همیلتنی دور کنید فرض
باشد؛ j٢ − j١ طول به C در یال یک vj١vj٢ کنید فرض �آید. به�دست −→C جهت�دار همیلتنی دور
رأس به را می�باشد) uj١n′+t (که Pi,j١ انتهایی رأس کند استفاده را vj٢ به vj١ از کمانی

−→
C اگر

(j٢ − j١)n
′ − t طول به یال یک G از همچنین می�کنیم، وصل است) uj٢n′ (که Pi,j٢ ابتدایی

uj١n′ (که Pi,j١ ابتدایی رأس باشد، vj١ به vj٢ از کمانی شامل
−→
C اگر به�عکس، می�شود. استفاده

به یال یک G از همچنین می�کنیم، وصل است) uj٢n′+t (که Pi,j٢ انتهایی رأس به را است)
یعنی ′m)−مسیرها − ١) از خانواده�ای دیگر، نوع در می�شود. استفاده (j٢ − j١)n

′ + t طول
شکل m−دور یک به�صورت ،X در −→C جهت�دار دور از حاصل اتصال یال�های با همراه ،Fi

یال دو ، X ′ معین چرخشی گراف در ثابت یال یک به مربوط کمان دو که آن�جا از می�گیرند.
متصل برای می�تواند X

′ در همیلتنی دور هر می�دهد، نتیجه را G در متمایز طول�های با اتصال
شود. استفاده ′m)−مسیرها − ١) از خانواده دو کردن

می�شود. تجزیه همیلتنی دور دو به X ′ معین چرخشی گراف چگونه که می�دهیم توضیح حال
به را X

′ ابتدا باشد. {l١, l٢, · · · , lb} ،X ′ چرخشی گراف یال طول مجموعه کنید فرض
X(d; {li}) شکل به چرخشی گراف�های یعنی می�کنیم. تجزیه ۴ و ٢ درجه چرخشی گراف�های
که شده�اند انتخاب گونه�ای به lj و li طول�های که X(d; {li, lj}) شکل به و gcd(d, li) = ١ که
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یک و است d−دور یک به�وضوح اولی مانند چرخشی گراف یک باشد. همبند چرخشی گراف
شود. تجزیه همیلتنی دور دو به ،٢١.١.٣ قضیه�ی کمک با می�تواند دومی مانند چرشی گراف

است: زیر به�صورت فرد d برای همبند ۴ درجه چرخشی گراف�های از مثال�هایی

X(d; {l, l + ١}) , X(d; {٢l − ١,٢l + ١}) , X(d; {٢l,٢l + ٢}).

یا تجزیه این در C دور یک داریم. X ′ معین چرخشی گراف از همیلتنی تجزیه�ی یک بنابراین
li طول به یال یک اگر می�کند. استفاده را lj و li متمایز یال طول دو یا و li طول به یال یک
را هم�طول یال�های همه�ی باید ،C جهت�دار دور یک از ناشی اتصال یال�های باشد، شده استفاده
روی بر ،ρ, ρ٢, · · · , ρn′−١ جایگشتهای اعمال از سپس .lin′ − t یا lin′ + t یعنی باشد؛ داشته
از استفاده یا داریم؛ انتخاب یک ما بنابراین می�شود. حاصل مطلوب تجزیه�ی ،G در C m−دور
به (١−′m)−مسیرها از خانواده دو یا یک این�رو از .C جهت دو از یکی فقط یا و جهت دو هر
از جهت�دهی یک کند، استفاده را lj و li طول�های به متمایز یال دو C وقتی می�شوند. متصل هم
lin

′ + t و lin
′ − t یالهای طول یعنی کند تولید را متفاوت اتصال یال طول تا چهار می�تواند C

از باید ما ،G در طول�ها آن با یال�های همه�ی بردن به�کار به�منظور . ljn′ + t و ljn
′ − t و

از خانواده چهار اتصال برای X(d; {li, lj}) چرخشی گراف یک کنیم. استفاده C جهت دو هر
می�شود. استفاده ′m)−مسیرها − ١)

یافت {l١, l٢, · · · , lb} مناسب یال�های طول کافی، تعداد به که گرفت نتیجه می�توان اکنون
تبدیل m−دورها به اتصال، با می�توانند ′m)−مسیرها − ١) خانواده�های از تعداد هر می�شوند.
گراف�های به X ′ تجزیه�ی چگونگی و X

′ در یال�ها طول این انتخاب نحوه�ی جزئیات شوند.
می�توانید بیشتر اطلاعات برای است؛ شده داده شرح کامل به�طور [١٩] در ۴ و ٢ درجه چرخشی

کنید. رجوع آن به





۴ فصل

گراف�های از ۶−دوری سیستم�های وجود
Kn − E(F )

جای به را m−دوری سیستم اصطلاح فصل این در شد، ذکر مقدمه در که همان�طور
تجزیه�ی برای تعمیم یک شد، گفته چنان�چه و می�کنیم استفاده کامل گراف�های Cm−تجزیه�پذیری

(تطابق ١−عامل جای به شده حذف یال�های زوج، n برای که است این m−دورها به Kn − I

را شده گفته تعمیم مقاله�شان در [٢] لیندنر و اَش و رادجر باشد. فراگیری جنگل هر کامل)،
لازم شرایط یعنی ریاضی�دانان این تحقیقات نتیجه�ی فصل این در دادند. انجام m = ۶ برای
یک حذف با زوج، n ازای به Kn کامل گراف�های از ۶−دوری سیستم�های وجود برای کافی و
نشان Kn − F با را حاصل گراف این�صورت در که می�گیرد قرار بحث مورد ،F فراگیر جنگل

می�دهیم.

۶−دوری سیستم�های کوچک انواع ١.۴

می�باشد (V,B) مرتب زوج به�صورت G کامل گراف از m−دوری یکسیستم .١.١.۴ تعریف
افراز را G یال�های که به�طوری m−دورهاست، از مجموعه یک B و G رئوس مجموعه V که

می�کند.

دیگر عبارت وبه نمی�شود واقع m−دوری هیچ در که کامل گراف از یال�هایی به .٢.١.۴ تعریف
می�شود گفته برگ جنگل می�شود، حاصل m−دور تعداد بیشترین گراف، از یال�ها آن حذف با

می�شود. داده نشان F با این�جا در که

در موضوع این دارد. نیاز F مؤلفه�های تعداد به تجزیه، ساختار در �شده گرفته نظر در روش
شده�اند. خلاصه ١ · ۴ جدول در آن نتایج و می�شود دیده بعد لم



۶٢ Kn − E(F ) گراف�های از ۶−دوری سیستم�های وجود .۴

مؤلفه C(F ) با Kn کامل گراف یک از فراگیر جنگل یک F و زوج n کنید فرض .٣.١.۴ لم
طبق بر C(F ) و n اگر فقط و اگر است بخش�پذیر ۶ بر Kn − E(F ) یال�های تعداد باشد.

باشند. ١ · ۴ جدول

n ١٢k ١٢k + ٢ ١٢k + ۴ ١٢k + ۶ ١٢k + ٨ ١٢k + ١٠
C(F ) (۶ (پیمانه ٠ ١ ۴ ٣ ۴ ١

باشد. بخش�پذیر ۶ بر E(Kn − E(F )) این�که برای F نیاز مورد مؤلفه�های تعداد :١ · ۴ جدول

این�صورت: در باشند. F مؤلفه�های ،C١, C٢, . . . , CC(F ) کنید فرض برهان.

| E(F ) |=
C(F )∑
i=١
| E(Ci) |=

C(F )∑
i=١

(V (Ci)− ١) =
C(F )∑
i=١

V (Ci)−
C(F )∑
i=١

١ = n− C(F ).

داریم: بنابراین

C(F ) = n− | E(F ) |.

داریم: باشد، بخش�پذیر ۶ بر | E(Kn − E(F )) | اگر پس

C(F ) ≡ (n− | E(F ) |) ≡ (n− (n٢ − n)

٢ ) (۶ پیمانه�ی .(به

می�آیند. به�دست ١ · ۴ جدول مقادیر ،١٢ پیمانه�ی به n مقدار اساس بر و فوق رابطه�ی روی از
پیمانه�ی۶) (به داریم: این�صورت در باشند، ١ · ۴ جدول طبق بر n و C(F ) اگر همچنین

حاصل بعد نتایج این�رو از و E(F ) ≡ E(Kn) پیمانه�ی۶) (به بنابراین .C(F ) ≡ n− (n٢ − n)

٢
می�شوند.

ثابت را زیر لم تعمیم سوتیو می�باشد. [٢٠] سوتیو از قضیه یک داریم نیاز که دیگری ابزار
۶−دوری سیستم�های برای فقط این�جا در �شده گفته شرایط و آورده�ایم ٢ فصل در را آن که کرد

است.

اگر فقط و اگر دارد وجود Ka,b از ۶−دوری سیستم یک .۴.١.۴ لم
باشند، زوج b و a (١

و باشد بخش�پذیر ۶ بر b یا a (٢
.۴ ≤ a, b (٣

می�شود. اثبات �راحتی به اما می�باشد گاولاس و آلسپچ نتایج از خاص نوع یک بعد لم



۶٣ ۶−دوری سیستم�های کوچک انواع .١.۴

یک این�صورت در باشد. Kn در ١−عامل یک F و n ∈ {٢,۶,٨} کنید فرض .۵.١.۴ لم
دارد. وجود Kn − E (F ) در ۶−دوری سیستم

می�کنیم. تعریف Zn رئوس روی را ۶−دوری سیستم مورد هر در برهان.
به�دست B = ∅ ۶−دوری سیستم F = برگ{{٠,١}} جنگل دادن قرار با ،n = ٢ اگر الف)

می�آید.
۶−دوری سیستم F = {{٠,١}, {٢,٣}, {۴,۵}} برگ جنگل دادن قرار با ،n = ۶ اگر ب)

است: زیر به�صورت

B = {(٠,٢,١,۴,٣,۵), (٠,۴,٢,۵,١,٣)}.

سیستم F = {{٠,۵}, {٧,٣}, {۶,٢}, {١,۴}} برگ جنگل دادن قرار با ،n = ٨ اگر ج)
است: زیر صورت به ۶−دوری

B = {(٠,١,٢,۴,۵,٧), (٠,٢,۵,۶,٣,۴), (٠,٣,١,٧,۴,۶), (١,۵,۴,٢,٧,۶)}.

و دارد فرد درجه�ی آن رأس هر که باشد K١٠ در فراگیر جنگل یک F اگر .۶.١.۴ لم
K١٠−E(F ) از ۶−دوری سیستم یک این�صورت در باشد، بخش�پذیر ۶ بر | E(K١٠−E(F )) |

دارد. وجود

باشد فرد درجه�ی رأسش هر که K١٠ زیرگراف یک در ممکن مؤلفه�های تعداد بیشترین برهان.
٣.١.۴ لم کمک به بنابراین دارد.) مؤلفه ۵ ،K١٠ از ١−عامل یک مثال، عنوان (به است. ۵
پس است، بخش�پذیر ۶ بر | E(K١٠ − E(F )) | که شده فرض که آن�جا از و ١ · ۴ جدول و
دارد. وجود F برگ جنگل انتخاب برای حالت ٧ است. درخت یک F بنابراین .C(F ) = ١
درنظر زیر به�صورت E(K١٠ − E(Fi)) از (Z١٠, Bi) ۶−دوری سیستم یک ١ ⩽ i ⩽ ٧ برای
Bi تایی ۶ دور هیچ در یال�هایش که است فراگیر جنگل یک Fi این�جا در که است، �شده گرفته

�است. نشده واقع

B١ = {(١,۴,۵,٨,٢,٩), (٢,۵,۶,٩,٣,٧), (٣,۶,۴,٧,١,٨), (١,٢,۴,٨,٧,۵),
(٢,٣,۵,٩,٨,۶), (٣,١,۶,٧,٩,۴)},

E(F١) = {{٠,١}, {٠,٢}, {٠,٣}, {٠,۴}, {٠,۵}, {٠,۶}, {٠,٧}, {٠,٨}, {٠,٩}}.

B٢ = {(١,۴,۵,٨,٢,٩), (٢,۵,۶,٩,٣,٧), (٣,۶,۴,٠,١,٨), (١,٢,۴,٨,٧,۵),
(٢,٣,۵,٩,٨,۶), (٣,١,۶,٧,٩,۴)},

E(F٢) = {{٠,٢}, {٠,٣}, {٠,۵}, {٠,۶}, {٠,٧}, {٠,٨}, {٠,٩}, {٧,۴}, {٧,١}}.



۶۴ Kn − E(F ) گراف�های از ۶−دوری سیستم�های وجود .۴

B٣ = {(١,۴,۵,٨,٢,٩), (٢,۵,۶,٩,٣,٧), (٣,۶,۴,٠,١,٨), (١,٢,۴,٨,٧,۵),
(٢,٣,۵,٩,٨,۶), (٣,٠,۶,٧,٩,۴)},

E(F٣) = {{٠,٢}, {٠,۵}, {٠,٧}, {٠,٨}, {٠,٩}, {٧,۴}, {٧,١}, {١,٣}, {١,۶}}.

B۴ = {(١,۴,۵,٨,٢,٩), (٢,۵,٠,٩,٣,٧), (٣,۶,۴,٠,١,٨), (١,٢,۴,٨,٧,۵),
(٢,٣,۵,٩,٨,۶), (٣,٠,۶,٧,٩,۴)},

E(F۴) = {{٠,٢}, {٠,٧}, {٠,٨}, {٧,۴}, {٧,١}, {١,٣}, {١,۶}, {۶,۵}, {۶,٩}}.

B۵ = {(١,۴,۵,٨,٢,٩), (٢,۵,٠,٩,٣,٧), (٣,۶,۴,٠,١,٨), (١,٢,۴,٨,٧,۵),
(٢,٣,۵,٩,٨,۶), (٣,١,۶,٧,٩,۴)},

E(F۵) = {{٠,٢}, {٠,٣}, {٠,۶}, {٠,٧}, {٠,٨}, {٧,۴}, {٧,١}, {۶,۵}, {۶,٩}}.

B۶ = {(١,۴,۵,٨,٢,٩), (٢,۵,۶,٩,٣,٧), (٣,۶,۴,٠,١,٨), (١,٢,۴,٨,٠,۵),
(٢,٣,۵,٩,٨,۶), (٣,١,۶,٧,٩,۴)},

E(F۶) = {{٠,٢}, {٠,٣}, {٠,۶}, {٠,٧}, {٠,٩}, {٧,۴}, {٧,١}, {٧,۵}, {٧,٨}}.

B٧ = {(١,۴,۵,٨,٢,٩), (٢,۵,۶,٩,٣,٧), (٣,۶,۴,٠,١,٨), (١,٢,٠,٨,٧,۵),
(٢,٣,۵,٩,٨,۶), (٣,٠,۶,٧,٩,۴)},

E(F٧) = {{٠,۵}, {٠,٧}, {٠,٩}, {٧,۴}, {٧,١}, {١,٣}, {١,۶}, {۴,٢}, {۴,٨}}.

بلوک�ها بعضی ساختار ٢.۴

۶−دوری سیستم�های ساختن برای که کوچک ۶−دوری سیستم�های از بعضی بخش این در ما
می�دهیم. ارائه را می�شوند استفاده ٣ · ۴ بخش در Kn − E(F ) از

(ترتیب باشد V دنباله�ی در رئوسی با برچسب�دار گراف یک Gγ,β کنید فرض بعد لم ۶ برای
باشد. Gγ,β(V ) از ۶−دوری سیستم یک B کنید فرض هستند). مهم شده ذکر رئوس گرفتن قرار
می�دهد. نشان را بخش این از لم γامین در شده تعریف گراف βامین که هستند اندیس�هایی γ و β
شده تعریف گراف تنها G۶ و ۴ فصل ،٢ بخش از ۴ لم در شده تعریف گراف اولین G۴,١ مثلا)

می�کند.) معرفی را بخش این ۶ لم در
است. H و G گراف دو اتصال نماد H ∨G و G گراف مکمل نماد Gc که می�کنیم یادآوری



۶۵ بلوک�ها بعضی ساختار .٢.۴

�که به�طوری شود، تعریف زیر به�صورت G٠,١)١,١, . . . ,١١) کنید فرض .١.٢.۴ لم
و V (K۴) = Z١٢ \ Z٨ و V (Kc

٨) = Z٨

G١,١ = Kc
٨ ∨K۴ + {{٠,٢}{١,٢}} − {{٠,١١}, {١,١٠}{٢,٩}, {٢,٨}}.

دارد. وجود G١,١ از ۶−دوری سیستم یک این�صورت در

می�شود. تعریف زیر به�صورت و است G١,١ برای ۶−دوری سیستم یک (Z١٢, B) برهان.

B = {(٠,٢,١,٨,٩,١٠), (٢,١٠,۵,٨,۴,١١), (٠,٨,۶,١٠,١١,٩), (١,٩,۴,١٠,٨,١١),
(٣,١٠,٧,٩,۶,١١), (٣,٨,٧,١١,۵,٩)}.

Kc
۴ ∨K۴ − {{٠, i} | ۴ ≤ i ≤ ٧} به�صورت گرافی G٠,١)٢,١, . . . ,٧) کنید فرض .٢.٢.۴ لم

Kc
۴ ∨ K۴ − {{i,٧ − ٢i}, {i − ۶ − ٢i} | i ∈ Z٢} به�صورت گرافی G٠,١)٢,٢, . . . ,٧) و

هستند. V (K۴) = Z٨ \ Z۴ و V (Kc
۴) = Z۴ رئوس، مجموعه گراف، نوع دو هر در که باشد.

دارد. وجود ١ ≤ β ≤ ٢ برای G٢,β از B ۶−دوری سیستم یک این�صورت در

وجود زیر به�صورت G٢,β گراف از (Z٨, Bβ) ۶−دوری سیستم یک ١ ≤ β ≤ ٢ برای برهان.
دارد.

B١ = {(١,٧,٢,۴,۶,۵), (١,۶,٣,٧,۵,۴), (٢,۶,٧,۴,٣,۵)},
B٢ = {(٠,۴,۶,٧,٣,۵), (١,٧,۴,۵,٢,۶), (٢,۴,٣,۶,۵,٧)}.

ترتیب به G٠,١)٣,٢, . . . ,١۵) گراف و G٠,١)٣,١, . . . ,١۵) گراف کنید فرض .٣.٢.۴ لم
باشند. زیر به�صورت

G٣,١ = Kc
١٠ ∨K۶ + {{٠,٣}, {١,۴}, {٢,۴} − {{i,١۵− i}, {۴,١٠} | i ∈ Z۵},

G٣,٢ = Kc
١٠ ∨K۶+ {{٠,٣}, {١,٣}, {٢,٣}−{{i,١۵− i}, {٣,١١}, {٣,١٠} | i ∈ Z۴}.

در هستند. V (K۶) = Z١۶ \ Z١٠ و V (Kc
١٠) = Z١٠ رئوس، مجموعه�ی گراف نوع دو هر در که

دارد. وجود ١ ≤ β ≤ ٢ برای G٣,β از B ۶−دوری سیستم یک این�صورت

دارد. وجود زیر به�صورت G٣,β از (Z١۶, Bβ) ۶−دوری سیستم ١ ≤ β ≤ ٢ برای برهان.

B١ = {(٢,۴,١,١٢,١١,١٠), (١٠,٣,١١,١۵,١۴,٠), (٣,٠,١١,٧,١٢,١٣),
(۴,١٣,١,١۵,١٠,١٢), (۵,١٠,٩,١۴,٢,١١), (۵,١۵,۶,١١,١٣,١۴),
(۶,١٣,٧,١۵,٨,١٢), (٣,١۵,١٣,١٠,٧,١۴), (۴,١۵,١٢,٩,١١,١۴),
(۵,١٣,٩,١۵,٢,١٢), (۶,١۴,٨,١١,١,١٠), (٠,١٣,٨,١٠,١۴,١٢)}



۶۶ Kn − E(F ) گراف�های از ۶−دوری سیستم�های وجود .۴

و

B٢ = {(٢,٣,١,١٢,١١,١٠), (١٠,۴,١١,١۵,١۴,٠), (٣,٠,١١,٧,١٢,١٣),
(۴,١٣,١,١۵,١٠,١٢), (۵,١٠,٩,١۴,٢,١١), (۵,١۵,۶,١١,١٣,١۴),
(۶,١٣,٧,١۵,٨,١٢), (٣,١۵,١٣,١٠,٧,١۴), (۴,١۵,١٢,٩,١١,١۴),
(۵,١٣,٩,١۵,٢,١٢), (۶,١۴,٨,١١,١,١٠), (٠,١٣,٨,١٠,١۴,١٢)}.

شوند. تعریف زیر به�صورت G۴,١, ..., G۴,۵ گراف�های کنید فرض .۴.٢.۴ لم

G۴,٠,١)١, . . . ,١۵) = Kc
٨ ∨K٨ − {{٠, i} | ٨ ≤ i ≤ ١۵},

G۴,٠,١)٢, . . . ,١۵) = Kc
٨ ∨K٨ − {{١,٨}, {١,٩}, {٠, i} | ١٠ ≤ i ≤ ١۵},

G۴,٠,١)٣, . . . ,١۵) = Kc
٨ ∨K٨ − {{i,١۵− ۴i}, {i,١۴− ۴i}, {i,١٣− ۴i},

{i,١٢− ۴i} | i ∈ Z٢},

G۴,۴(٠,١, . . . ,١۵) = Kc
٨ ∨K٨ − {{٠, i}, {١, j}, {٢, k} | ١٢ ≤ i ≤ ١۵,

١٠ ≤ j ≤ ١١,٨ ≤ k ≤ ٩},

G۴,۵(٠,١, . . . ,١۵) = Kc
٨ ∨K٨ − {{i,١۵− ٢i}, {i,١۴− ٢i} | i ∈ Z۴}.

سیستم یک این�صورت در .V (K٨) = Z١۶ \Z٨ و V (Kc
٨) = Z٨ بالا موارد همه�ی در �که به�طوری

دارد. وجود ١ ≤ β ≤ ۵ برای G۴,β از (Z١۶, B) ۶−دوری

،١ ≤ β ≤ ۵ برای باشد، K٩ از ۶−دوری سیستم یک (Z١۶ \ Z٧, B) کنید فرض برهان.
می�شود. یافت زیر به�صورت G۴,β از (Z١۶, Bβ) ۶−دوری سیستم

B١ = B ∪ {(٩,١,٨,۶,١۵,۴), (١١,١,١٠,۵,١۴,۴), (٩,٢,٨,۵,١١,۶),
(١٣,٣,١٢,۶,١٠,۴), (١٣,۶,١۴,٣,١٠,٢), (١٣,۵,١۵,٢,١٢,١),

(١١,٣,١۵,١,١۴,٢), (٨,۴,١٢,۵,٩,٣)}

و

B٢ = B ∪ {(٩,٠,٨,۶,١۵,۴), (١١,١,١٠,۵,١۴,۴), (٩,٢,٨,۵,١١,۶),
(١٣,٣,١٢,۶,١٠,۴), (١٣,۶,١۴,٣,١٠,٢), (١٣,۵,١۵,٢,١٢,١),

(١١,٣,١۵,١,١۴,٢), (٨,۴,١٢,۵,٩,٣)}

و



۶٧ بلوک�ها بعضی ساختار .٢.۴

B٣ = B ∪ {(٩,٠,٨,۶,١۵,۴), (١١,٠,١٠,۵,١۴,۴), (٩,٢,٨,۵,١١,۶),
(١٣,٣,١٢,۶,١٠,۴), (١٣,۶,١۴,٣,١٠,٢), (١٣,۵,١۵,٢,١٢,١),

(١١,٣,١۵,١,١۴,٢), (٨,۴,١٢,۵,٩,٣)}

و

B۴ = B ∪ {(٩,٠,٨,۶,١۵,۴), (١١,٠,١٠,۵,١۴,۴), (٩,١,٨,۵,١١,۶),
(١٣,٣,١٢,۶,١٠,۴), (١٣,۶,١۴,٣,١٠,٢), (١٣,۵,١۵,٢,١٢,١),

(١١,٣,١۵,١,١۴,٢), (٨,۴,١٢,۵,٩,٣)}

و

B۵ = B ∪ {(٩,٠,٨,۶,١۵,۴), (١٣,٠,١٠,۵,١۴,۴), (٩,١,٨,۵,١٣,۶),
(١١,٠,١٢,۶,١٠,۴), (١١,۶,١۴,٣,١٠,١), (١١,۵,١۵,٢,١٢,٣),

(١٣,٣,١۵,١,١۴,٢), (٨,۴,١٢,۵,٩,٣)}.

و V (K٨) = Z١۶ \ Z٨ رئوس مجموعه با G۵,٢ و G۵,١ گراف�های کنید فرض .۵.٢.۴ لم
شوند. تعریف زیر به�صورت V (Kc

٨) = Z٨

G۵,٠,١)١, . . . ,١۵) = Kc
٨ ∨K٨ − {{٠,١۵}, {٠,١۴}, {١٢,١۴}, {١٣,١۴}{١,١١},

{١,١٠}, {٢,٩}, {٢,٨}},

G۵,٠,١)٢, . . . ,١۵) = Kc
٨ ∨K٨ − {{٠,١۵}, {٠,١۴}, {١٢,١۴}, {١٣,١۴},

{١,١١− i | i ∈ Z۴}}.

دارد. وجود ١ ≤ β ≤ ٢ برای G۵,β از Bβ ۶−دوری سیستم یک این�صورت در

می�کنیم. تعریف زیر به�صورت را B٢ و B١ m−دوری سیستم برهان.

B١ = {(٨,١,٩,٠,١١,۵), (١,١٣,۶,١۴,۵,١۵), (٣,١٠,٢,١۵,۶,١١),
(٣,١۴,٧,١٣,٨,٩), (۴,٨,٠,١٢,٧,١١), (۴,٩,۵,١٢,١۵,١٠), (۴,١۵,١٣,١١,٨,١٢),
(۴,١۴,٩,١١,١٠,١٣), (١٣,١٢,١١,١۴,١۵,٩), (١,١٢,١٠,۶,٨,١۴), (٣,١٢,۶,٩,٧,٨),
(٣,١٣,۵,١٠,٧,١۵), (٢,١۴,١٠,٨,١۵,١١), (٢,١٢,٩,١٠,٠,١٣)}

و



۶٨ Kn − E(F ) گراف�های از ۶−دوری سیستم�های وجود .۴

B٢ = {(٨,٢,٩,٠,١١,۵), (١,١٣,۶,١۴,۵,١۵), (٣,١٠,٢,١۵,۶,١١),
(٣,١۴,٧,١٣,٨,٩), (۴,٨,٠,١٢,٧,١١), (۴,٩,۵,١٢,١۵,١٠), (۴,١۵,١٣,١١,٨,١٢),
(۴,١۴,٩,١١,١٠,١٣), (١٣,١٢,١١,١۴,١۵,٩), (١,١٢,١٠,۶,٨,١۴), (٣,١٢,۶,٩,٧,٨),
(٣,١٣,۵,١٠,٧,١۵), (٢,١۴,١٠,٨,١۵,١١), (٢,١٢,٩,١٠,٠,١٣)}.

به�صورت V (K٨) = Z١۶ \ Z٨ و V (Kc
٨) = Z٨ رئوس مجموعه با G۶ کنید فرض .۶.٢.۴ لم

دارد. وجود G۶ از B ۶−دوری سیستم یک این�صورت در باشد، زیر

G۶(٠,١, . . . ,١۵) = Kc
٨ ∨K٨ − {{٠,١۵}, {٠,١۴}, {١٢,١۴}, {١٣,١۴}, {١,١١},

{١,١٠}, {٨,١٠}, {٩,١٠}}.

دارد. وجود زیر به�صورت G۶ از (Z١۶, B) ۶−دوری سیستم برهان.

B = {(٢,١۴,١١,١٠,۶,١٢), (٢,١۵,۴,١٠,٧,١٣), (٣,١۵,٩,۶,٨,١٢),
(٣,١۴,١,٨,٩,١٣), (٠,١١,۵,٩,٧,١٢), (۴,٩,١١,٨,۵,١٣), (۵,١٠,١٢,١٣,١١,١۵),
(١,٩,١۴,١۵,٨,١٣), (٢,١٠,٠,٩,٣,١١), (٢,٩,١٢,۵,١۴,٨), (٣,٨,٧,١۵,١٣,١٠),
(٠,٨,۴,١١,۶,١٣), (۴,١۴,۶,١۵,١,١٢), (٧,١١,١٢,١۵,١٠,١۴)}.

نهایی نتیجه�ی ٣.۴

G[W ] که می�کنیم یادآوری می�دهیم. ارائه را نامه پایان این اصلی قضیه�ی اثبات نهایت در ما
می�باشد. W روی G القایی گراف زیر

این�صورت در باشد. | E(F ) |≥ ١ Knبا کامل گراف در یکجنگل F فرضکنید .١.٣.۴ قضیه
اگر تنها و اگر دارد وجود G = Kn − E(F ) از ۶−دوری سیستم یک

باشند، فرد درجه�ی F رئوس همه�ی (١)
و باشد بخش�پذیر ۶ بر | E(Kn − E(F )) | (٢)

باشد. زوج n (٣)
باشد. فراگیر جنگل یک F که است این نیازمند (١) شرط که کنید توجه

برای بنابراین دارد. وجود G = Kn − E(F ) از (V,B) ۶−دوری سیستم کنید فرض برهان.
پس می�کند، افراز جفت�ها به را v بر واقع یال�های ،B مجموعه�ی تایی ۶ دورهای ،v ∈ V هر
یک شامل حداقل F است، جنگل یک F و | E(F ) |≥ ١ که آن�جا از است. زوج degG(v)
همچنین است. زوج n پس ،degG(w) = n−٢ بنابراین ،degF (w) = ١ که است w بنام رأس
است. فرد degF (v) بنابراین ،degF (v) = n − ١ − degG(v) داریم: v ∈ V رأس هر برای



۶٩ نهایی نتیجه�ی .٣.۴

این�صورت در ،degF (v) = ٠ اگر و است زوج degG(v) زیرا است فراگیر F به�وضوح پس
B در تایی ۶ دورهای که آن�جا از است. تناقض این و می�شود فرد degG(v) = n − ١ − ٠

است. بخش�پذیر ۶ بر نیز E(Kn − F ) می�کند، افراز را G یال�های
و می�کند جلوگیری n = ۴ حالت امکان از لازم شرایط که کنید توجه قضیه کفایت اثبات برای
١−عامل یک F که می�دهند نتیجه (٣) تا (١) شرایط آن�گاه ،n = {٢,۶,٨} اگر این�که دوم توجه
از ۶−دوری سیستم یک n ∈ {٢,۶,٨} برای که داد نشان می�توان ۵.١.۴ لم کمک با است.

دارد. وجود Kn − E(F )

بنابراین است. فراگیر درخت یک F که می�دهند نتیجه (٣) تا (١) شرایط آن�گاه ،n = ١٠ اگر
فرض می�توانیم اکنون ما این�رو از شدند. دیده ۶.١.۴ لم در که می�شود حاصل F برای حالت ٧

.١٢ ≤ n که کنیم
فرض حال بنابراین می�شود. انجام استقرا با ،١٢ ≤ n � برای باقیمانده حالت�های اثبات
روابط در که Kα از F ′ جنگل هر برای و ،٢ ≤ α < n که α مثبت صحیح عدد هر برای می�کنیم

کند، صدق زیر
باشد.) فراگیر F ′ که می�کند ایجاب شرط (این دارند. فرد درجه�ی F ′ در رئوس همه�ی (١′

)

است. بخش�پذیر ۶ بر | E(Kα − E(F
′
)) | (٢′

)

است. زوج α (٣′
)

دارد. وجود Kα − E(F
′
) در ۶−دوری سیستم یک این�صورت در

گراف از (Zn, B) ۶−دوری سیستم و V (Kn) = Zn که کنیم فرض می�توانیم ما
سه حداقل F یا می�آوریم؛ به�دست F برای حالت چندین گرفتن درنظر با را Kn − E(F )

n = ١٢k + ١٠ یا n = ١٢k + ۴ یا n = ۶t + ٢ یا n = ۶t یا دارد K٢ با یکریخت مؤلفه�ی
دو حداکثر حالت�ها بقیه�ی می�کنیم فرض اول حالت جز به که می�باشد، زیرحالت) ٣ با (همراه
آن�جا از می�باشد. ١٢ پیمانه�ی به همنهشتی به وابسته آن�ها در n و دارند K٢ با یکریخت مؤلفه�ی
به�طور پس است، F ′ در C(F

′
) مؤلفه�های تعداد یافتن از راحت�تر ١ · ۴ جدول از استفاده که

می�شود. استفاده جدول این از مرتب

که کنید فرض و باشد داشته K٢ با یکریخت مؤلفه�ی سه F که بگیرید نظر در اول: حالت
،F ′

= F [Zn−۶] فرضکنید است. i ∈ {١,٣,۵} که باشد {n−i, n−i−١} مؤلفه سه این رئوس
F

′ که کنیم بررسی باید بگیرید. نظر در را α = n−۶ استو Zn−۶ روی F القایی زیرگراف نماد که
یکریخت مؤلفه�ی سه برداشتن با F ′ که آن�جا از می�کند. صدق (٣′

) تا (١′
شرایط( در α = n−۶ و

بنابراین ،degF ′ (v) = degF (v) داریم: v ∈ Zn−۶ رأس هر برای می�گیرد، شکل F از K٢ با
و C(F

′
) = C(F ) − ٣ همچنین می�کند. صدق (١′

) پس دارند، فرد درجه�ی F ′ رئوس همه�ی
با است، بخش�پذیر ۶ بر | E(Kn − F ) | که کردیم فرض ما که آن�جا از .| V (F

′
) |= n − ۶

برقرار نیز (٢′
) بنابراین است، بخش�پذیر ۶ بر | E(Kn−۶ − F

′
) | که داریم ١ · ۴ جدول کمک



٧٠ Kn − E(F ) گراف�های از ۶−دوری سیستم�های وجود .۴

برای حال می�کند. صدق نیز (٣′
) پس می�باشد زوج n زیرا است، زوج n− ۶ به�وضوح است.

می�کنیم. اعمال را استقرا فرض Kn−۶−E(F
′
) از (Zn−۶, B١) ۶−دوری سیستم آوردن به�دست

سیستم یک ۴.١.۴ لم کمک با ،| Zn \ Zn−۶ |= ۶ و n − ۶ ≥ ۶ و n ≥ ١٢ که آن�جا از
وجود {Zn−۶,Zn \ Zn−۶} رئوس مجموعه با Kn−۶,۶ دوبخشی گراف از (Zn, B٢) ۶−دوری
F٣ که دارد وجود K۶−F٣ از (Zn \Zn−۶, B٣) ۶−دوری سیستم یک ۵.١.۴ لم کمک با و دارد
در می�باشد. {{n − i, n − i − ١} | i ∈ {١,٣,۵}} آن یال�های و K۶ در ١−عامل این�جا در

است. Kn − F از ۶−دوری سیستم یک (Zn, B١ ∪B٢ ∪B٣) این�صورت

.n ≥ ١٢ و n = ۶t کنید فرض دوم: حالت
داریم خاص به�طور پس ،C(F ) ≡ ٣یا٠ (۶ پیمانه�ی (به که می�دانیم ١ · ۴ جدول به توجه با
حالت در می�کنیم فرض پس باشند، F مؤلفه�ی سه C٢, C١, C٠ که بگیرید درنظر .C(F ) ≥ ٣

نیست. یکریخت K٢ با C٢ مانند مؤلفه�ها از یکی اول
بیشترین با مسیری Pi (که Pi ∈ Ci مسیر در رأس دومین که کنید فرض ٠ ≤ i ≤ ٢ برای
یعنی است F از یک درجه رأس یک به مجاور i رأس پس �باشد. شده نامگذاری i است) طول
یکریخت K٢ با C٢ می�دانیم که آن�جا از می�نامیم. n− i−١ را آن که ،Pi در رأس اولین به مجاور
یال دو حداقل بر i = ٢ رأس دارد، فرد درجه�ی F در رأس هر که می�دانیم همچنین و نیست
این�صورت غیر در است. واقع برگ یک بر یال�ها این از یکی حداقل و است واقع F از دیگر
(شکل دارد نام n − ۴ برگ، این باشد. C٢ مؤلفه�ی در مسیر طولانی�ترین نمی�تواند P٢ مسیر

ببینید). را ١.۴

.n = ۶t وقتی رئوس نامگذاری :١.۴ شکل

می�کنیم. عمل زیر شرح به داریم شده انتخاب رأس ۴ ما که حال
کنید فرض و است شده ساخته {١,٢} و {٠,٢} یال�های افزودن و F [Zn−۴] از F ′ کنید فرض
داریم: ٠ ≤ i ≤ ١ برای که آن�جا از می�کنیم. بررسی را (٣′

) تا (١′
) شرایط اکنون .α = n− ۴

١ ≤ i ≤ n−۴ برای به�وضوح ،degF ′ (٢) = degF (٢)−٢+٢ و degF ′ (i) = degF (i)−١+١
می�کند. صدق (١′

) بنابراین دارند فرد درجه�ی رئوس همه�ی پس ،degF ′ (i) = degF (i) داریم:
یک ایجاد برای را F در C٢ و C١ و C٠ مؤلفه�ی سه {١,٢} و {٠,٢} یال�های این بر علاوه



٧١ نهایی نتیجه�ی .٣.۴

که آن�جا از .C(F
′
) = C(F ) − ٢ که می�بینیم بنابراین می�کنند متصل F

′ در مجزا مؤلفه�ی
جدول به توجه با و است بخش�پذیر ۶ بر | E(Kn − F ) | کردیم فرض ما و V (F

′
) = n − ۴

به�وضوح است. برقرار (٢′
) شرط پس است بخش�پذیر ۶ بر | E(Kn−۴ − F

′
) | که داریم ١ · ۴

به توجه با بنابراین می�کند، صدق نیز (٣′
) شرط پس است زوج نیز n− ۴ است، زوج n چون

دارد. وجود Kn−۴ − E(F
′
) از (Zn−۴, B١) ۶−دوری سیستم یک استقرا فرض

این�صورت در باشد n ≥ ١٨ اگر و B٢ = ∅ این�صورت در ،n = ١٢ اگر راحتی به
است. ٣ < ۶ ≤ n− ١٢

توجه ٢ ≤ t به ما خاص (به�طور است بخش�پذیر ۶ بر n − ١٢ = ۶(t − ٢) به�وضوح
رئوس مجموعه با Kn−١٢,۴ از (Zn \ Z٨, B٢) ۶−دوری سیستم یک ۴.١.۴ لم به بنا داریم).
از B٣ ۶−دوری سیستم یک ١.٢.۴ لم به بنا و دارد وجود {Zn−۴ \ Z٨,Zn \ Z۴}
تعریف در که بیاورید یاد به دارد. وجود G١ = G٠,١)١, . . . ,٧, n− ۴, n− ٣, n− ٢, n− ١)
این بنابراین هستند، F

′ در یال دو این .{{٠,٢}, {٠,١}} ⊆ E(G) داریم: ١.٢.۴ لم در G١

یک در فقط یال دو این پس نمی�شود، واقع B١ در تایی ۶ دور هیچ در نه و F در نه یال دو
در شده معرفی یال�های که است معنی این به زیر عبارت همچنین می�گیرند. قرار B٣ ۶تایی دور

نیستند. G١ عضو زیرا نشده�اند، واقع B٣ ۶تایی دور هیچ در پایین

{{٠, n− ١}, {١, n− ٢}, {٢, n− ٣}, {٢, n− ۴}} ∩ E(B٣) = ∅

سیستم یک (Zn, B١∪B٢∪B٣) بنابراین می�دهند. رخ F در یال�ها این زیرا است، خوب این و
است. Kn − E(F ) در ۶−دوری

است). توجه مورد ٢ ≤ t) ١۴ ≤ n بنابراین ،n = ۶t + ٢ کنید فرض سوم: حالت
نیاز (n − ١, n − ٢, n − ٣, n − ۴) نام�های به F از رأس چهار دقت با انتخاب به اثبات این
حالت این در که می�بینیم ١ · ۴ جدول کمک با می�گیریم. نظر در را حالت چندین ما که دارد،
در باشد، ٠ مرکز به ستاره یک F اگر ،C(F ) = ١ کنید فرض .C(F ) ≡ ۴یا١ پیمانه�ی۶) (به
n−٢ و n−١ رأس ۴ هر بنابراین است). t = ٢ (حداقل دارد برگ ١٣ حداقل F این�صورت
طول بلندترین با P مسیر نباشد، ستاره F اگر و می�شوند انتخاب برگ�ها از n− ۴ و n− ٣ و
دارد. ٣ طول حداقل P مسیر نیست، ستاره یک F و ١۴ ≤ n چون می�گیریم. درنظر F در را
P که آن�جا از بنامید. ١ را P در رأس آخرین به مانده رأس دومین و ٠ را P در رأس دومین
مجاور یک درجه رأس دو با حداقل ٠ رأس دارد، فرد درجه�ی F رأس هر و است ماکسیمال
درجه رأس دو با حداقل ١ رأس مشابه به�طور بنامید. n − ٢ و n − ١ را رأس دو این است.

بنامید. n− ۴ و n− ٣ را آنها است. مجاور یک
توضیحات به بنا دارد. مؤلفه ۴ حداقل F این�صورت در ،C(F ) ≥ ١ که کنید فرض حال
دارد، K٢ با یکریخت غیر مؤلفه�ی ٢ حداقل پس دارد، K٢ با یکریخت مؤلفه�ی ٢ حداکثر F قبل
با Pi مسیر رأس دومین i رأس کنید فرض ٠ ≤ i ≤ ١ برای بنامید. C١ و C٠ را مؤلفه دو این
درجه�ی F رئوس همه�ی و است مسیر بلندترین Pi که آن�جا از .Pi ∈ Ci که باشد طول بیشترین
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و n − ٢i − ١ را رأس دو این است. مجاور یک درجه رأس دو با حداقل i رأس دارند، فرد
بنامید. n− ٢i− ٢

زیر صورت به ستاره، غیر و ستاره F نوع دو در داریم، شده انتخاب خاص رأس ۴ ما که اکنون
می�کنیم. عمل

نوع دو از یکی پس می�پوشاند، را Zn−۴ ،F ′ چون دیگر سوی از ،F ′
= F [Zn−۴] کنید فرض

می�دهد: رخ زیر
،١ ≤ i ≤ n − ۵ برای و degF ′ (i) = degF (i) − ۴ ،i = ٠ برای الف)

.degF ′ (i) = degF (i)

،٢ ≤ i ≤ n − ۵ برای و degF ′ (i) = degF (i) − ٢ ،٠ ≤ i ≤ ١ برای ب)
.degF ′ (i) = degF (i)

بودند). فرد درجه�ی F رئوس (چون دارند فرد درجه�ی F ′ رئوس همه�ی بالا نوع دو به توجه با
است، شده ساخته� F از یک درجه رئوس حذف با F ′ که آن�جا از است. برقرار (١′

) بنابراین
بخش�پذیر ۶ بر | E(Kn−F ) | می�کنیم فرض ما و | V (F

′
) |= n−۴ چون و C(F

′
) = C(F )

صدق (٢′
) بنابراین است، بخش�پذیر ۶ بر | E(Kn−۴ − F

′
) | ،١ · ۴ جدول به توجه با است،

است. برقرار نیز (٣′
) پس است، زوج نیز n− ۴ است زوج n چون به�وضوح می�کند.

وجود Kn−۴ − E(F
′
) از (Zn−۴, B١) ۶−دوری سیستم یک استقرا فرض به توجه با حال

بخش�پذیر ۶ بر که ،n − ٨ = ۶(t − ١) به�وضوح ،n − ٨ ≥ ۶ و n ≥ ١۴ که آن�جا از دارد.
(Zn \ Z۴, B٢) ۶−دوری سیستم یک ۴.١.۴ لم به توجه با پس است). نظر مورد t ≥ ٢) است
لم به بنا و دارد وجود {Zn−۴ \ Z۴, Zn \ Zn−۴} رئوس مجموعه با Kn−٨,۴ بخشی دو گراف از
در که دارد وجود G٢,i = G٢,i(٠,١,٢,٣, n−۴, ..., n−١) از B ۶−دوری سیستم یک ٢.٢.۴
به بنا i = ١ حالت در که i؛ = ٢ این�صورت غیر در و i = ١ باشد، ستاره یک F وقتی این�جا

داریم: G٢,١ تعریف

{{٠, n− ١}, {٠, n− ٢}, {٠, n− ٣}, {٠, n− ۴}} ∩ E(B٣) = ∅

به�طور می�شوند. واقع F در است، ستاره یک F وقتی یال�ها این زیرا است. ایده�آل این که
که می�کند تضمین G٢,٢ تعریف i = ٢ حالت در مشابه

{{٠, n− ١}, {٠, n− ٢}, {١, n− ٣}, {١, n− ۴}} ∩ E(B٣) = ∅

بنابراین می�شوند. واقع F در یال�ها این نیست، ستاره F وقتی زیرا است، ایده�آل نیز این که
است. Kn − E(F ) از ۶−دوری سیستم یک (Zn, B١ ∪B٢ ∪B٣)

.n ≥ ١۶ پس ،n = ١٢k + ۴ کنید فرض چهارم: حالت
به�طور بنابراین ،C(F ) ≡ ۴ (۶ پیمانه (به حالت این در که می�دانیم ١ · ۴ جدول به توجه با
توضیحات به توجه با باشند. F مؤلفه�های C٣ و C٢ و C١ و C٠ کنید فرض .C(F ) ≥ ۴ خاص
K٢ با یکریخت مؤلفه�ی دو حداکثر حالت این در که می�دانیم حالات بندی تقسیم در شده داده



٧٣ نهایی نتیجه�ی .٣.۴

طول بیشترین با Pi مسیر ٠ ≤ i ≤ ٣ برای نباشد. یکریخت K٢ با C٣ کنید فرض دارد. وجود
باشد. Pi در رأس دومین i و Pi در رأس اولین n− i− ١ کنید فرض و بگیرید نظر در را Ci در
در رأس دومین که ٣ رأس و است ٢ طول به مسیری P٣ این�صورت در باشد ستاره یک C٣ اگر
٣ رأس درجه�ی باید (چون می�باشد مجاور نیز n− ۶ و n− ۵ با است C٣ ستاره�ی مرکز و P٣

مانده رأس دومین کنید فرض نباشد ستاره C٣ اگر باشد). فرد F دیگر رئوس درجه�ی همچون
۴ رأس فردند) درجه F رئوس (و است ماکسیمال P٣ چون باشد. ۴ رأس P٣ مسیر در آخر به
(شکل می�نامیم. n − ۶ و n − ۵ را آن�ها است، مجاور (برگ) یک درجه رأس دو با حداقل

ببینید.) را ٢.۴

نیست. ستاره C٣ و n = ١٢k + ۴ وقتی رئوس نامگذاری :٢.۴ شکل

هستند.) رئوس همین ۴ و ٣ رأس باشد ستاره C٣ (اگر

و n− ۵ و n− ۴ و n− ٣ و n− ٢ و n− ١ نام�های به خاص انتخابی رأس ۶ ما که حال
می�کنیم: عمل زیر به�صورت داریم، n− ۶

باشد. زیر مورد دو در یال�هایی افزودن با F [Zn−۶] به�صورت F ′ کنید فرض
هستند. {٢,۴} و {١,۴} و {٠,٣} ،F ′ به شده افزوده یال�های نباشد، ستاره C٣ اگر •
هستند. {٢,٣} و {١,٣} و {٠,٣} ،F ′ به شده افزوده یال�های باشد، ستاره C٣ اگر •

می�دهد: رخ زیر نوع دو از یکی پس می�پوشاند، را Kn−۶ رئوس F ′ به�وضوح چون
،i = ۴ برای و degF ′ (i) = degF (i) + ١ − ١ ،٠ ≤ i ≤ ٣ برای (الف)

.degF ′ (i) = degF (i) + ٢− ٢
،i = ٣ برای و degF ′ (i) = degF (i) + ١ − ١ ،٠ ≤ i ≤ ٢ برای (ب)

.degF ′ (i) = degF (i) + ٣− ٣
با به�علاوه می�کند. صدق (١′) پس دارند، فرد درجه F ′ در رئوس همه�ی بالا نوع دو به توجه با
یعنی می�شود، ایجاد F ′ در مؤلفه یک تنها F در C٣ و C٢ و C١ و C٠ مؤلفه�ی� ۴ کردن وصل
پیمانه�ی۶) (به پس ،C(F ) ≡ ۴ پیمانه�ی۶) (به که آن�جا از براین علاوه .C(F

′
) = C(F )− ٣

بر Kn − E(F ) یال�های تعداد که می�کنیم فرض ما و | V (F
′
) |= n − ۶ چون و C(F

′
) ≡ ١

بخش�پذیر ۶ بر | E(Kn−۶ − E(F
′
)) | که داریم ١ · ۴ جدول به توجه با است، بخش�پذیر ۶
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پس است زوج نیز n − ۶ به�وضوح است زوج n چون می�کند. صدق (٢′
) بنابراین است.

زیرگراف از (Zn−۶, B١) ۶−دوری سیستم یک استقرا فرض به بنا این�رو از است. برقرار (٣′
)

دارد. وجود Kn−۶ − E(F
′
)

داریم: به�وضوح ،٢٨ ≤ n اگر .B٢ = ∅ این�صورت در ،n = ١۶ اگر راحتی به
سیستم یک ۴.١.۴ لم به توجه با بنابراین است. بخش�پذیر ۶ بر که ،n − ١۶ = ۶(٢k − ٢)
دارد. وجود {Zn−۶ \Z١٠,Zn \Zn−۶}رئوس مجموعه با Kn−١۶,۶ از (Zn \Z١٠, B٢) ۶−دوری
زیرگراف از B٣ ۶−دوری سیستم یک ٣.٢.۴ لم به توجه با نباشد، ستاره C٣ اگر
به توجه با باشد، ستاره C٣ اگر و دارد وجود G٠,١)٣,١, . . . ,٩, n − ۶, n − ۵, . . . , n − ١)
توجه دارد. وجود G٠,١)٣,١, . . . ,٩, n− ۶, . . . , n− ١) از B٣ ۶−دوری سیستم یک لم همین
E(F

′
)\E(F ) یال�های دقیقاً می�کنند متصل را Zn−۶ رئوس که ،(β = ١,٢) ،G٣,β یال�های کنید

همچنین می�شوند. B٣واقع تایی ۶ یکدور در اما نمی�گیرند، B١قرار تایی ۶ دورهای در و هستند
تایی ۶ دور یک در می�کنند، وصل Zn \Zn−۶ در رأس یک به را Zn−۶ در رأس یک که یال�ها�یی
یک (Zn, B١ ∪B٢ ∪B٣) بنابراین هستند. E(F ) \E(F

′
) یال�های دقیقاً و نمی�شوند واقع B٣

است. Kn − E(F ) از ۶−دوری سیستم

.n ≥ ٢٢ پس ،n = ١٢k + ١٠ کنید فرض پنجم: حالت
تعریف به مرحله این در اثبات .C(F ) ≡ ١ پیمانه۶) (به که می�دانیم ١ ·۴ جدول به توجه با

دارد. نیاز برگ جفت

F در یک درجه رأس دو شامل که است Y مانند مجموعه�ای برگ جفت یک .٢.٣.۴ تعریف
این بر علاوه می�نامیم. Y مرکز را N(Y ) دارند. مشترک مجاور رأس یک که به�طوری است،
یا دوگانه برگ جفت ترتیب به دارند، مشترک مرکز یک که مجزا برگ جفت چهار یا سه یا دو

می�شوند. نامیده چهارگانه یا و سه�گانه

نیاز (n − ١, n − ٢, . . . , n − ٨ نام�های: (به F از رأس ٨ دقت با انتخاب به اثبات این
می�یابیم. را آن�ها F نوع ٣ برای ما که دارد

جفت این که دارد برگ جفت چهار حداقل F ،١ ≤ C(F ) برای کنید فرض �١ زیرحالت
،٠ ≤ i ≤ ٣ برای را برگ�ها جفت شده�اند. داده شرح پایین در و هستند نوع ۵ خود برگ�ها
از رأس یک با را برگ جفت چهار مراکز از هریک بنامید. {n − (٢i + ١), n − (٢i + ٢)}
برگ�هاست، جفت شامل که L مجموعه برای ممکن حالت پنج کنید، نام�گذاری {٠,١,٢,٣}

ببینید.) را ٣.۴ (شکل دارد. امکان
.β = ١ کنید فرض نوع این در است، چهارگانه برگ جفت یک L (١

.β = ٢ کنید فرض نوع این در است، سه�گانه برگ جفت یک و برگ جفت یک L (٢
.β = ٣ کنید فرض نوع این در است، دوگانه برگ جفت دو L (٣
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.β = ۴ کنید فرض نوع این در است، دوگانه برگ جفت یک و برگ جفت دو L (۴
.β = ۵ کنید فرض حالت این در است، برگ جفت چهار L (۵

(١ (زیرحالت .n = ١٢k + ١٠ وقتی رئوس نامگذاری :٣.۴ شکل

می�کنیم. عمل زیر به�صورت داریم، شده انتخاب خاص رأس ٨ ما که حال
دارند، فرد درجه F ′ در رأس n − ٨ همه�ی بالا، در F نوع هر در ،F ′

= F [Zn−٨] کنید فرض
است، آمده به�وجود F از یک درجه رئوس حذف از F ′ که آن�جا از می�کند. صدق (١′

) پس
بر | E(Kn − E(F )) | که می�کنیم فرض ما و | V (F

′
) |= n − ٨ چون و C(F

′
) = C(F )

بخش�پذیر ۶ بر | E(Kn − E(F
′
)) | که می�بینیم ،١ · ۴ جدول به توجه با و باشد بخش�پذیر ۶

(٣′
) پس است زوج نیز n− ٨ است، زوج n چون به�وضوح است. برقرار (٢′

) بنابراین است،
(Zn−٨, B١) ۶−دوری سیستم یک استقرا فرض به توجه با می�توان بنابراین می�کند. صدق نیز
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آورد. به�دست Kn−٨ − E(F
′
) از

بخش�پذیر ۶ بر n − ۶ = ۶(٢k − ١) که است بدیهی ،n − ١۶ ≥ ۶ و n ≥ ٢٢ که آن�جا از
Kn−١۶,٨ بخشی دو گراف از (Zn−٨, B٢) ۶−دوری سیستم یک ۴.١.۴ لم به توجه با پس باشد،

دارد. وجود {Zn−٨ \ Z٨,Zn \ Zn−رئوس{٨ مجموعه با
گراف از B٣ ۶−دوری سیستم یک بالا در F انواع برای ۴.٢.۴ لم به توجه با درنهایت

دارد. وجود ،١ ≤ β ≤ ۵ که G۴,β(٠,١, ...,٧, n− ٨, n− ٧, ..., n− ١)
هیچ در و می�کنند متصل Zn\Zn−٨ رئوس به را Zn−٨ رئوس که یال�هایی که است ذکر به لازم
(Zn, B١ ∪B٢ ∪B٣) بنابراین هستند. E(F ) \E(F

′
) در دقیقاً نمی�شوند، واقع B٣ ۶تایی دور

است. Kn − E(F ) از ۶−دوری سیستم یک

توجه با به�وضوح این�صورت در ،C(F ) > ١ اگر پنجم حالت در که کنید توجه زیرحالت�٢
.٧ ≤ C(F ) داریم ١ · ۴ جدول به

حداقل این�صورت در ،١ < C(F ) اگر دارد K٢ با یکریخت مؤلفه دو حداکثر F که آن�جا از
ترسیم F انواع از یکی بنابراین هستند. برگ جفت یک شامل هریک که دارد وجود مؤلفه ۵
با درخت یک F می�کنیم فرض رو این از است. حل مسأله و می�شود ایجاد ١ زیرحالت در شده

دارد. مؤلفه یک F پس باشد، برگ جفت سه حداکثر
بگیرید. نظر در طول بیشترین با F در مسیری را P و دارد برگ جفت سه F که کنید فرض
آن�جا از هستند، برگ جفت مراکز P در آخر به مانده رأس دومین و رأس دومین که می�دانیم
رأس، یک احتمالا جز به F در P داخلی رئوس همه است، مانده دیگر برگ جفت یک فقط که
شود). واقع برگ جفت سه مرکز بر P که حالتی (مانند هستند برگ یک مجاور و دارند ٣ درجه�ی
مسیر تغییر با لزوم درصورت بنابراین باشد. داشته ٨ طول حداقل باید P ،n ≥ ٢٢ که آن�جا از

است. P مسیر پایان و آغاز بین برگ جفت سومین که باشیم مطمئن می�توانیم P

مجاور و یک درجه رأس دو کنید فرض و باشد P از رأس دومین n − ٢ کنید فرض حال
برگ باشد، P در رأس سومین ٠ کنید فرض همچنین باشند. n− ۴ و n− ٣ ،F در n− ٢ با
را آن با مجاور رأس دو و ١ رأس را P در آخر به مانده رأس دومین و n − ١ را آن با مجاور
رأس مرکزیت با n− ٨ و n− ٧ را برگ جفت آخرین رئوس نهایت در بنامید. n− ۶ و n− ۵

ببینید.) را ۴.۴ (شکل نباشد). ١ مرکز این اگر (البته بگیرید نظر در ٢
.β = ٢ یا β = ١ دهید قرار ترتیب به باشد دوگانه یا تنها برگ جفت یک ١ رأس اگر
می�کنیم. عمل زیر به�صورت داریم، شده انتخاب خاص رأس ١٠ حداقل ما که حال

نوع دو از یکی β به توجه با است. فراگیر Zn−٨ روی F ′ می�دانیم .F ′
= F [Zn−٨] کنید فرض

می�دهد. رخ زیر
٣ ≤ i ≤ n− ٩ برای و degF ′ (i) = degF (i)− ٢ داریم: i ∈ Z٣ برای ،β = ١ وقتی الف)

.degF ′ (i) = degF (i) داریم:
برای و degF ′ (١) = degF (١) − ۴ و degF ′ (٠) = degF (٠) − ٢ داریم: ،β = ٢ اگر ب)



٧٧ نهایی نتیجه�ی .٣.۴

(زیرحالت٢) .n = ١٢k + ١٠ وقتی رئوس نامگذاری :۴.۴ شکل

.degF ′ (i) = degF (i) داریم: ٢ ≤ i ≤ n− ٩
است. برقرار (١′

) بنابراین دارند، فرد درجه�ی F ′ رئوس بالا حالت دو هر در که
پس است، آمده به�وجود جفت�برگ�ها رئوس و n − ٢ رأس حذف از F

′ که آن�جا از
۶ بر | E(Kn − E(F )) | کردیم فرض ما و | V (F

′
) |= n − ٨ چون .C(F

′
) = C(F )

است، بخش�پذیر ۶ بر | E(Kn − E(F
′
)) | که داریم ١ · ۴ جدول به توجه با است، پذیر بخش

می�کند. صدق (٢′
) بنابراین

به توجه با حال است. برقرار نیز (٣′
) و است زوج نیز n− ٨ پس است زوج n چون به�وضوح

دارد. وجود Kn−٨ − E(F
′
) از (Zn−٨, B١) ۶−دوری سیستم یک استقرا فرض

بخش ۶ بر n − ١۶ = ۶(٢k − ١) که است بدیهی ،n − ١۶ ≥ ۶ و n ≥ ٢٢ که آن�جا از
بخشی دو گراف از (Zn−٨, B٢) ۶−دوری سیستم یک ۴.١.۴ لم به توجه با بنابراین است. پذیر
یکسیستم ۵.٢.۴ لم کمک با و دارد، وجود {Zn\Zn−٨,Zn−٨\Z٨}رئوس مجموعه ٨,١۶−Knبا

جفت�برگ�های به توجه با (که دارد وجود G۵,β(٠,١, . . . ,٧, n−٨, . . . , n−١) از B٣ ۶−دوری
می�باشد). β = ٢یا١ ،٢ رأس یا ١ رأس بر واقع

می�کنند وصل Zn \ Zn−٨ در رأس یک به را Zn−٨ در رأس یک که یال�هایی کنید توجه
بنابراین هستند. E(F ) \ E(F

′
) بخش در دقیقاً نمی�شوند، واقع B٣ ۶تایی دور هیچ در و

است. Kn − E(F ) از ۶−دوری سیستم یک (Zn, B١ ∪B٢ ∪B٣)

طول بیشترین با مسیر یک P کنید فرض و دارد برگ جفت دو F کنید فرض زیرحالت�٣
فرض حال هستند. جفت�برگ دو مراکز آخر، به مانده دومین و دوم رئوس می�دانیم باشد. F در
٠ را P رأس سومین و n−۴ و n−٣ را آن مجاور برگ�های باشد، P رأس دومین n−٢ کنید
P آخر به مانده رأس دومین n− ۶ کنید فرض مشابه به�طور بنامید. n− ١ را آن مجاور برگ و



٧٨ Kn − E(F ) گراف�های از ۶−دوری سیستم�های وجود .۴

مجاور برگ و ١ را آخر به مانده رأس سومین و n−٨ و n−٧ را آن به متصل برگ�های و باشد
ببنید). را ۵.۴ (شکل n ≥ ٢٢ چون هستند، متمایز همه رئوس این بنامید. n− ۵ را آن به

(زیرحالت٣) .n = ١٢k + ١٠ وقتی رئوس نامگذاری :۵.۴ شکل

می�کنیم. عمل زیر به�صورت داریم، شده انتخاب خاص رأس ٨ ما که حال
که آن�جا از و است فراگیر Zn \ Zn−٨ روی F

′ چون بنابراین ،F ′
= F [Zn−٨] کنید فرض

داریم: ٢ ≤ i ≤ n − ٩ برای و degF ′ (i) = degF (i) − ٢ داریم: ٠ ≤ i ≤ ١ برای
صدق (١′

) بنابراین دارند، فرد درجه F
′ رئوس همه�ی این�صورت در ،degF ′ (i) = degF (i)

رأس دو این برگ�های جفت و n − ۶ و n − ٢ رئوس حذف از F ′ که آن�جا از می�کند.
چون .C(F

′
) = C(F ) می�آید، به�وجود هستند) یک درجه (که n − ۵ و n − ١ رئوس و

جدول کمک با است، بخش�پذیر ۶ بر | E(Kn−E(F )) | کردیم فرض ما و | V (F
′
) |= n−٨

n چون به�وضوح می�کند. صدق نیز (٢′
) پس است. بخش�پذیر ۶ بر | E(Kn−E(F

′
)) | ،١ ·۴

فرض اعمال با می�توان رو این از است. برقرار نیز (٣′
) پس است زوج نیز n − ٨ است زوج

آن�جا از آورد. به�دست Kn−٨ − E(F
′
) زیرگراف از (Zn−٨, B١) ۶−دوری سیستم یک استقرا

است. بخش�پذیر ۶ بر n− ١۶ = ۶(٢k− ١) که است بدیهی و −n؛ ١۶ ≥ ۶ پس n ≥ ٢٢ که
Kn−١۶,٨ بخشی دو گراف از (Zn−٨, B٢) ۶−دوری سیستم یک ۴.١.۴ لم به توجه با بنابراین
سیستم یک ۶.٢.۴ لم به توجه با و دارد، وجود {Zn \ Zn−٨,Zn−٨ \ Z٨} رئوس مجموعه با
کنید توجه دارد. وجود G۶ = G۶(٠,١, . . . ,٧, n − ٨, n − ٧, . . . , n − ١) از B٣ ۶−دوری
تایی ۶ دور هیچ در و می�کنند وصل Zn \Zn−٨ در رأس یک به را Zn−٨ در رأس یک که یال�هایی
(Zn, B١ ∪ B٢ ∪ B٣) این�صورت در دارند. قرار E(F ) \ E(F

′
) در دقیقاً نمی�شوند، واقع B٣

می�شود. کامل اثبات و می�باشد Kn − E(F ) از ۶−دوری سیستم یک
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Aabstract

In this thesis, we investigate necessary and sufficient conditions for the existence of a
m−cycle system in complete graphs Kn for n odd, and also Kn − I for n even, where I
is 1-factor. Moreover, we prove necessary and sufficient conditions for the existence of a
6−cycle system of Kn − E(F ), where F is any spanning forest that all vertices in F have
odd degree.

An m-cycle system of G will be formally described as an ordered pair (V,B), where V
is the vertex set of G and B is the set of m−cycles.
Keywords:Cycle systems; Forest Leave; 6-cycle; cycle-decomposition
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