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චاری... ণپاس໋�
کوشندگان، و ندانند او های نعمت شمردن شمارندگان، و بمانند او ستودن در سخنوران، که را سپاسخدای
وجودمان که آنان هم معصوم، طاهران او، پاك خاندان و محمد بر دورد و سلام و نتوانند. گزاردن را او حق

رستاخيز... روز تا ايشان دشمنان بر پيوسته نفرين و است؛ وجودشان وامدار
زبان با او، شائبه�ی بی زحمات از قدردانی مقام در که است آن از اجل معلم، منزلت و جایگاه شک بدون
هدف که است انسانی از سپاس معلم، از تجلیل که آنجایی از اما بنگاریم. چیزی ناتوان، دست و قاصر
حسب بر تضمین؛ اند، سپرده دستش به که را امانت�هایی سلامت و می�کند تامین را آفرینش غایت و

: ”جل و عز اله یشکر لم المخلوقین من المنعم یشکر لم من ” باب از و وظیفه
کمال در که شریفی کامران دکتر و خدّامی علیرضا دکتر آقایان جناب شایسته؛ و کمالات با اساتید از
راهنمایی زحمت و ننمودند دریغ من بر عرصه این در کمکی هیچ از فروتنی، و خلق حسن با صدر، سعه

می�کنم. تشکر گرفتند عهده بر را رساله این
زحمت که عباسپور غلامرضا دکتر آقای جناب و ایرانمنش مهدی دکتر آقای جناب زحمات از پایان در

می�کنم. تشکر شده�اند متقبل را پایایان�نامه این داوری

নیدری ࢯ૱نേॐ۱۳۹۴یدرضا
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چൊیده
در می�شوند. واقع بررسی مورد هیلبرت ∗C-مدول�های قاب�های هندسی خواص پایان�نامه این در
پایه یک از متعامدی تراکم هیلبرت، ∗C-مدول یک در دوگان قاب زوج هر که می�دهیم نشان راستا این
زوج�های اتساع نظریه مطلب، این است. بزرگتر هیلبرت ∗C-مدول یک از متعارفش دوگان و ریس
می�دهد. تعمیم هیلبرت ∗C-مدول�های در دوگان قاب زوج�های به را هیلبرت فضاهای در دوگان قاب
تولید یکانی عملگرهای از گروه یک توسط که هیلبرت ∗C-مدول در دوگان قاب زوج هر برای ویژه به
گروهی ساختار همان طوری��که به است موجود متسع دوگان قاب زوج یک که می�دهیم نشان است، شده

می�کنیم. بررسی هیلبرت فضاهای در را g-قاب�ها ساختار پایان در برد. می ارث به را
g-قاب، هیلبرت، فضای هیلبرت، ∗C-مدول�های بسل، دنباله ریس، پایه قاب، اتساع، کلیدی. کلمات

بسل. g-دنباله ریس، g-پایه
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١ فصل

مقدماتی مفاهیم

مقدمه ١.١

به ابتدا فصل این در است. پایان�نامه این برای لازم پیش�نیازهای و مقدمات بیان فصل این از هدف
می�کنیم معرفی را هیلبرت١ ∗C-مدول�های فضای و هیلبرت فضای سپس می�پردازیم، ∗C-جبرها معرفی

می�کنیم. یادآوری را هیلبرت فضای روی عملگرها نظریه از قسمتی نیز پایان در و

∗C-جبرها ٢.١

شود. تعریف نرم یک آن روی که است برداری فضای یک X مانند نرم�دار فضای یک .١.٢.١ تعریف
∥x∥ عنصر x ∈ Xهر به که است X روی مقدار٣ حقیقی تابع یک X برداری فضای یک روی نرم٢ یک

است، زیر ویژگی�های دارای که می�سازد متناظر را

∥x∥؛ ≥ ٠ ،x ∈ Xهر برای .١

x؛ = ٠ اگر اگروفقط ∥x∥ = ٠ .٢

∥αx∥؛ = |α|∥x∥ ،α ∈ R هر و x ∈ X هر برای .٣

.∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥ ،x, y ∈ X هر برای .۴

می�دهیم. نمایش (X, ∥.∥) نماد با را نرم�دار هرفضای

١Hilbert C∗-Modules
٢Norm
٣Real-valued function



٢ مقدماتی مفاهیم .١

چون خطی دو نگاشت یک همراه به برداری فضای یک ،A جبر یک .٢.٢.١ A٢تعریف −→ A

(a, b) −→ ab

فضای زیر یک ،A از جبر زیر یک همچنین .a(bc) = (ab)c ،a, b, c ∈ A هر ازای به به�طوری�که است،
.bb′ ∈ B باشیم داشته b, b′ ∈ B هر ازای به به�طوری�که است، B چون آن از برداری

باشیم داشته a, b ∈ A هر ازای به هرگاه می�شود، گفته ضربی زیر A جبر روی نرم یک .٣.٢.١ تعریف
∥ab∥ ≤ ∥a∥∥b∥

می�نامیم. نرم�دار جبر یک را (A, ∥.∥) زوج حالت این در که
،a ∈ A هر ازای به و ،∥١∥ = ١ به�طوری�که باشد، ١ چون یکه�ای عنصر دارای A جبر نکته.هرگاه

است. یک�دار نرم�دار جبر یک A می�گوئیم آنگاه ،a١ = ١a = a

مانند: نگاشت یک A جبر روی ۴ برگشت یک .۴.٢.١ ∗تعریف : A −→ A

a 7→ a∗

است: صادق زیر شرایط در که است،

،a∗∗ = a .١

،(ab)∗ = b∗a∗ .٢

،(a+ b)∗ = a∗ + b∗ .٣

.(λa)∗ = λa∗ .۴

می�شود. نامیده ∗-جبر یک (A, ∗) زوج این�صورت در .λ ∈ C و a, b ∈ Aهر ازای به

یا هرمیتی را a ∈ A عنصر صورت این در باشد. دلخواه ∗-جبر یک A کنید فرض .۵.٢.١ تعریف
Asa نماد با را A ∗-جبر از خودالحاق عناصر همه مجموعه .a = a∗ هرگاه می�شود نامیده خودالحاق۵

می�دهیم. نشان

موجود چنان A در c و b مانند خودالحاقی عناصر A ∗-جبر از a مانند عنصر هر برای نکته.
به�طوری�که ،a = b+ ic که هستند

b =
١
٢(a+ a∗), c =

١
٢i(a− a∗)

هستند. خودالحاق نیز a∗a و aa∗ عناصر که داد نشان می�توان سادگی به

۴Involution
۵Self-adjoint



٣ ∗C-جبرها .٢.١

به هرگاه است، کامل ضربی زیر نرم یک همراه به A چون ∗-جبری باناخ، ∗-جبر یک .۶.٢.١ تعریف
یک A می�گوئیم ،∥١∥ = ١ و باشد یکدار A اگر به�علاوه .∥a∗∥ = ∥a∥ باشیم داشته a ∈ A هر ازای

است. یکدار باناخ ∗-جبر

هر ازای به به�طوری�که است A چون یکدار باناخ ∗-جبر یک یکدار، ∗C-جبر یک .٧.٢.١ تعریف
.∥a∗a∥ = ∥a∥٢ باشیم داشته a ∈ A

تمام مجموعه این�صورت در باشد، فشرده۶ موضعاً هاسدورف فضای یک Ω کنیم فرض گذاری. نماد
مجموعه مثبت ε هر ازای به دیگر عبارت به می�شوند، صفر بینهایت در که را C به Ω از f پیوسته توابع

می�دهیم. نمایش C٠(Ω) نماد با را است، فشرده {ω ∈ Ω||f(ω)| ≥ ε}
می�پردازیم. مثال چند بیان به اکنون

است. λ 7→ λ برگشت با یکدار ∗C-جبر یک C میدان .٨.٢.١ مثال

برگشت با ∗C-جبر یک C٠(Ω) آنگاه باشد فشرده موضعاً هاسدورف فضای یک Ω اگر .٩.٢.١ مثال
است. سوپریمم نرم و f 7→ f

نرم و T → T ∗ برگشت با همراه B(H) آنگاه باشد هیلبرت فضای یک H هرگاه .١٠.٢.١ مثال
است. ∗C-جبر یک عملگری

آنگاه a, p, u ∈ A و باشد یکدار ∗C-جبر یک A اگر .١١.٢.١ تعریف

a∗a؛ = aa∗ اگر است نرمال٧ a .١

p؛ = p∗ = p٢ اگر است تصویر٨ یک p .٢

u∗u؛ = uu∗ = ١ اگر است یکانی٩ u .٣

ab؛ = ba = ١ بطوریکه باشد موجود b ∈ A اگر است معکوس�پذیر١٠ a .۴

σ(a)؛ = {λ ∈ C|λ١− a /∈ Inv(A)} از است عبارت a طیف١١ .۵

σ(a)؛ ⊂ R+ و a∗ = a اگر است مثبت١٢ a .۶

باشد. مثبت a− b اگر تنها و اگر a ⩾ b .٧
۶Locally compact Hausdorff space
٧Normal
٨Image
٩Unitary

١٠Invertible
١١Spectrum
١٢Positive



۴ مقدماتی مفاهیم .١

است. مثبت عنصری مثبت، عنصر دو جمع ∗C-جبر هر در .١٢.٢.١ لم

.[٢١] مرجع (٢.٢.٣) لم به شود رجوع برهان.

است. مثبت a∗a آنگاه باشد، A ∗C-جبر در دلخواه عنصری a اگر .١٣.٢.١ قضیه

.[٢١] مرجع (٢.٢.۴) قضیه به شود رجوع برهان.

: آنگاه باشد ∗C-جبر یک A اگر .١۴.٢.١ قضیه

.{a∗a|a ∈ A} با است برابر (A مثبت عناصر +A(مجموعه .١

.c∗ac ≤ c∗bc که می�دهد نتیجه a ≤ b آنگاه ،c ∈ A و a, b ∈ Asa اگر .٢

.∥a∥ ≤ ∥b∥ آنگاه ٠ ≤ a ≤ b اگر .٣

می�دهد نتیجه a ≤ b آنگاه باشند، معکوس�پذیر مثبت عنصر دو b و a و باشد یکدار A اگر .۴
.٠ ≤ b−١ ≤ a−١

.[٢١] مرجع (٢.٢.۵) قضیه به شود رجوع برهان.

.a ١
٢ ≤ b

١
٢ می�دهد نتیجه a ≤ b آنگاه باشند، A جبر -C∗ از مثبت عنصر دو b و a اگر .١۵.٢.١ قضیه

.[٢١] مرجع (٢.٢.۶) قضیه به شود رجوع برهان.

هیلبرت ∗C-مدول�های ٣.١

و آبلی گروه ، A (چپ) R-مدول یک این�صورت در باشد. حلقه١٣ یک R کنیم فرض .١.٣.١ تعریف
، r, s ∈ R هر و a, b ∈ A هر ازای به به�طوری�که است R× A −→ A چون تابعی همراه به جمعی

،r(a+ b) = ra+ rb .١

،(r + s)a = ra+ sa .٢

.r(sa) = (rs)a .٣
باشیم داشته و باشد ١R واحد دارای R هرگاه و

،١Ra = a .۴

است. یکانی چپ R-مدول یک A می�گوئیم آنگاه

١٣Ring



۵ هیلبرت ∗C-مدول�های .٣.١

خواص با : A×R −→ A چون تابعی همراه به را راست یکانی R-مدول می�توان ترتیب همین به
کرد. تعریف مشابه

می�پردازیم. مثال چند بیان به اکنون

است. یکانی Z-مدول یک G جمعی آبلی١۴ گروه هر .٢.٣.١ مثال

است. R-مدول یک S آنگاه باشد، حلقه زیر یک R و حلقه یک S هرگاه .٣.٣.١ مثال

ra آن در که است چپ یکR-مدول I آنگاه باشد، R حلقه چپ آل١۵ ایده یک I هرگاه .۴.٣.١ مثال
است. R در معمولی حاصل�ضرب ،a ∈ I و r ∈ R که

Hنگاشتی روی داخلی یکضرب آنگاه باشد. مختلط برداری فضای Hیک کنیم فرض .۵.٣.١ تعریف
,.⟩چون .⟩ : H ×H −→ C

(x, y) 7→ ⟨x, y⟩

کند. صدق زیر شرایط در α, β ∈ C هر و x, y, z ∈ H هر به�ازای که است

،⟨x, x⟩ ≥ ٠ .١

،⟨x, x⟩ = ٠ ⇔ x = ٠ .٢

⟨x, y⟩ = ⟨y, x⟩ .٣

⟨αx+ βy, z⟩ = α⟨x, z⟩+ β⟨y, z⟩ .۴

پیش فضای یک است، داخلی ضرب به مجهز که H چون مختلط برداری فضای یک .۶.٣.١ تعریف
آنگاه کنیم، تعریف ∥x∥ =

√
⟨x, x⟩ صورت به فضا این در را نرم اگر حال می�شود. نامیده هیلبرت

می�شود. نامیده هیلبرت فضای یک باشد، کامل نرم این به نسبت که هیلبرتی پیش فضای

اندازه�پذیر١٧ توابع تمام مجموعه L٢(µ) و باشد اندازه١۶ فضای یک (X,M, µ) کنیم فرض .٧.٣.١ مثال
که L٢(µ) روی داخلی ضرب تعریف با دراین�صورت ،

∫
|f |٢dµ < ∞ که باشد f : X −→ C چون

µ اندازه هر ازای به هیلبرت فضای یک L٢(µ) که دید می�توان است، ⟨f, g⟩ =
∫
fgdµ به�صورت

است.

کشی-شوارتز١٨) (نامساوی .٨.٣.١ قضیه
،x, y ∈ X هر ازای به آنگاه باشد، داخلی ضرب فضای یک X اگر

|⟨x, y⟩| ⩽ ∥x∥∥y∥
١۴Abelian group
١۵Ideal
١۶Measure space
١٧Measurable function
١٨Cauchy-Schwartz inequality



۶ مقدماتی مفاهیم .١

باشند. خطی١٩ وابسته y و x که است برقرار وقتی فقط و فقط تساوی و

می�دهیم قرار ،(y ̸= ٠ وقتی ویژه (به ⟨x, y⟩ ̸= ٠ اگر حال است. واضح حکم ،⟨x, y⟩ = ٠ اگر برهان.
هر ازای به نتیجه در .∥z∥ = ∥y∥ و ⟨x, z⟩ = ⟨z, x⟩ = |⟨x, y⟩| لذا ،z = αy و α = sgn⟨x, y⟩

داریم: t ∈ R

٠ ≤ ⟨x− tz, x− tz⟩ = ∥x∥٢ − ٢t|⟨x, y⟩|+ t٢∥y∥٢.

رخ t = ∥y∥−٢|⟨x, y⟩| در آن مطلق مینیمم که است t متغیر از دوم درجه تابع یک راست طرف عبارت
: می�آوریم دست به و می�دهیم قرار مقدار این مساوی را t می�دهد.

٠ ≤ ∥x− tz∥٢ = ∥x∥٢ − ∥y∥−٢|⟨x, y⟩|٢

مطلوب حکم فوراً هم این از که x− tz = x− αty = ٠ که می�دهد رخ وقتی فقط و فقط تساوی که
می�شود. حاصل

می�کنیم: تعریف E ⊂ H هرگاه ،H مانند هیلبرت فضای یک در .٩.٣.١ تعریف

E⊥ = {x ∈ H | ∀y ∈ E; ⟨x, y⟩ = ٠}.

.x ⊥ y می�نویسیم ،⟨x, y⟩ = ٠ هرگاه

این�صورت، در باشد، H هیلبرت فضای از بسته فضای زیر یک M کنیم فرض .١٠.٣.١ قضیه
H =M ⊕M⊥.

.[٧] مرجع (۵.٢۴) قضیه به شود رجوع برهان.

اگر این�صورت در باشد. هیلبرت فضای یک H کنیم فرض فیثاغورث٢٠) (قضیه .١١.٣.١ قضیه
آنگاه، ،xj ⊥ xk ،j ̸= k هر به�ازای طوری�که به x١, · · · xn ∈ H

∥
n∑

i=١
xi∥٢ =

n∑
i=١

∥xi∥٢

.[٧] مرجع (۵.٢٣) قضیه به شود رجوع برهان.

مجموعه این�صورت در باشد. H هیلبرت فضای در دنباله یک {xn}n∈N کنیم فرض .١٢.٣.١ تعریف
می�دهیم نشان زیر صورت به را xnها متناهی خطی ترکیبات تمام

span{xn}n∈N =

{
k∑

i=١
cni
xni

: k, ni ∈ N, cni
∈ C

}
.

می�دهیم. نمایش span{xn}n=١ نماد با را مذکور مجموعه بستار
١٩linear dependence
٢٠Pythagorean theorem



٧ هیلبرت ∗C-مدول�های .٣.١

هرگاه، است متعامد٢١ سیستم یک {ek}∞k=١ دنباله .١٣.٣.١ تعریف

⟨ek, ej⟩ = δkj =

١ k = j

٠ k ̸= j

می�نامیم. H برای یکه٢٢ متعامد پایه یک را H برای ماکسیمال متعامد سیستم هر ویژه به

صورت این در Hباشد، هیلبرت فضای در یکه متعامد یکسیستم {ek}∞k=١ کنید فرض .١۴.٣.١ قضیه
معادلند زیر گزاره�های

است. یکه متعامد پایه یک {ek}∞k=١ .١

.f =
∑∞

k=١⟨f, ek⟩ek ،f ∈ H هر ازای به .٢

.⟨f, g⟩ =
∑∞

k=١⟨f, ek⟩⟨ek, g⟩ ،f, g ∈ H هر به�ازای .٣

.
∑∞

k=١ |⟨f, ek⟩|٢ = ∥f∥٢ ،f ∈ H هر به�ازای .۴

span{ek}∞k=١ = H .۵

.f = ٠ آنگاه ⟨f, ek⟩ = ٠ ،k ∈ N هر به�ازای اگر .۶

.[۵] مرجع (٣.۴.٢) قضیه به کنید رجوع برهان.

روی H متعامد٢٣ تصویر آنگاه باشد H هیلبرت فضای از بسته�ای فضای زیر V اگر .١۵.٣.١ تعریف
طوری�که: به است P : H −→ H خطی عملگر VPx = x x ∈ V

Px = ٠ x ∈ V ⊥

A-مدول یک یا داخلی٢۴ ضرب A-مدول یک ∗C-جبرباشد. یک A کنید فرض .١۶.٣.١ تعریف
است ⟨., .⟩ : X ×X −→ A خطی مزدوج نگاشت به مجهز X راست A-مدول یک هیلبرت، پیش

می�باشند، برقرار زیر شرایط a ∈ A هر و α, β ∈ C هر و x, y, z ∈ X هر ازای به به�طوری�که

،⟨x, x⟩ ⩾ ٠ .١

،⟨x, x⟩ = ٠ ⇔ x = ٠ .٢

،⟨x, y⟩ = ⟨y, x⟩∗ .٣

،⟨x, αy + βz⟩ = α⟨x, y⟩+ β⟨x, z⟩ .۴
٢١Orthogonal system
٢٢Orthogonal bases
٢٣Orthogonal projection
٢۴Inner-product A-module



٨ مقدماتی مفاهیم .١

.⟨x, ya⟩ = ⟨x, y⟩a .۵

نسبت داخلی ضرب که تفاوت این با نمود تعریف را چپ هیلبرت پیش A-مدول می�توان مشابه طور به
باشیم داشته x, y ∈ X هر و a ∈ A هر به�ازای و است خطی اول مولفه به

⟨ax, y⟩ = a⟨x, y⟩.

است. C میدان روی چپ هیلبرت پیش مدول یک H داخلی ضرب فضای هر .١٧.٣.١ مثال

صورت به داخلی ضرب تعریف به توجه با ,.⟩برهان. .⟩ : H ×H −→ C

(x, y) 7→ ⟨x, y⟩

داریم نیز دیگر خواص برای است. برقرار وضوح به دوم و اول خاصیت

⟨αx+ λy, z⟩ = α⟨x, z⟩+ λ⟨y, z⟩ .١

⟨x, y⟩ = ⟨y, x⟩ .٢

یک ⟨x, y⟩ = x∗y تعریف با J آنگاه باشد A ∗C-جبر از راست ایده�آل یک J اگر .١٨.٣.١ مثال
است. راست هیلبرت پیش A-مدول

از مثبت عنصری الحاقش در دلخواه عنصر یک ضرب هر∗C-جبر، در که نکته این به توجه با برهان.
است. برقرار وضوح به اول شرط لذا است، ∗C-جبر

.١
⟨a, a⟩ = a∗a ≥ ٠.

.٢

⟨a, a⟩ = ٠ ⇐⇒ a∗a = ٠

⇐⇒ ∥a∗a∥ = ∥a∥٢ = ٠

⇐⇒ a = ٠.

.٣
⟨a, b⟩∗ = (a∗b)∗ = b∗a = ⟨b, a⟩.



٩ هیلبرت ∗C-مدول�های .٣.١

.۴

⟨a, αb+ βc⟩ = a∗(αb+ βc)

= a∗αb+ a∗βc

= α(a∗b) + β(a∗c)

= α⟨a, b⟩+ β⟨a, c⟩.

. α, β ∈ A و a, b, c ∈ J طوری�که به

این در باشد. راست هیلبرت پیش A-مدول�های از خانواده یک {Xi}mi=١ کنیم فرض .١٩.٣.١ مثال
A-مدول یک زیر شده تعریف داخلی ضرب و مدولی عمل با همراه

⊕m
i=١Xi برداری فضای صورت
است. راست هیلبرت پیش

(x١, ..., xm)a = (x١a, ..., xma) , ⟨(x١, ..., xm), (y١, ..., ym)⟩ =
m∑
i=١

⟨xi, yi⟩.

این�صورت در باشد a, b ∈ A و (x١, ..., xm), (y١, ..., ym) ∈
⊕m

i=١Xi کنید فرض برهان.

.١

((x١, ..., xm) + (y١, ..., ym)) a = (x١ + y١, ..., xm + ym) a

= ((x١ + y١)a, ..., (xm + ym)a)

= ((x١a+ y١a), ..., (xma+ yma))

= (x١a, ..., xma) + (y١a, ..., yma)

= (x١, ..., xm)a+ (y١, ..., ym)a.

.٢

(x١, ..., xm)(a+ b) = (x١(a+ b), ..., xm(a+ b))

= (x١a+ x١b, ..., xma+ xmb)

= (x١, ..., xm)a+ (x١, ..., xm)b.

.٣

((x١, ..., xm)a)b = (x١a, ..., xma)b

= (x١ab, ..., xmab)

= (x١(ab), ..., xm(ab))

= (x١, ..., xm)(ab)
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است. راست یکA-مدول
⊕m

i=١Xi که داده�ایم نشان کنون تا
است: راست هیلبرت پیش یکA-مدول

⊕m
i=١Xi که می�دهیم نشان اکنون

داریم (x١, ..., xm) ∈
⊕m

i=١Xi هر به�ازای تعریف طبق .١

⟨(x١, ..., xm), (x١, ..., xm)⟩ =
m∑
i=١

⟨xi, xi⟩

این بنابر ⟨xi, xi⟩ ⩾ ٠ ، ١ ≤ i ≤ m هر بازای که می�دانیم طرفی از
⟨(x١, ..., xm), (x١, ..., xm)⟩ ⩾ ٠.

دراین�صورت، x = (x١, · · · , xm) کنید فرض حال .٢

⟨x, x⟩ = ٠ ⇔
m∑
i=١

⟨xi, xi⟩ = ٠

⇔ ⟨xi, xi⟩ = ٠

⇔ xi = ٠

⇔ x = ٠.

.٣

⟨(x١, ..., xm), (y١, ..., ym) + λ(z١, ..., zm)⟩ = ⟨(x١, ..., xm), (y١ + λz١, ..., ym + λzm)⟩

=
m∑
i=١

⟨xi, yi + λzi⟩

=
m∑
i=١

⟨xi, yi⟩+ λ⟨xi, zi⟩

=
m∑
i=١

⟨xi, yi⟩+ λ
m∑
i=١

⟨xi, zi⟩

= ⟨(x١, ..., xm), (y١, ..., ym)⟩

+ λ⟨(x١, ..., xm), (z١, ..., zm)⟩.

.۴

⟨(x١, ..., xm), (y١, ..., ym)a⟩ = ⟨(x١, ..., xm), (y١a, ..., yma)⟩

=
m∑
i=١

⟨xi, yia⟩

=
m∑
i=١

⟨xi, yi⟩a

= ⟨(x١, ..., xm), (y١, ..., ym)⟩a.



١١ هیلبرت ∗C-مدول�های .٣.١

.۵

⟨(x١, ..., xm), (y١, ..., ym)⟩ =
m∑
i=١

⟨xi, yi⟩

=
m∑
i=١

⟨yi, xi⟩∗

= (
m∑
i=١

⟨yi, xi⟩)∗

= (⟨(y١, ..., ym), (x١, ..., xm)⟩)∗.

نرم�دار چپ یکA-مدول را X دراین�صورت باشد. نرم�دار فضای یک X کنید فرض .٢٠.٣.١ تعریف
باشیم داشته a ∈ A هر و x ∈ X هر به�ازای و بوده چپ یکA-مدول X هرگاه می�نامیم

∥ax∥ ≤ ∥a∥∥x∥.

x, y ∈ X هر به�ازای آنگاه باشد هیلبرت پیش یکA-مدول X اگر .٢١.٣.١ قضیه
⟨y, x⟩⟨x, y⟩ ⩽ ∥⟨x, x⟩∥⟨y, y⟩.

داریم a ∈ A هر برای این�صورت در باشد. برقرار ∥⟨x, x⟩∥ = ١ شرط کنیم فرض ابتدا برهان.

٠ ⩽ ⟨xa− y, xa− y⟩ = ⟨xa, xa⟩ − ⟨y, xa⟩ − ⟨xa, y⟩+ ⟨y, y⟩

= a∗⟨x, x⟩a− ⟨y, x⟩a− a∗⟨x, y⟩+ ⟨y, y⟩

⩽ ∥⟨x, x⟩∥a∗a− ⟨y, x⟩a− a∗⟨x, y⟩+ ⟨y, y⟩.

∗C-جبر از مثبت عنصر یک b هرگاه که کردیم استفاده نکته این از آخر نامساوی در که باشید داشته توجه
است. برقرار a∗ba ≤ ∥b∥a∗a رابطه a ∈ A هر به�ازای آنگاه باشد، A

می�شود. ثابت حکم و a∗a ⩽ ⟨y, y⟩ داریم a = ⟨x, y⟩ جایگذاری با حال
داریم لذا ∥⟨x٠, x٠⟩∥ = ١ داریم x٠ =

x

∥⟨x, x⟩∥ ١
٢
دادن قرار با آنگاه ،x ̸= ٠ اگر حال

⟨y, x٠⟩⟨x٠, y⟩ ⩽ ∥⟨x٠, x٠⟩∥⟨y, y⟩ =⇒

⟨
y,

x

∥⟨x, x⟩∥ ١
٢

⟩⟨
x

∥⟨x, x⟩∥ ١
٢
, y

⟩
⩽ ⟨y, y⟩

=⇒ ١
∥⟨x, x⟩∥

⟨y, x⟩⟨x, y⟩ ⩽ ⟨y, y⟩

=⇒ ⟨y, x⟩⟨x, y⟩ ⩽ ∥⟨x, x⟩∥⟨y, y⟩.
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∥x∥ = ∥⟨x, x⟩∥ ١
٢ می�دهیم قرار x ∈ X هر برای آنگاه باشد، هیلبرت پیش یکA-مدول X اگر

داریم لذا

∥⟨x, y⟩∥٢ = ∥⟨x, y⟩∗⟨x, y⟩∥

= ∥⟨y, x⟩⟨x, y⟩∥

⩽ ∥⟨x, x⟩∥∥⟨y, y⟩∥

= ∥x∥٢∥y∥٢.

بنابراین
∥⟨x, y⟩∥ ⩽ ∥x∥∥y∥.

نرم به نسبت هرگاه می�نامیم هیلبرت ∗C-مدول یک را هیلبرت پیش A-مدول هر .٢٢.٣.١ تعریف
باشد. تام زیر

∀x ∈ A, ∥ x ∥=∥ ⟨x, x⟩ ∥
١
٢

است. هیلبرت یکA-مدول < a, b >= a∗b داخلی ضرب همراه به A ∗C-جبر هر .٢٣.٣.١ مثال

از دنباله n∈I{Xn}یک و باشد نامتناهی گذار اندیس مجموعه یک I ⊂ N کنیم فرض .٢۴.٣.١ مثال
مجموعه آنگاه باشد. هیلبرت ⊕A-مدول�های

n∈I

Xn =

{
{xn}n∈I |xn ∈ Xn,

∑
n∈I

⟨xn, xn⟩ < +∞

}
است. هیلبرت ∗C-مدول بک ذیل در شده تعریف اعمال با همراه

{xn}n∈I + λ{yn}n∈I = {xn + λyn}n∈I

({xn}n∈I)a = {xna}n∈I

⟨{xn}n∈I , {yn}n∈I⟩ =
∑
n∈I

⟨xn, yn⟩

داریم: {xn}, {yn}, {zn} ∈
⊕

n∈I Xn و a ∈ A هر برای برهان.

.١
⟨{xn}, {xn}⟩ =

∑
n∈I

⟨xn, xn⟩ ⩾ ٠.

همچنین

⟨{xn}, {xn}⟩ =
∑
n∈I

⟨xn, xn⟩ = ٠

⇔ ∀n, ⟨xn, xn⟩ = ٠

⇔ ∀n, xn = ٠

⇔ {xn} = ٠.{xn} = ٠.
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.٢

⟨{xn}, {yn}⟩∗ = (
∑
n∈I

⟨xn, yn⟩)∗

= ( lim
k→∞

k∑
n=١

⟨xn, yn⟩)∗

= lim
k→∞

(
k∑

n=١
⟨xn, yn⟩)∗

= lim
k→∞

k∑
n=١

(⟨xn, yn⟩)∗

= lim
k→∞

k∑
n=١

⟨yn, xn⟩

=
∞∑
n=١

⟨yn, xn⟩ = ⟨{yn}, {xn}⟩.

.٣

⟨{xn}, {yn}a⟩ = ⟨{xn}, {yna}⟩

=
∑
n∈I

⟨xn, yna⟩

=
∑
n∈I

⟨xn, yn⟩a

=

(∑
n∈I

⟨xn, yn⟩

)
a

= ⟨{xn}, {yn}⟩a.

.۴

⟨{xn}, {yn}+ λ{zn}⟩ =
∑
n∈I

⟨xn, yn + λzn⟩

=
∑
n∈I

⟨xn, yn⟩+ λ⟨xn, zn⟩

=
∑
n∈I

⟨xn, yn⟩+
∑
n∈I

λ⟨xn, zn⟩

= ⟨{xn}, {yn}⟩+ λ⟨{xn}, {zn}⟩.

این برای است. کامل داخلی ضرب توسط شده القاء نرم به نسبت
⊕

n∈I Xn دهیم نشان کافیست حال
باشد.

⊕
n∈I Xn در کشی دنباله یک {υk}k∈J و شمارا گذار اندیس مجموعه یک J کنیم فرض منظور



١۴ مقدماتی مفاهیم .١

داریم صورت این در υk = {xn,k}n∈I می�دهیم قرار k ∈ J هر برای

∥xn,k − xn,l∥٢ = ∥⟨xn,k − xn,l, xn,k − xn,l⟩∥

⩽ ∥
∞∑
n=١

⟨xn,k − xn,l, xn,k − xn,l⟩∥

= ∥⟨υk − υl, υk − υl⟩∥

= ∥υk − υl∥٢.

لذا است. کشی
⊕

n∈I Xn در {xn,k}n∈I,k∈J دنباله بنابراین .limk,l→∞ ∥υk − υl∥٢ = ٠ آن در که
بنابراین .un ∈

⊕
n∈I Xn و limk→∞ xn,k = un که است موجود چنان un عنصر n ∈ I هر به�ازای

به ،u ∈
⊕

n∈I Xn دهیم نشان کافیست حال .limn→∞ un = u پس ،{un} = u می�دهیم قرار
.
∑∞

n=١⟨un, un⟩ <∞ که دهیم نشان باید دیگر عبارت
می��کند صدق کشی شرط در

∑∞
n=١⟨un, un⟩ که می�دهیم نشان کار این برای

∥
q∑

n=p

⟨un, un⟩∥ = ∥
q∑

n=p

⟨
lim
k→∞

xn,k, lim
k→∞

xn,k

⟩
∥

= lim
k→∞

∥
q∑

n=p

⟨xn,k, xn,k⟩ ∥ < ϵ

∑
n∈I,k∈J⟨xn,k, xn,k⟩ که این و {xn,k}n∈I,k∈J ∈

⊕
n∈I Xn که است این نامساوی آخرین درستی دلیل

یک
⊕

n∈I Xn لذا و همگراست، A ∗C-جبر در
∑∞

n=١⟨un, un⟩ که می�دهد نشان این همگراست.
است. هیلبرت ∗C-مدول

رابطه مثال عنوان به دارند. هیلبرت فضاهای با مشابه رفتارهایی مواردی در هیلبرت ∗C-مدول�های

است. برقرار هیلبرت، ∗C-مدول دریک هیلبرت، فضای همانند زیر
∥x∥ = sup{∥⟨x, y⟩∥ | y ∈ X, ∥y∥ ⩽ ١}.

داریم ،∥y∥ ≤ ١ هرگاه شوارتز کشی نامساوی از استفاده با زیرا

∥⟨x, y⟩∥ ⩽ ∥x∥∥y∥ =⇒ ∥⟨x, y⟩∥ ⩽ ∥x∥

=⇒ sup{∥⟨x, y⟩∥ | y ∈ X, ∥y∥ ⩽ ١} ⩽ ∥x∥.

این�صورت، در ،x ̸= ٠ و y = x
∥x∥ کنیم فرض همچنین

∥⟨x, y⟩∥ =

∥∥∥∥⟨x, x

∥x∥
⟩
∥∥∥∥

=
١
∥x∥

∥⟨x, x⟩∥

= ∥x∥.



١۵ هیلبرت ∗C-مدول�های .٣.١

نتیجه در
∥x∥ = ∥⟨x, y⟩∥ ⩽ sup{∥⟨x, y⟩∥|y ∈ X, ∥y∥ ⩽ ١}.

در حکم لذا .∥⟨x, y⟩∥ = ٠ ،∥y∥ ⩽ ١ که y هر به�ازای همچنین و ∥x∥ = ٠ آنگاه x = ٠ اگر حال
بود. خواهد برقرار نیز شرایط این

هیلبرت فضاهای با هیلبرت ∗C-مدول�های که می�پردازیم حالتی بررسی به اکنون .٢۵.٣.١ ملاحظه
تعریف باشد. X هیلبرت A-مدول از بسته مدول زیر یک F کنید فرض منظور این برای متفاوتند.

می�کنیم
F⊥ = {y ∈ X|∀x ∈ F, ⟨x, y⟩ = ٠.}

زیرا است، X از بسته مدولی زیر F⊥ صورت این در

داریم z ∈ F هر به�ازای این�صورت در باشند. دلخواه x, y ∈ F⊥ کنید فرض .١
⟨x, z⟩ = ٠, ⟨y, z⟩ = ٠.

.x− y ∈ F⊥ می�دهد نشان این و ،⟨x− y, z⟩ = ٠ نتیجه در

داریم x ∈ F هر به�ازای این�صورت در باشند. دلخواه y ∈ F⊥ و λ ∈ C کنید فرض حال .٢
⟨x, λy⟩ = λ⟨x, y⟩ = ٠.

.λy ∈ F⊥ که می�دهد نشان این

داریم y ∈ F هر به�ازای دراین�صورت باشند. دلخواه a ∈ A و x ∈ F⊥ کنیم فرض .٣
⟨y, xa⟩ = ⟨y, x⟩a = ٠.

.xa ∈ F⊥ که معناست بدان این و

اگر زیرا هست، نیز بسته F⊥ همچنین است. X از مدول زیر یک F⊥ که داده�ایم نشان کنون تا لذا
برای .x ∈ F⊥ دهیم نشان کافیست آنگاه ،xn −→ x طوریکه به باشد F⊥ در دنباله یک {xn}n∈N

داریم y ∈ F هر به�ازای یعنی است، F⊥ در Xn ،n ∈ N هر به�ازای می�دانیم منظور این

⟨xn, y⟩ = ٠ =⇒ lim
n→∞

⟨xn, y⟩ = ٠

=⇒
⟨
lim
n→∞

xn, y
⟩
= ٠

=⇒ ⟨x, y⟩ = ٠.

روابط هیلبرت ∗C-مدول�های در ،١٠.٣.١ قضیه خلاف بر اما است، X از بسته مدولی زیر F⊥ پس
نیستند برقرار لزوماً زیر

X = F ⊕ F⊥, F⊥⊥ = F.

می�دهیم. نشان مثال یک ارائه با را مطلب این



١۶ مقدماتی مفاهیم .١

این��صورت در ،F = {f ∈ A|f(١٢) = ٠} و X = A ،A = C([٠,١]) کنیم فرض .٢۶.٣.١ مثال
.F⊥ = {٠}

زیرا است. X از بسته مدولی زیر F است واضح

داریم f, g ∈ F هر به�ازای (i)

(f − g)(
١
٢) = f(

١
٢)− g(

١
٢) = ٠,

.f − g ∈ F نتیجه در

داریم λ ∈ C و f ∈ F هر به�ازای (ii)

(λf)(
١
٢) = λf(

١
٢) = ٠,

.λf ∈ F نتیجه در

داریم a ∈ A و f ∈ F هر به�ازای (iii)

(fa)(
١
٢) = f(

١
٢)a(

١
٢) = ٠,

.fa ∈ F نتیجه در

F در دنباله یک {fn}n∈N اگر زیرا هست، نیز بسته F همچنین است. X از مدولی زیر F بنابراین
داریم این�صورت در fn −→ g طوری�که به باشد

g(
١
٢) = lim

n→∞
fn(

١
٢) = ٠,

.g ∈ F که است معنی بدان این و
کنید تعریف این�صورت در باشد دلخواه g ∈ F⊥ کنید فرض زیرا ،F⊥ = {٠} که می�دهیم نشان

طرفی از .f ∈ F⊥ که است واضح .f(t) = g(t)(t− ١
٢)

٠ = ⟨f, g⟩ = fg = |g(t)|٢(t− ١
٢).

است واضح ١
٢ در g تابع پیوستگی به باتوجه حال .g(t) = ٠ ،t ̸= ١

٢ هر به�ازای که می�دهد نشان این
داریم F⊥⊥ = X این�که به توجه با حال .F⊥ = {٠} پس g ≡ ٠ لذا و g(١٢) = ٠ که

F ̸= F⊥⊥, F ⊕ F⊥ ̸= X.

مثال به نیست. برقرار هیلبرت ∗C-مدول�های برای کلی حالت در نیز فیثاغورث تساوی همچنین
کنید. توجه زیر

A-مدول یک A که است واضح این�صورت در A = C([٠,١] ∪ [٢,٣]) کنیم فرض .٢٧.٣.١ مثال
کنید. تعریف زیر صورت به را f, g توابع است، هیلبرت

f(x) =

١ x ∈ [٠,١]

٠ x ∈ [٢,٣]
, g(x) =

٠ x ∈ [٠,١]

١ x ∈ [٢,٣]



١٧ هیلبرت ∗C-مدول�های .٣.١

و f, g ∈ A صورت این در

⟨f, g⟩ = fg = ٠

داریم طرفی از

∥f∥ = ∥f∥sup = max{f} = ١, ∥g∥ = ∥g∥sup = max{g} = ١

-C∗ برای ١١.٣.١ قضیه همانند فیثاغورث رابطه به�وضوح بنابراین .∥f + g∥sup = ١ همچنین
نیست. برقرار هیلبرت مدول�های

متناهی مجموعه�ی هرگاه، می�شود نامیده شده٢۵ تولید متناهیاً H هیلبرت A-مدول .٢٨.٣.١ تعریف
نوشت: زیر A-خطی ترکیب صورت به بتوان را x ∈ H هر که باشد موجود {x١, ..., xn} ⊆ H

x =
n∑

i=١
xiai, ai ∈ A.

شمارش�پذیر مجموعه�ی هرگاه، می�شود نامیده ٢۶ شده تولید Hشمارا هیلبرت A-مدول .٢٩.٣.١ تعریف
طوری�که: به باشد موجود {xi} ⊆ H

H = ⟨x١, x٢, ...⟩.

تعریف زیر صورت به که است هیلبرت A-مدول یک l٢(A) ،A ∗C-جبر برای .٣٠.٣.١ تعریف
می�شود:

l٢(A) =

{
{aj}j∈J ⊆ A همگراست| نرم در

∑
j∈J

aja
∗
j

}
.

تعریف زیر صورت به آن روی داخلی ضرب و باشد متناهی یا شمارا گذار اندیس مجموعه�ی یک J که
×(A)l٢می�شود l٢(A) → A

⟨{aj}j∈J , {bj}j∈J =
∑

j∈J a
∗
jbj

١ ≤ i ≤ n هر و n ∈ N هر به�ازای و باشد ١A واحد عضو با یکدار ∗C-جبر یک A اگر .٣١.٣.١ مثال

An هیلبرت A-مدول مولد یک {e١, ..., en} آنگاه δij =

١A i = j

٠ i ̸= j
که ei = (δi١, ..., δin)

هیلبرت A-مدول مولد یک {ei : i ∈ N} آنگاه ei = {δin}n∈N هر و n ∈ N هر ازای به اگر و است
هیلبرت A-مدول یک l٢(A) و شده تولید متناهیاً هیلبرت A-مدول یک An بنابراین است. l٢(A)

می�باشد. شده تولید شمارا

٢۵Finitely generated
٢۶Countably generated



١٨ مقدماتی مفاهیم .١

هیلبرت فضاهای روی عملگرها ۴.١

نگاشت این�صورت در باشند، C میدان روی نرم�دار فضای دو Y و X کنید فرض .١.۴.١ تعریف
،α ∈ C هر و x, y ∈ X هر برای هرگاه می�شود، نامیده ٢٧ خطی عملگر یک را T : X −→ Y

T (αx+ y) = αT (x) + T (y).

این�صورت در باشد، خطی عملگر یک T : X −→ Y کنیم فرض .٢.۴.١ تعریف

،Tx ̸= Ty دهد نتیجه x ̸= y هرگاه می�شود نامیده یک٢٨ به یک T .١

،Rang(T ) = {Tx | x ∈ X} از است عبارت T برد .٢

،Rang(T ) = Y هرگاه می�شود نامیده برو٢٩ T .٣

باشد. برو هم و يك به يك هم هرگاه می�شود نامیده دوسوئی٣٠ T .۴

در باشد. Y توی به X از خطی عملگر T و باشند نرم�دار فضای دو Y و X کنیم فرض .٣.۴.١ تعریف
: می�کنیم تعریف زیر صورت به و می�دهیم نشان ∥T∥ نماد با را T خطی عملگر نرم این�صورت

∥T∥ = sup{∥Tx∥ : x ∈ X, ∥x∥ ≤ ١}.

.∥T∥ <∞ هرگاه گوئیم ٣١ کران�دار را T عملگر

آنگاه باشد کران�دار خطی عملگر یک T : X −→ Y هرگاه .۴.۴.١ ملاحظه

∥T∥ = sup{∥Tx∥ : x ∈ X, ∥x∥ = ١}

= sup{∥Tx∥
∥x∥

: x ∈ X, x ̸= ٠}

= inf{M > ٠ : ∀x ∈ X, ∥Tx∥ ≤M∥x∥}.

،X = Y اگر و می�دهیم نمایش B(X, Y ) نماد با را Y به X از کران�دار عملگر�های همه مجموعه�ی
می�دهیم. نشان B(X) با را B(X,X) و می�نامیم Xروی عملگر یک را T آنگاه

روی کران�دار و خطی تابعک�های تمام مجموعه و می�نامیم خطی٣٢ تابعک را T آنگاه Y = C اگر
می�نامیم. X دوگان٣٣ فضای را آن و می�دهیم نشان X∗ با را X

٢٧Linear operator
٢٨Injection
٢٩Surjective
٣٠Bijective
٣١Bounded
٣٢Linear Functional
٣٣Dual space



١٩ هیلبرت فضاهای روی عملگرها .۴.١

ترتیب به RT = {y = T (x) |x ∈ X} و NT = {x ∈ X : Tx = ٠} فضاهای زیر .۵.۴.١ تعریف
می�نامیم. T برد فضای و پوچ فضای را Y و X از

الحاقی عملگر این�صورت در ،T ∈ B(H,K) و هیلبرت فضای دو K و H کنیم فرض .۶.۴.١ تعریف
و x ∈ H هر به�ازای و T ∗ ∈ B(K,H) که به�طوری است T ∗ : K −→ H منحصربه�فرد عملگر ،T

،y ∈ K

⟨Tx, y⟩K = ⟨x, T ∗y⟩H .

که داد نشان می�توان به�علاوه
∥T∥ = ∥T ∗∥.

باشند. کران�دار خطی عملگر دو S, T : H −→ H و هیلبرت فضای یک H کنیم فرض .٧.۴.١ تعریف
این�صورت در

.⟨Tx, y⟩ = ⟨x, Ty⟩ ، x, y ∈ H هر برای یعنی ،T = T ∗ هرگاه می�شود نامیده خودالحاق T .١

.⟨Tx, x⟩ ⩾ ٠ باشیم داشته x ∈ H هر برای هرگاه T ⩾ ٠ می�نویسیم و است مثبت T .٢

.T − S ⩾ ٠ اگر T ⩾ S .٣

.T ∗T = TT ∗ = I هرگاه می�شود نامیده یکانی٣۴ T .۴

است. الحاق خود مثبت عملگر هر .٨.۴.١ لم

،x ∈ H هر ازای به این�صورت در باشد مثبت عملگر یک T : H −→ H کنیم فرض برهان.

٠ ⩽ ⟨Tx, x⟩ = ⟨x, T ∗x⟩

=⟨T ∗x, x⟩

=⟨T ∗x, x⟩

=⇒⟨Tx, x⟩ = ⟨T ∗x, x⟩

=⇒T = T ∗.

Tn : X −→ Y دنباله باشد. نرم�دار فضای یک Y و باناخ فضای یک X کنیم فرض .٩.۴.١ تعریف
کران�دار x ∈ X هر برای {∥Tn∥} هرگاه می�نامیم کران�دار نقطه�وار طور به را کران�دار خطی عملگرهای از

یعنی باشد
∥Tn(x)∥ ≤ cx, n = ١,٢,٣, · · · .

٣۴Unitar



٢٠ مقدماتی مفاهیم .١

نرم�دار فضای یک Y و باناخ فضای یک X کنیم فرض یکنواخت٣۵) کران�داری (اصل .١٠.۴.١ قضیه
نقطه به�طور که باشد کران�دار خطی عملگرهای از دنباله�ای Tn : X −→ Y کنیم فرض همچنین باشند.

است. کران�دار {∥Tn∥}∞n=١ دنباله این�صورت در است کران�دار وار

.[٧] مرجع (۵.١٣) قضیه به شود رجوع برهان.

خطی عملگر اگر باشند، هیلبرت فضای دو K و H کنیم فرض نویمان٣۶) (قضیه .١١.۴.١ قضیه
داریم و بوده دوسویی U این�صورت در ،∥I − U∥ < ١ و بوده کران�دار U : H −→ K

U−١ =
∞∑
j=٠

(I − U)j.

همچنین و
∥U−١∥ ≤ ١

١− ∥I − U∥
.

.[۵] مرجع (A.۵.٣) قضیه به شود رجوع برهان.

فضای به H هیلبرت فضای از کران�دار خطی نگاشت V : H −→ K کنیم فرض .١٢.۴.١ تعریف
،x ∈ ker(V )⊥ هر برای هرگاه گوئیم جزئی طولپایی یک را V باشد. K هیلبرت

∥V (x)∥ = ∥x∥.

داریم، و هستند بسته برد با نیز |T | و T ∗ آنگاه اباشد بسته برد دارای T ∈ B(H) اگر .١٣.۴.١ قضیه

H = ker |T | ⊕ |T |H = kerT ∗ ⊕ TH = kerT ⊕ T ∗H.

که، است موجود چنان V ∈ B(H) مانند جزئی طولپایی یک و است قطبی تجزیه داری T همچنین
kerV = kerT, kerV ∗ = kerT ∗, V H = TH, V ∗H = T ∗H.

است. پذیر معکوس B(H) در |T |+ (I − V ∗V ) و TH⊥⊥ = TH بنابراین

.[٣١] مرجع (١۵.٣.٨) قضیه به شود رجوع برهان.

خطی عملگر باشد. هیلبرت A-مدول یک H و باشد ∗C-جبر یک A کنیم فرض .١۴.۴.١ تعریف
باشیم داشته α, β ∈ A هر و x, y ∈ H هر برای هرگاه گوییم A-خطی را T : H −→ H

T (αx+ βy) = αT (x) + βT (y).

EndA(H) با Hرا هیلبرت رویA-مدول A-خطی کران�دار عملگرهای همه مجموعه�ی تعریف١.١۵.۴.
با را H روی کران�دار الحاق�پذیر A-خطی عملگرهای همه مجموعه�ی زیر همچنین و می�دهیم نشان

می�دهیم. نشان End∗A(H)

الحاق�پذیر های نگاشت همه مجموعه�ی آنگاه باشند، هیلبرت A-مدول دو F و E اگر .١۶.۴.١ تعریف
می�دهیم. نشان L(E,F ) با را F به E از

٣۵Uniform boundedness principle
٣۶Neumann theorem



٢ فصل

∗C-مدول�های و هیلبرت فضاهای در قاب�ها
هیلبرت

مقدمه ١.٢

از برخی و می�پردازیم هیلبرت ∗C-مدول�های و هیلبرت فضاهای در قاب�ها معرفی به فصل این در
هیلبرت ∗C-مدول�های در دوگان قاب�های زوج معرفی به نیز پایان در می�کنیم. بیان را آنها خواص

می�پردازیم.

هیلبرت فضاهای در قاب�ها ٢.٢

دو هرگاه می�نامیم، H برای قاب یک را H هیلبرت فضای نقاط از {fk}∞k=١ دنباله .١.٢.٢ تعریف
که قسمی به باشند موجود A,B > ٠ ثابت

∀f ∈ H, A∥f∥٢ ⩽
k=∞∑
k=١

|⟨f, fk⟩|٢ ⩽ B∥f∥٢.

نامیم. می قاب کران�های را B و A اعداد

می�نامیم. H برای تنگ١ یا چسبان قاب یک ∞=k{fk}را
k=١ دنباله آنگاه ،A = B هرگاه

می�نامیم. H برای پارسوال٢ قاب یک را {fk}k=∞
k=١ دنباله آنگاه ،A = B = ١ هرگاه همچنین

دنباله آنگاه باشد. H هیلبرت فضای برای استاندارد پایه یک {ek}∞k=کنید١ فرض .٢.٢.٢ مثال
طوری�که به است، H هیلبرت فضای برای چسبان قاب یک {fk}∞k=١ = {e١, e١, e٢, e٢, · · · }

.A = B = ٢ با است برابر آن کران�های
١Tight frame
٢Parseval frame



٢٢ هیلبرت ∗C-مدول�های و هیلبرت فضاهای در قاب�ها .٢

داریم f ∈ H هر برای زیرا

∞∑
k=١

|⟨f, fk⟩|٢ = |⟨f, e٢|⟨١ + |⟨f, e٢|⟨١ + |⟨f, e٢|⟨٢ + |⟨f, e٢|⟨٢ + · · ·

= ٢
∞∑
k=١

|⟨f, ek⟩|٢ = ٢∥f∥٢.

است. چسبان قاب یک {fk}∞k=١ ،A = B = ٢ برای می�دهد نشان این

دنباله این�صورت در Hباشد. هیلبرت فضای برای استاندارد پایه یک {ek}∞k=کنیم١ فرض .٣.٢.٢ مثال
آن کران�های به�طوری�که است، H هیلبرت فضای برای قاب یک {fk}∞k=١ = {e١, e١, e٢, e٣, · · · }

.A = ١, B = ٢ با است برابر

داریم f ∈ H هر برای زیرا

∞∑
k=١

|⟨f, fk⟩|٢ = |⟨f, e٢|⟨١ + |⟨f, e٢|⟨١ + |⟨f, e٢|⟨٢ + |⟨f, e٢|⟨٣ + · · ·

≥ |⟨f, e٢|⟨١ + |⟨f, e٢|⟨٢ + |⟨f, e٢|⟨٣ + · · ·

=
∞∑
k=١

|⟨f, ek⟩|٢ = ∥f∥٢

: داریم طرفی از ،A = ١ بنابراین

∞∑
k=١

|⟨f, fk⟩|٢ = |⟨f, e٢|⟨١ + |⟨f, e٢|⟨١ + |⟨f, e٢|⟨٢ + |⟨f, e٢|⟨٣ + · · ·

= ٢|⟨f, e٢|⟨١ + |⟨f, e٢|⟨٢ + |⟨f, e٢|⟨٣ + · · ·

≤ ٢|⟨f, e٢|⟨١ + ٢|⟨f, e٢|⟨٢ + ٢|⟨f, e٢|⟨٣ + · · ·

= ٢
∞∑
k=١

|⟨f, ek⟩|٢ = ٢∥f∥٢

کنیم. اختیار ٢ عدد را B کافی�است لذا

f ∈ H هر برای ∞=k{fk}آنگاه
k=١ =

{
e١,

١√
٢e٢,

١√
٢e٢,

١√
٣e٣,

١√
٣e٣,

١√
٣e٣, ...

}
اگر .۴.٢.٢ مثال

داریم،
k=∞∑
k=١

|⟨f, fk⟩|٢ =
k=∞∑
k=١

k|⟨f, ١√
k
ek⟩|٢ = ∥f∥٢

است. پارسوال قاب یک {fk}k=∞
k=١ لذا .



٢٣ هیلبرت فضاهای در قاب�ها .٢.٢

ثابت عدد هرگاه می�شود، نامیده بسل٣ دنباله یک H هیلبرت فضای در {fk}∞k=١ دنباله .۵.٢.٢ تعریف
،f ∈ H هر به�ازای که باشد موجود چنان B > ٠

k=∞∑
k=١

|⟨f, fk⟩|٢ ⩽ B∥f∥٢.

عددی کوچکترین بسل دنباله برای بهینه کران می�نامیم. {fk}∞k=١ دنباله برای بسل کران یک را B عدد
می�کند. صدق اخیر نامساوی در که است

دنباله هر ولی است بسل دنباله یک قاب هر که گرفت نتیجه می�توان بسل دنباله تعریف به توجه با
کنید. توجه زیر مثال به نیست، قاب یک لزوماً بسل

{fk} = {ek+ek+١}∞k=١ دنباله آنگاه Hباشد هیلبرت فضای برای پایه یک {ek}∞k=١ اگر .۶.٢.٢ مثال
نیست. H قاب یک ولی است بسل دنباله یک

داریم f ∈ H هر برای زیرا است. بسل دنباله یک {fk} = {ek + ek+١}∞k=١ که است واضح

∞∑
k=١

|⟨f, ek + ek+٢|⟨١ =
∞∑
k=١

|⟨f, ek⟩+ ⟨f, ek+٢|⟨١

⩽ ٢
∞∑
k=١

|⟨f, ek⟩|٢ + ٢
∞∑
k=١

|⟨f, ek+٢|⟨١ ⩽ ۴∥f∥٢

است. ۴ بسل کران با بسل دنباله یک {ek + ek+١}∞k=١ پس
می�دهیم قرار j ∈ N هر ازای به حال

gj =

j∑
n=١

(−١)n+١en

داریم. fk با gj داخلی ضرب از و ∥gj∥٢ = j صورت این در

⟨gj, fk⟩ = ⟨e١ − e٢ + · · ·+ (−١)j+١ej, ek + ek+١⟩ =


٠ j < k

(−١)j+١ j = k

٠ j > k

موجود A > ٠ هیچ که می�دهد نشان این .
∑∞

k=١ |⟨gj, fk⟩|٢ = ١ = ١
j
∥gj∥٢ ،j ∈ N هر به�ازای لذا

باشیم داشته j ∈ N هر ازای به که نیست

١ =
∞∑
k=١

|⟨gj, fk⟩|٢ > A∥gj∥٢ = Aj.

هر به�ازای طوری�که به باشد H هیلبرت فضای در ای دنباله {fk}∞k=١ کنیم فرض .٧.٢.٢ لم
نگاشت این�صورت در باشد همگرا

∑∞
k=١ ckfk سری {ck}∞k=١ ∈ l٢(N)

٣Bessel sequence



٢۴ هیلبرت ∗C-مدول�های و هیلبرت فضاهای در قاب�ها .٢

T : l٢(N) −→ H

T{ck}∞k=١ =
∑∞

k=١ ckfk

می�شود تعریف زیر صورت به آن الحاقی عملگر و است کران�دار و خطی عملگر یک

T ∗ : H → l٢(N)

T ∗f = {⟨f, fk⟩}∞k=١.

،f ∈ H هر به�ازای به�علاوه
∞∑
k=١

|⟨f, fk⟩|٢ ≤ ∥T∥٢∥f∥٢ ∀f ∈ H.

.[۵] مرجع (٣.٢.١) لم به کنید رجوع برهان.

اندیس مجموعه یک I کنیم فرض همچنین باشد. هیلبرت فضای یک H کنیم فرض .٨.٢.٢ تعریف
اگر، می�نامیم x ∈ H به نامشروط۴ همگرای را

∑
i∈I xi سری i ∈ I هر برای ،xi ∈ H و باشد گذار

باشد. پذیر شمارش I٠ = {i ∈ I | xi ̸= ٠} اندیس مجموعه .١

باشد. برقرار x =
∑∞

i=١ xi رابطه I٠ = {i ∈ I |xi ̸= ٠} از جایگشت هر برای .٢

باشرط {ϵn}∞n=١ دنباله هر برای اگر است نامشروط همگرای
∑

i∈I xi سری معادل طور به
باشد. همگرا

∑∞
n=١ ϵnxn سری ϵn ∈ {−١,١}

سری این�صورت در باشد، H هیلبرت فضای در بسل دنباله یک {fj}∞j=١ کنیم فرض .٩.٢.٢ نتیجه
است. نامشروط همگرای l٢(N) در {cj}∞j=١ مانند دنباله هر به�ازای

∑∞
j=١ cjfj

.[۵] مرجع نتیجه(۵.٣.٢) کنید رجوع برهان.

بسل دنباله یک {fk}∞k=١ باشد. H هیلبرت فضای در دنباله�ای {fk}∞k=١ کنیم فرض .١٠.٢.٢ قضیه
ضابطه، با T عملگر اگر تنها و اگر است B بسل کران با

 T : l٢(N) → H

{ck}∞k=١ 7→
∑∞

k=١ ckfk

.∥T∥ ⩽
√
B و باشد کران�دار تعریف خوش عملگر یک

۴Converges unconditionally



٢۵ هیلبرت فضاهای در قاب�ها .٢.٢

.{ck}∞k=١ ∈ l٢(N) و باشد B کران با بسل دنباله یک {fk}∞k=١ می�کنیم فرض ابتدا در ∞∑برهان.
k=١ ckfk سری {ck}∞k=١ هر ازای به که معنی بدین است تعریف خوش T دهیم نشان می�خواهیم

این�صورت در ،n > m و n,m ∈ N می�کنیم فرض منظور این برای ∥∥∥∥∥همگراست.
n∑

k=١
ckfk −

m∑
k=١

ckfk

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥
n∑

k=m+١
ckfk

∥∥∥∥∥
= sup

∥g∥=١

∣∣∣∣∣⟨
n∑

k=m+١
ckfk, g⟩

∣∣∣∣∣
داریم شوارتز کشی نامساوی از استفاده با ∥∥∥∥∥حال

n∑
k=١

ckfk −
m∑

k=١
ckfk

∥∥∥∥∥ ⩽ sup
∥g∥=١

n∑
k=m+١

|ck⟨fk, g⟩|

⩽
(

n∑
k=m+١

|ck|٢
)١/٢

sup
∥g∥=١

(
n∑

k=m+١
|⟨fk, g⟩|٢

)١/٢

⩽
√
B

(
n∑

k=m+١
|ck|٢

)١/٢

.

فوق، نابرابری به توجه با لذا و می�کند صدق کشی شرط در
∑∞

k=١ |ck|٢ لذا ،{ck}∞k=١ ∈ l٢(N) چون
چون طرفی از می�کند. اثبات را T تعریفی خوش این و است صادق کشی شرط در

∑∞
k=١ ckfk سری

∥T{ck}∞k=١∥ = ∥
∞∑
k=١

ckfk∥ = sup
∥g∥=١

∥⟨
∞∑
k=١

ckfk, g⟩∥

⩽ sup
∥g∥=١

∞∑
k=١

|ck⟨fk, g⟩|

⩽
(

∞∑
k=١

|ck|٢
)١/٢

sup
∥g∥=١

(
∞∑
k=١

|⟨fk, g⟩|٢
)١/٢

⩽
√
B

(
∞∑
k=١

|ck|٢
)١/٢

<∞.

.∥T∥ ⩽
√
B و است کران�دار T نتیجه در

نشان ٧.٢.٢ لم صورت این در باشد. ∥T∥ ⩽
√
B خاصیت با کران�دار عملگر یک T کنید فرض حال
است. B کران با بسل دنباله یک {fk}∞k=١ که می�دهد

لذا است. بسل دنباله یک H هیلبرت فضای در قاب هر که مطلب این به توجه با حال

 T : l٢(N) → H

T{cj}∞j=J =
∑∞

j=١ cjfj



٢۶ هیلبرت ∗C-مدول�های و هیلبرت فضاهای در قاب�ها .٢

لم از استفاده با همچنین می�گوییم. ترکیب۵ یا قابی پیش عملگر آن به که است کران�دار خطی عملگر یک
، می�شود تعریف زیر صورت به آن الحاقی عملگر ٧.٢.٢

T ∗ : H → l٢(N)

T ∗f = {⟨f, fj⟩}∞j=١ .

می�نامیم. تجزیه۶ عملگر را آن که
داریم و نمایشمی�دهیم S با را آن که می�آید به�دست قابی٧ عملگر ،T ∗ و T عملگر دو ترکیب با اکنون

S : H → H

Sf = TT ∗f =
∑∞

j=١⟨f, fj⟩fj.

می�کنیم. بیان را قابی عملگرهای از مهمی خاصیت�های حال

صورت این در باشد، B و A کران�های و S قابی عملگر با قاب یک {fj}j∈J کنیم فرض .١١.٢.٢ لم
است: برقرار همواره زیر روابط

است. مثبت و خودالحاق معکوس�پذیر، کران�دار، S .١

است. A−١ و B−١ کران�های و S−١ قابی عملگر با قاب یک {S−١fj}j∈J .٢

A−١ و B−١ آنگاه باشند، H هیلبرت فضای در {fj}j∈J قاب بهینه قابی کران�های B و A اگر .٣
هستند. {S−١fj}j∈J قاب برای بهینه کران�های ترتیب به

کران�داری به توجه با باشد. {fj}j∈J قاب با متناظر ترکیب عملگر T کنید فرض : (١) برهان.
داریم ١٠.٢.٢ قضیه از استفاده با و است کران�دار نیز S = TT ∗ عملگر ،T ∗ و T عملگرهای

∥S∥ = ∥TT ∗∥ = ∥T∥٢ ⩽ B

بودن قاب از طرفی از است. الحاق خود S عملگر بنابراین .S∗ = (TT ∗)∗ = TT ∗ = S همچنین
داریم f ∈ H هر برای S ضابطه و {fj}j∈J

⟨Sf, f⟩ = ⟨
∑
j∈J

⟨f, fj⟩fj, f⟩ =
∑
j∈J

⟨f, fj⟩⟨fj, f⟩ =
∑
j∈J

|⟨f, fj⟩|٢ ⩾ ٠

داریم بنابراین
⟨Sf, f⟩ ⩾ ٠

طرفی از است. مثبت S عملگر پس
A∥f∥٢ ⩽ ⟨Sf, f⟩ ⩽ B∥f∥٢

۵Synthesis operator
۶Analysis operator
٧Frame operator



٢٧ هیلبرت فضاهای در قاب�ها .٢.٢

نتیجه در
AIH ⩽ S ⩽ BIH

٠ ⩽ IH −B−١S ⩽ B − A

B
IH

لذا
∥IH −B−١S∥ = sup

∥f∥=١

∣∣⟨(IH −B−١S)f, f
⟩∣∣ ⩽ B − A

B
< ١.

. B−١IH ⩽ S−١ ⩽ A−١IH و است پذیر وارون S که می�شود نتیجه ١١.۴.١ قضیه از حال
: داریم f ∈ H هر برای است. الحاق خود نیز S−١ عملگر است، خودالحاق S عملگر چون :(٢)∑

j∈J

|⟨f, S−١fj⟩|٢ =
∑
j∈J

|⟨S−١f, fj⟩|٢ ⩽ B∥S−١f∥٢ ⩽ B∥S−٢∥١∥f∥٢.

است. تعریف خوش {S−١fj}j∈J برای قاب عملگر لذا است. بسل دنباله یک {S−١fj}j∈J نتیجه در
: داریم f ∈ H هر برای باشد. {S−١fj}j∈J نظیر قاب عملگر S٠ اگر حال

S٠f =
∑
j∈J

⟨f, S−١fj⟩S−١fj

=
∑
j∈J

⟨S−١f, fj⟩S−١fj

= S−١
∑
j∈J

⟨S−١f, fj⟩fj

= S−١SS−١f = S−١f. (١.٢)

.AIH ⩽ S ⩽ BIH صورت این در باشند {fj}j∈J قاب بهینه کران�های B و A اگر .S−١ = S٠ پس
: داریم S پذیری وارون به توجه با حال

B−١IH ⩽ S−١ ⩽ A−١IH ,

داریم f ∈ H هر به�ازای لذا
B−١∥f∥٢ ⩽ ⟨S−١f, f⟩ ⩽ A−١∥f∥٢,

داریم ١.٢ به توجه با نتیجه در
B−١∥f∥٢ ⩽

∑
j∈J

|⟨f, S−١f⟩|٢ ⩽ A−١∥f∥٢.

است. B−١ و A−١ کران�های با قاب {S−١fj}j∈J یک که می�دهد نشان این و
طوری�که به باشد C بهینه بالایی کران و S−١ قابی عملگر با قاب یک {S−١fj}j∈J کنیم فرض : ٣

است ١
C

پایین کران با قاب یک {fj}j∈J = {(S−١)−١S−١fj}j∈J اینکه به توجه با حال .C <
١
A

C =
١
A

و باطل خلف فرض پس .A >
١
C

پس است {fj}j∈J قاب بهینه پایین کران A چون و
می�شود. بیان مشابه طریق به نیز {S−١fj}j∈J قاب بهینه�ی پایین کران اثبات برای است.

یا متعارف دوگان قاب را است قاب یک می�شود ثابت بالا لم در که را {S−١fj}j∈J .١٢.٢.٢ تعریف
می�نامیم. {fj}j∈J کانونی٨

٨canonical dual frame



٢٨ هیلبرت ∗C-مدول�های و هیلبرت فضاهای در قاب�ها .٢

فرض همچنین و Hباشد هیلبرت فضای برای یکه متعامد پایه یک {ek}∞k=١ کنیم فرض .١٣.٢.٢ مثال
کنیم

{fk}∞k=١ = {e١, e١, e٢, e٣, · · · }

رابطه به توجه با است. B = ٢ و A = ١ کران�های با قاب یک {fk}∞k=١ که کردیم بررسی قبلا
داریم: Sf =

∑∞
k=١⟨f, fk⟩fk

Se١ =
∞∑
k=١

⟨e١, fk⟩fk

= ⟨e١, e١⟩e١ + ⟨e١, e١⟩e١ + ⟨e١, e٢⟩e٢ + ⟨e١, e٣⟩e٣ + · · ·

= e١ + e١ + ٠+ ٠+ · · · = ٢e١

همچنین

Se٢ =
∞∑
k=١

⟨e٢, fk⟩fk

= ⟨e٢, e١⟩e١ + ⟨e٢, e١⟩e١ + ⟨e٢, e٢⟩e٢ + ⟨e٢, e٣⟩e٣ + · · ·

= ٠+ ٠+ e٢ + ٠+ · · · = e٢

که می�آوریم به�دست روند همین ادامه با
Se٣ = e٣, Se۴ = e۴, · · ·

: داریم پس

S−١e١ =
١
٢e١, S−١e٢ = e٢, S−١e٣ = e٣, · · ·

است زیر صورت به آن متعارف دوگان قاب بنابراین

{S−١fk}∞k=١ = {١٢e١,
١
٢e١, e٢, e٣, · · · }.

برای قاب یک {fj}j∈J اگر که می�کند بیان قاب�هاست مطالعه نتایج مهمترین از یکی که زیر قضیه
عبارت به است. قاب عناصر خطی ترکیبات از نامتناهی نمایشی دارای H در عنصر هر آنگاه باشد، H

گرفت. نظر در H برای پایه یک عنوان به می�توان را قاب یک دیگر

این�صورت در باشد، S قابی عملگر با قاب یک {fj}j∈J کنیم فرض .١۴.٢.٢ قضیه

∀f ∈ H, f =
∑
j∈J

⟨f, S−١fj⟩fj, (٢.٢)

∀f ∈ H, f =
∑
j∈J

⟨f, fj⟩S−١fj. (٣.٢)

هستند. نامشروط همگرای فوق سری دو هر



٢٩ هیلبرت فضاهای در قاب�ها .٢.٢

: داریم f ∈ H هر برای برهان.
f = SS−١f =

∑
j∈J

⟨S−١f, fj⟩fj =
∑
j∈J

⟨f, S−١fj⟩fj.

مشابه: به�طور و

f = S−١Sf = S−١

(∑
j∈J

⟨f, fj⟩fj

)
=
∑
j∈J

⟨f, fj⟩S−١fj.

نتیجه طبق بنابراین می�باشد {⟨f, S−١fj⟩}j∈J ∈ l٢(N) و بسل دنباله یک {fj}j∈J چون طرفی از
است. نامشروط همگرای فوق سری�های ٩.٢.٢

{gk}∞k=١ فرد به منحصر دنباله صورت این در باشد. H برای پایه�ای {fk}∞k=١ کنیم فرض .١۵.٢.٢ لم
داریم، f ∈ H هر برای طوری�که به دارد وجود H در

f =
∞∑
k=١

⟨f, gk⟩fk

ویژه به
{gk}∞k=١ = {S−١fk}∞k=١

داد نمایش زیر به�صورت می�توان را f ∈ H هر آنگاه است، H برای قابی {fk}∞k=١ چون برهان.

f =
∞∑
k=١

⟨f, S−١fk⟩fk.

می�دهیم قرار است کافی
{gk}∞k=١ = {S−١fk}∞k=١

لذا،
f =

∞∑
k=١

⟨f, gk⟩fk

طوری�که به باشند، موجود {hk}∞k=١ و {gk}∞k=١ دنباله دو کنیم فرض حال

f =
∞∑
k=١

⟨f, gk⟩fk, f =
∞∑
k=١

⟨f, hk⟩fk.

نتیجه در
∞∑
k=١

(⟨f, gk⟩ − ⟨f, hk⟩)fk = ٠

داریم: f ∈ H هر برای پس است، پایه {fk}∞k=١ چون
٠ = ⟨f, gk⟩ − ⟨f, hk⟩ = ⟨f, gk − hk⟩.

دیگر عبارت به .gk = hk که می�دهد نشان این و .gk − hk = ٠ داریم k ∈ N هر برای نتیجه در
است. منحصربه�فرد {gk}∞k=١

P کنیم فرض همچنین و باشد H هیلبرت فضای در دنباله�ای {fk}∞k=١ کنیم فرض .١۶.٢.٢ قضیه
: برقرارند زیر گزاره�های این�صورت در شود. گرفته نظر در V بسته زیرفضای روی به H از متعامد تصویر



٣٠ هیلبرت ∗C-مدول�های و هیلبرت فضاهای در قاب�ها .٢

V برای قاب یک {Pfk}∞k=١ آنگاه باشد، B و A قابی کرانهای با H برای قابی {fk}∞k=١ اگر .١
است. B و A کران�های با

،f ∈ H هر برای این�صورت در باشد، S قابی عملگر با V برای قابی {fk}∞k=١ کنیم فرض .٢

Pf =
∞∑
k=١

⟨f, S−١fk⟩fk.

پس است V روی به H از متعامد تصویر Pچون (١) برهان.

Pf =

 f f ∈ V

٠ f ∈ V ⊥

داریم f ∈ V هر برای بنابراین
∞∑
k=١

|⟨f, Pfk⟩|٢ =
∞∑
k=١

|⟨Pf, fk⟩|٢ =
∞∑
k=١

|⟨f, fk⟩|٢.

A کران�های با V برای قاب یک نیز {Pfk}∞k=،فوق روابط به توجه با و است قاب {fk}∞k= که این از
است. B و

داریم g ∈ V هر برای ١۴.٢.٢ قضیه طبق (٢)

g =
∞∑
k=١

⟨g, S−١fk⟩fk

داریم f ∈ H هر به�ازای بنابراین

Pf =
∞∑
k=١

⟨Pf, S−١fk⟩fk =
∞∑
k=١

⟨f, PS−١fk⟩fk =
∞∑
k=١

⟨f, S−١fk⟩fk.

است. قاب عناصر حسب بر نمایشی داری نیز Pf نتیجه در

و باشد H هیلبرت فضای برای B و A کران�های با قابی دنباله {fj}j∈J کنیم فرض .١٧.٢.٢ قضیه
دنباله یک {Ufj}j∈J این�صورت در باشد. یکانی کراندار عملگر یک U : H → H کنیم فرض همچنین
{Ufj}j∈J آنگاه باشد، H در قاب یک {fj}j∈J اگر همچنین بود. خواهد B و A کران�های با قابی

بود. خواهد H در قابی نیز

.[١۴] به شود رجوع برهان.

خانواده�ای دقیقاً {xj}j∈J دوگان قاب باشد، H برای قاب یک {xj}j∈J کنید فرض .١٨.٢.٢ قضیه
است. زیر فرم به

{yj}j∈J =

{
S−١xj + hj −

∑
i∈J

⟨S−١xj, xi⟩hi

}
j∈J

.

است. بسل دنباله یک {hj}j∈J آن در که

.[۵] مرجع (۵.۶.۵) قضیه به شود رجوع برهان.



٣١ ریس پایه�های .٣.٢

ریس پایه�های ٣.٢

آن در که است، {Uek}∞k=١ فرم به خانواده�ای ،H هیلبرت فضای برای ریس٩ پایه یک .١.٣.٢ تعریف
است. کراندار دوسوئی عملگر یک U : H → H و H برای یکه متعامد پایه یک {ek}∞k=١

معادلند. زیر گزاره�های صورت این در باشد. H برای قابی {fk}∞k=١ کنید فرض .٢.٣.٢ قضیه

است. H برای ریس پایه یک {fk}∞k=١ .١

.ck = ٠ داریم k ∈ N هر برای گاه آن ،{ck}∞k=١ ∈ l٢(N) آن در که
∑∞

k=١ ckfk = ٠ اگر .٢

{ck}∞k=١ و باشد H برای ریس پایه یک {fk}∞k=١ = {Uek}∞k=١ می�کنیم فرض (١) ⇒ (٢) برهان.
آنگاه

∑∞
k=١ ckfk = ٠ اگر حال شود، گرفته نظر در l٢(N) از دنباله یک

٠ =
∞∑
k=١

ckfk =
∞∑
k=١

ckUek = U(
∞∑
k=١

ckek),

که می�دهد نتیجه U بودن یک به یک
∞∑
k=١

ckek = ٠.

.ck = ٠ داریم k ∈ N هر برای پس است، یکه متعامد پایه یک {ek}∞k=١ چون و
عنوان به T که دیدیم قبلا باشد. l٢(N) برای یکه متعامد پایه یک {δk}∞k=١ می�کنیم فرض (٢) ⇒ (١)

می�شود: تعریف زیر صورت به ترکیب عملگر

 T : l٢(N) → H

T{ck}∞k=١ =
∑∞

k=١ ckfk

پوشا همچنین است. واضح T بودن یک به یک فرض طبق است. کران�دار و دوسوئی T می�دهیم نشان
قضیه به بنا پس هستنند، نیز بسل {fk}∞k=١ طرفی از می�شود. نتیجه {fk}∞k=١ بودن قاب از T بودن
تعریف طبق بنابراین است، Tδk = fk ،k هر برای چون است. کراندار T پس ∥T∥ ⩽

√
D ،١٠.٢.٢

است. ریس پایه یک {fk}∞k=١ = {Tδk}∞k=١ ریس پایه

است. H برای پایه یک ،H در ریس پایه هر .٣.٣.٢ قضیه

عملگر یک U آن در که باشد H برای ریس پایه یک {fj}j∈J = {Uej}j∈J کنیم فرض برهان.
بگیرید اسکالرها از دنباله یک را {cj}j∈J همچنین است، یکه متعامد پایه {ek}∞k=١ و کراندار دوسوئی

داریم است، کران�دار و خطی U−١ چون و
∑

j∈J cjUej = ٠ بنابراین .
∑

j∈J cjfj = ٠ که
U−١(

∑
j∈J

cjUej) = ٠

٩Riesz bases



٣٢ هیلبرت ∗C-مدول�های و هیلبرت فضاهای در قاب�ها .٢

∑
j∈J

cjU
−١Uej =

∑
j∈J

cjej = ٠

مستقل دنباله {fj}j∈J یعنی .cj = ٠ ،j ∈ J هر ازای به است یکه متعامد پایه {ej}∞j=١ چون حال
داریم h ∈ H هر برای پس است H برای پایه یک {ej}j∈J چون دیگر طرفی از است. خطی

U−١h =
∑

j ∈ J⟨U−١h, ej⟩ej ⇒

h =
∑

j ∈ J⟨U−١h, ej⟩Uej =
∑

j ∈ J⟨U−١h, ej⟩fj

است. پایه {fj}j∈J پس h ∈ span{fj}j∈J که می�دهد نشان این

برقرارند: زیر گزاره�های {gk}∞k=١ و {fk}∞k=١ دوگان ریس پایه�های از جفت یک برای .۴.٣.٢ نتیجه

هستند. متعامد دو به دو ،{gk}∞k=١ و {fk}∞k=١ (i)

داریم: f ∈ H هر برای (ii)

f =
∞∑
k=١

⟨f, gk⟩fk =
∞∑
k=١

⟨f, fk⟩gk.

می�دهیم قرار لذا هستند، دوگان ریس پایه یکجفت {gk}∞k=١ و {fk}∞k=١ فرضچون طبق .(i) برهان.

{fk}∞k=١ = {Uek}∞k=١ , {gk}∞k=١ = {(U−١)∗ek}∞k=١

: داریم بنابراین
⟨fk, gj⟩ = ⟨Uek, (U−١)∗ej⟩ = ⟨U−١Uek, ej⟩ = ⟨ek, ej⟩ = δk,j.

طوری به دارد وجود منحصربفردی {gk}∞k=١ ١۵.٢.٢ نتیجه طبق است، ریس پایه {fk}∞k=١ چون .(ii)
داریم f ∈ H هر برا که

f =
∞∑
k=١

⟨f, gk⟩fk (۴.٢)

هر برای که به�طوری دارد وجود منحصربه�فردی {fk}∞k=١ پس است، ریس پایه {gk}∞k=١ چون همچنین
داریم f ∈ H

f =
∞∑
k=١

⟨f, fk⟩gk (۵.٢)

داریم f ∈ H هر برای ۵.٢ و ۴.٢ طبق حال

f =
∞∑
k=١

⟨f, gk⟩fk =
∞∑
k=١

⟨f, fk⟩gk



٣٣ هیلبرت ∗C-مدول�های در قاب�ها .۴.٢

قاب یک {fj}j∈J صورت این در باشد. H برای ریس پایه یک {fj}j∈J کنید فرض .۵.٣.٢ قضیه
در دوسویی کران�دار و خطی عملگر همان U آن در که است. ∥U∥٢ و ∥U−٢−∥١ کران�های با H برای

است. ریس پایه تعریف

موجود {ej}j∈J یکه متعامد پایه و U ∈ B(H) پذیر معکوس عملگر ریس، پایه تعریف طبق برهان.
بنابراین باشد، دلخواه f ∈ H کنیم فرض حال .Uej = fj ،j ∈ J هر ازای به طوری�که به ∑است،

j∈J

|⟨f, fj⟩|٢ =
∑
j∈J

|⟨f, Uej⟩|٢

=
∑
j∈J

|⟨U∗f, ej⟩|٢

= ∥U∗f∥٢ ⩽ ∥U∥٢∥f∥٢.

داریم f ∈ H هر برای طرفی از

∥f∥٢ = ∥(U−١)∗U∗f∥٢

⩽ ∥(U−١)∗∥٢∥U∗f∥٢ = ∥U−٢∥١∥U∗f∥٢.

نتیجه در
∥U−٢−∥١∥f∥٢ ⩽ ∥U∗f∥٢ ⩽ ∥U∥٢∥f∥٢.

است. ∥U∥٢ و ∥U−٢−∥١ قابی کران�های با H برای قاب یک {fj}j∈J بنابراین

فرد به منحصر دنباله آنگاه باشد H هیلبرت فضای برای ریس پایه یک {fj}j∈J اگر .۶.٣.٢ قضیه
،f ∈ H هر به�ازای که است موجود چنان H در {gj}j∈J

f =
∑
j∈J

⟨f, gj⟩fj.

{fj}j∈J و ریس پایه یک {gj}j∈J همچنین و است نامشروط همگرای f ∈ H هر برای فوق سری که
متعامدند. {gj}j∈J و

.[۵] مرجع (٣.۶.٣) قضیه به کنید رجوع برهان.

می�نامیم. {fj}j برای دوگان ریس پایه را فوق قضیه در {gj}j∈J ریس پایه

هیلبرت ∗C-مدول�های در قاب�ها ۴.٢

یک J و باشد چپ هیلبرت A-مدول یک H و یک�دار ∗C-جبر یک A کنیم فرض .١.۴.٢ تعریف
(استاندارد) یکقاب Hرا اعضای از {xj}j∈J دنباله باشد. پذیر شمارش یا متناهی اندیسگذار مجموعه

که: قسمی به باشند موجود C,D > ٠ ثابت دو هرگاه می�نامیم. H برای
∀x ∈ H, C⟨x, x⟩ ⩽

∑
j∈J

⟨x, xj⟩⟨xj, x⟩ ⩽ D⟨x, x⟩.



٣۴ هیلبرت ∗C-مدول�های و هیلبرت فضاهای در قاب�ها .٢

قاب کران�های را D و C اعداد است. شده لحاظ نرم در فوق سری همگرایی که است ذکر به لازم
می�نامیم.

اگر می�شود نامیده H هیلبرت A-مدول در D کران با بسل دنباله j∈J{xj}یک دنباله .٢.۴.٢ تعریف
باشیم: داشته که قسمی به باشد موجود D > ٠

∀x ∈ H,
∑
j∈J

⟨x, xj⟩⟨xj, x⟩ ⩽ D⟨x, x⟩.

است. شده لحاظ نرم در فوق سری همگرایی

یا شده تولید متناهیاً چپ هیلبرت A-مدول در دنباله�ای {xj : j ∈ J} که می�کنیم فرض .٣.۴.٢ لم
یک {xj : j ∈ J} آنگاه x =

∑
j∈J⟨x, xj⟩xj ،x ∈ H هر ازای به اگر باشد. H شده تولید شمارا

می�باشد. پارسوال قاب

داریم: x ∈ H هر برای آنگاه نوشت x =
∑

j∈J⟨x, xj⟩xj صورت به بتوان را x ∈ H هر اگر برهان.

⟨x, x⟩ = ⟨
∑
j∈J

⟨x, xj⟩xj, x⟩

=
∑
j∈J

⟨⟨x, xj⟩xj, x⟩

=
∑
j∈J

⟨x, xj⟩⟨xj, x⟩

است. پارسوال قاب یک {xj : j ∈ J} دنباله پس

قاب�هایی ترتیب به {yj}j∈J و {xj}j∈J اگر باشد. یک�دار ∗C-جبر یک A کنیم فرض .۴.۴.٢ تعریف
عملگر هرگاه می�گوئیم ارز هم یکانی طور به را آنها آنگاه باشند، K و H هیلبرت های A-مدول از
یا یکریخت مذکور قابهای باشد. موجود U(xj) = yj شرط با U : H −→ K چون یکانی A-خطی

باشد. الحاق�پذیر و معکوس�پذیر و کراندار A-خطی، صرفاً U عملگر هرگاه می�شوند، نامیده مشابه

تولید متناهیاً یا شده تولید شمارا هیلبرت A-مدول برای قاب یک {xj}j∈J کنیم فرض .۵.۴.٢ تعریف
می�نامیم آن برای تجزیه عملگر یک را زیر عملگر این�صورت در باشد، H Tشده : H → l٢(A)

Tx = {⟨x, xj⟩}j∈J , .

می�نامیم. مذکور قاب برای ترکیب عملگر را می�شود تعریف زیر به�صورت که آن الحاقی عملگر همچنین T ∗ : l٢(A) → H

T ∗{cj}j∈J =
∑

j∈J cjxj



٣۵ دوگان قاب�های زوج .۵.٢

داریم و می�دهیم نمایش S با را آن که می�آید به�دست قابی عملگر ،T ∗ و T عملگر دو ترکیب با اکنون

S : H → H

Sx = T ∗Tx =
∑

j∈J⟨x, xj⟩xj.

هرگاه می�شود نامیده ریس پایه یک H چپ هیلبرت A-مدول برای {xj}j∈J قاب .۶.۴.٢ تعریف

،xj ̸= ٠ ،j ∈ J هر به�ازای .١

صفر مساوی S ⊆ J ، {aj; j ∈ S} ⊆ A ضرایب با
∑

j∈S ajxj A-خطی ترکیب هر اگر .٢
باشد. صفر برابر ajxj ،j ∈ S هر به�ازای آنگاه باشد

دوگان قاب�های زوج ۵.٢

فرض همچنین باشد. A یکدار ∗C-جبر روی هیلبرت A-مدول یک H کنیم فرض .١.۵.٢ تعریف
یک را {yj}j∈J این�صورت در باشد. H در دنباله j∈J{yj}یک و استاندارد قاب یک {xj}j∈J کنیم

باشیم: داشته اگر می�نامیم استاندارد دوگان دنباله
∀x ∈ H, x =

∑
j∈J

⟨x, yj⟩xj.

است. شده لحاظ نرم در فوق سری همگرایی
می�نامیم. دوگان قاب زوج یک را {xj}j∈J و {yj}j∈J آنگاه باشد قاب یک {yj}j∈J هرگاه براین علاوه

عملگر T و فرضشوند بسل H در {yj}j∈J و {xj}j∈J دنباله�های فوق تعریف در اگر .٢.۵.٢ ملاحظه
.TU∗ = I که گرفت نتیجه می�توان آنگاه باشد، {yj}j∈J ترکیب عملگر U و {xj}j∈J ترکیب

برهان.
x =

∑
j∈J

⟨x, yj⟩xj = T
(
{⟨x, yj⟩}j∈j

)
= T (U∗(x)) ⇔ TU∗ = I.

متعامد پایه یک {ej}j∈J و H هیلبرت A-مدول برای قاب یک {xj}j∈J کنیم فرض .٣.۵.٢ لم
V : همچنین و {xj}j∈J قاب به مربوط تجزیه عملگر T ∗ اگر شود، گرفته نظر در l٢(A) برای یکه
را {yj}j∈J = {V ej}j∈J آنگاه شود گرفته درنظر T ∗ برای کران�دار چپ وارون یک l٢(A) −→ H

می�نامیم. {xi}j∈J برای دوگان قاب

مرجع[۵]. (۵.۶.٣) لم به شود رجوع برهان.

این�صورت در باشد. S قاب عملگر و T ترکیب عملگر با قاب یک {xj}j∈J کنیم فرض .۴.۵.٢ لم
W : l٢(A) −→ H که است S−١T +W (I − T ∗S−١T ) شکل به عملگرهایی دقیقاً T ∗ چپ وارون

است. l٢(A) روی همانی عملگر I و است کران�دار عملگر یک



٣۶ هیلبرت ∗C-مدول�های و هیلبرت فضاهای در قاب�ها .٢

منظور این برای است، T ∗ چپ وارون S−١T +W (I − T ∗S−١T ) می�دهیم نشان ابتدا برهان.

(S−١T +W (I − T ∗S−١T ))T ∗ = S−١TT ∗ +WIT ∗ −WT ∗S−١TT ∗

= I +WT ∗ −WT ∗ = I.

نیز U می�کنیم فرض است. S−١T +W (I − T ∗S−١T ) شکل به چپ وارون هر می�دهیم نشان حال
نوشت می�توان چون لذا .UT ∗ = I پس باشد، چپ وارون

U = S−١T + U(I − T ∗S−١T ).

می�باشد. مطلوب شکل به U پس

شده تولید متناهیاً چپ هیلبرت یکA-مدول H و یک�دار ∗C-جبر یک A کنیم فرض .۵.۵.٢ قضیه
آن تجزیه عملگر آنگاه شود، گرفته درنظر H برای پارسوال قاب یک {xj}j∈J اگر همچنین باشد.

می�شود تعریف زیر به�صورت

θ : H → l٢(A)

θ(x) = {⟨x, xn⟩}n∈J

پایه یک {en = (٠, · · · ,

nام ︷︸︸︷مولفه
١A , · · · ,٠)}n∈J هرگاه پوشاست. که دارد θ∗ مانند الحاق یک θ که
.n ∈ J وقتی θ∗(en) = xn آنگاه باشد، l٢(A) از استاندارد یکه متعامد

مرجع[٩]. (۴.١) قضیه به کنید رجوع برهان.

شود گرفته نظر در پذیر وارون T ∈ L(H) و باشد چپ هیلبرت A-مدول یک H اگر .۶.۵.٢ قضیه
،x ∈ H هر به�ازای آنگاه

∥T−٢−∥١⟨x, x⟩ ⩽ ⟨Tx, Tx⟩ ⩽ ∥T∥٢⟨x, x⟩

صورت، این در x ∈ H و باشد پذیر وارون T ∈ L(H) کنیم فرض برهان.
⟨x, x⟩ = ⟨T−١Tx, T−١Tx⟩ ⩽ ∥T−٢∥١⟨Tx, Tx⟩

داریم پس
∥T−٢−∥١⟨x, x⟩ ⩽ ⟨Tx, Tx⟩.

.[٢۶] مرجع (٢.۶) گزاره به شود رجوع راست سمت اثبات برای حال

شده تولید متناهیاً چپ هیلبرت یکA-مدول را H و باشد ∗C-جبر یک A کنیم فرض .٧.۵.٢ قضیه
و وارون�پذیر عملگر آنگاه باشد H در قاب یک {xj}j∈J اگر شود. گرفته نظر در شده تولید شمارا یا

،x ∈ H هر به�ازای که است موجود چنان End∗A(H) به متعلق S یکتای



٣٧ دوگان قاب�های زوج .۵.٢

x =
∑
j∈J

⟨x, Sxj⟩xj.

پذیر کراندار،معکوس عملگر یک G : H −→ K آن در که است S = G∗G شکل به S عملگر واقع در
یک {G(xj)}j∈J که خاصیت این با است چپ هیلبرت ∗C-مدول یک نیز K و است خودالحاق و

به�ویژه است، K در پارسوال قاب

S = θ−١θ∗−١ = (θ∗θ)−١

مثبت و معکوس�پذیر S همچنین و است θ(H) دامنه هم با {xj}j∈J با متناظر تجزیه عملگر θ آن در که
است.

روی به H هیلبرت A-مدول از معکوس�پذیر عملگر یک G ∈ End∗A(H,K) کنیم فرض برهان.
و K = θ(H) که می�دهد نشان ۵.۵.٢ قضیه طبق عملگری چنین وجود باشد. K هیلبرت A-مدول

داریم x ∈ H هر به�ازای حال G = (θ∗)−١

∑
j∈J

⟨x, Sxj⟩⟨Sxj, x⟩ =
∑
j∈J

⟨x,G∗Gxj⟩⟨G∗Gxj, x⟩

=
∑
j∈J

⟨Gx,Gxj⟩⟨Gxj, Gx⟩

= ⟨Gx,Gx⟩ = ⟨G∗Gx, x⟩

= ⟨Sx, x⟩.

داریم ۶.۵.٢ قضیه طبق طرفی از

∥G−٢−∥١⟨x, x⟩ ⩽ ⟨Gx,Gx⟩ ⩽ ∥G∥٢⟨x, x⟩.

داریم x ∈ H هر به�ازای بنابراین ⟨Gx,Gx⟩ =
∑

j∈J⟨x, Sxj⟩⟨Sxj, x⟩ چون حال

C⟨x, x⟩ ⩽
∑
j∈J

⟨x, S(xj)⟩⟨S(xj), x⟩ ⩽ D⟨x, x⟩.

داریم لذا x ∈ H کنیم فرض حال

∑
j∈J

⟨x, Sxj⟩xj =
∑
j∈J

⟨x,G∗Gxj⟩G−١(Gxj)

= G−١(
∑
j∈J

⟨Gx,Gxj⟩Gxj

= G−١Gx = x.

که باشد موجود T ∈ End∗A(H) مانند دیگر عملگر که می�کنیم فرض S عملگر یکتایی دادن نشان برای



٣٨ هیلبرت ∗C-مدول�های و هیلبرت فضاهای در قاب�ها .٢

دراین�صورت باشد برقرار x =
∑

j∈J⟨x, T (xj)⟩xj تساوی x ∈ H هر به�ازای

x =
∑
j∈J

⟨x, Txj⟩xj

=
∑
j∈J

⟨x, T (G−١Gxj)⟩G−١Gxj

= G−١

(∑
j∈J

⟨(G∗)−١Tx,Gxj⟩Gxj

)
= G−١((G∗)−١Tx) = (G∗G)−١Tx.

داریم x ∈ H هر برای لذا
x = S−١Tx

.S = T لذا و S−١T = I پس

در که {Sxj}j∈J دنباله آنگاه باشد H هیلبرت A-مدول برای قاب یک {xj}j∈J اگر .٨.۵.٢ تعریف
می�نامیم. {xj}j∈J متعارف دوگان قاب را است قاب یک می�شود ثابت ٧.۵.٢ قضیه

در باشد، H قابی عملگر با H هیلبرت A-مدول برای قاب یک {xj}j∈J کنیم فرض .٩.۵.٢ گزاره
داریم x ∈ H هر ازای به این�صورت

x =
∑
j∈J

⟨x, S−١xj⟩xj =
∑
j∈J

⟨x, xj⟩S−١xj

.[٩] مرجع (۶.٢) گزاره به کنید رجوع برهان.

قاب یک {xj}j∈J اگر باشد. A ∗C-جبر روی چپ هیلبرت یکA-مدول H کنیم فرض .١٠.۵.٢ لم
معکوس�پذیری شرط با T ∈ End∗A(H) هر به�ازای آنگاه شود گرفته نظر در آن با متناظر قاب عملگر S و

است. T ∗−١S−١T−١ قابی عملگر با قاب یک {Txj}j∈J دنباله ،T

به�ازای که موجودند چنان D و C مثبت ثابت اعداد لذا است، H برای قاب یک {xj}j∈J چون برهان.
داریم x ∈ H هر

C⟨x, x⟩ ≤
∑
j∈J

⟨x, xj⟩⟨xj, x⟩ ≤ D⟨x, x⟩. (۶.٢)

که می�دهد نتیجه این و x =
∑

j∈J⟨x, xj⟩S−١xj نوشت می�توان ٩.۵.٢ گزاره طبق همچنین و
Sx =

∑
j∈J

⟨x, xj⟩SS−١xj =
∑
j∈J

⟨x, xj⟩xj.

A-خطی و معکوس�پذیر T ∗ پس ،T ∈ End∗A(H) و بوده معکوس�پذیر T فرض طبق چون طرفی از
داریم x ∈ H هر به�ازای نتیجه در است.

∥T ∗−١−∥١∥x∥ ≤ ∥T ∗x∥ ≤ ∥T ∗∥∥x∥ (٧.٢)

داریم است A-خطی ،T عملگر که آنجا از حال
TSx = T

∑
j∈J

⟨x, xj⟩xj =
∑
j∈J

⟨x, xj⟩Txj.



٣٩ دوگان قاب�های زوج .۵.٢

نوشت می�توان x ∈ H هر به�ازای بنابراین

TST ∗T ∗−١x =
∑
j∈J

⟨T ∗T ∗−١x, xj⟩Txj

=
∑
j∈J

⟨T ∗−١x, Txj⟩Txj. (٨.٢)

داریم ٧.٢ و ۶.٢ روابط از استفاده با حال

C∥T ∗−٢−∥١⟨x, x⟩ ≤ C⟨T ∗x, T ∗x⟩

≤
∑
j∈J

⟨T ∗x, xj⟩⟨xj, T ∗xj⟩

≤ D⟨T ∗x, T ∗x⟩

≤ D∥T ∗∥٢⟨x, x⟩.

متناظر قابی عملگر ٨.٢ رابطه به توجه با و Hاست برای قاب یک {Txj}j∈J که می�شود نتیجه بنابراین
است زیر صورت به {Txj}j∈J با

(TST ∗)−١ = T ∗−١S−١T−١.





٣ فصل

های ∗C-مدول در دوگان قاب زوج�های اتساع
هیلبرت

مقدمه ١.٣

تراکم هیلبرت، ∗C-مدول یک در دوگان قاب زوج هر دهیم نشان که است این فصل این از هدف
فصل این در است. بزرگتر هیلبرت ∗C-مدول یک از متعارفش دوگان و ریس پایه یک از متعامدی
می�کنیم. اثبات و بیان هیلبرت ∗C-مدول�های در دوگان قاب زوج�های برای را اتساع اساسی قضیه

آن در که {ej}j∈J همچنین و می�گیریم نظر در یکانی ∗C-جبر یک را A فصل این در

است. l٢(A) برای استاندارد یکه متعامد پایه یک ej = (٠, · · · ,

jام ︷︸︸︷مولفه
١A , · · · ,٠)

هیلبرت های ∗C-مدول در دوگان قاب زوج�های اتساع ٢.٣

پذیر شمارش شده تولید هیلبرت های A-مدول از بسل دنباله یک {xj}j∈J که کنید فرض .١.٢.٣ لم
ضابطه با T : H −→ l٢(A) تجزیه عملگر آنگاه باشد. A یک�دار ∗C-جبر روی H متناهی یا

.T ∗ej = xj ،j ∈ J هر به�ازای و است. پذیر الحاق Tx =
∑

j∈J⟨x, xj⟩ej



۴٢ هیلبرت های ∗C-مدول در دوگان قاب زوج�های اتساع .٣

داریم طرفی از باشد. D بسل کران با بسل دنباله یک {xj}j∈J کنید فرض

⟨T (x), T (x)⟩ =

⟨∑
j∈J

⟨x, xj⟩ej,
∑
j∈J

⟨x, xj⟩ej

⟩

=
∑
j∈J

⟨x, xj⟩.⟨ej, ej⟩.
∑
j∈J

⟨x, xj⟩

=
∑
j∈J

⟨x, xj⟩.⟨ej, ej⟩.
∑
j∈J

⟨xj, x⟩

=
∑
j∈J

⟨x, xj⟩⟨xj, x⟩ ⩽ D⟨x, x⟩.

می�شود. تکمیل برهان ۵.۵.٢ قضیه به توجه با حال است. کران�دار T عملگر پس

کنید فرض نیز و باشند، A ∗C-جبر روی هیلبرت های A-مدول ،N و M کنید فرض .٢.٢.٣ لم
معادلند: زیر شرایط این�صورت در باشد. خطی نگاشت یک T :M −→ N

است. A-خطی و کران�دار ،T عملگر .١

هر به�ازای A ,Tx⟩در Tx⟩ ⩽ k⟨x, x > نامساوی که قسمی به است موجود k ⩾ ٠ ثابت .٢
است. برقرار x ∈M

به توجه با و T (x.a) = (Tx).a ،a ∈ A و x ∈ M هر به�ازای کنید فرض (١) ⇒ (٢) برهان.
.⟨Tx, Tx⟩ ⩽ ⟨x, x⟩ ،x ∈M هر برای می�دهیم نشان ،∥T∥ ⩽ ١ کنید فرض T کران�داری
داریم پس ،xn = x.bn و bn = (⟨x, x⟩+ n−١)−

١
٢ می�دهیم قرار n ∈ N و x ∈M هر برای

⟨xn, xn⟩ = ⟨x.bn, x.bn⟩

= bn⟨x, x⟩bn

= ⟨x, x⟩(⟨x, x⟩+ n−١−(١ ≤ ١.

طرفی از ،⟨Txn, Txn⟩ ≤ ١ ،n ∈ N هر برای نتیجه در ∥Txn∥ ≤ ١ پس ،∥xn∥ ≤ ١ بنابراین
⟨Txn, Txn⟩ = bn⟨Tx, Tx⟩bn ≤ ١.

می�دهد نتیجه که ⟨Tx, Tx⟩ ≤ b−٢
n = ⟨x, x⟩+ n−١ ،n ∈ N برای بنابراین

⟨Tx, Tx⟩ ≤ ⟨x, x⟩.

کران�دار T که است واضح ،⟨Tx, Tx⟩ ≤ ⟨x, x⟩ ،x ∈ M هر برای برای کنید فرض .(٢) ⇒ (١)
نگاشت باشند. A از بسته جبر ∗C-زیر یک را B و y ∈ N ،x ∈ M ،∥T∥ ≤ ١ کنید فرض است
٣−٢ گزاره از استفاده با گرفته، نظر در را b ∈ B هر برای θ(b) = ⟨T (x.b), y⟩ ضابطه با θ : B → A

داریم ،[٢۶] در

θ(b)∗θ(b) = ⟨y, T (x.b)⟩⟨T (x.b), y⟩ ≤ ∥y∥٢⟨T (x.b), T (x.b)⟩

≤ ∥y∥٢⟨x.b, x.b⟩ = ∥y∥٢b∗⟨x, x⟩b

≤ ∥y∥٢∥x∥٢b∗b.



۴٣ هیلبرت های ∗C-مدول در دوگان قاب زوج�های اتساع .٢.٣

θ(b) = θ(١)b ،b ∈ B هر به�ازای یعنی مهیاست، [٢۶] مرجع در ٢− ٧ گزاره از استفاده شرایط حال
داریم پس

θ(b) = ⟨T (x.b), y⟩ = ⟨Tx, y⟩b = ⟨T (x).b, y⟩,

=⇒ T (x.b) = T (x).b.

می�شود. کامل برهان و است برقرار بنابراین(١)

H متناهی یا پذیر شمارش شده تولید هیلبرت A-مدول در قاب یک {xj}j∈J که کنید فرض .٣.٢.٣ لم
باشند {xj}j∈J دوگان قاب�های {zj}j∈J و {yj}j∈J کنید فرض نیز و باشد. A یک�دار ∗C-جبر روی
به TZو TY آن در که Rang(TZ) ⊆ Rang(TY ) یا و Rang(TY ) ⊆ Rang(TZ)که خاصیت این با

.yj = zj ،j ∈ J هر به�ازای این�صورت در می�باشند. {zj}j∈J j∈J{yj}و تجزیه عملگرهای ترتیب

به�طوری�که yx ∈ H دارد وجود x ∈ H هر برای آنگاه Rang(TZ) ⊆ Rang(TY ) کنیم فرض برهان.
TY (yx) = TZ(x)

داریم، j ∈ J هر و x ∈ H هر به�ازای فوق رابطه طرف دو در T ∗X دادن اثر با

yx = T ∗
XTY yx = T ∗TZx = x

=⇒ TY x = TZx

TY x =
∑
jJ

⟨x, yj⟩ej ١.٢.٣ لم طبق

TZx =
∑
j∈J

⟨x, zj⟩ej

=⇒
∑
j∈J

⟨x, yj⟩ej −
∑
j

⟨x, zj⟩ej = ٠

=⇒
∑
j∈J

⟨x, yj − zj⟩ej = ٠

=⇒ yj = zj.

به�طوری�که باشند A در دنباله دو {bj}j∈J و {aj}j∈J و ∗C-جبر یک A کنید فرض .۴.٢.٣ لم
صورت�داریم: این در باشند، همگرا A در

∑
j∈J bjb

∗
j و
∑

j∈J aja
∗
j∑

j∈J

(aj + bj)(aj + bj)
∗ ⩽ ٢

∑
j∈J

(aja
∗
j + bjb

∗
j)

.

است. برقرار زیر نامساوی دهیم نشان کافیست برهان.
(ajb

∗
j + bja

∗
j) ⩽ (aja

∗
j + bjb

∗
j).



۴۴ هیلبرت های ∗C-مدول در دوگان قاب زوج�های اتساع .٣

داریم لذا

(aja
∗
j + bjb

∗
j)− (ajb

∗
j + bja

∗
j) = aj(a

∗
j − b∗j)− bj(a

∗
j − b∗j)

= (aj − bj)− (a∗j − b∗j)

= (aj − bj)(aj − bj)
∗.

الحاقش در عنصر هر ضرب چون است مثبت همواره ∗C-جبر یک در (aj − bj)(aj − bj)
∗ عبارت که

می�کند. کامل را برهان این و است مثبت

∗C-جبر روی شده تولید شمارا یا شده تولید متناهیاً هیلبرت HیکA-مدول کنید فرض .۵.٢.٣ گزاره
باشیم داشته x ∈ H هر برای اگر باشند. H در بسل دنباله دو {yj}j∈J و {xj}j∈J و باشد A یک�دار

x =
∑
j∈J

⟨x, yj⟩xj.

داریم x ∈ H هر برای و هستند H قاب�های {yj}j∈J و {xj}j∈J آنگاه
x =

∑
j∈J

⟨x, xj⟩yj.

داریم: x ∈ H هر برای این�صورت در باشد. {yj}j∈J بسل کران DY کنید فرض برهان.

∥x∥۴ =

∥∥∥∥∥⟨∑
j∈J

⟨x, yj⟩xj, x⟩

∥∥∥∥∥
٢

=

∥∥∥∥∥∑
j∈J

⟨x, yj⟩⟨xj, x⟩

∥∥∥∥∥
٢

⩽
∥∥∥∥∥∑
j∈J

⟨x, yj⟩⟨yj, x⟩

∥∥∥∥∥ .
∥∥∥∥∥∑
j∈J

⟨x, xj⟩⟨xj, x⟩

∥∥∥∥∥
⩽ DY ∥x∥٢

∥∥∥∥∥∑
j∈J

⟨x, xj⟩⟨xj, x⟩

∥∥∥∥∥ .
داریم نتیجه در

D−١
Y ∥x∥٢ ⩽

∥∥∥∥∥∑
j∈J

⟨x, xj⟩⟨xj, x⟩

∥∥∥∥∥ .
H برای قاب یک نیز {yj}j∈J که داد نشان می�توان مشابه طور به است. قاب یک {xj}j∈J پس

است. برقرار زیر رابطه x ∈ H هر برای که می�دهیم نشان حال است.
x =

∑
j∈J

⟨x, xj⟩yj.

متعامد تصویر و K هیلبرت A-مدول از {fj}j∈J استاندارد ریس پایه ،[٩] مرجع در (۵.۶) گزاره طبق
.yj = P (fj) داریم j ∈ J هر برای به�طوری�که دارند وجود P

T : H → K مانند دیگری الحاق�پذیر عملگر می�توانیم است، نرم-کران�دار
∑

j∈J⟨x, xj⟩⟨xj, x⟩ چون



۴۵ هیلبرت های ∗C-مدول در دوگان قاب زوج�های اتساع .٢.٣

برای و PT ∈ End∗A(H) بنابراین کنیم. تعریف x ∈ H برای را T (x) =
∑

j∈J⟨x, xj⟩fj ضابطه با
است: برقرار x ∈ H هر برای زیر روابط نتیجه در .PT (x) =

∑
j∈J⟨x, xj⟩yj داریم x ∈ H هر

⟨x, x⟩ =

⟨∑
j

⟨x, yj⟩xj, x

⟩
=
∑
j

⟨x, yj⟩⟨xj, x⟩

=
∑
j

⟨x, xj⟩⟨yj, x⟩

=

⟨∑
j

⟨x, xj⟩yj, x

⟩
= ⟨PT (x), x⟩

چون است. شده استفاده ⟨x, x⟩ خودالحاقی خاصیت از فوق روابط در که کنید توجه
PT = (PT )١/٢((PT )١/٢)∗ = ((PT )١/٢)∗(PT )١/٢ = idH .

.PT = idH و است یکانی (PT )١/٢) عملگر پس

یک�دار ∗C-جبر روی شده تولید شمارا یا متناهی هیلبرت A-مدول یک H کنید فرض .۶.٢.٣ قضیه
ارزند. هم زیر شرایط آنگاه بگیرید، نظر در TX تجزیه عملگر با قاب یک را {xj}j∈J باشد. A

دارد؛ منحصربفرد دوگان قاب یک {xj}j∈J .١

؛ Rang(TX) = l٢(A) .٢

.cj = ٠ ،j هر برای آنگاه ،
∑

j∈J cjxj = ٠ ، {cj}j∈J ∈ l٢(A) دنباله برای اگر .٣

است. ریس پایه یک {xj}j∈J که می�دهد نتیجه ارزی هم شرایط

در باشد. T ∗
X تجزیه عملگر با {xj}j∈J استاندارد دوگان {x∗j}j∈J کنید فرض .(٢) ⇒ (١) برهان.

است. {xj}j∈J قابی عملگر SX آن در که ،x∗j = S−١
X xj �صورت این

این��صورت در باشد، TY تجزیه عملگر با {xj}j∈J دوگان قاب {yj}j∈J کنید فرض همچنین
Rang(TY ) ⊆ l٢(A) = Rang(TX) = Rang(Tx∗).

.yj = x∗j داریم j ∈ J هر برای ٣.٢.٣ لم از استفاده با حال
،[٣١] مرجع در ١۵−٨−٣ قضیه به توجه با Rang(TX) ̸= l٢(A) کنید (خلف) فرض .(١) ⇒ (٢)

داریم
l٢(A) = Rang(TX)⊕Ker(T ∗

X)

بنابراین بگیرید، Rang(TX) روی بر l٢(A) از متعامد تصویر را PX

l٢(A) = PX l
٢(A)⊕ P⊥

X l
٢(A)

.Rang(TX) = l٢(A) این�صورت غیر در زیرا .P⊥
X l

٢(A) = Ker(T ∗
X) ̸= {٠} نتیجه در

زیر صورت به را U : P⊥
X l

٢(A) → H عملگر و P⊥
X ej٠ ̸= ٠ که می�کنیم انتخاب چنان را ej٠ حال



۴۶ هیلبرت های ∗C-مدول در دوگان قاب زوج�های اتساع .٣

می�کنیم تعریف

Uω = ⟨ω, P⊥
X ej٠⟩xj٠;

است. الحاق�پذیر و خطی عملگری U بنابراین
دهید قرار و بگیرید DX∗ بالای کران با {xj}j∈J استاندارد دوگان را {x∗j}j∈J حال

yj = x∗j + UP⊥
X ej

داریم ∑لذا
j∈J

⟨x, yj⟩⟨yj, x⟩ =
∑
j∈J

⟨x, x∗j + UP⊥
X ej⟩⟨x∗j + UP⊥

X ej, x⟩

⩽ ٢
(∑

j∈J

⟨x, x∗j⟩⟨x∗j , x⟩+
∑
j∈J

⟨P⊥
XU

∗x, ej⟩⟨ej, P⊥
XU

∗x⟩

)
(∗)

⩽ ٢
(
DX∗⟨x, x⟩+

∑
j∈J

⟨P⊥
XU

∗x, P⊥
XU

∗x⟩

)
.

کردیم. استفاده ۴.٢.٣ لم از (∗) نامساوی در که کنید توجه است. بسل دنباله {yj}j∈J می�دهد نتیجه که
داریم x ∈ H هر برای ∑همچنین

j∈J

⟨x, UP⊥
X ej⟩xj = T ∗

X

∑
j∈J

⟨x, UP⊥
X ej⟩ej

= T ∗
X

∑
j∈J

⟨P⊥
XU

∗x, ej⟩ej

= T ∗
XP

⊥
XU

∗x = ٠

داریم: x ∈ Hهر برای بنابراین
x =

∑
j∈J

⟨x, yj⟩xj.

فرض بنابراین نیست. {x∗J}j∈J مساوی که است، {xj}j∈J دوگان قاب {yj}j∈J ۵.٢.٣ گزاره توجه با
است. برقرار حکم و باطل خلف

متعامد جمعوند صورت به l٢(A) هیلبرت A-مدول می�دانیم (٢) ⇒ (٣)
l٢(A) = RangTX ⊕KerT ∗

X

است. یک به یک T ∗
X بنابراین KerT ∗

X = {٠} لذا l٢(A) = RangTX داریم فرض به بنا است.
داریم j ∈ J هر برای همچنین

TX(x) =
∑
j∈J

⟨x, xj⟩ej. (١.٣)

داریم T ∗
X دادن اثر با

T ∗
XTX(x) =

∑
j∈J

⟨x, xj⟩T ∗
X(ej) =

∑
j∈J

⟨x, xj⟩xj.



۴٧ هیلبرت های ∗C-مدول در دوگان قاب زوج�های اتساع .٢.٣

بنابراین باشد. برقرار
∑

j∈J cjxj = ٠ طوری�که به باشد موجود {cj}j∈J دنباله کنید فرض

T ∗
XTX =

∑
j∈J

(⟨x, xj⟩+ cj)xj

= T ∗
X

(∑
j∈J

djej

)
.

نتیجه در
TX(x) =

∑
j∈J

djej. (٢.٣)

داریم j ∈ J هر برای بنابراین است. برقرار j ∈ J هر برای dj = ⟨x, xj⟩ می�شود نتیجه ٢.٣ و ١.٣ از
.cj = ٠

. kerT ∗
X = {٠} دهیم نشان کافیست است، RangTX = l٢(A) دهیم نشان اینکه برای .(٣) ⇒ (٢)

یعنی T ∗
X({aj}j∈J) = T ∗

X({bj}j∈J) اگر l٢(A) در {bj}j∈J و {aj}j∈J دنباله هر ∑برای
j∈J

ajxj =
∑
j∈J

bjxj.

aj − bj = ٠ داریم j ∈ J هر ازای به فرض از استفاده با لذا
∑

j∈J(aj − bj)xj = ٠ آنگاه
بنابراین KerT ∗

X = {٠} و بوده یک به یک T ∗
X می�دهد نشان این که {aj}j = {bj}j اینصورت در

.RangTx = l٢(A)

{yj}j∈J j∈J{xj}و کنید فرض همچنین باشد، یک�دار جبر -C∗ یک A کنید فرض .٧.٢.٣ قضیه
این�صورت در باشد. H شده تولید متناهی یا شمارش�پذیر هیلبرت A-مدول روی دوگان قاب زوج یک
است موجود K از {uj}j∈J مانند ریس پایه یک همچنین و H ⊆ K مانند هیلبرت A-مدول یک
Pu∗j = yj و Puj = xj روابط و است. {u∗j}j∈J فرد به منحصر دوگان دارای {uj}j∈J به�طوری�که

است. تصویر تابع یک P : K −→ H به�طوری�که است. برقرار j ∈ J هر به�ازای

تصاویر ترتیب به PY و PX و {yj}j∈J و {xj}j∈J تجزیه عملگرهای TY و TX کنید فرض برهان.
این در بگیرید. نظر در {yj}j∈J قاب عملگر را SY باشند. TY برد و TX برد بروی l٢(A) از متعامد

: داریم x ∈ H هر برای پس است. معکوس�پذیر که ،SY = T ∗
Y TY داریم صورت

⟨TY x, TY S−١
Y yj⟩ = ⟨x, T ∗

Y TY S
−١
Y yj⟩ = ⟨x, SY S

−١
Y yj⟩

= ⟨x, yj⟩ = ⟨TY x, ej⟩ = ⟨TY x, PY ej⟩. (٣.٣)

داریم x ∈ H هر برای که می�بینیم طرفی از .PY ej = TY S
−١
Y yj بنابراین

PY TY x = PY

∑
j∈J

⟨x, xj⟩ej =
∑
j∈J

⟨x, xj⟩PY ej

=
∑
j∈J

⟨x, xj⟩TY S−١
Y yj = TY S

−١
Y

∑
j∈J

⟨x, xj⟩yj

= TY S
−١
Y x. (۴.٣)



۴٨ هیلبرت های ∗C-مدول در دوگان قاب زوج�های اتساع .٣

دهید قرار حال کردیم. استفاده ٣.٣ از سوم مساوی در که کنید توجه
K = H ⊕ P⊥

Y l
٢(A), uj = xj ⊕ P⊥

Y ej.

TU : K → l٢(A) متناظر تجزیه عملگر پس است. K در بسل دنباله {uj}j∈J می�شود دیده سادگی به
ω ∈ P⊥

Y l
٢(A) و x ∈ H هر برای که داریم را

TU(x⊕ ω) =
∑
j∈J

⟨x⊕ ω, xj ⊕ P⊥
Y ej⟩ej.

داریم ω ∈ P⊥
Y l

٢(A) و x ∈ H هر برای کنید توجه

TU(x⊕ ω) =
∑
j∈J

⟨x⊕ ω, xj ⊕ P⊥
Y ej⟩ej

=
∑
j∈J

(
⟨x, xj⟩+ ⟨ω, P⊥

Y ej⟩
)
ej = TXx+ ω (۵.٣)

ϕn ∈ می�کنیم فرض پس است. بسته TU برد می�دهیم نشان ابتدا است. دوسوئی TU می�کنیم ادعا
به�طوری� که دارند وجود ωn ∈ P⊥

Y l
٢(A) و xn ∈ H آنگاه .n→ ∞ که وقتی ϕn → ϕ و Rang(TU)

.TU(xn ⊕ ωn) = ϕn

.n→ ∞ که وقتی TXxn + ωn = ϕn → ϕ ،(۵.٣) رابطه به توجه با
داریم n→ ∞ که وقتی رابطه طرف دو به T ∗

Y دادن اثر با
T ∗
Y (TXxn + ωn) = T ∗

Y (TXxn) = T ∗
Y (⟨xn, xj⟩) =

∑
j

⟨xn, xj⟩xj = xn → T ∗
Y ϕ

با پوشاست، TU دهیم نشان که این برای است. بسته نیز Rang(TU) پس است، بسته TX برد چون
است. یک به یک T ∗

U دهیم نشان که است این معادل ،[٣١] مرجع در (١۵.٣.٨) قضیه از استفاده
.{aj}j∈J ∈ l٢(A) برای T ∗

U

∑
j∈J ajej = ٠ کنید فرض

: داریم بنابراین

٠ = T ∗
U

∑
j∈J

ajej =
∑
j∈J

aj(xj ⊕ P⊥
Y ej)

=
∑
j∈J

ajxj ⊕
∑
j∈J

ajP
⊥
Y ej =

∑
j∈J

ajxj ⊕ P⊥
Y

∑
j∈J

ajej. (۶.٣)

.
∑

j∈J ajej ∈ Rang(PY ) = Rang(TY ) پس ،P⊥
Y

∑
j∈J ajej = ٠ بنابراین

لذا ،TY z =
∑

j∈J⟨z, yj⟩ej طرفی از TY z =
∑

j∈J ajej به�طوریکه دارد وجود z ∈ H عنصر آن�گاه
.aj⟨z, yj⟩ داریم j هر برای

بنابراین
∑

j∈J ajxj = ٠ می�دهد نتیجه (۶.٣) تساوی

٠ =
∑
j∈J

ajxj =
∑
j∈J

⟨z, yj⟩xj = z

.aj = ٠ ،j ∈ J هر برای پس



۴٩ هیلبرت های ∗C-مدول در دوگان قاب زوج�های اتساع .٢.٣

،ω ∈ P⊥
Y l

٢(A) و x ∈ H برای می�کنیم فرض است. یک به یک TU می�دهیم نشان حال
.TXx = −ω لذا ،TXx+ ω = ٠ داریم (۵.٣) به توجه با .TU(x⊕ ω)

می�رسیم. PY TXx = PY (−ω) = ٠ رابطه به آن طرف دو به PY دادن اثر با
دو هر S−١

Y و TY چون x = ٠ این بنابر ،٠ = PY TXx = TY S
−١
Y x که می�بینیم (۴.٣) از استفاده با

است. سوئی دو T ∗
U می�گیریم نتیجه ،[٣١] مرجع در قضیه(٣.٨.١۵) از استفاده با هستند، یک به یک

عملگر یک هم SU پس است. کران�دار و پذیر الحاق S−١
U بنابراین .SU = T ∗

UTU می�دهیم قرار حال
K برای قاب یک {uj}j∈J ،٢.٢.٣ لم به توجه با بنابراین است، معکوس�پذیر و کران�دار A-خطی،

است.
.u∗j = zj ⊕ ωj می�نویسیم و می�گیریم {uj}j∈J استاندارد دوگان قاب را {u∗j}j∈J

: داریم x ∈ H هر ∑برای
j∈J

⟨x, zj⟩⟨zj, x⟩ =
∑
j∈J

(⟨x, zj⟩+ ⟨٠, ωj⟩) (⟨zj, x⟩+ ⟨ωj,٠⟩)

=
∑
j∈J

⟨x⊕ ٠, zj ⊕ ωj⟩⟨zj ⊕ ωj, x⊕ ٠⟩

⩽ D⟨x⊕ ٠, x⊕ ٠⟩ = D⟨x, x⟩.

متناظر تجزیه عملگر حال Hاست. بسل دنباله یک {zj}j∈J بنابراین است. {u∗j}j∈J بالای Dکران که
می�کنیم. مشخص TZ با را آن

.x =
∑

j∈J⟨x, xj⟩zj ،x ∈ H هر برای می�کنیم ادعا
می�آوریم دست به x ∈ H هر برای واقع در

x⊕ ٠ =
∑
j∈J

⟨x⊕ ٠, uj⟩u∗j

=
∑
j∈J

⟨x⊕ ٠, xj ⊕ P⊥
Y ej⟩zj ⊕ ωj

=
∑
j∈J

⟨x⊕ ٠, zj ⊕ ωj⟩xj ⊕ P⊥
Y ej

=
∑
j∈J

(⟨x, zj⟩+ ⟨٠, ωj⟩) xj ⊕ P⊥
Y ej

=
∑
j∈J

⟨x, zj⟩xj ⊕
∑
j∈J

⟨x, zj⟩P⊥
Y ej,

داریم x ∈ H هر برای بنابراین
P⊥
Y

∑
j∈J

⟨x, zj⟩ej = P⊥
Y TZx = ٠

،j هر برای که گرفت نتیجه می�توان ٣.٢.٣ لم به توجه با .Rang(TZ) ⊂ Rang(TY ) می�دهد نتیجه که
.zj = yj

{uj}j∈J دوگان یکتایی ،٣.٢.٣ لم از مجدد استفاده با پس پوشاست. {u∗j}j∈J تجزیه عملگر به�علاوه



۵٠ هیلبرت های ∗C-مدول در دوگان قاب زوج�های اتساع .٣

K ریس پایه {u∗j}j∈J و {uj}j∈J دهیم نشان است کافی برهان، کردن کامل برای می�آوریم. بدست را
پایه {uj}j∈J که می�بینیم ،۶.٢.٣ قضیه از استفاده با و TU پوشایی به توجه با که کنید توجه هستند.

است. معکوس�پذیر SU و u∗j = S−١
U uj طوری�که به است، ریس پایه هم {u∗j}j∈J و K ریس

به که می�گیریم هیلبرت A-مدول یک را l٢U(A) ،A ∗C-جبر یک و U ناتهی مجموعه یک برای
: می�شود تعریف زیر صورت

l٢U(A) =

{
{aU}U∈U ⊆ A : همگراست نرم در

∑
U∈U

aUa
∗
U

}
صورت این غیر ودر ١A برابر U در eU که می�گیریم، l٢U(A) استاندارد یکه متعامد پایه را {eU}U∈U

است. ٠A مساوی

H روی U یکانی گروه برای ( کامل ریس پایه بردار ) کامل قاب بردار ،H در ψ بردار .٨.٢.٣ تعریف
باشد. H برای ریس) (پایه قاب یک Uψ = {Uψ : U ∈ U} اگر می�شود گفته

یکانی گروه برای دوگان) ریس پایه دوگان(بردارهای قاب بردارهای ϕ, ψ ∈ H بردار دو .٩.٢.٣ تعریف
باشند. H در دوگان) ریس (پایه�های دوگان قاب�های Uψ و Uϕ اگر می�شود گفته H روی U

: می�کنیم تعریف ،U ∈ U هر برای باشد، گروه یک U اگر
LUeV = eUV , RUeV = eV U−١.

راست و چپ منظم نمایش�های R و L که R−١
U = R∗

U = RU∗ و L−١
U = L∗

U = LU∗ که کنید توجه
است. U

با باید باشند، دوگان قاب یکانی، گروه�های توسط شده تولید قاب دو اگر که می�دهد نشان زیر قضیه
باشند. شده تولید یکانی گروه همان از استفاده

بردارهای را ξ, η ∈ H و A یک�دار ∗C-جبر روی هیلبرت HیکA-مدول کنید فرض .١٠.٢.٣ قضیه
گروه یک π : G١ −→ G٢ کنید فرض بگیرید. H روی G٢ و G١ یک�دار گروه�های برای کامل قاب
،U ∈ G١ هر برای آنگاه باشند، دوگان قاب�های G٢η و G١ξ اگر باشد. همریختی(ایزومورفیسم)

.π(U) = U

: داریم x ∈ H و دلخواه U ∈ G١ برای برهان.

Ux =
∑
V ∈G١

⟨Ux, V ξ⟩π(V )η

=
∑
V ∈G١

⟨x, U−١V ξ⟩π(V )η

= π(U)
∑
V ∈G١

⟨x, U−١V ξ⟩π(U−١V )η

= π(U)x

.π(U) = U ،U ∈ G١ هر برای می�دهد نتیجه که



۵١ هیلبرت های ∗C-مدول در دوگان قاب زوج�های اتساع .٢.٣

∗C-مدول�های برای را دوگان قاب جفت ساختار اتساع ویژگی�های بخش این کردن کامل برای
می�کنیم. ملاحظه را هیلبرت

H شده تولید شمارا یا متناهی هیلبرت A-مدول روی یکانی گروه یک G کنید فرض .١١.٢.٣ قضیه
یک این�صورت در بگیرید. G برای کامل دوگان قاب بردار دو را η و ξ باشد. A یکانی ∗C-جبر روی
دوگان بردار یک با ξ̃ کامل ریس بردار ویک K روی G̃ یکانی گروه یک و H ⊆ K هیلبرت A-مدول

طوری�که به دارد، وجود G̃ برای η̃ یکتا
PŨ ξ̃ = Uξ, P Ũ η̃ = Uη

است. H بروی K از تصویر تابع P که

از متعامد تصویر ترتیب به Pη و Pξ و باشند. Gη و Gξ تجزیه عملگرهای Tη و Tξ کنید فرض برهان.
دهید قرار U ∈ G هر برای باشند. Tη و Tξ برد بروی l٢G(A)

Ũ = U ⊕ LU , K = H ⊕ P⊥
Y l

٢
G(A)

است. K روی یکانی عملگرهای از گروه یک G̃ = {Ũ : U ∈ G} که گرفت نتیجه می�توان سادگی به
داریم Ũ ∈ G̃ برای زیرا

Ũ Ũ∗ = (U ⊕ LU)(U ⊕ LU)
∗

= (U ⊕ LU)(U
∗ ⊕ L∗

U)

= UU∗ ⊕ LUL
∗
U

= UU∗ ⊕ LULU∗

= UU∗ ⊕ LUU∗ = I ⊕ LI

این�صورت در ξ̃ = ξ ⊕ P⊥
η eI کنید فرض حال کرد. اثبات می�توان مشابه بطور نیز Ũ∗Ũ = I برای
Ũ ξ̃ = Uξ ⊕ LUP

⊥
η eI = Uξ ⊕ P⊥

η eU .

و G̃ξ̃ قاب عملگر را S است. G̃ برای کامل قاب بردار یک ξ̃ ،٧.٢.٣ قضیه به توجه با بنابراین
است. برقرار حکم صورت این در بگیرید، η̃ = S−١ξ̃





۴ فصل

g-پایه�های روی دوگان g-قاب�های اتساع
دوگان ریس

مقدمه ١.۴

از متعامدی تراکم هیلبرت، فضای یک در دوگان g-قابهای دهیم نشان که است این فصل این از هدف
معرفی به فصل این ابتدای در است. بزرگتر هیلبرت فضای یک در متعارفش دوگان و ریس پایه یک
را اتساع قضیه نیز پایانی بخش در و می�کنیم معرفی را مجزا g-قاب�های سپس، می�پردازیم، g-قاب�ها

می�کنیم. بیان دوگان g-قاب�های برای

g-قاب�ها ٢.۴

شمارش�پذیر یا متناهی اندیس�گذار مجموعه یک J, I و هیلبرت فضای یک H فصل این در قرارداد.
است.

برای g-قاب یک را کران�دار عملگرهای از Λ = {Λi ∈ B(H,Hi) : i ∈ I} دنباله .١.٢.۴ تعریف
،f ∈ H هر به�ازای به�طوری�که باشد، موجود B و A مثبت ثابت دو اگر می�گوییم. {Hi} به نسبت H

A∥f∥٢ ⩽
∑
i∈I

∥Λif∥٢i ⩽ B∥f∥٢.

می�نامند. g-قاب بالای و پایین کران�های ترتیب به را B و A اعداد
می�نامیم. H برای تنگ١ یا چسبان g-قاب یک Λرا دنباله آنگاه ،A = B هرگاه

می�نامیم. H برای پارسوال٢ g-قاب یک را Λ دنباله آنگاه ،A = B = ١ هرگاه همچنین
است. قاب یک یافته تعمیم g-قاب هر که می�دهد نشان زیر لم

١Tight g-frame
٢Parseval g-frame



۵۴ دوگان ریس g-پایه�های روی دوگان g-قاب�های اتساع .۴

می�کند. تولید g-قاب یک قاب هر .٢.٢.۴ لم

اعداد نتیجه در باشد H برای قاب یک {fj}j∈J و باشد هیلبرت فضای یک H کنید فرض برهان.
داریم: f ∈ H هر ازای به به�طوریکه موجودند B و A مثبت و حقیقی
A∥f∥٢ ⩽

∑
i∈j

|⟨f, fj⟩|٢ ⩽ B∥f∥٢ (١.۴)

نتیجه در و ∥Λjf∥٢ = |⟨f, fj⟩|٢ صورت این در Λjf = ⟨f, fj⟩ دهیم قرار j ∈ J هر ازای به اگر
∑داریم

i∈j

∥Λjf∥٢ =
∑
i∈j

|⟨f, fj⟩|٢ (٢.۴)

،f ∈ H هر به�ازای می�شود نتیجه (٢.۴) و (١.۴) روابط از اکنون
A∥f∥٢ ⩽

∑
i∈I

∥Λif∥٢i ⩽ B∥f∥٢.

وسیله به شده تولید g-قاب را بالا g-قاب است. C به نسبت H برای g-قاب یک {Λj}j∈J نتیجه در
است. {fj}j∈J قاب

بسل٣ g-دنباله یک را کران�دار عملگرهای از Λ = {Λi ∈ B(H,Hi) : i ∈ I} دنباله .٣.٢.۴ تعریف
،f ∈ H هر به�ازای �که باشد موجود چنان B مثبت ثابت اگر می�گوییم. {Hi} به نسبت H ∑برای

i∈I

∥Λif∥٢i ⩽ B∥f∥٢.

می�کنیم تعریف زیر صورت به را Ĥ فضای i ∈ I هر برای Λi ∈ B(H,Hi) کنید فرض .۴.٢.۴ تعریف

Ĥ =

{
{fi}i∈I : fi ∈ Hi,

∑
i∈I

∥f∥٢i <∞

}

راحتی به می�کنیم. تعریف ⟨{fi}i∈I , {gi}i∈I⟩ =
∑

i∈I⟨fi, gi⟩ صورت به را آن روی داخلی ضرب و
است. هیلبرت فضای یک شده ذکر داخلی ضرب با Ĥ که داد نشان می�توان

اگر فقط و اگر است H برای بسل g-دنباله یک Λ = {Λi ∈ B(H,Hi) : i ∈ I} دنباله .۵.٢.۴ لم
باشد. کران�دار زیر عملگر

TΛ : Ĥ → H, TΛ({fi}i∈I) =
∑
i∈I

Λ∗
i fi. (٣.۴)

.[٢٨] مرجع (٢.٣) گزاره به شود رجوع برهان.

به که آن الحاقی عملگر و می�گوئیم Λ برای ترکیب عملگر را ٣.۴ در شده تعریف عملگر .۶.٢.۴ تعریف
می�نامیم Λ برای تجزیه عملگر را می�شود بیان زیر صورت

T ∗
Λ : H → Ĥ, T ∗

Λf = {Λif}i∈I .
٣g-Bessel sequence



۵۵ مجزا G-قاب�های .٣.۴

آنگاه باشد، H برای g-قاب یک Λ = {Λi ∈ B(H,Hi) : i ∈ I} اگر
SΛ : H → H, SΛf =

∑
i∈I

Λ∗
iΛif

داریم f ∈ H هر برای و است کران�دار و معکوس�پذیر مثبت عملگر یک
f =

∑
i∈I

S−١
Λ Λ∗

iΛif =
∑
i∈I

Λ∗
iΛiS

−١
Λ f. (۴.۴)

می�نامیم. Λ برای g-قاب عملگر یک را SΛ عملگر

i ∈ I هر برای و باشد، H برای یکg-قاب Λ = {Λi ∈ B(H,Hi) : i ∈ I} کنید فرض .٧.٢.۴ لم
H برای قاب g یک نیز Λ̃ = {Λ̃i ∈ B(H,Hi) : i ∈ I} این�صورت در Λ̃i = ΛiS

−١
Λ باشیم داشته

است.

.[٢٩] مرجع ۶ صفحه به شود رجوع برهان.

دو Θ = {Θi ∈ B(H,Hi) : i ∈ I} و Λ = {Λi ∈ B(H,Hi) : i ∈ I} اگر .٨.٢.۴ تعریف
باشم داشته و باشند H برای g-قاب

f =
∑
i∈I

Θ∗
iΛif,

g-قاب Λ̃ که بگیریم نتیجه می�توان ۴.۴ از هستند. H برای دوگان g-قاب�های Θ و Λ صورت این در
می�نامیم. Λ برای کانونی یا متعارف دوگان g-قاب آن به که است Λ برای دوگان

می�نامیم {Hi}i Hروی برای ریس g-پایه یک Λ = {Λi ∈ B(H,Hi)i ∈ I} دنباله .٩.٢.۴ تعریف
gi ∈ {Hi} هر برای و F ⊂ I متناهی مجموعه زیر هر برای که باشند وجود B و A مثبت ثابت دو اگر

داریم

A
∑
i∈F

∥gi∥٢i ⩽
∥∥∥∥∥∑
i∈F

Λ∗
i gi

∥∥∥∥∥
٢

i

⩽ B
∑
i∈F

∥gi∥٢i .

{Hi}i∈I Hروی برای متعامد g-پایه یک Λ = {Λi ∈ B(H,Hi) : i ∈ I} دنباله .١٠.٢.۴ تعریف
gi ∈ هر به�ازای و i, j ∈ I هر به�ازای و

∑
i∈I ∥Λif∥٢i = ∥f∥٢ ،f ∈ H هر برای اگر می�نامیم

داریم Hi, gj ∈ Hj

⟨Λ∗
i gi,Λ

∗
jgj⟩H = δij⟨gi, gj⟩.

مجزا g-قاب�های ٣.۴

Θ = {Θi ∈ B(K,Hi) : i ∈ I} و Λ = {Λi ∈ B(H,Hi) : i ∈ I} کنید فرض .١.٣.۴ تعریف
دراین�صورت، باشد K و H هیلبرت فضای برای g-قاب دو ترتیب به

باشد، Ĥ از بسته فضای زیر یک RangT ∗
Λ +RangT ∗

Θ و RangT ∗
Λ ∩RangT ∗

Θ = {٠} اگر .١
گوئیم. مجزا را آن�ها آنگاه



۵۶ دوگان ریس g-پایه�های روی دوگان g-قاب�های اتساع .۴

می�گوئیم. مجزا قویاً را آن�ها آنگاه ،RangT ∗
Λ ⊥ RangT ∗

Θ اگر .٢

مکمل زوج را آن�ها آنگاه ،RangT ∗
Λ + RangT ∗

Θ = Ĥ و RangT ∗
Λ ∩ RangT ∗

Θ = {٠} اگر .٣
می�گوئیم.

می�گوئیم. قوی مکمل زوج را آن�ها آنگاه ،RangT ∗
Λ ⊕RangT ∗

Θ = Ĥ اگر .۴

می�نامیم. ضعیف مجزای را آن�ها آنگاه ،RangT ∗
Λ ∩RangT ∗

Θ = {٠} اگر .۵

Θ = {Θi ∈ B(K,Hi) : i ∈ I} و Λ = {Λi ∈ B(H,Hi) : i ∈ I} کنید فرض .٢.٣.۴ گزاره
هستند مجزا قویاً Θ و Λ این�صورت در باشند K و H هیلبرت فضای برای g-قاب دو ترتیب به
طوری�که به باشند موجود T٢ ∈ B(K) و T١ ∈ B(H) معکوس�پذیر عملگرهای اگر فقط و اگر
{∆i ∈ B(H⊕K,Hi) : i ∈ I} و {ΘiT٢ ∈ B(K,Hi) : i ∈ I} ،{ΛiT١ ∈ B(H,Hi) : i ∈ I}
∆i عملگر i ∈ I هر ازای به جائیکه هستند، H ⊕K و K ،H روی پارسوال قاب�های -g ترتیب به

می�شود، تعریف زیر به�صورت
∆i : H ⊕K → Hi,

∆i(f ⊕ g) = ΛiT١f +ΘiT٢g.

.[١] مرجع (٢.٢) گزاره به شود رجوع برهان.

به Θ = {Θi ∈ B(K,Hi) : i ∈ I} و Λ = {Λi ∈ B(H,Hi) : i ∈ I} کنید فرض .٣.٣.۴ گزاره
می�گیریم درنظر را زیر عملگر i ∈ I هر به�ازای باشند، K و H هیلبرت فضای برای g-قاب دو ترتیب

Γi : H ⊕K → Hi,

Γi(f ⊕ g) = Λif +Θig.

هستند زیر صورت به Θ و Λ g-قاب�های این�صورت در

باشد، {Hi}i∈I روی H ⊕K برای g-قاب یک {Γi}i∈I اگر فقط و اگر هستند، مجزا .١

باشد، {Hi}i∈I روی H ⊕K برای ریس g-پایه یک {Γi}i∈I اگر فقط و اگر هستند، مکمل .٢

H⊕K برای ریس g-پایه یک {Γi}i∈I و باشند مجزا قویاً Θ و Λ اگر فقط و اگر مکملند، قویاٌ .٣
باشد،

اگر فقط و اگر است، ضعیف مجزای .۴
{f ⊕ g : Γi(f ⊕ g) = ٠,∀i ∈ I} = {٠}.

.[١] مرجع (٢.٣) گزاره به شود رجوع برهان.



۵٧ مجزا G-قاب�های .٣.۴

و H هیلبرت فضای برای یکامتعامد پایه دو ترتیب به {hi}i∈N و {ei}i∈N کنید فرض .۴.٣.۴ مثال
می�کنیم تعریف زیر به�صورت را Θi و Λi عملگرهای و Hi = C٢ ، i ∈ N هر برای باشند. K

Λi : H → C٢, Λif = (⟨f, ei⟩H , ⟨f, ei+١⟩H) ,

Θi : K → C٢, Θig = (⟨g, hi⟩K , ⟨g, hi+١⟩K) .

دو ترتیب به Θ = {Θi ∈ B(K,C٢) : i ∈ N} و Λ = {Λi ∈ B(H,C٢) : i ∈ N} این�صورت در
داریم j ∈ N ثابت برای است. K و H برای g-قاب

{Λiej}i∈N = {Θihj}i∈N = {δij(١,٠)}i∈N,

هر به�ازای دیگر طرف از نیستند. ضعیف مجزای Θ و Λ و RangeT ∗
Λ ∩ RangeT ∗

Θ ̸= {٠} بنابراین
داریم، i ∈ N

Γi : H ⊕K → C٢, Γi(f ⊕ g) = (⟨f, ei⟩H + ⟨g, hi⟩K , ⟨f, ei+١⟩H + ⟨g, hi+١⟩K) .

بنابراین نیست. H ⊕K برای g-قاب یک Γ = {Γi ∈ B(H ⊕K,C٢) : i ∈ N} که است واضح
داریم i ∈ N هر به�ازای و j ∈ N ثابت برای

Γi(−ej ⊕ hj) = ٠

ولی
−ej ⊕ hj ̸= ٠.

برای Kباشند. و H هیلبرت فضای در قاب دو ترتیب به {gi}i∈N و {fi}i∈N کنید فرض .۵.٣.۴ مثال
می�کنیم تعریف را زیر عملگرهای و Hi = Cn می�دهیم قرار i ∈ N هر ازای به و n > ١

Λi : H → Cn, Λif = (⟨f, fi⟩H ,٠, · · · ,٠) ,

Θi : K → Cn, Θig =
⟨g, gi⟩K√
n− ١

(٠,١,١, · · · ,١).

g-قاب دو ترتیب به Θ = {Θi ∈ B(K,Cn) : i ∈ N و Λ = {Λi ∈ B(H,Cn) : i ∈ N} آنگاه
نیستند، مکمل Θ و Λ زوج که حالی در هستند، مجزا قویاً Θ و Λ که است واضح هستند. K و H برای
RangeT ∗

Λ + RangeT ∗
Θ به {δi٠,١,٢,٠)٢, ·,٠)}i∈N ولی {δi٠,١,٢,٠)٢, ·,٠)}i∈N ∈ Ĥ زیرا

ندارد. تعلق

و H هیلبرت فضای برای یکامتعامد پایه دو ترتیب به {hi}i∈N و {ei}i∈N کنید فرض .۶.٣.۴ مثال
می�گیریم نظر در را زیر عملگرهای و Hi = C۴ می�دهیم قرار i ∈ N هر برای باشند. K

Λi : H → C۴, Λif = (⟨f, e٢i⟩H , ⟨f, e٢i−١⟩H ,٠,٠) ,

و
Θi : K → C۴, Θig = (٠,٠, ⟨g, h٢i⟩K , ⟨g, h٢i−١⟩K) .

به Θ = {Θi ∈ B(K,C۴) : i ∈ N و Λ = {Λi ∈ B(H,C۴) : i ∈ N} این�صورت در
زیرا هستند مجزا قویاً Θ و Λ که است واضح هستند. K و H برای پارسوال g-قاب دو ترتیب



۵٨ دوگان ریس g-پایه�های روی دوگان g-قاب�های اتساع .۴

و {(c١,i, c٢,i, c٣,i, c۴,i)} ∈ Ĥ اگر اگر حال .RangT ∗
Λ ⊥ RangT ∗

Θ

f =
∑
i∈N

c١,ie٢,i + c٢,ie٢i−١, g =
∑
i∈N

c٣,ih٢,i + c۴,ih٢i−١,

آنگاه
{Λif}i∈N = {(c١,i, c٢,i,٠,٠)}i∈N, {Θig}i∈N = {(٠,٠, c٣,i, c۴,i)}i∈N.

بنابراین
{Λif}i∈N + {Θig}i∈N = {(c١,i, c٢,i, c٣,i, c۴,i)}i∈N.

که است معنی بدین این
RangT ∗

Λ +RangT ∗
Θ = Ĥ.

بگیریم نظر در i ∈ N هر برای اگر همچنین هستند. قوی مکمل Θ و Λ زوج نتیجه در
Γi : H ⊕K → C۴, Γi(f ⊕ g) = (⟨f, e٢i⟩H , ⟨f, e٢i−١⟩H , ⟨g, h٢i⟩K , ⟨g, h٢i−١⟩k) ,

است. H ⊕K برای متعامد یکا g-پایه یک Γ = {Γi ∈ B(H ⊕K,C۴) : i ∈ N} آنگاه

دوگان g-قاب�های اتساع ۴.۴

Θ = {Θi ∈ B(H,Hi) : i ∈ I} و Λ = {Λi ∈ B(H,Hi) : i ∈ I} کنید فرض .١.۴.۴ گزاره
و Ψ = {Ψi ∈ B(K,Hi) : i ∈ I} همچنین باشند. H برای دوگان g-قاب�های

قویاً Φ و Ψ نیز و Θ و Λ اگر باشند. K برای دوگان g-قاب�های Φ = {Φi ∈ B(K,Hi) : i ∈ I}
∆ = {∆i ∈ B(H ⊕K,Hi)i ∈ I} و Γ = {Γi ∈ B(H ⊕K,Hi) : i ∈ I} آنگاه باشند، مجزا

داریم i ∈ I هر ازای به طوری�که به هستند، H ⊕K برای دوگان g-قاب�های
Γi(f ⊕ g) = Λif +Ψig, ∆i(f ⊕ g) = Θif + Φig.

است. H ⊕K برای ریس g-پایه یک نیز ∆ آنگاه باشد H ⊕K برای ریس g-پایه یک Γ اگر و

.[١] مرجع (٣.١) گزاره به شود رجوع برهان.

H هیلبرت فضای برای قاب�هایی ترتیب به G = {gi}i∈I و F = {fi}i∈I کنید فرض .٢.۴.۴ مثال
تعریف زیر صورت به را Θi و Λi عملگرهای و Hi = C٢ می�دهیم قرار i ∈ I هر به�ازای باشند. K و

می�کنیم
Λi : H → C٢, Λif = (⟨f, fi⟩H ,٠) ,

و
Θi : H → C٢, Θif =

(
⟨S−١

F f, fi⟩H ,٠
)
.

H برای g-قاب�هایی Θ = {Θi ∈ B(H,C٢ : i ∈ I} و Λ = {Λi ∈ B(H,C٢) : i ∈ I} آنگاه
داریم f ∈ H هر به�ازای و ∑هستند.

i∈I

Λ∗
iΘif =

∑
i∈I

Λ∗
i

(
⟨S−١

F f, fi⟩H ,٠
)
=
∑
i∈I

⟨S−١
F f, fi⟩H , fi = f.



۵٩ دوگان G-قاب�های اتساع .۴.۴

می�کنیم تعریف i ∈ I هر برای همچنین هستند. H برای دوگان -قاب�های g Θ و Λ بنابراین
ψi : K → C٢, ψig = (٠, ⟨g, gi⟩K) ,

و
ϕi : K → C٢, ϕig =

(
٠, ⟨S−١

G g, gi⟩k
)
.

K برای g-قاب�هایی ϕ = {ϕi ∈ B(K,C٢) : i ∈ I} و ψ = {ψi ∈ B(K,C٢) : i ∈ I} آنگاه
داریم g ∈ K هر به�ازای ∑هستند.

i∈I

ψ∗
i ϕig =

∑
i∈I

ψ∗
i

(
٠, ⟨S−١

G g, gi⟩K
)
=
∑
i∈I

⟨S−١
G g, gi⟩Kgi = g.

مجزا قویاً ϕ و ψ نیز و Θ و Λ دیگر سوی از هستند. K برای دوگان قاب�های -g ϕ و ψ بنابراین
می�گیریم نظر در زیر به�صورت را ∆i و Γi عملگرهای i ∈ I هر برای و هستند.

Γi : H ⊕K → C٢, Γi(f ⊕ g) = (⟨f, fi⟩H , ⟨g, gi⟩K) ,

و
∆i : H ⊕K → C٢, ∆i(f ⊕ g) =

(
⟨S−١

F f, fi⟩H , ⟨S−١
G g, gi⟩k

)
.

داریم i ∈ I هر به�ازای آنگاه
Γ∗
i (c١, c٢) = c١fi ⊕ c٢gi,

داریم f ⊕ g ∈ H ⊕K هر به�ازای ∑و
i∈I

Γ∗
i∆i(f ⊕ g) = f ⊕ g.

می�کند. تایید را مطلب این ١.۴.۴ گزاره که

مرجع گزاره(٢.٣) طبق باشد. i ∈ I هر برای Hi برای متعامد یکا پایه یک {eij}j∈Ji کنید فرض
طوری�که به است، Ĥ برای یکامتعامد پایه یک {Eij}i∈I,j∈Ji [٢٨]

(Eij)k =

eij (i = k)

٠ (i ̸= k.)

ترتیب به Q و P اگر همچنین باشند، H هیلبرت فضای از بسته فضای زیر دو N و M کنید فرض
این�صورت، در باشند. N و M روی به H برای متعامد تصاویر

∥P −Q∥ = max

{
sup

g∈M,∥g∥=١
∥Q⊥g∥, sup

h∈N,∥h∥=١
∥P⊥h∥

}
.

و باشند، H هیلبرت فضای برای دوگان قاب�های G = {gi}i∈I و F = {fi}i∈I اگر .٣.۴.۴ گزاره
داریم آنگاه باشند، RangT ∗

G و RangT ∗
F روی به l٢(I) از متعامد تصاویر ترتیب به Q و P

،T ∗
FS

−١
F fi = Pei ،i ∈ I هر به�ازای .١

.PT ∗
F = T ∗

FS
−١
F .٢



۶٠ دوگان ریس g-پایه�های روی دوگان g-قاب�های اتساع .۴

مشابه بطور و است، ایزومورفیسم یک P |Q(l٢(I)) : Q(l٢(I)) → P (l٢(I)) بنابراین
است. ایزومورفیسم یک نیز P⊥|Q⊥(l٢(I)) : Q ⊥ (l٢(I)) → P ⊥ (l٢(I))

.[۴] مرجع ٧− ٣ گزاره به شود رجوع برهان.

می�دهیم. تعمیم g-قاب�ها برای را گزاره این حال

Θ = {Θi ∈ B(H,Hi) : i ∈ I} و Λ = {Λi ∈ B(H,Hi) : i ∈ I} کنید فرض .۴.۴.۴ گزاره
و RangT ∗

Λ روی به Ĥ از متعامد تصاویر ترتیب به Q و P اگر باشند. H برای دوگان g-قاب�های
داریم آنگاه باشند، RangT ∗

Θ

.T ∗
ΘS

−١
Θ Θ∗

i eij = QEij داریم j ∈ Ji هر و i ∈ I هر برای .١

.QT ∗
Λ = T ∗

ΘS
−١
Θ .٢

مشابه طور به است، ایزومورفیسم Q|P (Ĥ) : P (Ĥ) → Q(Ĥ) بنابراین
است. ایزومورفیسم یک نیز Q⊥|P⊥(Ĥ) : P

⊥(Ĥ) → Q⊥(Ĥ)

.[١] مرجع (٣.٣) گزاره به شود رجوع برهان.

Θ = {Θi ∈ B(H,Hi) : i ∈ I} و Λ = {Λi ∈ B(H,Hi) : i ∈ I} کنید فرض .۵.۴.۴ قضیه
و H ⊂ M هیلبرت فضای یک این�صورت در باشند. {Hi}i∈I روی H برای دوگان g-قاب�های
طوری�که به است موجود M برای Γ = {Γi ∈ B(M,Hi) : i ∈ I} مانند ریس g-پایه یک همچنین
است H روی به M از یکامتعامد تصویر PH که ،Θi = Γ̃iPH و Λi = ΓiPH داریم i ∈ I هر به�ازای

باشد. Γ متعارف دوگان g-قاب Γ̃ = {Γ̃i ∈ B(M,Hi) : i ∈ I} و

M حال باشند. T ∗
Θ و RangeT ∗

Λ روی به Ĥ از متعامد تصاویر ترتیب به Q و P کنید فرض برهان.
می�گیرم نظر در زیر به�صورت را

M = H ⊕Q⊥(Ĥ).

روی به P⊥(Ĥ) از ایزومورفیسم یک T ،۴.۴.۴ گزاره طبق این�صورت در T = Q⊥|P⊥(Ĥ) کنید فرض
دارد وجود آنگاه ،{gi}i∈I ∈ Q⊥(Ĥ) اگر واقع، در .Q⊥S = IQ⊥(Ĥ) آنگاه ،S = T−١ اگر .Q⊥(Ĥ)

طوری�که به {hi}i∈I ∈ P⊥(Ĥ)

{gi}i∈I = T{hi}i∈I = Q⊥{hi}i∈I .

بنابراین
Q⊥S{gi}i∈I = Q⊥{hi}i∈I = {gi}i∈I .

می�کنیم تعریف را زیر عملگر i ∈ I هر به�ازای
φi : Q

⊥(Ĥ) → Hi, φi(g) =
∑
j∈Ji

⟨g,Q⊥Eij⟩Ĥeij.



۶١ دوگان G-قاب�های اتساع .۴.۴

زیرا است. Q⊥(Ĥ) برای پارسوال g-قاب یک φ = {φi ∈ B(Q⊥(Ĥ), Hi) : i ∈ I} آنگاه

∑
i∈I

∥φig∥٢i =
∑
i∈I

∥∥∥∥∥∑
j∈Ji

⟨g,Q⊥Eij⟩Ĥeij

∥∥∥∥∥
٢

i

=
∑
i∈I

∑
j∈Ji

|⟨g,Q⊥Eij⟩Ĥ |
٢
i

=
∑
i∈I

∑
j∈Ji

|⟨Q⊥g, Eij⟩Ĥ |
٢
i

=
∑
i∈I

∑
j∈Ji

|⟨g, Eij⟩Ĥ |
٢
i = ∥g∥٢.

داریم g ∈ Q⊥(Ĥ), f ∈ H هر برای زیرا هستند. مجزا قویاً φ و Θ می�کنیم ادعا

⟨{Θif}i∈I , {φig}i∈I⟩Ĥ =
∑
i∈I

⟨Θif, φig⟩i

=
∑
i∈I

⟨∑
j∈Ji

⟨Θif, eij⟩ieij,
∑
k∈Ji

⟨g,Q⊥Eik⟩Ĥeik

⟩
i

=
∑
i∈I

∑
j∈Ji

⟨Θif, eij⟩i⟨g,Q⊥Eij⟩Ĥ

=

⟨∑
i∈I

∑
j∈Ji

⟨Θif, eij⟩iQ⊥Eij, g

⟩
Ĥ

= ⟨Q⊥T ∗
Θf, g⟩Ĥ=٠.

می�گیریم نظر در i ∈ I هر برای را زیر کران�دار عملگر حال
ψi : Q

⊥(Ĥ) → Hi, ψi(g) =
∑
j∈Ji

⟨g, S∗P⊥Eij⟩Ĥeij.

داریم g ∈ Q⊥(Ĥ) هر برای بنابراین

∑
i∈I

∥ψig∥٢i =
∑
i∈I

∥∥∥∥∥∑
j∈Ji

⟨g, S∗P⊥Eij⟩Ĥeij

∥∥∥∥∥
٢

i

=
∑
i∈I

∑
j∈Ji

|⟨g, S∗P⊥Eij⟩Ĥ |
٢
i

=
∑
i∈I

∑
j∈Ji

|⟨Sg, P⊥Eij⟩Ĥ |
٢
i

=
∑
i∈I

∑
j∈Ji

|⟨Sg,Eij⟩Ĥ |
٢
i = ∥Sg∥٢.
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رو این از
١

∥S−٢∥١
∥g∥٢ ⩽

∑
i∈I

∥ψig∥٢i ⩽ ∥S∥٢∥g∥٢, g ∈ Q⊥(Ĥ).

ψ و Λ همپنین است. Q⊥(Ĥ) برای g-قاب یک ψ = {ψi ∈ B(Q ⊥ (Ĥ), Hi) : i ∈ I} نتیجه در
داریم f ∈ H, g ∈ Q⊥(Ĥ) هر برای زیرا هستند، مجزا قویاً

⟨{Λif}i∈I , {ψig}i∈I⟩Ĥ =
∑
i∈I

⟨Λif, ψig⟩i

=
∑
i∈I

⟨∑
j∈Ji

⟨Λif, eij⟩ieij,
∑
k∈Ji

⟨g, S∗P⊥Eik⟩Ĥeik

⟩
i

=
∑
i∈I

∑
j∈Ji

⟨Λif, eij⟩i⟨g, S∗P⊥Eij⟩Ĥ

=

⟨∑
i∈I

∑
j∈Ji

⟨Λif, eij⟩iPE
ij , Sg

⟩
Ĥ

= ⟨P⊥T ∗
Λf, Sg⟩Ĥ = ⟨٠, Sg⟩ = ٠.

داریم g ∈ Q⊥(Ĥ) هر برای زیرا هستند. Q⊥(Ĥ) برای دوگان g-قاب�های ψ و φ می�کنیم ادعا

∑
iI

φ∗
iψig =

∑
i∈I

∑
j∈Ji

⟨∑
k∈Ji

⟨g, S∗P⊥Eik⟩Ĥeik, eij

⟩
i

Q⊥Eij

=
∑
i∈I

∑
j∈Ji

⟨g, S∗P⊥Eij⟩ĤQ
⊥Eij (۵.۴)

= Q⊥

(∑
i∈I

∑
j∈Ji

⟨Sg, P⊥Eij⟩ĤEij

)
= Q⊥Sg = g.

است شده استفاده زیر رابطه از ۵.۴ مساوی در کنیدکه توجه
φ∗
i gi =

∑
j∈Ji

⟨gi, eij⟩iQ⊥Eij, i ∈ I, gi ∈ Hi. (۶.۴)

∆ = {∆i ∈ B(M,Hi) : i ∈ I} و Γ = {Γi ∈ B(M,Hi) : i ∈ I} داریم ١.۴.۴ گزاره طبق
می�شود تعریف زیر صورت به را ∆i و Γi عملگرهای i ∈ I هر برای و Mاست برای دوگان g-قاب�های

Γi :M → Hi, Γi(f ⊕ g) = Λif + φig,

و
∆i :M → Hi, ∆i(f ⊕ g) = Θif + ψig.

TΓ ترکیب عملگر دهیم نشان کافیست است. ریس g-پایه یک Γ دهیم نشان ١.۴.۴ گزاره طبق حال
این�صورت در TΓ({gi}) = ٠ و g = {gi}i∈I ∈ Ĥ کنید فرض است. یک به یک

TΓ({gi}) =
∑
i∈I

(Λ∗
i gi ⊕ φ∗

i gi) =

(∑
i∈I

Λ∗
i gi

)
⊕

(∑
i∈I

φ∗
i gi

)
= ٠. (٧.۴)



۶٣ دوگان G-قاب�های اتساع .۴.۴

نتیجه ٧.۴ و ۶.۴ طرفی از ،g =
∑

i∈I
∑

j∈Ji⟨g, Eij⟩Eij =
∑

i∈I
∑

j∈Ji⟨gi, eij⟩Eij رو این از
که می�دهد

Q⊥(g) =
∑
i∈I

∑
j∈Ji

⟨gi, eij⟩iQ⊥Eij = ٠. (٨.۴)

f ∈ H هر به�ازای بنابراین .
∑

i∈I Λ
∗
i gi = ٠ می�دهد نشان ٧.۴ همچنین

٠ =

⟨∑
i∈I

Λ∗
i gi, f

⟩
H

=
∑
i∈I

⟨gi,Λif⟩i = ⟨g, {Λif}i∈I⟩Ĥ .

.٠ = Q⊥g = Q ⊥ P⊥g داریم ٨.۴ طبق بنابراین .P⊥g = g یا g ∈ P⊥(Ĥ)است معنی بدان این و
g = بنابراین است، یک به یک Q ⊥ |P⊥(Ĥ) : P⊥(Ĥ) → Q⊥(Ĥ) داریم ۴.۴.۴ گزاره طبق اما
∆ = {∆i}i∈I ١.۴.۴ گزاره طبق و است M برای ریس پایه g یک Γ = {Γi}i∈I پس .p⊥g = ٠
داریم i ∈ I هر برای لذا .∆i = Γ̃i [٢] مرجع ١٢ گزاره طبق و است M برای ریس g-پایه یک نیز

Λi = ΓiPH , Θi = Γ̃iPH .
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Aabstract

We investigate the geometric properties for Hilbert C∗-modular frames. We show that
any dual frame pair in a Hilbert C∗-module is an orthogonal compression of a Riesz basis
and its canonical dual for some larger Hilbert C∗-module. This generalizes the Hilbert
space dual frame pair dilation theory due to Casazza, Han and Larson to dual Hilbert C∗-
modular frame pairs. Additionally, for any Hilbert C∗-modular dual frame pair induced
by a group of unitary operators, we show that there is a dilated dual pair which inher-
its the same group structure. Finaly we investigate the structure of g-frames on Hilbert
spaces.

Keywords: Dilation, Frame, Riesz basis, Bessel sequence, Hilbert C*-modular, Hilbert
space, g-Frame, g-Riesz basis, g-Bessel sequence
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