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و پدر از همچنین نمایم. تشر و تقدیر ساختند؛ بارور سازنده و ساز کار راهنمای�ͳهای با را دانش و علم
در جانبه همه های حمایت با تا نمودند فراهم فری آسایش و ͳروح آرامش که مهربانم و دلسوز عزیز، مادر
نمایم. سپاس�گزاری برسانم؛ اتمام به احسن نحو به را ͳدرس پایان�نامه نیز و ͳتحصیل مراتب مطلوب، ͳمحیط

شدم. کامران خود همت منتهای بر خدا از کردم طلب چه هر که خدا شر
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نظرات از و داشته را سپاس�گزاری نهایت گرفتند عهده بر را پایان�نامه این داوری زحمت که پسندیده
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چൊیده
یافتن منظور به (PDE) ͳجزئ مشتقات با دیفرانسیل معادلات برای را ͳل تقارن روش پایان�نامه، این در
م�ͳدهیم. قرار مطالعه مورد ͳعموم جواب�های و دقیق جواب�های ناوردا، جواب�های ،ͳتقارن گروه�های انواع
دستΎاه هر برای را مستقیم روش از استفاده با ͳموضع ͳΎپایست قوانین ساخت ͳΎونΎچ روش همچنین
قوانین مضارب اولین کردن پیدا بر ͳمبتن جام΄ عملیات این و م�ͳدهیم، نشان داده�شده دیفرانسیل معادلات
قوانین ͳتابع ضرایب بین ارتباط پایان در و م�ͳنمایند ایفا پایان�نامه این در ͳاساس نقش که است ͳΎپایست
قوانین م�ͳتوان آن Έکم به که داد خواهیم قرار مطالعه مورد �PDEها نقطه�ای تقارن�های با را ͳΎپایست

آورد. به�دست ͳقبل ͳΎپایست قوانین از جدید ͳΎپایست
ضرایب ،ͳموضع ͳΎپایست قوانین ،ͳل تقارن ،ͳل تبدیلات گروه دیفرانسیل، کلیدی:معادلات کلمات

ͳموضع
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مقدمه

تولیدشده ناورداهای و ͳتقارن گروه�های توسط را دیفرانسیل معادلات حل ١ͳل سوفوس نوزدهم قرن اواخر در
حل برای جبری گروه از گالوا٢ که بود گرفته شل آن�جا از کار این ایده داد، قرار ͳبررس مورد آن�ها توسط
بر را ͳل است دیفرانسیل معادلات از انتΎرال�گیری بر ͳمبتن که روش این بود. کرده استفاده جبری معادلات
گروه�های مفهوم اساس بر دیفرانسیل معادلات نظریه�ی گسترش صرف را خود اعجاب�انΎیز توان تا داشت آن
ͳمهندس ،Έفیزی در دارند کاربردی و محض ریاضیات در که ͳکاربردهای بر علاوه گروه�ها این زیرا کند. ͳل
نظریه�ی دیفرانسیل، هندسه جبری، توپولوژی چون ͳشاخه�های م�ͳشوند. گرفته کار به نیز پایه علوم سایر و
نسبیت ،Έکلاسی و مانیΈکوانتوم کنترل، نظریه�ی عددی، آنالیز خاص، تواب΄ انشعاب، نظریه�ی ناورداها،
داشته اشراف علوم این از ͳی به که کس هر و دارند سروکار آن کاربردهای و ͳل گروه�های با شدت به ... و
البته است. دیفرانسیل معادلات رشته�ها این در ͳل گروه�های کاربرد ͳاصل منب΄ که بداند که است جالب باشد
نم�ͳشوند، برده کار به ریاضیات در خود محض دیدگاه با مواق΄ بیشتر در ͳل گروه�های که است ذکر شایان
که م�ͳشوند ظاهر دیفرانسیل معادلات از ͳدینامی دستΎاه Έی ͳتقارن گروه عنوان تحت اوقات ͳگاه بله
دستΎاه رفتار غیرمستقیم و مستقیم طور به ... و ͳسادگ نیم- حل�پذیری، مثل آن ͳریاض ویژگ�ͳهای از بسیاری

م�ͳکنند. تحلیل را
عمل این مواق΄ بیشتر در که مفروضاست ͳفیزی حالت فضای روی آن عمل بر ͳل گروه�های کاربرد بنیاد
بار نخستین دیفرانسیل معادلات در ͳل گروه�های کاربرد م�ͳباشد. گروه ͳهمان عضو حول موضعا و ͳغیرخط
دیفرانسیل هندسه در خود امروزی Έسب به را آن بار اولین کارتان۴ ͳال و شد بنیان�گذاری نوتر٣ و ͳل توسط
افرادی که به�طوری شد انجام ͳل گروه�های کاربرد تعمیم در گسترده�ای تلاش�های بعد به آن از بخشید. معنا

که بود نروژی ͳدان�ͳریاض میلادی) ١٨٩٩ فوریه ١٨ - ١٨۴٢ دسامبر ) Marius Sophus Lie ͳل سوفوس ١ماریوس

است. مشهور ͳل گروه و تقارن زمینه در فعالیت�هایش به�خاطر
از گالوا بود. فرانسوی ͳانقلاب و ریاض�ͳدان (١٨٣٢ مه ٣١ –١٨١١ اکتبر ٢۵) Évariste Galois گالوا ٢اورایست

دست از را خود اهمیت محاسبات و شد ایجاد جبر در ͳعطف نقطه که بود او کارهای با و است گروه�ها نظریه مطالعه پیشΎامان
حل گالوا نظریه مهم دستاوردهای از کردند. پیدا اهمیت میدان و حلقه گروه همانند ͳساختارهای و مفاهیم آن�ها به�جای و دادند
Έکم به ) ͳکل جبری حل که است مطلب این اثبات آن�ها از ͳی بودند. مطرح دور زمان�های از که بود مشهور مساله�ی چند

ندارد. وجود بالاتر و ۵ درجه چندجمله�ای�های برای ( رادیال�ها
نفوذ با ریاضیدان (١٩٣۵ آوریل ١۴ درگذشته - ١٨٨٢ مارس ٢٣ (زاده Amalie Emmy Noether نوتر ͳام ͳ٣آمال

آلبرت الساندروف، پاول است. شده شناخته داشت نظری Έفیزی و ͳانتزاع جبر در که ممتازی سهم به�واسطه که است ͳآلمان
و تحقیقات کرده�اند. یاد ریاضیات تاری در زن محقق مهمترین به�عنوان او از وینر ونوربرت ویل، هرمان دیدونه، ژان انیشتین،
فرضیه�ای نوتر نیز، Έفیزی مباحث زمینه در کرد. ایجاد جبر و میدان�ها تئوری حلقه�ها، تئوری در بنیادین ͳتغییرات او دستاوردهای

دهد. توضی را ͳΎپایست قانون و تقارن میان بنیادین ارتباط توانست که ( نوتر (تئوری کرد ارائه را
Elie Joseph Cartan کارتان جوزف ͳ۴ال
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نهاد. بنا شوروی جماهیر اتحاد در زمینه این در مدرسه�ای اووزیاناکوف همچون

کنیم، صحبت دیفرانسیل معادلات دستΎاه Έی تقارن گروه مورد در ͳاجمال به�طور باشیم خواسته اگر
دیدگاه از م�ͳکنند. تبدیل هم به را دستΎاه جواب�های که هستند ͳتبدیلات شامل گروه�ها این که گفت م�ͳتوان
و کرده عمل دستΎاه وابسته و مستقل متغیرهای شامل فضای روی که هستند ͳهندس ͳتبدیلات تقارن�ها، ͳل

م�ͳکند. عمل کرده، اعمال آن�ها گراف روی که ͳتبدیلات با دستΎاه جواب�های روی

م�ͳتوان جمله آن از که دارد بسیاری مزیت�های دیفرانسیل معادلات دستΎاه Έی تقارن گروه�های داشتن
در را ͳجواب دو هر که است این�گونه رده�بندی این کرد. اشاره دیفرانسیل معادلات جواب�های طبقه��بندی به
دیΎر از باشند. هم به تبدیل قابل تقارن گروه مولدهای از ͳبرخ وسیله به که م�ͳگیریم نظر در دسته Έی
ͳتابع یا پارامترها اساس بر م�ͳتوان را دیفرانسیل معادلات که است آن م�ͳشود گروه�ها این از که ͳاستفاده�های

کرد. طبقه�بندی دلخواه

را مهم قضیه دو ١٩١٨ سال در نوتر است. Έفیزی در ͳΎپایست قوانین تقارن، گروه کاربردهای دیΎر از
نشان را اویلر-لاگرانژ معادلات ویژگ�ͳهای با تغییرات انتΎرال Έی تقارن گروه�های بین ارتباط که داد ارائه
قوانین تولید به منجر یΈ-پارامتری تغییرات تقارن گروه�های چΎونه که داد نشان اول قضیه در او م�ͳداد.
تقارن تحت ͳناوردای مسئله Έی انرژی ͳΎپایست قوانین مثلا م�ͳشود. اویلر-لاگرانژ معادلات برای ͳΎپایست
تبدیلات تحت ͳناوردای مسئله Έی زاویه�ای و ͳخط گشتاور ͳΎپایست که ͳحال در است زمان به نسبت انتقال

.[٢٧] است دوران و انتقال

از ͳفیزی کمیت�های آن�ها م�ͳباشند. زیادی فواید دارای ͳΎپایست قوانین دیفرانسیل معادلات مطالعه در
آن�ها م�ͳدهند. توضی را حرکت ثابت�های و ͳتریال بار همچنین زاویه�ای، تانه تانه، انرژی، جرم، قبیل،
همچنین هستند، مهم جواب�ها ͳتایی و وجود اثبات برای و ͳخط نΎاشت�های انتΎرال�پذیری تحقیق برای
روش�های توسعه در ͳاساس نقش آن�ها به�علاوه، م�ͳشوند. استفاده جواب�ها ͳعموم رفتار و پایداری آنالیز برای
برعهده ͳپتانسیل متغیرهای و ͳغیرموضع وابسته دستΎاه�های یافتن شروع نقطه در ͳمهم نقش و دارند عددی

دارند.

دلایل م�ͳکند. بیان را شار توسط یΈکمیت تاثیر ͳΎونΎچ که است ͳریاض معادله Έی ͳΎپایست قانون
کمیت�های از Έکدامی این�که، اول دارد. وجود PDE دستΎاه Έی شارهای و ͳالΎچ محاسبه برای زیادی
خواص مطالعه در ͳΎپایست قوانین م�ͳماند. ثابت است، شده بیان PDEΈکم به که یΈدستΎاه در ͳفیزی
قانون ͳتوجه قابل تعداد وجود .[۵] هستند مفید ͳکاهش عملΎرهای و ͳهمیلتن ساختار مانند �PDEها، ͳکیف

.[٢٠] م�ͳباشد دستΎاه کامل انتΎرال�پذیری بیانΎر ͳΎپایست

روش ،ͳتابع ضرایب روش نوتر، قضیه قبیل از دارد وجود ͳΎپایست قوانین یافتن برای ͳمختلف روش�های
و لͳ-بلاند تقارن مولدهای بین رابطه است)، شده استفاده روش این از پایان�نامه این در (که مستقیم

کنند. رجوع [٢۴ ،١١ ،١۵ ،٢٧] مراج΄ به م�ͳتوانند علاقه�مندان که ... و �PDEها

و ͳل گروه�های منیفلدها، قبیل از هندسه ͳاساس مفاهیم آوردن بر ͳسع اول فصل در پایان�نامه این در
معادلات دستΎاه و جت فضای مفهوم دوم فصل در است. شده ... و ͳل جبرهای آن�ها، عمل نحوه�ی
فصل در است. شده آورده مثال چند همراه به تقارن�ها یافتن ͳΎونΎچ نحوه�ی همچنین و شده بیان دیفرانسیل
داده دیفرانسیل معادلات دستΎاه هر برای را ͳموضع ͳΎپایست قوانین ساخت ͳΎونΎچ ͳاساس روش سوم



٣ مطالب فهرست

ͳΎپایست قوانین مضارب اولین کردن پیدا بر ͳمبتن جام΄ عملیات این که م�ͳآوریم مثال چند همراه را شده
را ͳΎپایست قوانین ͳتابع ضرایب بین ارتباط پایان در و م�ͳنمایند ایفا پایان�نامه این در ͳاساس نقش که است
جدید ͳΎپایست قوانین م�ͳتوان آن Έکم به که داد خواهیم قرار مطالعه مورد �PDEها نقطه�ای تقارن�های با

آورد. به�دست ͳقبل ͳΎپایست قوانین از





فصل١

اولیه مفاهیم

منیفلد ١.١

فضاهای از بسیاری خواص و ساختار از ͳژرف و زیبا اطلاعات دارند. ریاضیات در زیادی کاربرد منیفلدها
ͳمقدمات انتΎرال و دیفرانسیل حساب در شده ساخته ابزارهای از ناچیز تعداد از بهره�گیری با م�ͳتوان را ͳهندس

آورد. به�دست شهودی به�صورت

زیر شرایط در هرگاه گوییم، n-بعدی ͳتوپولوژی منیفلد Έی را M Έتوپولوژی فضای تعریف١.١.١.
کند: صدق

باز زیرمجموعه�های در مشمول به�ترتیب p, q ∈M نقطه�ی دو هر ͳیعن باشد، Mهاسدورف •
U ∩ V = ∅ که به�طوری باشند، U, V ⊂M

باشد. داشته شمارا پایه�ای ͳیعن باشد، دوم نوع Mشمارای •

با همئومورف ͳΎهمسای Έی در مشمول آن نقطه هر ͳیعن باشد، n بعد از ͳاقلیدس ͳموضع Mبه�طور •
باشند. Rn از باز زیرمجموعه Έی

م�ͳگوییم، دیفرانسیل�پذیر) یا C∞ ) هموار را F : U ⊆ Rm −→ V ⊆ Rn نΎاشت تعریف٢.١.١.
باشد. پیوسته و موجود مرتبه هر از F ͳجزئ مشتقات هرگاه

است. دیفئومورفیسم F آن�گاه باشند، هموار نیز F−1 : V ⊆ Rn −→ U ⊆ Rm اگر

از همبند باز زیرمجموعه�های Vα Mو منیفلد باز زیرمجموعه�های از شمارا گردایه�ای {Uα}αفرضکنید
منیفلد روی ͳمختصات چارت را (Uα, φα) آن�گاه باشند، همئومورفیسم φα : Uα −→ Vα اگر باشند. Rn

Mم�ͳنامیم.
نΎاشت Mباشد، منیفلد روی ͳمختصات چارت دو (V, ψ) و (U,φ) اگر حال

ψ ◦ φ−1 : φ(U ∩ V ) −→ ψ(U ∩ V ),



۶ اولیه مفاهیم .١

ψ ◦ φ−1 هرگاه م�ͳنامیم، سازگار هموار به�طور را فوق چارت دو م�ͳنامیم. ψ به φ از گذر نΎاشت را
باشد. دیفئومورفیسم

Mرا n-بعدی ͳتوپولوژی منیفلد چارت�های از متشل A = {(Uα, φα)} مجموعه�ی تعریف٣.١.١.
اعضای دامنه و باشند سازگار هموار به�طور دو به دو A اعضای هرگاه Mم�ͳگوییم، منیفلد برای اطلس Έی

بپوشانند. Mرا ، A

هموار ماکسیمال اطلس Έی ،M ͳتوپولوژی n-بعدی منیفلد روی هموار ساختار Έی تعریف١.١.۴.
(M,A) با و دارد نام هموار یΈمنیفلد هموار، یΈساختار به مجهز n-بعدی ͳتوپولوژی منیفلد هر است.

م�ͳدهیم. نشان�

م�ͳباشد. (Rn, Id) ͳهمان ͳچارتمختصات با n-بعدی هموار RnیΈمنیفلد ͳاقلیدس فضای مثال١.١.۵.

باشد. پیوسته f : U −→ Rk تاب΄ و باشد باز U ⊂ Rn کنید فرض پیوسته). تواب΄ (گراف ۶.١.١ مثال
م�ͳشود: تعریف زیر به�صورت که است Rn×Rk باز زیرمجموعه که م�ͳدهند نشان Γ(f) نماد با را f گراف

Γ(f) = {(x, f(x)) | x ∈ U} ⊂ U × Rk,

و بΎیرید نظر در را است پوشا و پیوسته نΎاشت Έی که π1 : Rn × Rk −→ Rn تصویر نΎاشت
م�ͳشود: تعریف زیر به�صورت که است Γ(f) به نسبت π1 نΎاشت تحدید φ : Γ(f) −→ U

φ(x, y) = x, (x, y) ∈ Γ(f),

چون است همئومورفیسم همچنین است. پیوسته تاب΄ Έی تحدید چون است، پیوسته φ
(Γ(f), φ) و است n بعد از ͳتوپولوژی منیفلد Έی Γ(f) بنابراین است. پیوسته φ−1(x) = (x, f(x))

م�ͳباشد. آن ͳمختصات چارت

است. n-بعدی ͳتوپولوژی منیفلد Έی Sn کره .٧.١.١ مثال
-(n+ 1) ͳتوپولوژی منیفلد Έی Rn+1 چون�که م�ͳرسد ارث Sn به بودن دوم نوع شمارای و هاسدورف

م�ͳکنیم: تعریف حال است. Rn+1 باز زیرمجموعه Sn و است بعدی

U+
i ∩ Sn = {(x1, . . . , xn+1) ∈ Rn+1 | xi > 0},

فرضم�ͳکنیم: .xi < 0 ͳیعن است ͳمنف مولفه�اش امین i که Rn+1است زیرمجموعه U−
i ∩Sn مشابه به�طور

Bn = {x ∈ Rn
∣∣ ∥ x ∥< 1},

زیر تاب΄ باشد. Rn در باز گوی Έی

f : Bn −→ R,
f(u) =

√
1− ∥ u ∥2,

i = 1, 2, . . . , n+ 1, هر برای پس است. u = (u1, . . . , un) که است واض است. پیوسته
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xi =
√

1− (x1)2 − · · · − (xi−1)2 − (xi+1)2 − · · · − (xn+1)2

= f(x1, . . . , x̂i, . . . , xn+1) ∈ Sn ∩ U+
i ,

xi = −f(x1, . . . , x̂i, . . . , xn+1) ∈ Sn ∩ U−
i .

ϕ∓
i : U∓

i ∩Sn −→ Bn نΎاشت است، n بعد از ͳاقلیدس موضعا U∓
i ∩Sn زیرمجموعه هر بنابراین است.

Sn نقطه هر چون�که است. Sn برای ͳگراف ،ϕ∓
i (x

1, . . . , xn+1) = (x1, . . . , x̂i, . . . , xn+1) ضابطه با
بعدی -n ͳتوپولوژی منیفلد Έی Sn لذا دارد. چارت تا 2n+ 2 لذا چارت�هاست، از ͳی حداقل درون

است.

نقطه هر هرگاه گوییم هموار را N و M هموار منیفلد دو بین F : M −→ N نΎاشت تعریف٨.١.١.
باشد (V, ψ) مثل چارت Έی درون F (p) ͳیعن آن تصویر و ،(U,φ) مثل چارت Έی درون p Mمانند از

زیر نΎاشت که به�طوری
ψ ◦ F ◦ φ−1 : φ(U) −→ ψ(V ),

باشد. هموار

n-بعدی منیفلد Mبه m-بعدی منیفلد از هموار ͳاشتΎن F :M −→ N م�ͳکنیم فرض تعریف٩.١.١.
n×m ژاکوبین ماتریس رتبه�ی با برابر x = (x1, . . . , xm) نقطه در F رتبه باشد. N

JF =
(∂F i

∂xj
)
, i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n.

روی F نΎاشت م�ͳشود. بیان x ͳΎهمسای در مناسب ͳموضع مختصات هر در y = F (x) که x درنقطه
مقدار بزرگترین برابر F بعد x ∈ S هر برای اگر است. ماکسیمال رتبه دارای S ⊂ M باز زیرمجموعه

باشد. ( m یا n (حداکثر ممن

به هرگاه م�ͳنامیم a ∈ Rn نقطه در مشتق Έی را v : C∞(Rn) −→ R ͳخط نΎاشت تعریف١٠.١.١.
باشد: برقرار زیر رابطه f, g ∈ C∞(Rn) هر ازای

v(f · g)(a) = g(a) · vf(a) + f(a) · vg(a),

م�ͳدهیم: قرار
TaRn = {v| است. Rn در مشتق عملΎر Έی v},

م�ͳشود. گفته Rn ͳمماس فضای TaRn به

شل به را Dv|a : C∞(Rn) −→ R ͳخط عملΎر تعریف١١.١.١.

Dv|a =
d

dt

∣∣∣
t=0
f(a+ tv), (١.١)

م�ͳشود. گفته v راستای در a نقطه در ͳجهت مشتق (١.١) رابطه به م�ͳکنیم. تعریف

است. ایزومورفیسم Έی va 7−→ Dv

∣∣
a
ضابطه با Rn

a −→ TaRn نΎاشت .١٢.١.١ گزاره
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است: Έی به Έی که م�ͳدهیم نشان است. ͳخط va 7−→ Dv

∣∣
a
که داد نشان م�ͳتوان ͳبه�سادگ برهان.

م�ͳدهیم، نشان استاندارد پایه�های به�صورت را va = viei
∣∣
a
است. صفر مشتق Έی Dv

∣∣
a
که م�ͳکنیم فرض

است. هموار که م�ͳدهیم نمایش xj : Rn −→ Rبه�صورت را مختصاتش j-امین که است هموار ͳتابع f
داریم: حال

0 = Dv

∣∣
a
(xj) = vi

∂

∂xi
(xj)

∣∣
x=a

= vi, (٢.١)

va که م�ͳگیریم نتیجه بنابراین م�ͳشود. صفر برابر صورت این غیر در ∂x
j

∂xi
= 1 آن�گاه i = j اگر م�ͳدانیم
است. صفر برداری میدان Έی

v = viei که م�ͳدانیم باشد. TaRn در ͳدلخواه برداری wیΈمیدان که فرضم�ͳکنیم ͳپوشای اثبات برای
،(٢.١) طبق که هستند مقدار ͳحقیق تواب΄ v1, . . . , vn که م�ͳدهیم نمایش استاندارد به�صورت

.w = Dv

∣∣
a
که دهیم نشان است ͳکاف .w(xj) = vi

داریم: تیلور قضیه طبق باشد. Rn روی مقدار ͳحقیق تاب΄ f که م�ͳکنیم فرض

f(x) = f(a) +
∑n

i=1
∂f
∂xi

(a)(xi − ai)
+
∑n

i,j=1(x
i − ai)(xj − aj)

∫ 1

0
(1− t) ∂2f

∂xi∂xj
(a+ t(x− a))dt.

(٣.١)

داریم: بنابراین م�ͳکنند میل صفر به x = a نقطه در (xj − aj) و (xi− ai) هموار تاب΄ دو چون (٣.١) در

wf = w (f(a)) +
∑n

i=1w
(
∂f
∂xi

(a)(xi − ai)
)

= 0 +
∑n

i=1
∂f
∂xi

(a) (w(xi)−w(ai))

=
∑n

i=1
∂f
∂xi

(a)vi = Dv

∣∣
a
f.

باشد. Rn در نقطه�ای a و باشد Rn بر استاندارد مختصات (x1, . . . , xn) م�ͳکنیم فرض .١٣.١.١ نتیجه

م�ͳباشد. TpRn مماس فضای برای پایه�ای { ∂

∂x1
∣∣
a
, . . . ,

∂

∂xn
∣∣
a
مماس{ بردارهای صورت این در

داریم: (١.١) رابطه طبق آن�گاه va =
∑n

i=1 v
iei|a دهیم قرار اگر برهان.

Dv

∣∣
a
f =

d

dt

∣∣
t=0
f(a+ tv)

=
d

dt

∣∣
t=0
f(a1 + tv1, . . . , an + tvn)

=
∂f

∂x1
(a)

dx1

dt
+ · · ·+ ∂f

∂xn
(a)

dxn

dt

= v1
∂f

∂x1
+ · · ·+ vn

∂f

∂xn

=
∑n

i=1 v
i ∂f

∂xi
(a),

پایه Έی { ∂

∂x1
|a, . . . ,

∂

∂xn
|a} مجموعه بنابراین .

∑n
i=1 v

iei|a 7−→
∑n

i=1 v
i ∂

∂xi
(a) بنابراین

م�ͳدهد. تشیل TaRn برای استاندارد
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v : C∞(M) −→ R ͳخط عملΎر باشد. p ∈M و هموار منیفلد ΈیM فرضکنیم تعریف١.١.١۴.
کند. صدق زیر شرط در هرگاه م�ͳگوییم p نقطه در مشتق Έی را

v(f · g)(p) = g(p) · v(f)(p) + f(p) · v(g)(p).

م�ͳدهیم قرار

TpM = {v : C∞(M) −→ R | است. p ∈M نقطه در مشتق عملΎر v}

م�ͳشود. گفته p ∈M نقطه Mدر منیفلد ͳمماس TpMفضای به صورت این در

آن�ها بین هموار ͳاشتΎن F : M −→ N و هموار منیفلدهای N ، M م�ͳکنیم فرض تعریف١.١.١۵.
نΎاشت p ∈M هر ازای به باشد.

dFp : TpM −→ TF (p)N,

ضابطه با f ∈ C∞(N),v |p∈ TpM, هر ازای به که م�ͳنامیم F دیفرانسیل نΎاشت را

dF (v |p)f(y) = v
(
f ◦ F

)
(p), y = F (p),

م�ͳنامند. پیش�برنده نΎاشت را آن و م�ͳدهند نمایش نیز F∗ با را F دیفرانسیل نΎاشت م�ͳشود. تعریف

، p ∈ N و منیفلدها بین هموار نΎاشت�های G : M −→ P و F : N −→ M اگر .١۶.١.١ گزاره
آن�گاه:

d(G ◦ F )p = dGF (p) ◦ dFp الف)

ͳهمان نΎاشت ای، p ∈M نقطه هر در IdM :M −→M ͳهمان نΎاشت دیفرانسیل ب)
است. IdTpM : TpM −→ TpM

و است ایزومورفیسم dFp : TpM −→ TF (p)N بنابراین باشد، دیفئومورفیسم F اگر پ)

d(F−1)F (p) = (dFp)
−1.

.[٢۵] برهان.

زیرمنیفلد Έی U به باشد. آن باز زیرمجموعه Έی U و باشد هموار منیفلد ΈیM اگر تعریف١٧.١.١.
باشد. منیفلد ΈیM همواری ساختار با U هرگاه Mگوییم، باز

شمول نΎاشت i : U −→M Mو باز زیرمجموعه Έی U ، هموار منیفلد ΈیM اگر .١٨.١.١ قضیه
است. ایزومورفیسم di : TpU −→ TpM نΎاشت p هر برای آن�گاه باشد.

.[٢۵] برهان.

است. m-بعدی نیز TpM ͳمماس فضای آن�گاه باشد m-بعدی منیفلد ΈیM اگر .١٩.١.١ گزاره
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م�ͳگیریم. نظر در را p نقطه شامل (U,φ) ͳمختصات چارت م�ͳگیریم. نظر در را p ∈ M نقطه برهان.
١۶.١.١ گزاره سوم قسمت طبق است. Ũ ⊆ Rm باز زیرمجموعه به U از ͳدیفئومورفیسم Έی φ که چون

و TpM ∼= TpU داریم: ١٨.١.١ قضیه طبق است. Tφ(p)Ũ و TpU بین ͳایزومورفیسم dφp ،
لذا و Tφ(p)Ũ ∼= Tφ(p)Rn

dimTpM = dimTφ(p)Rn = n.

مجزای اجتماع ⊔تعریف٢٠.١.١.
p∈M

TpM = TM,

Mم�ͳگوییم. منیفلد ͳمماس کلاف را

است 2m-بعدی هموار یΈمنیفلد TM آن�گاه باشد m-بعدی هموار MیΈمنیفلد اگر .٢١.١.١ قضیه
است. هموار (p, x) 7−→ p ضابطه با π : TM −→M نΎاشت که به�طوری

نΎاشت باشد. M برای چارت Έی x = (x1, · · · , xm) مختصات با (U,φ) م�ͳکنیم فرض برهان.
م�ͳکنیم: تعریف زیر به�صورت را φ̃ : π−1(U) −→ φ(U)× Rm

φ̃
( m∑
i=1

X i ∂

∂xi|p

)
=

(
x1(p), · · · , xm(p), X1, · · · , Xm

)
که: دید م�ͳتوان

φ̃−1(x1, · · · , xm, X1, · · · , Xm) =
m∑
i=1

X i ∂

∂xi

∣∣∣
φ−1(x)

Έی (V, ψ) اگر م�ͳکند. تعریف TM روی چارت Έی
(
π−1(U), φ̃

)
بنابراین است. ͳدوسوی φ̃ پس

است. TM روی چارت Έی نیز
(
π−1(V ), ψ̃

)
بالا تعریف مطابق آن�گاه Mباشد روی چارت

φ̃
(
π−1(U) ∩ π−1(V )

)
= φ(U ∩ V )× Rm ⊆ R2m,

ψ̃
(
π−1(U) ∩ π−1(V )

)
= ψ(U ∩ V )× Rm ⊆ R2m,

داریم: باشد ψ مختصات x̃ = (x̃1, · · · , x̃m) اگر
ψ̃ ◦ φ̃−1 : φ(U ∩ V )× Rm −→ ψ(U ∩ V )× Rm,

ψ̃ ◦ φ̃−1(x1, · · · , xm, X1, · · · , Xm) =
(
x̃1(x), · · · , x̃m(x)

,
∑m

j=1

∂x̃1

∂xj
(x)Xj, · · · ,

∑m
j=1

∂x̃m

∂xj
(x)Xj

)
.

است هموار ψ̃ ◦ φ̃−1 پس است هموار آن مولفه�های چون
{π−1(Ui)} آن�گاه باشد M برای شمارا پوشش Έی {Ui} اگر بنابراین است دوم نوع شمارای M چون
M چون باشد TM از تار Έی در شمول عضو دو Yq و Xp اگر است، TM برای شمارا پوشش Έی نیز
π−1(V ) و π−1(U) که به�طوری دارند وجود q و p Mشامل بر V و U مانند مجزا ͳبازهای است هاسدورف

رابطه طبق حال هستند. Yq و Xp شامل TM در مجزا ͳΎهمسای دو
φ ◦ π ◦ φ̃−1

(
x1, · · · , xm, X1, · · · , Xm

)
= (x1, · · · , xm)



١١ منیفلد .١.١

است. -بعدی 2m هموار منیفلد Έی TM که م�ͳشود نتیجه

مانند ͳاشتΎنM در هموار (ͳمنحن) خم Έی باشد. هموار منیفلد ΈیM اگر تعریف٢٢.١.١.
است. هموار ͳتابع α که به�طوری است α : [a, b] −→M

بر مماس X آن�گاه ، X ∈ TpM اگر . باشد p ∈ M و هموار منیفلد ΈیM کنید فرض .٢٣.١.١ لم
Mمانند در هموار خم Έی

α : [−a, a] −→M,

کند. صدق زیر شرط در که به�طوری است

α(0) = p, α′(0) = X.

.[٢۵] برهان.

، π نΎاشت از برش Έی باشد. پیوسته نΎاشت Έی π : M −→ N م�ͳکنیم فرض .٢۴.١.١ تعریف
که: به�طوری است δ : N −→M مانند آن پیوسته راست وارون Έی

π ◦ δ = IdN .

بردار Έی p ∈M نقطه هر به که است ͳاشتΎن ،M منیفلد بر v برداری میدان از منظور تعریف١.١.٢۵.
مماس کلاف از برش Έی ، M بر برداری میدان دیΎر، به�عبارت یا م�ͳسازد. متناظر vp ∈ TpM مماس

است. TM

چارت هر برای باشد. آن در نقطه�ای p و m-بعدی هموار منیفلد Έی M کنید فرض .٢۶.١.١ قضیه
برای پایه Έی

{ ∂

∂x1
,
∂

∂x2
, . . . ,

∂

∂xm

}
م�ͳباشد، φ = (x1, . . . , xn) که p نقطه شامل (U,φ) هموار

م�ͳشود: تعریف زیر به�صورت که م�ͳدهد تشیل TpM
∂

∂xi
∣∣
p
= d(φ−1)φ(p)

(
∂

∂xi

∣∣∣
φ(p)

)
.

.[٢۵] داد نشان ͳبه�سادگ م�ͳتوان ١٨.١.١ قضیه طبق برهان.

مماس بردارهای و باشند Rn از نقطه�ای p و هموار ͳاشتΎن F : Rn −→ Rm کنید فرض مثال٢٧.١.١.
برای پایه�ای { ∂

∂y1
|F (p), . . . ,

∂

∂ym
|F (p)} و TpRn مماس فضای برای پایه�ای { ∂

∂x1
|p, . . . ,

∂

∂xn
|p}

ͳخط نΎاشت صورت این در باشد. TF (p)Rm مماس فضای

dF : TpRn −→ TF (p)Rm,

آن در که م�ͳشود، داده نشان [aij] ∈ Rm×n ماتریس با پایه دو این به نسبت

dF
( ∂

∂xj
∣∣
p

)
=

m∑
k=1

akj
∂

∂yk
∣∣
F (p)

. (۴.١)
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با صورت، این در . F = (F 1, . . . , Fm) واق΄ در باشد. F نΎاشت i-ام مقدار F i := yi ◦ F گیریم
راست سمت کنیم. محاسبه را aij م�ͳتوانیم yi ͳمختصات تواب΄ بر (٣١.١.١) فرمول طرف دو هر دادن تاثیر

با: است برابر (٣١.١.١) فرمول
m∑
k=1

akj
∂

∂yk
|F (p) y

i =
m∑
k=1

akj∂
i
k = aij.

با: است برابر (٣١.١.١) فرمول چپ سمت و

dF
( ∂

∂xj
∣∣
p

)
yi =

∂

∂xj
∣∣
p
(yi ◦ F ) = ∂F i

∂xj
(p).

است عبارت ∂

∂yj
|F (p) و

∂

∂xi
|p استاندارد پایه�های به نسبت dF ͳخط نΎاشت نمایش ماتریس بنابراین،

. p درنقطه F نΎاشت ͳژاکوب ماتریس از

رتبه p ∈ N هر ازای به اگر باشد. هموار نΎاشت Έی F : N −→ M کنید فرض .٢٨.١.١ تعریف
است. ثابت F رتبه گوییم آن�گاه باشد، k با برابر F نΎاشت

روی را ͳکروشه�ل عملΎر باشد. هموار تاب΄ Έی f و هموار منیفلد Έی M کنیم فرض تعریف٢٩.١.١.
م�ͳکنیم: تعریف زیر شل Mبه برداری میدان�های مجموعه

[v,w] : C∞(M) −→ C∞(M),

[v,w]f = vwf −wvf, v,w ∈ (M).

است. برداری میدان [v,w] آن�گاه Mباشند، روی برداری میدان دو w و v اگر .٣٠.١.١ لم

داریم: f, g ∈ C∞(M) دلخواه و هموار تواب΄ برای برهان.
[v,w](af + bg) = vw(af + bg)−wv(af + bg)

= v(awf + bwg)−w(avf + bvg)

= avwf + bvwg − awvf − bwvg

= a(vw −wv)f + b(vw −wv)g

= a[v,w]f + b[v,w]g,

(۵.١)

است. ͳخط ͳکروشه�ل که م�ͳگیریم نتیجه (۵.١) رابطه از
[v,w](f · g) = vw(f · g)−wv(f · g)

= v(g ·w · f + fw · g)−w(g · v · f + fv · g)
= v(g ·w · f) + v(f ·w · g)−w(g · v · f)−w(f · v · g)
= wfvg + gvwf +wgvf + fvwg − vfwg − gwvf − vgwf − fwvg

= f(vw −wv)g + g(vw −wv)f

= f [v,w]g + g[v,w]f,

(۶.١)
Έی ͳکروشه�ل بنابراین م�ͳکند. لایپ�نیتسصدق قاعده در ͳکروشه�ل که م�ͳگیریم نتیجه (۶.١) از هم�چنین و

م�ͳشود: تعریف زیر به�صورت که است برداری میدان و مشتق عملΎر
[ , ] : χ(M)× χ(M) −→ χ(M)

(v,w) 7−→ [v,w] = vw −wv.



١٣ منیفلد .١.١

آن�ها ͳکروشه�ل م�ͳگیریم، نظر در را c, c′ ثابت�های Mو روی v,w,u برداری میدان�های .٣١.١.١ گزاره
م�ͳکند: صدق زیر خواص در

[cv + c′v′,w] = c[v,w] + c′[v′,w] •

[v,w] = −[w,v] •[
u, [v,w]

]
+
[
v, [w,u]

]
+
[
w, [u,v]

]
= 0 •

.[٢۵] م�ͳشود ثابت ͳکروشه�ل تعریف به توجه با برهان.

به یا .rankF = dimN هرگاه دارد نام سابمرژن Έی F : M −→ N نΎاشت .٣٢.١.١ تعریف
باشد. پوشا dF ͳعبارت

ͳعبارت به یا .rankF = dimM هرگاه دارد نام ایمرژن Έی F :M −→ N نΎاشت تعریف٣٣.١.١.
باشد. Έی به Έی dF

α(t) = (cos t, sin t, t) ضابطه با α : (0, 2π) −→ R3 نΎاشت .(Ϳمارپی (نΎاشت ٣۴.١.١ مثال
است: زیر به�صورت آن ژاکوبین است. مفروض

jF =


− sin t

cos t

1


است. ایمرژن نΎاشت این بنابراین است. ١ با برابر دامنه نقاط ͳتمام در آن رتبه که

ضابطه با πi :M1 × · · · ×Mk −→M i نΎاشت تصویر). (نΎاشت ٣۵.١.١ مثال
نΎاشت این بنابراین است برد بعد برابر نقاط ͳتمام در تاب΄ این رتبه است. مفروض (p1, . . . , pk) 7−→ pi

است. سابمرژن

دو بین هموار نΎاشت Έی F : M −→ N کنیم فرض منیفلدها). در معوس (تاب΄ ٣۶.١.١ قضیه
باشند، ایزومورفیسم dFp : TpM ←− TF (p)N ،p ∈M هر ازای به هرگاه باشند. N Mو همبعد منیفلد
F
∣∣
U0

: U0 −→ V0 که است موجود V مانند F (p) از ͳΎهمسایΈی و U مانند p از ͳΎهمسایΈی آن�گاه
است. دیفئومورفیسم

.[٢۵] برهان.

n-بعدی و m-بعدی هموار منیفلد دو ترتیب به N Mو کنید فرض منیفلدها). در (رتبه ٣٧.١.١ قضیه
ͳمختصات چارت Έی p ∈ M هر ازای به باشد، k ثابت رتبه با هموار نΎاشت Έی F : M −→ N و
است موجود F (p) مرکز به (y1, . . . , yn) مانند ͳمختصات چارت Έی و p مرکز به (x1, . . . , xm) مانند

: که به�طوری
F (x1, . . . , xm) = (x1, . . . , xk, 0, . . . , 0),
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: آن�گاه باشد، سابمرژن F اگر به�ویژه

F (x1, . . . , xk, . . . , xm) = (x1, . . . , xn),

: آن�گاه باشد، ایمرژن F اگر و

F (x1, . . . , xm) = (x1, . . . , xm, 0, . . . , 0).

V ⊆ Rn و U ⊆ Rm باز زیرمجموعه�های با را Nقضیه Mو به�جای قضیه بودن ͳموضع به�جهت برهان.
(دترمینان است غیرتین k× kزیرماتریس Έی شامل بنابراین است. k رتبه از JF (p) چون م�ͳکنیم. اثبات
انتقال ژاکوبین ماتریس بالای و چپ سمت به را زیرماتریس این ͳمقدمات عملیات از استفاده با غیرصفر).

و (x, y) = (x1, . . . , xk, y1, . . . , ym−k) چارت دو م�ͳدهیم.
م�ͳکنیم فرض م�ͳگیریم. نظر در Rn و Rm در به�ترتیب را (v, w) = (v1, . . . , vk, w1, . . . , wn−k)

م�ͳدهیم قرار م�ͳدهیم). انتقال مبدا مرکز به چارت�ها صورت این غیر (در F (p) = (0, 0) و p = (0, 0)

با هموارند. R : U −→ Rn−k و Q : U −→ Rk که به�طوری F (x, y) = (Q(x, y), R(x, y))

نΎاشت است. وارون�پذیر (0, 0) نقطه در
(
∂Qi

∂xj

)
ij
ماتریس پس است k با برابر F رتبه اینه به توجه

صورت این در م�ͳکنیم. تعریف φ(x, y) = (Q(x, y), y) به�صورت را φ : U −→ Rm

Jφ(0,0) =

 ∂Qi

∂xj
(0, 0)

∂Qi

∂yj
(0, 0)

0 δij


m×m

قضیه این از استفاده با است). وارون�پذیر Q (زیرا است وارون�پذیر فوق ͳبلوک ماتریس که است واض
وجود Ũ0 مانند φ(0, 0) = (0, 0) از ͳΎهمسای Έی و U0 مانند (0, 0) از ͳΎهمسای Έی معوس تاب΄
φ−1(x, y) = (A(x, y), B(x, y)) م�ͳدهیم قرار است. دیفئومورفیسم φ : U0 −→ Ũ0 که به�طوری دارد

صورت این در هموارند. B : Ũ0 −→ Rm−k و A : Ũ0 −→ Rk که به�طوری
(x, y) = φ (A(x, y), B(x, y))

= (Q (A(x, y), B(x, y)) , B(x, y)) ,

اما φ−1(x, y) = (A(x, y), y) بنابراین .y = B(x, y) که م�ͳشود نتیجه فوق تساوی از

φ
(
φ−1(x, y)

)
= φ (A(x, y), y) = (Q (A(x, y), y) , y) = (x, y),=⇒ Q(A(x, y), y) = x,

بنابراین

F ◦ φ−1(x, y) = F (φ−1(x, y)) = F (A(x, y), y) = (Q(A(x, y), y), R(A(x, y), y)),

که م�ͳشود نتیجه بالا رابطه از

JF◦φ−1(x,y) =

 δij 0

∂Ri

∂xj
∂Ri

∂yj

 ,
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بنابراین است دیفئومورفیسم φ چون ͳطرف از
rankF ◦ φ−1(x, y) = rankF (x, y) = k,

که است k ͳوقت فوق ژاکوبین ماتریس رتبه بنابراین هستند. ͳخط مستقل فوق ماتریس اول سطر k بنابراین
آن�گاه S(x) = R(x, 0) دهیم قرار اگر حال باشند. yjها از مستقل R ͳجزی مشتقات

F ◦ φ−1(x, y) = (x, S(x)).

به�صورت را V در مشمول V0 باز مجموعه
V0 =

{
(v, w) ∈ V

∣∣(v, 0) ∈ Ũ0

}
,

و F (U0) ⊆ V0 بنابراین F ◦ φ−1(Ũ0) ⊆ V0 داریم م�ͳباشد. نیز (0, 0) نقطه شامل که م�ͳکنیم تعریف
به�صورت را ψ : V0 −→ Rn نΎاشت

ψ(v, w) = (v, w − S(v)),

و است دیفئومورفیسم ψ بنابراین ، ψ−1(s, t) = (s, t+ S(s)) و است هموار که م�ͳکنیم تعریف
ψ ◦ F ◦ φ−1(x, y) = ψ(x, S(x)) = (x, S(x)− S(x)) = (x, 0).

ایمرژن منیفلد زیر اصطلاحا را f : N −→M Έی به Έی ایمرژن Έی f(N) نΎاره تعریف٣٨.١.١.
،ͳمعن این به م�ͳشود. فراهم f توسط f(N) بر توپولوژی که است این بر فرض پس این از گویند. M

باشد. باز f−1(U) اگر تنها و اگر است باز U ⊆ f(N)

نΎاشت �م�ͳگردد، تعریف π(p,X) = p به�صورت که π : TM −→ M نΎاشت .٣٩.١.١ تعریف
زیر در که م�ͳشود ظاهر مماس کلاف بر جدیدی ساختار تعریف این با �م�ͳشود. نامیده TM ͳطبیع تصویر

م�ͳپردازیم: آن تعریف به

معوس تصویر باشد. دلخواه ͳاشتΎن π : E −→M کنید فرض تعریف۴٠.١.١.
م�ͳدهیم. نشان� Ep نماد با را p در تار اغلب م�ͳنامیم. p در تار را p ∈M نقطه هر π−1(p) := π−1({p})
ͳصورت در را ϕ : E −→ E ′ نΎاشت ، π : E −→M و π′ : E ′ −→M مفروض نΎاشت دو هر به�ازای

ای: p ∈M هر ازای به که گوییم تار حافظ
ϕ(Ep) ⊆ E ′

p.

که: گوییم ͳبدیه موضعا ͳصورت در را π : E −→M پوشای و هموار نΎاشت تعریف۴١.١.١.

است. r بعد با برداری فضای ساختار دارای π−1(p) تاری هر •

ϕ : π−1(U) −→ U×Rr تاری حافظ دیفئومورفیسم ، p از U باز ͳΎهمسای ،p ∈M هر ازای به •
ϕ |π−1(q): π

−1(q) −→ {q} × Rr تحدید ، q ∈ U هر ازای به که باشد داشته وجود چنان
و E برای بدیه�ͳساز باز مجموعه را بازی مجموعه چنین است. برداری فضاهای بین ͳایزومورفیسم

م�ͳنامند. U روی E برای بدیه�ͳسازی را ϕ
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Mو ،E هموار منیفلدهای از متشل (E,M, π) ͳتای سه Έی ،r رتبه از هموار برداری کلاف از منظور
،ͳکل فضای را E منیفلد م�ͳباشد. r رتبه از ͳبدیه موضعا که است π : E −→ M پوشای هموار نΎاشت�

م�ͳنامند. مماس کلاف برای پایه فضای Mرا

مجموعه�ی ،p ∈ U هر ازای به باشد، باز U ،M روی برداری EیΈکلاف فرضکنیم تعریف۴٢.١.١.
داشته ͳخط استقلال Ep تار از ͳاعضای به�عنوان هرگاه هستند، ͳخط مستقل {δ1(p), . . . , δk(p)} برش�های

باشند.
است، δi : U −→ E که {δ1, . . . , δk} مانند هموار برش�های از ͳتای kΈیM برای ͳموضع کن; Έی
باشند. هموار آن معرف برش�های که گوییم هموار ͳصورت در را کن; بسازد. Ep برای پایه Έی که به�طوری

م�ͳگویند. فراگیر کن; کن;، این به Mباشد کل U اگر

ضابطه با π : TM −→ M نΎاشت چون�که است. برداری کلاف Έی ͳمماس کلاف .۴٣.١.١ مثال
.π−1(p) = TpM ≃ {p} × Rk و پوشاست و هموار vp 7−→ p

Έی و TM برای ͳموضع یΈکن; { ∂

∂x1
|p, . . . ,

∂

∂xn
|p} برداری میدان�های مجموعه مثال١.١.۴۴.

است. TpM تار برای پایه

بپذیرد. فراگیر کن; Έی هرگاه دارد نام پذیر Mتوازی هموار منیفلد تعریف١.١.۴۵.

x = (x1, . . . , xn)مختصات دستΎاه Rnبا از k-بعدی منیفلد MیΈزیر فرضکنید تعریف١.١.۴۶.
م�ͳکنیم. تعریف زیر شل Mبه برای چارت Έی صورت این در باشد.

{(x1, . . . , xk, . . . , xn) | xk+1 = cn+1, . . . , x
n = cn},

است: زیر شل به S Mمانند از Mزیرمجموعه�ای در U یkΈ-برش باشد. باز U ⊂ Rn اگر

S = {(x1, . . . , xk, xk+1, . . . , xn) | xk+1 = cn+1, . . . , x
n = cn}

همئومورف
≃ Rk.

آن نقطه هر هرگاه Mاست از شده ایمبد k-بعدی زیرمنیفلد Έی Mرا از S منیفلد زیر تعریف۴٧.١.١.
و باشد U از یkΈ-برش U ∩ S که به�طوری باشد (U,φ) Mمانند از چارت Έی درون p ∈ S مانند

dimM − dimS = k.

مجموعه Mباشد. در نقطه�ای c است، هموار F : N −→M کنیم فرض تعریف۴٨.١.١.

F−1(c) = {p ∈ N |F (p) = c},

است. F نΎاشت تراز مجموعه Έی

هر صورت این در باشد. k ثابت رتبه با هموار نΎاشت Έی F : N −→M کنیم فرض .۴٩.١.١ قضیه
:ͳیعن است. k نقصان بعد از N شده ایمبد بسته زیرمنیفلد Έی F تراز مجموعه

dimF−1(c) = dimM − k.



١٧ ͳدیفرانسیل فرم�های .٢.١

فرض حال است. Mبسته در F−1(c) که است واض م�ͳگیریم. نظر در را F−1(c) تراز مجموعه برهان.
F (p) شامل چارت (V, ψ) و p شامل چارت (U,φ) اگر ،٣٧.١.١ قضیه طبق باشد. p ∈ F−1(c) م�ͳکنیم

داریم: آن�گاه باشد،
F (x1, . . . , xk, xk+1, . . . , xm) = (x1, . . . , xk, 0, . . . , 0),

نوشت: مختلف Uهای ازای به F−1(c) ∩ U اجتماع به�صورت م�ͳتوان را F−1(c) بنابراین
F−1(c) ∩ U =

{
(x1, . . . , xm) | x1 = 0, . . . , xm = 0

}
,

داریم: بنابراین
dimF−1(c) = m− k.

ͳدیفرانسیل فرم�های ٢.١

نΎاشت باشند. برداری فضاهای V1, . . . , Vk,W کنیم فرض تعریف١.٢.١.
باشیم: داشته هرگاه م�ͳگوییم، (ͳچندخط) ͳخط-k نΎاشت Έی را F : V1 × · · · × Vk −→ W

F (v1, . . . , avi + bv′
i, . . . ,vk) = aF (v1, . . . ,vk) + bF (v1, . . . ,vk).

فضای روی کواریان k-تانسور Έی F : V1 × · · · × Vk −→ R ͳخط-k نΎاشت .٢.٢.١ تعریف
دارد. نام V برداری

نمادین به�طور و م�ͳدهیم نشان T k(V ) با را V برداری فضای روی کواریان k-تانسورهای تمام مجموعه
شل به را T k(V )

T k(V ) = V ∗ ⊗ · · · ⊗ V ∗.

م�ͳدهند. نشان

T, S تانسوری ضرب آن�گاه T ∈ T k(V ), S ∈ T l(V ) و برداری فضای Έی V اگر .٣.٢.١ تعریف
م�ͳشود. تعریف زیر به�صورت

T ⊗ S : V × · · · × V × V × · · · × V −→ R
(T ⊗ S)(v1, . . . ,vk,vk+1, . . . ,vk+l) = T (v1, . . . ,vk) · S(vk+1, . . . ,vk+l).

برداری فضای Έی فضا این دوگان باشد، برداری فضای Έی V = spanR{ei}ni=1 اگر تعریف٢.١.۴.
هستند. رابطه در φi(ej) = δij به�صورت یدیΎر با آن پایه�های که است V ∗ = spanR{φi}ni=1 شل به

آن دوگان V ∗ = spanR{φi}ni=1و بعدی -n برداری فضای Έی V = spanR{ei}ni=1 اگر .۵.٢.١ لم
پایه توسط تولیدشده nk-بعدی برداری فضای Έی T k(V ) آن�گاه باشد

{
φi1 ⊗ · · · ⊗ φik

∣∣1 ≤ i1, . . . , . . . , ik ≤ n
}
,
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است.

.[٢۵] برهان.

ͳخط -k نΎاشت به باشد، n-بعدی برداری فضای Έی V اگر تعریف٢.١.۶.
م�ͳگوییم. V برداری فضای روی کنتراواریان یkΈ-تانسور T : V ∗ × · · · × V ∗ −→ R

نمادین به�طور و م�ͳدهیم نشان Tk(V ) با را کنتراواریان k-تانسورهای تمام مجموعه .٧.٢.١ تعریف
شل به را Tk(V )

Tk(V ) := V ⊗ · · · ⊗ V.

م�ͳدهند. نشان

هرگاه است متقارن V برداری فضای روی T : V ×· · ·×V −→ R کواریان k-تانسور تعریف٨.٢.١.
:

T (v1, . . . ,vi, . . . ,vj, . . . ,vk) = T (v1, . . . ,vj, . . . ,vi, . . . ,vk).

م�ͳدهیم. نمایش Σk(V ∗) با را V برداری فضای روی متقارن k-تانسورهای تمام فضای

است متناوب V برداری فضای روی T : V × · · · × V −→ R کواریان k-تانسور .٩.٢.١ تعریف
: هرگاه

T (v1, . . . ,vi, . . . ,vj, . . . ,vk) = −T (v1, . . . ,vj, . . . ,vi, . . . ,vk).

Λk(Vنمایشم�ͳدهیم. ∗) با را V برداری فضای روی متناوب k-تانسورهای تمام فضای تعریف١٠.٢.١.

Mدر روی کوواریان k-تانسورهای تمام مجموعه باشد. هموار منیفلد ΈیM هرگاه تعریف١١.٢.١.
م�ͳدهیم. نشان T k(T ∗

pM) با را p نقطه

نΎاشت به باشد M روی کواریان -تانسورها k کلاف π : TK(TM) −→ M اگر .١٢.٢.١ تعریف
هرگاه: م�ͳگوییم T k(T ∗M) از برش Έی δ :M −→ T k(T ∗M)

π ◦ δ = IdM .

که م�ͳنامند M روی متناوب k-تانسورهای کلاف را T k(T ∗
pM) مجزای اجتماع .١٣.٢.١ تعریف

م�ͳشود: نوشته زیر به�صورت
Λk(T ∗M) =

⊔
p∈M

Λk(T ∗
pM).

تمام مجموعه دارد Mنام روی ͳدیفرانسیل فرم -kΈی Λk(T ∗M)از برش Έی تعریف٢.١.١۴.
با Mرا روی ͳدیفرانسیل فرمهای -k

Ωk(M) = Γ(Λk(T ∗M)),

م�ͳدهیم. نشان
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Alt : T k(V ∗) −→ Λk(V ∗) نΎاشت باشد، ͳمتناه بعد با برداری میدان Έی V اگر تعریف٢.١.١۵.
م�ͳدهیم: نمایش زیر به�صورت را

Alt(T ) =
1

k!

∑
δ

(sgnδ)T (vδ(1), . . . ,vδ(k)).

است. {v1, · · · ,vk} ͳتای -k روی ممن جایΎشتهای تمام δ که

باشد η ∈ Λl(V ∗) و ω ∈ Λk(V ∗) و باشد ͳمتناه بعد با برداری فضای Έی V اگر تعریف٢.١.١۶.
م�ͳشود: تعریف زیر به�صورت وج ضرب

ω ∧ η =
(k + l)!

k!l!
Alt(ω ⊗ η).

فضای روی ͳدیفرانسیل فرم چند ξ و η′ ، η ، ω′ ، ω کنید فرض .( وج ضرب ١٧.٢.١(ویژگ�ͳهای گزاره
: آن�گاه باشند، a, a′ ∈ R و V ͳمتناه بعد با برداری

است: ͳدوخط •
(aω + a′ω′) ∧ η = a(ω ∧ η) + a′(ω′ ∧ η),
η ∧ (aω + a′ω′) = a(η ∧ ω) + a′(η ∧ ω′).

است: شرکت�پذیر •

ω ∧ (η ∧ ξ) = (ω ∧ η) ∧ ξ.

آن�گاه: η ∈ Λl(V ∗) و ω ∈ Λk(V ∗) اگر ͳیعن : است تعویص�ناپذیر •

ω ∧ η = (−1)klη ∧ ω.

.[٢۵] برهان.

را Έپولب نΎاشت p ∈M هر ازای به باشد، هموار نΎاشت Έی F :M −→ N اگر تعریف١٨.٢.١.
کنبم: ͳم تعریف زیر به�صورت

F ∗ : Ωk(N) −→ Ωk(M)(
F ∗(ω)

)
(v1 · · ·vk) = ω

(
F∗(v1) · · ·F∗(vk)

)
, (∀i vi ∈ TpM)

آن�گاه: باشد، هموار F :M −→ N کنیم ͳم فرض (ویژگ�ͳها). ١٩.٢.١ گزاره

است. ͳخط F ∗ : Ωk(N) −→ Ω∗(M) .١

F ∗(ω ∧ η) = F ∗(ω) ∧ F ∗(η) .٢

.[٢۵] برهان.
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ͳل گروه ٣.١

به�طوری باشد) هموار (GیΈمنیفلد باشد همواری یΈساختار با جبری GیΈگروه اگر تعریف١.٣.١.
زیر نΎاشت�های که

m : G×G −→ G i : G −→ G

m(a, b) = a · b, i(a) = a−1,

دارد. نام ͳل گروه Έی G آن�گاه باشند هموار
م�ͳدهیم. نمایش زیر به�صورت را a توسط راست طرف از و چپ طرف از ضرب عمل a ∈ Gبرای

La : G −→ G Ra : G −→ G

La(x) = m(a, x), Ra(x) = m(x, a),

ͳل گروه�های همومورفیسم Έی G و H ͳل گروه�های بین F : H −→ G نΎاشت Έی تعریف٢.٣.١.
ͳمعن بدان ͳگروه همومورفیسم شرط باشد. هموار و ͳگروه همومورفیسم Έی نΎاشت، این هرگاه م�ͳنامیم،

که: است
F (h · x) = F (h) · F (x), ∀h, x ∈ H.

جم΄ را آن گروه عمل بΎیرید. نظر در را است ساختارمنیفلدی دارای که G = Rr .١ .٣.٣.١ مثال
در (−x) ͳجمع عمل به نسبت ͳمعمول وارون را، آن وارون نΎاشت و (x, y) 7−→ x + y برداری

م�ͳباشد. r-بعدی ͳآبل ͳل گروه Rr بنابراین هموارند، به�وضوح گروه عمل دو این م�ͳگیریم. نظر

ضرب نΎاشت که است گروه نیز ضرب عمل با و است هموار منیفلد Έی GL(1,R)که ∼= (R∗, .) .٢
است. ͳبدیه آن�ها بودن هموار که م�ͳکنیم تعریف زیر به�صورت آن وارون و

m : R∗ × R∗ −→ R∗ i : R∗ −→ R∗

(x, y) 7−→ x · y, x 7−→ 1

x
.

هموار منیفلد Έی S1 منیفلد ٧.١.١ مثال طبق وضوح به است. یΈ-بعدی ͳل گروه Έی S1 دایره .٣
تعریف زیر به�صورت ضرب و جم΄ عمل است. گروه Ίی (S1,+) ͳطرف از است، یΈ-بعدی

هستند. هموار که م�ͳکنیم
m : S1 × S1 −→ S1 i : S1 −→ S1

(θ1, θ2) 7→ θ1 + θ2 mod 2π, θ 7−→ −θ mod 2π.

ͳل گروه Έی n مرتبه از وارون�پذیر ͳحقیق ماتریس�های GL(n,R) = {x | detX ̸= 0} .۴
است. n2-بعدی

Έی n مرتبه از خاص وارون�پذیر ͳحقیق ماتریس�های مجموعه SL(n,R) = {X | detX = 1} .۵
است. n2)-بعدی − 1) ͳل گروه

Έی n مرتبه از متقارن ماتریس�های مجموعه O(n,R) = {X ∈ GL(n) | X · XT = In} .۶
است. 1-بعدی

2
(n)(n− 1) ͳل گروه



٢١ ͳل زیرگروه .۴.١

ͳل زیرگروه ۴.١

زیرمنیفلد Έی که است Hمانند مجرد زیرگروه Έی ،G ͳل گروه Έی از ͳل زیرگروه Έی تعریف١.۴.١.
باشند. هموار نیز ،H بر گروه عمل�های که به�طوری بوده ایمرژن

آن�گاه باشد، G ͳل گروه از (ایمبدشده) منظم زیرمنیفلد Έی و مجرد زیرگروه Έی H اگر .٢.۴.١ قضیه
است. G بسته ͳل زیرگروه Έی H

m : H×H −→ H نΎاشت�های و Gبسته در دهیم نشان است ͳکاف است HیΈزیرمنیفلد چون برهان.
لذا و است هموار m̄ : G×G −→ G بنابراین است ͳل GیΈگروه چون هستند. هموار i : H −→ H و
m̄
∣∣
H
= m بنابراین است، هموار (g1, g2) 7−→ g1 · g2 ∈ H ≤ G ضابطه با m̄

∣∣
H
: H ×H −→ G

است هموار ī
∣∣
H
: H −→ G و است هموار ī : G −→ G ͳیعن است برقرار نیز i برای نتیجه همچنین و

باید حال .H ⊆ H̄ م�ͳدانیم این�کار برای .H = H̄ که کنیم ثابت م�ͳخواهیم حال . ī
∣∣
H

= i بنابراین
{hn} مانند دنباله�ای پس است ͳاقلیدس موضعا H چون .g ∈ H̄ م�ͳکنیم فرض . H̄ ⊆ H که کنیم ثابت
H از U دامنه با ͳبرش چارت Έی لذا است شده ایمبد H چون .hn −→ g که دارد وجود H اعضای از
که به�طوری باشد e از دیΎری ͳΎهمسای W م�ͳکنیم فرض م�ͳگیریم. نظر در (ͳهمان e(عضو عضو شامل
است واض م�ͳکنیم. تعریف µ(g1, g2) = g−1

1 g2 ضابطه با را µ : G × G −→ G نΎاشت .W̄ ⊂ U

بنابراین آورد.) به�دست هستند پیوسته و هموار که m̄ و ī ترکیب از م�ͳتوان را µ (زیرا است. پیوسته µ که
که است موجود G در e از V مانند ͳΎهمسای

V × V ⊂ µ−1(W ) =⇒ µ(V × V ) ⊂W =⇒ g−1
1 g2 ∈ W,

لذا و g−1hn −→ e ͳطرف از اما
h−1
m hn = (g−1hm)

−1(g−1hn) ∈ W,

آن�گاه n −→∞ و باشد ثابت m م�ͳکنیم فرض حال
h−1
m hn −→ h−1

m g ∈ W̄ ⊂ U,

لذا است بسته U در بنابراین است برش Έی H ∩ U چون
h−1
m g ∈ H =⇒ g ∈ H =⇒ H = H̄.

است. ایمبدشده ͳل زیرگروه Έی ،ͳل گروه Έی از بسته زیرگروه Έی .٣.۴.١ قضیه

.[٢۵] برهان.

GL(n,R) بسته�ی زیرگروه�های O(n,R) متعامد گروه و SL(n,R) خاص ͳخط گروه .۴.۴.١ مثال
م�ͳباشد. ͳل زیرگروه Έی بنابراین هستند، ایمبدشده هستندکه

ͳل گروه Έی م�ͳکند، Mعمل مانند هموار منیفلد Έی روی که G مثل تبدیل گروه Έی تعریف١.۵.۴.
صدق زیر شرایط در (g, p) 7−→ g · p ضابطه با ϕ : G×M −→M نΎاشت که شرط این با م�ͳباشد.

کند:



٢٢ اولیه مفاهیم .١

(g · h) · p = g · (h · p) .١

e · p = p .٢

راست سمت از عمل م�ͳتوان شل همین به م�ͳکند. Mعمل روی چپ از G م�ͳگوییم حالت این در •
کرد. تعریف را

که به�طوری گویند. تبدیل Έی را g آن�گاه باشد g ∈ G و M روی تبدیل گروه Έی G هرگاه
در باشد p ∈ M کنیم فرض .ϕg−1 = (ϕg)

−1 زیرا است، دیفئومورفیسم Έی ϕg : M −→ M

ͳیعن G تبدیل گروه تحت p تبدیلات تمام مجموعه صورت این

G · p = {g · p | g ∈ G},

م�ͳنامند. G تبدیل تحت p مدار را

به�صورت p ∈M ازای به را م�ͳکند عمل ͳهمان عضو به�صورت که G اعضای از دسته آن •

Gp = {g | g · p = p},

زیرا م�ͳگویند. p پایدارساز زیرگروه آن به که م�ͳباشد G زیرگروه Έی Gp م�ͳدهیم. نمایش

.١

Gp ̸= ∅, e ∈ Gp , e · p = p =⇒ e ∈ Gp.

.٢

g, h ∈ Gp, (g · h)x = g · (h · x) = g · x = x =⇒ g · h ∈ Gp.

.٣

g ∈ Gp, g−1(g · p) = (g−1 · g) · p = e · p = p =⇒ g−1 ∈ Gp.

و ، Gp = {e} ،p ∈ M هر ازای به هرگاه م�ͳکند، عمل M روی آزاد به�طور G تبدیلات گروه •
g ̸= e عضو هر ͳΎهمسای Έی در Έایزوتروپی زیرگروه�های اگر م�ͳکند، عمل آزاد موضعا به�طور

: م�ͳدهیم قرار شوند. ͳبدیه

GM =
∩
p∈M

Gp,

G گوییم آن�گاه باشد، GM = {e} هرگاه م�ͳگویند. G فراگیر پایدارساز زیرگروه را GM آن�گاه
م�ͳکند. عمل موثر موضعا Gبه�طور م�ͳگوییم باشد، GMگسسته ساختار اگر م�ͳکند، عمل موثر به�طور

گوییم نیم�منظم را G عمل نهایت، در گوییم متعدی را عمل کند، تولید مدار Έی تنها G عمل هرگاه •
به ͳΎهمسای Έی دارای p ∈ M نقطه هر اگر نامیم منظم و باشند هم�بعد G مدارات کلیه هرگاه

باشد. همبند p مدار با آن اشتراک که به�طوری باشد Έکوچ دلخواه



٢٣ یΈ-پارامتری تبدیلات گروه .۵.١

تبدیلاتیΈ-پارامتری گروه ۵.١

تبدیلات (x, y) صفحه در تعریف١.۵.١.
x1 = f(x, y, ε), y1 = f(x, y, ε),

کند: صدق زیر خاصیت�های در هرگاه م�ͳنامیم یΈ-پارامتری تبدیلات را

م�ͳدهد. به�دست را ͳهمان تبدیل ε = 0 (همانͳ):مقدار (١
x = f(x, y, 0), y = f(x, y, 0),

م�ͳدهد. به�دست را وارون تبدیل −ε (وارون):پارامتر (٢
x = f(x1, y1,−ε), y = f(x1, y1,−ε),

گروه از عضوی دوباره نیز آن آن�گاه ،y2 = g(x1, y1, δ) و x2 = f(x1, y1, δ) اگر بودن): (بسته (٣
،ͳیعن م�ͳدهد. به�دست �را آن ε+ δ پارامتر که گرفت نتیجه بتوان آن بر علاوه و باشد

x2 = f(x, y, ε+ δ), y2 = g(x, y, ε+ δ),

گرفت. نتیجه گروه بودن بسته خاصیت از م�ͳتوان را ͳمعمول شرکت�پذیری خاصیت که م�ͳشویم یادآور دوباره
قرارند: بدین یΈ-پارامتری گروه�های از ساده�ای مثال�های

انتقال: گروه الف)
x1 = x, y1 = y + ε,

امتدادی: گروه ب)
x1 = eεx, y1 = eεy,

: دوران گروه ج)
x1 = x cos ε− y sin ε, y1 = x sin ε+ y cos ε,

است. یΈ-پارامتری گروه Έی (ج) قسمت در تعریف�شده ͳدوران گروه که م�ͳدهیم نشان .٢.۵.١ مثال
آن وارون برای حال م�ͳکند. صدق اول خاصیت در آن نتیجه در ،y1 = y و x1 = x آن�گاه ε = 0 اگر

x = x1 cos ε+ y1 sin ε, y = −x1 sin ε+ y1 cos ε,

دوم خاصیت در (ج) که م�ͳشود نتیجه آن�جا از و مشخصم�ͳکند را آن ε−وارون بنابراین م�ͳآوریم، به�دست را
y2 = x1 sin δ+y1 cos δ و x2 = x1 cos δ−y1 sin δ اگر که م�ͳبینیم سوم قسمت برای م�ͳکند. صدق نیز

داریم: آن�گاه ،
x2 = (x cos ε− y sin ε) cos δ − (x sin ε+ y cos ε) sin δ

= x cos(ε+ δ)− y sin(ε+ δ),

و
y2 = (x cos ε− y sin ε) sin δ − (x sin ε+ y cos ε) cos δ

= x sin(ε+ δ)− y cos(ε+ δ),

م�ͳکند. صدق نیز سوم خاصیت در آن بنابراین و



٢۴ اولیه مفاهیم .١

هستند. زیرمنیفلد ͳΎهم مدارات .٣.۵.١ قضیه

.[٢۵] برهان.

م�ͳشود. تعریف زیر ضابطه با که بΎیرید نظر در را Rn تبدیلاتGL(n,R)روی گروه عمل مثال١.۴.۵.

GL(n)× Rn −→ Rn

(A, a) 7−→ Aa,

همچنین نم�ͳباشد، متعدی فوق عمل بنابراین Rn−{0} دیΎری و مبدا ͳی م�ͳکند، تولید مدار دو عمل این
بود خواهد آزاد و متعدی عمل آن�گاه کنند. عمل Rn − {0} روی GL(n) اگر حال نیست. هم آزاد عمل

است. Rn − {0} خود تولیدشده مدار تنها زیرا

تاب΄ Έی م�ͳکند. عمل M منیفلد روی که باشد تبدیلات گروه Έی G کنیم فرض .۵.۵.١ تعریف
، g ∈ G ، p ∈M هر برای که ͳبه�قسم است I :M −→ R مانند ͳحقیق ͳتابع G-ناوردا

I(g · p) = I(p).

Mباشد: = R2 م�ͳکنیم فرض .۶.۵.١ مثال

که: به�طوری باشد تبدیلات از یΈ-پارامتری گروه Έی Gc اگر .١
(x, y) 7−→ (x+ cε, y + ε), ε ∈ R,

تاب΄ بنابراین است. ثابت Έی c که
ζ(x, y) = x− cy,

چون�که ناورداست. تاب΄ Έی
ζ(x+ cε, y + ε) = ζ(x, y).

است. برقرار ε ͳتمام برای

که: به�طوری باشد تجانس گروه Έی G1 اگر .٢
G1 : (x, y) 7−→ (λx, λy), λ > 0,

تاب΄ بنابراین
ζ(x, y) =

x

y
,

است. y = 0 نقطه در بجز R تمام روی ناوردا تاب΄ Έی

ͳل جبر ۶.١

هستند. ناوردا گروه عمل تحت که دارند وجود آن روی ͳخاص برداری میدان�های باشد، ͳل گروه Έی G اگر
مجموعه با G ͳل جبر به آن از که م�ͳسازند ͳنامتناه بعد با برداری فضای Έی ناوردا برداری میدان�های این

م�ͳشود. یاد G گروه Έکوچ� ب�ͳنهایت مولدهای



٢۵ ͳل جبر .۶.١

را M روی v برداری میدان باشد، M منیفلد روی تبدیلات گروه Έی G کنیم فرض .١.۶.١ تعریف
هرگاه: گوییم G-ناوردا

dϕg(vp) = vg·p, ∀g ∈ G, p ∈M,

ناوردای برداری میدان�های همه�ی از برداری فضای Έی G ͳل گروه از G راست ͳل جبر تعریف١.۶.٢.
[, ] : G × G −→ G ͳخط دو عملΎر با G برداری فضای ،ͳل جبر ،ͳکل به�طور م�ͳباشد. G روی راست

م�ͳکند. صدق ͳکروشه�ل خواص در و م�ͳشود نامیده ͳکروشه�ل که است

برداری میدان�های تمام مجموعه کند. عمل (راست) چپ از خودش روی G کنیم فرض تعریف١.۶.٣.
هم با راست ͳل جبر و چپ ͳل جبر م�ͳشود ثابت گویند. G (راست) چپ ͳجبرل را (راست) چپ ناوردای

م�ͳدهیم. نمایش G با را G ͳل گروه ͳل جبر جا همه در هستند. ͳی

GL ≃ GR آن�گاه باشد، ͳل گروه Έی Gاگر .۴.۶.١ گزاره

و خودش روی G گروه چپ و راست عمل ضابطه� به�ترتیب Lg و Rg که کنیم فرض برهان.
i : G −→ G,

که م�ͳکنیم ثابت باشد، G وارون�ساز نΎاشت
di : GR −→ GL,

باشد h ∈ G هرگاه هستند.) G چپ و راست ͳل جبرهای نمایش�دهنده GL و GR ) است. ایزومورفیسم
آن�گاه

(Rg ◦ i)h = Rg(i(h))

= Rg(h
−1)

= h−1g

= (g−1h)−1

= (i ◦ Lg−1)h.

صورت این در باشد f ∈ C∞(G) و v ∈ GL کنیم فرض حال
dRg(divh)f = (dRg ◦ di) (vh)f

= d (Rg ◦ i) (vh)f
= d (i ◦ Lg−1) (vh)f

= (di ◦ dLg−1) (vh)f

= di (dLg−1vh) f

= di(vg−1h)f

= vf (i(g−1h))

= vf (h−1g)

= vh−1gf.

.G ≃ TeG صورت این در باشد ͳل گروه Έی G هرگاه .۵.۶.١ قضیه



٢۶ اولیه مفاهیم .١

تعریف Xباشد. ∈ TeG کنیم فرض است. ایزومورفیسم φ : G −→ TeGاشتΎن م�ͳکنیم ثابت برهان.
م�ͳکنیم

X̃g = dLgX,

باشد. f ∈ C∞(U) و باز U ⊆ G اگر م�ͳکنیم ثابت این�کار برای است. هموار X̃ م�ͳدهیم نشان ابتدا
و α(0) = e که است موجود به�گونه�ای α : (−a, a) −→ G هموار خم است. هموار X̃f آن�گاه

باشد. α′(0) = X

(X̃f)g = X̃gf = (dLgX)f = X(f ◦ Lg) = α′(0)(f ◦ Lg)
=

(
dα d

dt

∣∣
t=0

)
(f ◦ Lg) = d

dt

∣∣
t=0

(f ◦ Lg ◦ α)(t),
که م�ͳکنیم. تعریف ψ(t, g) = f ◦ Lg ◦ α(t) ضابطه با را ψ : (−a, a)×G −→ R تاب΄

(X̃f)g =
∂ψ

∂t
(0, g),

این و است هموار ∂ψ
∂t
(0, g) جمله از مشتقاتش و خود بنابراین است هموار نΎاشت سه ترکیب ψ چون

م�ͳدهد. نتیجه را (X̃f)g بودن هموار همواری،
(dLg′)(X̃g) = (dLg′)(dLgX) = (dLg′ ◦ dLg)X = (dLgg′)X = X̃gg′ ,

ضابطه با η : TeG −→ G نΎاشت حال . X̃ ∈ G پس است. چپ ناوردای برداری میدان Έی X̃ بنابراین
چون�که است φ راست وارون η که م�ͳکنیم تعریف را η(X) = X̃

φ(η(X)) = φ(X̃) = (dLe)X = Xe = X,

که چون است، φ چپ وارون η و
η(φ(X))g = η(Xe)g = X̃e|g = (dLg)Xe = Xeg = Xg,

است. ایزومورفیسم φ بنابراین

م�ͳپردازیم. ͳل جبر چند ارائه به تنها محاسبه بدون مثال این در .۶.۶.١ مثال

دیΎر به�عبارت م�ͳباشد. n× n ͳمربع ماتریس�های مجموعه GL(n,R) عام ͳخط ͳل گروه ͳل جبر .١

TInGL(n,R) =M(n× n,R).

:ͳیعن م�ͳباشد صفر اثر با n× nماتریس�های مجموعه SL(n,R)خاص ͳخط ͳل گروه ͳل جبر .٢
TISL(n,R) = {A ∈M(n× n,R) | trA = 0}.

م�ͳباشد. R ͳحقیق اعداد S1 دایره ͳل جبر .٣

م�ͳباشد. Rn خود Rn ͳاقلیدس فضاهای ͳل جبر .۴

یΈ-پارامتری زیرگروه ٧.١

Έی به�عنوان R که است F : R −→ G مانند ͳل گروه همومورفیسم Έی ،G یΈ-پارامتری زیرگروه Έی
بله Gنیست ͳل زیرگروه Έی یΈ-پارامتری، زیرگروه Έی تعریف این طبق م�ͳشود. گرفته نظر در ͳل گروه

است. G به ͳهمومورفیسم



٢٧ ͳنمای نΎاشت .٨.١

ͳنمای نΎاشت ٨.١

exp : G −→ G نΎاشت صورت این در م�ͳگیریم، نظر در را G ͳل جبر با G ͳل گروه تعریف١.٨.١.
برداری میدان نظیر یΈ-پارامتری زیرگروه Έی F که گوییم ͳنمای نΎاشت را exp(v) = F (1) ضابطه با
دیفئومورفیسم Έی exp آن�گاه باشند، e ∈ G ͳΎهمسای Έی U ، 0 ∈ G ͳΎهمسای Έی V اگر است. v

م�ͳکند. برقرار V ، U بین

هر برای صورت این در باشد. G ͳل جبر با همبند ͳل گروه Έی G کنید فرض .٢.٨.١ قضیه
که: معنا بدین م�ͳباشد، ͳنمای نΎاشت�های ترکیب به�صورت بیان قابل g مانند G عضو هر v1, . . . ,vk ∈ G

g = exp(v1) ◦ · · · ◦ exp(vk).

متناظر ͳنمای نΎاشت�های محاسبه با م�ͳتوان ͳل جبر Έی اعضای داشتن با که است آن فوق قضیه تعبیر
است. آمده [٢٣] در قضیه این اثبات �آورد. به�دست را گروه تبدیل ضابطه هم در آن�ها ضرب و عضو هر با

Έنهایتکوچ�ͳب گروه عمل ٩.١

مولد v ∈ G هر ازای به آن�گاه م�ͳکند عمل M روی که باشد G ͳل گروه Έی G هرگاه تعریف١.٩.١.
م�ͳشود: محاسبه زیر به�صورت p ∈M نقطه در v با متناظر v̂ Έکوچ ب�ͳنهایت

v̂p = dϕp(ve),

.g 7−→ g · p که به�طوری م�ͳشود تعریف ϕp : G −→M به��صورت ϕ نΎاشت

به�طوری م�ͳباشد x = ϕ(ε) هموار پارامتری ͳمنحن v �برداری یΈمیدان از انتΎرال ͳمنحن تعریف٢.٩.١.
:ͳیعن باشد برابر نقطه آن در v مقدار با ͳمنحن نقطه هر بر مماس بردار که
ϕ̇(ε) = v |ϕ(ε), ∀ε ∈ R.

دیفرانسیل معادله سیستم از ͳجواب x = ϕ(ε) = (ϕ1(ε), . . . , ϕm(ε)) ͳبایست ،ͳموضع مختصات در
ͳمعمول

dxi

dε
= ξi(x), i = 1, 2, . . . .m.

م�ͳباشند. x در v ضرایب ξi(x)ها که باشد

M در x نقطه از که پارامتری ماکسیمال، انتΎرال ͳمنحن باشد، �برداری میدان v اگر .٣.٩.١ تعریف
x ∈ M هر برای بنابراین م�ͳنامیم، v به�وسیله تولیدشده فلوی را Ψ و �م�ͳدهیم نشان Ψ(ε.x) با را م�ͳگذرد
فلوی بود. Mخواهد در x از گذرنده انتΎرال ͳمنحن روی نقطه�ای Ψ(ε, x) ، 0 شامل Ix بازه�ی در ε هر و

است: زیر خاصیت�های دارای ε, δ ∈ R هر برای برداری میدان�

Ψ(δ,Ψ(ε, x)) = Ψ(δ + ε, x), ∀x ∈M .١

Ψ(0, x) = x .٢



٢٨ اولیه مفاهیم .١

d

dε
Ψ(ε, x) = v |Ψ(ε,x) .٣

میدان وسیله به تولیدشده فلوی که م�ͳبینیم ͳموضع تبدیلات گروه خاصیت ١،٢و خاصیت دو مقایسه با
از یΈ-پارامتری گروه اغلب و است یسان M منیفلد روی R ͳل گروه ͳموضع گروه عمل با �برداری
در تیلور قضیه به�وسیله رو این از �م�ͳشود. نامیده عمل Έکوچ ب�ͳنهایت مولد ،v میدان�برداری و تبدیلات

داریم: ͳموضع مختصات
Ψ(ε, x) = x+ εξ(x) +O(ε2),

باشند تبدیلات از یΈ-پارامتری گروه Ψ(ε, x) اگر هستند. v ضرایب ξ = (ξ1(x), . . . , ξm(x)) که
قراردادن با ٣.٩.١ تعریف سوم ͳویژگ به�وسیله آن Έکوچ ب�ͳنهایت مولد سپس �م�ͳکند، عمل M روی که

�م�ͳآید. به�دست ε = 0

v
∣∣
x
=

d

dε

∣∣
ε=0

Ψ(ε, x),

دارد. وجود Έکوچ ب�ͳنهایت مولدهای و تبدیلات از ͳموضع یΈ-پارامتری گروه بین Έی به Έی تناظری
در آن�ها ͳنمای نΎاشت به�عنوان v �برداری میدان به�وسیله تولیدشده یΈ-پارامتری گروه یا فلو محاسبه اغلب

نمادگذاری بنابراین �م�ͳشود، گرفته نظر
exp(εv)x ≡ Ψ(ε, x),

م�ͳبریم. به�کار v �برداری میدان به�وسیله شده تولید فلوی یا یΈ-پارامتری زیرگروه برای را

ψ : R −→ R2 اگر باشد. R2 روی برداری میدان Έی v = x ∂
∂y
− y ∂

∂x
کنید فرض .۴.٩.١ مثال

تعریف طبق باشد. شده نوشته ψ(t) = (x(t), y(t)) استانداردشده به�صورت که باشد انتΎرال خم Έی
داریم: ψ′(t) = vψ(t)

x′(t)
∂

∂x
|ψ(t) +y′(t)

∂

∂y
|ψ(t)= x(t)

∂

∂y
|ψ(t) −y(t)

∂

∂x
|ψ(t),

داریم: نظیر به نظیر مولفه�ها دادن قرار مساوی با
x′(t) = −y(t)
y′(t) = x(t),

(٧.١)

داریم: (٧.١) معادلات حل با
x(t) = a cos t− b sin t, y(t) = a sin t+ b cos t,

است. v برداری میدان انتΎرال خم ψ(t) = (a cos t− b sin t, a sin t+ b cos t) که

خم ، x ∈ M هر برای باشند. M منیفلد روی هموار �برداری میدان دو v,w کنید فرض .۵.٩.١ قضیه
�م�ͳشود: تعریف زیر به�صورت انتΎرال

Ψ(ε, x) = exp(−
√
εw) exp(−

√
εv) exp(

√
εw) exp(

√
εv)(x),

:ͳیعن . Ψ(0, x) = x نقطه در انتΎرال برخم مماس �برداری میدان [v,w] |x ͳکروشه�ل

[v,w]
∣∣
x
=

d

dε

∣∣
ε=0

Ψ(ε, x). (٨.١)

.[٢٧] برهان.



٢٩ Έکوچ ب�ͳنهایت ناورداهای .١٠.١

م�ͳکنیم. تعریف زیر ضابطه با را RP1 روی SL(2) گروه عمل .۶.٩.١ مثال

p 7→ ap+ b

cp+ d
, p ∈ RP1,

( a b

c d

)
∈ SL(2).

م�ͳشود. تولید زیر ماتریس�های با جبر این بنابراین است. صفر اثر با 2× 2 ماتریس�های SL(2) ͳل جبر

A1 =
( 0 1

0 0

)
, A2 =

( 1 0

0 −1

)
, A3 =

( 0 0

1 0

)
,

باشند، A1, A2, A3 ماتریس�های از Έی هر با متناظر Έکوچ ب�ͳنهایت مولدهای v1,v2,v3 اگر بنابراین
آن�گاه

v1 = ∂p, v2 = 2p∂p, v3 = −p2∂p.

M n-بعدی منیفلد روی که باشد ͳل گروه Έی G کنیم فرض شده). اصلاح (مختصات ٧.٩.١ قضیه
غیرصفر x0 ∈ M نقطه در که به�طوری باشد آن از Έکوچ ب�ͳنهایت مولد Έی v و ͳل جبر G کرده، عمل
این در که به�طوری است موجود x0 در y = (y1, . . . , yn) مانند مختصات دستΎاه Έی آن�گاه باشد.

.v =
∂

∂y1
مختصات

.[٢۵] برهان.

Έنهایتکوچ�ͳب ناورداهای ١٠.١

ͳحقیق تاب΄ کند. عمل M روی که باشد همبند تبدیلات گروه Έی G کنیم فرض .١.١٠.١ تعریف
p ∈M,v ∈ G هر برای اگر تنها و اگر است G-ناورد گروه عمل تحت I :M −→ R

vp(I) = 0, (٩.١)

باشد. Έکوچ ب�ͳنهایت مولد Έی v =
∑n

i=1 ξ
i(x) ∂

∂xi
و یΈ-پارامتری تاب΄ Έی u = I(x) هرگاه

بنابراین و v(I) = 0 باید باشد، G تحت ناوردا Έی I آن�که برای
n∑
i=1

ξi(x)
∂I

∂xi
= 0,

م�ͳکنیم: حل را زیر دستΎاه I یافتن برای حال
dx1

ξ1(x)
=

dx2

ξ2(x)
= · · · = dxn

ξn(x)
.

نامیده ͳتابع Mوابسته منیفلد روی مقدار ͳحقیق هموار تواب΄ از {f1, · · · , fk} مجموعه تعریف٢.١٠.١.
به�طوری باشد داشته ,H(x1وجود · · · , xk) هموار تاب΄ و U ͳΎهمسای x0 ∈M نقطه هر برای اگر م�ͳشوند،

باشیم: داشته x ∈ U همه برای �که
H(f1(x), · · · , fk(x)) = 0,

نباشد. برقرار شرط این اگر م�ͳشوند نامیده ͳتابع مستقل تواب΄ این



٣٠ اولیه مفاهیم .١

هستند ͳتابع مستقل آن�گاه کنند صدق df1 ∧ · · · ∧ dfk ̸= 0 شرط در f1, · · · , fk اگر .٣.١٠.١ گزاره
م�ͳباشند. ͳتابع وابسته صورت این غیر در

.[٢٧] برهان.

م�ͳکنیم. تعریف زیر به�صورت متغیره سه فضای روی را SO(2) گروه عمل .۴.١٠.١ مثال
SO(2)× R3 −→ R3

(x, y, z) 7−→
(
x cos t− y sin t, x sin t+ y cos t,

sin t+ z cos t

cos t− z sin t

)
,

فرم به عمل این از حاصل Έکوچ ب�ͳنهایت مولد

v = −y ∂
∂x

+ x
∂

∂y
+ (1 + z2)

∂

∂z
,

م�ͳدهیم. تشیل را زیر دستΎاه م�ͳباشد.
dx

−y
=

dy

x
=

dz

1 + z2
,

که است ͳجداشدن دیفرانسیل معادله Έی dx
−y = dy

x
اول معادله م�ͳرسیم. ناورداها به بالا دستΎاه حل با

ناورداست. r =
√
x2 + y2 بنابراین است. انتΎرال ثابت c1 که است x2 + y2 = c1 آن ͳعموم جواب

به�صورت جواب .
√
r2 − y2 م�ͳدهیم قرار x جای به دوم معادله حل برای

ناوردای tan−1 z − tan−1( y
x
) بنابراین است tan−1 z − sin−1(y

r
) = tan−1 z − tan−1( y

x
) = c2

ͳکامل مجموعه r =
√
x2 + y2 و w = (xz− y)/(yz+x) تاب΄ yz+x ̸= 0 برای نتیجه در است دوم

م�ͳدهد. نشان را ͳتابع مستقل ناوردای از

عمل M منیفلد روی که باشد تبدیلات از همبند موضعا ͳل گروه Έی G که کنیم فرض .۵.١٠.١ قضیه
که است جبری معادلات دستΎاه Έی ، l ≤ m ، F :M −→ Rl کنید فرض م�ͳکند.

Fν(x) = 0, ν = 1, . . . , l, (١٠.١)

تاب΄ این نقاط ͳتمام در (∂Fν
∂xk

ماتریس( ژاکوبین که ͳمعن این م�ͳکند(به صدق ماکسیمال رتبه شرایط در و
اگر تنها و اگر م�ͳگویند دستΎاه تقارن گروه G به بنابراین باشد). l برابر

v(Fν(x)) = 0, ν = 1, . . . , l, هرگاه F (x) = 0. (١١.١)

است. GΈکوچ ب�ͳنهایت مولد v که

.[٢۵] برهان.



فصل٢

دیفرانسیل معادلات تقارن�های

تواب΄ و تبدیلات ١.٢

x = (x1, . . . , xp) مستقل متغیر p با ∆ = 0 مانند دیفرانسیل معادلات از دستΎاه Έی تعریف١.١.٢.
u = f(x) فرم به ͳتابع ͳاهΎدست چنین جواب م�ͳگیریم. نظر در را u = (u1, . . . , uq) وابسته متغیر q و

آن در که م�ͳباشد

uα = fα(x1, . . . , xp), α = 1, . . . , q,

مختصات دستΎاه Έی x �م�ͳکنیم فرض حال است. x = (x1, . . . , xp) مستقل متغیرهای از هموار ͳتابع
باشد. U ≃ Rq روی مختصات دستΎاه Έی u و X ≃ Rp روی

X,U وابسته�ی و مستقل متغیرهای از متشل E = X × U ≃ Rp+q ͳاقلیدس فضای تعریف٢.١.٢.
م�ͳنامیم. ∆ = 0 دیفرانسیل معادلات دستΎاه برای کامل فضای

تبدیلات از ͳموضع ͳگروه ،∆ = 0 دیفرانسیل معادلات دستΎاه برای تقارن گروه Έی تعریف٣.١.٢.
دستΎاه از جواب هر که به�طوری کرده، عمل O مانند E از باز زیرمجموعه Έی روی که است G مانند
g ∈ G مانند تبدیل Έی عمل نحوه�ی بیان به مطلب ادامه�ی در م�ͳکند. تبدیل دیΎری جواب به را ∆ = 0

با را u = f(x) تاب΄ م�ͳشود. فرض ͳل گروه Έی G تبدیلات گروه پس این از م�ͳپردازیم، تاب΄ Έی روی
گراف

Γf = {(x, f(x)) | x ∈ Ω},

عمل هموار به�طور G هرگاه اما باشد. جدید ͳتابع گراف خود، g · Γf ندارد ͳلزوم البته که م�ͳکنیم تعریف
g تبدیل که دید م�ͳتوان Ω دامنه�ی مناسب انتخاب با �دارد، نΎه ثابت را f گراف ،G ͳهمان عنصر و کرده

که معنا این به �م�ͳدارد، نΎه ناوردا را f تاب΄ گراف G ͳهمان عنصر حول موضعاً

g · Γf = Γf̄ , (١.٢)

است. g تبدیل تحت f تاب΄ گراف تبدیل�یافته همان (١.٢) در f̄ از منظور که داشت توجه باید البته



٣٢ دیفرانسیل معادلات تقارن�های .٢

دوران�های گروه G = SO(2) اگر .X ≃ U ≃ R بنابراین و p = q = 1 کنیم فرض .۴.١.٢ مثال
داریم: باشد G از عضوی θ اگر آن�گاه باشد، E ≃ R2 روی

(x̃, ũ) = θ · (x, u) = (x cos θ − u sin θ, x sin θ + u cos θ), (٢.٢)

تاب΄ روی SO(2) عمل که است واض باشد Γf گراف با R2 روی تاب΄ Έی u = f(x) کنیم فرض اگر اما
[a, b] مانند ͳمتناه بازه�ی Έی روی f اگر بنابراین .θ زاویه�ی اندازه�ی به آن گراف دوران جز نیست چیزی
Έی م�ͳباشد. f تاب΄ گراف دوران�یافته�ی گراف خود، θ · Γf آن�گاه نباشد بزرگ ͳخیل |θ| و شده تعریف
م�ͳکنیم. اشاره آن به ͳاجمال به�طور زیر در که است موجود f تاب΄ تبدیل�یافته�ی گراف یافتن برای ͳکل روش

شل به را g تبدیل
(x̃, ũ) = g · (x, u) = (φg(x, u), ψg(x, u)), (٣.٢)

صورت به f̄ تاب΄ گراف مختصات آن�گاه م�ͳباشند. هموار تاب΄ دو φg, ψg آن در که م��ͳگیریم نظر در
x̄ = φg(x, f(x)) = φg ◦ (Id× f)(x),

ū = ψg(x, f(x)) = ψg ◦ (Id× f)(x), x ∈ Ω,
(۴.٢)

ازای به کرد. حذف (۴.٢) از را x باید f̄ یافتن برای است. X روی ͳهمان تاب΄ Id که م�ͳشود تعریف
که است واض g = e

φe ◦ (Id× f) = Id,

قضیه از استفاده با بنابراین و است غیرتین φ ◦ (Id× f) ژاکوبین ،e ͳهمان عضو Έنزدی gΈی به�ازای
ͳضمن تاب΄

x = [φg(Id× f)]−1(x̄), (۵.٢)

داریم: f̄ در (۵.٢) ͳزینΎجای با حال
f̄ = g · f = [ψg ◦ (Id× f)] ◦ [φg ◦ (Id× f)]−1,

شل به f̄ ضابطه φg وارون�کردن و xحذف با لذا
ū = f̄(x̄) = f(φ−1

g (x̄)) = f(φg−1(x̄)), (۶.٢)

تاب΄ برم�ͳگردیم. (٢.٢) مثال به �م�ͳشود. ساخته
f(x) = ax+ b, (٧.٢)

که است واض حالت این در است. مفروض
(x̄, ū) = (x cos θ − (ax+ b) sin θ, x sin θ + (ax+ b) cos θ), (٨.٢)

داشت: خواهیم (٨.٢) دستΎاه از xحذف با حال

x =
x̄+ b sin θ

cos θ − a sin θ
, (٩.٢)

f̄ بنابراین و کرده جایΎذاری f̄ در (٩.٢) از را x ،θ زاویه تحت (۵.٢) تاب΄ تبدیل�یافته یافتن، برای
م�ͳآید: در زیر به�صورت

ū = f̄(x̄) =
sin θ + a cos θ

cos θ − a sin θ
x̄+

b

cos θ − a sin θ
, (١٠.٢)



٣٣ ͳده امتداد .٢.٢

کرد. ͳبررس حدودی تا را دیفرانسیل معادلات دستΎاه Έی تقارن مفهوم م�ͳتوان شد تحلیل که ͳمثال در
اگر هرگاه است، ∆ = 0 معادلات دستΎاه برای تقارن Έی G ͳل گروه از g تبدیل ٣.١.٢ تعریف طبق

است. جواب Έی خود g · u آن�گاه باشد دستΎاه برای جواب Έی u = f(x)

به تواب΄ ͳیعن R2 در خطوط کلیه�ی که است واض م�ͳگیریم. نظر در را uxx = 0 دیفرانسیل معادله حال
هرخط دوران چون که دید م�ͳتوان ͳبه�راحت بنابراین م�ͳباشند. معادله این برای جواب Έی (٧.٢) شل
معادله این برای تقارن گروه Έی SO(2) دوران�های گروه لذا است، راست خط Έی خود R2 در راست

است.

ͳده امتداد ٢.٢

دیفرانسیل معادلات ͳهندس تبیین در ͳاساس نقش که جت فضای ͳمعرف به که داریم قصد بخش، این در
بپردازیم: م�ͳنماید ایفا

دارای م�ͳشود، تعریف f(x) = f(x1, . . . , xp) ضابطه با که f : X −→ R مانند هموار ͳحقیق تاب΄ Έی
تعداد

Pk =
( p+ k − 1

k

)
,

چندگانه اندیس Έی J = (j1, . . . , jk) هرگاه م�ͳباشد. متغیرهایش به نسبت k مرتبه از متمایز ͳجزئ مشتق
�م�ͳشود: داده نمایش زیر به�صورت J به نسبت f تاب΄ ͳجزئ مشتق آن�گاه باشد، f تاب΄ متغیرهای از

∂Jf(x) =
∂kf(x)

∂xj1 . . . ∂xjk
,

مراتب نشان�دهنده م�ͳشود، داده نمایش ♯J = k نماد با که J چندگانه اندیس مرتبه که نمایید توجه
f : X −→ U که کنید فرض م�ͳنماییم. گسترده�تر ͳکم را بحث اکنون است. فوق تاب΄ از مشتق�گیری
صورت، این در باشد. u = f(x) = (f 1(x), . . . , f q(x)) ضابطه�ی با مقداری q متغیره، p تاب΄ Έی

با را n-ام مرتبه تا تاب΄ این ͳجزئ مشتقات تمام فضای

U (n) := U × U1 × · · · × Un, (١١.٢)

i-ام مرتبه�ی از ͳجزئ مشتقات فضای نماینده i = 1, 2, . . . , n ازای به Uiها که به�طوری م�ͳدهیم، نمایش
با است برابر (١١.٢) فضای بعد که نمود مشاهده م�ͳتوان م�ͳباشند.

q + qp1 + qp2 + · · ·+ qpk = q
( p+ n

n

)
:= qp(n),

دارای u(n) درنتیجه، م�ͳدهیم. نمایش u(n) به�صورت را U (n) در نقطه هر بعد به این از که نمایید توجه
با چندگانه اندیس Έی J = (j1, . . . , jk) و م�ͳباشد uαJ , α = 1, . . . , q شل به متمایز متغیر qp(n)

م�ͳباشد. 0 ≤ k ≤ p, 1 ≤ jk ≤ p شرایط

فضای به ،U (n) به مستقل متغیرهای فضای نمودن اضافه با تعریف١.٢.٢.

J (n) = X × U (n), (١٢.٢)



٣۴ دیفرانسیل معادلات تقارن�های .٢

م�ͳدهیم. نشان J (n)f نماد با را آن و گفته u = f(x) تاب΄ n-ام مرتبه جت فضای آن به که م�ͳیابیم دست
م�ͳباشد. p+ qp(n) با برابر (١٢.٢) فضای بعد که است واض

چیزی ساختار این و م�ͳباشد ͳهندس ساختار دارای J (n) که نمود ملاحظه م�ͳتوان ساده�ای ͳبررس با
این حقیقت، در م�ͳباشد. qp(n) با برابر آن تارهای بعد که X منیفلد روی برداری کلاف Έی جز نیست

م�ͳباشد. متغیرهایش همراه به f تاب΄ تیلور بسط دادن نشان برای لازم فضای دقیقا فضا

نظر در را م�ͳباشد وابسته متغیر Έی و مستقل متغیر سه شامل که را u = f(x, y, z) تاب΄ .٢.٢.٢ مثال
صورت این در بنویسیم، دوم مرتبه تا را فوق تاب΄ ͳجزئ مشتقات که است ͳکاف J (2) یافتن منظور به بΎیرید.

داریم:

J (2) = {(x, y, z;u;ux, uy, uz;uxx, uyy, uzz, uxy, uyz, uxz)} ≃ R8.

آن n-ام مرتبه امتداد آن، مستقل متغیرهای از غیر به تاب΄ Έی n-ام مرتبه جت فضای به تعریف٣.٢.٢.
امتداد فوق تعریف به توجه با بنابراین، م�ͳنماییم. ͳمعرف u(n) = f (n)(x) نماد با را آن و م�ͳشود گفته تاب΄

از: است عبارت u = f(x, y, z) تاب΄ دوم مرتبه

f 2(x, y, z) = (f ; fx, fy, fz; fxx, fyy, fzz, fxz, fxy, fyz).

دیفرانسیل معادلات دستΎاه ٣.٢

Έی مفهوم دقیق�تر بیان به که بود خواهیم قادر نمودیم، ارائه جت فضای برای که تعریف به توجه با اکنون،
بپردازیم. دیفرانسیل معادلات از دستΎاه

با n-ام مرتبه معادله m شامل که ∆ مانند دیفرانسیل معادلات دستΎاه Έی از منظور .١.٣.٢ تعریف
به�صورت ͳتابع م�ͳباشد، E ͳکل فضای

∆ : J (n) −→ Rm, (١٣.٢)

∆ν(x, u
(n)) = 0, ν = 1, . . . ,m, (١۴.٢)

م�ͳباشد.
∆ν(x, u

(n)) = (∆1(x, u
(n)), . . . ,∆m(x, u

(n)))صورت به (١۴.٢) ͳبازنویس با که است ذکر شایان
m-معادله شامل دستΎاه Έی (١٣.٢) که م�ͳرسیم نتیجه این به ، ∆i(x, u

(n)) هموار هرتاب΄ ازای به
p = 1 ازای به که است ͳبدیه بود. خواهد وابسته q-متغیر و مستقل p-متغیر با (PDE) ͳجزئ دیفرانسیل

م�ͳباشد. (ODE) ͳمعمول دیفرانسیل معادلات دستΎاه Έی (١٣.٢) دستΎاه

u = f(x) مانند هموار ͳتابع (١۴.٢) معادلات دستΎاه از هموار جواب Έی از منظور تعریف٢.٣.٢.
که: به�طوری است،

∆ν(x, f
(n)(x)) = 0, ν = 1, 2, . . . ,m,



٣۵ گروه عمل ͳده امتداد .۴.٢

گروه عمل ͳده امتداد ۴.٢

Έی روی که باشد تبدیلات از گروه Έی G که کنید فرض گروه). عمل ͳامتدادده) ١.۴.٢ تعریف
O n-ام مرتبه جت فضای به م�ͳتوان را عمل این م�ͳکند. عمل O مانند E کامل فضای باز زیرمجموعه
نمایش G(n) با را آن و گفته O روی G گروه عمل n-ام مرتبه امتداد آن به که داد، ترفی΄ J (n)(O) ͳیعن
مرتبه تا ͳجزئ مشتقات روی به آن عمل تعمیم گروه، Έی عمل امتداد از منظور دیΎر ͳبه�عبارت م�ͳدهیم.
از تبدیل Έی g هرگاه که است گونه بدین فرآیند این که است ذکر قابل م�ͳباشد. u = f(x) تاب΄ n-ام
O روی آن امتداد ، g : O −→ O به�صورت تاب΄ Έی به�عنوان g گرفتن نظر در با آن�گاه باشد، G گروه

به�صورت:

g(n) : J (n)(O) −→ J (n)(O),

م�ͳشود. تعریف (x0, u(n)0 ) ∈ J (n)(O) دلخواه نقطه ازای به g(n) ·(x0, u(n)0 ) = (x̃0, ũ0
(n)) ضابطه�ی با

معادلات دستΎاه Έی∆(x, u(n)) و Xباشد ×U باز زیرمجموعه ΈیM که کنید فرض .٢.۴.٢ قضیه
از ͳموضع گروه G صورت این در است. φ(∆) ⊂ M (n) که به�طوری M روی m رتبه از دیفرانسیل
هر ازای به که ͳمعن این به باشد. ناوردا φ(∆) روی آن برداری میدان امتداد که است M روی تبدیلات
دستΎاه تقارن گروه Έی G آن�گاه باشد، g(n)(x, u(n)) ∈ φ(∆) ، g ∈ G تمام و (x, u(n)) ∈ φ(∆)

است. فوق معادلات

.[٢۵] برهان.

تقارن�ها و برداری میدان�های امتداد ۵.٢

این در م�ͳباشد. جت فضای روی به امتداد قابل گروه Έی عمل شد، اشاره گذشته بخش در که همان�طور
ب�ͳنهایت مولدهای به�عنوان آن�ها از که داد امتداد م�ͳتوان نیز را برداری میدان�های که م�ͳدهیم نشان بخش،
معادلات تقارن�های یافتن راستای در گام نخستین فرآیند این که است ذکر قابل م�ͳگردد. یاد Έکوچ

م�ͳشود. محسوب دیفرانسیل

J (n)(O) روی هموار ͳتابع F (x, u(n)) و بوده باز مجموعه�ای O ⊂ E که کنید فرض تعریف٢.۵.١.
هموار ͳتابع �م�ͳدهیم، نمایش DiF (x, u

(n+1)) با را آن که xi به نسبت F کامل مشتق از منظور باشد.
هموار ͳتابع u = f(x) هرگاه که م�ͳباشد مهم ͳویژگ این دارای و شده تعریف J (n+1)(O) روی که است

آن�گاه: باشد،

DiF (x, f
(n+1)(x)) =

∂

∂xi
[F (x, u(n))],

به ͳصریح فرمول م�ͳگردد، حاصل زنجیری مشتق قاعده از متوسط به�طور که زیر لم که است ذکر شایان
.[٢٧] م�ͳنماید ارائه مشتق عملΎر Έی قالب در کامل مشتق محاسبه منظور



٣۶ دیفرانسیل معادلات تقارن�های .٢

J = (j1, . . . , jk) هرگاه بΎیرید. نظر در J (n)(O) جت فضای روی را F (x, u(n)) تاب΄ .٢.۵.٢ لم
آن�گاه: باشد. uαJ,i =

∂uαJ
∂xi

و بوده چندگانه اندیس Έی

DiF =
∂F

∂xi
+

q∑
α=1

∑
J

uαJ,i
∂F

∂uαJ
, (١۵.٢)

آن�گاه: باشد، (x, y, u) مختصات با E ≃ R2 × R هرگاه مثال، به�عنوان

DxF =
∂F

∂x
+ ux

∂F

∂u
+ uxx

∂F

∂ux
+ uxy

∂F

∂uy
+ uxxx

∂F

∂uxx
+ . . . ,

DyF =
∂F

∂y
+ uy

∂F

∂u
+ uxy

∂F

∂ux
+ uyy

∂F

∂uy
+ uxxy

∂F

∂uxx
+ . . . ,

نسبت م�ͳتوان را بالاتر مراتب کامل مشتق ترتیب، همین به م�ͳباشند. x, y به نسبت F کامل مشتق ترتیب به
به�صورت J = (j1, . . . , jk) چندگانه اندیس به

DJ = Dj1 ·Dj2 · · ·Djk ,

نمود. بیان

را برداری میدان�های امتداد محاسبه نحوه�ی که بپردازیم قضیه�ای ارائه به تا م�ͳباشد مهیا شرایط اکنون
م�ͳدهد. به�دست

گروه با O روی �برداری میدان Έی vو E = X × U از باز زیرمجموعه Έی O گیریم تعریف٢.۵.٣.
روی برداری میدان Έی �م�ͳدهیم، نشان v(n) با را v n-ام مرتبه امتداد باشد. exp(εv) یΈ-پارامتری
که: معنا بدین م�ͳگویند.

[
exp(εv)

](n) یΈ-پارامتری کوچΈگروه ب�ͳنهایت مولد آن به که بوده J (n)O

v(n)
∣∣∣
(x,u(n)

=
d

dε

∣∣∣
ε=0

[
exp(εv)

](n)
(x, u(n)), (x, u(n)) ∈ J (n)(O), (١۶.٢)

Έکوچ ب�ͳنهایت مولد م�ͳگیریم. نظر در R2 روی SO(2) گروه عمل .۴.۵.٢ مثال

v = −u ∂
∂x

+ x
∂

∂u
,

یΈ-پارامتری گروه عمل نظیر
exp(εv)(x, u) = (x cos ε− u sin ε, x sin ε+ u cos ε),

: داریم (١۶.٢) رابطه مطابق م�ͳباشد.

[exp(εv)](n)(x, u, ux) =

(
x cos ε− u sin ε, x sin ε+ u cos ε,

sin ε+ ux cos ε

cos ε− ux sin ε

)
,

با: است برابر تبدیل که دید م�ͳتوان (١۶.٢) فرمول Έکم به
v(1) = −u ∂

∂x
+ x

∂

∂u
+ (1 + u2x)

∂

∂ux
. (١٧.٢)

ماتریس هرگاه است ماکسیمال رتبه�ی از ∆ : Jn −→ Rm دیفرانسیل معادلات دستΎاه تعریف٢.۵.۵.
آن ژاکوبین

J∆(x, u
(n)) =

(∂∆ν

∂xi
,
∂∆ν

∂uαJ

)
m×(p+qpn)

,

باشد. m رتبه از



٣٧ تقارن�ها و برداری میدان�های امتداد .۵.٢

در تعریف�شده ماکسیمال رتبه�ی از دیفرانسیل معادلات از دستΎاه Έی ∆ = 0 کنیم فرض .۶.۵.٢ قضیه
v و کرده عمل O روی که باشد تبدیلات از ͳموضع گروه G اگر باشد، O مانند E از باز زیرمجموعه Έی

اگر: م�ͳپذیرد. تقارن گروه به�عنوان را G ،∆ = 0 آن�گاه باشد، آن Έکوچ ب�ͳنهایت مولد Έی

v(n)(∆) = 0, هرگاه ∆ = 0. (١٨.٢)

م�ͳشود. ثابت ۵.١٠.١ و ٢.۴.٢ قضایای از استفاده با برهان.

است. برداری میدان Έی امتداد محاسبه برای ͳصریح فرمول ارائه مستلزم فوق قضیه کارگیری به روش
و تقارن گروه�های بین ارتباط نحوه ۶.۵.٢ قضیه م�ͳکنیم. جو و جست را موضوع این آینده مباحث در
محاسبه م�ͳدارد. بیان را Έکوچ ب�ͳنهایت مولدهای تحت دیفرانسیل معادلات از دستΎاه Έی ͳناوردای
موضوع این شدن روشن برای است. سرراست�تر آن نظیر گروه عمل امتداد برخلاف برداری میدان Έی امتداد
مستقل متغیرهای روی تنها که یΈ-پارامتری گروه عمل امتداد به ابتدا م�ͳکنیم. آغاز ساده�تر حالت�های از

برداری میدان دیΎر بیان به م�ͳپردازیم. م�ͳکند، عمل

v =

p∑
i=1

ξi(x)
∂

∂xi
,

به�صورت برداری میدان این نظیر تبدیل گروه م�ͳگیریم. نظر در O ⊂ E = X × U مجموعه روی را

(x̃, ũ) = gε(x, u) = (χε(x), u), gε = exp(εv),

داریم: صورت این در x̃ = χiε(x) دهیم قرار اگر است. X روی دیفئومورفیسم Έی χ که به�طوری م�ͳباشد

dχiε(x)

dε

∣∣∣
ε=0

= ξi(x), (١٩.٢)

تعریف طبق م�ͳدهیم. تعمیم U ≃ Rq ͳکل حالت به را محاسبات سپس ،U ≃ R م�ͳکنیم فرض ادامه در
جت، فضای

J1(O) = {(x, u(1)) = (x, u, uj)|x ∈ X, u ∈ U},

هموار ͳتابع u = f(x) و بوده J1(O) از دلخواه نقطه�ای (x, u(1)) اگر حال .uj =
∂u

∂xj
که به�طوری

آن�گاه: باشد، X روی
g
(1)
ε · (x, u(1)) = (x̃, ũ(1))

= (x̃, f̃ε(x̃))

= (x̃, f(χ−1
ε (x̃)))

= (x̃, f(χ−ε(x̃))), f̄ε = gε · f,

بنابراین

ūj =
∂f̄ε
∂x̄j

(x̄) =

p∑
k=1

∂f

∂xk
(χ−ε(x̄)) ·

∂χkε
∂x̄j

(x̄), (٢٠.٢)

پس ، χ−ε(x̄) = x ،χ بودن وارون�پذیر بنابر اما

ūj =

p∑
k=1

∂χk−ε
∂x̄j

(χε(x))uk,



٣٨ دیفرانسیل معادلات تقارن�های .٢

مولد یافتن برای م�ͳدهد. به�دست اول مرتبه مشتقات روی امتدادیافته عمل محاسبه�ی برای صری ͳفرمول
مولد ε = 0 نقطه در ε به نسبت امتداد فرمول�های از مشتق�گیری با ،g(1) عمل نظیر Έکوچ ب�ͳنهایت

شل به ساخته�شده Έکوچ ب�ͳنهایت

v(n) =

p∑
i=1

ξi(x)
∂

∂xi
+

q∑
j=1

ϕj(x, u(1))
∂

∂uj
, (٢١.٢)

که: به�طوری م�ͳآید، به�دست

ϕj(x, u(1)) =
d

dε

∣∣∣
ε=0

p∑
k=1

∂χk−ε
∂x̄j

(
χε(x)

)
uk,

ͳآن�های ͳی م�ͳآید: به�دست uk برای ضریب نوع دو مشتق�گیری مراتب تغییر با تواب΄ بودن هموار جهت به
شل به χ0(x) = xفرض و (١٩.٢) رابطه�ی از استفاده با که

∂

∂x̄j

[dχk−ε
dε

](
χε(x)

)∣∣∣
ε=0

=
∂

∂xj

[dχk−ε
dε

∣∣∣
ε=0

]
(x) = −∂ξ

k

∂xj
(x),

فرم به x مولفه�های به نسبت گیری مشتق� بار دو با که ͳدوم و ∑م�ͳباشد
l

∂2χk−ε
∂x̄j∂x̄−l

(
χ−ε(x)

)dχlε
dε

(x)
∣∣∣
ε=0

= 0,

پس م�ͳشود. بیان

ϕj = −
p∑

k=1

∂ξk

∂xj
· uk, (٢٢.٢)

م�ͳکند. مشخص را (٢١.٢) در امتداد فرمول ضرایب

گیریم .٧.۵.٢ قضیه

v =

p∑
i=1

ξi(x, u)
∂

∂xi
+

q∑
α=1

ϕα(x, u)
∂

∂uα
,

میدان Έی v �برداری میدان n-ام امتدادمرتبه باشد. O ⊂ E باز زیرمجموعه روی �برداری میدان Έی
شل به �برداری

v(n) = v +

q∑
α=1

∑
J

ϕJα(x, u
(n))

∂

∂uαJ
(٢٣.٢)

فرمول با (٢٣.٢) در ϕJα ضرایب که م�ͳباشد J (n)(O) روی

ϕjα(x, u
(n)) = DJ

(
ϕα −

p∑
i=1

ξiuαi
)
+

p∑
i=1

ξiuαJ,i; (٢۴.٢)

عبارت است ذکر شایان م�ͳشوند. ساخته

Qα = ϕα −
p∑
i=1

ξiuαi ,

م�ͳنامیم. v �برداری میدان مشخصه را (٢۴.٢) در

میدان� نظیر یΈ-پارامتری گروه gε = exp(εv) گیریم م�ͳکنیم. ثابت n = 1 ازای به را قضیه برهان.
است: زیر فرمول با آن تبدیل که باشد v برداری

(x̄, ū) = gε · (x, u) = (ϕε(x, u), ψε(x, u)),



٣٩ تقارن�ها و برداری میدان�های امتداد .۵.٢

و
ξi(x, u) =

d

dε

∣∣∣
ε=0

ϕiε(x, u), i = 1, 2, . . . , p,

ϕα(x, u) =
d

dε

∣∣∣
ε=0

ψαε (x, u), α = 1, 2, . . . , q,

(٢۵.٢)

u = f(x) تاب΄ (x, u(1)) ∈ J1(O) و (x, u) ∈ E ازای به هستند. ϕε, ψε مولفه�های ϕiε, ψαε ͳکل به�طور
مولفه�های و u(1) = f (1)(x) مرتبه امتداد با

uα = fα(x), uαi =
∂fα(x)

∂xi
.

زیر به�صورت و است خوش�تعریف gε تحت f تبدیل Έکوچ ͳکاف اندازه به ε انتخاب با است. مفروض
م�ͳشود: داده نمایش

ū = f̄ε(x̄) = (gε · f)(x̄) =
[
ψε ◦ (Id× f)

]
◦
[
ϕε ◦ (Id× f)−1(x̄)

]
,

ژاکوبین ماتریس زنجیری مشتق قاعده�ی از استفاده با

Jf̄ε(x) =

(
∂f̄αε
∂x̄i

)
,

شل به x = [ϕε ◦ (Id× f)]−1(x̄)فرض با
Jf̄ε(x̄) = J [ψε ◦ (Id× f)](x) · {J [ϕε ◦ (Id× f)(x)}, (٢۶.٢)

ب�ͳنهایت مولد یافتن برای م�ͳدهد. به�دست را g(1)ε اول مرتبه امتداد (٢۶.٢) فرمول بسط �م�ͳشود. نوشته
Έی Ξ(ε) اگر و ε = 0 دهیم قرار نهایت در و بΎیریم مشتق ε به نسبت (٢۶.٢) از باید ، v(1) Έکوچ

آن�گاه باشد، ε به وابسته تواب΄ از وارون�پذیر ͳمربع ماتریس
d

dε
[Ξ(ε)−1] = −Ξ(ε)−1dΞ(ε)

dε
Ξ(ε)−1,

داریم: باشد ε = 0 هرگاه
ϕ0(x, f(x)) = x, ψ0(x, f(x)) = f(x), (٢٧.٢)

آن�گاه: باشد، p× p ͳهمان ماتریس I اگر بنابراین
J [ϕ0 ◦ (Id× f)](x) = Id, J [ψ0 ◦ (Id× f)](x) = Jf(x),

م�ͳآیند. به�دست زیر روابط لایپ�نیتس قاعده از استفاده و ، ε = 0 نقطه در (٢۶.٢) از مشتق�گیری با حال

d

dε

∣∣∣
ε=0

Jf̄ε(x̄) =
d

dε

∣∣∣
ε=0

J [ψε ◦ (Id× f)](x)− Jf(x) ·
d

dε

∣∣∣
ε=0

J [ϕε ◦ (Id× f)](x)

= J [ϕ ◦ (Id× f)](x)− Jf(x) · J [ξ ◦ (Id× f)](x),
(٢٨.٢)

ͳستون بردار دو ϕ = (ϕ1, . . . , ϕq)
T و ξ = (ξ1, . . . , ξp)T بالا عبارت دوم تساوی در که شود توجه

به�عنوان م�ͳکند، مشخص v(1) در را ∂

∂uαk
عبارت ϕkαی ضرایب (٢٨.٢) رابطه ماتریس درایه�های هستند.

با: است برابر ,a)-ام k) درایه�ی مثال

ϕkα(x, u
(1)) =

∂

∂xk
[
ϕα(x, f(x))

]
−

p∑
i=1

∂fα

∂xi
· ∂

∂xk
[
ξi(x, f(x))

]
,
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م�ͳشود. ͳبازنویس زیر به�صورت بالا رابطه کامل مشتق به�کارگیری با ، uαk,i =
∂2uα

∂xk∂xi
دهیم قرار اگر لذا

ϕkα(x, u
(1)) = Dk

[
ϕα(x, u)

]
−

p∑
i=1

Dk

[
ξk(x, u)

]
uki

= Dk

[
ϕα −

p∑
i=1

ξiuαi
]
+
∑

ξiuαki,

(٢٩.٢)

به�عنوان م�ͳتوان را J (n+1)(O) که کنیم توجه باید ابتدا م�ͳکنیم. اثبات ͳعموم حالت در را قضیه حال
مشتق به�عنوان م�ͳتوان را uαJ n)-ام + 1) مرتبه مشتق (زیرا گرفت نظر در J1(Jn(O)) از ͳزیرفضای
v(n−1) روی از را v(n) م�ͳتوان استقرا Έکم به پس گرفت). نظر در n-ام اول مرتبه مشتقات اول مرتبه
بار Έی با بنابراین باشد، J (n−1)(O) روی برداری میدان Έی v(n−1) کنیم فرض ساخت. صورت بدین
چندگانه اندیس ازای به آن ضرایب که م�ͳرسیم، J1(J (n−1)(O)) در برداری میدان Έی آن دادن امتداد

(٢٩.٢) به توجه با .حال uαJ,k =
∂uαJ
∂xk

با برابر α = 1, . . . , q ، J = (j1, . . . , jk) ، 1 ≤ k ≤ p

با: بود خواهند برابر v(n−1) اول مرتبه امتداد در ∂

∂uαj,k
ضرایب

ϕJ,kα = Dkϕ
J
α −

p∑
i=1

Dkξ
k · uαJ,i, (٣٠.٢)

محاسبه قابل زیر محاسبات در امر این کند. صدق (٣٠.٢) در (٢۴.٢) فرمول �دهیم نشان است ͳکاف حال
است.

ϕJ,kα = Dk{DJ(ϕα −
∑p

i=1 ξ
iuαi ) +

∑p
i=1 ξ

iuαJ,i} −
∑p

i=1Dkξ · uαJ,i
= DkDJ(ϕα −

∑p
i=1 ξ

iuαi ) +
∑p

i=1(Dkξ
i · uαJ,i + ξiuJ,i,k)−

∑p
i=1Dkξ

i · uαJ,i
= DkDJ(ϕα −

∑p
i=1 ξ

iuαi ) +
∑p

i=1 ξ
iuJ,i,k.

ͳدیفرانسیل ناوردای Έی باشد. برخوردی یا نقطه�ای تبدیلات از گروه Έی G کنیم فرض تعریف٢.۵.٨.
که: به�طوری است I : J (n)(M) −→ R مانند ͳدیفرانسیل ͳتابع

I(g(n) · (x, u(n))) = I(x, u(n)).

م�ͳکنند عمل v = −u∂x+ x∂u مولد با X ×U روی که G = SO(2) دوران�های گروه .٩.۵.٢ مثال
م�ͳگیریم: نظر در را

Έکوچ ب�ͳنهایت مولد با SO(2)(n) اول امتداد از ͳمعمول ناوردای واق΄ در اول مرتبه ͳدیفرانسیل ناوردای

v(1) = −u ∂
∂x

+ x
∂

∂u
+ (1 + u2x)

∂

∂ux
,

داریم: دهیم، نشان (x, y, z) با را (x, u, ux) متغیرهای اگر م�ͳباشد.

w = v(1) = −y ∂
∂x

+ x
∂

∂y
+ (1 + z2)

∂

∂z
,

R3 در نقطه هر از همسای�ͳΎای در بنابراین نم�ͳشود صفر هرگز R3 روی w برداری میدان که کنید توجه
این در مشخصه سیستم دارد. وجود w به�وسیله�ی تولیدشده یΈ-پارامتری گزوه از ͳتابع مشتق ناوردای دو
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م�ͳباشد: زیر به�صورت مورد
dx

−y
=

dy

x
=

dz

1 + z2
,

با را x دیΎر ناوردای کردن پیدا برای م�ͳباشد. r =
√
x2 + y2 ناوردا اول تساوی از گرفتن انتΎرال با

داریم: م�ͳکنیم، جایΎزین
√
r2 − y2

dy√
r2 − y2

=
dz

1 + z2
,

بنابراین م�ͳباشد. k دلخواه ثابت برای arcsin y
r
= arctan z + k آن جواب

arctan z − arcsin
y

r
= arctan z − arctan

y

x
,

م�ͳآید. به�دست تانژانت گرفتن با ناورداها این از ساده�تری بیان م�ͳباشد. w برای دوم ͳدیفرانسیل ناوردای
اولیه متغیر تغییر به توجه با بنابراین ، xz−y

yz+x

xux − u
x+ uux

,
√
x2 + u2.

م�ͳدهند. تشیل SO(2) برای اول مرتبه ͳدیفرانسیل ناورداهای از ͳکامل مجموعه

آن�ها امتداد بنابراین باشند. M ⊂ X × U روی برداری میدان�های v,w کنیم فرض .١٠.۵.٢ قضیه
دارد: را زیر شرایط

(cv + c′w)(n) = cv(n) + c′w(n), .١

[v,w](n) = [v(n),w(n)], .٢

.[٢٧] برهان.

برگر معادله .١١.۵.٢ مثال

ut = uxx + u2x, (٣١.٢)

معروف برگر پتانسیل معادله به و شده تعریف E ≃ R2×R کامل فضای روی که ͳغیرخط است معادله�ای
برداری میدان دوم مرتبه امتداد که است لازم بنابراین است، دو مرتبه معادله چون است.

v = ξ1(x, t, u)
∂

∂x
+ ξ2(x, t, u)

∂

∂t
+ ϕ(x, t, u)

∂

∂u
,

بیابیم. را تقارن�ها ٧.۵.٢ قضیه از استفاده با و داده امتداد دو مرحله تا م�ͳشود تعریف E روی که را
با: است برابر v دوم مرتبه امتداد

v(2) = v + ϕx
∂

∂ux
+ ϕt

∂

∂ut
+ ϕxx

∂

∂uxx
+ ϕxt

∂

∂uxt
+ ϕtt

∂

∂utt
,

ضرایب است، Q = ϕ− ξ1ux− ξ2ut ، v برداری میدان مشخصه این�که و (٢۴.٢) فرمول از استفاده با و
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م�ͳآوریم. به�دست زیر در را ϕx, ϕt, ϕxx, ϕxt, ϕtt ͳیعن v2

ϕx = DxQ+ ξ1uxx = ϕx + (ϕu − ξ1x)ux − ξ2xut − ξ1uu2x − ξ2uu− xut,
ϕt = DtQ+ ξ1uxt + ξ2utt = ϕt − ξ1t ux + (ϕu − ξ2t )ut − ξ1uuxut − ξ2uu2t ,
ϕxx = D2

xQ+ ξ1uxxx + ξ2uxxt = ϕxx + (2ϕxuξ
1
xx)ux − ξ2xxut + (ϕuu − 2ξ1xu)u

2
x

−2ξ2xuuxut − ξ1uuu3x − ξ2uuu2xut + (ϕu − 2ξ1x)uxx − 2ξ2xuxt − 3ξ1uuxuxx − 2ξ2uuxuxt,

ϕxt = DxDtQ+ ξ1uxxt + ξ2uxtt = ϕxt + (ϕut − ξ1xt)ux + (ϕxu − ξ2xt)ut
−ξ1utu2x − ξ2xuu2t + (ϕuu − ξ1xu − ξ1ut)uxut − ξ1uuu2xut − ξ2uuuxu2t − ξ1t uxx
+(ϕu − ξ1x − ξ2t )uxt − ξ1uuxxut − 2ξ1uuxuxt − 2ξ2uutuxt − ξ2xutt − ξ2uuxutt,

ϕtt = D2
tQ+ ξ1uttt + ξ2uxtt = ϕtt + (2ϕut − ξ1tt)ut − ξ1ttux

+(ϕuu − 2ξ2ut)− 2ξ1utuxut − ξ2uuu3t − ξ1uuuxu2t + (ϕu − 2ξ2t )utt

−2ξ1t uxt − 3ξ2uututt − ξ1uuxutt − 2ξ1uutux.

داریم: برگر معادله بر v(2) اثر بر حال

ϕt = ϕxx + 2uxϕ
x, (٣٢.٢)

ͳخط PDE دستΎاه به (٣١.٢) در امتداد ضرایب جایΎذاری با

ϕt − ξ1t ux + (ϕu − ξ2t )ut − ξ1uuxut − ξ2uu2t = ϕxx + (2ϕxu − ξ1xx)ux − ξ2xxut
+(ϕuu − 2ξ1xu)u

2
x − 2ξ2xuuxut

−ξ1uuu3x − ξ2uuu2xut + (ϕu − 2x)uxx

−2ξ2xuxt − 3ξ1uuxuxx − ξ2uutuxx
−2ξ2uuxuxt + 2ϕxux + 2(ϕu − ξ1x)u2x
−2ξ2xutux − 2ξ1uu

3
x − 2ξ2uu

2
xut,

داریم: بالا در ut = u2x + uxx جایΎذاری با

ϕt − ξ1t ux + (ϕu − ξ2t )ut − ξ1uuxut − ξ2uu2t = ϕxx + (2ϕxu − ξ1xx)ux − ξ2xxut
+(ϕuu − 2ξ1xu)ut − (ϕuu − 2ξ1xu)uxx

−2ξ2xuuxut − ξ1uuu3x − ξ2uuu2t + ξ2uuutuxx

+(ϕu − 2ξ1x)uxx − 2ξ2xuxt − 3ξ1uuxuxx

−ξ2uutuxx − 2ξ2uuxuxt + 2ϕxux

+2(ϕu − ξ1x)ut − 2(ϕu − ξ1x)uxx
−2ξ2xutux − 2ξ1uu

3
x − 2ξ2uu

2
t + 2ξ2uutuxx,

م�ͳرسیم: زیر جدول به بالا تساوی طرف دو در u تاب΄ مشتقات ضرایب دادن قرار مساوی با حال
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جمله�ایها Έت ضرایب
١ ϕxx = ϕt (١)
ux 2ϕxu − ξ1xx + 2ϕx = −ξ1t (٢)
ut ξ2xx + ϕuu − 2ξ1xu + 2ϕu − 2ξx = ϕu − ξ2t (٣)
uxut −2ξ2xu − 2ξ2x = ξ1u (۴)
u2t −ξ2uu − 2ξ2u = ξ2u (۵)
uxx 2ξ1xu − ϕuu + ϕu − 2ξ1x − 2ϕu + 2ξ1x = 0 (۶)
u3x ξ1uu − 2ξ1u = 0 (٧)
utuxx ξ2uu − ξ2u − 2ξ2u = 0 (٨)
uxt −2ξ2x = 0 (٩)
uxuxx −3ξ1u = 0 (١٠)
uxuxt −2ξ2u = 0 (١١)

(١٠) معادله�ی از هم�چنین است. مستقل u و x به نسبت ξ2 که م�ͳشود مشخص (١١) و (٩) معادله�ی از
بنابراین ϕu = −ϕuu م�ͳشود نتیجه (۶) معادله�ی از است. مستقل u به نسبت ξ1 که م�ͳشود مشخص
از x به نسبت ξ1 پس ξ2t = 2ξ1x که م�ͳشود نتیجه (٣) معادله�ی از پس .ϕ = α(x, t)e−u + β(x, t)

ξ1t = −2ϕxu − 2ϕx م�ͳشود نتیجه (٢) معادله�ی به توجه با پس ξ1xx = 0 ͳیعن است اول درجه
صورت: این در و

ξ1t = −2ϕxu − 2ϕx = −2βx ⇒ β = −1
8
ξ2ttx

2 − 1
2
σtx+ ρ(t).

م�ͳدهد: نتیجه که ϕt = ϕxx و

ξ1 = c1 + c4x+ 2c5 + 4c6xt,

ξ2 = c2 + 2c4t+ 4c6t
2,

ϕ = α(x, t)e−u + c3 − c5x− 2c6t− c6x2.

αt = αxx است: حرارت معادله از ͳدلخواه جواب α(x, t) و هستند دلخواه ͳثابت�های c1, . . . , c6 که
م�ͳشود: تولید زیر بردارهای توسط تقارن�ها ͳل جبر فضای بنابراین

v1 = ∂x, v2 = ∂t,

v3 = ∂u, v4 = x∂x + 2t∂t,

v5 = 2t∂x − x∂u, v6 = 4tx∂x + 4t2 − (x2 + 2t)∂u,

vα = α(x, t)e−u∂u.
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داریم: برداری میدان�های این نظیر ͳنمای تاب΄ محاسبه با نهایت در

g1 := exp(εv1)(x, t, u) = (x+ ε, t, u),

g2 := exp(εv2)(x, t, u) = (x, t+ ε, u),

g3 := exp(εv3)(x, t, u) = (x, t, u+ ε),

g4 := exp(εv4)(x, t, u) = (eεx, e2εt, u),

g5 := exp(εv5)(x, t, u) = (x+ 2εt, t,−yε2 − xε+ u),

g6 := exp(εv6)(x, t, u) =

(
x

1 + 4εt
,

t

1 + 4εt
, u
√
1 + 4εt exp

{
−εx2

1 + 4εt

})
,

gα := exp(εvα)(x, t, u) = (x, t, u+ εα(x, t)).

صورت این در دهیم، اثر آن روی را تقارن�ها و باشد مذکور معادله�ی برای جواب Έی u = f(x, t) اگر
م�ͳآید: به�دست زیر شل به معادله برای جدید جواب Έی

u1 = f(x− ε, t),
u2 = f(x, t− ε),
u3 = f(x, t− ε),
u4 = f(e−εx, e−2εt),

u5 = f(x− 2εt, t) + εx− ε2t,

u6 =
1√

1 + 4εt
exp

{
−εx2

1 + 4εt

}
f

(
x

1 + 4εt
,

t

1 + 4εt

)
,

uα = f(x, t) + +εα(x, t).

جواب Έی u6 به توجه با لذا است. (٣١.٢) معادله از جواب Έی u = c که است ͳبدیه مثال به�عنوان

آید. ͳم به�دست u =
c√

1 + 4εt
exp

{
−εx2

1 + 4εt

}
شل به جدید

گرما معادله م�ͳکنیم. تحلیل یΈ-بعدی منیفلد Έی در را گرما معادلات تقارن گروه .١٢.۵.٢ مثال

ut − uxx = 0,

و p = 2 بنابراین داریم، u وابسته متغیر Έی و t و x مستقل متغیر دو معادله این در م�ͳگیریم. نظر در را
است: زیر به�صورت متناظر برداری میدان حال . E = X × U (2) و q = 1

v = ξ(x, t, u)
∂

∂x
+ τ(x, t, u)

∂

∂t
+ φ(x, t, u)

∂

∂u
, (٣٣.٢)

به�صورت آن دوم امتداد

v(2) = v + φx
∂

∂ux
+ φt

∂

∂ut
+ φxx

∂

∂uxx
+ φxt

∂

∂uxt
+ φtt

∂

∂utt
,

باید ͳناوردای Έکوچ ب�ͳنهایت Έمح طبق م�ͳباشد.

0 = v(2)(ut − uxx)|ut−uxx=0 = (φt − φxx)|ut−uxx=0, (٣۴.٢)
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داریم: آن در که

φt = Dtφ− uxDtξ − utDtτ

= φt − ξtux + (φu − τt)ut − ξuuxut − τuu2t ,
φx = Dxφ− uxDxξ − utDxτ

= φx−1(φu − ξx)ux − τxut − ξuu2x − τuuxut,
φxx = Dxφ

x − uxxDxξ − uxtDxτ

= φxx + 2(φxu − ξxx)ux − τxxut + (φuu − 2ξτu)u
2
x − 2τxuuxut

−ξuuu3x − ξuuu2xut + (φu − 2τx)uxx − 2ξxuxt − 3ξuuxuxx

−τuutuxx − 2ξuuxuxt.

ͳبایست φxx و φt برای محاسبه�شده رابطه و (٣۴.٢) رابطه از استفاده با

0 =φt − ξtux + (φu − τt)ut − ξxuxut − τuu2t − φxx − (2φxu − ξxx)ux

+τxxut − (φuu + 2ξxu)u
2
x + 2τxuuxut + ξuuu

3
x + τuuu

2
xut

−(φu − 2ξx)uxx + 2τxuxt + 3ξuuxuxx + τuutuxx + 2τuuxuxt.

داریم: ut = uxx دادن قرار با

0 =φt − ξtux + (φu − τt)uxx − ξuuxuxx − τuu2xx − φxx − (2φxu − ξxx)ux

+τxxuxx − (φuu + 2ξxu)u
2
x + 2τxuuxuxx + ξuuu

3
x + τuuu

2
xuxx

−(φu − 2ξx)uxx + 2τxuxt + 3ξuuxuxx + τuuxxuxx + 2τuuxuxt.

م�ͳدهیم. قرار برابر هم با را متشابه جمله�ای�های Έی ضرایب

جمله�ای Έت ضرایب
uxuxt −2τu = 0

uxt −2τx = 0

u2xx −τu = −τu
u2xuxx −τuu = 0

uxuxx −2τxu − 3ξu = −ξu
uxx −τxx + ϕu − 2ξx = ϕu − τt
u3x −ξuy = 0

u2x ϕuu − 2ξxy = 0

ux 2ϕxu − ξxx = −ξt
١ ϕxx = ϕt
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داریم: قبل ͳخط دیفرانسیل معادلات باحل

ζ = C1 + C4x+ 2C5t+ 4C6xt,

τ = C2 + 2C4t+ 4C6xt
2,

φ = (C3 − C5x− 2C6t− C6x
2)u+ α(x, t),

م�ͳشود: تولید زیر برداری میدان�های به�وسیله Έکوچ ب�ͳنهایت تقارن�های ͳل جبر αt = αxx که

v1 = ∂x,

v2 = ∂t,

v3 = u∂u,

v4 = x∂x + 2t∂t,

v5 = 2t∂x − xu∂u,

v6 = 4tx∂x + 4t2∂t − (x2 + 2t)∂u,

vα = α(x, u)∂u,

است: زیر شرح به تبدیلات از یΈ-پارامتری گروه Έکوچ ب�ͳنهایت مولد هر

G1 : (x+ ε, t, u),

G2 : (x, t+ ε, u),

G3 : (x, t, e
εu),

G4 : (e
εx, e2εt, u),

G5 : (x+ 2εt, t, u exp(−εx− ε2t)),

G6 :

(
x

1− 4εt
,

t

1− 4εt
, u
√
1− 4εt exp

[
−εx2

1− 4εt

])
,

Gα : (x, t, u+ εα(x, t)),

است.گروه آن از جدیدی جواب ũ(x̃, t̃)بنابراین باشد گرما معادله از ͳجواب u(x, t) م�ͳکنیم فرض حال
یΈ-پارامتری

G6(x̃, t̃, ũ) =

(
x

1− 4εt
,

t

1− 4εt
, u
√
1− 4εt exp

[
−εx2

1− 4εt

])
,

سپس م�ͳگیریم. نظر در را

ũ(x̃, t̃) = u(x, t)
√
1− 4εt exp

[
−εx2

1− 4εt

]

= u

(
x

1− 4εt
,

t

1− 4εt

) exp
[

−εx2
1−4εt

]
√
1− 4εt

,
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u =
√

ε
π
م�ͳدهیم قرار م�ͳباشد. گرما معادله از ͳجواب نیز

ũ(x̃, t̃) =

√
ε exp

[
−εx̃2
1+4εt

]
√
π
√

1 + 4εt̃
, (٣۵.٢)

بنابراین م�ͳکنیم. جایΎزین (G2 از استفاده (با −1
4ε
با را t̃

ũ(x̃, t̃) =
1√
4πt̃

exp[
−x̃2

4t̃
], t ≥ 1, (٣۶.٢)

م�ͳباشد. گرما معادله ͳاساس جواب که

اما ،[٣١] هستند ایزومورف گرما انتقال معادله تقارن�های ͳل جبر با برگر معادله تقارن�های ͳل جبر
توسط تولیدشده ͳنامتناه بعد با ͳل شبه�گروه Έی به موضعا م�ͳتوان را برگر معادله جبر که داشت توجه باید

کرد. نظیر {v1, . . . ,v6,vα}

تقارن گروه�های محاسبه برای پایه�ای روش تشری به ͳقبل مثال�های مانند اویلر). (معادلات ١٣.۵.٢ مثال
که م�ͳگیریم نظر در را تراکم�ناپذیر ایده�آل مایعات مایعات، حرکت برای اویلر معادلات دستΎاه م�ͳپردازیم.
وابسته متغیر چهار هم�چنین ، است زمان t و ͳفضای مختصات x = (x, y, z) که دارد مستقل متغیر چهار

است: زیر شل به اویلر معادلات دستΎاه است. فشار p و سرعت مختصات u = (u, v, w) که دارد
∂u

∂t
+ u · ∇u = −∇p,

∇ · u = 0,
(٣٧.٢)

u با ∇ ͳداخل ضرب م�ͳرود. کار به بردارها در ͳدیفرانسیل عملΎر Έی به�عنوان ∇ = (
∂

∂x
,
∂

∂y
,
∂

∂z
)

م�ͳشود: تعریف زیر به�صورت

∇ · u = (
∂

∂x
,
∂

∂y
,
∂

∂z
) · (u, v, w) = ux + vy + wz,

تعریف زیر به�صورت u ∇روی اثر هم�چنین م�ͳشود. p∇تعریف = (px, py, pz)به�صورت p ∇روی اثر و
م�ͳشود:

∇u = ∇(u, v, w) = ((ux, uy, uz), (vx, vy, vz), (wx, wy, wz)) ,

م�ͳرسیم: زیر دستΎاه به روند همین به (٣٧.٢) دستΎاه کردن باز با
px = ut + uux + vuy + wuz,

py = vt + uvx + vvy + wvz,

pz = wt + uwx + vwy + wwz,

ux + vy + wz + 0

(٣٨.٢)

است: زیر به�صورت دستΎاه با متناظر برداری میدان حال

v = ξ∂x + η∂y + ζ∂z + τ∂t + ϕ∂u + ψ∂v + χ∂w + π∂p,
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(٣٧.٢) دستΎاه نظیر برداری میدان اول مرتبه امتداد حال هستند. x, t,u, p از ͳتوابع ξ, η, . . . , π که
م�ͳشود: نوشته زیر به�صورت

v(1) = v + ϕx∂ux + ϕy∂uy + ϕz∂uz + ϕt∂ut

+ψx∂vx + ψy∂vy + ψz∂vz + ψt∂vt

+χx∂wx + χy∂wy + χz∂wz + χt∂wt

+πx∂px + πy∂py + πz∂pz + πt∂pt,

م�ͳرسیم: زیر تقارن دستΎاه به (٣٨.٢) دستΎاه روی v(1) دادن اثر با

ϕt + uϕx + vϕy + wϕz + uxϕ+ uyψ + uzχ = −πx, (٣٩.٢)

ψt + uψx + vψz + wψz + vxϕ+ vyψ + vzχ = −πy, (۴٠.٢)

χt + uχx + vχy + wχz + wxϕ+ wyψ + wzχ = −πz, (۴١.٢)

ϕx + ψy + χz = 0, (۴٢.٢)

v برداری میدان اول مرتبه امتداد در که ∂

∂ut
,
∂

∂vx
, . . . اول مرتبه مشتقات ضرایب ϕt, ψx, . . . این�جا در

داریم: (٢۴.٢) معادله طبق م�ͳشود. ظاهر

ϕt = Dtϕ− uxDtξ − uyDtη − uzDtζ − utDtτ,

ψx +Dxψ − vxDxξ − vyDxη − vzDxζ − vtDxτ,

بقیه و م�ͳکنیم حل را (۴٢.٢) معادله نمونه به�عنوان م�ͳآوریم. به�دست را ϕx, χx, . . . نحو همین به و
م�ͳشود: تعریف زیر به�صورت کامل مشتقات ابتدا م�ͳشود. حل نحو همین به نیز معادلات

Dx = ∂
∂x

+ ux
∂
∂u

+ vx
∂
∂v

+ wx
∂
∂w

+ px
∂
∂p

+uxx
∂
∂ux

+ uxy
∂
∂uy

+ uxz
∂
∂uz

+ uxt
∂
∂ut

+vxx
∂
∂vx

+ vxy
∂
∂vy

+ vxz
∂
∂vz

+ vxt
∂
∂vt

+wxx
∂
∂wx

+ wxy
∂
∂wy

+ wxz
∂
∂wz

+ wxt
∂
∂wt

+pxx
∂
∂px

+ pxy
∂
∂py

+ pxz
∂
∂pz

+ pxt
∂
∂pt

+ . . . ,

م�ͳآوریم: به�دست (٢۴.٢) طبق را ϕx حال م�ͳآوریم. به�دست را Dy, Dz, Dt نحو همین به

ϕx = Dxϕ− uxDxξ − uyDxη − uzDxζ − utDxτ

= ϕx + uxϕu + vxϕv + wxϕw + pxϕp

−ux[ξx + uxξu + vxξv + wxξw + pxξp]

−uy[ηx + uxηu + vxηv + wxηw + pxηp]

−uz[ζx + uxζu + vxζv + wxζw + pxζp]

−ut[τx + uxτu + vxτv + wxτw + pxτp],

ضرایب کردن، ساده و (۴٢.٢) معادله در ϕx, ψy, χz دادن قرار با م�ͳآید. به�دست نیز ψy, χz نحو همین به
حل نیز را دستΎاه دیΎر معادله سه صورت همین به م�ͳدهیم. قرار برابر هم با را متشابه چندجمله�ای�های
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داریم: ͳخط دیفرانسیل معادلات دستΎاه حل با سرانجام و م�ͳکنیم.
ξ = δ1x+ c1y − c2z + α,

η = −c1x+ δty + c3z + β,

ζ = c2x− c3y + δtz + γ,

τ = 2δ + c4t+ c5,

ϕ = −(δt + c4)u+ c1v − c2w + αt,

ψ = −c1u− (δt + c4)v + c3w + βt,

χ = c2u− c3v − (δt + c4)w + γt,

π = −2(δt + c4)p− 1
2
δu(x

2 + y2 + z2)− αttx− βtty − γttz + θ,

تقارن گروه که م�ͳدهیم نشان ما هستند. ثابت c1, c2, c3.c4, c5 و هستند t از ͳتوابع α, β, γ, δ, θ که
م�ͳشود. تولید زیر برداری میدان�های توسط اویلر معادلات

vα = α∂x + αt∂u − αttx∂p,
vβ = β∂y + βt∂v − βtty∂P ,
vγ = γ∂z + γt∂w − γttz∂p,

 حرکت مختصات�های

v0 = ∂t, زمان تبدیلات
d1 = x∂x + y∂y + z∂z + t∂t,

d2 = t∂t − u∂u − v∂v − w∂w − 2p∂p,

}
تجانس

rxy = y∂x − x∂y + v∂u − u∂v,
rzx = x∂z − z∂x + u∂w − w∂u,
ryz = z∂y − y∂z + w∂v − v∂w,

 دوران�ها

vθ = θ∂p, فشار تغییرات

(۴٣.٢)

است: زیر شل به اویلر معادلات تبدیلات از یΈ-پارامتری گروه

حرکت: مختصات�های تبدیلات گروه (a)
Ga : (x, t,u, p) 7→ (x+ εa(t), t,u+ εat, p− εx · att −

1

2
ε2a · att),

است. a = (α, β, γ) که

: زمان تبدیلات (b)
G0 : (x, t,u, p) 7→ (x, t+ ε,u, p).

تجانس: تبدیلات (c)
G1 : (x, t,u, p) 7→ (λx, λt,u, p),

G2 : (x, t,u, p) 7→ (x, λt, λ−1u, λ−2p),

است. پارامتری گروه مضرب λ = expε که

دوران�ها: گروه (d)
SO(3) : (x, t,u, p) 7→ (Rx, t, Ru, p),
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است. 3× 3 متعامد ماتریس R این�جا در

فشار: تغییرات (e)
Gp : (x, t,u, p) 7→ (x, t,u, p+ εθ(t)).

آن�گاه: باشد اویلر معادلات جواب�های p = g(x, t) و u = f(x, t) اگر متناظراً
Ga : u = f(x− εa(t), t) + εat, p = g(x− εa(t), t)− εx · att + 1

2
ε2a · att,

G0 : u = f(x, t− ε), p = g(x, t− ε),
G1 : u = f(λx, λt), p = g(λx, λt),

G2 : u = λf(x, λt), p = λ2g(x, λt),

SO(3) : u = Rf(R−1x, t), p = g(R−1x, t),

Gp : u = f(x, t), p = g(x, t) + εθ(t).

است. اویلر معادلات تقارن�های از ͳکامل لیست این م�ͳباشد. معادلات این دیΎر جواب�های

ͳکوالفس ͳکوش فرم ۶.٢

گوییم پیشرو مشتق، Έی به نسبت حل�شده فرم به را (١۴.٢) داده�شده PDE دستΎاه .١.۶.٢ تعریف
هرگاه:

∆ν(x, u
(n)) = ujνiν,1···iν,s −G

ν(x, u(n)) = 0, ν = 1, . . . , l, (۴۴.٢)

، (۴۴.٢) رابطه در 1 ≤ iν,1 · · · iν,s ≤ p و 1 ≤ jν ≤ q داریم: ν = 1, . . . , l هر ازای به که
Ϳهی که خاصیت این با م�ͳباشد. ͳخط مستقل s مرتبه از پیشرو ͳجزئ مشتق l از مجموعه�ای {ujνiν,1···iν,s}

نم�ͳشوند. ظاهر {Gν(x, u(n))}lν=1 در آن�ها از نتیجه�شده مشتقات و آن�ها از Έی

دستΎاه اگر است، xj مستقل متغیر به نسبت ͳکوالفس-ͳکوش فرم ,x)∆به u(n)) دستΎاه .٢.۶.٢ قضیه
ͳیعن باشد، حل قابل xj مستقل متغیر به نسبت وابسته متغیر هر مشتق مرتبه بیش�ترین به نسبت

∂sν

∂(xj)sν
uν = Gν(x, U (n)), 1 ≤ sν ≤ r, ν = 1, . . . , q, (۴۵.٢)

مرتبه دارای است شده ظاهر (۴۵.٢) از PDE هر راست سمت در که xj به نسبت مشتق�ها همه آن در که
است. چپ سمت مشتق�های از کمتری

.[۴] برهان.

صورت در آن�را بتوان اگر است ناتباهیده ∆(x, u(n)) دیفرانسیل معادلات دستΎاه Έی .٣.۶.٢ تعریف
که نمود توجه نته این به باید نوشت. ͳکوالفس فرم به (برخوردی) نقطه�ای تبدیل Έی Έکم به وجود
حالت وابسته متغیرهای تمام برای پیشرو مشتق�های به نسبت PDE دستΎاه Έی از ͳکوالفس-ͳکوش فرم
تعداد اگر م�ͳپذیرد ͳکوالفس-ͳکوش فرم PDE دستΎاه Έی بنایراین است. حل�شده دستΎاه از ͳخاص

باشد. برابر دستΎاه PDEهای تعداد با آن وابسته متغیرهای



فصل٣

ͳΎپایست قوانین ساخت روشمستقیم

مقدمه ١.٣

دیفرانسیل معادلات دستΎاه هر برای را ͳموضع ͳΎپایست قوانین ساخت ͳΎونΎچ ͳاساس روش فصل این در
است. ͳΎپایست قوانین مضارب اولین کردن پیدا بر ͳمبتن جام΄ عملیات این م�ͳدهیم. نشان داده�شده

ͳمعرف ٢.٣

همه�ی روی که است ͳدیورژانس عبارت Έی ناتباهیده، دیفرانسیل معادلات سیستم Έی ͳΎپایست قانون
که ͳغیربدیه دیورژانس عبارت هر ،ͳکل حالت در م�ͳشود. صفر دیفرانسیل معادلات دستΎاه جواب�های
وابسته ͳموضع ضرایب از م�ͳدهد، نتیجه را دیفرانسیل معادلات دستΎاه از ͳموضع ͳΎپایست قانون Έی
عبارت� هر که م�ͳشود اثبات م�ͳآید. به�دست وابسته متغیرهای مشتقات و وابسته و مستقل متغیرهای به
که اویلر عملΎرهای توسط وابسته، متغیرهای مشتقات و وابسته و مستقل متغیرهای به وابسته دیورژانس،
وابسته، متغیرهای به مربوط اویلر عملΎرهای اگر برعس، م�ͳشود. پوچ است وابسته متغیرهای به وابسته
عبارت آن آن�گاه سازند پوچ را ͳعبارت آن�ها، مشتقات و وابسته مستقل، متغیرهای شامل ͳعبارت در شده ظاهر
دارای دیفرانسیل معادلات دستΎاه هر که م�ͳشود نتیجه گفته این از بود. خواهد ͳدیورژانس عبارت Έی
هر با آن�ها ͳخط ترکیب که باشد موجود ͳموضع ضرایب از مجموعه�ای اگر تنها و اگر است ͳΎپایست قانون

شود. پوچ وابسته متغیر هر به مربوط اویلر عملΎرهای توسط دیفرانسیل، معادلات دستΎاه
ضرایب از ای مجموعه یافتن مسئله به دیفرانسیل، معادلات دستΎاه ͳΎپایست قوانین یافتن مسئله بنابراین
پوچ اویلر عملΎرهای توسط دیفرانسیل معادلات دستΎاه هر با آن�ها ͳخط ترکیب که م�ͳشود ͳمنته ͳموضع
معادلات یΈدستΎاه ͳموضع ͳΎپایست یΈقانون حاصل ͳموضع ضرایب از مجموعه این یΈاز هر م�ͳشود.
م�ͳشود ͳΎپایست قانون تولید باعث که ͳموضع ضرایب از مجموعه�ای هر برای به�علاوه، است. دیفرانسیل
اغلب .[٣ ،٢ ،١] دارد وجود ͳΎپایست قوانین چΎال�ͳهای و شار آوردن به�دست برای ͳرالΎانت فرمول Έی
روش به�عنوان آن از معمولا که م�ͳآیند به�دست ͳموضع ضرایب شدن مشخص از بعد مستقیم محاسبه از آن�ها

۵١
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.[٣۴] م�ͳکنند یاد ͳΎپایست قوانین محاسبه برای مستقیم
آن�گاه بپذیرد، را ͳتغییرات اصل Έی دیفرانسیل معادلات دستΎاه Έی اگر که داد نشان نوتر١ ١٩١٨ سال در
نتیجه را ͳΎپایست قانون Έی نΎه�دارد پایا را ͳتابع عمل که نقطه�ای تبدیلات از یΈ-پارامتری ͳل گروه هر
،١٩٢١ سال در نمود. ارائه ͳΎپایست قوانین شار برای ͳفرمول نوتر خاص، حالت در .[٢۶] داد خواهد
ͳΎپایست قوانین چنین تمام که داد نشان بویر٣ ١٩۶٧ سال در .[۶] دادند توسی΄ را نوتر قضیه باسل-هاگن٢

. [١۵] م�ͳشوند حاصل ͳپیچش فرم به نقطه�ای تبدیلات از ͳل گروه�های توسط چΎونه
پایای کمیت�های آن�ها دارد. ͳفراوان مهم کاربردهای ͳΎپایست قانون دیفرانسیل، معادلات دستΎاه مطالعه در
توصیف را حرکت ثابت�های و ͳتریال بار همچنین زاویه�ای، تانه و تانه انرژی، جرم، همچون ͳفیزی
وجود و ͳتایی اثبات برای و انتΎرال�پذیری و خط�ͳسازی نΎاشت�های آوردن به�دست برای آن�ها م�ͳکند.
علاوه م�ͳشوند. استفاده جواب�ها ͳعموم رفتار و پایداری آنالیز برای همچنین آن�ها هستند. مهم جواب�ها
دستΎاه�های یافتن شروع نقطه در ͳمهم نقش و دارند عددی روش�های توسعه در ͳاساس نقش آن�ها این، بر

دارند. عهده بر ͳپتانسیل متغیرهای و ͳغیرموضع وابسته

ͳΎپایست قوانین ساختن روشمستقیم ٣.٣

متغیرمستقل p با k مرتبه از ͳجزئ مشتقات با معادله l از متشل ،ͳکل دستΎاه Έی .١.٣.٣ تعریف
شده تعریف زیر به�صورت که را u(x) = (u1(x), . . . , uq(x)) وابسته متغیر q و x = (x1, x2, . . . , xp)

بΎیرید: نظر در �است.

∆ν(x, u
(n)) = 0, ν = 1, 2, . . . , l. (١.٣)

و u وابسته متغیرهای ،x مستقل متغیر چند یا Έی از ͳتابع ϕ که است این ”ϕ[u]” نمادگذاری از منظور
:ͳیعن م�ͳباشد، مشخص مرتبه Έی تا وابسته متغیرهای مشتقات

ϕ[u] = ϕ(x, u(n)).

است زیر فرم به ͳدیورژانس عبارت Έی (١.٣) ͳموضع� ͳΎپایست قانون Έی از منظور

divϕ[u] = Diϕ
i[u] ≡ D1ϕ

1[u] + · · ·+Dnϕ
n[u] = 0 (٢.٣)

قوانین شارهای i = 1, 2. . . . , n ، ϕi[u] به (٢.٣) رابطه در است. برقرار (١.٣) جواب�های همه روی که
ͳΎپایست قانون مرتبه م�ͳگردند، ظاهر ϕi[u] شارهای در که (r) مشتق مرتبه بالاترین و �م�ͳشود گفته ͳΎپایست

�م�ͳشود. نامیده

از ͳغیربدیه ͳΎپایست قانون ،(١.٣) ناتباهیده دیفرانسیل معادلات دستΎاه Έی برای ،ͳکل حالت در
دیورژانس عبارت که (فاکتورها) خاص ͳتابع ضرایب با (١.٣) دیفرانسیل معادلات دستΎاه ͳخط ترکیب
آن�ها مشتقات و وابسته متغیرهای ،ͳعبارت�های چنین یافتن برای م�ͳشود. ͳناش م�ͳدهد، نتیجه را ͳغیربدیه

١Emmy Noether
٢Bessel Hagen
٣Boyer



۵٣ ͳΎپایست قوانین ساختن مستقیم روش .٣.٣

(و ͳدلخواه ͳتوابع توسط شده�اند ظاهر ͳتابع ضرایب در یا و (١.٣) دیفرانسیل معادلات دستΎاه در که
دستΎاه جواب�های همه روی حاصل ͳدیورژانس نمایش�های ͳعمل چنین با م�ͳشوند. جایΎزین آن�ها) مشتقات

باشند. ناتین ضرایب آن�که شرط به م�ͳکند میل صفر به (١.٣) دیفرانسیل معادلات
دیفرانسیل معادلات دستΎاه برای {Λν(x, u(n))}lν=1 فرم به ͳتابع ضرایب از مجموعه�ای خاص، حالت در

اتحاد اگر م�ͳکند تولید را ͳدیورژانس� نمایش � (١.٣)

Λν [U ]∆
ν [U ] ≡ Diϕ

i[U ] (٣.٣)

ناتین Λν [u] اگر ،U(x) = u(x) جواب� روی صورت، دراین باشد. برقرار U(x) دلخواه تواب΄ برای
است. ͳΎپایست قانون دارای باشد،

Λν [u]R
δ[u] ≡ Diϕ

i[u] = 0 (۴.٣)

(١.٣) دیفرانسیل معادلات دستΎاه از U(x) = u(x)جواب روی هرگاه است، تین Λν [U ] ͳتابع ضریب
در با زیرا م�ͳگیرند، قرار استفاده مورد ناتین ͳتابع ضرایب عمل در باشد. تین تاب΄ م�ͳشود، محاسبه
دستΎاه برای ͳΎپایست قانون که رسید ͳدیورژانس نمایش�های به م�ͳتوان تین ͳتابع ضرایب گرفتن نظر

نم�ͳباشد.
از مجموعه�ای یافتن به دیفرانسیل معادلات دستΎاه برای ͳموضع ͳΎپایست قوانین یافتن حالت، این در

م�ͳکند. پیدا کاهش ͳموضع ͳتابع ضرایب

�م�ͳگردد. تعریف زیر به�صورت Uµ تاب΄ به نسبت اویلر دیفرانسیل عملΎر تعریف٢.٣.٣.

EUµ =
∂

∂Uµ
−Di

∂

∂Uµ
i

+ · · ·+ (−1)sDi1 · · ·Dis

∂

∂Uµ
i1···is

+ · · · , (۵.٣)

ͳدیورژانس عبارت هر (۵.٣) اویلر عملΎر که دید م�ͳتوان مستقیم، محاسبات با .µ = 1, 2, . . . , q برای
است. برقرار دلخواه U(x) هر برای زیر اتحاد خاص حالت در م�ͳکند. پوچ را r هر ازای Diϕبه

i(x, U (n))

EUµ(Diϕ
i(x, U (n)) ≡ 0, µ = 1, . . . , q.

پوچ اویلر عملΎر توسط که اسالری نمایش تنها خاص، حالت در است. برقرار نیز مطلب این عس
م�ͳشود. منت; زیر قضیه به موضوع این است. دیورژانس نمایش م�ͳشود،

است برقرار U(x) دلخواه تاب΄ برای µ = 1, . . . , q ، EUµF (x, U (n)) ≡ 0 معادلات .٣.٣.٣ قضیه
اگر تنها و اگر

F (x, U, . . . , ∂sU) ≡ DiΨ
i(x, U, . . . , ∂s−1U),

باشد. برقرار i = 1, . . . , q آن در که ،Ψi(x, U, . . . , ∂s−1U) تواب΄ برای

.[٧] برهان.

مشخص را ͳموضع ͳΎپایست قوانین و ͳموضع ͳتابع ضرایب بین ارتباط زیر قضیه ، ٣.٣.٣ قضیه به بنا
م�ͳکند.
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ͳΎپایست� قانون Έی {Λν(x, U (n))}lν=1 ناتین ͳموضع ͳتابع ضرایب از مجموعه�ای .۴.٣.٣ قضیه
دلخواه تواب΄ ازای به اگر تنها و اگر �م�ͳدهد نتیجه (١.٣) را دیفرانسیل معادلات دستΎاه برای ͳموضع

باشد. برقرار زیر رابطه U(x)
EUµ(Λν(x, U

(n))∆ν(x, u(n))) = 0, µ = 1, 2, . . . , q. (۶.٣)

ͳتابع ضرایب تمام یافتن برای ͳخط مشخصه معادلات از مجموعه�ای ، (۶.٣) معادلات مجموعه از
هر برای (۶.٣) معادلات چون م�ͳشود. نتیجه (١.٣) دیفرانسیل معادلات دستΎاه Έی ͳΎپایست قوانین
در xi به نسبت ͳمستقل متغیرهای به�عنوان آن�را مشتقات تمام و U j م�ͳتوان است، برقرار U(x) دلخواه تاب΄
م�ͳشود تبدیل مشخصه ͳخط معادلات از ͳخط دستΎاه به (۶.٣) ͳخط PDE دستΎاه بنابراین گرفت، نظر
بود. خواهند ∆(x, u(n)) ، PDE دستΎاه برای ͳموضع ͳتابع ضرایب از ͳمجموعه�های آن جواب�های که

شده حل فرم به که ∆(x, u(n)) دستΎاه از Diϕ
i[U ] ͳموضع ͳΎپایست قانون هر برای .۵.٣.٣ قضیه

زیر مشخصه فرم به را آن�ها م�ͳتوان که دارد وجود ͳمعادل ͳموضع ͳΎپایست قوانین بیان�شده، (۴۴.٢)
نوشت:

Diϕ̃
i[U ] = Λ̃ν [U ]

(
U jν
iν,1,...,inu,s

−Gν [U ]
)
, (٧.٣)

نیستند. U jν
iν,1,...,inu,s

جملات شامل که ͳشارهای و {Λ̃ν}lν=1 ناتین ͳموضع ضرایب مجموعه از ͳجملات با

.[۴] برهان.

ضرایب از شده حاصل ͳΎپایست قوانین تمام ،ͳاساس به�طور که است این در ۵.٣.٣ قضیه ͳاصل اهمیت
م�ͳکند. مشخص ارزی هم حد تا شده، بیان شده حل فرم به که را ∆(x, u(n)) دستΎاه ͳتابع

شده حل فرم به نم�ͳتوان را (١.٣) دیفرانسیل معادلات دستΎاه Έی ͳوقت حالت، این در .۶.٣.٣ ملاحظه
اگرچه، کرد. استفاده م�ͳتوان ضرایب روش از (١.٣) ͳΎپایست قانون آوردن به�دست برای نوشت، (۴۴.٢)
ممن متناظر دیورژانس عبارت چون�که شود خطا دچار یا و نشود پیدا ͳΎپایست قوانین از ͳبعض است ممن

نند. صدق (٣.٣) در است

روشمستقیم الΎوریتم ۴.٣

مستقیم روش آن به که م�ͳدهند ارائه ͳΎپایست قوانین یافتن برای نظام�مندی روش ۵.٣.٣ و ٣.٣.٣ قضیه�های
نمود: بیان زیر به�صورت آن�را الΎوریتم م�ͳتوان و م�ͳگویند

فرم به ضرایب جستجوی به م�ͳبایست ابتدا ،(١.٣) دیفرانسیل معادلات دستΎاه ازای به .١
که �م�ͳشود توصیه ،ͳعمل محاسبات (در �شود. پرداخته lمشخص مرتبه ازای به {Λν(x, U (n))}lν=1

نوشته پیشرو مشتق Έی به نسبت شده حل فرم به (١.٣) دیفرانسیل معادلات دستΎاه المقدور �ͳحت
قوانین با متناظر �تین ضرایب از م�ͳتوان ͳبه�راحت مستقیم، روش اول مرحله در �صورت این در �شود.
اجتناب ضرایب ͳΎوابست از آن�ها، از حاصل مشتقات و پیشرو مشتقات کردن خارج با ͳΎپایست�

نمود.)
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کنید. حل� ͳتابع ضرایب تمام یافتن به�منظور U(x) دلخواه تاب΄ برای را (۶.٣) مشخصه معادلات .٢

صدق زیر رابطه در که نمایید پیدا را ϕi[U ] ͳتابع ضرایب با متناظر شارهای ͳتمام باید مرحله این در .٣
م�ͳکنند.

Λν(x, U
(n))∆ν(x, u

(n)) ≡ Diϕ
i(x, U (n)), (٨.٣)

جواب�های تمام برای Diϕ
i(x, U (n)) = 0 ͳΎپایست� قانون Έی ͳتابع ضرایب و شار هر نهایت، در .۴

دهد. ͳم� نتیجه u(x)

ͳغیربدیه شارهای و ͳغیربدیه ͳموضع ͳتابع ضرایب مجموعه�های بین Έی به Έی تناظر ،ͳکل حالت در
است. برقرار م����ͳپذیرند ͳکوالفس-ͳکوش فرم که دیفرانسیل معادلات دستΎاه�های برای تنها

تمام صورت این در بپذیرد. (۴۵.٢) ͳکوالفس-ͳکوش فرم PDE دستΎاه کنید فرض .١.۴.٣ قضیه
کلاس�های بین ͳی به Έی تناظر به�علاوه م�ͳشود. نتیجه ͳتابع ضرایب از ͳغیربدیه ͳموضع ͳΎپایست قوانین
دارد. وجود xj به نسبت uν مشتق�های از مستقل ͳتابع ضرایب مجموعه�های و ͳΎپایست قوانین از ارزی هم

.[٧] برهان.

م�ͳشود. بیان مشهور مثال چند طریق از ͳموضع ͳΎپایست قوانین آوردن به�دست برای مستقیم روش

بΎیرید: نظر در را م�ͳشود تعریف� زیر به�صورت که ͳغیرخط تلΎراف دستΎاه .٢.۴.٣ مثال
∆1[u, v] = vt − (u2 + 1)ux − u = 0,

∆2[u, v] = ut − vx = 0.
(٩.٣)

یافتن هدف م�ͳباشد. ut, vt پیشرو مشتقات با اول، مرتبه ͳکوالسف�-ͳکوش فرم به فوق، PDE دستΎاه
فرم به ͳموضع� ͳΎپایست� قوانین ضرایب ͳتمام

Λ1 = ξ(x, t, U, V ), Λ2 = ϕ(x, t, U, V ), (١٠.٣)

زیر متناظر اویلر عملΎرهای حسب بر م�ͳباشد. (٩.٣) ،PDE ازدستΎاه

EU =
∂

∂U
−Dx

∂

∂Ux
−Dt

∂

∂Ut
, EV =

∂

∂V
−Dx

∂

∂Vx
−Dt

∂

∂Vt
,

بود. خواهند زیر شل به (١٠.٣) ضرایب برای تعیین�کننده معادلات
EU [ξ(x, t, U, V )(Vt − (U2 + 1)Ux − U) + ϕ(x, t, U, V )(Ut − Vt)] ≡ 0

Ev[ξ(x, t, U, V )(Vt − (U2 + 1)Ux − U) + ϕ(x, t, u, v)(Ut − Vt)] ≡ 0
(١١.٣)

نسبت (١١.٣) معادلات نمودن Έیتف از پس م�ͳباشند. دلخواه ͳتوابع V (x, t) و U(x, t) آن در که
م�ͳگردد: حاصل زیر معین بالا ͳخط PDE دستΎاه Ut, Vt, Ux, Ut به

(U2 + 1)ξx − ϕt − UξU − ξ = 0, ϕx − ξt − UξV = 0,

ϕV − ξU = 0, ϕU − (U2 + 1)ξV = 0.
(١٢.٣)



۵۶ ͳΎپایست قوانین ساخت مستقیم روش .٣

متناظر ͳموضع ضرایب مجموعه معرف فوق، PDE دستΎاه از (ξ(x, t, U, V ), ϕ(x, t, U, V )) جواب�های
م�ͳباشند. (٩.٣) ͳغیرخط تلΎراف دستΎاه صفر مرتبه از ͳغیربدیه ͳموضع� ͳΎپایست� قوانین ͳتمام با

م�ͳباشند. زیر فرم به ͳموضع� ضرایب از مجموعه پن; تعیین�کننده (١٢.٣) معادلات دستΎاه جواب�های

(ξ1, ϕ1) = (0, 1),

(ξ2, ϕ2) = (t, x− 1
2
t2),

(ξ3, ϕ3) = (1,−t),
(ξ4, ϕ4) = (ex+

1
2
U2+1, Uex+

1
2
U2+1),

(ξ5, ϕ5) = (ex+
1
2
U2−V ,−Uex+ 1

2
U2−V ).

(١٣.٣)

�شل به صفر مرتبه از ͳغیربدیه ͳموضع� ͳΎپایست� قانون Έی کننده تعیین (ξ, ϕ) مجموعه هر
م�ͳباشد. زیر مشخصه�ای فرم با Dtψ(x, t, u, v) +Dxϕ(x, t, u, v) = 0

Dtψ(x, t, U, V ) +Dxϕ(x, t, U, V ) ≡ ξ(x, t, U, V )R1[U ] + ϕ(x, t, U, V )R2[U ], (١۴.٣)

�م�ͳگردند: نتیجه زیر روابط ، (١۴.٣) رابطه از مشابه مشتق جملات دادن قرار مساوی از پس به�ویژه
ϕU = ξ ∂R

1

∂Ux
+ ϕ∂R

2

∂Ux
,

ϕV = ξ ∂R
1

∂Vx
+ ϕ∂R

2

∂Vx
= −ϕ,

ψU = EUψ = ϕ,

ψV = EV ϕ = ξ,

ψt + ϕx = −Uξ.

(١۵.٣)

مستقل ͳموضع� ͳΎپایست� قانون پن; ضرایب، از مجموعه هر ازای به (١۵.٣) معادلات از انتΎرال�گیری با
م�ͳگردد. نتیجه ، (٩.٣) ،(PDE) دستΎاه از زیر صفر مرتبه از ͳخط

Dtu+Dx[−v] = 0,

Dt[(x− 1
2
t2)u+ tv] +Dx[(

1
2
t2 − x)v − t(1

3
u3 + u)] = 0,

Dt[v − tu] +Dx[tv − (1
3
u3 + u)] = 0,

Dt[e
x+ 1

2
u2+v] +Dx[−uex+

1
2
u2+v] = 0,

Dt[e
x+ 1

2
u2−v] +Dx[−uex+

1
2
u2−v] = 0.

بΎیرید: نظر در را زیر ۴ KdV معادله دوم، مثال عنوان به .٣.۴.٣ مثال

∆[u] = ut + uux + uxxx = 0. (١۶.٣)

�شود، بیان ut = g[u] = −(uux + uxxx) حل�شده شل به مستقیما م�ͳتواند (١۶.٣) ،PDE چون�که
شل به (١۶.٣) ،PDE ͳموضع ͳΎپایست قوانین از حاصل ͳموضع ضرایب کلیت، دادن دست از بدون
ͳتقریب به�صورت x از uبه�صورتمشتقات ضرایب�ها هستند. l = 1, 2, . . . . ،Λ = Λ(t, x, U, . . . , ∂lxU)

ͳΎپایست قوانین فلوهای در t از U مشتقات همه ، (١۶.٣) ،PDE سیستم از درک این م�ͳشوند. فرض
ضرایب که این دادن نشان است آسان شود. بیان (١۶.٣) ،PDE از Dtψ[u] +Dxϕ[u] = 0 به�صورت
باشد. نداشته مشتقاتش و Ut به ͳΎوابست ϕ(t, x, U, . . . , ∂rxU) و ψ(t, x, U, . . . , ∂rxU) فلوهای برای

۴Korteweg-de Vries equation
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اگر م�ͳگویند (١۶.٣) ،PDE سیستم ͳموضع ͳΎپایست قانون ضرایب Έی Λ(t, x, U, . . . , ∂lxU) متعاقبا
اگر تنها و

EU(Λ(t, x, U, Ux, Uxx)(Ut + UUx + Uxxx)) ≡
−DtΛ− UDxΛ−D3

xΛ + (Ut + UUx + Uxxx)ΛU

−Dx

(
(Ut + UUx + Uxxx)Λ∂xU

)
+ · · ·+ (−1)lDl

x

(
(Ut + UUx + Uxxx)Λ∂lxU

)
≡ 0,

(١٧.٣)

است: زیر به�صورت اویلر عملΎر است. برقرار U(x, t) دلخواه تواب΄ برای که

EU =
∂

∂U
− (Dt

∂

∂Ut
+Dx

∂

∂Ux
) +D2

x

∂

∂Uxx
+ . . . ,

است: زیر شل به (١٧.٣) ͳخط مشخصه معادلات دارد. ادامه مشتق این max(3, l) تا
α1[U ] + α2[U ]Ut + α3[U ]∂xUt + · · ·+ αl+2[U ]∂

l
xUt ≡ 0, (١٨.٣)

معادله در و هستند دلخواه ͳتوابع U(x, t) هر که چون دارد. ͳΎبست U مشتقات و x, t, u به αi[U ] هر که
،αi[U ] = 0 آن�گاه و م�ͳکنند عمل مستقل متغیرهای همچون Ut, ∂xUt, . . . , ∂lxUt هر (١٨.٣)

دارد. وجود U کردن محدود با مشخصه معادلات l+2 این از تجزیه�ای تقریبا بنابراین . i = 1, . . . , l+2

است: زیر شل به (١٨.٣) ، (١٧.٣) معادلات شل سپس . Λ = Λ(x, t, U) که م�ͳکنیم فرض حال
(Λt + UΛx + Λxxx) + 3ΛxxxUx + 3ΛxUUU

2
x + ΛUUUU

3
x

+3ΛxUUxx + 3ΛUUUxUxx ≡ 0.
(١٩.٣)

به�صورت (١٩.٣) معادله بنابراین است. Ux, Uxx متغیرهای حسب بر چندجمله�ای Έی (١٩.٣) معادله
هستند.) دیفرانسیل نتیجه معادله (سه م�ͳشود. تجزیه زیر معادله سه

Λt + UΛx + Λxxx = 0, ΛxU = 0, ΛUU = 0,

م�ͳدهد. نتیجه را زیر ͳموضع ͳΎپایست قانون ضرایب سه حاصل جواب که
Λ1 = 1, Λ2 = U, Λ3 = tU − x. (٢٠.٣)

هستند: زیر عبارات دیورژانس نتیجه به�ترتیب ضرایب سه این کنیم Έچ که است آسان
Ut + UUx + Uxxx ≡ DtU +DX(

1
2
U2 + Uxx),

U(Ut + UUx + Uxxx) ≡ Dt(
1
2
U2) +Dx(

1
3
U3 + UUxx − 1

2
U2
x),

(tU − x)(Ut + UUx + Uxxx) ≡ Dt(
1
2
tU2 − xU)

+Dx(−1
2
xU2 + tUUxx − 1

2
tU2

x − xUxx + Ux),

ͳموضع ͳΎپایست قوانین آوردن به�دست متعاقبا و
Dtu+Dx(

1
2
u2 + uxx) = 0,

Dt(
1
2
u2 − xu) +Dx(

1
3
U3 + uuxx − 1

2
u2x) = 0,

Dt(
1
2
tu2 − xu) +Dx(−1

2
xu2 + tuuxx − 1

2
tu2x − xuxx + ux) = 0,

شل به ضرایب (١۶.٣) ،PDE که ، (١٧.٣) ،(١٨.٣) معادلات از است. (١۶.٣) معادله
ضرایب Έی تنها که داد نشان م�ͳتوان این، بر علاوه ندارد. Ux ͳاضاف متغیر Έی با Λ = Λ(t, x, U, Ux)

است: زیر شل به که دارد وجود Λ = Λ(t, x, U, Ux, Uxx) شل به ͳاضاف ͳموضع
Λ4 = Uxx +

1

2
U2. (٢١.٣)



۵٨ ͳΎپایست قوانین ساخت مستقیم روش .٣

عملΎر ͳبازگشت عبارت�های در که داد نشان م�ͳتوان بنابراین،

∆∗[U ] = D2
x +

1

3
U +

1

3
D−1
x ◦ U ◦Dx, (٢٢.٣)

شل به که دارد ͳنامتناه ͳموضع ͳΎپایست قانون ضریب Έی (١۶.٣) معادله که

Λ2n = (∆∗[U ])nU, n = 1, 2, . . . , (٢٣.٣)

گرفت. قرار دید معرض در بالا در نتیجه این در ضرایب دو اولین با

بΎیرید: نظر در را زیر معادله فیشر۵). (معادله ۴.۴.٣ مثال

∆FK(u) := ut − u(1− u)− uxt = 0, (٢۴.٣)

است. شده تشیل وابسته متغیر Έی و مستقل متغیر دو از معادله این است. (x, t) از هموار ͳتوابع u که
بیان Λ(x, t, u, ux, ut) شل به (٢۴.٣) ،PDE ͳموضع ͳΎپایست قوانین از حاصل ͳموضع ضرایب

م�ͳشود: بیان زیر به�صورت (٢۴.٣) معادله برای اویلر عملΎر م�ͳشود.

EU =
∂

∂U
−Dx

∂

∂Ux
−Dt

∂

∂Ut
+Dx

(
Dx(

∂

∂Uxx
)

)
+Dx

(
Dt(

∂

∂Uxt
)

)
+Dt

(
Dt(

∂

∂Utt
)

)
− · · · ,

م�ͳشود: بیان زیر به�صورت نیز Dx, Dt کامل مشتقات همچنین و

Dx =
∂

∂x
+ Ux

∂

∂U
+ Uxx

∂

∂Ux
+ Uxt

∂

∂Ut
+ Uxxx

∂

∂Uxx
+ Uxxt

∂

∂Uxt
+ Uxtt

∂

∂Utt
+ · · · ,

Dt =
∂

∂t
+ Ut

∂

∂U
+ Utt

∂

∂Ut
+ Uxt

∂

∂Ut
+ Uttt

∂

∂Utt
+ Uxxt

∂

∂Uxt
+ Uxtt

∂

∂Utt
+ · · · ,

و اگر م�ͳگویند (٢۴.٣) ،PDE سیستم ͳموضع ͳΎپایست قانون ضرایب Έی Λ(x, t, U, Ux, Ut) به حال
اگر تنها

EU (Λ(x, t, U, Ut, Ux) (Ut − U(1− U)− Uxt)) ≡ 0, (٢۵.٣)

داریم: (٢۵.٣) معادله کردن باز با باشد. برقرار U(x, t) دلخواه تواب΄ برای

EU (ΛUt − UΛ + U2Λ− ΛUxt) ≡
ΛUUt − UΛU + U2ΛU − ΛUUxt − Λ + 2UΛ

−Dx (ΛUxUt − UΛUx + U2ΛUx − ΛUxUxt)

−Dt (ΛUtUt + Λ− UΛUt + U2ΛUt − ΛUtUxt)

−DxDt(Λ) ≡ ΛUUt − UΛU + U2ΛU − ΛUUxt − Λ + · · ·
−Λt + Λt,UtU − Λt,UtU

2 + Λt,UtUxt + ΛUtUt − · · ·
−ΛUt,UtU

2Utt + ΛUt,UtUxtUtt + ΛUtUxtt − Λxt − · · ·
− · · · − ΛUt,UtUttUxt − ΛUUxt − ΛUxUxxt − ΛUtUxtt ≡ 0,

(٢۶.٣)

۵ Fisher equation



۵٩ مستقیم روش الΎوریتم .۴.٣

به بنابراین م�ͳدهیم. قرار برابر هم با را متشابه چندجمله�ای ضرایب (٢۶.٣) معادله کردن ساده از پس
م�ͳرسیم: زیر معادلات

Λ− Λt − Λxt = 0, −2ΛUt + ΛU,Ut = 0, ΛUx,Ut = 0,

−Λx,Ux − Λt,Ut + ΛUt = 0, −2ΛUt − ΛUt,x = 0, −ΛUx,Ux = 0,

−ΛU + 2Λ + Λx,Ux + Λt,Ut = 0, ΛUx − Λt,U = 0, ΛU,Ux = 0,

ΛU − Λx,Ux − Λt,Ut = 0, −2Λu − 2ΛUx = 0, ΛUt,Ut = 0,

م�ͳدهد. نتیجه را زیر ͳموضع ͳΎپایست قانون ضرایب سه حاصل جواب که

Λ1 = 1, Λ2 = Ut, Λ3 = tUt + x2 − t2. (٢٧.٣)

م�ͳدهد. نتیجه را زیر به�صورت ͳموضع ͳΎپایست قانون Έی ضرایب هر که
DxΦ

1(x, t, U, Ux, Ut) +DtΨ
1(x, t, U, Ut, Ux)

≡ (Ut − U(1− U)− Uxt),
DxΦ

2(x, t, U, Ux, Ut) +DtΨ
2(x, t, U, Ut, Ux)

≡ (Ut)(Ut − U(1− U)− Uxt),
DxΦ

3(x, t, U, Ux, Ut) +DtΨ
3(x, t, U, Ut, Ux)

≡ (tUt + x2 − t2)(Ut − U(1− U)− Uxt),

(٢٨.٣)

م�ͳآید. بدست زیر به�صورت ͳخط مستقل ͳموضع ͳΎپایست قانون دو مستقیما که

Φ = −xtuut − exp(x2 + t2 + u2) + x2uut +
1
2
(x2 + u2), (٢٩.٣)

Ψ = x3tu2ut + u− ux. (٣٠.٣)

م�ͳشود: تعریف زیر به�صورت ۶ BI معادله بورن-اینفلد). (معادله ۵.۴.٣ مثال
∆ := (1− u2t )uxx + 2uxutuxt − (1 + u2x)utt = 0, (٣١.٣)

متغیر دو از معادله این است. (x, t) از هموار ͳتوابع u که که است دوم مرتبه از PDE دستΎاه Έی که
،PDE ͳموضع ͳΎپایست قوانین از حاصل ͳموضع ضرایب است. شده تشیل وابسته متغیر Έی و مستقل

شل به (٣١.٣)
Λ(x, t, u, ux, ut),

م�ͳشود: بیان زیر به�صورت (٣١.٣) معادله برای اویلر عملΎر م�ͳشود. بیان

EU =
∂

∂U
−Dx

∂

∂Ux
−Dt

∂

∂Ut
+Dx

(
Dx(

∂

∂Uxx
)

)
+Dx

(
Dt(

∂

∂Uxt
)

)
+Dt

(
Dt(

∂

∂Utt
)

)
− · · · ,

م�ͳشود: بیان زیر به�صورت نیز Dx, Dt کامل مشتقات همچنین و

Dx =
∂

∂x
+ Ux

∂

∂U
+ Uxx

∂

∂Ux
+ Uxt

∂

∂Ut
+ Uxxx

∂

∂Uxx
+ Uxxt

∂

∂Uxt
+ Uxtt

∂

∂Utt
+ · · · ,

Dt =
∂

∂t
+ Ut

∂

∂U
+ Utt

∂

∂Ut
+ Uxt

∂

∂Ut
+ Uttt

∂

∂Utt
+ Uxxt

∂

∂Uxt
+ Uxtt

∂

∂Utt
+ · · · ,

۶Born-Infeld
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و اگر م�ͳگویند (٣١.٣) ،PDE سیستم ͳموضع ͳΎپایست قانون ضرایب Έی Λ(x, t, U, Ux, Ut) به حال
اگر تنها

EU
(
Λ(x, t, U, Ut, Ux)

(
(1− u2t )uxx + 2uxutuxt − (1 + u2x)utt

))
≡ 0, (٣٢.٣)

داریم: (٣٢.٣) معادله کردن باز با باشد. برقرار U(x, t) دلخواه تواب΄ برای
4ΛtUt + 4ΛUU

2
t + 4ΛxU − x+ · · ·+ 2ΛxUx − 2ΛtUt = 0,

2ΛUxUx + 4ΛUxUtU
2
xU

2
t + 12ΛUtUxU

2
t + · · ·+ 2ΛUtUtUxU

3
t + 2ΛUxUxU

3
xUt = 0,

ΛtUtU
2
x + ΛtUtU

4
x − ΛUUxU

3
x + · · · − ΛUUtU

4
xUt + ΛUUtU

2
xUt = 0,

−2ΛUxUtU
3
xUt − ΛUtUtU

2
xU

2
t − 6ΛUxU

3
x − · · · − ΛUxUxU

2
x − ΛUxUxU

4
x = 0,

ΛUxUx − ΛUtUt − ΛUxUxU
2
t + · · · − 6ΛUxUxU

2
t − ΛUxUxU

2
xU

2
t = 0,

ΛUtUt − ΛUxUx − ΛUtUtU
2
t + · · · − ΛUxUx − 2ΛUxUxUxUt = 0,

(٣٣.٣)
م�ͳدهد: نتیجه را زیر ͳΎپایست قانون ضریب دو (٣٣.٣) جواب که

Λ1 =
Ux

(1 + U2
x)

2
, Λ2 =

U2
x − 1

(1 + U2
x)

2
. (٣۴.٣)

به�صورت ͳموضع ͳΎپایست قانون Έی ضرایب هر که
م�ͳدهد. نتیجه را DxΦ(x, t, U, Ux, Ut) +DtΨ(x, t, U, Ut, Ux) = 0

DxΦ
1(x, t, U, Ux, Ut) +DtΨ

1(x, t, U, Ut, Ux)

≡ Λ1(x, t, U, Ut, Ux) ((1− u2t )uxx + 2uxutuxt − (1 + u2x)utt) ,

DxΦ
2(x, t, U, Ux, Ut) +DtΨ

2(x, t, U, Ut, Ux)

≡ Λ2(x, t, U, Ut, Ux) ((1− u2t )uxx + 2uxutuxt − (1 + u2x)utt) .

(٣۵.٣)

ضرایب از مجموعه�ای هر برای ، (٣۵.٣) عبارت مشابه مشتقات دادن قرار تساوی از بعد خاص، حالت در
: م�ͳرسیم زیر روابط به ͳموضع

Φ1
Ux

=
Ux − UxU2

t

(1 + U2
x)

2
,

Φ1
Ux

+Ψ1
Ux

=
2U2

xUt
(1 + U2

x)
2
,

...

Φ1
Ux

=
U2
x − U2

XU
2
t + U2

t − 1

(1 + U2
x)

2
,

Φ2
x + Φ2

UUx +Ψ1
t +Ψ1

UUt = 0,

(٣۶.٣)

م�ͳاید. به�دست زیر به�صورت ͳخط مستقل ͳموضع ͳΎپایست قانون چهار (٣۶.٣) روابط از انتΎرال�گیری با

Φ1 =
1

2

u2t − 1

1 + u2x
+ xtuut +

1

2
xu2,

Ψ1 = − uxut
1 + u2x

− 1

2
tu2 − 1

2
xt2uux,

Φ2 =
ux(u

2
t − 1)

1 + u2x
+ xtuut +

1

2
xu2,

Ψ2 =
ut(1− u2x)
1 + u2x

− 1

2
tu2 − 1

2
xt2uux.

(٣٧.٣)



فصل۴

ͳΎپایست قوانین و تقارن�ها بین ارتباط

مقدمه ١.۴

(تبدیل معوس�پذیر ͳتبدیل تحت ∆(x, u(n)) ،PDE دستΎاه اگر که داد خواهیم نشان بخش این در
∆(x, u(n)) از ͳΎپایست قانون هر آن�گاه شود نΎاشته Γ(x, u(n)) ،PDE دستΎاه به برخوردی) یا نقطه�ای
دستΎاه از ͳتقارن معوس�پذیر، تبدیل که ͳوقت شد. خواهد نΎاشته Γ(x, u(n)) ͳΎپایست قانون Έی به

.[٩] بود خواهد ∆(x, u(n)) ͳΎپایست قانون متناظر، ͳΎپایست قانون آن�گاه باشد ∆(x, u(n))

ͳΎپایست قوانین و تقارن�ها بین ارتباط ٢.۴

دهید قرار بΎیرید، نظر در را (١.٣) ͳجزی مشتقات با دیفرانسیل معادلات دستΎاه

∆ν [U ] = ∆ν(x, U
(n)) = 0, ν = 1, . . . , l, (١.۴)

م�ͳباشد. (١.۴) جوابدستΎاه U(x)به�عنوان = u(x) با دلخواه U(x)تاب΄ = (U1(x), . . . , U q(x)) که
بΎیرید: نظر در را زیر نقطه�ای تبدیل

xi = xi(z,W ), i = 1, . . . , p,

Uα = Uα(z,W ), α = 1, . . . , q,
(٢.۴)

تحت .W (z) = (W 1(z), . . . ,W q(z)) و z = (z1, . . . , zq) ، U(x) = (U1(x), . . . , U q(x)) که
تاب΄ به ∆ν [U ] تاب΄ هر آن، یافته امتداد و (٢.۴) نقطه�ای تبدیل

Γν(x,W
(n)) = Γν [W ]. (٣.۴)

خاص حالت در م�ͳشود. نΎاشته

Γν [W ] = ∆ν [U ], (۴.۴)

شوند. بیان (٣.۴) در z,W, , . . . , ∂kW مولفه�های اساس بر x, U, , . . . , ∂kU مولفه�های که ͳوقت
دستΎاه جواب W (z) = w(z) آن�گاه باشد، (١.۴) ،PDE دستΎاه جواب به�عنوان U(x) = u(x) اگر

۶١
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م�ͳشود: تعریف زیر به�صورت که است Γ(z, w) ،PDE

Γν(z, w
(n)) = Γν [w], ν = 1, . . . , l, (۵.۴)

. w = (w1, . . . , wq) وابسته متغیر q و z = (z1, . . . , zp) مستقل متغیر p با

تبدیل تحت باشد. (١.۴) ،PDE دستΎاه ͳΎپایست قانون DiΦ
i[U ] = 0 که کنید فرض .١.٢.۴ قضیه

فرمول که به�طوری دارند وجود {Ψi[W ]}pi=1 تواب΄ ،(٢.۴) نقطه�ای

J [W ]DiΦ
i[U ] = D̃iΨ

i[W ], (۶.۴)

از ستون i-امین جایΎذاری از که ͳدترمینان جملات اساس بر واض به�طور Ψi[W ] که ͳوقت است، برقرار
ژاکوبین دترمینان

J [W ] =
D(x1, . . . , xp)

D(z1, . . . , zq)
, (٧.۴)

ستون با
Φ1[U ]
...

Φp[U ]

 ,

از هستند عبارت که م�ͳآیند به�دست

Ψ1[u] = det


Φ1[ũ] D2x̃1 · · · Dpx̃1

Φ2[ũ] D2x̃2 · · · Dpx̃2

... ... · · · ...
Φp[ũ] D2x̃p · · · Dpx̃p


...

Ψn[u] = det


D1x̃1 · · · Dp−1x̃1 Φ1[ũ]

D1x̃2 · · · Dp−1x̃2 Φ2[ũ]
... ... · · · ...

Dpx̃1 · · · Dp−1x̃p Φp[ũ]

.
(٨.۴)

م�ͳباشد. کامل مشتق عملΎر Di

.[٩] برهان.

باشد. (١.۴) ،PDE دستΎاه از ͳتقارن (٢.۴) نقطه�ای تبدیل که م�ͳگیریم نظر در را ͳحالت اکنون
شد. خواهد زیر به�صورت (۴.۴) رابطه که به�طوری دارند وجود Aντ [W ] مانند ͳتوابع بنابراین،

∆ν [U ] = Γν [W ] = Aντ [W ]∆τ [U ]. (٩.۴)

(١.۴) ،PDE دستΎاه از ͳتقارن (x, u) 7−→ (x̃(x, u), ũ(x, u)) نقطه�ای تبدیل اگر .٢.٢.۴ نتیجه
از DiΨ

i[u] = 0 ͳΎپایست قانون ،∆(x, u(n)) دستΎاه از DiΦ
i[u] = 0 ͳΎپایست قانون آن�گاه باشد،

م�ͳدهد. نتیجه را (٨.۴) شارهای با ∆(x, u(n)) دستΎاه
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است، برقرار U(x) دلخواه تاب΄ هر برای Sν [U ] = Λντ [U ]R
τ [U ] که م�ͳشود نتیجه (٩.۴) از برهان.

به بنا نتیجه در است. برقرار ∆(x, u(n)) دستΎاه از U(x) = u(x) جواب هر برای Sν [u] = 0 بنابراین
از بعد م�ͳشوند بیان (٨.۴) فرمول توسط که Ψi شارهای با DiΨ

i[u] = 0 ͳΎپایست قانون ١.٢.۴ قضیه
م�ͳآید. به�دست uαi Wαبا

i و uα(z) Wα(z)با ،xi با zi آن�گاه و ũα با uα ،x̃i با xi جایΎذاری

DiΦ
i[u] = 0 ͳΎپایست قانون ,x)∆روی u(n)) دستΎاه ͳتقارن تبدیل عمل که م�ͳدهد نشان فوق نتیجه

حال م�ͳدهد. نتیجه ,x)∆را u(n)) دستΎاه DiΨاز
i[u] = 0 جدید ͳΎپایست ,x)∆قانون u(n)) دستΎاه از

ضرایب از که ترتیب این به م�ͳکنیم. ͳبازنویس ͳΎپایست قوانین ͳتابع ضرایب برای را فوق نتیجه و قضیه
بسازیم. جدید ͳتابع ضرایب موجود، ͳتابع

Λν [U ]
l
ν=1 اگر باشد. (١.۴) ،PDE دستΎاه از ͳتقارن ،(٢.۴) نقطه�ای تبدیل کنید فرض .٣.٢.۴ قضیه

آن�گاه باشد، Φi[u] شارهای با ∆(x, u(n)) دستΎاه ͳΎپایست قانون ͳتابع ضرایب از مجموعه�ای
Λ̃τ [W ]∆τ [W ] = D̃iΨ

i[W ], (١٠.۴)

که
Λ̃τ [W ] = J [W ]Aντ [W ]Λν [U(z,W )], τ = 1, . . . , l. (١١.۴)

(٨.۴) رابطه Ψi[Wتوسط ] ،(١٠.۴) در م�ͳشود. بیان (٢.۴) تبدیل توسط آن مشتق�های و U(z,W )

م�ͳشوند. بیان (٩.۴) و (٧.۴) روابط توسط به�ترتیب Aντ [W ] و J [W ] دترمینان ژاکوبین ،(١١.۴) در و

دلخواه تواب΄ برای (٧.۴) معادله بنابراین است، ∆(x, u(n)) دستΎاه تقارن (٢.۴) تبدیل چون برهان.
شارهای ,x)∆با u(n)) دستΎاه ͳΎپایست قانون ͳتابع ضرایب مجموعه Λν [U ]lν=1 چون است. Wبرقرار (z)

است. برقرار U(x) دلخواه تاب΄ هر برای زیر رابطه بنابراین است، Φi[u]

Λν [U ]∆
ν [U ] ≡ DiΦ

i[U ], (١٢.۴)

م�ͳشود: نتیجه زیر رابطه (١٢.۴) در (٩.۴) جایΎذاری از
DiΦ

i[U ] = Λν [U ]∆
ν [U ] = Λν [U ]A

ν
τ [W ]∆τ [W ], (١٣.۴)

داریم: (۶.۴) رابطه از استفاده و J [W ] در (١٣.۴) رابطه ضرب از بعد
J [W ](DiΦ

i[U ]) = J [W ]Λν [U ]∆
ν [U ] = J [W ]Λν [U ]A

ν
τ [W ]∆τ [W ] = D̃iΨ

i[W ],

(١۴.۴)
بنابراین

Λ̃τ [W ]∆τ [W ] = D̃iΨ
i[W ], (١۵.۴)

م�ͳشود. بیان (١١.۴) رابطه توسط Λ̃τ که

م�ͳآید. به�دست زیر نتیجه Uα
i Wαبا

i و uα(z) Wα(z)با ،xi با zi جایΎذاری از بعد

، PDE دستΎاه ͳΎپایست قانون برای ͳتابع ضرایب از مجموعه�ای Λν [U ]lν=1 اگر .۴.٢.۴ نتیجه
Λ̃ν [U ]

l
ν=1 آن�گاه باشد، ناوردا (x, u) 7−→ (x̃, ũ) تبدیل تحت ∆(x, u(n)) دستΎاه و باشد ∆(x, u(n))

.Λ̃[U ] = J [Ũ ]Aατ [Ũ ]Λα[U ] و م�ͳباشد ∆(x, u(n)) دستΎاه ͳΎپایست قانون برای جدید ͳتابع ضرایب
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قوانین از جدید ͳΎپایست قوانین یافتن برای که م�ͳشود نتیجه چنین فوق نتای; و قضایا از خلاصه به�طور
استفاده ͳتابع ضرایب روی دستΎاه تقارن�های اثر از دستΎاه بر نقطه�ای تبدیلات اثر به�جای ͳقبل ͳΎپایست
نتیجه را جدید ͳΎپایست قانون Έی کدام هر که م�ͳشود جدید ͳتابع ضرایب ایجاد باعث فرآیند این م�ͳشود.

م�ͳدهد.

برداری میدان�های باید اول بورن-اینفلد، معادله جدید ͳΎپایست قوانین آوردن به�دست برای .۵.٢.۴ مثال
است: زیر به�صورت بورن-اینفلد١ معادله که م�ͳدانیم م�ͳآوریم. به�دست را گروه عمل با متناظر

∆BI(u) := (1− u2t )uxx + 2uxutuxt − (1 + u2x)utt = 0, (١۶.۴)

(x, t, u) نقطه�ای تبدیلات از یΈ-پارامتری ͳل گروه م�ͳگیریم نظر در است. (x, u) از هموار ͳتابع u که
شده�اند: داده زیر به�صورت که

x̃ = x+ εξ1(x, t, u) +O(ε2), t̃ = t+ εξ2(x, t, u) +O(ε2),
ũ = u+ εϕ(x, t, u) +O(ε2),

(١٧.۴)

است. ناوردا (١۶.۴) معادله جواب�های مجموعه روی (١٧.۴) تبدیلات بنابراین است. گروه پارامتر ε که
م�ͳشود: داده نمایش زیر به�صورت (١۶.۴) معادله با متناظر برداری میدان

v = ξ1(x, t, u)
∂

∂x
+ ξ2(x, t, u)

∂

∂t
+ ϕ(x, t, u)

∂

∂u
, (١٨.۴)

است: زیر به�صورت آن دوم مرتبه امتداد که

v2 = v + ϕx
∂

∂ux
+ ϕt

∂

∂ut
+ ϕxx

∂

∂uxx
+ ϕxt

∂

∂uxt
+ ϕtt

∂

∂utt
, (١٩.۴)

م�ͳشود: محاسبه زیر به�صورت ضرایبش که
ϕx = Dx(ϕ− ξ1ux − ξ2ut) + ξ1uxx + ξ2uxt,

ϕt = Dt(ϕ− ξ1ux − ξ2ut) + ξ1utx + ξ2utt,

ϕxx = D2
x(ϕ− ξ1ux − ξ2ut) + ξ1uxxx + ξ2uxtx,

ϕxt = DxDt(ϕ− ξ1ux − ξ2ut) + ξ1uxxt + ξ2uxtt,

ϕtt = D2
t (ϕ− ξ1ux − ξ2ut) + ξ1uxtt + ξ2uttt,

(٢٠.۴)

م�ͳدهیم: نمایش زیر به�صورت که هستند کامل مشتق عملΎرهای Dt و Dx که

Dx =
∂

∂x
+ ux

∂

∂u
+ uxx

∂

∂ux
+ uxt

∂

∂ut
+ · · · ,

Dt =
∂

∂t
+ ut

∂

∂u
+ utt

∂

∂ut
+ uxt

∂

∂ux
+ · · · .

(٢١.۴)

م�ͳرسیم: زیر معادله به (١۶.۴) معادله روی v برداری میدان دوم امتداد دادن اثر با
ϕx(2utuxt − 2uxutt) + ϕt(2utuxx + 2uxuxt) + ϕxx(1− u2t )
+ϕxt(2uxut) + ϕtt(−1− u2x) = 0,

(٢٢.۴)

ضرایب �دادن قرار مساوی و معادله �کردن ساده و (٢٢.۴) معادله در ϕx, ϕt, · · · ضرایب جایΎذاری با
م�ͳرسیم: زیر دستΎاه�های به u, ux, ut, · · · ت�Έجمله�ای�های

ξ2xx = 0, ξ2xu = 0, ξ2tt = 0, ξ2uu = 0, ξ1x = ξ2t ,

ξ1t = ξ2x, ξ1u = −ϕx, ξ2t = ϕu, ξ2u = ϕt, ξ2tu = −ϕxx.
(٢٣.۴)

١Born-Infeld
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م�ͳآیند: به�دست زیر به�صورت v برداری میدان ضرایب ،(٢٣.۴) معادلات دستΎاه حل با
ξ1 = c1 + c4t− c5u+ c7x,

ξ2 = c2 + c4x+ c6u+ c7t,

ϕ = c3 + c5x+ c6t+ c7t,

(٢۴.۴)

برداری میدان�های توسط (١۶.۴) معادله G ͳجبرل بنابراین هستند. ͳدلخواه ثابت�های c1, c2, · · · , c7 که
م�ͳشوند: تولید زیر

v1 = ∂x, v2 = ∂t, v3 = ∂u,

v4 = t∂x + x∂t, v5 = −u∂x + x∂u, v6 = u∂t + t∂u,

v7 = x∂x + t∂t + u∂u,

(٢۵.۴)

و است u و x روی دوران v5 برداری میدان همچنین هستند، u و t ، x روی انتقال که v3 و v2 ، v1 که
که است، آمده زیر جدول در برداری میدان�های این بین رابطه است. t و x روی تجانس v7 برداری میدان

م�ͳدهیم. نمایش [vi,vj] با را j ستون و iردیف در درایه�ی

[, ] v1 v2 v3 v4 v5 v6 v7

v1 0 0 0 v3 v3 0 v1

v2 0 0 0 v1 0 v3 v2

v3 0 0 0 0 −v1 v2 v3

v4 −v2 −v1 0 0 v6 v5 0

v5 −v3 0 v1 −v6 0 v4 0

v6 0 −v3 −v2 −v5 −v4 0 0

v7 −v1 −v2 −v3 0 0 0 0

جواب�های آن�گاه باشد (١۶.۴) معادله ثابت جواب یه u = c اگر مثال برای است. ͳحقیق عدد Έی ε که
مانند ͳنابدیه

u = cos ε+ (t sin ε+ x cos ε) sin ε,

u = cosh ε+ (t cosh ε− x sinh ε) sinh ε.

c1v1, . . . , c7v7به�صورت را برداری میدان�های ͳترکیبخط با ͳعموم تقارن گروه م�ͳتوانیم ما اینجا در دارند.
آن�گاه باشد ͳهمان عضو ͳΎهمسای در تقارن گروه از عضوی g اگر خاص حالت در همچنین آورد. به�دست

نوشت: زیر به�صورت م�ͳتوان را آن
g = exp(ε7v7) ◦ · · · ◦ exp(ε1v1).

به�دست زیر جدول در آن نتای; آوریم. به�دست را بورن-اینفلد معادله جدید ͳΎپایست قوانین م�ͳتوانیم حال
است. آمده
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vi(Φ
j),vj(Ψ

j) Φ1,Φ2 Ψ1,Ψ2

v1 tuut +
1
2
xu2 1

2
t2uux

v2 xuut
1
2
u2 + xuux

v3 xu+ xtut tu+ 1
2
xt2ux

v4 (x2 + t2)uut +
1
2
tu2 (1

2
t2 + x2)tuux

v5 (x2 − u2)tut − 1
2
u3 + x2u 1

2
(u2 − x2)t2ux

v6 (u2 + t2)xut + xt 1
2
(t3 + u2)xux + t2u+ 1

2
u3

v7 2xtuut +
3
2
xu2 + xuut

3
2
xtuut +

3
2
xu2 + xuut

است: زیر شل به جدید ͳخط مستقل ضرایب از مجموعه�ای بنابراین

Λ1 = (x2 + t2)uut +
1
2
tu2,

Λ2 =
(
1
2
t2 + x2

)
tuux,

Λ3 = (x2 − u2)tut − 1
2
u3 + x2u,

Λ4 =
1
2
(u2 − x2)t2ux,

Λ5 = (u2 + t2)xut + xt,

Λ6 =
1
2
(t3 + u2)xux + t2u+ 1

2
u3.

م�ͳشود: خلاصه فصل چهار این مباحث ͳتمام مثال، آخرین به�عنوان

فشرده الاستی�Έهای در کوتاه امواج انحرافات بیان برای است ͳمدل ٢ دسته-ویتهام معادله .۶.٢.۴ مثال
از: است عبارت که است آمده [٣٠] در

uxt = 2uuxx + u2x, (٢۶.۴)

م�ͳشود: بیان زیر به�صورت (٢۶.۴) معادله با متناظر v برداری میدان معادله، این تقارن�های یافتن برای
v = ξ(x, t, u)

∂

∂x
+ η(x, t, u)

∂

∂t
+ ϕ(x, t, u)

∂

∂u
, (٢٧.۴)

است: زیر به�صورت آن دوم مرتبه امتداد که

v2 = v + ϕx
∂

∂ux
+ ϕt

∂

∂ut
+ ϕxx

∂

∂uxx
+ ϕxt

∂

∂uxt
+ ϕtt

∂

∂utt
, (٢٨.۴)

م�ͳشود: بیان زیر به�صورت ϕx, . . . , ϕxt ضرایب که
ϕx = Dx(ϕ− ξux − ηut) + ξuxx + ηuxt,

ϕt = Dt(ϕ− ξux − ηut) + ξ1utx + ηutt,

ϕxx = D2
x(ϕ− ξux − ηut) + ξuxxx + ηuxtx,

ϕxt = DxDt(ϕ− ξux − ηut) + ξuxxt + ηuxtt,

ϕtt = D2
t (ϕ− ξux − ηut) + ξuxtt + ηuttt,

(٢٩.۴)

٢Whitham-type
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داریم: (٢۶.۴) معادله روی دوم مرتبه امتداد دادن تاثیر با هستند. کامل مشتق عملΎرهای Dt و Dx که
ϕxt − 2ϕuxx − 2uϕxx − 2uxϕ

x = 0, (٣٠.۴)

ضرایب دادن قرار مساوی و معادله کردن ساده و (٣٠.۴) معادله در ϕx, ϕt, · · · ضرایب جایΎذاری با
م�ͳرسیم: زیر دستΎاه�های به u, ux, ut, · · · ت�Έجمله�ای�های

ξt = −2φ+ 2uφu, ξu = 0, ξx = φu + ηt, ξtu = 0,

ηx = 0, ηu = 0, ηtt = −2φx, φuu = 0,

φtx = 0, φxu = 0, φxx = 0,

(٣١.۴)

م�ͳباشد. f(t) مشتق�پذیر تاب΄ و c1, . . . , c5 دلخواه و ثابت ضرایب با زیر جواب دارای فوق دستΎاه
ξ = (c1t+ c2 + c4)x− 2f(t) + c5,

η = 1
2
c1t

2 + c2t+ c3,

φ = −1
2
c1x+ c4u+ f ′(t),

(٣٢.۴)

از: است عبارت (٢۶.۴) معادله تقارن�های بنابراین
v1 = ∂x, v2 = ∂t,

v3 = x∂x + t∂t, v4 = x∂x + u∂u,

v5 = tx∂x +
t2

2
∂t − 1

2
x∂u, v6 = f ′(t)∂u − 2f(t)∂x,

(٣٣.۴)

بود: خواهد زیر به�صورت vi توسط شده تولید Gi یΈ-پارامتری گروه�های
G1 : (x, t, u) 7−→ (x+ ε, t, u),

G2 : (x, t, u) 7−→ (x, t+ ε, u),

G3 : (x, t, u) 7−→ (eεx, eεt, u),

G4 : (x, t, u) 7−→ (eεx, t, eεu),

G5 : (x, t, u) 7−→ (
4x

(tε− 2)2
,

2t

2− tε
,
xε+ tuε− 2u

tε− 2
),

G6 : (x, t, u) 7−→ (x− 2f(t)ε, t, f ′(t)ε+ u).

است: زیر فرم به (٢۶.۴) معادله نظیر ͳموضع ضرایب ،ͳΎپایست قوانین یافتن برای حال
Λ = ξ(x, t, u, ux, ut),

و اگر م�ͳگویند (٢۶.۴) ،PDE سیستم ͳموضع ͳΎپایست قانون ضرایب Έی Λ(x, t, U, Ux, Ut) به حال
اگر تنها

EU
(
ξ(x, t, U, Ut, Ux)

(
uxt − 2uuxx − u2x

))
≡ 0, (٣۴.۴)

معادلات از ͳخط دستΎاه Έی به (٣۴.۴) معادله کردن باز با باشد. برقرار U(x, t) دلخواه تواب΄ برای
از: عبارتند که م�ͳشوند تبدیل دیفرانسیل

ξxx = 0, ξu = 0,

ξu2t = 0, ξuxut = 0,

ξxut = 0, ξtx − 2ξtutu
2
x,

ξxux = ξtut , ξt2ut = −2ξtutux + 2ξx,

ξtux = −2ξuxux − 2utξut + 2ξ − u2xξu2x .
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م�ͳآیند: به�دست زیر ͳتابع ضرایب فوق دستΎاه حل با
ξ1 = ut,

ξ2 = xux + tut,

ξ3 = xtux +
1
2
t2ut +

1
2
x,

ξ4 =
1
2
(c+ 2ux) exp(ct),

ξ5 = (c− 2ux) exp
(
c(tux+1)

ux

)
.

(٣۵.۴)

با DtΨ
i +DxΦ

i = 0 فرم به ͳموضع ͳΎپایست قانون Έی i = 1, . . . , 4 ، Λi = ξi ضرایب از کدام هر
مشخصه

DtΨ
i +DxΦ

i ≡ ξi(uxt − 2uuxx − u2x) = 0, (٣۶.۴)

شد. خواهد اشاره آن�ها به ادامه در که م�ͳکنند تولید معادله جواب�های روی بر

:ξ1 = ut با متناظر ͳΎپایست قوانین •
Dt

(
1
4
uuxt − 2

3
u2uxx − 1

3
uu2x +

1
4
uxut

)
+Dx

(
−2

3
uuxut − 1

4
uutt +

1
4
u2t +

2
3
u2uxt

)
= 0.

:ξ2 = xux + tut با متناظر ͳΎپایست قوانین •
Dt

(
1
4
xuuxt − xuu2x − 2

3
tuuxut − 1

4
uut − 1

4
tuutt +

1
4
xutux

+1
4
tu2t +

2
3
u2ux +

2
3
tu2uxt

)
+Dt

(
1
4
tuuxt − 2

3
tu2uxx

−1
3
tuu2x − 1

4
uux − 1

4
xuuxx +

1
4
xu2x +

1
4
tuxut

)
= 0.

م�ͳشود. پیدا صورت همین به متناظر ͳΎپایست قوانین همچنین و

م�ͳشود: بیان زیر جدول در (٣۵.۴) ͳتابع ضرایب روی بر (٣٣.۴) برداری میدان�های اثر حال

viξi ξ1 ξ2 ξ3 ξ4 ξ5

v1 0 ux tux +
1
2

0 0

v2 0 ξ1 ξ2 cξ4 cξ5

v3 0 ξ2 x(tux +
1
2
) + tξ2 ctξ4 ctξ5

v4 0 xux x(tux +
1
2
) 0 0

v5 0 xtux +
t2

2
ut xt(tux +

1
2
) + t2

2
ξ2

ct2

2
ξ4

ct2

2
ξ5

v6 0 −2f(t)ux −2f(t)(tux + 1
2
) 0 0

بنابراین

ζ1 = ux, ζ2 = tux +
1

2
. (٣٧.۴)

i = 1, . . . , 5 ، ξi به نسبت و صادقند (۶.٣) ͳتابع ضرایب شرط در زیرا م�ͳباشند، جدید ͳتابع ضرایب
م�ͳباشند. ͳخط مستقل
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٢٩ ،Έکوچ ب�ͳنهایت ناورداهای

٢٧ ،ͳنمای نΎاشت

٨١



٨٢ نمایه

۵ هاسدورف،

۵ هموار،

٢٩ ،ͳتابع وابسته

٧ ژاکوبین،

١٢ ،ͳل کروشه

١۶ برداری، کلاف

١٠ ،ͳمماس کلاف

١۶ فراگیر، کن;

١۶ ،ͳموضع کن;

٢١ تبدیل، گروه

٢٠ ،ͳل گروه

٢٣ ، یΈ-پارامتری گروه



Aabstract

In this thesis, we study Lie symmetry method for partial differential equations to find
symmetry groups, invariant solutions, exact solutions and general solutions. Also, we show
how to make local conservation laws arises from a system of differential equations by using
direct method, This operation is based on finding of the first conservation laws multiples
that played major role in this thesis. At the end, the relations between conservation laws
and point symmetries of PDEs are given.

Keywords : Partial Differential Equation, Lie transformation groups, Lie symmetry,
Local conservation laws, Local multipliers
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