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චاری... ণپاس໋�
او پسندیده، ستایندگان و مکرم خلایق و مقرب ملائکه که سپاسی آن همه�ی وسعت به را، خدای سپاس

وجودی. هر بر پروردگارمان برتری چون شکر، برترین گفته�اند. شکر را
و دانش خوشه�چین همواره که زیره احمد دکتر آقای جناب ارجمندم، راهنمای استاد از بی�پایان سپاس

می�باشد. افتخارم مایه�ی و آرزو نهایت ایشان با همکاری تداوم و بوده�ام ایشان خرد
بهترین روزگاران، سردترین در که عزیزم مادر مهربانی، و مهر خداوندگار دستان بر می�زنم بوسه نهایت در

بود. پشتیبانم

ඟ໊ذا ঳ࢯ૱نণ۱۳۹۴࣓ما
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مقالات در بوده�اند، تاثیرگذار پایان�نامه اصلی نتایج آوردن به�دست در که افرادی تمام معنوی حقوق •
می�گردد. رعایت پایان�نامه از مستخرج

شده استفاده آنها) بافت�های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان�نامه، این انجام مراحل تمام در •
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چൊیده
دو�طرف-تک�ارز و تحلیلی توابع تیلور-مک�لورن سری |a٣| و |aضرایب|٢ از تخمین�هایی یافتن برای علاقه
نتوانسته�اند کنون تا آن�ها کنند. فعالیت زمینه این در بسیاری ریاضی�دانان شده��است باعث ،Σ رده�ی

کران�هاست. این بهبود آن�ها هدف ولی آورند، به�دست دقیقی تخمین�های
باز دیسک در دو��طرف-تک�ارز و تحلیلی توابع از Σ تابع رده�ی از جدید زیر��رده�ی چند پایان�نامه، این در
زیر�رده�ها این به متعلق توابع برای | a٣ | و | a٢ | ضرایب از تخمینی به�علاوه، می�کنیم. معرفی را واحد

کرد. خواهیم پیدا را
زیر�ترتیبی زیر�رده، رده، دو�طرف-تک�ارز، تک�ارز، تحلیلی، تابع کلیدی: کلمات



مطالب فهرست

١ مقدماتی مفاهیم و پیش�نیازها ١
١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تعاریف و نمادگذاری ١.١

٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . S رده�ی ٢.١

٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . S∗ رده�ی ٣.١

٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . K رده�ی ۴.١

١۵ دو�طرف-تک�ارز توابع از زیر��رده�هایی برای ضرایب کران ٢
١۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمات و تعاریف ١.٢

١٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . B(h, β, λ) و B(h, α, λ) رده�های ٢.٢

١٩ . . . . . . . . . . . . . B(h, α, λ) توابع رده�ی برای ضرایب کران ١.٢.٢

٢۴ . . . . . . . . . . . . . B(h, β, λ) توابع رده�ی برای ضرایب کران ٢.٢.٢

٢٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . Σ١(e
ıηcosη, γ, β) و Σ(τ, γ, φ) رده�های ٣.٢

٢٧ . . . . . . . . . . . . . Σ(τ, γ, φ) توابع رده�ی برای ضرایب کران ١.٣.٢

٣١ . . . . . . . . . Σ١(e
iη cos η, γ, β) توابع رده�ی برای ضرایب کران ٢.٣.٢

٣۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . HΣ(n, β, λ) و BΣ(n, α, λ) رده�های ۴.٢

٣۴ . . . . . . . . . . . . BΣ(n, α, λ) توابع رده�ی برای ضرایب کران ١.۴.٢

٣٨ . . . . . . . . . . . . HΣ(n, β, λ) توابع رده�ی برای ضرایب کران ٢.۴.٢

۴٣ هوهلوف عملگر به وابسته دو�طرف-تک�ارز توابع از زیر�رده�هایی برای ضرایب کران ٣
۴٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمات و تعاریف ١.٣

۴۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Sa,b;c
Σ (γ, λ, ϕ) رده�ی ٢.٣

۴۴ . . . . . . . . . . . Sa,b;c
Σ (γ, λ, ϕ) توابع رده�ی برای ضرایب کران ١.٢.٣

۵١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نتیجه�گیری ٢.٢.٣

۵٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Ma,b;c
Σ (β, λ) و Sa,b;c

Σ (α, λ) رده�های ٣.٣

۵٣ . . . . . . . . . . . . . Sa,b;c
Σ (α, λ) توابع رده�ی برای ضرایب کران ١.٣.٣

چ



ح مطالب فهرست

۵٨ . . . . . . . . . . . . Ma,b;c
Σ (β, λ) توابع رده�ی برای ضرایب کران ٢.٣.٣

۶۵ ضرایب∗ کران بهبود ۴
۶۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . BΣ(φ, τ, λ) رده�ی ١.۴
۶۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . BΣ(φ, τ, λ) توابع رده�ی برای ضرایب کران ٢.۴
٧٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نتیجه�گیری ٣.۴

٧٣ مراجع

٧٧ انگلیسی به فارسی واژه�نامه

٧٩ فارسی به انگلیسی واژه�نامه



١ فصل

مقدماتی مفاهیم و پیش�نیازها

می�باشد. بعد فصول در نیاز مورد اولیه�ی مفاهیم و تعاریف شامل فصل این
می�دهیم. نمایش C با را مختلط اعداد مجموعه�ی

تعاریف و نمادگذاری ١.١

به�صورت r شعاع و ζ مرکز به باز دیسک این�صورت در ،r > ٠ و ζ ∈ C کنید فرض
U(ζ, r) = {z ∈ C; | z − ζ |< r},

می�شود. گرفته نظر در باز یکه�ی دیسک عنوان به U = U(٠,١) هم�چنین می�شود، تعریف

می�دهیم. نشان D با معمولا را میدان می�نامیم. میدان را C در باز و همبند مجموعه�ی هر .١.١ تعریف

z٠ همسایگی یک در هرگاه گوییم تحلیلی z٠ ∈ C نقطه�ی در را f : D −→ C تابع .٢.١ تعریف
باشد. مشتق�پذیر

باشد، تک�ارز تابع f اگر بنابراین می�نامیم. تک�ارز را باشد یک�به�یک که تحلیلی تابع .٣.١ تعریف
نظر از و دارد صفر مخالف مشتق تک�ارز، تابع تحلیلی نظر از .z١ = z٢ می�دهد نتیجه f(z١) = f(z٢)

می�نگارد. ساده خم�های بر را ساده خم�های تک�ارز، تابع هندسی

اثبات برای دیگر خواص و خواص این ترکیب چگونگی جهت در فراوانی تحقیقات و مطالعات
توابعی رده�ی ١ سیلورمن ابتدا در گرفته�است. انجام باشند، داشته تحلیلی یا هندسی سرشت که قضایایی
این زیررده�های از کاملی شرح با و نامید S رده�ی را می�باشند تک�ارز و تحلیلی باز، یکه�ی دیسک در که

پرداخت. مربوط قضایای بررسی به رده

١H.Silverman



٢ مقدماتی مفاهیم و پیش�نیازها .١

�

باشد. تحلیلی نقطه�اش هر در اگر گوییم تحلیلی میدان یک رادر f : D −→ C تابع .۴.١ تعریف

مشتقات D سراسر در اگر گوییم همساز D در را u(x, y) مقدار حقیقی دو�متغیره�ی تابع .۵.١ تعریف
صدق زیر جزئی مشتقات با معادله�ی در و باشند پیوسته y و x به نسبت آن دوم و اول مرتبه�ی جزئی

کنند
∂٢u

∂x٢
+

∂٢y

∂y٢
= ٠.

نمود. مشاهده [٣١] در توان می را ١.١ قضیه�ی اثبات

در باشد، همساز U(z٠, r) دیسک شامل ساده�ای همبند دامنه�ی در u(z) تابع کنید فرض .١.١ قضیه
این�صورت

u(z٠) =
١
٢π

∫ ٢π

٠
u(z٠ + reiθ)dθ.

Re{f(z)} > ٠ و هستند Uتحلیلی در که f(z) = ١+
∑∞

n=١ anz
n توابع همه�ی از رده�ای تعریف١.۶.

می�دهیم. نمایش P با را

.| an |≤ ٢ ،n ∈ N هر برای این�صورت در باشد، P در f(z) = ١+
∑∞

n=١ anz
n کنید فرض .١.١ لم

آنگاه باشد، an = αn + iβn و f(z) = u(reiθ) + iv(reiθ) اگر برهان.

u(reiθ) = ١+
∞∑
n=١

(αn cosnθ − βn sinnθ)r
n,

n ̸= m هر برای ∫چون ٢π

٠
cosnθ cosmθdθ =

∫ ٢π

٠
sinnθ sinmθdθ = ٠

m,n ∈ N هر برای ∫و ٢π

٠
sinmθ cosnθdθ = ٠,

داشت خواهیم پس

١
π

∫ ٢π

٠
u(reiθ) cosnθdθ =

١
π

∫ ٢π

٠
αnr

n cos٢ nθdθ = αnr
n (١.١)

و
١
π

∫ ٢π

٠
u(reiθ) sinnθdθ =

١
π

∫ ٢π

٠
−βnr

n sin٢ nθdθ = −βnr
n, (٢.١)

داریم (١.١) رابطه�ی با آن جمع و −i در (٢.١) رابطه�ی ضرب با حال

anr
n = (αn + iβn)r

n =
١
π

∫ ٢π

٠
u(reiθ)e−inθdθ,



٣ S رده�ی .٢.١

نتیجه در

| an | rn ≤ ١
π

∫ ٢π

٠
u(reiθ) | e−inθ |dθ =

١
π

∫ ٢π

٠
u(reiθ)dθ. (٣.١)

داریم ١.١ قضیه�ی موجب به است، همساز u(z) تابع چون
١
π

∫ ٢π

٠
u(reiθ)dθ = ٢u(٠) = ٢, (۴.١)

|an| ≤ ٢ رابطه�ی ،r −→ ١ اگر حال می�آید، بدست |an|rn ≤ ٢ رابطه�ی (٣.١) در (۴.١) جایگذاری با
می�گردد. ثابت قضیه و می�شود حاصل

دیسک در تحلیلی تابعی f(z) کنید فرض .([١٢]٢ (شوارتز ٢.١ لم
U(٠, R) = {z ∈ C; |z| < R},

داریم r < R که |z| = r برای این�صورت در .|f(z)| < M ،M ثابت برای و f(٠) = ٠ و باشد
|f(z)| ≤ r

R
M.

S رده�ی ٢.١

درشرایط و می�باشند تک�ارز و تحلیلی U در که f(z) = z+a٢z
٢+ . . . توابع همه�ی رده�ی .٧.١ تعریف

می�دهیم. نشان S با را می�کنند صدق f ′(٠) = ١ و f(٠) = ٠

.g(z) = z

√
f(z٢)

z٢
∈ S آنگاه f(z) ∈ S اگر .٣.١ لم

که دارد مبدا در صفری f(z٢) زیرا .z
√

f(z٢)

z٢
می�نویسیم

√
f(z٢) جای به تذکر:

√
f(z٢) = e

(
١
٢ ) log f(z٢)

می�کند. بی�معنی را

آنگاه f(z) = z + a٢z
٢ + . . . اگر برهان.

g(z) = z

√
f(z٢)

z٢
= z
√
١+ a٢z٢ + a٣z۴ + . . ., (۵.١)

تک�ارزی اثبات به حال .g′(٠) = ١ و g(٠) = ٠ و می�باشد تحلیلی واحد دیسک بر g(z) تابع
می�پردازیم.

f چون و f(z٢١) = f(z٢٢) این�صورت در .z١

√
f(z٢١)

z٢١
= z٢

√
f(z٢٢)

z٢
آنگاه g(z١) = g(z٢) اگر

g(z) که می�شود ملاحظه (۵.١) از .z٢١ = −z٢٢ یا z١ = z٢ یعنی z٢١ = z٢٢ داریم می�باشد، یک�به�یک

٢schwartz



۴ مقدماتی مفاهیم و پیش�نیازها .١

است، تناقض در فرض با می�دهدکه نتیجه را g(z١) = −g(z٢) تساوی z١ = −z٢ لذا است، فرد تابعی
می�شود. اثبات g(z) تک�ارزی و z١ = z٢ پس

[٣١] .|a٢| ≤ ٢ آنگاه ،g(z) = z

√
f(z٢)

z٢
∈ S اگر .٢.١ قضیه

را g(z) می�توان باشد، حقیقی α که a٢ = ٢eiα دادن قرار با ،٢.١ قضیه�ی در کوئب). (تابع ٨.١ مثال
کرد محاسبه زیر به�صورت

g(z) =
z

١− eiαz٢
= z

√
f(z٢)

z٢
,

لذا

f(z) =
z

(١− eiαz)٢
= z + ٢eiαz٢ + ٣e٢iαz٣ + . . . ,

تابع به α = ٠ دادن قرار با

k(z) =
z

(١− z)٢
=

١
۴

(
١+ z

١− z

)٢
− ١

۴ ,

محور امتداد در که صفحه�ای بر را |z| < ١ قرص تابع این است. معروف کوئب تابع به که می�رسیم

می�نگارد. است، شده بریده −∞ تا −١
۴ از منفی حقیقی

.|c| ≥ ١
۴ آنگاه ،c ∈ C که f(z) ̸= c ،|z| < ١ برای و f(z) ∈ S اگر (پوشش). ٣.١ قضیه

g(z) =
cf(z)

c− f(z)
تابع پس f(z) ̸= c چون و f(z) = z+a٢z

٢+ . . پس. f(z) ∈ S چون برهان.
می�باشد S به متعلق نیز

cf(z)

c− f(z)
= z + (a٢ +

١
c
)z٢ + . . . ,

طرفی از ،|a٢ +
١
c
| ≤ ٢ داریم ٢.١ قضیه�ی بنا�به

|١
c
| − |a٢| ≤ |a٢ +

١
c
| ≤ ٢,

پس

|١
c
| ≤ ٢+ |a٢|,

داریم لذا ،|a٢| ≤ ٢ نتیجه در f(z) ∈ S چون و

|١
c
| ≤ ۴

و

|c| ≥ ١
۴ .



۵ S رده�ی .٢.١

آنگاه z = reiθ و f(z) ∈ S اگر .۴.١ لم

Re

{
zf ′′(z)

f ′(z)

}
= r

∂

∂r
log |f ′(z)|.

نظر در |z| < ١ برای را log f ′(z) از شاخه�ای می�توان پس f ′(z) ̸= ٠ ،|z| < ١ برای چون برهان.
لذا ،f ′(z) = f ′(reiθ) داریم f(z) = f(reiθ) برای حال گرفت.

∂

∂r
log f ′(reiθ) =

eiθf ′′(reiθ)

f ′(reiθ)
,

داریم r در فوق رابطه�ی طرفین ضرب با

r
∂

∂r
log f ′(reiθ) =

reiθf ′′(reiθ)

f ′(reiθ)
=

zf ′′(z)

f ′(z)
,

داشت خواهیم حقیقی قسمت�های محاسبه�ی با

r
∂

∂r
log |f ′(reiθ)| = Re

{
zf ′′(z)

f ′(z)

}
.

آنگاه f(z) ∈ S اگر .۴.١ قضیه
١− r

(١+ r)٣
≤ |f ′(z)| ≤ ١+ r

(١− r)٣
(|z| = r < ١).

را واحد قرص و پوشاست و یک�به�یک تحلیلی، w =
z + z٠
١+ z̄٠z

تابع ،|z٠| < ١ برای می�دانیم برهان.

تحلیلی |z| < ١ ازای به نیز g(z) = f

(
z + z٠
١+ z̄٠z

)
= b٠+ b١z+ b٢z

٢ تابع لذا می�نگارد. خودش بر
و است تک�ارز و

g(٠) = b٠ = f(z٠),

b١ = g′(٠) = f ′(z٠)(١− |z٢|٠),

b٢ =
g′′(٠)
٢ =

١
٢(f

′′(z٠)(١− |z٢(٢|٠ − ٢f ′(z٠)z̄١)٠− |z٢|٠)).

نمی�باشد. S به متعلق پس نمی�کند)، صدق S رده�ی شرایط در (یعنی نمی�شود نرمالیزه g(z) چون

،٢.١ قضیه�ی بنا�به لذا می�گیرد قرار S در g(z)− g(٠)
g′(٠) = z +

b٢
b١
z٢ + . . . تابع اینکه به توجه با

یعنی
∣∣∣∣b٢b١
∣∣∣∣ ≤ ٢

١
٢

∣∣∣∣f ′′(z٠)

f ′(z٠)
(١− |z٢|٠)− ٢z̄٠

∣∣∣∣ ≤ ٢,

داریم ٢|z٠|
١− |z − ٢|٠ در طرفین ضرب و z٠ = reiθ دادن قرار z٠f∣∣∣∣با ′′(z٠)

f ′(z٠)
− ٢|z٢|٠

١− |z٢|٠

∣∣∣∣ ≤ ۴|z٠|
١− |z٢|٠

,

می�دهیم قرار است دلخواه z٠ چون zf∣∣∣∣حال ′′(z)

f ′(z)
− ٢r٢

١− r٢

∣∣∣∣ ≤ ۴r
١− r٢

,
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لذا است، واقع ٢r٢
١− r٢

مرکز به و ۴r
١− r٢

شعاع به دایره�ای در zf ′′(z)

f ′(z)
یعنی

٢r٢ − ۴r
١− r٢

≤ Re
zf ′′(z)

f ′(z)
≤ ٢r٢ + ۴r

١− r٢
,

یعنی Re
zf ′′(z)

f ′(z)
= r

∂

∂r
log |f ′(z)| داریم ۴.١ لم بنا�به

٢r٢ − ۴r
١− r٢

≤ r
∂

∂r
log |f ′(z)| ≤ ٢r٢ + ۴r

١− r٢
,

پس
٢r − ۴
١− r٢

≤ ∂

∂r
log |f ′(z)| ≤ ٢r + ۴

١− r٢
,

داریم می�گیریم، انتگرال r تا ٠ از اخیر نامساوی طرفین از حال

log(١− r)− ٣ log(١+ r) ≤ log |f ′(z)| ≤ log(١+ r)− ٣ log(١− r)

و

log
١− r

(١+ r)٣
≤ log |f ′(z)| ≤ log

١+ r

(١− r)٣
,

نتیجه در
١− r

(١+ r)٣
≤ |f ′(z)| ≤ ١+ r

(١− r)٣
(|z| = r < ١).

آنگاه f(z) ∈ S اگر .۵.١ قضیه
r

(١+ r)٢
≤ |f(z)| ≤ r

(١− r)٢
(|z| = r < ١).

خط یک با را ٠ نقطه�ی ،|f ′(z)| ≤ ١+ r

(١− r)٣
داریم |z| = r < ١ برای ،۴.١ قضیه�ی طبق برهان.

می�گیریم انتگرال پاره�خط این روی و کرده وصل z به مستقیم

|f(z)| ≤
∫ r

٠
|f ′(t)|dt ≤

∫ r

٠

١+ t

(١− t)٣
dt =

r

(١− r)٢
,

و r

(١+ r)٢
≤ |f(z)| آنگاه |f(z)| ≥ ١

۴ اگر حال است. برقرار همواره r

(١+ r)٢
≤ ١

۴ نامساوی

تحت c تصویر که است موجود z تا ٠ از یکه دایره�ی داخل c مسیر ٣.١ قضیه� �به بنا |f(z)| < ١
۴ اگر

این�صورت در می�نامیم. c٠ را پاره�خط این می�کند، وصل f(z) به را مبدا که می�باشد پاره�خطی f تابع
داریم دهیم، قرار w = f(z) اگر

|f(z)| =
∫
c٠

|dw| =
∫
c

|f ′(s)||ds|,

۴.١ قضیه�ی �به بنا طرفی از

|f(z)| =
∫
c

|f ′(s)||ds| ≥
∫
c

|f ′(s)|d|s| ≥
∫ r

٠

١− t

(١+ t)٣
dt =

r

(١+ r)٢
,



٧ S∗ رده�ی .٣.١

داریم لذا
r

(١+ r)٢
≤ |f(z)| ≤ r

(١− r)٢
.

[٣١] .|an| ≤ en ،n هر برای آنگاه باشد S در f(z) = z +
∑∞

n=٢ anz
n اگر .۶.١ قضیه

هر برای آنگاه باشد، حقیقی ضرایب با و S رده�ی در f(z) = z +
∑∞

n=٢ anz
n تابع اگر .٧.١ قضیه

.|an| ≤ n ،n

می�دهیم، قرار z = reiθ ،r < ١ برای برهان.

Imf(z) = v(reiθ) =
∞∑
k=١

akr
k sin kθ,

داریم θ به نسبت π تا ٠ از انتگرال�گیری و sinnθ در فوق رابطه�ی طرفین ضرب با
٢
π

∫ π

٠
v(reiθ) sinnθdθ =

٢
π

∫ π

٠
anr

n sin٢ nθdθ = anr
n, (۶.١)

رابطه�ی به توجه با
| sin(n+ ١)θ| = | sinnθ cos θ + cosnθ sin θ| ≤ | sinnθ|+ | sin θ|

می�شود نتیجه (۶.١) رابطه�ی از لذا ،| sinnθ| ≤ n| sin θ| داد نشان می�توان استقرایی روش به و
|anrn| ≤

٢n
π

∫ π

٠
|v(reiθ)| sin θdθ. (٧.١)

تابع بودن یک�به�یک از این�کار، برای .٠ < r < ١ و ٠ < θ < π که v(reiθ) ̸= ٠ می�دهیم نشان حال
پس ،f(reiθ) ̸= f(re−iθ) داریم f

٠ ̸= f(reiθ)− f(re−iθ) =
∞∑
n=١

anr
n(einθ − e−inθ) = ٢i

∞∑
n=١

anr
n sinnθ = ٢iv(reiθ),

.v(reiθ) ̸= ٠ نتیجه در
فاصله�ی در می�بایست میانی مقدار قضیه�ی طبق است، پیوسته تابعی θ به نسبت v(reiθ) چون
داریم (۶.١) رابطه�ی در n = ١ دادن قرار با لذا باشد، داشته ثابت جبری علامت ٠ < θ < π

r = |a١r| =
∣∣∣∣٢π
∫ π

٠
v(reiθ) sin θdθ

∣∣∣∣ = ٢
π

∫ π

٠
|v(reiθ)| sin θdθ, (٨.١)

می�گردد. ثابت قضیه r → ١ با و می�آید به�دست |anrn| ≤ nr رابطه�ی (٧.١) در (٨.١) جایگذاری با

S∗ رده�ی ٣.١

D از نقطه هر که مستقیمی پاره�خط هرگاه می�نامیم ستاره�گون z٠ به نسبت را D میدان .٩.١ تعریف
قرص هرگاه گوییم ستاره�گون مبدا به نسبت را f(z) ∈ S تابع بگیرد. قرار D در می�کند وصل z٠ به را



٨ مقدماتی مفاهیم و پیش�نیازها .١

با را S رده�ی زیر این است، ستاره�گون w = ٠ به نسبت که شود نگاشته میدانی بر f(z) تحت |z| < ١
می�دهیم. نشان S∗

|z| < r < قرص١ هر f(z) اگر تنها و اگر f(z) ∈ S∗ این�صورت در ،f(z) ∈ S کنید فرض .۵.١ لم
بنگارد. ستاره�گون میدان بر را

f(z) تحت |z| < r < ١ تصویر Dr و |z| < ١ تصویر D و f(z) ∈ S∗ کنید فرض ابتدا برهان.
تابع لذا می�باشد). ستاره�گون D (چون tw ∈ D ،٠ < t < ١ برای آنگاه ،w ∈ D اگر باشد،
می�کند. صدق |g(z)| < ١ نامساوی در آنجا در و است تحلیلی |z| < ١ در g(z) = f−١(tf(z))

را w١ = f(z١) ∈ Dr نقطه�ی اکنون .|g(z)| ≤ |z| شوارتز لم به توجه با ،g(٠) = f−١(tf(٠)) چون
داریم ٠ < t < ١ که t برای و |z١| < ١ که z١ای نقطه�ی برای این�صورت در می�کنیم، انتخاب

|f−١(tw١)| = |f−١(tf(z١))| = |g(z١)| ≤ |z١| < r,

همه�ی و Dr در w١ها همه�ی برای مطلب این چون دارد. قرار Dr در tw١ که است معنی بدان این ولی
است. ستاره�گون w = ٠ به نسبت Dr میدان پس است، درست ٠ < t < ١ که tها

٠ < t < ١ که t٠ و w٠ ∈ D نقطه�ی این�صورت در ،f /∈ S∗ کنیم فرض خلف)، (برهان به�عکس
r٠ < ١ مقدار حال .f(z٠) = w٠ که است موجود z٠ ∈ D نقطه�ی طرفی از .t٠w٠ /∈ D که موجودند
،t٠w٠ ∈ Dr٠ پس است ستاره�گون Dr٠ چون و w٠ ∈ Dr٠ بنابراین ،|z٠| < r٠ که می�گیریم نظر در را

.f ∈ S∗ و باطل خلف فرض پس است. تناقض در فرض با این که

اگر تنها و اگر f(z) ∈ S∗ این�صورت در ،f(z) ∈ S کنید فرض .٨.١ قضیه

Re

{
zf ′(z)

f(z)

}
> ٠

.|z| < ١ که

f(z) تابع تحت |z| < r < ١ ناحیه�ی تصویر اگر تنها و اگر f(z) ∈ S∗ ،۵.١ لم به توجه با برهان.
از شعاعی بردار ،٠ ≤ θ ≤ ٢π که θ هر برای معادل بیان به باشد، ستاره�گون میدان یک ،Dr یعنی
اکید صعودی تابعی arg f(reiθ) که است معنی بدان این و باشد Dr در باید w = f(reiθ) تا w = ٠
قطع نقطه دو در حداقل را Dr مرز می�بایست شعاعی بردار این�صورت غیر در زیرا است، θ به نسبت
∂

∂θ
argf(reiθ) > ٠ شرط با S∗ در تابع یک یعنی می�شود تناقض در Dr بودن ستاره�گون با که کند

می�گردد. مشخص
بنابراین ،arg f(reiθ) = Im log f(reiθ) ولی

∂

∂θ
{Im log f(reiθ)} = Im{ ∂

∂θ
log f(reiθ)} = Im

{
i
reiθf ′(reiθ)

f(reiθ)

}
= Re

{
zf ′(z)

f(z)

}
> ٠.

w صفحه�ی |z| < ١ تصویر زیرا دارد قرار S∗ رده�ی در k(z) =
z

(١− z)٢
کوئب تابع .١٠.١ مثال

است. شده بریده −∞ تا −١۴ پرتو امتداد در که می�باشد



٩ K رده�ی .۴.١

.|an| < n ،n هر برای آنگاه باشد S∗ در f(z) = z +
∑∞

n=٢ anz
n کنید فرض .٩.١ قضیه

تابع ،f(z) ̸= ٠ ،٠ < |z| < ١ برای چون برهان.

p(z) = z
f ′(z)

f(z)
=

١+
∑∞

n=٢ nanz
n−١

١+
∑∞

n=٢ anz
n−١ , (٩.١)

نوشت زیر به�صورت می�توان را p(z) تابع است. تحلیلی |z| < ١ در

p(z) = ١+
∞∑
n=١

αnz
n, (١٠.١)

می�دانیم ١.١ لم به بنا .Re{p(z)} > ٠ داریم و f(z) ∈ S∗ ،|z| < ١ برای طرفی از
|αn| ≤ ٢ n = ١,٢,٣, . . . , (١١.١)

داریم (٩.١) از

١+
∞∑
n=٢

nanz
n−١ = (١+

∞∑
n=٢

anz
n−١)(١+

∞∑
n=١

αnz
n),

رابطه�ی به ضرایب دادن قرار مساوی با
kak = ak + ak−١α١ + ak−٢α٢ + . . .+ a٢αk−٢ + αk−١ (k = ٢,٣, . . .),

رابطه�ی به معادل به�صورت یا
(k − ١)ak = ak−١α١ + ak−٢α٢ + . . .+ a٢αk−٢ + αk−١ (k = ٢,٣, . . .), (١٢.١)

لذا برد، به�کار (١٢.١) در را مثلث نامساوی می�توان (١١.١) کران از استفاده با می�رسیم.
(k − ١)|ak| ≤ ٢(|ak−١|+ |ak−٢|+ . . .+ |a٢|+ ١).

در |ak| ≤ k ،k = ٢,٣, . . . ,n − ١ برای کنیم فرض سپس ،|a٢| ≤ ٢ می�یابیم در فوق رابطه�ی از
این�صورت

(n− ١)|an| ≤ ٢[(n− ١) + (n− ٢) + . . .+ ٢+ ١] = ٢(n− ١)n
٢ ,

است. درست n هر برای قضیه استقراء، به لذا ،|an| ≤ n پس

هرگاه می�شود نامیده ٠ ≤ α ≤ ١ که α مرتبه�ی از ستاره�گون f(z) ∈ S تابع .١١.١ تعریف

Re

{
zf ′(z)

f(z)

}
> α (|z| < ١).

می�دهیم. نمایش S∗ با را S∗(٠) سادگی برای می�دهیم. نشان S∗(α) به را S زیررده�ی این

K رده�ی ۴.١

وصل به�هم را D از نقطه دو هر که مستقیمی پاره�خط هرگاه گوییم محدب را D میدان .١٢.١ تعریف
گیرد. قرار D در می�کند
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محدب میدان یک بر f(z) تحت |z| < ١ قرص هرگاه محدبگوییم را f(z) ∈ S تابع .١٣.١ تعریف
می�دهیم. نشان K با را S زیررده�ی این شود، نگاشته

قرص هر f(z) اگر تنها و اگر f(z) ∈ K این�صورت در ،f(z) ∈ S کنید فرض .١٠.١ قضیه
کند. تصویر محدب میدان بر را |z| < r < ١

باشد. f(z)تحت |z| < r < ١ تصویر Dr و |z| < ١ تصویر D و f(z) ∈ K کنید فرض ابتدا برهان.
٠ < t < ١ که tw١)+١− t)w٢ پاره�خط که دهیم نشان باید می�کنیم، انتخاب Dr در را w٢ و w١ نقاط
و w١ = f(z١) که باشند موجود |z| < ١ قرص در z٢ و z١ نقاط می�بایست دارد، قرار Dr در هم
تابع تحت |z| < ١ تصویر آنگاه ،|z١| ≤ |z٢| کنیم فرض کلیت از شدن کم بدون .w٢ = f(z٢)

|z| < ١ در h(z) = f−١(g(z)) تابع لذا است. واقع D در g(z) = tf((
z١
z٢
)z) + (١ − t)f(z)

لم موجب به می�کند، صدق h(٠) = ٠ و |h(z)| < ١ شرایط در لذا f(z) ∈ S چون و است تحلیلی
به�ویژه .|h(z)| ≤ |z| شوارتز

|h(z٢)| = |f−١(tw١ + (١− t)w٢)| ≤ |z٢| < r, (١٣.١)

.tw١ + (١− t)w٢ ∈ Dr نتیجه در ،|f−١(tw١ + (١− t)w٢)| < r پس
نقطه دو این بر مار پاره�خط که دارد وجود D در نقطه دو آنگاه نباشد K رده�ی در f(z) اگر به�عکس،
دو این شامل ،Dr تصویرش، که می�کنیم انتخاب |z| < r < ١ مانند قرصی اینک ندارد. قرار D در
داشته قرار Dr در نمی�تواند می�کند وصل به�هم را نقطه دو این که پاره�خطی ،Dr ⊂ D چون باشد. نقطه

نمی�کند. تصویر محدب میدان یک بر را |z| < r قرص f(z) لذا باشد،

اگر تنها و اگر f(z) ∈ K این�صورت در .f(z) ∈ S کنید فرض .١١.١ قضیه

Re

{
١+

zf ′′(z)

f ′(z)

}
> ٠ (|z| < ١).

محدب میدان یک |z| < r < ١ از Dr تصویر اگر تنها و اگر f(z) ∈ K ،١٠.١ قضیه�ی به بنا برهان.
مرز یک بر را |z| = r < ١ دایره�ی w = f(reiθ) تابع که است معنی این به هندسی نظر از باشد.
می�کند. حرکت ساعت عقربه�های خلاف جهت در θ افزایش با مرز، این بر مماس و می�نگارد بسته ساده�ی

با است برابر می�سازد مثبت حقیقی محور با w صفحه�ی در مماس خط که زاویه�ای طرفی، از
π

٢ + θ + argf ′(z),

داریم بودن صعودی طبق پس
∂

∂θ
(
π

٢ + θ + argf ′(reiθ)) > ٠,

داریم لذا

١+
∂

∂θ
(Im log f ′(reiθ)) = ١+ Im

{
ireiθ

f ′′(reiθ)

f ′(reiθ)

}
= Re

{
١+

zf ′′(z)

f ′(z)

}
> ٠.



١١ K رده�ی .۴.١

zf ′(z) ∈ اگر تنها و اگر f(z) ∈ K این�صورت در .f(z) ∈ S کنید فرض .(٣ (الکساندر ١٢.١ قضیه
.S∗

این�صورت در ،g(z) = zf ′(z) اگر }برهان.
zg′(z)

g(z)

}
=

{
١+

zf ′′(z)

f ′(z)

}
,

می�شود. حاصل نتیجه (١١.١) و (٨.١) قضیه�های از استفاده با

.|an| ≤ ١ ،n هر برای این�صورت در باشد، K در f(z) = z+
∑∞

n=٢ anz
n کنید فرض .١٣.١ قضیه

قضیه�ی به بنا لذا دارد، قرار S∗ در zf ′(z) = z+
∑∞

n=٢ nanz
n تابع ،١٢.١ قضیه�ی به توجه با برهان.

.|an| ≤ ١ و n|an| ≤ n ،n هر برای ٩.١

در ،|z| < ١ برای f(z) ̸= c و f(z) ∈ K اگر محدب). توابع برای پوششی (قضیه�ی ١۴.١ قضیه

.|c| ≥ ١
٢ این�صورت

نقطه�ی دو است. تک�ارز |z| < ١ در g(z) = (c − f(z))٢ کمکی تابع می�دهیم نشان ابتدا برهان.
این�صورت در می�کنیم، انتخاب واحد قرص در را z١ و z٠ متمایز

g(z٠)− g(z١) = (c− f(z٠))
٢ − (c− f(z١))

٢ = (f(z٠)− f(z١))(f(z٠) + f(z١)− ٢c),

نقطه�ی پس است محدب f(z) چون هم�چنین می�باشد، تک�ارز f(z) زیرا f(z٠) ̸= f(z١) اکنون

پس باشد c مساوی نمی�تواند لذا است، متعلق |z| < ١ تصویر به ١٢ [f(z٠) + f(z١)]

.g(z) = c٢−٢cz+ z٢+ . . . طرفی از می�شود. ثابت g(z) تک�ارزی و [f(z٠)+ f(z١)]−٢c ̸= ٠
است، S به متعلق زیر تابع

h(z) =
g(z)− c٢

−٢c ,

در پوششی قضیه�ی بردن به�کار با نیست. صفر آنجا در هرگز g(z) زیرا h(z) ̸= c

٢ ،|z| < ١ در به�علاوه

.|c| ≥ ١
٢ و | c٢ | ≥

١
۴ می�یابیم

داریم |z| = r < ١ برای آنگاه f(z) ∈ K اگر .١۵.١ قضیه
١

(١+ r)٢
≤ |f ′(z)| ≤ ١

(١− r)٢
.

بر را واحد قرص و پوشاست و یک�به�یک تحلیلی، ،|z٠| < ١ که w =
z + z٠
١+ z̄٠z

تابع می�دانیم برهان.
تابع پس می�نگارد، خودش

g(z) = f

(
z + z٠
١+ z̄٠z

)
= b٠ + b١z + b٢z

٢ + . . . ,

٣Alexander



١٢ مقدماتی مفاهیم و پیش�نیازها .١

داریم است. تک�ارز و تحلیلی |z| < ١ ازای به نیز
g(٠) = b٠ = f(z٠),

b١ = g′(٠) = f ′(z٠)(١− |z٢|٠),

b٢ =
g′′(٠)
٢ =

١
٢(f

′′(z٠)(١− |z٢(٢|٠ − ٢f ′(z٠)z̄١)٠− |z٢|٠)),

تابع اینکه به توجه با ندارد. قرار S رده�ی در g(z) لذا نمی�باشد نرمالیزه g(z) تابع چون
g(z)− g(٠)

g′(٠) = z +
b٢
b١
z٢ + . . . ,

،١٣.١ قضیه�ی به بنا پس می�باشد. نیز K به متعلق لذا می�گیرد قرار S در
١
٢

∣∣∣∣f ′′(z٠)

f ′(z٠)
(١− |z٢|٠)− ٢z̄٠

∣∣∣∣ ≤ ١.

داریم ٢|z٠|
١− |z٢|٠

در طرفین ضرب و z٠ = reiθ دادن قرار z٠f∣∣∣∣با ′′(z٠)

f ′(z٠)
− ٢|z٢|٠

١− |z٢|٠

∣∣∣∣ ≤ ٢|z٠|
١− |z٢|٠

,

داشت خواهیم است، دلخواه z٠ چون zf∣∣∣∣حال ′′(z)

f ′(z)
− ٢r٢

١− r٢

∣∣∣∣ ≤ ٢r
١− r٢

,

٢r٢ − ٢r
١− r٢

≤ Re

(
zf ′′(z)

f ′(z)

)
≤ ٢r٢ + ٢r

١− r٢
,

٢r − ٢
١− r٢

≤ ∂

∂r
log |f ′(z)| ≤ ٢r + ٢

١− r٢
.

می�گیریم، انتگرال r تا ٠ از اکنون
−٢ log (١+ r) ≤ log |f ′(z)| ≤ −٢ log (١− r),

لذا
١

(١+ r)٢
≤ |f ′(z)| ≤ ١

(١− r)٢
.

داریم |z| = r < ١ برای آنگاه f(z) ∈ K اگر .١۶.١ قضیه
r

١+ r
≤ |f(z)| ≤ r

١− r
.

که z٠ نقطه�ی برای .|f ′(z)| ≤ ١
(١− r)٢

داریم |z| = r < ١ برای ١۵.١ قضیه�ی به بنا برهان.
انتگرال پاره�خط این روی و می�گیریم نظر در را z٠ تا مبدا از ،c مستقیم پاره�خط ،|z٠| = r < ١

می�گیریم،

|f(z٠)| =
∣∣∣∣∫ z٠

٠
f ′(z)dz

∣∣∣∣ ≤ ∫
c

|f ′(z)||dz| ≤
∫ r

٠

١
(١− t)٢

dt =
r

١− r
.



١٣ K رده�ی .۴.١

اگر و r

(١+ r)
≤ |f(z)| لذا |f(z٠)| ≥

١
٢ اگر حال است، برقرار همواره r

(١+ r)
≤ ١

٢ نامساوی

می�کند متصل f(z٠) به را مبدا که L پاره�خط محدب، توابع برای پوششی قضیه�ی طبق ،|f(z٠)| <
١
٢

w = f(z) دادن قرار با آنگاه باشد فوق پاره�خط وارون تصویر c اگر حال می�گیرد. قرار f(z) برد داخل
داریم

|f(z٠)| =
∫
L

|dw| =
∫
c

|f ′(z)dz| ≥
∫
c

|f ′(z)|d|z| ≥
∫ r

٠

١
(١+ t)٢

dt =
r

١+ r
,

داریم نتیجه در
|f(z)| ≥ r

١+ r
.



١۴



٢ فصل

توابع از زیر��رده�هایی برای ضرایب کران
دو�طرف-تک�ارز

واحد باز دیسک در دو�طرف-تک�ارز و تحلیلی توابع از Σ تابع رده�ی از جدید زیر��رده�ی چند فصل، این در
پیدا را زیر�رده�ها این به متعلق توابع برای | a٣ | و | a٢ | ضرایب از تخمینی به�علاوه، می�کنیم. معرفی را

کرد. خواهیم

مقدمات و تعاریف ١.٢

فرم به f توابع همه�ی رده�ی را A

f(z) = z +
∞∑
k=٢

akz
k (١.٢)

نرمالیزه شرط و هستند تحلیلی U = {z ∈ C : |z| < ١} واحد باز دیسک در که می�گیریم نظر در
هستند تک�ارز U در که A توابع همه�ی رده�ی S توسط به�علاوه، است. برقرار f(٠) = f ′(٠)− ١ = ٠

می�دهیم. نمایش را
تابع این�صورت در باشد، D٢ دامنه�ی به D١ دامنه�ی از تک�ارز و تحلیلی تابعی f(z) اگر می�دانیم
D٢ از تک�ارز و تحلیلی نگاشتی ،z ∈ D١ که g(f(z)) = z به�صورت شده تعریف g یعنی آن معکوس

است. D١ به
یک حاوی f ∈ S تابع هر تحت U تصویر که است واضح کوئب، ١

۴ قضیه�ی به�وسیله�ی این، بر علاوه
دارد f−١ مانند معکوسی ،U در f ∈ S تک�ارز تابع هر به�وضوح، نتیجه در است. ١

۴ شعاع با دیسک
ِ می�کند، صدق زیر شرایط در که

f−١(f(z)) = z (z ∈ U)

و



١۶ دو�طرف-تک�ارز توابع از زیر��رده�هایی برای ضرایب کران .٢

f(f−١(w)) = w
(
|w| < r٠(f); r٠(f) ≥ ١

۴

)
.

شکل به مبدا حول دیسکی در تیلوری بسط دارای f(z) تابع معکوس

f−١(w) = w + γ٢w
٢ + γ٣w

٣ + · · · (٢.٢)

در |γk|�ها همه�ی برای را کران بهترین کوئب، تابع معکوس که [٢٨ ،٢٢] شد داده نشان پیش�تر است.
ضرایب معمول غیر و منتظره غیر رفتار با همراه نتیجه، این از جدیدی اثبات�های می�کند. فراهم (٢.٢)
ایجاد را مشکل این به بیشتری توجه�ی ،S رده�ی تک�ارز تابع از مختلف زیر�رده�های برای (٢.٢) در γk

.[٣٠ ،١٨] است کرده
شرط در ،f−١(w) یعنی معکوسش است، تک�ارز مبدأ از همسایگی یک در که f(z) تابع

f(f−١(w)) = w,

معادل به�طور یا

w = f−١(w) + a٢[f
−١(w)]٢ + a٣[f

−١(w)]٣ + · · · , (٣.٢)

می�کند. صدق
داریم (٣.٢) در (٢.٢) و (١.٢) از استفاده با

g(w) = f−١(w) = w − a٢w
٢ + (٢a٢٢ − a٣)w

٣ + (۵a٣٢ − ۵a٢a٣ + a۴)w
۴ + · · · . (۴.٢)

رابطه�ی .f−١(w) = b٠ + b١w + b٢w
٢ + b٣w

٣ + · · · و f(z) = z + a٢z
٢ + a٣z

٣ + · · · زیرا
کند. صدق f(f−١(w)) = w شرط در باید اخیر

پس ،w = f−١(w) + a٢[f
−١(w)]٢ + a٣[f

−١(w)]٣ + · · · طرفی از
w = (b٠ + b١w + b٢w

٢ + b٣w
٣ + · · · ) + a٢(b٠ + b١w + b٢w

٢ + b٣w
٣ + · · · )٢

+ a٣(b٠ + b١w + b٢w
٢ + b٣w

٣ + · · · )٣ + · · · ,

٠+ w + (٠)w٢ + (٠)w٣ + · · · = (b٠ + a٢b
٢
٠ + a٣b

٣
٠) + b١w + (b٢ + a٢b

٢
١)w

٢

+ (b٣ + ٢a٢b١b٢ + a٣b١)w
٣ + · · · ,

پس
b٠ + a٢b

٢
٠ + a٣b

٣
٠ = ٠ =⇒ b١)٠+ a٢b٠ + a٣b

٢
٠) = ٠

=⇒ b٠ = ٠,

w = b١w =⇒ b١ = ١,



١٧ مقدمات و تعاریف .١.٢

b٢ + a٢b
٢
١ = ٠ =⇒ b٢ = −a٢,

b٣ + ٢a٢b١b٢ + a٣b١ = ٠ =⇒ b٣ = −٢a٢b١b٢ − a٣b١

=⇒ b٣ = ٢a٢٢ − a٣,

نتیجه در
f−١(w) = b٠ + b١w + b٢w

٢ + b٣w
٣ + · · ·

= w − a٢w
٢ + (٢a٢ − a٣)w

٣ + · · · .

تک�ارز U در f−١ هم و f هم هرگاه می�شود نامیده دو�طرف-تک�ارز U در f ∈ A تابع .١.٢ تعریف
سری بسط به�وسیله�ی و هستند دو�طرف-تک�ارز U در که f(z) توابع همه�ی رده�ی Σ توسط باشند.

می�دهیم. نمایش را شده�اند داده (١.٢) تیلور-مک�لورن

مانند شوارتز تابعی هرگاه است ترتیبی زیر g مانند دیگری تحلیلی تابع با f تحلیلی تابع .٢.٢ تعریف
و z ∈ U که |w(z)| < ١ ،w(٠) = ٠ و باشد تحلیلی U در به�طوری�که باشد داشته وجود w

می�شود نوشته زیر به�صورت و f(z) = g(w(z))

f(z) ≺ g(z) (z ∈ U),

داریم را زیر هم�ارزی این�صورت در باشد، تک�ارز U در g تابع اگر به�خصوص
f(z) ≺ g(z) ⇐⇒ f(٠) = g(٠) , f(U) ⊂ g(U).

به�صورت w شوارتز تابع این�صورت در .g(z) = z و f(z) = ١
۴z ،|z| < ١ کنید فرض .٣.٢ مثال

می�کند. صدق نظر مورد شرایط در که بود خواهد w = ١
۴z

به�صورت شده تعریف Φ(z) و (١.٢) به�صورت شده تعریف f(z) برای .۴.٢ تعریف

Φ(z) = z +
∞∑
n=٢

ϕnz
n (ϕn ≥ ٠), (۵.٢)

به�صورت را Φ(z) و f(z) تابع دو هادامارد١ ضرب یا تلفیق

(f ∗ Φ)(z) = z +
∞∑
n=٢

anϕnz
n = (Φ ∗ f)(z), (۶.٢)

می�کنیم. تعریف

f(z) توابع شامل A از رده�ای زیر را Qλ(h, α) رده�ی ،λ ≥ ٠ و ٠ ≤ α < ١ برای .۵.٢ تعریف
به�صورت شده فرض h(z) توابع و (١.٢) به�صورت

h(z) = z +
∞∑
n=٢

hnz
n (hn > ٠) (٧.٢)

به�صورت تحلیلی ضابطه�ی دارای و
Qλ(h, α) =

{
f ∈ A : Re

(
(١− λ)

(f ∗ h)(z)
z

+ λ(f ∗ λ)′(z)
)

> α,٠ ≤ α < ١, λ ≥ ٠
}

(٨.٢)

١Hadamard



١٨ دو�طرف-تک�ارز توابع از زیر��رده�هایی برای ضرایب کران .٢

می�کنیم. تعریف

که می�کرد بیان که کرد ثابت را باخ٣ بیبر مشهور حدس برانگس٢[١٠]، دی لوئیس ،١٩٨۵ سال در
است برقرار زیر ضریب نابرابری ،(١.٢) تیلور-مک�لورن سری بسط توسط شده داده f(z) ∈ S هر برای

|an| ≤ n (n ∈ N\{١}),

است. مثبت صحیح اعداد مجموعه�ی N که
داد نشان گرانسکی۵ نامساوی از استفاده با و کرد بررسی را دو�طرف-تک�ارز توابع Σاز رده�ی لوین۴[٢٠]
نتانیاهو٨[٢۵] دیگر سوی از .|a٢| ≤

√
٢ که زدند حدس کلونی٧[٢] و برانان۶ سپس .|a٢| < ١٫ ۵١

.max
f∈Σ

|a٢| =
۴
٣ که داد نشان

آن�ها برای که دارند وجود f(z) ∈ Σ توابع که کردند ثابت رایت١٠[٣۴] و استایر٩ ،١٩٨١ سال در
.|a٢| > ۴

٣

.|a٢| ≤ ١٫ ۴٨۵ داد نشان تان١١[٣۶] ،١٩٨۵ سال در

زیر�رده�های به شبیه ،Σ رده�ی دوطرف-تک�ارز توابع از خاصی زیر�رده�های [٣۵ طاها١٣[۴، و برانا١٢
معرفی را ٠ ≤ α < ١ که α مرتبه از محدب و ستاره�گون توابع از به�ترتیب ،K(α) و S∗(α)

به�طور توابع از S∗
Σ(α) رده�ی در f ∈ A تابع ،[٣٢ طاها[٣٧، و برانا نظر طبق نتیجه، در کردند[٣].
باشد، برقرار زیر شرایط اگر است ٠ ≤ α < ١ که α مرتبه از دو�طرف-ستاره�گون قوی

f ∈ Σ

arg(zf∣∣∣∣و ′(z)

f(z)

)∣∣∣∣ < απ

٢ , (٠ ≤ α < ١, z ∈ U)

arg(wg′(w)∣∣∣∣و

g(w)

)∣∣∣∣ < απ

٢ , (٠ ≤ α < ١, w ∈ U),

دوطرف- و دوطرف-ستاره�گون توابع از KΣ(α) و S∗
Σ(α) رده�های است. U روی f−١ گسترش g که

هر برای شدند. معرفی مشابه به�طور ،K(α) و S∗(α) توابع رده� به مربوط به�ترتیب ،α مرتبه از محدب

٢Louis de Branges
٣Bieberbach Conjecture
۴Lewin
۵Grunsky
۶Brannan
٧Clunie

٨Netanyahu
٩Styer

١٠Wright
١١Tan
١٢Branna
١٣Taha



١٩ B(H,β, λ) و B(H,α, λ) رده�های .٢.٢

تیلور-مک�لورن١۴ سری دوم و اول ضرایب از نادقیق تخمینی آن�ها ،KΣ(α) و S∗
Σ(α) توابع رده� از کدام

.[٣۵ کردند[۴، پیدا را |a٣| و |a٢| ضرایب از تخمینی یعنی
دو�طرف- توابع از |a٣| و |a٢| ضرایب از تخمینی ،[٣٩ ،٣٨ ،١۴ متعددی[٣٢، محققان به�تازگی،
زیر�رده�های آن�ها، کار از الهام با آورده�اند. به�دست را Σ تابع رده�ی از مختلف زیر�رده�های برای تک�ارز،
از جدید زیر�رده�های این توابع برای |a٣| و |a٢| ضرایب از تخمینی و معرفی را Σ تابع رده�ی از جدیدی
و فراسین١۶ و [٣٢]١۵ سریواستاوا توسط شده استفاده گذشته در روش بردن به�کار با را Σ تابع رده�ی

می�کنیم. پیدا آووف١٧[١۴]
داریم. نیاز ١.١ لم به اصلیمان، نتیجه�ی اثبات به�منظور

B(h, β, λ) و B(h, α, λ) رده�های ٢.٢

B(h, α, λ) توابع رده�ی برای ضرایب کران ١.٢.٢

شرایط هرگاه است BΣ(h, α, λ) رده�ی به متعلق ،(١.٢) به�صورت شده داده f(z) تابع .۶.٢ تعریف
باشند، برقرار (١١.٢) و (١٠.٢) ،(٩.٢)

f ∈ Σ (٩.٢)

و

|arg((١− λ)
(f ∗ h)(z)

z
+ λ(f ∗ h)′(z))| < απ

٢
(٠ < α ≤ ١;λ ≥ ١; z ∈ U)

(١٠.٢)

و

|arg((١− λ)
(f ∗ h)−١(w)

w
+λ((f ∗ h)−١)

′
(w))| < απ

٢
(٠ < α ≤ ١;λ ≥ ١;w ∈ U),

(١١.٢)

به�صورت شده تعریف (f ∗ h)−١(w) و (٧.٢) به�صورت h(z) تابع که

(f ∗ h)−١(w) =w − a٢h٢w
٢ + (٢a٢٢h٢٢ − a٣h٣)w

٣

− (۵a٣٢h٣٢ − ۵a٢h٢a٣h٣ + a۴h۴)w
۴ + · · · ,

(١٢.٢)

است.
و (f ∗ h)(z) = z + a٢h٢z

٢ + a٣h٣z
٣ + · · · زیرا

.(f ∗ h)−١(w) = b٠ + b١w + b٢w
٢ + b٣w

٣ + · · ·

١۴Taylor −Maclaurin
١۵Srivastava

١۶Frasin
١٧Aouf



٢٠ دو�طرف-تک�ارز توابع از زیر��رده�هایی برای ضرایب کران .٢

کند، صدق (f ∗ h)
(
(f ∗ h)−١(w)

)
= w در باید اخیر رابطه�ی

w = (f ∗ h)−١(w) + a٢h٢(f ∗ h)−١(w))٢ + a٣h٣((f ∗ h)−١(w))٣ + · · · ,

پس
w = (b٠ + b١w + b٢w

٢ + b٣w
٣ + · · · ) + a٢h٢(b٠ + b١w + b٢w

٢ + b٣w
٣ + · · · )٢

+ a٣h٣(b٠ + b١w + b٢w
٢ + b٣w

٣ + · · · )٣ + · · · ,

٠+ w + (٠)w٢ + (٠)w٣ + · · · = (b٠ + a٢h٢b
٢
٠ + a٣h٣b

٣
٠) + b١w + (b٢ + a٢h٢b

٢
١)w

٢

+ (b٣ + ٢a٢h٢b١b٢ + a٣h٣b١)w
٣ + · · · ,

پس
b٠ + a٢h٢b

٢
٠ + a٣h٣b

٣
٠ = ٠ =⇒ b١)٠+ a٢h٢b٠ + a٣h٣b

٢
٠) = ٠

=⇒ b٠ = ٠,

w = b١w =⇒ b١ = ١,

b٢ + a٢h٢b
٢
١ = ٠ =⇒ b٢ = −a٢h٢,

b٣ + ٢a٢h٢b١b٢ + a٣h٣b١ = ٠ =⇒ b٣ = −٢a٢h٢b١b٢ − a٣h٣b١,

b٣ = ٢a٢h٢(−a٢h٢)− a٣h٣ = ٢a٢٢h٢٢ − a٣h٣,

پس

(f ∗ h)−١(w) = w − a٢h٢w
٢ + (٢a٢٢h٢٢ − a٣h٣)w

٣ + · · · .

مطالعه و شده (معرفی Hα
Σ رده�ی به BΣ(h, α, λ) رده�ی ،h(z) = z

١−z
و λ = ١ برای که کنید توجه

می�شود[٣٢]. تبدیل سریواستاوا) توسط شده
توسط شده مطالعه و شده (معرفی BΣ(α, λ) رده�ی به BΣ(h, α, λ) رده�ی ،h(z) = z

١−z
برای هم�چنین

می�شود[١۴]. تبدیل آووف) و فراسین

شروع BΣ(h, α, λ) رده�ی توابع برای |a٣| و |a٢| ضرایب از تخمین��هایی کردن پیدا با را خود کار
می�کنیم.

٠ ≤ α < ١ که باشد BΣ(h, α, λ) رده�ی در به�صورت(١.٢)، شده داده f(z) کنید فرض .١.٢ قضیه
این�صورت در .λ ≥ ١ و

|a٢| ≤
٢α

h٢
√
(λ+ ٢(١ + α(١+ ٢λ− λ٢)

(١٣.٢)

و

|a٣| ≤
١
h٣

(
۴α٢

(λ+ ٢(١ +
٢α

(٢λ+ ١)

)
. (١۴.٢)

می�شود نتیجه (١١.٢) و (١٠.٢) از برهان.
(١− λ)

(f ∗ h)(z)
z

+ λ(f ∗ h)′(z) = [p(z)]α (١۵.٢)



٢١ B(H,β, λ) و B(H,α, λ) رده�های .٢.٢

و

(١− λ)
(f ∗ h)−١(w)

w
+ λ((f ∗ h)−١)′(w) = [q(w)]α, (١۶.٢)

به�صورت و p(z), q(w) ∈ P که

p(z) = ١+ p١z + p٢z
٢ + p٣z

٣ + · · · , (١٧.٢)

q(w) = ١+ q١w + q٢w
٢ + q٣w

٣ + · · · , (١٨.٢)

داریم (١۶.٢) و (١۵.٢) در ضرایب دادن قرار برابر با حال هستند.

(λ+ ١)a٢h٢ = αp١, (١٩.٢)

زیرا

(f ∗ h)(z) = z + a٢h٢z
٢ + a٣h٣z

٣ + · · · ,

(f ∗ h)′(z) = ١+ ٢a٢h٢z + ٣a٣h٣z٢ + · · · .

داریم (١۵.٢) از استفاده با

(١− λ)
z + a٢h٢z

٢ + a٣h٣z
٣ + · · ·

z
+ λ(١+ ٢a٢h٢z + ٣a٣h٣z٢

+ . . . ) = [p(z)]α,

(١− λ)(١+ a٢h٢z + a٣h٣z
٢ + · · · ) + λ(١+ ٢a٢h٢z + ٣a٣h٣z٢

+ . . . ) = ١+ αp١z + (αp٢ +
α(α−١)

٢ p٢١)z
٢ + · · · ,[

(١+ a٢h٢z︸ ︷︷ ︸+a٣h٣z
٢ + · · · − λ− λa٢h٢z︸ ︷︷ ︸−λa٣h٣z

٢ − · · · ) + (λ

+ ٢λa٢h٢z︸ ︷︷ ︸+٣λa٣h٣z٢ + · · · )
]
= ١+ αp١z︸︷︷︸+(αp٢ +

α(α−١)
٢ p٢١)z

٢ + · · · ,

(a٢h٢ − λa٢h٢ + ٢λa٢h٢)z = αp١z =⇒ (λ+ ١)a٢h٢ = αp١.

(٢λ+ ١)a٣h٣ = αp٢ +
α(α−١)

٢ p٢١, (٢٠.٢)

]زیرا
(١+ a٢h٢z + a٣h٣z

٢︸ ︷︷ ︸+ · · · − λ− λa٢h٢z − λa٣h٣z
٢︸ ︷︷ ︸− · · · ) + (λ

+ ٢λa٢h٢z + ٣λa٣h٣z٢︸ ︷︷ ︸+ · · · )
]
= ١+ αp١z + (αp٢ +

α(α−١)
٢ p٢١)z

٢︸ ︷︷ ︸+ · · · ,

(a٣h٣ − λa٣h٣ + ٣λa٣h٣)z٢ = (αp٢ +
α(α− ١)

٢ p٢١)z
٢,

(٢λ+ ١)a٣h٣ = αp٢ +
α(α− ١)

٢ p٢١.



٢٢ دو�طرف-تک�ارز توابع از زیر��رده�هایی برای ضرایب کران .٢

− (λ+ ١)a٢h٢ = αq١ (٢١.٢)

و

(٢λ+ ٢)(١a٢٢h٢٢ − a٣h٣) = αq٢ +
α(α−١)

٢ q٢١. (٢٢.٢)

داریم (٢١.٢) و (١٩.٢) از

p١ = −q١, (٢٣.٢)

داشت خواهیم نتیجه در می�کنیم، جمع هم با و رسانده ٢ توان به را (٢١.٢) و (١٩.٢) رابطه�های طرفین

٢(λ+ ٢(١a٢٢h٢٢ = α٢(p٢١ + q٢١). (٢۴.٢)

داریم (٢۴.٢) از استفاده با سپس و (٢٢.٢) با (٢٠.٢) کردن جمع با حال

٢)٢λ+ ١)a٢٢h٢٢ = α(p٢ + q٢) +
α(α−١)

٢ (p٢١ + q٢١)

= α(p٢ + q٢) +
α(α−١)

٢
٢(λ+ ٢(١a٢٢h٢٢

α٢ .

داریم بنابراین

a٢٢ =
α٢(p٢ + q٢)

٢α(٢λ+ ١)h٢٢ − (α−١)(λ+ ٢(١h٢٢
.

زیرا

٢)٢λ+ ١)a٢٢h٢٢ =
٢α٣(p٢ + q٢) + α(α− ٢(١(λ+ ٢(١a٢٢٢h٢٢

٢α٢

=
α٢(p٢ + q٢) + (α− ١)(λ+ ٢(١a٢٢٢h٢٢

α
,

٢α(٢λ+ ١)a٢٢h٢٢ = α٢(p٢ + q٢) + (α− ١)(λ+ ٢(١a٢٢٢h٢٢,

a٢)٢)٢٢λ+ ١)αh٢٢ − (α− ١)(λ+ ٢(١h٢٢) = α٢(p٢ + q٢),

a٢٢ =
α٢(p٢ + q٢)

٢α(٢λ+ ١)h٢٢ − (α−١)(λ+ ٢(١h٢٢
.

داریم ٠ < α ≤ ١ و hn > ٠ اینکه به توجه با و q٢ و p٢ ضرایب برای لم١.١ بستن به�کار با

|a٢| ≤
٢α

h٢
√
(λ+ ٢(١ + α(١+ ٢λ−λ٢)

.

زیرا

a٢٢ ≤
۴α٢

h٢)٢٢α(٢λ+ ١)− (α− ١)(λ+ ٢(١
,
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|a٢| ≤
٢α

h٢
√
٢α(٢λ+ ١)− (α− ١)(λ+ ٢(١

=
٢α

h٢
√
۴αλ+ ٢α− (α− ١)(λ٢ + ٢λ+ ١)

=
٢α

h٢
√
۴αλ+ ٢α− αλ٢ − ٢αλ− α + λ٢ + ٢λ+ ١

=
٢α

h٢
√

(λ+ ٢(١ + α(١+ ٢λ− λ٢)
.

یافتیم. دست شد، ادعا (١٣.٢) در که همان�گونه ،|a٢| برای نظر مورد کران به نتیجه در

داریم (٢٠.٢) از (٢٢.٢) کردن کم با ،|a٣| برای کران یافتن به�منظور حال

٢)٢λ+ ١)a٣h٣ − ٢)٢λ+ ١)a٢٢h٢٢

= αp٢ +
α(α−١)

٢ p٢١ −
(
αq٢ +

α(α−١)
٢ q٢١

)
.

(٢۵.٢)

می�شود نتیجه (٢۵.٢) و (٢۴.٢) ،(٢٣.٢) از

٢)٢λ+ ١)a٣h٣ =
α٢)٢λ+ ١)(p٢١ + q٢١)

(λ+ ٢(١ + α(p٢ − q٢),

معادل به�طور یا

a٣ =
α٢(p٢١ + q٢١)

٢(λ+ ٢(١h٣
+

α(p٢ − q٢)

٢)٢λ+ ١)h٣
.

زیرا

a٣ =
α٢)٢λ+ ١)(p٢١ + q٢١)

٢(λ+ ٢)٢(١λ+ ١)h٣
+

α(p٢ − q٢)

٢)٢λ+ ١)h٣

=
α٢(p٢١ + q٢١)

٢(λ+ ٢(١h٣
+

α(p٢ − q٢)

٢)٢λ+ ١)h٣
.

داریم به�سادگی ،q٢ و q١ ،p٢ ،p١ ضرایب برای دیگر یک�بار لم١.١ بستن به�کار با

|a٣| ≤
١
h٣

(
۴α٢

(λ+ ٢(١ +
٢α

(٢λ+ ١)

)
,

می�کند. کامل را قضیه١.٢ اثبات این و

.٧.٢ نکته

”سریواستاوا” که می�یابیم دست نتایجی به قضیه�ی١.٢، در h(z) = z
١−z

و λ = ١ دادن قرار با الف)
یافت[٣٢]. دست

دست آووف” و ”فراسین که می�یابیم دست نتایجی به قضیه�ی١.٢، در h(z) = z
١−z

دادن قرار با ب)
یافتند[١۴].

.٨.٢ مثال



٢۴ دو�طرف-تک�ارز توابع از زیر��رده�هایی برای ضرایب کران .٢

برای الف)

h(z) = z +
∞∑
n=٢

[
١+ ℓ+ γ(n− ١)

١+ ℓ

]m
zn

(ℓ, γ ≥ ٠;m ∈ N٠ = N ∪ {٠}),
(٢۶.٢)

می�شود، زیر به�صورت قضیه�ی١.٢ در |a٣| و |a٢| کران ،[۶]
|a٢| ≤

٢α[
١+ℓ+γ
١+ℓ

]m√
(λ+ ٢(١ + α(١+ ٢λ− λ٢)

و
|a٣| ≤

١[
١+ℓ+٢γ
١+ℓ

]m ( ۴α٢

(λ+ ٢(١ +
٢α

(٢λ+ ١)

)
.

پس .h(z) = z +
∑∞

n=٢

[
١+ℓ+γ(n−١)

١+ℓ

]m
zn مثال این در و h(z) = z +

∑∞
n=٢ hnz

n زیرا

می�شود. حاصل نتیجه و h٣ =
[
١+ℓ+٢γ
١+ℓ

]m
و h٢ =

[
١+ℓ+γ
١+ℓ

]m
برای ب)

h(z) = z +
∞∑
n=٢

Γn−١(α١)z
n, (٢٧.٢)

که
Γn−١(α١) =

(α١)n−١ · · · (αq)n−١
(β١)n−١ · · · (βs)n−(١)١n−١

(n ≥ ٢), (٢٨.٢)

|a٢| کران ،[١٣] ،βj ∈ C\Z−
٠ (j = ١,٢, · · · , s) و αi ∈ C (i = ١,٢, . . . , q) ، q ≤ s+ ١

می�شود، زیر به�صورت قضیه�ی١.٢ در |a٣| و
|a٢| ≤

٢α
|Γ١(α١)|

√
(λ+ ٢(١ + α(١+ ٢λ−λ٢)

و
|a٣| ≤

١
|Γ٢(α١)|

(
۴α٢

(λ+ ٢(١ +
٢α

(٢λ+ ١)

)
.

B(h, β, λ) توابع رده�ی برای ضرایب کران ٢.٢.٢

،(٢٩.٢) شرایط هرگاه است BΣ(h, β, λ) رده�ی در ،(١.٢) به�صورت شده داده f(z) تابع .٩.٢ تعریف
باشند، برقرار (٣١.٢) و (٣٠.٢)

f ∈ Σ (٢٩.٢)

و

Re

(
(١− λ)

(f ∗ h)(z)
z

+ λ(f ∗ h)′(z)

)
> β

(٠ ≤ β < ١;λ ≥ ١; z ∈ U)

(٣٠.٢)
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و

Re

(
(١− λ)

(f ∗ h)−١(w)

w
+ λ((f ∗ h)−١)′(w)

)
> β

(٠ ≤ β < ١;λ ≥ ١;w ∈ U),

(٣١.٢)

شده�اند. تعریف (١٢.٢) و (٧.٢) به�صورت به�ترتیب (f ∗ h)−١(w) و h(z) توابع که

توسط شده HΣ(β)(مطالعه رده�ی به BΣ(h, β, λ) رده�ی ،h(z) = z
١−z

λو = ١ برای که کنید توجه
می�شود[٣٢]. تبدیل سریواستاوا)

توسط شده مطالعه و شده (تعریف BΣ(β, λ) رده�ی به BΣ(h, β, λ) رده�ی ،h(z) = z
١−z

برای هم�چنین
می�شود[١۴]. تبدیل آووف) و فراسین

٠ ≤ β < ١ که باشد B(h, β, λ) رده�ی در و شده داده به�صورت(١.٢) f(z) تابع فرضکنید .٢.٢ قضیه
این�صورت در .λ ≥ ١ و

|a٢| ≤
١
h٢

√
١)٢− β)

(٢λ+ ١) (٣٢.٢)

و
|a٣| ≤

١
h٣

(
۴(١− β)٢

(λ+ ٢(١ +
١)٢− β)

(٢λ+ ١)

)
. (٣٣.٢)

که به�طوری دارند وجود p(z), q(z) ∈ P که می�شود نتیجه (٣١.٢) و (٣٠.٢) از برهان.
(١− λ)

(f ∗ h)(z)
z

+ λ(f ∗ h)′(z) = β + (١− β)p(z) (٣۴.٢)

و
(١− λ)

(f ∗ h)−١(w)

w
+ λ((f ∗ h)−١)′(w) = β + (١− β)q(w), (٣۵.٢)

می�باشند. (١٨.٢) و (١٧.٢) به�صورت به�ترتیب q(z) و p(z) که
داریم (٣۵.٢) و (٣۴.٢) در ضرایب دادن قرار برابر با

(λ+ ١)a٢h٢ = (١− β)p١, (٣۶.٢)

زیرا
(f ∗ h)(z) = z + a٢h٢z

٢ + a٣h٣z
٣ + · · · ,

(f ∗ h)′(z) = ١+ ٢a٢h٢z + ٣a٣h٣z٢ + · · · .

داریم (٣۴.٢) از استفاده با

(١− λ)
z + a٢h٢z

٢ + a٣h٣z
٣ + · · ·

z
+ λ(١+ ٢a٢h٢z + ٣a٣h٣z٢

+ . . . ) = β + (١− β)p(z),

(١− λ)(١+ a٢h٢z + a٣h٣z
٢ + · · · ) + λ(١+ ٢a٢h٢z + ٣a٣h٣z٢

+ . . . ) = β + (١− β)(١+ p١z + p٢z
٢ + · · · ),



٢۶ دو�طرف-تک�ارز توابع از زیر��رده�هایی برای ضرایب کران .٢[
(١+ a٢h٢z︸ ︷︷ ︸+a٣h٣z

٢ + · · · − λ− λa٢h٢z︸ ︷︷ ︸−λa٣h٣z
٢ − · · · ) + (λ

+ ٢λa٢h٢z︸ ︷︷ ︸+٣λa٣h٣z٢ + · · · )
]
= ١+ (١− β)p١z︸ ︷︷ ︸+(١− β)p٢z

٢ + · · · ,

(a٢h٢ − λa٢h٢ + ٢λa٢h٢)z = (١− β)p١z =⇒ (λ+ ١)a٢h٢ = (١− β)p١.

(٢λ+ ١)a٣h٣ = (١− β)p٢, (٣٧.٢)

]زیرا
(١+ a٢h٢z + a٣h٣z

٢︸ ︷︷ ︸+ · · · − λ− λa٢h٢z − λa٣h٣z
٢︸ ︷︷ ︸− · · · ) + (λ

+ ٢λa٢h٢z + ٣λa٣h٣z٢︸ ︷︷ ︸+ · · · )
]
= ١+ (١− β)p١z + (١− β)p٢z

٢︸ ︷︷ ︸+ · · · ,

(a٣h٣ − λa٣h٣ + ٣λa٣h٣)z٢ = (١− β)p٢z
٢,

(٢λ+ ١)a٣h٣ = (١− β)p٢.

− (λ+ ١)a٢h٢ = (١− β)q١, (٣٨.٢)

داشت خواهیم نتیجه در می�کنیم، جمع هم با و رسانده ٢ توان به را (٣٨.٢) و (٣۶.٢) رابطه�های طرفین

(٢λ+ ٢)(١a٢٢h٢٢ − a٣h٣) = (١− β)q٢. (٣٩.٢)

داریم (٣٨.٢) و (٣۶.٢) از
p١ = −q١, (۴٠.٢)

داشت خواهیم هم، با آنها کردن جمع و (٣٨.٢) و (٣۶.٢) رابطه�های طرفین رساندن ٢ توان به با
٢(λ+ ٢(١a٢٢h٢٢ = (١− β)٢(p٢١ + q٢١). (۴١.٢)

داریم (٣٩.٢) با (٣٧.٢) کردن جمع با هم�چنین
٢)٢λ+ ١)a٢٢h٢٢ = (١− β)(p٢ + q٢).

داریم ٠ ≤ β < ١ و hn > ٠ اینکه به توجه با و q٢ و p٢ ضرایب برای لم١.١ بستن به�کار با

|a٢٢| ≤
(١− β)

٢)٢λ+ ١)h٢٢
(|p٢|+ |q٢|) =

١)٢− β)

(٢λ+ ١)h٢٢
,

شد. بیان (٣٢.٢) در که همان�گونه است، |a٢| برای کرانی این و
داریم (٣٩.٢) از (٣٧.٢) کردن کم با ،|a٣| برای کران یافتن به�منظور حال

٢)٢λ+ ١)a٣h٣ − ٢)٢λ+ ١)a٢٢h٢٢ = (١− β)(p٢ − q٢),

معادل به�طور یا
a٣ =

١
h٣

(
a٢٢h

٢
٢ +

(١− β)(p٢ − q٢)

٢)٢λ+ ١)

)
.



٢٧ Σ١(E
ıηCOSη, γ, β) و Σ(τ, γ, φ) رده�های .٣.٢

می�کنیم مشاهده فوق رابطه�ی در (۴١.٢) از a٢٢h٢٢ مقدار جای�گذاری با

a٣ =
١
h٣

(
(١− β)٢(p٢١ + q٢١)

٢(λ+ ٢(١ +
(١− β)(p٢ − q٢)

٢)٢λ+ ١)

)
.

داریم به�سادگی ،hn > ٠ اینکه به توجه با و q٢ و q١ ،p٢ ،p١ ضرایب برای لم١.١ بردن به�کار با

|a٣| ≤
١
h٣

(
۴(١− β)٢

(λ+ ٢(١ +
١)٢− β)

(٢λ+ ١)

)
,

شد. ادعا (٣٣.٢) در که همان�گونه است، |a٣| برای کرانی این و

.١٠.٢ نکته

”سریواستاوا” که می�یابیم دست نتایجی به قضیه�ی١.٢، در h(z) = z
١−z

و λ = ١ دادن قرار با الف)
یافت[٣٢]. دست

دست آووف” و ”فراسین که می�یابیم دست نتایجی به قضیه�ی١.٢، در h(z) = z
١−z

دادن قرار با ب)
یافتند[١۴].

.١١.٢ مثال

به�صورت قضیه�ی٢.٢ در |a٣| و |a٢| کران ،(٢۶.٢) به�صورت شده داده h(z) برای الف)

|a٢| ≤
١[

١+ℓ+γ
١+ℓ

]m
√

١)٢− β)

(٢λ+ ١)
و

|a٣| ≤
١[

١+ℓ+٢γ
١+ℓ

]m (۴(١− β)٢

(λ+ ٢(١ +
١)٢− β)

(٢λ+ ١)

)
می�شود.

به�صورت قضیه�ی٢.٢ در |a٣| و |a٢| کران ،(٢٧.٢) به�صورت شده داده h(z) برای ب)

|a٢| ≤
١

|Γ١(α١)|

√
١)٢− β)

(٢λ+ ١)
و

|a٣| ≤
١

|Γ٢(α١)|

(
۴(١− β)٢

(λ+ ٢(١ +
١)٢− β)

(٢λ+ ١)

)
می�شود.

Σ١(e
ıηcosη, γ, β) و Σ(τ, γ, φ) رده�های ٣.٢

Σ(τ, γ, φ) توابع رده�ی برای ضرایب کران ١.٣.٢

.φ′(٠) > ٠ و φ(٠) = ١ که به�طوری باشد U در مثبت حقیقی قسمت با تحلیلی تابعی φ کنید فرض
به�صورت سری بسط دارای تابعی چنین

φ(z) = ١+B١z +B٢z
٢ +B٣z

٣ + · · · (B١ > ٠) (۴٢.٢)



٢٨ دو�طرف-تک�ارز توابع از زیر��رده�هایی برای ضرایب کران .٢

می�باشد.

هرگاه است Σ(τ, γ, φ) رده�ی در f ∈ Σ تابع .τ ∈ C\{٠} و ٠ ≤ γ ≤ ١ کنید فرض .١٢.٢ تعریف
باشند، برقرار (۴۴.٢) و (۴٣.٢) شرایط

١+
١
τ
[f ′(z) + γzf ′′(z)− ١] ≺ φ(z) (z ∈ U) (۴٣.٢)

و

١+
١
τ
[g′(w) + γwg′′(w)− ١] ≺ φ(w) (w ∈ U), (۴۴.٢)

.g(w) = f−١(w) که

می�شود. آورده به�دست زیر نتیجه ،Σ(τ, γ, φ) رده�ی توابع برای

این�صورت در باشد. (١.٢) به�صورت f(z) ∈ Σ(τ, γ, φ) کنید فرض .٣.٢ قضیه

|a٢| ≤
|τ |B

٣
٢
١√

|٣τB٢
١)١+ ٢γ) + ۴(١+ γ)٢(B١ −B٢)|

(۴۵.٢)

و

|a٣| ≤ B١|τ |

(
١

١)٣+ ٢γ) +
B١|τ |

۴(١+ γ)٢

)
, (۴۶.٢)

هستند. (۴٢.٢) به�صورت B٢ و B١ ضرایب که

u, v : U −→ U تحلیلی توابع این�صورت در .g = f−١ و f(z) ∈ Σ(τ, γ, φ) کنید فرض برهان.
است، برقرار زیر شرایط و u(٠) = v(٠) = ٠ که دارند وجود

١+
١
τ
[f ′(z) + γzf ′′(z)− ١] = φ(u(z)) (z ∈ U) (۴٧.٢)

و

١+
١
τ
[g′(w) + γwg′′(w)− ١] = φ(v(w)) (w ∈ U). (۴٨.٢)

می�کنیم تعریف زیر به�صورت را p٢ و p١ توابع

p١(z) =
١+ u(z)

١− u(z)
= ١+ c١z + c٢z

٢ + · · · (۴٩.٢)

و

p٢(z) =
١+ v(z)

١− v(z)
= ١+ b١z + b٢z

٢ + · · · . (۵٠.٢)

.p(٠)١ = ١ = p(٠)٢ و هستند تحلیلی U در p٢ و p١ این�صورت در
بنابراین هستند. U در مثبت حقیقی قسمت دارای p٢ و p١ توابع از یک هر ،u, v : U −→ U چون

داریم ،١.١ لم طبق

|bn| ≤ ٢ , |cn| ≤ ٢ (n ∈ N), (۵١.٢)



٢٩ Σ١(E
ıηCOSη, γ, β) و Σ(τ, γ, φ) رده�های .٣.٢

می�گیریم، نظر در زیر به�صورت را v(z) و u(z) حال

u(z) =
p١(z)− ١
p١(z) + ١ =

١
٢

[
c١z +

(
c٢ −

c٢١
٢

)
z٢ + · · ·

]
(z ∈ U) (۵٢.٢)

و

v(z) =
p٢(z)− ١
p٢(z) + ١ =

١
٢

[
b١z +

(
b٢ −

b٢١
٢

)
z٢ + · · ·

]
(z ∈ U). (۵٣.٢)

در ،(۴٢.٢) از استفاده و (۴٨.٢) و (۴٧.٢) در ترتیب به (۵٣.٢) و (۵٢.٢) جای�گذاری با به�وضوح
می�یابیم

١+١
τ
[f ′(z) + γzf ′′(z)− ١] = φ

(
p١(z)− ١
p٢(z) + ١

)
=

١+
١
٢B١c١z +

[
١
٢B١

(
c٢ −

c٢١
٢

)
+
١
۴B٢c

٢
١

]
z٢ + · · ·

(۵۴.٢)

و

١+١
τ

[
g′(w) + γwg′′(w)− ١

]
= φ

(
p٢(w)− ١
p٢(w) + ١

)
=

١+
١
٢B١b١w +

[
١
٢B١

(
b٢ −

b٢١
٢

)
+
١
۴B٢b

٢
١

]
w٢ + · · · .

(۵۵.٢)

داشت خواهیم (۵۵.٢) و (۵۴.٢) در (۴.٢) و (١.٢) از استفاده با
١)٢+ γ)a٢

τ
=

B١c١
٢ , (۵۶.٢)

زیرا

f(z) = z + a٢z
٢ + a٣z

٣ + · · · ,

f ′(z) = ١+ ٢a٢z + ٣a٣z٢ + · · · ,

f ′′(z) = ٢a٢ + ۶a٣z + · · · ,

داریم (۵۴.٢) رابطه�ی به توجه با

١+
١
τ

[
(١+ ٢a٢z + ٣a٣z٢ + · · · ) + γz(٢a٢ + ۶a٣z + · · · )− ١

]
= ١+

١
٢B١c١z +

[
١
٢B١

(
c٢ −

c٢١
٢

)
+
١
۴B٢c

٢
١

]
z٢ + · · · ,

١+
١
τ

[
٢a٢z + ٣a٣z٢ + · · ·+ ٢a٢γz + ۶a٣γz٢ + · · ·

]
= ١+

١
٢B١c١z +

[
١
٢B١

(
c٢ −

c٢١
٢

)
+
١
۴B٢c

٢
١

]
z٢ + · · · ,

١
τ
[١)٢+ γ)a٢z] =

١
٢B١c١z =⇒ ١

τ
[١)٢+ γ)a٢] =

١
٢B١c١.



٣٠ دو�طرف-تک�ارز توابع از زیر��رده�هایی برای ضرایب کران .٢

١)٣+ ٢γ)a٣
τ

=
١
٢B١

(
c٢ −

c٢١
٢

)
+
١
۴B٢c

٢
١, (۵٧.٢)

− ١)٢+ γ)a٢
τ

=
B١b١
٢ , (۵٨.٢)

و
١)٣+ ٢γ)(٢a٢٢ − a٣)

τ
=

١
٢B١

(
b٢ −

b٢١
٢

)
+
١
۴B٢b

٢
١. (۵٩.٢)

داریم (۵٨.٢) و (۵۶.٢) از

c١ = −b١, (۶٠.٢)

داریم، (۶٠.٢) و (۵۶.٢) از استفاده با سپس و (۵٩.٢) با (۵٧.٢) کردن جمع با

a٢٢ =
τ٢B٣

١(b٢ + c٢)

۴
[
٣τB٢

١)١+ ٢γ) + ۴(١+ γ)٢(B١ −B٢)
] . (۶١.٢)

زیرا
١)٣+ ٢γ)٢a٢٢

τ
=

١
٢B١

(
c٢ −

c٢١
٢

)
+
١
۴B٢c

٢
١ +

١
٢B١

(
b٢ −

b٢١
٢

)
+
١
۴B٢b

٢
١

=
١
٢B١

(
c٢ + b٢ − c٢١

)
+
١
٢B٢c

٢
١

=
B١(c٢ + b٢)− c٢١(B١ −B٢)

٢ ,

۶(١+ ٢γ)a٢٢
τ

=
(c٢ + b٢)

٢ B١ +
c١
٢ (B١ −B٢),

۶(١+ ٢γ)a٢٢
τ

B٢
١ =

(c٢ + b٢)

٢ B٣
١ −

c١
٢ B٢

١(B١ −B٢),

۶(١+ ٢γ)a٢٢
τ

B٢
١ +

B٢
١c

٢
١

۴ (B١ −B٢) =
B٣

١(b٢ + c٢)

٢ ,

پس ،٢(١+γ)a٢
τ

= B١c١
٢ چون

۶(١+ ٢γ)a٢٢
τ

B٢
١ + ٢

(
١)٢+ γ)a٢

τ

)٢
(B١ −B٢) =

B٣
١(b٢ + c٢)

٢ ,

۴a٣)٢٢τB٢
١)١+ ٢γ) + ۴(١+ γ)٢(B١ −B٢)) = τ٢B٣

١(b٢ + c٢),

a٢٢ =
τ٢B٣

١(b٢ + c٢)

۴
[
٣τB٢

١)١+ ٢γ) + ۴(١+ γ)٢(B١ −B٢)
] .

داریم ،(۶٠.٢) و (۵۶.٢) از استفاده و (۵٧.٢) از (۵٩.٢) کردن کم با مشابه، به�طور

a٣ =
B٢

١ττ
٢b٢١

١۶(١+ γ)٢
+

B١τ

١)١٢+ ٢γ)(c٢ − b٢). (۶٢.٢)



٣١ Σ١(E
ıηCOSη, γ, β) و Σ(τ, γ, φ) رده�های .٣.٢

زیرا
١)٣+ ٢γ)a٣ − ۶(١+ ٢γ)a٢٢ + ١)٣+ ٢γ)a٣

τ

=
١
٢B١

(
c٢ −

c٢١
٢

)
+
١
۴B٢c

٢
١ −

١
٢B١

(
b٢ −

b٢١
٢

)
− ١

۴B٢b
٢
١

=
١
٢B١(c٢ −

c٢١
٢ − b٢ +

b٢١
٢ ) +

١
۴B٢(c

٢
١ − b٢١),

۶(١+ ٢γ)a٣ − ۶(١+ ٢γ)a٢٢
τ

=
١
٢B١(c٢ − b٢),

a٣ − a٢٢ =
B١τ

١)١٢+ ٢γ)(c٢ − b٢),

داریم a٢٢ =
B٢
١c

٢
١τ

٢

١۶(١+γ)٢ و a٢ =
B١c١τ
۴(١+γ)

اینکه به توجه با

a٣ =
B٢

١c
٢
١τ

٢

١۶(١+ γ)٢
+

B١τ

١)١٢+ ٢γ)(c٢ − b٢),

داشت خواهیم نتیجه در ،c١ = −b١ چون

a٣ =
B٢

١τ
٢b٢١

١۶(١+ γ)٢
+

B١τ

١)١٢+ ٢γ)(c٢ − b٢).

می�شود. حاصل قضیه در شده ادعا ،(۴۶.٢) و (۴۵.٢) نظر مورد نتایج ،١.١ لم به نظر با نهایت، در

Σ١(e
iη cos η, γ, β) توابع رده�ی برای ضرایب کران ٢.٣.٢

و −π
٢ < η < π

٢ که τ = eiη cos η دهیم قرار ١٢.٢ تعریف در اگر

φ(z) =
١+ (١− ٢β)z

١− z

= ١+ ١)٢− β)z + ١)٢− β)z٢ + · · · (z ∈ U;٠ ≤ β < ١),

می�آید. به�دست ١٣.٢ تعریف توسط Σ١(e
iη cos η, γ, β) جدید رده�ی زیر این�صورت در

برقرار (۶۴.٢) و (۶٣.٢) شرایط هرگاه است Σ١(e
iη cos η, γ, β) رده�ی در f ∈ Σ تابع .١٣.٢ تعریف

باشند

Re

(
eiη

cos η
[f ′(z) + γzf ′′(z)]− β

)
> ٠ (z ∈ U) (۶٣.٢)

و

Re

(
eiη

cos η
[g′(w) + γwg′′(w)]− β

)
> ٠ (w ∈ U), (۶۴.٢)

.g(w) = f−١(w) که

می�آید. به�دست زیر نتیجه�ی ،٣.٢ قضیه در ١٣.٢ تعریف پارامتری تنظیمات از استفاده با



٣٢ دو�طرف-تک�ارز توابع از زیر��رده�هایی برای ضرایب کران .٢

این�صورت در باشد. (١.٢) به�صورت f(z) ∈ Σ١(e
iη cos η, γ, β) تابع کنید فرض .١.٢ نتیجه

|a٢| ≤

√
١)٢− β)

١)٣+ ٢γ) cos η, (۶۵.٢)

داریم (۴۵.٢) به توجه با زیرا

|a٢| ≤
|τ |B

٣
٢
١√

|٣τB٢
١)١+ ٢γ) + ۴(١+ γ)٢(B١ −B٢)|

,

داریم τ = eiη cos η و φ(z) = ١+ ١)٢− β)︸ ︷︷ ︸
B١

z + ١)٢− β)︸ ︷︷ ︸
B٢

z٢ + · · · این�که به توجه با و

|a٢| ≤
|eiη cos η|B

٣
٢
١√

|٣eiη cos ηB٢
١)١+ ٢γ) + ٠

≤
|eiη|| cos η|B

٣
٢
١√

|eiη||٣ cos ηB٢
١)١+ ٢γ)

=
| cos η|B

٣
٢
١√

|٣ cos ηB٢
١)١+ ٢γ)

=

√
B٣

١
٣ cos ηB٢

١)١+ ٢γ)
cos٢η

=

√
B١

١)٣+ ٢γ) cos η

=

√
١)٢− β)

١)٣+ ٢γ) cos η.

و

|a٣| ≤ ١)٢− β)

(
١

١)٣+ ٢γ) +
(١− β) cos η

١)٢+ γ)٢

)
cos η. (۶۶.٢)

داریم (۴۶.٢) به توجه با زیرا

|a٣| ≤ B١|τ |

(
١

١)٣+ ٢γ) +
B١|τ |

۴(١+ γ)٢

)
,

داریم τ = eiη cos η و φ(z) = ١+ ١)٢− β)︸ ︷︷ ︸
B١

z + ١)٢− β)︸ ︷︷ ︸
B٢

z٢ + · · · چون و

|a٣| ≤ B١|eiη cos η|
(

١
١)٣+ ٢γ) +

B١|eiη cos η|
۴(١+ γ)٢

)
≤ ١)٢− β)

(
١

١)٣+ ٢γ) +
١)٢− β) cos η

١)٢+ γ)٢

)
cos η.

می�شود. ساده زیر به�صورت ١.٢ نتیجه�ی ،γ = ٠ زمانی�که خاص، حالت در .١۴.٢ نکته

توسط شده داده f(z) تابع کنید فرض .٢.٢ نتیجه

f(z) ∈ Σ٢(e
iη cos η, β) := Σ١(e

iη cos η,٠, β),



٣٣ Σ١(E
ıηCOSη, γ, β) و Σ(τ, γ, φ) رده�های .٣.٢

این�صورت در باشد. (١.٢) به�صورت

|a٢| ≤
√

٢
١)٣− β) cos η (۶٧.٢)

و
|a٣| ≤

١− β

٣ [٢+ ١)٣− β) cos η] cos η. (۶٨.٢)

.[٣٢] می�آید به�دست ”سریواستاوا” از ١ قضیه�ی ،η = ٠ دهیم قرار ١.٢ نتیجه�ی در اگر .١۵.٢ نکته

و τ = ١ ،(١٢.٢) تعریف در اگر

φ(z) =

(
١+ z

١− z

)α

= ١+ ٢αz + ٢α٢z٢ + · · · (٠ < α ≤ ١; z ∈ U),

می�آید. به�دست زیر به�صورت شده تعریف Σ٣(γ, α) جدید رده�ی زیر این�صورت در دهیم قرار

باشد برقرار زیر شرایط هرگاه است Σ٣(γ, α) رده�ی در f ∈ Σ تابع .١۶.٢ تعریف
| arg[f ′(z) + γzf ′′(z)]| < απ

٢ (٠ < α ≤ ١; z ∈ U)

و
|[arg[g′(w) + γwg′′(w)]| < απ

٢ (٠ < α ≤ ١;w ∈ U),

.g(w) = f−١(w) که

می�آید. به�دست زیر نتیجه�ی قضیه، در ١۶.٢ تعریف پارامتری تنظیمات از استفاده با

این�صورت در باشد. (١.٢) به�صورت f(z) ∈ Σ٣(γ, α) تابع کنید فرض .٣.٢ نتیجه

|a٣| ≤ α

√
٢

١)٣+ ٢γ)α + ١)٢+ γ)١)٢− α)
, (۶٩.٢)

و τ = ١ و |a٢| ≤
|τ |B

٣
٢
١√

|٣τB٢
١(٢+١γ)+۴(١+γ)٢(B١−B٢)|

این�که به توجه با زیرا
داریم φ(z) = ١+ ٢α︸︷︷︸

B١

z + ٢α٢︸︷︷︸
B٢

z٢ + · · ·

|a٢| ≤
|١|B

٣
٢
١√

(١)٣B٢
١)١+ ٢γ) + ۴(١+ γ)٢(B١ −B٢)|

=

√
B٣

١
٣B٢

١)١+ ٢γ) + ۴(١+ γ)٢(B١ −B٢)

=

√
٨α٣

٣(۴α٢)(١+ ٢γ) + ۴(١+ γ)٢)٢α− ٢α٢)

=

√
(۴)(٢)(α٢)(α)

۴α(٣α(١+ ٢γ) + ١)٢+ γ)١)٢− α)

= α

√
٢

١)٣+ ٢γ)α + ١)٢+ γ)١)٢− α)
.



٣۴ دو�طرف-تک�ارز توابع از زیر��رده�هایی برای ضرایب کران .٢

و

|a٣| ≤

(
٢α

١)٣+ ٢γ) +
α٢

(١+ γ)٢

)
, (٧٠.٢)

و τ = ١ و |a٣| ≤ B١|τ |

(
١

٣(٢+١γ) +
B١|τ |

۴(١+γ)٢

)
این�که به توجه با زیرا

داریم φ(z) = ١+ ٢α︸︷︷︸
B١

z + ٢α٢︸︷︷︸
B٢

z٢ + · · ·

|a٣| ≤ ٢α|١|
(

١
١)٣+ ٢γ) +

٢α|١|
۴(١+ γ)٢

)
=

(
٢α

١)٣+ ٢γ) +
۴α٢

۴(١+ γ)٢

)
.

.[٣٢] می�آید به�دست ”سریواستاوا” از ١ قضیه�ی دهیم، قرار γ = ٠ ،٣.٢ نتیجه�ی در اگر .١٧.٢ نکته

HΣ(n, β, λ) و BΣ(n, α, λ) رده�های ۴.٢

BΣ(n, α, λ) توابع رده�ی برای ضرایب کران ١.۴.٢

(١.٢) به�صورت شده داده توابع از ،S از Q(n, λ, β) زیر�رده�ی ، λ ≥ ٠ و ٠ ≤ β < ١ ،n ∈ N٠ برای
شرط در صادق و

Re

{
(١− λ)Dnf(z) + λDn+١f(z)

z

}
> β z ∈ U, (٧١.٢)

.[٢٩] است سالاجین١٩ توسط شده معرفی سالاجین١٨، مشتق مخفف ،Dn که می�کنیم معرفی را

مشتق این�صورت در باشد. A رده�ی در (١.٢) به�صورت شده داده f(z) کنید فرض .١٨.٢ تعریف
می�شود، تعریف زیر به�صورت سالاجین

Dnf(z) = z +
∞∑
k=٢

knakz
k n ∈ N٠ = {٠} ∪ N.

پیدا تقلیل ”دینگ”٢٠، توسط شده مطالعه ،Qλ(β) رده�ی به فوق رده�ی ،n = ٠ برای .١٩.٢ نکته
.[١١] می�کند

(٧٢.٢) شرایط هرگاه است BΣ(n, α, λ) رده�ی در ،(١.٢) به�صورت شده داده f(z) تابع .٢٠.٢ تعریف
باشند برقرار (٧٣.٢) و

١٨Salagean derivative
١٩Salagean

٢٠Ding



٣۵ HΣ(N, β, λ) و BΣ(N,α, λ) رده�های .۴.٢

f ∈ Σ,∣∣∣∣arg{(١− λ)Dnf(z) + λDn+١f(z)

z

}∣∣∣∣ < απ

٢
(٠ < α ≤ ١, λ ≥ ١, z ∈ U),

(٧٢.٢)

و
f ∈ Σ,∣∣∣∣arg{(١− λ)Dng(w) + λDn+١g(w)

w

}∣∣∣∣ < απ

٢
(٠ < α ≤ ١, λ ≥ ١, w ∈ U),

(٧٣.٢)

به�صورت شده داده g تابع که
g(w) = w − a٢w

٢ + (٢a٢٢ − a٣)w
٣ − (۵a٣٢ − ۵a٢a٣ + a۴)w

۴ + · · · (٧۴.٢)

است.

مطالعه و شده (معرفی Hα
Σ رده�ی به BΣ(n, α, λ) رده�ی ،λ = ١ و n = ٠ برای که می�کنیم ملاحظه

رده�ی به BΣ(n, α, λ) رده�ی ،n = ٠ برای و [٣٢] می�کند پیدا تقلیل آل) ات سریواستاوا توسط شده
.[١۴] می�کند پیدا تقلیل آووف) و فراسین توسط شده مطالعه و شده (معرفی BΣ(α, λ)

شروع BΣ(n, α, λ) توابع رده�ی برای ،|a٣| و |a٢| ضرایب از تخمینی کردن پیدا با را خود کار
می�کنیم.

که BΣ(n, α, λ) رده�ی در ،(١.٢) به�صورت شده داده f(z) کنید فرض .۴.٢ قضیه
این�صورت در باشد. λ ≥ ١ و ٠ < α ≤ ١ ،n ∈ N٠

|a٢| ≤
٢α√

۴n(١+ λ)٢ + α(٢(٣n)(١+ ٢λ)− ۴n(١+ λ)٢)
(٧۵.٢)

و
|a٣| ≤

٢α
[(١− λ)٣n + λ٣n+١]

+
۴α٢

[(١− λ)٢n + λ٢n+٢[١
. (٧۶.٢)

داریم (٧٣.٢) و (٧٢.٢) از برهان.
(١− λ)Dnf(z) + λDn+١f(z)

z
= [p(z)]α (٧٧.٢)

و
(١− λ)Dng(w) + λDn+١g(w)

w
= [q(w)]α, (٧٨.٢)

به�صورت و P در q(w) و p(z) که
p(z) = ١+ p١z + p٢z

٢ + p٣z
٣ + · · · (٧٩.٢)

و
q(w) = ١+ q١w + q٢w

٢ + q٣w
٣ + · · · (٨٠.٢)



٣۶ دو�طرف-تک�ارز توابع از زیر��رده�هایی برای ضرایب کران .٢

می�کنیم مشاهده (٧٩.٢) و (٧٧.٢) در ضرایب دادن قرر برابر با حال هستند.
[(١− λ)٢n + λ٢n+١]a٢ = αp١, (٨١.٢)

داریم (٧٧.٢) به توجه با زیرا
(١− λ)(z + ٢na٢z٢ + ٣na٣z٣ + · · · ) + λ(z + ٢n+١a٢z

٢ + ٣n+١a٣z
٣ + · · · )

z

= [p(z)]α,

(١− λ)(١+ ٢na٢z + ٣na٣z
٢ + · · · ) + λ(١+ ٢n+١a٢z + ٣n+١a٣z

٢ + · · · )

= αp١z + (αp٢ +
α(α− ١)

٢ p٢١)z
٢ + · · · ,

(١− λ)٢na٢z + λ٢n+١a٢z = αp١z =⇒
[
(١− λ)٢n + λ٢n+١

]
a٢ = αp١.

[(١− λ)٣n + λ٣n+١]a٣ = αp٢ +
α(α− ١)

٢ p٢١, (٨٢.٢)

زیرا
(١− λ)(١+ ٢na٢z + ٣na٣z

٢ + · · · ) + λ(١+ ٢n+ ١a٢z + ٣n+١a٣z
٢ + · · · )

= αp١z + (αp٢ +
α(α− ١)

٢ p٢١)z
٢ + · · · ,

(١− λ)٣na٣z
٢ + λ٣n+١a٣z

٢ = (αp٢ +
α(α−١)

٢ p٢١)z
٢,[

(١− λ)٣n + λ٣n+١
]
= αp٢ +

α(α−١)
٢ p٢١.

− [(١− λ)٢n + λ٢n+١]a٢ = αq١, (٨٣.٢)

[(١− λ)٣n + λ٣n+٢)[١a٢٢ − a٣) = αq٢ +
α(α− ١)

٢ q٢١. (٨۴.٢)

داریم (٨٣.٢) و (٨١.٢) از
p١ = −q١, (٨۵.٢)

داشت خواهیم نتیجه در می�کنیم، جمع هم با و رسانده ٢ توان به را (٨٣.٢) و (٨١.٢) رابطه�ی طرفین
١)]٢− λ)٢n + λ٢n+٢[١a٢٢ = α٢(p٢١ + q٢١). (٨۶.٢)

داریم (٨۶.٢) از استفاده و (٨۴.٢) با (٨٢.٢) کردن جمع با حال

١)]٢− λ)٣n + λ٣n+١]a٢٢ = α(p٢ + q٢) +
α(α− ١)

٢ (p٢١ + q٢١)

= α(p٢ + q٢) +
α(α− ١)

٢
١)]٢− λ)٢n + λ٢n+٢[١

α٢ a٢٢.

داریم بنابراین

a٢٢ =
α٢(p٢ + q٢)

۴n(١+ λ)٢ + α[٢(٣n)(١+ ٢λ)− ۴n(١+ λ)٢]
,



٣٧ HΣ(N, β, λ) و BΣ(N,α, λ) رده�های .۴.٢

زیرا

١)]٢− λ)٣n + λ٣n+١]a٢٢ = α(p٢ + q٢) +
α(α− ١)

٢
١)]٢− λ)٢n + λ٢n+٢[١

α٢ a٢٢

=
α٢(p٢ + q٢) + (α− ١)](١− λ)٢n + λ٢n+٢[١a٢٢

α
,

٢α[(١− λ)٣n + λ٣n+١]a٢٢ = α٢(p٢ + q٢) + (α− ١)](١− λ)٢n + λ٢n+٢[١a٢٢,

٢α[(١− λ)٣n + λ٣n+١]a٢٢

− (α− ١)
[
(١− λ)٢۴n + λ٢۴n+١ + ٢٢n+٢λ(١− λ)

]
a٢٢ = α٢(p٢ + q٢),[

α
(
٢(٣n)− ٢λ٣n + ٢λ٣n+١

)
− (α−١)

(
(١+ λ٢ − ٢λ)۴n + λ٢۴n+١ + ۴n+١λ(١− λ)

)]
a٢٢ = α٢(p٢ + q٢),

[
α
(
٢(٣n)− ٢λ٣n + ٢λ٣n+١

)
− (α−١)

(
(١+ λ٢ − ٢λ)۴n + λ٢۴n+١ + (λ−λ٢)۴n+١

)]
a٢٢ = α٢(p٢ + q٢),

[
α
(
٢(٣n)− ٢λ٣n + ٢λ٣n+١

)
− (α−١)

(
۴n(١+ λ٢ − ٢λ+۴λ٢ + ۴λ− ۴λ٢)

)]
a٢٢ = α٢(p٢ + q٢),

[
α
(
٢(٣n)− ٢λ٣n + ٢λ٣n+١

)
− (α−١)

(
۴n(١+ λ٢ + ٢λ)

)]
a٢٢ = α٢(p٢ + q٢),

[
α
(
٢(٣n)− ٢λ٣n + ٢λ٣n+١

)
− (α−١)

(
۴n(١+ λ)٢

)]
a٢٢ = α٢(p٢ + q٢),

[
α
(
٢(٣n)(١+ ٢λ)− ۴n(١+ λ)٢

)
+ ۴n(١+ λ)٢

]
a٢٢ = α٢(p٢ + q٢),

a٢٢ =
α٢(p٢ + q٢)

۴n(١+ λ)٢ + α[٢(٣n)(١+ ٢λ)− ۴n(١+ λ)٢]
.

داریم q٢ و p٢ ضرایب برای لم١.١ از استفاده با

|a٢| ≤
٢α√

۴n(١+ λ)٢ + α[٢(٣n)(١+ ٢λ)− ۴n(١+ λ)٢]
,



٣٨ دو�طرف-تک�ارز توابع از زیر��رده�هایی برای ضرایب کران .٢

داریم (٨٢.٢) از (٨۴.٢) کردن کم با ،|a٣| برای کران یافتن به�منظور حال

١)]٢− λ)٣n + λ٣n+١][a٣ − a٢٢] = α(p٢ − q٢) +
α(α− ١)

٢ (p٢١ − q٢١),

١)]٢− λ)٣n + λ٣n+١]a٣ =α(p٢ − q٢)

+
١)]٢− λ)٣n + λ٣n+١]α٢(p٢١ + q٢١)

١)]٢− λ)٢n + λ٢n+٢[١
,

زیرا

١)]٢− λ)٣n + λ٣n+١][a٣ − a٢٢] = α(p٢ − q٢) +
α(α− ١)

٢ (p٢١ − q٢١),

داریم (٨۶.٢) از استفاده با
١)]٢− λ)٣n + λ٣n+١]a٣ =

α(p٢ − q٢) +
α(α− ١)

٢ (p٢١ − q٢١) +
α٢(p٢١ + q١)]٢(٢١− λ)٣n + λ٣n+١]

١)]٢− λ)٢n + λ٢n+٢[١
,

داریم نتیجه در ،p١ = −q١ چون
١)]٢− λ)٣n + λ٣n+١]a٣ =

α(p٢ − q٢) +
α٢(p٢١ + q١)]٢(٢١− λ)٣n + λ٣n+١]

١)]٢− λ)٢n + λ٢n+٢[١
,

a٣ =
α(p٢ − q٢)

١)]٢− λ)٣n + λ٣n+١]
+

α٢(p٢١ + q٢١)

١)]٢− λ)٢n + λ٢n+٢[١
,

داریم q٢ و q١ ،p٢ ،p١ ضرایب برای دیگر یک�بار لم١.١، از استفاده با

|a٣| ≤
٢α

[(١− λ)٣n + λ٣n+١]
+

۴α٢

[(١− λ)٢n + λ٢n+٢[١
,

می�کند. کامل را قضیه�ی٢.۴ اثبات این

HΣ(n, β, λ) توابع رده�ی برای ضرایب کران ٢.۴.٢

(٨٧.٢) شرایط هرگاه ,HΣ(nاست β, λ) رده�ی در ،(١.٢) به�صورت شده داده f(z) تابع .٢١.٢ تعریف
باشند برقرار (٨٨.٢) و

f ∈ Σ, Re

{
(١− λ)Dnf(z) + λDn+١f(z)

z

}
> β

(٠ < β ≤ ١, λ ≥ ١, n ∈ N٠, z ∈ U)
(٨٧.٢)

و

f ∈ Σ, Re

{
(١− λ)Dng(w) + λDn+١g(w)

w

}
> β

(٠ < β ≤ ١, λ ≥ ١, n ∈ N٠, w ∈ U),
(٨٨.٢)

است. (٧۴.٢) به�صورت شده داده g تابع که



٣٩ HΣ(N, β, λ) و BΣ(N,α, λ) رده�های .۴.٢

,HΣ(βو λ) رده�های ,HΣ(nبه β, λ) رده�ی ،(n = ٠, λ = ١) و (n = ٠) برای که می�کنیم ملاحظه
می�کند. پیدا تقلیل ”سریواستاوا”[٣٢]) و آووف”[١۴] و ”فراسین توسط به�ترتیب شده (مطالعه HΣ(λ)

،n ∈ N٠ که HΣ(n, β, λ) رده�ی در ،(١.٢) به�صورت شده داده f(z) تابع کنید فرض .۵.٢ قضیه
این�صورت در باشد. λ ≥ ١ و ٠ ≤ β < ١

|a٢| ≤

√
١)٢− β)

[(١− λ)٣n + λ٣n+١]
(٨٩.٢)

و
|a٣| ≤

۴(١− β)٢

[(١− λ)٢n + λ٢n+٢[١
+

١)٢− β)

[(١− λ)٣n + λ٣n+١]
. (٩٠.٢)

که دارند وجود q(z) ∈ P و p(z) ∈ P ،(٨٨.٢) و (٨٧.٢) طبق برهان.
(١− λ)Dnf(z) + λDn+١f(z)

z
= β + (١− β)p(z) (٩١.٢)

و
(١− λ)Dng(w) + λDn+١g(w)

w
= β + (١− β)q(w), (٩٢.٢)

و (٩١.٢) در ضرایب دادن قرار برابر با هستند. (٨٠.٢) و (٧٩.٢) به�صورت به�ترتیب q(w) و p(z) و
داشت خواهیم (٩٢.٢)

[(١− λ)٢n + λ٢n+١]a٢ = (١− β)p١, (٩٣.٢)

داریم (٩١.٢) به توجه با زیرا

(١− λ)(z + ٢na٢z٢ + ٣na٣z٣ + · · · ) + λ(z + ٢n+١a٢z
٢ + ٣n+١a٣z

٣ + · · · )
z

= β + (١− β)(١+ p١z + p٢z
٢ + · · · ),

(١− λ)(١+ ٢na٢z + ٣na٣z
٢ + · · · ) + λ(١+ ٢n+١a٢z + ٣n+١a٣z

٢ + · · · )

= β + (١− β)(١+ p١z + p٢z
٢ + · · · ),

(١− λ)٢na٢z + λ٢n+١a٢z = (١− β)p١z,[
(١− λ)٢n + λ٢n+١

]
a٢ = (١− β)p١.

[(١− λ)٣n + λ٣n+١]a٣ = (١− β)p٢, (٩۴.٢)

زیرا
(١− λ)(١+ ٢na٢z + ٣na٣z

٢ + · · · ) + λ(١+ ٢n+١a٢z + ٣n+١a٣z
٢ + · · · )

= β + (١− β)(١+ p١z + p٢z
٢ + · · · ),

(١− λ)٣na٣z
٢ + λ٣n+١a٣z

٢ = (١− β)p٢z
٢,



۴٠ دو�طرف-تک�ارز توابع از زیر��رده�هایی برای ضرایب کران .٢[
(١− λ)٣n + λ٣n+١

]
a٣ = (١− β)p٢.

− [(١− λ)٢n + λ٢n+١]a٢ = (١− β)q١ (٩۵.٢)

و

[(١− λ)٣n + λ٣n+٢)[١a٢٢ − a٣) = (١− β)q٢. (٩۶.٢)

داریم (٩۵.٢) و (٩٣.٢) از

p١ = −q١, (٩٧.٢)

داریم هم با آن�ها کردن جمع و (٩۵.٢) و (٩٣.٢) رابطه�های طرفین رساندن ٢ توان به با

١)]٢− λ)٢n + λ٢n+٢[١a٢٢ = (١− β)٢(p٢١ + q٢١). (٩٨.٢)

می�یابیم در (٩۶.٢) با (٩۴.٢) کردن جمع با هم�چنین،

١)]٢− λ)٣n + λ٣n+١]a٢٢ = (١− β)(p٢ + q٢), (٩٩.٢)

یا

a٢٢ =
(١− β)(p٢ + q٢)

١)]٢− λ)٣n + λ٣n+١]
,

نتیجه در

|a٢٢| ≤
١)٢− β)

[(١− λ)٣n + λ٣n+١]
,

شد. ادعا (٨٩.٢) در که همان�گونه است، |a٢| برای نظر مورد کران این و

داریم (٩۴.٢) از (٩۶.٢) کردن کم با ،|a٣| برای کران یافتن به�منظور حال

١)]٢− λ)٣n + λ٣n+١][a٣ − a٢٢] = (١− β)(p٢ − q٢),

معادل به�طور یا

a٣ = a٢٢ +
(١− β)(p٢ − q٢)

١)]٢− λ)٣n + λ٣n+١]
.

داریم (٩٨.٢) از a٢٢ مقدار جای�گذاری با

a٣ =
(١− β)٢(p٢١ + q٢١)

١)]٢− λ)٢n + λ٢n+٢[١
+

(١− β)(p٢ − q٢)

١)]٢− λ)٣n + λ٣n+١]
.

داریم q٢ و q١ ،p٢ ،p١ ضرایب برای لم١.١ از استفاده با

|a٣| ≤
۴(١− β)٢

[(١− λ)٢n + λ٢n+٢[١
+

١)٢− β)

[(١− λ)٣n + λ٣n+١]
,

شد. ادعا (٩٠.٢) در که همان�گونه است، |a٣| کران این که



۴١ HΣ(N, β, λ) و BΣ(N,α, λ) رده�های .۴.٢

آووف” و ”فراسین با مرتبط نتیجه�هایی به ،n = ٠ دهیم قرار ،۵.٢ و ۴.٢ قضیه�های در اگر .٢٢.٢ نکته
.[١۴] می�یابیم دست

با مرتبط نتیجه�هایی به ،λ = ١ و n = ٠ دهیم قرار ،۵.٢ و ۴.٢ قضیه�های در اگر .٢٣.٢ نکته
.[٣٢] می�یابیم دست ”سریواستاوا”



۴٢



٣ فصل

توابع از زیر�رده�هایی برای ضرایب کران
هوهلوف عملگر به وابسته دو�طرف-تک�ارز

باز دیسک در شده تعریف دو�طرف-تک�ارز، توابع از Σ تابع رده�ی از جدید زیر�رده�ی چند فصل، این در
و |a٢| ضرایب از تخمین�هایی به�علاوه، می�کنیم. بررسی و معرفی را هوهلوف١ عملگر به وابسته واحد،

کرد. خواهیم پیدا را جدید زیر�رده�های این توابع برای تیلور-مک�لورن سری |a٣|

مقدمات و تعاریف ١.٣

در α حسب بر ستاره�گون توابع از S∗(α) رده�ی مثال، به�عنوان شامل، S رده�ی مهم زیر�رده�های از برخی
می�باشند. U در α حسب بر محدب توابع از K(α) رده�ی و U

کردند. معرفی زیرترتیبی روش با را محدب و ستاره�گون توابع از دیگری زیر�رده�های [٢۴] میندا٢ و ما
که گرفتند نظر در را U واحد دیسک در مثبت حقیقی قسمت با ϕ تحلیلی تابع آن�ها منظور، این برای

می�نگارد. ١ به نسبت ستاره�گون ناحیه�ی یک روی بر را U ،ϕ و ϕ′(٠) > ٠ ،ϕ(٠) = ١
ϕ که است این بر فرض نتیجه، در می�شوند. داده نمایش KΣ(ϕ) و S∗

Σ(ϕ) با به�ترتیب رده�ها، این
چنین .ϕ′(٠) > ٠ و ϕ(٠) = ١ که است U واحد دیسک در مثبت حقیقی قسمت با تحلیلی تابعی

به�صورت سری بسط دارای تابعی
ϕ(z) = ١+B١z +B٢z

٢ +B٣z
٣ + · · · (B١ > ٠), (١.٣)

است.

می�کنیم. فراخوانی را [١٧ ،١۶] ”هوهلوف” توسط شده معرفی ،Ia,b,c تلفیقی عملگر فصل، این در

١Hohlov٢Ma and Minda



۴۴ هوهلوف عملگر به وابسته دو�طرف-تک�ارز توابع از زیر�رده�هایی برای ضرایب کران .٣

گاوسی٣ هندسی فوق تابع ،c ̸= ٣−,٢−,١−,٠, . . . که c و b ،a مختلط پارامترهای برای
به�صورت ٢F١(a, b, c; z)

٢F١(a, b, c; z) =
∞∑
n=٠

(a)n(b)n
(c)n

zn

n!

= ١+
∞∑
n=٢

(a)n−١(b)n−١
(c)n−١

zn−١

(n− ١)! (z ∈ U),
(٢.٣)

می�شود معرفی زیر به�صورت که است پوچ�هامر۴ نماد (α)n که می�شود تعریف

(α)n =
Γ(α + n)

Γ(α)

=

{
١ (n = ٠),
α(α + ١)(α + ٢) · · · (α + n− ١) (n = ١,٢,٣, . . . ).

(٣.٣)

گاوسی هندسی فوق تابع از استفاده با ،c ̸= ٣−,٢−,١−,٠, . . . که c و b ،a مختلط پارامترهای برای
به�صورت را Ia,b,c تلفیقی عملگر [١٧ ،١۶] هوهلوف ،(٢.٣) به�صورت شده داده

Ia,b;cf(z) = z ٢F١(a, b, c; z) ∗ f(z)

= z +
∞∑
n=٢

φnanz
n (z ∈ U),

(۴.٣)

که کرد معرفی
φn =

(a)n−١(b)n−١
(c)n−١(n− ١)! . (۵.٣)

کرد. مطرح را Ia,b;c عملگر توسط شده ارائه هندسی جالب خواص برخی [١٧ ،١۶] هوهلوف

Sa,b;c
Σ (γ, λ, ϕ) رده�ی ٢.٣

Sa,b;c
Σ (γ, λ, ϕ) توابع رده�ی برای ضرایب کران ١.٢.٣

شرایط هرگاه است Sa,b;c
Σ (γ, λ, ϕ) رده�ی در ،(١.٢) به�صورت شده داده f ∈ Σ تابع .١.٣ تعریف

باشند برقرار (۶.٣)

١+
١
γ

(
z(Ia,b;cf(z))

′

(١− λ)z + λIa,b;cf(z)
− ١
)

≺ ϕ(z)

(γ ∈ C\{٠};٠ ≤ λ ≤ ١; z ∈ U),

١+
١
γ

(
w(Ia,b;cg(w))

′

(١− λ)w + λIa,b;cg(w)
− ١
)

≺ ϕ(w)

(γ ∈ C\{٠};٠ ≤ λ ≤ ١;w ∈ U),

(۶.٣)

است. (۴.٢) به�صورت شده داده g تابع که

٣Gaussian hypergeometric function۴Pochhammer



۴۵ SA,B;C
Σ (γ, λ, ϕ) رده�ی .٢.٣

که همان�گونه ،Σ از جدیدی زیر�رده�های می�توان ،c و b ،a ،λ پارامترهای برای خاص حالت�های در
کرد. بیان را آمده زیر مثال�های در

Sa,b;c
Σ (γ, ϕ) رده�ی در ،(١.٢) به�صورت شده داده f ∈ Σ تابع ،γ ∈ C\{٠} و λ = ١ برای .٢.٣ مثال

باشد برقرار زیر شرایط هرگاه است

١+
١
γ

(
z(Ia,b;cf(z))

′

Ia,b;cf(z)
− ١
)

≺ ϕ(z),

١+
١
γ

(
w(Ia,b;cg(w))

′

Ia,b;cg(w)
− ١
)

≺ ϕ(w),

(٧.٣)

است. (۴.٢) به�صورت شده داده g تابع و z, w ∈ U که

Ya,b;c
Σ (γ, ϕ) رده�ی در ،(١.٢) به�صورت شده داده f ∈ Σ تابع ،γ ∈ C\{٠} و λ = ٠ برای .٣.٣ مثال

باشد برقرار زیر شرایط هرگاه است

١+
١
γ

(
(Ia,b;cf(z))

′ − ١) ≺ ϕ(z),

١+
١
γ

(
(Ia,b;cg(w))

′ − ١) ≺ ϕ(w),

(٨.٣)

است. (۴.٢) به�صورت شده داده g تابع و z, w ∈ U که

جدید زیر�رده�های به Sa,b;c
Σ (γ, λ, ϕ) رده�ی ،b = ١ و a = c برای که است جالب مطلب این به توجه

می�کند. پیدا تقلیل زیر

S∗
Σ(γ, ϕ) رده�ی در ،(١.٢) به�صورت شده داده f ∈ Σ تابع ،γ ∈ C\{٠} و λ = ١ برای .۴.٣ مثال

باشد برقرار زیر شرایط هرگاه است

١+
١
γ

(
zf ′(z)

f(z)
− ١
)

≺ ϕ(z),

١+
١
γ

(
wg′(w)

g(w)
− ١
)

≺ ϕ(w),

(٩.٣)

است. (۴.٢) به�صورت شده داده g تابع و z, w ∈ U که

H∗
Σ(γ, ϕ) رده�ی در ،(١.٢) به�صورت شده داده f ∈ Σ تابع ،γ ∈ C\{٠} و λ = ٠ برای .۵.٣ مثال

باشد برقرار زیر شرایط هرگاه است

١+
١
γ
(f ′(z)− ١) ≺ ϕ(z),

١+
١
γ
(g′(w)− ١) ≺ ϕ(w),

(١٠.٣)

است. (۴.٢) به�صورت شده داده g تابع و z, w ∈ U که



۴۶ هوهلوف عملگر به وابسته دو�طرف-تک�ارز توابع از زیر�رده�هایی برای ضرایب کران .٣

شده، معرفی بالا در ،Sa,b;c
Σ (γ, λ, ϕ) زیر��رده�ی � توابع برای ،|a٣| و |a٢| ضرایب از تخمین�هایی حال

می�کنیم.مولفان پیدا است، پیشین مولفان روش با متفاوت که روشی بستن به�کار با را Σ تابع رده�ی از
می�دادند. قرار بررسی مورد ،١.١ لم از استفاده با را دو�طرف-تک�ارز توابع ضرایب عمده به�طور پیشین،

شروع Sa,b;c
Σ (γ, λ, ϕ) رده�ی توابع برای ،|a٣| و |a٢| ضرایب از تخمینی کردن پیدا با را خود کار

می�کنیم.

،|q(z)| < ١ و |p(z)| < ١ و p(٠) = ٠ = q(٠) و باشند تحلیلی U در q(z) و p(z) کنید فرض
کنید فرض هم�چنین

p(z) = p١z + p٢z
٢ + · · · (|z| < ١),

q(z) = q١z + q٢z
٢ + · · · (|z| < ١).

(١١.٣)

که بدانید است خوب
|p١| ≤ ١, |p٢| ≤ ١− |p٢|١,

|q١| ≤ ١, |q٢| ≤ ١− |q٢|١.
(١٢.٣)

داریم شوارتز لم طبق پس .|p(z)| < ١ و p(٠) = ٠ زیرا

|p(z)| < |z| =⇒
∣∣∣∣p(z)z

∣∣∣∣ < ١ =⇒
∣∣∣∣p(z)− p(٠)

z − ٠

∣∣∣∣ < ١

=⇒ |p′(٠)| ≤ ١ =⇒ |p١| ≤ ١,

|f(z)| < ١ و تحلیلی تابعی f : U −→ C ”اگر که می�کند بیان که قضیه این از استفاده با هم�چنین
داریم ،”|f ′(z)| ≤ ١−|f(z)|٢

١−|z|٢ آنگاه باشد

f(z) =
p(z)

z
= p١ + p٢z + · · · ,

ذکر قضیه�ی از استفاده با پس
∣∣∣p(z)z

∣∣∣ < ١ چون هم�چنین تحلیلیست، دارد، تیلور بسط تابع این چون
داشت خواهیم شده،

|f ′(z)| ≤ ١− |f(z)|٢

١− |z|٢
∀z ∈ U,

پس

|f ′(٠)| ≤ ١− |f(٠)|٢
١− |٢|٠ ,

نتیجه در

|p٢| ≤ ١− |p٢|١.

داریم (١.٣) از بنابراین

ϕ(p(z)) = ١+B١p١z + (B١p٢ +B٢p
٢
١)z

٢ + · · · , (١٣.٣)



۴٧ SA,B;C
Σ (γ, λ, ϕ) رده�ی .٢.٣

زیرا
ϕ(p(z)) = ϕ(p١z + p٢z

٢ + · · · )

= ١+B١(p١z + p٢z
٢ + · · · ) + B٢(p١z + p٢z

٢ + · · · )٢ + · · ·

= ١+B١p١z + (B١p٢ +B٢p
٢
١)z

٢ + · · · .

ϕ(q(w)) = ١+B١q١w + (B١q٢ +B٢q
٢
١)w

٢ + · · · . (١۴.٣)

در باشد. Sa,b;c
Σ (γ, λ, ϕ) رده�ی در ،(١.٢) به�صورت شده داده f(z) تابع کنید فرض .١.٣ قضیه

این�صورت
|a٢| ≤

|γ|B١
√

B١√
|[γ(λ٢ − ٢λ)B٢

١ − (٢− λ)٢B٢]φ
٢
٢ + γ(٣− λ)B٢

١φ٣|+ (٢− λ)٢B١φ
٢
٢

,

|a٣| ≤


|γ|B١

(٣−λ)φ٣
, |γ| ≤

(٢−λ)٢φ٢
٢

(٣−λ)φ٣B١
,

|γ|B١|[γ(λ٢−٢λ)B٢
١−(٢−λ)٢B٢]φ

٢
٢+γ(٣−λ)B٢

١φ٣|+(٣−λ)φ٣B
٣
١ |γ|

٢

(٣−λ)φ٣{|[γ(λ٢−٢λ)B٢
١−(٢−λ)٢B٢]φ

٢
٢+γ(٣−λ)B٢

١φ٣|+(٢−λ)٢B١φ
٢
٢}

, |γ| >
(٢−λ)٢φ٢

٢
(٣−λ)φ٣B١

,

(١۵.٣)

هستند. (۵.٣) به�صورت شده داده φ٣ و φ٢ که

داریم (۶.٣) از برهان.

١+
١
γ

(
z(Ia,b;cf(z))

′

(١− λ)z + λIa,b;cf(z)
− ١
)

= ϕ(p(z)),

١+
١
γ

(
w(Ia,b;cg(w))

′

(١− λ)w + λIa,b;cg(w)
− ١
)

= ϕ(q(w)),

(١۶.٣)

قرار برابر با حال می�باشند. (١۴.٣) و (١٣.٣) به�صورت شده داده به�ترتیب ϕ(q(w)) و ϕ(p(z)) که
داریم (١۶.٣) در ضرایب دادن

(٢− λ)

γ
φ٢a٢ = B١p١, (١٧.٣)

داریم (١۶.٣) به توجه با زیرا

١+
١
γ

(
z(z + φ٢a٢z

٢ + φ٣a٣z
٣ + · · · )′

(١− λ)z + λ(z + φ٢a٢z٢ + φ٣a٣z٣ + · · · )
− ١
)

= ١+B١p١z + (B١p٢ +B٢p
٢
١)z

٢ + · · · ,

١+
١
γ

(
z(١+ ٢φ٢a٢z + ٣φ٣a٣z

٢ + · · · )′

z − λz + λz + λφ٢a٢z٢ + λφ٣a٣z٣ + · · ·
− ١
)

= ١+B١p١z + (B١p٢ +B٢p
٢
١)z

٢ + · · · ,

١
γ

(
z + ٢φ٢a٢z

٢ + ٣φ٣a٣z
٣ + · · · − z − λφ٢a٢z

٢ − λφ٣a٣z
٣ − · · ·

z + λφ٢a٢z٢ + λφ٣a٣z٣ + · · ·

)
= B١p١z + (B١p٢ +B٢p

٢
١)z

٢ + · · · ,

١
γ

(
(٢− λ)φ٢a٢z

٢ + (٣− λ)φ٣a٣z
٣ + · · ·

z + λφ٢a٢z٢ + λφ٣a٣z٣ + · · ·

)
= B١p١z + (B١p٢ +B٢p

٢
١)z

٢ + · · · ,
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١
γ

(
(٢− λ)φ٢a٢z︸ ︷︷ ︸+((λ٢ − ٢λ)φ٢

٢a
٢
٢ + (٣− λ)φ٣a٣)z

٢ + · · ·

)
= B١p١z︸ ︷︷ ︸+(B١p٢ +B٢p

٢
١)z

٢ + · · · ,

(٢− λ)φ٢a٢
γ

z = B١p١z =⇒ (٢− λ)φ٢a٢
γ

= B١p١.

(λ٢ − ٢λ)
γ

φ٢
٢a

٢
٢ +

(٣− λ)

γ
φ٣a٣ = B١p٢ +B٢p

٢
١, (١٨.٣)

زیرا
١
γ

(
(٢− λ)φ٢a٢z + ((λ٢ − ٢λ)φ٢

٢a
٢
٢ + (٣− λ)φ٣a٣)z

٢︸ ︷︷ ︸+ · · ·

)
= B١p١z + (B١p٢ +B٢p

٢
١)z

٢︸ ︷︷ ︸+ · · · ,

(λ٢ − ٢λ)φ٢
٢a

٢
٢ + (٣− λ)φ٣a٣

γ
z٢ = (B١p٢ +B٢p

٢
١)z

٢

(λ٢ − ٢λ)φ٢
٢a

٢
٢ + (٣− λ)φ٣a٣

γ
= B١p٢ +B٢p

٢
١.

− (٢− λ)

γ
φ٢a٢ = B١q١, (١٩.٣)

(λ٢ − ٢λ)
γ

φ٢
٢a

٢
٢ +

(٣− λ)

γ
φ٢)٣a٢٢ − a٣) = B١q٢ +B٢q

٢
١. (٢٠.٣)

می�یابیم در (١٩.٣) و (١٧.٣) از

a٢ =
γB١p١

(٢− λ)φ٢
=

−γB١q١
(٢− λ)φ٢

, (٢١.٣)

یعنی
p١ = −q١, (٢٢.٣)

داریم (١٧.٣) رابطه�ی طرفین رساندن ٢ توان به با
(٢− λ)٢φ٢

٢a
٢
٢ = γ٢B٢

١p
٢
١. (٢٣.٣)

داریم (٢٢.٣) و (٢١.٣) از استفاده با و (٢٠.٣) با (١٨.٣) کردن جمع با
{[٢γ(λ٢ − ٢λ)B٢

١ − ٢)٢− λ)٢B٢]φ
٢
٢ + ٢γ(٣− λ)B٢

١φ٣}a٢٢

= B٣
١γ

٢(p٢ + q٢).
(٢۴.٣)

زیرا

٢(λ
٢ − ٢λ)
γ

φ٢
٢a

٢
٢ + ٣)٢− λ)

γ
φ٣a

٢
٢ = B١(p٢ + q٢) + B٢(p

٢
١ + q٢١),

٢(λ٢ − ٢λ)φ٢
٢a

٢
٢ + ٣)٢− λ)φ٣a

٢
٢ = B١γ(p٢ + q٢) +B٢γ(p

٢
١ + q٢١),



۴٩ SA,B;C
Σ (γ, λ, ϕ) رده�ی .٢.٣

٢γ(λ٢ − ٢λ)B٢
١φ

٢
٢a

٢
٢ + ٢γ(٣− λ)B٢

١φ٣a
٢
٢

= B٣
١γ

٢(p٢ + q٢) + B٢B
٢
١γ

٢(p٢١ + q٢١),

داریم (٢١.٣) از استفاده با
٢γ(λ٢ − ٢λ)B٢

١φ
٢
٢a

٢
٢ + ٢γ(٣− λ)B٢

١φ٣a
٢
٢

= B٣
١γ

٢(p٢ + q٢) +B٢
(
(٢− λ)٢a٢٢φ

٢
٢ + (٢− λ)٢a٢٢φ

٢
٢
)
,

٢γ(λ٢ − ٢λ)B٢
١φ

٢
٢a

٢
٢ + ٢γ(٣− λ)B٢

١φ٣a
٢
٢ − ٢)٢− λ)٢a٢٢φ

٢
٢B٢ = B٣

١γ
٢(p٢ + q٢),{

[٢γ(λ٢ − ٢λ)B٢
١ − ٢)٢− λ)٢B٢]φ

٢
٢ + ٢γ(٣− λ)B٢

١φ٣
}
a٢٢ = B٣

١γ
٢(p٢ + q٢).

داریم (٢٣.٣) و (١٢.٣) از استفاده با حال
{|[γ(λ٢ − ٢λ)B٢

١ − (٢− λ)٢B٢]φ
٢
٢ + γ(٣− λ)B٢

١φ٣|

+ (٢− λ)٢B١φ
٢
٢}|a٢|

٢ ≤ |γ٢|B٣
١ .

(٢۵.٣)

|a٢| ≤
|γ|B١

√
B١√

|[γ(λ٢ − ٢λ)B٢
١ − (٢− λ)٢B٢]φ

٢
٢ + γ(٣− λ)B٢

١φ٣|+ (٢− λ)٢B١φ
٢
٢

. (٢۶.٣)

برای کران یافتن به�منظور حال شد. ادعا (١۵.٣) در که همان�گونه است، |a٢| برای نظر مورد کران این
داریم (١٨.٣) از (٢٠.٣) کردن کم با ،|a٣|

٣)٢− λ)

γ
φ٣a٣ = B١(p٢ − q٢) +

٣)٢− λ)

γ
φ٣a

٢
٢. (٢٧.٣)

می�شود نتیجه B١ > ٠ این�که و (٢٧.٣) و (٢٣.٣) ،(١٢.٣) از

|a٣| ≤
|γ|B١

(٣− λ)φ٣
+

(٣− λ)φ٣|γ|B١ − (٢− λ)٢φ٢
٢

(٣− λ)φ٣|γ|B١
|a٢|٢. (٢٨.٣)

زیرا
٣)٢− λ)

γ
φ٣a٣ = B١(p٢ − q٢) +

٣)٢− λ)

γ
φ٣a

٢
٢,

a٣ =
γB١(p٢ − q٢)

٣)٢− λ)φ٣
+ a٢٢,

|a٣| ≤
|γ|B١(|p٢|+ |q٢|)

٣)٢− λ)φ٣
+ |a٢٢|,

داریم (١٢.٣) از استفاده با

|a٣| ≤
|γ|B٢)١− |p٢|١ + |q٢|١)

٣)٢− λ)φ٣
+ |a٢٢|,

می�شود نتیجه (٢٢.٣) از بااستفاده

|a٣| ≤
|γ|B٢)١− ٢|p٢|١)

٣)٢− λ)φ٣
+ |a٢٢|

=
|γ|B١)١− |p٢|١)

(٣− λ)φ٣
+ |a٢٢|

=
|γ|B١

(٣− λ)φ٣
− |γ|B١

(٣− λ)φ٣
|p٢|١ + |a٢٢|,
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داشت خواهیم می�کنیم، جای�گذاری اخیر رابطه�ی در را (٢٣.٣) رابطه�ی از p٢١ مقدار

|a٣| ≤
|γ|B١

(٣− λ)φ٣
− |γ|B١

(٣− λ)φ٣

(٢− λ)٢φ٢
٢|a

٢
٢|

|γ|٢B٢
١

+ |a٢٢|

=
|γ|B١

(٣− λ)φ٣
−

(٢− λ)٢φ٢
٢|a

٢
٢|

(٣− λ)φ٣|γ|B١
+ |a٢٢|

=
|γ|B١

(٣− λ)φ٣
−

[(٣− λ)φ٣|γ|B١ − (٢− λ)٢φ٢
٢]|a٢|٢

(٣− λ)φ٣|γ|B١
.

می�یابیم در (٢۶.٣) از استفاده با

|a٣| ≤


|γ|B١

(٣−λ)φ٣
, |γ| ≤

(٢−λ)٢φ٢
٢

(٣−λ)φ٣B١
,

|γ|B١|[γ(λ٢−٢λ)B٢
١−(٢−λ)٢B٢]φ

٢
٢+γ(٣−λ)B٢

١φ٣|+(٣−λ)φ٣B
٣
١ |γ|

٢

(٣−λ)φ٣{|[γ(λ٢−٢λ)B٢
١−(٢−λ)٢B٢]φ

٢
٢+γ(٣−λ)B٢

١φ٣|+(٢−λ)٢B١φ
٢
٢}

, |γ| >
(٢−λ)٢φ٢

٢
(٣−λ)φ٣B١

.
(٢٩.٣)

داریم |γ| ≤ (٢−λ)٢φ٢
٢

(٣−λ)φ٣B١
زمانی�که زیرا

|a٣| ≤
|γ|B١

(٣− λ)φ٣
+

(٣− λ)φ٣
(٢−λ)٢φ٢

٢
(٣−λ)φ٣B١

B١ − (٢− λ)٢φ٢
٢

(٣− λ)φ٣
(٢−λ)٢φ٢

٢
(٣−λ)φ٣B١

B١

|a٢|٢

=
|γ|B١

(٣− λ)φ٣
+

(٢− λ)٢φ٢
٢ − (٢− λ)٢φ٢

٢
(٢− λ)٢φ٢

٢
|a٢|٢

=
|γ|B١

(٣− λ)φ٣
,

داشت خواهیم (٢٨.٣) در (٢۶.٣) از استفاده با هم�چنین
|a٣| ≤

|γ|B١
(٣− λ)φ٣

+
(٣− λ)φ٣|γ|B١ − (٢− λ)٢φ٢

٢
(٣− λ)φ٣|γ|B١

|γ|٢B٣
١

|[γ(λ٢ − ٢λ)B٢
١ − (٢− λ)٢B٢]φ

٢
٢ + γ(٣− λ)B٢

١φ٣|+ (٢− λ)٢B١φ
٢
٢
,

و می�شود حاصل نظر مورد نتیجه آمده، به�دست عبارت کردن ساده سپس و مخرج�مشترک�گیری با حال
می�کند. کامل را ١.٣ قضیه�ی اثبات این

داریم. را زیر نتیجه�ی ،١.٣ قضیه�ی در λ = ١ دادن قرار با

این�صورت باشد.در Sa,b;c
Σ (γ, ϕ) رده�ی در به�صورت(١.٢)، شده داده f(z) تابع کنید فرض .١.٣ نتیجه

|a٢| ≤
|γ|B١

√
B١√

|٢γB١
٢φ٣ − (γB٢

١ +B٢)φ
٢
٢|+B١φ

٢
٢

,

|a٣| ≤


|γ|B١
٢φ٣

, |γ| ≤ φ٢
٢

٢φ٣B١
|γ|B٢|١γB٢

١φ٣−(γB٢
١+B٢)φ

٢
٢+|٢φ٣B

٣
١ |γ|

٢

٢φ٢|}٣γB٢
١φ٣−(γB٢

١+B٢)φ
٢
٢|+B١φ

٢
٢

, |γ| > φ٢
٢

٢φ٣B١
.

(٣٠.٣)

داریم. را زیر نتیجه�ی ،١.٣ نتیجه�ی در b = ١ و a = c دادن قرار با

این�صورت در باشد. S∗
Σ(γ, ϕ) رده�ی در ،(١.٢) به�صورت شده داده f(z) تابع کنید فرض .٢.٣ نتیجه

|a٢| ≤
|γ|B١

√
B١√

|γB٢
١ −B٢|+B١

, (٣١.٣)



۵١ SA,B;C
Σ (γ, λ, ϕ) رده�ی .٢.٣

|a٣| ≤


|γ|B١
٢ , |γ| ≤ ١

٢B١
,

|γ|B١|γB٢
١−B٢+|٢B٣

١ |γ|
٢

٢(|γB٢
١−B٢|+B١

, |γ| > ١
٢B١

.
(٣٢.٣)

داریم. را زیر نتیجه�ی قضیه�ی١.٣، در λ = ٠ دادن قرار با

این�صورت در باشد. Ya,b;c
Σ (γ, ϕ) رده�ی در به�صورت(١.٢)، شده داده f(z) تابع فرضکنید .٣.٣ نتیجه

|a٢| ≤
|γ|B١

√
B١√

|٣γB٢
١φ٣ − ۴B٢φ

٢
٢|+ ۴B١φ

٢
٢

,

|a٣| ≤


|γ|B١
٣φ٣

, |γ| ≤ ۴φ٢
٢

٣φ٣B١
,

|γ|B٣|١γB٢
١φ٣−۴B٢φ

٢
٣+|٢φ٣B

٣
١ |γ|

٢

٣φ٣|)٣γB٢
١φ٣−۴B٢φ

٢
٢|+۴B١φ

٢
٢)

, |γ| > ۴φ٢
٢

٣φ٣B١
.

(٣٣.٣)

داریم. را زیر نتیجه�ی نتیجه�ی٣.٣، در b = ١ و a = c دادن قرار با

این�صورت در باشد. H∗
Σ(γ, ϕ) رده�ی در ،(١.٢) به�صورت شده داده f(z) تابع کنید فرض .۴.٣ نتیجه

|a٢| ≤
|γ|B١

√
B١√

|٣γB٢
١ − ۴B٢|+B١

,

|a٣| ≤


|γ|B١
٣ , |γ| ≤ ۴

٣B١
,

|γ|B٣|١γB٢
١−۴B٣+|٢B٣

١ |γ|
٢

٣|)٣γB٢
١−۴B٢|+۴B١)

, |γ| > ۴
٣B١

.

(٣۴.٣)

نتیجه�گیری ٢.٢.٣

به�صورت ϕ تابع ستاره�گون، قوی به�طور توابع رده�ی برای

ϕ(z) =

(
١+ z

١− z

)α

= ١+ ٢αz + ٢α٢z٢ + · · · (٠ < α ≤ ١), (٣۵.٣)

.B٢ = ٢α٢ و B١ = ٢α می�دهیم قرار که می�شود داده

داریم ، [۵] B٢ = ٢α٢ و B١ = ٢α وقتی�که Sa,b;c
Σ (γ, λ, ϕ) رده�ی برای قضیه١.٣، از .۶.٣ نکته

|a٢| ≤
|٢γ|α√

|(λ− ٢)(٢γλ− λ+ ٢)αφ٢
٢ + ٣)٢− λ)γαφ٣|+ (٢− λ)٢φ٢

٢

,

|a٣| ≤


|٢γ|α

(٣−λ)φ٣
, |γ| ≤

(٢−λ)٢φ٢
٢

٢(٣−λ)φ٣α
,

|٢(λ−٢)(٢γλ−λ+٢)γα٢φ٢
٢+۴γ٢(٣−λ)α٢φ٣|+۴(٣−λ)α٢φ٣|γ|٢

(٣−λ)φ٣{|(λ−٢)(٢γλ−λ+٢)αφ٢
٢+٢γ(٣−λ)αφ٣|+(٢−λ)٢φ٢

٢}
, |γ| >

(٢−λ)٢φ٢
٢

٢(٣−λ)φ٣α
.

(٣۶.٣)

دهیم قرار اگر دیگر، سوی از

ϕ(z) =
١+ (١− ٢β)z

١− z

= ١+ ١)٢− β)z + ١)٢− β)z٢ + · · · (٠ ≤ β < ١),
(٣٧.٣)

.B١ = B٢ = ١)٢− β) این�صورت در
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زمانی�که ،Sa,b;c
Σ (γ, λ, ϕ) رده�ی برای قضیه�ی١.٣، از .٧.٣ نکته

داریم ،B١ = B٢ = ١)٢− β)

|a٢| ≤
١)٢ − β)|γ|√

|[١)٢ − β)λγ − λ + ٢](λ − ٢)φ٢
٢ + ١)٢ − β)(٣ − λ)γφ٣| + (٢ − λ)٢φ٢

٢

,

|a٣| ≤


٢(١−β)|γ|
(٣−λ)φ٣

, |γ| ≤
(٢−λ)٢φ٢

٢
٢(١−β)(٣−λ)φ٣

٢(١−β)|(λ−٢)[٢(١−β)λγ−λ+٢]γφ٢
٢+٢(١−β)(٣−λ)γ٢φ٣|+۴(١−β)٢(٣−λ)|γ|٢φ٣

(٣−λ)φ٣{|(λ−٢)[٢(١−β)γλ−λ+٢]φ٢
٢+٢(١−β)(٣−λ)γφ٣|+(٢−λ)٢φ٢

٢}
, |γ| >

(٢−λ)٢φ٢
٢

٢(١−β)(٣−λ)φ٣
.

(٣٨.٣)

Ma,b;c
Σ (β, λ) و Sa,b;c

Σ (α, λ) رده�های ٣.٣

شرایط هرگاه است Sa,b;c
Σ (α, λ) رده�ی در ،(١.٢) به�صورت شده داده f(z) ∈ Σ تابع .٨.٣ تعریف

باشند (۴٠.٣)برقرار و (٣٩.٣)∣∣∣∣∣arg
(

z(Ia,b;cf(z))′

(١− λ)z + λIa,b;cf(z)

)∣∣∣∣∣ < απ

٢ (٠ < α ≤ ٠;١ ≤ λ ≤ ١; z ∈ U) (٣٩.٣)

arg∣∣∣∣∣و
(

w(Ia,b;cg(w))′

(١− λ)w + λIa,b;cg(w)

)∣∣∣∣∣ < απ

٢ (٠ < α ≤ ٠;١ ≤ λ ≤ ١;w ∈ U), (۴٠.٣)

به�صورت شده داده g تابع که
g(w) = w − a٢w

٢ + (٢a٢٢ − a٣)w
٣ − (۵a٣٢ − ۵a٢a٣ + a۴)w

۴ + · · · ,

است. U در f−١ از تعمیمی و
توسط شده معرفی و شده Hα(مطالعه

Σ رده�ی به Sa,b;c
Σ (α, λ) رده�ی ،b = ١ و a = c ،λ = ٠ برای

.[٣٢] می�کند پیدا تقلیل سریواستاوا)

دو�طرف- قوی به�طور توابع رده�ی به Sa,b;c
Σ (α, λ) رده�ی ،b = ١ و a = c ،λ = ١ دادن قرار با

می�دهیم. نمایش S∗
Σ(α) با و می�کند پیدا تقلیل ،٠ < α ≤ ١ که α حسب بر ستاره�گون

شرایط هرگاه است Ma,b;c
Σ (β, λ) رده�ی در ،(١.٢) به�صورت شده داده f(z) ∈ Σ تابع .٩.٣ تعریف

باشد برقرار (۴٢.٣) و (۴١.٣)

Re

(
z(Ia,b;cf(z))′

(١− λ)z + λIa,b;cf(z)

)
> β (٠ ≤ β < ٠;١ ≤ λ ≤ ١; z ∈ U) (۴١.٣)

و

Re

(
w(Ia,b;cg(w))′

(١− λ)w + λIa,b;cg(w)

)
> β (٠ ≤ β < ٠;١ ≤ λ ≤ ١;w ∈ U), (۴٢.٣)

است. (۴.٢) به�صورت شده داده g تابع که



۵٣ MA,B;C
Σ (β, λ) و SA,B;C

Σ (α, λ) رده�های .٣.٣

Hα(مطالعه
Σ رده�ی به Ma,b;c

Σ (β, λ) رده�ی ،b = ١ و a = c ،λ = ٠ برای بدانیم که است جالب
.[٣٢] می�کند پیدا تقلیل سریواستاوا) توسط شده معرفی و شده

بر دو�طرف-ستاره�گون توابع رده�ی به Ma,b;c
Σ (β, λ) رده�ی ،b = ١ و a = c ،λ = ١ دادن قرار با

می�دهیم. نمایش SΣ(β) با و می�کند پیدا تقلیل ،٠ < β ≤ ١ که β حسب
و Sa,b;c

Σ (α, λ) رده�های توابع برای |a٣| و |a٢| ضرایب از تخمینی کردن پیدا بخش، این هدف
برای [٣٢] سریواستاوا توسط شده استفاده روش بردن به�کار برای است. Σ تابع رده�ی از Ma,b;c

Σ (α, λ)

داریم. نیاز ١.١ لم به نظر، مورد نتیجه�ی آوردن به�دست

Sa,b;c
Σ (α, λ) توابع رده�ی برای ضرایب کران ١.٣.٣

می�کنیم. شروع Sa,b;c
Σ (α, λ) رده�ی توابع برای ،|a٣| و |aضرایب|٢ از تخمین�هایی کردن پیدا با را خود کار

باشد زیر رده�ی در ،(١.٢) به�صورت شده داده f(z) تابع کنید فرض .٢.٣ قضیه
Sa,b;c
Σ (α, λ) (٠ < α ≤ ٠;١ ≤ λ ≤ ١),

این�صورت در
|a٢| ≤

٢α√
[٢α(λ٢ − ٢λ) + (١− α)(٢− λ)٢]φ٢

٢ + ٢α(٣− λ)φ٣

(۴٣.٣)

و
|a٣| ≤

٢α
(٣− λ)φ٣

. (۴۴.٣)

داریم (۴٠.٣) و (٣٩.٣) از برهان.
z(Ia,b;cf(z))

′

(١− λ)z + λIa,b;cf(z)
= [p(z)]α (۴۵.٣)

و
w(Ia,b;cg(w))

′

(١− λ)w + λIa,b;cg(w)
= [q(w)]α, (۴۶.٣)

می�باشند زیر صورت به به�ترتیب و P در q(w) و p(z) که
p(z) = ١+ p١z + p٢z

٢ + · · · (۴٧.٣)

و
q(z) = ١+ q١w + q٢w

٢ + · · · , (۴٨.٣)

داشت خواهیم می�دهیم. قرار هم برابر (۴۶.٣) و (۴۵.٣) در را ضرایب حال
(٢− λ)φ٢a٢ = αp١, (۴٩.٣)

داریم (۴۵.٣) به توجه با زیرا
z(z + φ٢a٢z

٢ + φ٣a٣z
٣ + · · · )′

(١− λ)z + λ(z + φ٢a٢z٢ + φ٣a٣z٣ + · · · )
= [p(z)]α,



۵۴ هوهلوف عملگر به وابسته دو�طرف-تک�ارز توابع از زیر�رده�هایی برای ضرایب کران .٣

z + ٢φ٢a٢z
٢ + ٣φ٣a٣z

٣ + · · ·
z − λz + λz + λφ٢a٢z٢ + λφ٣a٣z٣ + · · ·

= [p(z)]α,

١+ ٢φ٢a٢z + ٣φ٣a٣z
٢ + · · ·

١+ λφ٢a٢z + λφ٣a٣z٢ + · · ·
= [p(z)]α,

١+ (٢− λ)φ٢a٢z︸ ︷︷ ︸+ ((λ٢ − ٢λ)φ٢
٢a

٢
٢ + (٣− λ)φ٣a٣

)
z٢ + · · ·

= αp١z︸︷︷︸+١
٢ [α(α− ١)p٢١ + ٢αp٢]z٢ + · · · ,

(٢− λ)φ٢a٢ = αp١.

(λ٢ − ٢λ)φ٢
٢a

٢
٢ + (٣− λ)φ٣a٣ =

١
٢ [α(α− ١)p٢١ + ٢αp٢], (۵٠.٣)

زیرا
١+ (٢− λ)φ٢a٢z +

(
(λ٢ − ٢λ)φ٢

٢a
٢
٢ + (٣− λ)φ٣a٣

)
z٢︸ ︷︷ ︸+ · · ·

= αp١z +
١
٢ [α(α− ١)p٢١ + ٢αp٢]z٢︸ ︷︷ ︸+ · · · ,

(λ٢ − ٢λ)φ٢
٢a

٢
٢ + (٣− λ)φ٣a٣ =

١
٢ [α(α− ١)p٢١ + ٢αp٢].

− (٢− λ)φ٢a٢ = αq١ (۵١.٣)

و
(λ٢ − ٢λ)φ٢

٢a
٢
٢ + (٣− λ)φ٢)٣a٢٢ − a٣) =

١
٢ [α(α− ١)q٢١ + ٢αq٢]. (۵٢.٣)

می�یابیم در (۵١.٣) و (۴٩.٣) از

a٢ =
αp١

(٢− λ)φ٢
=

−αq١
(٢− λ)φ٢

, (۵٣.٣)

یعنی
p١ = −q١. (۵۴.٣)

داریم (۵٢.٣) با (۵٠.٣) کردن جمع با

[٢(λ٢ − ٢λ)φ٢
٢ + ٣)٢− λ)φ٣]a

٢
٢ =

α(α− ١)
٢ (p٢١ + q٢١) + α(p٢ + q٢). (۵۵.٣)

داریم (۵۵.٣) در (۵۴.٣) از استفاده و (۵٣.٣) از a٢ مقدار جای�گذاری با

p٢١ =
(٢− λ)٢φ٢

٢(p٢ + q٢)

[٢α(λ٢ − ٢λ) + (١− α)(٢− λ)٢]φ٢
٢ + ٢α(٣− λ)φ٣

. (۵۶.٣)

زیرا

[٢(λ٢ − ٢λ)φ٢
٢ + ٣)٢− λ)φ٣]

α٢p٢١
(٢− λ)٢φ٢

٢
= α(α− ١)p٢١ + α(p٢ + q٢),



۵۵ MA,B;C
Σ (β, λ) و SA,B;C

Σ (α, λ) رده�های .٣.٣

[٢(λ٢ − ٢λ)φ٢
٢ + ٣)٢− λ)φ٣]α

٢p٢١ = α(α− ١)p٢)٢١− λ)٢φ٢
٢ + α(٢− λ)٢φ٢

٢(p٢ + q٢),

[٢(λ٢ − ٢λ)φ٢
٢ + ٣)٢− λ)φ٣]αp

٢
١ − (α− ١)p٢)٢١− λ)٢φ٢

٢ = (٢− λ)٢φ٢
٢(p٢ + q٢),

p٢١

(
α[٢(λ٢ − ٢λ)φ٢

٢ + ٣)٢− λ)φ٣] + (١− α)(٢− λ)٢φ٢
٢

)
= (٢− λ)٢φ٢

٢(p٢ + q٢),

p٢١ =
(٢− λ)٢φ٢

٢(p٢ + q٢)

[٢α(λ٢ − ٢λ) + (١− α)(٢− λ)٢]φ٢
٢ + ٢α(٣− λ)φ٣

.

داریم q٢ و p٢ ضرایب برای ١.١ لم از استفاده با

|p١| ≤
٢)٢− λ)φ٢√

[٢α(λ٢ − ٢λ) + (١− α)(٢− λ)٢]φ٢
٢ + ٢α(٣− λ)φ٢

. (۵٧.٣)

می�شود نتیجه (۵٧.٣) و (۵٣.٣) از استفاده با

|a٢| =
α|p١|

(٢− λ)φ٢

≤ α

(٢− λ)φ٢

٢)٢− λ)φ٢√
[٢α(λ٢ − ٢λ) + (١− α)(٢− λ)٢]φ٢

٢ + ٢α(٣− λ)φ٢

=
٢α√

[٢α(λ٢ − ٢λ) + (١− α)(٢− λ)٢]φ٢
٢ + ٢α(٣− λ)φ٢

,

شد. ادعا (۴٣.٣) در که همان�گونه است |a٢| برای کرانی این و

داریم (۵٠.٣) از کردن(۵٢.٣) کم با ،|a٣| کران یافتن به�منظور حال

٣)٢− λ)φ٣a٣ − ٣)٢− λ)φ٣a
٢
٢ = α(p٢ − q٢) +

α(α− ١)
٢ (p٢١ − q٢١). (۵٨.٣)

می�شود فهمیده (۵٨.٣) و (۵۴.٣) ،(۵٣.٣) از

٣)٢− λ)φ٣a٣ =

[
٣)٢− λ)α٢φ٣

[٢α(λ٢ − ٢λ) + (١− α)(٢− λ)٢]φ٢
٢ + ٢α(٣− λ)φ٣

+ α

]
p٢

+

[
٣)٢− λ)α٢φ٣

[٢α(λ٢ − ٢λ) + (١− α)(٢− λ)٢]φ٢
٢ + ٢α(٣− λ)φ٣

− α

]
q٢.

داریم (۵٨.٣) از زیرا

٣)٢− λ)φ٣a٣ = ٣)٢− λ)φ٣a
٢
٢ + α(p٢ − q٢) +

α(α− ١)
٢ (p٢١ − q٢١)︸ ︷︷ ︸

٠

,

می�شود نتیجه (۵٣.٣) از استفاده با

٣)٢− λ)φ٣a٣ = ٣)٢− λ)φ٣
p٢١α

٢

(٢− λ)٢φ٢
٢
+ α(p٢ − q٢),



۵۶ هوهلوف عملگر به وابسته دو�طرف-تک�ارز توابع از زیر�رده�هایی برای ضرایب کران .٣

داریم (۵۶.٣) از استفاده با

٣)٢− λ)φ٣a٣ =
٣)٢− λ)φ٣α

٢

(٢− λ)٢φ٢
٢

(٢− λ)٢φ٢
٢(p٢ + q٢)

[٢α(λ٢ − ٢λ) + (١− α)(٢− λ)٢]φ٢
٢ + ٢α(٣− λ)φ٣

+ α(p٢ − q٢),

٣)٢− λ)φ٣a٣ =

[
٣)٢− λ)α٢φ٣

[٢α(λ٢ − ٢λ) + (١− α)(٢− λ)٢]φ٢
٢ + ٢α(٣− λ)φ٣

+ α

]
p٢

+

[
٣)٢− λ)α٢φ٣

[٢α(λ٢ − ٢λ) + (١− α)(٢− λ)٢]φ٢
٢ + ٢α(٣− λ)φ٣

− α

]
q٢,

a٣ =

[
α٢

[٢α(λ٢ − ٢λ) + (١− α)(٢− λ)٢]φ٢
٢ + ٢α(٣− λ)φ٣

+
α

٣)٢− λ)φ٣

]
p٢

+

[
α٢

[٢α(λ٢ − ٢λ) + (١− α)(٢− λ)٢]φ٢
٢ + ٢α(٣− λ)φ٣

− α

٣)٢− λ)φ٣

]
q٢,

داریم آسانی به ،q٢ و p٢ ضرایب برای ١.١ لم از مجدد استفاده�ی با

|a٣| ≤
٢α

(٣− λ)φ٣
,

زیرا

|a٣| ≤

[
α٢

|٢α(λ٢ − ٢λ) + (١− α)(٢− λ)٢|φ٢
٢ + ٢α(٣− λ)φ٣

+
α

٣)٢− λ)φ٣

]
٢

+

∣∣∣∣∣ α٢

|٢α(λ٢ − ٢λ) + (١− α)(٢− λ)٢|φ٢
٢ + ٢α(٣− λ)φ٣

− α

٣)٢− λ)φ٣

∣∣∣∣∣٢,
|a٣| ≤

۴α٢

|٢α(λ٢ − ٢λ) + (١− α)(٢− λ)٢|φ٢
٢ + ٢α(٣− λ)φ٣

≤ ۴α٢

٢α(٣− λ)φ٣

=
٢α

(٣− λ)φ٣
.

داریم. را زیر نتیجه�ی ،٢.٣ قضیه�ی در λ = ٠ دادن قرار با

باشد. ٠ < α ≤ ١ که Sa,b;c
Σ (α) رده�ی در به�صورت(١.٢)، شده داده f(z) تابع کنید فرض .۵.٣ نتیجه

این�صورت در

|a٢| ≤ α

√
٢

١)٢− α)φ٢
٢ + ٣αφ٣

(۵٩.٣)

و
|a٣| ≤

٢α
٣φ٣

. (۶٠.٣)



۵٧ MA,B;C
Σ (β, λ) و SA,B;C

Σ (α, λ) رده�های .٣.٣

می�شود. حاصل زیر نتیجه�ی ،۵.٣ نتیجه�ی در b = ١ و a = c کردن فرض با

که Hα
Σ رده�ی در ،(١.٢) به�صورت شده داده f(z) تابع کنید فرض .۶.٣ نتیجه

این�صورت در باشد. ٠ < α ≤ ١

|a٢| ≤ α

√
٢

٢+ α
(۶١.٣)

و

|a٣| ≤
٢α
٣ . (۶٢.٣)

داریم b = ١ و a = c این�که و (۵.٣) و (٣.٣) به توجه با زیرا

φ٢ =
(a)١(b١)

(a)١١!
= (b)١,

(b)١ =
Γ(b+ ١)
Γ(b)

= b = ١ =⇒ φ٢ = ١,

و

φ٣ =
(a)٢(b)٢
(a)٢٢!

=
(b)٢
٢! ,

(b)٢ =
Γ(b+ ٢)
Γ(b)

= b(b+ ١) = ٢ =⇒ φ٣ =
(b)٢
٢! = ١,

داریم (۵٩.٣) به توجه با

|a٢| ≤ α

√
٢

١)٢− α) + ٣α = α

√
٢

٢+ α
,

داریم (۶٠.٣) به توجه با و

|a٣| ≤
٢α
٣φ٣

=
٢α
٣ . (۶٣.٣)

می�کند. ایجاد [٣٢] ”سریواستاوا” نتیجه�ی در بهبودی ،۶.٣ نتیجه�ی در |a٣| کران .١٠.٣ نکته

داریم. را زیر نتیجه� ،λ = ١ زمانی�که ٢.٣ قضیه�ی در

٠ < α ≤ ١ که Sa,b;c
Σ (α,١) رده�ی در ،(١.٢) به�صورت شده داده f(z) تابع کنید فرض .٧.٣ نتیجه

این�صورت در باشد.

|a٢| ≤
٢α√

(١− ٣α)φ٢
٢ + ۴αφ٣

و

|a٣| ≤
α

φ٣
.



۵٨ هوهلوف عملگر به وابسته دو�طرف-تک�ارز توابع از زیر�رده�هایی برای ضرایب کران .٣

Ma,b;c
Σ (β, λ) توابع رده�ی برای ضرایب کران ٢.٣.٣

می�یابیم. را Ma,b;c
Σ (β, λ) رده�ی توابع برای |a٣| و |a٢| ضرایب از تخمینی �قسمت، این در

رده�ی در ،(١.٢) به�صورت شده داده f(z) تابع کنید فرض .٣.٣ قضیه
Ma,b;c

Σ (β, λ) (٠ ≤ β < ٠;١ ≤ λ ≤ ١),

این�صورت در باشد.

|a٢| ≤
√

١)٢− β)

(λ٢ − ٢λ)φ٢
٢ + (٣− λ)φ٣

(۶۴.٣)

و
|a٣| ≤

١)٢− β)

(٣− λ)φ٣
. (۶۵.٣)

که به�طوری دارند وجود p, q ∈ P که می�شود فهمیده (۴٢.٣) و (۴١.٣) از برهان.
z(Ia,b;cf(z))

′

(١− λ)z + λIa,b;cf(z)
= β + (١− β)p(z) (۶۶.٣)

و
w(Ia,b;cg(w))

′

(١− λ)w + λIa,b;cg(w)
= β + (١− β)q(w), (۶٧.٣)

(۶۶.٣) در ضرایب دادن قرار برابر با هستند. (۴٨.٣) و (۴٧.٣) صورت به به�ترتیب q(w) و p(z) که
داریم (۶٧.٣) و

(٢− λ)φ٢a٢ = (١− β)p١, (۶٨.٣)

داریم (۶۶.٣) به توجه با زیرا
z(z + φ٢a٢z

٢ + φ٣a٣z
٣ + · · · )′

(١− λ)z + λ(z + φ٢a٢z٢ + φ٣a٣z٣ + · · · )
= β + (١− β)(١+ p١z + p٢z

٢ + · · · ),

z + ٢φ٢a٢z
٢ + ٣φ٣a٣z

٣ + · · ·
z − λz + λz + λφ٢a٢z٢ + λφ٣a٣z٣ + · · ·

= ١+ (١− β)p١z + (١− β)p٢z
٢ + · · · ,

١+ ٢φ٢a٢z + ٣φ٣a٣z
٢ + · · ·

١+ λφ٢a٢z + λφ٣a٣z٢ + · · ·
= ١+ (١− β)p١z + (١− β)p٢z

٢ + · · · ,

(٢− λ)φ٢a٢z︸ ︷︷ ︸+ ((λ٢ − ٢λ)φ٢
٢a

٢
٢ + (٣− λ)φ٣a٣

)
z٢ + · · ·

= (١− β)p١z︸ ︷︷ ︸+(١− β)p٢z
٢ + · · · ,

(٢− λ)φ٢a٢ = (١− β)p١.

(λ٢ − ٢λ)φ٢
٢a

٢
٢ + (٣− λ)φ٣a٣ = (١− β)p٢, (۶٩.٣)

زیرا
(٢− λ)φ٢a٢z +

(
(λ٢ − ٢λ)φ٢

٢a
٢
٢ + (٣− λ)φ٣a٣

)
z٢︸ ︷︷ ︸+ · · ·

= (١− β)p١z + (١− β)p٢z
٢︸ ︷︷ ︸+ · · · ,



۵٩ MA,B;C
Σ (β, λ) و SA,B;C

Σ (α, λ) رده�های .٣.٣

(λ٢ − ٢λ)φ٢
٢a

٢
٢ + (٣− λ)φ٣a٣ = (١− β)p٢.

− (٢− λ)φ٢a٢ = (١− β)q١ (٧٠.٣)

و
(λ٢ − ٢λ)φ٢

٢a
٢
٢ + (٣− λ)φ٢)٣a٢٢ − a٣) = (١− β)q٢. (٧١.٣)

داریم (٧٠.٣) و (۶٨.٣) از

a٢ =
(١− β)

(٢− λ)φ٢
p١ =

−(١− β)

(٢− λ)φ٢
q١, (٧٢.٣)

یعنی
p١ = −q١. (٧٣.٣)

داریم (٧١.٣) و (۶٩.٣) از
[٢(λ٢ − ٢λ)φ٢

٢ + ٣)٢− λ)φ٣]a
٢
٢ = (١− β)(p٢ + q٢). (٧۴.٣)

داریم (٧۴.٣) و (٧٢.٣) از استفاده با هم�چنین

p٢١ =
(٢− λ)٢φ٢

٢(p٢ + q٢)

٢[(λ٢ − ٢λ)φ٢
٢ + (٣− λ)φ١)[٣− β)

. (٧۵.٣)

داشت خواهیم (٧۴.٣) در (٧٢.٣) از a٢٢ مقدار جای�گذاری با زیرا

[٢(λ٢ − ٢λ)φ٢
٢ + ٣)٢− λ)φ٣]

(١− β)٢p٢١
(٢− λ)٢φ٢

٢
= (١− β)(p٢ + q٢),

p٢١ =
(١− β)(p٢ + q٢)(٢− λ)٢φ٢

٢
[٢(λ٢ − ٢λ)φ٢

٢ + ٣)٢− λ)φ١)[٣− β)٢

=
(٢− λ)٢φ٢

٢(p٢ + q٢)

٢[(λ٢ − ٢λ)φ٢
٢ + (٣− λ)φ١)[٣− β)

.

(٧۶.٣)

داریم ١.١ لم از استفاده با

|p١| ≤ (٢− λ)φ٢

√
٢

[(λ٢ − ٢λ)φ٢
٢ + (٣− λ)φ١)[٣− β)

. (٧٧.٣)

می�یابیم در (٧٧.٣) از استفاده و (٧٢.٣) برای ١.١ لم از مجدد استفاده�ی با

|a٢| ≤
√

١)٢− β)

(λ٢ − ٢λ)φ٢
٢ + (٣− λ)φ٣

,

زیرا
|a٢| =

(١− β)

(٢− λ)φ٢
|p١|

≤ (١− β)(٢− λ)φ٢
(٢− λ)φ٢

√
٢

[(λ٢ − ٢λ)φ٢
٢ + (٣− λ)φ١)[٣− β)

=

√
١)٢− β)

(λ٢ − ٢λ)φ٢
٢ + (٣− λ)φ٣

.

(٧٨.٣)



۶٠ هوهلوف عملگر به وابسته دو�طرف-تک�ارز توابع از زیر�رده�هایی برای ضرایب کران .٣

شد. ادعا (۶۴.٣) در که همان�گونه است، |a٢| برای کرانی این و

داریم (۶٩.٣) از (٧١.٣) کردن کم با ،|a٣| برای کران یافتن منظور به حال

٣)٢− λ)φ٣a٣ − ٣)٢− λ)φ٣a
٢
٢ = (١− β)(p٢ − q٢). (٧٩.٣)

داشت خواهیم (٧٩.٣) و (٧۴.٣) از

٣)٢− λ)φ٣a٣ =
٣)٢− λ)φ١)٣− β) + (λ٢ − ٢λ)φ٢

١)٢− β)

(λ٢ − ٢λ)φ٢
٢ + (٣− λ)φ٣

p٢

−
(λ٢ − ٢λ)φ٢

١)٢− β)

(λ٢ − ٢λ)φ٢
٢ + (٣− λ)φ٣

q٢.

داریم (٧٩.٣) به توجه با زیرا

٣)٢− λ)φ٣a٣ = ٣)٢− λ)φ٣a
٢
٢ + (١− β)(p٢ − q٢),

داشت خواهیم (٧٢.٣) از استفاده با حال

٣)٢− λ)φ٣a٣ = ٣)٢− λ)φ٣
(١− β)٢

(٢− λ)٢φ٢
٢
p٢١ + (١− β)(p٢ − q٢),

می�کنیم مشاهده فوق معادله�ی در (٧۵.٣) از p٢١ مقدار دادن قرار با

٣)٢− λ)φ٣a٣ =

٣)٢− λ)φ١)٣− β)٢

(٢− λ)٢φ٢
٢

(٢− λ)٢φ٢
٢(p٢ + q٢)

٢[(λ٢ − ٢λ)φ٢
٢ + (٣− λ)φ١)[٣− β)

+ (١− β)(p٢ − q٢),

٣)٢− λ)φ٣a٣ =
(٣− λ)φ١)٣− β)(p٢ + q٢)

(λ٢ − ٢λ)φ٢
٢ + (٣− λ)φ٣

+ (١− β)(p٢ − q٢),

٣)٢− λ)φ٣a٣ =

(٣− λ)φ١)٣− β)(p٢ + q٢) + [(λ٢ − ٢λ)φ٢
٢ + (٣− λ)φ١)[٣− β)(p٢ − q٢)

(λ٢ − ٢λ)φ٢
٢ + (٣− λ)φ٣

,

a٣ =
٣)٢− λ)φ١)٣− β) + (λ٢ − ٢λ)φ٢

١)٢− β)

[(λ٢ − ٢λ)φ٢
٢ + (٣− λ)φ٣)٢[٣− λ)φ٣

p٢

−
(λ٢ − ٢λ)φ٢

١)٢− β)

[(λ٢ − ٢λ)φ٢
٢ + (٣− λ)φ٣)٢[٣− λ)φ٣

q٢,

a٣ =
٣)٢− λ)φ١)٣− β)

[(λ٢ − ٢λ)φ٢
٢ + (٣− λ)φ٣)٢[٣− λ)φ٣

p٢

+
(λ٢ − ٢λ)φ٢

١)٢− β)

[(λ٢ − ٢λ)φ٢
٢ + (٣− λ)φ٣)٢[٣− λ)φ٣

p٢

−
(λ٢ − ٢λ)φ٢

١)٢− β)

[(λ٢ − ٢λ)φ٢
٢ + (٣− λ)φ٣)٢[٣− λ)φ٣

q٢,



۶١ MA,B;C
Σ (β, λ) و SA,B;C

Σ (α, λ) رده�های .٣.٣

a٣ =
(١− β)

[(λ٢ − ٢λ)φ٢
٢ + (٣− λ)φ٣]

p٢

+
(λ٢ − ٢λ)φ٢

١)٢− β)

[(λ٢ − ٢λ)φ٢
٢ + (٣− λ)φ٣)٢[٣− λ)φ٣

p٢

−
(λ٢ − ٢λ)φ٢

١)٢− β)

[(λ٢ − ٢λ)φ٢
٢ + (٣− λ)φ٣)٢[٣− λ)φ٣

q٢,

داریم آسانی به ،q٢ و p٢ ضرایب برای ١.١ لم از استفاده با دیگر، یک�بار

|a٣| ≤
١)٢− β)

(٣− λ)φ٣
.

زیرا

|a٣| ≤
(١− β)

(|(λ٢ − ٢λ)|φ٢
٢ + (٣− λ)φ٣)

٢

+
(λ٢ − ٢λ)φ٢

١)٢− β)

(|(λ٢ − ٢λ)|φ٢
٢ + (٣− λ)φ٣)٢(٣− λ)φ٣

٢

−
(λ٢ − ٢λ)φ٢

١)٢− β)

(|(λ٢ − ٢λ)|φ٢
٢ + (٣− λ)φ٣)٢(٣− λ)φ٣

٢,

|a٣| ≤
(١− β)

(|(λ٢ − ٢λ)|φ٢
٢ + (٣− λ)φ٣)

٢

≤ ١)٢− β)

(٣− λ)φ٣
.

می�کند. کامل را ٣.٣ قضیه�ی اثبات این و

داریم. را زیر نتیجه�ی ،٣.٣ قضیه�ی در λ = ٠ دادن قرار با

٠ ≤ β < ١ که Ma,b;c
Σ (β) رده�ی در ،(١.٢) به�صورت شده داده f(z) تابع کنید فرض .٨.٣ نتیجه

این�صورت در باشد.

|a٢| ≤

√
١)٢− β)

٣φ٣
(٨٠.٣)

و

|a٣| ≤
١)٢− β)

٣φ٣
. (٨١.٣)

[٣٢] سریواستاوا نتیجه�ی در بهبودی ،٨.٣ نتیجه�ی در |a٣| کران ،b = ١ و a = c برای .١١.٣ نکته
می�کند. ایجاد

توابع از Ma,b;c
Σ (β,١) معروف رده�ی برای زیر نتیجه�ی به است، λ = ١ زمانی�که ٣.٣ قضیه�ی در

می�رسیم. β حسب بر طرف-ستاره�گون دو



۶٢ هوهلوف عملگر به وابسته دو�طرف-تک�ارز توابع از زیر�رده�هایی برای ضرایب کران .٣

باشد. ٠ ≤ β < ١ که Sa,b;c
Σ (β) رده�ی در به�صورت(١.٢)، شده داده f(z) تابع کنید فرض .٩.٣ نتیجه

این�صورت در

|a٢| ≤
√

٢− ٢β
٢φ٣ − φ٢

٢
,

|a٣| ≤
١− β

φ٣
.



۶٣





۴ فصل

ضرایب∗ کران بهبود

می�دهیم. بهبود را ضرایب کران آن، به توجه با و می�کنیم معرفی را توابع از جدیدی رده�ی فصل، این در
کرده�ام. مشخص ∗ با را آورده�ام به�دست این�جانب که را نتایجی و قضایا تعاریف،

BΣ(φ, τ, λ) رده�ی ١.۴

،(١.٢) به�صورت شده داده f ∈ Σ تابع بگیرید. نظر در را τ ∈ C\{٠} و ٠ ≤ γ ≤ ١ ∗ .١.۴ تعریف
باشد برقرار زیر شرایط هرگاه است BΣ(φ, τ, λ) رده�ی در

١+
١
τ

[
(١− λ)

(f ∗ h)(z)
z

+ λ(f ∗ h)′(z)− ١
]
≺ φ(z) (z ∈ U) (١.۴)

و

١+
١
τ

[
(١− λ)

(f ∗ h)−١(w)

w
+ λ((f ∗ h)−١)′(w)− ١

]
≺ φ(w) (w ∈ U), (٢.۴)

هستند. (١٢.٢) و (٧.٢) به�صورت شده تعریف ترتیب به (f ∗ h)−١(w) و h(z) توابع که

BΣ(φ, τ, λ) رده�ی از جالبی زیر�رده�های می�تواند که دارد وجود φ برای زیادی انتخاب�های .٢.۴ نکته
سازد. فراهم را

تعریف به BΣ(φ, τ, λ) رده�ی این�صورت در ،٠ < α ≤ ١ که φ =
(١+z
١−z

)α و τ = ١ دهیم قرار اگر •
می�کند. پیدا تقلیل ۶.٢

BΣ(φ, τ, λ) رده�ی این�صورت در ،h(z) = z
١−z

و ٠ < α ≤ ١ که φ =
(١+z
١−z

)α ،τ = ١ دهیم قرار اگر •
می�کند. پیدا تقلیل ([١۴] آووف و فراسین توسط شده مطالعه و شده (معرفی BΣ(α, λ) رده�ی به

رده�ی این�صورت در ،h(z) = z
١−z

و ٠ < α ≤ ١ که φ =
(١+z
١−z

)α ،τ = λ = ١ دهیم قرار اگر •
می�کند. پیدا تقلیل ([٣٢] سریواستاوا توسط شده مطالعه و شده (معرفی Hα

Σ رده�ی به BΣ(φ, τ, λ)



۶۶ ضرایب∗ کران بهبود .۴

تعریف به BΣ(φ, τ, λ) رده�ی این�صورت در ،٠ ≤ β < ١ که φ = ١+(٢−١β)z
١−z

و τ = ١ دهیم قرار اگر •
می�کند. پیدا تقلیل ٩.٢

رده�ی به BΣ(φ, τ, λ) رده�ی این�صورت در ،٠ ≤ β < ١ که φ = ١+(٢−١β)z
١−z

و τ = ١ دهیم قرار اگر •
می�کند. پیدا تقلیل ([١۴] آووف و فراسین توسط شده مطالعه و شده (معرفی BΣ(β, λ)

به BΣ(φ, τ, λ) رده�ی این�صورت در ،٠ ≤ β < ١ که φ = ١+(٢−١β)z
١−z

و τ = λ = ١ دهیم قرار اگر •
می�کند. پیدا تقلیل ([٣٢] سریواستاوا توسط شده مطالعه و شده (معرفی HΣ(β) رده�ی

BΣ(φ, τ, λ) توابع رده�ی برای ضرایب کران ٢.۴

داریم. نیاز ١.١ لم به هدفمان، به یافتن دست برای

این�صورت در باشد. (١.٢) به�صورت f(z) ∈ BΣ(φ, τ, λ) کنید فرض ∗ .١.۴ قضیه
|a٢| ≤ min

[
|τ |B١

h١)٢+ λ)
,
١
h٢

√
|τ |(B١ + |B١ −B٢|)

(١+ ٢λ)
,

|τ |B١
√

B١

h٢
√

|(B١ −B١)(٢+ λ)٢ + τB٢
١)١+ ٢λ)|

]
, (٣.۴)

|a٣| ≤ min

[
|τ |(B١ + |B١ −B٢|)

h١)٣+ ٢λ) ,
|τ٢|B٢

١
h١)٣+ λ)٢

+
|τ |B١

h١)٣+ ٢λ)

]
, (۴.۴)

می�باشند. (۴٢.٢) به�صورت B٢ و B١ ضرایب که

که دارند وجود u, v : U −→ U تحلیلی توابع این�صورت در . f ∈ BΣ(φ, τ, λ) کنید فرض برهان.
است برقرار زیر شرایط و u(٠) = v(٠) = ٠

١+
١
τ

[
(١− λ)

(f ∗ h)(z)
z

+ λ(f ∗ h)′(z)− ١
]
= φ(u(z)) (z ∈ U) (۵.۴)

و

١+
١
τ

[
(١− λ)

(f ∗ h)−١(w)

w
+ λ((f ∗ h)−١)′(w)− ١

]
= φ(v(w)) (w ∈ U). (۶.۴)

می�کنیم تعریف زیر به�صورت را p٢ و p١ توابع

p١(z) =
١+ u(z)

١− u(z)
= ١+ c١z + c٢z

٢ + · · · (٧.۴)

و

p٢(z) =
١+ v(z)

١− v(z)
= ١+ b١z + b٢z

٢ + · · · . (٨.۴)

.p(٠)١ = ١ = p(٠)٢ و هستند تحلیلی U در p٢ و p١ این�صورت در
بنابراین هستند. U در مثبت حقیقی قسمت دارای p٢ و p١ توابع از یک هر ،u, v : U −→ U چون

داریم ١.١ لم طبق

|bn| ≤ ٢ , |cn| ≤ ٢ (n ∈ N), (٩.۴)



۶٧ BΣ(φ, τ, λ) توابع رده�ی برای ضرایب کران .٢.۴

می�گیریم نظر در زیر به�صورت را v(z) و u(z) حال

u(z) =
p١(z)− ١
p١(z) + ١ =

١
٢

[
c١z +

(
c٢ −

c٢١
٢

)
z٢ + · · ·

]
(z ∈ U) (١٠.۴)

و

v(z) =
p٢(z)− ١
p٢(z) + ١ =

١
٢

[
b١z +

(
b٢ −

b٢١
٢

)
z٢ + · · ·

]
(z ∈ U). (١١.۴)

می�یابیم در (۴٢.٢) از استفاده و (۶.۴) و (۵.۴) در ترتیب به (١١.۴) و (١٠.۴) جای�گذاری با به�وضوح

١+
١
τ

[
(١− λ)

(f ∗ h)(z)
z

+ λ(f ∗ h)′(z)− ١
]
= φ

(
p١(z)− ١
p١(z) + ١

)
= ١+

١
٢B١c١z +

[
١
٢B١

(
c٢ −

c٢١
٢

)
+
١
۴B٢c

٢
١

]
z٢ + · · ·

(١٢.۴)

و

١+
١
τ

[
(١− λ)

(f ∗ h)−١(w)

w
+ λ((f ∗ h)−١)′(w)− ١

]
= φ

(
p٢(w)− ١
p٢(w) + ١

)
= ١+

١
٢B١b١w +

[
١
٢B١

(
b٢ −

b٢١
٢

)
+
١
۴B٢b

٢
١

]
w٢ + · · · .

(١٣.۴)

داشت خواهیم (١٣.۴) و (١٢.۴) در (۴.٢) و (١.٢) از استفاده با
(١+ λ)a٢h٢

τ
=

١
٢B١c١, (١۴.۴)

زیرا
(f ∗ h)(z) = z + a٢h٢z

٢ + a٣h٣z
٣ + · · · ,

و
(f ∗ h)′(z) = ١+ ٢a٢h٢z + ٣a٣h٣z٢ + · · · .

داریم (١٢.۴) از استفاده با

١+١
τ

[
(١− λ)

z + a٢h٢z
٢ + a٣h٣z

٣ + · · ·
z

+ λ(١+ ٢a٢h٢z + ٣a٣h٣z٢

+ . . . )− ١
]
= ١+

١
٢B١c١z +

[
١
٢B١

(
c٢ −

c٢١
٢

)
+
١
۴B٢c

٢
١

]
z٢ + · · · ,

١+١
τ

[
(١− λ)(١+ a٢h٢z + a٣h٣z

٢ + · · · ) + λ(١+ ٢a٢h٢z + ٣a٣h٣z٣

+ . . . )− ١
]
= ١+

١
٢B١c١z +

[
١
٢B١

(
c٢ −

c٢١
٢

)
+
١
۴B٢c

٢
١

]
z٢ + · · · ,

١+١
τ

[
(١+ a٢h٢z︸ ︷︷ ︸+a٣h٣z

٢ + · · · − λ− λa٢h٢z︸ ︷︷ ︸−λa٣h٣z
٢ − · · · ) + (λ

+ ٢λa٢h٢z︸ ︷︷ ︸+٣λa٣h٣z٢ + · · · )− ١
]

= ١+
١
٢B١c١z︸ ︷︷ ︸+

[
١
٢B١

(
c٢ −

c٢١
٢

)
+
١
۴B٢c

٢
١

]
z٢ + · · · ,
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١
τ

[
(a٢h٢ − λa٢h٢ + ٢λa٢h٢)z

]
=

١
٢B١c١z =⇒ (١+ λ)a٢h٢

τ
=

١
٢B١c١.

(١+ ٢λ)a٣h٣
τ

=

[
١
٢B١

(
c٢ −

c٢١
٢

)
+
١
۴B٢c

٢
١

]
, (١۵.۴)

زیرا
١+١

τ

[
(١+ a٢h٢z + a٣h٣z

٢︸ ︷︷ ︸+ · · · − λ− λa٢h٢z − λa٣h٣z
٢︸ ︷︷ ︸− · · · ) + (λ

+ ٢λa٢h٢z + ٣λa٣h٣z٢︸ ︷︷ ︸+ · · · )− ١
]

= ١+
١
٢B١c١z +

[
١
٢B١

(
c٢ −

c٢١
٢

)
+
١
۴B٢c

٢
١

]
z٢︸ ︷︷ ︸+ · · · ,

١
τ

[
(a٣h٣ − λa٣h٣ + ٣λa٣h٣)z٢

]
=

[
١
٢B١

(
c٢ −

c٢١
٢

)
+
١
۴B٢c

٢
١

]
z٢,

=⇒ (١+ ٢λ)a٣h٣
τ

=

[
١
٢B١

(
c٢ −

c٢١
٢

)
+
١
۴B٢c

٢
١

]
.

−(١+ λ)a٢h٢
τ

=
١
٢B١b١, (١۶.۴)

(١+ ٢λ)(٢a٢٢h٢٢ − a٣h٣)

τ
=

[
١
٢B١

(
b٢ −

b٢١
٢

)
+
١
۴B٢b

٢
١

]
. (١٧.۴)

می�شود نتیجه (١۶.۴) و (١۴.۴) از
c١ = −b١ (١٨.۴)

و
١)٢+ λ)٢a٢٢h

٢
٢

τ٢
=

١
۴B

٢
١(c

٢
١ + b٢١). (١٩.۴)

می�کنیم مشاهده ١.١ لم از استفاده با

|a٢| ≤
|τ |B١

h١)٢+ λ)
. (٢٠.۴)

داریم (١٧.۴) با (١۵.۴) کردن جمع با
(١+ ٢λ)٢a٢٢h٢٢

τ
=

[
١
٢B١(b٢ + c٢)−

١
۴B١(b

٢
١ + c٢١) +

١
۴B٢(b

٢
١ + c٢١)

]
, (٢١.۴)

(١+ ٢λ)٢a٢٢h٢٢
τ

=
٢B١(b٢ + c٢)−B١(b

٢
١ + c٢١) +B٢(b

٢
١ + c٢١)

۴ ,

a٢٢ =
τ
[
٢B١(b٢ + c٢)−B١(b

٢
١ + c٢١) +B٢(b

٢
١ + c٢١)

]
١)٨+ ٢λ)h٢٢

,
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داشت خواهیم ١.١ لم از استفاده با و ٠ ≤ λ ≤ ١ ،h٢ > ٠ ،B١ > ٠ چون

|a٢|٢ ≤
|τ |(B١ + |B١ −B٢|)

(١+ ٢λ)h٢٢
,

|a٢| ≤
١
h٢

√
|τ |(B١ + |B١ −B٢|)

(١+ ٢λ) . (٢٢.۴)

کرد خواهیم مشاهده (٢١.۴) در (١٩.۴) از استفاده با دیگر، سوی از
١)٢+ ٢λ)a٢٢h٢٢

τ
=

[
١
٢B١(b٢ + c٢)−

٢(B١ −B١)(٢+ λ)٢a٢٢h
٢
٢

τ٢B٢
١

]
, (٢٣.۴)

زیرا
١)٢+ ٢λ)a٢٢h٢٢

τ
=

[
١
٢B١(b٢ + c٢)−

(B١ −B٢)(b
٢
١ + c٢١)

۴

]

=

[
١
٢B١(b٢ + c٢)−

(B١ −B٢)B
٢
١(b

٢
١ + c٢١)

۴B٢
١

]

=

[
١
٢B١(b٢ + c٢)−

٢(B١ −B١)(٢+ λ)٢a٢٢h
٢
٢

τ٢B٢
١

]
.

داریم هم�چنین
٢a٢٢h٢٢
τ٢B٢

١
((B١ −B١)(٢+ λ)٢ + τB٢

١)١+ ٢λ)) = ١
٢B١(b٢ + c٢), (٢۴.۴)

پس

a٢٢ =
τ٢B٣

١(b٢ + c٢)

۴h٢٢((B١ −B١)(٢+ λ)٢ + τB٢
١)١+ ٢λ))

.

داشت خواهیم ١.١ لم به�کاربردن با دیگر یک�بار

|a٢|٢ ≤
۴τ٢B٣

١
۴h٢٢|(B١ −B١)(٢+ λ)٢ + τB٢

١)١+ ٢λ)|
,

|a٢| ≤
|τ |B١

√
B١

h٢

√
|(B١ −B١)(٢+ λ)٢ + τB٢

١)١+ ٢λ)|
. (٢۵.۴)

داریم (١٨.۴) از استفاده و (١۵.۴) از (١٧.۴) کردن کم با مشابه به�طور
١)٢+ ٢λ)a٣h٣

τ
−

١)٢+ ٢λ)a٢٢h٢٢
τ

=
١
٢B١(c٢ − b٢). (٢۶.۴)

زیرا
(١+ ٢λ)a٣h٣

τ
−

(١+ ٢λ)(٢a٢٢h٢٢ − a٣h٣)

τ

=

[
١
٢B١

(
c٢ −

c٢١
٢

)
+
١
۴B٢c

٢
١ −

١
٢B١

(
b٢ −

b٢١
٢

)
+
١
۴B٢b

٢
١

]

=
١
٢B١(c٢ − b٢),
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(١+ ٢λ)a٣h٣ − ١)٢+ ٢λ)a٢٢h٢٢ + (١+ ٢λ)a٣h٣
τ

=
١
٢B١(c٢ − b٢),

١)٢+ ٢λ)a٣h٣ − ١)٢+ ٢λ)a٢٢h٢٢
τ

=
١
٢B١(c٢ − b٢).

داشت خواهیم کنیم، استفاده (٢۶.۴) در (١٩.۴) از اگر حال
١)٢+ ٢λ)a٣h٣

τ
=

τB٢
١)١+ ٢λ)(c٢١ + b٢١)

۴(١+ λ)٢
+
١
٢B١(c٢ − b٢). (٢٧.۴)

نتیجه در

a٣ =
τ٢B٢

١)١+ ٢λ)(c٢١ + b٢١)

١)٨+ λ)١)٢+ ٢λ)h٣
+

τB١(c٢ − b٢)

۴(١+ ٢λ)h٣
,

داریم ١.١ لم از استفاده با

|a٣| ≤
|τ٢|B٢

١
h١)٣+ λ)٢

+
|τ |B١

h١)٣+ ٢λ) . (٢٨.۴)

داریم کنیم، استفاده (٢۶.۴) در (٢١.۴) از اگر
١)٢+ ٢λ)a٣h٣

τ
=

[
١
٢B١(c٢ + c٢)−

١
۴B١(b

٢
١ + c٢١) +

١
۴B٢(b

٢
١ + c٢١)

]
, (٢٩.۴)

a٣ =
τ
(
٢B١(c٢ + c٢)−B١(b

٢
١ + c٢١) +B٢(b

٢
١ + c٢١)

)
١)٨+ ٢λ)h٣

.

داریم ١.١ لم از استفاده با و ٠ ≤ λ ≤ ١ ،h٣ > ٠ ،B١ > ٠ چون

|a٣| ≤
|τ |(B١ + |B١ −B٢|)

h١)٣+ ٢λ) . (٣٠.۴)

نتیجه�گیری ٣.۴

و τ = ١ دهیم قرار ١.۴ قضیه�ی در اگر

φ =

(
١+ z

١− z

)α

= ١+ ٢αz + ٢α٢z٢ + · · · (٠ < α ≤ ١),

است. ١.٢ قضیه�ی از بهبودی که می�شود حاصل زیر نتیجه�ی

این�صورت در باشد. (١.٢) به�صورت f(z) ∈ BΣ(h, α, λ) کنید فرض .١.۴ نتیجه

|a٢| ≤ min

[
٢α

h١)٢+ λ)
,
١
h٢

√
۴α− ٢α٢

(١+ ٢λ) ,
٢α

h٢
√
(١+ λ)٢ + α(١+ ٢λ− λ٢)

]
, (٣١.۴)

|a٣| ≤ min

[
۴α− ٢α٢

h١)٣+ ٢λ) ,
۴α٢

h١)٣+ λ)٢
+

٢α
h١)٣+ ٢λ)

]
. (٣٢.۴)



٧١ نتیجه�گیری .٣.۴

و τ = ١ دهیم قرار ١.۴ قضیه�ی در اگر

φ =
١+ (١− ٢β)z

١− z
= ١+ ١)٢− β)z + ١)٢− β)z٢ + · · · (٠ ≤ β < ١),

است. ٢.٢ قضیه�ی از بهبودی که می�شود حاصل زیر نتیجه�ی

این�صورت در باشد. (١.٢) به�صورت f(z) ∈ BΣ(h, β, λ) کنید فرض .٢.۴ نتیجه

|a٢| ≤ min

[
١)٢− β)

h١)٢+ λ)
,
١
h٢

√
١)٢− β)

(١+ ٢λ)

]
, (٣٣.۴)

|a٣| ≤ min

[
١)٢− β)

h١)٣+ ٢λ) ,
۴(١− β)٢

h١)٣+ λ)٢
+

١)٢− β)

h١)٣+ ٢λ)

]
. (٣۴.۴)
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Aabstract

The interest in finding estimates on the Taylor-Maclaurin coefficients |a2| and |a3| for
analytic and bi-univalent functions in the function class Σ, caused that many mathemati-
cians are active in this field. They couldn’t find sharp estimates yet, but their aim are to
improve these bounds.
In this thesis, we introduce several subclasses of the function class Σ of bi-univalent func-
tions analytic in the open unit disc. Furthermore, we find estimates on the coefficients
|a2| and |a3| for functions in these new subclasses.
Keywords: analytic function, univalent, bi-univalent, class, subclass, subordinate
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