
ͳریاض علوم دانش΋ده

محض ͳریاض گروه

پایان�نامه

رشته در ارشد ͳکارشناس دریافتدرجه برای
آنالیز گرایش محض، ͳریاض

عنوان

به مربوط �ارز Έت دو خواصتواب΄ ͳبررس
هوهلوف عملΎر

راهنما استاد

زیره احمد دکتر

دانشجو

঻یگ�ජ໑ادیপباॻبارزی آزশتا
١٣٩۴ بهمن



به... تقدیم

عشق همه برایم وجودش که مادرم و آموخت من به را استقامت که زندگیم معلم بزرگ پدرم، به تقدیم
بمانم. سپید روی تا گرفت سپیدی مویش برسم، ͳتوانای به تا رفت توانش رن;، همه برایش وجودم و است
گرامیش وجود برابر در است. من ͳزندگان سرمایه رویش ͳروشنای و کلامش ͳگرم نΎاهش، فروغ که او

م�ͳزنم... بوسه دستانش بر محبت و عشق از مالامال ͳدل با و م�ͳنهم زمین بر ادب زانوی



سپاس�گزاری...

یاری دوستان محبت�بار، لبخندهای پاس به گویم ش΋ر را خود پروردگار که م�ͳدانم خود بر نخست
لیاقت که م�ͳخواهم او از و کرده�ام دریافت او رحمت از که را آنچه همه و محبت و عشق رسان،

که کند ͳارزان من بر را استاد از تش΋ر

نداد،... یاد من به استاد حیف! دانستن، ن΋و استاد قدر

را تش΋ر کمال منتشان ͳب راهنمای�ͳهای �خاطر به زیره احمد دکتر آقای جناب فرهیخته استاد از
دارم،

دارم، سبز روزگاری و سربلندی آرزوی گرانقدر استاد این برای و

و تقدیر نمودند، یاری مهم امر این در مرا که ͳدوستان ͳتمام و خانواده از م�ͳدانم لازم هم�چنین
کنم. تش΋ر

঻یگ�ජ໑ادیপباॻبارزی ঳ࢯ૱ن۱۳۹۴آزশتا



نامه تعهد

دانش΋ده ریاضͳمحض رشته ارشد ͳکارشناس دانشجوی بی�Ίمرادیجبالبارزی اینجانبآزیتا
�ارز Έت دو تواب΄ خواص ͳبررس عنوان با پایان�نامه نویسنده شاهرود، دانشΎاه ͳریاض علوم

م�ͳشوم: متعهد زیره احمد دکتر ͳراهنمای تحت هوهلوف، عملΎر به مربوط

برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط پایان�نامه این در تحقیقات •
است.

است. شده استناد استفاده مورد مرج΄ به پژوهش�گران، دیΎر پژوهش�های نتای; از استفاده در •

یا مدرک نوع Ϳهی دریافت برای دیΎری فرد یا خود، توسط کنون تا پایان�نامه، این مطالب •
است. نشده ارایه هی�Ϳجا در امتیازی

دانشΎاه “ نام با مستخرج مقالات و دارد، متعلق شاهرود دانشΎاه به اثر، این معنوی حقوق •
رسید. خواهد چاپ به “ Shahrood University “ یا “ شاهرود

در بوده�اند، تاثیرگذار پایان�نامه ͳاصل نتای; آوردن به�دست در که افرادی تمام معنوی حقوق •
م�ͳگردد. رعایت پایان�نامه از مستخرج مقالات

استفاده آنها) بافت�های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان�نامه، این انجام مراحل تمام در •
است. شده رعایت ͳاخلاق اصول و ضوابط است، شده

ͳدسترس افراد ͳشخص اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان�نامه، این انجام مراحل تمام در •
است. شده رعایت ͳانسان اخلاق اصول و رازداری اصل است، شده استفاده) (یا یافته

঻یگ�ජ໑ادیপباॻبارزی ঳ࢯ૱ن۱۳۹۴آزশتا
نشر حق و نتای; مال΋یت

برنامه�های کتاب، مستخرج، (�مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
این م�ͳباشد. شاهرود دانشΎاه به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم�افزارها رایانه�ای،

شود. ذکر مربوطه ͳعلم تولیدات در ،ͳمقتض نحو به باید مطلب

نم�ͳباشد. مجاز منب΄ ذکر بدون پایان�نامه این در موجود نتای; و اطلاعات از استفاده •



چ΋یده

شده�اند تعریف واحد Έدیس بر که ارز Έت دو تواب΄ رده از جدید رده زیر چند پایان�نامه این در
دزوک-سریوستا ͳخط عملΎر شده�ی تحقیق موارد از خاص مورد Έی که هوهلوف عملΎر با �و
زیر این تواب΄ از |aو|٣ |a٢| ضرایب برای ͳکران این بر علاوه م�ͳکنیم. ͳمعرف و ͳبررس را م�ͳباشد
که است ͳکارهای از ͳتعمیم م�ͳآید دست به پایان�نامه این در که ͳنتایج و یافته را جدید رده�های

شده�اند. چاپ اخیر سال�های در

توابع تحلیلی، توابع تک ارز، توابع دو تک ارز، توابع ستاره گون کلمات کلیدی :  



پایان�نامه از مستخرج مقالات لیست

Complex of Functions Biunivalent of Estimate Coefficient اول: مقاله .١
است). شده ارسال مجله (به Operator Salagean the with Associated Order

Complex of Functions Biunivalent of Estimate Coefficient دوم: مقاله .٢
است). شده ارسال مجله (به Operator Differential the with AssociatedOrder

سوم مقاله .٣
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فصل١

ͳتعاریفمقدمات

تعاریف و نماد�گذاری ١.١

م�ͳشود: استفاده زیر نمادهای از نامه پایان این در
ͳحقیق اعداد مجموعه R
ͳطبیع اعداد مجموعه N
مختلط اعداد مجموعه C

مختلط اعداد ͳحقیق قسمت Re

پذیر مشتق z٠ͳΎهمسای Έی در هرگاه گوییم ͳتحلیل z٠ در را f : C → C تاب΄ تعریف١.١.١.
باشد.

م�ͳشود. نامیده میدان Έی ،C در همبند و باز مجموعه هر تعریف٢.١.١.

در که گوییم f(z) = z + a٢z
٢ + . . . ش΋ل به تواب΄ از رده�ای را A (قرارداد) تعریف٣.١.١.

م�ͳباشند. ͳتحلیل U = {z ∈ C; |z| < ١} باز ی΋ه�ی Έدیس

UR = {z ∈ C : |z| < R}Έدیس در ͳتحلیل ͳتابع f(z) فرضکنیم (لمشوارتز١) تعریف١.١.۴.
در باشد، f تاب΄ m مرتبه صفر z = ٠ اگر باشد. برقرار |f(z)| < M رابطه ،M ثابت برای و باشد

این�صورت:

|f(z)| ≤ M

Rm
|z|m (z ∈ UR).

١Schwarz



٢ ͳمقدمات تعاریف .١

که م�ͳشود برقرار ͳزمان تساوی فوق، رابطه�ی در همچنین

f(z) = eiθ
M

Rm
zm

است. ثابت مقداری θ آن در به�طوری�که

همساز D در شده، تعریف D میدان در که U(x, y) پیوسته و مقدار ͳحقیق تاب΄ تعریف١.١.۵.
در D تمام در مشتقات این و بوده پیوسته دوم و اول مراتب ͳنسب مشتقات دارای هرگاه گویند

باشند. زیرصادق معادله

∂٢U

∂x٢
+

∂٢U

∂y٢
= ٠

یΈمیدان، در ͳتحلیل تاب΄ هر که قضیه این بردن به�کار با است. لاپلاسمشهور معادله به معادله این
و ͳحقیق قسمت دو هر که م�ͳبینیم م�ͳباشد، مراتب تمام از مشتق دارای میدان آن نقاط همه در
v آنΎاه باشد، ͳتحلیل f(z) = u(x, y) + iv(x, y) اگر همسازند. تواب΄ ͳتحلیل تاب΄ Έی ͳموهوم

دارد. نام u از همسازی مزدوج

اگر تنها اگرو است u همساز مزدوج v که داریم را زیر ͳپادتقارن خاصیت این .۶.١.١ ملاحظه
ͳتحلیل f جا هر که م�ͳشود نتیجه امر این به توجه از مطلب این اثبات باشد. −v همساز مزدوج u

است. ͳتحلیل نیز if = i(u+ iv) = −v + iu باشد،
Έی (ͳموهوم (یا ͳحقیق قسمت با همساز ͳتابع که م�ͳکند بیان را ͳلازم شرط لاپلاس معادله

باشد. ͳتحلیل تاب΄

صفحه تمام از غیر به ساده�ای همبند میدان D کنیم [٢۴]فرض ریمان٢) (نΎاشت .٧.١.١ قضیه
پوشا و Έی به Έی ،ͳتحلیل فرد، به منحصر تاب΄ این�صورت در باشد. میدان این در نقطه�ای z٠ و

است. f ′(z٠) > ٠ و f(z٠) = ٠ و م�ͳنΎارد |z| < ١ قرص بر را D که است موجود f(z)

S رده ٢.١

میدان�های که هستند ͳجالب شرایط واجد هستند، (Έی (یΈبه تΈارز هم و ͳتحلیل هم که ͳتوابع
Έت تاب΄ هر ریمان، نΎاشت قضیه موجب به م�ͳنΎارند. ساده همبند میدان�های بر را ساده همبند
که ͳتابع با م�ͳتوان را باشد شده تعریف صفحه) ͳتمام از غیر (به ساده همبند میدان در که ارز،
|z| < ١ قرص بر که ͳتوابع به را خود بنابراین کرد. متناظر است شده تعریف واحد قرص در
تاب΄ صفر تنها که است( صفر مبدا در تاب΄ کنیم فرض چنانچه اگر و م�ͳکنیم محدود شده�اند تعریف
زیبا�تری ش΋ل از حاصله نتای; این�صورت در دارد، صفر مخالف مشتق مبدا در و بود) خواهد نیز

٢Riemann



٣ S رده .٢.١

م�ͳتوان را f(z) ارز Έت تاب΄ هر نیست، صفر هرگز ارز Έت تاب΄ مشتق زیرا بود. خواهند برخوردار

محدودیت�های در که ͳتوابع رده کرد. تحویل مذکور، ش΋ل از است ͳتابع که ، [f(z)− f(٠)]
f ′(٠) به

م�ͳشوند. مشخص حرف Έی با صادق�اند مذکور

با و بوده ارز Έت و ͳتحلیل |z| < ١ واحد قرص در که را f(z) تواب΄ همه� رده� تعریف١.٢.١.
S در f(z) تاب΄ پس م�ͳدهیم. نمایش S با گردیده�اند نرمالیزه f ′(٠) = ١ و f(٠) = ٠ شرایط

است: زیر ͳتوان نمایش دارای

f(z) = z + a٢z
٢ + a٣z

٣ + . . . (|z| < ١).

.g(z) = z

√
f(z٢)

z٢
∈ S آنΎاه ،f(z) ∈ S اگر .٢.٢.١ لم

که دارد مبدا در صفری f(z٢) زیرا .z
√

f(z٢)

z٢
م�ͳنویسیم ،

√
f(z٢) جای به .٣.٢.١ ملاحظه

م�ͳکند. ͳمعن�ͳب را
√

f(z٢) = e
(
١
٢ ) log f(z

٢)

داریم: لذا f(z) = z + a٢z
٢ + . . . کنید فرض برهان.

g(z) = z

√
f(z٢)

z٢
= z
√
١+ a٢z٢ + a٣z۴ + . . . (١.١)

g(٠) = ٠ و م�ͳباشد ͳتحلیل واحد Έدیس بر g(z) تاب΄ م�ͳگیریم)، نظر در را √· ͳاصل (شاخه�ی

z١

√
f(z٢١)

z٢١
= z٢

√
f(z٢٢)

z٢٢
ͳیعن g(z١) = g(z٢) اگر ارزی، Έت اثبات برای است. g′(٠) = ١ و

یا z١ = z٢ ͳیعن ،z٢١ = z٢٢ داریم م�ͳباشد، Έی به Έی f چون و f(z٢١) = f(z٢٢) این�صورت در
g(z١) = تساوی z١ = −z٢ لذا است فرد تاب΄ g(z) که م�ͳشود ملاحظه (١.١) از .z١ = −z٢

اثبات g(z) ارزی Έت و z١ = z٢ پس است. تناقض در فرض با که م�ͳدهد نتیجه را −g(z٢)

م�ͳشود.

.|a٢| ≤ ٢ آنΎاه باشد، f(z) ∈ S [٢۴]اگر .۴.٢.١ قضیه

آنΎاه باشد ͳحقیق α و a٢ = ٢eiα اگر قضیه٢.١.۴، در کوئب) (تاب΄ .۵.٢.١ مثال

لذا . g(z) = z
(١−eiαz)٢ = z

√
f(z٢)

z٢

f(z) =
z

(١− eiαz)٢
= z + ٢eiαz٢ + ٣e٢iαz٣ + · · ·

: م�ͳرسیم زیر تاب΄ به α = ٠ دادن قرار با

k(z) =
z

(١− z)٢
=
١
۴(

١+ z

١− z
)٢ − ١

۴



۴ ͳمقدمات تعاریف .١

ͳحقیق محور امتداد در که صفحه�ای بر را |z| < قرص١ تاب΄ این است. معروف کوئب تاب΄ به که

م�ͳنΎارد. است، شده بریده ∞ تا −١۴ از ͳمنف

.|c| ≥ ١
۴ آنΎاه ،c ∈ C که f(z) ̸= c ،|z| < ١ برای و f(z) ∈ S اگر (پوشش). .۶.٢.١ قضیه

متعلق نیز g(z) = cf(z)

c− f(z)
تاب΄ پس f(z) ̸= c چون f(z) = z + a٢z

٢ + · · · م�ͳدانیم برهان.
م�ͳباشد. S به

cf(z)

c− f(z)
= z + (a٢ +

١
c
)z٢ + · · ·

:ͳطرف از .|a٢ +
١
c
| ≤ ٢ قضیه۴.٢.١داریم به بنا

|١
c
| − |a٢| ≤ |a٢ +

١
c
| ≤ ٢ =⇒ |١

c
| ≤ ٢+ |a٢|

: داریم لذا است. |a٢| ≤ پس٢ ،f(z) ∈ S چون

|١
c
| ≤ ۴ =⇒ |c| ≥ ١

۴

: آنΎاه باشد، z = reiθ و f(z) ∈ S اگر .٧.٢.١ لم

Re

{
zf ′′(z)

f ′(z)

}
= r

∂

∂r
log |f ′(z)|.

در |z| < ١ برای را log f ′(z) از شاخه�ای م�ͳتوان پس f ′(z) ̸= ٠ ،|z| < ١ برای چون برهان.
: لذا f ′(z) = f ′(reiθ) داریم f(z) = f(reiθ) برای حال گرفت. نظر

∂

∂r
log f ′(reiθ) =

eiθf ′′(reiθ)

f ′(reiθ)

داریم: r در فوق رابطه�ی طرفین ضرب با

r
∂

∂r
log f ′(reiθ) =

reiθf ′′(reiθ)

f ′(reiθ)
=

zf ′′(z)

f ′(z)

داریم: ͳحقیق قسمت�های محاسبه�ی با

r
∂

∂r
log |f ′(reiθ)| = Re

{
zf ′′(z)

f ′(z)

}
.



۵ S رده .٢.١

: آنΎاه باشد، f(z) ∈ S اگر .٨.٢.١ قضیه

١− r

(١+ r)٣
≤ |f ′(z)| ≤ ١+ r

(١− r)٣
(|z| = r < ١).

خودش بر را واحد قرص و پوشاست و Έی به Έی ،ͳتحلیل ω =
z + z٠
١+ z٠z

تاب΄ م�ͳدانیم برهان.

Έت و ͳتحلیل (|z| < ١) ازای به نیز g(z) = f(
z + z٠
١+ z٠z

) = b٠ + b١z+ b٢z
٢ تاب΄ لذا م�ͳنΎارد.
داریم: است، ارز

g(٠) = b٠ = f(z٠) b١ = g′(٠) = f ′(z٠)(١− |z٢|٠)

b٢ =
g′′(٠)

٢ =
١
٢(f

′′(z٠)(١− |z٢(٢|٠ − ٢f ′(z٠)z١)٠− |z٢|٠))

تاب΄ این�که به توجه با نیست، S به متعلق پس نم�ͳباشد نرمالیزه g(z) چون

:ͳیعن |b٢
b١
| ≤ ٢ قضیه٢.١.۴، بنابر لذا م�ͳگیرد، قرار S در g(z)− g(٠)

g′(٠) = z +
b٢
b١
z٢ + · · ·

١
٢

∣∣∣f ′′(zo)

f ′(z٠)
(١− |z٢|٠)− ٢z٠

∣∣∣ ≤ ٢

: داریم ٢|z٠|
١− |z٢|٠

در طرفین ضرب و z٠ = reiθ دادن قرار با

|z٠f
′′(z٠)

f ′(z٠)
− ٢|z٢|٠
١− |z٢|٠

| ≤ ۴|z٠|
١− |z٢|٠

: م�ͳدهیم قرار است، دلخواه z٠ چون حال

|zf
′′(z)

f ′(z)
− ٢r٢
١− r٢

| ≤ ۴r
١− r٢

لذا: است واق΄ ٢r٢
١− r٢

مرکز به و ۴r
١− r٢

شعاع به دایره�ای در zf ′′(z)

f ′(z)
ͳیعن

٢r٢ − ۴r
١− r٢

≤ Re
zf ′′(z)

f ′(z)
≤ ٢r٢ + ۴r

١− r٢

: ͳیعن Rezf
′′(z)

f ′(z)
= r

∂

∂r
log |f ′(z)| م�ͳدانیم ٧.٢.١ لم به بنا

٢r٢ − ۴r
١− r٢

≤ r
∂

∂r
log |f ′(z)| ≤ ٢r٢ + ۴r

١− r٢

=⇒ ٢r − ۴
١− r٢

≤ ∂

∂r
log |f ′(z)| ≤ ٢r + ۴

١− r٢



۶ ͳمقدمات تعاریف .١

: م�ͳگیریم انتΎرال r تا ٠ از نامساوی طرفین از حال

log(١− r)− ٣ log(١+ r) ≤ log |f ′(z)| ≤ log(١+ r)− ٣ log(١− r)

: نتیجه در
١− r

(١+ r)٣
≤ |f ′(z)| ≤ ١+ r

(١− r)٣
(|z| = r < ١).

با است برابر k(z) = z

(١− z)٢
= z + ٢z٢ + · · · کوئب تاب΄ مشتق .٩.٢.١ مثال

k′(z) =
١+ z

(١− z)٣

تعیین z = −r در پایین کران و z = r در تاب΄ این مورد در ،٨.٢.١ قضیه�ی بالا�ی کران لذا
م�ͳشود.

: آنΎاه باشد، f(z) ∈ S اگر .١٠.٢.١ قضیه
r

(١+ r)٢
≤ |f(z)| ≤ r

(١− r)٢
(|z| = r < ١)

Έی با را ٠ نقطه�ی .|f ′(z)| ≤ ١+ r

(١− r)٣
داریم |z| = r < ١ برای ٨.٢.١ قضیه�ی بر بنا برهان.

م�ͳگیریم: انتΎرال خط پاره این روی و کرده وصل z به مستقیم خط

|f(z)| ≤
∫ r

٠
|f ′(t)|dt ≤

∫ r

٠

١+ t

(١− t)٣
dt =

r

(١− r)٢

r

(١+ r)٢
≤ آنΎاه باشد، |f(z)| ≥ ١

۴ اگر حال است. برقرار همواره r

(١+ r)٢
≤ ١

۴ نامساوی

موجود z تا ٠ از ی΋ه دایره�ی داخل c مسیر ۶.٢.١ قضیه�ی بر بنا باشد، |f(z) < ١
۴ | اگر و |f(z)|

: این�صورت در م�ͳپوشاند را f(z) تا ٠ از c٠ مستقیم خط پاره آن تصویر که است

|f(z)| =
∫
c٠

|dω| =
∫
c

|f ′(s)||ds|

: ٨.٢.١ قضیه�ی به بنا ͳطرف از

|f(z)| =
∫
c

|f ′(s)||ds| ≥
∫
c

|f ′(s)|d|s| ≥ ١− t

(١+ t)٣
dt =

r

(١+ r)٢

: داریم لذا
r

(١+ r)٢
≤ |f(z)| ≤ r

(١− r)٢
.



٧ S رده .٢.١

قضیه�ی بالای کران k(z) =
z

(١− z)٢
= z + ٢z٢ + · · · کوئب تاب΄ برای .١١.٢.١ مثال

م�ͳشود. تعیین z = −r در پایین کران و z = r در ١٠.٢.١

برای آنΎاه باشد S رده�ی در f(z) = z +
∑∞

n=٢ anz
n [٢۴]اگر (لیتلوود٣) .١٢.٢.١ قضیه

.|an| ≤ en ،nهر

داشته ͳحقیق ضرایب و باشد S رده��ی در f(z) = z +
∑∞

n=٢ anz
n تاب΄ اگر .١٣.٢.١ قضیه

.|an| ≤ n داریم n هر برای آنΎاه باشد،

م�ͳدهیم: قرار z = reiθ ،r < ١ برای برهان.

Imf(z) = υ(reiθ) =
∞∑
k=١

akr
k sin kθ

: داریم π تا ٠ از انتΎرال�گیری و sinnθدر فوق رابطه�ی طرفین ضرب با

٢
π

∫ π

٠
υ(reiθ) sinnθdθ =

٢
π

∫ π

٠
anr

n sin٢ nθdθ = anr
n (٢.١)

رابطه�ی به توجه با

| sin(n+ ١)θ| = | sinnθ cos θ + cosnθ sin θ| ≤ | sinnθ|+ | sin θ|

م�ͳشود (٢.١)نتیجه رابطه�ی از لذا |sinnθ| ≤ n|sinθ| که داد نشان م�ͳتوان ͳاستقرای روش به و
که

|anrn| ≤
٢n
π

∫ π

٠
|υ(reiθ)| sin θdθ (٣.١)

: (٠ < θ < π,٠ < r < ١) آن در که ، υ(reiθ) ̸= ٠ م�ͳدهیم نشان حال

٠ ̸= f(reiθ)− f(re−iθ) =
∞∑
n=١

anr
n(einθ − e−inθ) = ٢i

∞∑
n=١

anr
n sinnθ = ٢iυ(reiθ)

دارد. ͳثابت جبری علامت ٠ < θ < π فاصله در پس است، پیوسته ͳتابع θ به نسبت υ(reiθ)چون
: لذا

r = |a١r| = |٢
π

∫ π

٠
υ(reiθ) sin θdθ| = ٢

π

∫ π

٠
|υ(reiθ)| sin θdθ. (۴.١)

ثابت قضیه r → ١ با و م�ͳآید بدست |anrn| ≤ nr رابطه ، (٣.١) (۴.١)در ͳزینΎجای با
م�ͳگردد.

٣Littlewood’s



٨ ͳمقدمات تعاریف .١

S∗رده�ی ٣.١

نقطه هر که ͳمستقیم خط پاره هرگاه گوییم ستاره�گون z٠ به نسبت را D میدان تعریف١.٣.١.
هر گوییم ستاره�گون مبدا به نسبت را f(z) ∈ S تاب΄ بΎیرد. قرار D در م�ͳکند وصل z٠ به را D از
زیر این است. ستاره�گون ω = ٠ به نسبت که شود نΎاشته ͳمیدان بر f(z) با |z| < ١ قرص گاه

م�ͳشود. داده نشان S∗ با S رده�ی

قرص هر f(z) اگر تنها و اگر f(z) ∈ S∗ این�صورت در ،f(z) ∈ S کنیم فرض .٢.٣.١ لم
بنΎارد. ستاره�گون میدان بر را |z| < r < ١

f(z) تاب΄ در |z| < r < ١ تصویر Dr و |z| < ١ تصویر D و f(z) ∈ S∗کنیم فرض ابتدا برهان.
مبدا به نسبت ستاره�گون D (چون tw ∈ D ،٠ < t < ١ برای آنΎاه باشد، w ∈ D اگر باشد.
صدق |g(z)| < ١ نامساوی در و است ͳتحلیل |z| < ١ در g(z) = f−١(tf(z)) تاب΄ لذا م�ͳباشد)
w١ ∈ Dr نقطه�ی اکنون .|g(z)| ≤ |z| شوارتز لم به توجه با ،g(٠) = f−١(tf(٠)) چون م�ͳکند.
فرض با دلخواه t برای و |z١| < فرض١ با ای z١ نقطه�ی برای این�صورت در م�ͳکنیم. انتخاب را

: داریم ٠ < t < ١

|f−١(tω١)| = |f−١(tf(z١))| = |g(z١)| ≤ |z١| < r

و Dr در ها W١ همه�ی برای مطلب این چون دارد. قرار Dr tω١در که است ͳمعن بدان این ͳول
است. ستاره�گون w = ٠ به نسبت Dr میدان است، درست ٠ < t < ١ که tها همه�ی

به�طوری�که است موجود w٠ ∈ D نقطه آنΎاه باشد، نداشته قرار S∗ رده�ی در f(z)اگر ع΋س، بر
انتخاب را |z| < r < ١ قرص Έاین نم�ͳباشد. D به متعلق t٠w٠، (٠ < t٠ < ١) t٠ای، برای
به متعلق t٠w٠ نقطه�ی ،Dr ⊂ D چون باشد. w٠ نقطه�ی شامل Dr تصویرش به�طوری�که م�ͳکنیم

نم�ͳنΎارد. ستاره�گون میدان بر را |z| < ١ ، f(z) پس نیست. Dr

اگر: تنها اگرو f(z) ∈ S∗ این�صورت در باشد، f(z) ∈ S کنیم فرض .٣.٣.١ قضیه

Re

{
zf ′(z)

f(z)

}
> ٠

Έی |z| < r < ١ از Dr تصویر اگر تنها و اگر f(z) ∈ S∗ ٢.٣.١ لم به توجه با برهان.
w = ٠ از ͳشعاع بردار (٠ ≤ θ ≤ ٢π) θ هر برای معادل بیان به باشد. ستاره�گون میدان
نسبت که است ͳتابع arg f(reiθ) که است ͳمعن بدان این ͳول باشد Dr در باید w = f(reiθ)تا
در حداقل را Dr مرز م�ͳبایست ͳشعاع بردار این�صورت غیر در زیرا است، صعودی اکیدا θ به
ͳول م�ͳشود. مشخص ∂

∂θ
arg f(reiθ) > ٠ شرط با S∗ در تاب΄ Έی پس کند. قط΄ نقطه دو

بنابراین: ،arg f(reiθ) = Im log f(reiθ)



٩ S∗رده�ی .٣.١

∂

∂θ

{
Im log f(reiθ)

}
= Im

{
∂

∂θ
log f(reiθ)

}
= Im

{
i
reiθf ′(reiθ)

f(reiθ)

}
= Re

{
zf ′(z)

f(z)

}
> ٠.

صفحه�ی |z| < ١ تصویر زیرا دارد، قرار S∗ رده�ی k(z)در = z

(١− z)٢
کوئب تاب΄ مثال٣.١.۴.

همچنین: و است شده بریده ∞ تا −١
۴ پرتو امتداد در که م�ͳباشد ω

Re

{
zk′(z)

k(z)

}
= Re

{
١+ z

١− z

}
.

برای اگر است. ͳتحلیل f(z) = ١ +
∑∞

n=١ anz
n ،|z| < ١ برای کنیم فرض .۵.٣.١ قضیه

.|an| ≤ ٢ ،n هر برای آنΎاه ،Ref(z) > ٠ ،|z| < ١

.|an| ≤ n ،n هر برای آنΎاه باشد S∗ در f(z) = z +
∑∞

n=٢ anz
n کنیم فرض .۶.٣.١ قضیه

تاب΄ f(z) ̸= ٠، ٠ < |z| < ١ برای چون برهان.

P (z) = z
f ′(z)

f(z)
=
١+

∑∞
n=٢ nanz

n−١

١+
∑∞

n=٢ anz
n−١ (۵.١)

نوشت: زیر صورت به را آن م�ͳتوان لذا است. ͳتحلیل |z| < ١ در

P (z) = ١+
∞∑
n=٢

αnz
n (۶.١)

م�ͳدانیم: ۴.٢.١ قضیه�ی بر بنا .Re {P (z)} > پس٠ f(z) ∈ S∗، |z| < ١ برای ͳطرف از

|αn| ≤ ٢ n = ١,٢,٣, · · · (٧.١)

داریم: و(١.۶) از(١.۵)

١+
∞∑
n=٢

nanz
n−١ = (١+

∞∑
n=٢

anz
n−١)(١+

∞∑
n=٢

anz
n)

م�ͳرسیم: زیر رابطه�ی به ضرایب دادن قرار مساوی با

kak = ak + ak−١α١ + ak−٢α٢ + · · ·+ a٢αk−٢ + αk−١

: معادل به�صورت یا و

(k − ١)ak = ak−١α١ + ak−٢α٢ + · · ·+ a٢αk−٢ + αk−١ (k = ٢,٣, · · · ) (٨.١)



١٠ ͳمقدمات تعاریف .١

لذا برد (٨.١)به�کار در را مثلث نامساوی م�ͳتوان (٧.١) کران از استفاده با

(k − ١)|ak| ≤ ٢(|ak−١|+ |ak−٢|+ · · ·+ |a٢|+ ١)

باشیم داشته k = ٢,٣, · · · , n − ١ برای کنیم فرض سپس .|a٢| ≤ ٢ داریم فوق رابطه�ی از
: این�صورت در .|ak| ≤ k

(n− ١)|an| ≤ ٢ [(n− ١) + (n− ٢) + · · ·+ ٢+ ١] = ٢(n− ١)n
٢ .

است. درست n هر برای قضیه استقرا به لذا م�ͳباشد برقرار |an| ≤ n رابطه لذا و

: هرگاه م�ͳشود نامیده (٠ ≤ α < ١)α مرتبه از ستاره�گون f(z) ∈ S تاب΄ تعریف٧.٣.١.

Re

{
zf ′

f

}
> α (|z| < ١).

م�ͳدهیم. نشان S∗(α) به را S رده�ی زیر این

اگر (٠ ≤ α < ١) ،f(z) = z +
∑∞

n=٢ anz
n کنیم فرض .٨.٣.١ قضیه

∞∑
n=٢

(n− α)|an| ≤ ١− α

.f(z) ∈ S∗(α) آنΎاه

به و ١ − α شعاع به دایره Έی در z
f ′(z)

f(z)
دهیم نشان است ͳ٧.٣.١کاف تعریف بر بنا برهان.

دارد. قرار ١ مرکز

∣∣z f ′

f
− ١
∣∣ = ∣∣zf ′ − f

f

∣∣ = ∣∣∑∞
n=٢(n− ١)|an|zn
z +

∑∞
n=٢ anz

n

∣∣

≤
∑∞

n=٢(n− ١)|an||z|n−١
١−

∑∞
n=٢ |an||z|n−١

≤
∑∞

n=٢(n− ١)|an|
١−

∑∞
n=٢ |an|

اگر م�ͳباشد ١− α بالای کران دارای قبل جمله آخرین
∞∑
n=٢

(n− ١)|an| ≤ (١− α)(١−
∞∑
n=٢

|an|)

بنابراین است. برقرار رابطه این فرض، بر بنا .
∑∞

n=٢(n− α)|an| ≤ ١− α با است معادل که
.|z f

′

f
− ١| ≤ ١− α



١١ K رده�ی .۴.١

Kرده�ی ۴.١

به�هم را Dاز نقطه دو هر که ͳمستقیم خط پاره هرگاه گوییم محدب را D میدان تعریف١.۴.١.
بΎیرد. قرار D در م�ͳکند وصل

میدان Έی بر f(z) با |z| < ١ قرص هرگاه گوییم محدب را f(z) ∈ S تاب΄ .٢.۴.١ تعریف
. م�ͳدهیم نشان K با را S رده�ی زیر این شود، نΎاشته محدب

قرص هر f(z) اگر تنها اگرو f(z) ∈ K این�صورت در ،f(z) ∈ S کنیم فرض .٣.۴.١ قضیه
کند. تصویر محدب میدان بر را |z| < r < ١

تحت |z| < r < ١ تصویر Dr و |z| < ١ تصویر D f(z)و ∈ K م�ͳکنیم فرض ابتدا برهان.
(٠ < t < ١) خط پاره که دهیم نشان باید م�ͳکنیم. انتخاب Drدر را w٢، w١ نقاط f(z)باشد.
به�طوری� هستند موجود |z| < ١ قرص در z٢ و z١ نقاط دارد. قرار Dr در هم tw١ + (١ − t)w٢،
آنΎاه |z١| ≤ |z٢| کنیم فرض کلیت دادن دست از بدون . ω٢ = f(z٢) و ω١ = f(z١) که

تاب΄ لذا است. واق΄ D در g(z) = tf

(
(
z١
z٢
)z

)
+ (١ − t)f(z) تاب΄ تحت |z| < ١ تصویر

و |h(z)| < ١ شرایط در لذا f(z) ∈ S چون و است ͳتحلیل |z| < ١ در h(z) = f−١(g(z))

: به�ویژه .|h(z)| ≤ |z| شوارتز لم موجب به م�ͳکند، صدق h(٠) = ٠

|h(z٢)| = |f−١(tω١ + (١− t)ω٢)| ≤ |z٢| < r (٩.١)

ͳول tw١ + (١− t)ω٢ = f(z٠) که است موجود |z| < ١ قرص در z٠ای نقطه�ی ، Dr ⊂ Dچون
پاره بر نقطه هر پس باشد. |z| < قرص١ در م�ͳبایست نیز f−١(f(z٠)) = z٠ نقطه�ی بنابر(٩.١)

دارد. قرار Dr در tω١ + (١− t)ω٢ خط
دو این بر مار پاره�خط که دارند وجود D در نقطه دو آنΎاه نباشد K رده�ی در f(z) اگر برع΋س،
شامل Dr تصویرش که م�ͳکنیم انتخاب |z| < r < ١ مانند ͳقرص Έاین ندارد. قرار D در نقطه
در نم�ͳتواند م�ͳکند، وصل به�هم را نقطه دو این که ͳخط پاره Dr ⊂ D چون باشد. نقطه دو این

نم�ͳکند. تصویر محدب میدان Έی بر را |z| < rقرص f(z) لذا باشد، داشته قرار Dr

در .f ′(٠) = ١ و f(٠) = ٠ و باشد ͳتحلیل |z| < ١ در f(z) کنیم فرض .۴.۴.١ قضیه
اگر: تنها و� اگر f(z) ∈ K این�صورت

Re

{
١+

zf ′′(z)

f ′(z)

}
> ٠ (|z| < ١).

میدان Έی |z| < r < ١ از Dr تصویر اگر تنها و f(z)اگر ∈ K قضیه�ی٩.١، بر بنا برهان.
بر را |z| = r < ١ دایره w = f(reiθ) تاب΄ که است ͳمعن بدان این ͳهندس نظر از باشد. محدب



١٢ ͳمقدمات تعاریف .١

حرکت ساعت عقربه�های جهت خلاف در θ افزایش با مرز، این بر مماس و م�ͳنΎارد ساده مرز Έی
با: است برابر م�ͳسازد ͳحقیق محور با ω صفحه�ی در مماس خط که زاویه�ای م�ͳدانیم م�ͳکند.

π

٢ + θ + arg f ′(z)

م�ͳگردد: مشخص زیر شرط با محدب تاب΄ لذا

∂

∂θ

(
π

٢ + θ + arg f ′(reiθ)

)
> ٠

لذا: و

١+
∂

∂θ

(
Im log f ′(reiθ)

)
= ١+ Im

{
(ireiθ)

f ′′(reiθ)

f ′(reiθ)

}
= Re

{
١+

zf ′′(z)

f ′(z)

}
> ٠

f ′(٠) = و f(٠) = ٠ با باشد D ِ در ͳتحلیل تاب΄ Έی f کنیم فرض (۴ال΋ساندر) .۵.۴.١ قضیه
.zf ′ ∈ S∗ اگر تنها و اگر f(z) ∈ K این�صورت در .١

: این�صورت در g(z) = zf ′(z) اگر }برهان.
zg′(z)

g(z)

}
=

{
١+

zf ′′(z)

f ′(z)

}
> ٠

باشد. چنین نیز راست سمت تاب΄ اگر تنها و اگر است مثبت و ͳتحلیل Dدر چب سمت تاب΄ لذا

،nهر برای این�صورت در باشد. K در f(z) = z +
∑∞

n=٢ anz
n کنیم فرض .۶.۴.١ قضیه

.|an| ≤ ١

بر بنا لذا دارد قرار S∗ در zf ′(z) = z +
∑∞

n=٢ nanz
n تاب΄ ۵.۴.١ قضیه به توجه با برهان.

. |an| ≤ ١ نتیجه در و |nan| ≤ n ،nهر برای ۶.٣.١ قضیه�ی

. |c| ≥ ١
٢ آنΎاه f(z) ̸= c باشیم |z|داشته < ١ برای f(z) ∈ K اگر .٧.۴.١ قضیه

نقطه� دو ، است ارز Έت |z| < ١ در g(z) = (c− f(z))٢ ͳ΋کم تاب΄ م�ͳدهیم نشان ابتدا برهان.
: این�صورت در م�ͳکنیم انتخاب واحد قرص در z١ و z٠ متمایز

g(z٠)− g(z١) =
(
(c− f(z٠))

٢ − (c− f(z١))
٢
)
=
(
f(z٠)− f(z١)

)(
f(z٠) + f(z١)− ٢c

)
نقطه�ی است، محدب f(z) چون همچنین م�ͳباشد. ارز Έت f(z) زیرا f(z٠) ̸= f(z١) اکنون

پس باشد. c مساوی نم�ͳتواند لذا است متعلق |z| < ١ تصویر به ١٢ [f(z٠) + f(z١)]

f(z٠) + f(z١)− ٢c ̸= ٠
۴Alexander



١٣ K رده�ی .۴.١

است. S در زیر نرمال تاب΄ g(z) = c٢−٢cz+ z٢+ · · · چون م�ͳشود. ثابت g(z) ارزی Έت لذا و

h(z) =
g(z)− c٢

−٢c = z + (
−z٢

٢c ) + · · ·

ͳپوشش قضیه�ی بردن به��کار با نیست. صفر آن�جا در هرگز g(z) زیرا ،h(z) ̸= c

٢ ، |z| < در١ بعلاوه

.|c| ≥ ١
٢ یا و | c٢ | ≥

١
۴ م�ͳیابیم در

:|z| = r < ١ برای آنΎاه باشد، f(z) ∈ K اگر .٨.۴.١ قضیه
١

(١+ r)٢
≤ |f ′(z)| ≤ ١

(١− r)٢

واحد قرص و پوشاست و Έی به Έی ،ͳتحلیل w =
z + z٠
١+ z̄٠z

(|z٠| < ١) تاب΄ م�ͳدانیم برهان.

تاب΄ پس م�ͳنΎارد، خودش بر را

g(z) = f

(
z + z٠
١+ z̄٠z

)
= b٠ + b١z + b٢z

٢

: بنابراین است. ارز Έت و ͳتحلیل |z| < ١ ازای به نیز

g(٠) = b٠ = f(z٠) b١ = g′(٠) = f ′(z٠)(١− |z٢|٠)

b٢ =
g′′(٠)
٢ =

١
٢
(
f ′′z١)٠− |z٢(٢|٠ − ٢f ′(z٠)z̄١)٠− |z٢|٠)

)
.

تاب΄ این�که به توجه با ندارد. قرار S رده�ی در g(z) لذا نم�ͳباشد نرمالیزه g(z) تاب΄ چون

g(z)− g(٠)
g′(٠) = z +

b٢
b١
z٢ + · · ·

: قضیه�ی١.۶.۴ به بنا پس دارد وجود نیز K در لذا م�ͳگیرد قرار Sدر

١
٢

∣∣∣f ′′(z٠)

f ′(z٠)
(١− |z٢|٠)− ٢z̄٠

∣∣∣ ≤ ١

داریم: ٢|z٠|
١− |z٢|٠

در طرفین ضرب و z٠ = reiθ دادن قرار با

∣∣∣z٠f ′′(z٠)

f ′(z٠)
− ٢|z٢|٠
١− |z٢|٠

∣∣∣ ≤ ٢|z٠|
١− |z٢|٠

.

داریم: است دلخواه z٠ چون zf∣∣∣حال ′′(z)

f ′(z)
− ٢r٢
١− r٢

∣∣∣ ≤ ٢r
١− r٢



١۴ ͳمقدمات تعاریف .١

=⇒ ٢r٢ − ٢r
١− r٢

≤ zf ′′(z)

f ′(z)
≤ ٢r٢ + ٢r

١− r٢

=⇒ ٢r − ٢
١− r٢

≤ ∂

∂r
log |f ′(z)| ≤ ٢r + ٢

١− r٢

: م�ͳگیریم انتΎرال r تا ٠ از حال

−٢ log(١+ r) ≤ log |f ′(z)| ≤ −٢ log(١− r)

: لذا
١

(١+ r)٢
≤ |f ′(z)| ≤ ١

(١− r)٢
.

،|z| = r < ١ برای آنΎاه باشد f(z) ∈ K اگر .٩.۴.١ قضیه
r

١+ r
≤ |f(z)| ≤ r

١− r

z به را ٠ نقطه�ی |f ′(z)| ≤ ١
(١− r)٢

داریم. |z| = r < ١ برای ٨.۴.١ قضیه�ی بر بنا برهان.

م�ͳگیریم: انتΎرال خط پاره این روی و کرده وصل مستقیم خط Έی با

|f(z)| =
∫ r

٠
|f ′(t)|dt ≤

∫ r

٠

١
(١− t)٢

dt =
r

١− r
.

اگر و r

(١+ r)
≤ |f(z)| لذا |f(z)| ≥ ١

۴ اگر حال است، برقرار همواره r

(١+ r)
≤ ١

۴ نامساوی

آن تصویر که است موجود z تا ٠ از ی΋ه دایره�ی داخل c مسیر ͳپوشش قضیه�ی طبق |f(z)| < ١
۴

این�صورت: در م�ͳپوشاند را f(z) تا ٠ از c٠ مستقیم خط پاره

|f(z)| =
∫
c٠

|dw| =
∫
c

|f ′(s)||ds|

: قبل قضیه�ی بر بنا ͳطرف از

|f(z)| =
∫
c

|f ′(s)||ds| ≥
∫
c

|f ′(s)|d|s| ≥ ١
(١+ t)٢

dt =
r

١+ r

: داریم لذا
r

(١+ r)
≤ |f(z)| ≤ r

(١− r)
.



فصل٢

از ͳرده�های زیر بر عملΎرها ͳبعض ͳبررس
تΈارز دو تواب΄

مقدمه
کارلسون-شفر٣ عملΎر و دزوک-سریوستا٢ عملΎر هوهلوف١، عملΎر از استفاده با فصل این در

م�ͳباشیم. |a٣| و |a٢| ضرایب برای ͳکران یافتن دنبال به عملΎرها این به مربوط رده�های و

هوهلوف عملΎر ١.٢

ͳتحلیل تاب΄ تعریف١.١.٢.

f(z) = z +
∞∑

m=٢
amz

m (١.٢)

Έت U واحد Έدیس بر دو هر f−١(z) و f(z) تواب΄ هرگاه گوییم، ارز Έت دو را A رده به متعلق
م�ͳدهیم. نمایش Σ نماد با را ارز Έت دو تواب΄ مجموعه باشند. ارز

م�ͳباشند: ارز Έت دو زیر تواب΄ .٢.١.٢ مثال

z

١− z
, − log(١− z),

١
٢ log

(
١+ z

١− z

)
١Hohlove
٢Dziok-Srivastava
٣Carlson-Shaffer

١۵



١۶ ارز Έت دو تواب΄ از ͳرده�های زیر بر عملΎرها ͳبعض ͳبررس .٢

باشند، S در تاب΄ دو g(z) =
∞∑

m=١
bmz

m و f(z) =
∞∑

m=١
amz

m کنیم فرض .٣.١.٢ تعریف

م�ͳکنیم: تعریف زیر به�صورت تاب΄ دو این هادامارد حاصلضرب

(f ∗ g)(z) = f(z) ∗ g(z) =
∞∑

m=١
ambmz

m

تاب΄ باشد، c ̸= ٣−,٢−,١−,٠, . . . طوری�که به c و b ، a مختلط مقادیر برای تعریف١.٢.۴.
م�ͳکنیم: تعریف زیر به�صورت م�ͳدهیم نمایش ٢F١(a, b, c, z) نماد با که ͳهندس ͳگاوس

٢F١(a, b, c, z) =
∞∑
n=٠

(a)n(b)n
(c)n

zn

n!

= ١+
∞∑
n=٢

(a)n−١(b)n−١
(c)n−١

zn−١

(n− ١)! (z ∈ U) (٢.٢)

با: است برابر (α)n �طوری�که به

(α)n =
Γ(α + n)

Γ(α)
=

١ اگر (n = ٠)

α(α+ ١)(α + ٢)(̇α + n− ١) اگر (n = ١,٢,٣, . . . )

که را هوهلوف عملΎر هادامارد، حاصلضرب و ͳهندس ͳگاوس تاب΄ از استفاده با تعریف١.٢.۵.
م�ͳکنیم: تعریف زیر به�صورت م�ͳدهیم نمایش Ia,b,c نماد با

Ia,b,c = z ٢F١(a, b, c, z) ∗ f(z),

= z +
∞∑
n=٢

φnanz
n (z ∈ U)

با: است برابر φn به�طوری�که

φn =
(a)n−١(b)n−١
(c)n−١(n− ١)! (٣.٢)

م�ͳباشد: زیر به�صورت ͳوارون دارای کوئب ͳپوشش قضیه طبق باشد ارز Έت f تاب΄ اگر
f−١(f(z)) = z (z ∈ U)

و
f(f−١(w)) = w (|w| < r٠(f); r٠(f) ⩾

١
۴)

�طوری�که: به
f−١(w) = w − a٢w

٢ + (٢a٢٢ − a٣)w
٣ − (۵a٣٢ − ۵a٢a٣ + a۴)w

۴ + . . . (۴.٢)



١٧ هوهلوف عملΎر .١.٢

Sa,b,c
Σ (α, λ) رده ١.١.٢

هرگاه: م�ͳنامیم Sa,b,c
Σ (α, λ) رده به متعلق را f تاب΄ تعریف١.٢.۶.

f ∈ Σ ,

∣∣∣∣arg( z(Ia,b,cf(z))
′

(١− λ)z + λIa,b,cf(z)

)∣∣∣∣ < απ

٢ (٠ < α ⩽ ٠;١ ⩽ λ ⩽ ١; z ∈ U)

(۵.٢)

)arg∣∣∣∣و w(Ia,b,cg(w))
′

(١− λ)w + λIa,b,cg(w)

)∣∣∣∣ < απ

٢ (٠ < α ⩽ ٠;١ ⩽ λ ⩽ ١;w ∈ U). (۶.٢)

م�ͳباشد: زیر به�صورت g تاب΄ که

g(w) = w − a٢w
٢ + (٢a٢٢ − a٣)w

٣ − (۵a٣٢ − ۵a٢a٣ + a۴)w
۴ + . . . (٧.٢)

به Sa,b,c
Σ (α, λ) رده b = ١ و a = c ،λ = ٠ دهیم ۶.١.٢قرار تعریف در اگر .٧.١.٢ ملاحظه

م�ͳشوند. تبدیل S∗
Σ(α) رده به Sa,b,c

Σ (α, λ) رده باشند b = ١ و a = c ،λ = ١ اگر Hαهم�چنین
Σ رده

Ma,b,c
Σ (β, λ) رده ٢.١.٢

هرگاه: م�ͳنامیم Ma,b,c
Σ (β, λ) رده به متعلق را f تاب΄ تعریف٨.١.٢.

f ∈ Σ , Re

(
z(Ia,b,cf(z))

′

(١− λ)z + λIa,b,cf(z)

)
> β (٠ ⩽ β < ٠;١ ⩽ λ ⩽ ١; z ∈ U) (٨.٢)

و

Re

(
w(Ia,b,cg(w))

′

(١− λ)z + λIa,b,cg(w)

)
> β (٠ ⩽ β < ٠;١ ⩽ λ ⩽ ١;w ∈ U) (٩.٢)

است. شده داده (٧.٢) فرم به g تاب΄ که

Ma,b,c
Σ (β, λ) رده b = ١ و a = c ،λ = ٠ دهیم ٨.١.٢قرار تعریف اگردر .٩.١.٢ ملاحظه

تبدیل SΣ(β) رده به Ma,b,c
Σ (β, λ) رده باشند b = ١ و a = c ،λ = ١ اگر هم�چنین Hβ

Σ رده به
م�ͳشوند.

Sa,b,c
Σ (α, λ) رده تواب΄ برای هایضرایب کران

م�ͳآوریم. به�دست |a٣| و |a٢| ضرایب برای ͳکران�های زیر قضیه طبق f ∈ Sa,b,c
Σ (α, λ) گاه هر



١٨ ارز Έت دو تواب΄ از ͳرده�های زیر بر عملΎرها ͳبعض ͳبررس .٢

آنΎاه: f ∈ Sa,b,c
Σ (α, λ) و f(z) = z +

∞∑
n=٢

anz
n کنید فرض .١٠.١.٢ قضیه

|a٢| ⩽
٢α√

[٢α(λ٢ − ٢λ) + (١− α)(٢− λ)٢]φ٢
٢ + ٢α(٣− λ)φ٣

(١٠.٢)

و
|a٣| ⩽

٢α
(٣− λ)φ٣

(١١.٢)

نوشت: م�ͳتوان به�طوری�که p, q ∈ P دارد وجود (۶.٢) و (۵.٢) طبق برهان.

z(Ia,b,cf(z))
′

(١− λ)z + λIa,b,cf(z)
= [p(z)]α (١٢.٢)

و

w(Ia,b,cg(w))
′

(١− λ)w + λIa,b,cg(w)
= [q(w)]α (١٣.٢)

م�ͳباشند: زیر به�صورت q(w) و p(z) که

p(z) = ١+ p١z + p٢z
٢ + . . . (١۴.٢)

و

q(w) = ١+ q١w + q٢w
٢ + . . . (١۵.٢)

داریم: (١٣.٢) و (١٢.٢) در ضرایب دادن قرار معادل با حال

(٢− λ)φ٢a٢ = αp١ (١۶.٢)

(λ٢ − ٢λ)φ٢
٢a

٢
٢ + (٣− λ)φ٣a٣ =

١
٢ [α(α− ١)p٢١ + ٢αp٢], (١٧.٢)

− (٢− λ)φ٢a٢ = αq١ (١٨.٢)

و
(λ٢ − ٢λ)φ٢

٢a
٢
٢ + (٣− λ)φ٢)٣a٢٢ − a٣) =

١
٢ [α(α− ١)q٢١ + ٢αq٢] (١٩.٢)

داریم: (١٨.٢) و (١۶.٢) طبق

a٢ =
αp١

(٢− λ)φ٢
= − αq١

(٢− λ)φ٢
(٢٠.٢)

این�صورت: در
p١ = −q١. (٢١.٢)



١٩ هوهلوف عملΎر .١.٢

م�ͳآوریم: به�دست (١٩.٢) و (١٧.٢) از

[٢λ٢ − ٢λ)φ٢
٢ + ٣)٢− λ)φ٣]a

٢
٢ =

α(α− ١)
٢ (p٢١ + q٢١) + α(p٢ + q٢). (٢٢.٢)

داریم: (٢٢.٢) در (٢١.٢) و (٢٠.٢) از a٢ مقادیر جایΎذاری با

p٢١ =
(٢− λ)٢φ٢

٢(p٢ + q٢)

[٢α(λ٢ − ٢λ) + (١− α)(٢− λ)٢]φ٢
٢ + ٢α(٣− λ)φ٣

(٢٣.٢)

داریم: q٢ و p٢ ضرایب برای ۵.٣.١ قضیه طبق حال

|p١| ⩽
٢)٢− λ)φ٢√

[٢α(λ٢ − ٢λ) + (١− α)(٢− λ)٢]φ٢
٢ + ٢α(٣− λ)φ٣

(٢۴.٢)

داریم: (٢٠.٢) از بنابراین

|a٢| ⩽
٢α√

[٢α(λ٢ − ٢λ) + (١− α)(٢− λ)٢]φ٢
٢ + ٢α(٣− λ)φ٣

م�ͳباشد. |a٢| برای ͳکران این که
م�ͳیابیم. |a٣| برای ͳکران حال

داریم: (١٧.٢) و (١٩.٢) کردن کم با

٣)٢− λ)φ٣a٣ − ٣)٢− λ)φ٣a
٢
٢ = α(p٢ − q٢) +

α(α− ١)
٢ (p٢١ − q٢١). (٢۵.٢)

داریم: (٢۵.٢) و (٢١.٢) و (٢٠.٢) از

٣)٢− λ)φ٣a٣ =

[
٣)٢− λ)α٢φ٣

[٢α(λ٢ − ٢λ) + (١− α)(٢− λ)٢]φ٢
٢ + ٢α(٣− λ)φ٣

+ α

]
p٢

+

[
٣)٢− λ)α٢φ٣

[٢α(λ٢ − ٢λ) + (١− α)(٢− λ)٢]φ٢
٢ + ٢α(٣− λ)φ٣

− α

]
q٢.

داریم: q٢ و p٢ ضرایب برای ۵.٣.١ قضیه طبق

|a٣| ⩽
٢α

(٣− λ)φ٣
.

آنΎاه: f ∈ Sa,b,c∑ (α, λ) و λ = ٠ دهیم ١٠.١.٢قرار قضیه در اگر .١١.١.٢ نتیجه

|a٢| ⩽ α

√
٢

١)٢− α)φ٢
٢ + ٣αφ٣

(٢۶.٢)

و
|a٣| ⩽

٢α
٣φ٣

(٢٧.٢)



٢٠ ارز Έت دو تواب΄ از ͳرده�های زیر بر عملΎرها ͳبعض ͳبررس .٢

داریم: f ∈ Hα∑ برای آنΎاه b = ١ و a = c دهیم قرار ١١.١.٢ درنتیجه اگر .١٢.١.٢ نتیجه

|a٢| ⩽ α

√
٢

٢+ α
(٢٨.٢)

و
|a٣| ⩽

٢α
٣ (٢٩.٢)

داریم: f ∈ Sa,b,c∑ (α, λ) برای آنΎاه λ = ١ دهیم قرار قضیه١٠.١.٢ در اگر .١٣.١.٢ نتیجه

|a٢| ⩽
٢α√

(١− ٣α)φ٢
٢ + ۴αφ٣

و
|a٣| ⩽

α

φ٣
(٣٠.٢)

Ma,b,c
Σ (β, λ) رده تواب΄ برای هایضرایب کران ٣.١.٢

به�دست |a٣| و |aضرایب|٢ برای ͳکران�های زیر قضیه طبق f ∈ Ma,b,c
Σ (β, λ) گاه هر بخش این در

م�ͳآوریم.

آنΎاه: f ∈ Ma,b,c∑ (β, λ) و f(z) = z +
∞∑
n=٢

anz
n کنید فرض .١۴.١.٢ قضیه

|a٢| ⩽
√

١)٢− β)

(λ٢ − ٢λ)φ٢
٢ + (٣− λ)φ٣

(٣١.٢)

و
|a٣| ⩽

١)٢− β)

(٣− λ)φ٣
(٣٢.٢)

به�طوری�که: دارند وجود p, q ∈ P (٩.٢) و (٨.٢) طبق برهان.

z(Ia,b,cf(z))
′

(١− λ)z + λIa,b,cf(z)
= β + (١− β)p(z) (٣٣.٢)

w(Ia,b,cg(w))
′

(١− λ)w + λIa,b,cg(w)
= β + (١− β)q(w) (٣۴.٢)

(٣٣.٢) در ضرایب دادن قرار معادل با شده�اند. داده (١۵.٢) و (١۴.٢) فرم به q(w) و p(z) که
داریم: (٣۴.٢) و

(٢− λ)φ٢
٢ = (١− β)p١ (٣۵.٢)



٢١ هوهلوف عملΎر .١.٢

(λ٢ − ٢λ)φ٢
٢a

٢
٢ + (٣− λ)φ٣a٣ = (١− β)p٢ (٣۶.٢)

− (٢− λ)φ٢a٢ = (١− β)q١ (٣٧.٢)

و
(λ٢ − ٢λ)φ٢

٢a
٢
٢ + (٣− λ)φ٢)٣a٢٢ − a٣) = (١− β)q٢ (٣٨.٢)

داریم: (٣۶.٢) و (٣۵.٢) از

a٢ =
(١− β)

(٢− λ)φ٢
p١ =

−(١− β)

(٢− λ)φ٢
q١ (٣٩.٢)

نتیجه: در
p١ = −q١ (۴٠.٢)

داریم: (٣٨.٢) و (٣۶.٢) از

[٢(λ٢ − ٢λ)φ٢
٢ + ٣)٢− λ)φ٣]a

٢
٢ = (١− β)(p٢ + q٢) (۴١.٢)

م�ͳآوریم: به�دست (۴١.٢) و (٣٩.٢) از استفاده با هم�چنین

p٢١ =
(٢λ)٢

٢[(λ٢ − ٢λ)φ٢
٢ + (٣− λ)φ٣]a

٢
١)[٢− β)φ٢

٢(p٢ + q٢)
(۴٢.٢)

داریم: ۵.٣.١ قضیه از استفاده با

|p١| ⩽ (٢λ)φ٢

√
٢

[(λ٢ − ٢λ)φ٢
٢ + (٣− λ)φ٣]a

٢
١)[٢− β)

(۴٣.٢)

داریم: و(۴٣.٢) (٣٩.٢) ،۵.٣.١ قضیه از استفاده با مجددا”

|a٢| ⩽
√

١)٢− β)

(λ٢ − ٢λ)φ٢
٢ + (٣− λ)φ٣

(۴۴.٢)

م�ͳباشد. |a٢| برای ͳکران این لذا
م�ͳیابیم. |a٣| برای ͳکران حال

داریم: (٣۶.٢) از (٣٨.٢) کردن کم با

٣)٢− λ)φ٣a٣ − ٣)٢− λ)φ٣a
٢
٢ = (١− β)(p٢ − q٢) (۴۵.٢)

داریم: (۴۵.٢) و (۴١.٢) از لذا

٣)٢− λ)φ٣a٣ =
٣)٢− λ)φ٣a١)٣− β)(λ٢ − ٢λ)φ٢

١)٢− β)

(λ٢ − ٢λ)φ٢
٢ + (٣− λ)φ٣

p٢

−
(λ٢ − ٢λ)φ٢

١)٢− β)

(λ٢ − ٢λ)φ٢
٢ + (٣− λ)φ٣

q٢



٢٢ ارز Έت دو تواب΄ از ͳرده�های زیر بر عملΎرها ͳبعض ͳبررس .٢

داریم: q٢ و p٢ ضرایب برای دیΎر بار ۵.٣.١ قضیه از استفاده با

|a٣| ⩽
١)٢− β)

(٣− λ)φ٣

: آنΎاه f ∈ Ma,b,c∑ (β) و λ = ٠ دهیم قرار ١۴.١.٢ قضیه در اگر .١۵.١.٢ نتیجه

|a٢| ⩽
√
١)٢− β)

٣φ٣
(۴۶.٢)

و
|a٣| ⩽

١)٢− β)

٣φ٣
(۴٧.٢)

آنΎاه: f ∈ Sa,b,c
Σ (β) و λ = ١ دهیم قرار ١۴.١.٢ قضیه در اگر .١۶.١.٢ نتیجه

|a٢| ⩽
√

(٢− ٢β)
٣φ٣ − φ٢

٢
(۴٨.٢)

و
|a٣| ⩽

(١− β)

φ٣
(۴٩.٢)

دزوک-سریوستا عملΎر ٢.٢

و j = ١,٢, . . . ,m ،dj ̸= ١−,٠, . . . �طوری�که به a١, . . . , al, d١, . . . , dm برای تعریف١.٢.٢.
م�ͳکنیم: تعریف زیر به�صورت م�ͳدهیم نمایش lFm نماد با را ͳهندس فوق یافته تعمیم تاب΄ ،z ∈ C

lFm(a١, . . . , al; d١, . . . , dm; z) =
∞∑
n=٠

(a١)n . . . (al)n)

(d١)n . . . (dm)n

zn

n!

l ⩽ m+ ١,m ∈ N = N ∪ {٠} طوری�که به

م�ͳباشد: زیر به�صورت گاما تاب΄ از ͳفرم به (µ)n نماد چنین هم

(µ)n =

١ اگر n = ٠, µ ∈ C− {٠}

µ(µ+ ١)...(µ+ n− ١) اگر n ∈ N, µ ∈ C

عملΎر هادامارد حاصلضرب و lFm ͳهندس فوق یافته تعمیم تاب΄ از استفاده با .٢.٢.٢ تعریف
تعریف زیر به�صورت م�ͳدهیم نمایش lIm(a١, . . . , al; d١, . . . , dm; z) نماد با را دزوک-سریوستا

م�ͳکنیم:

lIm(a١ . . . al; d١, . . . , dm; z) = z(lFm(a١, . . . , al; d١ . . . dm)) ∗ f(z)

=
∞∑
n=٢

∏l
i=١(ai)n−١∏m
i=١(di)n−١

an
zn

(n− ١)! .



٢٣ دزوک-سریوستا عملΎر .٢.٢

م�ͳنویسیم: اختصار برای

lImf(z) =l Im(a١, . . . , al; d١, . . . , dm; z).

lSm(b, α) رده ١.٢.٢

طوری�که به است، lSm(b, α) رده در f(z) ∈ A تاب΄ تعریف٣.٢.٢.
هرگاه: (l ⩽ m+ ١, l,m ∈ N٠, b ∈ C− {٠},٠ ⩽ α < ١)

Re

{
١+

١
b

(
z(lImf(z))

′

lImf(z)
− ١
)}

> α (z ∈ U).

lCm(b, α) رده ٢.٢.٢

طوری�که به است، lCm(b, α) رده در f(z) ∈ A تاب΄ تعریف٢.٢.۴.
هرگاه: (l ⩽ m+ ١, l,m ∈ N٠, b ∈ C− {٠},٠ ⩽ α < ١)

Re

{
١+

(
١
b

z(lImf(z))
′′

(lImf(z))′

)
− ١
}

> α (z ∈ U).

باشید: داشته توجه .۵.٢.٢ ملاحظه
f ∈ lCm(b, α) ⇔ zf ′ ∈ lSm(b, α). (۵٠.٢)

داریم: این�صورت در باشد P رده به متعلق p(z) = ١+ c١z + c٢z
٢ + . . . اگر .۶.٢.٢ لم

|cn| ⩽ ٢ ∀ n ⩾ ١,

هر برای آنΎاه p(z) = ١ + c١z + c٢z
٢ + c٣z

٣ + . . . با p ∈ P کنید فرض [٢٢] .٧.٢.٢ لم
داریم: τ مختلط عدد

|c٢ − τc٢١| ⩽ ٢max{١, |٢τ − ١|},

هر برای آنΎاه p(z) = ١ + c١z + c٢z
٢ + c٣z

٣ + . . . با p ∈ P کنید فرض [١۴] .٨.٢.٢ لم
داریم: τ مختلط c٢∣∣∣∣عدد − ١

٢τc
٢
١

∣∣∣∣ ⩽ ٢+
١
٢(|τ − ١| − ١)|c٢١|.

آنΎاه: l ⩽ m+ ١,m ∈ N٠, b ∈ C− {٠},٠ ⩽ α < ١ و f ∈ lSm(b, α) اگر .٩.٢.٢ قضیه

|a٢| ⩽ ١)٢− α)|b|
∏m

i=١(di)١∏l
i=١(ai)١

,



٢۴ ارز Έت دو تواب΄ از ͳرده�های زیر بر عملΎرها ͳبعض ͳبررس .٢

|a٣| ⩽ ١)٢− α)|b|
∏m

i=١(di)٢∏l
i=١(ai)٢

max{١, |١+ ٢b(١− α)|}

و

|a٣ −
l∏

i=١

ai
ai + ١

m∏
i=١

di + ١
di

a٢٢| ⩽ ١)٢− α)|b|
∏m

i=١(di)٢∏l
i=١(ai)٢

.

داریم: برهان.
lImf(z) = z + A٢z

٢ + A٣z
٣ + . . . . (۵١.٢)

نوشت: م�ͳتوان (۵١.٢) طبق پس

A٢ =

∏l
i=١(ai)١∏m
i=١(di)١

a٢, A٣ =

∏l
i=١(ai)٢∏m
i=١(di)٢

a٣.

طوری�که: به p ∈ P دارد وجود lSm(b, α) رده تعریف طبق

z(lImf(z))
′

lImf(z)
= b[(١− α)p(z) + α− ١] + ١.

لذا:

z(١+ ٢A٢z + ٣A٣z
٢ + . . . )

(z + A٢z٢ + A٣z٣ + . . . )
= b[(١− α)(١+ c١z + c٢z

٢ + c٣z
٣ + . . . ) + α− ١] + ١,

داریم: نتیجه در

z + ٢A٢z
٢ + ٣A٣z

٣ + . . .

= z + [b(١− α) + A٢]z
٢ + [b(١− α) + (c٢ + c١A٢) + A٣]z

٣ + . . . .

داریم: طرف دو در ضرایب دادن قرار معادل با

A٢ = b(١− α)c١, A٣ =
b(١− α)

٢ [c٢ + b(١− α)c٢١]. (۵٢.٢)

داریم: (۵٢.٢) طبق بنابراین

a٢ = b(١− α)

∏m
i=١(di)١∏l
i=١(ai)١

c١ a٣ = b(١− α)

∏m
i=١(di)٢∏l
i=١(ai)٢

[c٢ + b(١− α)c٢١]. (۵٣.٢)

م�ͳآوریم: به�دست (۵٣.٢) و ۶.٢.٢ لم به توجه با

|a٢| ⩽ ٢|b|(١− α)

∏m
i=١(di)١∏l
i=١(ai)١



٢۵ دزوک-سریوستا عملΎر .٢.٢

داریم: ٨.٢.٢ لم طبق و

|a٢| ⩽ ٢|b|(١− α)

∏m
i=١(di)٢∏l
i=١(ai)٢

max{١,٢b(١− α)}.

داریم: ۶.٢.٢ لم طبق این بر a٣∣∣∣∣∣علاوه −
l∏

i=١

ai
ai + ١

m∏
i=١

di + ١
di

a٢٢

∣∣∣∣∣ =∣∣∣∣∣b(١− α)

∏m
i=١(di)٢∏l
i=١(ai)٢

[c٢ + b(١− α)c٢١]− b١)٢− α)٢

×
l∏

i=١

ai
ai + ١

m∏
i=١

di + ١
di

(∏m
i=١(di)١∏l
i=١(ai)١

)

)٢

c٢١

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣b(١− α)

∏m
i=١(di)٢∏l
i=١(ai)٢

c٢

∣∣∣∣∣ ⩽ ١)٢− α)|b|
∏m

i=١(di)٢∏l
i=١(ai)٢

آنΎاه l ⩽ m+١, l,m ∈ N٠, b ∈ C−{٠},٠ ⩽ α < ١ و f ∈ lSm(b, α) اگر .١٠.٢.٢ قضیه
داریم: τ ∈ C برای

|a٣ − τa٢٢| ⩽ ٢|b|(١− α)

∏m
i=١(di)٢∏l
i=١(ai)٢

×max

{
١,
∣∣∣∣∣١+ ٢b(١− α)− ٢τb(١− α)

l∏
i=١

ai + ١
ai

m∏
i=١

di
di + ١

∣∣∣∣∣
}
.

م�ͳکند. حفظ را بالا برابری طوری�که به دارد وجود lSm(b, α) به متعلق تاب΄ Έی τ هر برای

داریم: (۵٣.٢) طبق برهان.

a٣ − τa٢٢ = b(١− α)

∏m
i=١(di)٢∏l
i=١(ai)٢

[c٢ + b(١− α)c٢١]− τb١)٢− α)٢

(∏m
i=١(di)١∏l
i=١(ai)١

)٢

c٢١

= b(١− α)

∏m
i=١(di)٢∏l
i=١(ai)٢

[
c٢ + b(١− α)c٢١ − τb(١− α)

l∏
i=١

ai + ١
ai

m∏
i=١

di
di + ١c

٢
١

]

= b(١− α)

∏m
i=١(di)٢∏l
i=١(ai)٢

[
c٢ −

c٢١
٢ +

c٢١
٢

×

(
١+ ٢b(١− α)− ٢τb(١− α)

l∏
i=١

ai + ١
ai

m∏
i=١

di
di + ١

)
.



٢۶ ارز Έت دو تواب΄ از ͳرده�های زیر بر عملΎرها ͳبعض ͳبررس .٢

داریم: ٨.٢.٢ و ۶.٢.٢ لم طبق پس

|a٣ − τa٢٢| ⩽ |b|(١− α)

∏m
i=١(di)٢∏l
i=١(ai)٢

[
٢− |c٢|١

٢ +
|c٢|١

٢

×

∣∣∣∣∣١+ ٢b(١− α)− ٢τb(١− α)
l∏

i=١

ai + ١
ai

m∏
i=١

di
di + ١

∣∣∣∣∣
]

= (١− α)|b|
∏m

i=١(di)٢∏l
i=١(ai)٢

[
٢− |c٢|١

٢

×

(∣∣∣∣∣١+ ٢b(١− α)− ٢τb(١− α)
l∏

i=١

ai + ١
ai

m∏
i=١

di
di + ١

∣∣∣∣∣− ١
)]

⩽ ٢|b|(١− α)

∏m
i=١(di)٢∏l
i=١(ai)٢

max {١, |١+ ٢b(١− α)− ٢τb(١− α)

×
l∏

i=١

ai + ١
ai

m∏
i=١

di
di + ١

∣∣∣∣∣
}
.

(۵۴.٢)

زیر فرم به lSm(b, α) رده به متعلق تاب΄ و c٢ = ٢ ، c١ = انتخاب٠ با اول حالت در فوق قضیه در
باشد:

z(lImf(z))
′

lImf(z)
=
١+ (٢b− ٢αb− ١)z٢

١− z٢

زیرباشد: صورت به تاب΄ و c١ = c٢ = ٢ انتخاب با دوم حالت در و

z(lImf(z))
′

lImf(z)
=
١+ (٢b− ٢αb− ١)z

١− z

م�ͳشود. مساوی به تبدیل (۵۴.٢) نامساوی

م�ͳیابیم. |a٣ − τa٢٢| برای ͳکران باشند ͳحقیق b و τ وقت�ͳکه بعد حالت در

برای آنΎاه l ⩽ m + ١, l,m ∈ N٠, b > ٠,٠ ⩽ α < ١ و f ∈ lSm(b, α) اگر .١١.٢.٢ قضیه
داریم: τ ∈ R



٢٧ دزوک-سریوستا عملΎر .٢.٢

|a٣ − τa٢٢| ⩽



٢b(١− α)

∏m
i=١(di)٢∏l
i=١(ai)٢

[١+ ٢b(١− α)− ٢τb(١−α)
σ

]; اگر τ < σ

٢b(١− α)

∏m
i=١(di)٢∏l
i=١(ai)٢

; اگر σ < τ <
١+ ٢b(١− α)

٢b(١− α)
σ,

٢b(١− α)

∏m
i=١(di)٢∏l
i=١(ai)٢

[٢τb(١−α)
σ

− ٢b(١− α)− ١]; اگر τ > ٢+١b(١−α)
٢b(١−α)

σ

به�طوری�که:

σ =
l∏

i=١

ai
ai + ١

m∏
i=١

di + ١
di

م�ͳکند. حفظ را بالا برابری طوری�که به دارد وجود lSm(b, α) به متعلق تاب΄ Έی τ هر برای

م�ͳکنیم: فرض ابتدا برهان.

τ ⩽
l∏

i=١

ai
ai + ١

m∏
i=١

di + ١
di

⩽ ١+ ٢b(١− α)

٢b(١− α)

l∏
i=١

ai
ai + ١

m∏
i=١

di + ١
di

.

داریم: ۶.٢.٢ لم و (۵۴.٢) طبق حالت این در

|a٣ − τa٢٢| ⩽ b(١− α)

∏m
i=١(di)٢∏l
i=١(ai)٢

[
٢− |c٢|١

٢ +
|c٢|١

٢ (١+ ٢b(١− α)

− ٢τb(١− α)
l∏

i=١

ai + ١
ai

m∏
i=١

di
di + ١

)]

⩽ ٢b(١− α)

∏m
i=١(di)٢∏l
i=١(ai)٢

[
١+ ٢b(١− α)− ٢τb(١− α)

l∏
i=١

ai + ١
ai

m∏
i=١

di
di + ١

]
.

کنیم: فرض حال

l∏
i=١

ai
ai + ١

m∏
i=١

di + ١
di

⩽ τ ⩽ ١+ ٢b(١− α)

٢b(١− α)

l∏
i=١

ai
ai + ١

m∏
i=١

di + ١
di

.

داریم: بالا محاسبات طبق لذا

|a٣ − τa٢٢| ⩽ ٢b(١− α)

∏m
i=١(di)٢∏l
i=١(ai)٢

.



٢٨ ارز Έت دو تواب΄ از ͳرده�های زیر بر عملΎرها ͳبعض ͳبررس .٢

اگر: سرانجام

τ >
١+ ٢b(١− α)

٢b(١− α)

l∏
i=١

ai
ai + ١

m∏
i=١

di + ١
di

.

م�ͳآوریم: به�دست لذا

|a٣ − τa٢٢| ⩽ b(١− α)

∏m
i=١(di)٢∏l
i=١(ai)٢

[
٢− |c٢|١

٢ +
|c٢|١

٢

(
٢τb(١− α)

l∏
i=١

ai + ١
ai

×
m∏
i=١

di
di + ١ − ٢b(١− α)− ١

)]

= b(١− α)

∏m
i=١(di)٢∏l
i=١(ai)٢

[
٢+

|c٢|١

٢

(
٢τb(١− α)

l∏
i=١

ai + ١
ai

×
m∏
i=١

di
di + ١ − ٢b(١− α)− ٢

)]

= ٢b(١− α)

∏m
i=١(di)٢∏l
i=١(ai)٢

[
٢τb(١− α)

l∏
i=١

ai + ١
ai

m∏
i=١

di
di + ١ − ٢b(١− α)− ١

]
.

و c١ = c٢ = ٢; c١ = ٠, c٢ = ٢ انتخاب با ترتیب به� آخر حالت سه برای حاصل تساوی
است. کامل اثبات بنابراین م�ͳآید. به�دست c١ = ٢i, c٢ = −٢

l ⩽ m + ١, l,m ∈ N٠, b ∈ C − {٠},٠ ⩽ α < ١ و f ∈ lCm(b, α) اگر .١٢.٢.٢ قضیه
داریم: τ ∈ C برای آنΎاه

|a٣ − τa٢٢| ⩽
٢|b|(١− α)

٣

∏m
i=١(di)٢∏l
i=١(ai)٢

×max

{
١,
∣∣∣∣∣١+ ٢b(١− α)− ٣

٢τb(١− α)
l∏

i=١

ai + ١
ai

m∏
i=١

di
di + ١

∣∣∣∣∣
}
.

م�ͳکند. حفظ را بالا برابری طوری�که به دارد وجود lCm(b, α) به متعلق تاب΄ Έی τ هر برای

م�ͳباشد. ١٠.٢.٢ قضیه برهان مشابه برهان.



٢٩ کارلسون-شفر عملΎر .٣.٢

برای آنΎاه l ⩽ m + ١, l,m ∈ N٠, b > ٠,٠ ⩽ α < ١ و f ∈ lCm(b, α) اگر .١٣.٢.٢ قضیه
داریم: τ ∈ R

|a٣ − τa٢٢| ⩽



٢b(١− α)

٣

∏m
i=١(di)٢∏l
i=١(ai)٢

[
١+ ٢b(١− α)− ٣τb(١− σ)

٢σ
]

اگر τ <
۴
٣σ,

٢b(١− α)

٣

∏m
i=١(di)٢∏l
i=١(ai)٢

اگر ۴
٣σ < τ <

٢+ ۴b(١− α)

٣b(١− α)
σ,

٢b(١− α)

٣

∏m
i=١(di)٢∏l
i=١(ai)٢

[٣τb(١− σ)

٢σ − ٢b(١− α)− ١
]

اگر τ >
٢+ ۴b(١− α)

٣b(١− α)
σ

که

σ =
l∏

i=١

ai
ai + ١

m∏
i=١

di + ١
di

.

م�ͳکند. حفظ را بالا برابری طوری�که به دارد وجود lSm(b, α) به متعلق تاب΄ Έی τ هر برای

است. ١١.٢.٢ قضیه برهان مشابه برهان.

کارلسون-شفر عملΎر ٣.٢

به�وسیله شده تعریف L(a, c) : A → A ͳخط عملΎر شفر و کارلسون

L(a, c) = ϕ(a, c; z) ∗ f(z)

ϕ(a, c; z) تاب΄ که به�طوری است، ϕ(a, c; z) و A در تاب΄ دو از ͳپیچش ∗ نماد .[۶] کرده�اند ͳمعرف
م�ͳباشد: زیر صورت به

ϕ(a, c; z) = z +
∞∑
n=٢

(a)n−١
(c)n−١

zn, z ∈ U.



٣٠ ارز Έت دو تواب΄ از ͳرده�های زیر بر عملΎرها ͳبعض ͳبررس .٢

به�صورت (λ)n هم�چنین ،a, c ̸= −٣−,٢−,١, . . . و صفر غیر مختلط پارامترهای c و a به�طوری�که�
م�ͳباشد: زیر

(λ)n =
Γ(λ+ n)

Γ(λ)
=

١ اگر n = ٠

λ(λ+ ١) . . . (λ+ n− ١), اگر n ∈ {١,٢,٣, . . . }

به�صورت م�ͳدهیم نمایش Dδf(z) نماد با را راسچوی۴ یافته تعمیم مشتق [١٩] تعریف١.٣.٢.
م�ͳکنیم: تعریف زیر

Dδf(z) =
z

(١− z)δ+١
∗ f(z), δ > −١

داریم:
L(a, a)f(z) = f(z),

L(٢,١)f(z) = zf
′
(z)

و
L(δ + ١,١)f(z) = Dδf(z)

[١٢] مثال برای م�ͳکند ایفا ͳهندس تواب΄ نظریه در ͳمهم نقش و ͳتحلیل U در L(z, c; z) عملΎر
ببینید. [١١] و [١٨] ،

به�صورت م�ͳدهیم نمایش Dm(λ, φ) نماد با را ͳخط چندگانه دیفرانسیل عملΎر تعریف٢.٣.٢.
م�ͳکنیم: تعریف زیر

D٠(λ, φ)f(z) = f(z),

D١(λ, φ)f(z) = D(λ, φ)f(z)

= λφz٢(f(z))” + (λ− φ)z(f(z))
′
+ (١− λ+ φ)f(z),

D٢(λ, φ)f(z) = D(λ, φ)(D١(λ, φ)f(z)),

...

Dm(λ, φ)f(z) = D(λ, φ)(Dm−١(λ, φ)f(z)),

. m ∈ N٠ = N
∪
{٠} و λ ⩾ φ ⩾ ٠ که

نوشت: م�ͳتوان لذا

Dm(λ, φ)f(z) = z +
∞∑
n=٢

[١+ (λφn+ λ− φ)(n− ١)]manzn (۵۵.٢)

۴Ruscheweyh derivative



٣١ کارلسون-شفر عملΎر .٣.٢

تعریف زیر به�صورت L(m,λ, φ; a, c) : A → A یافته تعمیم ͳخط عملΎر .٣.٣.٢ تعریف
م�ͳکنیم:

L(m,λ, φ; a, c)f(z) = ϕ(a, c; z) ∗Dm(λ, φ)f(z)

= z +
∞∑
n=٢

Φm
n (λ, φ)

(a)n−١
(c)n−١

anz
n

طوری�که: به
و N٠ = N

∪
{٠} ، λ ⩾ φ ⩾ ٠ ، Φm

n (λ, φ) = [١+ (λφn+ λ− φ)(n− ١)]m

a, c ̸= −٣−,٢−,١, . . . .

باشیم: داشته توجه خاص موارد ͳبعض
است.[۶] کارلسون-شفر ͳخط عملΎر L(٠, λ, φ; a, c)f(z)

است.[١٩] راسچوی مشتق عملΎر δ ∈ N٠ که L(٠, λ, φ; δ + ١,١)f(z)

است.[٨] ارهان۵ رادوکانو- عملΎر یافته تعمیم m ∈ N٠ که L(m,λ, φ;١,١)f(z), λ ⩾ φ ⩾ ٠

است.[١] ۶ ال-ابودی ͳخط عملΎر m ∈ N٠ که L(m,λ,١,١;٠)f(z)

است.[٢٠] ٧ سالاگان مشتق عملΎر m ∈ N٠ که L(m,١,١;١,٠)f(z)

Q(m,λ, φ, β; a, c) رده ١.٣.٢

تواب΄ از جدید رده� زیر Έی L(m,λ, φ; a, c) یافته تعمیم ͳخط دیفرانسیل عملΎر از استفاده با
م�ͳکنیم. تعریف م�ͳدهیم نمایش Q(m,λ, φ, β; a, c) نماد با که ͳتحلیل

، a, c ̸= −٣−,٢−,١, . . . و صفر غیر مختلط پارامترهای c و a کنید فرض .۴.٣.٢ تعریف
به متعلق (١.٢) فرم به شده داده f ͳتحلیل تاب΄ گوییم باشد، m ∈ N٠ = N

∪
{٠} و λ ⩾ φ ⩾ ٠

هرگاه: است Q(m,λ, φ, β; a, c) arg∣∣∣∣∣رده
(
z(L(m,λ, φ; a, c)f(z))′

L(m,λ, φ; a, c)f(z)

)∣∣∣∣∣ < π

٢β(z ∈ U,٠ < β ⩽ ١). (۵۶.٢)

۵Raducanu-Orhan
۶Al-Oboudi
٧Salagean



٣٢ ارز Έت دو تواب΄ از ͳرده�های زیر بر عملΎرها ͳبعض ͳبررس .٢

کنید. توجه زیر مثال به است. A در شده شناخته رده�های زیر از ͳانواع شامل رده این

.۵.٣.٢ مثال

Q(٠, λ, φ, β; a, a) ≡ S∗
١(β)

=

{
z ∈ A :

∣∣∣∣∣arg
(
zf ′(z)

f(z)

)∣∣∣∣∣ < π

٢β, z ∈ U

}
; [٣]

Q(٠, λ, φ, β;٢,١) ≡ K١(β)

=

{
f ∈ A :

∣∣∣∣∣arg
(
١+

zf ′′(z)

f ′(z)

)∣∣∣∣∣ < π

٢β, z ∈ U

}
; [٣]

Q(٠, λ, φ, β; δ + ١,١) ≡ S∗
١(β)

=

{
f ∈ A :

∣∣∣∣∣arg
(
z(Dδf(z))′

Dδf(z)

)∣∣∣∣∣ < π

٢β, z ∈ U

}
, δ ⩾ ٠; [٧]

، a, c ̸= −٣−,٢−,١, . . . و صفر غیر مختلط پارامترهای c و a کنید فرض .۶.٣.٢ لم
(١.٢) فرم به شده داده f ∈ Q(m,λ, φ, β; a, c) اگر باشد. m ∈ N٠ = N

∪
{٠} و λ ⩾ φ ⩾ ٠

آنΎاه: باشد،

|a٢| ⩽
٢β|c|

ϕm
٢ (λ, φ)|a|

,

|a٣| ⩽



β|c||c+ ١|
ϕm
٣ (λ, φ)|a||a+ ١| , اگر β ⩽ ١

٣

٣β٢|c||c+ ١|
ϕm
٣ (λ, φ)|a||a+ ١| , اگر β ⩾ ١

٣ .

م�ͳکنیم: تعریف برهان.

F (z) := L(m,λ, φ; a, c)f(z) := z + A٢z
٢ + A٣z

٣ + . . .

آنجای�ͳکه: از
zF ′(z)

F (z)
= pβ(z), p ∈ P

داریم: بنابراین
z(z + A٢z

٢ + A٣z
٣ + . . . )

z + A٢z٢ + A٣z٣ + . . .
= (١+ c١z + c٢z

٢ + . . . )β,



٣٣ کارلسون-شفر عملΎر .٣.٢

لذا:

z + ٢A٢z
٢ + ٣A٣z

٣ + . . . = z + (βc١ + A٢)z
٢

+ (βc٢ +
β(β − ١)c٢١

٢ + βc١A٢ + A٣)z
٣ + . . .

داریم: z٣ و z٢ ضرایب دادن قرار معادل با

A٢ = βc١, (۵٧.٢)

آنجای�ͳکه: از

A٣ =
β

٢ (c٢ −
c٢١
٢ ) +

٣
۴β

٢c٢١. (۵٨.٢)

F (z) = ϕ(a, c; z) ∗Dm(λ, φ)f(z) = z +
∞∑
n=٢

Φm
n (λ, φ)

(a)n−١
(c)n−١

anz
n (۵٩.٢)

= z +
∞∑
n=٢

Φm
n (λ, φ)

Γ(a+ n− ١)Γ(c)
Γ(c+ n− ١)Γ(a)anz

n

داریم: بنابراین

βc١ = Φm
٢ (λ, φ)

Γ(a+ ١)Γ(c)
Γ(c+ ١)Γ(a)a٢.

با: است برابر حاصل لذا
a٢ =

βcc١
aΦm

٢ (λ, ϕ)
. (۶٠.٢)

داریم: ۶.٢.٢ لم طبق

|a٢| ⩽
٢β|c|

ϕm
٢ (λ, φ)|a|

داریم: (۵٩.٢) در z٣ ضرایب مقایسه با

A٣ = Φm
٣ (λ, φ)

Γ(a+ ٢)Γ(c)
Γ(c+ ٢)Γ(a)a٣ = Φm

٣ (λ, φ)
a(a+ ١)
c(c+ ١) a٣.

م�ͳآوریم: به�دست (۵٨.٢) از استفاده با

a٣ =
c(c+ ١)

Φm
٣ (λ, φ)a(a+ ١)(

β

٢ (c٢ −
c٢١
٢ ) +

٣
۴β

٢c٢١) (۶١.٢)

داریم: ٨.٢.٢ لم طبق بنابراین

β|c||c+ ١|
۴ϕm

٣ (λ, φ)|a||a+ ١|{۴− |c٢|١ + ٣β|c٢|١}.



٣۴ ارز Έت دو تواب΄ از ͳرده�های زیر بر عملΎرها ͳبعض ͳبررس .٢

٬ a, c ̸= −٣−,٢−,١, . . . و صفر غیر مختلط پارامترهای c و a کنید فرض .٧.٣.٢ قضیه
Έی µ و β ∈ (٠,١] و f ∈ Q(m,λ, φ, β; a, c) اگر باشد. m ∈ N٠ = N

∪
{٠} و λ ⩾ φ ⩾ ٠

آنΎاه: باشد، مختلط پارامتر

|a٣ − µa٢٢| ⩽
β|c||c+ ١|

ϕm
٣ (λ, φ)|a||a+ ١|

×max

{
١, βv(ϕ, µ; a, c)

ϕ٢m٢ (λ, φ)|a||c+ ١|

}
, (۶٢.٢)

که:

v(φ, µ; a, c) = ٣ϕ٢m٢ (λ, φ)a(c+ ١)− ۴ϕm
٣ (λ, φ)µ(a+ ١).

داریم: قبل قضیه در (۶١.٢) و (۶٠.٢) طبق برهان.

a٣ − µa٢٢ =
βc(c+ ١)

٢ϕm
٣ (λ, φ)a(a+ ١)

(
c٢ −

١
٢c

٢
١

)
(۶٣.٢)

(۶۴.٢)

+
β٢c[٣ϕ٢m٢ (λ, φ)a(c+ ١)− ۴ϕm

٣ (λ, φ)µ(a+ ١)]
۴ϕm

٣ (λ, φ)ϕ
٢m
٢ (λ, φ)a٢(a+ ١)

c٢١. (۶۵.٢)

بنابراین:

|a٣ − µa٢٢| ⩽
β|c||c+ ١|

٢ϕm
٣ (λ, φ)|a||a+ ١|

∣∣∣∣∣c٢ − ١
٢c

٢
١

∣∣∣∣∣
+

β٢|c||v(ϕ, µ; a, c)|
۴ϕm

٣ (λ, φ)ϕ
٢m
٢ (λ, φ)|a|٢|a+ ١|

|c٢|١.

م�ͳآوریم: ٨.٢.٢به�دست لم از استفاده با

|a٣ − µa٢٢| ⩽
β|c||c+ ١|

٢ϕm
٣ (λ, φ)|a||a+ ١|

+
β|c|[β|v(φ, µ; a, c)| − ϕ٢m٢ (λ, φ)|a||c+ ١|]

۴ϕm
٣ (λ, φ)ϕ

٢m
٢ (λ, φ)|a|٢|a+ ١|

|c٢|١. (۶۶.٢)

داریم: کلیت از شدن کم بدون .β|v(φ, µ; a, c)| ⩽ ϕ٢m٢ (λ, φ)|a||c+ ١| کنید فرض

|a٣ − µa٢٢| ⩽
β|c||c+ ١|

ϕm
٣ (λ, φ)|a||a+ ١| . (۶٧.٢)



٣۵ کارلسون-شفر عملΎر .٣.٢

داریم: ٨.٢.٢ لم از استفاده با ،β|v(φ, µ; a, c)| ⩾ ϕ٢m٢ (λ, φ)|a||c+ ١| اگر دیΎر طرف از

|a٣ − µa٢٢| ⩽
β|c||c+ ١|

ϕm
٣ (λ, φ)|a||a+ ١|

+
β|c|[β|v(φ, µ; a, c)| − ϕ٢m٢ (λ, φ)|a||c+ ١|]

ϕm
٣ (λ, φ)ϕ

٢m
٢ (λ, φ)|a|٢|a+ ١|

=
β|a||c||c+ ١|ϕ٢m٢ (λ, φ) + β٢|c||v(φ, µ; a, c)| − β|a||c||c+ ١|ϕ٢m٢ (λ, φ)

ϕm
٣ (λ, φ)ϕ

٢m
٢ (λ, φ)|a|٢|a+ ١|

=
β٢|c||v(φ, µ; a, c)|

ϕm
٣ (λ, φ)ϕ

٢m
٢ (λ, φ)|a|٢|a+ ١|

. (۶٨.٢)

م�ͳشود. ثابت ح΋م (۶٨.٢) و (۶٧.٢) طبق

زیر: به�صورت Q(m,λ, φ, β; a, c) رده در تاب΄ انتخاب با به�ترتیب فوق قضیه در

z(L(m,λ, φ; a, c)f(z))′

L(m,λ, φ; a, c)f(z)
=

(
١+ z٢

١− z٢

)β

,
z(L(m,λ, φ; a, c)f(z))′

L(m,λ, φ; a, c)f(z)
=

(
١+ z

١− z

)β

م�ͳشود. مساوی به تبدیل (۶٨.٢) و (۶٧.٢) نامساوی
باشد. ͳحقیق پارامتر Έی µ که م�ͳکنیم ͳبررس را موردی بعد نتیجه در

m ∈ N٠ = N
∪
{٠} و λ ⩾ φ ⩾ ٠ ،β ∈ (٠,١] ،a, c ∈ (٠,∞) کنید فرض .٨.٣.٢ قضیه



٣۶ ارز Έت دو تواب΄ از ͳرده�های زیر بر عملΎرها ͳبعض ͳبررس .٢

آنΎاه: باشد، ͳحقیق پارامتر Έی µ و f ∈ Q(m,λ, φ, β; a, c) اگر باشد.

|a٣−µa٢٢| ⩽



β٢c[٣a(c+ ١)ϕ٢m٢ (λ, φ)− ۴µc(a+ ١)ϕm
٣ (λ, φ)]

ϕm
٣ (λ, φ)ϕ

٢m
٢ (λ, φ)a٢(a+ ١)

,

اگر µ ⩽
(٣β − ١)a(c+ ١)ϕ٢m٢ (λ, φ)

۴βc(a+ ١)ϕm
٣ (λ, φ)

βc(c+ ١)
ϕm
٣ (λ, φ)a(a+ ١) ,

اگر (٣β − ١)a(c+ ١)ϕ٢m٢ (λ, φ)

۴βc(a+ ١)ϕm
٣ (λ, φ)

⩽ µ ⩽
(٣β + ١)a(c+ ١)ϕ٢m٢ (λ, φ)

۴βc(a+ ١)ϕm
٣ (λ, φ)

β٢c(۴µc(a+ ١)ϕm
٣ (λ, φ)− ٣a(c+ ١)ϕ٢m٢ (λ, φ))

ϕm
٣ (λ, φ)ϕ

٢m
٢ (λ, φ)a٢(a+ ١)

,

اگر µ ⩾
(٣β + ١)a(c+ ١)ϕ٢m٢ (λ, φ)

۴βc(a+ ١)ϕm
٣ (λ, φ)

.

م�ͳگیریم: نظر در را حالت دو (۶۶.٢) طبق برهان.

.µ ⩽
٣ϕ٢m٢ (λ, φ)a(c+ ١)
۴ϕm

٣ (λ, φ)c(a+ ١) کنید فرض اول: حالت

داریم: (۶۶.٢) طبق پس

|a٣ − µa٢٢| ⩽
βc(c+ ١)

ϕm
٣ (λ, φ)a(a+ ١)

+
βc[(٣β − ١)a(c+ ١)ϕ٢m٢ (λ, φ)− ۴βµc(a+ ١)ϕm

٣ (λ, φ)]

۴ϕm
٣ (λ, φ)ϕ

٢m
٢ (λ, φ)a٢(a+ ١)

|c٢١| (۶٩.٢)

داریم: لذا |c١| ⩽ ٢ چون ͳطرف از

|a٣ − µa٢٢| ⩽
β٢c[٣a(c+ ١)ϕ٢m٢ (λ, φ)− ۴µc(a+ ١)ϕm

٣ (λ, φ)]

ϕm
٣ (λ, φ)ϕ

٢m
٢ (λ, φ)a٢(a+ ١)

که: شده ثابت

µ ⩽
(٣β − ١)a(c+ ١)ϕ٢m٢ (λ, φ)

۴βc(a+ ١)ϕm
٣ (λ, φ)

.



٣٧ کارلسون-شفر عملΎر .٣.٢

اگر: دیΎر طرف از

µ ⩾
(٣β − ١)a(c+ ١)ϕ٢m٢ (λ, φ)

۴βc(a+ ١)ϕm
٣ (λ, φ)

به: م�ͳشود تبدیل (۶٩.٢) نامساوی پس

|a٣ − µa٢٢| ⩽
βc(c+ ١)

ϕm
٣ (λ, φ)a(a+ ١)

−
βc[۴µβc(a+ ١)ϕm

٣ (λ, φ)− (٣β − ١)a(c+ ١)ϕ٢m٢ (λ, φ)]

۴ϕm
٣ (λ, φ)ϕ

٢m
٢ (λ, φ)a٢(a+ ١)

|c٢|١

⩽ βc(c+ ١)
ϕm
٣ (λ, φ)a(a+ ١) .

.µ ⩾
٣ϕ٢m٢ (λ, φ)a(c+ ١)
۴ϕm

٣ (λ, φ)c(a+ ١) کنیم فرض دوم: حالت

که: باشیم داشته توجه حالت این در

v(ϕ, µ; a, c) = ۴ϕm
٣ (λ, φ)µc(a+ ١)− ٣ϕ٢m٢ (λ, φ)a(c+ ١)

به: م�ͳشود تبدیل (۶۶.٢) نامساوی

|a٣ − µa٢٢| ⩽
βc(c+ ١)

ϕm
٣ (λ, φ)a(a+ ١)

+
βc[۴βµc(a+ ١)ϕm

٣ (λ, φ)− (٣β + ١)a(c+ ١)ϕ٢m٢ (λ, φ)]

۴ϕm
٣ (λ, φ)ϕ

٢m
٢ (λ, φ)a٢(a+ ١)

|c٢|١. (٧٠.٢)

داریم: |c١| ⩽ ٢ چون ͳطرف از

|a٣ − µa٢٢| ⩽
β٢c[۴µc(a+ ١)ϕm

٣ (λ, φ)− ٣a(c+ ١)ϕ٢m٢ (λ, φ)]

ϕm
٣ (λ, φ)ϕ

٢m
٢ (λ, φ)a٢(a+ ١)

داریم: این�صورت در

µ ⩾
(٣β + ١)a(c+ ١)ϕ٢m٢ (λ, φ)

۴βc(a+ ١)ϕm
٣ (λ, φ)

اگر: دیΎر طرف از

µ ⩽
(٣β + ١)a(c+ ١)ϕ٢m٢ (λ, φ)

۴βc(a+ ١)ϕm
٣ (λ, φ)



٣٨ ارز Έت دو تواب΄ از ͳرده�های زیر بر عملΎرها ͳبعض ͳبررس .٢

با: است برابر (٧٠.٢) حاصل سپس

|a٣ − µa٢٢| ⩽
βc(c+ ١)

ϕm
٣ (λ, φ)a(a+ ١)

−
βc[(٣β + ١)a(c+ ١)ϕ٢m٢ (λ, φ)− ۴µβc(a+ ١)ϕm

٣ (λ, φ)]

۴ϕm
٣ (λ, φ)ϕ

٢m
٢ (λ, φ)a٢(a+ ١)

|c٢|١

⩽ βc(c+ ١)
ϕm
٣ (λ, φ)a(a+ ١) .

م�ͳآوریم: به�دست سرانجام

(٣β − ١)a(c+ ١)ϕ٢m٢ (λ, φ)

۴βc(a+ ١)ϕm
٣ (λ, φ)

⩽ µ ⩽
٣a(c+ ١)ϕ٢m٢ (λ, φ)

۴c(a+ ١)ϕm
٣ (λ, φ)

⩽
(٣β + ١)a(c+ ١)ϕ٢m٢ (λ, φ)

۴βc(a+ ١)ϕm
٣ (λ, φ)

.

و m ∈ N٠ = N
∪
{٠} ،λ ⩾ φ ⩾ ٠ ،a, c ∈ (٠,∞) کنید فرض .٩.٣.٢ نتیجه

٠ < β ⩽
٣a(c+ ١)ϕ٢m٢ (λ, φ)

٩a(c+ ١)ϕ٢m٢ (λ, φ)− ٨c(a+ ١)ϕm
٣ (λ, φ)

.

آنΎاه: باشد، (١.٢) فرم به f و f ∈ Q(m,λ, ϕ, β; a, c) اگر

|a٣| − |a٢| ⩽
βc(c+ ١)

ϕm
٣ (λ, φ)a(a+ ١) .

: آنجای�ͳکه از برهان.

(٣β − ١)a(c+ ١)ϕ٢m٢ (λ, φ)

۴βc(a+ ١)ϕm
٣ (λ, φ)

⩽ ٢
٣

برای

β ⩽
٣a(c+ ١)ϕ٢m٢ (λ, φ)

٩a(c+ ١)ϕ٢m٢ (λ, φ)− ٨c(a+ ١)ϕm
٣ (λ, φ)

و

|a٣| − |a٢| ⩽
∣∣∣∣∣a٣ − ٢

٣a
٢
٢

∣∣∣∣∣+ ٢
٣ |a٢|

٢| − |a٢|.

داریم: ٨.٣.٢ قضیه طبق

|a٣| − |a٢| ⩽
βc(c+ ١)

ϕm
٣ (λ, φ)a(a+ ١) +

٢
٣ |a٢|

٢| − |a٢|.



٣٩ کارلسون-شفر عملΎر .٣.٢

نوشت: م�ͳتوان |a٢| := x ∈ [٠,٢βc/a] اگر

|a٣| − |a٢| ⩽
βc(c+ ١)

ϕm
٣ (λ, φ)a(a+ ١) +

٢
٣x

٢ − x := Ω(x)

م�ͳآید. به�دست x = ٠ مقدار ماکسیم در Ω(x) این�رو از



۴٠



فصل٣

روی بر سالاگان دیفرانسیل عملΎر ͳبررس
تΈارز دو تواب΄ از ͳرده�های زیر

مقدمه

عملΎرها، این به مربوط رده�های و دیفرانسیل عملΎر و سالاگان١ عملΎر از استفاده با فصل این در
م�ͳباشیم. |a٣| و |a٢| ضرایب برای ͳکران یافتن دنبال به

سالاگان عملΎر ١.٣

فرم به شده داده f ∈ A تاب΄ تعریف١.١.٣.

f(z) = z +
∞∑
n=٢

anz
n (١.٣)

هرگاه: است، ( α مرتبه از دو-ستاره�گون (تواب΄ S∗
Σ(α) رده در

f ∈ Σ,

∣∣∣∣arg(zf ′(z)

f(z)

)∣∣∣∣ < απ

٢ , (z ∈ U;٠ < α ⩽ ١)

arg(wg′(w)∣∣∣∣و

g(w)

)∣∣∣∣ < απ

٢ , (w ∈ U;٠ < α ⩽ ١)

م�ͳباشد: زیر به�صورت g تاب΄ که
g(w) = w − a٢w

٢ + (٢a٢٢ − a٣)w
٣ − (۵a٣٢ − ۵a٢a٣ + a۴)w

۴ + . . . (٢.٣)
١Salagean

۴١



۴٢ ارز Έت دو تواب΄ از ͳرده�های زیر روی بر سالاگان دیفرانسیل عملΎر ͳبررس .٣

هرگاه: است، (α مرتبه از دو-محدب (تواب΄ KΣ(α) رده در f ∈ A تاب΄ تعریف٢.١.٣.

f ∈ Σ,

∣∣∣∣arg(١+
zf ′′(z)

f ′(z)

)∣∣∣∣ < απ

٢ , (z ∈ U;٠ < α ⩽ ١)

+١)arg∣∣∣∣و
wg′′(w)

g′(w)

)∣∣∣∣ < απ

٢ , (w ∈ U;٠ < α ⩽ ١)

را زیر وسیله به شده تعریف D : A → A دیفرانسیل عملΎر [٢٠] سالاگان ١٩٨٣ سال در
کرد: ͳمعرف

D٠f(z) = f(z),

D١f(z) = Df(z) = zf ′(z),

Dkf(z) = D(Dk−١f(z))

= z(Dk−١f(z))′, k ∈ N = {١,٢,٣, }̇.

به�طوری�که:

Dkf(z) = z =
∞∑
n=٢

nkanz
n, k ∈ N٠ = N ∪ {٠}. (٣.٣)

Sk,λ
Σ (α) رده ١.١.٣

هرگاه: است، Sk,λ
Σ (α) رده در (١.٣) فرم به شده داده f ∈ A تاب΄ تعریف٣.١.٣.

f ∈ Σ,

∣∣∣∣arg( Dk+١f(z)

(١− λ)Dkf(z) + λDk+١f(z)

)∣∣∣∣ < απ

٢ , (z ∈ U;٠ < α ⩽ ١,٠ ⩽ λ < ١)

(۴.٣)

)arg∣∣∣∣و Dk+١g(w)

(١− λ)Dkg(w) + λDk+١g(w)

)∣∣∣∣ < απ

٢ , (w ∈ U;٠ < α ⩽ ١,٠ ⩽ λ < ١)

(۵.٣)
است. شده داده (٢.٣) در g تاب΄ که

این در f ∈ Sk,٠
Σ (α) = Sk

Σ(α) و λ = ٠ دهیم قرار ٣.١.٣ تعریف در اگر .۴.١.٣ ملاحظه
داریم: صورت

f ∈ Σ,

∣∣∣∣arg(Dk+١f(z)

Dkf(z)

)∣∣∣∣ < απ

٢ , (z ∈ U;٠ < α ⩽ ١,٠ ⩽ λ < ١) (۶.٣)

١g(w)+arg(Dk∣∣∣∣و

Dkg(w)

)∣∣∣∣ < απ

٢ , (w ∈ U;٠ < α ⩽ ١,٠ ⩽ λ < ١) (٧.٣)



۴٣ سالاگان عملΎر .١.٣

است. شده داده (٢.٣) در g تاب΄ که
S∗
Σ(α) رده به تبدیل S٠,٠

Σ (α) رده λ = ٠ و k = ٠ اگر هم�چنین
م�ͳشوند.. α مرتبه از KΣ(α) رده به تبدیل S١,٠

Σ (α) رده λ = ٠ و k = ١ اگر و

طوری�که به باشد، Sk,λ
Σ (α) رده در (١.٣) فرم به شده داده f(z) تاب΄ کنید فرض .۵.١.٣ قضیه

آنΎاه: ،٠ ⩽ λ < ١ و ٠ < α ⩽ ١
|a٢| ⩽

٢α√
۴α(١− λ)٣k + [٢α(λ٢ − ١)− (α− ١)(١− λ)٢٢[٢k

(٨.٣)

و
|a٣| ⩽

α

٣k(١− λ)
+

۴α٢

٢٢k(١− λ)٢
. (٩.٣)

داریم: (۵.٣) و (۴.٣) طبق برهان.
Dk+١f(z)

(١− λ)Dkf(z) + λDk+١f(z)
= [p(z)]α (١٠.٣)

و
Dk+١g(w)

(١− λ)Dkg(w) + λDk+١g(w)
= [q(w)]α (١١.٣)

م�ͳباشند: زیر صورت به P در q(w) و p(z) که
p(z) = ١+ p١z + p٢z

٢ + . . . (١٢.٣)

و
q(w) = ١+ q١w + q٢w

٢ + q٣w
٣ + . . . (١٣.٣)

داریم: (١١.٣) و (١٠.٣) در ضرایب دادن قرار معادل با حال
٢k(١− λ)a٢ = αp١ (١۴.٣)

٢٢k(λ٢ − ١)a٢٢ + ٣k(٢− ٢λ)a٣ =
١
٢ [α(α− ١)p٢١ + ٢αp٢] (١۵.٣)

− ٢k(١− λ)a٢ = αq١ (١۶.٣)

و
١)٢− λ)(٢a٢٢ − a٣(٣k + (λ٢ − ٢٢(١ka٢٢ =

١
٢ [α(α− ١)q٢١ + ٢αq٢]. (١٧.٣)

داریم: (١۶.٣) و (١۴.٣) از
p١ = −q١ (١٨.٣)

و
٢٢k+١)١− λ)٢a٢٢ = α٢(p٢١ + q٢١). (١٩.٣)



۴۴ ارز Έت دو تواب΄ از ͳرده�های زیر روی بر سالاگان دیفرانسیل عملΎر ͳبررس .٣

م�ͳآوریم: به�دست (١٩.٣) و (١٧.٣) ،(١۵.٣) از

a٢٢ =
α٢(p٢ + q٢)

۴α(١− λ)٣k + [٢α(λ٢ − ١)− (α− ١)(١− λ)٢٢[٢k
.

داریم: q٢ و p٢ ضرایب برای ١٣.١.٣ لم طبق

|a٢| ⩽
٢α√

۴α(١− λ)٣k[٢α(λ٢ − ١)− (α− ١)(١− λ)٢٢[٢k

م�ͳیابیم. |a٣| برای ͳکران حال
داریم: (١۵.٣) از (١٧.٣) کردن کم با

٣k(۴− ۴λ)a٣ − ٣k(۴− ۴λ)a٢٢ = α(p٢ − q٢) +
α(α− ١)

٢ (p٢١ − q٢١). (٢٠.٣)

که: م�ͳگیریم نتیجه (٢٠.٣) و (١٩.٣) ،(١٨.٣) از

a٣ =
α(p٢ − q٢)

٣k(۴− ۴λ)
+

α٢(p٢١ + q٢١)

٢٢k+١)١− λ)٢
. (٢١.٣)

داریم: q٢ و q١, p٢, p١ ضرایب برای دیΎر بار ١٣.١.٣ لم طبق

|a٣| ⩽
α

٣k(١− λ)
+

۴α٢

٢٢k(١− λ)٢
.

رده در (١.٣) فرم به شده داده f(z) و λ = ٠ دهیم قرار ١.٢.٣ قضیه در اگر .۶.١.٣ نتیجه
داریم: صورت این در باشد، Sk

Σ(α)

|a٢| ⩽
٢α√

۴α٣k + (١− ٣α)٢٢k
(٢٢.٣)

و
|a٣| ⩽

α

٣k
+
۴α٢

٢٢k
. (٢٣.٣)

Mk,λ
Σ (β) رده ٢.١.٣

هرگاه: است، Mk,λ
Σ (β) رده در (١.٣) فرم به شده داده f ∈ A تاب΄ تعریف٧.١.٣.

f ∈ Σ, Re

(
Dk+١f(z)

(١− λ)Dkf(z) + λDk+١f(z)

)
> β, (z ∈ U;٠ ⩽ β < ١,٠ ⩽ λ < ١)

(٢۴.٣)
و

Re

(
Dk+١g(w)

(١− λ)Dkg(w) + λDk+١g(w)

)
> β, (w ∈ U;٠ ⩽ β < ١,٠ ⩽ λ < ١)

(٢۵.٣)
است. شده داده (٢.٣) فرم به g تاب΄ که



۴۵ سالاگان عملΎر .١.٣

این در f ∈ Mk,٠
Σ (β) = Mk

Σ(β) و λ = ٠ دهیم قرار ٧.١.٣ تعریف در اگر .٨.١.٣ ملاحظه
داریم: صورت

f ∈ Σ, Re

(
Dk+١f(z)

Dkf(z)

)
> β, z ∈ U;٠ ⩽ β < ١ (٢۶.٣)

و
Re

(
Dk+١g(w)

Dkg(w)

)
> β, w ∈ U;٠ ⩽ β < ١ (٢٧.٣)

است. شده داده (٢.٣) فرم به g تاب΄ که
S∗
Σ(β) رده به تبدیل M٠,٠

Σ (β) رده λ = ٠ و k = ٠ اگر هم�چنین
م�ͳشوند. β مرتبه از KΣ(β) رده به تبدیل M١,٠

Σ (β) رده λ = ٠ و k = ١ اگر

طوری�که به باشد Mk,λ
Σ (β) رده در (١.٣) فرم به شده داده f(z) کنید فرض .٩.١.٣ قضیه

آنΎاه: ،٠ ⩽ λ < ١ و ٠ ⩽ β < ١

|a٢| ⩽
√

١)٢− β)

٢٢k(λ٢ − ١) + ١)٢− λ)٣k
(٢٨.٣)

و
|a٣| ⩽

۴(١− β)٢

٢٢k(١− λ)٢
+

(١− β)

٣k(١− λ)
. (٢٩.٣)

طوری�که: به p, q ∈ P دارد وجود (٢۵.٣) و (٢۴.٣) طبق برهان.

Dk+١f(z)

(١− λ)Dkf(z) + λDk+١f(z)
= β + (١− β)p(z) (٣٠.٣)

و
Dk+١g(w)

(١− λ)Dkg(w) + λDk+١g(w)
= β + (١− β)q(w) (٣١.٣)

ضرایب دادن قرار معادل با حال شده�اند. داده (١٣.٣) و (١٢.٣) در ترتیب به q(w) و p(z) که
داریم: (٣١.٣) و (٣٠.٣) در

٢k(١− λ)a٢ = (١− β)p١ (٣٢.٣)

٢٢k(λ٢ − ١)a٢٢ + ٣k(٢− ٢λ)a٣ = (١− β)p٢ (٣٣.٣)

− ٢k(١− λ)a٢ = (١− β)q١ (٣۴.٣)

و
١)٢− λ)(٢a٢٢ − a٣(٣k + (λ٢ − ٢٢(١ka٢٢ = (١− β)q٢. (٣۵.٣)

داریم: (٣۴.٣) و (٣٢.٣) از
p١ = −q١ (٣۶.٣)

و
٢٢k+١)١− λ)٢a٢٢ = (١− β)٢(p٢١ + q٢١). (٣٧.٣)



۴۶ ارز Έت دو تواب΄ از ͳرده�های زیر روی بر سالاگان دیفرانسیل عملΎر ͳبررس .٣

م�ͳآوریم: به�دست (٣٧.٣) و (٣۵.٣) ،(٣٣.٣) از چنین هم

a٢٢ =
(١− β)(p٢ + q٢)

٢٢k+١(λ٢ − ١) + ۴(١− λ)٣k
.

داریم: q٢ و p٢ ضرایب برای ١٣.١.٣ لم طبق

|a٢| ⩽
√

١)٢− β)

٢٢k(λ٢ − ١) + ١)٢− λ)٣k

م�ͳیابیم. |a٣| برای ͳکران حال
داریم: (٣٣.٣) از (٣۵.٣) کردن کم با

٣k(۴− ۴λ)a٣ − ٣k(۴− ۴λ)a٢٢ = (١− β)(p٢ − q٢) (٣٨.٣)

که: م�ͳگیریم نتیجه (٣٨.٣) و (٣٧.٣) ،(٣۶.٣) از

a٣ =
(١− β)٢(p٢١ + q٢١)

٢٢k+١)١− λ)٢
+

(١− β)(p٢ − q٢)

٣k(۴− ۴λ)
. (٣٩.٣)

داریم: q٢ و q١, p٢, p١ ضرایب برای ١٣.١.٣ لم طبق

|a٣| ⩽
۴(١− β)٢

٢٢k(١− λ)٢
+

(١− β)

٣k(١− λ)
.

رده در (١.٣) فرم به شده داده f(z) تاب΄ و λ = ٠ دهیم قرار ٢.٢.٣ قضیه در .١٠.١.٣ نتیجه
داریم: این�صورت در ،٠ ⩽ β < ١ به�طوری�که باشد، Mk

Σ(β)

|a٢| ⩽
√

(١− β)

٣k − ٢٢k−١
(۴٠.٣)

و
|a٣| ⩽

۴(١− β)٢

٢٢k
+

(١− β)

٣k
. (۴١.٣)

f(z) ≺ g(z) نماد با و است g ͳتحلیل تاب΄ ٢ ترتیب زیر f ͳتحلیل تاب΄ گوییم تعریف١١.١.٣.
|w(z)| < ١ و w(٠) = ٠ با U واحد Έدیس روی شده تعریف w شوارتز تاب΄ اگر م�ͳدهیم، نمایش

.f(z) = g(w(z)) طوری�که به باشد موجود

zf ′(z)

f(z)
مقدار دو هر برای محدب و گون ستاره تواب΄ از ͳمختلف رده�های زیر میندا۴[١٣] و ما٣

ͳتحلیل تاب΄ آنها منظور این برای کرده�اند. تعریف کل�ͳتر زیرترتیب تاب΄ Έی به�صورت zf
′′(z)

f ′(z)
یا

Έی به U از ͳاشتΎن ϕ و ϕ′(٠) > ١ ،ϕ(٠) = ١ ،U واحد Έدیس در مثبت ͳحقیق قسمت با ϕ
٢Sabordinate
٣Ma
۴Minda



۴٧ سالاگان عملΎر .١.٣

به آن سری بسط اند گرفته نظر در ͳحقیق محور نسبت با متناسب و ١ به نسبت گون ستاره ناحیه
است: زیر فرم

ϕ(z) = ١+Bz +B٢z
٢ +B٣z

٣ + . . . , (B١ > ٠). (۴٢.٣)

ST Σ(b, ϕ) رده ٣.١.٣

فرم به شده داده f تاب΄ گوییم باشد. صفر غیر مختلط عدد Έی b کنید فرض تعریف١٢.١.٣.
هرگاه: است، ST Σ(b, ϕ) رده به متعلق (١.٣)

f ∈ Σ, ١+
١
b

(
z(Dmf(z))′

Dmf(z)
− ١
)

≺ ϕ(z), z ∈ U (۴٣.٣)

و
١+

١
b

(
w(Dmg(w))′

Dmg(w)
− ١
)

≺ ϕ(w), w ∈ U (۴۴.٣)

است. شده داده (٢.٣) فرم به g تاب΄ که

CVΣ(b, ϕ) رده ۴.١.٣

رده به متعلق (١.٣) فرم به شده داده f تاب΄ گوییم باشد. صفر غیر مختلط عدد Έی b کنید فرض
هرگاه: است CVΣ(b, ϕ)

f ∈ Σ, ١+
١
b

(
z(Dmf(z))′′

(Dmf(z))′
− ١
)

≺ ϕ(z), z ∈ U (۴۵.٣)

و
١+

١
b

(
w(Dmg(w))′′

(Dmg(w))′
− ١
)

≺ ϕ(w), w ∈ U, (۴۶.٣)

است. شده داده (٢.٣) فرم به g تاب΄ که

تخمینضرایب

داریم: صورت این در باشد p ∈ P اگر .١٣.١.٣ لم

|cn| ⩽ ٢ ∀ n,

طوری�که به است U در p ͳتحلیل تواب΄ همه از خانواده�ای P که
Re{p(z)} > ٠,

.z ∈ U برای p(z) = ١+ c١z + c٢z
٢ + . . . که



۴٨ ارز Έت دو تواب΄ از ͳرده�های زیر روی بر سالاگان دیفرانسیل عملΎر ͳبررس .٣

آنΎاه: f ∈ ST Σ(b, ϕ) اگر شده، داده (١.٣) فرم به f(z) ∈ A تاب΄ کنید فرض .١۴.١.٣ قضیه

|a٢| ⩽
B١

√
B١|b|√

|٢(٣m)− ٢٢m)B٢
١b+ (B١ −B٢٢(٢m|

(۴٧.٣)

و
|a٣| ⩽

(B١ + |B٢ −B١|)|b|
٢(٣m)− ٢٢m

. (۴٨.٣)

r(٠) = ٠ = s(٠) با r, s : U → U ͳتحلیل تاب΄ دو ،f ∈ ST Σ(b, ϕ) که ͳآنجای از برهان.
طوری�که: به دارند، وجود

١+
١
b

(
z(Dmf(z))′

Dmf(z)
− ١
)

= ϕ(r(z)) (۴٩.٣)

و
١+

١
b

(
w(Dmg(w))′

Dmg(w)
− ١
)

= ϕ(s(z)). (۵٠.٣)

م�ͳکنیم: تعریف زیر به�صورت را P در q و p تواب΄

p(z) =
١+ r(z)

١− r(z)
= ١+ p١z + p٢z

٢ + . . . (۵١.٣)

و
q(z) =

١+ s(z)

١− s(z)
= ١+ q١z + q٢z

٢ + . . . . (۵٢.٣)

داریم: معادل به�طور یا

r(z) =
p(z)− ١
p(z) + ١ =

١
٢

(
p١z +

(
p٢ −

p٢١
٢

)
z٢

+

(
p٣ +

p١
٢

(
p٢١
٢ − p٢

)
− p١p٢

٢

)
z٣ + . . . (۵٣.٣)

و

s(z) =
q(z)− ١
q(z) + ١ =

١
٢

(
q١z +

(
q٢ −

q٢١
٢

)
z٢ +

(
q٣ +

q١
٢

(
q٢١
٢ − q٢

)
− q١q٢

٢

)
z٣ + . . .

)
.

(۵۴.٣)
در مثبت ͳحقیق قسمت q و p چنین هم .p(٠) = ١ = q(٠) و ͳتحلیل U در q و p که است ΀واض
داریم: (۵۴.٣) و (۵٣.٣) ، ،(۵٢.٣) ،(۵١.٣) از .|qi| ⩽ ٢ و |pi| ⩽ ٢ این�رو از دارند U

١+
١
b

(
z(Dmf(z))′

Dmf(z)
− ١
)

= ϕ

(
p(z)− ١
p(z) + ١

)
(۵۵.٣)

و
١+

١
b

(
w(Dmg(w))′

Dmg(w)
− ١
)

= ϕ

(
q(w)− ١
q(w) + ١

)
. (۵۶.٣)



۴٩ سالاگان عملΎر .١.٣

م�ͳآوریم: به�دست (۴٢.٣) و (۵۶.٣) ، (۵۵.٣) ،(۵۴.٣) از استفاده با

ϕ

(
p(z)− ١
p(z) + ١

)
= ١+

B١p١
٢ z +

(
B١
٢

(
p٢ −

p٢١
٢

)
+
١
۴B٢p

٢
١

)
z٢ + . . . (۵٧.٣)

و

ϕ

(
q(w)− ١
q(w) + ١

)
= ١+

B١q١
٢ w +

(
B١
٢

(
q٢ −

q٢١
٢

)
+
١
۴B٢q

٢
١

)
w٢ + . . . (۵٨.٣)

فرم به g = f−١ ͳیعن آن مع΋وس (١.٣) فرم به شده داده f ∈ Σ برای م�ͳدهد نشان محاسبات
داریم: (۵٨.٣) و (۵٧.٣) ،(۵۶.٣) ،(۵۵.٣) از لذا م�ͳباشد. (٢.٣)

٢ma٢ =
١
٢B١p١b, (۵٩.٣)

٢(٣m)a٣ − (٢٢m)a٢٢ =
١
٢B١b

(
p٢ −

١
٢p

٢
١

)
+
١
۴bB٢p

٢
١ (۶٠.٣)

و
− ٢ma٢ =

١
٢B١q١b, (۶١.٣)

(۴(٣m)− (٢٢m))a٢٢ − ٢(٣m)a٣ =
١
٢B١q١

(
q٢ −

١
٢q

٢
١

)
+
١
۴bB٢q

٢
١. (۶٢.٣)

که: م�ͳگیریم نتیجه (۶١.٣) و (۵٩.٣) از
p١ = −q١. (۶٣.٣)

داریم: (۶٣.٣) و (۶٢.٣) ،(۶٠.٣) از حال

a٢٢ =
B٣
١(p٢ + q٢)b

۴((٢(٣m)− ٢٢m)B٢
١b+ ٢٢m(B١ −B٢))

. (۶۴.٣)

داریم: |q٢| ⩽ ٢ و |p٢| ⩽ ٢ چون ͳطرف از

|a٢| ⩽
B١

√
B١|b|√

|(٢(٣m)− ٢٢m)B٢
١b+ (B١ −B٢٢(٢m|

داریم: (۶٢.٣) از (۶٠.٣) کردن کم با حال

a٣ =

bB١
٢ ((۴(٣m − ٢٢m)p٢ + ٢٢mq٢) + ٣mp٢١(B٢ −B١)b

۴(٢(٣٢m)− ٣m٢٢m)
. (۶۵.٣)

روی بر نظر مورد تخمین مثبت، ͳحقیق قسمت با تواب΄ برای |q٢| ⩽ ٢ و |p٢| ⩽ ٢ نامساوی طبق
است: زیر صورت به |a٣|

|a٣| ⩽
(B١ + |B٢ −B١|)|b|

٢(٣m)− ٢٢m
. (۶۶.٣)



۵٠ ارز Έت دو تواب΄ از ͳرده�های زیر روی بر سالاگان دیفرانسیل عملΎر ͳبررس .٣

داریم. را زیر نتیجه −١ ⩽ B < A ⩽ ١ و ϕ(z) = ١+ Az

١+Bz
اگر

این�صورت در ،−١ ⩽ B < A ⩽ ١ و f ∈ ST Σ(b,
١+ Az

١+Bz
) کنید فرض .١۵.١.٣ نتیجه

داریم:

|a٢| ⩽
|b|(A−B)√

|(٢(٣m)− ٢٢m)(A−B)b+ (١+B)٢٢m|
و

|a٣| ⩽
|A−B|(١+ |١+B|)|b|

(٢(٣m)− ٢٢m)
.

٠ < α ⩽ ١ ،ϕ(z) =
(
١+ z

١− z

)α

= ٢+١αz+٢α٢z٢+ . . . کنیم فرض فوق قضیه در اگر
داریم. را زیر نتیجه

داریم: این�صورت در ، ٠ < α ⩽ ١ و f ∈ ST Σ(b, α) کنید فرض .١۶.١.٣ نتیجه

|a٢| ⩽
|b|٢α√

|٢α(٢(٣m)− ٢٢m)b+ (١− α)٢٢m|
و

|a٣| ⩽
(١+ |α− ٢(|١α|b|
(٢(٣m)− ٢٢m)

.

در f ∈ CVΣ(b, ϕ) اگر شده، داده (١.٣) فرم به f(z) ∈ A تاب΄ کنید فرض .١٧.١.٣ قضیه
داریم: این�صورت

|a٢| ⩽
B١

√
B١|b|√

٢|(٣m+١)− ٢٢m+١)B٢
١b+ ٢(B١ −B٢٢(٢m|

(۶٧.٣)

و
|a٣| ⩽

(B١ + |B٢ −B١|)|b|
٢(٣m+١)− ٢٢m+١ . (۶٨.٣)

وجود r(٠) = ٠ = s(٠) با r, s : U → U ͳتحلیل تاب΄ دو ،f ∈ CVΣ(b, ϕ) آنجای�ͳکه از برهان.
به��طوری�که: دارند،

١+
١
b

(
z(Dmf(z))′′

(Dmf(z))′

)
= ϕ(r(z)) (۶٩.٣)

و
١+

١
b

(
w(Dmg(w))′′

(Dmg(w))′

)
= ϕ(s(z)). (٧٠.٣)

م�ͳآوریم: (۵٨.٣)به�دست و (۵٧.٣) ،(۵٣.٣) ،(۵٢.٣) ،(۵١.٣) از استفاده با

٢m+١a٢ =
١
٢B١p١b, (٧١.٣)

۶(٣m)a٣ − ۴(٢٢m)a٢٢ =
١
٢B١b

(
p٢ −

١
٢p

٢
١

)
+
١
۴bB٢p

٢
١ (٧٢.٣)



۵١ سالاگان عملΎر .١.٣

و
− ٢m+١a٢ =

١
٢B١q١b, (٧٣.٣)

(١٢(٣m)a− ۴(٢٢m))a٢٢ − ۶(٣m)a٣ =
١
٢B١b

(
q٢ −

١
٢q

٢
١

)
+
١
۴bB٢q

٢
١. (٧۴.٣)

که: م�ͳگیریم نتیجه (٧٣.٣) و (٧١.٣) از
p١ = −q١. (٧۵.٣)

داریم: (٧۵.٣) و (٧۴.٣) ،(٧٢.٣) از حال

a٢٢ =
B٣
١(p٢ + q٢)b

٨
[
(٣(٣m)− ٢(٢٢m))B٢

١b+ ٢(B١ −B٢٢(٢m
] . (٧۶.٣)

داریم: لذا |q٢| ⩽ ٢ و |p٢| ⩽ ٢ چون ͳطرف از

|a٢| ⩽
B١

√
B١|b|√

٢|(٣m+١)− ٢٢m+١)B٢
١b+ (B١ −B٢٢(٢m|

داریم: (٧۴.٣) از (٧٢.٣) کردن کم با حال

a٣ =

bB١
٢ [(٣٢)١٢m − ۴(٢٢m))p٢ + ۴(٢٢m)q٢] + ٣m+١p٢١(B٢ −B١)b

٢۴(٣m)− (٣m+١ − ٢٢m+١)
. (٧٧.٣)

مورد تخمین مثبت، ͳحقیق قسمت با تواب΄ برای |q٢| ⩽ ٢ و |p٢| ⩽ ٢ ،|p١| ⩽ ٢ نامساوی طبق
است: زیر به�صورت |a٣| روی بر نظر

|a٣| ⩽
(B١ + |B٢ −B١|)|b|
٢(٣m+١)− ٢٢m+١ . (٧٨.٣)

داریم. را زیر نتیجه −١ ⩽ B < A ⩽ ١ و ϕ(z) = ١+ Az

١+Bz
اگر

این�صورت در ١−باشد، ⩽ B < A ⩽ ١ و f ∈ ST Σ(b,
١+ Az

١+Bz
) کنید فرض .١٨.١.٣ نتیجه

داریم:

|a٢| ⩽
|b|(A−B)√

٢|(٣m+١)− ٢٢m+١)(A−B)b+ ٢(١+B)٢٢m|

و

|a٣| ⩽
|A−B|(١+ |١+B|)|b|
٢(٣m+١)− ٢٢m+١)

.



۵٢ ارز Έت دو تواب΄ از ͳرده�های زیر روی بر سالاگان دیفرانسیل عملΎر ͳبررس .٣

٠ < α ⩽ ١ ،ϕ(z) =
(
١+ z

١− z

)α

= ١ + ٢αz + ٢α٢z٢ + . . . انتخاب با فوق قضیه در
داریم. را زیر نتیجه

داریم: این�صورت در باشد، ٠ < α ⩽ ١ و f ∈ ST Σ(b, α) کنید فرض .١٩.١.٣ نتیجه

|a٢| ⩽
|b|α√

|(٣m+١)− ٢٢m+١)αb+ (١− α)٢٢m|

و

|a٣| ⩽
(١+ |α− ١|)α|b|
(٣m+١)− ٢٢m+١)

.

نتای;* ٢.٣

ͳکران یافتن به منجر که پرداخته قبل بخش قضایای ͳبررس به زیر تعریف از استفاده با بخش این در
است. شده |a٣| ضریب برای بهتر و کوچ΋تر

ST Σ(b, ϕ) رده تاب΄ برای ضرایب کران

،p(٠) = ٠ = q(٠) با U در ͳتحلیل تواب΄ زیر به�صورت شده تعریف q(z) و p(z) کنید فرض
باشد. |q(z)| < ١ و |p(z)| < ١

p(z) = p١z + p٢z
٢ + . . . , q(z) = q١z + q٢z

٢ + . . . (|z| < ١). (٧٩.٣)

که: به�طوری�
|p١| < ١, |p٢| ⩽ ١− |p٢|١, |q١| < ١, |q٢| ⩽ ١− |q٢|١. (٨٠.٣)

داریم: (۴٢.٣) طبق بنابراین

ϕ(p(z)) = ١+B١p١z + (B١p٢ +B٢p
٢
١)z

٢ + . . . , (٨١.٣)

ϕ(q(w)) = ١+B١q١w + (B١q٢ +B٢q
٢
١)w

٢ + . . . . (٨٢.٣)

آنΎاه: f ∈ ST Σ(b, ϕ) اگر شده، داده (١.٣) فرم به f(z) ∈ A تاب΄ کنید فرض .١.٢.٣ قضیه

|a٢| ⩽
B١

√
B١|b|√

|٢(٣m)− ٢٢m)B٢
١b+ (B١ −B٢٢(٢m|

(٨٣.٣)



۵٣ نتای;* .٢.٣

و

|a٣| ⩽



|b|B١
٢(٣m)

اگر |b| ⩽ ٢٢m

٢(٣m)B١

|b|B٢)]١(٣m)− ٢٢m)B٢
١ |b|+ |B١ −B٢٢|٢m] + |b|B٣

٣)٢)١
m)|b|B١ − (٢٢m)

٢(٣m)[(٢(٣m)− ٢٢m)B٢
١ |b|+ |B١ −B٢٢|٢m]

اگر |b| > ٢٢m

٢(٣m)B١

.

داریم: ST Σ(b, ϕ) رده تعریف طبق برهان.

١+
١
b

(
z(Dmf(z))′

Dmf(z)
− ١
)

= ϕ(p(z)) (٨۴.٣)

و
١+

١
b

(
w(Dmg(w))′

Dmg(w)
− ١
)

= ϕ(q(w)). (٨۵.٣)

معادل با حال شده�اند. داده (٨٢.٣) و (٨١.٣) ش΋ل به ترتیب به ϕ(q(w)) و ϕ(p(z)) به�طوری�که
داریم: (٨۵.٣) و (٨۴.٣) در ضرایب دادن قرار

٢ma٢ = bB١p١, (٨۶.٣)

٢(٣m)a٣ − (٢٢m)a٢٢ = b(B١p٢ +B٢P
٢
١ ), (٨٧.٣)

و
− ٢ma٢ = bB١q١, (٨٨.٣)

(۴(٣m)− (٢٢m))a٢٢ − ٢(٣m)a٣ = b(B١q٢ +B٢q
٢
١). (٨٩.٣)

داریم: (٨٨.٣) و (٨۶.٣) رابطه طبق

a٢ =
bB١p١
٢m =

−bB١q١
٢m (٩٠.٣)

داریم: فوق رابطه طبق لذا
p١ = −q١, (٩١.٣)

و
٢٢ma٢٢ = b٢B٢

١p
٢
١. (٩٢.٣)

داریم: (٨٩.٣) و (٨٧.٣) رابطه طرفین جم΄ با

[۴(٣m)− ٢(٢٢m)]a٢٢ = bB١(p٢ + q٢) + bB٢(p
٢
١ + q٢١) (٩٣.٣)



۵۴ ارز Έت دو تواب΄ از ͳرده�های زیر روی بر سالاگان دیفرانسیل عملΎر ͳبررس .٣

داریم: (٩٠.٣) و bB٢
١ در (٩٣.٣) رابطه طرفین ضرب با و (٩١.٣) طبق

{[۴(٣m)− ٢(٢٢m)]bB٢
١ − ٢(٢٢m)B٢}a٢٢ = b٢B٣

١(p٢ + q٢). (٩۴.٣)

داریم: (٩١.٣) (٨٠.٣)و از استفاده با

{|[۴(٣m)− ٢(٢٢m)]bB٢
١ − ٢٢mB٢|}|a٢٢| ⩽ ٢|b٢|B٣

١)١− |p٢١|). (٩۵.٣)

{|[٢(٣m)− (٢٢m)]bB٢
١ − ٢٢mB٢ + ٢٢mB١}|a٢٢| ⩽ |b٢|B٣

١ . (٩۶.٣)

نتیجه: در

|a٢| ⩽
B١

√
B١|b|√

|(٢(٣m)− ٢٢m)B٢
١b+ (B١ −B٢٢(٢m|

(٩٧.٣)

داریم: (٨٧.٣) از (٨٩.٣) کردن کم با حال

۴(٣m)a٣ − ۴(٣m)a٢٢ = bB١(p٢ − q٢) (٩٨.٣)

داریم: (٩١.٣) و (٨٠.٣) طبق لذا

|a٣| ⩽ |a٢٢|+
٢bB١
۴(٣m)

(١− |p٢|١) (٩٩.٣)

داریم: (٩٠.٣) طبق نتیجه در

|a٣| ⩽
|b|B١
٢(٣m)

+
٢(٣m)|b|B١ − ٢m

٢(٣m)|b|B١
|a٢٢| (١٠٠.٣)

م�ͳآوریم: به�دست (٩٧.٣) طبق بنابراین

|a٣| ⩽



|b|B١
٢(٣m)

اگر |b|⩽ ٢٢m

٢(٣m)B١

|b|B٢)]١(٣m)− ٢٢m)B٢
١ |b|+ |B١ −B٢٢|٢m] + |b|B٣

٣)٢)١
m)|b|B١ − (٢٢m)

٢(٣m)[(٢(٣m)− ٢٢m)B٢
١ |b|+ |B١ −B٢٢|٢m]

اگر |b|> ٢٢m

٢(٣m)B١

.



۵۵ نتای;* .٢.٣

CVΣ(b, ϕ) رده تاب΄ برای ضرایب کران

آنΎاه: f ∈ CVΣ(b, ϕ) اگر شده، داده (١.٣) فرم به f(z) ∈ A تاب΄ کنید فرض .٢.٢.٣ قضیه

|a٢| ⩽
B١

√
B١|b|√

|٢(٣m+١)− ٢٢m+١)B٢
١b+ ٢(B١ −B٢٢(٢m|

(١٠١.٣)

و

|a٣| ⩽



|b|B١
۶(٣m)

اگر |b| ⩽ ٢٢m+٢

۶(٣m)B١

|b|B٣)]١m+١ − ٢٢m+١)B٢
١ |b|+ ٢|B١ −B٢٢|٢m] + |b|B٣

٣)١٣
m)

۶(٣m)[((٣m+١)− ٢٢m+١)B٢
١ |b|+ ٢|B١ −B٢٢|٢m]

اگر |b| > ٢٢m+٢

۶(٣m)B١

داریم: CVΣ(b, ϕ) رده تعریف طبق برهان.

١+
١
b

(
z(Dmf(z))′′

(Dmf(z))′

)
= ϕ(p(z)) (١٠٢.٣)

و
١+

١
b

(
w(Dmg(w))′′

(Dmg(w))′

)
= ϕ(q(w)). (١٠٣.٣)

معادل با حال شده�اند. داده (٨٢.٣) و (٨١.٣) ش΋ل به ترتیب به ϕ(q(w)) و ϕ(p(z)) به�طوری�که
داریم: (١٠٣.٣) و (١٠٢.٣) در ضرایب دادن قرار

٢m+١a٢ = bB١p١, (١٠۴.٣)

۶(٣m)a٣ − ۴(٢٢m)a٢٢ = b(B١p٢ +B٢P
٢
١ ), (١٠۵.٣)

و
− ٢m+١a٢ = bB١q١, (١٠۶.٣)

(١٢(٣m)− ۴(٢٢m))a٢٢ − ۶(٣m)a٣ = b(B١q٢ +B٢q
٢
١). (١٠٧.٣)

داریم: (١٠۶.٣) و (١٠۴.٣) رابطه طبق

a٢ =
bB١p١

٢m+١ =
−bB١q١

٢m+١ (١٠٨.٣)

داریم: فوق رابطه طبق لذا
p١ = −q١, (١٠٩.٣)



۵۶ ارز Έت دو تواب΄ از ͳرده�های زیر روی بر سالاگان دیفرانسیل عملΎر ͳبررس .٣

و
٢٢m+٢a٢٢ = b٢B٢

١p
٢
١. (١١٠.٣)

داریم: (١٠٧.٣) و (١٠۵.٣) رابطه طرفین جم΄ با

[١٢(٣m)− ٨(٢٢m)]a٢٢ = bB١(p٢ + q٢) + bB٢(p
٢
١ + q٢١) (١١١.٣)

داریم: (١٠٨.٣) و bB٢
١ در (١١١.٣) رابطه طرفین ضرب با و (١٠٩.٣) طبق

{[١٢(٣m)− ٨(٢٢m)]bB٢
١ − ٢(٢٢m+٢)B٢}a٢٢ = b٢B٣

١(p٢ + q٢). (١١٢.٣)

داریم: (١٠٩.٣) (٨٠.٣)و از استفاده با

{|[١٢(٣m)− ٨(٢٢m)]bB٢
١ − ٢٢m+٢B٢|}|a٢٢| ⩽ ٢|b٢|B٣

١)١− |p٢١|). (١١٣.٣)

{|[۶(٣m)− ۴(٢٢m)]bB٢
١ − ٢٢m+٢B٢ + ٢٢m+٢B١}|a٢٢| ⩽ |b٢|B٣

١ . (١١۴.٣)

نتیجه: در

|a٢| ⩽
B١

√
B١|b|√

|(٢(٣m+١)− ٢٢m+١)B٢
١b+ ٢(B١ −B٢٢(٢m|

(١١۵.٣)

داریم: (١٠۵.٣) از (١٠٧.٣) کردن کم با حال

١٢(٣m)a٣ − ١٢(٣m)a٢٢ = bB١(p٢ − q٢) (١١۶.٣)

داریم: (١٠٩.٣) و (٨٠.٣) طبق لذا

|a٣| ⩽ |a٢٢|+
٢bB١
١٢(٣m)

(١− |p٢|١) (١١٧.٣)

داریم: (١٠٨.٣) طبق نتیجه در

|a٣| ⩽
|b|B١
۶(٣m)

+
۶(٣m|b|B١ − ٢٢m+١

۶(٣m)|b|B١
|a٢٢| (١١٨.٣)

م�ͳآوریم: به�دست (١١۵.٣) طبق بنابراین

|a٣| ⩽



|b|B١
۶(٣m)

اگر |b|⩽ ٢٢m+٢

۶(٣m)B١

|b|B٣)]١m+١ − ٢٢m+١)B٢
١ |b|+ ٢|B١ −B٢٢|٢m] + |b|B٣

٣)١٣
m)

۶(٣m)[((٣m+١)− ٢٢m+١)B٢
١ |b|+ ٢|B١ −B٢٢|٢m]

اگر |b|> ٢٢m+٢

۶(٣m)B١



۵٧ دیفرانسیل عملΎر .٣.٣

دیفرانسیل عملΎر ٣.٣

کرده�اند: تعریف زیر به�صورت Dm
λ (α١, β١)f : U → U عملΎر [٢١] کاردای΋ین۶ و سلواراج۵

D٠
λ(α١; β١)f(z) = f(z) ∗ z qFs(α١, β١; z),

D١
λ(α١, β١)f(z) = (١− λ)f(z) ∗ z qFs(α١, β١; z) + λz(f(z) ∗ z qFs(α١, β١; z))

′,

Dm
λ (α١, β١)f(z) = D١

λ(D
m−١
λ (α١, β١)f(z)) (١١٩.٣)

.λ ⩽ ٠ و m ∈ N٠ که
داریم: باشد (١.٣) فرم به شده داده f ∈ A اگر

Dm
λ (α١, β١)f(z) = z +

∞∑
n=٢

[١+ (n− ١)λ]m (α١)n−١ . . . (αq)n−١
(β١)n−١ . . . (βs)n−١

anz
n

(n− ١)! . (١٢٠.٣)

داریم: این�صورت در ،m = ٠ دهیم قرار Dm
λ (α١, β١)f در اگر

D٠
λ(α١, β١)f(z) = H١

q (α١, β١)f(z)

م�ͳباشد.[٩] A رده به متعلق تواب΄ برای دزوک-سریوستا عملΎر H١
q (α١, β١) که

م�ͳآوریم: به�دست (١٢٠.٣) تعریف از

z(Dm
λ (α١, β١)f(z))

′ = (α١ + ١)Dm
λ (α١ + ١, β١)f(z)− α١D

m
λ (α١, β١)f(z) (١٢١.٣)

فرم به شده داده f تاب΄ گوییم باشد، صفر غیر مختلط عدد Έی b کنید فرض .١.٣.٣ تعریف
هرگاه: است ST Σ(b, ϕ) رده به متعلق (١.٣)

f ∈ Σ, ١+
١
b

(
Dm+١

λ (α١, β١)f(z)

Dm
λ (α١, β١)f(z)

− ١
)

≺ ϕ(z), (z ∈ U) (١٢٢.٣)

و

١+
١
b

(
Dm+١

λ (α١, β١)g(w)

Dm
λ (α١, β١)g(w)

− ١
)

≺ ϕ(w), (w ∈ U) (١٢٣.٣)

است. شده داده (٢.٣) فرم به g تاب΄ که
۵Selvaraj
۶Karthikeyan



۵٨ ارز Έت دو تواب΄ از ͳرده�های زیر روی بر سالاگان دیفرانسیل عملΎر ͳبررس .٣

ST Σ(α١, β١, b, ϕ) رده ١.٣.٣

فرم به شده داده f تاب΄ گوییم باشد، صفر غیر مختلط عدد Έی b کنید فرض .٢.٣.٣ تعریف
هرگاه: است ST Σ(α١, β١, b, ϕ) رده به متعلق (١.٣)

f ∈ Σ, ١+
١
b

(
Dm

λ (α١ + ١, β١)f(z)
Dm

λ (α١, β١)f(z)
− ١
)

≺ ϕ(z), (z ∈ U) (١٢۴.٣)

و
١+

١
b

(
Dm

λ (α١ + ١, β١)g(w)
Dm

λ (α١, β١)g(w)
− ١
)

≺ ϕ(w), (w ∈ U) (١٢۵.٣)

است. شده داده (٢.٣) فرم به g تاب΄ که

تخمینضرایب

شده، داده (١.٣) فرم به f(z) ∈ A تاب΄ به�طوری�که f ∈ ST Σ(b, ϕ) کنید فرض .٣.٣.٣ قضیه
داریم: این�صورت در

|a٢| ⩽
B١

√
B١|b|√

(۴(١+ ٢λ)m − (١+ λ)٢m)B٢
١bλ+ (B١ −B٢)λ١)٢+ λ)٢m

(١٢۶.٣)

و
|a٣| ⩽

(B١ + |B٢ −B١|)|b|
(۴(١+ ٢λ)m − (١+ λ)٢m)

. (١٢٧.٣)

r(٠) = ٠ = s(٠) با r, s : U → U ͳتحلیل تاب΄ دو ،f ∈ ST Σ(b, ϕ) آن�جای�ͳکه از برهان.
طوری�که: به دارند، وجود

١+
١
b

(
Dm+١

λ (α١, β١)f(z)

Dm
λ (α١, β١)f(z)

− ١
)

= ϕ(r(z)) (١٢٨.٣)

و
١+

١
b

(
Dm+١

λ (α١, β١)g(w)

Dm
λ (α١, β١)g(w)

− ١
)

= ϕ(s(z)). (١٢٩.٣)

نتیجه: در
١+

١
b

(
Dm+١

λ (α١, β١)f(z)−Dm
λ (α١, β١)f(z)

Dm
λ (α١, β١)f(z)

− ١
)

= ϕ(r(z)) (١٣٠.٣)

و
١+

١
b

(
Dm+١

λ (α١, β١)g(w)−Dm
λ (α١, β١)g(w)

Dm
λ (α١, β١)g(w)

− ١
)

= ϕ(s(z)). (١٣١.٣)

م�ͳکنیم: تعریف زیر صورت به را q و p تواب΄

p(z) =
١+ r(z)

١− r(z)
= ١+ p١z + p٢z

٢ + . . . (١٣٢.٣)

و
q(z) =

١+ s(z)

١− s(z)
= ١+ q١z + q٢z

٢ + . . . . (١٣٣.٣)



۵٩ دیفرانسیل عملΎر .٣.٣

داریم: معادل طور به یا

r(z) =
p(z)− ١
p(z) + ١ =

١
٢

(
p١z +

(
p٢ −

p٢١
٢

)
z٢

+

(
p٣ +

p١
٢

(
p٢١
٢ − p٢

)
− p١p٢

٢

)
z٣ + . . . (١٣۴.٣)

و

s(z) =
q(z)− ١
q(z) + ١ =

١
٢

(
q١z +

(
q٢ −

q٢١
٢

)
z٢ +

(
q٣ +

q١
٢

(
q٢١
٢ − q٢

)
− q١q٢

٢

)
z٣ + . . .

)
.

(١٣۵.٣)
مثبت ͳحقیق قسمت q و p چنین هم .p(٠) = ١ = q(٠) و ͳتحلیل U در q و p که است ΀واض
،(١٣٢.٣) ،(١٣١.٣) ،(١٣٠.٣) از استفاده با .|qi| ⩽ ٢ و |pi| ⩽ ٢ این�رو از دارند U در

م�ͳآوریم: به�دست (١٣۵.٣) و (١٣۴.٣) ،(١٣٣.٣)

ϕ

(
p(z)− ١
p(z) + ١

)
= ١+

B١p١
٢ z +

(
B١
٢

(
p٢ −

p٢١
٢

)
+
١
۴B٢p

٢
١

)
z٢ + . . . (١٣۶.٣)

و

ϕ

(
q(w)− ١
q(w) + ١

)
= ١+

B١q١
٢ w +

(
B١
٢

(
q٢ −

q٢١
٢

)
+
١
۴B٢q

٢
١

)
w٢ + . . . (١٣٧.٣)

فرم به g = f−١ ͳیعن آن مع΋وس (١.٣) فرم به شده داده f ∈ Σ برای م�ͳدهد نشان محاسبات
داریم: (١٣٧.٣) و (١٣۶.٣) ،(١٣۵.٣) از لذا م�ͳباشد. (٢.٣)

(١+ λ)ma٢ =
١
٢λB١p١b, (١٣٨.٣)

۴λ(١+ ٢λ)ma٣ − λ(١+ λ)٢ma٢٢ =
١
٢bB١

(
p٢ −

١
٢p

٢
١

)
+
١
۴bB٢p

٢
١ (١٣٩.٣)

و
− (١+ λ)ma٢ =

١
٢λB١q١b, (١۴٠.٣)

λ
(
١)٨+ ٢λ)m − (١+ λ)٢m

)
a٢٢ − ۴λ(١+ ٢λ)ma٣ =

١
٢bB١

(
q٢ −

١
٢q

٢
١

)
+
١
۴bB٢q

٢
١.

(١۴١.٣)
که: م�ͳگیریم نتیجه (١۴٠.٣) و (١٣٨.٣) از

p١ = −q١. (١۴٢.٣)

داریم: (١۴٢.٣) و (١۴١.٣) ،(١٣٩.٣) از حال

a٢٢ =
B٣
١(p٢ + q٢)b

٢

۴
[(
۴(١+ ٢λ)m − (١+ λ)٢m

)
B٢
١bλ+ (B١ −B٢)λ١)٢+ λ)٢m

] . (١۴٣.٣)



۶٠ ارز Έت دو تواب΄ از ͳرده�های زیر روی بر سالاگان دیفرانسیل عملΎر ͳبررس .٣

زیر صورت به |a٢| روی بر نظر مورد تخمین |q٢| ⩽ ٢ و |p٢| ⩽ ٢ که واقعیت این از استفاده با
است:

|a٢| ⩽
B١

√
B١|b|√(

۴(١+ ٢λ)m − (١+ λ)٢m
)
B٢
١bλ+ (B١ −B٢)λ١)٢+ λ)٢m

داریم: (١۴١.٣) از (١٣٩.٣) کردن کم با حال

a٣ =

bB١
٢
[(
٨λ(١+ ٢λ)m − (١+ λ)٢m

)
p٢ + (١+ λ)٢mq٢

]
٨λ
[
۴(١+ ٢λ)٢m − (١+ λ)٢m(١+ ٢λ)m

]

+
١)٢+ ٢λ)٢mp٢١(B١ −B٢)b

٨λ
[
۴(١+ ٢λ)٢m − (١+ λ)٢m(١+ ٢λ)m

]
مورد تخمین مثبت، ͳحقیق قسمت با تواب΄ برای |q٢| ⩽ ٢ و |p٢| ⩽ ٢ ،|p١| ⩽ ٢ نامساوی طبق

است: زیر صورت به |a٣| روی بر نظر
|a٣| ⩽

(B١ + |B٢ −B١|)|b|
(۴(١+ ٢λ)m − (١+ λ)٢m)

.

داریم. را زیر نتیجه ،−١ ⩽ B < A ⩽ ١ ،ϕ(z) = ١+ Az

١+Bz
انتخاب با

داریم: این�صورت در ،−١ ⩽ B < A ⩽ ١ و f ∈ ST Σ(b,
١+ Az

١+Bz
) کنید فرض .۴.٣.٣ نتیجه

|a٢| ⩽
|b|(A−B)√(

۴(١+ ٢λ)m − (١+ λ)٢m
)
(A−B)bλ+ (١+B)λ١)٢+ λ)٢m

و

|a٣| ⩽
|A−B|(١+ |١+B|)|b|

λ
(
۴(١+ ٢λ)m − (١+ λ)٢m

) .
شده داده (١.٣) فرم به f(z) ∈ A تاب΄ و f ∈ ST Σ(α١, β١, b, ϕ) کنید فرض .۵.٣.٣ قضیه

داریم: این�صورت در باشد،

|a٢| ⩽
(α١ + ١)B١

√
B١|b|√(

۴(١+ ٢λ)m − (١+ λ)٢m
)
B٢
١b(α١ + ١) + (B١ −B١)(٢+ λ)٢m

(١۴۴.٣)

و
|a٣| ⩽

(α١ + ١)(B١ + |B٢ −B١|)|b|(
۴(١+ ٢λ)m − (١+ λ)٢m

) . (١۴۵.٣)



۶١ دیفرانسیل عملΎر .٣.٣

با r, s : U → U ͳتحلیل تاب΄ دو ،f ∈ ST Σ(α١, β١, b, ϕ) که ͳآن�جای از برهان.
طوری�که: به دارند، وجود r(٠) = ٠ = s(٠)

١+
١
b

(
Dm

λ (α١ + ١, β١)f(z)
Dm

λ (α١, β١)f(z)
− ١
)

= ϕ(r(z)) (١۴۶.٣)

و

١+
١
b

(
Dm

λ (α١ + ١, β١)g(w)
Dm

λ (α١, β١)g(w)
− ١
)

= ϕ(s(z)). (١۴٧.٣)

داریم: (١٣٧.٣) و (١٣۶.٣) ،(١٣٣.٣) ،(١٣٢.٣) ،(١٣١.٣) ،(١٣٠.٣) از لذا

(١+ λ)ma٢ =
(α١ + ١)

٢ B١p١b, (١۴٨.٣)

۴(١+ ٢λ)ma٣ − (١+ λ)٢ma٢٢ = (α١ + ١)
[١
٢bB١

(
p٢ −

١
٢p

٢
١

)
+
١
۴bB٢p

٢
١

]
(١۴٩.٣)

و

−(١+ λ)ma٢ =
(α١ + ١)

٢ B١q١b, (١۵٠.٣)

(
١)٨+ ٢λ)m − (١+ λ)٢m

)
a٢٢ − ۴(١+ ٢λ)ma٣

= (α١ + ١)
[
١
٢bB١

(
q٢ −

١
٢q

٢
١

)
+
١
۴bB٢q

٢
١

]
.

(١۵١.٣)

که: م�ͳگیریم نتیجه (١۵٠.٣) و (١۴٨.٣) از
p١ = −q١. (١۵٢.٣)

داریم: |q٢| ⩽ ٢ ، |p٢| ⩽ ٢ و (١۵٢.٣) ،(١۵١.٣) ،(١۴٩.٣) از حال

|a٢| ⩽
|α١ + ١|B١

√
B١|b|√(

۴(١+ ٢λ)m − (١+ λ)٢m
)
B٢
١b(α١ + ١) + (B١ −B١)(٢+ λ)٢m

با تواب΄ برای |q٢| ⩽ ٢ و |p٢| ⩽ ٢ نامساوی طبق و (١۵١.٣) از (١۴٩.٣) کردن کم با حال
داریم: مثبت ͳحقیق قسمت

|a٣| ⩽
|α١ + ١|(B١ + |B٢ −B١|)|b|(
۴(١+ ٢λ)m − (١+ λ)٢m

) .
‘“



۶٢ ارز Έت دو تواب΄ از ͳرده�های زیر روی بر سالاگان دیفرانسیل عملΎر ͳبررس .٣

نتای;* ۴.٣

منجر که پرداخته قبل بخش قضایای ͳبررس به *΀نتای بخش در تعریف از استفاده با بخش این در
است. شده |a٣| ضریب برای بهتر و کوچ΋تر ͳکران یافتن به

f ∈ ST Σ(b, ϕ) اگر باشد. شده داده (١.٣) فرم به f(z) ∈ A تاب΄ کنید فرض .١.۴.٣ قضیه
آنΎاه:

|a٢| ⩽
B١

√
B١|b|√√√√|

(
۴(١+ ٢λ)m − (١+ λ)٢m

)
B٢
١bλ+ (B١ −B٢)λ١)٢+ λ)٢m|

(١۵٣.٣)

و

|a٣| ⩽



|b|B١
۴λ(١+ ٢λ)m

اگر |b| ⩽ λ١)٢+ λ)٢m

۴λ(١+ ٢λ)mB١

|b|B١[(۴λ(١+ ٢λ)m − (١+ λ)٢m)|b|λB٢
١

۴λ(١+ ٢λ)m[(۴λ(١+ ٢λ)m − (١+ λ)٢m)|b|λB٢
١ + |B١ −B٢|λ(١+ λ)٢m)]

+
|B١ −B٢|λ(١+ λ)٢m)] + ۴λ(١+ ٢λ)m|b|B٣

١
۴λ(١+ ٢λ)m[(۴λ(١+ ٢λ)m − (١+ λ)٢m)|b|λB٢

١ + |B١ −B٢|λ(١+ λ)٢m)]

اگر |b| > λ١)٢+ λ)٢m

۴λ(١+ ٢λ)mB١

.

داریم: دیفرانسیل عملΎر از استفاده با ST Σ(b, ϕ) رده تعریف طبق برهان.

١+
١
b

(
Dm+١

λ (α١, β١)f(z)

Dm
λ (α١, β١)f(z)

− ١
)

= ϕ(p(z)) (١۵۴.٣)

و

١+
١
b

(
Dm+١

λ (α١ + ١, β١)g(w)
Dm

λ (α١, β١)g(w)
− ١
)

= ϕ(q(w)). (١۵۵.٣)

معادل با حال شده�اند. داده (٨٢.٣) و (٨١.٣) ش΋ل به ترتیب به ϕ(q(w)) و ϕ(p(z)) به�طوری�که
داریم: (١۵۵.٣) و (١۵۴.٣) در ضرایب دادن قرار

λ(١+ λ)ma٢ = bB١p١, (١۵۶.٣)



۶٣ نتای;* .۴.٣

۴λ(١+ ٢λ)ma٣ − (١+ λ)٢ma٢٢ = b(B١p٢ +B٢P
٢
١ ), (١۵٧.٣)

و
− λ(١+ λ)ma٢ = bB١q١, (١۵٨.٣)

λ
(
٨(٢+١λ)m−(١+λ)٢m

)
a٢٢−۴λ(٢+١λ)ma٣ = b(α١+١)(B١q٢+B٢q

٢
١). (١۵٩.٣)

داریم: (١۵٨.٣) و (١۵۶.٣) رابطه طبق

a٢ =
bB١p١

λ(١+ λ)m
=

−bB١q١
λ(١+ λ)m

(١۶٠.٣)

داریم: فوق رابطه طبق لذا
p١ = −q١, (١۶١.٣)

و
λ١)٢+ λ)٢ma٢٢ = b٢B٢

١p
٢
١. (١۶٢.٣)

داریم: (١۵٨.٣) و (١۵۶.٣) رابطه طرفین جم΄ با

[٨λ(١+ ٢λ)m − ٢λ(١+ λ)٢m]a٢٢

= bB١(p٢ + q٢) + bB٢(p
٢
١ + q٢١) (١۶٣.٣)

داریم: (١۶٠.٣) و bB٢
١ در (١۶٣.٣) رابطه طرفین ضرب با و (١۶١.٣) طبق

[٨bB٢
١λ(١+ ٢λ)m − ٢bB٢

١λ(١+ λ)٢m − ٢B٢λ
١)٢+ λ)٢m]a٢٢

= b٢B٣
١(p٢ + q٢). (١۶۴.٣)

داریم: (١۶١.٣) (٨٠.٣)و از استفاده با

[٨|b|B٢
١λ(١+ ٢λ)m − ٢|b|B٢

١λ(١+ λ)٢m − ٢B٢λ١)٢+ λ)٢m]|a٢٢|

⩽ ٢|b٢|B٣
١)١− |p٢١|). (١۶۵.٣)

[(۴(١+ ٢λ)m − (١ + λ)٢m|b|B٢
١λ− (B١ −B٢)λ

١)٢+ λ)٢m]|a٢٢|

⩽ |b٢|B٣
١ . (١۶۶.٣)

نتیجه: در

|a٢| ⩽
B١

√
B١|b|√√√√|

(
۴(١+ ٢λ)m − (١+ λ)٢m

)
B٢
١bλ+ (B١ −B٢)λ١)٢+ λ)٢m|

(١۶٧.٣)



۶۴ ارز Έت دو تواب΄ از ͳرده�های زیر روی بر سالاگان دیفرانسیل عملΎر ͳبررس .٣

داریم: (١۵٧.٣) از (١۵٩.٣) کردن کم با حال

٨λ(١+ ٢λ)ma٣ − ٨λ(١+ ٢λ)ma٢٢ = bB١(p٢ − q٢) (١۶٨.٣)

داریم: (١۶١.٣) و (٨٠.٣) طبق لذا

|a٣| ⩽ |a٢٢|+
٢bB١

٨λ(١+ ٢λ)m (١− |p٢|١) (١۶٩.٣)

داریم: (١۶٠.٣) طبق نتیجه در

|a٣| ⩽
|b|B١

۴λ(١+ ٢λ)m +
۴λ|b|B١)١+ ٢λ)m − λ١)٢+ λ)٢m

۴λ|b|B١)١+ ٢λ)m |a٢٢| (١٧٠.٣)

م�ͳآوریم: به�دست (١۶٧.٣) طبق بنابراین

|a٣| ⩽



|b|B١
۴λ(١+ ٢λ)m

اگر |b|⩽ λ١)٢+ λ)٢m

۴λ(١+ ٢λ)mB١

|b|B١[(۴λ(١+ ٢λ)m − (١+ λ)٢m)|b|λB٢
١

۴λ(١+ ٢λ)m[(۴λ(١+ ٢λ)m − (١+ λ)٢m)|b|λB٢
١ + |B١ −B٢|λ(١+ λ)٢m)]

+
|B١ −B٢|λ(١+ λ)٢m)] + ۴λ(١+ ٢λ)m|b|B٣

١
۴λ(١+ ٢λ)m[(۴λ(١+ ٢λ)m − (١+ λ)٢m)|b|λB٢

١ + |B١ −B٢|λ(١+ λ)٢m)]

اگر |b|> λ١)٢+ λ)٢m

۴λ(١+ ٢λ)mB١

.

ST Σ(α١, β١, b, ϕ) رده تاب΄ برای ضرایب کران

آنΎاه: f ∈ ST Σ(α١, β١, b, ϕ) اگر باشد. شده داده (١.٣) فرم به f(z) ∈ A تاب΄ کنید فرض

|a٢| ⩽
|(α١ + ١)|B١

√
B١|b|√√√√|

(
۴(١+ ٢λ)m − (١+ λ)٢m

)
B٢
١b(α١ + ١) + (B١ −B١)(٢+ λ)٢m|

(١٧١.٣)



۶۵ نتای;* .۴.٣

و

|a٣| ⩽



|(α١ + ١)||b|B١
۴(١+ ٢λ)m

اگر |b| ⩽ (١+ λ)٢m

۴(١+ ٢λ)m(α١ + ١)B١

(α١ + ١)|b|B١[(۴(١+ ٢λ)m − (١+ λ)٢m)|b||(α١ + ١)|B٢
١

۴(١+ ٢λ)m[(۴(١+ ٢λ)m − (١+ λ)٢m)|b||(α١ + ١)|B٢
١ + |B١ −B١)|٢+ λ)٢m)]

+
|B١ −B١)|٢+ λ)٢m)] + ۴(١+ ٢λ)m|b|B٣

١
۴(١+ ٢λ)m[(۴(١+ ٢λ)m − (١+ λ)٢m)|b||(α١ + ١)|B٢

١ + |B١ −B١)|٢+ λ)٢m)]

اگر |b| > (١+ λ)٢m

۴(١+ ٢λ)m(α١ + ١)B١

.

داریم: ST Σ(α١, β١, b, ϕ) رده تعریف طبق برهان.

١+
١
b

(
Dm

λ (α١ + ١, β١)f(z)
Dm

λ (α١, β١)f(z)
− ١
)

= ϕ(p(z)) (١٧٢.٣)

و

١+
١
b

(
Dm

λ (α١ + ١, β١)g(w)
Dm

λ (α١, β١)g(w)
− ١
)

= ϕ(q(w)). (١٧٣.٣)

معادل با حال شده�اند. داده (٨٢.٣) و (٨١.٣) ش΋ل به ترتیب به ϕ(q(w)) و ϕ(p(z)) به�طوری�که
داریم: (١٧٣.٣) و (١٧٢.٣) در ضرایب دادن قرار

(١+ λ)ma٢ = b(α١ + ١)B١p١, (١٧۴.٣)

۴(١+ ٢λ)ma٣ − (١+ λ)٢ma٢٢ = b(α١ + ١)(B١p٢ +B٢P
٢
١ ), (١٧۵.٣)

و
− (١+ λ)ma٢ = b(α١ + ١)B١q١, (١٧۶.٣)(

١)٨+ ٢λ)m − (١+ λ)٢m

)
a٢٢ − ۴(١+ ٢λ)ma٣

= b(α١ + ١)(B١q٢ +B٢q
٢
١). (١٧٧.٣)

داریم: (١٧۶.٣) و (١٧۴.٣) رابطه طبق

a٢ =
b(α١ + ١)B١p١

(١+ λ)m
=

−b(α١ + ١)B١q١
(١+ λ)m

(١٧٨.٣)



۶۶ ارز Έت دو تواب΄ از ͳرده�های زیر روی بر سالاگان دیفرانسیل عملΎر ͳبررس .٣

داریم: فوق رابطه طبق لذا
p١ = −q١, (١٧٩.٣)

و
(١+ λ)٢ma٢٢ = b٢(α١ + ٢(١B٢

١p
٢
١. (١٨٠.٣)

داریم: (١٧٧.٣) و (١٧۵.٣) رابطه طرفین جم΄ با

[١)٨+ ٢λ)m − ١)٢+ λ)٢m]a٢٢

= b(α١ + ١)B١(p٢ + q٢) + b(α١ + ١)B٢(p
٢
١ + q٢١) (١٨١.٣)

داریم: (١٧٨.٣) و b(α١ + ١)B٢
١ در (١٨١.٣) رابطه طرفین ضرب با و (١٧٩.٣) طبق

[٨b(α١ + ١)B٢
١)١+ ٢λ)m−٢b(α١ + ١)B٢

١)١+ λ)٢m − ٢B١)٢+ λ)٢m]a٢٢

= b٢B٣
١(p٢ + q٢). (١٨٢.٣)

داریم: (١٧٩.٣) (٨٠.٣)و از استفاده با

[٨|b|B٢
١ |α١ + ١)|١+ ٢λ)m − ٢|b|B٢

١ |α١ + ١)|١+ λ)٢m

− ٢B١)٢+ λ)٢m]|a٢٢| ⩽ ٢|b٢|B٣
١)١− |p٢١|). (١٨٣.٣)

[(۴(١+ ٢λ)m − (١+ λ)٢m|b||α١ + ١|B٢
١ − (B١ −B١)(٢+ λ)٢m]|a٢٢|

⩽ |b٢|B٣
١ . (١٨۴.٣)

نتیجه: در

|a٢| ⩽
|(α١ + ١)|B١

√
B١|b|√√√√|

(
۴(١+ ٢λ)m − (١+ λ)٢m

)
B٢
١b(α١ + ١) + (B١ −B١)(٢+ λ)٢m|

(١٨۵.٣)

داریم: (١٧۵.٣) از (١٧٧.٣) کردن کم با حال

١)٨+ ٢λ)ma٣ − ١)٨+ ٢λ)ma٢٢ = b(α١ + ١)B١(p٢ − q٢) (١٨۶.٣)

داریم: (١٧٩.٣) و (٨٠.٣) طبق لذا

|a٣| ⩽ |a٢٢|+
٢b(α١ + ١)B١
١)٨+ ٢λ)m (١− |p٢|١) (١٨٧.٣)



۶٧ نتای;* .۴.٣

داریم: (١٧٨.٣) طبق نتیجه در

|a٣| ⩽
|b||α١ + ١|B١
۴(١+ ٢λ)m +

۴|b||α١ + ١|B١)١+ ٢λ)m − (١+ λ)٢m

۴|α١ + ١||b|B١)١+ ٢λ)m |a٢٢| (١٨٨.٣)

م�ͳآوریم: به�دست (١٨۵.٣) طبق بنابراین

|a٣| ⩽



|(α١ + ١)||b|B١
۴(١+ ٢λ)m

اگر |b|⩽ (١+ λ)٢m

۴(١+ ٢λ)m(α١ + ١)B١

(α١ + ١)|b|B١[(۴(١+ ٢λ)m − (١+ λ)٢m)|b||(α١ + ١)|B٢
١

۴(١+ ٢λ)m[(۴(١+ ٢λ)m − (١+ λ)٢m)|b||(α١ + ١)|B٢
١ + |B١ −B١)|٢+ λ)٢m)]

+
|B١ −B١)|٢+ λ)٢m)] + ۴(١+ ٢λ)m|b|B٣

١
۴(١+ ٢λ)m[(۴(١+ ٢λ)m − (١+ λ)٢m)|b||(α١ + ١)|B٢

١ + |B١ −B١)|٢+ λ)٢m)]

اگر |b|> (١+ λ)٢m

۴(١+ ٢λ)m(α١ + ١)B١

.
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Aabstract

we introduce and investigate two new subclasses of the function class Σ of bi-univalent
functions defined in the open unit disk, which are associated with the Hohlov operator, that
is, a familiar special case of the widely- (and extensively-) investigated Dziok-Srivastava
linear operator. Furthermore, we find estimates on the Taylor-Maclaurin coefficients |a2|
and |a3| for functions in these new subclasses. Several (known or new) consequences of
the results are also pointed out.
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