
ریاضی علوم دانشکده

آمار گروه

ارشد کارشناسی پایان�نامه

رگرسیون با نسبت و نرخ پاسخ�های مدل�بندی
بتا مستطیلی

ග঍ھا਩ی حا૟ষه
راهنما استاد

باغیشنی حسین دکتر

١٣٩۴ شهریور



ৎقد৤م৮ଘدروماସభ୍وঙࢡඥر඼ෙय़باৣم



৅ࡑ಻ൻീنণپاسوণتاীشازآن୏وردگاریا॥ت଒آสرदدرتاو඼ෙघୀهروز
଒یدگاری඼່آ روଃن،หبانا॥تواৗوارحࢇ࢟تاوభدل८بหر،णభشان.
ड़඼່ود঴หدان، ঝ࡭ودو඼෻ࠫیوਠ઺඼່یࠝطا ୀما তناسا৯دو୓భیع࢙مرا ما ଘ ऒوಶඎীنرا

঻ندهਹ઱ࣣفऒوীشرا৘ජໍభقع࢙موग़ࡁभජࢌ঻یازماید.
گرامیم استاد از می�دانم لازم خود بر است، رسیده انجام به پایان�نامه این رحمتش سایه�سار در که حال
انجام به ایشان کمک�های بدون و داشتند برعهده را پایان�نامه این راهنمایی که باغیشنی دکتر آقای جناب
شاهسونی دکتر آقای جناب داور، گران�قدر اساتید از همچنین آورم. به�جای را سپاس مراتب نمی�رسید،

نمایم. قدردانی و تشکر آرشی، دکتر و
و پدر است، زمینی�ام آلام آرام�بخش آسمانی�شان مهر �که است مهربانی فرشتگان آن از سپاس کمال

عزیزم. همسر و بزرگوار مادر

ග঍ھا਩ی حا૟ষه
৘඼ෙ७ور۱۳۹۴



ଓฬ࠻ھدৎ
دانشگاه ریاضی علوم دانشکده آمار رشته ارشد کارشناسی دانشجوی کیهانی حانیه اینجانب
، بتا مستطیلی رگرسیون با نسبت و نرخ پاسخ�های مدل�بندی عنوان با پایان�نامه نویسنده شاهرود،

می�شوم: متعهد باغیشنی حسین دکتر راهنمایی تحت

است. برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط پایان�نامه این در تحقیقات •

است. شده استناد استفاده مورد مرجع به پژوهش�گران، دیگر پژوهش�های نتایج از استفاده در •

امتیازی یا مدرک نوع هیچ دریافت برای دیگری فرد یا خود، توسط کنون تا پایان�نامه، این مطالب •
است. نشده ارایه هیچ�جا در

شاهرود دانشگاه “ نام با مستخرج مقالات و دارد، تعلق شاهرود دانشگاه به اثر، این معنوی حقوق •
رسید. خواهد چاپ به “ Shahrood University “ یا “

مقالات در بوده�اند، تاثیرگذار پایان�نامه اصلی نتایج آوردن به�دست در که افرادی تمام معنوی حقوق •
می�گردد. رعایت پایان�نامه از مستخرج

شده استفاده آنها) بافت�های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان�نامه، این انجام مراحل تمام در •
است. شده رعایت اخلاقی اصول و ضوابط است،

یافته دسترسی افراد شخصی اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان�نامه، این انجام مراحل تمام در •
است. شده رعایت انسانی اخلاق اصول و رازداری اصل است، شده استفاده) (یا

ග঍ھا਩ی حا૟ষه
৘඼ෙ७ور۱۳۹۴

وऑقඩিر ষتا৆ج مالࢁࢹت
رایانه�ای، برنامه�های کتاب، مستخرج، (�مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
به باید مطلب این می�باشد. شاهرود دانشگاه به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم�افزارها

شود. ذکر مربوطه علمی تولیدات در مقتضی، نحو

نمی�باشد. مجاز منبع ذکر بدون پایان�نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده •



چൊیده
برای معمولا می�باشد. نسبت و نرخ به�صورت پاسخ متغیر ماهیت رگرسیونی مدل�های از بسیاری در
پاسخ متغیر اگر زیرا می�شود، استفاده بتا رگرسیون مدل از (٠,١) تغییرات دامنه با داده�هایی مدل�بندی
برای را بتا رگرسیون جایگزینی به�عنوان لذا نیستند. مناسب پروبیت و لجستیک مدل�های باشد، چوله
به پس نیست. تنومند پرت نقاط به نسبت بتا رگرسیون مدل اما می�برند. کار به داده�ها از نوع این
تنومند دورافتاده داده�های به نسبت که می�پردازیم بتا مستطیلی توزیع اساس بر جدید مدل یک معرفی
و می�پردازیم بیزی استنباط به آن، مدل�بندی سپس و توزیع این معرفی از پس پایان�نامه این در است.
نقاط تأثیر شبیه�سازی، با می�کنیم. استفاده مارکوفی زنجیر کارلوی مونت نمونه�گیری از بیزی استنباط در
پسین توزیع رگرسیون ضرایب برآورد کرده، بررسی را، بتا مستطیلی رگرسیون مدل کارایی و افتاده دور
می�کنیم. ارزیابی کاربردی مثال قالب در را بتا مستطیلی مدل کاربرد آخر در �می�آوریم. به�دست را پارامترها

ک೻ماتکൎیدی
پرت. نقاط ،MCMC تنومندی، بتا، مستطیلی رگرسیون بیزی، تحلیل



ൈঠ�அتار
داده�های ،معمولا به�عبارتی، هستند. حساس پرت١ داده�های وجود به آماری استنباط روش�های از بسیاری
استفاده به علاقه�مند آماردان�ها، بنابراین می�شوند. آماری تحلیل�های در افزوده خطا�های بروز به منجر پرت
بر پرت داده�های وجود یعنی باشند. نیرومند پرت داده�های به نسبت که هستند روش�هایی و مدل�ها از
متداول انتخاب یک بتا٢ رگرسیون مدل نکند. ایجاد ملاحظه�ای قابل تغییرات آمده، به�دست نتایج روی
پاسخ�هایی مثال، به�عنوان می�باشد. (٠,١) فاصله� به محدود و پیوسته پاسخ متغیر�های مدل�بندی برای
یک در خاص بیماری یک درصد و بیکاری نرخ مانند دارند. نسبت یا درصد کسر، نرخ، ماهیت که
مدل از استفاده می�باشند. جمله این از دوباره انتخاب برای وقت رئیس�جمهور برای آرا نسبت منطقه،
گردید، ارائه دو این توسط که مدلی در شد. شروع (٢٠٠۴) سریباری و فراری مطالعه با بتا رگرسیون
بتا رگرسیون مدل (٢٠٠۶) اسمیتسون و ورکوی�لن �شد. گرفته نظر در مزاحم پارامتر به�عنوان پراکندگی
بیزی استنباط دادند. تعمیم است، تبیینی متغیر��های از تابعی نیز مدل دقت٣ پارامتر که حالتی برای را
تا تاکنون، اما گردید. ارائه (٢٠٠٧) همکاران و برانسکام توسط بار اولین بتا، رگرسیونی مدل�های در
بتا رگرسیون مدل پارامتر�های برآورد بر پرت داده�های تأثیر مورد در مطالعه�ای داریم، اطلاع ما که جایی

است. نشده انجام
یک به�عنوان می�باشد، بتا توزیع دو از آمیخته�ای که �بتا۴، مستطیلی رگرسیون عنوان تحت مدلی اخیراً،
(٢٠٠٨) هان توسط بتا مستطیلی رگرسیونی مدل از استفاده است. شده معرفی زمینه این در تنومند۵ مدل
گردید. ارائه (٢٠١٢) همکاران و بیز توسط �بتا مستطیلی رگرسیونی مدل�های بیزی تحلیل و شد پیشنهاد
نقاط این تأثیر برای مطالعه�ای طرفی، از است. محتمل پرت داده�های رخداد نسبت، و نرخ داده�های برای
تحلیل در را پرت داده�های تأثیر تا شدیم آن بر بنابراین است. نگرفته صورت بتا رگرسیونی مدل روی بر
نمونه�گیری الگوریتم�های قدرت و بتا رگرسیونی مدل ویژگی به توجه با کنیم. بررسی نسبت و نرخ داده�های
(٢٠١٢) همکاران و بیز کار اساس بر تأثیر این بررسی برای ،(MCMC) مارکوفی۶ زنجیر کارلوی مونت
به توجه با کنیم. استفاده بیزی٧، استنباط چارچوب در بتا مستطیلی رگرسیونی مدل از شدیم علاقه�مند

است: زیر به��صورت پایان�نامه این ساختار مقدمه، این

می�کنیم. مطرح را پایان�نامه این موضوع به ورود برای نیاز مورد مفاهیم و تعاریف اول، فصل در •

شده�اند. معرفی بتا مستطیلی و بتا رگرسیون مدل دوم، فصل در •

١Outlier Data
٢Beta Regression Model
٣Precision
۴Beta Rectangular Regression
۵Robust Model
۶Markov Chain Monte Carlo
٧Bayesian Inference



چ

می�دهیم. قرار ارزیابی مورد سوم فصل در را پیشنهادی روش و مدل عملکرد شبیه�سازی، مطالعه با •

(AIS) استرلیا٨ ورزش مؤسسه داده�های شامل واقعی مثال دو با را مدل کاربرد چهارم، فصل در •
می�کنیم. بررسی (stre بتن٩( مقاومت داده�های و

٨Australian Institute of Sport
٩Strength



ح

୓ماد৶و୓�ଡشاিت॥඼ෙव

تصادفی متغیر Y

تصادفی بردار Y
پارامتر فضای Θ

پیشین توزیع π(θ)

پسین توزیع π(θ|y)
درستنمایی تابع π(y | θ)
نرمالساز ثابت hY(y)

مارکوفی زنجیر مونت�کارلوی نمونه�گیری MCMC

خطی تعمیم�یافته مدل GLM

ابزاری توزیع f(.)

BUGS زبان جستجو موتور منبع JAGS

انحراف D(.)

کائیک آ اطلاع معیار امید EAIC

بیزی اطلاع معیار امید EBIC

پسین انحراف میانگین ¯D(θ)

پسین میانگین انحراف D(θ̄)

پیچیدگی pD

انحراف اطلاع معیار DIC

متروپلیس�هستینگز MH

مارکوف انتقال هسته k(. | .)
پیشنهادی توزیع q(x | y)

متروپلیس-�هستینگز پذیرش احتمال ρ(x, y)

مد mod(.)

P از Q کولبک�لیبلر فاصله DKL(P ∥ Q)

�بتا مستطیلی BR

آمیختگی پارامتر θ

پراکندگی پارامتر ϕ

بتا میانگین µ



خ

�بتا مستطیلی میانگین γ

لجیت پیوند تابع logit(.)

لگاریتمی پیوند تابع log(.)

تبیینی متغیر xi, wi

خطا دوم توان میانگین MSE

اختلال ∆

پسین توزیع از کارلو مونت مارکوف زنجیر نمونه�های ϑ(ηb)

کولبک-لیبلر KL

نرمال چوله SN

t-چوله ST



مطالب فهرست

ر تصاویر لیست

س جداول لیست

١ اولیه مفاهیم و تعاریف ١
١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ١.١
۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . رگرسیونی مدل�های ٢.١
٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . یافته تعمیم خطی مدل�های ٣.١
٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بیزی استنباط ۴.١
١٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بیزی رگرسیون مدل�های ١.۴.١
١٢ . . . . . . . . . . . . . . . نمونه�گیری بر مبتنی پسین توزیع تقریب روش�های ۵.١
١٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مهم نقاط نمونه�گیری ١.۵.١
١۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . متروپلیس-هستینگز الگوریتم ٢.۵.١
١٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گیبز نمونه�گیر الگوریتم ٣.۵.١
١٨ . . . . . . . . . . . . . . گیبز تحت متروپلیس-هستینگز الگوریتم ۴.۵.١
١٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گلمن-روبین همگرایی معیار ۵.۵.١
٢٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بیزی برازش معیار�های ۶.١
٢٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . JAGS ٧.١
٢٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مفاهیم ٨.١
٢۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بتا توزیع ١.٨.١
٢۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پرت داده�های ٢.٨.١
٢۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مدل تنومندی ٣.٨.١
٢۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گسسته آمیخته�های ۴.٨.١
٢۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کولبک-لیبلر واگرایی اندازه ۵.٨.١

٢٩ (٠,١) به محدود پیوسته پاسخ�های برای تنومند مدلی ٢
٣٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بتا توزیع ١.٢

د



ذ مطالب فهرست

٣٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بتا رگرسیون مدل ٢.٢
٣٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . �بتا مستطیلی توزیع ٣.٢
٣۵ . . . . . . . . . . . . . بتا مستطیلی توزیع دوم و اول گشتاورهای ١.٣.٢
٣۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . �بتا مستطیلی توزیع بازنویسی ۴.٢
٣٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بتا مستطیلی رگرسیون مدل ۵.٢
٣٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . �بتا مستطیلی رگرسیون بیزی تحلیل ۶.٢
۴٠ . . . . . . . . . . . . . . . . MCMC نمونه�گیری از استفاده با مدل برازش ٧.٢

۴٣ بتا مستطیلی رگرسیون مدل تنومندی ٣
۴٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تبیینی متغیر بدون شبیه�سازی مطالعه ١.٣
۴۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . تبیینی متغیرهای حضور در شبیه�سازی مطالعه ٢.٣
۴۶ . . . . . . . . . . آلوده�نشده داده�های برای مدل�ها حساسیت تحلیل ١.٢.٣
۵٠ . . . . . . . . . . . آلوده�شده داده�های برای مدل�ها حساسیت تحلیل ٢.٢.٣

۶۵ بتا مستطیلی رگرسیون مدل کاربرد ۴
۶۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . قایقران�ها بدن جرم بر مؤثر عوامل :١ مثال ١.۴
۶۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ثابت دقت پارامتر ١.١.۴
۶٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . متغیر دقت پارامتر ٢.١.۴
۶٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بتن مقاومت بر مؤثر عوامل :٢ مثال ٢.۴
٧١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ثابت دقت پارامتر ١.٢.۴
٧٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . متغیر دقت پارامتر ٢.٢.۴
٨٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نتیجه�گیری ٣.۴
٨۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تحقیق آینده برای پیشنهادات ۴.۴

٨۵ JAGS نرم�افزار �دستورهای آ�

١٠۴ مراجع

١١٠ انگلیسی به فارسی واژه�نامه

١١٣ فارسی به انگلیسی واژه�نامه



تصاویر لیست

٢ . . . . . . . . . . ١٣٩٢ و ١٣٩١ سال�های در ایران استان�های در بیکاری نرخ ١.١

٢ . . . . . . . . . . . . ١٣٨٨ سال در کشور استان�های در مردان سرطان درصد ٢.١

٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بتن مقاومت ٣.١

٣٠ . . . . . . . . . . . β و α متفاوت مقادیر ازای به بتا چگالی توابع نمودارهای ١.٢

و µ = ٠٫ ۵ مقادیر برای �بتا مستطیلی توزیع به مربوط چپ سمت نمودارهای ٢.٢
پارامتر است. ϕ = ١٠ و µ = ٠٫ ٣ برای راست سمت نمودارهای و است ϕ = ١٠
نقطه�چین وبرای θ = ٠٫ ٢ چین خط برای و θ = ٠ خط نمودار برای آمیختگی
و چگالی توابع بالا نمودارهای است. θ = ٠٫ ۶ خط�چین نقطه برای و θ = ٠٫ ۴

٣۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هستند. توزیع توابع پایین نمودارهای

α = ٠ :α و γ, ϕ مختلف مقادیر برای بتا مستطیلی چگالی تابع برای مثال�هایی ٣.٢
برای α = ٠٫ ۶ و نقطه�چین برای α = ٠٫ ۴ خط�چین، برای α = ٠٫ ٢ خط، برای

٣٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . است. خط�چین نقطه

تحت متفاوت پرت نقاط به نسبت مختلف نمونه�های تعداد برای MSE و اریبی ١.٣
۴۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . �بتا و بتا مستطیلی مدل�های

۴٧ . . . . . . . . . . آلوده�نشده داده�های ازای به بتا مدل پارامترهای اثر نمودارهای ٢.٣

داده�های ازای به �بتا مستطیلی مدل حساسیت تحلیل پارامترهای اثر نمودارهای ٣.٣
۴٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آلوده�نشده

به (ب) �بتا مستطیلی و (الف) بتا مدل�های پارامترهای تجمعی میانگین نمودارهای ۴.٣
۴٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آلوده�نشده داده�های ازای

مقادیر ∆ کاهش (١) نمودار اختلال: الگوی چهار تحت شده آلوده داده�های تولید ۵.٣
کوچک، های x برای پاسخ ∆ مقادیر افزایش (٢) نمودار و بالا xهای برای پاسخ
همچنین و پایین و بالا xهای برای پاسخ ∆ واحدهای افزایش و کاهش ،(٣) نمودار

۵٠ . . . . . . . . مرکزی xهای برای پاسخ مقادیر ∆ واحدهای کاهش (۴) نمودار

۵٢ . . اختلال الگوهای و آلوده�شده داده�های ازای به بتا مدل پارامترهای اثر نمودارهای ۶.٣

ر



ز تصاویر لیست

الگوهای و آلوده�شده داده�های ازای به �بتا مستطیلی مدل پارامترهای اثر نمودارهای ٧.٣
۵٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اختلال

الگوهای و آلوده�شده داده�های ازای به بتا مدل پارامترهای تجمعی میانگین نمودارهای ٨.٣
۵۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اختلال

آلوده�شده داده�های ازای به �بتا مستطیلی مدل پارامترهای تجمعی میانگین نمودارهای ٩.٣
۵۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اختلال الگوهای و

مستطیلی و (الف) بتا مدل�های طبق β٠ ضریب برای ٪٩۵ اعتبار فاصله و میانگین ١٠.٣
داده�های برای پرت نقاط اختلال الگوی چهار تحت ∆ مختلف مقادیر برای (ب) �بتا

۵٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آلوده
مستطیلی و (الف) بتا مدل�های طبق β١ ضریب برای ٪٩۵ اعتبار فاصله و میانگین ١١.٣
داده�های برای پرت نقاط اختلال الگوی چهار تحت ∆ مختلف مقادیر برای (ب) �بتا

۵٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آلوده
مدل�های تحت p(ψ|Y(∆)) و p(ψ|Y) پسین توزیع�های بین کولبک-لیبلر فاصله ١٢.٣
اختلال مختلف الگوهای و ∆ مختلف مقادیر طبق �بتا مستطیلی و بتا رگرسیونی

۶٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آلوده�شده داده�های برای
مقادیر برای �بتا مستطیلی و بتا رگرسیونی مدل�های طبق انحراف اطلاع معیار ١٣.٣

۶١ . . . . . . آلوده�شده داده�های برای پرت نقاط متفاوت الگوهای تحت ∆ گوناگون
الگوهای تحت EAIC گوناگون مقادیر برای �بتا مستطیلی و بتا رگرسیونی مدل�های ١۴.٣

۶٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . آلوده�شده داده�های برای پرت نقاط متفاوت
الگوهای تحت EBIC گوناگون مقادیر برای �بتا مستطیلی و بتا رگرسیونی مدل�های ١۵.٣

۶٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . آلوده�شده داده�های برای پرت نقاط متفاوت

رگرسیونی مدل دو تحت برازشداده�شده رگرسیونی خطوط با داده�های پراکندگی نمودار ١.۴
۶٨ . . . . . . . . . . . . . . پرت نقاط عدم�حضور و حضور در بتا مستطیلی و بتا
٧١ بتن مقاومت مقابل در میکروسیلیس و سیمان ماسه، آب، داده�های پراکنش نمودار ٢.۴

و بتن مقاومت قبال در میکروسیلیس و سیمان ماسه، آب، داده�های پراکنش نمودار ٣.۴
سمت (نمودارهای حضور در (خط) �بتا مستطیلی و (خط�چین) بتا مدل�های برازش
ثابت دقت پارامتر برای پرت نقاط چپ) سمت (نمودارهای عدم�حضور و راست)

٧۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . پایین) (نمودارهای متغیر و بالا) (نمودارهای
داده�های و ثابت ϕبرای تبیینی متغیرهای تمامی با بتا مدل پارامترهای اثر نمودارهای ۴.۴

٧۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بتن مقاومت
ϕ برای تبیینی متغیرهای تمامی با �بتا مستطیلی مدل پارامترهای اثر نمودارهای ۵.۴

٧۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بتن مقاومت داده�های و ثابت
ϕ برای تبیینی متغیرهای تمامی با بتا مدل پارامترهای تجمعی میانگین نمودارهای ۶.۴

٧۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بتن مقاومت داده�های و ثابت



ژ تصاویر لیست

تبیینی متغیرهای تمامی با �بتا مستطیلی مدل پارامترهای تجمعی میانگین نمودارهای ٧.۴
٧٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بتن مقاومت داده�های و ثابت ϕ برای
٧٩ . . . . . . . . . . . . . . آب متغیر به مربوط پاسخ چگالی و جعبه�ای نمودار ٨.۴
٧٩ . . . . . . . . . . . . . ماسه متغیر به مربوط پاسخ چگالی و جعبه�ای نمودار ٩.۴
٨٠ . . . . . . . . . . میکروسیلیس متغیر به مربوط پاسخ چگالی و جعبه�ای نمودار ١٠.۴
٨٠ . . . . . . . . . . . . . سیمان متغیر به مربوط پاسخ چگالی و جعبه�ای نمودار ١١.۴



جداول لیست

انتخاب درصد و بتا مستطیلی و بتا رگرسیونی مدل دو برای MSE و اریبی مقادیر ١.٣
مجموعه اساس١٠٠ بر اول شبیه�سازی مطالعه DICدر اساس بر بتا مستطیلی مدل

۴۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . داده

۴٩ . . . . . . . . . . . . . . . . آلوده�نشده داده�های بر گلمن-روبین آزمون نتایج ٢.٣

۴٩ . بتا مستطیلی و بتا مدل در پارامترهای برای ٪٩۵ اعتبار فاصله و پسین میانگین ٣.٣

۴٩ . . . . . . . . . . . . . . . . بتا مستطیلی و بتا مدل�های مقایسه معیارهای ۴.٣

الگوی چهار تحت بتا مدل آلوده�شده داده�های برای گلمن-روبین همگرایی آزمون نتایج ۵.٣
۵۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اختلال

تحت بتا مستطیلی مدل آلوده�شده داده�های برای گلمن-روبین همگرایی آزمون نتایج ۶.٣
۵٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اختلال الگوی چهار

با بتا مستطیلی و بتا رگرسیون مدل�های برای ٪٩۵ اعتبار فاصله و پسین میانگین ١.۴
۶٧ . . . . . پرت نقاط عدم�حضور و حضور در ais داده�های برای ثابت دقت پارامتر

و ثابت ϕ با پرت نقاط عدم�حضور و حضور در �بتا مستطیلی و بتا مدل�های مقایسه ٢.۴
۶٧ . . . EBIC و EAIC ،DIC معیارهای اساس بر ثانیه) حسب (بر اجرا زمان

با بتا مستطیلی و بتا رگرسیون مدل�های برای ٪٩۵ اعتبار فاصله و پسین میانگین ٣.۴
۶٩ . . . . . . . . . . پرت نقاط عدم�حضور و حضور در ais داده�های طبق متغیر ϕ

و متغیر ϕ با پرت نقاط عدم�حضور و حضور در �بتا مستطیلی و بتا مدل�های مقایسه ۴.۴
داده�های برای EBIC و EAIC ،DIC معیارهای با ثانیه) حسب (بر اجرا زمان

۶٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ais

بر سیمان و میکروسیلیس ماسه، آب، تبیینی متغیرهای از مرکب مدل�های مقایسه ۵.۴
٧٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . DIC معیار اساس

بر سیمان و میکروسیلیس ماسه، آب، تبیینی متغیرهای از مرکب مدل�های مقایسه ۶.۴
٧٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پرت نقطه حذف با DIC معیار اساس

پارامتر با پرت، نقاط حضور عدم و حضور در �بتا مستطیلی و بتا مدل�های مقایسه ٧.۴
٧۴ EBIC و EAIC ، DIC معیارهای با ثانیه) حسب (بر اجرا زمان و ثابت دقت

س



ش جداول لیست

با بتا مستطیلی و بتا رگرسیون مدل�های برای ٪٩۵ اعتبار فاصله و پسین میانگین ٨.۴
٧۵ . . . . . . . . . . . . . . . . بتن مقاومت داده�های طبق ثابت دقت پارامتر
٧٧ . . . . ثابت دقت پارامتر برای بتن مقاومت داده�های بر گلمن-روبین آزمون نتایج ٩.۴

سیمان و میکروسیلیس ماسه، آب، پراکندگی متغیرهای از مرکب مدل�های مقایسه ١٠.۴
٨١ . . . . . . . . . . . . DIC معیار اساس بر تبیینی متغیرهای تمامی حضور در

سیمان و میکروسیلیس ماسه، آب، پراکندگی متغیرهای از مرکب مدل�های مقایسه ١١.۴
٨١ . . . . . . . . . . . . DIC معیار اساس بر تبیینی متغیرهای تمامی حضور در

با بتا مستطیلی و بتا رگرسیون مدل�های برای ٪٩۵ اعتبار فاصله و پسین میانگین ١٢.۴
٨٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بتن مقاومت داده�های طبق متغیر ϕ

با ثانیه) حسب (بر اجرا زمان و متغیر ϕ با �بتا مستطیلی و بتا مدل�های مقایسه ١٣.۴
٨٢ . . . . . . . بتن مقاومت داده�های برای EBIC و EAIC ، DIC معیارهای



١ فصل

اولیه مفاهیم و تعاریف

مقدمه ١.١

مشخصات توصیف و سازماندهی است. نتایج استخراج و داده�ها سازماندهی و جمع�آوری علم آمار
استنباط اهداف از داده�ها، از نتایج استخراج چگونگی و توصیفی آمار اهداف از داده�ها، مجموعه عمومی
درک برای دیگر مرتبط عناوین و هستیم داده�ها آماری استنباط پی در پایان�نامه، این در است. آماری

می�شود. داده توضیح اساسی مفاهیم
مختلفی روش�های آمار علم می�گیرد. بر در را چندمتغیره تا یک داده�های تحلیل از تحلیل�ها این دامنه
است. رگرسیونی مدل�های مختلف انواع شامل که می�کند پیشنهاد متغیرها بین رابطه تعیین برای را
مدیریت، اقتصاد، فیزیک، مهندسی، جمله از زمینه�ای هر در تقریباً و هستند متعدد رگرسیون کاربردهای
پرکاربردترین می�توان را رگرسیونی تحلیل واقع، در می�شوند. دیده اجتماعی علوم و بیولوژی زیستی، علوم
ارتباط بتواند که است مدلی بهترین تعیین رگرسیون، تحلیل هدف دانست. آمار در داده�ها تحلیل روش
تعیین را X تبیینی) (متغیر پیشگو یا ورودی متغیر چند یا یک با Y پاسخ) (متغیر خروجی متغیر بین
مستقیم، به�صورت نمی�توان را پاسخ میانگین یا ندارد نرمال توزیع پاسخ متغیر که مواردی در کند.
استفاده مورد پیوند تابع از استفاده با آن از تبدیلی نمود، مدل�سازی تبیینی، متغیرهای از تابعی به�عنوان
١ تعمیم�یافته خطی مدل�های از عضوی می�شود، اعمال داده�ها بر که مدلی موارد این در می�گیرد. قرار
و (مکلا است مدل�ها این از خاصی حالت خطی رگرسیون مدل .(١٩٨٩ (جکمن، است (GLMs)

.(١٩٨٩ نلدر،
نوع این است. (٠,١) بازه در تغییرات با پیوسته متغیر یک پاسخ متغیر موارد، از بسیاری در
نرخ باشند. پدیده یک درصد یا نسبت کسر، نرخ، به�صورت داده�ها که می�دهند رخ مواردی در پاسخ�ها

به�صورت می�توان را بیکاری

بیکاری نرخ = بیکار جمعیت
شاغل) و (بیکار فعال جمعیت × ١٠٠

١Generalized Linear Models



٢ اولیه مفاهیم و تعاریف .١
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١٣٩٢ و ١٣٩١ سال�های در ایران استان�های در بیکاری نرخ :١.١ شکل

سال در کشور مختلف استان�های در بیکاری نرخ ١.١ نمودار به توجه با اساس این بر کرد. محاسبه
ملاحظه که همان�طور دارند. را فراوانی بیشترین ١۶ تا ۶ بین ١٣٩٢ سال در ١۵و تا ١٠ بین ١٣٩١
تغییرات بازه از خاصی مقادیر تقریباً متوالی سال دو طی در و می�باشند نرخ نوع از داده�ها این می�کنید،

نمی�باشد. ٢٠ از بیشتر و ۵ از کمتر سال دو این در بیکاری نرخ می�کنند. اختیار را خود
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١٣٨٨ سال در کشور استان�های در مردان سرطان درصد :٢.١ شکل

٣.١ شکل در را بتن مقاومت و ٢.١ شکل در را کشور مختلف استان�های در مردان سرطان صد در
شکل�ها این به توجه با آمده�اند، به�دست کسر و درصد نوع از داده�هایی اساس بر نمودارها این می�بینید،



٣ مقدمه .١.١
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بتن مقاومت :٣.١ شکل

درصد ١ از کمتر و ۵ از بیشتر ١٣٨٨ سال در استانی هیچ در مردان سرطان درصد که درمی�یابیم نیز
در نیز بتن مقاومت داده�های دارند. (٢,۵) بازه در معمولا را خود تمرکز بیشترین داده�ها این نیست.
پاسخ�ها، نوع این تحلیل برای معمول رگرسیونی مدل�های دارند. را فراوانی بیشترین (٠٫ ١,٠٫ ٢) بازه
در معمولا نسبت، و نرخ داده�های که آن�جا از اما هستند. لجستیک٣ رگرسیون و پروبیت٢ رگرسیون
چوله شدت به داده�ها این توزیع (به�عبارتی هستند متمرکز خود تغییرات دامنه از مشخصی زیرفاصله
لجستیک رگرسیون مدل زیرا نیستند، مناسب آن�ها مدل�بندی برای پروبیت و لجستیک مدل�های است)،
می�باشند متقارن توزیع�ها این هستند، نرمال توزیع اساس بر پروبیت رگرسیون و لجستیک توزیع پایه بر
نسبت که می�شود پیشنهاد بتا رگرسیونی مدل موارد، این�گونه در نیستند. مناسب چوله داده�های برای و

.(٢٠٠۴ سریباری، و (فراری دارد. زیادی انعطاف چوله داده�های به
روش�های است. انجام قابل بیزی و کلاسیک دیدگاه دو هر اساس بر بتا، رگرسیونی مدل برازش
رده در درستنمایی تابع محاسبه برای که هستند درستنمایی بر مبتنی روش�های ،معمولا کلاسیک، استنباط
توانند می که می�شود، شامل را توابعی عددی حل درستنمایی تابع ماکسیمم�سازی می�روند. کار GLMsبه�

بهینه�سازی برای مختلفی روش�های اگرچه �باشند. زمان�بر و پیچیده بسیار نتیجه در و ناهموار و چندمدی
کناره برای بنابراین می�باشند. کاستی�هایی و معایب دارای نیز کدام هر اما شده�اند، معرفی پیچیده توابع
انتخاب نظر مورد مدل�های در استنباط برای را بیزی دیدگاه پایان�نامه، این در مشکلاتی، چنین از گرفتن
استنباط برای مناسب انتخابی می�تواند و است پسین توزیع بر مبتنی بیزی، دیدگاه در استنباط کردیم.
پارامتر مورد در اولیه دیدگاه و باور شده روز به بیزی، مدل یک در پسین توزیع باشد. پیشنهادی مدل�های
شکلی به را خارجی اطلاعات که است روشی و راه نشان�دهنده بیزی دیدگاه است. مشاهدات به توجه با

٢Probit Regression
٣Logistic
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فرآیند برای احتمالی توزیع یک ساختن مشخص روش، این در مرحله اولین کند. مرتبط داده�ها تحلیل با
آن به می�شود، آماده داده�ها خصوص در تفکری هیچ از پیش توزیع این که آن�جا از است. مطالعه تحت
ابزار می�کند. تبدیل پسین۴ توزیع به را پیشین توزیع (اطلاعاتجدید) داده�ها ورود می�گویند. پیشین توزیع
انتگرالی حل به نیاز بیزی تحلیل .(٢٠٠٣ همکاران، و (گلمن است بیز۵ قضیه تبدیل این برای اساسی
�آورد. به�دست به�راحتی را انتگرال این نمی�توان معمولا �می�آید. به�دست پسین توزیع آن به�واسطه که دارد
به نیز پسین توزیع از مستقیم نمونه�گیری معمولا نمود. استفاده شبیه�سازی از می�توان �صورت این در
روش�های می�گیریم. بهره ،MCMC روش�های از مشکل این حل برای پس نمی�پذیرد. صورت سادگی
مربوط مسائل در اغلب �کارلویی، مونت روش به انتگرال�گیری برای که است روش�هایی MCMCشامل

نمونه�هایی پسین توزیع از که است مؤثری راه MCMC می�گیرند. قرار استفاده مورد بیزی، استنباط به
متروپلیس- الگوریتم ،MCMC روش�های جمله از .(٢٠٠٧ همکاران، و (برانسکام می�کند تولید را
گمان، و (گمان نمونه�گیرگیبز٧ ،(١٩٧٠ هستینگز، و ١٩۵٣ همکاران، و (متروپلیس (MH) هستینگز۶
(٢٠١٠ کسلا، و (رابرت گیبز٨ تحت متروپلیس-هستینگز الگوریتم و (١٩٩٠ اسمیت، و گلفاند و ١٩٨۴

آمده�اند. پدید پیچیده آماری مدل�های تحلیل برای مفید بسیار ابزار به�عنوان که می�باشند
جمله از مشکلاتی دارای متروپلیس-هستینگز جمله از ،MCMC نمونه�گیری معمول روش�های
را مسائل این�گونه گیبز نمونه�گیر اما می�باشند. محاسبات زمان طولانی�شدن و زنجیر همگرایی تشخیص
زمان دنباله�ها این است ممکن البته است. ساده�تر آن اجرای و می�کند تقسیم ساده�تر مسائل از دنباله�ای به

است. توجه قابل و مفید الگوریتم این وجود، این با ولی باشند داشته نیاز همگرایی برای زیادی
به که می�شویم روبرو مفهومی با آزمایش�ها، طرح یا رگرسیون با مرتبط مباحث در دیگر، سوی از
انحراف مشاهدات سایر به نسبت داده�ها از تعدادی است ممکن نمونه یک در می�گویند. پرت٩ داده آن
شاید که می�کند ایجاد افراد ذهن در را تفکر این که است اندازه�ای به انحراف این باشند. داشته زیادی

.(١٩۵٧ بوکلاند، و (کندال باشند آمده دیگری جامعه از داده�ها این
با توزیع دم ناحیه در رخدادهایی واقعی، دنیای در که می�رسیم نتیجه این به آماری متون در نظر با
دادن نشان به قادر معمولا توزیع�ها اغلب که می�دهد نشان امر همین می�افتند. اتفاق مختلف فراوانی�های
همکاران، و کاتز ٢٠٠٣؛ مکفالم، ٢٠٠۴؛ دوچین، و لوی ١٩٨٩؛ نلدر، و (مکلا نیستند واقعی دنیای
توزیع به نسبت داده�ها معمولا پواسون رگرسیون با شمارشی داده�های تحلیل در مثال، برای .(٢٠٠١
داده�های در اما شده برابر متوسط مقدار با پراکندگی پواسن توزیع در زیرا دارند. بیشتری پراکندگی پواسن
به منجر پواسن توزیع از استفاده مورد این در است. متوسط از بزرگتر پراکندگی معمولا شمارشی واقعی
برازش صورت، این در .(٢٠٠٨ (هان، می�شود یک نوع خطای نتیجه در و آزمون آماره�های شدن متورم
دیگری منعطف١٠ توزیع�های از استفاده مشکل این رفع برای راه یک می�گردد. مشکل دچار مدل کارای

۴Posterior Distribution
۵Bayes Theorem
۶Metropolis-Hastings Algoritm
٧Gibbs Sampler
٨MH-within-Gibbs
٩Outlier Data

١٠Flexible
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و مشکلات این اصلاح برای اغلب که است منفی دوجمله�ای و استیودنت t توزیع از آمیخته�ای مانند
هستند. دقیق�تر پرت نقاط مشاهده در و است بیش�پراکندگی١١

باریک دم توزیع یک از آمیخته�ای جمله از آمیخته١٢ توزیع�های از می�توان شرایط، بهبود برای نتیجه در
بیشتری نیرومندی و انعطاف و بوده پهن�تر دم�ها محدوده در که دیگری توزیع و پواسن یا نرمال مانند
و (گلمن می�برد بالا را داده�ها برازش دقت امر این که کرد استفاده می�دهد، نشان پرت نقاط به نسبت
نیست. تنومند١٣ پرت داده�های به نسبت بتا رگرسیون مدل می�دهند نشان بررسی�ها .(٢٠٠٣ همکاران،
توزیع�های از آمیخته�ای توزیع، این نمود. معرفی کراندار تکیه�گاه و سنگین دم با توزیعی (٢٠٠٨) هان
این کرد. اشاره اقتصادی مفاهیم در سنگین دم پدیده�های سرایت قوه به وی است. بتا و یکنواخت١۴
.(٢٠١٢ همکاران، و (بیز می�گردد معرفی بتا١۵ مستطیلی رگرسیون مدل نام با آتی فصل�های در مدل
ابتدا بحث، مورد مدل بهتر درک برای می�گیرد. قرار تعمیم�یافته خطی مدل�های رده در رگرسیونی مدل این

می�کنیم. معرفی را تعمیم�یافته خطی مدل�های و رگرسیونی مدل�های

رگرسیونی مدل�های ٢.١

والدین قد بین رابطه�ای داشت قصد وی شد. مطرح (١٨٨۵) گالتن توسط رگرسیون١۶ موضوع بار اولین
کوتاه�قد والدین و دارند بلندقد فرزندان تقریباً بلندقد والدین که صورت این به کند. پیدا پسران قد و
رابطه دادن نشان برای درآورد. مدل یک به�صورت را مطلب این وی، دارند. قدکوتاه با فرزندانی معمولا
دیگر متغیر بر متغیر یک اثر همبستگی ضریب اما می�شود. استفاده نیز همبستگی ضریب متغیر، دو بین
که است مهم ما برای دیگر متغیر تغییر با متغیر یک در تغییر تخمین گاهی طرفی، از نمی�دهد. نشان را
به باید فوق موارد به پاسخ برای بدهد. ارائه تغییرات این از تخمینی نمی�تواند همبستگی ضریب هم باز

.(٢٠٠۶ همکاران، و (گلمن رفت رگرسیونی مدل�های دنبال

است. متغیرها بین ارتباط بررسی و درآوردن مدل به برای روشی رگرسیون .١.٢.١ تعریف

می�شود: مشخص زیر معادله با کلی حالت در رگرسیون

Y = f(X١, X٢, · · · , Xk)

می�شود. نامیده Y وابسته) (متغیر پاسخ١٧ متغیر است، تأثیرپذیر متغیرها سایر از که متغیری آن در که
نامیده X = (X١, X٢, · · · , Xk)

T تبیینی١٨ متغیر می�گذارند، اثر پاسخ متغیر بر که متغیرهایی یا متغیر

١١Overdispersion
١٢Mixture Distributions
١٣Robust Model
١۴Uniform
١۵Beta Rectangular Regression Model
١۶Regression
١٧Response
١٨Predictor
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هستیم، X١, X٢, · · · , Xk متغیرهای با Y خطی رابطه دنبال به خطی رگرسیون در مثال برای می�شود.
یعنی:

Y = β٠ + β١X١ + β٢X٢ + · · ·+ βkXk

باید و بوده نامعلوم ضرایب این می�شوند. نامیده رگرسیونی مدل ضرایب β٠, β١, · · · , βk آن در که
خطی، رگرسیون است. خطی١٩ رگرسیون مدل باشد، xها از خطی تابعی y صورتی�که در شوند. برآورد

است. رگرسیون نوع ساده�ترین
x و y پراکنش نمودار داده مجموعه یک برای هنگامی�که داریم. x تبیینی متغیر یک تنها کنید فرض
رابطه بنابراین، نمی�گیرند. قرار راست خط یک روی دقیقاً مشاهده�شده داده�های معمولا می�کنیم، رسم را
مشاهده�شده مقدار بین اختلاف اگر شود. تعدیل و اصلاح رگرسیون، خط برآوردکننده به�عنوان بایستی بالا
معنی این به می�شود. تلقی آماری خطای یک به�عنوان ϵ خطای دهیم، قرار ϵ خطای را راست خط و y
برآورد را داده�ها دقیق برازش در مدل ناتوانی اندازه و بیان را برازش عدم که تصادفی است متغیری که،
پذیرد. صورت غیره و اندازه�گیری خطاهای متغیرها، دیگر اثرهای لحاظ به است ممکن خطا این می�کند.

می�یابد: بهبود زیر صورت به بالا مدل بنابراین

Y = β٠ + β١X١ + β٢X٢ + · · ·+ βkXk + ϵ = µ+ ϵ

بودن مفروض شرط به پاسخ شرطی میانگین µ = β٠ + β١X١ + β٢X٢ + · · ·+ βkXk آن در که
خطی رگرسیون مدل باشیم، داشته تبیینی متغیر یک بالا فرمول در که صورتی در است. تبیینی متغیرهای

است. چندگانه خطی رگرسیون مدل باشند، درگیر مدل در تبیینی متغیر چند اگر و ساده
برازش پارامترها، برآورد روند است. مدل پارامترهای برآورد رگرسیونی، تحلیل مهم اهداف از یکی
خطا٢٠ دوم توان�های میانگین روش مدل، برازش شیوه�های از یکی می�شود. نامیده نیز داده�ها به مدل

است.
مورد مدل بودن مناسب آن در که می�شود، نامیده مدل مناسبت کنترل رگرسیونی، تحلیل دیگر مرحله
به�کارگیری و بودن استفاده قابل امکان مراحل، این انجام طی می�شود. مشخص برازش کیفیت و مطالعه
را امکان این مدل، مناسبت رسیدگی نتیجه می�شود. تصمیم�گیری آن مورد در و تعیین رگرسیونی مدل
تحلیل لذا شود. اصلاح بایستی اصلی برازش این�که یا است مناسب مدل گفت، بتوان که می�کند فراهم
و می�شوند رهنمون مدل یک سمت به داده�ها آن در که است بازنگری و تکرار با همراه رویه�ای رگرسیونی
کار نتیجه می�شود. واقع رسیدگی مورد برازش کیفیت سپس، می�شود. حاصل داده�ها به مدل برازش یک

می�شود. منتهی آن قبول و برازش یا مدل مجدد اصلاح به منجر
از: عبارتند که می�گیرند قرار استفاده مورد زیر اهداف برای رگرسیون مدل�های

داده�ها توصیف •

١٩Linear Regression
٢٠Mean Square Error
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پارامترها برآورد •

پیشگویی •

کنترل •

هستند. آزمون قابل (باقیمانده�ها) خطاها طریق از که دارند وجود بنیادی پذیره�های رگرسیونی مدل�های در
از: عبارتند رگرسیون اساسی پذیره�های

صفر با برابر ϵi ریاضی امید i هر ازای به یعنی باشد. داشته صفر میانگین خطا تصادفی مؤلفه •
باشد.

باشد. σ٢ با برابر ϵi واریانس i هر ازای به یعنی باشد. ثابت خطا، مؤلفه واریانس •

باشند. ناهمبسته خطاها •

شوند. اندازه�گیری ناچیزی خطای با و باشند ما کنترل تحت X تبیینی متغیرهای •

اطلاعات حالت این در نمود. استفاده رگرسیونی مدل از بنیادی، پذیره�های بررسی بدون نباید هیچگاه
استنباط حاصل رگرسیونی مدل مورد در باید بنابراین باشند. گمراه�کننده می�توانند رگرسیون از آمده به�دست

داد. انجام بیزی و کلاسیک دیدگاه دو در می�توان را مدل آماری استنباط کرد.

یافته تعمیم خطی مدل�های ٣.١

رگرسیون از استفاده دارد. طولانی پیشینه�ای غیرخطی مدل�های از استفاده با غیر�نرمال داده�های تحلیل
و (نلدر تعمیم�یافته خطی مدل�های خانواده است. نوع این از مثالی دودویی، پاسخ�های برای پروبیت،
برای ANOV A مدل�های و معمولی رگرسیون مانند مدل�ها، از گسترده�ای دامنه شامل (١٩٧٢ ودربرن،
داد. تعمیم گسسته پاسخ متغیرهای با مدل�هایی به را آن�ها می�توان و هستند پیوسته پاسخ متغیرهای
به متعلق باید پاسخ متغیر (توزیع ندارد، نرمال توزیع پاسخ متغیر معمولا که است داده�هایی برای GLM

مدل�سازی مستقیم به�صورت پاسخ میانگین یا باشند) خانواده این به شبیه یا نمایی٢١ توزیع�های خانواده
خطی مدل�های می��شود. مدل�سازی پیوند٢٢ تابع از استفاده با پاسخ میانگین از تبدیلی بلکه نمی�شود.

هستند: مؤلفه سه دارای تعمیم�یافته

خانواده از معمولا Yi توزیع می�کند. مشخص را پاسخ متغیر شرطی توزیع تصادفی: مؤلفه .١
معکوس نرمال خانواده یا گاما٢۶ پواسن٢۵، دوجمله�ای٢۴، نرمال٢٣، مانند نمایی، توزیع�های

٢١Exponential Family Distributions
٢٢Link Function
٢٣Normal
٢۴Binomial
٢۵poisson
٢۶Gamma
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مثال، برای است. متفاوت پاسخ، متغیر ساختار به بنا تصادفی مؤلفه انتخاب می�شود. انتخاب
توزیع به�عنوان را پواسن توزیع می�توان باشد، غیرمنفی شمارشی به�صورت پاسخ متغیر ساختار اگر
نرمال توزیع از است بهتر باشند، پیوسته مشاهدات اگر طرفی از نمود. انتخاب تصادفی مؤلفه
٢٠٠٨؛هستی تورنر، هتر ١٩٩٧؛ جامس، و (لیندسی شود استفاده تصادفی مؤلفه توزیع به�عنوان

.(١٩٩٢ همکاران، و

µ مقدار آن�گاه شود، داده نشان µ = E(Y |x) نماد با Y شرطی ریاضی امید اگر منظم: مؤلفه .٢
مشخص را تبیینی متغیرهای نقش منظم، مؤلفه می�کند. تغییر تبیینی، متغیرهای سطوح تغییر با
طرف در پیشگو، عنوان تحت خطی، به�صورت تبیینی متغیرهای معادله، ارائه هنگام در می�کند.
نقش که می�شود شامل را مدل از بخشی منظم مؤلفه دیگر، به�عبارتی می�گیرند. قرار مدل راست

می�دهد: نشان رگرسیونی معادله در را ،{xj} تبیینی، متغیرهای

η = α + β١x١ + · · ·+ βkxk.

تابعی اساس بر xjها بعضی است ممکن البته می�شود. نامیده خطی٢٧ پیشگوی ،η خطی ترکیب
باشند. مدل در متغیرها، بقیه از

ارتباط خطی، پیشگوی در تبیینی، متغیرهای با چگونه µ که می�دهد نشان مؤلفه این پیوند: تابع .٣
بنابراین کرد. مدل�سازی آن، از تابعی به�صورت یا مستقیم به�طور را µ میانگین می�توان البته، دارد.

داریم: مدل در

g(µ) = α + β١x١ + · · ·+ βkxk

می�شود. نامیده پیوند تابع ،g(.) تابع آن در که

لگاریتمی٢٩ پیوند تابع ،g(µ) = µ همانی٢٨ پیوند تابع به می�توان که دارد، مختلفی انواع پیوند تابع
کرد. اشاره g(µ) = log( µ

١−µ
) لجیت٣٠ پیوند تابع و ،g(µ) = log(µ)

نامیده طبیعی٣١ پارامتر که است میانگین از خاص تابعی دارای تصادفی، مؤلفه احتمال توزیع هر
را نمایی خانواده چگالی تابع است. آسان نمایی خانواده توزیع�های برای طبیعی، پارامتر یافتن می�شود.

به�صورت می�توان

f(y; θ) = a(y)b(θ)exp(yϕ(θ))

٢٧Linear Predictor
٢٨Identity Link Function
٢٩Log Link Function
٣٠Logit Link
٣١Natural Parameter
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مثبت توابعی دو هر که هستند θ و y از اختیاری توابعی b(θ) و a(y) به�ترتیب آن در که کرد، ارائه
نرمال توزیع طبیعی پارامتر مثال، به�عنوان است. ϕ(θ) برابر نمایی، خانواده در طبیعی پارامتر می�باشند.
به�صورت را طبیعی پارامتر که پیوندی تابع است. میانگین لگاریتم و میانگین به�ترتیب، پواسن، توزیع و

می�شود. نامیده کانونی٣٢ پیوند تابع می�کند، استفاده GLM در g(µ)
GLMs از خاصی حالت�های پیوسته، متغیرهای برای ANOV A مدل�های و معمولی رگرسیون
به�صورت نیز میانگین است. نرمال توزیع دارای تصادفی مؤلفه می�شود فرض مدل�ها این در هستند.
روش�های کردن یکپارچه منظور به ،GLMs به�کارگیری می�آید. به�دست همانی پیوند تابع از مستقیم،
را رسته�ای داده�های مدل�های و ANOV A رگرسیون، می�توان دیدگاه، این از است. رگرسیونی مختلف

دانست. تعمیم�یافته خطی مدل�های از خاصی حالت�های

بیزی استنباط ۴.١

اساس بر و می�شوند فرض نامعلوم ولی ثابت مدل پارامترهای آماری، استنباط کلاسیک دیدگاه در
می�کند فرض بیزی دیدگاه مقابل، در هستیم. آن�ها شناخت به�دنبال داده�ها از استفاده با روش�هایی
خود پارامترها می�شود فرض به�عبارتی و هستند تصادفی توزیع�های از تحقق�هایی مدل پارامترهای که
توزیع یک پارامتر، مورد در اطمینان عدم کردن کمی هدف با دیدگاه، این هستند. تصادفی متغیرهای
پارامتر برای را است، محقق پیشین تجربیات یا اطلاعات از برگرفته که پیشین٣٣) (توزیع احتمالی
نامعلوم پارامتر مورد در محقق قبلی اطلاعات درآمیختن با بیزی دیدگاه می�کند. لحاظ بررسی مورد
به بیز قاعده به�وسیله (L(θ|y) درستنمایی (تابع نمونه در موجود اطلاعات و (p(θ) پیشین (توزیع
به�صورت را مدل درستنمایی تابع و باشد θ نامعلوم پارامتر اگر می�پردازد. پارامتر مورد در استنباط

داریم بیز قاعده اساس بر دهیم، نشان p(Y١ = y١, · · · , Yn = yn | θ) = L(θ|y)

p(θ|Y١ = y١, · · · , Yn = yn) =
p(Y١ = y١, · · · , Yn = yn|θ)p(θ)∫

Θ

∏n
i=١ p(Yi = yi|θ)p(θ)dθ

نوشت می�توان باشد. چندبعدی یا یک می�تواند و است پارامتر فضای Θ آن در که

p(θ | Y١ = y١, · · · , Yn = yn) = p(θ)p(Y١ = y١, · · · , Yn = yn | θ)hY(y) ∝

p(θ)p(Y١ = y١, · · · , Yn = yn | θ) (١.١)

فرمول به نظر با نیست. وابسته θ پارامتر به و می�شود نامیده نرمال�ساز٣۴ ثابت hY(y) آن در که
توزیع را آن که می�شود منجر جدیدی احتمال توزیع تابع به درستنمایی تابع و پیشین توزیع ترکیب (١.١)
به�دست پسین توزیع از که آن�چه می�گیرد. صورت آن اساس بر بیزی، استنباط�های تمامی و می�نامیم پسین

٣٢Canonical Link Function
٣٣Prior Distribution
٣۴Normalizing constant
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عدم یا صحت و می�کند بررسی را بیزی رویکرد ارزیابی، این نتیجه می�گیرد. قرار ارزیابی مورد می�آید،
می�کند. مشخص را آن

بیزی رگرسیون مدل�های ١.۴.١

یافته رواج گسترده به�طور علوم مختلف رشته�های در رگرسیون و مدل�سازی روش�های کاربرد امروزه
اطلاعات مجموعه و نمونه داده�های از استفاده با پیش�بینی، کیفیت افزایش برای روش�ها این است.
روش�ها این از مناسب استفاده است بدیهی می�روند. به�کار مختلف تحقیقات و آزمایش�ها از آمده به�دست
آوردن به�دست که شرایطی در نتایج، پیش�بینی و قطعیت�ها عدم از عمده�ای قسمت نمودن برطرف برای
منطق عصبی، شبکه�های روش�های غالباً می�باشد. مفید بسیار است، ناممکن گاهی و سخت اطلاعات
بسیاری در می�گیرند. قرار استفاده مورد مدل�سازی�ها این�گونه در آماری روش�های سایر و رگرسیون فازی،
طیف نتایج، در مؤثر متغیرهای و پارامترها بین روابط آوردن به�دست و نتایج دقیق تخمین لزوم موارد از
مدل�های زمینه، این در پرکاربرد زیررده یک است. آورده به�وجود را رگرسیونی روش�های از وسیعی
استنباط حیطه در که است آماری استنباط در رگرسیون مدل همان بیزی رگرسیون است. بیزی رگرسیون
پیش�بینی و داده�ها تفسیر در روش، این به�کارگیری .(٢٠٠١ مینکا، و (توماس می�گیرد صورت بیزی
آزمایش�ٰهای انجام از امر این است. بسیاری اهمیت دارای مسائل، از بسیاری پارامترهای برآورد و نتایج

می�کند. جلوگیری غیرممکن گاهی و پرهزینه
استفاده مورد داده�های معمولا اما می�آیند. به�شمار آماری استنباط�های در مهمی ابزار پیشگو معادله�های
نمی�باشند. کامل یا دارند خطا ناقص�اند، نمونه، اندازه در اغلب، داده�ها هستند. ناقص معادله�ها، این در
استفاده مشکل، این حل برای راه بهترین ندارند. مناسبی کارایی رگرسیونی مدل�های شرایطی، چنین در
ضعیف مکمل داده�های از آماری محققان بیزی رگرسیون در است. داده�ها مدل�بندی برای بیزی دیدگاه از
که مدلی رو، این از می�دهند. انجام پیشین توزیع کردن وارد با را عملکرد این آن�ها می�کنند. استفاده

است. برتر کلاسیک رگرسیون به نسبت می�دهند ارائه
می�کنیم. معرفی را بیزی خطی رگرسیون یعنی بیزی، رگرسیون از خاصی حالت ادامه، در

متغیرهای و خطا بین ناهمبستگی و نرمال خطاهای پذیره�های با را چندمتغیره خطی رگرسیون •
بگیرید. نظر در تبیینی

داشت. خواهد نرمال توزیع نیز پاسخ متغیر شوند، توزیع نرمال و مستقل خطاها اگر •

شرطی توزیع�های سپس و می�گیریم نظر در پارامترها بردار برای را گاهی�بخش٣۵ نا�آ پیشین توزیع •
.(٢٠٠٩ همکاران، و (والتر می�آوریم به�دست را پارامترها از یک هر

در بود. خواهند همبسته پسین توزیع در پارامترها شود، فرض مستقل پیشین توزیع اگر حتی •
می�شود. استفاده MCMC الگوریتم�های از باشند، داشته زیادی همبستگی پارامترها که صورتی
ضرایب و می�دهیم برازش آن�ها به را مدل و کرده استاندارد را پاسخ و تبیینی متغیرهای سپس

٣۵Non Informative Prior



١١ بیزی استنباط .۴.١

انحراف در استانداردشده واریانس ضرب از اصلی مقیاس در خطاها واریانس می�کنیم. برآورد را
می�آید. به�دست اصلی معیار

خطی رگرسیون

yi = xT
i β + ϵi

بعدی k بردار β ،k بعد دارای ،i = ١,٢, · · · , n ،xi تبیینی متغیرهای آن در که بگیرید نظر در را
دقیق�تر به�عبارتی است. نرمال توزیع دارای و خطا جمله ϵi و پارامترها

ϵi ∼ N(٠, σ٢), i = ١,٢, · · · , n

بود: خواهد زیر به�صورت درستنمایی تابع بنابراین

p(y | x,β, σ٢) ∝ (σ٢)
−n

٢ exp(− ١
٢σ٢ (y − xβ)T (y − xβ)).

روش به رگرسیون ضرایب برآورد می�دانیم، که همان�طور هستند. پاسخ مشاهدات بردار y آن، در که
است: زیر به�صورت ماکسیمم درستنمایی روش همچنین و خطا دوم توان�های کمترین

β̂ = (XTX)
−١
XTy

بیز قضیه اساس بر درستنمایی و پیشین توزیع بیزی استنباط در است. n× k ماتریس X آن در که
صورت�های می�تواند پیشین توزیع می�آورند. وجود به را β, σ پارامترهای پسین توزیع و می�شوند ترکیب
پیشین توزیع بگیریم. نظر در توأم را پیشین توزیع می�توانیم پسین، استنباط برای باشد. داشته متفاوتی
بر را تابع این است. دوم توان صورت دارای β پارامتر درستنمایی لگاریتم تابع است. p(β, σ٢) توأم

متغیر تغییر و (β − β̂) اساس

(y −Xβ)T (y −Xβ) = (y −Xβ̂)
T
(y −Xβ̂) + (β − β̂)

T
(XTX)(β − β̂) (٢.١)

به�صورت درستنمایی تابع (٢.١) از استفاده با می�کنیم. بازنویسی

p(y | X,β, σ٢) ∝ (σ٢)
ν
٢ exp(−νS٢

٢σ٢ )(σ
٢)

− (n−ν)
٢ × exp(− ١

٢σ٢ (β − β̂)
T
(XTX)(β − β̂))

(٣.١)
رگرسیون ضرایب تعداد k و νS٢ = (y −Xβ)T (y−Xβ) ،ν = n−k آن در که می�شود، تبدیل

به�صورت را پیشین توزیع است.

p(β, σ٢) ∝ p(σ٢)p(β | σ٢)

معکوس گامای توزیع p(σ٢) آن در که می�گیریم نظر در
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p(σ٢) ∝ (σ٢)
(− ν٠

٢ +١)
exp(−ν٠S

٢
٠

٢σ٢ ) (۴.١)

چگالی می�کنیم فرض همچنین هستند. توزیع پارامترهای معلوم مقادیر S٢
٠ و ν٠ که به�طوری است

بنابراین است. N(µ٠, σ
٢Λ٠) نرمال p(β | σ٢) پیشین شرطی

p(β|σ٢) ∝ σ٢−
k
٢ exp(− ١

٢σ٢ (β − µ٠)
TΛ٠(β − µ٠)). (۵.١)

می�آید: به�دست زیر به�صورت پسین توزیع ،(۵.١) تا (٣.١) روابط اساس بر

p(β, σ٢|yX) ∝ p(y|β, σ٢X)p(β|σ٢)p(σ٢)

∝ σ٢−
n
٢ exp(− ١

٢σ٢ (y −Xβ)T (y −Xβ))(σ٢)
(− ν٠

٢ +١)
exp(−ν٠S

٢
٠

٢σ٢ )

× σ٢−
k
٢ exp(− ١

٢σ٢ (β − µ٠)
TΛ٠(β − µ٠))

در و نمی�کند پیروی مشخصی و معروف توزیع هیچ از که است معلوم پسین توزیع این شکل از
پسین توزیع این که است این توجه قابل نکته نیست. امکان�پذیر بسته به�صورت نتایج استخراج نتیجه
برای که است حدس قابل بنابراین نمی�شود. محسوب پیچیده�ای مدل که است خطی رگرسیون مدل
پیچیده�تری شکل پسین توزیع پایان�نامه، این در موردنظر مدل�های مانند پیچیده�تر، رگرسیونی مدل�های
کلی رده یک کرد. استفاده پسین توزیع تقریب برای تقریب روش�های از باید بنابراین داشت. خواهد
پذیرش٣۶ و رد روش�های مانند نمونه�گیری بر مبتنی روش�های پسین، توزیع�های تقریب روش�های از
این از استفاده با می�باشد. MCMC نمونه�گیری و مهم٣٧ نقاط نمونه�گیری ،(٢٠١٠ کسلا، و (رابرت
پیچیده توابع بهینه�سازی به نیازی دیگر پسین، توزیع اساس بر بیزی استنباط�های انجام برای روش�ها،
این از برخی ادامه، در نیستیم. پیچیده) (انتگرال�گیری�های پیچیده توزیع�های گشتاورهای محاسبه و

می�کنیم. معرفی اختصار به را نمونه�گیری روش�های

نمونه�گیری بر مبتنی پسین توزیع تقریب روش�های ۵.١

مثال�های هستند. انتگرال�گیری و بهینه�سازی مسائل آماری، استنباط در عددی مسائل اصلی گروه دو
استفاده راه یک نیست. انجام قابل مستقیم روش از همیشه انتگرال محاسبه مثلا که می�دهند نشان عددی
مورد تابع از کارلو مونت روش�های در هستند. معروف کارلو مونت روش�های به که است شبیه�سازی٣٨ از

٣۶Accept-Reject Methods
٣٧Importance Sampling
٣٨Simulation
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برآورد منظور برای آن از و می�کنیم تولید را (y(١), y(٢), · · · , y(T )) مستقل شبیه�سازی�های p(y) نظر
انتگرال (برآورد) محاسبه اصلی مسئله واقع در .(١٩٩۶ (کسلا، می�کنیم استفاده انتگرال

I =

∫
g(y)dy (۶.١)

کرد: بازنویسی زیر به�صورت را g(y) تابع می�توان است.

g(y) = h(y)p(y)

امید محاسبه معادل (۶.١) انتگرال محاسبه صورت این در است. چگالی تابع یک p(y) آن در که
یعنی است. p(y) چگالی تابع با توزیع تحت h(y) ریاضی

∫
g(y)dy =

∫
h(y)p(y)dy = Ep[h(y)].

به�سادگی (٢٠٠۵ (گات، بزرگ٣٩ اعداد قوی قانون بر تکیه با و p(y) توزیع از شبیه�سازی طریق از
کرد: برآورد زیر به�صورت را نظر مورد انتگرال می�توان

Î =
١
T

∑T

t=١
h(y(t))

a.s−→ I.

p(·) بیزی دیدگاه در حال می�شود. منتهی توزیع از نمونه تولید به استنباطی مسائل تمامی بنابراین
و نیست امکان�پذیر p(θ|y) از نمونه مستقیم تولید موارد اغلب در است. p(θ|y) پسین توزیع همان
همکاران، و (چن کنیم استفاده MCMC الگوریتم�های مانند نمونه تولید غیرمستقیم روش�های از باید
جمله از گیبز نمونه�گیر و متروپلیس-هستینگز الگوریتم�های و مهم نقاط نمونه�گیری روش�های .(٢٠٠٠

می�پردازیم. آن�ها معرفی به ادامه در که هستند غیرمستقیم نمونه تولید روش�های

مهم نقاط نمونه�گیری ١.۵.١

دارد تکیه توابعی به روش، این می�پردازیم. مهم نقاط نمونه�گیری معرفی به مختصر به�طور قسمت، این در
نمونه�گیری آن، به رو این از می�دهد. بقیه به نسبت بیشتری اهمیت نمونه�گیری در نقاط از برخی به که
مهم نقاط نمونه�گیری نباشد، امکان�پذیر توزیع از مستقیم نمونه تولید که صورتی در می�گویند. مهم نقاط
در است. ،f(·) مانند دیگری، چگالی تابع از استفاده بر مبتنی روش این اساس می�شود. آن جایگزین

است: بازنویسی قابل زیر به�صورت انتگرال نمایش صورت حالت، این

Ep[h(Y )] =

∫
χ

(h(y)
p(y)

f(y)
)f(y)dy = Ef [h(y)

p(y)

f(y)
].

و اصلی توزیع p(·) به می�دهد. را p(·) جز دیگری توزیع�های از استفاده اجازه نمایش، صورت این
باشد. ساده آن از نمونه تولید که شود انتخاب طوری باید ابزاری توزیع می�گویند. ابزاری۴٠ توزیع f(·) به

٣٩Strong Law of Large Number
۴٠Instrumental Distribution



١۴ اولیه مفاهیم و تعاریف .١

توابع برای نه�تنها یعنی کرد. استفاده دفعات به می�توان ابزاری، توزیع توسط تولیدشده نمونه از همچنین،
است. استفاده قابل مشابه نمونه گوناگون، p(·) توزیع�های برای بلکه متفاوت h(·)

کرد: عمل زیر به�صورت می�توان روش، این به موجود انتگرال محاسبه برای

می�کنیم. تولید ابزاری توزیع از را y(١), y(٢), · · · , y(T ) نمونه .١

می�کنیم: استفاده زیر تقریب از .٢

١
T

∑T

t=١
h(yt)

p(yt)

f(yt)

بنابراین شود. حاصل برآوردگرهای واریانس کاهش باعث می�تواند p(·) جای به توزیع�ها سایر از استفاده
انتخاب این اما کند. مقدار کمترین را مهم نقاط نمونه�گیری برآوردگر واریانس که هستیم ابزاری تابع پی در
آن محاسبه دنبال به که است انتگرالی مقدار دانستن نیازمند آن از اطلاع زیرا نیست. امکان�پذیر بهینه
به (۶.١) انتگرال حل برای پس ندارد. خوبی خیلی عملکرد بالا ابعاد در مهم نقاط نمونه�گیری هستیم.

باشد. داشته مناسبی عملکرد نیز بالا ابعاد در که هستیم روشی دنبال

متروپلیس-هستینگز الگوریتم ٢.۵.١

هسته ابتدا که است صورت این به p(·) توزیع از نمونه تولید برای MCMC الگوریتم�های کار اساس
این از استفاده با را Y (t) مارکوف زنجیر آن�گاه می�سازیم. p(·) مانای چگالی با را K(·|·) مارکوف۴١
به مارکوف(·|·)Kکه هسته ساختن است. p(·) چگالی Y (t) زنجیر حدی توزیع که می�نماییم، تولید هسته
وجود روش�هایی بدانید است جالب باشد. دشواری کار است ممکن شود، داده نسبت p(·) دلخواه چگالی
به�دست p(·) چگالی هر برای را دارند بیشتری عمومیت که هسته�هایی آن�ها کمک به می�توان که دارند
را p(·) هدف چگالی روش، این در است. روش�ها این از نمونه�ای -هستینگز متروپلیس الگوریتم �آورد.
می�دهیم. انجام را کار است، ساده�تر بسیار آن از شبیه�سازی که q(x|y) شرطی چگالی با و کرده فرض
این نماییم، توجه آن به باید که شرطی تنها حالی�که در می�گردد. لحاظ اختیاری q(·|·) چگالی به�علاوه،
می�توان را الگوریتم این است. y از مستقل ثابت این باشد. ثابت و مشخص p(x)

q(x|y) نسبت که است
نمود: تعریف �زیر به�صورت

کنید. شروع y(٠) اولیه مقدار با .١

q(x|y(t)) پیشنهادی توزیع از را پیشنهادی نقطه یک t = ٠,١,٢, · · · ،y(t) کنونی مقدار برای .٢
کنید: تولید

Xt ∼ q(x|y(t))
۴١Markov Kernel
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کنید: محاسبه را کنونی مقادیر و پیشنهادی نقطه چگالی نسبت .٣

p(x)

p(y(t))

q(y(t)|x)
q(x|y(t))

سپس:

Y (t+١) =

Xt احتمال با ρ(Xt, y
(t))

y(t) احتمال با ١− ρ(Xt, y
(t))

آن در که

ρ(x, y) = min{p(x)
p(y)

q(y | x)
q(x | y)

,١}.

می�کند. تولید را مارکوف زنجیر یک مراحل این

احتمال میانگین، پذیرش نرخ می�شود. نامیده متروپلیس-هستینگز پذیرش احتمال ρ(x, y) احتمال
یعنی است. تکرارها روی پذیرش

ρ̄ = lim
T→∞

١
T

T∑
t=٠

ρ(Xt, Y
(t)) =

∫
ρ(x, y)p(y)q(x | y)dydx.

توزیع که (٢٠١٠ کسلا، و (رابرت است شده داده نشان MCMC الگوریتم�های به مربوط متون در
است. وابسته q(·|·)انتخاب به الگوریتم عملکرد است. p(·) همان بالا در {Y (t)} تولیدشده زنجیر مانای
این به باید �که حالی در می�رسند. نظر به مشابه ظاهر در مهم نقاط نمونه�گیری و MCMC خروجی�های
می�شود باعث مطلب این هستند. همبسته مارکوفی زنجیر کارلوی مونت نمونه که باشیم داشته توجه نکته
که این برای پس باشد. کمتر مهم نقاط نمونه�گیری از �می�آید، به�دست MCMC از که نمونه�ای کیفیت که

کنیم. تولید بیشتری نمونه حجم MCMC شبیه�سازی�های در باید یابیم، دست مشابه کیفیت به
آن�گاه q(x|y) = q(y|x) یعنی کنیم، اضافه نیز را پیشنهادی توزیع بودن متقارن فرض اگر

ρ(xt, y
(t)) = min{١, p(xt)

p(y(t))
}.

p(y(t))

q(y(t)|xt)
نسبت از p(xt)

q(xt|y(t))
نسبت که صورتی در بود. خواهد q(·|·) از مستقل الگوریتم نتیجه در

که حالی (در باشد کوچکتر �که �صورتی در حتی می�پذیریم. را xt پیشنهادی مقدار همواره باشد، بزرگتر
متروپلیس-هستینگز حالتخاصالگوریتم دو می�شود. پذیرفته معمولا xt مقدار نیز باشد)، ناچیز اختلاف
ذکر ادامه در را (RWMH) تصادفی۴٣ زدن گام متروپلیس-هستینگز الگوریتم و (IMH) مستقل۴٢

می�کنیم.

۴٢Independent Metropolis-Hastings Algorithm
۴٣Random Walk Metropolis-Hastigs Algorithm
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مستقل متروپلیس-هستینگز الگوریتم

از خاصی حالت باشد مستقل ،Y (t) یعنی زنجیر حال مقدار از جدید پیشنهادی مقدار که حالتی در
است: �زیر به�صورت -هستینگز متروپلیس پذیرش احتمال آن در که می�افتد اتفاق الگوریتم

ρ(y(t), xt) = min{١, p(xt)

p(y(t))

q(y(t))

q(xt)
}.

به می�شود. نتیجه است کنونی مقدار از مستقل که علاقه مورد توزیع یک از پیشنهادی مقدار بنابراین،
ویژگی�های از اطلاع برای می�گویند. MHمستقل الگوریتم پیشنهادی، توزیع این از حاصل الگوریتم�های

کنید. مراجعه (٢٠١٠) کسلا و رابرت به الگوریتم نوع این

تصادفی زدن گام متروپلیس-هستینگز الگوریتم

یک آن در که می�شود، تولید قبلی شبیه�سازی�شده مقدار طبق بر پیشنهادی جدید مقدار الگوریتم این در
ایده این اجرای می�گیرد. صورت مارکوف زنجیر جاری مقدار از همسایگی یک حول محلی۴۴ جستجوی
با Y (t) از مستقل و است تصادفی خطای ϵt آن در که است Xt = Y (t) + ϵt طبق Xt شبیه�سازی با

از: است عبارت پیشنهادی۴۵ توزیع حالت این در می�باشد. g(·) چگالی

q(x|y(t)) = g(x− y(t))

با چندمتغیره، نرمال یا نرمال توزیع در مثلا) باشد متقارن صفر حول g(·) توزیع �که �صورتی در
متناظر تصادفی زدن گام فرآیند یک با مارکوف زنجیر استاندارد)، یکنواخت توزیع یا صفر میانگین

است: زیر به�صورت الگوریتم y(t) داشتن با می�شود.

کنید تولید ،g(·) توزیع از را پیشنهادی نقطه یک کنونی مقدار برای .١

Xt ∼ g(x− y(t))

کنید: محسابه را کنونی مقادیر و پیشنهادی نقطه چگالی نسبت .٢

p(Xt)

p(y(t))

سپس .٣

Y (t+١) =

Xt احتمال با min{ p(Xt)

p(y(t))
,١}

y(t) نواحی سایر
۴۴Local Exploration
۴۵Proposal Distribution
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(xt, y
(t))جفت برای که، است معنی بدین این نیست. وابسته g(·) به پذیرش احتمال که می�شویم متذکر

که داشت توجه باید اما است. مشابه شود، تولید کوشی یا نرمال از که �حالتی در y(t) پذیرش احتمال
خواهند متفاوت پذیرش نرخ�های نتیجه در و می�آورد وجود به Y (t) برای را متفاوتی بازه�های g(·) تغییر

است. مؤثر الگوریتم عملکرد بر g(·) انتخاب پس شد.

گیبز نمونه�گیر الگوریتم ٣.۵.١

الگوریتم برده�اند. کار به را MCMC الگوریتم روش�های عمده�ای به�طور آمارشناسان اخیر، سال�های در
برای شبیه�سازی ابزار یک گیبز نمونه�گیر روش است. شناخته�شده روش�های بهترین از یکی گیبز، نمونه�گیر
پسین توزیع�های �آوردن به�دست در گیبز نمونه�گیری می�باشد. پیچیده توأم چگالی�های از نمونه�هایی یافتن
گسترده کاربرد در محدودیت�ها از یکی .(١٩٩٢ همکاران، و (کسلا می�باشد بیزی مدل�های در کناری۴۶،
بالا ابعاد با تابع�هایی از انتگرال�گیری نیازمند اغلب که است، کناری پسین توزیع یافتن بیزی، روش�های
است، چندبعدی پارامتر بردار وقتی معمولا می�باشد. پیچیده بسیار محاسبات مستلزم نیز این و بوده
نباشند. مفید انتگرال�هایی چنین حل برای است ممکن هم مستقیم انتگرال�گیری عددی روش�های حتی

شود. واقع مؤثر جایگزین روش یک به�عنوان می�تواند گیبز نمونه�گیر روش از استفاده �صورت، این در

دومرحله�ای گیبز گیر نمونه

فرض اگر می�کند. ایجاد زیر به�صورت توأم، توزیع از را مارکوف زنجیر یک دو�مرحله�ای گیبز نمونه�گیر
p(y|x) و p(x|y) شرطی چگالی�های با p(x, y) توأم چگالی تابع دارای Y و X تصادفی متغیرهای کنیم
می�کند: تولید زیر به�صورت را (X(t), Y (t)), t = ١,٢, · · · مقادیر گیبز دومرحله�ای نمونه�گیر هستند،

می�کنیم: تولید t = ٠,١,٢, · · · برای X٠ = x٠ فرض با

Y (t+١) ∼ p(y|x(t)) .١

X(t+١) ∼ p(x|y(t+١)) .٢

آسان الگوریتم اجرای باشد، ساده آن�ها از نمونه تولید و ساده مرحله دو هر در شبیه�سازی �که �صورتی در
سادگی به شبیه�سازی باشند، داشته بسته�ای فرم شرطی چگالی�های �که �صورتی در دیگر، به�عبارت یا است.
کارلو مونت تقریب�های نباشد، انجام قابل مستقیم نمونه�گیری که صورتی در بنابراین، می�شود. انجام
در باشد، p(x, y) توزیع از (X(t), Y

(t)) اگر که می�یابیم در �راحتی به بگیرد. قرار استفاده مورد می�تواند
زنجیر، این مانای توزیع دیگر �عبارت� به بود. خواهد p(x, y) توزیع از نیز (X(t+١), Y

(t+١))صورت� این
است. p(x, y)

۴۶Marginal Posterior Distribution
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چندمرحله�ای گیبز نمونه�گیر

،m > ١ برای که کنید فرض است. دومرحله�ای گیبز نمونه�گیر از تعمیمی چندمرحله�ای گیبز نمونه�گیر
یا بعدی تک است ممکن Yi مؤلفه�های �شود. نوشته Y = (Y١, · · · , Ym) به�صورت Y تصادفی متغیر

کرد: شبیه�سازی زیر به�صورت i = ١,٢, · · · ,m برای می�توان باشند. بعدی چند

Yi | y١, y٢, · · · , yi−١, yi+١, · · · , ym ∼ pi(yi | y١, y٢, · · · , yi−١, yi+١, · · · , ym)

کردن فرض با و t = ١,٢, · · · تکرار با Y (t+١) به Y (t) از انتقال تحت گیبز نمونه�گیر الگوریتم
می�شود: تولید زیر گام�های طی y(t) = (y

(t)
١ , y

(t)
٢ , · · · , y(t)m )

Y
(t+١)
١ ∼ p١(y١ | y(t)٢ , · · · , y(t)m ) .١

Y
(t+١)
٢ ∼ p٢(y٢ | y(t+١)

١ , y
(t)
٣ , · · · , y(t)m ) .٢

...

Y
(t+١)
m ∼ pm(ym | y(t+١)

١ , · · · , y(t+١)
m−١ ) .m

است این گیبز نمونه�گیر یکخصوصیت می�شوند. نامیده کامل۴٧ شرطی چگالی p١, · · · , pm چگالی�های
را بالا ابعاد با مسئله�ای حتی بنابراین، می�گیرند. قرار استفاده مورد شبیه�سازی برای چگالی�ها تنها که
می�آید. حساب به گیبز نمونه�گیری روش مزیت این که کرد تقسیم کوچکتر بعدهای با مسئله چند به می�توان

گیبز تحت متروپلیس-هستینگز الگوریتم ۴.۵.١

به کرد، شبیه�سازی به�سادگی نتوان را کامل شرطی چگالی�های از برخی �که صورتی در را گیبز نمونه�گیر
p١, · · · , pm کامل شرطی چگالی�های از مجموعه یک تحت اگر داد. تعمیم می�توان تنظیماتی با آسانی
کار به را گیبز تحت متروپلیس راهکار �که صورتی در گیبز نمونه�گیر نتایج باشند، غیرمتداول piها از برخی

از شبیه�سازی کنید فرض مثلا نمی�افتد. مخاطره به بگیریم،

Y
(t+١)
i ∼ pi(yi|y(t+١)

١ , · · · , y(t+١)
i−١ , y

(t)
i+١, · · · , y

(t)
m )

نمونه�گیری مراحل از مرحله یک (در آن از نمونه تولید برای می�توان حالت این در باشد. مشکل
آن مانای توزیع که MH الگوریتم یک با گام این حالت این در کرد. استفاده MH الگوریتم از گیبز)
دو از ترکیبی الگوریتم نوع این می�شود. جایگزین است، p(yi|y(t+١)

١ , · · · , y(t+١)
i−١ , y

(t)
i+١, · · · , y

(t)
m )

که حالتی در گویند. گیبز تحت متروپلیس-هستینگز الگوریتم آن به که است MH و گیبز الگوریتم
از مختلفی مراحل ترتیب همین به می�توان باشد، مشکل کامل شرطی چگالی یک از بیشتر شبیه�سازی

کرد. ترکیب MH الگوریتم�های با را گیبز نمونه�گیر

۴٧Full Conditional Density
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خودکار به�طور (٢٠١٣ فینلی، و (اندرو OpenBUGS و ۴٩WinBUGS ،۴٨JAGS نرم�افزارهای
چگالی�های و می�دهند انجام گیبز MHتحت یا گیبز نمونه�گیری روش با را پسین توزیع�های از نمونه تولید

می�کنند. شبیه�سازی را کامل شرطی

گلمن-روبین همگرایی معیار ۵.۵.١

متعدد دنباله�های در را روشی ١٩٩٢ سال در روبین و گلمن شبیه�سازی، توسط همگرایی تشخیص جهت
مرحله هفت اساس بر معیار این ،p(θ) هدف چگالی داشتن با کردند. پیشنهاد مختلف شروع نقاط با

می�شود. تشکیل

این در می�باشد. متفاوت آغازی مقادیر با و ٢n طول با دنباله m ≥ ٢ تولید شامل اول، مرحله •
می�شود. بررسی زنجیر همگرایی آخر تکرار n با و شده حذف دنباله هر اول تکرار n روش،

می�شوند: محاسبه زیر مقادیر نظر، مورد پارامتر هر برای دوم، مرحله •

C =
n

m− ١

m∑
i=١

(θ̄i. − θ̄..)
٢,

W =
١
m

m∑
i=١

s٢i ,

s٢i = ١
n−١

∑n
j=١(θij − θ̄i.) و دنباله m تمام میانگین θ̄.. دنباله، هر میانگین θ̄i. آن در که

دنباله m میانگین�های بین واریانس C
n
که باشید داشته توجه می�باشند. دنباله� هر درون واریانس

است. دنباله�ای درون واریانس m متوسط ،W و

µ̂ = θ̄.. یعنی ،θ شبیه�سازی�شده مقادیر mn نمونه�ای میانگین برابر را µ̂ میانگین سوم، مرحله •
می�دهیم. قرار

یعنی می�شود. محاسبه C و W وزنی متوسط عنوان به هدف توزیع واریانس چهارم، مرحله •
.E(W ) = σ٢ آن�گاه ،n → ∞ اگر رو، این از .σ̂٢ = n−١

n
W + ١

n
C

تقریب آن نتیجه که می�شود گرفته نظر در هدف توزیع برآورد عنوان ,N(µ̂به σ̂٢) توزیع پنجم، مرحله •
df = ٢V̂ ٢/ ˆvar(V̂ ) آزادی درجه و

√
V̂ =

√
σ̂٢ + C/mn مقیاس ،µ̂ میانگین با t توزیع

بود. خواهد θ برای

بالقوه۵٠ مقیاس کاهش عامل که است عاملی برآورد توسط همگرایی بر نظارت مرحله ششم، مرحله •

۴٨Just Another Gibbs Sampler
۴٩Win Bayesian inference Using Gibbs Sampler
۵٠ Potential Scale Reduction Factor
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می�شود: برآورد زیر �صورت به و دارد نام (PSRF )

R̂ =

√
V̂

W

df

df − ٢

=

√
(
n− ١
n

+
m+ ١
mn

C

W
)

df

df − ٢ .

می�یابد. کاهش یک سمت به ،n → ∞ که زمانی عامل این

مانا توزیع به همگرایی دهد، نشان را یک به نزدیک عددی R̂ اگر گفت می�توان آخر مرحله در •
تولید عبارتی به یا طولانی�تر، زنجیرهای اجرای نیازمند این�صورت، غیر در است. شده حاصل

بود. خواهیم بیشتر نمونه�های

بیزی برازش معیار�های ۶.١

داده پیچیدگی�های کاوش با را مدل�ها از بزرگی رده برازش امکان MCMC روش�های گستردگی
را، مدل�ها مقایسه پایه�های طبیعتاً توانایی، این .(١٩٩۶ همکاران، و (گیلکس است ساخته فراهم
می�کند. فراهم می�کند، توصیف داده�ها در را اطلاعات که فشرده مدل�های از رده یک تعریف کمک با
و می�باشد انحراف۵١ آماره که برازش، اندازه تعریف با مدل مقایسه کلاسیک، مدل�بندی چارچوب در
٢٠١٢؛ اجانن، و (وهتری می�شود همراه است، مدل در آزاد پارامترهای تعداد که پیچیدگی۵٢، همچنین
تحت مدل�ها داشت. خواهیم مدل از بهتری برازش یابد، افزایش پیچیدگی چه هر .(٢٠١٣ واتاناب،
مدل�ها، مقایسه برای شد. آغاز ١٩٧٣ سال در کاییک آ کار با ابتدا در و می�شوند مقایسه کمیت دو این
هر آورد. به�دست تکراری، داده مجموعه یک روی را، انتظار مورد زیان اندازه می�توان که شد پیشنهاد
و (١٩٩۶) ریپلی ،(١٩٨۶) افرون به بیشتر اطلاع برای است. بهتر مدل باشد، کوچکتر زیان اندازه چه

کنید. مراجعه (١٩٩٨) اندرسون و برنهام
داشت توجه نکته این به باید ولی گرفت. کار به می�توان نیز را بیزی اطلاع معیار مدل، مقایسه برای
.(١٩٩۵ رفتری، و (کاس باشد کمتر مشاهدات تعداد از و مشخص باید مدل در پارامترها تعداد که
که است واضح و باشد بیشتر مشاهدات تعداد از پارامترها تعداد است ممکن پیچیده مدل�های در اما،

.(١٩٩۴ دی، و (گلفاند برد کار به مستقیم به�صورت را روش�ها این نمی�توان
صورت این در بگیریم، نظر در p(y|θ) چگالی با y مشاهده�شده داده�های برای را مدلی اگر

در مدل، انتخاب برای است. θ از تابعی انحراف، می�شود. نامیده انحراف D(θ) = −٢log{p(y | θ)}
کاییک۵٣ آ اطلاع معیار از غیرلانه�ای مدل�های در و فرضیه آزمون از لانه�ای مدل�های در کلاسیک، دیدگاه

(AIC)

۵١Deviance Statistics
۵٢Complexity
۵٣Akike Information Criterion
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AIC = −٢log{p(y|θ̂)}+ ٢p

می�توان است. مدل در پارامترها تعداد p و درستنمایی ماکسیمم برآورد θ̂ آن در که می�شود استفاده
معتبر و مستقل داده�های عموماً داشت. انحراف از استفاده با ارزیابی�شده، مدل از بهتری پیش�بینی�های
تاوان است. نیاز داده�ها از دوباره استفاده برای تاوانی شوند، برآورد پارامترها �که صورتی در و نداریم
مانند گاهی�بخش۵۴، آ پیشین با مدل�هایی در را AIC همچنین، است. ٢p برابر کایی آ اطلاع معیار برای
اسچوارز نیست. مشخص عموماً آزاد پارامتر تعداد همچنین، برد. کار به نمی�توان مرتبه�ای مدل�های

می�کند: تعریف زیر به�صورت را (BIC) بیزی۵۵ اطلاع معیار (١٩٨٧)

BIC = −٢log{p(y | θ̂)}+ plog(n)

برای متفاوتی عملکردهای معیار، دو این است. AIC از بزرگ�تر BIC جریمه بزرگ، nهای برای
از اندازه�ای به�عنوان Eθ|y[D(θ)] = D̄(θ) پسین انحراف میانگین ١٩٩۶ سال در دارند. مدل مقایسه
AIC معیار اساس بر بیزی استنباط در بنابراین�، شد. پیشنهاد همکاران و اسپیگلهالتر توسط برازش،
بر زیر به�صورت و است معروف (EAIC) انتظار۵۶ مورد کاییک آ اطلاع معیار به که بر جدیدی معیار

می�گردد: محاسبه پسین امید حسب

EAIC = D̄(θ) + ٢p.

شد معرفی زیر به�صورت ۵٧EBIC نیز بیزی اطلاع معیار برای EAIC مشابه

EBIC = D̄(θ) + plog(n)

.(٢٠٠٢ همکاران، و (اسپیگلهالتر می�کند عمل متفاوت کاملا قبلی معیارهای به نسبت معیار این
سال در نیست. مشخص شود، گرفته کار به باید مدل در پیچیدگی برای که جریمه�ای کلی، به�طور
توزیع تحت واریانس Vθ|y(.) آن در که گرفت، نظر در جریمه به�عنوان را ١

٢Vθ|y{D(θ)} مقاله�ای ١٩٩٧
(DIC) انحراف۵٨ اطلاع معیار به�صورت ١٩٩٨ سال در جریمه، این با معرفی�شده معیار است. پسین

:(٢٠٠٢ همکاران، و (اسپیگلهالتر می�شود تعریف زیر به�صورت که یافت تغییر
DIC = D(θ̄) + ٢pD = D̄(θ) + pD (٧.١)

آن در که

pD = D̄(θ)−D(θ̄)

۵۴Informative Prior
۵۵Bayesian Information Criterion
۵۶Expected Akike Information Criterion
۵٧Expected Bayesian Information Criterion
۵٨Deviance Information Criterion
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pD اساس بر پیچیدگی مقدار DIC معیار در است. انحراف آماره همان D(·) و θ̄ = E(θ|y)
است. D(θ̄) عهده بر نیز مدل برازش سنجش و می�شود تعریف

زیرا، است. کاییک آ معیار برابر تقریباً ،DIC گاهی�بخش کم�آ پیشین اطلاعات با مدل�هایی در
درستنمایی و پیشین توزیع حاصل�ضرب با پسین توزیع و است پسین توزیع مبنای بر بیزی استنباط
متناسب درستنمایی با پسین توزیع باشد، گاهی�بخش کم�آ پیشین توزیع که صورتی در است. متناسب

می�آید. به�دست مشابهی مقادیر DIC و کاییک آ معیار برای برازش اندازه و می�شود
مدل به�عنوان دهد، اختصاص خود به معیار�ها این در را مقدار کمترین که مدلی مدل�ها، مقایسه در

.(٢٠٠۶ همکاران، و کلوکس ١٩٩٨؛ اندرسون، و (برانهام می�شود برگزیده مناسب
غیرممکن تقریباً و دشوار بسیار MCMCکاری الگوریتم�های انجام زیاد، پارامترهای با مدل�های در
این در است. شده کاسته WinBUGS و JAGS مانند نرم�افزارهایی پیدایش با دشواری این از است.
آن از مختصری معرفی به ادامه در شده�اند. انجام JAGS نرم�افزار اساس بر استنباط�ها تمام پایان�نامه،

می�پردازیم.

JAGS ٧.١

وجود آن برای بسته�ای صورت موارد از بسیاری در و بوده پسین توزیع پایه بر استنباطی بیزی، استنباط
تولید نمونه MCMC الگوریتم با پسین توزیع از نتیجه، در است. مشکل بسیار آن تقریب یا ندارد
این به توجه با و است متروپلیس-هستینگز و گیبز نمونه�گیر شامل MCMC �که این به نظر با می�کنیم.
نمونه�گیر از استفاده است، شرطی پسین توزیع�های و توأم پسین توزیع�های ایجاد به قادر گیبز نمونه�گیر �که
ممکن تقریباً شرطی توزیع�های این محاسبه باشد، بالا پارامتر بعد �که زمانی اما، می�شود. داده ترجیح گیبز
یا دقیق تحلیلی حل که است مسائلی حل و بیزی مدل�های تحلیل برای برنامه�ای BUGS اما نیست.
-١٩٩٢ سال�های در که است classicBUGS برنامه این اولیه شکل ندارد. وجود آن�ها برای تقریبی
مارکوف زنجیرهای تحلیل برای و بود ساده دستوری خطی رابطه یک برنامه این شد. ارائه ١٩٩۶
به نسبت جامع�تری نسخه این شد. ارائه WinBUGS ،١٩٩٧ سال در داشت. محدودی ظرفیت
نسخه ندارد. ویندوز از غیر به نرم�افزاری بسته�های روی بر را اجرا قابلیت اما است. classicBUGS

قابلیت قبلی، نسخه خلاف بر که شد نوشته OpenBUGS نام به ٢٠٠٢ سال در BUGS از دیگری
داشت. را Unix/Linux عامل سیستم�های روی بر نصب

اجرای در است. JAGS شده، نوشته C + + در که BUGS زبان برای آزاد منبع موتور یک
برای می�شود. نمونه�گیری زنجیرها از مدل فرمول�بندی از پس و نموده وارد را داده�ها ابتدا JAGS برنامه
آماده شبیه�سازی برای را مدل سپس دهیم. ارائه مدل به را آغازین مقدار چند باید MCMC شبیه�سازی
که است خروجی اجرا، باقیمانده و سوزاندن۵٩ دوره شامل اول بخش در MCMC خروجی می�کنیم.
نمونه�هایی تولید برای و همگرایی کنترل منظور به می�شود. مشاهده توأم پسین توزیع به شدن همگرا برای
از دنباله�ای شامل زنجیرها از یک هر داریم. نیاز زنجیر چندین به معمول به�طور کمتر، وابستگی با

۵٩Burn-in
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و (لان می�کنیم بررسی را مدل همگرایی نمونه، تولید از بعد هستند. پسین توزیع از تولیدشده نمونه�های
اجرای کلی دستورالعمل شد، عنوان که مراحلی به توجه با .(٢٠١٣ فینلی، و اندرو ٢٠٠٠؛ همکاران،

بود: خواهد زیر به�صورت JAGS در برنامه یک

data <- list(x=x, y=y, n=length(x))
inits <- list( list( var1, var2, var3, var4 ),

list( var1, var2, var3, var4 ),
list( var1, var2, var3, var4 ) )

cat( " model {
##Likelihood
...
##Priors
...
}", fill=TRUE, file="model.jag " )
mod <- jags.model("model.jag", data=data,

inits=inits,
n.chains=3
n.adapt=1000)

out <- coda.samples(mod,
var=c("var1", "var2", "var3", "var4")
n.iter=10000,
thin=1)

summary(out)

مفاهیم ٨.١

است. بتا رگرسیون مدل برازش، برای مناسب مدلی باشند، پیوسته و (٠,١) فاصله به محدود داده�ها اگر
رگرسیون مدل آن پی در و بتا رگرسیون مدل بعد فصل�های در و کرده تعریف را بتا توزیع ادامه، در
مدل تنومندی و پرت داده تعریف به شد، ذکر کنون تا آنچه پی در می�کنیم. عنوان را بتا مستطیلی
داده آن به که می�شویم، روبرو مفهومی با آزمایش�ها، طرح یا رگرسیون با مرتبط مباحث در می�پردازیم.
انحراف مشاهدات سایر به نسبت داده�ها از تعدادی است ممکن نمونه یک در حقیقت، در می�گویند. پرت
شاید که می�کند ایجاد افراد ذهن در را تفکر این که است اندازه�ای به انحراف این و باشند داشته زیادی
داده�های به نسبت بتا رگرسیون مدل که می�دهد نشان بررسی�ها باشند. آمده دیگری جامعه از داده�ها این
تعریف (٠,١) بازه در آن در پاسخ متغیر که گردد معرفی جدیدی مدل باید پس نیست. نیرومند پرت
در مدل این باشد. داشته نیرومندی عملکرد پرت داده�های به نسبت باید می�شود معرفی که مدلی گردد.
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معرفی از پس می�دانیم که همان�طور می�گردد. معرفی بتا مستطیلی رگرسیون مدل نام با آتی فصل�های
این به پرداختن جهت نماییم. تأیید را پیشنهادی مدل صحت و بپردازیم مدل آن تحلیل به باید مدل هر

هستیم. بتا توزیع تعریف نیازمند مدل�ها

بتا توزیع ١.٨.١

آن احتمال چگالی تابع می�شود. تعریف [a, b] بازه بر که، است پیوسته�ای احتمالی توزیع بتا۶٠ توزیع
به�صورت

pY (y) =
Γ(α + β)

Γ(α)Γ(β)
(y − a)α−١(b− y)β−١(b− a)α+β−١, a < y < b, α, β > ٠

تغییر از استفاده با البته .(٢٠٠٧ کوپر، و (جان هستند شکل۶١ پارامترهای β و α آن در که است،
توزیع، این می�باشد. آشنایی توزیع که نوشت استاندارد بتای به�صورت را بتا توزیع می�توان y−a

y−b
متغیر

احتمال درباره، که می�شود استفاده مدل�هایی برای توزیع، این است. دریکله توزیع از خاصی حالت
احتمال چگالی تابع دارند. جای دسته این در درصدها۶٣، و نسبت�ها۶٢ است. آزمایش یک موفقیت

است: زیر شکل به استاندارد بتای

pY (y) =
Γ(α + β)

Γ(α)Γ(β)
yα−١)١− y)β−١, ٠ < y < ١

در نامیم. می بتا را استاندارد بتای پس، این از هستند. مثبت مقادیر پارامترها، تکیه�گاه آن در که
و کشیده�تر توزیع شکل باشند بزرگتر β و α چه هر است. متقارن بتا توزیع باشد، α = β �که صورتی
یکنواخت توزیع یک آنگاه باشد، α = β = ١ اگر .(٢٠٠٧ شنتن، و (بومن شد خواهد کمتر آن واریانس
پارامتر که صورتی در درمی�آید. چوله به�صورت توزیع باشد α ̸= β اگر داشت. خواهیم [٠,١] فاصله در
است. انعطاف�پذیر توزیع یک بتا، توزیع بود. خواهد چپ سمت به چوله باشد، بزرگتر دوم پارامتر از اول
باشد. داشته متفاوتی شکل�های می�تواند پارامترها، مختلف مقادیر ازای به آن احتمال چگالی تابع زیرا

هستند: زیر به�صورت توزیع این واریانس و میانگین

E(Y ) =
α

α + β
, V ar(Y ) =

αβ

(α + β)٢(α + β + ١)
به�صورت و موجود هستند، یک از بزرگتر β و α که زمانی توزیع، مد

mod(y) =
(α− ١)

(α + β − ٢)
است. شده بحث (١٩٩٩) باری توسط بتا توزیع کاربردهای است.

۶٠Beta Distribution
۶١Shape Parameter
۶٢Proportion
۶٣Precentage



٢۵ مفاهیم .٨.١

پرت داده�های ٢.٨.١

اندازه�گیری�ها از برخی یا که هستند این نشانگر معمولا اما، می�شوند. مشاهده زیادی دلایل به پرت داده�های
هستند. سنگین دم با احتمالی توزیع دارای داده�ها یا اشتباه�اند، دارای

داده�های عمومی وضعیت از اتفاقی، یا غیرعادی به�طور که است مشاهده�ای پرت داده .١.٨.١ تعریف
فرگوسن باشد. داشته انحراف می�شوند، آزمایش آن اساس بر که قاعده�ای به نسبت و آزمایش تحت
به�طور مشاهده دو یا یک معمولا جامعه، یک از اصلاح�شده اندازه با نمونه یک در دارد اعتقاد (١٩۶١)

نمی�کنند. پیروی داده�ها بقیه روند از که دارند، فاصله اصلی گروه از شگفت�آوری
داده�ها بقیه روند از که است ساده میانگین یا مشاهده یک پرت داده که کرد بیان نیز (١٩٨١) میلر

نمی�کند. پیروی

در می�گردد. خطا بروز موجب امر همین دارند. بیشتری پراکندگی سایرین به نسبت مشاهدات برخی
داده�ها از تعدادی که دهیم تشخیص اگر نمی�شوند. گرفته نظر در خطاها این نظری مباحث در که حالی
تعریف به توجه با می�کند. کمک ما به داده�ها تحلیل نباشیم، مطمئن تشخیصی راه به گرچه هستند، پرت
ممکن پرت داده�های که زیرا نمی�باشد، ممکن فرضیه آزمون روش�های با آن�ها تشخیص پرت، داده�های
که این یا باشند، آمده متفاوت پارامتر چند یا یک با ولی مشاهدات، بقیه توزیع همانند توزیعی از است
داده�های روش�هایی با می�توان هستند، هم�توزیع داده�ها بدانیم که صورتی در کنند. پیروی متفاوتی توزیع از

داد. تشخیص را پرت
انحراف کنیم قرارداد که است این می�رسد، نظر به پرت داده�های تشخیص برای که راهی ساده�ترین
روش این داشت، توجه نکته این به باید گرفت. نظر در پرت داده باید را استاندارد انحراف سه از بیش
می�گردند. مطرح برشی نقاط چوله، توزیع�های با داده�هایی برای نیست. مناسب چوله داده�های برای
استیودنت یا استاندارد�شده باقیمانده، فاصله از شاخص�هایی داریم، متغیری چند توزیع�های که هنگامی

باشند. مفید پرت نقاط شناسایی در می�توانند که می�شود مطرح رگرسیون به مربوط شده،

مدل تنومندی ٣.٨.١

متقارن که توزیع�هایی یا غیرمعمولند، مشاهدات زمانی�که تنومند رگرسیون روش�های و تنومندی بحث
M−برآورد یا کرانداری مؤثر رگرسیون هنگامی�که .(١٩٩۶ و ١٩٩٨ (مارکاتو، می�گردد مطرح نیستند،
حساسیت عدم تنومندی، (١٩٨١) هابر تحت می�شود. کید تأ تنومندی روی خاص به�طور باشد مطرح
توزیعی نیرومندی به خاص به�صورت می�شود. تعریف نظر مورد مدل پذیره�های از کوچک انحرافات به
تنومندی همچنین است. ما مدنظر رگرسیون برآورد در پرت نقاط یا نامتقارن توزیع�های تأثیر و علاقه�مندیم
توزیع، شکل به نیرومندی می�گردد. مطرح نیست، ثابت خطا واریانس که استاندارد خطاهای توصیف در

می�شود. داده ترجیح است، شده فرض نظری به�صورت که
بین روابط و مطالعه تحت توزیع�های درباره پیشین پذیره�های و مشاهدات اساس بر آماری استنباط�های
باشد، داشته را زیر خصوصیات اگر مدل یک هستند. همراه خطا با پذیره�ها این همچنین است. متغیرها

است: نیرومند



٢۶ اولیه مفاهیم و تعاریف .١

نااریبی و نسبی کارایی •

نمی�کند. ناقص را مدل عملکرد اساساً مدل، پذیره�های از کوچک انحرافات •

نمی�کند. نامعتبر را مدل کاملا بزرگتر انحرافات گاهی •

گسسته آمیخته�های ۴.٨.١

تصادفی متغیرهای از دنباله�ای برای آن، توزیع اگر است، گسسته آمیخته توزیع دارای Y تصادفی متغیر
وزنی مجموع به�صورت Y١, Y٢, · · ·

p(Y ⩽ y) =
∑

pip(Yi ⩽ y)

گویند. آمیختگی وزن�های یا ضرایب pi ثابت�های به .
∑

pi = ١ که به�طوری باشد،

دومؤلفه�ای گسسته آمیخته

تصادفی متغیر دو برای آن، توزیع اگر است، دومؤلفه�ای گسسته آمیخته توزیع دارای Y تصادفی متغیر
وزنی مجموع به�صورت Y٢ و Y١

p(Y ⩽ y) = p١p(Y١ ⩽ y) + p٢p(Y٢ ⩽ y)

داد. نمایش می�توان نیز چگالی تابع با را آمیخته توزیع�های نمایش .p١ + p٢ = ١ که به�طوری باشد

کولبک-لیبلر واگرایی اندازه ۵.٨.١

این است. Q و P احتمال توزیع�های بین نامتقارن اندازه�ای ۶۴ کولبک-لیبلر واگرایی احتمال، در
توزیع دو بین فاصله سنجش برای متری به�دنبال اگر بنابراین نیست. دارا را متر یک ویژگی�های اندازه
از Q فاصله برابر Q از P فاصله معیار این اساس بر به�عبارتی کرد. استفاده نمی�توان آن از باشیم،
Pواگرایی که است، واگرایی�ها از گسترده�تر رده یک از خاصی حالت کولبک-لیبلر واگرایی نیست. P
١٩۵١ سال در لیبلر ریچارد و کولبک سالمون توسط ابتدا در کولبک-لیبلر واگرایی می�شوند. نامیده
استنتاج برگمن واگرایی از جهت�دار واگرایی شد. معرفی توزیع دو بین جهت�دار واگرایی عنوان تحت

.(١٩۵١ لیبلر، و (کولبک بود شده
به تنها این�جا در اما است. تعریف قابل پیوسته و گسسته توزیع�های برای کولبک-لیبلر واگرایی

می�پردازیم. پیوسته حالت در آن تعریف

۶۴Kullback-Leibler



٢٧ مفاهیم .٨.١

زیر به�صورت P از Q کولبک-لیبلر واگرایی معیار ،Q و P پیوسته توزیع�های برای .٢.٨.١ تعریف
می�شود: تعریف

DKL(P ∥ Q) =

∫ ∞

−∞
p(y)ln

p(y)

q(y)
dy

لگاریتم امید همگرایی این دیگر، عبارت به می�باشند. Q و P چگالی توابع q(·) و p(·) آن در که
باشد. P احتمالات اساس بر امید که وقتی است، Q و P احتمال�های بین اختلاف

بیزی کولبک-لیبلر واگرایی

پیشین توزیع تبدیل برای هدف، اطلاع از اندازه�ای می�تواند کولبک-لیبلر واگرایی بیزی، آماره�های در
پسین احتمال توزیع به p(y) از Y احتمال توزیع از تبدیلی می�تواند فاصله این باشد. پسین توزیع به

باشد: بیز قضیه از استفاده با p(y | x)

p(y | x) = p(x | y)p(y)
p(x)

.

داریم کولبک-لیبلر واگرایی در

DKL(p(y|x) | p(y)) =
∫

p(y|x)lnp(y|x)
p(y)

.

است پسین و پیشین توزیع بین کولبک-لیبلر واگرایی ماکسیمم�سازی این�جا در کلی هدف واقع در
.(٢٠٠١ همکاران، و اندرسون ٢٠٠١؛ همکاران، و (کنه

این منظر از باشد داشته استنباط در کمتری تأثیر که هستیم پیشینی معرفی دنبال به چون معمولا
باشد. زیاد حاصل پسین با آن KL اندازه که است مطلوب پیشینی معیار،



٢٨



٢ فصل

به محدود پیوسته پاسخ�های برای تنومند مدلی
(٠,١)

مؤثر عوامل کشف به علاقه�مند رشد، نرخ مانند نسبت، و نرخ پاسخ�های تحلیل برای متعددی موارد در
ضرایب تفسیر کرد. بررسی را عوامل این می�توان رگرسیونی مدل�های با معمولا هستیم. پاسخ متغیر بر
مقیاس تغییر داده� از مجموعه�هایی میان در را ضرایب اگر است. حساس داده�ها مقیاس به رگرسیون،
ضریب پیشگو، یک تغییرات بازه تغییر با زیرا .(١٩٨۶ (کینگ، می�شود گیج�کننده آن�ها مقایسه دهیم،
چالش�های به نیز (١٩۶١) بلالک باشد. نکرده تغییر رگرسیونی مدل اگر حتی می�دهد، مقیاس تغییر آن
و گرینلند همچنین دارد. اشاره نه، یا است لازم رگرسیون در مقیاس تغییر این�که و ضرایب مقایسه
بحث است، مطرح استانداردشده رگرسیون ضرایب مورد در که چالش�هایی مورد در (١٩٨۶) همکاران

کرده�اند.

متغیر �صورت این در باشد. مفید ابزاری رگرسیون فهم برای می�تواند استانداردسازی فرآیند اما
پروبیت و لجیت رگرسیونی مدل�های از می�توان آن�ها تحلیل برای می�گیرد. قرار (٠,١) بازه در پاسخ
برای مدل�ها این از استفاده هستند، چوله به�شدت معمولا پاسخ�ها نوع این که آن�جا از اما کرد. استفاده
برای مناسب روشی شده، واقع بحث مورد فصل این در که بتا رگرسیون نیستند. مناسب پاسخ�ها این

است. (٠,١) تغییرات دامنه با پاسخ�هایی مدل�بندی

به علاقه�مند رو این از هستند، حساس پرت داده�های وجود به آماری استنباط روش�های از بسیاری
بتا مستطیلی رگرسیون مدل باشند. منعطف پرت داده�های به نسبت که هستیم روش�هایی از استفاده
پرت نقاط به نسبت که است مدلی می�شود، معرفی فصل این در که (٠,١) بازه در پیوسته داده�های برای

است. تنومند

٢٩



٣٠ (٠,١) به محدود پیوسته پاسخ�های برای تنومند مدلی .٢

بتا توزیع ١.٢

را Y تصادفی متغیر چگالی تابع �که صورتی در است. نیاز بتا چگالی تعریف به بتا رگرسیون بیان برای
صورت به

p(y;α, β) =
Γ(α + β)

Γ(α)Γ(β)
y(α−١)(١− y)(β−١), ٠ < y < ١, α, β > ٠

Y ∼ Beta(α, β) نماد با را آن و است β و α پارامترهای با بتا توزیع دارای Y آنگاه بگیریم، نظر در
چگالی تابع توزیع این است. شکل پارامتر دو دارای که است معروفی توزیع بتا توزیع می�دهیم. نمایش
داشت. β و α مختلف مقادیر گرفتن نظر در با را آن از مختلفی شکل�های می�توان و دارد منعطفی
شده رسم خود پارامترهای از مختلفی مقادیر ازای به بتا چگالی تابع می�بینید ١.٢ شکل در که همان�طور
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β و α متفاوت مقادیر ازای به بتا چگالی توابع نمودارهای :١.٢ شکل

مورد داده�های برای نتیجه در باشد. چوله یا متقارن پخ، یا کشیده می�تواند چگالی تابع این شکل است.
می�باشد. مناسب هستند، چوله بسیار که پایان�نامه این در نظر

مشخص، واریانس گرفتن نظر در با است، آمده (٢٠١١) گارسیا و (٢٠٠٨) هان در که همان�طور
نظر در با می�دهد. نشان خود از زیادی انعطاف�پذیری متفاوت پارامترهای برای دم ناحیه در بتا توزیع



٣١ بتا توزیع .١.٢

کنیم. استفاده نسبت�ها مدل�سازی برای آن از می�توانیم مطلب این گرفتن
باید ببینیم، پاسخ متغیر روی را تبیینی متغیرهای تأثیر می�خواهیم که زمانی رگرسیونی مدل در
استفاده نیازمند بتا توزیع حسب بر رگرسیونی مدل تعریف برای بنابراین، کنیم. مدل را پاسخ میانگین
به معروف دیگری پارامتر و توزیع میانگین طبق آن پارامترهای که هستیم بتا توزیع از متفاوتی شکل از
این بر کرد. مرتبط تبیینی متغیرهای به را توزیع میانگین بتوان تا می�شود سبب نمایش این باشد. دقت
می�توان که می�کنیم ١ بازپارامتری ϕ = α + β و µ = α

α+β
عبارات جایگزاری با را بتا توزیع اساس،

سریباری و فراری توسط بتا توزیع بازنویسی آورد. به�دست عبارات این از را β = (١−µ)ϕ و α = µϕ

است: زیر به�صورت بازنویسی�شده چگالی تابع که به�طوری شد، ارائه (٢٠٠۴)

f(y;µ, ϕ) =
Γ(ϕ)

Γ(µϕ)Γ((١− µ)ϕ)
y(µϕ−١)(١− y)((١−µ)ϕ−١), ٠ < y < ١ (١.٢)

را آن که است بازنویسی�شده بتا توزیع دارای Y تصادفی متغیر .ϕ > ٠ و ٠ < µ < ١ آن در که
آن به پس این از و b(y | µ, ϕ) نماد با را آن چگالی تابع و می�دهیم نشان Y ∼ Beta(µ, ϕ) نماد با
میانگین که کرد بررسی می�توان راحتی به ریاضی، امید مستقیم تعریف از استفاده با می�گوییم. بتا توزیع

است: µ همان (١.٢) چگالی تابع با بتا توزیع

E(Y |µ, ϕ) =
∫ ١

٠

Γ(ϕ)

Γ(µϕ)Γ((١− µ)ϕ)
yµϕ−١)١− y)(١−µ)ϕ−١ydy

=
Γ(µϕ+ ١)Γ(ϕ)
Γ(µϕ)Γ(ϕ+ ١)

∫ ١

٠

Γ(ϕ+ ١)
Γ(µϕ+ ١)Γ((١− µ)ϕ)

yµϕ(١− y)(١−µ)ϕ−١dy︸ ︷︷ ︸
=١

=
µϕΓ(µϕ)Γ(ϕ)

Γ(µϕ)ϕΓ(ϕ)

=
µϕ

ϕ

= µ. (٢.٢)

می�شود. بازپارامتری شده، گرفته نظر در (µ, ϕ) پارامترهای برای که متفاوتی مقادیر با بتا توزیع
µ پارامتر مقادیر تغییر با داشت. خواهیم بتا توزیع چگالی توابع از متفاوتی شکل�های صورت، این در

داشت. خواهیم بتا توزیع از (µ ̸= ١
٢) نامتقارن شکل�های و (µ = ١

٢) متقارن شکل�های
می�کنیم: استفاده واریانس مستقیم تعریف از بازپارامتری�شده توزیع واریانس محاسبه برای

V ar(Y | µ, ϕ) = E(Y ٢ | µ, ϕ)− E٢(Y | µ, ϕ). (٣.٢)

می�نماییم: محاسبه را E(Y ٢ | µ, ϕ) ابتدا

١Reparametrization



٣٢ (٠,١) به محدود پیوسته پاسخ�های برای تنومند مدلی .٢

E(Y ٢ | µ, ϕ) =
∫ ١

٠

Γ(ϕ)

Γ(µϕ)Γ((١− µ)ϕ)
yµϕ−١)١− y)(١−µ)ϕ−١y٢dy.

می�آید به�دست زیر صورت به� بالا انتگرال :حاصل Γ(µϕ+ ٢)Γ(ϕ+ ٢) عبارت تقسیم و ضرب با

=
Γ(µϕ+ ٢)Γ(ϕ)
Γ(µϕ)Γ(ϕ+ ٢)

∫ ١

٠

Γ(ϕ+ ٢)
Γ(µϕ+ ٢)Γ((١− µ)ϕ)

yµϕ+١)١− y)(١−µ)ϕ−١dy︸ ︷︷ ︸
=١

=
(µϕ+ ١)(µϕ)Γ(µϕ)Γ(ϕ)
Γ(µϕ)(ϕ+ ١)ϕΓ(ϕ)

=
µ(µϕ+ ١)
ϕ+ ١

=
µ٢ϕ+ µ

ϕ+ ١ . (۴.٢)

داریم (۴.٢) و (٣.٢) ،(٢.٢) از استفاده با آن�گاه

V ar(Y |µ, ϕ) =E(Y ٢ | µ, ϕ)− E٢(Y | µ, ϕ)

=
µ٢ϕ+ µ

ϕ+ ١ − µ٢

=
µ٢ϕ+ µ− µ٢ϕ− µ٢

ϕ+ ١

=
µ(١− µ)

ϕ+ ١ . (۵.٢)

کاهش بتا واریانس کند، پیدا افزایش ϕ چه هر ثابت، µ گرفتن نظر در با (۵.٢) رابطه به توجه با
این در داد. قرار استفاده مورد مدل دقت ارزیابی برای پارامتری به�عنوان می�توان را ϕ پس می�یابد.
یکنواخت توزیع و بتا توزیع یک از آمیخته�ای توزیع این هستیم. جدید توزیع یک معرفی دنبال به فصل
بر رگرسیونی مدل یک سپس می�گیرد. قرار (٠,١) بازه در توزیع این تعریف دامنه است. استاندارد
”میانگین” و ”دقت” رگرسیونی مدل این در پاسخ متغیر پارامترهای می�کنیم. تعریف توزیع این اساس

می�کنیم: معرفی را بتا رگرسیون مدل ابتدا آن از قبل هستند.

بتا رگرسیون مدل ٢.٢

و بتا توزیع با پاسخ متغیر آن در که کردند پیشنهاد را مدلی بار اولین برای (٢٠٠۴) سریباری و فراری
پارامتر یک و ،�µ پاسخ، میانگین از استفاده با تعمیم�یافته خطی مدل�های چارچوب در (١.٢) چگالی تابع

است. شده مدل�سازی ،ϕ دقت، پارامتر نام به مثبت
چگالی تابع ،(١.٢) بتا بازپارامتری�شده توزیع مبنای بر و تعمیم�یافته خطی مدل�های چارچوب در

داد. نشان Y ∼ Beta(µϕ, (١− µ)ϕ)نماد با می�توان را y پاسخ متغیر



٣٣ �بتا مستطیلی توزیع .٣.٢

می�نویسیم باشند، µ١, · · · , µn میانگین با مستقل تصادفی متغیر n ،Y١, · · · , Yn اگر
ϕi دقت پارامتر و µi میانگین برای تبدیلی بتا، رگرسیون مدل بنابراین .Yi ∼ Beta(µϕi, (١−µ)ϕi)

به�صورت را آن می�توان که می�دهد انجام

g١(µi) = xTi β, g٢(ϕi) = wT
i δ (۶.٢)

رگرسیونی ضرایب بردارهای δ = (δ١, . . . , δn)
T و β = (β١, . . . , βn)

T به�ترتیب که نوشت
برای معلوم تبیینی متغیرهای بردارهای wi = (w١, . . . , wn)

T و xi = (x١, . . . , xn)
T و نامعلوم

می�باشند. مشتق�پذیر و یکنوا پیوند توابع g٢(·) و g١(·) و عضو iامین
پیوند تابع اغلب، می�باشد. دقت پارامتر و پاسخ میانگین برای پیوند تابع تعریف نیازمند GLM رده
انتخاب لجیت پیوند تابع بنگارد، (٠,١) بازه به را خطی پیشگوی بتواند که پاسخ میانگین برای مناسب

به�عبارتی می�شود.

logit(µi) = ln(
µi

١− µi

) = xT
i β.

تابع است، مثبت اکیداً پارامتر یک که دقت، پارامتر برای مناسب پیوند تابع یک مشابه، به�طور
و (فراری شود گرفته نظر در ثابت می�تواند پارامتر این می�باشد. ،g٢(ϕi) = log(ϕi) لگاریتمی، پیوند
شود مدل�سازی log(ϕi) = wT

i δ مانند میانگین، مشابه رگرسیونی ترکیب یک در یا (٢٠٠۴ سریباری،
.(٢٠٠۶ ورکوی�لن، و (اسمیتسون

�بتا مستطیلی توزیع ٣.٢

به می�افتند. اتفاق فراوانی تنوع با پیشامدها توزیع�ها دم نواحی در که درمی�یابیم آماری، متون در نظر با
مستطیلی توزیع�های شرایط، این بهبود برای بود. نخواهند واقعی دنیای نمایانگر توزیع�ها سبب همین
در که دیگری توزیع و باریک دم توزیع یک از آمیخته�ای ،معمولا .(٢٠٠٠ (مارکتوا، می�گردند مطرح
می�شود گرفته نظر در دارد، پرت نقاط به نسبت بیشتری انعطاف�پذیری و بوده پهن�تر دم�ها خاص ناحیه
و دهیم افزایش را بتا توزیع انعطاف�پذیری بخواهیم اگر راستا، همین در .(٢٠٠٣ همکاران، و (گلمن
را زیادی پیشامدهای که باشیم داشته بزرگتر درستنمایی و دقت مختلف مقادیر با رگرسیونی مدل یک
بار اولین توزیع، این است. امکان�پذیر �بتا، مستطیلی توزیع از استفاده با می�کند، ایجاد دمی نواحی در

شد. مطرح ٢٠٠٨ سال در هان توسط
است: زیر به�صورت بتا مستطیلی توزیع چگالی تابع

g(y | µ, ϕ, θ) = θ + (١− θ)b(y | µ, ϕ) (٧.٢)

است بتا توزیع دو از آمیخته�ای �بتا مستطیلی توزیع است. آمیختگی٢ پارامتر ٠ ≤ θ ≤ ١ آن در که

٢Mixture Parameter



٣۴ (٠,١) به محدود پیوسته پاسخ�های برای تنومند مدلی .٢

است. استاندارد یکنواخت توزیع همان توزیع این واقع، در است. Beta(١٢ ,٢) توزیع آن�ها از یکی که
نشان Y ∼ BR(µ, ϕ, θ) نماد با را آن باشد، (٧.٢) آمیخته چگالی تابع دارای Y تصادفی متغیر اگر
یکنواخت توزیع باشد، θ = ١ که زمانی است واضح آمیخته، چگالی تابع شکل به توجه با می�دهیم.
توابع منحنی ٢.٢ شکل است. بتا توزیع همان �بتا، مستطیلی توزیع ،θ = ٠ هنگامی�که و می�شود نتیجه

می�دهد. نمایش θ و µ از مختلفی مقادیر ازای به را بتا مستطیلی تجمعی توزیع و چگالی
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ϕ = ١٠ و µ = ٠٫ ۵ مقادیر برای �بتا مستطیلی توزیع به مربوط چپ سمت نمودارهای :٢.٢ شکل
خط نمودار برای آمیختگی پارامتر است. ϕ = ١٠ و µ = ٠٫ ٣ برای راست سمت نمودارهای و است
است. θ = ٠٫ ۶ خط�چین نقطه برای و θ = ٠٫ ۴ نقطه�چین وبرای θ = ٠٫ ٢ چین خط برای و θ = ٠

هستند. توزیع توابع پایین نمودارهای و چگالی توابع بالا نمودارهای

توزیع از نمودار شکل رفته رفته می�شود، بزرگتر آمیختگی پارامتر هرچه که ٢.٢درمی�یابیم شکل به توجه با
نمایش خط با که بتا توزیع شکل می�کنید، ملاحظه شکل در که همان�طور می�گراید. یکنواخت توزیع به بتا
نقطه بالایی، احتمال با توزیع قسمت این در داده مشاهده با و بوده باریک بسیار دم ناحیه در شده داده
دم در پرت نقاط بتا، مستطیلی توزیع در آمیختگی پارامتر افزایش با �که است حالی در این است. پرت
بتا توزیع به نسبت دم ناحیه در بتا مستطیلی توزیع می�شود. جایگزین استاندارد یکنواخت توزیع با بتا
توزیع پس، هستند. پرت نقاط بتا مستطیلی توزیع دم ناحیه در مشاهدات کمتری احتمال با و بوده پهن

دارد. پرت نقاط به نسبت زیادی انعطاف بتا به نسبت �بتا مستطیلی



٣۵ �بتا مستطیلی توزیع .٣.٢

بتا مستطیلی توزیع دوم و اول گشتاورهای ١.٣.٢

ریاضی امید تعریف از استفاده با آن میانگین معرفی به بتا، مستطیلی توزیع بیشتر بررسی برای حال
می�پردازیم:

E(Y | µ, ϕ, θ) =
∫ [

θ + (١− θ)
Γ(ϕ)

Γ(µϕ)Γ((١− µ)ϕ)
yµϕ−١)١− y)(١−µ)ϕ−١

]
ydy

=

∫
θydy +

∫
(١− θ)

Γ(ϕ)

Γ(µϕ)Γ((١− µ)ϕ)
yµϕ−١)١− y)(١−µ)ϕ−١ydy.

می�شود نتیجه دوم، انتگرال در Γ(µϕ+ ١)Γ(ϕ+ ١) عبارت تقسیم و ضرب با

=

∫
θydy + (١− θ)

Γ(µϕ+ ١)Γ(ϕ)
Γ(µϕ)Γ(ϕ+ ١)︸ ︷︷ ︸

=µ

∫
Γ(ϕ+ ١)

Γ(µϕ+ ١)Γ((١− µ)ϕ)
yµϕ(١− y)(١−µ)ϕ−١dy︸ ︷︷ ︸

=١

=
θ

٢ + (١− θ)µ. (٨.٢)

می�شود حاصل E(Y ٢ | µ, ϕ, θ) آمدن به�دست پی در �بتا مستطیلی توزیع واریانس

E(Y ٢ | µ, ϕ, θ) =
∫ [

θ + (١− θ)
Γ(ϕ)

Γ(µϕ)Γ((١− µ)ϕ)
yµϕ−١)١− y)(١−µ)ϕ−١

]
y٢dy

Γ(µϕ+ ٢)Γ(ϕ+ ٢) عبارت تقسیم و ضرب و جمع عمل روی بر انتگرال پخش با ،(٨.٢) مشابه
داریم دوم، انتگرال در

= θ

∫
y٢dy + (١− θ)

Γ(µϕ+ ٢)Γ(ϕ)
Γ(µϕ)Γ(ϕ+ ٢)︸ ︷︷ ︸

µ(µϕ+١)
ϕ+١

∫
Γ(ϕ+ ٢)

Γ(µϕ+ ٢)Γ((١− µ)ϕ)
yµϕ+١)١− y)(١−µ)ϕ−١dy︸ ︷︷ ︸

=١

=
θ

٣ + (١− θ)
µ(µϕ+ ١)
ϕ+ ١ . (٩.٢)

می�شود نتیجه (٩.٢) و (٨.٢) ،(۵.٢) روابط به بنا بنابراین

V ar(y | µ, ϕ, θ) = θ

٣ + (١− θ)
µ(µϕ+ ١)
ϕ+ ١ − θ٢

۴ − (١− θ)٢µ٢ − θ(١− θ)µ

=
(١− θ)

(١+ ϕ)

[
µ٢ϕ+ µ− µ١)٢− θ)(١+ ϕ)− θµ(١+ ϕ)

]
+ θ(

١
٣ − θ

۴)

=
(١− θ)

(١+ ϕ)

[
−µ٢(−ϕ+ ١+ ϕ− θ − θϕ) + µ(١− θ(١+ ϕ))

]
+

θ

١٢(۴− ٣θ)

=
(١− θ)

(١+ ϕ)

[
−µ١)٢− θ(١+ ϕ)) + µ(١− θ(١+ ϕ)

]
+

θ

١٢(۴− ٣θ)

=
(١− θ)µ(١− µ)

(١+ ϕ)
(١− θ(١+ ϕ)) +

θ

١٢(۴− ٣θ).
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توزیع واریانس و میانگین باشد، θ = ٠ که صورتی در واریانس، و میانگین فرمول�های به توجه با
باشد، θ = ١ که صورتی در می�شود. برابر کردیم، ذکر بتا توزیع برای که واریانسی و میانگین با آمیخته

می�شود. برابر استاندارد یکنواخت توزیع با آمیخته توزیع واریانس و میانگین

�بتا مستطیلی توزیع بازنویسی ۴.٢

میانگین می�شود. مدل پاسخ میانگین عموماً رگرسیون تحلیل در شد، ذکر قبل فصل در که همان�طور
γ = θ

٢ + (١− θ)µ اگر است. µ بتا توزیع میانگین و θ آمیختگی پارامتر از تابعی �بتا مستطیلی توزیع
است: زیر �صورت به ،γ مقدار ازای به θ پارامتر فضای بگیریم، نظر در را

٠ < θ < ١− | ٢γ − ١ |.

همواره است، ٠ ≤ θ ≤ ١ این�که و γ تعریف به توجه با زیرا،

θ < ٢γ

نوشت می�توان پس است.

θ − ١ < ٢γ − ١

− (١− θ) < ٢γ − ١. (١٠.٢)

همواره دیگر، سوی از

θ < ١

داریم پس است،

θ <
١)٢− µ)

١)٢− µ)

⇒ ٢θ − ٢θµ < ٢− ٢µ

⇒ θ < ٢− ٢µ+ ٢θµ− θ

٢γ − ١ < ١− θ (١١.٢)

می�شود نتیجه (١١.٢) و (١٠.٢) روابط به بنا بنابراین

|٢γ − ١| < ١− θ

⇒ θ < ١− |٢γ − ١|



٣٧ بتا مستطیلی رگرسیون مدل .۵.٢

بازپارامتری را بتا مستطیلی توزیع میانگین، این مناسب�تر رگرسیونی ساختار به دستیابی منظور به
می�دهیم قرار می�کنیم.

γ =
θ

٢ + (١− θ)µ, α =
θ

١− (١− θ) | ٢µ− ١ |
.

برای پارامتر فضای مورد این در است. دقت پارامتر و توزیع میانگین اساس بر جدید بازنویسی این
تقسیم و ضرب با بازنویسی این تحت است. {٠ ≤ γ ≤ ١,٠ ≤ α ≤ ١} مجموعه α و γ پارامتر دو
به�دست زیر به�صورت �بتا مستطیلی توزیع چگالی تابع ،(٧.٢) به بنا و ١− (١− θ) | ٢µ−١ | عبارت

می�آید:

g(y | γ, ϕ, α) =
(

θ

١− (١− θ) | ٢µ− ١ |

)
(١− (١− θ) | ٢µ− ١ |)+

١−
[(

θ

١− (١− θ) | ٢µ− ١ |

)
(١− (١− θ) | ٢µ− ١ |)

]
b(y | µ, ϕ) (١٢.٢)

داریم (٧.٢) اساس بر (١٢.٢) عبارت کردن ساده با و بتا مستطیلی توزیع بازنویسی برای ادامه، در

g(y | γ, ϕ, α) =
(

θ

١− (١− θ) | ٢µ− ١ |

)
(١− (١− θ) | ٢µ− ١ |)+

١−
[(

θ

١− (١− θ) | ٢µ− ١ |

)
(١− (١− θ) | ٢µ− ١ |)

]
b(y | µ×

(١− θ)− θ
٢ +

θ
٢

١− θ
, ϕ)

= α(١− | ٢ ((١− θ)µ+
θ

٢)︸ ︷︷ ︸
γ

−١ |) + (١− α(١− | ٢γ − ١ |))b(y |
γ − θ

٢
١− θ

, ϕ)

= α(١− | ٢γ − ١ |) + [١− α(١− | ٢γ − ١ |)]b(y | γ − ٠٫ ۵α(١− | ٢γ − ١ |)
١− α(١− | ٢γ − ١ |)

, ϕ).

بتا مستطیلی توزیع آن به پس این از و می�دهیم نشان Y ∼ BRr(γ, ϕ, α) نماد با را جدید توزیع این
میانگین از ترکیبی آمیختگی پارامتر می�کنیم، ملاحظه بازنویسی�شده توزیع شکل در که همان�طور می�گوییم.
آمیخته یکنواخت توزیع با که بتایی توزیع میانگین همچنین، است. بازنویسی از پیش بتا مستطیلی توزیع
γ, ϕ مختلف مقادیر برای BRr توزیع از نمودارهایی است. بتا مستطیلی توزیع میانگین از ترکیبی شده،
ϕ هرچه به�عبارتی است. توزیع دقت پارامتر ϕ و شکل پارامتر α ،٣.٢ شکل در می�دهیم، ارائه α و
α هرچه می�شود. حاصل بتا توزیع باشد، α = ٠ که صورتی در می�شود. کمتر پراکندگی یابد، افزایش

می�شود. پهن�تر دم در توزیع �یابد، افزایش

بتا مستطیلی رگرسیون مدل ۵.٢

بازه در را خود مقادیر که باشد مشاهده�شده پاسخ�های از برداری y = (y١, y٢, · · · , yn)T کنید فرض
پیروی BRr(γi, ϕi, α) توزیع از i = ١,٢, · · · , n ،yi پاسخ�های فرضمی�کنیم می�کنند. اختیار (٠,١)



٣٨ (٠,١) به محدود پیوسته پاسخ�های برای تنومند مدلی .٢
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خط، برای α = ٠ :α و γ, ϕمختلف مقادیر برای بتا مستطیلی چگالی تابع برای مثال�هایی :٣.٢ شکل
است. خط�چین نقطه برای α = ٠٫ ۶ و نقطه�چین برای α = ٠٫ ۴ خط�چین، برای α = ٠٫ ٢

پارامتر و میانگین به زیر به�صورت مدل خطی پیشگوی دو (۶.٢) بتا رگرسیونی مدل مشابه می�کنند.
می�شوند: داده پیوند دقت

F−١
١ (γi) = xi

Tβ

F−١
٢ (ϕi) = −wi

Tδ

ضرایب بردارهای δ = (δ١, δ٢, · · · , δl)T ∈ Rl و β = (β١, β٢, · · · , βk)
T ∈ Rk آن در که

متغیرهای بردارهای wi = (wi١, wi٢, · · · , wil)
T و xi = (xi١, xi٢, · · · , xik)

T و نامعلوم رگرسیونی
F−١
٢ (·) : R+ → R و F−١

١ (·) : (٠,١) → R توابع هستند. بعدی l و k به�ترتیب مشاهده�شده تبیینی
باشد. پیوسته تجمعی توزیع تابع هر می�تواند F١(·) اگر کلی به�طور هستند. مشتق�پذیر و یکنوا پیوند توابع
خطی پیشگوی هر می�تواند که است γi پاسخ میانگین برای پیوند تابع تجمعی، توزیع تابع این معکوس
لجیت پیوند تابع شرایط، این در پیوند تابع مناسب�ترین (۶.٢) بتا مدل مشابه بنگارد. (٠,١) بازه به را

دیگر عبارت به است.

logit(γi) = ln(
γi

١− γi
) = xi

Tβ.



٣٩ �بتا مستطیلی رگرسیون بیزی تحلیل .۶.٢

پیوند wi تبیینی متغیرهای به را مثبت دامنه با دقت پارامتر که است پیوندی تابع F−١
٢ (·) همچنین

بنابراین است. لگاریتمی تابع نیز پارامتر این برای معمول پیوند تابع می�دهد.

log(ϕi) = −wi
Tδ.

کوچک واریانس باشد، مثبت δj اگر که است این δ پارامترهای برای منفی علامت از استفاده علت
دقت از بیشتر مدل پراکندگی ،معمولا باشد. گمراه�کننده می�تواند ϕi دقت پارامت مفهوم بر بنا که می�گردد

.(٢٠٠۶ ورکوی�لن، و (اسمیتسون می�کنیم استفاده آن از منفی جهت در پس است،
ثابت ϕi و α = ٠ چنانچه می�آید. به�دست بتا رگرسیون مدل همان باشند، ثابت ϕi و α = ٠ اگر
ورکوی�لین، و اسمیتسون ٢٠٠١؛ (پااُلینو، می�شود نتیجه متغیر دقت پارامتر با بتا رگرسیونی مدل نباشد،

.(٢٠١٠ همکاران، و سیماس ٢٠٠۶؛
می�شود: تعریف زیر به�صورت (١٢.٢) و (٧.٢) طبق و nتایی نمونه برای درستنمایی تابع

L(ψ | y) =
∏n

i=١
g(yi | µi, ϕi, θi) =

∏n

i=١
g(yi | γi, ϕi, α) (١٣.٢)

و µi =
γi−

θi
٢

١−θi
،(١٢.٢) چگالی تابع شکل به توجه با همچنین، و ψ = (β, δ, α) آن در که

است. θi = α(١− | ٢γ − ١ |)

�بتا مستطیلی رگرسیون بیزی تحلیل ۶.٢

نمونه حجم که صورتی در مدل برازش برای آمده، (٢٠٠۴) سریباری و فراری در آنچه مشابه روشی در
اندازه اگر آورد. به�دست را مدل پارامترهای درستنمایی ماکسیمم برآوردگرهای می�توان نباشد، کوچک
از کافی اطلاعات اگر صورت، این در نیست. مناسب درستنمایی ماکسیمم روش باشد، کوچک نمونه
برای مناسب روشی بیزی تحلیل آمده، (٢٠١۴ (کانگدان، در که همان�طور باشد، دست در پارامترها

می�پردازیم. بتا رگرسیونی مدل بیزی تحلیل به فصل این در بود. خواهد پیشنهادی مدل برازش
yi = (yi١, yi٢, · · · , yin)T پیشنهادی، مدل تحت صورتمی�گیرد. پسین توزیع تحلیل با بیزی استنباط
(٠,١) آن تعریف بازه که ،yi بردار این مؤلفه هر و است i واحد نمونه برای مشاهده�شده پاسخ بردار

به�صورت رگرسیونی مدل ساختار است.

logit(γi) = xi
Tβ = ηi, log(ϕi) = −wi

Tδ = τi, i = ١,٢, · · · , n

بنابراین

γi =
eηi

١+ eηi
=

exi
Tβ

١+ exi
Tβ

.

ϕi = eτi = e−wi
T δ. (١۴.٢)



۴٠ (٠,١) به محدود پیوسته پاسخ�های برای تنومند مدلی .٢

نتیجه در

Yi | β, δ, α ∼ BRr(γi, ϕi, α).

است: زیر به�صورت پسین توزیع �بتا، مستطیلی درستنمایی تابع به توجه با

p(ψ | y) ∝ L(ψ | y)p(ψ) (١۵.٢)

مؤلفه�های استقلال شرط گرفتن نظر در با را ψ = (β, δ, α) پارامترهای برای پیشین توزیع آن در که
می�کنیم: تعریف زیر به�صورت بردار، این

p(ψ) = p(β)p(δ)p(α). (١۶.٢)

استفاده می�تواند پیشینی توزیع هر کلی، حالت در است. پیشین توزیع تعیین نیازمند بیزی تحلیل
در کرد. استفاده گاهی�بخش آ پیشین توزیع از می�توان باشد، دست در اولیه�ای اطلاعات چنانچه شود.
توزیع بودن سره از اطمینان برای می�کنیم. استفاده گاهی�بخش ناآ پیشین توزیع از صورت، این غیر
دیگری اطمینان به منجر اطمینان این هستیم. سره پیشین توزیع�های معرفی نیازمند گاهی�بخش ناآ پسین
و (ربرت است پسین) توزیع (یعنی هدف توزیع به MCMC الگوریتم�های همگرایی هم آن که می�شود
β ∼ Nk(a,B) پیشین توزیع�های به�ترتیب پراکندگی و میانگین رگرسیونی ضرایب برای .(١٩٩٩ کسلا،
α ∼ U(٠,١) گاهی�بخش ناآ پیشین توزیع α آمیختگی ضریب برای و کرده لحاظ را δ ∼ Nl(c,D) و

می�آید: به�دست زیر به�صورت پسین توزیع تا(٢.١۶) (١٢.٢) روابط به توجه با می�گیریم. نظر در را

p(ψ | y) ∝
∏n

i=١
[α(١− | ٢ exi

Tβ

١+ exi
Tβ

− ١ |) + (١− α(١− | ٢ exi
Tβ

١+ exi
Tβ

− ١ |))]

× b(y |
exi

T β

١+exi
T β

− ٠٫ ۵α(١− α(١− | ٢ exi
T β

١+exi
T β

− ١ |)

١− α(١− | ٢ exi
T β

١+exi
T β

− ١ |
, e−wi

T δ)

× ϕk(β | a٬B)× ϕl(δ | c٬D)× ١ (١٧.٢)

که صورتی در کنید، توجه هستند. بعدی l و k چندمتغیره نرمال توزیع�های ϕl(·) و ϕk(·) آن در که
به�صورت پارامترها بردار بگیریم، نظر در ثابت را ϕ یعنی نشود، مدل�بندی پاراکندگی پارامتر

دقت پارامتر پیشین توزیع ،(٢٠٠۶) همکاران و برانسکام کار به توجه با می�آید. در ψ = (β, ϕ, α)

می�گیریم. نظر در را ϕ ∼ Gamma(c, c)

MCMC نمونه�گیری از استفاده با مدل برازش ٧.٢

از عبارتست پسین چگالی تابع (١٧.٢) مدل تحت



۴١ MCMC نمونه�گیری از استفاده با مدل برازش .٧.٢

p(ψ | y) = L(ψ | y)p(η) = L(β, δ, α | y)p(β)p(δ)p(α)

∝
∏n

i=١
g(yi | (β, δ, α)p(β)p(δ)p(α)

∝
∏n

i=١
[α(١− | ٢γi − ١ |) + (١− α(١− | ٢γi − ١ |))

×

(
Γ(γi−٠٫۵α(٢|−١γi−١|)

١−α(٢|−١γi−١|) + ϕi)

Γ(γi−٠٫۵α(٢|−١γi−١|)
١−α(٢|−١γi−١|) )Γ(ϕi)

)
yi

(
γi−٠٫۵α(٢|−١γi−١|)
١−α(٢|−١γi−١|) −١)

(١− yi)
(ϕi−١)]

× (
١

| ٢πB |
١
٢
exp{−١

٢(β − a)TB−١(β − a)})

× (
١

| ٢πD |
١
٢
exp{−١

٢(δ − c)TD−١(δ − c)})× ١ (١٨.٢)

این�گونه تقریب برای معمول روش�های از یکی ندارد. سرراستی و بسته صورت پسین توزیع این
تولید برای گیبز نمونه�گیر از بخواهیم چنانچه است. MCMC الگوریتم�های از استفاده پیچیده توزیع�های

کامل شرطی توزیع�های باید کنیم، استفاده (١٨.٢) پسین از نمونه

p(β|δ, α,y), p(α | δ,β,y), p(δ|β, α,y)

توزیع�های زیرا نیست. امکان�پذیر راحتی به کار این اما کنیم. نمونه تولید آن�ها از و محاسبه را
β|α, δ,y کامل شرطی توزیع مثال به�عنوان نیستند. مشخص و بسته شکل دارای پارامترها کامل شرطی

بود: خواهد زیر به�صورت

p(β|α, δ,y) = p(β, α, δ,y)

p(α, δ,y)
=

p(y | α, δ,β)p(α)p(δ)p(β)
p(α)p(δ)p(y | α, δ,β)

(١٩.٢)

می�کنیم ساده را آن مخرج ابتدا ،(١٩.٢) کسر کردن ساده برای

p(y|α, δ,β) =
∫

Rk

∏n

i=١
[α(١− | ٢ exi

Tβ

١+ exi
Tβ

− ١ |) + (١− α(١− | ٢ exi
Tβ

١+ exi
Tβ

− ١ |))]

× b(y |
exi

T β

١+exi
T β

− ٠٫ ۵α(١− α(١− | ٢ exi
T β

١+exi
T β

− ١ |)

١− α(١− | ٢ exi
T β

١+exi
T β

− ١ |
, e−wi

T δ)dβ = I (٢٠.٢)

داریم (٢٠.٢) و (١٩.٢) ،(١۶.٢) از استفاده با

p(β | α, δ,y)

∝

∏n
i=١[α(١− | ٢ exi

T β

١+exi
T β

− ١ |) + (١− α(١− | ٢ exi
T β

١+exi
T β

− ١ |))]

×b(y |
exi

T β

١+exi
T β

−٠٫۵α(١−α(٢|−١ exi
T β

١+exi
T β

−١|)

١−α(٢|−١ exi
T β

١+exi
T β

−١|
, e−wi

T δ)( ١
|٢πB|

١
٢
exp{−١

٢(β − a)TB−١(β − a)})

I



۴٢ (٠,١) به محدود پیوسته پاسخ�های برای تنومند مدلی .٢

و است پیچیده خیلی β | α, δ,y کامل شرطی چگالی تابع صورت که می�کنید ملاحظه بنابراین
باید برد. بهره MCMC مانند نمونه تولید روش�های از باید و کرد تولید نمونه راحتی به آن از نمی�توان
توسط روش�ها این با نمونه تولید پایان�نامه، این در کرد. استفاده گیبز تحت MCMC الگوریتم�های از

است. شده انجام می�کند، محاسبه را کامل شرطی توزیع�های خودکار به�طور که ،JAGS نرم�افزار



٣ فصل

بتا مستطیلی رگرسیون مدل تنومندی

باشند، داشته وجود پرت نقاط زمانی�که را �بتا مستطیلی و بتا رگرسیونی مدل�های عملکرد فصل، این در
متغیر گرفتن نظر در بدون را مدل�ها اول، شبیه�سازی در می�کنیم. مقایسه شبیه�سازی، دو از استفاده با
توزیع از تولیدشده پاسخ�های کردن آلوده اساس بر پرت داده�های تولید فرآیند می�دهیم. برازش تبیینی
مدل اساس بر ترکیب�شده پاسخ�های از درصدی که صورت این به است. شده انجام دیگر متغیر با بتا
شبیه�سازی مطالعه در شده�اند. جایگزین یکنواخت توزیع بالایی دم در تولیدشده مقادیر با بتا، رگرسیون
معیارهای اساس بر را مناسب مدل سپس، می�دهیم. برازش تبیینی متغیرهای حضور در را مدل�ها دوم،
می�دهد نشان شبیه�سازی مطالعه می�کنیم. انتخاب اریبی همچنین و EBIC و EAIC ،MSE ،DIC

حساس پرت نقاط وجود به نسبت بتا رگرسیونی مدل با مقایسه در بتا مستطیلی� رگرسیونی مدل که
می�باشد. برخوردار لازم تنومندی از و نیست

١٠٠٠٠ سوزاندن با می�شوند، تولید فصل این در �بتا مستطیلی و بتا مدل�های برازش با که نمونه�هایی
از پس یعنی l گام دقیق�تر، به�عبارت آمده�اند. به�دست ١٠ گام با تولیدی مارکوفی زنجیر نمونه ٢٠٠٠٠ از
مقدار اولین دسته، هر از و نموده تقسیم lتایی دسته�های به را باقیمانده نمونه�های مارکوف زنجیر سوزاندن
انجام دلیل این به کار این است. مارکوف) زنجیر نمونه اندازه

l
) حاصل نمونه اندازه این�صورت در برمی�گزینیم. را

با می�آیند، به�دست سلسله�وار هسته یک براساس و وابسته�اند هم به مارکوف زنجیر نمونه�های که می�شود
می�کنیم. تولید بهتری نمونه و می�دهیم کاهش را وابستگی این حدودی تا کار این

می�دهیم برازش ثابت پراکندگی متغیر با را �بتا مستطیلی و بتا مدل�های فصل این در این، بر علاوه
همکاران، و (گوش بود خواهد c = ٠٫ ١,٠٫ ٠١,٠٫ ٠٠١ مقادیر با gamma(c, c) آن پیشین توزیع و

.(٢٠٠٩

تبیینی متغیر بدون شبیه�سازی مطالعه ١.٣

و n = ۵٠,١٠٠,٢٠٠ برابر را نمونه حجم ،٣٠ و ١٠ برابر را ϕ مقادیر شبیه�سازی، مطالعه این در
زیر به�صورت مطالعه انجام مراحل گرفتیم. نظر در درصد r = ٢,۵,٨ را پرت نقاط درصد همچنین
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می�باشند:

شبیه�سازی n اندازه با نمونه�ای ،ϕ دقت پارامتر و µ = ٠/٢ پارامترهای با بتا توزیع از ابتدا .١
کردیم.

کردیم. انتخاب n× r
١٠٠ اندازه با n از جایگذاری بدون نمونه�ای .٢

q آن در که کردیم (q,١) فاصله در یکنواخت توزیع از تولیدشده مقادیر جایگزین را حاصل نمونه .٣
است. اول مرحله در بتا توزیع ٠٫ ٩٩٩ چندک

مدل انتخاب درصد و بتا مستطیلی و بتا رگرسیونی مدل دو برای MSE و اریبی مقادیر :١.٣ جدول
داده مجموعه ١٠٠ اساس بر اول شبیه�سازی مطالعه در DIC اساس بر بتا مستطیلی
سناریوها بتا بتا مستطیلی ٪DIC

ϕ پرتی ٪ n اریبی MSE اریبی MSE

١ ١٠ ٢ ۵٠ ٠٫ ٠٢١٨ ٠٫ ٠٠٠٩ ٠٫ ٠٢٠٨ ٠٫ ٠٠٠٨ ۵٠
٢ ١٠ ٢ ١٠٠ ٠٫ ٠٢٠۴ ٠٫ ٠٠٠۵ ٠٫ ٠١٧۴ ٠٫ ٠٠٠۴ ٧١
٣ ١٠ ٢ ٢٠٠ ٠٫ ٠٢٠۵ ٠٫ ٠٠٠۵ ٠٫ ٠١۴٣ ٠٫ ٠٠٠٣ ٩٢
۴ ١٠ ۵ ۵٠ ٠٫ ٠٣۵۵ ٠٫ ٠٠١٢ ٠٫ ٠٢٩۶ ٠٫ ٠٠١١ ۶۵
۵ ١٠ ۵ ١٠٠ ٠٫ ٠۴٣٩ ٠٫ ٠٠٢٢ ٠٫ ٠٣٠۴ ٠٫ ٠٠١١ ٨٧
۶ ١٠ ۵ ٢٠٠ ٠٫ ٠۴٧٧ ٠٫ ٠٠٢۴ ٠٫ ٠٣١٠ ٠٫ ٠٠١١ ١٠٠
٧ ١٠ ٨ ۵٠ ٠٫ ٠۶٨٣ ٠٫ ٠٠۵۴ ٠٫ ٠۵٠۵ ٠٫ ٠٠٢٩ ٨٠
٨ ١٠ ٨ ١٠٠ ٠٫ ٠٧٢٢ ٠٫ ٠٠۵۵ ٠٫ ٠۴٩٣ ٠٫ ٠٠٢۶ ٩۶
٩ ١٠ ٨ ٢٠٠ ٠٫ ٠٧٣٧ ٠٫ ٠٠۵۶ ٠٫ ٠۴٨١ ٠٫ ٠٠٢۴ ١٠٠
١٠ ٣٠ ٢ ۵٠ ٠٫ ٠١٧٣ ٠٫ ٠٠٠۶ ٠٫ ٠١۶۵ ٠٫ ٠٠٠۴ ۶٢
١١ ٣٠ ٢ ١٠٠ ٠٫ ٠١۶۵ ٠٫ ٠٠٠۴ ٠٫ ٠١٣١ ٠٫ ٠٠٠٢ ٩٠
١٢ ٣٠ ٢ ٢٠٠ ٠٫ ٠١٧٣ ٠٫ ٠٠٠۴ ٠٫ ٠١١۶ ٠٫ ٠٠٠٢ ١٠٠
١٣ ٣٠ ۵ ۵٠ ٠٫ ٠٣٢١ ٠٫ ٠٠١٣ ٠٫ ٠٢٣٧ ٠٫ ٠٠٠٧ ٨٢
١۴ ٣٠ ۵ ١٠٠ ٠٫ ٠۴١٣ ٠٫ ٠٠١٩ ٠٫ ٠٢۶٣ ٠٫ ٠٠٠٧ ٩٨
١۵ ٣٠ ۵ ٢٠٠ ٠٫ ٠۴٠٩ ٠٫ ٠٠١٨ ٠٫ ٠٢۴۵ ٠٫ ٠٠٠۶ ١٠٠
١۶ ٣٠ ٨ ۵٠ ٠٫ ٠۵٨۵ ٠٫ ٠٠٣٨ ٠٫ ٠٣٩٧ ٠٫ ٠٠١٧ ٩٢
١٧ ٣٠ ٨ ١٠٠ ٠٫ ٠۶١۵ ٠٫ ٠٠٣٩ ٠٫ ٠٣٩١ ٠٫ ٠٠١۶ ١٠٠
١٨ ٣٠ ٨ ٢٠٠ ٠٫ ٠۶٣۵ ٠٫ ٠٠۴٢ ٠٫ ٠٣٧۴ ٠٫ ٠٠١۴ ١٠٠

به توجه با می�کنید، ملاحظه جدول در که همان�طور است. آمده ١.٣ جدول در شبیه�سازی این نتایج
١٠٠ سناریو، هر در داریم. بتا آلوده�شده داده از سناریو ١٨ کردیم، فرض r و n ، ϕ برای که مقادیری
�بتا مستطیلی و بتا رگرسیونی مدل�های تولیدشده، داده مجموعه برای شدند. تولید بتا داده�های از مجموعه
JAGS MCMCدر الگوریتم از تولیدشده نمونه�های ببینید). را ۵.٢ و ٢.٢ (بخش�های دادیم برازش را
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که است خروجی دوم، قسمت و سوزاندن دوره� یک شامل اول، قسمت می�شوند. تقسیم قسمت دو به
پسین توزیع تقریب برای دوم قسمت نمونه�های واقع در می�شود. استفاده مدل�ها مورد در استنباط برای
نیاز نمونه�ها از موازی زنجیر چندین تولید به معمول به�طور همگرایی، کنترل منظور به می�روند. کار به

گرفتیم. نظر در همگرایی کنترل برای را زنجیر ٣ قسمت، این� در داریم.

معیار اساس بر آمده�اند. به�دست سناریو هر برای پارامتر برآورد اریبی و MSE ،١.٣ جدول در
برای که معنی این به است، برتر مدل سناریوها تمامی در بتا مدل به نسبت �بتا مستطیلی مدل ،DIC

مستطیلی مدل که دفعاتی تعداد کمتر، DIC حسب بر سناریو، هر در �شده شبیه�سازی داده مجموعه ١٠٠
بتا مستطیلی و بتا مدل�های انتخاب شانس که اول سناریوی جز به است، بیشتر دارد بهتری برازش بتا
حجم افزایش با ،(٣ تا ١ سناریوهای مثال، (برای دارند مشابهی پرت نقاط که سناریوهایی در برابرند.
بگیرید نظر در را سناریوها از دسته�ای اگر می�شود. برگزیده بتا مستطیلی مدل بیشتری احتمال با نمونه
احتمال با بزرگتر) ϕ (یعنی کمتر پراکندگی مقادیر برای دارند، مشابهی نمونه اندازه و پرت نقاط درصد که

است. برتر �بتا مستطیلی مدل بیشتری

یکسان، پرت نقاط درصد برای نمونه، حجم افزایش با می�کنید، ملاحظه جدول در که همان�طور
پرت، نقاط درصد افزایش با کنیم، فرض ثابت را نمونه حجم �که صورتی در می�یابد. کاهش MSE

از ثابت سطح یک در همچنین و ثابت نمونه حجم با اما می�یابد. افزایش مدل دو هر در نیز MSE

پرت نقاط افزایش با به�عبارتی، دارد. بتا مدل از کمتری MSE �بتا مستطیلی مدل پرت، نقاط درصد
می�یابد. افزایش آن�ها در خطا مدل�ها، در

این دارد. بتا به نسبت کمتری اریبی �بتا مستطیلی مدل پرت، نقاط درصد و نمونه حجم افزایش با
می�یابد. افزایش مدل دو هر در اریبی پرت، نقاط درصد افزایش و ثابت نمونه حجم با که است حالی در
اریبی نظر، مورد مدل دو هر در ،ϕ بالاتر مقدار ازای به مشابه، پرت نقاط و نمونه حجم با همچنین،

می�دهد). کاهش را اریبی پراکندگی، کاهش (به�عبارتی، می�یابد کاهش

برآورد آلوده�شده، داده�های برای سناریو، هر در که می�دهد نشان مذکور شبیه�سازی مطالعه نتایج
است. یافته بهبود کمتر) اریبی و MSE ) دقت نظر از بتا مدل به نسبت �بتا مستطیلی مدل پارامترهای
به نسبت بهتری انتخاب �بتا مستطیلی مدل موارد اکثر در DIC معیار با که، است آن مؤید جدول این
می�گردد. آشکارتر نتیجه این پرت نقاط درصد و نمونه حجم افزایش با که است بدیهی است. بتا مدل

به مختلف نمونه اندازه�های برای را برآوردشده پارامتر اریبی و MSE مقادیر منحنی ١.٣ شکل
و اریبی کمتر، پرت نقاط با است مشهود که همان�طور می�دهد. نمایش متفاوت، پرت نقاط درصد ازای
مدل دو هر برای MSE و اریبی یابد، افزایش پرت نقاط تعداد چه هر دارند. کمتری مقادیر نیز MSE

بتا نمودار زیر �بتا مستطیلی مدل به مربوط نمودارهای حالات، تمامی در می�کنند. اختیار بزرگتری مقادیر
نتایج این می�یابد. افزایش �بتا مستطیلی از بتا نمودار فاصله می�شوند، بیشتر پرت نقاط هرچه دارد. قرار
چه هر و می�دهد نشان پرت داده�های حضور در بتا مدل نسبت را بتا مستطیلی رگرسیون مدل تنومندی

می�شود. توصیه بیشتر گرفتن کار به برای بتا مستطیلی رگرسیون مدل باشد، بیشتر پرت نقاط درصد
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مدل�های تحت متفاوت پرت نقاط به نسبت مختلف نمونه�های تعداد برای MSE و اریبی :١.٣ شکل
�بتا و بتا مستطیلی

تبیینی متغیرهای حضور در شبیه�سازی مطالعه ٢.٣

داده�های برای مدل�ها حساسیت تحلیل می�شود: قسمت دو شامل شبیه�سازی مطالعه بخش، این در
بتا. مدل از تولیدشده آلوده�شده و آلوده�نشده

آلوده�نشده داده�های برای مدل�ها حساسیت تحلیل ١.٢.٣

معیارهای اساس بر پرت، نقاط وجود با را بتا مستطیلی و بتا مدل�های حساسیت قسمت، این در
گرفتیم. نظر در پارامترها، برای را مشخصی اولیه مقادیر شبیه�سازی، منظور به می�کنیم. مقایسه متفاوت،
تبیینی متغیر و کردیم استفاده میانگین برای لجیت پیوند تابع از و داده قرار ٢٠٠ برابر را نمونه تعداد

کردیم. تولید (−٣,٣) یکنواخت توزیع از را x = (x١, · · · , xn)
T

در ϕ = ٣٠ و β١ = ١ ،β٠ = ٠٫ ۵ برابر را ٢.٢ بخش رگرسیونی مدل پارامترهای واقعی مقادیر
است. آلوده�نشده می�آید، به�دست بتا مدل از که داده�ای مجموعه روش این با می�گیریم. نظر

که می�دهند نمایش را �بتا مستطیلی و بتا مدل پارامترهای اثر١ نمودارهای ٣.٣ و ٢.٣ شکل�های
نمونه�های در را پارامترها اثر اثر، نمودارهای می�دانید که همان�طور آمده�اند. به�دست اول زنجیر از فقط

١Trace plots
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آلوده�نشده داده�های ازای به بتا مدل پارامترهای اثر نمودارهای :٢.٣ شکل
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آلوده�نشده داده�های ازای به �بتا مستطیلی مدل حساسیت تحلیل پارامترهای اثر نمودارهای :٣.٣ شکل

نزدیک نمونه�های بین چندانی پرش و باشد منظم حاصل زنجیر که صورتی در و می�کنند بررسی تولیدی
است. برخوردار خوبی آمیختگی از نظر مورد پارامتر به نسبت نمودار که گفت می�توان نیاید، وجود به هم
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هستند. برخوردار خوبی آمیختگی از �بتا مستطیلی و بتا مدل پارامترهای همه نمودارها، این به توجه با
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(ب)
ازای به (ب) �بتا مستطیلی و (الف) بتا مدل�های پارامترهای تجمعی میانگین نمودارهای :۴.٣ شکل

آلوده�نشده داده�های

یک نمودار این می�دهد. نمایش را �بتا مستطیلی و بتا مدل پارامترهای تجمعی میانگین ۴.٣ نمودار
را تجمعی پسین میانگین نمودار این است. �بتا مستطیلی و بتا مدل دو در بررسی برای بصری آزمون
که گرفت نتیجه می�توان ۴.٣ تا ٢.٣ شکل�های به توجه با بنابراین می�کند. رسم تکرارها تعداد مقابل در

است. آمیختگی خوب ویژگی�های دارای زنجیر
MCMC زنجیرهای همگرایی بررسی برای رسمی آزمون�های از می�توان زنجیرها همگرایی بررسی برای
بتا مستطیلی و بتا مدل دو برای آزمون این کرد. استفاده (١٩٩٢) گلمن-روبین همگرایی آزمون مانند
برای و یک به نزدیک PSRF آماره مقادیر شده�اند. گزارش ٢.٣ جدول در آن�ها نتایج و شده انجام
هر برای زنجیر گفت می�توان نتایج این به توجه با بنابراین است. آمده به�دست یک مقدار پارامترها اکثر
MPSRFمی�باشد = ١ < ١٫ ٢ آلوده�نشده، داده�های برای برازش این در همچنین است. همگرا پارامتر

بود. خواهد مانا توزیع به زنجیر همگرایی بیان�کننده که
مستطیلی مدل�های پارامترهای برای را ٪٩۵ اعتبار فاصله همچنین و پسین میانگین ،٣.٣ جدول در
آن�چه و است شده گرفته نظر در پارامترها برای که اولیه�ای مقادیر به توجه با شده�اند. گزارش بتا و بتا
اما دارد. بتا مستطیلی� مدل به نسبت بهتری برازش بتا مدل اندکی تفاوت با می�کنید، ملاحظه جدول در
دو هر برای اعتبار، فواصل طول همچنین، دارند. مشابهی برازش مدل دو هر تقریباً که، گفت می�توان
از شده تولید نمونه�های که، گفت می�توان اندکی تفاوت با هستند. برابر تقریباً پارامتر هر ازای به و مدل
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آلوده�نشده داده�های بر گلمن-روبین آزمون نتایج :٢.٣ جدول
مدل پارامتر PSRF آماره برآورد

β٠ ١٫ ٠١
بتا β١ ١٫ ٠٠

ϕ ١٫ ٠٠
β٠ ١٫ ٠٠

بتا مستطیلی β١ ١٫ ٠١
ϕ ١٫ ٠٠
α ١٫ ٠٠

بتا مستطیلی و بتا مدل در پارامترهای برای ٪٩۵ اعتبار فاصله و پسین میانگین :٣.٣ جدول
بتا بتا مستطیلی

پارامترها میانگین ٪٢٫ ۵ ٪٩٧٫ ۵ میانگین ٪٢٫ ۵ ٪٩٧٫ ۵
β٠ ٠٫ ۵٢٢ ٠٫ ۴۶٢ ٠٫ ۵٨٩ ٠٫ ۵٢١ ٠٫ ۴۵۶ ٠٫ ۵٨۵
β١ ٠٫ ٩٨١ ٠٫ ٩٣۵ ١٫ ٠٢٨ ٠٫ ٩٧٣ ٠٫ ٩٢۵ ١٫ ٠٢٢
ϕ ٢٩٫ ٩٩٣ ٢۴٫ ٢٧٢ ٣۶٫ ١٧۴ ٣٠٫ ١٨١ ٢۴٫ ۴٣٠ ٣۶٫ ٧٢٣
α ٠٫ ٠١٩ ٠٫ ٠٠١ ٠٫ ٠۶۵

هستند. برخوردار یکسانی کیفیت از تقریباً آلوده�نشده داده�های برای �بتا مستطیلی و بتا مدل

مدل انتخاب معیارهای با مدل دو مقایسه

بتا مستطیلی و بتا مدل�های مقایسه معیارهای :۴.٣ جدول
مدل DIC EAIC EBIC

بتا مستطیلی −۵٣٧٫ ١٩۵ −۵۴٢٫ ٢۵٧ −۵٢٩٫ ٠۶٣
بتا −۵۴٧٫ ۵٢٣ −۵۴۴٫ ۵۴۵ −۵٣۴٫ ۶۵٠

انجام آلوده�نشده داده�های طبق رگرسیون پارامترهای برای �بتا مستطیلی و بتا مدل�های برازش چون
همان�طور شدند. گزارش ۴.٣ جدول در (DIC,EAIC,EBIC) مدل�ها انتخاب معیارهای است، شده
از کمتر بتا مدل برای EBIC و EAIC ،DIC معیارهای از آمده به�دست مقادیر می�کنید، ملاحظه که
بتا مستطیلی به نسبت بهتری عملکرد بتا مدل آلوده�نشده، داده�های برای نتیجه در است. �بتا مستطیلی

دارد.
بتا داده�های کردن آلوده برای را راهکارهایی پرت نقاط الگوی گرفتن نظر در با بعدی، بخش در
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می�کنیم. مقایسه هم با را نظر مورد مدل�های آلوده�شده، داده�های براساس سپس، می�کنیم. معرفی

آلوده�شده داده�های برای مدل�ها حساسیت تحلیل ٢.٢.٣

وجود پرت داده مجموعه، هر در و بوده همراه خطا با معمولا می�آیند، به�دست واقعی دنیای از که داده�هایی
ارزیابی و پرت داده�های حضور در بتا به نسبت بتا مستطیلی رگرسیونی مدل عملکرد مقایسه برای دارد.
کردن آلوده روش کردیم. آلوده پرت داده�های با را ١.٢.٣ بخش شبیه�سازی�شده داده�های آنها، حساسیت

داد. خواهیم توضیح ادامه در را

(١) (٢)
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برای پاسخ مقادیر ∆ کاهش (١) نمودار اختلال: الگوی چهار تحت شده آلوده داده�های تولید :۵.٣ شکل
افزایش و کاهش ،(٣) نمودار کوچک، های x برای پاسخ ∆ مقادیر افزایش (٢) نمودار و بالا xهای
برای پاسخ مقادیر ∆ واحدهای کاهش (۴) نمودار همچنین و پایین و بالا xهای برای پاسخ ∆ واحدهای

مرکزی xهای

٢٠٠ از داده ۴ واقع، در کنید، فرض ٪٢ را شبیه�سازی�شده داده�های مشاهدات آلودگی میزان اگر
آلوده�شده مشاهدات که است معنی این به داده�ها، آلودگی کرد. خواهیم آلوده را شده تولید نمونه

تولید داده�های کردن آلوده برای کنیم. جایگزاری y∗i شبیه�سازی�شده مشاهدات با را y∗i (∆) = y∗i ±∆

گرفتیم: نظر در را متفاوت اختلال الگوی چهار بتا رگرسیون مدل از شده
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می�دهیم. کاهش واحد ∆ را x بزرگ مقادیر با متناظر پاسخ مقادیر .١

می�دهیم. افزایش واحد ∆ را x کوچک مقادیر با متناظر پاسخ مقادیر .٢

می�دهیم. افزایش و کاهش واحد ∆ به�ترتیب را x کوچک و بزرگ مقادیر با متناظر پاسخ مقادیر .٣

می�دهیم. کاهش واحد ∆ را x میانی مقادیر با متناظر پاسخ مقادیر .۴

متفاوتی روش�های الگوها، این شده�اند. داده نمایش ۵.٣ شکل در ۴ و ٣ ،٢ ،١ اختلال الگوهای
با ٠٫ ٨ تا ٠ تغییرات بازه در ٣ و ٢ ،١ الگوهای برای ∆ مختلف مقادیر هستند. داده�ها کردن آلوده برای
فواصل با ٠٫ ۵ تا ٠ بازه در ∆ تغییرات ،۴ الگوی برای مورد). ١٧) می�کنند تغییر ٠٫ ٠۵ مکانی فواصل

(١١مورد). می�باشد ٠٫ ٠۵ مکانی
برای �بتا مستطیلی و بتا مدل�های برآوردشده پارامترهای اثر نمودارهای ٧.٣ و ۶.٣ نمودارهای
هر برای اختلال میزان بیشترین ازای به نمودارها هستند. اختلال الگوی چهار تحت آلوده�شده، داده��های
زنجیر به مربوط (نمودارها اول زنجیر آمیختگی رفتار می�توان نمودارها این رسم با شده�اند. رسم الگو
در زنجیرها، منظم نوسانات و نمودارها این به توجه با کرد. مشاهده پارامتر فضای در را هستند) اول
در اما است. برخوردار خوبی آمیختگی از پارامتر هر برای زنجیر گرفت نتیجه می�توان آن�ها از یک هر
در پارامترها اکثر ازای به زنجیر نوسانات است، بتا رگرسیون مدل پارامترهای به مربوط که ۶.٣ نمودار
در بتا مدل برازش بودن نامناسب گویای خود این و نیستند واقعی�شان مقدار حول مختلف، الگوهای

است. پرت داده�های حضور
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اختلال الگوهای و آلوده�شده داده�های ازای به بتا مدل پارامترهای اثر نمودارهای :۶.٣ شکل
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اختلال الگوهای و آلوده�شده داده�های ازای به �بتا مستطیلی مدل پارامترهای اثر نمودارهای :٧.٣ شکل
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الگوهای و آلوده�شده داده�های ازای به بتا مدل پارامترهای تجمعی میانگین نمودارهای :٨.٣ شکل

اختلال
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و آلوده�شده داده�های ازای به �بتا مستطیلی مدل پارامترهای تجمعی میانگین نمودارهای :٩.٣ شکل

اختلال الگوهای
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مستطیلی و بتا مدل�های برای تکرارها، مقابل در تجمعی پسین میانگین ٩.٣ و ٨.٣ نمودارهای در
این بررسی با است. الگو هر اختلال میزان بیشترین اساس بر نیز، نمودارها این شده�اند. رسم �بتا
می�کنید، ملاحظه که همان�طور کرد. مشاهده را آن واقعی مقدار به پارامتر هر همگرایی می�توان نمودارها،
هستند. همگرا واقعی مقادیر به �بتا مستطیلی مدل به مربوط نمودارهای اختلال، میزان بیشترین ازای به
β١ پارامتر نیست. همگرا چهارم و اول اختلال الگوهای ازای به β٠ پارامتر ٨.٣ نمودار در که حالی در
با نتیجه در نیست. همگرا الگوها تمامی ازای به ϕ پارامتر و نمی�باشد همگرا دوم و اول الگوهای برای
مدل پارامترهای که حالی در می�باشد، همگرا �بتا مستطیلی رگرسیون مدل پارامترهای اختلال، افزایش
نقاط افزایش با �بتا مستطیلی مدل اساس، این بر و نمی�باشند همگرا آن�ها تمامی یا الگوها بعضی در بتا

دارد. بهتری برازش پرت

الگوی چهار تحت بتا مدل آلوده�شده داده�های برای گلمن-روبین همگرایی آزمون نتایج :۵.٣ جدول
اختلال

اختلال الگو پارامتر PSRF آماره برآورد
β٠ ١٫ ٠٠

(١) β١ ٠٫ ٩٩
ϕ ١٫ ٠٠
β٠ ١٫ ٠٠

(٢) β١ ١٫ ٠٠
ϕ ١٫ ٠٠
β٠ ١٫ ٠١

(٣) β١ ٠٫ ٩٩
ϕ ١٫ ٠٠
β٠ ١٫ ٠٠

(۴) β١ ١٫ ٠٠
ϕ ١٫ ٠١

پارامترهای همه برای PSRF آماره مقدار می�کنید، ملاحظه ۶.٣ و ۵.٣ جداول در که همان�طور
یک پارامترها همه برای دوم الگوی در و آمده به�دست یک به نزدیک اختلال الگوی چهار تحت بتا مدل
نتیجه در آید می به�دست یک پارامترها همه برای سوم و دوم الگوی در بتا مستطیلی مدل در و است
آلوده�شده داده�های برای بتا مستطیلی و بتا مدل�های برازش در است. همگرا پارامترها همه برای زنجیر

است. مانا توزیع به زنجیر همگرایی بیانگر که است MPSRF = ١ < ١٫ ٢
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چهار تحت بتا مستطیلی مدل آلوده�شده داده�های برای گلمن-روبین همگرایی آزمون نتایج :۶.٣ جدول
اختلال الگوی

اختلال الگو پارامتر PSRF آماره برآورد
β٠ ١٫ ٠٠

(١) β١ ١٫ ٠٠
ϕ ١٫ ٠٠
α ١٫ ٠١
β٠ ١٫ ٠٠

(٢) β١ ١٫ ٠٠
ϕ ١٫ ٠٠
α ١٫ ٠٠
β٠ ١٫ ٠٠

(٣) β١ ١٫ ٠٠
ϕ ١٫ ٠٠
α ١٫ ٠٠
β٠ ١٫ ٠٠

(۴) β١ ١٫ ٠٠
ϕ ١٫ ٠١
α ١٫ ٠٠

مدل�ها حساسیت بررسی به معرفی�شده، اختلال الگوهای برای مدل در برازش اولیه بررسی از پس
می�پردازیم: مختلف مؤلفه سه اساس بر

رگرسیون ضرایب برآورد حساسیت بررسی .١

کولبک-لیبلر فاصله گرفتن نظر در با پارامترها همه پسین توزیع حساسیت بررسی .٢

مدل� انتخاب معیارهای به نسبت حساسیت بررسی .٣

رگرسیون ضرایب برآورد حساسیت بررسی

برآورد دوباره را �بتا مستطیلی و بتا مدل�های ،∆ مقدار هر و اختلال الگوی هر برای قسمت، این در
فاصله و پسین میانگین است. ١٠٠٠ می�شود، انجام آن اساس بر استنباط که نمونه�ای اندازه می�کنیم.
�بتا مستطیلی و بتا مدل�های برای اختلال، الگوی هر در β١ و β٠ رگرسیون پارامترهای برای ٪٩۵ اعتبار
خط با اعتبار فاصله و خط�چین توسط پسین میانگین شده�اند. داده نشان ١١.٣ و ١٠.٣ شکل�های در

شده�اند. مشخص
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�بتا مستطیلی و (الف) بتا مدل�های طبق β٠ ضریب برای ٪٩۵ اعتبار فاصله و میانگین :١٠.٣ شکل
آلوده داده�های برای پرت نقاط اختلال الگوی چهار تحت ∆ مختلف مقادیر برای (ب)

به نسبت بتا مستطیلی رگرسیون مدل می�کنید، ملاحظه ١١.٣ و ١٠.٣ شکل�های در که همان�طور
برخوردار بتا رگرسیون مدل به نسبت کمتری ملاحظه قابل حساسیت از اختلال الگوی هر در تغییرات∆،
در تغییرات است. تنومند اختلال الگوی هر و ∆ هر به نسبت �بتا مستطیلی مدل گفت، می�توان است.
همه برای اعتبار فاصله و میانگین داشته�اند. بتا مدل اعتبار فاصله و میانگین روی توجهی قابل تأثیر ∆
به می�یابد، افزایش | ∆ | که زمانی اعتبار فواصل طول است، ذکر به لازم شده�اند. رسم اختلال الگوهای

می�یابد. افزایش ،β٠ برای ویژه

پارامترها همه پسین توزیع روی حساسیت بررسی

سنجش اساس بر را بتا مستطیلی و بتا رگرسیونی مدل دو روی بر پرت نقاط حضور تأثیر بخش این در
بررسی ،p(ψ|Y(∆)) آلوده�شده، داده�های و ،p(ψ|Y) آلوده�نشده، داده�های با پسین توزیع دو بین فاصله
که آن�جا از بررسی این می�پذیرد. صورت قبلی معرفی�شده اختلال چهار اساس بر بخش این می�کنیم.
همان فاصله معیار شود. تصور جامع حساسیت سنجش یک می�تواند می�شود، شامل را پسین توزیع کل
مورد پسین توزیع دو برای معیار این شد. معرفی ۵.٨.١ بخش در که است کولبک-لیبلر واگرایی اندازه
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(ب)

�بتا مستطیلی و (الف) بتا مدل�های طبق β١ ضریب برای ٪٩۵ اعتبار فاصله و میانگین :١١.٣ شکل
آلوده داده�های برای پرت نقاط اختلال الگوی چهار تحت ∆ مختلف مقادیر برای (ب)

است: زیر به�صورت نظر

KL(∆) =

∫
log(

p(ψ|Y)

p(ψ|Y(∆))
)p(ψ|Y)dψ

استنباط�های از MCMCتولیدشده نمونه�های اساس بر و کارلو روشمونت از فاصله این برآورد برای
است: زیر صورت به برآورد این می�کنیم. استفاده قبلی

K̂L(∆) = log
{ΠB

b=١
١

ϑ(ψb)
} ١

B

{B−١ΣB
b=١ϑ(ψ

b)}−١

،p(ψ|Y) پسین توزیع از MCMCتولیدشده نمونه�های {ψb}Bb=١ ،ϑ(ψb) = p(yi+∆|ψs)
p(yi|ψs)

آن در که
دی و پنگ توسط برآوردگر این صورت هستند. MCMC الگوریتم در کارلو مونت نمونه حجم B و
این باشد. پرت نقاط تأثیر سنجش برای مناسبی معیار می�تواند KL(∆) اندازه شد. معرفی (١٩٩۵)
مقادیر که است مدلی نیرومند، مدل می�کنیم. برآورد بتا، مستطیلی و بتا مدل دو هر برای را اندازه�ها
برآوردهای بتا مستطیلی رگرسیونی مدل داریم انتظار توصیف این با دهد. نتیجه (∆)KLرا از کوچکتری
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مدل�های تحت p(ψ|Y(∆)) و p(ψ|Y) پسین توزیع�های بین کولبک-لیبلر فاصله :١٢.٣ شکل
آلوده�شده داده�های برای اختلال مختلف الگوهای و ∆ مختلف مقادیر طبق �بتا مستطیلی و بتا رگرسیونی

دهد. ارائه را کوچکتری

می�دهد. نشان خط�چین با �بتا مستطیلی برای و خط با بتا مدل برای را K̂L(∆) ،١٢.٣ شکل
و آورده به�دست را آلوده�نشده و آلوده�شده داده�های تحت پسین توزیع مقدار دو بتا مستطیلی مدل برای
به سرانجام و داده انجام هم بتا مدل برای را کار همین می�سنجیم، کولبک-لیبلر معیار با را آن�ها فاصله
و نموده وصل هم به را حاصل مقادیر می�آوریم. به�دست مدل دو برای معیار این اندازه اختلال هر ازای
�بتا مستطیلی نمودار ∆ متفاوت مقادیر برای و اختلال الگوی چهار تحت می�شود. ١٢.٣حاصل نمودار
برآوردهای �بتا مستطیلی مدل ،∆ مختلف مقادیر ازای به دیگر، عبارت به می�گیرد. قرار بتا نمودار پایین
صعودی تابعی بتا مدل برای KL(∆) برآورد می�کند. اختیار بتا مدل به نسبت را K̂L(∆) از کوچکتری
عبارت به می�باشد. یکنواخت تقریباً تابعی �بتا مستطیلی رگرسیون مدل در �که حالی در است. ∆ از
واضح اما نمی�دهند. نتیجه را KL(∆) از کران�داری برآوردهای بتا مدل در دورافتاده مشاهدات دیگر،
در است مشهود شکل در که همان�طور می�باشند. کران�دار برآوردها این �بتا مستطیلی مدل برای که است
تقریباً و نداشته چندانی تفاوت نمودار دو و دارند مشابهی عملکرد مدل دو باشد، ∆ < ٠٫ ٢ �که صورتی
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است آن از حاکی روند این دارند. مشابهی روند مدل، دو هر برای اختلال، الگوی چهار مماسند. هم بر
فاصله �بتا مستطیلی از بتا مدل کولبک-لیبلر فاصله مقیاس با دهیم، افزایش را پرت نقاط چه هر که
فاصله مقادیر نقاط، این افزایش با اما ندارد. مناسبی کارایی بتا مدل بیشتر، پرت نقاط ازای به می�گیرد.
مدل کولبک-لیبلر، معیار اساس بر نمی�گیرد. دربر را زیادی دامنه �بتا مستطیلی مدل برای کولبک-لیبلر
مدل، دو مقایسه در گفت می�توان نتیجه در است. تنومند پرت نقاط به نسبت �بتا مستطیلی رگرسیون

دارد. بتا مدل به نسبت بهتری عملکرد �بتا مستطیلی

مدل مقایسه معیارهای بر حساسیت بررسی

که همان�طور است. �شده داده نمایش ١٣.٣ شکل در دورافتاده مشاهدات تحت DIC رفتار بررسی نتیجه
بر شده�اند. داده نشان DIC مقادیر ازای به خط�چین با �بتا مستطیلی و خط با بتا مدل می�بینید، شکل در
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گوناگون مقادیر برای �بتا مستطیلی و بتا رگرسیونی مدل�های طبق انحراف اطلاع معیار :١٣.٣ شکل
آلوده�شده داده�های برای پرت نقاط متفاوت الگوهای تحت ∆

می�کند. انتخاب را بتا رگرسیون مدل (∆ < ٠٫ ٣) بازه در آلودگی برای DIC معیار ،١٣.٣ شکل اساس
است آن امر این دلیل دارند. یکسانی رفتار تقریباً �بتا مستطیلی و بتا مدل دو نمودارهای بازه این در
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نمودار چهار برای DIC همچنین نمی�کند. تولید را چندانی پرت نقاط بازه، این در آلوده�شده مشاهده که
اختلال، الگوهای تمامی در می�کنید مشاهده دارد. آلوده�شده موارد برای را مشابهی کارایی اختلال الگوی
آلودگی�های برای می�گیرد. قرار بتا مدل به مربوط نمودار پایین در �بتا مستطیلی مدل به مربوط نمودار

برمی�گزیند. را �بتا مستطیلی رگرسیون مدل DIC معیار ،(∆ > ٠٫ ٣) بزرگتر
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الگوهای تحت EAIC گوناگون مقادیر برای �بتا مستطیلی و بتا رگرسیونی مدل�های :١۴.٣ شکل
آلوده�شده داده�های برای پرت نقاط متفاوت

که همان�طور می�دهد. قرار بررسی مورد ∆ مختلف مقادیر برای را EAIC معیار ،١۴.٣ شکل
عملکرد �بتا مستطیلی و بتا مدل (∆ < ٠٫ ٢) مقادیر برای ۴ و ٢ ،١ الگوهای ازای به می�کنید، ملاحظه
افزایش اختلال، افزایش با بتا مدل برای EAIC مقادیر (∆ > ٠٫ ٢) برای �که، حالی در دارند. مشابهی
EAIC معیار ٣ الگوی در است. پایدار متفاوت، اختلالات به نسبت �بتا مستطیلی امامدل می�یابد.
نسبت �بتا مستطیلی مدل اختلال مقادیر تمامی برای الگو این در است. متفاوت دیگر الگوهای به نسبت
معیار مقادیر پرت، نقاط افزایش با اختلال، الگوهای تمامی در اما دارد. بهتری عملکرد بتا مدل به
است، شده داده نشان خط با که بتا مدل در است. پایدار �بتا مستطیلی رگرسیون مدل ازای به EAIC

مدل دیگر، به�عبارتی می�کند. طی را صعودی روندی نیز آن EAIC معیار مقادیر پرت، نقاط افزایش با
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الگوهای تحت EBIC گوناگون مقادیر برای �بتا مستطیلی و بتا رگرسیونی مدل�های :١۵.٣ شکل
آلوده�شده داده�های برای پرت نقاط متفاوت

است. حساس شدت به پرت نقاط افزایش به نسبت بتا
می�کند. ارزیابی بحث، مورد مدل دو به نسبت را مختلف الگوی چهار ١۵.٣ شکل در EBIC معیار
مدل نمودار زیر (خط�چین) �بتا مستطیلی مدل به مربوط نمودار اختلال الگوهای همه در نمودار، این در
(∆ < ٠٫ ٢) ازای به هستند. مشابه تقریباً ۴ و ٢ ،١ الگوهای به مربوط نمودارهای دارد. قرار (خط) بتا
صورتی در دارد. بهتری عملکرد بتا مدل حالت، این در و هستند مشابه �بتا مستطیلی و بتا مدل نمودار
دارد. صعودی نموداری بتا مدل و دارد کوچکی مقادیر بازه �بتا مستطیلی مدل (∆ > ٠٫ ٢) ازای به که

با مدل مقایسه معیارهای شود، بیشتر مختلف الگوهای برای پرت نقاط تعداد چه هر بنابراین،
برمی�گزینند. را �بتا مستطیلی مدل بیشتری احتمال



۶۴



۴ فصل

بتا مستطیلی رگرسیون مدل کاربرد

مثال�ها، این می�کنیم. تشریح واقعی مثال دو با را �بتا مستطیلی رگرسیون مدل بیزی تحلیل فصل، این در
تأثیر و (ais) استرلیا ورزش مؤسسه در آن�ها بدن جرم به قایقرانی ورزشکاران بدن چربی نسبت شامل

هستند. بتن مقاومت بر میکروسیلیس۴ و سیمان٣ ماسه٢، آب،١ چون، عواملی
گام با MCMCرا زنجیر نمونه ١٠٠٠٠٠ از ۵٠٠٠٠ فصل، این در نظر مورد مدل�های برازش برای
همچنین، است. شده انجام ۵٠٠٠ حجم به نمونه�ای اساس بر پسین استنباط بنابراین، می�سوزانیم. ١٠
توزیع شده، فرض ثابت دقت پارامتر که حالتی برای �بتا مستطیلی و بتا مدل دو هر در فصل این در

است. شده گرفته نظر در c = ٠٫ ١,٠٫ ٠١,٠٫ ٠٠١ مقادیر با gamma(c, c) ،ϕ پیشین

قایقران�ها بدن جرم بر مؤثر عوامل :١ مثال ١.۴

آسانی به و تنظیم مشخص، محدوده�ای در آنها بدن وزن که هستند افرادی ورزشکاران مردم، عامه نظر از
میزان معمول، طور به ولی است، زیانبار افراد سلامتی برای بدن در چربی یا وزن افزایش می�گردد. حفظ
است. عادی افراد برای گرفته�شده نظر در مقادیر از کمتر ورزشکاران برای قبول مورد و مطلوب چربی
قد، جنسیت، شامل عوامل این از نمونه�ای هستند. مؤثر افراد بدن در چربی ذخیره برای متفاوتی عوامل

است. غیره و وزن
هر تأثیر و کرده بررسی افراد از مجموعه�ای روی بر را عوامل این از تعدادی استرلیا ورزش مؤسسه
داده�های عنوان به پژوهش این از حاصل داده�های است. گرفته اندازه ورزشکاران، بدن چربی بر را عامل
استرلیایی ورزشکار زن ١٠٠ و مرد ١٠٢ به متعلق داده�ها این است. موجود R نرم�افزار sn بسته در ais
متغیر ١٣ تحت داده، ٢٠٢ این قالب شده�اند. گردآوری کانینگام راس و تلفورد ریچارد توسط که است
(عاملی ورزش مؤنث)، و مذکر سطح دو با (عاملی جنسیت شامل متغیرها این است. گرفته شکل

١Water
٢Sand
٣Cement
۴Silicafume

۶۵



۶۶ بتا مستطیلی رگرسیون مدل کاربرد .۴

سفید۶ گلبول تعداد ،(RCC) قرمز۵ گلبول تعداد و...)، واترپلو بال، نت میدانی، دو شنا، سطوح با
،(BMI) بدن١٠ توده شاخص ،(Fe) خون٩ آهن ،(Hg) هموگلبین٨ ،(Hc) هماتکریت٧ ،(WCC)

(Ht) قد١۴ ،(LBM) بدن١٣ جرم ،(Bfat) بدن١٢ چربی نسبت ،(SSF ) پوستی١١ سلول�های مجموع
هستند. (Wt) وزن١۵ و

مدل�بندی در کرده�ایم. انتخاب ais داده مجموعه از را ورزشکار ٣٧ به مربوط داده�های مثال، این در
(lbm) بدن جرم به نسبت ورزشکار هر (Bfat) بدن چربی درصد پیش�بینی به علاقه�مند تنها داده�ها این
ورزشکاران بدن چربی داده�های بخش، این در می�کنیم. حذف را تبیینی متغیرهای سایر و هستیم آن�ها

می�کنیم. بررسی حالت دو در متغیر و ثابت دقت پارامتر برای را

ثابت دقت پارامتر ١.١.۴

برای ،lbmi توضیحی متغیر و Bfati پاسخ متغیر با �بتا مستطیلی رگرسیونی مدل حالت، این در
به��صورت i = ١, · · · , n

Bfati ∼ BRr(γi, ϕ, α), logit(γi) = β٠ + β١lbmi, i = ١,٢, · · · , n

دقت پارامتر با باشد)، صفر �بتا مستطیلی مدل آمیختگی پارامتر �که صورتی (در بتا رگرسیون مدل و
شده�اند. ثبت ١.۴ جدول در مدل�ها، برازش از آمده به�دست نتایج می�شوند. برازش داده�ها بر ثابت
دورافتاده، نقاط حذف با و داده�ها همه برای آن�ها ٪٩۵ اعتبار فاصله همچنین و پارامترها پسین میانگین
همه با برآوردشده پارامترهای اعتبار بازه می�کنید، ملاحظه که همان�طور است. مشهود جدول این در

است. پرت نقاط حذف با متناظر بازه�های از عریض�تر مشاهدات،
همه برای �بتا مستطیلی رگرسیون مدل ،٢.۴ جدول در EBIC و EAIC ،DIC محاسبه با
�بتا مستطیلی مدل برای برنامه اجرای زمان همچنین، دارد. بهتری برازش بتا مدل به نسبت مشاهدات،
داده�ها بر را مدل�ها و کرده حذف داده�ها از را پرت نقاط حال، است. بتا مدل از بیشتر ثانیه ٢٩٠٫ ٣۴
از بیشتر بتا مستطیلی مدل برای ثانیه ٢٧٩٫ ۵١ پرت نقاط حذف با برنامه اجرای زمان می�دهیم. برازش
دارد. بهتری برازش دیگر مدل به نسبت پرت نقاط غیاب در بتا مدل ،٢.۴ جدول طبق است. بتا مدل
پرت داده�های این�که به توجه با اما است، بتا مدل از بیشتر بتا مستطیلی مدل برازش اجرای زمان اگرچه

۵Red Cell Count
۶White Cell Count
٧Hematocrit
٨Hemoglobin
٩Ferritin

١٠Body Mass Index
١١Sum of Skin Folds
١٢Body Fat Percentage
١٣Lean Body Mass
١۴Height
١۵Weight



۶٧ قایقران�ها بدن جرم بر مؤثر عوامل :١ مثال .١.۴

پارامتر با بتا مستطیلی و بتا رگرسیون مدل�های برای ٪٩۵ اعتبار فاصله و پسین میانگین :١.۴ جدول
پرت نقاط عدم�حضور و حضور در ais داده�های برای ثابت دقت

بتا بتا مستطیلی
مشاهدات پارامتر میانگین ٪٢٫ ۵ ٪٩٧٫ ۵ میانگین ٪٢٫ ۵ ٪٩٧٫ ۵

β٠ −١٫ ٧۵۴ −١٫ ٨۶٢ −١٫ ۶۴٣ −١٫ ٧٣٧ −١٫ ٧٢٩ −١٫ ٣٢٢
همه β١ −٠٫ ٠٣۶ −٠٫ ٠۴٧ −٠٫ ٠٢۶ −٠٫ ٠۴٧ −٠٫ ٠۵٧ −٠٫ ٠٣۶

ϕ ۵٣٫ ٢٣٣ ٣١٫ ۶٨٠ ٨٠٫ ۶٠١ ١۴٣٫ ۶٣۴ ۶٨٫ ٩۵١ ٢٢۶٫ ۴٨۴
α ٠٫ ١٩۴ ٠٫ ٠٣۶ ٠٫ ۴٠۵
β٠ −١٫ ٧٨٠ −١٫ ٨۶٩ −١٫ ۶٩٨ −١٫ ٧١۵ −١٫ ٨٣٣ −١٫ ۵۵۶

پرت نقاط بدون β١ −٠٫ ٠۴٩ −٠٫ ٠۵٩ −٠٫ ٠۴١ −٠٫ ٠۴٨ −٠٫ ٠۵٨ −٠٫ ٠۴٠
ϕ ١۴۵٫ ٩۵٧ ٨۶٫ ٣۶٨ ٢٢۶٫ ۶٨۶ ١۴٧٫ ٧٢٢ ٨۵٫ ٣٣٧ ٢٢۶٫ ٩٩٧
α ٠٫ ٠٧٧ ٠٫ ٠٠٢ ٠٫ ٢۵٣

زمان و ثابت ϕ با پرت نقاط عدم�حضور و حضور در �بتا مستطیلی و بتا مدل�های مقایسه :٢.۴ جدول
EBIC و EAIC ،DIC معیارهای اساس بر ثانیه) حسب (بر اجرا

مشاهدات مدل اجرا زمان DIC EAIC EBIC

مشاهدات همه بتا ١۶١٫ ۶٩ −١٣٣٫ ۶٠٣٧ −١٢٧٫ ۶٠٣٧ −١٢٢٫ ٧٧١
�بتا مستطیلی ۴۵٢٫ ٠٣ −١۴٨٫ ٩۴٠١ −١۴٠٫ ٩۴٠١ −١٣۴٫ ۴٩۶۴

پرت نقاط حذف بتا ١٣۵٫ ٨٣ −١۵۴٫ ٣۴۵۶ −١۴۶٫ ٢٣٩۵ −١۴١٫ ۴٠۶٧
�بتا مستطیلی ۴١۵٫ ٣۴ −١۵٢٫ ٧۴١٣ −١۴۴٫ ٧٢١١ −١٣٩٫ ٢٧۴

نتایج آوردن به�دست برای شوند، محسوب مهمی نقاط اتفاقاً و باشند آمده مدل خود ذات از می�توانند
باشد. داشته توجیه می�تواند هزینه این پرداخت کاراتر

بتا مدل چپ سمت نمودار در کنید، توجه است. داده�ها بر مذکور مدل�های برازش نتیجه ١.۴ شکل
پرت نقاط تعریف و شکل به توجه با می�گیرد. فاصله �بتا مستطیلی مدل نمودار از پرت نقاط تأثیر تحت
از و دارد زیادی انحراف نقاط سایر به نسبت چپ سمت نمودار چپ سمت نقطه دو که می�کنید ملاحظه
نظر در پرت نقاط را مشاهدات این که می�شود باعث امر همین نمی�کند، پیروی مشاهدات سایر روند
نمودار در که همان�طور می�دهیم. برازش جدید داده�های بر را مدل�ها داده�ها از پرت نقاط حذف با بگیریم.
حساس پرت نقاط� به نسبت بتا مدل نتیجه در دارند. یکسانی برازش مدل دو می�بینید، راست سمت
حضور در دارد. بهتری کارایی و بوده نیرومند پرت، نقاط با مواجهه در �بتا مستطیلی رگرسیون مدل است.

برمی�گزینیم. را بتا مدل دورافتاده نقاط عدم�حضور در و �بتا مستطیلی مدل پرت نقاط



۶٨ بتا مستطیلی رگرسیون مدل کاربرد .۴
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و بتا رگرسیونی مدل دو تحت داده�شده برازش رگرسیونی خطوط با داده�های پراکندگی نمودار :١.۴ شکل
پرت نقاط عدم�حضور و حضور در بتا مستطیلی

متغیر دقت پارامتر ٢.١.۴

به�صورت �بتا مستطیلی رگرسیونی مدل ،ϕ بودن متغیر فرض با اکنون

Bfati ∼ BRr(γi, ϕ, α), logit(γi) = β٠ + β١lbmi,

log(ϕi) = δ٠ + δ١lbmi i = ١,٢, · · · , n

برازش می�دهیم. برازش نیز را مدل این از آمده به�دست بتا رگرسیونی مدل و مدل این بود. خواهد
در دورافتاده نقاط عدم�حضور و مشاهدات تمامی با �بتا مستطیلی و بتا رگرسیونی مدل�های پارامترهای
با رگرسیون ضرایب برآورد که می�کنید ملاحظه ٣.۴ و ١.۴ جداول مقایسه با شده�اند. گزارش ٣.۴ جدول

می�باشند. هم مشابه تقریباً متغیر و ثابت دقت پارامتر

هم به نسبت ۴.۴ جدول در را بحث مورد مدل�های EBIC و EAIC ،DIC معیارهای کمک به
مدل، سنجش معیارهای از حاصل مقادیر و مدل�ها در پراکندگی تغییر و جدول به نظر با می�کنیم. قیاس
برازش بتا مدل داده�ها، از پرت نقاط حذف با اما�، دارد. بهتری برازش �بتا مستطیلی مدل که درمی�یابیم
می�شود. فرض ثابت آن دقت پارامتر که است بهتر بتا از مدلی خاص، حالت در داشت. خواهد بهتری

می�یابند. بهبود دقت پارامتر کردن فرض ثابت با مدل�ها کلی، حالت در



۶٩ بتن مقاومت بر مؤثر عوامل :٢ مثال .٢.۴

ϕ با بتا مستطیلی و بتا رگرسیون مدل�های برای ٪٩۵ اعتبار فاصله و پسین میانگین :٣.۴ جدول
پرت نقاط عدم�حضور و حضور در ais داده�های طبق متغیر

بتا بتا مستطیلی
مشاهدات پارامتر میانگین ٪٢٫ ۵ ٪٩٧٫ ۵ میانگین ٪٢٫ ۵ ٪٩٧٫ ۵

β٠ −١٫ ٧۶۵ −١٫ ٨۶٢ −١٫ ۶۶٢ −١٫ ۶٣٩ −١٫ ۵۶۴ −١٫ ٣٧٩
همه β١ −٠٫ ٠۴۶ −٠٫ ٠۵۴ −٠٫ ٠٣۶ −٠٫ ٠۴٧ −٠٫ ٠۴٣ −٠٫ ٠٣۶

δ٠ −۴٫ ۵٣٩ −۴٫ ٩٩٨ −۴٫ ٠۴١ −۴٫ ٧٢١ −۴٫ ۴٧٩ −۴٫ ١٢٨
δ١ −٠٫ ٠۶۴ −٠٫ ١٠٣ −٠٫ ٠٢٣ −٠٫ ٠۴٣ −٠٫ ٠١٧ ٠٫ ٠٣۵
α ٠٫ ١٢٩ ٠٫ ٠٠۴ ٠٫ ٣۶۴
β٠ −١٫ ٧٧٩ −١٫ ٨۵٧ −١٫ ۶٩٩ −١٫ ٧١٨ −١٫ ٨٣٢ −١٫ ۵۴٣

پرت نقاط بدون β١ −٠٫ ٠۴٩ −٠٫ ٠۵٨ −٠٫ ٠۴١ −٠٫ ٠۴٩ −٠٫ ٠۵٨ −٠٫ ٠٣٩
δ٠ −۵٫ ٠١٣ −۵٫ ۴٧٩ −۴٫ ۴٩٣ −۵٫ ٠٣۴ −۵٫ ۴٩٢ −۴٫ ۵٣٣
δ١ −٠٫ ٠٠۵ −٠٫ ٠۵٧ ٠٫ ٠۵١ −٠٫ ٠٠۶ −٠٫ ٠۵۶ ٠٫ ٠۴۶
α ٠٫ ٠٧۴ ٠٫ ٠٠٢ ٠٫ ٢۴٢

زمان و متغیر ϕ با پرت نقاط عدم�حضور و حضور در �بتا مستطیلی و بتا مدل�های مقایسه :۴.۴ جدول
ais داده�های برای EBIC و EAIC ،DIC معیارهای با ثانیه) حسب (بر اجرا

مشاهدات مدل اجرا زمان DIC EAIC EBIC

مشاهدات همه بتا ٢۴۶٫ ٩١ −١۴٢٫ ٢۵٣ −١٣۴٫ ٢۵٩ −١٢٧٫ ٨٠٩
�بتا مستطیلی ۵٨٣٫ ٣٠ −١۴۴٫ ٣۴٧ −١٣۵٫ ۶٣١ −١٢٩٫ ۵٧۶

بتا ١٨٨٫ ٣۶ −١۵١٫ ٣٧۶ −١۴٣٫ ۵۶۶ −١٣٧٫ ١٢٣
پرت نقاط حذف �بتا مستطیلی ۴٩۵٫ ١۴ −١۵٠٫ ٩٢١٧ −١۴٠٫ ٧٢١١ −١٣٢٫ ٢٧۴

بتن مقاومت بر مؤثر عوامل :٢ مثال ٢.۴

جمله از خواصی بودن دارا علت به که است بتن ساختمانی، مصالح متداول�ترین و مهم�ترین از یکی
را آن از استفاده خوب، فشاری مقاومت و مصالح به آسان دسترسی آتش��سوزی، برابر در خوب مقاومت

است. کرده روبرو عمومی مقبولیت با

گفته باشد، شده تشکیل سیمانی�شدن خاصیت با چسبنده ماده یک از که ترکیبی یا ماده هر به بتن
سخت که می�باشد آب و هیدرولیکی سیمان�های انفعال و فعل حاصل عموماً چسبنده، ماده این می�شود.
بتن از تعریفی چنین امروزه، دارد. همراه به بتن نهایی مقاومت به رسیدن از پس را بتن مخلوط شدن
پوزالان�ها، نیز و سیمان مختلف انواع از است، ممکن بتن می�شود. محصولات از وسیعی طیف شامل
نحوه در همچنین، شود. تهیه غیره و الیاف پلیمرها، افزودنی، مواد گوگرد، مضاف، مواد کوره�ها، سرباره



٧٠ بتا مستطیلی رگرسیون مدل کاربرد .۴

استفاده مختلف متراکم�کننده�های و هیدرولیکی فشارهای خلأ، اتوکلاو، بخارآب، است ممکن آن ساخت
شود.

و بتن شناخت اخیر، قرن در فراوان تکنولوژی�های پیدایش و علم پیشرفت و گسترش به توجه با
با بتن مختلف انواع کاربرد شاهد امروزه که نحوی به است، داشته ملاحظه�ای قابل توسعه نیز آن خواص
انواع حاضر، حال در داراست. را خود به مخصوص کاربردی و خواص یک هر که هستیم، مختلف مصالح
متفاوتی افزودنی�های و مختلف الیاف�های پلیمرها، سولفورها، پوزالان�ها، شامل که سیمان�ها از مختلفی
بخار، حرارت، از استفاده با بتن انواع تولید که کرد خاطرنشان می�توان همچنین، می�شوند. تولید هستند،
از که است محصولی کلی طور به بتن می�گیرد. انجام قالب و ویبره هیدرولیکی فشار هوا، تخلیه اتوکلاو،
خاصی محیطی شرایط در سیمان با آب واکنش اثر در مختلف، سنگدانه�های و آبی سیمان با آب اختلاط
پیدایش از سال ١٧٠ از بیش گذشت با اینک بتن است. خاص ویژگی�های دارای و می�شود حاصل
شده شگرفی پیشرفت�های و تحولات دستخوش لیدزی، بنای یک توسط کنونی به�صورت پرتلند سیمان
بتنی سازه�های فراوان سازهای و ساخت به نیاز و زیاد نسبتاً دوام آن، مصالح بودن دسترس در است.
اینک، است. نموده پرمصرف بسیار را ماده این راه�ها و تونل�ها پل�ها، سدها، سازه�ها، ساختمان�ها، چون
گرفته قرار آن کاربران استقبال مورد خاص شرایط در ماده این کاربرد که است دهه چهار تا سه حدود

است.

یک عنوان به مقاومت به توجه صرف که است شده مشخص تکنولوژی و علم پیشرفت با امروزه،
باشد مشکلاتی جوابگوی نمی�تواند مختلف کاربردهای و مختلف محیط�های برای بتن طرح برای معیار

می�گردد. ایجاد بتنی سازه�های در مدت دراز در که

مشاهده است. گرفته قرار توجه مورد مختلف محیط�های در بتن دوام مسأله که است سالی چند
کشورهای در بیشتر شدتی با و جهان نقاط اکثر در بتن�ها در شیمیایی و فیزیکی عوامل با خرابی�هایی
است. داده سوق لازم بادوام و خاص ویژگی� با بتن�هایی طرح سمت به را اذهان و افکار توسعه، حال در
بالا عملکرد با بتن طرح برای نیز استانداردهایی و دستورالعمل�ها کشورها از پاره�ای در راستا، این در
دستورالعمل�ها این رعایت به ملزم پیشرفته کشورهای از بعضی در مجریان و طراحان و شده تحصیل

گشته�اند.

بتن مقاومت بر را میکروسیلیس و ماسه سیمان، آب، چون، متفاوتی عوامل تأثیر قسمت، این در
.(١٣٩٢ ولی�پور، ١٣٩٣؛ (عجم، می�کنیم بررسی

و سیمان ماسه، آب، تبیینی متغیرهای برابر در را بتن مقاومت حاشیه�ای پراکنش ٢.۴ شکل
کاملا پرت داده یک حضور پراکنش�ها این تمامی در که می�کنید مشاهده می�دهد. نمایش میکروسیلیس
جالب بتا مستطیلی و بتا رگرسیون مدل دو برازش مقایسه برای داده مجموعه این بنابراین است. واضح
انجام ϕ متغیر و ثابت حالت دو برای را بتن ساخت داده�های قسمت، این در اول مثال همانند است.

می�دهیم.
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بتن مقاومت مقابل در میکروسیلیس و سیمان ماسه، آب، داده�های پراکنش نمودار :٢.۴ شکل

ثابت دقت پارامتر ١.٢.۴

تعیین جهت می�دهیم. برازش ثابت دقت پارامتر اساس بر را �بتا مستطیلی و بتا مدل قسمت، این در
سیمان آب، ماسه، با را �بتا مستطیلی و بتا مدل�های بتن، مقاومت بر پیشنهادی عوامل تأثیر و پیوند تابع
در که کنید توجه دادیم. برازش تبیینی متغیرهای به�عنوان عوامل این از ترکیب�هایی و میکروسیلیس و
این DIC مقادیر نگرفتیم. نظر در را متقابل اثرهای و کردیم فرض مستقل را تبیینی متغیرهای این�جا

شده�اند. گزارش ۵.۴ جدول در مدل�ها
DIC معیار اساس بر �بتا مستطیلی مدل�ها، تمامی در که می�کنید ملاحظه ،۵.۴ جدول به توجه با
اساس بر ،۴ تا ١ مدل�های یعنی تبیینی، متغیر یک تنها با مدلی برای دارد. بتا به نسبت بهتری برازش
سایر به نسبت ماسه پس، دارد. را مقدار کمترین ماسه متغیر برای �بتا مستطیلی مدل ،DIC مقادیر
حضور با مدلی بتا مدل برای که است حالی در این دارد. �بتا مستطیلی برای را بهتری برازش عوامل،
نظر در (١٠ تا ۵ (مدل�های بتن مقاومت در را عامل دو تأثیر بخواهیم اگر دارد. را بهتری برازش سیمان
هشتم مدل و دارد �بتا مستطیلی مدل برای را برازش بهترین ماسه و سیمان عوامل با نهم مدل بگیریم،
،(١۴ تا ١١ (مدل�های تبیینی متغیر سه با مدل�هایی به نظر با می�دهد. نتیجه را برازش بهترین بتا برای
مستطیلی و بتا مدل�های در بتن مقاومت در نیز آب سیمان، و ماسه چون عواملی از پس که درمی�یابیم
کمترین دارد حضور میکروسیلیس آن در که مدلی مؤثرند، بتن دوام در که عواملی میان در است. مؤثر �بتا



٧٢ بتا مستطیلی رگرسیون مدل کاربرد .۴

اساس بر سیمان و میکروسیلیس ماسه، آب، تبیینی متغیرهای از مرکب مدل�های مقایسه :۵.۴ جدول
DIC معیار

مدل DIC

logit(γi) بتا بتا مستطیلی
١ β٠ + β١water −۴۴۴٫ ۶٠۶۶ −۵٠٣٫ ۴٧۴۴
٢ β٠ + β٢sand −۴۴۵٫ ١٣۶۶ −۵٠۶٫ ۶۶٧٣
٣ β٠ + β٣silicafume −۴۴۵٫ ۵٣۴۵ −۴٩۶٫ ۵۴٠٣
۴ β٠ + β۴cement −۴۴٧٫ ۴۵١۶ −۴٩٩٫ ۵٠۵١
۵ β٠ + β١water + β٢sand −۴٢٨٫ ۴٨۵۶ −۵٠۵٫ ٧۵٠۵
۶ β٠ + β١water + β٣silicafume −۴۴٣٫ ۶١۴۶ −۵٠٢٫ ۵٨۴۶
٧ β٠ + β١water + β۴cement −۴۴٢٫ ۴۶۵۵ −۴٩٨٫ ٨۶٧٨
٨ β٠ + β٢sand+ β٣silicafume −۴۴۴٫ ٩٠٢۴ −۵٠۴٫ ٨٠۴٧
٩ β٠ + β٢sand+ β۴cement −۴۴٣٫ ٩٠١١ −۵٠٨٫ ۶۴۵٠
١٠ β٠ + β٣silicafume+ β۴cement −۴۴٣٫ ٩۴٣٣ −۴٩٣٫ ۶٣٧١
١١ β٠ + β١water + β٢sand+ β٣silicafume −۴۴٢٫ ٩۴۶۶ −۵٠١٫ ۵٧٩٨
١٢ β٠ + β١water + β٢sand+ β۴cement −۴۴١٫ ٩٩٨۶ −۵١٧٫ ٣١٠۶
١٣ β٠ + β١water + β٣silicafume+ β۴cement −۴۴٢٫ ٢٣٨٧ −۴٩٩٫ ٣٩٠۶
١۴ β٠ + β٢sand+ β٣silicafume+ β۴cement −۴۴۴٫ ٨٠٧٣ −۵١۶٫ ٩٠۶۵
١۵ β٠ + β١water + β٢sand+ β٣silicafume+ β۴cement −۴۵٠٫ ٣۵۴۶ −۵٢٩٫ ٢٢٣٨

داراست. مدل دو هر برای را اقبال

عوامل تأثیر و داده برازش را �بتا مستطیلی و بتا مدل�های مشاهدات، سایر از پرت مشاهده حذف با
عدم در که می�کنید مشاهده ۶.۴ جدول در می�کنیم. بررسی بتن مقاومت بر ۶.۴ جدول در را مختلف
بر مؤثر عوامل از حاصل ترکیب�های تمامی در بتا مدل ،DIC مقادیر اساس بر دورافتاده نقطه حضور
به نسبت ۵.۴ جدول از که نتایجی همچنین، دارد. �بتا مستطیلی به نسبت بهتری برازش بتن مقاومت
یعنی پانزدهم، مدل اما است. صادق نیز جدول این برای آمد، به�دست بتن مقاومت در مؤثر عوامل تأثیر
تمامی برای مدل�ها سایر به نسبت را برازش بهترین است، بتن مقاومت بر عوامل تمامی معرف که مدلی

دارد. �بتا مستطیلی و بتا برای دورافتاده نقطه حذف با و مشاهدات

را �بتا مستطیلی مدل و کرده تعریف ϕ = exp(δ٠) برابر را دقت پارامتر مدل، این برازش برای
به�صورت



٧٣ بتن مقاومت بر مؤثر عوامل :٢ مثال .٢.۴

اساس بر سیمان و میکروسیلیس ماسه، آب، تبیینی متغیرهای از مرکب مدل�های مقایسه :۶.۴ جدول
پرت نقطه حذف با DIC معیار

مدل DIC

logit(γi) بتا بتا مستطیلی
١ β٠ + β١water −۵٣٨٫ ۴۶۵۴ −۵١٩٫ ۴٣۴٩
٢ β٠ + β٢sand −۵۴١٫ ٣٩٣۴ −۵٢٢٫ ٧٠۴٠
٣ β٠ + β٣silicafume −۵٣۶٫ ۶٣۴٨ −۵١٨٫ ١۵٧٢
۴ β٠ + β۴cement −۵٣٩٫ ٣۶۶٩ −۵٢٠٫ ۶٧١٣
۵ β٠ + β١water + β٢sand −۵۴٠٫ ۵١۶۴ −۵٢٣٫ ٧٩٨۴
۶ β٠ + β١water + β٣silicafume −۵٣۶٫ ۵١٢٠ −۵١۶٫ ٩٩٩٩
٧ β٠ + β١water + β۴cement −۵٣٧٫ ۵٢٩٩ −۵٢٠٫ ٣١۴٧
٨ β٠ + β٢sand+ β٣silicafume −۵٣٩٫ ٣٩۵٨ −۵١٨٫ ٢٢٣٣٣
٩ β٠ + β٢sand+ β۴cement −۵۴٩٫ ۵۴٢١ −۵٢٩٫ ٧۴۵٨
١٠ β٠ + β٣silicafume+ β۴cement −۵٣٧٫ ٢٠٠١ −۵١٣٫ ٨۴٧١
١١ β٠ + β١water + β٢sand+ β٣silicafume −۵٣٨٫ ٢٧٠۴ −۵٢٢٫ ١٩۶۶
١٢ β٠ + β١water + β٢sand+ β۴cement −۵۵١٫ ۵۴۴٠ −۵٣١٫ ٩٢٠٧
١٣ β٠ + β١water + β٣silicafume+ β۴cement −۵٣۵٫ ۵۶٣٢ −۵١٧٫ ٠١٩٢
١۴ β٠ + β٢sand+ β٣silicafume+ β۴cement −۵۵٠٫ ۵٣٨۵ −۵٣١٫ ٨۵٠٠
١۵ β٠ + β١water + β٢sand+ β٣silicafume+ β۴cement −۵٧١٫ ۴۵۴۴ −۵۵٠٫ ۶٢٨۵

strei ∼ BRr(γi, ϕ, α),

logit(γi) = β٠ + β١wateri + β٢sandi + β٣silicafumei + β۴cementi,

ϕ = exp(δ٠) i = ١,٢, · · · , n.

باشد) صفر BRr مدل آمیختگی ضریب که (حالتی داده�ها این برای نیز را بتا مدل می�گیریم. نظر در
آب، ماسه، چون عواملی تأثیر فهم برای �بتا مستطیلی و بتا مدل�های برازش نتیجه می�دهیم. برازش
برازش ابتدا شده�اند. ثبت ٨.۴ و ٧.۴ جداول و ٣.۴ نمودار در بتن مقاومت بر میکروسیلیس و سیمان
حذف مشاهدات از را است پرت مشاهده که ٣٧ام مشاهده سپس می�شود. انجام مشاهدات تمامی با
(نمودارهای ٣.۴ شکل در که همان�طور می�دهیم. برازش را نظر مورد مدل�های مشاهدات سایر با و نموده
نمودار دهیم، برازش مشاهدات تمامی بر را نظر مورد مدل�های �که صورتی در است، مشهود شکل) بالای
یکسانی تقریباً برازش مدل دو پرت، نقطه حذف با و می�گردد منحرف پرت نقطه سمت بتا مدل به مربوط

داشت. خواهند
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و بتن مقاومت قبال در میکروسیلیس و سیمان ماسه، آب، داده�های پراکنش نمودار :٣.۴ شکل
عدم�حضور و راست) سمت (نمودارهای حضور در (خط) �بتا مستطیلی و (خط�چین) بتا مدل�های برازش
پایین) (نمودارهای متغیر و بالا) (نمودارهای ثابت دقت پارامتر برای پرت نقاط چپ) سمت (نمودارهای

دقت پارامتر با پرت، نقاط حضور عدم و حضور در �بتا مستطیلی و بتا مدل�های مقایسه :٧.۴ جدول
EBIC و EAIC ، DIC معیارهای با ثانیه) حسب (بر اجرا زمان و ثابت

مشاهدات مدل اجرا زمان DIC EAIC EBIC

مشاهدات همه بتا ٨۵۶٫ ٧۶ −۴۵٠٫ ٣۵۴۶ −۴۴۴٫ ۵۵۶٣ −۴٢٨٫ ۴۶٣۵
�بتا مستطیلی ٢۴۴۶٫ ٢٠ −۵٢٩٫ ٢٣٣٨ −۵۶٣٫ ٩٨۶٢ −۵۴۵٫ ٢١١٢

پرت نقاط حذف بتا ٨٢۴٫ ۶۶ −۵٧١٫ ۴۵۴۴ −۵۶۵٫ ۴٢٣٨ −۵۴٩٫ ٣٣۶١
�بتا مستطیلی ٢٣٢٢٫ ٣١ −۵۵٠٫ ۶٢٨۵ −۵۶٢٫ ٩٩٣١ −۵۴۴٫ ٢١٨٢

گزارش ثابت، ϕ با �بتا مستطیلی و بتا مدل�های برای مدل مقایسه معیارهای مقادیر ٧.۴ جدول در
بتا مدل به نسبت بهتری برازش مشاهدات تمامی ازای به �بتا مستطیلی مدل مقادیر، این طبق شده�اند.

است. یافته بهتری برازش بتا مدل دورافتاده نقطه حذف با دارد.

مستطیلی� و بتا رگرسیون مدل�های پارامترهای برای را ٪٩۵ اعتبار فاصله و پسین میانگین ٨.۴ جدول
عوامل تمامی با مدلی جدول، این می�دهد. گزارش بتن مقاومت داده�های طبق ثابت، دقت پارامتر و بتا

می�دهد. نشان را بتن مقاومت بر مؤثر

همه برای اول زنجیر گفت می�توان شده�اند، رسم اول زنجیر براساس که ۵.۴ و ۴.۴ نمودار مشاهده با
قرار کاوش مورد خوبی به پسین توزیع چگال نواحی یعنی است، برخوردار خوبی آمیختگی از پارامترها
پارامتر هر همگرایی می�توان تجمعی، میانگین نمودارهای ،٧.۴ و ۶.۴ نمودارهای از استفاده با گرفته�اند.



٧۵ بتن مقاومت بر مؤثر عوامل :٢ مثال .٢.۴

پارامتر با بتا مستطیلی و بتا رگرسیون مدل�های برای ٪٩۵ اعتبار فاصله و پسین میانگین :٨.۴ جدول
بتن مقاومت داده�های طبق ثابت دقت

بتا بتا مستطیلی
پارامتر میانگین ٪٢٫ ۵ ٪٩٧٫ ۵ میانگین ٪٢٫ ۵ ٪٩٧٫ ۵
β٠ −١٫ ۶۶۶٠ −١٫ ٧١۶٠ −١٫ ۶٢٣۶ −١٫ ۶٠٩٨ −١٫ ۶۵٨۴ −١٫ ۵٣١٣
β١ −١٫ ٠۴۴٠ −١٫ ٨۴١٠ −٠٫ ٢۶٩۵ −١٫ ٠٣٧٣ −١٫ ۴۵٩۴ −٠٫ ۶٠٠٠
β٢ ٢٫ ٧۶٣٠ ١٫ ٠٢٨٠ ۴٫ ۶٢۴٠ ٣٫ ١۶١٢ ٢٫ ١٩١٩ ۴٫ ١۴٠٠
β٣ ۶٫ ١٢۴٠ ٢٫ ٠٩٣٠ ١٠٫ ٠٧٩۴ ۵٫ ١٨۶٧١ ٢٫ ٩٩٢۵ ٧٫ ٢۶٢۶
β۴ ٣٫ ٩۶۶٠ ١٫ ٢٧٠٠ ۶٫ ۵۵٧٢ ۴٫ ۵٠١١ ٣٫ ٠١٧٣ ۵٫ ٩٢٧٩
ϕ ١۵٠٫ ۶۵٠٠ ١١٢٫ ۶٢١٠ ١٩۵٫ ٨٣٣۶ ۴٧۴٫ ٠٢٩٣ ٣۵۶٫ ۶۴٢۵ ۶١۶٫ ۴٧٢٨
α ٠٫ ٠۵٣۵ ٠٫ ٠٠٧۵ ٠٫ ١٣٩٧
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داده�های و ثابت ϕ برای تبیینی متغیرهای تمامی با بتا مدل پارامترهای اثر نمودارهای :۴.۴ شکل
بتن مقاومت
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و ثابت ϕ برای تبیینی متغیرهای تمامی با �بتا مستطیلی مدل پارامترهای اثر نمودارهای :۵.۴ شکل
بتن مقاومت داده�های
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ثابت ϕ برای تبیینی متغیرهای تمامی با بتا مدل پارامترهای تجمعی میانگین نمودارهای :۶.۴ شکل
بتن مقاومت داده�های و
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برای تبیینی متغیرهای تمامی با �بتا مستطیلی مدل پارامترهای تجمعی میانگین نمودارهای :٧.۴ شکل
بتن مقاومت داده�های و ثابت ϕ

می�بینید ٩.۴ جدول به توجه با کرد. مشاهده آن واقعی مقدار به �بتا، مستطیلی و بتا مدل�های ازای به را

ثابت دقت پارامتر برای بتن مقاومت داده�های بر گلمن-روبین آزمون نتایج :٩.۴ جدول
مدل پارامتر PSRF آماره برآورد

β٠ ١٫ ٠٠
بتا β١ ١٫ ٠٠

β٢ ١٫ ٠٠
β٣ ١٫ ٠١
β۴ ١٫ ٠٠
ϕ ١٫ ٠١
β٠ ١٫ ٠٠

بتا مستطیلی β١ ١٫ ٠٠
β٢ ١٫ ٠٠
β٣ ١٫ ٠١
β۴ ١٫ ٠٠
ϕ ١٫ ٠٠
α ١٫ ٠١



٧٨ بتا مستطیلی رگرسیون مدل کاربرد .۴

و آمده به�دست یک و یک نزدیک بتا مستطیلی� و بتا مدل�های پارامترهای برای PSRF آماره مقدار که
مستطیلی و بتا مدل دو هر برای برازش این در همچنین است. همگرا پارامتر هر برای زنجیر نتیجه در

است. مانا توزیع به زنجیر همگرایی بیان�کننده که می�باشد MPSRF = ١ < ١٫ ٢ بتا،

متغیر دقت پارامتر ٢.٢.۴

است بهتر مدل�ها این برازش از پیش می�دهیم. برازش متغیر ϕ برای را مذکور مدل�های قسمت، این در
پارامتر بر می�توانند تبیینی متغیرهای کدام آن�که درک برای شود. انجام اکتشافی تحلیل داده�ها، روی

کردیم. استفاده اکتشافی تحلیل از باشند، داشته تأثیر دقت
شاخص�ها شناسایی و کشف منظور به تجربی داده�های بررسی دنبال به پژوهشگر اکتشافی، تحلیل در
دیگر، بیان به می�دهد. انجام معینی مدل هرگونه تحلیل بدون را کار این و است آن�ها بین روابط نیز و
مدل�ساز ساختارساز، می�تواند باشد، داشته پیشنهادی یا تجسسی ارزش آن�که بر علاوه اکتشافی تحلیل
تشکیل برای پیش�تجربی و قبلی و کافی شواهد پژوهشگر که می�رود به�کار زمانی و باشد فرضیه�ساز یا
متغیرها بین هم�پراشی که عامل�هایی تعیین برای و نداشته داده�ها زیربنایی عامل�های تعداد درباره فرضیه
در مدل ایجاد روش یک به�عنوان بیشتر اکتشافی تحلیل بنابراین، می�کاود. را داده�ها می�کنند، توجیه را
اکتشافی تحلیل نتیجه کید تأ برای لذا نمی�رود. به�کار مدل آزمون جهت در روش این می�شود. گرفته نظر
یا تأیید را فرضیه این دقیق�تر، آماری روش�های با می�توان می�آید، به�دست طریق این از که فرضیه�ای و

کرد. رد
درباره حتی�الامکان تا شوند، انتخاب زیادی دقت با باید معلوم متغیرهای اکتشافی، تحلیل در
اکتشافی تحلیل همچنین، آید. فراهم بیشتری اطلاعات می�شوند، استخراج که نامعلومی متغیرهای

می�باشد. زیاد بسیار حجم با نمونه�هایی نیازمند
چگالی نمودار همراه به را جعبه�ای نمودارهای ابتدا تبیینی، متغیرهای روی بر ϕ کردن مدل برای حال
فهم برای نمودارها بهترین از یکی جعبه�ای نمودار می�کنیم. رسم پاسخ متغیر با متغیر، هر برای آن�ها
آن�ها موقعیت پراکندگی، و مرکزی معیارهای کمک به نمودار این می�باشد. داده�ها مجموعه از واضح�تری
به نیز داده�ها تغییرات توصیف برای نمودار، این همچنین می�دهد. ارائه گویا و مفید بسیار شکلی به را
تغییرات بیشترین نشان�دهنده که بیابیم را تبیینی متغیرهای باید شد، ذکر آن�چه به توجه با می�رود. کار

باشند. مدل در
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آب متغیر به مربوط پاسخ چگالی و جعبه�ای نمودار :٨.۴ شکل
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ماسه متغیر به مربوط پاسخ چگالی و جعبه�ای نمودار :٩.۴ شکل

طول شد، گفته آن�چه و آن�ها به توجه با شده�اند. رسم جهت همین در ١١.۴ تا ٨.۴ نمودارهای
این نتیجه، در دارد. کوچکتری طول متغیرها سایر به نسبت آب متغیر به مربوط نمودار مستطیل�های
با متغیر دقت پارامتر برای را نهایی مدل و داده نشان را کمتری تغییرات متغیرها، دیگر به نسبت متغیر

به�صورت متغیر دقت پارامتر با را �بتا مستطیلی مدل می�دهیم. انجام سیمان و میکروسیلیس ماسه،

strei ∼ BRr(γi, ϕ, α),

logit(γi) = β٠ + β١wateri + β٢sandi + β٣silicafumei + β۴cementi,

log(ϕi) = δ٠ + δ١sandi + δ٢silicafumei + δ٣cementi i = ١,٢, · · · , n (١.۴)
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میکروسیلیس متغیر به مربوط پاسخ چگالی و جعبه�ای نمودار :١٠.۴ شکل
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سیمان متغیر به مربوط پاسخ چگالی و جعبه�ای نمودار :١١.۴ شکل

به�دست آمیختگی پارامتر گرفتن نظر در بدون آن، اساس بر بتا رگرسیونی مدل می�گیریم. نظر در
ترکیب�های برای را �بتا مستطیلی و بتا مدل�های اکتشافی، تحلیل از حاصل نتیجه آزمون برای می�آید.
برازش نتایج دادیم. برازش بتن مقاومت مدل دقت پارامتر بر مؤثر عوامل از چهارتایی همچنین و سه�تایی
ترکیب�های با را �بتا مستطیلی و بتا مدل�های ١٠.۴ جدول شده�اند. گزارش ١٠.۴ جدول در مدل�ها این
تحلیل از آن�چه بر نیز جدول این می�کند. مقایسه DIC معیار اساس بر دقت پارامتر برای متفاوت
این، بر علاوه می�کند. توصیه ϕ برای را آب متغیر بدون مدلی یعنی می�کند. کید تأ آمد، به�دست اکتشافی
دارند، نهایی مدل پراکندگی در کمتری تأثیر کدام�یک و بیشتر تأثیر عوامل از کدام�یک این�که درک برای
نتیجه دادیم. برازش دقت پارامتر برای دوتایی و یکی تبیینی متغیرهای تعداد با را بحث مورد مدل�های



٨١ بتن مقاومت بر مؤثر عوامل :٢ مثال .٢.۴

در سیمان و میکروسیلیس ماسه، آب، پراکندگی متغیرهای از مرکب مدل�های مقایسه :١٠.۴ جدول
DIC معیار اساس بر تبیینی متغیرهای تمامی حضور

DIC log(ϕi) بتا بتا مستطیلی
١ δ٠ + δ١water + δ٢sand+ δ٣silicafume −۴٩٣٫ ٨۶۴٢ −۵١١٫ ١٧٠۴
٢ δ٠ + δ١water + δ٢sand+ δ۴cement −۴٩٢٫ ٩٢۶٢ −۵١٨٫ ۶٧٧۵
٣ δ٠ + δ١water + δ٣silicafume+ δ۴cement −۴٩٣٫ ٠۴۵٣ −۵١٣٫ ۶۶٨١
۴ δ٠ + δ٢sand+ δ٣silicafume+ δ۴cement −۴٩۶٫ ٢۵٩١ −۵٢٢٫ ۶٩٠٠
۵ δ٠ + δ١water + δ٢sand+ δ٣silicafume+ δ۴cement −۴٩٣٫ ۴۴٧۵ −۵١٣٫ ٧٩٢۶

در سیمان و میکروسیلیس ماسه، آب، پراکندگی متغیرهای از مرکب مدل�های مقایسه :١١.۴ جدول
DIC معیار اساس بر تبیینی متغیرهای تمامی حضور

DIC log(ϕi) بتا بتا مستطیلی
١ δ٠ + δ١water −۴٧۵٫ ۵٩٨٢ −۵٠٨٫ ٣٨۴٩
٢ δ٠ + δ٢sand −۴٧٩٫ ۴٠٠٩ −۵٢۵٫ ٨٣٧٧
٣ δ٠ + δ٣silicafume −۴٧٨٫ ٣٢٧٨ −۵٢۴٫ ٧٧٣٣
۴ δ٠ + δ۴cement −۴٨٢٫ ۵٠٣۴ −۵٢٩٫ ٩٩٨٠
۵ δ٠ + δ١water + δ٢sand −۴٨۵٫ ٨٨٧٠ −۵١٠٫ ۴٠۴٧
۶ δ٠ + δ١water + δ٣silicafume −۴٩۶٫ ۴٨١۵ −۵١٧٫ ٠٠۴۵
٧ δ٠ + δ١water + δ۴cement −۴٨۵٫ ۶٧۵٠ −۵١٧٫ ٣۵٧٩
٨ δ٠ + δ٢sand+ δ٣silicafume −۴٧۵٫ ٣٨٩٩ −۵٢۴٫ ١٣٠٣
٩ δ٠ + δ٢sand+ δ۴cement −۴٩۶٫ ۶۴٨۶ −۵٢۵٫ ٢٢٠٢
١٠ δ٠ + δ٣silicafume+ δ۴cement −۴٩۴٫ ٠٠۵۴ −۵٢٢٫ ٠۵۶٠

عامل ۴ تا ١ مدل�های مقایسه با می�کنید، ملاحظه که همان�طور است. آمده ١١.۴ جدول در بررسی این
ماسه آن، از پس می�کند. مدل �بتا مستطیلی و بتا مدل�های برای را پراکندگی بیشترین ۴ مدل در سیمان
به نظر با می�کنند. تبیین را کمتر به بیشتر از پراکندگی به�ترتیب آب آن، از پس و میکروسیلیس سپس و
به را DIC مقدار کمترین ماسه و سیمان شامل ترکیبی با ٩ مدل می�کنید، مشاهده ١٠ تا ۵ مدل�های

داشت. خواهند بهتری �برازش ترکیب این از حاصل مدل�های می�دهد. اختصاص خود
آن، به توجه با را بتا رگرسیونی مدل و داده برازش را (١.۴) مدل شده انجام بررسی�های از پس حال،
شده�اند. گزارش ١٣.۴ و ١٢.۴ جداول در برازش این نتایج می�دهیم. برازش آمیختگی پارامتر حذف با
مستطیلی و بتا مدل�های پارامترهای برای را ٪٩۵ اعتبار فاصله و پسین میانگین گویای ١٢.۴ جدول
جدول با جدول این مقایسه در می�دهد. گزارش بتن مقاومت داده�های اساس بر متغیر دقت پارامتر با �بتا
پارامترها پراکندگی و یافته افزایش متغیرها اعتبار بازه متغیر، ϕ گرفتن نظر در با که می�یابیم در ٨.۴
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ϕ با بتا مستطیلی و بتا رگرسیون مدل�های برای ٪٩۵ اعتبار فاصله و پسین میانگین :١٢.۴ جدول
بتن مقاومت داده�های طبق متغیر

بتا بتا مستطیلی
پارامتر میانگین ٪٢٫ ۵ ٪٩٧٫ ۵ میانگین ٪٢٫ ۵ ٪٩٧٫ ۵
β٠ −١٫ ۶۵٨٧ −١٫ ۶٩۴٠ −١٫ ۶٢١۶ −١٫ ۶٠٣۵ −١٫ ۶۵٣٧ −١٫ ۵٢۴۵
β١ −١٫ ٧۵١٨ −١٫ ٣٣٨٠ −٠٫ ١۶٢٩ −١٫ ٠۴۵٢ −١٫ ۴٠٣١ −٠٫ ۶٩١٢
β٢ ٣٫ ١٧۵٠ ٢٫ ١٨٨٠ ۴٫ ١٩۶٠ ٢٫ ٣۵٧٩ ٠٫ ۶٨١۴ ٣٫ ٧١۵٠
β٣ ۵٫ ۶۶۵١ ٢٫ ٩٣٩۵ ٨٫ ٣٨٩٣ ۴٫ ٣٢۴٩ ١٫ ٧٩٧٣ ۶٫ ٧٣٧٨
β۴ ۴٫ ٠٨٣٢ ٢٫ ٣١٣۴ ۵٫ ٨٣٢۶ ٣٫ ٧٨٣١ ١٫ ٩١١٣ ۵٫ ۴۵٣٩
δ٠ −۵٫ ۴٩١٢ −۵٫ ٧۴٩٨ −۵٫ ٢٠۵١ −۶٫ ٢٩۶١ −۶٫ ۵۶٩٧ −۶٫ ٠٠۵٣
δ١ ١٠٫ ٣١٨۶ ١٫ ٩٠٩٣ ١٧٫ ٨٧٨٣ −١٠٫ ۵۶٧٢ −٢١٫ ٧٣۴٢ ٠٫ ٣٧٩١
δ٢ −١٠٫ ٣١٨۶ −٢۶٫ ٠١٢۴ ۵٫ ١٠۵۴ −۴٫ ١٨٨٧ −١٨٫ ٨٠۵۴ ١١٫ ٢٩٣٢
δ٣ ١٨٫ ۶٢٢٣ ١٠٫ ٨۴۵١ ٢۶٫ ٣٣٧۶ −٢٫ ٣٠٧۶ −١٢٫ ۶۶٩٠ ٧٫ ٧٨٩٣
α ٠٫ ٠۵٣۴ ٠٫ ٠٠۶٩ ٠٫ ١۴١۶

معیارهای با ثانیه) حسب (بر اجرا زمان و متغیر ϕ با �بتا مستطیلی و بتا مدل�های مقایسه :١٣.۴ جدول
بتن مقاومت داده�های برای EBIC و EAIC ، DIC

مدل اجرا زمان DIC EAIC EBIC

بتا ١٣۶۵٫ ۵٨ −۴٩۶٫ ١۵٩١ −۴٨٩٫ ٠۵١٩ −۴۶۴٫ ٩١٢٧
�بتا مستطیلی ٣۵۴١٫ ۴٧ −۵٢٢٫ ۶٩٠٠ −۵١٢٫ ٧۶۵۴ −۴٩٩٫ ۶۵٧٨

شده�اند. زیاد
DIC EBICو ،EAIC براساسمعیارهای را �بتا مستطیلی و بتا رگرسیونی مدل�های ١٣.۴ جدول
�بتا مستطیلی رگرسیونی مدل برای که مقادیری جدول این در می�کند. مقایسه هم با (ثانیه) اجرا زمان و
بتا رگرسیون مدل برای که هستند مقادیری از کمتر می�آیند، به�دست مدل مقایسه معیارهای اساس بر
جداول مشاهده با دارد. بهتری برازش بتا به نسبت �بتا مستطیلی رگرسیون مدل پس، می�آیند. به�دست
رگرسیون مدل متغیر و ثابت دقت پارامتر با مدل مقایسه معیارهای اساس بر که می�یابیم در ١٣.۴ و ٧.۴
مدل ثابت، دقت پارامتر با که کنید توجه همچنین، دارد. بهتری برازش بتا به نسبت �بتا مستطیلی

دارد. متغیر دقت پارامتر با �بتا مستطیلی مدل به نسبت بهتری برازش �بتا مستطیلی



نتیجه�گیری ٣.۴

فاصله به محدود پاسخ�های برای پرت نقاط به نسبت جدید تنومند رگرسیون مدل یک پایان�نامه، این در
واقع، در است. یکنواخت و بتا توزیع دو از آمیخته�ای پاسخ، متغیر توزیع مدل، این در شد. ارائه (٠,١)
نظر، مورد استنباطی دیدگاه پایان�نامه، این در می�شود. نتیجه بتا رگرسیون مدل از �بتا مستطیلی رگرسیون
از ندارد، وجود بسته به�صورت بتا مستطیلی رگرسیون مدل پسین توزیع که آن�جا از اما شد. انتخاب بیزی
کامل شرطی توزیع�های زیاد پیچیدگی کردیم. استفاده آن تقریب MCMCبرای نمونه�گیری الگوریتم�های
لازم نمونه�های همه کنیم. استفاده گیبز و متروپلیس-هستینگز ترکیبی نمونه�گیر از تا شد باعث پارامترها
که است آن نرم�افزار این بارز ویژگی شدند. تولید JAGS نرم�افزار در بیزی استنباط�های استخراج برای
می�کند. نمونه تولید آن از و محاسبه خودکار به�طور را گیبز نمونه�گیر اجرای برای کامل شرطی توزیع�های
و گرفت قرار ارزیابی مورد شبیه�سازی مطالعه دو با بتا، رگرسیون مدل کنار در مدل این عملکرد
پیاده�سازی و شبیه�سازی�ها از آمده به�دست نتایج به توجه با شد. داده نشان واقعی مثال دو در آن کاربرد

کرد: عنوان را زیر نتایج می�توان خلاصه به�طور واقعی، مثال�های روی مدل

پرت مشاهدات که است داده�هایی برابر در آن بالای انعطاف �بتا، مستطیلی مدل اساسی مزیت •
دارند.

شبیه�سازی�ها، در است. تنومند درصد و نسبت داده�های مدل�بندی برای �بتا، مستطیلی رگرسیون مدل •
ضرایب، برآورد در تنومندی یعنی شد. داده نشان مدل�بندی مختلف قسمت�های در تنومندی این

مدل. انتخاب معیارهای و پسین توزیع کل

حساس رگرسیون ضرایب برآورد به بتا رگرسیون مدل بتا، مستطیلی رگرسیون مدل برخلاف •
مشخص پارامترها همه پسین توزیع کولبک-لیبلر فاصله معیار از استفاده با حساسیت این است.

می�گردد.

انتخاب معیارهای و متفاوت پرت نقاط تولید الگوی چهار بر مبتنی شبیه�سازی�ها، تمام در تقریباً •
است. �بتا مستطیلی رگرسیون مدل برتر مدل مدل،



تحقیق آینده برای پیشنهادات ۴.۴

نمود: اشاره زیر بندهای به تحقیق ادامه برای می�توان شبیه�سازی، مطالعات و نظری مباحث به توجه با

مثال، برای بود. �بتا مستطیلی رگرسیون برای تشخیصی ابزار برخی معرفی دنبال به می�توان •
دی و پنگ توسط که است مشاهدات برای تشخیصی اندازه�ای کولبک-لیبلر، معیار به�کارگیری
داده�ها موضعی اثرپذیری است. شده گرفته کار به (٢٠٠٩) همکاران و چو همچنین و (١٩٩۵)
رگرسیون مدل برای ٢٠١١ سال در همکاران و فراری توسط باقیمانده�ها، تحلیل و برآوردها یا
بیزی دیدگاه از همچنین و بتا مستطیلی مدل برای را آن می�توان که گرفت قرار بررسی مورد بتا

نمود. فرمول�بندی

WinBUGS نرم�افزارهای در بیزی استنباط�های اجرای باشد، زیاد داده�ها حجم که مواردی در •
پیچیدگی به توجه با بیزی، استنباط�های انجام طرفی، از نیست. کارا و بوده کند JAGS و
دنبال به که می�شود باعث ویژگی دو این است. ساده نرم�افزارها این توسط بتا، مستطیلی مدل
باشند زیاد داده�ها حجم که حالتی در نمونه تولید سرعت که باشیم جدیدی نمونه�گیری الگوریتم�های
با C ++ در متروپلیس-هستینگز الگوریتم مثال، برای .(٢٠٠۶ لوپس، و (گامرمن ببرد بالا را
رگرسیونی مدل عملکرد بهبود بنابراین .(٢٠١٢ کاپرسانین، و (ابانک می�شود اجرا سرعت به R
بهبودی این باشد. توجهی مورد تحقیق موضوع می�تواند باشند، زیاد داده�ها که زمانی �بتا مستطیلی

است. عددی یا نمونه�گیری الگوریتم�های با مدل پسین توزیع سریع و خوب تقریب اساس بر



آ� پیوست

JAGS نرم�افزار �دستورهای

پیوست این در چهارم فصل مثال�های همچنین و سوم فصل شبیه�سازی�های برای R کدهای از نمونه�ای
شده�اند. گزارش

سوم فصل اول شبیه�سازی

اول شبیه�سازی در شده فراخوانی بسته�های

library(rjags)
library(coda)
library(lattice)

می�کنیم. تولید را آلوده�شده داده�های ابتدا بخش، این در

logit.inv = function(x){
exp(x)/(1+exp(x))
}

data.gen = function(n,phi,mu=0.2,r){
y = rbeta(n,shape1=mu*phi, shape2=(1-mu)*phi)
index = sample(1:n, size = r*n/100)
q = quantile(y, prob = 0.999)
y[index] = runif(length(index),q,1)
return(y)
}
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اریبی و DIC ،MSE مقادیر و نموده شبیه�سازی را کارلو مونت مارکوف زنجیر تکرار ١٠٠ سپس
می�آوریم. به�دست آن�ها برای را

simulate <-function(rep,n,phi,mu,r){
param.values1 = matrix(NA,nrow=rep, ncol=3) # parameter of beta rect reg model
param.values2 = matrix(NA,nrow=rep, ncol=2) # parameter of beta reg model
DICrectangular <- DICclassic <- rep(0,rep)
for (i in 1:rep){
y = data.gen(n,phi,mu,r)
###
cat("
model{
## Likelihood
for (i in 1:n){
y[i]~dbeta(a[i,u[i]],b[i,u[i]])
v[i]~dbern(theta[i])
u[i]<-v[i]+1
a[i,1] <- mu[i]*phi
b[i,1] <- (1-mu[i])*phi
a[i,2]<-1
b[i,2]<-1
logit(gamma[i])<- beta
theta[i]<-alpha.star*(1-abs((2*gamma[i])-1))
mu[i]<-(gamma[i]-0.5*theta[i])/(1-theta[i])
}
#### Priors
beta~dnorm(0,0.01)
phi ~dgamma(0.1,0.1)
alpha.star~dunif(0,1)
}
", fill=TRUE, file="model1.jag")
cat("
model{
## Likelihood
for (i in 1:n){
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y[i]~dbeta(a[i],b[i])
a[i] <- gamma[i]*phi
b[i] <- (1-gamma[i])*phi
logit(gamma[i])<- beta
}
##priors
beta~dnorm(0,0.01)
phi ~dgamma(0.1,0.1)
}", fill=TRUE, file="model2.jag")

jags_d <- list(y=y, n=n)

d.ini1<-list(list(beta=0,alpha.star=0.02, phi=10)
,list(beta=1,alpha.star=0.01, phi=9)
,list(beta=-1,alpha.star=0.01, phi=10))

d.ini2<-list(list(beta=0, phi=10)
,list(beta=1, phi=9)
,list(beta=-1, phi=10))

mod1 <- jags.model("model1.jag",
data=jags_d, n.chains=3,inits=d.ini1 ,n.adapt=1000)

mod2 <- jags.model("model2.jag",
data=jags_d, n.chains=3,inits=d.ini2 ,n.adapt=1000)

out1 <- coda.samples(mod1, variable.names=c("beta", "alpha.star",
"phi"), n.iter=1000,thin=10)

out2 <- coda.samples(mod2, variable.names=c("beta", "phi"),
n.iter=1000,thin=10)

dic1 <- dic.samples(mod1, n.iter=1000, thin = 10, type="pD" )
DICrectangular[i] = sum(dic1$deviance)+sum(dic1$penalty)

dic2 <- dic.samples(mod2, n.iter=1000, thin=10, type="pD")
DICclassic[i] = sum(dic2$deviance)+sum(dic2$penalty)
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par1 <- rbind(out1[[1]],out1[[2]],out1[[3]])
par2 <- rbind(out2[[1]],out2[[2]],out2[[3]])
param.values1[i,] = apply(par1,2,mean)
param.values2[i,] = apply(par2,2,mean)
cat("iter=", "->" , i ,"\n")
}
out=return(list("beta.rectangular"=param.values1,

"beta.classic"=param.values2,
"DICrectangular"=DICrectangular,
"DICclassic"=DICclassic))

}

n = {50,100,200}
phi ={10,30}
mu = 0.2
r = {\%2,\%5,\%8}

object = simulate(rep=100, n=n, phi=phi, mu=mu, r=r)

### for beta rectangular model
beta.param1 = logit.inv(object$beta.rectangular[,2])
beta.est1 = mean(beta.param1)
estimated.bias1 = beta.est1 - mu

### for beta model
beta.param2 = logit.inv(object$beta.classic[,1])
beta.est2 = mean(beta.param2)
estimated.bias2 = beta.est2 - mu

### for beta rectangular model
MSE1 = mean((beta.param1 - mu)^2)
### for beta model
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MSE2 = mean((beta.param2 - mu)^2)

sum(as.numeric(object$DICrectangular<object$DICclassic)/100))

سوم فصل دوم شبیه�سازی

می�کنیم. شبیه�سازی داده�ها این با را بتا مستطیلی و بتا مدل�های آلوده�نشده، داده�های تولید از پس

n<-200
beta0.star <- 0.5
beta1 <- 1
phi <- 30
x <- runif(n,-3,3)
logit.link <- function(x){
exp(x)/(1+exp(x))
}
eta <- beta0.star+(beta1*(x-mean(x)))
gamma <- logit.link(eta)
mu <- gamma
y = rbeta(n ,mu*phi,(1-mu)*phi)

cat("
model{
## Likelihood
for (i in 1:length(y)){
logit(gamma[i])<- beta0.star+(beta1*(x[i]-mean(x[])))
mu[i] <- gamma[i]
y[i]~ dbeta(a[i],b[i])
a[i] <- mu[i]*phi
b[i] <- (1-mu[i])*phi
}
#### Priors
beta1~dnorm(1,0.9)
beta0.star ~ dnorm(0.5,0.9)
beta0 <- beta0.star-beta1*mean(x[])
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phi ~ dgamma(0.01,0.01)
}
", fill=TRUE, file="beta.jag")

cat("
model{
## Likelihood
for (i in 1:length(y)){
y[i]~ dbeta(a[i,u[i]],b[i,u[i]])
logit(gamma[i])<- beta0.star+(beta1*(x[i]-mean(x[])))
theta[i]<- alpha.star*(1-abs((2*gamma[i])-1))
mu[i]<-(gamma[i]-0.5*theta[i])/(1-theta[i])
v[i]~ dbern(theta[i])
u[i]<- v[i]+1
a[i,1]<- (mu[i]*phi)
b[i,1]<- ((1-mu[i])*phi)
a[i,2]<- 1
b[i,2]<- 1
}
#### Priors
beta1 ~ dnorm(1,0.9)
beta0.star ~ dnorm(0.5,0.9)
beta0 <- beta0.star-beta1*mean(x[])
phi ~ dgamma(0.01,0.01)
alpha.star ~ dunif(0,0.5)
}
", fill=TRUE, file="betarec.jag")

jags_d <- list(x=x, y=y)

d.ini1<-list(list(beta1=1,beta0.star=0.45,phi=30)
,list(beta1=0.9,beta0.star=0.5,phi=29)
,list(beta1=1,beta0.star=0.5,phi=30))
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d.ini2<-list(list(beta1=1,beta0.star=0.48,alpha.star=0.02,phi=27)
,list(beta1=0.9,beta0.star=0.5,alpha.star=0.03,phi=25)
,list(beta1=1,beta0.star=0.5,alpha.star=0.02,phi=28))

mod1 <- jags.model("beta.jag",
data=jags_d, n.chains=3,inits=d.ini1 ,n.adapt=10000)

mod2 <- jags.model("betarec.jag",
data=jags_d, n.chains=3,inits=d.ini2 ,n.adapt=10000)

out1 <- coda.samples(mod1, variable.names=c("beta1", "beta0.star","phi"),
n.iter=10000, thin=10
)
out1.beta <- out1[[1]]
out2.beta <- out1[[2]]
out3.beta <- out1[[3]]
outn.beta <- rbind(out1.beta,out2.beta,out3.beta)
coef.beta <- apply(outn.beta,2,mean)

summary(out1)

out2 <- coda.samples(mod2, variable.names=c("beta1", "beta0.star",
"alpha.star","phi"),
n.iter=10000, thin=10
)
out1.betarec <- out2[[1]]
out2.betarec <- out2[[2]]
out3.betarec <- out2[[3]]
outn.betarec <- rbind(out1.betarec,out2.betarec,out3.betarec)
coef.betarec <- apply(outn.betarec,2,mean)

summary(out2)
###DIC beta
dic.beta <- dic.samples(mod1, n.iter=10000, thin = 10, type="pD" )
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DICbeta = sum(dic.beta$deviance)+ sum(dic.beta$penalty)
###EBIC beta
p <- 3
EBIC.beta <- sum(dic.beta$deviance) + (p*log(n))
###EAIC beta
p <- 3
EAIC.beta <- sum(dic.beta$deviance) + (2*p)
###DIC betarec
dic.betarec <- dic.samples(mod2, n.iter=10000, thin = 10, type="pD" )
DICbetarec = sum(dic.betarec$deviance)+ sum(dic.betarec$penalty)
###EBIC betarec
p <- 4
EBIC.betarec <- sum(dic.betarec$deviance) + (p*log(n))
###EAIC betarec
p <- 4
EAIC.betarec <- sum(dic.betarec$deviance) + (2*p)

آلوده�شده داده�های ایجاد برای اختلال الگوی چهار

###nmodar1 shabihsazi2
library(rjags)
library(coda)
library(lattice)
rm(list=ls())
set.seed(12354)
n<-200
beta0.star<-0.5
beta1<-1
phi<-30
x<-runif(n,-3,3)
logit.link<-function(x){
exp(x)/(1+exp(x))
}
eta<-beta0.star+beta1*x
gamma<-logit.link(eta)
mu<- gamma
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y=rbeta(n,mu*phi,(1-mu)*phi)
###1
par(mfrow=c(2,2))
plot(y~x,main="(1)")
t = which(x>2)
ind = sample(t,size=4)
ind
delta= 0.8
ynew = y[ind]-delta
arrows(c(x[ind[1]],x[ind[2]],x[ind[3]],x[ind[4]]),c(y[ind[1]],y[ind[2]]
,y[ind[3]],y[ind[4]]),c(x[ind[1]],x[ind[2]],x[ind[3]],x[ind[4]]),
c((y[ind[1]]-0.8),(y[ind[2]]-0.8),(y[ind[3]]-0.8),(y[ind[4]]-0.8))
,length=0.1)points(c(x[ind[1]],x[ind[2]],x[ind[3]],x[ind[4]],x[ind[1]]
,x[ind[2]],x[ind[3]],x[ind[4]]),c(y[ind[1]],y[ind[2]],y[ind[3]],y[ind[4]]
,(y[ind[1]]-0.8),
(y[ind[2]]-0.8),(y[ind[3]]-0.8),(y[ind[4]]-0.8)),pch=8)
###2
plot(y~x,main="(2)")
t = which(x< -2)
ind = sample(t,size=4)
ind
delta= 0.8
ynew = y[ind]+delta
arrows(c(x[ind[1]],x[ind[2]],x[ind[3]],x[ind[4]]),c(y[ind[1]],y[ind[2]]
,y[ind[3]],y[ind[4]]),c(x[ind[1]],x[ind[2]],x[ind[3]],x[ind[4]]),
c((y[ind[1]]+0.8),(y[ind[2]]+0.8),(y[ind[3]]+0.8),(y[ind[4]]+0.8))
,length=0.1)points(c(x[ind[1]],x[ind[2]],x[ind[3]],x[ind[4]],x[ind[1]]
,x[ind[2]],x[ind[3]],x[ind[4]]),c(y[ind[1]],y[ind[2]],y[ind[3]],y[ind[4]]
,(y[ind[1]]+0.8),(y[ind[2]]+0.8),(y[ind[3]]+0.8),(y[ind[4]]+0.8)),pch=8)
###3
plot(y~x,main="(3)")
t1 = which(x< -2)
ind1 = sample(t1,size=2)
ind1
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delta= 0.8
ynew = y[ind1]+delta
arrows(c(x[ind1[1]],x[ind1[2]]),c(y[ind1[1]],y[ind1[2]])
,c(x[ind1[1]],x[ind1[2]]),
c((y[ind1[1]]+0.8),(y[ind1[2]]+0.8)),length=0.1)
points(c(x[ind1[1]],x[ind1[2]],x[ind1[1]],x[ind1[2]])
,c(y[ind1[1]],y[ind1[2]],(y[ind1[1]]+0.8),
(y[ind1[2]]+0.8)),pch=8)
t2 = which(x>2)
ind2 = sample(t2,size=2)
ind2
delta= 0.8
ynew = y[ind2]-delta
arrows(c(x[ind2[1]],x[ind2[2]]),c(y[ind2[1]],y[ind2[2]])
,c(x[ind2[1]],x[ind2[2]]),
c((y[ind2[1]]-0.8),(y[ind2[2]]-0.8)),length=0.1)
points(c(x[ind2[1]],x[ind2[2]],x[ind2[1]],x[ind2[2]])
,c(y[ind2[1]],y[ind2[2]],(y[ind2[1]]-0.8),
(y[ind2[2]]-0.8)),pch=8)
###4
plot(y~x,main="(4)")
t = which(abs(x)<0.5)
ind = sample(t,size=4)
ind
delta= 0.5
ynew = y[ind]-delta
arrows(c(x[ind[1]],x[ind[2]],x[ind[3]],x[ind[4]]),c(y[ind[1]]
,y[ind[2]],y[ind[3]],y[ind[4]]),c(x[ind[1]],x[ind[2]],x[ind[3]]
,x[ind[4]]),c((y[ind[1]]-0.6),(y[ind[2]]-0.6),(y[ind[3]]-0.6)
,(y[ind[4]]-0.6)),length=0.1)points(c(x[ind[1]],x[ind[2]]
,x[ind[3]],x[ind[4]],x[ind[1]],x[ind[2]],x[ind[3]],x[ind[4]])
,c(y[ind[1]],y[ind[2]],y[ind[3]],y[ind[4]],(y[ind[1]]-0.6),
(y[ind[2]]-0.6),(y[ind[3]]-0.6),(y[ind[4]]-0.6)),pch=8)

چهارم فصل اول کاربرد
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اول کاربرد در شده فراخوانی بسته�های

library(rjags)
library(coda)
library(lattice)
library(sn)

ثابت ϕ و sn بسته ais داده�های بر �بتا مستطیلی و بتا مدل�های برازش

n<-37
Bfat <- c(16.86,10.81,20.10,21.47,18.48,25.26,18.72,18.77,17.64,23.01,
24.88,19.20,24.69,24.69,16.20,23.11,19.83,16.58,23.01,16.58,12.61,
17.22,17.07,12.78,12.39,9.40,8.51,8.84,8.87,5.63,6.99,9.89,10.12,5.80,
5.63,8.77,6.26)/100

lbm <- c(41.93,48.76,53.54,53.46,53.65,53.77,54.77,54.41,54.78,54.77,
54.78,55.35,55.73,56.01,57.54,58.00,59.59,60.05,61.46,61.70,65.00,
66.00,67.00,68.00,68.86,69.00,71.00,72.00,74.00,75.00,76.00,77.00,
78.00,79.00,80.00,82.00,86.00)

y <- Bfat
x <- lbm

cat(" model{
## Likelihood
for (i in 1:length(y)){
y[i]~ dbeta(a[i],b[i])
a[i] <- gamma[i]*phi
b[i] <- (1-gamma[i])*phi

logit(gamma[i])<- beta0.star+(beta1*(x[i]-mean(x[])))
}
## Priors
beta1 ~ dnorm(0,0.1)
beta0.star ~ dnorm(0,0.05)
beta0 <- beta0.star-beta1*mean(x[])
phi ~ dgamma(0.01,0.01)
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#alpha.star ~ dnorm(0,1)
}
", fill=TRUE, file="model-beta.jag")

cat(" model{
## Likelihood
for (i in 1:length(y)){

y[i]~dbeta(a[i,u[i]],b[i,u[i]])
logit(gamma[i])<- beta0.star+(beta1*(x[i]-mean(x[])))

theta[i]<- alpha.star*(1-abs((2*gamma[i])-1))
mu[i]<-(gamma[i]-0.5*theta[i])/(1-theta[i])

v[i]~dbern(theta[i])
u[i]<-v[i]+1
a[i,1]<-mu[i]*phi
b[i,1]<-(1-mu[i])*phi
a[i,2]<-1
b[i,2]<-1
}

## Priors
beta1~ dnorm(0,0.1)
beta0.star~dnorm(0,0.05)
beta0<-beta0.star-beta1*mean(x[])
phi~ dgamma(0.01,0.01)
alpha.star~dunif(0,1)
}
", fill=TRUE, file="model-betarec.jag")

jags_d <- list(x=lbm, y=Bfat )

d.ini1<-list(list(beta1=-0.02,beta0.star=0.089,phi=86)
,list(beta1=-0.03,beta0.star=0.09,phi=87),
list(beta1=-0.02,beta0.star=0.09,phi=87)
)
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d.ini2<-list(list(beta1=-0.03,beta0.star=0.8,phi=203,alpha.star=0.09)
,list(beta1=-0.04,beta0.star=0.9,phi=204,alpha.star=0.1),
list(beta1=-0.03,beta0.star=0.9,phi=203,alpha.star=0.09)
)

mod.beta<-jags.model("model-beta.jag",
data=jags_d,
n.chains=3,
inits=d.ini1,
n.adapt=50000
)

mod.betarec<-jags.model("model-betarec.jag",
data=jags_d,
n.chains=3,
inits=d.ini2,
n.adapt=50000
)

out.beta<- coda.samples( mod.beta,
variable.names = c("beta1","beta0.star","phi"),
n.iter =50000,
thin = 10 )

summary(out.beta)

out.betarec<- coda.samples( mod.betarec,
variable.names = c("beta1","beta0.star","phi","alpha.star"),
n.iter =50000,
thin = 10 )

summary(out.betarec)

out1.beta <- out.beta[[1]]
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out2.beta <- out.beta[[2]]
out3.beta <- out.beta[[3]]
outn.beta <- rbind(out1.beta,out2.beta,out3.beta)
coef.beta <- apply(outn.beta,2,mean)

out1.betarec <- out.betarec[[1]]
out2.betarec <- out.betarec[[2]]
out3.betarec <- out.betarec[[3]]
outn.betarec <- rbind(out1.betarec,out2.betarec,out3.betarec)
coef.betarec <- apply(outn.betarec,2,mean)
###DIC beta
dic.beta <- dic.samples(mod.beta, n.iter=50000, thin = 10, type="pD" )
DIC.beta = sum(dic.beta$deviance)+sum(dic.beta$penalty)
###EBIC beta
p <- 3
EBIC.beta <- sum(dic.beta$deviance)+ (p*log(n))
###EAIC beta
p <- 3
EAIC.beta <- sum(dic.beta$deviance) + (2*p)
###DIC betarec
dic.betarec <- dic.samples(mod.betarec, n.iter=50000, thin = 10, type="pD" )
DICbeta.betarec = sum(dic.betarec$deviance)+sum(dic.betarec$penalty)
###EBIC betarec
p <- 4
EBIC.betarec <- sum(dic.betarec$deviance)+ (p*log(n))
###EAIC betarec
p <- 4
EAIC.betarec <- sum(dic.betarec$deviance) + (2*p)
###nmodar
logit.link<-function(x){

exp(x)/(1+exp(x))
}
beta0.beta<- coef.beta[1]
beta1.beta<- coef.beta[2]
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phi.beta<- coef.beta[3]

alpha<- coef.betarec[1]
beta0.betarec<- coef.betarec[2]
beta1.betarec<- coef.betarec[3]
phi.betarec<- coef.betarec[4]

f1 = function(x = lbm){
eta<-beta0.beta+beta1.beta*(x-mean(x))
mu = logit.link(eta)

return(mu)
}
f2 = function(x = lbm){
eta<- beta0.betarec + beta1.betarec*(x-mean(x))
gamma <- logit.link(eta)

theta <- alpha*(1-abs((2*gamma)-1))
mu <- (gamma-(0.5*theta))/(1-theta)

mun <- (theta/2)+((1-theta)*mu)
return(mun)
}
plot(Bfat~lbm,xlim=c(40,80),ylim=c(0.08,0.25))
curve(f1,min(lbm),max(lbm),add=T,lty=2)
curve(f2,min(lbm),max(lbm),add=T,lty=1)

متغیر ϕ با sn بسته ais داده�های بر �بتا مستطیلی و بتا مدل�های برازش

###write model beta
cat(" model{
## Likelihood
for (i in 1:length(y)){
logit(gamma[i])<- beta0.star+(beta1*(x[i]-mean(x[])))
log(phi[i]) <- -delta0.star-delta1 * (x[i]-mean(x[]))
y[i]~ dbeta(a[i],b[i])
a[i] <- gamma[i]*phi[i]
b[i] <- (1-gamma[i])*phi[i]
}



١٠٠ JAGS نرم�افزار �دستورهای آ�.

#### Priors
beta1 ~ dnorm(100,0.01)
beta0.star ~ dnorm(100,0.01)
beta0 <- beta0.star-beta1 * mean(x[])
delta1 ~ dnorm(0.01,0.01)
delta0.star ~ dnorm(0.01,0.01)
delta0 <- delta0.star-delta1 * mean(x[])
}
", fill=TRUE, file="model-beta.jag")

cat(" model{
## Likelihood
for (i in 1:length(x)){

y[i]~dbeta(a[i,u[i]],b[i,u[i]])
logit(gamma[i])<- beta0.star+(beta1*(x[i]-mean(x[])))
log(phi[i]) <- -delta0.star-delta1 * (x[i]-mean(x[]))

theta[i]<- alpha.star*(1-abs((2*gamma[i])-1))
mu[i]<-(gamma[i]-(0.5*theta[i]))/(1-theta[i])

v[i]~ dbern(theta[i])
u[i]<-v[i]+1
a[i,1]<- mu[i]*phi[i]
b[i,1]<-(1-mu[i])*phi[i]
a[i,2]<- 1
b[i,2]<- 1
}

### Priors
beta1 ~ dnorm(0.01,0.01)
beta0.star ~ dnorm(0.01,0.01)
beta0 <- beta0.star-beta1 * mean(x[])
delta1 ~ dnorm(0.01,0.01)
delta0.star ~ dnorm(0.01,0.01)
delta0 <- delta0.star-delta1 * mean(x[])
alpha.star ~ dunif(0,1)
}
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", fill=TRUE, file="model-betarec.jag")

jags_d <- list(x=lbm, y=Bfat)

d.ini1<-list(list(beta1=0.0,beta0.star=-1.3,delta1=0.002,delta0.star=-3)
,list(beta1=0.007,beta0.star=-1.3,delta1=0.02,delta0.star=-3),
list(beta1=0.005,beta0.star=-1.4,delta1=0.002,delta0.star=-3)
)

d.ini2<-list(list(beta1=0.0,beta0.star=-1,delta1=0.0,delta0.star=-3
,alpha.star=0.09)
,list(beta1=0.0,beta0.star=0.0,delta1=0.002,delta0.star=-3,alpha.star=0.06),
list(beta1=0.0,beta0.star=-0.1,delta1=0.001,delta0.star=-3,alpha.star=0.05)
)

mod.beta <- jags.model("model-beta.jag",
data=jags_d,
n.chains=3,
inits=d.ini1,
n.adapt=5000
)
mod.betarec <- jags.model("model-betarec.jag",
data=jags_d,
n.chains=3,
inits=d.ini2,
n.adapt=50000
)

out.beta<- coda.samples( mod.beta,
variable.names = c("beta1","beta0.star","delta1","delta0.star"),
n.iter =50000,
thin = 10 )

summary(out.beta)
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out.betarec<- coda.samples( mod.betarec,
variable.names = c("beta1","beta0.star","delta1","delta0.star","alpha.star"),
n.iter =50000,
thin = 10 )

summary(out.betarec)
out1.beta <- out.beta[[1]]
out2.beta <- out.beta[[2]]
out3.beta <- out.beta[[3]]
outn.beta <- rbind(out1.beta,out2.beta,out3.beta)
coef.beta <- apply(outn.beta,2,mean)

out1.betarec <- out.betarec[[1]]
out2.betarec <- out.betarec[[2]]
out3.betarec <- out.betarec[[3]]
outn.betarec <- rbind(out1.betarec,out2.betarec,out3.betarec)
coef.betarec <- apply(outn.betarec,2,mean)
### DIC beta
dic.beta <- dic.samples(mod.beta, n.iter=50000, thin = 10, type="pD" )
DIC.beta = sum(dic.beta$deviance)+sum(dic.beta$penalty)
### EBIC beta
p <- 4
EBIC.beta <- sum(dic.beta$deviance)+ (p*log(n))
### EAIC beta
p <- 4
EAIC.beta <- sum(dic.beta$deviance) + (2*p)
### DIC beta rec
dic.betarec <- dic.samples(mod.betarec, n.iter=5000, thin = 10, type="pD" )
DICbeta.betarec = sum(dic.betarec$deviance)+sum(dic.beta$penalty)
### EBIC beta
p <- 5
EBIC.betarec <- sum(dic.betarec$deviance)+ (p*log(n))
### EAIC beta
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p <- 5
EAIC.betarec <- sum(dic.betarec$deviance) + (2*p)
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Aabstract

In many regression models the response variable is continuous, restricted to the interval
(0, 1), such as percentages, proportions and fractions or rates. For analysing such re-
sponses, the logistic or probit regression models are not adequate and the popular model
is beta regression. However, the beta regression model is not robut when there are outly-
ing observations in the response variable. Therefore, we consider a new regression model
constructed based on the beta rectangular distribution. It is shown that beta rectangular
regression is more robust than the beta regression model. In this thesis, we first review
the beta rectangular distribution and a new parametrization is introduced. Then the beta
rectangular regression model is proposed and a Bayesian inference approach is adopted us-
ing a Markov chain Monte Carlo (MCMC) algorithm. Two simulation studies are carried
out to show the better performance of the new model in the presence of outliers. Finally,
application of the proposed model is shown by two applications.

Keywords: Bayesian analysis, Beta rectangular regression, Robust, MCMC, Outliers.
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