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م دروما م قد
در و گرفتم جان روشنایی�ات از و شدی خورشیدی می�آورم. کم هم باز گویم می چه هر تو از پدر ای
به شد. موفقیتم رمز خسته�ات دستان حاصل اکنون شوق، از کردی لبریزم و کشیدی را نازم ناامیدی�ها

..... ندارد را تو مثل بزرگیش همه با دنیا و دارم را تو که می�گویم تبریک خودم
و شدی شادی�هایم رنگ تو هستی�ام، مهربان روح ای کشیدن، نفس زیبایی شوق ای مادر، ای تو و
طعم توانستی اکنون تا خریدی جان به را خستگی�ها عمری و کردی دور من از وجود تمام با را لحظه�ها

بچشانی. من به را پیروزی خوش



اری پاس
فرو که نفسی هر نعمت. مزید اندرش شکر به و است قرب موجب طاعتش که جل و عز را خدای منت
نعمتی هر بر و است موجود نعمت دو نفس هر در ذات. مفرح می�آید بر چون و است حیات ممد می�رود

واجب. شکری
انجام در که اقبال نگار دکتر خانم سرکار عزیزم راهنمای استاد زحمات از که می�دانم خود وظیفه ابتدا

باشم. داشته را قدردانی و سپاس نهایت بوده�اند، همراهم پایان�نامه این
پایان�نامه این داوری که رضازاده نزاکتی احمد دکتر و ربیعی محمدرضا دکتر محترم اساتید از همچنین

می�نمایم. تشکر گرفتند، برعهده را
امید دو و همیشگی�ام حامیان خواهران و برادر پناهم، خدا از بعد که عزیزم مادر و پدر از سرانجام

می�کنم. تشکر و تقدیر حمیدرضا و آراد زندگی�ام

روز وروزی ه ۱۳۹۴آ
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ر ق و ج تا ت مال
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شود. ذکر مربوطه علمی تولیدات در مقتضی، نحو

نمی�باشد. مجاز منبع ذکر بدون پایان�نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده •



یده چ
از دنباله یک جزیی مجموع�های حدی رفتار مطالعه در اساسی نقش گشتاوری و احتمال نابرابری�های
محاسبه قابل تصادفی متغیرهای مجموع گشتاور یا دم احتمال مقدار که زمانی دارند. تصادفی متغیرهای
مختلفی نابرابری�های شده، گرفته نظر در تصادفی متغیرهای دنباله برای که شرایطی به توجه با نیست،
برقرار داریم، اختیار در که داده�هایی برای بودن مستقل شرط موارد اکثر در شده�اند. ارایه آماردانان توسط
برای وابسته تصادفی متغیرهای برای گشتاوری و احتمال نابرابری��های تعمیم� از باید بنابراین نیست.
متغیرهای دسته�های به می�توان خاص به�طور کرد. استفاده تصادفی متغیرهای مجموع حدی رفتار بررسی

کرد. اشاره j-وابسته و منفی زبرجمعی وابستگی پذیرفتنی،
نابرابری روزنتال، نابرابری j-وابسته، منفی، زبرجمعی وابسته پذیرفتنی، متغیرهای کلیدی: کلمات

ناگایف

ث



ج

تار
از را متغیرها اگر حال شده�اند. بررسی مستقل حالت برای بیشتر واحتمالی گشتاوری نابرابری�های
پایان�نامه این در می�آوریم. به�دست جدیدی نتایج دهیم، اختصاص خاص دسته�های به وابستگی حالت
برخی در و می�کنیم بیان شده�اند، اثبات مشخصه تابع از استفاده با که را مطلق گشتاور نابرابری�های برخی
نتایجی به و می�کنیم بررسی منفی زبرجمعی وابسته و پذیرفتنی مانند خاص، دسته�های در را آن�ها موارد

می�کنیم. بررسی j-وابسته حالت رادر احتمال و گشتاوری نابرابری می�رسیم. استقلال حالت مشابه
قرار استفاده مورد بعد فصل�های در که لازم تعاریف و مقدمات برخی اول فصل پایان�نامه، این در
حالت در را متقارن تصادفی متغیرهای مطلق گشتاور نابرابری�های دوم فصل می�کنیم. بیان می�گیرد،
گشتاوری نابرابری شامل سوم فصل می�کنیم. بررسی منفی زبرجمعی وابسته و پذیرفتنی و مستقل
پایان به نابرابری این از مثالی با را فصل و کرده اثبات و بیان j-وابسته شرایط تحت که است روزنتال
میکنیم اثبات و بیان است، j-وابسته حالت همان در ناگایف نابرابری شامل که چهارم فصل می�رسانیم.

می�کنیم. کامل است، نابرابری کاربرد دهنده نشان که مثالی با نیز را فصل این و
برهان و قضیه ستاره دو موارد و است شده باز قضیه اثبات شده داده نشان ستاره یک با که مواردی

شده�اند. اثبات و ارایه پایان�نامه نویسندگان توسط
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یزد. ایران. ریاضی کنفرانس ششمین و چهل ،
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١ فصل

اولیه مفاهیم

می�کنیم. بیان داریم، نیاز آن به بعد فصل�های در که را قضایا و تعاریف برخی فصل، این در

گشتاورها ١.١

بخش این در است. احتمالاتی توزیع یک شکل توصیف برای کمی معیاری گشتاور١ احتمال، و آمار در
برگر و کسلا به بیشتر اطلاعات برای می�کنیم. بیان را گشتاور از خاص حالت�های و تعاریف برخی

کنید. مراجعه (٢٠٠٢)

�می�شود، داده نشان µk با که X تصادفی متغیر گشتاور �kامین ،k = ١,٢, ..., n به�ازای .١.١.١ تعریف
می�گردد. تعریف µk = E(Xk) به�صورت

است. µ یا میانگین همان اول گشتاور آن�گاه ،k = ١ اگر .٢.١.١ نتیجه

به�صورت و می�شود نامیده مرکزی٢ گشتاور �kامین ،µ میانگین حول X گشتاور �kامین .٣.١.١ تعریف
می�گردد: تعریف زیر

µ′
k = E

[
(X − µ)k

]
معیار انحراف ،σ و است σ٢ یا واریانس همان مرکزی دوم گشتاور آن�گاه ،k = ٢ اگر .۴.١.١ نتیجه

است.

مرکزی گشتاور kامین تقسیم از X تصادفی متغیر شده٣ نرمال مرکزی گشتاور �kامین .۵.١.١ تعریف
دیگر به�عبارت می�آید. به�دست معیار انحراف kام توان بر میانگین حول

Nk =
E
[
(X − µ)k

]
σk

١Moment
٢Centeral moment
٣Normalized centeral moment



٢ اولیه مفاهیم .١

که می�شود تعریف mk = ١
n

∑n
i=١X

k
i به�صورت نمونه�ای۴ گشتاور kامین ،k هر برای .۶.١.١ تعریف

هستند. جامعه از نمونه�هایی Xn ،. . . ،X٢ ،X١

می�شود تعریف زیر به�صورت X تصادفی متغیر مطلق۵ گشتاور kامین .٧.١.١ تعریف

E
[
|X|k

]
=


∫
|x|kf(x)dx پیوسته X∑
x |x|kf(x) گسسته X

است. X تصادفی متغیر احتمال) احتمال(تابع چگالی تابع f(x) آن در که

لیپ�شیتس شرط تعریف ٢.١

کردند. بیان زیر به�صورت را لیپ�شیتس ثابت ،(١٩٩٣) همکاران و جونیس

گوییم، آن�گاه باشد، داشته وجود f : U → Rn تابع و Rn در بازی زیرمجموعه U اگر .١.٢.١ تعریف
Mوجود مانند مثبتی عدد اگر می�کند، صدق c ∈ U نقطه در k مرتبه از لیپ�شیتس۶ شرط در در f تابع

c از همسایگی یک در f تابع برای به�طوری�که باشد، داشته

|f(x)− f(c)| ≤M |x− c|k

.k = ١ که است این معنای به آید، میان به اسم لیپ�شیتس شرط از تنها هرگاه .٢.٢.١ ملاحظه

است. پیوسته c نقطه همان در f آن�گاه کند، صدق لیپ�شیتس شرط در f تابع اگر .٣.٢.١ ملاحظه

در مشتق�پذیری حقیقت، در نمود؛ مشتق�پذیری جایگزین می�توان را لیپ�شیتس شرط .۴.٢.١ ملاحظه
می�دهد. نتیجه را لیپ�شیتس شرط نقطه، هر

آن�گاه باشد. [−١,۴] روی f(x) = x٢ کنید فرض .۵.٢.١ مثال

|f(x١)− f(x٢)| = |x٢١ − x٢٢|

= |(x١ + x٢)(x١ − x٢)|

≤ max
x١,x٢∈[−١,۴]

(|x١ + x٢|)|x١ − x٢|

= ٨|x١ − x٢|

باشد. M = ٨ می�تواند مورد این در این�که یعنی
۴Sample moment
۵Absolute moment
۶Condition lipschitz



٣ لیپ�شیتس شرط تعریف .٢.١

می�خواهیم است. مثبت گویا عدد a که باشد I = [−a, a] روی f(x) = xm کنید فرض .۶.٢.١ مثال
کنیم. بررسی را لیپ�شیتس شرط

می�کنیم انتخاب I در x٢ و x١ ابتدا

|f(x٢)− f(x١)| = |xm٢ − xm١ |

کنیم استفاده کار راحتی برای زیر رابطه از می�توانیم

xm٢ − xm١ = (x٢ − x١)(x
m−١
٢ − xm−٢

٢ x١ + ...+ x٢x
m−٢
١ + xm−١

١ )

= (x٢ − x١)
m١∑
i=٠

xm−١−i
٢ xi١

چون

(x٢ − x١)
m−١∑
i=٠

xm−١−i
٢ xi١ =

m−١∑
i=٠

xm−i
٢ xi١ −

m−١∑
i=٠

xm−١−i
٢ xi+١

١

= xm٢ +
m−١∑
i=١

xm−i
٢ xi١ −

m−٢∑
i=٠

xm−١−i
٢ xi+١

١ − xm١

راست سمت دوم جمع در اندیس تغییر با

(x٢ − x١)
m−١∑
i=٠

xm−١−i
٢ xi١ = xm٢ +

m−١∑
i=١

xm−i
٢ xi١ −

m−١∑
i=١

xm−i
٢ xi١ − xm١

= xm٢ − xm١

بنابراین

|f(x٢)− f(x١)| = |
m−١∑
i=٠

xm−١−i
٢ xi١||x٢ − x١|

می�پردازیم |
∑m١

i=٠ x
m−١−i
٢ xi١| بررسی به حال

|
m−١∑
i=٠

xm−١−i
٢ xi١| ≤

m−١∑
i=٠

|x٢|m−١−i|x١|i

بنابراین است. |x٢| ≤ a و |x١| ≤ a هستند، [−a, a] در x٢ و x١ چون

|
m−١∑
i=٠

xm−١−i
٢ xi١| ≤

m−١∑
i=٠

am−١−iai =
m−١∑
i=٠

am−١ = mam−١

و

|f(x٢)− f(x١)| ≤ mam−١|x٢ − x١|



۴ اولیه مفاهیم .١

پایدار توزیع ٣.١

است. کرده� معرفی را پایدار توزیع ،(١٩۶٠) مندلبورت

آن�ها مکان و مقیاس پارامترهای که هم�توزیع و مستقل تصادفی نمونه دو کنید فرض .١.٣.١ تعریف
یکی متغیر خود توزیع با متغیر یا نمونه دو این خطی ترکیب توزیع اگر باشد. داشته وجود هستند، برابر
دو هر برای آن�گاه باشد، نرمال X کنید فرض مثال برای دارد. پایدار٧ توزیع خطی ترکیب آن�گاه باشد،
هم�توزیع aX١ + bX٢ خطی ترکیب ،b و a مثبت ثابت�های و X با هم�توزیع X٢ و X١ مستقل نمونه

باشد. cX + d

اما نمود، بیان تحلیلی به�صورت نمی�توان پایدار توزیع برای را احتمال چگالی تابع کلی حالت در
ϕ(t) مشخصه تابع فوریه تبدیل با احتمالی توزیع هر نوشت. پایدار حالت برای می�توان را مشخصه تابع

به�صورت
f(x) =

١
٢π

∫ ∞

−∞
φ(t)e−ixtdt

زیر به�صورت را آن مشخصه تابع اگر می�نامند، پایدار را X تصافی متغیر معادل به�طور می�آید. به�دست
φ(t;α, β, c, µ) = exp [itµ− |ct|α(١− iβsgn(t)Φ)]

به�صورت ،α = ١ به�ازای و Φ = tan(πα/٢) ،α ̸= ١ همه برای و است t علامت تابع sgn که نوشت،
است. Φ = − ٢

π
log |t|

پارامتر پارامتر، مهم�ترین شده�اند. پارامتری ،µ و c ،β ،α پارامتر ۴ با پایدار توزیع�های خانواده
است. α همان یا پایداری

توزیع ،α = ١ و نرمال توزیع ،α = ٢ است. ٠ < α ≤ ٢ پایدار، توزیع�های در .٢.٣.١ ملاحظه
می�دهد. نتیجه را کوشی

معمولی چولگی محدوده این در عادی حالت در است. چولگی پارامتر ،β ∈ [−١,١] .٣.٣.١ ملاحظه
سومین برای چولگی و نمی�پذیرد را بالاتر و دوم گشتاورهای توزیع ،α < ٢ برای مثلا است، نشده تعریف

است. شده تعریف مرکزی گشتاور

مکان پارامتر ، µ ∈ (−∞,∞) و مقیاس پارامتر ،|c| > ٠ پارامتر توزیع�های در .۴.٣.١ ملاحظه
است.

و می�یابد کاهش µ میانگین و ٢c٢ واریانس با نرمال توزیع به پایدار توزیع ،α = ٢ اگر .۵.٣.١ گزاره
ندارد. اثر β چولگی پارامتر

مکان پارامتر و cمقیاس پارامتر با کوشی توزیع به پایدار توزیع ،β = ٠ و α = ١ برای .۶.٣.١ گزاره
را µ مکان پارامتر و c مقیاس پارامتر با لوی٨ توزیع β = ١ و α = ٠٫ ۵ برای و می�شود تبدیل ،µ

می�دهد. نتیجه
٧Stability distribution
٨Levy distribution



۵ خاص دسته�های در تصادفی متغیرهای .۴.١

خاص دسته�های در تصادفی متغیرهای ۴.١

منفی پیوندی وابستگی ١.۴.١

است. شده بیان ،(١٩٨٣) پروشان و جاج توسط منفی پیوندی تصادفی متغیرهای

زیر دو هر برای اگر هستند، منفی٩ پیوندی Xk ،. . . ،X٢ ،X١ تصادفی متغیرهای .١.۴.١ تعریف
رابطه g fو صعودی توابع و {١,٢, ..., k} مجموعه از A٢ و A١ هم از جدا مجموعه

cov (f(Xi; i ∈ A١), g(Xj; j ∈ A٢)) ≤ ٠

باشد. برقرار

تابع دو اگر می�دانیم زیرا است. برقرار ١.۴.١ تعریف باشند، نزولی تابع دو g و f اگر .٢.۴.١ ملاحظه
دیگر به�عبارت می�شود. صعودی توابع همان منفی باشند، نزولی

cov (−f(Xi; i ∈ A١), −g(Xj; j ∈ A٢))

= cov (f(Xi; i ∈ A١), g(Xj; j ∈ A٢))

≤ ٠

و {١,٢, ..., k} مجموعه هم از جدا زیرمجموعه�های An ،. . . ،A٢ ،A١ کنید فرض .٣.۴.١ ملاحظه
پیوندی تصادفی متغیرهای Xk ،. . . ،X٢ ،X١ اگر باشند. صعودی و مثبت توابعی fm ،. . . ،f٢ ،f١

آن�گاه باشند، منفی

E

(
m∏
i=١

fi(Xj; j ∈ Ai)

)
≤

m∏
i=١

E (fi(Xj; j ∈ Ai))

از زیرمجموعه�ای هر باشند، منفی پیوندی Xk ،. . . ،X٢ ،X١ تصادفی متغیرهای اگر .۴.۴.١ ملاحظه
می�باشند. منفی پیوندی نیز آن�ها از بیشتر یا دو

است. منفی پیوندی مستقل�، تصادفی متغیرهای از زیرمجموعه�ای هر .۵.۴.١ ملاحظه

X٢ و X١ کنید فرض هستند. منفی پیوندی نرمال، منفی همبسته تصادفی متغیرهای .۶.۴.١ مثال
دیگر به�عبارت باشند، نرمال تصادفی متغیرهای

(X١, X٢) ∼ N(µ١µ٢, σ
٢
١, σ

٢
٢, ρ)

می�باشد. نیز منفی پیوندی بنابراین هستند. نرمال منفی همبسته X٢ و X١ آن�گاه باشد، ρ < ٠ اگر

پیوندی متغیرهای از مجموعه یک از هم، از جدا زیرمجموعه�های روی صعودی توابع .٧.۴.١ ملاحظه
است. منفی پیوندی منفی،

٩Negatively associated



۶ اولیه مفاهیم .١

منفی زبرجمعی وابستگی ٢.۴.١

بر وابستگی نوع این است. شده بیان (٢٠٠٠) هو توسط منفی١٠ زبرجمعی وابسته تصادفی متغیرهای
تعریف (١٩٧٧) کمپرمن توسط که زبرجمعی توابع ابتدا ادامه در که گرفته، شکل زبرجمعی توابع اساس

می�کنیم. تعریف را منفی زبرجمعی وابستگی سپس و کرده بیان را است شده

x, y ∈ Rm هر برای اگر است، زبرجمعی١١ تابع ϕ : Rm → R تابع .٨.۴.١ تعریف
ϕ(x ∨ y) + ϕ(x ∧ y) ≥ ϕ(x) + ϕ(y)

و x ∨ y = (x١ ∨ y١, ..., xm ∨ ym) یعنی است، مولفه�ای مینیمم ∧ و مولفه�ای ماکسیمم ∨ که
.x ∧ y = (x١ ∧ y١, ..., xm ∧ ym)

x, y ∈ Rm هر برای اگر است، یافته١٢ تعمیم زبرجمعی تابع ϕ : Qm → Q تابع .٩.۴.١ تعریف
ϕ(x ∨ y) + ϕ(x ∧ y) ≥ ϕ(x) + ϕ(y)

و x ∨ y = (x١ ∨ y١, ..., xm ∨ ym) یعنی است، مولفه�ای مینیمم ∧ و مولفه�ای ماکسیمم ∨ که
است. حقیقی و موهومی اعداد همه مجموعه Q و x ∧ y = (x١ ∧ y١, ..., xm ∧ ym)

یافته تعمیم زبرجمعی منظور است، شده آورده زبرجمعی از اسم هرجا پایان�نامه این در .١٠.۴.١ توجه
است.

کمپرمن نیست. انجام�پذیر آسانی به تابع، یک بودن زبرجمعی بررسی ،٩.۴.١ تعریف به توجه با
را روش این زیر لم داد. نشان می�توان سادگی به را تابع بودن زبرجمعی که کرد ارایه را روشی ،(١٩٧٧)

می�کند. بیان

است معادل ϕ تابع بودن زبرجمعی باشد، پیوسته دوم مرتبه جزیی مشتق دارای ϕ تابع اگر .١١.۴.١ لم
با

∂٢ϕ(x)
∂xi∂xj

≥ ٠, ١ ≤ i ̸= j ≤ m

هر برای اگر است، منفی زبرجمعی وابسته X = (X١, X٢, ..., Xm) تصادفی بردار .١٢.۴.١ تعریف
ϕ زبرجمعی تابع

E (ϕ(X١, X٢, ..., Xm)) ≤ E (ϕ(X∗
١ , X

∗
٢ , ..., X

∗
m))

هم�توزیع X∗
i و Xi ،١ ≤ i ≤ m به�ازای و هستند مستقل تصادفی متغیرهای X∗

m ، . . . ،X∗
٢ ،X∗

١ که
هستند.

تصادفی بردار دو Y = (Y١, Y٢, ..., Yn) و X = (X١, X٢, ..., Xm) کنید فرض .١٣.۴.١ تعریف
(X١, X٢, ..., Xm, Y١, Y٢, ..., Yn) آن�گاه باشند، منفی زبرجمعی وابسته Y و X اگر باشند. مستقل

است. منفی زبرجمعی وابسته نیز
١٠Negatively superadditive dependent
١١Superadditive function
١٢Generalized superadditive function



٧ خاص دسته�های در تصادفی متغیرهای .۴.١

معادل آن منفی زبرجمعی وابستگی با تصادفی متغیر زوج یک منفی پیوندی وابستگی .١۴.۴.١ ملاحظه
است.

وابسته آن�گاه باشند، منفی Xmپیوندی ،. . . ،X٢ ،X١ اگر (٢٠٠۴ واگلاتو، و (کریستوفیدز .١۵.۴.١ لم
می�باشند. نیز منفی زبرجمعی

پذیرفتنی ٣.۴.١

کرد. بیان زیر به�صورت را پذیرفتنی تصادفی متغیرهای ،(٢٠٠٨) آنتونینی

نامیده پذیرفتنی١٣ Xn ، . . . ،X٢ ،X١ تصادفی متغیرهای از متناهی مجموعه یک .١۶.۴.١ تعریف
حقیقی λ هر برای اگر می�شود،

E

exp
λ

n∑
j=١

Xj


 ≤

n∏
j=١

E [exp {λXj}]

یافته١۴ تعمیم Xnپذیرفتنی ، . . . ،X٢ ،X١ تصادفی متغیرهای از متناهی یکمجموعه .١٧.۴.١ تعریف
λ هر برای اگر می�شود، نامیده

E

exp
iλ

n∑
j=١

Xj


 ≤

n∏
j=١

E [exp {iλXj}]

یافته تعمیم پذیرفتنی منظور است، شده آورده پذیرفتنی از اسم هرجا پایان�نامه این در .١٨.۴.١ توجه
است.

زیر هر اگر است، پذیرفتنی ،{Xn, n ≥ ١} تصادفی متغیرهای از نامتناهی دنباله یک .١٩.۴.١ گزاره
باشد. پذیرفتنی آن، از متناهی مجموعه

است. نموده بیان زیر تعریف قالب در را نتیجه و کرده ضعیف�تر را شرایط ،(٢٠١١) سانگ

می�نامیم، δ-پذیرفتنی ،Xn ، . . . ،X٢ ،X١ تصادفی متغیرهای از متناهی یکمجموعه .٢٠.۴.١ تعریف
|λ| ≤ δ حقیقی مقدار هر و δ > ٠ برای اگر

E

[
exp

{
λ

n∑
i=١

Xi

}]
≤

n∏
i=١

E [exp {λXi}]

،{Xn, n ≥ ١} تصادفی متغیرهای از نامتناهی دنباله یک ٢٠.۴.١ تعریف به توجه با .٢١.۴.١ گزاره
باشد. δ-پذیرفتنی آن، از متناهی مجموعه زیر هر اگر است، δ-پذیرفتنی

١٣Acceptable
١۴Generalized acceptable



٨ اولیه مفاهیم .١

می�دهیم. شرح زیر به�صورت را {Xn, n ≥ ١} دنباله برای پذیرفتنی تصادفی متغیرهای از جالب مثال
با برابر آن�ها مجموع چگالی ،Y و X تصادفی متغیر دو برای است ممکن داد، نشان (١٩٧١) فلر
می�باشند. منفی ضعیف وابسته نه و هستند مستقل نه Y و X درحالی�که باشد. آن�ها پیچش چگالی
متناهی λ هر به�ازای E(exp {λY }) و E(exp {λX}) لاپلاس تبدیل هستند، کران�دار متغیرها چون

داریم است، چگالی�ها از پیچشی آن�ها مجموع چگالی چون و است
E(exp{λ(X + Y )}) = E(exp{λX})E(exp{λY })

j-وابسته ۴.۴.١

فراوان کاربرد زمانی سری�های در که تصادفی متغیرهای وابستگی�های از کلاسی (١٩٧١) اسچونفیلد
است. کرده بیان زیر به�صورت دارد،

صحیح jیک اگر می�شود، نامیده j-وابسته١۵ ،Xt تصادفی بردارهای از {Xt} خانواده .٢٢.۴.١ تعریف
هر از مستقل تصادفی به�طور {Xt١ , Xt٢ , ..., Xtp} زیرمجموعه به�طوری�که باشد، داشته وجود نامنفی و
تحت {τk}k=١,٢,...,q و {tm}m=١,٢,...,p اندیس مجموعه�های که باشد {Xτ١ , Xτ٢ , ..., Xτq} زیرمجموعه

شوند انتخاب زیر شرط
min
m

{tm} −max
k

{τk} > j

مارتینگل ۵.١

آمار و احتمال نظریه در اساسی نقش مارتینگل است. شده تعریف ،(١٩٣٩) ویل توسط مارتینگل
از تعریفی سپس و است شده تعریف میدان سیگما و میدان (٢٠٠۶) گات از ابتدا بخش این در دارد.

می�کنیم. بیان ،(٢٠٠۶) گات از را مثال چند و مارتینگل ویژگی�های از برخی مارتینگل،

میدان یک A زیرمجموعه�های از گردایه�ای باشد. مجموعه یک A ∈ C کنید فرض .١.۵.١ تعریف
اگر می�شود، نامیده

است. تهی مجموعه ϕ که ،ϕ ∈ C الف)

،Bc ∈ C آن�گاه ،B ∈ C اگر ب)

.B ∪D ∈ C آن�گاه ،D ∈ C و B ∈ C اگر ج)
و مکمل عمل�های تحت که است ناتهی مجموعه�ای ،A زیرمجموعه�های از میدان یک بنابراین،
است. بسته نیز اشتراک تحت آن�گاه ،(B ∩ D)c = Bc ∪ Dc چون همچنین است، بسته اجتماع
است، بسته زیرمجموعه�های از متناهی اجتماع تحت A مجموعه�های زیر از میدان١۶مجموعه�ای بنابراین
زیرمجموعه�های تمام از مجموعه�ای مثال، برای .∪n

i=١Ai ∈ C آن�گاه ،A١, ..., An ∈ C اگر این�که یعنی
می�کنند. صدق میدان تعریف در {ϕ,A} یا A

١۵j-dependent
١۶Field



٩ مارتینگل .۵.١

میدان١٧می�دهند. سیگما تشکیل مجموعه، یک زیرمجموعه�های تمام از مجموعه�ای .٢.۵.١ تعریف

و (Ω,F , P ) احتمال فضای در تصادفی متغیرهای از دنباله�ای . . . ،X٢ ،X١ اگر .٣.۵.١ تعریف
n ≥ ٠ هر برای و باشند F در میدان�ها سیگما از دنباله�ای . . . ،F٢ ،F١

،Fn ⊂ Fn+١ (١

باشد، اندازه�پذیر Fn در Xn (٢

،E(|Xn|) <∞ (٣

،E(Xn+١|Fn) = Xn (۴

است. مارتینگل١٨ یک {(Xn,Fn), n ≥ ٠} دنباله آن�گاه باشند، برقرار

باشد، A ∈ Fn اگر بنابراین است. برقرار اول شرط است بدیهی ،Fn = σ(X١, X٢, ..., Xn) اگر
این�صورت در

∫
A

Xn+١dP =

∫
A

XndP (١.١)

آن�گاه شود، گرفته نظر در h > ١ اگر ∫اکنون
A

XndP =

∫
A

Xn+١dP = ... =

∫
A

Xn+hdP

نتیجه در
E(Xn+h|Fn) = Xn

می�شود. برقرار زیر تساوی ،(١.١) رابطه در A = Ω جایگذاری با
E(X١) = E(X٢) = . . .

کند صدق زیر شرایط در Xn تصادفی متغیر اگر .۴.۵.١ تعریف

،Fn ⊂ Fn+١ (١

باشد، اندازه�پذیر Fn در Xn (٢

،E(|Xn|) <∞ (٣

،E(Xn+١|Fn) ≥ Xn (۴

١٧σ-field
١٨Martingale



١٠ اولیه مفاهیم .١

است. Fn با متناظر زیرمارتینگل١٩ Xn آن�گاه
A ∈ Fn هر برای ،Fn = σ(X١, X٢, ..., Xn) اگر نیز، حالت این ∫در

A

Xn+١dP ≥
∫
A

XndP

h > ١ برای آن�گاه باشد، A = Ω اگر اکنون
E(Xn+h|Fn) ≥ Xn

و
E(X١) ≤ E(X٢) ≤ ...

می�باشد. برقرار

شرایط در Xn تصادفی متغیر اگر .۵.۵.١ تعریف

،Fn ⊂ Fn+١ (١

باشد، اندازه�پذیر Fn در Xn (٢

،E(|Xn|) <∞ (٣

،E(Xn+١|Fn) ≤ Xn (۴

است. Fn با متناظر زبر�مارتینگل٢٠ Xn آن�گاه کند، صدق
A ∈ Fn هر برای ،Fn = σ(X١, X٢, ..., Xn) اگر نیز حالت این ∫در

A

Xn+١dP ≤
∫
A

XndP

،h > ١ برای باشد، A = Ω اگر اکنون
E(Xn+h|Fn) ≤ Xn

و
E(X١) ≥ E(X٢) ≥ ...

می�باشد. برقرار

دارد. وجود زیر صورت به نیز معادل تعریف�هایی زبر�مارتینگل و زیرمارتینگل مارتینگل، برای

٠ ≤ m ≤ n به�ازای اگر فقط و اگر است، Fn با متناظر مارتینگل Xn دنباله .۶.۵.١ ملاحظه
E(Xn|Fm) = Xm

دیگر به�عبارت

E(Xn|Fm) = E(E(Xn|Fn−١)|Fm) = E(Xn−١|Fm) = ...

= E(Xm+١|Fm) = Xm

١٩Submartingale
٢٠Supermartingale



١١ مارتینگل .۵.١

٠ ≤ m ≤ n به�ازای اگر فقط و اگر Fnمی�باشد، با متناظر زیرمارتینگل Xn دنباله .٧.۵.١ ملاحظه
E(Xn+١|Fm) ≥ Xm

دیگر به�عبارت

E(Xn|Fm) = E(E(Xn|Fn−١)|Fm) ≥ E(Xn−١|Fm) ≥ ...

≥ E(Xm+١|Fm) = Xm

٠ ≤ m ≤ n به�ازای اگر فقط و اگر است، Fn با متناظر زبر�مارتینگل Xn دنباله .٨.۵.١ ملاحظه
E(Xn+١|Fm) ≤ Xm

دیگر به�عبارت

E(Xn|Fm) = E(E(Xn|Fn−١)|Fm) ≤ E(Xn−١|Fm) ≤ ...

≤ E(Xm+١|Fm) = Xm

اگر است، Fn با متناظر تفاضلی٢١ مارتینگل دنباله {Un;n ≥ ٠} دنباله .٩.۵.١ تعریف
E(Un+١|Fn) = ٠

اگر است، Fn با متناظر تفاضلی٢٢ زیرمارتینگل دنباله {Un;n ≥ ٠} دنباله .١٠.۵.١ تعریف
E(Un+١|Fn) ≥ ٠

اگر است، Fn با متناظر تفاضلی٢٣ زبرمارتینگل دنباله {Un;n ≥ ٠} دنباله .١١.۵.١ تعریف
E(Un+١|Fn) ≤ ٠

دهید قرار باشد. انتگرال�پذیر و Fn با متناظر دنباله {Un;n ≥ ٠} کنید فرض .١٢.۵.١ لم
صورت این در Xn =

∑n
k=٠ Uk

دنباله {(Un,Fn), n ≥ ٠} اگر فقط و اگر است، مارتینگل {(Xn,Fn), n ≥ ٠} الف)
باشد. تفاضلی مارتینگل

دنباله {(Un,Fn), n ≥ ٠} اگر فقط و اگر است، زیرمارتینگل {(Xn,Fn), n ≥ ٠} ب)
باشد. تفاضلی زیرمارتینگل

دنباله {(Un,Fn), n ≥ ٠} اگر فقط و اگر است، زبر�مارتینگل {(Xn,Fn), n ≥ ٠} پ)
باشد. تفاضلی زبر�مارتینگل

است. صفر تفاضلی مارتینگل دنباله امید ت)

٢١Difference martingale sequence
٢٢Difference submartingale sequence
٢٣Difference supermartingale sequence



١٢ اولیه مفاهیم .١

است. نامنفی تفاضلی زیرمارتینگل دنباله ریاضی امید ث)

است. نامثبت تفاضلی زبر�مارتینگل دنباله ریاضی امید ج)

نمود. ارایه زیر لم به�صورت را مارتینگل نمایی نابرابری ،(١٩٧۵) فریدمن

باشد برقرار زیر شرایط کنید فرض .١٣.۵.١ لم
Vn = var {Xn|Fn−١} (٢.١)

|Xn| ≤ ١ , E {Xn|Fn−١} = ٠ (٣.١)

هم�چنین

Sn = X١ +X٢ + ...Xn

Tn = V١ + V٢ + ...+ Vn (۴.١)

آن�گاه باشند. P {|Xi| ≤ K; i ≤ τ} = ١ و مثبت حقیقی عدد Kیک و توقف زمان یک τ کنید فرض
می�شود تعریف زیر به�صورت مارتینگل٢۴ نمایی نابرابری ،b و a مثبت حقیقی اعداد همه برای

P {Sn ≥ a , Tn ≤ b ; n ≤ τ} ≤ exp

[
− a٢

٢(Ka+ b)

]
به�ازای دوب٢۵ نابرابری آن�گاه باشد. نامنفی مارتینگل زیر {Xn, n ≥ ١} کنید فرض .١۴.۵.١ تعریف

می�شود تعریف زیر به�صورت ،p > ١

E( max
١≤j≤n

Xp
j ) ≤

(
p

p− ١

)p

E(Xp
n)

داشت. بیان زیر لم قالب در تفاضلی مارتینگل برای را نابرابری ،(٢٠٠٩) ریو

این�صورت در ،p ≥ ٢ و باشند تفاضلی مارتینگل�های Xn ،. . . ،X٢ ،X١ کنید فرض .١۵.۵.١ لم

∥
n∑

i=١
Xi ∥٢p≤ (p− ١)

n∑
i=١

∥ Xi ∥٢p

به�ازای و باشد صفر میانگین با مستقل تصادفی متغیرهای . . . ،Y٢ ،Y١ کنید فرض .١۶.۵.١ مثال
کنید فرض همچنین باشد. Y٠ = X٠ = ٠ ،Xn =

∑n
k=١ Yk ،n ≥ ٠

Fn = σ{Y٠, Y١, Y٢, ..., Yn} = σ{X٠, X١, X٢, ..., Xn}

است. تفاضلی مارتینگل دنباله {(Yn,Fn), n ≥ ٠} و مارتینگل {(Xn,Fn), n ≥ ٠} این�صورت در
چون

E(Xn+١|Fn) = E(Xn + Yn+١|Fn) = Xn + E(Yn+١|Fn) = Xn + ٠ = Xn

٢۴Martingale exponential inequality
٢۵Doob inequality



١٣ مارتینگل .۵.١

به�ازای و باشند یک میانگین با مستقل تصادفی متغیرهای . . . ،Y٢ ،Y١ کنید فرض .١٧.۵.١ مثال
n ≥ ١

Xn =
n∏

k=١
Yk

{(Xn,Fn), n ≥ ٠} این�صورت در است. میدان سیگما یک {Fn, n ≥ ٠} و Y٠ = X٠ = ١ که
چون است، مارتینگل

E(Xn+١|Fn) = E(Xn.Yn+١|Fn)

= Xn.E(Yn+١|Fn)

= Xn.١ = Xn

{(X(٢)
n ,Fn), n ≥ ٠} و {(X(١)

n ,Fn), n ≥ ٠} همچنین و a, b ∈ R کنید فرض .١٨.۵.١ مثال
آن�گاه باشند. مارتینگل

است، مارتینگل {(aX(١)
n + bX

(٢)
n ,Fn), n ≥ ٠} -١

است، زیرمارتینگل {(max{X(١)
n , X

(٢)
n },Fn), n ≥ ٠} -٢

است. زبر�مارتینگل {(min{X(١)
n , X

(٢)
n },Fn), n ≥ ٠} -٣

اول حالت در (١

E(aX(١)
n+١ + bX

(٢)
n+١|Fn) = aE(X(١)

n+١|Fn) + bE(X(٢)
n+١|Fn) = aX(١)

n + bX(٢)
n

چون (٢

max{X(١)
n , X(٢)

n } ≥ X(١)
n

و

max{X(١)
n , X(٢)

n } ≥ X(٢)
n

درنتیجه

E
(
max{X(١)

n , X(٢)
n }|Fn−١

)
≥ E

(
X(١)

n |Fn−١
)

و

E
(
max{X(١)

n , X(٢)
n }|Fn−١

)
≥ E

(
X(٢)

n |Fn−١
)

بنابراین
E(max{X(١)

n+١, X
(٢)
n+١}|Fn) ≥ max{E(X(١)

n+١|Fn),E(X(٢)
n+١|Fn)} = max{X(١)

n , X(٢)
n }



١۴ اولیه مفاهیم .١

چون (٣

min{X(١)
n , X(٢)

n } ≤ X(١)
n

و

min{X(١)
n , X(٢)

n } ≤ X(٢)
n

درنتیجه

E
(
min{X(١)

n , X(٢)
n }|Fn−١

)
≤ E

(
X(١)

n |Fn−١
)

و

E
(
min{X(١)

n , X(٢)
n }|Fn−١

)
≤ E

(
X(٢)

n |Fn−١
)

بنابراین
E(min{X(١)

n+١, X
(٢)
n+١}|Fn) ≤ min{E(X(١)

n+١|Fn),E(X(٢)
n+١|Fn)} = min{X(١)

n , X(٢)
n }

شد. برقرار حالت سه هر پس

سیسارو جمع�پذیری روش ۶.١

با و شده�است معرفی ،(١٨٩٠) سیسارو توسط توابع و اعداد از سری جمع برای روش�ها از مجموعه�ای
یا k مرتبه سیسارو روش با S مجموع و Sn جزیی مجموع با

∑∞
n=٠ an سری می�شود. داده نشان Ck

اگر است، جمع�پذیر Ck

σ٢n =
Sk
n

Ak
n

→ S, n→ ∞

بسط ضرایب با Ak
n و Sk

n که
∞∑
n=٠

Ak
nx

n =
١

(١− x)k+١

∞∑
n=٠

Sk
nx

n =
١

(١− x)k

∞∑
n=٠

Snx
n =

١
(١− x)k+١

∞∑
n=٠

anx
n

شکل به می�توانند Ak
n و σk

n بسط�های می�شوند. تعریف

σk
n =

١
Ak

n

n∑
ν=٠

Ak−١
n−νSν =

١
Ak

n

n∑
ν=٠

Aν
n−νaν

Ak
n =

(
k + n

n

)
=

(k + ١)...(k + n)

n!
, k ̸= −٢−,١, ...



١۵ سیسارو جمع�پذیری روش .۶.١

آیند. به�دست
شده بیان ماتریس این آرایه�های زیر در است. [anν ] ماتریس با ماتریسی جمع روش یک Ck روش

است.

anν =


Ak−١

n−ν

Ak
n

ν ≤ n

٠ ν > n

روش است. حسابی میانگین روش ،k = ١ برای و معمولی همگرایی با منطبق روش این k = ٠ برای
k وقتی روش این کارآیی ندارند. خاصی نظم k < ٠ برای ولی هستند منظم کاملا k ≥ ٠ برای Ck

برای Ck′ با سری بسط آن�گاه باشد، جمع�پذیر Ck روش با سری اگر می�شود. بیشتر می�یابد، افزایش
در Ck روش در زیرا ندارد، وجود k < −١ برای خاصیت این است. جمع�پذیر نیز k′ > k > ١

است. an = o(nk) ،
∑∞

n=٠ an سری جمع�پذیری





٢ فصل

از خاص دسته�ها�ی در گشتاوری نابرابری
وابستگی

مقدمه ١.٢

از حتی و می�کنند ایفا علم آن پیشرفت در مهمی نقش نابرابری�ها کمی، علوم از شاخه هر در تقریبا
کلیدی ترقی یک معمولا مناسب نابرابری کردن تایید یا انتخاب هستند. توجه مورد بیشتر برابری�ها
موجود نابرابری�های از می�توان نباشد، محاسبه قابل گشتاور دقیق مقدار اگر است. مساله یک حل در
به�ترین باید انتخابی کران این البته می�شود، آورده به�دست پایین یا بالا کران شرایط این در کرد. استفاده
قابل ما نهایی جواب باشد، نزدیک�تر بررسی مورد عبارت به چه هر کران یعنی باشد، کران دقیق�ترین و
کسب برای کرد، اشاره زیر موارد به می�توان گشتاوری نابرابری�های متداول�ترین از می�شود. اعتمادتر

کنید. مراجعه (٢٠٠۶) گات به بیشتر اطلاعات

و E|X|p < ∞ اگر باشد. ١
p
+ ١

q
= ١ و q > ١ ،p > ١ کنید فرض : ١ هولدر نابرابری .١

آن�گاه ،E|Y |q <∞
E|XY | ≤ (E|X|p)١/p(E|Y |q)١/q

q = − p
١−p

و ٠ < p < ١ برای

E|XY | ≥ (E|X|p)١/p(E|Y |q)١/q

است. هولدر نابرابری از تعمیمی

باشد p = q = ٢ اگر هولدر نابرابری در : کوشی-شوارتز٢ نابرابری .٢

|E(XY )|٢ ≤ (E|X|٢)١/٢(E|Y |١/٢(٢ =
√
E(X٢).E(Y ٢) =∥ X ∥٢ . ∥ Y ∥٢

١Holder Inequality
٢Cauchy-Schwartz Inequality



١٨ وابستگی از خاص دسته�ها�ی در گشتاوری نابرابری .٢

R تکیه�گاه با تصادفی متغیر یک X و R روی محدب تابعی h(.) کنید فرض : ینسن٣ نابرابری .٣
آن�گاه باشد، موجود E(h(X)) و E(X) اگر باشد.

h(E(X)) ≤ E(h(X))

باشند، ٠ ≤ s ≤ r که حقیقی اعداد r و s و تصادفی متغیر X کنید فرض : لیاپانوف۴ نابرابری .۴
آن�گاه

(E(|X|s))
١
s ≤ (E(|X|r))

١
r

باشند. مستقل تصادفی متغیرهای از دنباله�ای Xn ،. . . ،X٢ ،X١ کنید فرض : ۵Cr نابرابری .۵
باشد، E|Xi|r < ∞ ،i = ١, ..., n به�ازای که باشد داشته وجود r > ٠ مثبت حقیقی عدد اگر

آن�گاه

E|
n∑

i=١
Xi|r ≤ Cr

n∑
i=١

E|Xi|r

می�کند اختیار را زیر مقادیر Cr که

Cr =

١ r ≤ ١

٢r−١ r ≥ ١

تصادفی متغیرهای مجموع به را آن�ها و کرده بررسی استقلال حالت در را نابرابری�هایی ابتدا فصل این در
منفی زبرجمعی وابسته و پذیرفتنی شرط با متغیرهای برای را نابرابری�ها موارد بعضی در و داده تعمیم

می�کنیم. بررسی اول، فصل در ٩.۴.١ و ١٧.۴.١ تعاریف طبق به�ترتیب

نیاز مورد لم�های و تعاریف ٢.٢

می�شود تعریف زیر Xبه�صورت مشخصه۶ تابع آن�گاه باشد، تصادفی Xمتغیر فرضکنید .١.٢.٢ تعریف

φX(t) = E(eitX) = E(cos(tX)) + iE(sin(tX))

R(φX(t))صورت به حقیقی قسمت که است، شده تشکیل موهومی و حقیقی قسمت دو از مشخصه تابع
بنابراین می�شود. داده نشان I(φX(t)) صورت به موهومی قسمت و

φX(t) = R(φX(t)) + iI(φX(t))

٣Jensen Inequality
۴Lyapunov Inequality
۵Cr Inequality
۶Characteristic Function



١٩ نیاز مورد لم�های و تعاریف .٢.٢

و c−X اگر فقط و اگر است، متقارن٧ c حول X تصادفی متغیر ،c ثابت مقدار برای .٢.٢.٢ تعریف
باشند. هم�توزیع c+X

می�گویند. متقارن را X تصادفی متغیر باشد، c = ٠ اگر .٣.٢.٢ ملاحظه

شده اثبات موارد بعضی در و بیان لم قالب در (٢٠٠۶) گات از مشخصه تابع خواص برخی ادامه در
است.

آن�گاه باشد. φX(t) مشخصه تابع با تصادفی متغیر X اگر .۴.٢.٢ لم
φX(t) = φX(−t) = φ−X(t)

مختلف، اعداد در مزدوج تعریف به بنا برهان.

eitx = cos(tx) + i sin(tx) = cos(tx)− i sin(tx) = e(−i)tx

= cos((−t)x) + i sin((−t)x) = ei(−t)x

= cos(t(−x)) + i sin(t(−x)) = eit(−x)

بنابراین
E(e(−i)tX) = E(ei(−t)X) = E(eit(−X)).

اگر فقط و اگر ،φX(t) = φY (t) <∞ آن�گاه باشند، تصادفی متغیر دو Y و X کنید فرض .۵.٢.٢ لم
باشند. هم�توزیع Y و X

φY (t) و φX(t) �ترتیب به مشخصه توابع با مستقل تصادفی متغیر دو Y و X کنید فرض .۶.٢.٢ لم
آن�گاه باشند،

،φX+Y (t) = φX(t).φY (t) (١

.φX−Y (t) = φX(t).φY (−t) (٢

تصادفی متغیرهای استقلال و مشخصه تابع تعریف به توجه با برهان.
١)φX+Y (t) = E(eit(X+Y )) = E(eitX .eitY ) = E(eitX)E(eitY ) = φX(t).φY (t)

٢)φX−Y (t) = E(eit(X−Y )) = E(eitX .eit(−Y )) = E(eitX)E(ei(−t)Y ) = φX(t).φY (−t)

٧Symmetry



٢٠ وابستگی از خاص دسته�ها�ی در گشتاوری نابرابری .٢

آن�گاه باشند، φ(t) مشخصه تابع با هم�توزیع و مستقل تصادفی متغیر دو Y و X اگر .٧.٢.٢ نتیجه

،φX+Y (t) = φ(t)φ(t) = (φ(t))٢ (١

.φX−Y (t) = φ(t)φ(−t) = |φ(t)|٢ (٢

بودن هم�توزیع فرض و ۶.٢.٢ لم برهان به توجه با برهان.

١) φX+Y (t) = E(eit(X+Y )) = E(eitX .eitY )

= E(eitX)E(eitX) = E٢(eitX)

= (E(cos(tX)) + iE(sin(tX)))٢

= φ٢(t)

٢) φX−Y (t) = E(eit(X−Y )) = E(eitX .eit(−Y ))

= E(eitX)E(eit(−X))

= (E(cos(tX)) + iE(sin(tX)))(E(cos(tX))− iE(sin(tX)))

= E٢(cos(tX)) + E٢(sin(tX))

= |φ(t)|٢

.φX(t) = φX(−t) اگر فقط و اگر است، متقارن X تصادفی متغیر .٨.٢.٢ لم

۴.٢.٢، لم به توجه با برهان.
φ−X(t) = φX(−t) = φX(t)

،φ−X(t) = φX(t) این�که بر دارد دلالت این و φX(t) = φX(t) آن�گاه باشد، مقدار حقیقی φX(t) اگر
اگر دیگر طرف از می�شود. یکی نیز توزیعشان این�رو از دارند. یکسان مشخصه تابع −X و X یعنی

۴.٢.٢ لم با که ،φX(t) = φ−X(t) آن�گاه باشند، هم�توزیع

φX(t) = φX(t)

است. مقدار حقیقی φX(t) یعنی

به�ازای آن�گاه باشد، φX(t) مشخصه تابع دارای X کنید فرض (١٩٧٢ پیتمن، و (هیتکت .٩.٢.٢ لم
n ≥ ١ هر

١−R(φX(nt)) ≤ n(١−Rn(φX(t)))



٢١ مطلق گشتاور نابرابری .٣.٢

مشخصه تابع و F (x) توزیع تابع با ساده تصادفی Xیکمتغیر فرضکنید (١٩۶۵ بهر، (ون .١٠.٢.٢ لم
،αk = E(Xk) ،k منفی غیر و صحیح عدد برای و E|X|p < ∞ ،p > ٠ برای اگر باشد، φX(t)

آن�گاه

E|X|p = |c(p)|
∫ ∞

−∞

R(φX(t))−
s∑

k=٠

(−١)kα٢kt٢k
(٢k)!

|t|p+١ dt
(١.٢)

و است p
٢ صحیح قسمت s که

c(p) =

(∫ ∞

−∞

١− cos(u)

|u|p+١ du

)
− ١

=

(
Γ(p+ ١)

π

)
cos

(p+ ١)π
٢

از می�توان ٠ < p < ٢ زمانی�که (١٩۶۵ بهر، (ون .١١.٢.٢ لم

E|X|p = −c(p)
∫ ∞

−∞

(١−R(φX(t)))

|t|p+١ dt (٢.٢)

آن در که کرد، استفاده
|x|p = −c(p)

∫ ∞

−∞

(١− cos(xt))

|t|p+١ dt (٣.٢)

٠ < p < ٢ که حالتی برای ،(٣.٢) رابطه از استفاده با برهان.

E|X|p =

∫ ∞

−∞
|x|pdF (x)

=

∫ ∞

−∞

(
−c(p)

∫ ∞

−∞

(١− cos(xt))

|t|p+١ dt

)
dF (x)

= −c(p)
∫ ∞

−∞

١
|t|p+١

(∫ ∞

−∞
(١− cos(xt))dF (x)

)
dt

= −c(p)
∫ ∞

−∞

١
|t|p+١E(١− cos(xt))dt

= −c(p)
∫ ∞

−∞

١−R(φX(t))

|t|p+١ dt

داد. تغییر را انتگرال�ها ترتیب می�توان است، نامنفی انتگرال زیر تابع این�که به توجه با

مطلق گشتاور نابرابری ٣.٢

به�دست ،(٢٠١١) یوشاکوف از فصل این نتایج می�دهد. تشکیل را فصل این اصلی قسمت بخش این
است. شده اثبات و بیان مستقل تصادفی متغیرهای برای مطلق گشتاوری نابرابری� چند شامل که آمده



٢٢ وابستگی از خاص دسته�ها�ی در گشتاوری نابرابری .٢

برای نتایجی حالت�ها بعضی در و شده داده تعمیم تصادفی متغیرهای مجموع به نابرابری�ها این سپس
می�آوریم. به�دست خاص شرایط

باشد. E(|X|p) <∞ و هم�توزیع و مستقل تصادفی متغیرهای Y و X کنید فرض .(*) ١.٣.٢ قضیه
آن�گاه

٠ < p < ٢ اگر (١

E(|X − Y |p) ≤ E(|X + Y |p)

باشند. متقارن صفر حول Y و X اگر فقط و اگر می�شود، تبدیل برابری به نابرابری
باشد E(X) = E(Y ) = ٠ و ٢ < p < ۴ اگر (٢

E(|X − Y |)p ≥ E(|X + Y |p)

باشند. متقارن صفر حول Y و X اگر فقط و اگر می�شود، تبدیل برابری به نابرابری

چون است، برقرار p = ٢ ازای به نابرابری که است بدیهی (١ برهان.

E(X − Y )٢ = E(X٢) + E(Y ٢)− ٢E(XY )

= E(X٢) + E(Y ٢)− ٢E(X)E(Y )

= E(X٢) + E(Y ٢)− ٢E٢(X)

≤ E(X٢) + E(Y ٢) + ٢E٢(X)

= E(X٢) + E(Y ٢) + ٢E(X)E(Y )

= E(X + Y )٢

که می�شود حاصل زمانی برابری حالت این در و
E(X − Y )٢ = E(X + Y )٢ ⇐⇒ E(X) = E(Y ) = ٠ (۴.٢)

٧.٢.٢ نتیجه به توجه با باشد. Y و X مشخصه تابع φ(t) کنید فرض

φX−Y (t) = |φ(t)|٢

φX+Y (t) = φ٢(t)

طرفی از

R(φX−Y (t)) = R(|φX(t)|٢)

= R
[
E٢(cos(tX)) + E٢(sin(tX))

]
= E٢(cos(tX)) + E٢(sin(tX))

همچنین

R(φX+Y (t)) = R(φ٢
X(t))

= R (E(cos(tX)) + iE(sin(tX)))٢

= E٢(cos(tX))− E٢(sin(tX))



٢٣ مطلق گشتاور نابرابری .٣.٢

است. R(φX+Y (t)) ≤ R(φX−Y (t)) نتیجه در
١١.٢.٢ لم از استفاده با

E|X − Y |p = −c(p)
∫ ∞

−∞

١
|t|p+١ (١−R(φX−Y (t)))dt

= −c(p)
∫ ∞

−∞

١
|t|p+١ (١− |φX(t)|٢)dt

≤ −c(p)
∫ ∞

−∞

١
|t|p+١ (١−R(φ٢

X(t)))dt

= −c(p)
∫ ∞

−∞

١
|t|p+١ (١−R(φX+Y (t)))dt

= E|X + Y |p

آن�گاه باشند، متقارن Y و X اگر
E|X − Y |p = E|X + Y |p

اگر می�شود، تبدیل برابری به نابرابری آن�گاه باشد، برقرار (۴.٢) برابری کنید ∫فرض ∞

−∞

١
|t|p+١ (١− |φX(t)|٢)dt =

∫ ∞

−∞

١
|t|p+١ (١−R(φ٢

X(t)))dt

معادل به�طور یا
(RφX(t))

٢ + (IφX(t))
٢ = |φX(t)|٢ = R(φ٢

X(t)) = (R(φX(t)))
٢ − (I(φX(t)))

٢

است. متقارن صفر حول X پس ،I(φX(t)) ≡ ٠ که می�دهد رخ زمانی این و

توجه با است. E(X) = E(Y ) = ٠ طرفی از می�شود. c(p) > ٠ آن�گاه ٢ < p < ۴ چون (٢
١٠.٢.٢ لم به

E|X − Y |p = c(p)

∫ ∞

−∞

R(φX−Y (t))−
s∑

k=٠

(−١)kα٢kt
٢k

(٢k)!

|t|p+١ dt

= c(p)

∫ ∞

−∞

١
|t|p+١ (|φ(t)|

٢ − ١+ E(X − Y )٢.
t٢

٢ )dt

≥ c(p)

∫ ∞

−∞

١
|t|p+١ (R(φ٢(t))− ١+ E(X + Y )٢.

t٢

٢ )dt

= E|X + Y |p

باشد. متقارن X اگر فقط و اگر می�دهد، رخ برابری که داد نشان p = ۴ برای می�توان مشابه استدلالی با
می�شود. E|X − Y |p = E|X + Y |p آن�گاه باشد، EX = EY = ٠ و p = ۴ اگر بنابراین

X ′ باشند، صفر حول متقارن و مستقل تصادفی متغیرهای Y و X کنید فرض .(*) ٢.٣.٢ قضیه
Y با �هم�توزیع و Y تصادفی متغیر از مستقل Y ′ و باشد X با هم�توزیع و X تصادفی متغیر از مستقل



٢۴ وابستگی از خاص دسته�ها�ی در گشتاوری نابرابری .٢

باشد.
آن�گاه ٠ < p < ٢ اگر (١

E|X +X ′|p + E|Y + Y ′|p ≤ ٢E|X + Y |p

باشند. هم�توزیع Y و X اگر فقط و اگر می�شود، تبدیل برابری به نابرابری

آن�گاه ٢ < p < ۴ اگر (٢

E|X +X ′|p + E|Y + Y ′|p ≥ ٢E|X + Y |p

باشند. هم�توزیع Y و X اگر فقط و اگر می�شود، تبدیل برابری به نابرابری

به توجه با می�دهیم، نشان ψ(t) و φ(t) با به�ترتیب را Y و X مشخصه تابع کنید فرض (١ برهان.
متغیرها بودن متقارن و ٧.٢.٢ نتیجه

φX+X′(t) = E(eit(X+X′)) = E٢(eitX) = φ٢(t)

ψY+Y ′(t) = E(eit(Y+Y ′)) = E٢(eitY ) = ψ٢(t)

٧.٢.٢ نتیجه به توجه با و ١١.٢.٢ لم از استفاده با

E|X +X ′|p + E|Y + Y ′|p = −c(p)
∫ ∞

−∞

١
|t|p+١ (١− φ٢(t))dt

−c(p)
∫ ∞

−∞

١
|t|p+١ (١− ψ٢(t))dt

= −c(p)
∫ ∞

−∞

١
|t|p+١ (٢− φ٢(t)− ψ٢(t))dt

= −c(p)
∫ ∞

−∞

١
|t|p+١ (٢− (φ(t)− ψ(t))٢

−٢φ(t)ψ(t))dt

≤ −c(p)
∫ ∞

−∞

١
|t|p+١ (٢− ٢φ(t)ψ(t))dt

= −٢c(p)
∫ ∞

−∞

١
|t|p+١ (١− φ(t)ψ(t))dt

= ٢E|X + Y |p



٢۵ مطلق گشتاور نابرابری .٣.٢

٧.٢.٢ نتیجه به توجه با ،c(p) > ٠ ،٢ < p < ۴ چون ،١٠.٢.٢ لم از استفاده با (٢

E|X +X ′|p + E|Y + Y ′|p = c(p)

∫ ∞

−∞

١
|t|p+١ (φ

٢(t) + E(X +X ′)٢.
t٢

٢ − ١)dt

+c(p)

∫ ∞

−∞

١
|t|p+١ (ψ

٢(t) + E(Y + Y ′)٢.
t٢

٢ − ١)dt

= c(p)

∫ ∞

−∞

١
|t|p+١ (φ

٢(t) + ψ٢(t) + E(X +X ′)٢.
t٢

٢

+E(Y + Y ′)٢.
t٢

٢ − ٢)dt

≥ ٢c(p)
∫ ∞

−∞

١
|t|p+١ (φ(t)ψ(t) + E(X + Y )٢.

t٢

٢ − ١)dt

= ٢E|X + Y |p

t هر به�ازای اگر فقط و اگر می�شود، تبدیل برابری به ٢.٣.٢ قضیه نابرابری�های .٣.٣.٢ توجه

φ٢
X(t) + ψ٢

Y (t) = ٢φX(t)ψY (t)

باشند. هم�توزیع Y و X یعنی این و باشد (φX(t)− ψY (t))
٢ = ٠ که است برقرار زمانی این و

باشند. صفر حول متقارن و پذیرفتنی تصادفی متغیرهای Y و X کنید فرض .(**) ۴.٣.٢ قضیه
آن�گاه ،٠ < p < ٢ اگر (١

E|X +X ′|p + E|Y + Y ′|p ≤ ٢E|X + Y |p

آن�گاه ،٢ < p < ۴ اگر (٢

E|X +X ′|p + E|Y + Y ′|p ≥ ٢E|X + Y |p

لم از استفاده با می�دهیم. نشان ψ(t) و φ(t) با به�ترتیب را Y و X مشخصه تابع کنید فرض برهان.
١٧.۴.١ تعریف و ١١.٢.٢

١) ٢E|X + Y |p = −٢c(p)
∫ ∞

−∞

١
|t|p+١ (١− φX+Y (t))dt

≥ −٢c(p)
∫ ∞

−∞

١
|t|p+١ (١− (φ(t)ψ(t)))dt

≥ −c(p)
[∫ ∞

−∞

١
|t|p+١ (١− φ٢(t))dt+

∫ ∞

−∞

١
|t|p+١ (١− ψ٢(t))dt

]
= E|X +X ′|p + E|Y + Y ′|p



٢۶ وابستگی از خاص دسته�ها�ی در گشتاوری نابرابری .٢

١٧.۴.١ تعریف و ١٠.٢.٢ لم از استفاده با

٢) ٢E|X + Y |p = ٢c(p)
∫ ∞

−∞

١
|t|p+١ (φX+Y (t) + E(X + Y )٢.

t٢

٢ − ١)dt

≤ ٢c(p)
∫ ∞

−∞

١
|t|p+١ ((φ(t)ψ(t)) + E(X + Y )٢

t٢

٢ − ١)dt

≤ c(p)

[∫ ∞

−∞

١
|t|p+١ (φ

٢(t) + E(X +X ′)٢
t٢

٢ − ١)dt

+

∫ ∞

−∞

١
|t|p+١ (ψ

٢(t) + E(Y + Y ′)٢
t٢

٢ − ١)dt
]

= E|X +X ′|p + E|Y + Y ′|p

از مستقل X ′ باشند، مستقل تصادفی متغیرهای Y و X و ٠ < p < ٢ کنید فرض .(*) ۵.٣.٢ قضیه
آن�گاه باشد. Y با �هم�توزیع و Y تصادفی متغیر از مستقل Y ′ و باشد X با �هم�توزیع و X تصادفی متغیر

E|X −X ′|p + E|Y − Y ′|p ≤ ٢E|X − Y |p (۵.٢)

١١.٢.٢ لم با آن�گاه باشند، Y و X مشخصه تابع ترتیب به ψ(t) و φ(t) کنید فرض برهان.

E|X −X ′|p + E|Y − Y ′|p = −c(p)
(∫ ∞

−∞

١
|t|p+١ (١− |φ(t)|٢)dt

+

∫ ∞

−∞

١
|t|p+١ (١− |ψ(t)|٢)dt

)
≤ −٢c(p)

∫ ∞

−∞

١
|t|p+١ (١−R(φ(t)ψ(t)))dt

= ٢E|X − Y |p

برقرار زیر رابطه ،t هر به�ازای اگر فقط و اگر می�شود، تبدیل برابری به (۵.٢) نابرابری .۶.٣.٢ توجه
باشد

|φX(t)|٢ + |ψY (t)|٢ = ٢R(φX(t)ψY (t))

چون
|φX(t)|٢ + |ψY (t)|٢ − ٢R(φX(t)ψY (t)) = |φ(t)− ψ(t)|٢ = ٠

باشند. داشته یکسان توزیع Y و X یعنی باشد، φX(t) ≡ ψY (t) که دارد امکان صورتی در این و

متقارن توزیع Y و X اگر اما نیست. درست p > ٢ برای کلی حالت در (۵.٢) نابرابری .٧.٣.٢ توجه
قضیه اول حالت دقیقا که است برقرار ۵.٢ نابرابری عکس ٢ < p < ۴ برای آن�گاه باشند، داشته

می�شود. نتیجه (۴.٣.٢)



٢٧ مطلق گشتاور نابرابری .٣.٢

برنولی توزیع دارای X و باشد صفر ١ احتمال با Y کنید فرض ۵.٣.٢ قضیه شرایط تحت .٨.٣.٢ مثال
آن�گاه ،p > ٢ اگر باشد. متقارن

E|X −X ′|p + E|Y − Y ′|p = E|X −X ′|p

= ٢p(
١
۴) + ٢p(

١
۴) = ٢p−١

> ٢ = ٢E|X|p = ٢E|X − Y |p

نابرابری اما است، ۵.٣.٢ برقرار قضیه شرایط حقیقت در شد. حاصل (۵.٢) نابرابری عکس نتیجه در
است. لازم شرط ۵.٣.٢ قضیه در ٠ < p < ٢ که است معنی این به این و نیست برقرار (۵.٢)

آن�گاه باشند، منفی جمعی زبر وابسته تصادفی متغیرهای Y و X اگر .(**) ٩.٣.٢ قضیه

E|X −X ′|p + E|Y − Y ′|p ≤ ٢E|X − Y |p

لم از استفاده با و ٩.۴.١ تعریف به توجه با باشند، مستقل متغیرهای Y ∗ و X∗ کنید فرض برهان.
١١.٢.٢

E|X −X ′|p + E|Y − Y ′|p = −c(p)
(∫ ∞

−∞

١
|t|p+١ (١− |φ(t)|٢)dt

+

∫ ∞

−∞

١
|t|p+١ (١− |ψ(t)|٢)dt

)
بودن زبرجمعی تعریف طبق

R(φX−Y (t)) ≤ R(φX∗−Y ∗(t))

E|X∗ − Y ∗|p = −c(p)
∫ ∞

−∞

١
|t|p+١ (١−R(φX∗−Y ∗(t)))dt

≤ −c(p)
∫ ∞

−∞

١
|t|p+١ (١−R(φX−Y (t)))dt

= E|X − Y |p

می�شود. داده تعمیم مشابه شرایط با تصادفی متغیر n مجموع برای نابرابری�ها اکنون

متقارن و مستقل هم�توزیع، تصادفی متغیرهای Xn ،. . . ،X٢ ،X١ کنید فرض .(*) ١٠.٣.٢ قضیه
١ ≤ p ≤ ٢ هر برای آن�گاه باشند.

np−١E|X١|p ≤ E|X١ + ...+Xn|p (۶.٢)

که است بدیهی p = ٢ برای برهان.
nE|X٢|١ = E|X١ + ...+Xn|٢



٢٨ وابستگی از خاص دسته�ها�ی در گشتاوری نابرابری .٢

١١.٢.٢ لم و ٩.٢.٢ لم از استفاده با

npE|X١|p = E|nX١|p = −c(p)
∫ ∞

−∞

١
|t|p+١ (١− φX١(nt))dt

≤ −nc(p)
∫ ∞

−∞

١
|t|p+١ (١− φn

X١
(t))dt

= −nc(p)
∫ ∞

−∞

١
|t|p+١ (١− φX١+X٢+...+Xn(t))dt

= nE|X١ + ...+Xn|p

نتیجه در

np−١E|X١|p ≤ E|X١ + ...+Xn|p

می�شود. ارایه زیر لم در که آوردند به�دست مجموع گشتاور برای کرانی (١٩۶۵) اسین و بهر

صفر حول متقارن و هم�توزیع و مستقل تصادفی متغیرهای Xn ،. . . ،X٢ ،X١ کنید فرض .١١.٣.٢ لم
١ ≤ p ≤ ٢ برای و باشند

E|X١ + ...+Xn|p ≤ nE|X١|p (٧.٢)

کران کران، کدام که است مطرح سوال این (٧.٢) و (۶.٢) نابرابری�های با رابطه در .١٢.٣.٢ گزاره
کران�های دیگر به�عبارتی می�دهد؟ شرح بهتر را مجموع گشتاور (٧.٢) در بالا کران یا (۶.٢) در پایین
دهد شرح را E|X١+ ...+Xn|p خوبی به بتواند ١ و p− ١ بین n برای توانی هر شاید هستند؟ خوبی

باشد. ١ و p٢ بین ،n توان که می�آید به�دست زمانی نتیجه بهترین و
پایدار توزیع تعریف به توجه با باشد. داشته α و ١ پارامترهای با متقارن پایدار توزیع Xj کنید فرض
آن�گاه باشد، φX(t) = e−|t|α به�صورت p < α ≤ ٢ که Xj مشخصه تابع این�که یعنی ،٣.١ بخش در

X١ + ...+Xn مشخصه تابع و E|Xj| <∞

φX١+...+Xn(t) = φnX١(t) = φX١(n
١
α t)

.E|X١ + ...+Xn|p = E|n ١
αX١|p = n

p
αE|X١|p بنابراین

داریم. نیز غیرمتقارن موارد در را (۶.٢) نابرابری بگیریم نظر در n = ٢ اگر .١٣.٣.٢ گزاره

متقارن و پذیرفتنی هم�توزیع، تصادفی متغیرهای Xn ،. . . ،X٢ ،X١ کنید فرض .(**) ١۴.٣.٢ قضیه
١ ≤ p ≤ ٢ هر برای آن�گاه باشند.

np−١E|X١|p ≤ E|X١ + ...+Xn|p



٢٩ مطلق گشتاور نابرابری .٣.٢

١٧.۴.١ تعریف و ١٠.٣.٢ قضیه به توجه با و ١١.٢.٢ ، ٩.٢.٢ لم از استفاده با برهان.

E|X١ + ....+Xn|p = −c(p)
∫ ∞

−∞

١
|t|p+١ (١− φX١+....+Xn(t))dt

≥ −c(p)
∫ ∞

−∞

١
|t|p+١ (١− φn

X١
(t))dt

= −c(p)
∫ ∞

−∞

١
|t|p+١ (١− φn

X∗
١
(t))dt

= E|X∗
١ + ...+X∗

n|p

≥ np−١E|X∗
١ |p ≥ np−١E|X١|p

می�باشند. مستقل تصادفی ∗Xمتغیرهای
n ،. . . ،X∗

٢ ،X∗
١ که

٠ < p < ٢ هر برای آن�گاه باشند، مستقل و هم�توزیع Y و X اگر .(*) ١۵.٣.٢ قضیه

٢p−١E|X|p ≤ E|X + Y |p

می�شود.

١١.٢.٢ لم و ٩.٢.٢ لم از استفاده با باشد. Y و X مشخصه تابع φ(t) کنید فرض برهان.

٢pE|X|p = E|٢X|p = −c(p)
∫ ∞

−∞

١
|t|p+١ (١−R(φX(٢t))dt

≤ −٢c(p)
∫ ∞

−∞

١
|t|p+١ (١− (R(φX(t)))

٢)dt

≤ −٢c(p)
∫ ∞

−∞

١
|t|p+١ (١−R(φ٢

X(t)))dt

= ٢E|X + Y |p

.٢p−١E|X|p ≤ E|X + Y |p نتیجه در

صورتی�که در و E|X|p ≤ E|X + Y |p آن�گاه باشد، p ≥ ١ اگر ١۵.٣.٢ قضیه طبق .١۶.٣.٢ گزاره
١۵.٣.٢ قضیه می�دهد. نشان را مطلب این زیر مثال که باشد برقرار رابطه که ندارد لزومی باشد، p < ١

است. برقرار ٠ < p < ٢ هر به�ازای

١۵.٣.٢ قضیه طبق باشد، p < ١ اگر باشد. متقارن برنولی توزیع دارای X کنید فرض .١٧.٣.٢ مثال

٢p−١E|X|p ≤ E|X + Y |p

صورتی�که در

E|X|p = | − (١٢)|١ + |(١٢)|١

= ١

> ٢p−١ = E|X + Y |p



٣٠ وابستگی از خاص دسته�ها�ی در گشتاوری نابرابری .٢

٠ < p < ٢ هر برای آن�گاه باشند، هم�توزیع و پذیرفتنی Y و X اگر .(**) ١٨.٣.٢ قضیه
٢p−١E|X|p ≤ E|X + Y |p

می�شود.

١٧.۴.١ تعریف و ١۵.٣.٢ قضیه به توجه با و ١١.٢.٢ ، ٩.٢.٢ لم از استفاده با برهان.

E|X + Y |p = −c(p)
∫ ∞

−∞

١
|t|p+١ (١−R(φX+Y (t)))dt

≥ −c(p)
∫ ∞

−∞

١
|t|p+١ (١−R(φ٢

X∗(t)))dt

= E|X∗ + Y ∗|p

≥ ٢p−١E|X∗|p ≥ ٢p−١E|X|p

همانند پایین کران نیز حالت دراین می�کنید ملاحظه هستند. هم�توزیع و مستقل متغیرهای Y ∗ و X∗

است. شده استقلال حالت

٠ < p < ٢ اگر باشند. مستقل و هم�توزیع تصادفی متغیرهای Y و X کنید فرض .(*) ١٩.٣.٢ قضیه
آن�گاه باشد،

E|X − Y |p ≤ − ۴c(p)
p(٢− p)

(var(X))
p
٢ (٨.٢)

،t هر برای آن�گاه می�کنیم. تعریف σ٢ = var(X) باشد. X مشخصه تابع φX(t) کنید فرض برهان.

|φX(t)|٢ ≥ max{٠,١− σ٢t٢} (٩.٢)

max{٠,١−σ٢t٢} = اگر و |t| > ١
σ
،١−σ٢t٢ < ٠ آن�گاه باشد، max{٠,١−σ٢t٢} = ٠ اگر

نابرابری و ١١.٢.٢ لم از استفاده با حال می�شود. |t| ≤ ١
σ
،١ − σ٢t٢ < ٠ آن�گاه باشد، ١ − σ٢t٢

نوشت می�توان (٩.٢)

E|X − Y |p = −c(p)
∫ ∞

−∞

١
|t|p+١ (١− |φX(t)|٢)dt

≤ −c(p)

(
σ٢
∫
|t|≤ ١

σ

|t|١−pdt+

∫
|t|> ١

σ

dt

|t|p+١dt

)

= −c(p) ۴
p(٢− p)

σp

آن�گاه ،p = ١ ،(٨.٢) نابرابری در کنید فرض .٢٠.٣.٢ مثال

E|X − Y | ≤ ۴
π
(V ar(X))

١
٢ ≤ ۴

π
(E(X٢))

١
٢

نوشت می�توان ،٠ < p ≤ r برای لیاپانوف نابرابری براساس طرفی از



٣١ تحقیق آینده و نتیجه�گیری .۴.٢

E|X − Y |p ≤ (E|X − Y |r)
p
r

آن�گاه ، r = ٢ بالا رابطه در اگر

E|X − Y |p ≤ (E|X − Y |٢)
p
٢ , ٠ < p ≤ ٢

دهیم قرار p = ١ اگر (٨.٢) نابرابری مانند

E|X − Y | ≤ ٢E|X| ≤ ٢(E(X٢))
١
٢

کوچک�تری کران (٨.٢) نابرابری p = ١ به�ازای اخیر، رابطه و (٨.٢) نابرابری در بالا کران�های مقایسه با

دارد.

تحقیق آینده و نتیجه�گیری ۴.٢

کردیم، بررسی منفی زبرجمعی و پذیرفتنی و استقلال حالت�های در را فصل این در شده ارایه نابرابری�های
را نتایج همین و ندارند تعلق خاصی دسته به که داد اختصاص متغیرهایی به را نابرابری�ها این می�توان

آورد. به�دست





٣ فصل

متغیرهای مجموع برای روزنتال نابرابری
تصادفی

مقدمه ١.٣

نابرابری�های دارند. مهمی نقش تصادفی متغیرهای مجموع ویژگی�های بررسی در گشتاوری نابرابری�های
(٢٠١٠) بای و لین به می�توان مثال برای است، آمده به�دست مستقل تصادفی متغیرهای برای زیادی
،X١ کنید فرض می�شود. محسوب گشتاوری نابرابری�های مهم�ترین از روزنتال١ نابرابری� کرد. اشاره
نابرابری آن�گاه باشد، تصادفی متغیرهای مجموع Sn =

∑n
i=١Xi و تصادفی متغیرهای Xn ،. . . ،X٢

حالت در را نابرابری ،(١٩٧٠) روزنتال بار اولین می�کند. ایجاد E|Sn|p گشتاور برای کران یک روزنتال
کرد. بیان زیر صورت به استقلال

آن�گاه باشند، مستقل تصادفی متغیرهای Xn ،. . . ،X٢ ،X١ و ١ < p <∞ کنید ∫)فرض
|Sn|pdp

)١/p
≤ ٢pmax

{(∫
|x١|pdp+ ...+

∫
|xn|pdp

)١/p
,∫

|x١|dp+ ...+

∫
|xn|dp

}
٠ ≤ r ≤ p برای

µr =

(∫
|x١ + ...+ xn|rdp

)١/r

Np =

(∫
(|x١|p + ...+ |xn|p) dP

)١/p

اکنون .Xi ≥ ٠ ،i هر برای کنید فرض
µp
p =

∫
(x١ + ...+ xn)

p−١(x١ + ...+ xn)dP

١ Rosenthal Inequality



٣۴ تصادفی متغیرهای مجموع برای روزنتال نابرابری .٣

Cr نابرابری طبق چون

∫
(x١ + ...+ xn)

p−١x١dP ≤ ٢p−١
∫ [

xp−١
١ + (x٢ + ...+ xn)

p−١
]
x١dP

= ٢p−١
[∫

xp١dP +

∫
(x٢ + ...+ xn)

p−١dP

∫
x١dP

]
≤ ٢p−١

[∫
xp١dP +

∫
(x١ + ...+ xn)

p−١dP

∫
x١dP

]

١ ≤ i ≤ n هر برای مشابه به�طور باشند. مستقل (x٢ + ...+ xn) و x١ که می�دهد رخ زمانی ∫برابری
(x١ + ...+ xn)

p−١xidP ≤ ٢p−١
[∫

xpi dP + µp−١
p−١

∫
xidP

]
بنابراین می�آوریم. به�دست

µp
p ≤ ٢p−١(Np

p + µp−١
p−١N١)

پس ،µp−١ ≤ µp هولدر نابرابری طبق

µp
p ≤ ٢p−١(Np

p + µp−١
p N١) ≤ ٢p max

{
Np

p , µ
p−١
p N١

}
یا

µp ≤ max {٢Np,٢pN١} ≤ ٢p max {Np, N١}

باشند، مستقل تصادفی متغیرهای Xn ،. . . ،X٢ ،X١ و ١ ≤ p <∞ این�که بر علاوه کنید فرض حال
آن�گاه باشد، E(Xi) = ٠ ،i ≥ ١ هر برای

آن�گاه ،ϵi = ±١ و باشد معلوم ،i ≥ ١ همه برای ϵn ،. . . ،ϵ٢ ،ϵ١ اگر .١(∫
|ϵ١x١ + ...+ ϵnxn|pdP

)١/p
≤ ٢

(∫
|x١ + ...+ xn|pdP

)١/p

p < ٢ برای .٢(∫
|x١ + ...+ xn|pdP

)١/p
≤ ٢

(∫
|x١|pdP + ...+

∫
|xn|pdP

)١/p

p > ٢ برای ∫)و
|x١ + ...+ xn|pdP

)١/p
≥ ١

٢

(∫
|x١|pdP + ...+

∫
|xn|pdP

)١/p

به�طوری�که دارد، وجود است، وابسته n به فقط که B(p) ثابت آن�گاه باشد، p > ٢ که کنید فرض اکنون



٣۵ مقدمه .١.٣

آن�گاه ،E(Xi) = ٠ ،i ≥ ١ هر برای و باشند مستقل تصادفی متغیرهای Xn ،. . . ،X٢ ،X١ ∫)اگر
|

n∑
i=١

xi|pdP

)١/p

≤ B(p)max


(

n∑
i=١

∫
|xi|pdP

)١/p

,

(
n∑

i=١

∫
|xi|٢dP

)١/٢
 (١.٣)

(∫
|

n∑
i=١

xi|pdP

)١/p

≥ ١
٢ max


(

n∑
i=١

∫
|xi|pdP

)١/p

,

(
n∑

i=١

∫
|xi|٢dP

)١/٢


گرفت. نظر در زیر صورت به را (١.٣) نابرابری می�توان معادل به�طور
E(|Sn|p) ≤ B(p)max

{
µ
p/٢
n,٢ , µn,p

}
(٢.٣)

نشان ،(١٩٨۴) یوتف و پاینلیس است. گرفته صورت زیادی بحث�های ،B(p) ثابت محاسبه برای
متناهی ،p > ٢ ،p مرتبه گشتاورهای دارای و مستقل تصادفی متغیرهای Xn ،. . . ،X٢ ،X١ اگر دادند

آن�گاه باشند،
E(|Sn|p) ≤

p(p− ١)
٢ max

{
١,٢p−٣

}
max

{
µ
P/٢
n,٢ , µn,p

}
،. . . ،X٢ ،X١ اگر که کردند اثبات ،(١٩٨۵) همکاران و جانسن است. µn,p =

∑n
i=١ E(|Xi|p) و

باشند، متناهی ،p > ٢ ،p مرتبه گشتاورهای دارای که باشند متقارن و مستقل تصادفی متغیرهای Xn

آن�گاه
E(|Sn|p) ≤

١۴٫ ۵p
log p

max
{
µ
p/٢
n,٢ , µn,p

}
(٣.٣)

آورد به�دست زیر به�صورت را روزنتال نابرابری مارتینگلی حالت برای ثابت بهترین ،(١٩٩٠) هیتچنکو
E(|Sn|p) ≤

p

log p
max

{
µ
p/٢
n,٢ + µn,p

}
E(Xi) = ٠ با Xn ،. . . ،X٢ ،X١ تصادفی متغیرهای برای ،(٢٠٠٢) شاراخمیتوف و آیبراجیموف
نابرابری در B(٢m) آن�گاه ، Sn =

∑n
i=١Xi و i = ١,٢, ..., n تعریف با p > ٢ ،E(|Xi|p) <∞ و

E(|Sn|p) ≤ B(p)max
{
µ
p/٢
n,٢ + µn,p

}
کردند. محاسبه زیر به�صورت m ∈ N و p = ٢m برای

B(٢m) = (٢m)!
٢m∑
j=١

j∑
r=١

∑
Πr

k=١
(mk!)

−jk

jk!

شرایط با jn ،. . . ،j٢ ،j١ و m١ > m٢ > ... > mr > ١ طبیعی مقادیر همه داخلی جمع که
این بر علاوه می�گیرد. را j١ + j٢ + ...+ jr = j و m١j١ +m٢j٢ + ...+mrjr = ٢m

B(p) = E(θ − ١)p



٣۶ تصادفی متغیرهای مجموع برای روزنتال نابرابری .٣

است. ١ پارامتر با پواسون توزیع دارای θ که
در است. گرفته قرار بررسی مورد تصادفی متغیرهای بودن مستقل فرض با نابرابری�ها این�جا به تا

می�گیرد. قرار مطالعه مورد می�باشند، وابستگی از خاص دسته�های در که متغیرهایی برای کران ادامه
ابتدا منظور این برای گرفت. نظر در ρ-آمیخته تصادفی متغیرهای اگر داد نشان ،(١٩٩۵) شائو

می�کنیم. بیان (١٩۶٠) روزانوف و کلموگروف از را ρ-آمیخته

ρ-آمیخته٢ ،(Ω,F , P ) احتمال فضای در {Xn, n ≥ ١} تصادفی متغیرهای دنباله .١.١.٣ تعریف
،n→ ∞ وقتی می�شود، نامید

ρ(n) = sup
k≥١,X∈L٢(Fk

١ ),Y ∈L٢(F∞
k+n)

|Cov(X, Y )|
∥ X ∥٢∥ Y ∥٢

−→ ٠

ضریب ρ(n) و Xm ،. . . ،Xn+١ ،Xn تصادفی متغیرهای توسط شده تولید میدان سیگما Fm
n که

دیگر به�عبارت هستند. L٢ فضای در نرم ∥ Y ∥٢ و ∥ X ∥٢ است. ماکسیمال همبستگی

∥X∥٢ =
(∫

|X|٢dx
)١/٢

,

باشند، E|Xi|p < ∞ ،p ≥ ٢ برای و E(Xi) = ٠ با تصادفی متغیرهای Xi کنید فرض حال
و k ≥ ٠ هر برای و دارد وجود است، وابسته ρ(.) و p به فقط که B = B(p, ρ(.)) مثبت ثابت آن�گاه

آن�گاه باشد، Sn(k) =
∑k+n

i=k+١Xi اگر ،n ≥ ١

E
(
max
١≤i≤n

|Sk(i)|p
)

≤ B

np/٢ exp

B [logn]∑
i=٠

ρ(٢i)

 max
k<i≤k+n

∥ Xi ∥p٢

+n exp

B [logn]∑
k=٠

ρ٢/p(٢i)

 max
k<i≤k+n

∥ Xi ∥pp


x > ٠ و ٠ < A ≤ ∞ هر برای شود، داده تعمیم شده بریده تصادفی متغیرهای به حالت همین اگر حال

با
٢n max

k<i≤k+n
E|Xi|I {|Xi| ≥ A} ≤ x

جزیی مجموع�های ماکسیمم برای

P(max
i≤n

|Sk(i)| ≥ x) ≤
k+n∑

i=k+١
P(|Xi| ≥ A)

+Bx−p

np/٢ exp

B [logn]∑
i=٠

ρ(٢i)

 max
k<i≤k+n

∥ XiI {|Xi| ≤ A} ∥p٢

+n exp

B [logn]∑
i=٠

ρ٢/p(٢i)

 max
k<i≤k+n

E|Xi|pI {|Xi| ≤ A}


٢ρ- mixing



٣٧ مقدمه .١.٣

مثبت ثابت آن�گاه باشد،
∑∞

n=١ ρ
٢/p(٢n) <∞ و ∥ Xi ∥p<∞ ،E(Xi) = ٠ ،p ≥ ٢ اگر جهتی از

n ≥ ١ و k > ٠ هر برای به�طوری�که است، وابسته ρ(.) و p به فقط که دارد وجود B = B(p, ρ(.))

E(max
i≤n

|Sk(i)|p) ≤ B

(
(n max

k<i≤k+n
(E(X٢

i )))
p/٢ + n max

k<i≤k+n
(E(|Xi|p))

)
و

P(max
i≤n

|Sk(i)| ≥ x) ≤
k+n∑

i=k+١
P(|Xi| ≥ A)

+Bx−p

[
np/٢ max

k<i≤k+n
∥ XiI {|Xi| ≤ A} ∥p٢

+n max
k<i≤k+n

(E(|Xi|pI {|Xi| ≤ A})
]

میانگین با Xn ،. . . ،X٢ ،X١ منفی پیوندی تصادفی متغیرهای و p ≥ ٢ برای ،(٢٠٠٠) شائو
منفی پیوندی تصادفی متغیرهای جزیی مجموع�هایی قدرمطلق ماکسیمم S∗

n که E|Xi|p < ∞ و صفر
i = ١,٢, ..., n هر به�ازای به�طوری�که باشند، مستقل تصادفی متغیرهای X∗

n ،. . . ،X∗
٢ ،X∗

١ و است
کرد: بیان را زیر کران باشد، یکسان X∗

i و Xi توزیع

∥ S∗
n ∥p≤ ١)٢۵p/ log p)p

(
µ١/pn,p + µ

١/٢
n,٢

)
که p ≥ ٢ و S∗

n = max
i≤n

|Si| و Sn =
∑j

k=١Xk برای ،(٢٠٠٧) همکاران و پلیگرات همچنین
که دادند نشان E(|X١|p) <∞

∥ S∗
n ∥p≤ cpn

١/٢

∥ X١ ∥p +
n∑

j=١
j−٣/٢ ∥ E(Sj|F٠) ∥p


ایستا فرآیندهای برای روزنتال نابرابری آن�گاه باشد، ٢ < p ≤ ٣ اگر دیگر اثبات ،(٢٠٠٩) ریو

است: زیر به�صورت

∥ Sn ∥p≤ cpn
١/٢σN + cpn

١/p(∥ X٠ ∥p +∆
١/٢
N +DN) (۴.٣)

و N = min{i : ni ≥ n} که

σN =∥ X٠ ∥٢ +
١
٢

N−١∑
l=٠

٢−l/٢ ∥ E(Snl |F٠) ∥٢

∆N =
N−١∑
l=٠

٢−٢/p ∥ E(S٢
٢l|F٠)− E(S٢

٢l) ∥p/٢

DN =
N−١∑
l=٠

٢−l/p ∥ E(S٢l|F٠) ∥p



٣٨ تصادفی متغیرهای مجموع برای روزنتال نابرابری .٣

بیان را زیر نابرابری�های ،S∗
n و Sn قبلی تعاریف طبق ،p > ٢ برای ،(٢٠١١) پلیگرات و مرلیود

نمودند:

∥ S∗
n ∥p ≤ cpn

١/p

[
∥ X٠ ∥p +

n∑
k=١

∥ E(Sk|F٠) ∥p
k١+١/p

+

(
n∑

k=١

∥ E(S٢
k |F٠) ∥σp/٢

k٢+١σ/p

)١/(٢σ)
 (۵.٣)

است. σ = min(١, (p− ١−(٢) که

آن�گاه باشند، مستقل Xiها اگر .٢.١.٣ ملاحظه
E(S٢

k |F٠) = E(S٢
k) = k ∥ X٠ ∥٢٢

می�یابد. کاهش (٢.٣) به (۵.٣) نابرابری بنابراین

مقدار بررسی (۵.٣) نابرابری اجرای در کلیدی گام یک .٣.١.٣ ملاحظه

n∑
k=١

∥ E(S٢
k |F٠) ∥σp/٢
k٢+١σ/p ≤

n∑
k=١

∥ E(S٢
k |F٠)− E(S٢

k) ∥σp/٢
k٢+١σ/p +

n∑
k=١

E[(S٢
k)]

σ

k٢+١σ/p

شود. کنترل ∥ E(S٢
k |F٠)− E(S٢

k) ∥p/٢ و ∥ E(Sk|F٠) ∥p باید کار، این انجام برای است.

و لیو از قضیه�ای تحت فصل این در که است شده نابرابری از دیگر نوع ایجاد باعث مسئله همین
این بیان با می�دهد. تشکیل نیز را فصل این اساسی قسمت که می�گردد اثبات و بیان ،(٢٠١٣) همکاران
نابرابری واقع در نداریم. نیاز ∥ E(S٢

k |F٠)−E(S٢
k) ∥p/٢ و ∥ E(Sk|F٠) ∥p بررسی به دیگر نابرابری

نوع این برتری�های از یکی که است، شده اثبات وابستگی اندازه تابع از استفاده با قضیه در شده بیان
وابستگی اندازه تابع از بهتر درک برای می�دهد. نتیجه را است محاسبه�اش سادگی که روزنتال نابرابری
می�کنیم. استفاده تعریف همین از نیز پایان�نامه این در و کرده بیان (٢٠٠۵) وو اساس بر آن از تعریفی

شکل به ایستا فرآیندهای از دنباله�ای {Xn;n ≥ ١} کنید فرض
Xi = g(..., ϵi−١, ϵi)

است. اندازه�پذیر تابع g و هستند هم�توزیع و مستقل تصادفی متغیرهای ϵiها ،i ∈ Z هر به�ازای که باشد،

هستند. هم�توزیع و مستقل تصادفی متغیرهای ϵ′j و ϵi ،i, j ∈ Z به�ازای کنید فرض .۴.١.٣ تعریف
و باشد Xn روی شده تعریف میدان سیگما ،Fn = (..., ϵn−١, ϵn) همچنین

X ′
n = g(F−١, ϵ

′
٠, ϵ١, ..., ϵn)

آن�گاه باشد، اندازه�پذیر تابع g اگر
θn,p =∥ Xn −X ′

n ∥p

Θm,p =
∑∞

i=m θi,p وابستگی اندازه تابع براساس دمی مجموع و می�شود نامیده وابستگی٣ اندازه تابع
می�شود. تعریف

٣Functional dependence measure



٣٩ J-وابسته تصادفی متغیرهای مجموع برای روزنتال نابرابری .٢.٣

j-وابسته تصادفی متغیرهای مجموع برای روزنتال نابرابری ٢.٣

افراد باشند، مستقل تصادفی متغیرهای که حالتی� در می�باشد، گشتاوری نابرابری نوعی روزنتال نابرابری
تصادفی متغیرهای که است زمانی اصلی مساله اما داده�اند. قرار بررسی مورد را نابرابری این زیادی
زمان به می�توانند زمانی سری داده�های مثال برای است، گونه این به نیز واقعیت در که نباشند مستقل
از خاص دسته در تصادفی متغیرهای برای را روزنتال نابرابری نوعی بخش این در باشند. وابسته

می�کنیم. بررسی وابسته - j نام به وابستگی

ماکسیمم S∗
n و E(|X١|p) < ∞ ،p > ٢ به�ازای و E(X١) = ٠ کنید فرض .(*) ١.٢.٣ قضیه

آن�گاه باشد، جزیی مجموع�های قدرمطلق

∥ S∗
n ∥p ≤ n١/٢

 ٨٧p
log p

n∑
j=١

θj,٢ + ٣(p− ١/٢(١
∞∑

j=n+١
θj,p +

٢٩p
log p

∥ X١ ∥٢


+n١/p

٨٧p(p− ١/٢(١
log p

n∑
j=١

j١−١/٢/pθj,p +
٢٩p
log p

∥ X١ ∥p

 (۶.٣)

می�کنیم: تعریف زیر jبه�صورت ≥ ٠ و i ≥ ٠ برای Xk,j و Si,j برهان.

Si,j =
i∑

k=١
Xk,j

Xk,j = E(Xk|ϵk−j, ..., ϵk)

شود تعریف اگر حال است. j-وابسته ،k ∈ Z به�ازای Xk,j

Xk = Xk −Xk,n +
n∑

j=١
(Xk,j −Xk,j−١) +Xk,٠ (٧.٣)

آن�گاه

∥ S∗
n ∥p ≤ ∥ max

١≤i≤n
|Si − Si,n| ∥p

+
n∑

j=١
∥ max

١≤i≤n
|Si,j − Si,j−١| ∥p + ∥ max

١≤i≤n
|Si,٠| ∥p (٨.٣)

نابرابری راست سمت جملات از هرکدام حال است. Xkها جزیی مجموع مطلق قدر ماکسیمم S∗
n که

می�دهیم. قرار بررسی مورد جداگانه را (٨.٣)
می�کنیم: شروع ،

∑n
j=١ ∥ max١≤i≤n |Si,j − Si,j−١| ∥p دوم جمله از

∥ max
١≤i≤n

|Si,j − Si,j−١| ∥p≤∥ Sn,j − Sn,j−١ ∥p + ∥ max
٠≤i≤n−١

|
n∑

k=n−i

(Xk,j −Xk,j−١)| ∥p

(٩.٣)



۴٠ تصادفی متغیرهای مجموع برای روزنتال نابرابری .٣

میدان سیگما با Xn−k,j ،٠ ≤ k ≤ n− ١ به�ازای است. j-وابسته ،{Xk,j −Xk,j−١,١ ≤ k ≤ n}
چون است. مارتینگل Fj = σ(ϵn−k−j, ϵn−k−j+١, ...)

E(Xn−k,j|Fj−١) = E (Xn−k,j|ϵn−k−j+١, ϵn−k−j+٢, ...)

= E (E(Xn−k|ϵn−k−j, ϵn−k−j+١, ...)|ϵn−k−j+١, ...)

= E (Xn−k|ϵn−k−j+١, ..., ϵn−k)

نوشت می�توان تعریف طبق طرفی از
E (Xn−k|ϵn−k−j+١, ..., ϵn−k) = Xn−k,j−١

پس است. مارتینگل نیز Fj−١ = σ(ϵn−k−j+١, ϵn−k−j+٢, ...) میدان سیگما با Xn−k,j−١ بنابراین
میدان سیگما با تفاضلی مارتینگل�های ،Xn−k,j −Xn−k,j−١ که گرفت نتیجه می�توان استدلال این با

زیرا هستند. σ(ϵn−k−j, ϵn−k−j+١, ...)

E(Xn−k,j −Xn−k,j−١|Fi−١) = E(Xn−k,j|Fi−١)− E(Xn−k,j−١|Fi−١)

= Xn−k,j−١ −Xn−k,j−١

= ٠

است. Xn−k,j −Xn−k,j−١ بودن تفاضلی مارتینگل دهنده نشان این و
زیرمارتینگل یک |

∑n
k=n−i(Xk,j − Xk,j−١)| ،٠ ≤ i ≤ n− ١ به�ازای ،۴.۵.١ تعریف طبق

زیرا است. ،σ(ϵn−i−j, ϵn−i−j+١, ...) میدان سیگما با نامنفی

E(Xn−k,j|ϵn−i−j, ϵn−i−j+١, ...) ≥
n∑

k=n−i

(Xk,j −Xk,j−١)

نوشت می�توان مشابه استدلال با

E(E(Xn−k|ϵn−k−j, ϵn−k−j+١, ...)|ϵn−i−j, ϵn−i−j+١, ...) ≥
n∑

k=n−i

(Xk,j −Xk,j−١)

نابرابری از ،١۴.۵.١ لم طبق می�توانیم شده، نامنفی زیرمارتینگل |
∑n

k=n−i(Xk,j−Xk,j−١)| چون
کنیم. استفاده دوب

∥ max
٠≤i≤n−١

|
n∑

k=n−i

(Xk,j −Xk,j−١)| ∥p≤
p

p− ١ . ∥ Sn,j − Sn,j−١ ∥p (١٠.٣)

تعریف l = n
j
+١ و می�دهد نشان (ij)را و n مینیمم ∧ که Yi,j =

∑(ij)∧n
k=١+(i−١)j(Xk,j −Xk,j−اگر(١

آن�گاه کنیم،

|Sn,j − Sn,j−١| = |
l∑

i=١
Yij| (١١.٣)



۴١ J-وابسته تصادفی متغیرهای مجموع برای روزنتال نابرابری .٢.٣

زیرا می�باشند، مستقل . . . ،X۴,j ،Y٢١,j همچنین و مستقل . . . ،X٣,j ،Y١,j می�شود مشاهده

Y١,j =

(j)∧n∑
k=١

(Xk,j −Xk,j−١)

Y٣,j =

(٣j)∧n∑
k=٢+١j

(Xk,j −Xk,j−١)

صورت همین به

Y٢,j =

(٢j)∧n∑
k=١+j

(Xk,j −Xk,j−١)

Y۴,j =

(۴j)∧n∑
k=٣+١j

(Xk,j −Xk,j−١)

(٣.٣) نابرابری با

∥ Sn,j − Sn,j−١ ∥p ≤ ١۴٫ ۵p
log p

∥∑
فرد i

Yi,j ∥٢

+ ∥
∑
زوج i

Yi,j ∥٢ +

∑
فرد i

∥ Yi,j ∥pp

١/p

+

∑
زوج i

∥ Yi,j ∥pp

١/p
 (١٢.٣)

داریم (١٢.٣) نابرابری راست سمت جمله هر برای ١۵.۵.١، لم طبق ١ ≤ i ≤ l برای

∥ Yi,j ∥p ≤ ((p− ١)
(ij)∧n∑

k=١+(i−١)j

∥ (Xk,j −Xk,j−١) ∥٢p)١/٢ (١٣.٣)

≤ (p− ١/٢(١ [(ij) ∧ n− (i− ١)j]١/٢ ∥ X١,j −X١,j−١ ∥p

≤ (p− ١/٢(١ [(ij) ∧ n− (i− ١)j]١/٢ θj,p (١۴.٣)

p = ٢ برای و

∥ Yi,j ∥٢ ≤ [(ij) ∧ n− (i− ١)j]١/٢ θj,٢

∑آن�گاه
فرد i

∥ Yij ∥pp

١/p

≤

∑
فرد i

(p− ١)p/٢ [(ij) ∧ n− (i− ١)j]p/٢ ∥ X١,j −X١,j−١ ∥pp

١/p

=

(
n

j

)١/p
(p− ١/٢(١ [(ij) ∧ n− (i− ١)j]١/٢ ∥ X١,j −X١,j−١ ∥p

≤ n١/p(p− ١/٢(١j١−١/٢/pθj,p (١۵.٣)



۴٢ تصادفی متغیرهای مجموع برای روزنتال نابرابری .٣

همچنین و

∥
∑
فرد i

Yi,j ∥٢ ≤
(
n

j

)١/٢
∥ Yi,j ∥٢

≤
(
n

j

)١/٢
[(ij) ∧ n− (i− ١)j]١/٢ θj,٢

≤
√
nθj,٢ (١۶.٣)

برای (١٢.٣) نابرابری نهایتا می�آید. به�دست نیز زوج iهای برای را (١۶.٣) و (١۵.٣) نابرابری
١ ≤ j ≤ n

∥ Sn,j − Sn,j−١ ∥p ≤ ٢٩p
log p

(√
nθj,٢ + (p− ١/٢(١n١/٢j١−١/٢/pθj,p

)
(١٧.٣)

باشد ،p ≥ ٢ که وقتی p/(p− ١) ≤ ٢ این�که به توجه با و (١٧.٣) تا (٩.٣) نابرابری�های با
n∑

j=١
∥ max

١≤i≤n
|Si,j − Si,j−١| ∥p

≤ ٨٧p
log p

√
n

n∑
j=١

θj,٢ + (p− ١/٢(١n١/p
n∑

j=١
j١−١/٢/pθj,p

 (١٨.٣)

شود. می اثبات داشت، وجود دوم جمله برای که روشی مشابه ،(٨.٣) نابرابری در اول جمله

∥ max
١≤i≤n

|Si − Si,n| ∥p ≤ ∥ Sn − Sn,n ∥p

+ ∥ max
٠≤i≤n−١

|
n∑

k=n−i

(Xk −Xk,n)| ∥p . (١٩.٣)

١۴.۵.١ تعریف از استفاده با (١٩.٣) نابرابری راست سمت دوم جمله برای

∥ max
٠≤i≤n−١

|
n∑

k=n−i

(Xk −Xk,n)| ∥p≤
p

p− ١ . ∥ Sn − Sn,n ∥p (٢٠.٣)

داریم ١۵.۵.١ لم از

∥ Sn − Sn,n ∥p≤ (p− ١/٢(١n١/٢
∞∑

j=n+١
θj,p (٢١.٣)

(٢٠.٣) و (١٩.٣) نابرابری�های با بنابراین

∥ max
١≤i≤n

|Si − Si,n| ∥p≤ ٣(p− ١/٢(١n١/٢
∞∑

j=n+١
θj,p (٢٢.٣)

مجددا هستند، مستقل ،Xk,٠, k ∈ Z که کنید توجه ،(٨.٣) نابرابری راست سمت در سوم جمله برای
داریم ،١۴.۵.١ تعریف طبق

∥ max
١≤i≤n

|Si,٠| ∥p≤
p

p− ١ ∥ Sn,٠ ∥p (٢٣.٣)



۴٣ J-وابسته تصادفی متغیرهای مجموع برای روزنتال نابرابری .٢.٣

آن�گاه کنیم، اعمال را (٣.٣) اگر همچنین

∥ Sn,٠ ∥p≤
١۴٫ ۵p
log p

(
n١/٢ ∥ X١ ∥٢ +n١/p ∥ X١ ∥p

)
(٢۴.٣)

(٢۴.٣) و (٢٣.٣) نابرابری از استفاده با

∥ max
١≤i≤n

|Si,٠| ∥p≤
٢٩p
log p

(
n١/٢ ∥ X١ ∥٢ +n١/p ∥ X١ ∥p

)
(٢۵.٣)

نتیجه زیر رابطه (٨.٣) نابرابری در (٢۵.٣) و (٢٢.٣) ،(١٨.٣) نابرابری�های جای�گذاری با نهایت در
می�شود.

∥ S∗
n ∥p ≤ ٣(p− ١/٢(١n١/٢

∞∑
j=n+١

θj,p

+
٨٧p
log p

√
n

n∑
j=١

θj,٢ + (p− ١/٢(١n١/p
n∑

j=١
j١−١/٢/pθj,p


+
٢٩p
log p

(
n١/٢ ∥ X١ ∥٢ +n١/p ∥ X١ ∥p

)
≤ n١/٢

 ٨٧p
log p

n∑
j=١

θj,٢ + ٣(p− ١/٢(١
∞∑

j=n+١
θj,p +

٢٩p
log p

∥ X١ ∥٢


+n١/p

٨٧p(p− ١/٢(١
log p

n∑
j=١

j١−١/٢/pθj,p +
٢٩p
log p

∥ X١ ∥p



p > ٢ چون ١.٢.٣ قضیه در .(*) ٢.٢.٣ گزاره
∥ Xj −X ′

j ∥٢≤∥ Xj −X ′
j ∥p

با می�توان را (۶.٣) نابرابری در
∑n

j=١ θj,٢ +
∑∞

j=n+١ θj,p نتیجه در می�شود. θj,٢ ≤ θj,p پس
صورت به می�توان را نابرابری بنابراین کرد. جایگزین Θ١,٢ +Θn+١,p

∥ S∗
n ∥p≤ cpn

١/٢(Θ١,٢+ ∥ X١ ∥٢) + cpn
١/٢

 ∞∑
j=١

min(j, n)١−١/٢/pθj,p+ ∥ X١ ∥p


نوشت.

این�که به توجه با و ١.٢.٣ قضیه براساس برهان.

p > ٢ =⇒ ١
p
<

١
٢ =⇒ n١/p < n١/٢

∥ S∗
n ∥p ≤ n١/٢

 ٨٧p
log p

n∑
j=١

θj,٢ + ٣(p− ١/٢(١
∞∑

j=n+١
θj,p +

٢٩p
log p

∥ X١ ∥٢





۴۴ تصادفی متغیرهای مجموع برای روزنتال نابرابری .٣

+n١/p

٨٧p(p− ١/٢(١
log p

n∑
j=١

j١−١/٢/pθj,p +
٢٩p
log p

∥ X١ ∥p


≤ n١/٢

 ٨٧p
log p

n∑
j=١

θj,٢ +
٨٧p
log p

∥ X١ ∥٢


+n١/p

٣(p− ١/٢(١
∞∑

j=n+١
n١−١/٢/pθj,p

+
٨٧p(p− ١/٢(١

log p

n∑
j=١

j١−١/٢/pθj,p +
٨٧p
log p

∥ X١ ∥p


≤ n١/٢cp [Θ١,٢+ ∥ X١ ∥٢] + cpn

١/p

 ∞∑
j=١

min(j, n)١−١/٢/pθj,p+ ∥ X١ ∥p



نابرابری و است، θj,p = ٠ و θj,٢ = ٠ ،j ≥ ١ به�ازای آن�گاه باشند، مستقل Xiها اگر .٣.٢.٣ ملاحظه
می�یابد. کاهش (٢.٣) نابرابری به (۶.٣)

روزنتال نابرابری کاربرد ٣.٣

فریدمن و دایاکانیس به می�توانید سری�ها این از مثالی برای بگیرید. نظر در را زیر خطی غیر زمانی سری
کنید. مراجعه ،(١٩٩٩)

Xi = F (Xi−١, ϵi) = Fϵi(Xi−١) (٢۶.٣)

دارد، وجود x٠ هستند. هم�توزیع و مستقل ϵiها ،i ∈ Z به�ازای و دومتغیره پذیر اندازه تابع F آن در که
p > ٠ برای به�طوری�که

kp :=∥ x٠ − Fϵ٠(x٠) ∥p<∞ (٢٧.٣)

صورت به را لیپ�شیتس۴ ثابت سپس

Lp := sup
x ̸=x′

∥ Fϵ٠(x)− Fϵ٠(x
′) ∥p

|x− x′|
< ١ (٢٨.٣)

۴Constant Lipschitz



۴۵ روزنتال نابرابری کاربرد .٣.٣

که می�دهند نشان هم با (٢٨.٣) و (٢٧.٣) شرایط ،(٢٠٠۴) شائو و وو در ٢ قضیه با می�شود. محاسبه
با ایستا ارگودیک �حل (٢۶.٣)

∥ X٠ ∥p = ∥ x٠ − x٠ − Fϵ٠(x٠) ∥p

≤ ∥ x٠ ∥p + ∥ x٠ − Fϵ٠(x٠) ∥p

= |x٠|+ ∥ x٠ − Fϵ٠(x٠) ∥p

= |x٠|+ kp

≤ |x٠|+
kp

١− Lp

:= Kp

وابستگی اندازه تابع همچنین .٠ < ١− Lp < ١ چون است، برقرار آخر نابرابری

θi,p = ∥ Xi −X ′
i ∥p

≤ Li
p ∥ X٠ −X ′

٠ ∥p

≤ ٢Li
p ∥ X٠ ∥p≤ ٢KpL

i
p

باشد E(Xi) = ٠ کنید فرض می�کنیم. اعمال (Xi) فرآیند به را ١.٢.٣ قضیه حال
آن�گاه ،A = ١/٢− ١/p و

∑∞
j=n+١ θj,p + n−A

∑n
j=١ j

Aθj,p

٢Kp

≤
∞∑

j=n+١
Lj
P +

n∑
j=١

(
j

n

)A

Lj
P

≤ min

 ∞∑
j=١

Lj
P , n

−A

∞∑
j=١

jALj
P

 (٢٩.٣)

به�طوری�که دارد، وجود CA ثابت
چون می�شود. CA/(١− Lp) از کمتر (٢٩.٣) نابرابری راست سمت ،Lp ≥ ١− ١/n اگر (١

∞∑
j=١

Lj
P = CA/(١− Lp)

چون می�شود، CA/(n
A(١− Lp)

١+A) از کمتر ۶.١ بخش طبق ،Lp ≤ ١− ١/n اگر (٢

n−A

∞∑
j=١

jALj
P = CA/(n

A(١− Lp)
١+A)

CAmin(١/(١−Lp), (١/(nA(١−Lp)
١+A)) مانند (٢٩.٣) برای بالا کران مورد، دو این ترکیب با



۴۶ تصادفی متغیرهای مجموع برای روزنتال نابرابری .٣

١.٢.٣ قضیه با این�رو از می�آید. به�دست

∥ S∗
n ∥p ≤ cpn

١/٢
n∑

j=١
θj,٢ + cpn

١/٢K٢ + cpn
١/pKp

+n١/٢KpCAmin

(
١

١− Lp

,
١

nA(١− Lp)١+A

)
≤ ٢K٢cpn

١/٢

١− L٢
+
cpn

١/٢Kp

١− Lp

min(١, n−A(١− Lp)
−A) (٣٠.٣)

آن�گاه باشد، Lp < ١− λ٠ به�طوری�که باشد، داشته وجود λ٠ مثبت ثابت اگر .١.٣.٣ گزاره

∥ S∗
n ∥p ≤ ٢K٢cpn

١/٢

١− L٢
+O(n١/p)

می�دهد. نتیجه را (٢.٣) روزنتال نابرابری که

مرتبه (٣٠.٣) در دوم جمله آن�گاه ،rn ≥ ١/n .rn → ٠ با Lp = ١− rn کنید فرض .٢.٣.٣ گزاره
دارد. O(n١/٢r−٢

n ) مرتبه rn ≤ ١/n اگر و O(n١/pr١/p−۵/٢
n )

ARCH مدل اگر .٣.٣.٣ ملاحظه
Fϵi(x) = ϵi(a

٢ + b٢x١/٢(٢

آن�گاه هستند. a, b > ٠ و هم�توزیع و استاندارد نرمال ϵi که بگیرید نظر در را

Lp := sup
x̸=x′

∥ ϵ٠(a٢ + b٢x١/٢(٢ − ϵ٠(a
٢ + b٢x′١/٢(٢ ∥p

|x− x′|

= sup
x̸=x′

∥ ϵ٠x(a
٢

x٢ + b١/٢(٢ − ϵ٠x
′(a

٢

x′ + b١/٢(٢ ∥p
|x− x′|

= sup
x̸=x′

∥ ϵ٠x(b٢)١/٢ − ϵ٠x
′(b٢)١/٢ ∥p

|x− x′|

= sup
x̸=x′

∥ ϵ٠b(x− x′) ∥p
|x− x′|

= ∥ bϵ٠ ∥p

بعضی برای ،(١٩٩١) گلدی طبق طرفی از شود. Lp٠ = ١ آن ازای به که می�کنیم انتخاب طوری را p٠
x→ ∞ وقتی�که C > ٠

P(X٠ ≥ x) ∼ Cx−p٠

چون حال می�شود. E(|X٠|p٠) = ∞ و
Lp = Lp٠ +O(|p− p٠|),

جمله ،rn ↓ ٠ وقتی به�طورکلی می�شود. Lp−١ = O(rn) آن�گاه بگیریم، نظر در p− p٠ = O(rn) اگر
دارد. n١/٢r−٢

n min(١, (nrn)−A) کران (٣٠.٣) در دوم



۴ فصل

متغیرهای مجموع برای ناگایف نابرابری
تصادفی

مقدمه ١.۴

،. . . ،X٢ ،X١ کنید فرض که است شده بیان صورت این به ،(١٩٧٩) ناگایف ناگایف١توسط نابرابری
ازای به کنید فرض همچنین باشد. Sn =

∑n
i=١Xi و صفر میانگین با مستقل تصادفی متغیرهای Xn

ناگایف٢ در ١.٧ نتیجه طبق باشد. E(Xi) = ٠ و ∥ Xi ∥p= (E|Xi|p)١/p <∞ ،p > ٢ و iها همه
y١, ..., yn > ٠ و مثبت x برای ،(١٩٧٩)

P(Sn ≥ x) ≤
n∑

i=١
P(Xi ≥ yi) + exp

{
− apx

٢∑n
i=١ E(X

٢
i .١Xi≤yi)

}

+

(∑n
i=١ E(X

p
i .١٠≤xi≤yi)

βxyp−١

)βx/y

(١.۴)

آن در که

y = max
١≤i≤n

{yi},

β = p/(p+ ٢),

ap = ٢e−p(p+ ٢−(٢

(١.۴) نابرابری از استفاده با µn,p =
∑n

i=١ E(|Xi|p) و yi = xβ با ،١ ≤ i ≤ n برای .١.١.۴ گزاره
داریم (١٩٧٩) ناگایف ١.٨ نتیجه و

P(|Sn| ≥ x) ≤
(
١+

٢
p

)p
µn,p

xp
+ ٢ exp

(
−apx

٢

µn,٢

)
(٢.۴)

١Nagaev Inequality
٢Nagaev



۴٨ تصادفی متغیرهای مجموع برای ناگایف نابرابری .۴

آن�گاه باشند، هم�توزیع و مستقل تصادفی متغیرهای ها Xi اگر .٢.١.۴ گزاره

P(|Sn| ≥ x) ≤
(
١+

٢
p

)p n ∥ X٠ ∥pp
xp

+ ٢ exp
(
− apx

٢

n ∥ X٠ ∥٢٢

)
(٣.۴)

آن�گاه شود، استفاده (۶.٣) نابرابری و مارکوف٣ نابرابری از اگر .٣.١.۴ گزاره

P(S∗
n ≥ x) ≤

∥ S∗
n ∥pp
xp

= O

(
np/٢

xp

)
است. قوی�تر (٣.۴) در O(n/xp) کران مقایسه، در

،X٢ ،X١ که وقتی جزیی، مجموع�های قدرمطلق ماکسیمم ،S∗
n برای (٢.۴) نابرابری .۴.١.۴ گزاره

می�باشد. زیر صورت به (١٩٧٢) بورکوف طبق باشد، صفر میانگین با مستقل متغیرهای Xn ،. . .

P(S∗
n ≥ x) ≤

(
١+

٢
p

)p
µn,p

xp
+ ٢ exp

(
−apx

٢

µn,٢

)
(۴.۴)

مطرح که مشکلی آن�گاه هستند، وابسته اغلب Xiها زمانی، سری و زمان�مند داده�های با رابطه در
شود. داده تعمیم وابسته تصادفی متغیرهای به ناگایف نابرابری چگونه که است این می�شود،

{Fk}∞٠ میدان سیگما نزولی غیر دنباله با زبرمارتینگل ،k ≥ ٠ برای Sk داد نشان ،(٢٠٠٧) ناگایف
می�شود، تعریف زیر به�صورت σ٢k تصادفی متغیر است. S٠ = ٠ و Xk = Sk − Sk−١ که می�باشد

σ٢k = E{X٢
k |Fk−١}

همچنین

B٢
k =

k∑
j=١

σ٢j , S̄n = max
١≤k≤n

Sk, X̄n = max
١≤k≤n

Xk, Ap =
n∑

j=١
|Xj|p

Q(x) = P(X̄n > x) + P(Bn > x)

x > ٠ همه برای آن�گاه باشد، p ≥ max
{
e۶, e۴/γ٢

}
برای ،٠ < γ ≤ ١ اگر حال

P(S̄n > x) < c(p, γ)x−p

∫ x

٠
Q(ϵpu)u

p−١du (۵.۴)

آن در که

ϵp =
ln p− ٢ ln ln p

٢p , c(p, γ) =
٢e۶γp
γ

c١(p, η) = pe٣ηα(η)/(ηα(η)) با جایگزین c(p, γ) و p > ٠ به�ازای ، ϵp = η/p اگر .۵.١.۴ ملاحظه
به�صورت (۵.۴) نابرابری آن�گاه ،α(η) = eη+١ که

P(S̄n > x) < c١(p, η)x
−p

∫ x

٠
Q(ϵpu)u

p−١du

است.
٣Markov



۴٩ J-وابسته تصادفی متغیرهای مجموع برای ناگایف نابرابری .٢.۴

j-وابسته تصادفی متغیرهای مجموع برای ناگایف نابرابری ٢.۴

کرد. اشاره ریسک مدیریت و بیمه در می�توان جمله آن از که دارد، گسترده�ای کاربردهای ناگایف نابرابری
(٢.۴) نابرابری راست سمت به�طوری�که باشد، x = xα اگر α ∈ (٠,١) کوچک سطح برای مثال، برای

چون است، کران�دار xα با Sn ریسک مقدار یا αام چندک آن�گاه باشد، α مقدار

P(Sn ≥ xα) ≤ α

و بیان (٢٠١٣) همکاران و لیو از j-وابسته حالت تحت ناگایف نابرابری از دیگر نوع بخش این در
می�شود پرداخته آن به مختصر ادامه در که مانند گاوسی دم تابع از اثبات روند در است. شده اثبات

به�صورت را ۴ مانند گاوسی دم تابع q > ٠ و y > ٠ اگر است. شده استفاده

Gq(y) =
∞∑
j=١

e−jqy٢

،y ≥ ١ اگر این�رو از می�شود. supy≥١Gq(y)e
y٢ = Gq(١)e این�که به توجه با داریم.

می�شود. Gq(y) ≤ Gq(١)ee−y٢

مجموع�های مطلق قدر ماکسیمم S∗
n و باشند j-وابسته متغیرهای ،Xk,j کنید فرض .(*) ١.٢.۴ قضیه

باشد. جزیی

اگر (i)

ν :=
∞∑
j=١

µj <∞, µj = (jp/١−٢θpj,p)
١/(p+١) (۶.۴)

x > ٠ هر برای آن�گاه

P(S∗
n ≥ x) ≤ cp

n

xp
(νp+١+ ∥ X١ ∥pp)

+۴
∞∑
j=١

exp

(
cpµ

٢
jx

٢

nν٢θ٢j,٢

)
+ ٢ exp

(
− cpx

٢

n ∥ X١ ∥٢٢

)
(٧.۴)

C٢ و C١ مثبت ثابت�های آن�گاه باشد. Θm,p = O(m−α) و α > ١/٢ − ١/p کنید فرض (ii)
x > ٠ هر برای به�طوری�که دارند، وجود

P(S∗
n ≥ x) ≤

C١Θ
p
٠,pn

xp
+ ۴G٢−١/p

(
C٢x√
nΘ٠,p

)
(٨.۴)

به�صورت (٨.۴) نابرابری از دیگر نوع آن�گاه باشد، Θm,p = O(m−α) و α < ١/٢− ١/p اگر (iii)
می�شود تعریف زیر

P(S∗
n ≥ x) ≤

C١Θ
p
٠,pn

p(١/٢−α)

xp
+ ۴G(p−٢)/(p+١)

(
C٢x

n(٢p−٢−١αp)/(٢+٢p)Θ٠,p

)
(٩.۴)

۴Gaussian-Like Tail Function



۵٠ تصادفی متغیرهای مجموع برای ناگایف نابرابری .۴

از مثبت دنباله λj ،j = ١, ..., n ازای به کنید فرض می�کنیم. استفاده (٧.٣) تجزیه از (i) برهان.
.
∑n

j=١ λj ≤ ١ به�طوری�که باشد، حقیقی اعداد

⌊i⌋ℓ := ⌊i/ℓ⌋ℓ می�نویسیم ،ℓ ∈ N و i ∈ Z برای

Mi,j =
i∑

k=١
(Xk,j −Xk,j−١), M∗

n,j = max
١≤i≤n

|Mi,j| (١٠.۴)

آن�گاه

Sn,n − Sn,٠ =
n∑

k=١
(Xk,n −Xk,٠) =

n∑
j=١

Mn,j

کنید فرض ،(١١.٣) مانند ،١ ≤ j ≤ n هر برای

Yi,j =

(ij)∧n∑
k=١+(i−١)j

(Xk,j −Xk,j−١), ١ ≤ i ≤ l

.l = ⌊n/j⌋+ ١ که

کنید تعریف

W e
s,j =

s∑
i=١

(١+ (−١)i)/٢.Yi,j

و

W o
s,j =

s∑
i=١

(١− (−١)i)/٢.Yi,j

آن�گاه

P(M∗
n,j ≥ ٣λjx) = P(max

١≤i≤n
|Mi,j| ≥ ٣λjx)

= P(max
١≤i≤n

|Mi,j −M⌊i⌋j ,j +M⌊i⌋j ,j| ≥ ٣λjx)

≤ P(max
i≤n

|M⌊i⌋j ,j| ≥ ٢λjx) + P(max
i≤n

|M⌊i⌋j ,j −Mi,j| ≥ λjx)

≤ P(max
s≤l

|W e
l,j| ≥ λjx) + P(max

s≤l
|W o

l,j| ≥ λjx)

+
n

j
P(max

i≤j
|Mi,j| ≥ λjx) (١١.۴)

داریم (۴.۴) و (١٣.٣) از هستند، مستقل ،Y٢,j, Y۴,j, ... چون

P(max
s≤l

|W e
l,j| ≥ λjx) ≤ cp

(n/j)E(|Y٢,j|p)
(λjx)p

+ ٢ exp
(
−cp

(λjx)
٢

(n/j)E(|Y٢,j|٢)

)
≤ cp

(n/j)(p− ١)p/٢jp/٢θpj,p
(λjx)p

+ ٢ exp
(
cp

(λjx)
٢

(n/j)jθ٢j,٢

)

≤ cp
n

xp
jp/١−٢θpj,p

λpj
+ ٢ exp

(
cp
(λjx)

٢

nθ٢j,٢

)
(١٢.۴)

می�دهیم، نشان W o
s,j برای را (١٢.۴) نابرابری مشابه



۵١ J-وابسته تصادفی متغیرهای مجموع برای ناگایف نابرابری .٢.۴

P(max
s≤l

|W o
l,j| ≥ λjx) ≤ cp

(n/j)E(|Y١,j|p)
(λjx)p

+ ٢ exp
(
−cp

(λjx)
٢

(n/j)E(|Y١,j|٢)

)
≤ cp

(n/j)(p− ١)p/٢jp/٢θpj,p
(λjx)p

+ ٢ exp
(
cp

(λjx)
٢

(n/j)jθ٢j,٢

)

≤ cp
n

xp
jp/١−٢θpj,p

λpj
+ ٢ exp

(
cp
(λjx)

٢

nθ٢j,٢

)
(١٣.۴)

دوب نابرابری به توجه با ،(١١.۴) راست سمت در آخر جمله برای

E(max
١≤i≤j

|Mi,j|p) ≤ ٢p−١E

(
|Mj,j|p + max

١≤i≤j
|

j∑
k=i

(Xk,j −Xk,j−١)|p
)

≤ cpj
p/٢θpj,p

آن�گاه

n

j
P(max

i≤j
|Mi,j| ≥ λjx) ≤ n

j

(
cpj

p/٢θpj,p
(λjx)p

)
= cp

n

xp
jp/١−٢θpj,p

λpj
(١۴.۴)

نوشت می�توان ،(١۴.۴) و (١٢.۴) ،(١١.۴) از نتیجه در

P(M∗
n,j ≥ ٣λjx) ≤ cp

n

xp
jp/١−٢θpj,p

λpj
+ ۴ exp

(
cp
(λjx)

٢

nθ٢j,٢

)
(١۵.۴)

(۴.۴) بنابر ،∥ X١,٠ ∥p≤∥ X١ ∥p و ∥ X١,٠ ∥≤∥ X١ ∥٢ چون

P(max
١≤i≤n

|Si,٠| ≥ x) ≤ cp
n ∥ X١ ∥pp

xp
+ ٢ exp

(
− cpx

٢

n ∥ X١ ∥٢٢

)
(١۶.۴)

داریم را زیر رابطه (٢٢.٣) و (٧.٣) با

Θ
p/(p+١)
n+١,p ≤

∞∑
l=n+١

θ
p/(p+١)
l,p ≤

∞∑
l=n+١

(
l

n

)(p/١−٢)/(p+١)
θ
p/(p+١)
l,p

شود انتخاب λj = µj/ν اگر

P(S∗
n ≥ ۵x) ≤

n∑
j=١

P(M∗
n,j ≤ ٣λjx)

+P(max
١≤i≤n

|Si − Si,n| ≥ x) + P(max
١≤i≤n

|Si,٠| ≥ x)

≤ cp
n

xp
(
νp+١+ ∥ X١ ∥pp

)
+ ۴

∞∑
j=١

exp

(
cp

(µjx)
٢

nν٢θ٢j,٢

)

+٢ exp
(
− cpx

٢

n ∥ X١ ∥٢٢

)
می�آید. به�دست (٧.۴) نابرابری نتیجه در



۵٢ تصادفی متغیرهای مجموع برای ناگایف نابرابری .۴

می�توان (١٠.۴) مانند باشد. صحیح اعداد دنباله ٠ = τ٠ < τ١ < ... < τL = n کنید فرض (ii)
نوشت

Si,n − Si,٠ =
L∑

l=١
M̃i,l , M̃i,l =

i∑
k=١

(Xk,τl −Xk,τl−١)

١۵.۵.١ لم طبق به�طوری�که دارد، وجود cp > ٠ ثابت آن�گاه

∥ M̃i,l ∥p√
i

=
∥
∑i

k=١(Xk,τl −Xk,τl−١) ∥p√
i

≤
(p− ١/٢(١i١/٢ ∥ (Xk,τl −Xk,τl−١) ∥p√

i

≤ cp

τl∑
i=١+τl−١

θi,p =: cpθ̃l,p

و

∥ M̃i,l ∥٢√
i

≤
τl∑

i=١+τl−١

θi,٢ =: θ̃l,٢

مثبت حقیقی اعداد دنباله λ̃١, ..., λ̃L کنید فرض مجددا باشد. M̃∗
n,l = max

i≤n
|M̃i,l| کنید فرض

داریم مشابه به�طور ،(١۴.۴) و (١٢.۴) ،(١١.۴) عبارت�های با باشد.
∑L

l=١ λ̃l ≤ ١ و

P(M̃∗
n,l ≥ ٣λ̃lx) ≤ cp

n

xp
τ
p/١−٢
l θ̃pl,p

λ̃pl
+ ۴ exp

(
cp
(λ̃lx)

٢

nθ̃٢l,٢

)

آن�گاه باشند، λ̃l = µ̃l/ν̃L و ν̃L =
∑L

l=١ µ̃l ،µ̃l = (τ
p/١−٢
l θ̃pl,pΘ

−p
٠,p)

١/(p+١) کنید فرض

P(S∗
n ≥ ۵x) ≤

L∑
l=١

P(M̃∗
n,l ≥ ٣λ̃lx)

+P(max
١≤i≤n

|Si − Si,n| ≥ x) + P(max
١≤i≤n

|Si,٠| ≥ x)

≤ cp
n

xp
ν̃
(p+١)
L + ۴

L∑
l=١

exp

(
−cp

(λ̃lx)
٢

nθ̃٢l,٢

)
+ cp

np/٢Θp
n+١,p

xp

+cp
n ∥ X٠ ∥pp

xp
+ ٢ exp

(
− cpx

٢

n ∥ X٠ ∥٢٢

)
(١٧.۴)

و A = (١/٢− ١/p)p/(١+ p) کنید فرض شود، داده نشان (٨.۴) نابرابری این�که برای حال
چون باشند. B = αp/(١+ p)

θ̃l,p ≤ Θτl−١+١,p

طرفی از است،
Θτl−١+١,p = O((τl−١ + ١)−α)



۵٣ J-وابسته تصادفی متغیرهای مجموع برای ناگایف نابرابری .٢.۴

همچنین
θ̃l,p ≤ O((τl−١ + ١)−α)

آن�گاه باشد، داشته وجود m مانند ثابتی اگر حال
θ̃l,p ≤ m(τl−١ + ١)−α

بنابراین

ν̃L =
L∑

l=١
(τ

p/١−٢
l θ̃pl,p)

١/(p+١)

= O(١)
L∑

l=١
(τ

p/١−٢
l τ−αp

l−١ )١/(١+p)

= O(١)
L∑

l=١
(τ

١−١/٢/p
l τ−α

l−١)
p/(١+p)

= O(١)
L∑

l=١

τAl
τBl−١

می�کنیم تعریف شود، انتخاب ρ ∈ (A/B,١) و باشد A < B اگر
L = ١+ ⌊(log log n)/(log ρ−١)⌋

τAl /τ
B
l−١ ∼ nρL−l(A−ρB) و A < ρB چون گردد. انتخاب τl = ⌊nρL−١⌋ ،١ ≤ l ≤ L برای و

آن�گاه ،x =
√
nΘ٠,pν̃

١+١/p
L y اگر می�شود.

∑L
l=١ τ

A
l /τ

B
l−١ = O(١) آن�گاه

(λ̃lx)
٢

nθ̃٢l,٢
=
µ̃٢l ν̃

٢/p
L Θ٢

٠,py
٢

θ̃٢l,٢
≥

µ̃
٢+٢/p
l Θ٢

٠,py
٢

θ̃٢l,٢

=
(τ

p/١−٢
l θ̃pl,pΘ

−p
٠,p)

٢/pΘ٢
٠,py

٢

θ̃٢l,٢

≥ τ
٢−١/p
l y٢

≥ l٢−١/py٢

(١٧.۴) نابرابری راست سمت در دوم جمله برای کران یک
∑∞

l=١ ۴ exp(−cpl٢−١/py٢) و
بنابراین است،

P(S∗
n ≥ ۵x) ≤

C١Θ
p
٠,pn

xp
+

∞∑
l=١

۴ exp(−cpl٢−١/py٢)

=
C١Θ

p
٠,pn

xp
+ ۴G٢−١/p

(
C٢x√
nΘ٠,p

)
می�شود. حاصل (٨.۴) نابرابری نتیجه در



۵۴ تصادفی متغیرهای مجموع برای ناگایف نابرابری .۴

،r = (A/B)١/(A−B) کنید فرض ،A > B اگر است. (ii) قسمت همانند قسمت این اثبات (iii)
می�شود. ν̃L = O(nA−B) آن�گاه باشند، L = ١+ ⌊(log n− ١)/(logr)⌋ و τl = ⌊n/rL−l⌋

(λ̃lx)
٢

nθ̃٢l,٢
=
µ̃٢l Θ

٢
٠,py

٢

θ̃٢l,٢
=

(τ
p/١−٢
l θ̃pl,pΘ

−p
٠,p)

٢/(p+١)Θ٢
٠,py

٢

θ̃٢l,٢

=
(θ̃l,p/Θ٠,p)

٢p/(p+١)τ
(p−٢)/(p+١)
l y٢

(θ̃l,٢/Θ٠,p)٢

≥ τ
(p−٢)/(p+١)
l y٢

≥ l(p−٢)/(p+١)y٢

می�شود حاصل زیر به�صورت (١٧.۴) آن�گاه ،x =
√
nΘ٠,pν̃Ly کنید فرض

P(S∗
n ≥ ۵x) ≤

C١Θ
p
٠,pn

p(١/٢−α)

xp
+

∞∑
l=١

۴ exp(−cpl(p−٢)/(p+١)y٢)

=
C١Θ

p
٠,pn

p(١/٢−α)

xp
+ ۴G(p−٢)/(p+١)

(
C٢x

n(٢p−٢−١αp)/(٢+٢p)Θ٠,p

)

بنابراین می�شود. θj,٢ = θj,p = ٠ ،j ≥ ١ به�ازای آن�گاه باشند، مستقل Xiها اگر .٢.٢.۴ گزاره
می�شود. تبدیل (۴.۴) نابرابری به (٧.۴) نابرابری

برقرارند. x و n هر برای و هستند غیرمجانبی (٩.۴) و (٨.۴) ،(٧.۴) نابرابری�های .٣.٢.۴ گزاره

y > ٠ به�ازای اگر می�کند. میل صفر به سریع خیلی j → ∞ وقتی (٧.۴) در نمایی جمله .۴.٢.۴ گزاره
بنابراین می�شود. µjx

٢/(nν٢θ٢j,٢) ≥ j٢−١/py٢ آن�گاه ،x =
√
nν١+١/py شود داده قرار

cpµ
٢
jx

٢

nν٢θ٢j,٢
=

cpµ
٢
jnν

٢+٢/py٢

nν٢θ٢j,٢

=
cpµ

٢
jν

٢/py٢

θ٢j,٢

≥
cpµ

٢+٢/p
j y٢

θ٢j,٢

=
cp
(
(jp/١−٢θpj,p)

١/(p+١))٢+٢/p
y٢

θ٢j,٢

=
cp
(
j٢−١/pθ٢j,p

)
y٢

θ٢j,٢

≥ cpj
٢−١/py٢



۵۵ ناگایف نابرابری کاربرد .٣.۴

طرفی از

−
cpµ

٢
jx

٢

nν٢θ٢j,٢
≤ −cpj٢−١/py٢

بنابراین
∞∑
j=١

exp

(
− cpµjx

٢

nν٢θ٢j,٢

)
≤

∞∑
j=١

exp(−cpj٢−١/py٢)

θj,p = j−β خاص حالت و کنیم مقایسه (ii) و (i) حالت�های در وابستگی بخواهیم اگر .۵.٢.۴ گزاره
باشد. β > ٣/٢− ١/p دارد نیاز فقط (ii) و β > ٣/٢ دارد نیاز (۶.۴) آن�گاه بگیریم، نظر ١−٢m∑در

j=m θj,p ≤ (
∑٢m−١

j=m θ
١/q
j,p )

q Θm,pچون = o(m١/p−١/٢) این�که به دارد اشاره (۶.۴) .۶.٢.۴ گزاره
است. m(p/١−٢)/(١+p)

∑٢m−١
j=m θ

١/q
j,p ≤

∑٢m−١
j=m µj = o(١) و q = ١+ ١/p که

جمله و n از بزرگ�تر np(١/٢−α) کسر صورت است، قوی�تر وابستگی (iii) حالت در .٧.٢.۴ گزاره
است. √n از بزرگ�تر (٩.۴) در n(٢p−٢−١αp)/(٢+٢p)

ناگایف نابرابری کاربرد ٣.۴

و هستند حقیقی ضرایبی
{
(aj)

∞
j=٠
}
که Yi =

∑∞
j=٠ ajϵi−j خطی فرآیندهای حاشیه�ای چگالی برآورد

اساس بر بگیرید. نظر در f∗ := supu[fϵ(u) + |f ′
ϵ(u)|] <∞ و fϵ چگالی با هم�توزیع و مستقل ϵjها

با Yi ،f حاشیه�ای چگالی ،Yn ،. . . ،Y٢ ،Y١ داده�های

f̂n(u) =
١
nbn

n∑
i=١

K(
u− Yi
bn

)

دامنه با کران�دار کرنل تابع K،است nbn → ∞ و bn → ٠ با باند پهنای دنباله bn می�شود. برآورد
دمی احتمال برای بالا کران یک است. [−١,١]

P(|f̂n(u)− Ef̂n(u)| ≥ x)

لوینی باشند، هم�توزیع و مستقل تصادفی متغیرهای که حالتی برای را احتمال این می�شود. آورده به�دست
وابسته حالت در را متغیرها حال داده�اند. انجام مطالعاتی (٢٠٠۶) جواترد و (٢٠٠٣) جیو ،(١٩٩٨)
Fi−١ = (..., ϵi−٢, ϵi−١) و Wi−١ =

∑∞
j=١ ajϵi−j = Yi − ϵi ،a٠ = ١ کنید فرض بگیرید. نظر در

آن�گاه باشد،

f̂ ⋄
n(u) =

١
nbn

n∑
i=١

E
[
K

(
u− Yi
bn

)
|Fi−١

]

=
١
nbn

n∑
i=١

∫
K

(
u− Yi
bn

)
f(yi|Fi−١)dYi

=
١
nbn

n∑
i=١

∫
K(ν)f(u−Wi−١ − νbn)bndν



۵۶ تصادفی متغیرهای مجموع برای ناگایف نابرابری .۴

،Xi =
∫ ١
−١K(ν)fϵ(u−Wi−١ − νbn)dν اگر

f̂ ⋄
n(u) =

١
n

n∑
i=١

Xi

کنید فرض شود. آورده دست به باید Xi برای وابستگی اندازه تابع حال

W ′
i−١ = Wi−١ − aiϵ٠ + aiϵ

′
٠

آن�گاه هستند، هم�توزیع و مستقل ϵ′٠, ϵl, l ∈ Z که

|Xi −X ′
i| = |

∫
K(ν)[fϵ(u−Wi−١ − νbn)− fϵ(u−W ′

i−١ − νbn)]dν|

≤
∫

|K(ν)||fϵ(u−Wi−١ − νbn)− fϵ(u−W ′
i−١ − νbn)|dν

=

∫
|K(ν)||f ′

ϵ(u−W ′
i−١ − νbn)||Wi−١ −W ′

i−١ |dν

≤
∫

|K(ν)||Wi−١ −W ′
i−١| sup

u
[fϵ(u−W ′

i−١ − νbn) + |f ′
ϵ(u−W ′

i−١ − νbn)|]dν

=

∫
|K(ν)||ai||ϵ٠ − ϵ′٠|f∗dν

= |ai||ϵ٠ − ϵ′٠|f∗
∫

|K(ν)|dν

= |ai||ϵ٠ − ϵ′٠|k

و |Xi| ≤ k چون .E(|ϵ٠|q) < ∞ که دارد وجود q > ٠ کنید فرض .k = f∗
∫ ١
−١ |K(ν)|dν که
است |X ′

i| ≤ k

E(|Xi −X ′
i|p) ≤ E[min(٢k , |ai||ϵ٠ − ϵ′٠|k)p]

≤ (٢k)pE[(١, |ai||ϵ٠ − ϵ′٠|)min(p,q)]

≤ (٢k)p(|ai|min(p,q))E[|ϵ٠ − ϵ′٠|min(p,q)]

کنید فرض است. θi,p = O(|ai|min(١,q/p)) به�صورت ،Xi وابستگی اندازه تابع بنابراین
∞∑
i=١

(ip/١−٢|ai|min(q,p))١/(p+١) <∞

برای به�طوری�که دارد، وجود C١, C٢, C٣ > ٠ ثابت�های شود، اعمال ،١.٢.۴ قضیه دوم قسمت اگر حال
y > ٠ هر

P[|f̂ ⋄
n(u)− Ef̂ ⋄

n(u)| ≥ y] = P(|X١ + ...+Xn − nEX١| ≥ ny)

≤
c١Θ

p
٠,pn

(ny)p
+ ۴G٢−١/p

(
c٢(ny)√
nΘ٠,p

)



۵٧ ناگایف نابرابری کاربرد .٣.۴

≤
c١Θ

p
٠,pn

(ny)p
+ ۴

∞∑
i=١

exp{−i(٢−١/p)} exp{١} exp
[
−
(
c٢(ny)√
nΘ٠,p

)٢
]

≤ c١Mn

(ny)p
+ ۴

∞∑
i=١

exp{−i(٢−١/p)} exp{١} exp
[
−
(
c٢(ny)√
nM

)٢
]

≤ C١n

(ny)p
+ C٣exp

(
−C٢(ny)

٢

n

)
(١٨.۴)

i = ١, ..., n به�ازای اگر

Di := K

(
u− Yi
bn

)
− E[K

(
u− Yi
bn

)
|Fi−١]

چون شود، تعریف

E{Di|Fi−١} = E

[
K

(
u− Yi
bn

)
− E

[
K

(
u− Yi
bn

)
|Fi−١

]
|Fi−١

]
= ٠

داریم اختیار در زیر به�صورت Di کران و

Di = K

(
u− Yi
bn

)
− E

[
K

(
u− Yi
bn

)
|Fi−١

]
≤ ٢ sup

u
|K(u)| = K٢

طرفی از می�باشند. کران�دار تفاضلی مارتینگل�های Diها بنابراین

E{D٢
i |Fi−١} = E

[(
K

(
u− Yi
bn

)
− E

[
K

(
u− Yi
bn

)
|Fi−١

])٢
|Fi−١

]

= E
[
K٢
(
u− Yi
bn

)
|Fi−١

]
+ E

[
E٢
(
K

(
u− Yi
bn

)
|Fi−١

)
|Fi−١

]
−٢E

[
K

(
u− Yi
bn

)
E
(
K

(
u− Yi
bn

)
|Fi−١

)
|Fi−١

]
= E

[
K٢
(
u− Yi
bn

)
|Fi−١

]
− E٢

(
K

(
u− Yi
bn

)
|Fi−١

)
≤ E

[
K٢
(
u− Yi
bn

)
|Fi−١

]
=

∫ ١

−١
K٢(

u− Yi
bn

)fϵ(Yi)dYi

=

∫ ١

−١
K٢(ν)fϵ(u−Wi−١ − νbn)bndν

≤ bn

∫ ١

−١
K٢(ν)[fϵ(u−Wi−١ − νbn) + |f ′

ϵ(u−Wi−١ − νbn)|]dν

≤ bn

∫ ١

−١
sup
u
[fϵ(u−Wi−١ − νbn) + |f ′

ϵ(u−Wi−١ − νbn)|]K٢(ν)dν

= bnf∗

∫ ١

−١
K٢(ν)dν
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نمایی نابرابری از استفاده با است. E{D٢
i |Fi−١} ≤ bnK٣ آن�گاه ،K٣ = f∗

∫ ١
−١K

٢(ν)dν اگر
١٣.۵.١ لم طبق مارتینگل

P[|f̂n(u)− f̂ ⋄
n(u)| ≥ y] = P

{
| ١
nbn

n∑
i=١

Di| ≥ y

}

= P

{
| ١
nbn

n∑
i=١

Di| ≥ y and
n∑

i=١
E(D٢

i |Fi−١) ≤ nbnK٣

}

+P

{
| ١
nbn

n∑
i=١

Di| ≥ y and

n∑
i=١

E(D٢
i |Fi−١) ≥ nbnK٣

}
(١٩.۴)

از می�شود. صفر ،
∑n

i=١ E(D
٢
i |Fi−١) ≥ nbnK٣ به توجه با ،(١٩.۴) نابرابری راست سمت دوم جمله

طرفی

P

{
|

n∑
i=١

Di| ≥ nbny and

n∑
i=١

E(D٢
i |Fi−١) ≤ nbnK٣

}

= P

{
n∑

i=١
Di ≥ nbny and

n∑
i=١

E(D٢
i |Fi−١) ≤ nbnK٣

}

+P

{
n∑

i=١
−Di ≥ nbny and

n∑
i=١

E(D٢
i |Fi−١) ≤ nbnK٣

}

نمایی مارتینگل نابرابری اعمال با است، برقرار نیز | −Di| < K٢ و است |Di| < K٢ آن�جایی�که از

P

{
|

n∑
i=١

Di| ≥ nbny and
n∑

i=١
E(D٢

i |Fi−١) ≤ nbnK٣

}

= ٢P
{

n∑
i=١

Di ≥ nbny and
n∑

i=١
E(D٢

i |Fi−١) ≤ nbnK٣

}

≤ ٢ exp
[

(nbny)
٢

٢ [K٢nbny + nbnK٣]

]
(٢٠.۴)

بزرگ کافی اندازه به n برای پس ،n→ ∞ وقتی ،bn → ٠ چون ،(١٨.۴) نابرابری راست سمت برای

که گرفت نظر در طوری را C٢ می�توان طرفی از ،bn ≤ K٣

bn
٢yK٢ + ٢K٣

< C٢

بنابراین
nbny

٢

٢yK٢ + ٢K٣
<

(ny)٢C٢
n

,
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نتیجه در

exp

{
−(ny)٢C٢

n

}
≤ exp

{
− nbny

٢

٢yK٢ + ٢K٣

}
می�آید. به�دست نتیجه (٢٠.۴) و (١٨.۴) با بنابراین

P[|f̂n(u)− Ef̂n(u)| ≥ ٢y] ≤ ٣ exp
[
− nbny

٢

٢yK٢ + ٢K٣

]
+

C١n

(ny)p
(٢١.۴)

آن�گاه ،y ≥ (log n)/
√
nbn اگر

y٢ ≥ (log n)٢/nbn ⇒ −nbny٢ ≤ −(log n)٢

طرفی از

exp

[
− nbny

٢

٢yK٢ + ٢K٣

]
+

C١n

(ny)p
≤ exp

[
− (log n)٢

٢yK٢ + ٢K٣

]
+

C١n

(ny)p

معادل )به�طور
elogn

)− logn
٢yK٢+٢K٣ = n

− logn
٢yK٢+٢K٣ ≤ ١

دارد. n/(ny)p مرتبه با کرانی (٢١.۴) نابرابری در احتمال بنابراین

تحقیق آینده و پیشنهادات ۴.۴

ایستا غیر فرآیندهای به تعمیم ١.۴.۴

ایستا غیر فرآیند گرفت. نظر در ایستا غیر فرآیندهای به می�توان را ایستا موارد برای نابرابری�ها
Xi = gi(..., ϵi−١, ϵi) (٢٢.۴)

i به gi اگر بگیرید. نظر در هستند، اندازه�پذیر توابع giها و هم�توزیع و مستقل ,ϵiها i ∈ Z برای که
ایستا فرآیند به (٢٢.۴) آن�گاه نباشد، وابسته

Xi = g(..., ϵi−١, ϵi)

تصادفی متغیرهای و gn ،. . . ،g٢ ،g١ می�توان ،(X١, ..., Xn) تصادفی بردار هر برای می�یابد. کاهش
یکسان توزیع دارای {gi(ϵ١, ..., ϵi)}ni=١ و {Xi}ni=١ به�طوری�که [٠,١] در شده توزیع یکنواخت مستقل
هم�توزیع و مستقل ϵi, ϵ′j, i, j ∈ Z فرض با صورت این به وابستگی اندازه تابع یک کرد. پیدا هستند،
برای می�شود. تعریف باشد، E(Xi) = ٠ ،E(|Xi|p) < ∞ iها همه برای و P > ٢ نیز و باشند

بگیرید نظر در m ≥ ٠

θ∗m,p = sup
i

∥ Xi − gi(..., ϵi−m−١, ϵ
′
i−m, ϵi−m+١, ..., ϵi) ∥p



۶٠ تصادفی متغیرهای مجموع برای ناگایف نابرابری .۴

از ١.٢.۴ قضیه و ١.٢.٣ قضیه در اگر شود. تعریف Θ∗
m,p =

∑∞
j=m θ

∗
j,p به�صورت دمی مجموع و

می�مانند. باقی معتبر قضایا شود، استفاده یکنواخت وابستگی اندازه تابع

زمانی سری داده�های در ناگایف نابرابری کاربرد ٢.۴.۴

تحلیل و تجزیه در می�باشند. زمان�مند اصطلاحا یا وابسته زمان به که هستند وابسته زمانی سری داده�های
بیان ٢.۴ بخش در که همان�طور داده�ها این اکثر نمود. استفاده استقلال عادی حالت از نمی�شود داده�ها این
در ناگایف نابرابری دارند. آینده برای تخمین جنبه بیشتر و کاربرد ریسک مدیریت و بیمه در است شده
در شکست یا موفقیت محدوده می�توان اساس همین بر که می�دهد، ما به بالا کران یک j-وابسته حالت
،(٢٠١۴) سوزا و لام فصل، این در شده بیان ناگایف نابرابری از مثال برای یافت. دست را کاری انجام
پانل مقطعی وابستگی ساختار تحت برآورد برای آن�ها داشتند. بیان را جدیدی قضیه و کردند استفاده
شده بیان ،(٢٠٠٩) زو توسط که تطبیقی لاسو از استفاده با دادند. پیشنهاد مدلی زمانی سری از بزرگی
کردند. ارایه را مدلی و گرفتند نظر در {Xt} زمانی سری برای را (٩.۴) و (٨.۴) نابرابری�های و است
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Abstract

Probability and moment inequalities plays a key role in studying limiting behavior of
partial sums of random variables. When the value of probability of tail or moment of
sum of random variables is not calculable, various inequalities are presented. In most of
them, the independence condition may not hold, then, the generalization of probability
and moment inequalities must be used to verify limiting properties of sum of random vari-
ables. Specially, acceptable variables, negatively superadditive dependent, j-dependent as
an applications may be used.

Keywords: Acceptable variables; Negatively superadditive dependent; Rosenthal in-
equality; Nagaev inequality
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